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RESUMEN 

Este trabajo pr·eser1ta el análjsis Dara el entria1r1ientu de una 

placa plana e1l Y\l fl~jo convec~ivo, to11~ar1do en c1Jenta la conducci611 

de calor longitudinal a traves de la placa. De la aplicación de las 

ecuacior1es para •Jr1 bala11ce d~ e11~1~g1 il se cteauce una simpl~ ecuación 

integr·o-dif-erenciD.l con Uf1 ·~olo par.~metrn, \:iar·a dete1"n1inar· la 

evolución de la te1nperaLura du1··a1·1te el er11:r·i~miento Je la placa. El 

t:1ará.metro •.\educi•Jo (Gt) r·epr-t·sent¿, la r·1.:-.l¿1cion ~.:nt:rc .. la cal.'.•é."\Cidad de 

la placa par·a t~ar1S))01~ta1~ calor· er1 la dirección del flujo v 1a 

flujo conv~ctivo~ Se emplea Lln 

an~lisis asintótico basado er1 la técnica dt.• Escalas Múltiples para 

obtener la solución del probl0111a esludiado. 11ar·a esto. dos escalas de 

tiempo ai:1ar·ecen en f.:-o1 limite asintot.ico (e( -> m) t:.1ar·a 1.1ria ¡:1laca con 

buena conductivid¿H.l tér-mic¿-l .. En un tie11100 \; ~ o. la ,:-laca. a una 

tempe~atura mayor que la del tluido~ se coloc~ er1 for111a par·alela a la 

corriente del flujo cor1vectivo. Er1 est~ instante, y 1j1Jrno~e u11 tiem~·o 

pequeño, un t~ansitorio r~pi<lo se D1·esenLa v por· lo tanto es 

11ecesa~io introducir· una escala de tiem~·o válida ~1a~a este periodo. 

Poster·ior·mente, la IJl"fC..1 condición de 

pseudo-equilibr·io, en el cual 

lenta. 

la evolución de 

El problema se resolvió para flujos de capa li mi l.t- l¿uni na¡·· y 

turbulenta, considera11do 1Jna soluci611 asintótica de 2 términos para 

obtener· los resultactos a difer·entes valores d~ ~ V tiempo, y 

coml=1ar·ando t¿,mbién, lil cariacidad de enfri¿\miento entre •Jna ca1::ia 

limite laminar· y tur·bulenta. La ecuació~1 gobe~r1ante Dara el caso 

laminar también se \··osolvió mediar,te ur1 es!."JIJema numérico. Los 

resultados obtenidos con a1nbos 11étodos concuerdan satisfactor·iamente. 

aún par·a vBlo1-.es de or .. :len •.midad del pé11"ámet1-.o 1::<. También se deduce 

la impor·l;ancia de considei .. ar· la forma acoplada de la tr·ansf·er-encia de 

calor por conducción y convección en este tipo de proble1nas~ 
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INTRODUCCI ON 

En los últimos a~os, las formas acopladas o conjugadas de 

transferencia de calor (Sistemas de conducción-convección-radiación) 

han recibido bastante atención, debido a su importancia en diversas 

aplicaciones del campo inqenier·1 l. 

Algunas de estas aplicaciones son: La pared de tubos de una 

caldera, donde se co1hbina1) la COJ)vección~ conducción y r·adiación; los 

intercambiadores de calor, en los que normalmente se combinan la 

conducción y convección¡ Para el análisis o dise"o de 

misiles que involucran las formas conjugadas de 

convección y r·adiación; En equipos electrónicos En 

aeronaves o 

con1jucci6n, 

¡:.rocesos de 

tratamientos térmicos de materiales, etc •• Es evidente que en todas 

estas aplicaciones es de vi tal im~·or·tancia consider·ar las formas 

acopladas de transferencia de calor·, r1ar·a obtener· un <málisis más 

realista y confiable del proceso considerado. 

Sin embargo, el planteamiento de problemas que involucran estas 

formas acopladas de transferencia de calor, conducen a ecuaciones 

tanto singulares como regulares. 

expresiones no tienen solución 

integro-diferenciales muy complejas, 

En la mayoria de los casos, estas 

analítica exacta, y por lo tanto, se rec1Jr·r·e a métodos n•.unér-icos o a 

soluciones analíticas aproximadas para resolver dichas ecuaciones. 

Con base en lo anterior, un problema muy común en transferencia 

de calor, y del cual se puede partir par-a analizar o resolver algunos 

de las aplicaciones desc1'itas ante1··ior·memte, es el análisis de la 

transferencia de calor por conducción y convección de una placa plana 

finita en un medio convectivo laminar o turbulento. la mayo0a de los 



I NTRODUCC ION 

textos resuelven est;e p~oblcma sin conside~ar la forrna acoplada de la 

además de plantea~ sola1nente estados conducción y convección, 

permanentes, temperaturas 

energia interna constante, 

constantes 

etc., q•.te 

y uniformes, generación de 

simplifican bastante el 

problema. Por lo tanto, el cor1sidcr·ar las formas acopladas de 

transferencia de calor y analizar estados transitorios do una placa 

plana en un flujo convectivo, implica resolver un problema ~sico muy 

cercano a la realidad. 

A continuación se mencionan diversos trabajos que se han 

desarrollado considerando las formas acopladas de transferencia de 

calor para una placa plana. 

En el trabajo de luikov [lJ, se analizó el problema de una placa 

plana (con una longitud e}<cediendo considerablemente ~l espesor de la 

placa) mantenida, en su superficie inferior, a una tcmperatt1ra 

uniforme y constante y eMpuesta a un flujo convectivo laminar en su 

superficie superior. Luil~ov definió un núnter-o de conj~qacJón, llamado 

númer·o de Braun, par·a deter·minar- si el pr·oblema se consider·a 

conjugado o no. Para esto, el número de Braun establece una 

de conductividades térmicas de el fluido y el sólido, asl 

función del número de Reynolds y del número de P~andtl. 

relación 

mismo, es 

Luikov obtuvo dos soluciones aproNimadas; una basada en un 

análisis diferencial para números de Prandtl bajos y de la cual se 

dedujo 2 expresiones para números de Braun pequenos y grandes 

respectivamente; la otr-a solución se basó en relaciones integrales de 

la capa limite laminar, suponiendo soluciones aproximadas de la capa 

limite y polinomios para la distribución de temperaturas. El autor 

concluyó que par·a númer-os de [<r-aun bajos t 1.:!1- ~ 0.1 el problema 

puede no ser considerando conjugado, es decir, se puede despreciar la 

conductividad tér·mica da la plcica. 

Sohal y Howell [2] presentciron un análisis para determinar el 

2 
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perfil de temperatura de una placa plana con una generación de 

energía inter·na, consider·ando la conductividad tér·mica del mater·ial, 

la disipación de calor po1~ convección en la s1Jperf icie superior y por 

radiación a los alrededores de la placa. De la formulación de este 

PJ'oblema se obtuvierol) ecuaciones i~teg1~0-difcrenciales singulares, 

tanto para flujo laminar como para turbulento. Ambas ecuaciones se 

rcsolvier-on aplicL\ndo uria técnica nurnér·ica .. 

Los autores mostraron la importancia de la conductividad térmica 

del material, para la evaluación de la temperatura de la placa, y los 

cuales determinaron que se pueden tener errores muy grandes 

(apro>:imadamente 62%) si roo se toma en consider·ación la for·ma 

acoplada de la conducción y convección. 

En otro trabajo desarrollado por karvinen [3] se resolvió el 

problema de una placa delgada, de longitud finita, con generación 

interna uniforme de energía térmica y expuesta a un flujo convectivo. 

En este trabajo se combinó la transferencia de calor por conducción y 

convección para deducir las ecuaciones integro-diferenciales para 

flujo laminar y turbulento, tanto para un estado permanente como para 

un transitorio. Las ecuaciones deducidas se resolvieron aplicando un 

método iterativo y los resultados se compararon con los obtenidos en 

forma experimental. 

Karvinen también demostró la importancia de considerar 

acoplada la conducción y convección para este tipo de 

ero forma 

problemas, 

sobre todo en el eutremo inicial de la placa, donde se tienen errores 

muy grandes si no se considera la conductividad térmica de la placa. 

Treviffo y Liffan (4) plantearon el problema de una placa plana con 

un calentamiento externo y expuesta a un flujo convectivo, y fue 

resuelto tanto para un proceso permanente como para un 

Del análisis de este problema resultaron 

tr·ansi tor·io. 

ecuaciones 

integr-o-ctifer-enciales con un solo pa1'ámetr·o (e<), que establece una 

3 
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relación entre la resistencia térmica del fluido y la del material de 

la placa. 

Este caso se resolvió aplicando técnicas de perturbación, donde 

para valores grandes del par·ámetro et (una placa con buena 

conductividad) se aplicó una expansión de Perturbación Regular, 

•.1sando 1/et como el parámetro de pertur·bación. Par·a valor·es peque!'íos 

de a se utilizaron técnicas de Perturbación Singular (Igualamiento de 

Expansiones Asintóticas) para deteNninar la evolución de la 

temperatura de la placa. 

En este trabajo, los autores concluyeron que una expansión con 3 

términos dá muy buenos resultados para a~ 5¡ para el llmite singular 

(a -> 0) demostrar·on la for·mación de 2 capas 11 mi tes en ambos 

extremos de la placa, debido a la conducción de calor. 

Payvar [5] analizó el problema de una placa plana de espesor 

finito, con transferencia de calor a un flujo incompresible laminar 

en la supe~ficie supe~io1~, y una te1npe1~atura constante en la 

super-ficie infer-ior·. El a•.•.tor· •Jtilizó la apr·o>d111¿1ción de Lighthill 

del 

se 

número de Braun 

resolvió con un 

para deducir una ecuación integral en función 

(Br.,.). Para númer·os peque!'íos de Br·x Ja integi··al 

método iterativo; pa1--a valores intermedios de 8r?< se utilizó una 

fórmula de cuadratura de Gauss; para valores 

B~ se aplicó la transformada de Laplace. 

resultados con los obtenidos por Luikov 

satisfactorios. 

q.-.andes del número 

El autor comparó 

de 

los 

[ 1] • los cuales fueron 

Una vez definida la importancia y aplicaciones de las formas 

conjugadas de transferencia de calor y planteado los trabajos 

desarrollados, el presente trabajo tiene como objetivo principal 

resolve~ el problema del er1frian1iento (o calentamietlto) de una placa 

plana, de longitud finita, expuesta a un flujo convectivo laminar y 

turbulento, y considerando la forma acoplada de la transferencia de 

4 
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calor por convección y conducción. 

Para esto, al igual que en la referencia (4], de un balance de 

energia aplicado a la placa, resulta una ecuación integro-diferencial 

sin.;¡t\lar· con •Jn st1lo t•ar·.'.unetr·o .. Estt· cia.r·j,metro (a) r·elacior1i.' la 

capacidad de la placa uara transportar calor en la dirección del 

flujo Y la capacidad para disiuar calor al fluJo convectivo. 

Con base en este pa~ámet,~o. la ecuación i11tcaro-diferenc1al su 

puede resolver· pa~a 2 llmites; oara -> la ecuación 

inteqro-ctiferencial se reduce considerablemente, v utilizando una 

variable ct~ semejanza se puede ~esolve~ t)umér1can1ente. tal como se 

presenta en >> 1 • 1 i.\ 

intearo-diferencial no se ha resuelto y no se puede utilizar la misma 

técnica de Perturbación Reqular detinida en la referencia (4] par·a 

encontrar la solución. Las altcrna·tivas aue ~e oucdQn plantear pa~a 

resolver este problema son: 

a) Emi:•leando métodos numér·icos, tales como 

diferencias finitas y la del elemento finito. 

b) Utilizando meto•:los <:\nali ticos "IPro>:ima•.\os. 

Los mi: todos rrtuné r· i co s _, 

r·e s •.11 tan muv costosos per·f eCC i onan o:\O, 

(pr-i ne i i:•al mente reouier·en de una computadora) 

las técnicas de 

so han continuc.\do 

su evaluación 

complican cuando 

la ecuación difer-encial presenta alguna singularidad, como es el caso 

planteado en este trabajo. 

Los métodos analiticos aproximados son adecuados cuando no se 

pueden obtener soluciones 

ecuaciones ctifer-enciales 

anali ticas 

¡:.1--e sc;n taro 

debido 

no-li1)ealidades, coeficientes 

var·iables, fr·onter·i.\S comi:•le,ia.s, etc •• Por otro la•:\o, éstos métodos 

aún cuando 1:-resentan •.m grado •:le (\ific•.\ltad matemática mavo1' que los 

:;. 
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métodos numér·icos, pernli ten un entendimiento U sico m.ds clar·LJ del 

proceso planteado. 

Para evaluar Ja solución del problema descrito arriba, se utiliza 

el Método de Perturbaciones {Expansiones Asintóticas), y los 

r·esultados se compar·ar1 coro los obte1oi•:los 1nedicrnte 11n método numér·ico. 

Como objetivos secundarios, plar1t~actos para este l1··abajo 1 

los siguientes: 

están 

1.- Obtener la solución del problema tanto para una capa limite 

laminar como para ~tna tur·buler1ta. 

2.- Deducir, de los Métodos de Perturbación, la técnica adecuada para 

resolver la ocuación integro-diferencial 

asintótico <" o > > 1 » • 
llmite 

3.- Mostrar el efecto de la conductividad térmica del material en la 

evaluación de la temperatura de la placa. Con esto, se intier·e la 

importancia de considerar las formas acopladas de transterencia de 

calor para obtoner resultadas satisfactorios v más confiables oara 

este tioo de problemas. 

4.- Definir el rango de validez de la expansión asintótica deducida 

par·a el ~·r·oblema ~·lar1tea 0jo. También. obtener· los er·rores má>:imos al 

compar·ar los r·esultactos del método ;:ma!l tico a¡:.r·o>:imc:icto con los 

obtenidos con una técnica numérica. 

5.- Describir, en forma general, el procedimiento para analizar y 

resolvor este tipo Je problemas, que se presentan muy frocuentemente 

en diversas r·amas de la ingenie1-·la. 

6.- Finalmente, describir algunas recomendaciones y alcance de la 

técnica utilizada, asl como su impacto y tendencia para otras 

6 
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aplicaciones. 

Para curnplir co11 los oL~ctivos antcrior·cs, 

estructurado de la s1auiente manera; 

este trabajo se ha 

- El primer pu11to presenta Ja 11 For·mulac1ór1 del Pr·ob lema" 1 se 

define el mo•:1elo matern.\ ticn de J proble1na co11siderado. asl como 

también. las Sltposiciones y simpl i ficac:iones planteadas. 

Posterior·mente se muestr·LI e.l desar·rollo matem.ít1co par·a obtener· las 

ecuaciones inteqr·o-diter·enc1ales que el t r·a ns i Lo r· i o 

analizado y las cuales considerar1 las formas acopladas de la 

transferencia de calor por conducción y convección. 

- El punto siguiente define la "Solución Asintótica" par·a 1 as 

ecuaciones integro-diferenciales singulares. Pa1~a esto, pr·imer·o se 

present:a 1Jna breve inl;r-od1_1cción a los ~létodot> de Pertur·ba.ción par-a 

definir los conceptos bá. s. i e os V técnicas \.:ierturbac íón .. 

Posterior·mente se a.1:ilica 121 técnica de Escalas Múlt11:iles pa..r·21 obtener· 

la solución de las ecuaciones inteqro-diter·enciales, tanto i:•ara tlujo 

incompresible laminar como para turbulento. 

- El tercer· punto p~csenta los ''Resultados y Discusiones 11
• donde se 

describen las p~uebas que se realizan pa~a validar este trabajo~ 

junto con las qraticas de los resultados obtenidos. Los resultados 

obtenidos para el caso laminar se comparan con los deducidos con una 

técnica nu1nérica. En qener·ill, se mucstr-an los resultados para 

diferentes valores de a, números de Reynolds v una comparación entre 

el flujo turbulento y laminar para un valor de a muy qrande. 

El cuarto punto describe las 11 Concl1Jsiones" del 

desarrollado. En este punto se definen las ventajas y desventajas del 

método utilizado par·a r·csolver el pr·oblema planteado, asi como 

también, las recomendaciones y alcance de la técnica para el 

desarr·ollo de otros tr·aba.ios. En \:oa1'tic1.1Ja1··, se descr·ibe el im~·acto Y 
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e:{periencia obte1)ida en la solución de este p~oblema~ 

importancia pa~a futu~as aplicaciones. 

INTRODUCCION 

a.si como su 

También se incluyen ~ apéndicus c¡ue comprenden lo siguiente: 

- El primero presenta los listados de los programas utilizados para 

obtene~ los 1~esuJtados de las pruebas r·eali=adas. 

- El 5e91Jndo contier1e una breve introducción a la técnica cte 

diferencias finitas y el des<1rrollo matem.\.l;ico L<,;ra obtener la 

solución de la ecuación integro-diterencial, para el caso laminar 

únicamente. También se incluye el desarrollo para obtener la solución 

n~unit-r·ica del tercer· tér·mino •:le la E>:pansión Asintótica para el caso 

laminar·. 

- Finalmente, el último punto presenta la lista de "Referencias" 

consultadas para el desarrollo de este trabajo. 



II.- FORMULACION DEL PROBLEMA 

2.1.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA. 

El problern~ planteado en esta sección consiste en evaluar el 

calor transferido por una placa plana a un flujo convect1vo, a través 

de la capa limite laminar (o turbulenta) que se forma sobre dicha 

placa, considerando al mismo tiempo el flujo de calor por conducción 

a través de la mioma. Ento implica analizar en forma acoplada la 

transferencia de calor por· convección y conctuccjOn. par·a deducir una 

eHpresión que permita obtener la temperatura sobre ésta. ctur·ante 

cualquier tiempo del transitorio. La placa se encuentra inicialmente 

a una temperatura constante y al colocarse en el flujo convectivo se 

pr~sonta una variación arbitraria de la tempc1~atura hasta alcan~ar la 

temperatura del medio ambiente. 

La fi.;¡ura No. 2.1 muestra el modelo matemático del problema 

planteado en este trabajo. 

Uoo 
Too 

---> 
-> ---· ---> 

e apa l Í rnt. t. e 

lamlnar o lurbulonla 

Figura No. 2.1 

ó 

Placa plana en un flujo convectivo laminar o turbulento • 

. ,, 



FORMULACION DEL PROBLEMA 
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2.2.- SUPOSICIONES. 

Las suposiciones conside~adas para resolver el 

son las siguienles: 

tr-ansi torio 

1.- la velocidad y tem1:.e.-at1_11··a del f·lujo fuer·a o.\e la c¿ipa limite, 

se mantiener1 constantes. 

2.- No existen ~ractientes de presión par·~ la capa 11mite laminar 

debido a que la velocidad del flujo potencial es constante. 

3.- La capa lln)ite lamin~r té1~mica. que se torma sobre la placa. es 

más delgada i:i 1.t.e la c¿ip~ li m1 l:t> h l 1~r·o1J i n:itnl(:-~ ~ 

4.- Las p~opiedades flsicas del 

constantes. 

5.- Las propiedades del material 

c:orrstantes. 

10 

flujo convectivo 

de la placa se consideran 



FORMULACION DEL PROBLEMA 

2.3.- DESARROLLO MArEMArICO. 

En esta sección $e deduce le. e>:p1··esión matemática que oobier·na el 

transitorio planteado para el caso laminar y turbulento. Para ello, 

se desarrollan los pasos definidos a continuación. 

Aplican•jo un biJlance de ene1··q1a ''" 1_u-, elemento difer·encial de la 

placa, tal como se muestr·a en la 

ar itT 
p~c" d>: dy - A« cly + 

at éJ¡: 

fi9ur-a 

[ iJT 
AS 

éJ¡: 

As ( ar 
iJy 

2.2, se tiene, 

;,2r 

] 1· -- d>: dy 
ih: 

2 

ª2 r ] 
+ -- dy dn 

i)y2 

-

simplificando la e>:presión anterior, 

iJT iJ2T 

pscs As dv + As 
<7>: 2 i}yz at 

0r X 
a2 r y 

1 ( 
cH 

dy J - As +-- d>: 

1 .J .... av i)y2 

1 ( 
ar 

Jdv 
-1'- OT iJZT 

dv 
l--· - ),9 

( v>: 
dx 

1 -
:>.,,, ]:-' + --

a·· i-•i o>:z dx\ 

1 ... r· 
1 iJT 

1 AB ( J d>: 
i)y 

Figura No. 2.2 

Elemento diferencial de la Placa. 

11 

ar 
),i; el>: + 

i}y 

(2.1) 

(2.2) 

1 
1 
1 

J 
1 

cty 
1 
1 
1 
1 
1 



FORMULACION DEL PROBLEMA 

Las C0\1diciones de frol1te~a e in1ci2les so,). 

T = Ti 

aT 
o par·n >: L (2.4) 

a>: 

vT 
:\s 

o 
- Q 11 pa.ril y o (2.5) 

.Jy 
'.J 

oT 
= o para y 

av 

donde q" cor-r·esponoe Oll c01lor· 1:.or· convecc1ón cedido al f l•.1.io en la 
" superficie super-ior. 

Detiniendo las variables adimensionales siquientes, 

T- ,. T - T 
e "-' 00 (2.7) 

Tl - T .iHi 
00 

¡: 

X (2.8) 
L 

y 

r (2.":l) 

e 

T t / te (2.10) 

e introduciendo estas var-ia.bles en (2.2)~ 

p.; e~ Je c.n íJze A Ti a2e 
A Ti -- + 

;'>1,.,; iJT Lz ax 2 2 
iJ-r 

2 
te e 

<2.11) 

y 1-educ i encio tér·mi nos, 

z 

] 
ae ( r rJze a2 e ( ~~ C6 e e 
-= + 

te ~\.S iJT L ox 2 íJy2 
(2.12) 

12 



FORMULACION DEL PROBLEMA 

El valor del tiempo caracteris~ico Ck) se define mas adelante. 

En la expresión anterior, la temperatura adimensional de la placa es 

una función de e = 8(~.y.r), por lo que es necesa~io l)acer una 

simplificación para poder deaucir una solución analltica del mo•:\e lo 

matemático estudiado. Para esto, se supone que la temperatura del 

plato es una función de la coordenada longitudinal r y del tiempo T, 

en una primer-a apro>:iniación. Las restricciones debidas a esta 

suposicion se indicDri m.is ad.t.'1~:\nte. 

Considerando lo anterior, 

(2. 13) 

donde e es un parámetro pequeno comparado con la unidad, qt1e se 

define a continuación. Introduciendo (2.13) en (2.12), se obtiene lo 

si 1;r•~tiente, 

2 

( 

ps es e 

:>-s te ) [ ae 
o 

+ e ªº 1 

iJr 
... ] ( ~ f [ 

t: + .... 

Inte·~rando la ecuación (:2.l<L> en la tor·ma 

despreciar1do términos •:1e or·1:l.en más al~o. se 

1.tna pr·imera a1,roximaci6n 

a2 e :>..g 
2 ae e 

f ( 
Mu 

J ( ) ( 
e 

J 
ps es e 

( o o -
L i1x 

2 :>.. .. L A.e te iJT :t 

•• ·] + 

(2. 14) 

1 

f ( 

o 
\:iuede ototene1·· en 

C2 .. 15) 

En la ex\:•resión anter·ior. se ai:•lican las condiciones de 1'ronter·a 

(2.5) y (2.6). El 

tJ '' 
" 

T T 
o 00 

número de Nusselt se detine como, 

(2.16) 
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FORMULACION DEL PROBLEMA 
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donde ~g representa la conductividaa térmica del fluido. Considerando 

que los tiempos caracterlµticos en el fluido son en aeneral muy 

pequefios comparados con los tiempos caracterlst1cos en los sól1ctos, 

se puede suponer· una ap,~01(imación cuasi-estaciona~10 en la f·ase del 

fluido. Con esto, la solución de la ecuación de la ener01a en el 

fl•.lido puede obtener·se usan•:to la a1:or·o::imaci.ón asintótica •11! Lighthill 

[referencia (6)) para valores arandes del número do Prandtl y por 

lo tanto, el número de Nusselt se defino como, 

Nu f2.17> 

E&ta expresión se presenta en la reterencia [8] para un flujo 

laminar y turbulento, con una temperatura de la 

placa var·iando en forma Bl'bl t1··ar·ia V don•:\t' el r·ec•r·esenta la 

temper·~1tur·a en el .bor-o:\e de ataq•.le ·~e la c•lace1. El núcleo de la 

inte 0ral en la ecuación (2.17) se define coma 

Las constantes a, n, e, n, m dependen de las caracter·lsticas del 

flujo. La tabla No. 2.1, obtenida de las r-eterencias [3], 

presenta los valores Dara flujos de capa limite laminar v tur-bulenta 

sobre una superficie lisa. 

TABLA No. 2.1. 

CAPA LIMITE a n e m n 

LAMINAR O. 992 3/4 1/!l 1/3 J./Z 

TURDULENTA o. 0211 9/11'.> 1/9 0/10 

Introduciendo (2.17) en (2.15), se tiene 

14 



FORMULACION DEL PROBLEMA 
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PG es 
+ cte 

As te rJT 

En la eNpresión 2.n\;er·ior-, el subindice "o" ha sido eliminado 1-'0r 

simplicidad. Definiendo, 

n (2.20) 

y sustituyendo en la ecuación <2.191, 

2 ae 1 
[ JeKfx.;() ] ps es e 

n + -- de + e 
/,e te ar 1-n t 

:l: !\ 
(2.21) 

Esta ecuación 111te9~0-dife1··er1cial per1111te obtener· la evolución de 

la temperatura de la placa~ Esta ecuación se puede s1molit1car aún 

más, al definir· el parámetr·o et como 

( a Prm F.:en )- 1 (2.22) 

Este par·ámetr·o r·e¡;.resenta la. !'elación entre la ca1:-ac1•:\ad de li.l 

placa para transportar calor- en la d1recc1ón del flujo y la capacidad 

para disipar- calor al flujo convectivo. Para~ >> 1 la conducción de 

calor a través de la placa es muy gr-ande, y por lo tanto, no existen 

gr-andes gr-adientes longitudinales de temper-atura. Por otro lado, para 

~ << l solo se transfiere calor- hacia el flujo convectivo. 

El tiemLio caf·actE!r-1 st1co te se detine como 

[ 
m ro )-i 

te "' e L p.. cs a Pr- Re Ag (2.23) 
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FORMULACION DEL PROBLEMA 

Sustituyendo las ecuaciones (2.22) ,, (2.23) en ~-2.21), se deduce 

la ecuación inteqro-ctifercnciol que gobierna el problema planteado, 

ar 1-n 
:t 

de } ctx + el dx 
ae 

+ 

J 

Integrando la expresión C2.14) en la torma J 
reduce en una primera aproximación a, 

e 
o 

o 

f2.24 

(2.25) 

De la relación anterior se puede obtener la definición del 

parámetro e, 

e = a (e/L) (kg/ks) Re" Prm << 1 (2.26) 

Esta expresión permite deducir la restricción considerada Para 

obtener la expresión (2.13). De las ecuaciones (2.22) y (2.26) se 

tiene aue el valor de a debe ser iaual a, 

a >> ( e/L )
2 (2.27) 

lo cual permite un amplio rango Da~a validar la anro:cin1ación de la 

ecuación (2.1:.). Por· lo lanto, si se cumi:de la r·estr·iccion \2.27), la 

temperatura de la placa puede deducirse en función de X v T 

únicamente. Las condiciones de frontera e iniciales se definen como, 

(2.28) 

ae 
(1 para .<: o. 1 (2.29) 

Con esto, la temDeratura de la Dlaca se define como e = F<x 1 T,a). 

La solución de la ecuación inteqro-ditcrencial (2.24) se deduce en 

el capitulo si\'.l'.•iente, par·a el limite asintótico e1 >·,. 1. 
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III.- SOLUCION ASINTOTICA 

3.1.- INTRODUCCION. 

En este cap1 tul o se deduce la solución anal! tica de las 

ecuaciones integro-diferenciales singulares, obtenidas en el capitulo 

anterior·. 

Para esto, primera se presenta una breve descripción de los 

Métodos de Perturbación, mencionando conceptos básicos, tipos de 

expansiones y los diferentes métodos que existen. También se 

descr·iben las r·azones po1' las cuales se seleccionó este método. 

Finalmente, los últimos puntos de este capitulo incluyen todo el 

desarrollo matemático para obtener la solución asintótica de las 

ecuaciones integro-diferenciales singulares, tanto para el caso 

laminar como para el turbulento. 

17 



III.- SOLUCION ASINTOTICA 

3.1.- INTRODIJCCION. 

En este capitulo se deduce la solución anal1tica de las 

ecuaciones intcgro-diferct1ciales 5ingulares, obtenidas en el capitulo 

anterioi··. 

Para esto, primero se presenta una breve descripciótl de los 

Métodos de Perturbación, mencionando conceptos básicos, tipos de 

expansiones y los diferentes métodos que eMisten. También se 

describen las r·azones ~·or las cuales se seleccionó este método. 

Finalmente, los últimos puntos de este capitulo incluyen todo el 

desar·1-ollo matemfl.tico para obtener· la solución asint6ticu de las 

ecuaciones integro-diferenciales singulares, tanto para el caso 

laminar como para el turbulento. 
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SOLUCION ASINTOTICA 
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3.2.- CONCEPTOS BASICOS. 

Al igual que otras ramas de la ingenierla, e 1 aná 1 i sis de la 

transferencia de calor ha recibido, en las últimas dos décadas, el 

apoyo de procedimientos numéricos que involuc~an las técnicas de 

diferencias finitas y del elemento finito. Al mismo tiempo, se han 

continuado desarrollando los métodos anallticos aproximados para 

proporcionar soluciones adecuadas a una gran variedad de problemas 

f1 sicos. Uno de estos métodos es el Método de Perturbaciones 

(Expansiones Asintóticas). 

La necesidad de 1-·ecur·r·i r· a la apro;:imación ana11 ti ca se debe a 

que los problemas flsicos de transferencia de calor presentan ciertas 

características, en sus ecuaciones gobernantes, que impiden obtener 

soluciones anallticas exactas. Estas caracterlsticas 

no-linealidades, coeficientes var·iabl es, f·ronter-as 

fronteras no-lineales co1,ocidas o desconocidas, etc .• 

pueden ser·¡ 

complejas, 

Aún si el 

problema tiene una solución e><plicita, esta puede ser llo adecuada 

par-a una interpretación flsica o matemática, 

numér-ica. 

o par-a evaluación 

Las Expansiones Asintóticas se consider-an en términos de un 

parámetro (pequeno o grande), que aparece naturalmente o puede 

introducirse artificialmente por convenienci~. Estas expansiones se 

llaman Perturbaciones por· Par·á.metr·os .. Alternativamente, las 

expansiones pueden considera~se en término~ de una coordenada 

(pequena o grande). Estas se llaman Pcr-tur-baciones por Coordenadas. 

Perturbaciones por parámetros. 

Los problemas que involuc1'an la ·función U(>:,s) pueden 

representarse por la ecuación diferencial L(u,x,s) = O y la condición 

de fr-ontera B(u,s) = O, donde x es un escalar o un vector variable 

independiente y ses un parámetro. En general, este problema no puede 

resolverse exactamente. Sin embargo, si existe un & = & para el cual 
o 

el problema se puede resolver, se puede encontrar- la solución para & 

18 



SOLUCION ASINTOTICA 

pequeno, en una serie de potencias de e, esto es 

donde u es independiente de s y u (X) es la solución del 
n o 

paras = O. Posteriormente se s'1stiluye la c,:presión 

(3. 1) 

r·r·obl ema 

(3.1) en 

L(u,x,c) =O y B(u,c) =O, realizando la expansión para e y agrupando 

los coeficientes para cada potencia de &. 

Con esto se obtiene un sistema infinito de ecuaciones que puede 

resolverse r·ccursivamcnte pa~a obtcnc~ los coeficientes de la serie 

(3 .1). 

Perturbaciones par coordenadas. 

Si el problema se representa por una ecuación diferencial L(u,x) 

O, con condiciones de frontera B(u) = O, donde x es un escalar y si 

L\(>:) toma una tor·ma conocida L\
0 

para >: -~ >:
0 

(l:
0 

puede ser O o ro), 

se puede determinar la desviación de u con respecto a u , para n 
o 

cercano a n
0

, en términos de una serie de potencias de x si x
0 

}~-i si >t = oo. En este 
o 

variable del sistema. 

Funciones "Gauge". 

caso, la cantidad perturbada, n, es 

O, o 

una 

Una vez identificada la cantidad de pertu~bación e par·a un 

problema dado, el siguiente paso consiste en .;leter·mina1~ la 

dependencia de la solución sobre c. Para esto, se debe conocer el 

comportamiento de la función f(e) cuando e tiende a cero. 

de f(c) puede ser cualquiera de los siguientes: 

El limite 

lim f (s) (l 

e -~ o 

lim f (e) = c donde o < c < 00 

B -> o 

1 i1n f (e) 00 

e ~ () 
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SOLUCION ASINTOTICA 

En el prime1·· y ter·cer· caso, la r·a;:ón L1 la cuc;l f(c)-> (1 y f(&)-·•OO 

se desarrolla al comparar f(&) con 

gauge. Las mis simples y usuales son, 

-TI -2. .... ' c. , e 

- 1 

-1 
e 

fu11cioncs conociclas, 

n e , ...... 

lag c- 1
, e-e , sen e, cos e, etc •. 

llamadas 

Esta comparación se facilita con el uso de los simbolos de orden, 

O y o, tal como se muestra a continuación; 

[ 1· (e) ] f (e) o [g(c)] p,;:..r·a e --> (1 si lim < 00 

&-> o g(c) 

[ f (e) ] f (e) o [q (e)] par-a e --> o si l im = (l 

C-> o q(c) 

Para ilustrar lo anterior, se muestra el siquiente ejemplo. Se 

desea obtener- la h.trici6n "qau1;p: 11 par·a f(e) = $en & cuando e -> O .. 

Aplicando una serie de Taylor a la función, 

3 !> 7 e e e 
sen e e - + + .. 

3! 5! 7! 

6 

z .. 6 
sen e e e c 

1 - + + . . 
e 3! ~· ~·. 7 ! 

y aplicando el limite par·a e -> O, se tiene 

ser1 & 

lim 1 
e __,. o 

donde se observa que el comportamiento limitar.te de Sen e es el mismo 

que para e, el c~al en este caso es la función 1•qauqe 11 apropi~cta. De 

esto se deduce que, 

Sen .. .:; = O (&) par·a e __,. O 
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SOLUCION ASINTOTICA ----------------------· .. ,· 
Otr-os ejemplos, par-a e _, o, son 

Cos e o (1) Sen 
2 o (l/) e 

J"(,;) o (1) - Cos e = o (,;2) 

Tanh e o (,;:) Jo( e) - o (,/) 

Coth e = o (,;: - 1 ) Cot e o (e-1) 

Expansiones asintóticas. 

Una función no necesar-iamente se debe r-epr-esentar por una ser-ie 

de potencias, sino que también puede ser- expresada como una función 

de c. Para esto, primer-o se define Wla secuencia de tunciones g (e), 
n 

llamada secuencia asintótica, tal que 

g (,;:) = o [g (,;:)] (3.2) 
n n-1 

En términos de estas secuencias asintóticas, se puede deducir una 

expansión asintótica par-a f(c)¡ o sea 

00 

f(c) = \ an g (e) l n 
r1;:.o 

una forma especial de ($.3) es 

f (e) I 
r1::0 

(3.3) 

(3.4) 

donde la secuencia asintótica es e" y an es independiente de e. 

Perturbaciones Regulares y Singulares. 

Una vez identificada la cantidad de per-tur-bación y seleccionado 

la forma de la expansión asintótica, es necesario evalu~r los 

coeficientes "an" de la ecuación (3.4). Para esto, se debe sustituir 

la ecuación (3.4) en las ecuaciones gobernantes del pr-oblema. 

Después de la sustitución, el siguiente paso consiste en agr-upar 

los términos que tienen las mismas potencias de ,;:. Igualando los 
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coeficientes para cada potencia de e a cero, se obtiene un sistema de 

ecuaciones que puede ser resuelto r·ecu1··sivamente par·a deducir· los 

coeficientes an. Con la eval•.1ación de "an", la expansión (3.4) está 

completamente determinada. El último paso consiste en e>:aminar la 

validez de la eHpansión asintótica en todo el dominio de la variable 

independiente. Si es válida en ·todo el •Jorninio, la e::pansión es 

clasificada como expansión de perturbación regular. De otro modo, si 

ésta pierde validez en una cierta reqión, la expansión es clasificada 

como expansión de perturbación singular. 
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3.3.- METODOS DE PERTURBACION. 

Las e>:pansiones asintóticas, tal como se mencionó anteriorfnente, 

son de dos tipos: enpansianes de Perturbaciones 

expansiones de Pertubaciones Singulares. 

f~eq1Jlares y 

Para las pPimeras, las soluciones q11e se obtienen son vAlidas en 

todo el dominio de la variable jndependiente. En las segundas, las 

expansiones q1_1e se aplican tienen sol1Jcionos que pierden validez en 

regiones llamadas capas limites o regiones de no-uniformidad. 

Algunas de las no-uniformidades más comunes son: El dominio 

infinito, un parámetro pequeno m1_1ltiplicando las derivadas de orden 

más alto y presencia de singularidades. 

En el caso 

manifiestan con 

de dominio infinito, las 

la presencia de los términos 

no-uniformidades se 

llamados seculares, 

tales como l:"'Cos(>:) y >:nSen(x). Estos hacen que fn(>:) / fn-1(~:) no 

esté 1 imitado cuaiH\o N -> oo. 

En el caso de que un pequeno parámetro multiplique a la derivada 

de orden más alto, ocasiona que la expansión asintótica no pueda 

satisfacer todas 

problema. 

las condiciones de frontera e iniciales del 

Para el último caso, las singularidades que no son parte de Ja 

solución exacta apl\r·ecen en alqún punto de la e::pansión, y 

generalmente se vuelven más pron•.mciadas en los tér·minos sucesivos. 

Para evitar· no-uniformidades en las 

asintóticas, se han desarrollado diversos métodos. Algunos de estos 

métodos son: 

Método de deformación de coordenadas 

Método de expansiones asintóticas acopladas 
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- Método de escalas múltiples 

M~todo de Deformación de Coordenadas ( T~cnica de Lighthill ). 

Cuando el proceso de pertu1~baci6n conduce a una expansión 

singular, el resultado está muy limitado, a menos de que pueda 

modifica~se para generar Ul)a solución uniforme. Una de las técnicas 

paru. loqr¿\r est;o, es el mótodo de defor·maci6n de coor-dcni:tdas o 

técnica de Lighthill. 

La idea básica de esta técnica es la de expander tanto la 

variable dependiente como la variable independiente, que presenta la 

no-uniformidad, en potencias del parámetro de perturbación & y con 

los coeficientes expresados como funciones de una nueva variable 

independientie. Por ejemplo, si la función f(n
1 

,>!
2

, ... ,>:m;c) presenta 

la vari.able 

dependiente f, sino también la variable independiente, por decir x
1

, 

en potencias de c. Esto conduce a, 

>: 
1 

N-1 

N 

s +n"\º;;;n P. (s,>: ,i: ,. • .,>: ) + O(c1<~1) l n 2 3 Tfl 

(3.5) 

(3.6) 

Las funciones 'n se conocen como funciones de deformación, y son 

evaltladas de t;al forma que La e};·~·ansión de sua válida 

uniformemente. En otr-as palabr·as f·n / fn-1 < oo para todos los valores 

de x
1

, o equivalentemente que las aproximaciones sucesivas no 

más singulares que las primeras. 

Método de Expansiones Asintóticas Acopladas. 

sean 

Este método se aplica para resolver aquellos problemas donde la 

cantidad de perturbación e aparece en frente de la derivada de orden 

mis alto. Las soluciones de tales ecuaciones generalmente presentan 

24 



SOLUCION ASINTOTICA -------------------··•·' 
regiones d.e rápidas varic.\ciones cuando c. ---t O, ocD.sionando q•-te no se 

puedan cumplir todas las condiciones de frontera. Cuando el espesor 

de estas r-e•;riones se apr·o>:ima a O cuando e ~ o, se 1L~S llama capas 

limites. 

Una técnica para eliminar este problema consiste en determinar 

una expansión fuera de la capa limite (llamada expansión exterior) 

usando las variables oriqinales, y posteriormente determinar la 

expansión, dentro de la capa limite (!Jamada expansión inter·na), que 

describe los ca1nbios de forma usando escalas amplificadas. Las 

expansiones exteriores pierden validez en las regiones internas, y 

las e;{pansiones interr1as afuera cte la capa lln•ite. El siq11ientc paso 

consiste en el igualamiento de expansiones para obtener una 

solución válida en todo el dominio de la variable independiente. 

Para el igualamiento de las expansiones, Van-Dyke, 

(15], definió un método que consiste en lo siguiente: 

Dada la ecuación diferencial; 

.,; f 1 ' ( >:) + f" ( H) + {Jf ( ;: ) = 0 

1.- Se aplica una e::pansión de per·tur·bc:1ción r·equla1'; 

para obtener una expansión euterna, f(::). 

2.- Se int1~·oduce una transfor·mación de lr:\ forma; 

r·e'ferencia 

(3.7) 

(3.E:) 

y se sustituye en la ecuación ol··iginal para deducir una expansión 

interna, q({). 

,.,~ 

.L.·-' 
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3.- Para el igu.alarnienf;o de 1..:.1.s r::q:.ansioncs pr·lm1~r·o se cambia l.a 

variable x en la ~olrJcj6n c::te1~1)a ¡)or·; 

n = t; e 

y se introduce en la solución enterior, t((; e). 

4.- Se aplica una enpansión a f((; e) para un valor pequefto de e, 

para obtene I' asi ( f') i. 

5.- La variable ( se sustituye por n!c en la solución interna. 

Postel-·iormerrte se ¿¡.plica una e::pansión para r.tn valor- pequerio ele e y 

se obtiene (q)
0

• 

6.- Finalmente se igualan las ecuaciones obtenidas, o sea, 

para deducir las constantes que aparecen en las soluciones enteriores 

e inter-iores. 

Método de Escalas Múltiples. 

La teoria de escalas múltiples se emplea cuando los métodos de 

perturbación or-dinarios no proporcionan una solución uniformemente 

enacta para f(n), para valores pequeftos y gr-andes de >:. Enisten 

diversas variantes par-a este método, que se describen mediante el 

siguiente ejemplo. 

Dada la ecuación de un oscilador lineal amor-tiguado, 

f,, + f -2 e f (3.'::i) 

Aplicando la expansión asintótica (S.8) en (3.9) y separando los 

términos para las mismas potencias de ~. se tiene 

f''+f =O (3.10) 
o o 
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f ' ' + f -2 f , <.:'>. 1 J.) 
1 1 o 

f 
, , + f· -2 t ' (3 .12) 

2 z J 

Resolviendo este sistema de ecuaciones en forma recursiva, se 

ol:otiene, 

f 
o 

f 
1 

f 
2 

a Cos(x + b) 

-a >: Cos(;: + b) 

- a x 2 Cos(x + b) + a x Sen(x + b) 
2 2 

donde a y b son constantes. 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

La solw:ión, seqún la e::pansión .:isi.ntótica (:5.t:::) es 

2 
[ ><

2 
Cos(x + b) + f a Cos(>: + b) 

(3.16) 

Es obvio rfuc es1;a solución es un~ pobr·e apro>~tmaci6n a t(x) 

cuando x es de! 0(,;-1
). Esto se deduce al com¡:.ar·ar- la ec•Jación (3.16) 

con la solución exacta, 

(3.17) 

La ecuación (3.16) puede obtenerse a par-tir de (3.17) para un 

valor peque~o de e, manteniendo fijo el valor de x. Para esto, el 

exponencial y el coseno se representan como, 

Exp(-ex) = 1 - ex+ (1/2) e
2 

x
2 

+ ••• (3.18) 

Cos(>: + b) + (1/2).:2 
>! Sen(>:+ b) + •• (3.19) 
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En estas series se puede obse~vaP que cuando x es tan grande como 

c-1
, la expansjón truncada exceclc el limite de exactitud. Par-a 

deter·minar· una e>:pansión <'sintótj ce1 vá l io:la pa.r·a t;iernpos tan •Jr-andes 

como c-1
, es necesar-io irotr·oducir· una nueva var·iable T1 =en = 0(1). 

Similarmente, la eNpansión truncada (3.19) no es adecuada cuando n es 

tan qr-ande como .c-2
• Esto implica intr-oducir- otra variable Tz = c2 n 

0(1). 

Con estas nuevas variables, se tiene; 

E>:p(-T1) (3.20) 

Cos [ ~ 1 - c
2 

ir + b ] Cos(>: - Tz/2 + b) + 

(l/B)c
4 

x Sen(x - T2/2 + b) + •• (3.21) 

La e>:pansióro (3.21) es válida p;:1r·a H = O(c-
2
). Sin embar·go, esta 

e::pansión es inválida cuando x = O(c-
4
), debido a q•Je el segundo 

término deja de ser pequeno comparado con el primero. Para evitar 

esto, se intr·oduce otr·a va1··iabl.e par·a tiempos tan qr·andes como 

es decir·, r .. =e\: = 0(1). 

Lo anter·ior suqiere que f·(;;;t:) dep1Jnc\a ei:plicit¿,01ente de )~, e>{. 

,;2·>:, ••• , asi como de >r misma. Por· lo tan to, par-a obtener· una 

e>:pansi6n truncada que sea válida para todo x arriba de e-w, donde N 

es un entero positivo, debemos evaluar la dependencia de f sobre las 

m+l escalas de tiemi:•o difererote!'.:, To, T1, ••• TN, o sea 

Tn 
n 

e>: (3.22) 

La escala de tiempo T1 es más lenta que To, mierotras que Tz es 

más lenta que Ti. En general Tr, es más lenta que Tn-1. 

esto, se tiene 

f(>:;e) = f( ío, T1, ••• , TN;e) 

N-1 
\ ro = le 

n•O 

fn(To, r1,. '. 'TN) + O(cTN) 
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• wm:: - 891 H&QM 

Las expresiones (3.22) y (3.23) constituyen la versión de el 

método de escalas múl I; i.p les denominada 11 versión de 

variables-múltiples". 

Otra versión del método de escalas múltiples fue introducida por 

Cole y Kervorkian. Para esto, de la solución exacta (3.17) se observa 

que N apa1'ece en las combinaciones .,;i: o J1 - e
2 

x. Por lo tanto, par-a 

determinar una expansión válida para tiempos grandes, se introducen 

las 2 escalas de tiempo; 

,; li (3.24) 

n ~ 1 ( 1 - (1/2)&
2 

- (1/8)e
4 

+ ••• Jx (3.25) 

Asi mismo, Cole y Kevorkian, referencia (12], consideran que 

N-1 

f (¡:;e) 1ce.n;e) = Is" fnCt~n> + O(cN) (3.26) 

donde: 

y l) 

n::;O 

( 1 + 
2 

& w 
2 

En este caso, e es más lenta que n• Por otro lado, las constantes 

l•\._• w
3

, ••• ,wN deb!:!rt ser evaluadas con el fin de eliminar 

términos seculares que aparecen en la solución. 

2.'=J 

los 
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3.4.- SOLUCION ASINTOTICA DE LA ECUACION INTEGRO-DIFERENCIAL. 

En esta sección se obtiene la solución de la ecuación inteqro­

di fer·encial sing1..llar, deducida en el capitulo antei··ior·, tanl;o pai··a el 

caso laminar como para el turbulento. 

La solución de estas ecuaciones se evalúa para el limite 

asintótico a;> 1, y por lo tanto, el parámetro de perturbación se 

define como, 

e "' l I et 

Con este parámetro, 

tur·bulento son, 

ae 
- e + 

íle a'e 
- e + 

las ecuaciones para el caso laminar y 

+ 1 - ( 
x ]3/4 ]-1/3 .;1e } 

dx <3.28) 
X dx 

Analizando estas expresiones se puede observar que si se utilizan 

expansiones de perturbacióll ~egular, éstas generan se~ies inválidas 

r•ar·a los términos de p.-·imer· or·den, y por lo tanto, se obtienen 

soluciones no-uniformes. 

Por otro lado, el parámetro de perturbación está multiplicando la 

derivada de orden más alto, para la variable del tiempo, lo que 

ocasiona que no se cumplan todas las condiciones de frontera. 

Estas observaciones implican que para obtener una solución 

uniforme, es recomendable utilizar el método de Escalas MQltiples 

para resolver las ecuaciones (3.28) y (3.29). Para esto, es necesario 

deducir las escalas de tiempo seqQn el método recomendado por Cole y 

Kevorkian. Para esto, partiendo de la enpansión de perturbación 

~.so 
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r·eg•.llaP, 

00 

e @o(T) +n¡i .:;;." @n(A;,T) (3.30) 

se deduce que ésta es inválida en los términos de orden 1/a para el 

tiempo adimensional, debido a un transitorio rápido de la temperatura 

al inicio del enfriamlento de la placa. Después de esto, la 

temperatu1'a l le·~a a •ma condición de pseudo-equi 1 ibrio necesar·io para 

una evolución lenta de la temperatura del plato. 

Para este transitorio rápido es necesario introducir una escala 

válida para tiempos pequenos, o sea 

(3.31) 

en la Cl\al T 0(1/a). 

Por otro lado, para ellminar los términos seculares de la 

expansión, es necesario introducir obra escala de tiempo, igual a 

s = T ( 1 + e,:, / o. 1 + e,:, J az + .•• ) 
1 2 

(3.32) 

donde las constantes <<>. ser-án deter·minadas con el f·in de cancelar los 
l 

términos secular·es. 

A continuación se pr-esenta el desarrollo matemático para obtener 

la solución de las ecuaciones (3.28) y (3.29), aplicando las escalas 

de tiempo definidas en (3.31) y (3.32). 

3.4.1.- Solución para el flujo convectiva laminar.-

A continuación se presenta el desar-rollo matemático para evaluar 

la solución de la ecuación integro-diferencial para el caso laminar. 

La expresión para este caso es 
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Separando los términos para las misn1as potencias Je s, se genera 

el siguiente sisten~a de ecuaciones : 

ae iJZ €J 
o 

+ 
o o 

i)a ax 2 

¡)$ él· e ae e X de 
1 1 o 1) l LI< o 

dx + + + 
aa ax z iJs -IX iX dx 
¡)$ aze ªº {)$ e X de 

z 2 o 1 1l LK 1 c1:x + w 4· ·~ + --
íJO' ax z 1 as os .¡;¡; -IX dx 

ae a2 e ae ae ae o X cte 
3 3 o 1 2 Zl z c1:t + w + w + -- + 4-

(Ja ax z 2as 1 as iJs -r;_ iX L'< ax 
las ecuaciones anteriores deben 

condiciones de frontera e iniciales: 

ae 
n 

º· O,lyn<:O 

e <x,o,o) 
n 

o par·a n ::: 

cumplir con las 

(3.37.1) 

(3.37.2) 

(3.37.3) 

(3.37.4) 

siguientes 

(3.39) 

(3.40) 

Integrando la ecuación (3.37.1) con respecto a X• entre O y 1 , 

o (3.41) 

y aplicando la condición de frontera (3.38), se obtiene 

ª J1 

e ctx o 
ªª o o 

de donde se deduce, como primera aproximación, que 
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ve ¡/e eL ([ ( X r/4 r1/3

d~ + a + -- 1 - c1x- (3.33) 
2 -IX .¡;¡-i)r ax X rJx 

A~d icando l c:\S csc¿1lc3S de tl~mpo (3.;:.u y <..3.:52) en 

(3.33), se tiene 

[ ae c7et ae as ] 
i)2 (;J tll X cte 

- + + a + L I< c1;;: (3.34a) 
iJct cJr iJs iJT ox z -IX. iX c1:t 

ó 

ae ae <le Ol X dO 
- 1 ( l + ,/w,+. ·] 

-1 

LI< ct;( (3.34!;.) - e - + e + 

ªª iJs ax z -IX. 0 ct;t 

con: 

Aplicando la eNpansión asintótica 

(3.35) 

en la ecuación (3.34), se tiene 

[ ae ae ae i)(;J 

+ •• ] ( + •• J -1 o 1 z z :J 3 
1 

z 

* - e + e -~- e + e - + e w +e w 
i),y IJet i),y iJ<Y 

1 z 

[ ae ae i)(;J 
o 1 z 

+ e + e 
as iJs as 

+ ••• ] 

[ 

de 

c1-X.

0 
c1e 

1 2 
+e - +e 

c1:t 

+ ••• ] 
2 -1 

+ e 

+ e o 
1 l 

a2 e a2 e 
o [ + e 

iJ;/ 

2 
+ e e 

2l 

axz 

+ •• ) 

dO 
2 

+ ••• ] ctx 

32 

1 
a2 e 

2 2 9 
+ e + e 

<>xz 

+ --
.¡;¡- IX I< * 

o 

* 

(3.36) 



SOLUCION ASINTOTICA 

Integrando la ecuación (3.3/.2) con respecto ax. entre U y 1, y 

aplicando de nuevo la condición de frontera (3.38), se obtiene: 

.,_ 2 e 
ot 

(3.42) 

Para evitar que aparezcan términos seculares en la ecuación 

anter·ior·, se debe cumplir· lo sio;¡uiente; 

ae 
o 

-- + 
os 

o (3.43) 

la solución de esta ecuación di ter·erocial, con la condición inicial 

(3.39) y con 8
0 

e o 
E>:p (-2s) 

Sustituyendo la ecuación (3.44) en (3.37.2), se obtiene, 

(3.44) 

ae a2 e El<p(-2s) 
l 

+ 
1 - 2 E>:p(-2s) + 

00' ax 2 -¡-;¡:-
é

0 
[ - 2 + ,.,-;¡: ) (3.45) 

la solución de esta ecuación di terenci¿d es de la ·for-ma, 

e 
l 

(3.46) 

Par-a obtener la expresión de la función g(x,a), se austituye la 

ecuación (3.46) en (3.45), de donde se obtiene, 

o (3.47) 

Para la e>:presi6n (3.47), las nuevas condiciones de frontera e 

iniciales son : 

g(O,x) = - [ x2 + (4/3) x3/2 ) (;'.'.48.1) 
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o par·a X o, 1 (3.48.2) 

La enpresión (3.47) se resuelve con el método de separación de 

variables. Para esto, la función qlx.a> se representa como ¡ 

g = X(x)T(a) (3.4''1) 

y sustituyendo en (3.47), 

T X'' - X T' =O (3.50) 

separando variables se tiene 

X" T' 
(3.51) 

X T 

X'' + A2 X= O (3.52) 

T' + A2 T = O (3.53) 

la solución de la ecuación diferencial (3.52) ea 

X = a1 Cos (AX) + a2 Sen (AX) (3.54) 

las constantes a1 y a2 se deducen al aplicar· la condición de 

frontera (3.48.2). Para esto, se tiene, 

ax 

donde para x 
y pal'a x = 1 

O, az 

O = - A a1 Sen (A) 

o 

pa1'a evitar· la solución tr·ivial, con a1 

o (3.55) 

(3.56) 

O, se t'equier·e que 

Sen(A.)=0, lo cual se cumple para A= nn, con n = 0,1,2,J ..... 

La solución que ae obtiene es: 

(3.57) 
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La solución de la ecuación (3.55) es 

y la solución, tipo producto, que se deduce con (3.57) y (3.58) es : 

00 

g(x,a) = I en Exp(-An
2
o) Cos (AnX) 

n•O 

con An "" rm 

(3.59) 

Para obtener el valor de la constante en, se aplica la condición 

inicial (3.48.1), 

~ Cri Cos (AnX) X2 
- (4/3) X3

/Z (3.60) 
n;::.o 

donde en se evalúa considerando un desarrollo en serie de cosenos de 

Fourier. Par·a esto, se tiene 

c
0 

+ I en Cos (Ar•X) 
n=t 

el valor de se obtiene con la 

t: 
o 

J 

I (x 2 
- (4/3) xu2

) ctx 
o 

y el valor de en, se obtiene con; 

1 

eHpresíón 

5 

en 2 JL) Ex
2 

- (4/3) x
3

,,.
2

] Cos (nrr x> dx 

separando tér·minos, 

en 

l 

2 J
0 

;¡:" Cos (nrr x) dx -
:~ 

1 

L 1)/2. 
X Cos (n1r x) ctx 

3 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

y resolviendo la primera Integral por integración por partes, se 

tiene 

Cos An 8 
en 

3 

1 

r 

L Cos (nrr X) dx (3.65) 
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Para evaluar la integral de la ccunción anter·io~. se aplican 

primero las funciones el{ponenciales papa el coseno; 

Cn 
Cos A.n 8 J1 

[ Exp(A.nxi) + ExpC-A.nxi> ] 
4 --- - - X3/Z 

~r1 2 3 o 2 
(3.66) 

separando tér·minos e in teg.-.ando r•or par-tes las integrales que 

resultan, 

Cn 4 

1 

2 

integ1-ando 

obtiene, 

en 4 

se bi ene; 

Cos A.n 8 { A.n 2 
3 2 

[

- Exp(-:>..ni) + 

A.ni 

por· pa.-.tes 

Cos A.ro 

A.n 2 

1 

I -1/2 

o X 

8 

.,. _, { 

[ E::p(A.ni) 

A.ni 

1 

2Ani J 
1/2 

X 
o 

nuevamente, 

3 Cos A.n 

2 :>..n 2. 
E: 

3 
1 

] L 1/2. E>:p(A.n;ti) ctx X + 
2Ar,i 

(3.67) 

y simplificando té1-·mi nos, se 

~ 

[ 
1 _, 

L -1/2 Exp(A.nxi) ctx + X 
A.nz 

(3.68) 

Para evaluar las integ.-.ales de la expresión anterio.-., primero se 

aplica un cambio de variables para pasar la integral al plano 

complejo, 

con X --> ro 

y sustituyendo en la expresión anterior, se obtiene; 

Cos A.n 8 { 3 Cos A.n 
.,. 

[f 
b:p(rpi) " 

en 4 d<p + 

Ar•
2 .,. 2 Ar.2 8 

:i/2 ..¡-;¡;-_, A.ro 

ro E>:p(-rpi) 

drp ] } L (3.6'1) 
.¡--¡;-
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Para pesolver J.as in1;e .. -.¡rales ante,··ioPes, se l: i en'?, 

00 ENp(q.>i) 
U) 

L:p (-v>i) 00 C:os 

L L L 'P 
dtp + d<p 2 d'p (3. 70) 

-ti> -r--;p .¡--¡; 

esta integral se resuelve empleando el Método de los Residuos, 

\'efer·encias [17] y [18], par·a eliminar la sinqulai··i.élad en 'P = O. Poi' 

lo tanto, descomponiencto la inter.¡1··al anter·ior·, 

definido en la figura S.1, en 

iz i,¡: 

f 
e 

Lb~ dz 
-rz 

e' 

p 

e 

iz i:r.. 

Le 
e 

Ld ~ dz + dz ~-

-rz 
iz 

Lª ~ 

Figura No. 3.1 

Contorno de integración. 

seqún el contorno 

d:.:: + 

dz o (3. 71) 

'P + ip 

Jos limites para estas integrales se definen de la siguiente manera; 

sobre ab, z = p con p = r y p R; sobre be, z = Rei.cp con </; = O y cp = 

n/2; 5obre cd, z = p ein/z con p = R y p = "l sobre da, z 

cp = n/2 y cp =O. Sustituyendo estos limites en (3.71>, y separando 

términos, 



SOLUCION ASINTOTICA 

R 

I 
Cos(p) + i Sen(p) 

n/Z 

IT/Z 

J Lxp(iRe 1 ~) i 

o 

R ,,,, . ( ,,,, ) 
J 

1/2 J 
E>:p ( i r·e ) 1 r·e d•/> + E::p( i pe i IT/Z) 

-J/2 
p 

o 

i.ff/4 e dp (.5.72) 

Las dos primeras integrales del lado derecho de (3.72) tienden a 

cero cuando R -> oo y r· ->'o. Con esto, se tiene 

R 

J 
Cos(p) + i Sen(p) 

irl/4 
e 

00 

f E 
. . i n .. rz. 

• - >:p ( 1 i• e > 
o 

()) 

eLIT/4 I e-p p-1/Z dp 

o 

p-1/2 dp 

(3. 73) 

Aplicando la fl.mción Gamma a la integr·al del lado derecho de la 

expresión (3.73), 

R 

J 
Cos(p) + i Sen(p) 

d•p 
-r;p 

cln/4 r(l/2) 

.Yn [ Cos(rr/4) + i Sen(rr/4) J (3.74) 

igualando la parte real y parte imaginaria de esta expresión, se 

deduce 

00 

I 
Cos p 

d.p 

o -r;p 
-{Ti Cos(rr/4) (3.75) 

Sustituyendo el valor de la integral en la ecuación (3.69), se 

tiene 

Cos Aro 8 {3 __ c_o_s_:>-._n 

..:;. 2 An2 
Cn 

6 

5/2 
:3 A.n 

Cos(rr/4) ] } (3.76) 
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El valor final de la constante en es; 

Cn (3.77) 

Sustituyendo las ecuaciones (3.62) y (3.77) en (3.59), se obtiene 

el valor de la función g{x 1 0), 

(3.78) 

con este valor en la expresión (3.46), se obtiene el valor de 9
1

; 

e 
o 

!1/2 
X 

l oo [ E::p(-~,n\1) Cos(A.nx) 
::: + f2ñ \' ------
:::1 nf1 A.n ~/Z 

] } (3.79) 

El valor de 9
11 

se obtiene con la expresión anterior para X O, 

o seai 

e 
1 l 

e 
o 

(3.:30) 

El siguiente paso consiste en evaluar la constante w de 
1 

la 

expresión (3.32). Para esto, primero se introducen las ecuaciones 

(3.44), (3.79), y (3.80) en 3.37.3, 

ae 
2 

- -- + 
iJo 

X 1 -- J K<x,x> rx o 

e 
o 

-2s 
e ) -

[-2x+2x 1/.Z 

[ 
_ x2 

+ : 

~· 

9/2 
X 

(3. 81) 
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simplificando la ecuación anterior¡ 

ae 
2 

+ - 2 
-Za 

e 
4 

2 9/2 
X + X 

-.· L-

+ -f 2n ~ E>:p(-Xn
2
a) 

Cos Xnx 

Xn!>'2 

[-2x+2 X 1/2 - ..¡ 2tc I 
n.::: J 

_, ·-' 

_E_>: P_-_< -_-x_r_• 
2

_a_) ] } + 

A..n!:i/2. 

Resolviendo primero las siguientes integrales, 

e 
o ( [ 1 -

2 X 1/2 ) 

-2 X + 2 X .t/~ ) 

De la definición de la función Beta incompleta, 

X '\./P.<1> = J tp-l o - t)q-! ctt 
o 

n=. 1 

e X 

º J K<x,x> * 
-IXº 

(3.82) 

(3.83) 

(3.84) 

Para aplicar la función Beta, primero se realiza el siguiente 

cambio de variable, 

x_· )n, .. 
t = ( 

X 

cti = (4/3) X t 1
'

3 
dt } (3.85) 

con el cual, las integrales en (3.8S) cambian a 

s e 
o {-;/{o 

o 

41 

1 

J (1 - t)-i/S t dt } (3.86) 

o 
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Aplicando la función Beta, 5e tiene 

8 . 

- O { X (3(2,2/S) - x 9
'

2 ~{8/3,2/3) } .,. o _, 
(3.87) 

sustituyendo este valor en (3.82), se obtiene 

iJe a
2

e 
2 + __ 2 2e-zs 

iJct iJx_ 2 

] } 3/2 
(3(8/3, 2/J) X -

2-tx :n5 n ] 

X J nx.x> ~-

2-tX o 

4 
2 3/Z 

- X + X 
·.• _, 

2e 
-2u { -1 2rz 

+ 
5 

ll) 

rI E::p(-A.n 
2
o) 

<t 

[ X (3(2,2/3) 
3 

[ Cos A.n;>.: 

5/2 
A.ro 

[ í5c 
E>:p(-~,n 

z 
et) Sen A.r.x] } t)) 

¿ ,1::;: (3.83) 
A.n 

9/Z 
n:: 1 

Integrando la ecuación anterior con respecto ax. entre O y 1, y 

aplicando la condición de frontera (3.38) para ambos extremos de la 

placa, 

iJct 
+ - + 

1 ~· -· 5 o: 
·-' 

4 ( - : 
~5 ..... 

(3(8/3,2/3) + 

o 

- -2.s { - Le w -
1 

8 

fú 

(3(2,2/3) ) } 
2 

- 2e 
-za ffn l E;:¡;.(-A.n

2
o) { ( [ (:os A.n;t 

n= 1 

-] ctx + Jº1[ 2-r;¡: A.r.5 /2 
c1x) ctx ] } c3.s9> 

De la ecuación anterior se deduce que para evitar que aparezcan 

términos secular·es, la constante w
1 

debe ser i~1ual a: 

w 
1 

15 

2 
(3(:"3/3, 21::.') + (3(2,2/3) - ~ u.oo·=Js·:13 (3.90) 

5 
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-----~lllll!!Sllmmm:mml! __________ ........ 

Con este valor se obtiene la solución de 1 ¿\ ecuación 

integro-diferencial (3.33), considerando 2 términos en la expansión 

asintótica. Esta es, 

-za e + { -

donde: 

z 
X + 

4 
3/Z 

X 

Cos(An;l.'.) } (3.91) 

S = T ( 1 + a ( (1. 0<)'18';.3 ) ) 

Para evaluar un tercer término de la expansión asintótica, 

pl'imero se sustitt1yen las ecs. (3.<l<P, (3.7·:.;, (3.80) y (3.'10) en la 

expresión (3.37.3), o sea 

ae 
2 + -Za { 2e 

4 
9/2. 

X --+---+ * o. 00''1893 - ;{ + 

ªª 3 10-(X 

( [ 1 -
X 1/Z ) * 

{ 
Cos(An;t) - + 

2-(X 
c1::t } (3.92) 

Debido a la complejidad algebraica de esta expresión, no se 

obtiene su solución analil;ica. Pop lo tanto, se aplica una técroica 

numérica para deducir una solución de la foPma, 

e 
2 

e-zs W(;t,ct) (3.93) 
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El desar·rollo matemiltico par·u oblener· la sol1.1ció)1 ri1Jmél-·ica se 

muestr·a 1::tn E:·l apéndice "8 11 de esl:e tr~dbé:do y de }¿, cual se deduce unc.1 

serie de- c1Jrvas pet.ra obtener (11 valor· dt? 1·, en función de a y ;r. 

Estas cu1~vas se muestran en la fia•J)~a ~lo. -:' .-. 
·-···'-• 

0.01 

-0.03 

OOfJOfl C1 = 0.008 
-u = 0.05 
-u = 0.1 

-0.04 -(] 0.3 
++++-+ (] = 0.5 
-u 0.8 
......... ª a INFINITO 

-0.05 

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 
DISTANCIA AOIMENSIONAL 

Figur-a No. 3.2 

Curvas par-a evaluar- la función l. 
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asintótica, es 

e <x ,a'~. ;a) 

-zs 

{ e ,·¡ 
-z~ 2 3/2 ... .Y ?rr t e + - t + X 

c't ~ e -· ·-' 

2 (3.·:i4) 
ra:::1 

3.4.2.- Solución para el flujo convectivo turbulento.-

A contin1.\ación se pr·~senta el dcs¿~r·r-ol1o matemático par·a evali.tar· 

la solución de el caso 

ti.tr·bul en to. 

L¿\ ec1Jación int:.egr-o-i:tiferenciLil sir10ulL•r·, obtenldl:\ 1.?n el capitulo 

anterior es, 

ae 
+ et 

oT 

et 
+ --

1/~ 

X 

(3.%) 

Para resolver- esta ecuación, tarnbién se emplean las escalas 

múltiples par·a tiempos peq1Jeños, definidas ptH· l€1S expr·esiones (:2 .• 31) 

y (3.3~). Sustituyendo estas exp~esior1es en la ecua.e ión e::. 95) y 

a~·licani.to la e>:pansion itSintóticB (3.35), se obti..::ne, 

[ ae oet ae iJs ] a2 e et X de 
- - + + "' -- + L I'. d;( (3.96.1) 

00' iJT as UT ax 
z 1/5 1/~ 

dx :t Á;' 

ó 

ae '10 i120 o X dO 
- 1 ( 1 .. ) -1 l L f'' dx e 1 + ,~ w + + e -~ ., 

1 z 1 /!:i 1/!J ·Jx .Jet as ax X A: 

(3,.'16. 2) 

45 



SOLUCION ASINTOTICA 

con: 

e 1 ICI 

separando los términos para las mismas potencias de e, se obtiene el 

siguiente sistema de ecuaciones; 

rJe a2 e 
o o o + 

iJO' "x 2 
(3.97.1) 

()$ iJze ae 8 oL 
:X cte 

1 
+ 

1 o 
+ LI< o ctx + 

iJO' iJx 2 
iJs 

1/!:i 1/!:i c1x-X X 

(3.'17. 2) 

iJ8 a2 e iJe ae ª•l 
X cte 

2 2 o + 
1 

+ 
Jol< 

1 di° + w + 
iJO' ax 

2 1 
¡)5 as 1/:i 1/!'.i di° X X 

(3.'17 .3) 

ae a2 e iJ8 iJe ae e X d8 
9 + 9 o 1 z zl LI< 2 dx (3.'17 .4) w-- + w + + + 

00' ax 2 
2 vs 1 ,)5 as 1/!:i 1/!j ctx X X 

Las condiciones de frontera e iniciales para este sistema de 

ecuaciones son, 

e 
} T 

o o 
e o para n == n 

(3.98) 

ae 
n 

(l == o o 1 ¡:1ara n X y (3. ';19) 

iJ;x 

Integrando la ecuación (3.97.1) con respecto ax entre O y 1, se 

tiene: 

dx + o (3.100) 

aplicando la condición de frontera (3.99) se deduce que eo - f(a,;t). 
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SOLUCION ASINTOTICA ----------------------·····, 
Con la consideración anterior, la ecuación (3.~7.~) se reduce a: 

aa ax2 

ae e 
ol o + 

as 1/!'.í 
X 

(3.101) -- + 

Integrando con respecto ax, entre O y 1, y aplicando nuevamente 

(3.99), se tiene 

a J1 

ae 5 
- - 0

1 
dx = 0 

+ e 
aa o as 4 oL 

(3.102) 

para evitar que aparezcan términos seculares en esta expresión, se 

debe cumplir lo siguiente, 

ae 5 
o + 

as 4 
e 

Ol 
o (3.103) 

considerando corno pr·irner·a ap1'o::imaci6n que 8
0 

= e
0

L y aplicando la 

condición inicial (3.98), se obtiene la solución de (3.103), 

¡:.ar·a 

e 
o 

-!is/4 
e 

Sustituyendo (3.104) en la ecuación (3.97.2), 

ae a2 e ~-
·J 

1 1 
+ 

ªª ax 2 
4 

Paf'a r-esolver esta 

el caso lami ni'.r-, 

e =e[-~ 1 o ,-, 
.:o 

2 
X + 

-:iB/4 
+ e 

ecuación 

o sei\ 

25 

36 

P/:::i 
X 

-!:is/4 

[ 
r e -· e + 

1/!:i o 
<1 X 

se aplica el mismo 

(3.104) 

] (3 .105) 
1/::i 

X 

pr·ocedimi en to que 

(3.106) 

y sustituyendo (3.106) en la ecuación (3.105), se tiene 

aq 2 a q 
o (3.107) 
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esta expresión debe satisfacer las siguientes condiciones iniciales y 

de fr-ontera, 

[ 5 25 ] g(O,x) 
2 5)/!i 

(3.108) - - X + X 
8 ::.~6 

ag 
(l para X o y 1 (3.10·:-i) 

ax 

Utilizando el método de separación de variables r·esultan las 

ecuaciones, 

o (3.110) 

(l (3.111) 

La solución tipo producto de las ecuaciones (3.110) y (3.111) es, 

g(;i:,o) ~ en Exp(-~n2 a) Cos(~n;i:) 
n=O 

Aplicando la condición inicial (3.108) se tiene 

5 25 
2 ~/!i 

X X 
8 3t:. 

(3.112) 

(3.113) 

donde en se evalóa considerando un desarrollo en serie de cosenos de 

Four-ier. Para esto, se tiene 

5 25 lV 
2 9/!'i 

+ 2 CosU,n X) X X co Cn 
8 36 ri:: 1 

(3.114) 

El valor· de co se deduce de la sio:¡ui ente eNpr-esión, 

1 

[ 5 25 ] 5 
Co "" L 2 S)/~ 

d>; - X X "" - --
8 36 126 

(3.115) 
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El valor· de en se obtiene de la 

1 

[ 
~ 

L -· 
Cn = 2 

2 
X 

:3 

[ J1 - 1/!:ó E ., .. 

0 

X xp (A.n;tl > 

~,~ 

] 
..:.,._. 

P/':'i 
Cos X 

36 

1 

<Jx + J x-i/!:i 

o 

e>:pr-es i ón, 

(nrr ,t) ctx * A.~ 

(3.116) 

Para resolver las integrales de la ecuación anterior, se 

considera primero la siguiente transformación¡ 

<p = A.n X con X -> oo 

y sustituyendo en la ecuaclón (3.116) se tiene 

[( 
<p\ 00 e -<pi. 

d•p ] 

e 

L en d•p + 
~,n 

14/!:i 1 /!'i 1./~ 

'P 'P 

[ 
00 

Cos 'P 

d<p ] + 2 L (3.117) 
Ant4/!i 1/5 

'P 

Para resolver la integral de la ec. (3.117) se utilizará el 

método de los Residuos para eliminar la singularidad en 'P O. 

Empleando el mismo contorno y limites de integración definidos en la 

figura 3.1 de la sección anterior, se deduce 

00 (Cos op + i Sen <p) 2L d<p 2 Exp(i2n/5) 

00 

Joe-p p-1.r" dp (3.118) 

Aplicando la función Gamma e igualando la parte real y parte 

imaginaria de la eKpresión (3.118), se obtiene 

r(4/5) Cos(2n/5) (3.119) 

Conocidas las constantes co y en se deduce la función; 
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g(x,o) 
o. 71 '~530 

. 14/!:i 
An 

y sustituyenJo este valor en la ec. (3.106) se obtiene; 

[ 
~· :~5 5 (0 0.11'-1530 ~· e = e - 2 9/~ 

+ 2: :t: - X + X 
1 o 

8 36 126 A.ro 
14/!J 

n= 1. 

par·a X O, se deduce el valor· de e
1

L, 

e 
1 l 

~ 00 o. 71 ·:153(1 ] l l::>q:o(-A.n 
2 
o) + 

126 A.n 
14/5 

n=t 

El siguiente paso consiste en evaluar la constante "w" 
1 

(3. 120) 

(3.121) 

(3.122) 

de la 

expresión (3.32). Para esto, se introducen las ecuaciones (3.104), 

(3.121) y (3.122) en (3.97.3), 

íJe a2 e { 
~· 25 12~1 ·-· 2 + 

2 -J5/4 - + 
2 

e - V.> - X 
í),y ax 

2 
4 

1 7.-. 144 ..... ,...:: 

00 0.71953 5 

J. ENp(-A.n 
2 
o) Cos(A.n;t) - ~· 

~\.Tt 
14/!j 126 

1/0 
4 X 

X 
4/::i ] 

La solución de las siguientes integrales, 

50 

9/:1 
+ X 

X 5 

J 1/!i 
X 

'\ 14/ti 
Ar< 

o 

25 5 

* 504 4 

K<.x,x> [- X + 

X J K(_:t,::i) * 
o 

(3.123) 
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"" X -· I [-Hx,x> 
1/~ 

X 
4 X o 

] + 
4/~ 

::t dx 
1/!:; 

4 ::t 
1 -

(3.124) 

se obtiene al aplicar la definición de la función Beta incompleta, o 

sea 

5 ::t J 1<<x.x) [- x + 

o 

25 [ 

18 
(1(2., 81'1> -

1/!i 
4 .:t 

.:t (1(20/9,8/9) P/!J" ] (3.125) 

Sustituyendo el resultado anterior en la ec. (3.124> e integrando 

con respecto ax, entre O y 1, pare posteriormente aplicar la 

condición de frontera (3.99), se tiene 

éJ 1 

f 8
2 

ctt 
t10' o 

e 
o 

(1(201·1,8/9) ] } + o. 7J.9530 e
0 

625 2~· 
+ 

2061 1:;:c 

~ E>:p(-A.n
2

0') 
n:: 1 

5 "" 
[ -· 

/1(2,8/9) - * 13 14 

{ ( [ -
o 

::; Cos(A.n;t) 
+ 

(3. 126) 

De la ecuación (3.126) se deduce que para evitar que aparezcan 

términos secula.Pes, la constante w
1 

debe ser igual a: 

4 { 2~5 6~~5 25 

[ 
5 5 

] } w - + (J('L.,8/'t) - - (3(?.(l/•:1, 8/'1) :::: 
1 

5 96 2016 18 1 ~5 1 <f 

O. 0007 26 T2 (3.127) 
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Con esto, la solución de la ecuación i1)te~ro-dife~e1)Cial para el 

caso tur·bulor1to, conside~ando 2 términos cte la e>:pansion asintótica, 

es; 

donó.e: 

+ ---
C< [ - ···' 

::: 

l n=i 

O T et 

o. 71 ''1530 

... 14/5 
r\.l"I 

S = T ( 1 + (1. (l\)(1726 72 f e< ) 

z 
X ... 

.-.~­

L.·-· ·-· 
+ 

126 

Cos(A.r.;\:) ] 

En el capitt1lo s1guie .. te se pr·e,-,er1tan los r·esultados obt;enidos 

con las ewpresiones (3.91), (3.94) y (3.128). 
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IV.- RESULTADOS Y DISCUSION 

En este capitulo se muestran los resultados obtenidos para el 

problema planteado en el capitulo II. Para esto, se presentan los 

diferentes perfiles de temperatura obtenidos para un flujo laminar y 

turbulento, evaluados a diterentes valores de a , números de Reynolds 

y tiempo adimensional. 

Estos resultados tienen como finalidad lo siguiente: 

- Mostrar la validez de la eupansión asintótica para a >> y 

verificar que se satisfacen las condiciones de frontera e iniciales. 

- Comprobar el efecto de la conductividad térmica del material en la 

evolución de la temperatura de la placa y mostrar la importancia de 

considerar la forma acoplada de la transferencia de calor por 

conducción y convección. 

- Comparar los resultados para una eupansión asintótica de 2 términos 

con otra de 3 términos para el caso laminar. 

- Validar los resultados obtenidos con los deducidos con una técnica 

numér·ica. 

- Mostrar los transitorios de enfriamiento para diferentes valores 

del parámetro a. 

Comparar la capacidad de enfriamiento entre una capa limite laminar 

y una turbulenta. 

Para empezar, la figura 4.1 define los perfiles de temperatura 



RESULTADOS Y DISCUSION 

adimensionales en función de la distancia adimensianal CxJ. para tres 

valores diferentes de a, T = 0.05 y un flujo laminar. En esta figura 

se observa que para a 1(~ la temperatura es uniforme y la evolución 

de la misma se obtiene únicamente con el primer término de la 

ei:pansión asintótica, o sea 

~ o 
üi 
Gí 
:E 

Q 
~ 

~ w n. 
:E 
!!! 

-ZG 
e(s) = e 

\.()() 

0.95 

0.90 

0.65 

0.60 

0.75 

0.00 0.20 

-a= 1.0 
-..a= 5.0 .._a= 100.0 

0.40 0.60 0.60 
DISTANCIA ADIMENSIONAL 

FIGURA 4.1.- Perfiles de temperatura odimensionoles poro el 
caso de flujo laminar. 
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----------aim---------···'-
Sin embargo, par·a a== 1 e>:iste •Jna di f·erencia 

considerable entre el eHtremo inicial y final, del 

de 

or-den 

temper·atu,-.a 

del 181.. 

Esta se debe a la conductividad tér-mica finita del mater-ial de la 

placa. Para a= 5, la difer-encia de temperatura entre ambos eNtremos 

es cercana al 6 .. 41.. Esto~ resul ta•Jos se otit1p1i cr·ori con una e~:pa,nsión 

asintótica de 2 términos y en estos se 

considerar Ja forma acoplada de la 

muestra la importancia de 

transferencia de calor por 

conducción y convección. Esto es, si no se tomar-a en cuenta la 

conductividad térmica del material se tendrla un comportamiento 

semejante al de a == 100, que al compararse con las otras curvas, se 

tendrlan los siguientes errores: 

- Para las cur-vas ~va.l•Jactas con c.( =-: 1 y a = 100 se tiene •Jn error· 

relativo de 12.174% y 4.42% para el extremo inicial y final 

placa respectivamente. 

de la 

Para las curvas evaluadas con d = 5 y a = 100 el error es de J.55~ 

y 2.155% para el entremo inicial y final de la placa. 

Los resultados 

muestr·an en la 

correspondientes 

figura 4.2. Aún 

comportamiento que para el flujo 

para 

cuando 

el 

se 

laminar·, 

flujo turbulento se 

observa el mismo 

di ter·encia de 

temperatura entre Jos eHtremos de la placa es menor. 

Para a = 1 la diferencia entre los extremos es aproximadamente 

2.5% y ~·ar-a o~== 5 de 1.37.. De estos res•Jltados se deduce que la capa 

limite turbulenta tiene mayor capacidad para disipar el flujo de 

calor que la capa limite laminar, y por lo tanto, la diferencia de 

temperatura entre los extremos de la placa es menor para este caso. 

En estas figuras también se observa el efecto de la conductividad 

térmica de la placa en los perfiles de temperatura. 

La figura 4.3 muestra las temperaturas adimensionales par-a ambos 

extremos de la placa como una función del tiempo adimensional, para a 
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* &>••*ª W:4M'WiiAM' •• a:srn *M •• 
= 5 y flujo laminar. En esta figura se observa que la diferencia de 

temperatu~a en atnbos extremos permanece del mismo 01-·i.:.len al 

incrementa1'se el tiem¡:•o, T. Para valores de T .-- ._,, la temper·a.tura de 

la placa alcanza prácticamente la temperatura de la corriente libre. 

Para el caso de f·lujo tur·bulento, se m•Jes tr-a la h qur·a 4. 4. En 

esta se observa que la ctife~encia de temperatu~as ent~e ambos 

extremos es menor que para el caso Je flujo laminar, debido a las 

observaciones descritas para la figura 4.2. Para valores de T > 4.0, 
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FIGURA 4.2.- Perfiles de lemperaluro odimensionales para el 
caso de flujo turbulento. 
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0.6 ...... X o.o 
...... X 1.0 
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FIGURA 4.4.- Temperaturas odimensionales 
paro ambos extremos do lo placa y flujo 
lurbulonlo 

J.O 

la temperatura de la placa alcanza la ten•pe~atul~~ de la corriente 

libre. Cabe aclarar que esto valor os n~s grande qu~ para el caso 

laminar debido a la forma como se definieron estos parámetros 
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adimensionales. 

Para poder validar los resultados anteriores, en el aDéndice B se 

pr·esenta el desar·rol lo matem.\tico J:•ai··a r·esolver., mediante una técnica 

numérica, la ecuación integro-diferencial singular para el flujo 

laminar. Por lo tanto, la figura ~.5 p~esenta una comoaraci6n de los 

perfiles de temperatura obtenidos con una expansión asintótica de 2 
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FIGURA 4.5.- Comporoci6n de perfiles de temperoluro obtenidos con 
uno exponsi6n asintótico y uno solución numérico. 
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términos y con la solución n1.1mérica, pai-·a un fl1.1.io laminar. 

comparación se deduce que el analis1s 

De esta 

resultados excelentes para a ~ 5. Para este caso, el mAximo error 

introducido es de 3.6i, correspondiente a T 1 • o. tal como se 
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muestra en la tabla 4.1. 

La figura 4.6 muestra la comparación de de 

temperatlir-a par·a et 1. En esta figu1~a se obse~va que el er·r·or 

introducido es más grande que pa~a a= 5, y es ctei 

aproHirnadamente. 
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FIGURA 4.6.- Comparación de perfiles de temperatura obtenidos con 
uno exponsion osinlólico y uno solución numérico. 

orden del 5.3% 

1.00 

De la tabla 4.1 se deduce que en la parte media y en los eNtrernos 

de la placa, es donde se tienen los errores más grandes. De esto se 

deduce que un tercer término en la eNpansión asintótica es necesario, 



RESULTADOS Y DISCUSION ____________________ .... 
para reducir este error. 

Tabla No. 4. 1 

e; = 5 o = 1 

T<tmperalura. Erf'or Tornpero.Lu1·u Error 

,. X Sot Nutn, sot. A!l i. n. U.<r\.. T X Sol Num. Sot. Aai..n. Re t 

-
0.05 o.o 0.87345 0.87011) 0.315 O .. O~i o .. o u. ::::i ·=i2·1 0 .. 80540 1 .. 695 

o -, 
·~ 0.87990 0.3:3310 0 .. 432 (l .. :2 (l.:34..J.75 0.85'180 1 .781 

0 .. 5 (). ·101 ·15 o.·10::.<50 0.726 o .. ~i u.·=iot.47 o.·12010 1. 50~ 
0.8 0.92183 0.'12350 0.181 o. 8 0.'1:::'·860 \).':14410 0.586 
1. 0 0.'12676 0.926b<J 0.011 l .. l) (l. ·;144 7,~ (l.';14:360 o.408 

0.5 o. (l o.::.5(:.5''1 0.:35250 1 147 0 .. 5 (_l.(_! l) .. ;:.052·:1 (> • 2·:i l •3ll 4.418 
0.2 0.3592'7 0.35:330 0.275 0 .. 2 0.316:36 o.:s:::o6o 1 18(1 
0.5 0.3688:5 o. 368'/(I l.). 0:5~; º-~· 0 .. 3~i·.;114 (J.:.:.:: 7¿ 10 .:..608 
0.8 o.:Y7785 o. 37~i!:~l> ú. t_:,·¿~~~ (l .. :=~ l).4Ul!5/ 0 .. 40~·50 o.·:; 18 
1 • (l 0.38015 0.376'óll) 0.855 1 . o 0 .412'17 0.4124<.> o. L58 

1 • (l o.o o. 1.34(llJ o .. 12940 3.4.J:. l . \) u.o o. 1 l20::i u. 1061.ll 5.:510 
0.2 o. 13620 o. 13 l !::'U 3.cl51 0.2 (l. 11630 o. 116 /(_) o. 344 
0.5 o. 14020 o. 13~54U 3.42.:5 (l. ti o. 1318!:3 o .. 1:::;550 2.745 
o. 8 0.14270 o. 1.37'·)(> :s.634 o .e o. 14754 o. 14180 o. 176 
1 • (l o .. 14330 o. 1.:s:::4(l :S.4l9 1. (1 o. 15116 (l • 1 ~':;(>40 0.:396 

En las figuras 4.7, 4.8 y 4.9 se muestra la influencia del tercer 

término de Ja eKpansión asintótica sobre la evolución de la 

temperatura para a= 1 y tres tiempos diferentes. En estas figuras se 

observa que los perfiles de tempertaura, obtenidos con la expansión 

asintótica de 3 términos, se aprol:iman más a los eval1.1.;u\os con La 

solución numérica, principalmente en la parte media de la placa. Sin 

embargo, en los extremos no se reduce el error entre ambos perfiles. 

Los errores relativos obtenidos de la comparación de ambos 

perfiles se muestran en la tabla 4.2 para 'T = 0.5 y 1.0 y se comparan 

con los deducidos en la tabla 4.1. 
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/ 
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FIGURA 4.7.- Comparación del perfil de temperatura obtenido 
con uno sol. oointdtico (2 y 3 términos} y un método numérico. 
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FIGURA 4.8.- Comporacidn del perfil de temperatura obtenido. 
con una sol. oointdtica (2 y 3 tdrminoo) y un mdtodo numérico. 
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FIGURA 4.9.- Comparación del perfil de temperatura obtenido 
con uno sol. asintótica (2 y 3 tdrminos) y un mdtodo numérico. 

Tabla No. 4.2 

C( = 

1.00 

Témporatu,..a. Error Ret. 
E:r ror 

Tabla 
T X SoL.Num. sol.Aei.r1.n ReL. .. 1 

0.5 o.o 0.3052':,t 0.2''1060 4.812 4.4H:l 
0.2 o .:51686 0.31560 0.397 1. 180 
o.5 0.35914 (1.36410 1. 381 :5.608 
0.8 0.40157 o. 3'1(<10 0 .. 864 o. ''1/8 
1.0 0.412'':!'7 0.40550 0.::308 0.138 

1.0 o. o o. 11:~05 o. 10~5::<0 5.846 5.3lll 
0.2 o. 11630 0.11410 l..892 0.344 
0.5 0.13188 o. 131.20 (>.516 2.745 
0.8 0.14154 o. 14341) 2.806 0.176 
1.0 0.15176 o. 14600 3 .. 79'5 0.::196 
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Con esto se deduce que Ja serie con tér·rninos es adecuada para 

valores pequeftos de a, pero no para valores de a ~ 5, 

demuestra a continuación. 

como se 

La figura a.10 presenta el perfil de temperatura obtenido con una 

expansión asintótica de 2 y 3 términos y el deducido con la solución 

numérica, para a = 5 y T = 0.06. En esta figura se observa que la 

influencia del tercer término en la expansión asintótica, es 

pricticamente despreciable para a 5. Con esto se demuestra que la 

expansión asintótica con 2 términos es satisfactoria para valores de 

a~ 5 y que ademis es una serie convergente. 
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FIGURA 4.10.- Com¡>oroci6n del Rerlil de lemperoturo obtenido 
con uno sol. osintdtico (2 y 3 términos) y un método numérico. 
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Par·a valores qr·andes de a, esto es a -> oo, la evolución de la 

temperatura se puede obtener únicamente con el primer término de la 

expansión asintótica, tanto par·a el caso laminar como para el 

turbulento. Cor1 esto se obti.enc 1jr1a expr·esiór1 que únicamente es 

función del tiempo adimensional. Por otro lado, el parámetro a y el 

tiempo caracterlstico no se definen en la mi5ma forma para el caso 

laminar y turbulento, por lo que es conveniente evaluar una relacióna 

entre ambos parámetros. Esto es con la finalidad de observar el 

comportamiento de la evolución de la temperatura de la placa para un 

mismo valoP de a y del tiempo c<1racter·i stico. 

Los valoPes de aL y aT 5e definen como, 

Ae e L -a/Z 

ex 
L 

o.332 Pr 
-Z/!J flJOOV p e 

A'-
-9/':i 

e L 
a 

T 0.(1287 Pr 
-Z/!i f/!j Uo.)'/~ ¡; p e 

Relacionando los valore5 anteriores, 

a 
T 

a 
L 

0.332 [ 

0. 02:3 / P r·4
/

1
:> L Uoo 

s im~.J i f ic<mdo, 

a 
T 

[ 11 • 561''14 Pr-4
/

1
:> !<e - 3

/
10 

] aL 

0.3~.2 a 
L 

(4.1) 

(4.2) 

(4. 3) 

(4.4) 

donde aT y aL corr·esporiden a los valores de e1 par·.:i flujo t•.1rt0 ulento y 

laminar repectivamente. En l.:i misma foPma se pueden pelacionar los 

tiempos adimensionales para ambos tlujos. 

Los valores de TL y TT se definen como, 

Q.332 Uoo1
/Z 1,1

1
/Z p e t 

T (4.5) 
L 

ps Ca e PrZ/9 L 1/Z 
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y 

T 
T 2/!:i 1/:> 

P~ es e Pr· L 

Relacionando TT y TL, mediante la expresión, 

T 
T 

O .0287 p c Uo/'::; v 1
,,.::; t Pr-2 ,,.ª L t/Z 

y simplificando, 

_ [ ,-, ()'~,._ 4 .t~ p 4/1:i C• 3/10 ] 
T - ~--oo ~~ r ,,e 

T 
T 

L 

(4.6) 

(4.7) 

(4 .:3) 

Par·a el limite asintótico, a -> oo, la evol.uc16n de la temper·atura 

de la placa, tanto para el flujo turbulento como para el laminar, se 

puede deducir considerando únicamente el primer término de las 

expresiones asintóticas (3.91) y (3.129), o sea 

Enp(-2s) (4.'1) 

y 

(4.10) 

relacionando ambas exp~esiones, 

La f-igura 4. 11 mues t r·a la relación de tempel'aturas 

(t•Jrbulento/laminar-) par-a di f-erentes números de Reynolds, a --> oo y Pr 

= 1.0. Esto es válido si la capa limite sobre la placa es laminar o 

turbulenta. En Ja f-igura se puede observar que a medida que aumenta 

el número de Reynolds, la temperatura de la placa, par-a el caso de 
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flujo turbulento, decrece más rápido que para el caso laminar para un 

mismo valor del tiempo adtmensional. 
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FIGURA 4.11.- Relación de temperoturoo odimensionoles (turbulento/laminar) 
poro diferentes valores del n6mero de Roynolds, Pr = 1.0 y Af..FA infinito. 

Cuando el número de Reynolds está cercano a su valor· cr.1 tico, 

ambos tipos de estructuras coeKisten, es decir, están presentes 

la capa 11mi te laminar y tuf'l:.t1lenta. 

Suponiendo que la zona de transición es pequena comparada con la 

longitud de la placa, en el Umi te a --. ro, se tiene que la ec1.1aci6ro 

gober·nan·te es 
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aze ae e 
Q + P•:\ra o X ;¡; 

L ax 2 ar ..¡7 e 

L 

(4.12) 

aze ae e 
Q - + para XC < X < 1 

T 
ax 

2 ar 2/11,.) 

T 
X 

(4. l 3) 

donde x es la distancia a la cual inicia la transición • 
e 

Integrando la ec•Jación (4.12> con 1·-es¡H!cto a ;t, entr-e (l y Xc' y 

aplicando las condiciones de frontera adiabáticas en ambos extremos, 

se tiene 

et 
L 

ae ae 

1 
= -- :t + w .¡;;;-

ax X i>T e e 
e L 

de igual maner·.:1, la inteqi-·ación de (4.13) es, 

ae ae 
et - 1 = -- (1 - X) + (j(>/:3) e (1 - X O/H') 

T ax X OT e e 
e T 

(4.14) 

(4.15) 

Debido a la continuidad de la temperatura de la placa y del flujo 

de calor en la posición de la zona de transición, con las ecuaciones 

(4.14) y (4.15) se deduce la expresión p.:1ra la evolución de la 

temperatura de la placa, como 

dr 
L 

/r)(l-x>] 
L ·r e 

La solución de (4.16), con la condición inicial G(rT 

e = E>:p { - ( 2 -r:c: + 0.1080572 Pr-
4

,.-
1

" * 
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De la expresión (4.1/) se deduce que para X O se tiene el caso 
e 

de flujo turbulento y para xc = 1 el de flujo laminar. 

Por último, considerando solamente el primer término de las 

expansiones asintóticas de las soluciones para el caso laminar y 

turbulento, las figuras 4.12 y 4.13 muestran una comparación de las 

tempe1•atur·as par·a el f-lujo laminar y tur·bulento, en el e>:tr·emo final 

de la placa. 
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FIGURA 4.12.- Temperatura adimcnsional en el extremo final de lo ploco, 
para ALFA = 5.0, dlfcronlcs valares del nómoro de Roynalds y Pr = 1.0. 
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La figura 4.12 corresponde a un valor de a = ~. y la capa limite 

turbulenta se evalúa para 2 valores diferentes del número de ~eynolds 

y un número de Prandtl de orden unidad. 

1.00 --------------------------~ 

0.00 

0.00 0.50 

+H++ Flujo laminar 
-x- Re = 5.0E+05 
••......,. Re = 1.0E+06 

1.00 1.50 2.00 
TIEMPO AOIMENSIONAL lAMINAR 

2.50 3.00 

FIGURA 4.13.- Tempero\uro odimensionol en el extremo final de lo placo, 
poro ALFA = 100.0, valores dlfcren\os del número do Roynoldo y Pr = 1.0. 

La figura 4.13 corresponde a un valor de a 100, y la capa 

limite turbulenta se evalúa a diferentes números de Reynolds y un 

número de Prandtl de orden unidad. 
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En las figuras anteriores, se observa que la temperatura de la 

placa alcanza más rápidamente la temperatura de la corriente libre en 

el caso t•.1rbulento. Al mismo tiempo, se obser·va c¡1.1e entre más gr·ande 

es el número de Reynolds, más rápido se llega a la temperatura de la 

corriente libre. 
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V.- CONCLUSIONES 

En este trabaJo ~e presenta la solución fiara ~1 proceso de 

enfriamiento cte ur1a placa ~·lana e):puesta a un flujo convectivo, 

empleando técnicas asintoticas. Este problema se resolvió tanto para 

un flujo convectivo laminar como para uno turbulento y la evolución 

de la temperatu~a se deterfninó considerando las formas acopladas de 

transferencia de calor por conducción y convección. 

La cor1sideración de estas fo1~1nas acopladas de tr·anstcrencia de 

c:alor· permiten ded1.1cir· ur' análisis má-;; Pf?alista y c:onf-ic:tbltJ del 

tnodelo matem~tico que 

matemático para este 

se plantea. Por· otr·o lado, el 

a 

desar·r·ollo 

ecuaciones tipo de problemas conduce 

integ~o-dife1~e1)ciales muy complej~s, difíciles de resolver. 

De las ecuaciones que gobi~rnan este pr·oblema y de las variables 

adimensionales defir1idas, resulta Utla ecuaci~>n integro-diferencial 

singi.tlar con ur1 sólo par·ámE-tr·o. Est;,l' ¡:iar·ametr·o (e~) defi1·1e la r·elación 

entre la capacidad de la p]aca pa1~a t~~a11sportar calor· er1 la dirección 

del flujo y la capacictact pDl~a tr2nsfe~1)~ calor al flujo convectivo. 

Para valores pequcKos de este p~rán1etro se cted~1CQ que el material de 

la placa tiene muy baja co11du~tividad térmica o que la resiste11cia 

tér·mica del fluido es desp1'eciablc:. Pa;··a valo1-·es grandes de c. se 

tiene el caso contrario. 

consider·a1·· dos casos pa1~a evaluar la ec1Jación integro-dif~rencial: 

a).- Para a =O se tiene ur1d placa adiabática, y utilizando una 

variable de semejanza se puede resolver numéricamente este caso, tal 

como se presenta en la referencia [4]. 

b).- Para el limite asintótico a >> el problema aumenta su 

complojidad debido a. los tr-ansitor·ios r·ápidos de le, temperc,tur-a que 
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ocurr·an en el proceso de enf)~ian\icnto. Est~ caso 1·10 ~e habla ~esuelbo 

en la actualidad. 

De las posibles alterr1ativas para rusolver este pPoblema, 

para el caso asintótico a >> 1, se selecciono el Método de 

Perturbaciones (Expansionos Asintóticas) por ser un método analitico 

aproximado utili~acto para r-eso l ver· pr·oblemas con soluciones 

no-uniformes y par-a lograr un entendimiento fisico más claro del 

proceso ar1alizado. 

Las e~pansiones asintóticas se clasifican en dos tipos: Métodos 

de Pertur-bación Regular y Métodos de Perturbación Singular. Par-a el 

problema planteado en este tr-abajo, no puede aplicarse una 

Pt?r·t1.1r·baci6n F;1~gulc>x·, debido a los ti··ansitor·ios l'ápidos de 

te1nper·atu~a que ocurren al inicio •iel ~nf~ia1oiento, durante tiempos 

muy peqi..tei'íos. 0€:.·spués de esto, la temi:•cr·atur·a llega a ur1a condición 

de pseudo-equilibr-io, para el cual, la evolución de la temperatur-a es 

l ero \;¿1_. 

Po~ esta razón y debido a la singulilr1dad de la ecuación 

iritegr·o-di1-·er·encial, que impidQ u.t:1t12rier· sol1.1.ciones unifor·mes, se 

utilizó el Método de Escf:llas Múltiples. 

Para aplicar este método, primero tue necesar-10 definir 

escala de tiempo pequena para los transitorios rápidos, y la 

pe~mite obtene1~ una serie vAlida para tiempos peq1JeRos, sin 

truncamiento de térmihos. 

una 

cual 

el 

También fue necesario introducir otr-a escala de tiempo para 

eliminar los términos seculares de la ser-ie propuesta. Con las dos 

escalc>.s de tiempo intr·oducidas en la el:pr-es1ón dt?finida par·a •ma 

Perturbación Regular, se obtuvo la solución al pr-oblema planteado. 

Los resultados obtenidos con la expr-esión anterior, se validaron 

con los correspondientes de un método numérico. Par-a esto, en el 
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apéndice B de este trabajo se presenta el desar·r·ol lo del esquemc1 

n1,.,mér-ico por· Diferencias Finitas emplt:€ü.lo par-c:1 r·esolver la ec1Jaci6n 

integro-ctife1~encial singular pa~a el caso lami11ar. 

La expan~ión asintótica s~ dedujo t~nto para flujo laminar· como 

tu~bulento y para el c~so la1nina1~ se obtuvo una oxp8nsión con 2 y 

tér·mi nos. 

Por otro lado, también se comparó l¿, capacidad de enfr·iamiento 

ontre ambos fluJDs para el caso a-> oo, en el cual solo se consid~ró 

el p~imer término de lD expansión asintótica. 

De los resultados obtenidos en este tr·aLajo se concluye lo 

siguiente: 

a) La egpansi6n asintótica COil 2 términos, pa~a flujo laminar y 

turbulento, proporciona resul·tados satisfactorios pa~a a ~ 5 y aún 

para valores de orden unidad de a. En estos resultados también se 

observó que para valores pequefios de a, se tienen gradientes de 

temperatura muy grandes en el eqtremo inicial de la olaca, 

ocasiona transitorios rápidos para valores poquenos del 

1 o que 

tiempo 

adimensional. Después de estos transitorios rápidos, la temperatur-a 

lle.;¡a a un esta.jo de pse1Jdo-eq•Jilibr·io, en el cual, la evol•.tción de 

la temper·atura tiene un compor·tamiento .;;.s1nt:ótico. Par·a valor·es m•-1y 

grar11Jes de <.."1, los t.1-·¿\nsi tor·ios r·.t.q:ridos. t.tparecen l?n l;iem~·os demasiado 

cortos y su comporta1niento es pr~ctic¿mente asintótico. 

b) La consideraciOn de la conductividad térmica en este tipo de 

problemas es muy importanto, sobre todo en los eHtremas inicial y 

final de la placa, donde se pueden tenor errores del orden de 12% 

par-a valores pequeftos de a. De esto se de~iva la importancia de 

considerar las formas acopladas de transferencia de calor en este 

tipa de problemas. 
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c) De la comparaci6n de los resultados obtenidos con la 

asintótica y con el esquema numérico se deduce que 

e}:pansión 

estos son 

satisfactorios. En este caso, los resultados para valores peque~os de 

a presentan un error mAximo de 5.3%, mientras que para valores 

de a > 5, el error es del orden de 3.6%. 

d) De los resultados obtenidos con la expansión asintótica de 

términos, se deduce que los errores para valores de a pequefios, 

comparados con el esquema numérico, se reducen en la par·te n1edia de 

la placa, pero no en los extremos de la 11li.sma. Para valores de a ~ 5 

la expansión asintótica con 3 términos practicamente genera los 

mismos resultados que la e>:pansión con 2 tér1ninos. Con esto se deduce 

que la expansión asintótica obtenida con 2 términos es convergente. 

e) De la comparación de los resultados obtenidos para un flujo 

laminar y un flujo turbulento se deduce que para el 

la transferencia de calor es mayor, y por lo tanto, 

caso t•.1r-bulento 

los gradientes de 

temperatura en el extr-emo inicial y final de Ja placa son menores que 

par-a el caso laminar. 

f) Par-a valores grandes de a la evolución de la 

temperatura en el transitorio se puede obtener- únicamente con el 

primer término de la eMpansión asintótica. Para este caso se pueden 

r·elC'.cionar· a.mbi::ts e;~presionc-s dr·d1.1c.idas par·¿1 el r·I•Jjo laminai-· y 

tur-bulento, de donde r-esulta una ecuación que es función del tiempo 

adimensional y del númer-o de Reynolds. De esta ecuación se deduce que 

la placa alcanza más r6pidamente la temperatur-a de la corriente libre 

a O)edida que aumenta el 11úme1~0 de Reynolds. 

g) Pop último, se presenta u11a comJ)üJ~aci011 cte los perfiles de 

temperatur·a 

considerando 

obtenidos para 

par·a ambos casos 

un flujo lami. nar-

valores de a y T del 

y 

mismo 

t.ur·bul en to, 

orden. En 

estos resultados se observa que a medida que el númer-o de Reynolds se 

i ncr·emen ta, la temperatura de lil placa alcanza m~s ~~pido la 
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tempe~atua ambientQ~ 

Por· otr-o lacto, de los métodos utili~ados para r-esolver al 

p1~oblema plallteado en este trabajo se deduce l~ siguiente comp~r·ación 

para analizar ventaj~s y desvent~Jas de ambos métodos. 

1.- Los Métodos de Per·turbación SOl1 adecu~dos cua~cto \lo se pueden 

obtene~ soluciones analiticas e;:actas debido a singularidades de las 

ecuaciones a r-esolver. Los métodos numéricos son adecuados para 

resolve1~ este tipo de ecuaciones sietnp~e y cuando se tenga 1Jna buena 

npro>:iinación ¡)a\~a el punto que presenta la singula~ictact. 

2-- La técnica numérica de Dife~er1c1as Finitas no presenta 

complicación alguna par·¿¡, resolver ucuac1ones 

integro-diferenciales, obtcr1iet)dose Pesultados satisfactorios si se 

ga~antiza la estabilidad l)ttmé~ica del método. Los MétDdos de 

Pe~turbaci6n si p1~eseDtan un g~ado ~e d1fic1Jltad matcm~tica mayor quo 

los métodos ntrn18r·icos. 

3.- Las e~pansiones asintóticas con h y tét'mi nos p r·o¡:.1or·c:i onan 

resultados satisfactorios y son expresiones que permiten evaluar la 

temperatura Je la placa en forma rápida para cualquier valor del 

tiempo, •.lel espacio. Los esquemas numéricos 

resultan muy costosos para su evaluación y normalmente requieren de 

un tie,npo conside~able pa~a evalua~ la evolución de la temperatura de 

4.- Los Métodos de Per-t.1.1rbac1ón pe¡··mi ten 1.1n r·a;:onamianto más claro 

par·a lograr· un er.t:endimiento del modelo matemático ~·lanteado. Los 

esquemas numéricos aún cuando son menos complejos, no permitan un 

razonamiento adecuado para resolver el problema. 

De lo anterior se deduce que los Motados de Perturbación son más 

adecuados q•.1e las técnicas de numér·icas ~·ar-a r·esolvr.t' este tipo de 
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p~oblemas. 

En general se puede concluir que los Métodos de Perturbación 

representan una técnica muy completa para resolv~r diversos oroblemas 

en los que no se pueden obtener soluciones analiticas exactas por 

múltiples causas. En las referencias [13] 

resuelven diversos problemas relacionados 

Calor y Mec~nica de Fluidos. 
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APENDICE A.- LISTADOS DE PROGRAMAS 

En este apéndice, se presentan los listados de los programas 

utilizados para obtener los resultados del Capitulo IV. 

A continuación se describe, en forma breve, la 

uno de los programas. 

función de cada 

Programa ESCMUL.- Estu programa contiene la codificación de la 

solución de la ecuación integro-diferencial para el caso laminar. En 

éste, se evalúa la temper·atui-·a de la i:.Jaca en f•.inción del i:•ar·árneti-·o 

a, tiempo adimensional T y la distancia adimensional X· 

Programa ESCMUT.- Este programa presenta la codificación de la 

solución de la ecuación integro-diferencial para el caso de capa 

limite tur·.bulenta. Con este prorJr·ama se obtiene la tem1:.er·atura de la 

~·laca en función del par·ánietr·o e1, tienmo aclimensional T y la 

distancia adimensional X· 

Programa ESMUTF.- Este programa permite evaluar la temperatura de la 

placa en función de a, distancia x y un tiempo adimensional r fijo. 

Este pr·ogi··ama corr·esponde Pai··a el caso de capa 11 mi te laminar sobre 

la i:• laca. 

Programa ESMTTF.- Este programa Permite evaluar la temperatura de la 

placa en función de e<, distancia x y •.tn tiem~·o adimensional T fijo. 

Este programa corresponde para el caso de capa limite turbulenta 

sobre la placa. 
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Programa ESTUTF.- Este programa la 

placa, para el caso turbulento, en función del parámetro a, tiempo y 

distancia adimensionales. Para este caso, los valores de a y r se 

calculan a pa~tir de valores cor·res1)ondientes para el caso laminar·. 

Programa TELATU.- Este programa evalúa la relación de la temperatura 

para el caso turbulento entre la temperatur• para el caso laminar, en 

función del número do Reynolds y del tiempo adimensional. Para esto, 

se consideró únicamente el primer término de la solución asintótica 

para el caso laminar y turbulento, esto es, para un valor infinito 

del par•metro a. 
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e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e ESTE PROGRAMA EVALUA El VALOR D( LA HnPERATURA rn fUNCIOll DE 
C ALFA, TlrnPO Y DISTANCIA X PARA H CASO DE FLUJO LAMINAR SOBRE 
C UllA PLACA PLANA, 
e 
C SOLUCION EMPLEAllDO H METODO DE LAS ESCALAS MLIL TIPLES 
c 
c 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
c 
e vmion: J. 
e 
C techa : septieol•re 1988 
e 
t elaboro : A, Val le¡o 
c 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 

e 
e ============================================================== 
c 

e 

DOUBLE PRECISJOll CALI, VALll, SUMll, SUMV, CAL5, CALb, ECOF, W: 
DATA BETA/0,20998'14/ 
DATA DATI /3, 1416/ ,DATZ/2.506b3J/, DAT3/0,2/, DAi4/I, '3333/ 
DA!A DAT5/0,2/ 

e ============================================================== 
C LECTURA DE DATOS DE ENTRADA: 
e 

c 

WRITE(l 11) 1DEflNC El VALOR DC ALFA : 1 

RCAD(l,l)ALfA 
WRITE(l 11) 1DEfllff H VALOR DE X : 1 

READ(l, l}DISI 
WRITE(l 11) 1DEflNC H VALOR FINAL DEL TIEMPO:' 
RCAD(l 11) TIEFill 
WRITE(l,IJ'DCFINC El VALOR DE LOS BICREMCllTOS DEL TIEMPO:' 
RCAD(l,l)DHTA 

================:::;:::========================================= 

OPEN(Ull IT=30, f ILE='RCSLAM' 1 ACCESS=' SEQUENTIAL', SI ATUS= 'OL D') 
WRJTE(30 150) 
WRJTE(30 160)ALFA ,DISX 
WRITE(30,70l 

Se inicializa el valor de TAO en cero: 

TAO = Q,0 

c Se inicia el ciclo para la 1valuac1on de la te~pmtura: 
c 
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10 IF ( TAO .LT. TlEFlll) THEN 
e 
C Calculo del valor de 'SlC;HA = t 1 AlfA'1 
e 

AS!GnA = TAO 1 ALFA 
e 
C Calculo de la emla s = t 1 ( l + ( w - 1/5 ) I ALFA l 
e 

eses = TAO 1 ( 1. + ( BETA - DAT5 ) I ALFA ) 
e 
C Se inicia la suoatoria de los tnminos que cor1lier1en los 
C valores caracteristicos : 
e 

e 

SLIHN = 0,0 
SUMV = O.O 
N = 1 
Ali = t.0 

C Calculo del valor caracterist1co (in) : 
e 
20 ALANDA = AN 1 DATI 
e 
C Calculo dtl !mino = <DA12 I lnllS/2) 1 (E"(-lnll2 1 SIOnA)JI 
C Cos(lnlx) 
e 

EOl = (ALAllDA 1 AlANDAl 1 ASIGMA 
lf ( EOI .LT. b0.0 ) THEN 

El = -EOI 
CALI = EXP(!I) 
CAL2 = DAT2 I (AlANDAll2.5) 
C1I = AlAllDA 1 0151 
CAL3 = COS(CTI) 
VALll = CAL! 1 CAL 2 1 CAL3 

ElSE 
VAlll = O.O 

ENDJF 

Se su1ar1 los ler1ir1os 

Jf ( AH ,[Q, t.O ) THEN 
SUMN = VAL N 1 SIJMN 
SLIMV = SUHN 
AN=All+t.0 
11 = N t l 
WRITE(l 1 l)SUMll 
GO 10 20 

ELSE 
SUMll = SUMN t VALN 

C Se ver-iflca el error pemtido para la convergencia de la 
e mie de los valores caracteristicos : 
e 

ERR = ABS(SUMV - SUMll) 
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lf (fRR .GT. 0.01) THEN 
sunv = suH11 
WR llE ( l, l)SUnll 
All = AN + 1.0 
N = N + 1 
úO 10 20 

HSE 
MR l1E ( 11 li SUHN 
MRITE(l 11) •=======,=========' 1 

Se calcula el valor· de la tupnatur-a : 

CAL4 = - DISXll2 + DA14 1 DlSXll(l.5) 
CAL5 = - DAJ3 • SUNll 
CAl6 = 1.0 t ( CAL4 + CAL5 ) / ALFA 

Calc•Jlo del valor de E"f-21) : 

E2 = -2, 1 ESCS 

ECOF = EXP ((2) 

Valor de la tupna\!Jra: 

TEHP = ECOF 1 CAlb 

ENDIF 
EllDlf 

=============:::=============::==============::===============::;::;:; 
l1pre1ion de res•Jltados: 

WRITE (30 130) 1 AO, ASlóMA, ESCS, TEnP 
============================================================== 

lncrenenlo de tao : 

TAO = TAO + DELTA 

GO TO 10 
ENDIF 

============================================================== 
Smion de formatos : 

:00 FORMAH2X 11RESUL TADOS DE LA PRUEBA PARA El CASO LAMlllAR' ,11) 
60 FORHAT(2l 1

1VALOR DE ALFA Ell LA PRIJE0A : 1
1 IX 1f6,l,i, 

@ 21, 1 VALOR DE LA DISTANCIA X : 1,IX,f5.2,/) 
70 FORHAT(2X, 1 TAO 1 ,21, 1 SIGMA 1 ,21, 1 ESCS 1 ,2x, 1 TEHP 1 ,/) 

80 FORNAT(3X 1f6.2 12X 1f7.3,2X 1F7.3,2X 1 f8,4) 
e 
e = ==== === == = == = == == ========" = == == == = ,== == =" = = === = ==, === ==== = = 
e 

END 
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e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
C ESTE PROORAHA EVALUA El VALOR DE LA ![MPEF:ATUF:A EN Hl/ICIO/I DE 
C ALFA, TIEMPO 'I DISJAllCIA X PARA El CASO DE flUJO TLIRBULEllTO 
C SOBRE UllA PLACA PLAllA. 
e 
e SOLUCION EMPLEANDO [L ME TODO DE LAS ESCALAS nut TIPLES 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
c. VHSior1 : l. 
e 
e fe~ha : erirro 1939 
e 
C elat·m : A, Vallejo 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 

e 

PR06RM ESCMUT 

======================:======================================= 

DOUBLE PRlCISIOI/ CALJ, VALN, sun11, sunv, CAL5, CAL6, ECOF, ERR 
DATA BEJAI0.00072672/ 
DA TA DAI0/3, 1416/ 1 DAT l /o.625/ 1DAT2/0.1>94444/ 1DAT3/0,03%82/ 
DATA DAT4/0,71?53/ 1DAT5/2.3/ 

====::========================================================= 
LECTURA DE DATOS DE ENTRADA: 

WRITE(l,l)'DHINE El VALOR DE ALFA : 1 

READ(l 11)AlfA 
WRITE(l 11) 1DHlllE El VALOR DE X : 1 

READ(l,l)DISX 
WR!T[(l,l)'DEf!NE El VALOR FINAL OH TIEMPO:' 
READ(l,IH!EfIN 
WRITE(l 11) 1DH!llE EL VALOR DE LOS INCREHEllTOS DEL TIEMPO 11 

READ(l,l)DELJA 

e ======,.=====,,=========,,================"=====.,=========== 
e 

OPEN(Ui/JT=30, f ILE='P.ESTUR' 1 ACCESS= 'SEOUEllTIAL' ,STATUS= "DLD') 
WRITE()0,50) 
WRI TE (30 ,óO )ALFA ,DI SX 
WRITWO, 70) 

============================================================== 
Se ir1icializa 11 valor· de TAO 111 cm: 

TAO = O,O 

Se inicia 11 ciclo r•ara Ja 1valuacion de la t11p1ratur·a: 
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10 lF ( TAO .LT. T!Eflll ) THEll 
c 
C Calculo del valor de 'SIGMA= t 1 ALFA': 

ASJGMA = TAO 1 ALFA 

Calculo de la mala s = t 1 ( 1 • ( w l I ALFA ) 

ESCS = TAO 1 ( l. + BETA I ALFA l 

Se inicia la suaatoria de los ter1ir1os que contienen los 
valores caracterisUcos : 

e 

SUMll = O.O 
SUMV = O.O 
H = 1 
AN = 1.0 

C Calculo del valor· característico (lr1) : 
c 
20 ALANDA = AH 1 DATO 
e 
C Calculo del tmino = (DAT4 I lrolll4/5) 1 (E'(-lr1112 1 SlGMA))I 
C Cos(lroh) 
e 

lf ( ASlGM ,LT. $,O l THEN 
El = - (ALAllDA 1 ALAHOA) 1 ASlGMA 
CALI = EXP(EI) 
CAL2 = DA14 I (ALAllDAllDA15) 
Cll = ALAllDA 1 0151 
CAL~ = COS(CT!) 
VALll = CAL! 1 CAL2 1 cm 

ELSE 
VALll = 0,0 

EtlDlF 

Se sulin los ter1inos : 

IF ( All ,EQ, 1.0) THEN 
SUMH = VALll ' SUMH 
SUMV = SUHll 
AH=AN•l.O 
N = N + 1 
GO TO 20 

ELSE 
SUMN = SUMH ' VALN 

Se verifica el error 1•enilido para la convergenc1a de la 
serie de los valom caraclerislicos 1 

ERR = ABS(SUMV - SUMN) 

lF (ERF: ,\,!. 0.01) TllEN 
sunv = sutt11 
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e 
e 
e 

e 

AN = Ali + 1.0 
N = 11 + 1 
GO TO 20 

ELSE 

Se calcula el valor de la teapmtura : 

CAL4 = - DATI 1 DISXll2 + DAT2 1 DISXIHJ .$) 
CAL5 = - Dfü t SUNll 
CAL6 = 1.0 + ( CAL4 + CAL5 ) I ALFA 

C;lculo del valor de ['(-21) : 

E2 = -(5./4,) 1 ESCS 

ECOF = EXP(EZ) 

Valor de Ja h•peratura: 

HMP = ECOF 1 CALb 

END!f 
EllDIF 

e ================,,==============,,==============,,============= 
e . l1pre1ion de res•Jltados: 
e 

WRIH(30,80)1A0 1ASIGMA, ESCS, HMP 
e =============================" ========== == = ======= =========== 
e lncr·eaenlo de tao : 
e 

e 

TAO = TAO 1 DELTA 

GO TO 10 
ENDIF 

e ============================================================== 
C Srccion de forealos : 
e 
50 FORnAT(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA EL CASO TURBULE/lTO', //) 
60 FORNAH21,'VALOR DE ALFA Ell LA PRUEBA : 1,IX,F6,l,I, 

! 2X, 1 VALOR DE LA DISTAIKIA 1 : 1,ll,FS.2,/l 
70 FORMA!(2X 1

1 TAO ',21,' SIGNA ',ZX, 1 ESCS 1
121 1

1 HNP ',ll 
80 FORnAT(3X,F6.2,2X ,F7. 3121, F7 .3,21, F8.4) 
e 
e ==================================================.============ 
e 

END 
111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
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e 
e 11111m1111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
C ESTE PROGRMA EVALUA EL VALOR DE LA TEMPERATURA S09P.E LA PLACA 
C Etl FUNCION DE AlíA Y LA DlSTMICIA X, PARA UN TIEHPO FIJO. 
e 
C SOLUCION EHPLEANDO El HETODO DE LAS ESCALAS HUl TlPUS 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e vmion: 1.1 
e 
C fecha 1 ser\1embre l?SS 
e 
C elaboro : A. Vallejo 
e 
C aodificaciones: Se caabio rl valor de Ja constan\r 'w'. 
e 
e fecl1a del catbio: 3 abril 1989 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 

PROGRAH ESHUTf 
e 
e ==========.,==============,,==========.,=================,,=== 
e 

DOUBlE PP.ECISIOH CAll, VALH, sunN, SUHV, cm, CAL6, ECOr, EP.R 
DATA SHA/0,009893/ 
DATA DATl/3,1416/ ,DATV2.50b6}1/ ,DAT3/0,2/ ,DAWJ .mrn 

e 
e = === == === = = = ====== = == -== == = = ===== = === === == = == ==== = = == == == = = === 
C l[CTURA DE DATOS DE ENTRADA: 
e 

e 

WRIT((l,IJ'OEFJNE El VALOR DE AtfA : ' 
R(AD(l,l)AtfA 
WR!T!(l 11)'DHlllE EL VALOR DE LOS lllCP.EHEllTOS DE X :' 
READ(l,l)DEllX 
WRIT[(l,l)'Dffl!IE El VALOR OH TIEnPO :' 
READO ,IJTAO 

==========::.================================================::== 

0PfN(UIHT•30,fllf='RESLA2' ,ACCESS='SElillENllAL' ,STATUS•'OLD') 
WRHW0,50) 
WP.ITE(30 160lALfA 1 TAO 
WRITE(30 170l 

::::::;::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::: 

Se inicialiia el valor de X en cero: 

DISX = O.O 

C Se inicia el ciclo para Ja evaluacion de la tupera\m: 
e 
10 IF ( DJSX ,L[, 1.0 ) IHEN 
e 
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Calculo del valor de 'S!GHA = t t ALFA': 

ASl&HA = TAO t ALFA 

Calculo de la escala s = t 1 [ 1 + ( w - 0.2 ) / ALFA ] 

ms ' TAO t ( J. t BETA I ALFA ) 

Se iriicia la suutma de los ter1ir1os q•Je contier1en Jos 
valore1 caracteristicos 1 

e 

SUHll , O.ll 
SUHV , O.O 
H = 1 
AN ' 1.0 

C Calculo del valor camteristico (In} 1 

e 
20 ALAllDA = All 1 DA TI 
e 
C Calculo del tmino = (0A12 I ln11512) t (['(-lnll2 1 SJGHA)}I 
C (t. t Co1(Jr1h)} 
e 

EO! = (ALAllDA 1 ALANDA) 1 ASIC•MA 

Jf ( EOI .LT. 50,0 ) THEN 

El , - EOI 
CALJ = EXP(EI) 
CAL2 = DAT2 I (ALANDAllZ.5} 
C1t = ALAllDA 1 O 1 SI 
CAL3 = COS(Cll) 
VALJI = CALI 1 CAL2 1 cm 

ELSE 

VALN = O.O 

END!F 

Se suaan los ter•inos 1 

lf ( All ,EQ, 1.0 } THEll 

SUMN = VAUI + SllMll 
SUHV = SUHll 
WP.ITE(l,l}SUHll 
All , All t 1.0 
11 ' N t 1 
GO TO 20 

ELSE 

SUMN = SUHN t VALN 
WP.!TE(l,l)SUHll 
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C Se verifica el error penitido pata la corover·9encia de la 
C serie de los valor·es caracteris\icos : 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 

ERR = A8S(SUHV - SUHIO 

1F (ERR .GT. 0.01) THE/I 

SUHV = SUHll 
All = AN t 1.0 

11 = N t 1 
GO TO 20 

ELSE 

WRI TE ( 1, 1) '===============' 

Se calcula el valor de la \11pnatura : 

CAL4 = - OISX112 + DAT4 1 DlSXll(l.5) 
CAL5 = - om + SUMH 
CALó = 1.0 + ( CAL4 t CAL5 ) / ALFA 

Calculo del valor de E'(-2s) : 

E2 = -2, 1 ESCS 

ECOF = EXP(E2) 

Valor· de la \11¡0mtura: 

TEMP = ECOF 1 CALó 

ENDIF 

EHDIF 

e ============================================================== 
C llpresion de resultados1 
e 

WRITE(30,BO)ASIGHA,ESCS 1DISX, Tm 

lr1creunlo de X : 

DISX = DlSX + OELTX 

GO TO 10 

CNDIF 
e 
e == = == === ===== === = == ====== == ===== = ======= == = = == = === = = == == === === 
C Seccion de for·1atos : 
e 
50 FORMT(2X 1 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA El CASO LAMINAR' 1//) 

60 FORHAT(2X 1
1VALOR DE ALFA Ell LA PRUEBA 11,ll,fó.l,i, 
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2! 1
1 VALOR DEL TIEMPO Ell LA PRUEBA : 1

11X 1F5.2 11) 

70 fORHAT(2X,' SIGMA 1
12X 1

1 ESCS 1
12!, 1 DISI 1

121,' TEMP 1
1/) 

80 FORMAH3X ,fó,2, 2X, F7 ,3, 21, f7, 31 21, f3, 41 
e 
e ==,,=======.:=====================================,,========== 
e 

EllD 
11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
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e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
C ESTE PROORAHA EVALllA El VALOR OE LA TEMPERATURA S00RE LA PLACA 
C EN FUNCIOll DE ALFA Y LA DISTANCIA X, PARA UN TIEMPO FIJO. 
e 
C SOlllCION EMPLEAllDO El METODO DE LAS ESCALAS MUl TIPL[S 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e vmion : l. 
e 
e teda : rriero 1989 
e 
C elaboro : A. Valhio 

e 

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

PROGRAH ESHTTF 

============================================================== 

DOUBL( PRECISION CALJ, VALN, SUHll, SllHV, CAl5 1 CAL6 1 ECOF, EP.P. 
DATA BETA/0.1449165/ 
DATA DAT0/3, J 4 lb/ 1 DAl J /O, 625/ 1 DAT1/0 .694444/ 1 DA T3/0.0l9682/ 
DATA OAWO. 71922o:J/ 1DAT5/2 .61 

=========================================::::::;:::<:.::::::.:::::::::::: 
LECTURA DE DATOS DE EllTRADA: 

WP.lTE(l,l)'DEfJN( El VALOR DE ALFA :' 
READ(l,l)ALFA 
WRITE ( 111) 1 OH rnE El VALOR DE LOS 11/CP.EHEllTOS DE X : 1 

READ(l,IJOELTX 
WRITE(l,1) 10Efllff El VALOR OH TIEMPO:' 
READ(l 11JTAO 

OPEN(ll1111=30 1 FllE='RE5TU2' ,ACCE55='SEüUEIHIAl' ,STATUS='OLD') 
WRITE(30,SOJ 
WR 1TE(30,60)AL FA 1 TAO 
WRITW0,70) 

Se ir1iciali1a 11 valor de l en cero: 

DISX = O.O 

C Se inicia el ciclo para la evaluacior1 de la leaperatutal 
e 
JO lf ( DISX .LE. 1.0 ) mm 
e 
C Calculo del valor de 'Sl•HA = l 1 ALFA': 
e 

ASIGHA = TAO 1 ALFA 
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Calcuh de la mala s = t t [ l · w I ALFA J 

ESCS = TAO 1 ( l. • BETA 1 Alf A ) 

C Se ir.icia la suutoria de los tntir101 ~ue co11li1r1en los 
C valores caraclHi1tico1 : 
e 

e 

SllMN = 0,0 
SUMV = Q,O 
N = l 
AN = 1.0 

C Calculo del valor· caractmstico (111) : 
e 
20 ALAllDA = AN 1 DATO 
e 
C Calculo del tn1ir10 = (DATd 1 lrillld/5) 1 (E'(·lnll2 t SlGMA))I 
C Co1(lnh) 
e 

e 

lf ( ASIGNA .LT. 8,(1 ) THEN 
E! = · (AlANDA 1 ALAllDAJ 1 ASlGM 
CAU = UP([l) 
CAL2 = DAT4 I (ALANDAllDAIS) 
CT 1 = ALANDA 1 DISX 
cm = COS(CTI) 
VALN = CAll 1 CAL2 1 tAl3 

HSE 
VALN = O.O 

EHDlf 

C Se sutan los ler~inos : 
e 

lf ( AN ,(Q, J .O ) THEN 
SUMll = VALH + SUttN 
SllMV = SUMN 
AH = AH • l.O 
N = H • l 
GO TO 20 

HSE 
SUNN = SUttN t VALH 

Se vrrífíca el error r•H1ilido r•ara la converqencia de Ja 
snie de los valores car·acl1rí1ticos : 

ERR • ABS(SUHV - SUttNl 

lf (ERR .OT, 0.01) THlN 
SUMV = SUttN 
AN=AN•l.0 
N = ti + 1 
GO TO 20 

ElSE 



Se caltula el valor de la tuperalura : 

CAL4 = - DATI 1 D1Slll1 + DAT1 1 DlSXIHJ.S) 
CALS = - Dm + SUNll 
CAL6 = 1.0 + ( CAld + CAL5 ) 1 ALFA 

Calculo del valor· de E"(-11) : 

E2 = - (5./4,) 1 ESCS 

ECOF = EXP(E2) 

Valor de la te1peratur·a: 

TENP = ECOF 1 CAL6 

ENDlf 
ENDlf 

l1pr·e1ion de resultados: 

WR!TE(30,BOJASIGNA, ESCS,DJSX 1 TEHP 
============================================================== 

e 

lr.trurr.to de X : 

DJSX = DISX + DEL TX 

GO TO JO 
EHDIF 

e ============================================================== 
C Seccion de foraatos : 
e 
50 fORNAT(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA El CASO TURBULEIH0' 11/) 

60 fORNAT(2X, 1VALOR DE ALFA EH LA PRUEBA : 1
11X 1F6.J 1/ 1 

@ 2X 1
1 VALOR DEL TIEMPO EH LA PRUEBA :',ll,f5,2,I) 

70 fORNAH2X 1
1 SIGNA 1

12X 1
1 ESCS 1

12!,' DISX 1,2!,' TEHP 1
11) 

80 FORHAT (3X, f 6, 2, 2X, FU, 2X, f7. 3, 2X, f 8.4) 
e 
e ============================================================== 
e 

EllD 
1111111111111111111111111111111111' 111111111111111111111111111111 
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111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

ESTE PROGRAHA EVALUA El VALOR DE LA TEMPERATURA EN FUllCIOH DE 
ALFA, TIEMPO Y DISTANCIA X PARA El CASO DE FLUJO TURBULEllTO 
SOBRE UNA PLACA PLANA. LOS VALORES DE ALFA Y TAO SE CALCULAN 
EH FUNCION DE VALORES LAttlllARES. 
SOLUCION EttPLEANDO El METODO DE LAS ESCALAS MULTIPLES 

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

vnsion : l. 

feclta : jurtio 1989 

elaboro : A. Vallejo 

111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 

PROGRAK ESTUTF 

============================================================== 

DOUBLE PRECISIOll CALI, VALN, SUtlll, SUHV, CAL5, CAL6, ECOF, ERR 
DATA BETA/o.ooom72/ 
DATA DAT0/3, 14161,DAT 1/0,625/, DAT2/0,694444/ 1 DAT3/0.039681/ 
DATA DAT4/0,719531,DAT5/2,8/ 

============================================================== 
LECTURA DE DATOS DE ENTRADA: 

WRIH(l 11) 1DEFINE El VALOR DE ALFA LAHINAR:' 
READ(l,l)ALFA 
WRITE(l,l)'DEfrnE El VALOR DE X:' 
READ(l,l)DISX 
WRIT[(l,l)'DEFINE H VALOR FlllAL DEL TIEMPO:' 
READ(I, 1) TIEFIH 
WRITE(l 11) 1DEFINE H VALOR DE LOS INmMENTOS DEL TIEMPO : 1 

READ(l, l)DELTA 
WRITE(l,I) 1DEF, El VALOR DEL REYNOLDS: 1 

READ( 1, l)VREY 

========================::===================================== 

OPEN(UNIT=30, F l LE= 'RESTUR', ACCESS='SEQUENT IAL' 1 STATUS,'OLD') 
WRJTW0,50) 
WR! TE (30,60lALFA, DI SX 
WRITE(30, 70) 

==== == = == ==== = == = = = = = == ==:: == === == ==== ====== == = ===== = ====== = == = 
Se irtitialia el valor de TAO en cm: 

TAO = O.O 



C ALFA TURBULEllTAt 
e 

ALFA= (ll.5b7941ALFA)/(VREYU0.3) 
e 
C Se iriicia el ciclo para la mluacion de la teaperatura: 
e 
10 Jf ( TAO • LT. TIEFlll l THEN 
e 
C Calculo del TAO turbulento: 
e 

TAOT = 0.086445 1 (VREYll0.3) 1 TAO 

Calculo dtl valor· de 'SIGMA= t 1 ALFA': 

ASJGHA = TAOT 1 ALFA 
e 
C Calculo de la mala s = t 1 [ 1 + ( H ) I ALFA ) 
e 

ESCS = TAOT 1 ( t. + BETA I ALFA ) 

Se inicia la 1u1atoria de 101 termir101 que cor.tienen 101 
valores caracteristicos : 

e 

SUMN = O.O 
SUMV = O.O 
N = 1 
AN = LO 

C Calculo del valor caracteris\ico Onl : 
e 
20 ALANDA = AN 1 DATO 
e 
C Calculo del tmino = (0AT4 / lr11114/5) 1 (E'l-lnll2 1 SIGMA))I 
C Cos(lnlx) 

IF ( ASIMA ,L T. 8.0 ) THEtl 
El = - (ALANDA 1 ALAllDAl 1 ASIGMA 
cAu = mm> 
CAL2 = DAT4 I (ALAllDAllDATS) 
CTI = ALANDA 1 DISX 
CAL3 = COS(Cll) 
VALN = CALI 1 CAL2 1 CAl3 

ELSE 
VALN = 0,0 

EllDlf 

Se su1an los ter1inos : 

IF ( AN ,EQ, J .O ) mm 
SUMN = VALll + SUNll 
SUMV = SUMN 
AH=All+!.O 
N = N + l 
GO TO 20 

ELSE 
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e 

SUMll : SUMll + VALN 

Se verifica el Hror r•er·;itido ~ar·a la co11verqer1tia de la 
ser·ie de los valor·e1 car·acleri1lico1 : 

ERP. : ABS(SUHV - SUMll) 

lf (EP.R .GT. 0.01) IHEll 
SUHV = SUNN 
AN•AN+l.O 
N = N + l 
C·O TO 20 

ELSE 

Se calcula el valor de la le1peratura : 

CAL4 = - DATl 1 DlSXll2 + DAT2 1 DISXll(l.Sl 
CAL5 = - om 1 SIJMN 
CAL6 = 1,0 + { CAL4 1 CAL5 ) / ALFA 

Calculo del valor de E'(-21) 

E2 = -(5./4,) 1 ESCS 

ECOF = EXP(E2) 

Valor de la tr1pnatur·a: 

TEHP = ECOF 1 CAL6 
EllDIF 

EIWIF 

============================================================== 
lapr11ior1 de re1ultado1: 

WRITE(30,80)TAO,ASIC•HA,ESCS, TEHP 
============================================================== 

lncreMenlo de tao : 

TAO = TAO + DEL TA 
GO TO 10 

ENDIF 

e = === = = == = == == == == = ==== == == ==== ====== === == == == == ===== === == ==== = 
C S1ccior1 de for1ato1 1 

e 
50 FOP.MA1(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA El CASO TURBULEIHO' 11/) 

60 FORMA1(1X 1
1VALOR DE ALFA EN LA PRUEBA :' 11X 1F6.1 1/ 1 

@ 2X, 1 VALOR DE LA DISlANCIA X : ',lX,fS.2 11) 
70 fORMA1(2X, 1 TAO •,2x, 1 SIGMA 1 ,2x, 1 ESCS 1 ,2x, 1 TEHP 1 ,1) 

80 fOP.MT(lX ,f 6.2 12X.f7, 3,1X ,f7 .3 ,21,FS .J) 
e ============================================================== 
e 

END 
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e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
C ESH PROGRAMA EVAlUA lA RELAClOll DE lA TEHPEkATURA, PARA H 
C CASO TURBULENTO, ENTRE lA HHPERATUP.A, PARA El CASO LAttINAR, 
C COllSIDERANDO UllICAnEllTE LA PRlnERA APROXIMACION DEL METOOO 
C ASfffTOTICO. 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e versior1 : l. 
e 
C f1cl1a : Fet•rero 1989 
e 
' elaboro : A. Vallejo 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 

PROGRA" THATU 
e 
e = = = === ==== = == ==== === === ==== = === =., = = ==., === = = = = === === == == = = == = 
e 

DATA DAT112.0/ 1DAT2/l, 251,DATJ/0.086445/ 
e 
e ============================================================== 
C LECTURA DE DATOS DE ENTRADA: 
e 

e 

WP.ITE(l,1} 1DHJllE El VALOR DE P.EYHOLDS : 1 

füD(l 1 l)CREYllO 
WklTHl 11} 1DEfHIE EL VAlOR FrnAL DEL TlEttPO lAHltlAP.: 1 

REAO(l, l)T lfF !11 
WRJT[(l,1) 1DEFlllE El VALÓR DE lOS IHCREHEllTOS DEL TlEHPO : 1 

R!AD(l 11)DELTA 

================-===:::=========================:::================ 

OPEN<UlllT=JO,FJlf='?.ESllilA' ,ACCfSS='SEOU(IHlAl' ,STATUS='OlD' l 
WRITEf30,50l 
WR!Tf(30,60)CP.EYllO 
WR!TE<30 170l 

Sr inicializa el valor· de TAO en ceroi 

IAO = o.o 

t Sr inicia el ciclo pata la evaluatiar• de la teoperatna: 
e 
!& lf ( TAO .LT. TIEFlll ) mm 
e 
C Calculo del valor· de 'Re'{;i/10)': 
e 

El = 3.IJO. 
CAll = CREYllOllEl 



Calculo del valor '2 - (5/41 1 0,086445 1 Rellf3/10)'¡ 

CAL2 : DATl - DAT2 1 DAT3 1 CAL! 

Se calcula el valor de la teoperatura : 

E2 = CAl2 1 TAO 
TEMP = ElP(E2l 

============================================================== 
11presioro de resulta4os: 

MRlTE(30,BOlTAO, Tm 
e ================== ======== ================ == ==== ============== 
C Innem1to de tao: 
e 

e 

TAO = TAO t DELTA 

60 TO 10 
EHD!F 

e == == === ======== === == = = === = = ==== ===== = === = = == = ======= = = === === == 
C Seccíon de fmatos 1 

e 
50 FORHAT(2X 1

1RESULTADOS DE lA PP.LIEBA 1
1//l 

60 FORMAH2X, 1VALOR DEL REVNOlDS Etl LA PRUEBA : 1 ,ll,FI0.1 1/l 
70 FORMAH2X,' TAO 1

121 1
1 F:El.TEMPS. 1

1/l 
SO FORMT(31,Fó.2 13X,F3.4l 
e 
e ==========================="================================== 
e 

END 
111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
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APENDICE B SOLUCION NUMERICA 

El esq1.1ema nwnér·ico que se plantea en este ai•éndice, r·esuelve la 

ecuación integro-diferencial sino;¡ular·, par·a el caso laminar, 

utilizando el Método de Diferencias Finitas v aplicando un desarrollo 

de Taylor para el punto donde se presenta la singularidad. 

El conteniclo de este apéndice, se ha dividido en las siguientes 

secciones: 

- La ~·rimer·a parte pl"'eserita los conceptos básicos del Método de 

Diferencias Finitas. 

- La segunda par-te descr·ibe el desarrollo matenlá tico t•ar·a obtener la 

sol1.1ci6r1 numér·ica de la ec1.1ación ir1tegr·o-difer·encial singular t•ar·a el 

caso larnina.r·. 

- La ter·cer·a parl:e incli.1ye el desar·rollo matem.ático para obtener· la 

soh1ción numér·ica del ter·cer· térmir10 de la Solución Asintótica, oar·a 

el caso de flujo laminar sobre la placa plana. 

- La cuarta parte presenta el esquema de solución considerado en la 

~·r-ogramación, pc<.r·a obtener· los 1-es•.11 tados de esta técnica numér·ica. 

- La quinta parte incluye los listados de los programas utilizados 

para obtener los resultados de este esquema. 
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APENDICE B 

Bl.- METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.-

81.1.- Conceptos Básicos. 

Los métodos de •:lifer-encias finitas se definen como técnicas 

discretas numér-icas donde el dominio de inter-es se representa por un 

conjunto de puntos o nodos y la información entr-e estos puntos se 

obtiene mediante expansiones de series de Taylor. 

La técnica de diferencias finitas consiste, en forma breve, en 

subdividir el dominio de la ecuación diferencial en un número finito 

de puntos enmallados. La derivada de la función de cada punto so 

sustituye por una aproximación de diferencias finitas. Finalmente, se 

obtiene el valor de la función para cada punto. 

La notación de lo anterior-, se deduce a partir de u(x), una 

función continua de una sola var-iable independiente x. Discretizando 

el dominio x (ver figura No. 81) en un conjunto de puntos o nodos, 

tal que 

u(xr) _ u(rh) _ ur , ,-. = o, 1' ~, .c., .•.• (B.1) 

donde rh representa la coordenada del nodo, el entero r denota la 

posición del nodo a lo largo de la coordenada x con res~ecto a un 

dato especifico , usualmente r = O para x O. El valor de h es 

constante y representa la distancia entre nodos. 

Por otro lado, las expansiones de las series de Taylor son muy 

importantes en la formulación y clasificación de los esquemas de 

diferencias finitas. Por lo tanto, aplicando una eNpansión de la 

serie de Taylor para u(n), en el punto xr, 

h2 h3 

u(xr+h) ll(Xr) + hux 1 r + t..'xx 1 r + IJxxx 1 r + •••• 
2! 3! 

(B.2a) 

o 

1..2 ,.,ª 
u(>:r-h) ll(>:r) - hllX 1 r + l,.\XX 1 r - uxxx 1 r + •••• 

2! 3! 
(B.2b) 
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APENDICE B 

u 

U(H) 
U(>:r) u( rh) I - - IJ r 

/ 
'-....__ ~~tr_. 

)! 

o h 2h 3h 4h 5h (n-l)h nh 

Figura No. Bl. 
Discretización de u = u(>:) por diferencias finitas. 

Rearreglando las ecuaciones anter·ior-es, se obtiene 

IJ(Hr+h) U(>!r·) h h2 

IJX 1 r l1XX 1 r - uxxx J r - ..... 
h 2! 3~ 

(B.3a) 

t.l( l:r) u(i:r-h) h h2 

IJX 1 r ~- IJXX 1 r - uxxx j r + .... 
h 2~ 3! 

(B.3b) 

La expresión (B.3) define dos aproi:imaciones posibles para la 

primera derivada de u en xr, 

u(xr+h) - u(xr) u u 
ux J r 

r+l r 
(B.4a) ~ -

h h 

u( >:r) - ll(>:r-h) IJ u 
IJX 1 r 

,. r-1 (B.4b) ~ -
h h 

La expresión (B.4a) se conoce como aproi:imación por diferencias 

finitas hacia adelante, y la (B.4b) hacia atras. 

Debido al truncamiento de estas series, se presenta un error, Er, 

asociado a la aproi:imación. Este error puede caracterizarse por el 
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APENDICE B 

pPimer- y más qr·ande té1'mino de la se Pie tr•.mcada, o sea 

h >~ r s i; s xr+h 
Er ± uxx ¡e O(h), (B.5) 

2! >: r-h s 1: s >: r 

Se dice que este error es de orden h, O(h), y r-epresenta un valor 

absoluto más pequeno que Ah CA es 

suficientemente pequeno. 

una constante) para h 

Si se suman las ecuaciones (B.3a) y (B.3b) y se despeja el valor 

de ux¡r, resulta la aproNimación central 

lj - ._, 

ux 1 r 
r-+-1 r-1 

2h 

con el prime!' término truncado igual a 

6 
Uxxx 1 ¡; , >;r-1 :S { ~ Hr+l 

y entonces, la ecuación (B.6) es de O(h
2
). Restando CB.3a) de 

y pesolviendo para uxx Ir• se tiene 

llxx 1 r 

lj 
r+1 

2tt + IJ 
r r-1 

donde también, la ecuación (B.7) es de O(h
2
). 

(B.6) 

(B.3b) 

(B.7) 

Estos conceptos se pueden extender- de manera directa, para 

aproximaciones de diferencias finitas en dos dimensiones, o sea 

u(x,y). Para esto, la figura B2 muestra una malla para una ecuación 

diferencial en dos dimensiones. De ésta se puede deducir lo 

siguiente, 

aur,a G B ... u ,_, 

= l.\X 1 r 
rH r 

+ O(h) (B.8a) 
OH h 

c:lur,s s+1 6 

" lj lj 

tJy 1 r 
r r + O(k) (B.8b) -

ay k 
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y 

T r-, s+l 
o o 

1 

1" 

1 1 
k 
.¡. 

o o o r·-1, s o o J'+l 's 

1 

1 (- h --1 r·, s 

o o-) 

>: r-, s-1 

Figur-a No. 82. 
Enmallado par-a una aproximación de Diferencias Finitas 

en dos dimensiones. 

En la ap l'o>: imac ión papa Ux 1; el 1 ndice 

9 
constante), mientras que en •Jy 1,. el indice 

constante). 

La segunda derivada de la función u(i:,y), 

semejante que par·a 1_1(1:), es decir·, 

a 21., 9 
+ 

9 
9 u ll 

IJ.XX 1 r 
r+1 r 

h2 
r-1 

+ (l(h2) 

s+1 
21~1 

6 + 
s-1 

B u - u 
Uyy 1 r 

r r 

k2 
r + 0(1/) 

s es constante y 

r· es constante >: 

se obtiene en tor-ma 

(B.9a) 

(B.9b) 

La tabla Bl muestra un resumen de algunas derivadas aue se pueden 

obtener por apro>:imaciones de diferencias finitas, 

pasos descritos anterioPmente. 

siguiendo los 

Otro concepto importante en las aproi:imac1ones por difer-encias 

finitas, es el de manejap derivadas mezcladas. Suponiendo que se 

requiere r-epresentar pop diferencias finitas a U•y: 
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Tabla No. Bl. 
Aproximaciones por Diferencias Finitas para dos variables 

independientes Ch = k). 

Derivada 
Aproximación por 

diferencias finitas Orden de er-ror 

IJX 1: 

IJxy 1: 

IJxy 1 r = 

' 

.. 
8noy r 

i) 

s + 1 6 
u + IJ 

r r 

h 

" " I_\ - IJ 
r r- 1 

h 
e B 

IJ u 

e -u 
r + 2 

a 
•.\ 

r+1 

r+i r-1 

2h 

2u
9 

r 

- B ..)IJ 

a 
+ l\ 

r-1 

r 

e- 1 e TZ s-1 B+ 1 
l.\ IJ U + ll 

r+ 1 r + 1 r - 1 r-1 

4h 2 

i)x 

O(h) 

O(h) 

0(h
2

) 

(B.10) 

Una repr-esentación por diferencias finitas de la 

anterior, se puede deducir a partir de la ecuación (B.6), 

ecuación 

i) ou Bu 

o>: ay ay 

La derivada con respecto a y se aproxima en forma análoga: 

1 

Uxy 1 r 
2h 

L\ 
r+1 

[ 

B+1 s-1 
- u 

r+1 

21: 
+ 

.. 
Uyyy 1r+1 + • • • • • 

3! 
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sH 
u 

r-1 

2k 

s-1 
ll 
r-i 

3! 

APENDICE B 

uyyylª + •••• ] + 0(h
2

) r- i 
(B.12) 

Introduciendo ahora una aproNimaclón por diferencias centrales de 

la tor·ma, 

9 

Uxyyy 1 r 
2h 

y sustituyendo en la ecuación anterior, resulta 

s 

•Jxy J r 

1 

2h 

u 
r+i 

[ 

6+1 s+1 
- u 

r-1 

21< 

s-1 a-1 
u + u 

r+i r-1 
O(h

2 + 1/) 

(B.13) 

(B. 14) 

En gener·al, las aproximaciones por diferencias finitas en 

2-dimensiones pueden extenderse en una forma directa al espacio de 

3-dimensiones o al espacio de 3-Jin,ensiones y el tiempo. 

De lo anterior se puede deducir que para cualquier ecuación 

diferencial parcial existen muchas posibles representaciones de 

diferencias finitas y se prefieren aquellos esquemas con 

truncamiento locales pequeftos. 

errores de 

A continuación se deducen algunas de estas aproximaciones para 

las ecuaciones parciales de tipo parabólico, debido a que la ecuación 

integro-diferencial, deducida en el capitulo 11, pertenece a este 

tipo. Pór lo tanto, tomando como base el siguiente modelo parabólico, 

ux = llyy (B.15) 

se evalúan diferentes aproximaciones para resolver este tipo de 

ec•.1aciones. 

Estas aproximaciones se clasifican en dos tipos: e>:pl1ci tas e 

impllcitas. El método explicito evalúa el valor de la función a 

partir de cantidades que ya son conocidas. Este método es simple y 

económico en lo que respecta al esfuerzo de cálculo, pero está muy 
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limitado en cuanto a su estabilidad numérica. 

En el método implicito, la evaluación de la función no solo 

depende de términos conocidos, sino que también considera valores 

adyacentes de la fwición, que son desconocidos. Para conocer los 

valores de la función se necesita resolver un sistema de ecuaciones 

simultáneas para cada intervalo de tiempo. 

La nomenclatura para deducir estas aproximaciones se obtiene a 

partir de la ecuación (B.14). Considerando que u(x,y) es continua y 

que tiene suficientes derivadas, 

diferenciaciones que, 

es simple mostrar por repetidas 

IJxx uyyyy, ll><xx Uyyyyyy 1 •••• , Umx tt2my 

Desarrollando una serie de Taylor en torno a 
9 

'~l .. 
r 

resulta 

• u 
r+ 1 

Uxxl ~ + U><.xx 1
9 ..¡~ ............. . 
r 

b 

usando (B.16) y h = pk
2 

se tiene 

donde 

e 
u 

r+ 1 

.. 
u 

r 

B = 1/uyy I" 
r 

+ pB + p 2 D + •••• 
2 

y D = k'uyyyy 1 ª 
r 

De la misma manera, se puede derivar lo siguiente¡ 

1 1 
= u :!: pB + p

2
D :!: p

3 
F + p 

4
H ± p" J + ••• 

2 6 24 120 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

(B.19) 

Si'i S-1 
lj + u 2u + B + D + F + H + J + •.••• 

r r 12 360 20160 1814400 

(B.20) 
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4 8 4 8 
s+2 s-2 

u + l.l 2u + 4B + D + F -i- H + J + •• (B.21) 
r r 

3 45 315 14175 

donde F,H, ••• se definen como k6 uyyyyyy, kºuyyyyyyyy, •.•• 

Por el uso directo de la serie de Taylor o por una combinación de 

las expansiones anteriores, se pueden desarrollar aproximaciones por 

diferencias finitas para el modelo parabólico (B.15). A continuación 

se calculan algunas de las posibles combinaciones. 

Bl.2.- Aproximación Explicita Clásica. 

Multiplicando la ecuación (B.20) por p y restando el resultado de 

(B.19), se tiene 

" u 
r+ i 

( 1 - 2p) IJ
9 

l 
+ p 

2 
p 

2 

6(1 

p (p - D + p * 
6 

) F + •••• (B.22) 

Esta forma de diferencias finitas se conoce como Aproximación 

Explicita Clásica, 

uª = ( 1 - 2p) 
r + 1 

B 
IJ 

r 

. s + 1 
+ p <.ur 

B-1 
+ u ) (B.23) 

r 

donde el error local de truncamiento tiene su parte principal igual a 

(1/2) p ( p - 1/6 ) D. Con esto, se dice que la ecuación 

0(h2 
+ kh 2

) o Ü(h + k2
). 

(B.23) es 

La figura B3 muestra los puntos de la malla correspondientes a 

esta aproximación, y en la cual se observa que uª puede calcularse 
r+ i 

a partir de los tres puntos inferiores, u 9
-

1
, uª y uª ... 1

• 
r r r 

Con base en este modelo, la ecuación (B.15) puede aproximarse por 

la expresión, 
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u 
X 

IJ 
yy 

1-+1,s 

o 

1 
o---- o 

r-, s-1 r'' s 
o 

r-, s·~l 

Figur-a No. B3. 

Esquema de la Apr-oximaci6n Explicita Clásica. 

s a 
IJ - ll 

r+i r 

S+l 
•.I 

r 
2uª 

r 

¡;-.t 
+ 1J 

r 

Bl.3.- Apr-oximaci6n Implicita de Crank-Nicolson. 

APENDICE B 

(B.24) 

La aproximación impllcita de Crank-Nicolson se define como, 

2 (1 - p) u" + 
r 

La figura 84 muestra el esquema de esta apr-oMimaci6n 

El er-r-or de truncamiento para la expresión anterior es 

12 )u,y, y por lo tanto, la aproMimaci6n es O(h9 
+ hkz). 

(B.25) 

impllci ta. 

( hkz I 

Aplicando este esquema a la ecuación parabólica (8.15), se 

obtiene, 

" l.l 

o r+1 

9 
u 

r 
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r+l,s-1 r+l,s r+l,s+l 
o 0 o 

1 
o o o 

r,s+l r,s r,s-1 

Figura No. 84. 
Esquema de la Aproximación de Crank-Nicolson. 

Obsérvese que la función 
s 

u 
r+i 

no está dada directamente como 

dependiente de las funciones del tiempo anterior, sino que también 

depende de las funciones desconocidas en posiciones adyacentes. 

Una ventaja de este método es la de ser estable para cualquier 

valor de h y k, aunque para valores peque"os es más preciso. 

Deducidas estas expresiones, el siguiente paso consiste en 

aplicarlas a la ecuación integro-diferencial del capitulo II de este 

trabajo. 
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B2.- SOLUCION DE LA ECUACION INTEGRO-DIFERENCIAL. 

B2.1.- Solución Numérica de la Ecuación Integro-Diferencial. 

La ecuación integro diferencial (2.24) deducida en el capitulo 

II, se resuelve con el Método de diferencias finitas expuesto 

anteriormente. Para esto, se utiliza la aproximación implicita de 

Crank-Nicolson. 

La ecuación integro-diferencial es; 

ae a2 e et X 

[ 1 -
[ ~ f/4 ri/9 + et -- + I cte ctx 

ch ax2 -rx -IX dx o 

(B.27) 

con condiciones de fl-orotera e iniciales: 

ae 
o para X : O Y X (B.28a) 

ax 
e : 1 para T 5 O (B.28b) 

Antes de aplicar la aproximación de Crank-Nicolson a la ecuación 

(B.27), primero se resuelve la parte integral de la misma, empleando 

el esquema numérico que se describe en la referencia (21], para una 

integral semejante. 

Por lo tanto, para evaluar la integral, 

(B.29) 

primero se hace el siguiente cambio de variable, 

(B. 30) 

que sustituyendo en (B.29), se obtiene 

z1/a 

z 

J 
d61 dZ 

f(Z) 
( z - z') 1/9 

(B.31) 
ctf 

o 
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Considerando incrementos AZ para la coordenada Z, se puede 

definir la posición del punto N como NAZ. Con esto, 

(B.31) cambia a 

N 

f(NAZ) 
(NllZ) ua 2 ( 

J(:;: 1 

dG 

ctz 
ctf 

(Z f)i/9 

<1<-i>AZ 

la ecuación 

(B.32) 

La integral de la ecuación anterior se resuelve considerando el 

siguiente cambio de variable, 

(B.33) 

con el cual, la integral de la ecuación (B.32) es igual a 

KÓZ 

I - 3 J u du 
3 z 

u 
2 

< K- 1 > llz 

3 l
t<Az 

(Z - Z)2/
9 

( K- i >1:.Z 

(B.34) 
2 

Con la ecuación CB.34) en la (B.32) se tiene 

f(NllZ) 

simplificando 

f(NAZ) 3 * 
2 

N 

2 ( 
J(:;: 1 

cte 

ctz 

(NllZ - CK - 1) t:.ZJ 2
/

9 
] (B.35) 

AZ2/9 ~ [ ·dctez_ )K [cN - 1()2./9 - (N - I< + 1) 2/3] (B. 36) 
(NAZ)i/9 L 

K= 1 

La derivada d9/dZ puede aproximarse por diferencias finitas 

mediante la forma implícita de Crank-Nicolson, 

l +.1 \, +1 ! l 

( 
cte J 
dZ 

e - e 
Ki-1 1'-1 + 

2t:.Z 

e - e ] KU. K-1 

2AZ 
(B.37) 
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y sustituyendo en (B.36) 

L + 1 

f(N.t.Z) e 
1<+1 

L + 1 

e 
1<-1 ) + ( e 

J(+ 1 

[ ( N - I< ) u!I - ( N - K + 1 ) 2/!I ] 

APENDICE B 

e 
K-1 

(B.38) 

El siguiente paso consiste en aplicar a la ecuación (B.27), el 

método implícito de Crank-Nicolson deducido en la sección anterior. 

Sustituyendo pr-imero la e>:pr·esión (B.38) en (B.27) se tiene 

8L 

+ "' 
ar ax 2 

\ (e,, 
3 AZ 

1 
/!I N [ L + 1 

8 (N.t.Z)1/9 1<~1 ~ 

l + 1 

- e 
K-1 ) + 

N - K -~ 1 ) 2 
/!I ] (B.39) 

Aplicando la apro>:imación hacia adelante (ecuación B.4a) para 

aetar, 
l + 1 L 

ae eN + eN 
(B.40) 

OT Í:.T 

Para aplicar la apro>:imación por diferencias finitas para la 

derivada par·cial a2 e1ax2
, primero se cambia la coordenada x poi' Z, o 

sea 

la der·ivada 1le1ax2 
cambia a; 

ae 9 

16 az 16 az 2 
(B.41) 

Aplicando las apro>:imaciones por diferencias finitas centrales, 

segón el método implícito de Crank-Nicolson, se tiene, 
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L +1 L+1 L 
oe [ 6NH - eN-1 BN·•i - eN-1 ] + 
iJZ 2 2!:.Z 2!:.Z 

L +1 L +1 l 1·1 L L 
oze 

[ SN+i 28N + eN-1 8N+1 28N + 6N-1 ] + 
iJZz 2 .t:.Zz .t:.Zz 

sustituyendo (B.42) y (B.43) en (B.41) 

L+1 L +1 L 
iJ28 7 

[ 8N+1 8N-1 8N+1 8N-1 ] 9 _, 
z-~/9 + + 

o:x 2 
16 4 .t:.Z .t:.Z 16 

LH L +1 L +1 L 

[ 8N+1 28N + 8N-1 8NH 28N + 8N-1 ) + 
2 t:.Zz 1-122 

Aplicando (B.44) y (B.40) en (B.39), considerando x 
Nt.Z, se obtiene 

l+1 

APENDICE B 

(B.42) 

(B.43) 

z-2/a 

* 

(B.44) 

z"/!I y z 

eo [ 9Cí. 
+ 

(Nt.Z) u 9 32 

(N!:.Z )-Z/9 

.t:.Z2 

3a 
+ -

64 

( Nt.Z) -:vu ] 

.t:.Z 
+ [ - * 16 

(N.t:.Z )-u:i ] 

.t:.Z2 

N 

* 2 e 

(Nt:.Z) -u
9 

[ 

.t:.z2 

* 

l+1 
8N + 

l 

SNH 

N 

[ 

':;ICI ( N.t:.Z) -2/9 

32 .t:.Z
2 

L 

28N + 8N-1 

( Nt.Z) - ::va ] 

64 .t:.Z 

3ct 

3et (Nt:.Z)-:>/a 

[ 
t:.Z 64 

l +1 
8N+1 + 

8 N1/ª.t:.z2/!1 

* 

2 ( 8K+i - 8~-1 ) [ (N - 10
2

/
3

- (N - I< + 1)2/
9

] (B.45) 

1(: 1 
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B2.2.-.- Condiciones de Frontera e Iniciales. 

En este punto se obtienen las aproNimaciones por diferencias 

finitas de las condiciones de frontera definidas en (B.28). 

Por lo tanto, para la condición de frontera en x = o, se tiene 

que la ecuación integro-diferencial (B.27) presenta una singularidad. 

Esto impide que se pueda aplicar la eHpresión (D.45) deducida 

anterior·mente. 

Para evitar dicha singularidad, la ecuación (B.27) se puede 

expresar, para X O, como, 

ae 

iJr a;/ 

considerando el cambio de variable Z = x~/•, se tiene 

ae 
- !:)/!l z ae ] 

iJZ ih 

para Z = 0 1 la condición de tr·onter·a establece iJeo/iJZ 

ecuación anterior se reduce a 

ae 

(B.41.':.) 

e 
(B.47) 

O y la 

(8.4B) 

La singularidad en Z O se puede evitar considerando un 

desarrollo de Taylor en la vecindad de este punto, o sea¡ 

1 
eo + t.Z eo + 

2! 

, 1 

eo + 

, 
y con la condición de f-l-or1 ter·a eo O, 

eo + 
2! 

, , 
eo + 
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•• Despejando So y sustituyendo en (8.48), 

aeo ·:i [ 91 - 9o ] 
Z Z/3 -- = - a - 9o 

ar 8 D.Z 2 
(B.51) 

para el punto Z = O, la ecuación (B.51) se reduce a; 

9 a 
eo e1 - 9o) (B.52) 

de esta expresión resulta una aproximación para evaluar 9 en Z O, 

esto es 

·:ia 
9o -----91 (B.53) 

La otra condición de frontera en Z 1, es 

ae 
o (B.54) 

az 

Debido a que la expresión (B.45) define un punto ( Z = 1. + AZ 

más alla del limite de la placa, es necesario establecer otra 

ecuación para eliminar a dicho punto. Esta ecuación se obtiene de la 

condición de frontera (B.54) y de una aproximación por diferencias 

finitas centrales. La expresión es 

ae 8i+D.z - 91-Az 
(> (B.55) 

az 2D.Z 

de donde se ded'-lce: 

8i+D.Z = 81-Az (B.56) 

Finalmente, la condición inicial para la ecuación (B.45) es, 

8(Z) = 1 r.•ara T = O (B.57) 
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B3.- EVALUACION DEL TERCER TERMINO DE LA EXPANSION ASINTOTICA. 

B3.1.- Solución Numérica del Tercer Término de la Expansión 

Asintótica. 

En es\;a sección se presenta la solución numér·ica del tercer 

término de la solución asintótica (3.92) deducida en el capitulo III, 

para el caso laminar. La finalidad de esta solución es permitir 

comparar los resultados deducidos con una expansión de 2 y 3 

términos. 

Para esto, se parte de la ecuación (3.92) deducida en el capitulo 

III, o sea 

ae a2 e { 4 
2 z 

2 
-ze o .00·::¡::;:93 

2 9/2 
+ e - X + X + + 

iJO' ax z 7 5 10 -IX _, 

X 
X f/4 r1/ll e } -J [ 1 - ( 1/2 ) -2e 

X X o:i:x 2 e -r2ñ * 
iX o X 

00 E>:p (-An 
2 

O') 

{ Cos(An;t) -
~,n X 

X )ll/4 ]-l/9 * J. + J [ 1 - [ 5/2 
2 iX 2 iX An X o 

Sen(AnX) d;t'. } (B.58) 

Considerando que la solución tiene la forma siguiente: 

(B.59) 

y sustituyendo en (B.58), 
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o<li az.¡¡ 

{ 4 
+ - 2 0.009893 - 2 + 

3/2 
X - X 

iJO' ax 2 7 _, 
+---+ * 

5 10 -rx 

* 

{ 
Cos(A.n;r) - + 2-rx 

Para resolver la ecuación anterior, primero se deduce el valor 

numérico de las siguientes integrales, 

IX[ X )9/4 ]-1/9 
1 - ( ~ ( x - x 1/

2 
) 

o 

(B.61) 

definiendo, 

_ ( X ]ª/" u - -
X 

(B.62a) 

4/!l 
X X ll (B.62b) 

4 
dx 1/9 

du X u (B.62c) 
3 

y sustituyendo en (B.61) 

1 !'j/3 
4 

1 
4 

I 
u 

x!l/2 J u 
2 du - du X .1/9 1/9 ... (1 - U) 

... (1 - u) ·-> _, 
o o 

(B.63) 

Aplicando la función Beta a las integrales en (B.63), se tiene 

X 

I [ [X )!l/4 ]-1/9 
1- - ex-

º X 

o.·:1750266x2 
- 1.2x

3
/

2 (B.64) 
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Para la solución de la integral, 

X B/4 - t/n 

J J Sen(Ani> dx 
X 

(B.65) 

primero se aplica el cambio de variable definido en (B.62), o sea 

IX[ X 3/4 ]-1/n 
1 - ( X ] Sen(AnX)dX 

o 
(1 - u)1/3 

du (B.66) 

La integral anterior presenta una singularidad para el limite u= 

1, lo cual se puede evitar si se considera una aproximación del valor 

u= 1 - e (donde e-> O). Para poder· aplicar este limite, prime1'0 es 

necesario comprobar que la integral es convergente de acuerdo con el 

teorema definido en Ja referencia [22], y que es el siguiente, 

Si l im (:: - a)P f·(::) = f'-. 1 errtonce<; 
>:-> a 

b 

J f(x) d;: 

" 
Aplicando el teorema anterior a la integral (B.66), se tiene 

lim 
ll-> 

(1 -u) 
[ 

. 1/3 
(B.67) 

donde p 1/3 < 1 y A= Sen(X~'n). El valor de A es finito para 

cualquier valor de O S x S 

considera convergente. 

y por lo tanto, la integral se 

Debido a la complejidad de la integral (8.66), ésta se resuelve 

numéricamente empleando la regla trapezoidal, o sea, 

h 

[ f (u ,;t) + 2f (u ,;t) + 2f (1.1 ,;t) + 
o o 1 1 2 2 

2.0 

••• + 2f (1.1 ,;¡;) + t Cu ,x> ] 
m-1 fo-~ m m 
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h 

2.0 

donde, 

f (U ,X) 
m m 

[ f (u 1 x> + f (u ,x> 
o o m m 

(1 - lj )1/!l 
m 

APENDICE B 

<m-1 > 

+ 2 \ f . (•J . ,x> ] i.fo 1- i 1- t. 
(B.68) 

Sustituyendo (B.64) y (B.68) en (8.60) se tiene 

+ - 2 { 0.009393 - x2 + ~ xn/z 
3 

+ + 
5 10 0 

0.91::.0266 x9
/

2 
- 1.2 X} - 2 00 

-( 
2

" nf 1 

3 
[ f (u , X) ~- f (u , X) 

O O rn rn 

< m-1 > 

+ 2 2 
1..:;;0 

f . (u . ,x> 
J. - L 1 - \. 

+ 

simplificando términos, 

o.3800213 + 2 x2 
- 4.6167199 x9

/
2 

1)) 

2 -( 2fl TI¡i 

5-Y";t 

] } (B.69) 

+ 2.4 X -

+ t <u ,x) + 2 \ f . <u .• x> < m-1 > J } 
m m i.fo 1-i 1-\. 

(B.70) 

Esta ecuación se resuelve empleando el método implicito de 

Crank-Nicolson, definido en la sección 81.3. Para esto, primero se 

aplican las siguientes aproximaciones por diferencias-finitas; 
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;¡; 1+1 _ ;¡; L 
N N 

(8.71) 

(ilil+1 _ 2 ;¡;l+1 + ;¡;l+1) + ('Rl _ 2 ;¡;Nl + ilil ) 
N+i N N-1 N+i N-1 

2 t.x.2 
(B.72) 

donde; XN N t.x 
CI t Aet 

l 

N pepresenta el punto a evalua1- en la dipección X 

t representa el plinto a evaluar· en la dirección CI 

Sustituyendo (B.71) y (8.72) en (B.70), se tiene 

[ 

<Ji~+i -

t:.a 

;¡;~ ] + [ _(_ili_~_:_:_-__ 2_ili_
1

+_~_~_·_ili_
1

_+_~_-_1_)_+_(_'l!_·~_+_1_-_:;,_·w_~_-_~_w_~_-_.)_ ] 
2 .6;r,2 

0.3800213 + 2(NAX) 2 
- 4.6167199(Nt.x.) 3

'
2 -

(NA;t)-uz A.n(Nt:.x) 1nh 
+ 

2 3 * 

[ f (u ,Nt.x> + f (u ,Nt.x> + ;'"\''' f . (u . ,NAx>J} (B. 73) 
o o m m l 1-L 1-t. 

i.=O 

Agrupando términos se obtiene una expresión general papa evaluar 

la tempepatuPa de la placa pop la técnica de Diferencias Finitas, que 

es: 

0.5 - ( + 0.5 
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N-1/2 Ll:t -s/2 

N9
/

2 Ll;t7
/

2 
- + 2. 4 NLl;t9 

- 2 
C' 

~· 

APENOICE B 

* 

{ 

( NLl;t) -1/2 

Cos(;l.nNLl.;t) - + 
2 

>-.n(NLl;t) 1
/

2 to 

[ f (u , NLl;t) + f ( u , NLl;t) + 
~ o o rn m 
·-' 

(B.74) 

B3.2.- Condiciones de Frontera e Iniciales.-

Las condiciones de frontera e iniciales que deben satisfacer la 

ecuación (B.74), son 

l(;t,O) = O.O (B.75) 

8'1!(0,o) 
o.o (B.76) 

a;¡¡ (1 'o) 
(). (l (8.77) 

Como se puede observar, la ecuación (B.74) pr·esenta •Jna 

singularidad en X= O. Para evitar esta singularidad, la ecuación 

(B.74) no se evalúa en dicho punto, utilizando para esto, la 

condición de frontera (B.76) para deducir el valor de la función, o 

sea 

Por lo tanto, para resolver la expresión (B.70) a partir del 

punto NLl;t Ll;t, es necesario eval•Jar primero las siguientes 

aproximaciones por Diferencias Finitas: 

- Segunda derivada de 1 con respecto a X 

120 



APENDICE B 

82: 1 = g¡XIN - g¡;¡;IN-1 

u;¡; N U:( 

(B.78) 

aplicando a IX la aproximación por Diferencias Finitas definida en la 

tabla Bl, 

l l ... 1 + ,¡ {1 l i-1 - .,. 
~' 

ILH 

;¡; 1 l Ti NTZ NT1 N 

X N 2 ux 
(8.79) 

y 

- ilil + 4 ll - .,. 'lit 
~' 

;¡¡ 'l 
NTi N N-1 

X N-1 
2 ux 

(B.80) 

sustituyendo (B.79) y (8.80) un (B.78), se tiene 

uz'li 
;¡; l +1 + 4 ili l +i .,. .¡1l+1 + ll - 4 1•l + .,. ;¡¡ l 

·-' ~' 

L 
N+2 N+1 N N+i N N-1 

(B.81) 
ux 

2 
2 6;¡; 

2 

para N 1, la ecuación anterior es igual a 

a2il1 - q; l+i + 4 ;¡¡ l+i - 3 W (Ti + ;¡¡l - 4 ll + 3 iP l 

L 
9 2 1 2 1 e 

= 
ax 2 

2 t.x 2 
(B.82) 

Sustituyendo las ecuaciones (B.82) y (8.71) en (B.70), se tiene 

3 

)
ilTi + 2 1 t ... 1 

2 1 2 

~A:-3/2 

3 I~ ) + 0.3800213 ó;./ + 2 t.;i:" - 4.61671''19 t.x.7
/

2 
- -e---+ 

I 
n= 

2 
E>:p(-/...n t6a) { 

Cos(/...nux> -
~/2 

1 /...n 

ó;¡;-1/2 

2 

[ f (u ,N6;¡;) + f (u ,N6;¡:) 
o o m m 

+ 2<m~•> f· . (u . ,Nt.x>J} 
i fo 1 - t. 1 - t. 
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APENDICE B 

La expresión (B.83) solo se emplea para el primer punto de la 

placa, o sea en X= 6x. Para los puntos restantes se utiliza la 

ecuación (B.74). 

La otra condición de frontera, en x 1, implica lo siguiente; 

o (B.84) 

y por· lo tanto, 

(B.85) 

Para evitar una inestabilidad del método numérico en la región 

cercana ax= O, y al emplear la ecuación (B.83), se utiliza el 

enmallado mostrado en la figura 85. Esto se debe a que en la región 

cercana a x = O se tiene gradientes muy grandes de la función ~. 

Cf 

tóa 

3 

2 

o 

' 1 1 -, 

1 

! 
1 ; 
¡ i 

o j 2 3 

- - - - -t-t 

M 
1 ! ! 
l ! ! 
1 i 

u o 10 11 12 ••••••••••• • NÓX • ·.·X 

o.ººº" --j- ÓX = o. OOJ -· 

Figura No. 95 

Enmallado para evaluar la función ~(NAx, tÁa) 
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84.- ESQUEMA DE SOLUCION. 

En este punto se presenta el diagrama de flujo a partir del cual 

se define la programación para evaluar nwnéricamente la temperatura 

de la placa [ S(z, TI a) ] y la función •<z,a) que representa la 

solución numérica del tercer téNnino de la expansión asintótica para 

el caso laminar. 

84.1.- Esquema de Solución para Evaluar la Temperatura de la 

Placa.-

A continuación se deduce el diagrama de flujo para resolver el 

sistema de ecuaciones simultáneas que resultan al aplicar la ecuación 

(B.45) a cada punto definido por el enmallado de la placa, a un 

tiempo determinado. 

El procedi1niento para evaluar la temperatura sobre la placa, es 

el sio;¡uiente: 

1.- Definir el valor de alfa (a), los incrementos de la distancia y 

del tiempo para la expresión (B.45). 

2.- Considerar la condici6n inicial del problema para el tiempo T 

O, expresión (B.57). 

3.- Evaluar la ecuación (B.45) para cada punto del enmallado. Para el 

punto inicial de la placa CZ = 1) se utiliza la ecuación (B.53) para 

obtener una aproximación de ea. Con esto, resulta un sistema de 

ec4aciones simult~neas, para un tiempo determinado, de la forma, 

[A] [X] = [B] (B.58) 

donde: 

[AJ es la matriz de coeficientes 

[X] es el vector de temperaturas en cada. punto de la placa 
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APENDICE B 

[B] es el vector de constantes 

4.- Resolver el sistema de ecuaciones simultáneas mediante el método 

de descomposición LU. Este método consiste en transformar la matriz 

[A] en el producto de dos matrices L y U, en donde L es una 

triangular inferior y U es una matriz triangular superior con su 

diagonal principal igual a uno (1). Posteriormente, el sistema A X 

B se re&uelve por sustituciones retroactivas, es decir, primero se 

resuelve L Y = B y después U X = Y. 

5.- Incrementar el tiempo y ejecutar nuevamente los pasos 3 y 4 hasta 

que la placa alcance la temperatura ambiente. 

En la figura siguiente se muestra el diagrama de flujo, donde se 

detalla el esquema para evaluar la temperatura en toda la placa, en 

función de la distancia Z, el tiempo T y el valur de a. 
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INICIO 

.--~~~~~~~~~~~=::r==~~~~~~~~~~~-. 
-DEFINIR LOS INCREMENTOS DEL TIEMPO Y LA DISTANCIA PARA 

EL ENMALLADO DE LA PLACA <6T Y 6z> 
-DEFINIR EL VALOR DE a 
-FIJAR LA CONDICION INICIAL DE LA TE~tPERATUTA EN TODA 

LA PLACA 

-IMPRESION DE 

RESULTA-

DOS 

TIEMPO 

NO 

-SE CONSTRUYE LA MATRIZ A 

DE COEFICIENTES 

-SE RESUELVE EL SISTEMA DE 

ECUACIONES DEFINIDO POR: 

CA l (X 1 = [ D J 

UTILIZANDO EL METODO DE 
DESCOMPOSICION LU 

-TADULACION DEL VALOR DE LA 

TEMPERATURA PARA CADA PUN­

TO DE LA PLACA 

-INCREMENTO DEL TIEMPO 

o.o 

NO 

SI 

-SE INICIA LA EVALUACION 
DE LAS ECS. PARA CADA 

PUNTO DE LA PLACA 

POS = O. O 

-SE CALCULAN LOS COEFS. DE LOS 

TERMINOS DE LAS ECS. EN FUN-­
CION DE ~, ~T, üz y ros 

-SE EVALUA EL TERMINO CONSTANTE 

DE LA ECUACION, QUE ES FUNCION 
DE LA TEMPERATURA DEL TIEMPO 

AHTERXOH. 

DC('QS) 

-SE AVANZA AL SIOUIENTE PUNTO 

DE LA PLACA 

FiguT'a No. B6 

DiagT'ama de Flujo paT'a Evaluar la Temperatura sobre la Placa 
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APENDICE D 

04.2.- Esquema de Solución para Evaluar la Función l(X,a). 

En esta sección se deduce el diagrafna de flujo para evaluar y 

resolver el sistema de ecuaciones simultáneas que resultan al aplicar 

la expresión (B.74) a cada punto del enmallado de la placa, para cada 

i ncremen·to t:.a. 

El procedimiento para evaluar la función ~(x,o), es el siguiente: 

1.- Definir· el valor de los incPementos (t:.x)1, (!:.X)2 y lla. 

2.- Considerar la condición inicial 1 O.O para a o. o. 

3.- Evaluar la ecuación (B.83) para el primer punto del enmallado 

(N=l) y la expresión (8.7d) para los puntos restantes. Para esto, en 

los prime1-os puntos del enmallado (N = 1,2, .•. , 10) considerar (l>X)• 

como el incr·emento de la distancia y posteriormente cambiar a Cllx)z 

para los puntos restantes. Con esto, resulta un sistema de ecuaciones 

simultáneas, de la forma slguiente, 

[A] [X] = [B] 

4.- Aplicar el método de descomposición LU para resolver el sistema 

de ecuaciones simultáneas y deducir el valor de l. 

5.- Incrementar el valor de a y ejecutar nuevamente los pasos 3 y 4 

hasta que la función 1 ya no dependa de a considerablemente. 

En la figura siguiente se muestra el diagrama de flujo donde se 

detalla la secuencia a seguir para evaluar la función l(x 1 a). 
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-IMPRESION 

DE RESUL-

1'ADOS 

APENDICE B 

INICIO 

-DEFINIR LOS INCREMENTOS C6X>1, <6X>2 Y ÓO 

-APLICAR LA CONDICION INICIAL DE LA FUNCION 

iP = o. o 
-DEFINIR EL VALOR FINAL DE O 

-SE INICIA LA EVALUACION UE 

LA FUNCION i PARA a ~ ~a 

NO 

-SE INICJA LA EVALUACION DE LAS ECS, en. 09) y en. 74') 

PARA CADA PUNTO DEL ENMALLADO:POS = 1, Y ~X =<6X>1 

0-> 
-SE DETEHMINAN LAS CONSTANTES EN FUNCION DE A,<: Y AO' 

PARA EVALUAR LOS COEFS, Dli:L S IST, DE ECS, 

NO 

-SE RESUELVE EL SISTE~fA DE ECS 

CAJ CXJ CDJ 

CON EL METODO DE DESC. LU 

-SE TAOULAN LOS VALORES DE ~ 

OBTENIDOS 

-SE INCREMENTA EL VALOR DE G 

O'=G+6Q 

-SE EVALUA EL RENOLON A<POS> 

DE LA MATRIZ CAJ 

-SE EVALUA EL TERMINO DCPOS) 

EN FUNCION DE LOS VALORES DE 

~ DEL PASO ANTERIOR 

-SE AVANZA AL SIOUIENTE PUNTO 

DE LA PLACA 

C) ros = POS + 1 

NO 

A 

Figura No. B7 

Diagrama de Flujo para Evaluar la Función iP(X,O') 
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B5.- LISTADOS DE PROGRAMAS. 

Finalmente~ en este punto se presentan los programas que 

representan la codificación de los diagramas de flujo de las 

figuras 86 y 87. Estos programas son: 

Programa MENUME.- Este programa permite evaluar la temperatura de la 

placa, para el caso laminar, en función de la distancia (X) y tiempo 

(T) adimensionales. 

Programa MENUM2.- Este programa evalúa la función i(X,a) para 

determinar el tercer término de la expansión asintótica para el caso 

laminar. 

Subrutina VGLINE.- Esta rutina permite resolver un sistema de N 

ecuaciones con N incógnitas, utilizando el método de descomposición 

LU, según referencia [23]. 
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PROGRAH HEHLlttE 
e 
e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e ESTE PROC·RAr.A fVALllA LA ECUACIOll JUHORD-DIFH:rncm MEDIAi/TE El 
C ESQUEMA DE DlfERfNCIAS FINITAS. 
e 
e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e ======================================================================= 
e 
C Declaracion de variables: 
e 

e 

DIWIS!Otl HHP{0:50l,O:l0l), COE(l:Z05) 
D!HE«S IOM ACOT(l: 100, 1: 1 (10), BCOT( 1 : 100), lCOl( 1: 100) 

COMMOtl /PP.INCI /COE, l ,J,POS, POIH ,ACOT 

DATA [Q/0,33333/, El/Oobb6661 

e ======================================================================= 
e 
e lectura de datos de entrada: 
e 

e 

WP.!TE{l,l)'DEFJUE LOS INCREMENTOS DE LA DISTANCIA:' 
READ(I, llDElTAI 
WRITHl,l)'DEflllE LOS ltKREMENTOS DH TIEMPO : ' 
READ(I, l)DElTAf 
WRIT[{l,l}'DEFINE H TIEMPO flllAL DE LA PRUEBA : ' 
READ(l,IHf!HA 
WRJTE(l,l)'OHill[ H VALOR DE ALfA :' 
READ(l,l}AlfA 

e ======================================================================= 
e 

OPEN(UNIT=45, F llE='RESMEN' ,ACCESS='SEGUENTIAL', STATUS='OLO') 

WRIH{45, 70)AlfA,DH !Al ,DEl TA! 
e 
e ======================================================================= 
e 
e lnicializacion de subir1dicm 
e 

e 

J = o 
1 = o 
DIST = 0,0 
TIE = O.O 
PUNT • 1,0/DftTA! 

! distancia inicial 
!liupo inicial 
!nunero de puntos 

e Se iriicializa11 los valores de la hareralur·a en todos los puntos de 
e la placa, rar-a un lie1po iqual a cero ( condicio11 inicial )1 

e 
COTI = 1.0 t 2.0IDELTAZ 

129 



e 
10 IF (( 0151 .LE. COTI ) .AllD. ( m ,(O, o.o )) mm 
e 

IEMP(J,l) = !.O 
0151 = OIST t OELTAl 
1 = I + l 
GO TO 10 

El/Dlf 

Evaluacior1 de la letperat•na de la placo J'ara ur1 t ,upo t + Dt: 

15 TIE = TH + DELTA! !111cr·e11nto a!I ti11110 
e 

J = J t 1 
l = I 
POS = 1.0 

Oetrrunací911 de 101 coeficientes de la wiacior1 ir1te9ro-dif, 

20 lf ( POS .LE. PUllT ) THEll 
e 
C Orteuinacion de las cor11tar1te1 ¡1ara evaluar 101 co1fíc11nt11 
e del sistua de ecuacior1!5l 
e 

e 

Al = POS 1 DEL TAZ 
A2 = 2.0 1 DHTAZ 1 Al 
A3 = AlllEI 
M = 3,0 1 ALFA 
AS = DElTA1112.0 

Coef, del terníno de la t11p. en el ¡•unto 1rno: 

COTI = 9.0 1 ALFA 
COT2 = a.o 1 A5 
COE(l) = -COTI / ( A3 1 (COT2 t COTI) ) 

C Coef. del 11gundo teraíno de la ec. :nteqro-dif.: 
e 

COTI = A4 / ( 32.0 1 A3 ) 
COT2 = ( 3.0 I A5 ) 
COT3=1.0/A2 
COE(2) = COI! l ( COT2 t COTo ) 

lf (POS .EG. 1.0) mm 
COl4 = a.o 1 A5 t 9,0 1 AlfA 
COE(2) = 9,0 1 AlfA 1 COEl2) I C014 

EllDlf 

Coef, del tercer ter1ir10 de la ec. integr·o-dif.: 

C0((3) = - ( 3 1 A4 I ( 16.0 1 AS 1 A3 )) - (1.0 I DELTA!) 

Coet. del cuarto ter1ir10 de la ec. ír1te9ro-dif.; 
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COTI = M I ( 32.0 1 A3 ) 
COEí4) = COTI 1 ( 3.0 I AS • 1.0 I A2 J 

e 
C Co1ticí1r1te1 cori1tant11 : 
c 

c 

COTE= -l.0 I DHTAT t 3.0 1 A4 I (lb,O 1AS1 A3) 
COTf = ( A4 I ( 32.0 1 A3 ) ) 1 ( -3.0 I A5 t 1,0 I A2 J 
COTG : ( A4 I ( 32.0 1 A3 ) ) 1 ( ·3.0 I A5 • 1,0 I AZ J 

COT4 : - 3.0 / ( S,0 1 (POSllEO) 1 (OElTAZllEI) J 

e [valuacior1 de 101 co1fici1nte1 de la smtoria (¡,arte inte9ral): 
e 

r. = 5 !valor del pMx. coel. 
e 

11 = 1 
e 
30 Jf ( Jt .U. l ) THEN 
e 

e 
e 
e 

lf ( ll .rn. 1 ) THEN 

Pr·ian coet. de la matoria: 

COT! = 3.0 1 A4 
COTS = COTI I ( $,O 1 A5 + COT1 ) 
POS! = POS • t.(1 

lf < POS! .rn. o.o ) mm 
con = POSI Hl 

HSE 
con : POSll[I • POSllHI 

ENO!f 

COE(K) = COT4 1 COl7 
COE(Ktl) = -COT4 1 cm 1 COT7 

11 : ¡¡ ¡ 1 
K =Y. q 

ELSE 

Coef. mtantei de la 1u1atoria: 

POS2 = POS! • 1.0 

lf ( POS2 .EO. O.O ) THEll 
con = Pos1 m1 

ELSE 
con= POS!llE! - POS211El 

EllO!f 

COE(K) = COT4 1 con 
COE(Ktll = ·COE(K) 
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e 

POS! = POS2 
Jl=Jltl 
K = K t 2 

ENDIF 

VD TO 30 

EUDIF 

Evaluacion del valor mstante de Ja ec. integro-diferencial: 

COTJ =COTE 1 TEMP(J-1,J) 1 corr 1 TEMP<J-1,Jtl) t COTG 1 
TEHP(J-1,1-1) 

r. = 1 
COTO = O.O 
POSO = J.O 

35 Jf ( POSO , l[' POS ) mm 

e 

POS! = ( POS - POSO 1 1.0 ) 
POS2 = POS - POSO 

1r < pos2 .rn. o.o ¡ mm 
COT2 = POSllHI 

HSE 
cm= POSlllEl - POS2llEI 

ENDJf 

COTO= COTO 1 { TEMP(J-1 1Ktl) - HMP(J-1,Y.-J) ) 1 COT2 
r. = r. t l 
POSO = POSO t 1.0 
GO TO 35 

ENDJf 

BCOT(J) = COTJ - COT4 1 COTO 

C ltttt tllttlttll ltttltt ltllttHt+tt 1 tt ti t lttttt tttlttttttt 1 ttllltl 

e 
C lla1ado a Ja rutina r•ara el calculo de la 1atri1 de coef., para 
C generar un sis tema de ecuaciones [AJ 1 [TJ = [BJ ¡ 
e 

CALL MATP.J 
e 
c 1tttt1111111111+1+•1+++ 11111 ttt++ttt+tttt+tt1111 tt• ++u+++tt+ttt+ 

e 
C Se avanza al siguiente punto de la tdm : 
e 

POS = POS t 1.0 
1 = 1 t 1 

GO TO 20 
ENDJf 
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++++ttt t+tt tt+t Ht+++ ttt ++++ ++++ t ++ ttt +++ t t t t t t t ++++ t ++ t++ +++++ ++++ 

1 = 1 - 1 
e 
C lla1ado a la rutina ¡•ara r·esolver el sisteaa de ecuaciones : 
e 

CALL VúllNE (J,ACOT,&COT,IERR,XtOT¡ 
e 
C t t ! ! t t ++ t H t H t l+t+t t ++ t t t tt ++ t t t 1tH11t111t11tttt1 t t ttt t lt t t 11ttt1 
e 
C Asignacion de r·esultados a la ;atr·iz de te~perat1n·as 

e 
C Temperatur·a en 1 = O : 
e 

COTO= 8. 1 DElTAZ 1 DHTAZ 1 9. 1 ALFA 
TEHP(J,O) = 9, 1 ALFA 1 XCOT(l) / COTO 

Temperatura en los otros )•Untos : 

DO 40 L = l, l 
TEMP(J,Ll = XCOT{L) 

40 CONTINUE 
e 
C Tuperatura en 1 = 1 + l : 
e 

TEHP(J,Jtl) = TEMP(J,1-1) 

J1pr·esiori de res•Jl lados : 

WRITE(l 11) 1ERP.OR fil H MET. DE SOL. DE ECS, LlllEAlES : 1 ,IERR 
WRJTE(l,l)'TEHP. AL TJEHPO : 1 ,J 

e 
Cll DO 50 K = 11 1 
Cll WRJTE(l 11) 1TEHP, Ell El PUNTO : 1 ,r. 1

1 l&UAL A: 1 ,XCOT(Y.) 
Cll50 CONTINUE 
e 
e Verificador. del tiempo firial de la r•mba : 
e 

e 

lf ( TlE .LE. TFINA ) THEN 
GO TO 15 

END!f 

e ======================================================================= 
e 
C Tabulaciori de multados : 
e 

DO 60 l = O, J, 10 

POSO = O.O 
DO 65 K = O, 1 

WP.ITE(45, 75)K 1 POSO, TEHP(L +O,K) 1TEMP(Lt1,K), TEnP(l t2 ,K), 
TENP(L 13,K), TEHP(L +4 ,K), TEHP(L 15,K), TEMP(L 16,K), 
TEMP(L t 7 ,K), TEHP(L +8,Y.), TEHP(L +9 ,K) 

POSO = POSO + DEL TAZ 
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65 
e 

CONTlllUE 

60 COIH!NUE 
e 
e ======================================================================= 
e 
e 
e 
70 

Seccion de for~atos 1 

FORMAT(2X, 1VAlOF: DE AlFA EN lA PP.UEBA : 1,IX,f6.J 1/ 1 

1 2X 11VAlOR DE lOS INCRENEIHOS DE Z 1111X,F6.3,/1 
1 2X, 1VAlOR DE LOS INCREMENTOS DEL TIEHPO :',lX,FB.5,1) 

e 
75 fORNAH2X 1 l3 ,2X ,F6.3, IX ,Fa. 5, !X ,rn. 5, J X 113.5, tx 1Fa.5, lX 1 FS. s, lX 1 

1 F8 .5, IX ,FS .5, ll, F3. 51 IX ,Fa,5, JX ,F3. 5) 
e 
e ======================================================================= 
e 

e 

STOP 
rnD 

e mm@@@@@@@@@@@@!!@@!!!!@@@!@@@@e@@mm@@!!!!@!!@@@mm@@!@@!@@@@ 

e 

SUBP.OUTINE HATP.l 
e 
e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e ESTA SUBRUTillA DETERMINA lOS ELEMrnros DE lA MATRIZ [AJ PARA GEllERAP. 
C EL SISTEMA DE ECUACIONES l!llEALES. 
e 
e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e ======================================================================= 
e 
C Declaracion de variaHes: 
e 

DINEllSION COE(l:205) 1 ACOT(l:lOO,l:JOOl 

CONMON /PRI NCI ICOE, l , J, POS, PUllT, ACOT 
e 
e =======================================•=============================== 
e 
C Evaluacior1 de los terminos de la gatriz !AJ : 
e 

ll!H = l + 1 !r1umero de temnos de la ec. 

IF { l ,EQ, 1 ) THEN 

Terminos de la ecuacion r•ara el ¡oriner punto: 

ACOT{l,J) = COE(l) t COE(2) + COE(3) + COE{6) 
ACOH!,2) = C0[{4) t COE{5) 
K = 3 

134 



CONT = 3.0 
e 
C Se hacen cero los otros terminos : 
c 
10 IF ( COIH .LE. PUNI ) THfN 
c 

e 

ACOT(J 1K) = O.O 
K = r. + 1 
CONT = CONT t 1.0 
00 TO 10 

ENDIF 

ELSE 

1 F ( 1 • EQ. 2 l IHEN 

hrninos de la 1cuac1on r•ara el se9ur1do punto: 

ACOTII 11) = COE(I) t COE(2) t COE<ól + COE(8) 
ACOT(J,2) = COE(3l + COE(5) 
ACOT{l ,3) = COWl + COE(l) 

K = 4 
CONT = 4.0 

C Se hacen ceros !os otros ter-minos: 
e 
20 IF ( COllT .LE. PUNT ) mm 
e 

c 

ACOT(l 1Y.) = O.O 
r. = r. t 1 
CON! = CONT t l. O 
00 TO 20 

ENDIF 

ELSE 

C Evaluacion de los IHminos de las ecs. para r•untos 
c mayores del 2o. : 
e 

e 

K = 1 
KI = LINI - 3 
KO = 2 
KI = 5 
K2 = 3 

30 IF ( K .&T. LllH ) THEll 
c 

CON! = Y. 
40 !F ( CONT .lE. PUIH ) THEll 
c 

ACOT(J 1Y.l = O.O 
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e 

r. : Y. + 1 
C.ONT = CON! + 1 ,O 
GO TO 40 

ENDlí 
ELSE 

1 f ( K .rn. 1 l THEN 
ACOT(J,t:) = rúE(!) t COE(6) t COE(8) 
K = K + 1 
GO TO 30 

ELSE Jf ( K .LE. KI ) THEN 
ACO)(J,K) = COE(KI) 1 COE(Klt5) 
Y. = K 1 J 
KI = KI t 2 
GO TO 30 

ELSE lf ( Y.2 ,EQ, 3 l THEN 
lF ( POS • rn. PUNT ) mm 

ACOT(l ,Y.) = COE(KO) + COE(Y.I l 1 COE(Y.2+J) 
ElSE 

ACOT<l ,K) = C.OE(KO) 1 COE(Y.J) + COE(K1+5) 
ENDIF 
KO = Y.O t l 
r.1 : Y.l + 2 
K2 = ~2 - l 
Y. = Y. f 1 
60 TO 30 

ElSE lf ( Y.2 ,[Q, 2 l THEN 

lf ( POS ,[Q, PLINT ) THHI 
ACOT(l ,K) = COE(KO) t COE(Kl) 

ElSE 
ACOT(J ,Y.l = COE(Y.0) + COE(Y.I) 

ENDIF 
Y.O = Y.O t 1 

Kl=Kl+2 
K2 = Y.2 - l 
K = Y. + 1 
GO TO 30 

ELSE 

1 f ( POS , NE. PUNT ) THEN 
ACOT(J,K) = COE(KO) 1 COE(Kl) 

rnDIF 
K = Y. + 1 
60 TO 30 

ENDIF 

ENDIF 



e 

EllDIF 

EllDif 

P.ETLIRN 
HID 

e m@mmmmmmmmmmm@@mmmm@@mmmmmm 



e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e 
e 
e 
e 

ESTE PROGRAMA EVALLIA LA ECUACIOH IHTEüP.0-DlFEREtlCIAL QUE REPRESEHTA 
LA SEGUNDA SOLIJCIOH DEL HE!. DE ESC. HIJLTIPLES, APLICAllDO El 
ESQUEMA DE DIFEREllCIAS fllHTAS •. 

e 111111111111u111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
e =================================,,======================,,,.======,.== 

e 

Declaracion de variables: 

LOGICAL BAllDE 
DIMEHSIOH mP(O:I5,0:210} 1 COE(l:5}, AMAH209,209} 
DIMENSIOH BCOH 1: 209), lCOT(l :209) 

DATA DAT0/0.5/, DATl/0.380214/ 1 DAT21-4.&I67199/, DAT3/5.01325b5/ 
DATA omt-0.26&&&/ 
DATA [l/2.5/ 1 VPl/3. ldl592/ 

lectura de dalos di entrada: 

WRIH(l,l)'DHIHE LOS lllCREHEllTOS DE LA DIST. INICIAlES Y flH.: 1 

READ(l, llDElTAZI, DEl TA12 
MRIH(l, I} 'DEf lHE LOS INCREMENTOS OEl TIEMPO : ' 
READO, llDElTAT 
MRIH(l 11} 10Efll/E El TIEMPO llllCIAL DEL HElODO :' 
READ(l,llTllllC 
MRIH(l 11l 1 DHIHE El TIEMPO fll!Al DE lA PRUEBA : 1 

READ( l, l}TflllA 

e =======.,========.,============="'===================================== 
e 

OPEH(UlllT=45, f IlE='RESMEW 1 ACCESS='SEOUrnT !Al' ,STATLIS='OLD'i 
OPrnfUNIT=d&, f llE='TEMP. DAT' 1ACCESS='SEQLIENTIAl' ,STATUS='OLD', 

1 fORH='fORMATTED'} 

MRIH (45,SO)DEllAZ 1 DELTAT, TINIC 

e ======================================================================= 
e 
C Inicializacion de subindicrn 
e 

DELTA!= DElTAZI 
J = o 
1 = o 
TlE = TINIC 
PUNT = I.O/DELTA12 + 9.0 

!tieapo inicial 
!nuaero de punlos 
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C Se inicializan los valores de la temperatura en todos los puntos de 
e la plata, para el tiempo inicial: 

POSO= O.O 
PUllTO = PUllT t 1.0 
lF ( POSO .LE. PUtlTO ) THEtt 

READ(46, 1lHttP(J,1) 
MRlTE(l,llTEttP(J,1), 1 
POSO = POSO t l. O 
1 = l t 1 
GO 10 5 

ENDIF 

C Evaluation de la tuntion para un tiempo t t Dt: 
e 
10 TIE = llE t DEllAl 

J = J 1 1 
1 = 1 
POS = l.O 

e 
C Deter1ination de las constantes para evaluar 101 coeficientes 
C del 1i1\11a de ecuaciones: 
e 

HCOT = 1 
e 
12 Al = DELTAI 1 DELTAI 

A2 = DELTA1113.5 
A3 = DELTAilll.5 
A4 = DELTAZll0.5 
COECI) =-(Al/DELTA!) - 1.5 
COE(2) = 2,0 
COE(3) = -0.5 
COTI = -Al/DELTAT 
COT2 = DAT!IAI 
con = 2.0IAllAI 
COT4 = DAT21A2 
COT5 = -A3/5.0 
COT6 = 2.41AllDELTAI 
con = -Al mm 
r,oTa = -DAT01•~ 
COT9 = 2.0IM/3.~ 
COE(4l = DATO 
COE(5) = - ( AliPElTAT t 1.0 ) 

t+t+t\Hl+llttltltl\llHlllHll!ltltl~HHHIHHHlllHHHHlll 

C Evaluation de la matriz A del sisteu de ecuaciones: 
e 

POStl = 1.0 
rn = 1 

15 lF ( POSN • LE. PUllT ) THEN 
e 

lf ( IN .EO. 1 l THEU 



AMH 111 1 1} = CO[(I} 
AttAT(lll,2} = COE(2) 
AttAT( !11,3) = COE(3} 

K = 4 
POSO = 4.0 

20 lf ( POSO .LE. PUllT } mm 
AMAT(lll,K) = O.O 
K = K + 1 
POSO = POSO + 1.0 
GO 10 20 

ENOlf 
e 
e 

ELSE lf (POSU .llE. PUlll} 111[11 

Y. = 1 
KI = 111 - 1 t~ 

25 lf ( t: .ll. KI } THEH 
AMAT(IN,Kl =O.O 
t: = K + 1 
GO 10 25 

EllD!f 

AMAHill,!H-1) = COE(4} 
AMAT(lll,llll = C0[(5) 
AMAT(lll, lll+ll = COE(d) 

K = 111 + 2 
POSO = K 

30 lf ( POSO .LE. PUHT l 111[11 
AHAT(IH,Kl = O.O 
K = K t 1 
POSO = POSO + l. O 
GO TO 30 

EllDlf 

ELSE 

Y.= 1 
KI = 111 - 1 

35 lf ( K .LT, 1:1 l THEU 
AMAT(lll,K} =O.O 
K = t: + 1 
GO TO 35 

EUDlf 

AMAT(lll,IH-1) = COE(4) 1 2.0 
AHAT(!H, !H} = COE(5) 

ENDlf 
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e 

POSN = POSll + 1.0 
111 = 1N + 1 
GO TO 15 

END!f 

e ++++11++1++++++++ ''" 1+++++111++++++++ 11++1 +1+++1,11++++++111++++ 
e 
C Deterainacion de los ele~entos del vector O del sist. de ecs. 
e 
40 1 f ( POS • l L PUNT ) Tlf[ll 

e 
C Evaluacion del valor constante de la ec. integro-diferencial: 
e 

e 

Ir ( 1 • EO. 1 ) TllEN 
COTlO = HHP(J-1 11) 1 COTl - ( TEHP(J-1 12) - 4.0 1 

TEHP(J-1,1) + 3.0 1 TEMP(J-1,0) ) 1 DATO 

COTll = COT2 f cm f COT 4 t COT5 + COT6 
ElS[ 

COTlO = COTJ 1 HHP(J-1 11) - DATO 1 (l[MP(J-1,l+l) - 2.01 
HHP(J-1,1) + TEHP(J-1,1-1)) 

COTll = COT2 + COT31POSIPOS + COT41POSll1.5 + 
COTS/(POSll0.5) + COT61POS 

El/Dlf 

03= POS 1 DEl TAZ 

SUHA = O.O 
COllT = 1.0 
BAllDE = • TRUE. 

45 IF (BANDE) THEN 
e 

ClAllDA = VPI 1 COIH 
DO = ClAl/DAIClANDAITIE 
lf ( DO .LT. 40. ) THEN 

DO = -DO 
D4 = ClANDAID3 
02 = POSll0.5 
com = COS(Dd) + COTB/D2 
05 = COT91D21ClANDA 
com = EXP<DOl 
COT14 = COT13/(ClAllDAIHI) 

CAll lNTEGRAl (03,ClAllDA 1COTl5) 

corn = COTl4 1 ( COTl2 f D51COTl5 ) 
SUHAV = SUHA + CO Tl6 

HSE 
SUHAV = SUMA 

ENDlf 
CONT = COllT t 1.0 

141 



e 

DIF = (SUttAV - SUMA) 
1F ( SUttAV ,EQ, O.O ) TllHI 

ERROR = 0.0001 
ELSE 

ERROR = ABS( DIF I SUMAV l 
ENDIF 
SUMA = SUHAV 
WR!TE(I, l)SUttA 
lF ((ERROR .LE. 0.03) .ANO. (COtlT .GT, 2.)) THEtl 

BAHDE = • FALSE. 
EHDIF 
GO TO 45 

HIDIF 
WRITE(l,1) 1NUM. DE PUNTO : 1 ,1 
WR 1 TE ( 1, 1) 1------------------------- 1 

BCOT(l) = COT1 o + COT 11 1 con 1 SUMA 

C lttt+tl 1 t+t+H++tt++ ltlltl ltt ++++ 11 t tlt H t+++t+t+Htlt+t ++ti ltt t 

e 
C Se avanza al siguier1te punto de la placa : 
e 

e 

POS= POS t 1.0 
1 = 1 t 1 
HCOT = HCOT t 1 
lf ( NCOT .EO. 11 l THEH 

DEL TAZ = DEl TAZ2 
GO TO 12 

ENOIF 

GO TO 40 
ENDIF 

C t ltt l lt t+t t t 1t1tt+t1 +++ t+ t+ t llt t t lt++ Hit++ t++ ti 1ttttt1t t +++ + t Ht t t 

e 
1 = 1 - 1 

Llaudo a la rutina para r·esolver el sistema de ecuaciones : 

CALL VGlltlE (1,AHAT,BCOT 11ERR,XCOT) 
e 
C Hit 1t1ttltt1 t+H +++++++ti t 1++tt+tttt1tttt+1++1 t ++++ ltt 1t+++1ti11 ++ 
e 
e Asignacion de resultados a la Aatríz de temperaturas 
e 
C Calculo de la teap. en el punlo inicial: 
e 

BANDE = . TRUE. 
CONT = 1.0 
SUMA = o.o 

55 lf (BANDE) TllEtl 
CLANDA = CONT 1 VP 1 
DO = CLANDA 1 CLAHDA 1 TlE 
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e 

e 

lf { DO .lr. 40. l THEU 
no = -oo 
com = m<noi 
COT14 = ClAllDAllEl 
SUltAV = SUHA + (COT13 I COTl4) 

ElSE 
SUNAV = SUHA 

EHDif 
COttl = COIH + 1.0 
Dlf = SUHAV - SUHA 
lf ( SUHAV • rn. O.O > THEll 

ERROR = 0.0001 
ElSE 

CRP.OR = ABS( Dlf I SllMV ) 
EHOlf 
SUMA = SUnAV 
lf ((ERP.OP. .LE. O.OS} .AllO. (COllT .GT. 2,)) THEll 

BANDE = ,fAlSE. 
BlDlf 
GO TO 55 

mm 

com = DAT5 t ( 2. 1 om I 3.0 ) 1 SUMA 

TfMP(J,O) = XCOT(I) - COTl5 1 (DHTAZllll.5) 

C Te1peratura en 101 olro1 puntos 
e 

no 60 t = l, 1 
HNP(J,l) = !COT(l) 

60 COHT lllllE 
e 
C Te1pera\ura en 1 = ! t 1 
e 

TEttP(J,!+l) = HHP<J,1-1) 
e 
e hpr!lion de resul \ado1 : 
e 

WRITE(l,1) 1 [P.P.OR rn El HET. DE SOL. DE res. llfi(Al[S : 1 ,!ERR 
WP. !TE (1, 1) 1 VALOR DH Tl EHPO : 1 , J 

CI DO 50 t: = O, l 
CI WRIT((l,l)'TEHP. fil El PUllTO :1 ,1:, 1 IGUAL A: 1 ,BCOT{K) 
mo COfntNU( 
e 
C Verificacion del tiempo fir1al de la prueba : 
e 

e 

lf ( TlE .lT. TFJllA ) TH[fl 
OEl TAZ = DElT Al! 
GO TO 10 

EflD!f 

e ======================================================================= 
e 



C Tabulacion de re1ultado1 : 
e 

75 
e 

DO 70 l = O, J, 10 

POSO =O.O 
NCOT = 1 
DO 75 K = O, l 

IF ( NCOT .lE. 10 l THEll 
DElTAZ = DElTAZI 

El SE 
DELTA! = DElT AZ2 

ENDIF 
HRITE(45,85)K,POSO, TEMP(l f0 1K) 1WIP(lf1 1 K), TEMP(lf2, Kl 1 

TENP(l t3,K), TEl\P( L +4 ,K), TEMP( l +5, Y.), TENP(lf6, Kl, 
TEMP(l f 7, t:l, TENP !l f8,Kl, TENP(l f9 1Kl 

POSO = POSO t DEL TAZ 
HCOT = llCOT f 1 

COIH!l!UE 

70 COHT!llUE 
e 
e ======================================================================= 
e 
e 
e 
80 

85 

e 

Seccion de for1ato1 : 

FORMH2X 1
1VAlOR DE LOS IllCRENEllTOS DE Z : 1 ,IX,fb,3 1/, 

S 2X, 'VALOR DE lOS INCRE11EllTOS DEL TIENPO : ', 1X,fS.5, /, 
1 2X 1

1T!EMPO DE JlllCIO :',IX,Fb.:11/) 

FORMAH2X 113 12X ,f 6,3 1 11 1EIO.4, lX, EIO. 4, IX, EIO .4, IX ,E!0.4, IX 1 EI0.4, 
1 Ii 1 EIO .4 11X,El0.4, IX, E!O. 41 tx, EI0.4 1 lX,E10 .4) 

e ======================================================================= 

e 
e 

STOP 
END 

e @@mmmm@@@@@@@@@@@@e@@@@@m@@@e@m@@@@@@@m@@e@@@@@@mmm 

e 
SUBP.OUTlllE IHTEGRAl (l,ALAllDA,RlilTl 

e 
e 11111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111111 
e 
C RUTINA PARA lA JIHEGRACIOll DE lA FUllC!Oll 
e 
e 111111111111111111111111111111111111111111111111111rn11111111111111111 
~ , 

DATA Dl/1.3fü/ 1D2/0.3333/ 1 DElll/0.001/ 

SUMA =O.O 
e 
C Evaluacion de la funcion en el extremo : 
e 
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e 

CI =X 1 ALANDA 1 (1.0 - OELTX)llDI 
C2 = (1.0 - DELTX)llD2 
C3 = SIN{CI) I {DELTXllD2) 
fUHI = C2 1 C3 

Evaluacior1 de los ¡•untos interoeoios : 

RllS = 1.0 - DELTX 
XHIC = DEL TX 

10 If { XlllC .LT. Rl!S) THEll 

e 

CI = X 1 ALAllOA 1 (XIHCllDI) 
C2 = {XIllCllD2) I (1.0 - XIllC)lrn2 
C3 = SIIHCI) 1 C2 
SUMA = SUMA t 2.0 1 C3 
XINC = XlllC t DElll 
r,o TO 10 

EllDIF 

C Valor de la inte9r·acion : 
e 

e 

RillT : (O[lTX 1 2.0) t ( ru111 t SUMA } 

RETURH 
EllD 

C UIHlll llllllll 11$HlllllllUll 1$1111$1111111111l 1lllllllll11 lllUll 
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HODULO DE SOLUCION DE SJSTEHAS DE ECUACIOllES 
c 
C ESTE HODULO RESUELVE SISTEHAS DE 11 ECUACIONES L 11/EAlES COI/ 
C 11 11/COGllIT AS 
e 

HAY 4 CASOS 

C A) SISHHAS OE ECUACIOllES LlllEALES. SUBRIJTlllA VGllll[ 
C B) SISTEHAS NO lll/EAlES, NETOOO OE SIJSTITUCJOllES SUCESIVAS. 
C SUBRUTlllA VGITER 
C C) SISTEHAS 110 lll/EAlES, ttETODO DE llEWTOll COI/ JACOBJAllO 
C ANALITICO. SUORUTil/A VC.llEUT 
C 0) SISTEMAS 110 LlllEAlES, llETODO úE llEWTOll COI/ JACOBIANO POR 
C DlfEREllCI/1S. SUDRUTlllA VGllEHDIF 
e 
e 
c 

SUBROIJTIHE VGllHE (NI ,Al ,B 11 ERRI, XI) 
c 
C SUDRUTrnA VGlll/E 
C SISTEMAS DE ECUACIONES lll/EALES 
e 
C RESLIHVE El SISHHA [AJ [X] = [BJ 
c 
C DA TOS DE EllTRADA 
c 
C 111 !UTEGER llUHERO DE ECUACIONES 
C Al REAL NATRIZ DE COEfJCJENTES 
C B/ REAL VECTOR DE TERllll/OS 
e 
C DATOS DE SAllDA 
e 
C ERRI INTEGER BAl/DfP.A DE ERROR 
e 
c 
c 
e 
c 

XI REAL VECTOR SOLUCJOI/ 

INTEGER 111, ERRl 111 1J1 11101111, PV1(209) 
REAL Al(l/1 1111),Bl(Nl),Xl(lll) 
REAL Cl{209,209),Hl(209) 
REAL Rl, SI 

SE VERlfJCAll LOS DATOS DE EllTRADA 

EP.P.1=10 
Ir <NI .lT. 1 .OR. 111 .GT. 209) RETURll 
llDIH1=209 

0<111<51 
Al 011,llll 
Bl (l/J) 

O TODO BIEll 
1 O DA TOS DE ENTRADA MAL 
20 HATRIZ A SlllGULAR 

ll(llJ) 

SE CANBIAI/ DATOS DE ENTRADA A VARIABLES DE TRABAJO 

DO 1 JJ=l ,lll 
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DO 2 11=1,111 
Cl(l 1,Jl)=Al (! 1,Jl) 
COllTlllUE 
Xl(Jl)=Bl(Jl) 

1 COllTlllUE 
c 
C SE HACE LA DESCOHPOSJCJOll lll Y SE CAlCUlAll PIVOTES 
C Y COIIDICIOllMJEIHO 
e 

CAll VGCOHPOIDIMI ,111,CI ,Rl, PV! ,HI) 
e 
C SE VERIFICA QUE LA ttATP.ll 110 SEA SIHGULAR 
e 

e 
e 
e 

ERRI =20 
Sl=Rl+! .O 
!f (P.! ,EQ, SI) RETURll 
ERRl=O 

SE HACE LA SUBSTITUCIOll HACIA ATRAS 

CALL VGLVEOIDIHI ,111,CI ,Xl ,PVI) 
RETURH 
END 

C LAS SIGUIENTES SUBRUTINAS VGCOHP Y VGLVE SOH LAS SUBRUT!HAS 
C DECOllP 'f SOLVE DEL l!BRO COHPUTER HETHODS FOR HATHEttATICAL 
C COHPUTATIOHS DE FDRS!THE, HALCOLH Y HOLER. 
C DECOHP HACE LA DESCOHPOSIC!Oll LU DE IJllA HATP.IZ UlllIZAllDO 
C PIVDTEO PARCIAL Y EVALUA El COllDICIOllAHIENTO DE LA ttATP.IZ 
C SOLVE HACE LA SUDSTITUCIOll HACIA ATRAS IJTILIZAHDO LA ttATRll 
C QUE SALE DE DECOHP Y El VECTOR DE TEP.HIUOS IIIDEPEHDIEllTES 
c 
c 
c 

SUBF:OUTIHE VGCOl!P (llO I tt, 11, A, COllD, 1 PVT, WORI:) 

lllTEGER HDIH, 11 

REAL ACNDIH,11), COllD, WORK(ll) 
IHTEGER I PVT(IO 

DECOHPOSES A REAl HATP.!Z BY GAUSSJAll ELIHINATJOH 
C AHD ESTIKATES THE COHDJTJOH OF THE HATRTIZ 
c 
C USE SOLVE TO COHPUTE SOLUTJOHS TO llllEAR SYSTEHS 
c 
C lllPUT .. 
C NDIH = DECLAP.ED ROM DJMEllSIOll Of THE ARP.AY COHTAlll!llG A. 
c 
C N = ORDER Of THE HATR!Z 
e 
C A = HATR!Z TO BE TRIAllGULARIZED 

147 



e 
C OUTPUT .. 

A COllTAillS Ali UPPER TRIAllGULAR HATRIZ U AllD A PEP.HUTED 
VEP.SIOll OF A LOWER TP.IANGULAR 11ATRJZ 1-l SO TIJA! 
(PERHUTATIOll HATRIZ}IP. = llll 

e 
C COllD = Ali ESTJHATE Of TllE COllDITJOll Of A 
C fOR THE llNEAP. S'fSTEM All = B, CHANGES 111 A MIO B 
C HAY CAUSE CHAi/GES COllD TIMES AS LAF:6E 111 X. 
e JF CO/IDtJ.O .rn. COllD, A IS SllWIJLAR TO UORWIC. 
C PRECJSJOll. COllD IS SET TO J.0Et32 Jf EXACT 
e SJllGULARJT'i IS omcrrn. 
e 
C !PVT = THE PIVOT VECTOR. 
C IPVJ(K) = lllE ll/D[I OF THE Y.-TH P!VOT ROW 
e !PVT(ll} = (-l)ll(llUHBEP. or INTERCllAllGES} 
e 
C WORI: SPACE.. THE VECTOR llOP.I: HUST BE DECLAP.ED AllD ll/ClUDfD 
C 111 THE CALL. lTS IllPUT COllTEllTS ARE JGllORED. 
C lT5 OUTPUT COllTUITS ARE USUAll Y UllJHPORTANT. 
e 
e !HE DETERHHIAllT or A CAi/ BE ODIAJllED 011 OUTPUT B'f 
C DEl(AJ = JPVT(N} 1 A(l,I} 1 A(2,2} 1 ... 1 A(ll,11). 
e 

REAL EK, T, ANOF:H, YllORM 1 ZllORH 
INTEGER llHI, 11 J, 1:, Y.PI, r.B, KM!, tt 

!PVT(N) = 1 
lf (11 .EO. l} GO TO 80 
llHI = 11 - 1 

COMPUTE 1-NORH or A 

AllORM = O.O 
DO 10 J = 1, N 

T = O.O 
DO 5 l = 1, 11 

T = T t ABS(A(l,J)) 
COllTillUE 
lf (T .GT. ANORH) AllORH = T 

10 CONTillUE 

C GAUSSIAll ELIH!llATIOll UITH PAR! IAL P!VOTJNG 
e 

e 

DO 35 K = 1,NHI 
Y.PI= K+I 

C ílllD PIVOT 
e 

H = t: 
DOl5l=KPl 111 

Jf (ABS(A(l ,K)} .OT. ABS(A(H 1K))) H = 1 
15 CONTINUE 
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e 

IPVT{I:) = H 
lf {tt .llL 1:) IPVT(ll) = -IPVT{N) 
T = A(tt,Y.) 
A(H,Kl = A(K,K) 
w: ,Kl = T 

e SK!P sm lf PIVOT IS mo 
e 

lf (T .rn. o.O) GO TO 35 
e 
C COMPUTE ttUl T 1 Pll EP.S 
e 

DO 20 1 = Y.Pl,H 
A(l,K) = -A(l,K)/T 

20 CONTlllUE 
e 
C INTERCHAHGE AllD El!NlllATE BY COlUttHS 
e 

DO 30 J = t:Pl ,H 
T = A(tt,J) 
A(H,J) = A(K,J} 
A(K,J) = T 
IF (T ,EQ, O.O} GO TO 30 
DO 25 1 = KP l , 11 

A(l 1J) = A(l ,J) + A(l ,K)IT 
25 CJIHlllUE 
30 COllT JNU'. 
35 CONTillUE 

C COllD = (1-JIORH OF A)l(AN ESTIHATE Of l-llORtt Of A-lllVERSE) 
C ESTIHATE OBIAIIJED BY OllE STEP Of lllVERSE IHRATION FOR THE 
C SHAll SINGULAR VECTOR. THIS INVOLVES SOLVlllG TNO SYSTEHS 
C Of EOUATIOl/5 1 (A-TRAllSPOSE)IY = E AllD AIZ = Y HHERE E 
C IS A VECTOR Of + 1 OR -1 CllOSEll TO CAUSE GROHTH 111 Y, 
e ESTIHATE = (1-IJOF:tt Of l)/(1-llORH or Y) 

e 
C SOL VE (A-TRAllSPOS[} 1Y = E 
e 

DO 50 K = 11 N 
T = O.O 
lf (K ,EQ, ll GO TO 45 
KMI = 1:-1 
DO 40 1 = 1, KHI 

T = T + A(l,K)IHORK(l} 
40 CONTINUE 
45 EK = !.O 

lf (T .LT. O.O) El:= -1.0 
lf (A(K,K) .rn. O.(•) GO TO 90 
WORK(K} =-(El: + T)/A(K,Kl 

50 CONT!llUE 
DO 60 KB = 1, llNI 

K = 11 - Y.B 

T = NORK!Kl 
KPI = K+I 
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e 

DO 55 1 = t:Pl 1 11 
T = T 1 A(l,KllWORt:(I) 

55 COllTI llUl 
WOP.K(K) = T 
tt = IPVT(K) 
lf (K ,[Q, K) GO TO 60 
T = WORK{tt) 
WORK(tt) = WORK(t:) 
WORK(K) = T 

60 COllTI HUE 

YllOF:tt = O.O 
00651=1.ll 

YllORtt = YllORtt 1 ADS(WOF:K(l)) 
65 COllTIHUE 

C SOLVE AIZ = Y 
e 

e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 
e 
e 

CALL VGLVE(llDIM, 11, A, WORK, IPVT) 

ZNORtt = O.O 
DO 70 1 = 1, 11 

ZHORtt = lHORM + ADSCWORt:(l)) 
70 COHTIHUE 

EST!HATE CONDlTIOll 

COllD = AllORMI ZllORtt/YllORM 
IF (COHD .LT. 1.0) COllD = 1.0 
RETLIRll 

1-BY-1 

80 COllD = 1.0 
IF (A{l, l) .llE. O.O) RETURH 

EXACT S!llGULAR11Y 

90 COND = l .OE 132 
RETURll 
rno 

SUBRUTlllA SOLVE 

SUBROUTlllE VGLVE(llDltt, 11 1 A, B, lPVT) 

!NTEGER HDltt, 11 1 lPVT(ll) 
REAL AOID!tt,11) ,BOi) 

SOLUTlOH Of LlllEAR SY5TEtt, AIX = B • 
DO HOT USE lf DECOttP HAS DETECTED SIHGULARlTY. 

IHPUT .. 
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e 
C HDIH = DECLARED ROW DIKEllS!OH OF ARRAY COlllAllllllG A • 
e 
C 11 = ORDER OF MAlRI!. 
e 
C A = lRIAllGULARIZED MAlP.1! OBIAillED fROM DECOMP , 

C D = f:IGHl HAllD SIDE VEClOR. 
e 
C IPVl = PIVOl VEClOP. ODlAlllED FROM OECOMP • 

e 

OUlPUl •• 

B = SOLUllOll VEClOR, X • 

ltlHGER KD, KMI, llHI, l:PI, 1, K, M 
REAL 1 

C fORMARD EL lttlllAllOll 
e 

e 

lf (11 ,EQ, 1) GO TO 50 
HMI = IH 
DO 20 Y. = 1, llHI 

KPI = Ktl 
K = IPVl(K) 
1 = B(H) 
8(M) = B(Kl 
B(K) = 1 
DO 1 O 1 = l:PI 1 11 

B(I) = B(I) 1 A(l,Klll 
10 COllTlllUE 
20 COllTl!IUE 

C BACh SUBSTllUl 1011 
e 

DO 40 KD = 1,llMI 
t:ttl = 11-KB 
K = KMl1I 
B(K) = D(K)/A(l:,t:) 
1 = -80:) 
DO 30 1 = 11 KHI 

8(1) = B(]) 1 A(l,K)IT 

30 COIHIHUE 
40 COlll INUE 
50 8(1) = 8(1)/A(l,I) 

RETURll 
EtlD 
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