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RESUMEN

Ecte btrabajo piresenta el andlisis vara el enfriamiento de una
placa plava en un flujo convecltiveo, btemando en cuenta la conduccion
de calor longitudival & traves de la placa, De la aplicacidn de las
ecuaciones para un bhalance de eneryglia se deduce une  simple  ecuacidn
integro—diferencial con un selo  parametrn, vara determinar la
evolucidn de la tempevatura duvantle el entriamievto Jde la placa. E1
parametruo deducido (&) representa la relacion entve la capacidad de
la placa wara transportar calor en la  direccidn  del flujo v la
capacidad para disipar oalor al  fluio convective. Se emplea  up
andlisis asintodtico hasade en la técwica de Escalas Miltiples wara
ahhtener la solucidn del problema estudiado. Para esto. dos escalas de
tiempo aparecen en ol limite asintdlico (c —» w) para una placa ‘cnn
huena conductividad tévmica. En wr tiempa L = 0O, la placa, a una
temperatura mayor que la del tluido, se coloca en forma paralela a la
corriente del flujo convectivo. En este instanbe, y durante uan tiempo
pequefio, un  transitorio rapido se wresenta v wpor lo  tanto  es
necesario introducivr una escala de Liempo valida para este periodo.
Posteriormente, la temumeratura 1lega ) urea condicidn de
wseudo—equilibrio, en el cual 1a evelucidn de la  temperatuwra es

lenta,

El pyroblema se resolvid para flujos de capa imite laminar vy
turbulenta, considerande una solucion asintdtica Jde ¢ términoes para
obtener los resultados a diferentes valoves de o y  kiemwo, vy
comparvando tambien, la capacidad de enfyriamiento entre una capa
limite laminar vy twrhalenta. La  ecuacidn gobermankte wara el caso
laminar  también se reselvid medianbte wn esauema numdirico. Los
resultados ohtenidos con ambes métodos concuerdan satisfactoriamente,
atn para valeres de orden unidad del parametro o, También se deduce
la impoertancia de considerar la forma acorlada de la btvransferencia de

calor por conduccidn v conveccidn en este btipo de problemas.
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LATINDGS:
al, az = Constantes de integracidn

a y a = Constantes de integracidn

Bix = Ndamero de BRraun

o] = Mitad del eswvesor de la placa

b = Constante de integracidn

C = Constante de integracidon

[ = Calor espect fico del flujo en la cava limite

co, cn = Constantes vara un desarrollo en seirie de cosewnos de Fourier

s = Calor especitico del material de 1a vlaca

Cr = Coeficiente de friccidn para la capa limite turbulenta

E = Evror introducide en wupa  aprosimacidn wor  diferencias
finitas

e = Espesor de la placa

h = Coeficiente de tranmsferencia de calor en la cawa  limite
téermica

b = Distancia entre dos puntos de la placa, en la direccidn

38 = Pucles de la ecuacion integro-diferencial

9 = Condactividad termica del flujo en la capa limite

Kk = Distancia entre dos puntos de 1a wlaca, en la direccion y

L = Longitud de la placa

N = Mumero de Nusselt ( h x / k )

Pi = Mumero de Preamdtl (poc /7 k)

r = Cogordenada en el plano complejo

a“ = Flujo de calor por unidad de area

Fex = Nameveo de Feyrolds lecal ¢ Uw x /7 v 3

I = Relacidn de espesores & y 4

St = Namero de BStantown ( h /S p o Uo )

Stx = Numero de Btanton local

s = farala de tiempo pava eliminar términes secdulares

T = Temperatura

TN = Escalas de tiempo (N = 0,1,2,..,7
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Temperatura en la vlaca
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Tiempo

Tiempo caracteristico

variable o escalar

Velocidad del flujo

Velocidad del flujoc en la capa limite, en la diveccidn de

coordenada »

Velocidad promedio en la cava limite turbuwlenta

Velocidad del fluio en 1a cava limite, en la direccidn de

coordenada y
Coordenada o escalar
Coordenada

Variable adimensional

Vavialle en el plano comilejo

GRIEGOS.—

Difusividad termica

Parametre que relaciona la capacidad de la placa
transportar calor en la direccidn del flujo, entire
capacidad para disipar caler al flujo convective

Funcién Beta

Funcidn Gamma

Distancia adimensional en la direccion de 1la coordenada y

Espesor de la capa limite hidrodindmica

Espesor de la capa limite térmica

Espesor entaélpico

Cantidad de verturbacidn

Difusividad turkulenta vara la transterencia de calow
Difusividad turbulenta vara la cantidad de movimiento
Esfuerzo de corte en la capa limite turhulenta
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Escala de tiempo
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para
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Temperatura adimensional

Ng = Conpductividad termica de) fluio

re = Conductividad termica de la placa

An = Valor caractevistico

M = Viscosidad apsoluta

v = Viscosidad cinemdtica

4 = Egrala de biemuo

¥ = longitud de la placa a la cual ocurre uwn cambioc  de
temperatura

E = Funcioves de deformacidn

14 = Distancia a la cual ocurre un camfic de temoveratura en la
rlaca

I=) = Dencidad del flujo en la cava limite

P = Relacidn de distancias entre los wuntos en un enmmallado pov
diferencias finitas

ps = Densidad del material de la wlaca

>3 = Escala vara tiempos pedguefios

T = Tiempo adimensional

°2 = Pifevrencial de temveratura entre la wplaca ¥y el flujo
convectivo

P = Angulo definide en el plano compleje

P = Variakle eguivalente a x

x = Distancia adimevnsional en la diveccidn de la coordenada =

x, = Distancia adimencional, en la cual ocurve la transicion de
tiunjo laminar a turhulento

[2) = Constante numérica del Método de Escalas Maltiples

SLIRINDICES. -

L = Laminar

T = Turhulento

[ = Material de la vlaca

w = Buperficie de la placa

o = Corriente libre

vili



P I .- INTRODUCCION
)

En los Gltimos aRos, las formas acopladas o conjugadas de
transferencia de calor (Sistemas de conduccidw—conveccidn—-radiacison)
fan recibido bhastante atencidw, debido a sy importancia en diversas

aplicaciones del campo ingenievil.

Algunas de estas aplicaciones sorm: La pared de tubos de una
caldera, donde se combinan la conveccidn, conduccidn y radiacidn; los
intercamkiadoves de calor, en los gue pormalmente se  combinan la
conduccién y conveccidng Para el analisis o disefio de aeronaves o
misiles «gue idinvolucran las formas conjugadas de corduccidr,
conveccidn y radiacidn; En cguipos electvdnices ;3 Ew procesos  de
tratamientos tévmicos de materiales, etc.. €5 evidente que en todas
estas aplicaciones es de vital importancia considerar las formas
acopladas de transferencia de calor, para obtener wn andlisis mas

realista y confiable del procese considerado.

Siv embargo, 1 plardeamiento de problemas que involucran estas
formas acopladas de transferencia de calor, conducen a ecuaciopes
integro~diferenciales muy complejas, tanteo singulares como regulares.
£n la mavoria de los casos, estas expresiones no bienen solucidn
analf{ tica exacta, y pov lo tanto, se recurre a métodos ruméricos o a
soluciones analiticas aproximadas para resolver dichas ecuaciones.

Con base en lo anterior, wun profrlema muy comin en transferencia
de calor, y del cual se puede partir para analizar o resolver algunos
de las aplicaciones desciritas anteviovmente, es el andlisis de la
transferencia de calov por conduccidn vy convecoidn de una placa plana

finita en un medio convectivo laminar o turbualento. La mavord{fa de los
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textos resuelven este proklema sin covnsiderar la forma acoplada de la
conducciodon  y  conveccidn, ademds de plantear solamente estados
permanentes, temperaturas constanles y uniformes, geweracidn de
energia interna constante, etc., que simplifican bastante el
proklema. Por lo tante, €l considerar las formas acopladas de
transferencia de calor y analizar estados transiborios de una placa
plana en un flujo convective, implica resolver un prollema fisico muy

cercano a la realidad.

A continuacidn se mencionan diversos trabajos que se han
desarrollade considerando las formas acopladas de transferencia de

calor para una placa plana.

En el trabajo de Luikov [1}, se analizd el problema de una placa
plana (con ura longitud excediendo consideraklemente 21 espesor de la
rlaca) mantenida, en su superficie inferior, o una temperatura
uniforme y constanpte y exnpuesta a un flujo convective lamivar en su
superficie superior. Luikov definid un vamero de conjugacidn, llamado
nimero de Braun, para determinar si el probhlema se considera
conjugado o no. Para esto, el ntmero de Braun establece una relacion
de conductividades térmicas de el fluido y el s&lido, asl mismo, es

funcidn del ndmero de Reynolds vy del ndmero de Prandbl.

Luiktov obtuve dos soluciones aproximadas; wia hasada en  un
andlisis diferencial para numeros de Prandtl bajos v de la cual se
dedujo 2 expresiones para naneres de Braun peqguefios vy grandes
respectivamente; la otra solucidn se basd en relaciones integrales de
la capa limite laminar, suponiendo soluciones aproximadas de la capa
limite y polinomios para la distribuciéon de tbtemperatuwras. E1 autor
concluyd gue para rameros de Braun bajos ( Br < 0.1 > el problema
puede no ser considerando conjugado, es decir, se puede despreciar la

conductividad térmica de la placa.

Sohal y Howell [2] presentaron un andlisis para determinar el

]
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perfil de temperatura de una placa wlana con wna wgeneracidn  de
energfa interna, considerando la conductividad térmica del material,
la disipacidn de calor por conveccidn en la superficie superiovr y por
radiacidn a los alrededores de la placa. De la formulacidén de este
probhlema se olrtuvieron ecuaciones integro-diferenciales singulares,
tanto para flujo laminar como para turbulento. Ambas ecuaciones se

resolvieron aplicande wia técnica numerica.

Los autores mostraron la importancia de la conductividad térmica
del material, para la evaluacidn de la temperatura de la placa, vy los
cuales determinaron guwe se pueden tener  errovres muy grandes
(aproximadamente &%) si no se toma en consideracidn la  forma

acoplada de la conduccidn v conveccidn.

En otro trahajo desarrollado por Karvimen [3] se resolvids el
problema de una placa delygada, de longitud finibta, con generacidn
interna uniforme de energia térmica y expuesta a un flujo convectivo.
Ev este trabajo se combimd la transfevencia de calor por conduccidn vy
conveccidn para deducir las ecuaciones integro-diferenciales para
flujo lamimar vy turbulento, tanto para up estado permanente como para
un transitorio. Las ecuaciones deducidas se resolvievon aplicando un
metodo iterativo y los resultados se compararen con los obtenidos en

forma experimental.

Karvinen también demostrd la importancia de considerar en  forma
acoplada la cowduccidn y conveccidn para este tipo de problemas,
sobre todo en el extremo inicial de la placa, donde se Lienen evrores

muy grandes si no se considera la conductividad térmica de la placa.

Trevifio v Liffan (d) plantearon el problema de una placa plana con
un calentamiento externo v expuesta a un flujo convectivo, vy fue
resuelto tanto para un proceso pevrmanente como para uwn btransitorio.
Del andlisis de este probklema resultaron ecuaciones

integro~diferenciales con un solo pardmetro (), que establece una
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relacidn entre la resistencia térmica del fluide vy la del material de

la placa.

Este caso se resolvid aplicando técnicas de  perturbacidn, downde
para valovres grandes del parametro o (una placa car hnena
conductividad) se aplicd una expansidn de Perturbacién FRegular,
usando 1/a como el parametro de perturbacidén. Para valores peguefios
de a se utilizaron técnicas de Perlurhacidn Singular (Igualamiernto de
Expansiones Asintdticas) para determinar la evolucidn de la

temperatura de la placa.

Erm este trabkajo, los auntowves concluyeron gque una expansidn con 3
términos da muy huenos resultados para o 2 S5 para 8l Jimite singular
(ot — Q) demostraron la formacidn de 2 capas limites en amhos

extremos de la placa, dekido a la conduccidn de calor.

Payvar [5] analizd el proklema de una placa plana de espesor
finite, con transferencia de calor a un flujo incompresibkle laminar
en la superficie superior, vy uwna temperatura constante en 1la
superficie inferior. El autor utilizé la aproximacidn de Lighthill
rara deducir una ecuacidn integral en funcidn del ndmero de Braun
(Brx). Para nUmeros pequefios de Brx la integral se resolvid con ui
métode itevativo; para valores intermedios de Brx se utilizd una
férmula de cuadratura de Gaussi para valores grandes  del nimero de
Brx se aplicd la transformada de Laplace. E1  autor compard 1los
resuyltados con los ohktenidos por Luikov [11, los cuales fueron

satisfactorios.

Una vez definida la importancia vy aplicaciones de las formas
conjugadas de transferencia de calor y planteado los trabajos
desarrollados, el presente trabaje tiene como ohjetive principal
resolver el jooblema del enfriamiento (o0 calentamiento) de una placa
plana, de longitud finita, expuesta a un flujo convectivoe laminar vy

turbulento, y considerando la forma acoplada de la Etransferencia e
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calor pov conveccién y conduccidn.

Para esto, al igual que en la referencia {41, de un balance de
eniergia aplicado a la placa, resulta una ecuacidn integro-diferencial
singular con un solo  varamebyo. Este ocaramebtyro (o) relaciona  la
capacidad de la wlaca vare transportar calor en la diveccidn del

flujo v la capacidad wavra disivar calor al flujgo convectivo.

Con base en este wavamebtro, la ecuacidn inteavo-diferencial se
puede resolver vara Z limites; wara > — 0 la ecuacidn
inteqro—difevencial se reduce considerallemente, v utilizando una
variahle de semejanza se wuede resolver numéricamente, tal como se

vresenta en la referencia [dl; para a R

i, l1a ecunacidn
inteqro—diferencial no se ha resuelto vy no se puede ufilizar la misma
teécnica de Perturbacidn Regular detivida en la referencia (4] ypara
encontrar la solucidn. Las alternativas que se pueden plantear para

resolveyr este problema son:

ay Empleando métodos wuméricos, tales como las técnicas e

diferencias fimitas v la del elemento finito.
hy Wtilizando métodos analf ticos aproyimados.

Los m=todos TumETices, ats cuando se tian continuado
verfeccionando, resul tan muy costosos nara SL evaluacidn
(prinvcipalmente vedauieren de una computadora) y se complican  cuando
la ecuacidn diferencial presenta alguna singularidad, como es el caso

planteado en este trabajo.

Los métodos analiticos aproximados son adecuados cuando wno  se
pueden obtener soluciones analfticas exactas. debido a waue las
ecuaciones diferenciales presentan no-linealidades, coeficientes
variakles., frontevas complejas, etc.. For otro lado. éstos mdtodos

aun cuande vresentan un drado de dificultad matemdtica mavor dque los
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métodos numéricos, permiben un entendimiento fisice mas claro del

proceso planteado.

Para evaluar la solucidn del proklema descrito arriba, se utiliza
el Mé&todo e Perturbaciones (Expansiones Asinldticas). v los

resultados se compairan con los ohtenidos mediante un métode numérico.

Como objelivos secundarios, planteados para este  btrahajo, estén

los siquientes:

1.~ Obteneyr la solucidw del problema tante para wia capa  limite
lamirar como wvara una turbulenta.

2.~ Deducir, de loc M&todos de Perturbacidn, la tecnica adecuada vara
resolver la ecuacion integro-diferencial singular vara el 1fimite

asintdtico ¢ o > 1 0.

3.— Mostrar el efecto de la conductividad térmica del material en 1la
evaluacion de la temperatura de la placa. Con esto, se intiere la
importancia de considerar las formas acopladas de transterencia de
calor para obtener resultados satisfactorios v mids confiakles para

este tivo de prohblemas.

d.~ Definir el rango de validez de la expansidn asintética deducida
para el proklema planteado. Tambhién. ohtener los evrrores maximos al
comparar los resultados del método analfitico awproximado con 1los

obtenidos con una técnica numérica.

.~ Describir, en forma gevneral, el procedimiento para analizar vy
resolver eskte tipo de problemas, que se presentan muy frecuentemente

enn diversas ramas de la ingenieria.

6.~ Finalmente, describir algunas recomendaciones y alcance de la

técnica utilizada, asfi como su impacto y tendencia para otras



INTRODUCCION

35} e s VE e < s P IR S

aplicaciones.

Para cumplir con lous objetivos anteriores, este trabajo se ha

estructurade de la siguiente manera:

— El gvimer punto presenta la "Formulacidn del Pyroblema”, donde se

defivie el wmodelo wmatematice del problema considerado. asl  como

también, las supgsiciones v simplificaciones wlanteadas.
Posteriormente se muestra el desarvollo matemitico para ohtener las
ecunaciones intearo-diferenciales gue gohilevnan el transiltorio

analizado vy las cuales consideran las formas acopladas de 1la

transferencia de calor por conduccidn y conveccidwn,

— E1 punto siguiente define Ja "Solucion Asintdtica" para las
ecuaciones integro~-diferenciales singulares. Pava esto, primeroc se
presenta ana hreve introduccidn a los Métodos de  Perturkacidn para
definir los conceptos hdcsicos v tecnicas de wverturbacidn.
Posteriormente se aplica la técnica de Escalas Maltiples para obtener
la solucidn de las ecuaciones integro-diferenciales, tamto wpara rlujo

incompresible laminar como pavra turbulento.

- El1 tercer punto presenta los "Resultados v Discusiones”, donde se
descyiken las pruebas que se realizan para wvalidar este trabajo,
junte con las graficas de los resultados ohtenidos. Los resultados
obtenidos para el caso lamivar se comparan con los deducidos comn  una
tecnica numérica. En general, se muestran  los resultados para
diferentes valores de o, numeros de Reynolds v una comparacion entre

el flujo turbulento y laminar para un valor de o muy grande.

- El1 cuarto punto descrihe las "Conclusiones" del trakajo
desarrollado. En este punte se definen las ventajas y desventajas del
mé&todo vtilizade para reselver el proklema planteado, asi  como
también, las rvecomendaciones vy alcance de la técnica para el

desarrollo de olros Lrabaios. En particular, se describe el impacto vy
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espeviencia obbtenida en la solucidn de este problema, asi como  su

importancia para futuras anlicaciovnes.

Tambiew se incluyen 2 apéndices gue comprewnden lo siguientes

-~ El primevo presenta los listados de los wrogramas uwtilizados para
abteneyr los resultados de las pruekas realizadas.

~ E1 segupde contiene wna  breve inbroduccidon a  la bécpnica de
diferencias finitas vy el desarrollo matemibticoe wara ohtener la
splucion de la ecuwacion integvo-diterencial, wpara el caso laminar
Griitamente. Tambidn se incluye el desavrollo para obtener la solucidn
numnérica del tercev término de la Expansidn Asintdtica para el caso

laminav.

—- Finalmente, el ultimo punto jpresenta la lista de "Referencias”

consultadas para el desarvollo de este btrakajo.

o



II.- FORMULACION DEL PROBLEMA
L

2.1.- PLANTEAMIENTO DEL PRORLEMA.

El pvoblema planteado en esta seccidn consiste en  evaluar el
calor transferido por uma placa plana a un fluje convectivo, a braves
de la capa limite laminar (o turkulenta) que se forma sobre dicha
rlaca, considevando al mismo tiempo el flujo de calor por conduccidn
a través de la misma. Esto implica analizar en forma acoplada 1la
transferencia de caloer por conveccidn v conduccion, para deducir una
enpresidn que permita obtewer la temperatura sobre &sta. durante
cualguier tiempo del transitorio. La placa se encuentra inicialmente
a una temperatura constante y al colocarse en el flujo convective se
presenta una variacion arbitraria de la temperatura hasta alcanzar la

temperatura del medio ambiente.

La figura Noe. 2.1 muestra 2! modelo matemidtico del proklema

rlanteado en este trakajo.

i
capa limite
laminar o turbulenta

2 placa Y T ze
extlremo l i extremo

aislado | I aiglado

Figura No. 2.1

Placa plana en un flujo convectiveo laminar o turbkulento.
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2.2.~ SUPDSICIONES.

Las suposiciones consideradas para resolver el transitorio

son las siguientes:

1.~ La velocidad vy temperatura del flujo fuera de la capa limite,

se mantienen coenstantes.

2.~ No existen gradientes de presion para la capa limite laminar

dekido a que la velocidad del flujo potencial es constante.

-

J.~ La capa limite laminar térmica, que se torma sckre 1a placa, es

mis delgada gque la capa limyte haudrodivamica.

4.~ Las propiedades filsicas del flujo convectivo permanecen

constantes.

S.~ Las propiedades del material de la placa se consideran

constantes.

10
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2.3.- DESARRQLLO MATEMATICUO.

Enm esta seccidn se deduce la expresidn matematica gue gobierna el
transitorio planteade para el caso laminar vy turhulento. Para ello,

se desarrollan los pasos definidos a continuacidn.

Aplicando un hbalavnce de enevgia a un elemento diferencial de la

rlaca, tal como se muestra en la figqura 2.2, se tiene,

aT aT o  a°7 aT
psCs — dy dy = ~- Ag — dy + As — 4+ —— dy — hg — du +
at an { ax an? } ady
aT At
As — ot — dy dx (Z.1)
( ay av? }

simplificande la expresidn anterior,

aT T ot T
psCs —= = As P dy + As 2 (2.2
at (i34 dy

oI—a x

ar  &%T

- As [ — ey } dx»
ay avy

H aT T
f— = Xs ( —_ P dx ] dy
23 an

“dx
ot

As [ —_ ] ds
ay

_-—-l-_—-
>
D
—
Q),Q:
= -~
——
o
<
Lol
e—l -+
N
TR UM UNE WAE WNe MER NPA WER

Figura No. 2.2

Elemento diferencial de la wlaca.

11
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Las condiciones de Trontera e inigiales son,

T =T para ¢t = 0 (2.3
art
—_—= 0 para » = Q v % = L {(2.4)
I

aT
e ~— = = §" para vy = Q (2.5

o

dy
aT
—_— = 0 paray = — @ (Z2.6)
day

donde 4" corresponde al caler poy conveccidn cedide al  flujo en la
JV

superficie supewrior,

Definiendo las variakles adimensionales siguientes,

T-T,  ToT,
o = = 2.7

TL - T ATL
w

X = - (2.3
L
%

y © ~ (2.9
e

T =t / te (2.100

e introduciendo estas variakles en (2.27,

ATL — e e b e e (2113

v reduciendo términos,

2 2

e Cs e’ a6 e a“e %o
= - =+ — (2,12
tc hs ar L ax” ay ; :
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E1l valor del tiempo caracteristico (Gte) se detfine mas adelante.
Ev la exupresidn antevior, la temperatura adimensional de la placa es
una funcidn de 8 = Gy .y«7?, por lo que es necesario hacer una
simplificacién para poder deducir una solucidn analf tica del modelo
matemidtico estudiado. Para esto, se supone due la temperatura del
plato es urna funcidrn de la coordenada longitudinal y v del tiempo 7,
er una primera aproximacidn. Las restricciones dekidas a esta

suposicion se i1ndicen mis adelante.
Considerando lo anterior,
BCXa¥aT) = O (xaT) + & 8 (Xuy ) + et (2,13

donde £ es un wparametro pequefio comparado con la unidad., que se
define a continuacidn. Introduciendo (2.13) en (2.12), se oktiene lo

sigquiente,

ps cs g0 08 a8 e .2 a"eo %6
et LA £ 1t PR = { - ) 2 + £ 21 .o +
he  te ar ar L dy dx
aze1
& + e (Z.1d)
. &
ady

1
Integrando la ecuacidn (2.1dy en la forma f L 1 dy + v
o

despreciando térmivos de ordew mas alto. se wuede obtener en

una primera avroximacidn

e Lz 30 MU Ay e ps Cs e® 9o
( - ] o _ [ - ] [ —_ ] [ _ ] = — _° (Z.15)
L ax® X Ae L Ae te  OT

Er la expresion anterior, se aplican las cowdiciones de frontera
(2.8) vy (2.6). E1 numero de Nusselt se detine como,

©
o
v

Nu = - (2.16)

-
Ry



FORMULACION DEL PROBLEMA

donde Ag representa la conductividad téevmica del fiuido. Considerando
que los tiempos caracteristicos en el fluido son en dgeweral muy
pequefios comparados con los tiempos caracteristicos ew Llos  sélides,
se puede supoper una aproximacidn cuasi—-estacionarioc en la fase del
fluido. Con esto. la solucidn de la ecuacidn de la energia en el
fluido puede oktenerse usando la avroximacion asintotica de Lighthill
[referencia (&3] para valovres grandes del ndmero de Prandtl y  por
lo tanto, el ndmerc de Nusselt se define como,
=]

Mu = a PR ore” [el v [ ko de ] (2.17)
81

Esta expresidn se presenta en la retferencia [Z] pera un  flujo
laminar v turbulento, corn una temperatura de la superficie de la
placa variande en forma arkitraria v donde 6L regpresenta la
temperatura en el borde de ataque de la vlaca. El ndcleeo de 1a

integral en la ecuacidn (Z.17) se define como

-C
3]

N X
KCx,x) = | 1 - [—] (2.1

Las constantes a, ., Cc, 1, m dewenden de las caracteristicas del
flujo. La tabla No. Z.1, aohtenida de 1las referencias [2} v (31,
presenta los valores para fluios de capa limite lamiwar v turkulenta

sobre una superficie lisa.

TABLA No. 2.1.

CAPA LIMITE i a B c m n
i ] | i
B i i 1 ¥
LAMINAR lo.ssz' as4 l 178 ' 173 l 1,2
TURBULENTA 10.020’9/10 l t/9 l s l /10

Introduciendo (2.17) en (2.1%5), se tiene

id
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e 2 0°8 pecs e 38 a Pr o Re” 2" g e -

[—] — = — * me.’g) de  +
L ax Xs te ar X hs L
- "8
1
+ UI. (2.1

Er la expresidn anterior. el suhindice "o" ha sido eliminado wor

simplicidad. Definiendo,

As L
n = - " (2.20)
a Pr" Re' g e
vy sustituvendo en la ecuacidn (Z.1%),
e .2 08 ps Cs o® 96 1 e _ —
n [ —-] — = e e [ Firex) d@ + @8 (2.21)
L ay® e te  or " 5 t
L

Esta ecuacidn integro—diferencial permibte ohtener la evolucion de
1a temperatura de la placa. Esta ecuacidn se puede simelificar  auan

mis, al definir el rprarametro ¢ como

e s o1
o = [,] [ —] ¢ a P Re™ ) (2.22)
L Ag

Este wvarametro represewnta la relacidn entre la capacidad de la
rlaca para transportar calor en la direccidw del fluijo y la capacidad
para disipar calor al flujo corvectivo. Para o ¥ 1 la conduccidn de
calor a través de la wplaca es muy grande, v por lo tanto, no existen
grandes gradientes longitudinales de temperatura. Por otro lado, para

o €< 1 solo se transfiere calor hacia el flujo convectivo.

£1 tiemoo caracteristico te se define como

-1
be = e L ps Cs [a Pr® Re” Ag ) (23D

-
44
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Sustituvendo las ecuwaciones (2.22y v (2.23) en (2. 01ly, s deduce

la ecuacion integro—~difevencial gue gobierna el prohlema planteado,

e oo 1 X x 8 17° ae
R e I 1 -~ [ - ] — dy + 8 (2.24
axz ar x: n R ;:- dE 1
‘l
Integrande la expresiovn (2.1d) en la forma J L 3 dyx., ésta se
(3]

reduce en una primera aproximacidn a,

ps Cs & O 62 *
—_— 80 dy = [ 81 dy (2.2%)
[

5-—.—_
Ae te ot J 't
De la relacidw anterior se ypuede obtener la definicidn  del

pardmebtro £,

£ = a (e/LY (ug/red Re" PrT << 4 (228

Esta expyresidn permite deducir la restriccidn considerada  wara

“w a

obtener la exyresidn (Z.13). De las ecuaciones (2.2 y <(Z2.26> se

tiene que el valor de a debe ser igual a.
. 2 .
a #> ( esfl ) (2.27)

lo cual permite un amplio rango vara validar la aovodimacidn de la
ecwacidn (.13, For lo tanto., si se cummle la restriccion (2Z.27), la
temperatura de la wnlaca puede deducivse en funcidn de x v v

anicamente. Las condiciones de fromtera e iniciales se definen como,

B{x.0) =1 {2,285
ae .

—_—= O para ¥ = 0, 1 Z.2%)
ax

Can esto, la temuerabura de la vlaca se define como 8 = F{x,r.a).
fLa solucidn de la ecuacidn integro—diferencial (2.2d) se deduce en

el capitulo siguiente, para el limite asintdtico a »> 1.



IIT.- SOLUCION ASINTOTICA
P TR -

J.1.- INTRODUCCION.

En este capitulo se deduce la solucidn aralitica de las
ecuaciones integro-diferenciales sivwgulares, obbenidas ew el capitule

anterior.

Para esto, primevo se presenta una breve descripcidn de los
Métodos de Perturbacidn, mencionando conceptos lasicos, tipos de
expansiones y los diferentes métodos qgue existen. También se

descriken las razores por las cuales se selecciond este método.

Finalmente, los Ultimos puntos de este capitulo incluyen tode el
desarvollo matemdtico para obtener la solucidn asintédtica de las
ecuaciones integro—diferenciales singulares, tanto pava el caso

laminar como para el turkbulento.

17
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J.1.~ INTRODUCCION,

Ervv este capftulo se deduce la solucidn analitica de las
ecuaciones integro—diferenciales singulares, obtenidas en el capfitulo

anterior.

Para esto, primero se presenta una breve descripcidn de los
Métodos de Perturbacidn, mewcionande conceptos hasicos, tipos de
expansiones y Jlos diferentes métodos que nisten. También se

describern las razones por las cuales se selecciond este método.

Finalmente, los Gltimos puntos de este capitulo incluyen todo el
desarrollo matematico para obtener la solucidn asintética de las
ecuaciones integro—diferenciales singulares, tanto para el caso

laminar como para el turbulento.
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3.2.- CONCEPTOS BASICOS.

Al igual gue otras vamas de la ingenievia, el analisis de la
transferencia de calov ha recikido, en las altimas dos décadas, el
apoyo de procedimientos numéricos gque involucvyan las tecnicas de
diferencias finitas y del elemento finito. Al mismo tiempo, se  han
cantinuado desarvollando los métodos analiticos aproximados para
proporcionar soluciowmes adecuadas a una gran  variedad de problemas
f{sicos. Uno de estos métodos es e! Método de Perturbaciones

(Expansiones Asintoticas).

La necesidad de recurrir a la aproximacion analftica se deke a
qgue los problemas fisicos de transferencia de caloy presentan ciertas
caracteristicas, en sus ecuaciones gokernantes, que impiden ohkterner
soluciones analiticas exactas. Estas caracteristicas pueden ser;
no—-linealidades, coeficientes variahles, fronteras complejas,
fronteras no-lineales conocidas o desconocidas, etc. . Adn  si el
problema tieme una solucidn explicita, esta puede ser no  adecuada
para una interpretacidén fisica o matematica, o para evaluacidn

numérica.

Las Expansiones Asintdticas se considevan en térmivos de un
parametro (pequefip o grande), que aparece naturalmente o puede
introducirse artificialmente por conveniencia., Estas expansiones se
1laman Perturbaciones por Parametiros. Alternativamente, las
expansiones pueden considerarse en  términos  de una coordenada

{(pequefia o grande’. Estas se llaman Pertuvhaciornes por Coordenadas.

Perturbaciones por parimetros.

Los prohlemas que invelucran la funcidn ws,e) pueden
representarse por la ecuacidn difervencial L{u,x,g) = 0 y la condicidn
de frontera B(u,g) = 0, donde » es un escalar o wnn vector variable
independiente vy £ es un pardametro. En general, este prohlema vo puede
resolverse exactamente. Sin embargo, 51 existe un g = £ para el cual

el problema se puede resolver, se puede encantrar la solucidn para =

18
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reqguelo, en una serie de ypoatencias de £, esto es

unzs) = uo(x) + £ ul(x) + szuz{x) 4 enas (Z.1)

donde ur es independiente de £ vy uo(x) es la solucidn del problema
para £ = 0. Posteviormente se sustituye la expresidn (3.1) en
L{u,n,2) = 0 y B{u,g) = 0, realizando la expansidn para £ y agrupando

los coeficientes para cada potencia de £.

Con esto se obtiene unm sistema iwfinito de ecuaciones que puede
resolverse recursivamente pava obtener los coeficientes de 1la serie

(3.1).

Perturbaciones por coordenadas.

Si el proklema se representa por wuna ecuacidn diferencial LCuyn)
= 0, con condiciones de frontera B(u) = O, donde »x es un escalar y si
u{x) toma una forma conocida U, para s —— % 'no puede ser 0 o ),
se¢ puede determivar la desviacidn de o con respecto a W,y para  x

cercano a % , en términos de una sevie de potencias de % si woo= a, o
o
-1 . .
X si ¥ = w. En este caso, la cantidad yerturbada, x, es uvia
o

variakle del sistema.

Funciones "Gauge".

Una vez identificada la cantidad de perturbacidn £ parva  un
problema dade, el siguiente paso consiste en deberminar la
dependencia de la selucidn sobve £. Para esto, se debe conocer el
comportamiento de la funcidwn f(z) cuando £ btiende a cevo. ELI limite

de f{eg) puede ser cualguiera de los siguientes:

lim flg)y = 0

£ —r ©

lim f(c) = c donde 0<c < ow
£ ~— O

lim fle)y = w

£ — 0O
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Evi el primer y btercer caso, la vazdn a la cual flc)— O y Flg)—rw
se desarrolla al comparar (&) con funciones conocidas, llamadas
gauge. Las mas simples y usuwales son,

-N -2 —1 2 N
ceey £ 4 E 4 E y Ly &y 8 yaaey £ 50

-1 ~-£ i
log & "y & , sen g, cos &, ebc..

Esta comparacidon se facilita com el uso de los simholos de orden,

1y o, tal como se muestra a continuacidng

(&)

f¢cy = 0 Lg¢ed] para € — 0 si lim < w
St O g{&)
fée)

f(z) = o [g(£)] para e — @ s5i lim = 0
£y O giz)

Para ilustrar lo anterior, se muestvra el siguiente ejemplo. Se

desea ohtener la funcidn “"gauge" pava f{g) = sen & cuando 2 — 0O,

Aplicando una serie de Taylor a la funcidn,

3 s ?
£ = &
sEen & T £ = — t — - — F ...,
3! ot 7!
o]
2 4 G
sen & £ & £
S e e P
g St = 7!

y aplicando el limite para £ — Q, se Liewve
sen &
£ — O £
donde se observa que el comportamiento limitante de Sen £ es el mismo

que para £, el cual en este caso es la funcién "gauwge" apropiada. De

esto se deduce que,

Sen £ = 1 (g) para g ~— QO
¥
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Otros ejemplos, para & — O, son

Cos = = 0 (1) Sen 52 =0 (az)
Jo¢ey = 0 (1) 1 ~Cos e =0 (&%)
Tanh £ = O (£ Joge) = 1 = 0 (&5
Coth £ = 4 (2™ Cot £ = 0 &™)

Expansiones asintdticas.

Una funcidn no necesarviamente se debe representar por una serie
de potencias, sino que tamhién puede ser expresada como wna  fFuncidn
de £. Para esto, primero se define wra secuencia de funciones g"(s),
llamada secuencia asintdtica, tal que

9,52 =0 Lg _ (&3] (3.2)

1

En términos de estas secuencias asintdticas, se puede deducir una

expansidn asintdtica para f(c); o sea
[29)
fle) = z an g &) (3.3
Ly n
una fovma especial de (E.3) es

! (3.4)

. . . T . s
donde la secuencia asintdtica es £ y an es independiente de £.

Perturbaciones Regulares y Singulares.

ina ver identificada la cantidad de perturbacidén v seleccionado
la forma de la expansidn asintotica, es necesario evaluar los
"

coeficientes "an" de la ecuacidn (3.d). Para esto, se dehe sustituir

la ecuacidn (3.4) en las ecuaciones Jobernantes del problema.

Después de la sustitucidn, el siguiente paso consiste en agrupar

los tévmivnos que tienew las mismas potencias de £. Igualando les
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coeficientes para cada potencia de £ a cero, se ohtiene un sistema de
ecuaciones que puede ser resuelto recursivamente para deducir  los
coeficientes an. Con la evaluacidn de "an", la expansidn (3.4) esta
completamente determivada. El Gltimo pase consiste ew  examinar la
validez de la expansidn asintdtica on tedo el dominio de la wvariable
independiente. Si es valida en todo el dominie, la eupansidn es
clasificada como expansidn de perturbacidn regular. De otro modo, si
dsta pievde validez en una cierta regidn, la expansidn es clasificada

como expansidn de perturbacién singular.
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3.3.~ METODOS DE PERTURBACION.

Las expansiones asintdticas, tal como se mewnciond anteriormente,
son  de dos tipos: eupansiones de PFerturbaciones Regulares y

expansiones de Pertubaciones Singulares.

Para las primeras, las soluciones gue se obltienen son validas en
todo el domivnio de la variakle independiente. En las segundas, las
expansiones que se aplican tienen soluciones que pierden validez en

regiones llamadas capas limites o regiones de no-uniformidad.

Algunas de las wo-uniformidades mas comunes son: EL  domiwnio
infinito, un pavametro pequefio multiplicando las derivadas de orden

mas alto y presencia de singularidades.

Exy el caso de dominio infiwito, las no-uniformidades 50

maniifiestan con la presencia de los térmivos llamados seculares,

tales como nnCos(x) y x"Sen(x). Estos hacen que fn(x) / frn-1(x) no

esté limitado cuando & —s w.

Evi 2] caso de gue un pequeiio pavdmetiro multipligque a la derivada
de ordern maés alte, ocasiowa que la expansidén asintdtica no  pueda
satisfacer todas las condiciones de frontera e iniciales del

proklema.

Para el ultimo caso, las singularidades que nwo son parte de la
salucién exacta aparecen en algan punto de la expansidn, Y

generalmente se vuelven mis pronunciadas en los términos sucesivos.

Para evitar eshas no-uniformidades en las expansiones
asinmtdticas, se han desarvollado diversos mebodos. Algunos de  estos
métodos son:

- Método de deformacidn de coordevadas

- Método de eupansiones asintdticas acowpladas

T

e
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- Método de escalas maltbiples

Mstodo de Deformacidn de Coordenadas ( Técwica de Lighthill ).

Cuando el proceso de pevtuwrbacidn conduce a wna  expansidn
singular, el resultado estd mny limitado, a mevos de que pueda
modificarse para generar una solucidn wniforme. Lna de  las técnicas
para lograr esto, es el método de deformacidn de cooridenadas o

técnica de Lighthill.

La idea basica de esbta técnica es la de expander tanto la
variakle dependiente como la varviable independiente, que presenta la
no—uniformidad, en potencias del parametivo de perturkacidn & y con
los coeficientes expresados como funciones dp una nueva variable
indegpendiente. Por ejemploy si la funcidn f(nl,xz,..,xm;u) presenta
una no-—uniformidad, es necesario expandey no  solamente la variable
dependiente f, sino también la variable independiente, por decir %y

en potencias de £. Esto conduce a,

N-1

f o= 7 FRCSyr oK g eenyn )+ QT (F.5)
23 mn i
n=0
N
n e N1 .-

Moo= 5 + Z E 0 F {Sy% _H_yenaqgi ) + e ) (3.6
1 nEy n 2 a ™m

8

Las funciones Fn se conocen como funciones de deformacidw, y son
evaluadas de tal forma que la Hpansion de sea valida
uniformemente. Ew otras palabvas frn / fr-1 < w para todos los valoves
de ® 0o equivalentemente que las aprorximaciones sucesivas no 5ean

mas singulares que las primeras.

Método de Expansiones Asintdticas Acopladas.
Este método se aplica para resolver aquellos problemas donde 1la
cantidad de perturbacidn ¢ aparece en frente de la derivada de orden

mas alto. Las soluciones de tales ecuaciones generalmente presentan

2d
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regiones de vdpidas vardiaciones cuando £ —— 0, wcasionando que no se
puedan cumplir btodas las condiciownes de Frontera. Cuando el espesor
de estas regiones se aprodima a O cuande £ — O, se les llama capas

limites.

Una técnica para eliminar este problema consiste en determinar
uria expansidn Fuera de la capa limite (llamada cexpansidn  exterior)
usande las variables origivales, vy posteriormente determinar la
expansidn, dentro de la capa limite (llamada expansidn interval, que
descrilie los camhios de forma uwsando escalas amplificadas. Las
expansiones exteriores pierden validez en las regiones internas, v
las expansiones intevnas afuera de la capa limite. £l siquiente paso
cansiste en el igualamiento de las eupansiones para ohtener una

solucidn valida en todo el dominmio de la variable independiente.

Para el igualamiento de las expansiones, Van—-Dyke, referencia

{153, definid un mé&todo que consiste en lo siguiente:
Dada 1a ecuacidn diferencialj;
sFYTn) ¢ F(n) + By = Q 3.7y

1.~ Se aplica una expansidn de perturkacidn regular;

w

o
N

X
S

Finy = ) & fn 4
n=0

para ohteneyr una expansidn euterna, fF{x).

2.- Se introduce una transformacidn de la formaj

y se sustituye en la ecuacidn oviginal para deducir una  expansidn

interma, g(&).
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3.- Para el igualamiento de las expansiones primero se  cambia La

variable »# en la solucidén externa por;

y se introduce en la soluciodn extevior, (&35 &).

d.—- Se aplica una expansidn a f(F; £) para un  valor peguelo de £,

para ohtener asi {F)E

J.~ La variable ¢ se sustituye por x/&e en la solucidn interna.
Posteriormente se aplica uwma eupansidn para un valor pequefio de £ vy

. . o
sp obktiene (g) .
6.~ Finalmente se igualan las ecuaciones ohtenidas, o sea,
I § . SO
CF) = (g2
para deducir las constantes que aparecen en las soluciones exteriores

e interiores.

Método de Escalas Méltiples.

La teorfia de escalas maltiples se emplea cuando los métodos de
perturhacién ordinarios no proporcionan una  soelucidn  uni formemente
exacta para f(xu), para valores pequefos y grandes de x. Existen
diversas variantes para este método, gque se desciriken mediante el

siguiente ejemplo.

Dada la ecuwacidn de un oscilador lineal amortiguado,
£I' + f = =2 £ f (3.9

Aplicarnde la expansion asintdtica (.32 en (3.9) y separando los

términos para las mismas potencias de &£, se tiene

F Yo+ f =0 (3.10)

26
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f 7+ f = =2 f O3

. . o (WS 1]
f ' 4+ = -2 f ! (3.12
2 z 1 (3123

Resplviendo este sistema de ecuaciones en forma recursiva, se

obtiene,

fo = a Cos{x + k) (3.13)

fx = ~a % Cos{(x + b) (3.14)
1 N 1

fz = — a xn Cos(x + b)Y + — a x Sen(x + b (3.15)

donde a y b son constantes.

La solucidn, seqgan la expansion asinbodbtica (5.8 es
f = a Cos{x + b)Y ~ & a x Cos(x + L)y + a &t [ %? Cosixn + L) +

% Sen{n + bs) ] A U(as) (3.18)
Es pbvio wque esta solucidn  es  una  pokre apreximacidn A f(n)

=1 . -
cuando ¥ es del 0¢e ). Esto se deduce al comparar la ecuacidn (3.186)

con  la solucidn exacta,
f o= a Exp(~en) COS[ [ ] (3.17)
La ecuacidn (J.16) puede obtenerse a partir de (3.17) para un

valor pequelo de £, manteniendo fijo el valer de x. Para esto, el

exponencial y el cosenp se representan como,

Expl=en) = 1 = gx + (1/2) & »° + ... (3.18)

005[ 1 -~ &5 n+h ] = Coslx + b)Y + ¢1/23° » Sen(y + b)Y + .. (3.19
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En estas series se puede ohsevvar gue cuando » es tan grande como
c_x, la egpansidn  truncada excede el Jimite de exactitud. Para
determinar una expansidn asinltdtica valida pava tiempos tan  grandes
como c_‘, es necesario introducir una vueva variakle Ti = ox = i)
Similarmente, la expansidén truncada (3.19) no es adecuada cuande » es
tan grande como £2. Esto implica introduciv otvra variable Tz = gy =

ac1s.

Cov estas nuevas variables, se tiewve;

Exp(-en) = Eup(-T1) (F.20)

COS[ 1 =&+ ] = Cos(n — Ta/2 + h) +

172y v Sency - TasZ + b)Y + .. (3.21)

R - . ; 1 .
La expansidon (3.21) es valida para » = O{s 7). 5in embargo, esta

- . . I .
enpansidn es invalida cuando » = e ), dekhido a que el segundo
término deja de ser pequefio comparado con el primero. Para evitar
. . . -4
esto, se intyroduce otra variabkle wara tiempos tan grandes como £

es deciv, Ta = &' = Q017

Lo antevior swgieve que F(uje) dependa explicitamente de s, &,
szx,..., asi come de ¥ misma. Por 1lo tanto, para obtemer una
gxpansidn trumcada que sea valida para todo 3 arriba de E-N, donde M
es un entevo positivo, dehemos evaluar la dependencia de f sobvre las

m+1l escalas de tiempo difeventesy; To, T1,...TN, 0 sea
n CT Ty
Tn = & 2 (3.22)

La escala de tiempo T1 es mas lenta que To, mientras que Tz es
mas lenta gue Ti. En general Tn es mas lenta que Tr-se Ew base a

esto, se tiene

Fuzed = TCTo, Ti,...,TNje)

N-=1
= Y 2" frlTo, Tiy.u.,TH) + Q(TN) (3230
n=o0
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. 23) constituoyen la “versidn de el

Las expresiones (3.22) vy (3
método de escalas mulbiples denominada “version de

variakles-maltiples".

DEva versidn del método de escalas maltiples Fue introducida por

Cole y Kervorkian. Para esto, de la solucidn exacta (3.17) se observa

. . 2
que N aparece en las combkivnaciones =% o 41 — £ %. Por lo tanto, para
determinar una expansidn valida para tiempos grandes, se inbtroducen

las 2 escalas de tiempoj

F o= zx (F.2d)

3
i

o
§

[}

% o= [ Lo- (1rzye® - et e ...Jn (3.25)

Asf{ mismo, Cole y Kevorkian, referewncia {121, consideran que

N-1
fCu3e) = FOEawie) = E " FrnCE iy + e (3.26)
n=o0
donde:
F=gn yuy= [ 1+ azw2 + sgwﬂ et stN)N (5.27)

En este caso, f es mas lenta que n. Por otro lado, las cownstantes
wz, ug, ...,wN deben  ser evaluadas con el fin de eliminar los

términos seculares gque aparecen en la solucidwn.

b
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J.d.- SOLUCION ASINTOTICA DE LA ECUACION INTEGRO-DIFERENCIAL.

En esta seccidn se obktiene la solucidn de la ecuacidn  integro-—
difevencial singular, deducida en el capftulo anterior, tanto para el

caso laminar como para el turbulento.

La soluciédn de estas ecuaciones se evalua para el limite
asintdtico o »» 1, ¥y por lo tanbto, el pavametvo de perviurhacidn se

defivne como,

Con este yparametro, las ecuaciones para el caso laminar vy

turbulento son,

9 o%e e, 1 x X ~3/4 a-1,3 0B
_,,__4._2_=,,.{ + J[l_(_] ] Ta;}cs.zso
ar ax Y x Y x Jo X dx
ae a%e ] 1 x X A9/10 a-1s9 d8
- — =e |t 'j[i—[——] ] — A% b (3.2
ot oxz {xi/_l xl/.: o x dz

Analizando estas expresiones se puede obhservar que si se utilizan
expansiones de perturbacidn regular, éstas generan series invalidas
para los términos de ypoimer ovden, vy por lo tanto, se oktienen

soluciones wo—uniformes.

Por otro lado, 21 pavametvo de perturbacidn estd multiplicando la
derivada de orden mas alto, para 1la variakle del tiempo, lo que
pcasiona que no se cumplan todas las cowndiciones de frontera.

Estas okservaciones implican que para obbtener wana solucidn

uniforme, es recomendahle utilizar el método de Escalas Maltiples
para resolver las ecuaciones (3.23) y (3.2%). Para esto, es necesavio
deducir las escalas de tiewmpo sequn el método vecomendado por Cole vy

Keverkian. Para esto, partiende de l1a expansidén de perturhacidn
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B A i U SO -

reqgular,

@y
8 = Golr) + z — BrlxT) ¢3.30)
n=1 Oln

se deduce gque ésta es invalida en los tévrminos de orden L/a pava el
tiempo adimensional, dehido & un Lransitorio vapido de la temperatura
al inicio del enfriamiento de la placa. Despuwés de esto, la
temperatura llega a una condicidy de pseudo~-equilibyvio necesario pava

una evolucidn lenta de la temperatura del plato.

Para este transitorio r4apido es necesario introduciv una escala

valida para tiempos peguefios, o sea

o= aT (3.31)

en la cual v = 0O(1/a).

Por otro lado., para eliminmar los tévrminos seculares de la

expansidn, es necesario introducir otra escala de tiempo, iqual a

- e,

5 = 7 (] + wi/a1 + wzlaz toaa) (3.32)

donde las constantes o sevran determinadas con el fin de cancelar los
1

términos seculares.

A continuwacion se presenta el desarrolle matemitico para abtever
la splucidn de las ecuvaciones (I.23) vy (3.29), aplicando las escalas
de tiempo definidas ew (3.31) v (3.32)>.

3.4.1.~ Solucién para el flujo convectivo laminar.-—

A continuacion se presenta el desavrollo matematico para evaluar

la splucidn de la ecuacidn integro-diferencial para el caso laminar.

La expresion para este caso es

A
—
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Separando los términos para las

mismas potencias de £, 5 genera

el siguiente sistema de ecuaciones 3
se, 9o
- + 2 =0 (3.37.1)
do ax”
a0, aze1 20 o 1 X ode
-t e E — t o b —— J K — dx (3.37.2)
o o as Y x Y x o dx
se, %6, sa_ oo o 1 & ode,
- < - = w1 —_— e — b e J K — dx {(3.37.3
do dx as Js Y x Y x o dy
42 X
28 a e 060 061 66? ta i dez _
-2 s e 2o e L e | Ky (3.37.4)
14 ax 295 as ads Y x Y x Jo dx
las ecuaciones anteriores deken cump i con las siguientes

condiciones de frontera e iniciales:

a6

— =0, para x = 0,1 vy n =
ax

6 (x,0,0) =1

Gn(X10y0) =0 para v 2 1

Integrando la ecuacidn (3.37.1)

(5]

a

[72+4

1

k

1
]
o]

26
-2

ax

0 (3.33)
£
(3.40)

con respecto a x, entre 0y 1 ,

(3.41)

y aplicando la condicién de frontera {3.33), se ohtiene

a 1
- — 2] dy = 0
do o °
de donde se deduce, cOMO

primera aproximacidn,

que
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a6 o’e 8l 1 L T nare 17 e
_ o " J y - (- ] — d¥ (3.3
ar ax Y x v X dx
Aplicando las escalas de tirempo (GRS ) Y (3.32) en
(%.33), se tiene
. 32 X
a6 oo 38 Js [ ¢ 6L 1 de _
] —— e — | 4 @ =-———+-——~—j-li——:dx (3.3da)
dor ot as Ot ax Y x Y x ) dx
[¢]
G s0 9o e 1 & e
- _._—[1151;14__]-——--#8 --—;:——r———--l‘l(——_d;g (T.3dk)
do as adx Y x ¥ x Jo dx
cons
E a/4 -41.73
K = 1 - [—-] 0 a =1 /&
X
Aplicando la expansidn asintdtica ;
[La] |
BCxyT ) = za"e Caaoes) (3.35)
n‘,:.Q n
enrn la ecuacidén (3.3d), se tiene
90, ae . 96, . 96 .
e L R T - AL L S —[1-0~£w1+cw2+..]*
do [+ 54 ado do
ae a6 0 [ d%e azel ) aze? .
LA R S + & 20 t e —— St
as as as ax oy ox
%, 1 . 1 X
“»._.=~___[oolu,;u“4,.; e“+..]+ fo
"Xz v X Y x o
e, e, , 49, :
——t f —— ~:f + L.a} dx (3.36)
dy dy dx
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60# o, )

Integrando la ecuwacidn (3.37.2) con vespecto a x, entve Oy 1, vy

aplicando de nuevo la condicidn de frontera (3.38), se obtiene:

d 1 ae
-— O dy = —2 + 2 8, (F.a2)
do Jo ds

Para evitar que apaveczcan términos seculares en  la ecuacidn

anterior, se debe cumplir lo siguiente;

660
— 2 60 = Q (3.43)

ds t

la solucidén de esta ecuacidn diferencial, con la condicidn inicial

(3.3%) y con BD = Bok, es

60 = Exp(-2s) (T.dd)

Sustituyendo la ecuacidn (3.dd) en {(3.37.2), se ohtiene,

9 e : Exp(—25) 1
- — + - = - 2 Enp(-2s5) + ~————nu— = 60 [ -2 4 — } (3.45)
do ax Y X 1/ X
la soluciédn de esta ecuacidn diferencial es de la forma,
CRERN { - 2% sy 27 g, o ] (3.d6)

Para abtener la expresion de la funcidn gix,o), se sustituye 1la

ecuacidn (I.46) en (3.45), de donde se obtiene,

aq a’y
- b — =0 (%.47)
ao ax

Para la expresiédn (3.47), las nuevas condiciones de frontera e

iniciales son :

glo,x) = - [ - 2" 4 a3y 7 ] (3.43,.1)

3d
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dg
——= O para y = 0,1 (3.d48.2)
ax

La expresién (3.47) se resuelve con el método de separacidn de

variables. Para esto, la funcidn g(x,o) se represenka como ;

g = X{xT(o) (3.4

y sustituyendo en (3.d7),

T X' - X T' = O {3.50)

separando variables se tiene

x11 T1
e = e = = 22 (3.51)
X T
X1 + A2 x =0 (3.52)
T T =0 (3,53

La solucidn de la ecuacidn diferencial (3.92) es

X = a1 Cos (Ax) + az Sen (Ax) (3.54)

Las constantes a1 y az se dedugen al aplicar la condicidn de
frontera (3.d3.2). Para esto, se tiene,
ax
—— = ~ A a1t Sen (M) + X az Cos {(Ax) = 0 (3.55)
ox

donde para y = 0, az = 0

y para x = 1 3

0 = - X a1 Sen (A) (3.96)
para evitar la solucion trivial, con a1 = 0, se requiere que
SencA)=0Q, lo cual se cumple para X = np, can n = O,1,2, 5004

La spolucidn que se obtiene es:

X<¢x» = a Cos {(Any) ' (3.57)

3%
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La solucidn de la ecuacidn (3.93) es

TCoy = aa Exp(-2Zo) (3.53)

y 12 solucidn, tipe producto, gue se deduce con (3.57) v (3.598) es

[18]
glxyod = ) cn Expl-An’od Cos () (3.59)
n=0

con  An = nn
Para obtener el valor de la constante cn, 5e aplica la condicidn
inicial (JT.d8.12,
L]

q(x,0) = zc” Cos (Anx) = x° - (4/3) 27
Nn=0

2 (F.60)

donde cn se evalda considerando un desarrollo ern serie de cosenos de
Fourier. Para esto, se tiere
2 32 23
.- a g ey
2 - sy 7 = E cn Cos (Anx) (3612

o
n=Et

el valor de C,1 Se obkfiene con la expresion

1
1
€ = J G - sy A7) s - — (3625
0 e
Q I
y el valor de cn, s# obtiene conj
1
cn o= 2 J [x® - €d4/3) 27771 Cos (nm z) dx $3.63)
8]

separandoe términoes,
1

. 1
]
cn = 2 J xz Cos {nm x) dy - -—~— J xn/z
o 3 o}

Cos {rnr x) dx (3,64

y resolviendo la primeva integral por  integracion por partes, se

tiene
1
Cos An g r
3,2 . - .
en = & - — J x Cos (nm x) dy (3.65)
An 3 o
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Para evaluar la integral de la ecuacidn anteriov, se aplican

primero las funciones exponenciales para el cosenos

Cos An & o aa | EXRQANXE) + ExpCanxin
cn = 4 ————— - J X dx (3-(3’.))
2 -
An I Jo 2

separando  términos e integrando por partes las  integrales due

resultan, se tienej

Cos An & 1 Exp(Ani) 3 S
cn = d — T = { — - J x 72 Expdanyi) dx +
An 3 2 Ani 2Ani o
1 Exp(~Ani) 3 ! .
S - * J 22 EnpC-Anyi) dx (3.67)
2z Ani “ani Jo

integrando por partes nuevamente, vy simplificando términos, se

abtiene,
Cos An 2 3 Cos An 3 3 s
€n = d ——— = — - y f x Exp{anxi) dx +
An 3 2 Xn £ An o
i
J ¥ Enpc-anyid dy } (3.68)
(o]

Para evaluar las integrales de la expresién anterior, primero se
aplica un cambio de variables para pasar la integral al plano
complejo,

P = AN Xy con X - o

y sustituyendo en la expresidn anterior, se obtienej

Cos An a 3 Cos An 3 P Explpi)
€n = d ——pm — — { z 5,2 J dp +
an 3 2 An 2 An o Y e
@ Exp(—pi)
J_.__.____ dp } (3.6%)
o Yy



SOLUCION ASINTOTICA

Para vresolver las ivntegrales antevioves, se tiene,

a i)

% Exp(eid Exp(—pid Cos
J ———— dp J —_—— i = 2 j dp (F.70)
o Y e o © o Y p

esta integral se resuelve empleando el HMétodo de los Residuos,
referencias {171 y [12], para elimivav la singularidad en p = 0. Por
lo tantoe, descomponiendo la integral anteriov, segin el conlborno

definido en la figura 3.1, en

i

e
J dz Q (3.71)

Figura No. 3.1

Contorno de integracidn.

los limites para estas integrales se definevi de la siguiente manera:
l¢¢:0rn<}1=0yqfa=

o2 L
n/2; sobre cd, 2 = p e con p =R y p=1r; sobre da, z = v ¢ ® con

sohre ab, 2z = p con p = v y ¢ = R; sohre bc, =z = Re

P =n/2 v ¢ = 0. Sustituyende estos limites en (3.71), vy separando

términos,

[
]



SOLUCION ASINTOTICA

R hi3
Cos{p) + i Senlp) 72 " ip ~1s2
J dp = - j Expdilke Ty i ( e ) A +
. VYo
nr2 1.2 R
J Eﬂp(irc‘¢) i( re‘¢ ) dip o+ J Enp(ipe‘"/zp p_lfz gt dp (3.72)
] r

Las dos primeras integrales del lado devecho de (3.72) tiewden a

cero cuando R — wy — ‘0. Con eshbo, se tiene

w0

R . .
Cos(py + i Sen(pd ifntsa . ‘s A2, ~1/2
dp = e Exp(ipe Bl dp =
Y e .
T 0
o
gt J e P 1P dp (3.73)
(o]

Aplicando la funcidn Gamma a la integral del lado derecho de la

expresidn (I.73),

dp = e 7 roLszy =

JR Cos(p) + 1 Sen(y)
Y o

r

¥ n [ Cosr/d) + i Sena/d) ] (3.74)

igualando la parte real y parte dimaginaria de esta expresidn, se
deduce

o

Cos ¢
J dp = ¥ 1t Cos{n/d) (3.75)
Y o

Sustituyendo el valor de la integral en la ecuacion (3.6%), se

tiene
Cos Anm 2 3 Cos An &
cn = d —— — - =2 { ¥ nn Cos(n/d) ] (3.76)
An 3 2 An 2 An

2]
O
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El valor final de la consbtante cn es5;

Tz a
Cn = '——5—’; (.3-77)

An

Sustituyendo las ecuaciones (F.462) y (3.77) en (3.5%), se obtiene

el valor de la funcidn gq{x,od,
Zn

o
9(xs0 = = =+ ) Expl-anto) Cos{inx) (3.78)
L x"5./2

con este valor en la expresidén (3.dé), se ohtiene el valor de 61;

2
d w Exp(—xn o) Cos(Anx)
N .2 sz
3‘ = (90 { x o+ =X . + YZn z =7 } (3.79)
3 = An
El valor de le se ohtieme con la expresidn anterior para x = 0O,
o seaj;
oo Enp (- kn o)
= - — 4+ 2 3.30
ext 6o z /2 ¢ )
El siguienie pasc consiste en evaluar la constante w1 de la

expresidn ¢(3.32). Para esto, primero se introducen las ecuaciones

(3.dd), (3.79), y (3.80) en 3.37.3,

662 026? -28 -28 2 4 a2 1
——— 2‘ = w‘( -z e ) -~ 2 e -x 4+ —-x - -+ ¥ I %
224 Jx 3 S
-26 2 .
w EM;(—Xn a)( Cos Any ) e 1 w Exp{—~An o)
z — + - - n ——— +
nE 4 an” 72 v x o nEa an®7?
X 2 -
i _ __ - iz w Exp(—AnTo) An Sen Anx _
— J Klx.x> 6, -2 + 2 x - VZn 2 S 2 ax
Y x o = An

i)
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Fe g e 42 TRAsT S ord Ny kT AV

26, azoz _2 . 4 . ! 0
- —t P z e °F w o~ X + - - -+ 2n z Exp(—knza)
do ax 3 bl N1
Cos Arx 1 1 ) Evn("kn o) ] x
s e | T L T | A e
An 2 X 5 nZ X o
@ Exp(=An o) Sen Any
- o = 12 - - )
-2 x+ 2 x - 210 - dy (3.82)
a-2
n=1 An

Resolviendo primero las siguientes integrales,

@ X

e J Ky (—2x+2x "% ) dx =

ERS

60 X I 2,4 -2/ _ iz _

—_ J 1 - [ - ] ( -2 x4+ 2 X : ) dx (3.83)
Y x ° x

De la definicidn de la funcidn Beta incompleta,
. x p-1 . Lg-1
B Fad) = J ¢ (1 - & dt (3.2d)
[

Para aplicar la funcidn Beta, primero se realiza el siguiente

cambio de variable,

tg[’f]

X

374

(3.85)

d% = ¢as3) y 277 at

con el cual, las integrales en (3.83) cambhian a
a6 1 E

o e I (1= 170 120 gp 4 Ll J (- 50 ae (3.36)
3 x :

o

a1



SOLUCION ASINTOTICA

Aplicando la funcidn Beta, se tiene

a .
-0, { x BCZ,2/5) - x°

S

CE (BB, 2 } ¢3.87)

sustituyendo este valor en (3.82), se obtiene

2

9, 96, - . 4o, 1 1 da
- = = - e ° w oo ox P —-[xﬂ(‘z,'?:/’é)

do ax 3 5 10vx 3

) w Cos Any
N A 18-V - TR ] - ze * ! ¥ on z EstpC=An o) —ur T
n=1 An
1 1 Jx _ w Exp(—knzo) Sen an

—_— |t K20 Zn - dx (3.22)
2vx )\h.,/z 2"/;(_—; o n=g )\nafz

Integvrando la ecuacidn anteriaor con respecto a x, entre O y 1,

aplicando la condicidn de frontera (3.38) para ambos extremos de la

placa,
1 . )
a e 1 e 1 1 o 2
- — 62 dy = -~ Ze W = [ - — (B/3F,2/3) +
do 3 1% 5 b} x =)
1
1 s28 m 2 Cos Any
- B, 2/ ] - ze T 2 Estp{~An>0) [ —_— -
- 5,2
z n=4 An
)
1 ! 1 & Sen Anx |
—— dy 4+ f —_— [ K xyx) ————— dx ] dx (3.39)
27 7\r-~’/2 o 2Y x o 7\113/2

De la ecuacidn anterior se deduce que para evitar que aparezcan

tériminos seculares, la constante wl dehe ser igual a:

=3 2 1
@ = = — BCBIT,RIEY b= (2,243 - = & 0.009393 C3.90)
t 15 3 5
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Con este wvalor se ohtiene la solucion de la ecuacidn
integro-diferencial (3.33), considerandos 2 térmivos en Lta expansidn

asintdtica. Esta es,

) 4 1
Bx,0,550) = e °° + { B TR e R N Tl
o 3 &
® Expl-An o)
— Cos(Any) (3.21)
n21 Knd/z

donde:

1

5 =7 [ 1+ — ((0.009EF3 ) ]
o

Para evaluar un tercer términe de la expansidn asintédtica,

primero se sustituyen las ecs. (J.dd), (3.7%), (3.80) vy (3.90) en  la

expresidn (3.37.23), o sea

e 9°6 4 1 1 1
- Z e 2 e oz L olomEas - pt v — X777 - - + — X
o ax® 3 s 1wxr Y x
x X N3-4 _1/3_ 2 _ 2a w Exp{—An o)
J 1 - [ - } (x-=x ) dx } - Ze v 2n z —_—
x n=1 )\n
[v]
1 an x X N9-4 m1s3 _ _
4 Cos{Any) - o o— f 1 - [ - ] Sen{iny) dx (3.392)
2 x 2Vx x

Dehido a la complejidad algehraica de esta expresién, no se
oktiene su solucidn analitica. Por lo tanto, se aplica una técnica

numérica para deducir una solucidn de la forma,

o, = e 2% $(x,0) (3.93)

£
PR
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El desarrollo matemiabico para oblener la solocidon numdrica  se
muestira en el apeéndice "B" de esle trabajo y de la cual se deduce una
seirie de cuirvas para obtener el valor de $, en funcidn de oy x.

R

Estas curvas se muestiran en la Figura Mo,
0.01
5 7
e 6, ]
5 o o o O o . a o o= —H
0.00 o P )
.
-0.01 -
~0.02
-0.03 —
7 oooeeg =
- oererg =
] seeec g =
-004 o ARG 2
-~ MK § =
. —uuan g =
~0.05 [N N e S A E A A Y R U A O B A N I N B
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANCIA ADIMENSIONAL

Figura No. 3.2

Curvas para evaluar la funcidn 2.

i



SOLLICION ASINTOTICA
R D S S s T S S AV AT

La solucidn  final, considerandos 3 términose de  la  eupansion
asintdtica, es
- 25
s € 2 4 ars 2 t
By, 0,550 = ¢ - v - -~ ¥YER %
o a3 =
w0 2 . .
Expld—An"o) Plyrao0
573 Cosinny) + ————— &S
n=1 )\r. o

F.4.2,— Solucidn para el flujo convectivo turbulento.-

A conbtinuwacion se presenta el desavrollo matemitico para evaluar
la solucidn de la ecuacidn inteogro-diferencial para el Caso

turbulento.

La ecuacidon integro—difterencial singular, obtenida en el capitulo

anterior es,

90 3%a e\ 1 X ¥ yor10]7 Y e
- — 4 a = + ] 1 - [ - } — X (T 95D
1/% 175 —
J7 ax x X o x oy

Para vesolver esta wvcuacidn, tambitnn  se  emplean las escalas
maltiples para tiempos peqgueRos, definidas por las expresiones (3.31)
y (Z.327. Sustibtuyendo estas expresiones en la ecuwacidn  (I.95) vy

aplicando la expansion asinbdtica (3.355, se okliene,

9 9o 98 Js CHCECA 1 & ae
- —— e A 4 o — = - ppr J b — dx (F.9&.1)
A Ot ds gt ax” G T Je ax
[«
o6 o o' o 1 A do
-t — - L Lo+ e ") — t+ 7 = 3o + 1,5 j # - dx
i S ! Jds o 77 T Jo dx

(396025
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cong

-1/9

X 910

x

separando los términos para las mismas potencias de £, se obhtiene el
siguiente sistema de ecuaciones;
96 a*a_
— + = 0 (3.97.1)
der sz
a o' se, o 1 & ode,
- — 4 — = — o b — J K — dx (3.97.2)
do 3 5% as 277 Ve I dx
- ) se, ve, o, 1 & e _
. @, ok e b I K — dx (3.97.3)
dor x> 9s as Pl 7 Jo ax
. 2 X
a8 a 69 a8 aet 68? Qzl 1 d@z n
- 2 —_— = —— 4 Q) ——— o — — —= J b —— dx (3.97.d4)
o Ix Js as s Pt T Jo dx
Las condiciones de frontera e iniciales para este sistema de
pCrlaciones som,
90 = 1
T =0 (3.93)
8 =0 para n = 1
hal
[?ic]
——= 0 para n z 0 5 x =0y 1 (3.9
ox
Integrando la ecuacidn (I.777.1) con respecto a x entre 0Oy 1, se
tiene:
a 20 :
- 60 dy + —— =0 (3.100)
do Jo oy o
aplicando la condicidn de frontera (3.'#2) se deduce que 8o = f{oyx).
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Con la consideracidn anterior, la ecuacidn (3.97..2) se reduce a:

- — = . (3.101)
do ax s

Integrando con respecto a x, entre O y 1, v aplicando nuevamente
(3.99), se tiene

1

a 9, 5
~—la dx=—24+_0 €Z.102)
o Jo ! as a °

para evitar que aparezcan térmivos seculaves en esta expresion, se

debke cumplir lo siguiente,

aao S
—_ - GoL = Q (3.103)
as o

considerando como primera aproximacidn qgue 60 = 80l y aplicando la

condicidn inicial (3F.93), se obtiene la solucidn de (3.103),

o, = e 9574 (3.104)

Sustituyendo (3.10d) en la ecracidn (3.37.2),

s, o6 5 ., e 5 1
-t z*=_~e'“a‘+_;_’_=eo - (3.105)
Jo x 4 x 5 4 ¥ S

Para resolver esta ecuacidn se aplica el mismo procedimiento que

para el caso laminmar, o sea

5, 25 _
8 =8 - —x  — 77 qlx,0 (F.106)
o & 36

y sustituyendo (3.106) en la ecuacion (3.105), se tiene

- ———= ) (3.107)

47
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esta expresidon defe satisfacer las siguientes condiciovwes iniciales y

de frontera,

5 o5
Lo,y == | = — 2" + — ™7 (3.102)
g 6
dg
—=0 para x = 0y 1 (3.10%)
ax

Htilizando el método de separacidén de wvariables vesultan las
ecuaciones,

11 + A2 X =0 (3.110)

e AP T =0 ¢3.111)

La solucion $ipo producto de las ecuwaciones (3F.110) y (3.111) es,

cn Exp(-An o) Cosi{Ainx) (3.432)

[+

13

glxs0) =

1)

kil

con An = n o
Aplicando la condicidn inicial (3.10%) se tiene

5, 25 w
2t - R = 2 cn CosCAn XD (F.113)
2 3k nZo

donde cn se evalta considerando un desarrollo en serie de cosernos de

Fourier. Para esto, se tiene

S 2 25 s W

- = — 7T = o+ Z cn Cos(hn 2 (3.114)

g 6 n=1

El valor de co se deduce ide la siguiente expresidn,
*rs 25 5

X 2 o/5 - )

Co = j -y dx = - —— (3.115)
o 2 36 126

4e
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L e

El valor de cn se obtiene de la expiresidn,

B - 1
Crn o= 2 j —x = 277 | Cos (nm x) dx = ¥
- e 2
o 3 36 AD
1 1
J 2 Y7 Expianxid dx + J 27 Enpl-Anyi)y dx (X 118)
(o]
Para resolver las integrales de la ecuacidn anterior, se

considera primero la siguiente tvansformacidn;

P = An xy Ccon y —

y sustituyendo en la ecuacidn (3.116) se tiene

1 © ept 00 e—pt
en = 145 I 1/5 dp + J' 1,5 de =
hn o @ o p
1 ® Cos 14
+ '—“‘—“—/—5—‘ = J‘ v dp (3-117)
An o P

Para resolver la integral de 1a ec. (3.117) se utilizarda el
método de los Residuos para eliminar la singularidad en ¢ = 0.
Empleando el mismo contorno y limites de integracidédn definidos en la

figura 3.1 de la seccidn anterior, se deduce

o
dp = 2 Exp(izna/S) J e P T dp (3.1
0

el

© (Cos p + i Sen p)
J.

1/G

P

Aplicando la funcidn Gamma e igualando la pavte real y parte

imaginaria de la expresion (F.118), se ohtiene

o dip = I'(a/5) Cos(2n/S) (3.119)

® Cos P
k.

Conocidas las constantes co y cn se deduce la funcidng
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5 2 o.719Es0

gCxs00 = — * Y e Erp(man®e) Cos(np) (3.120)
P N 14,5
126 nT1 An

y sustituyendo este valoyr en la ec. (3.106) se aobtienes

5 2 25 s b w P 1FET0
6 =@ _ x o l./.: _ 3
' ° 3 36 126 nfr Attt
Exp(-An"0o) Cos{iny) (3.121)
para ¥ = 0, se deduce el valor de 911‘
3 om L7 1RS30
= — L vy (= 2 d -
e, =0, - 2 e b An? o) (F.122)
126 n=1
El siguiente paso consiste en evaluar la constante "w " de la

1
expresidn (3.32). Para esto, se introducen las ecuaciones (3.104),

(3.121) y (3.122) en (3.97.33,

2

a8 o7e _ b 24 125 . 25 <]
_ 2 zz = p T4 - - . ).’2 _ xp/.- . - x
do Ox g 3z 144 S0d d
w. 0.71253 2 5 5 Py
E ——-—-1—‘—;;— E}:p(_—)\n o) CDSC)\DX) - — o5 + 5 J- }’\(x,x) [-— x +
n=1 An 126 4 x o
s go w 1 x
- = b e T
¢ ] dy + T z Q.719%5 E>p(~xn o) -5 T j Klxsa) ¥
x n=1 An
0
SEl'l()\ri;{—:)
" J.123
NCCRRE (3.123)

La solucidn de las siguientes integrales,
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] X = X -~ V/ID 4-1/D
- . - — a/5 - - <
-’—'—1—;-5 Kix a0 - x t x -:‘l): = ———V—-E‘- 1 - —_ *
4 x o 4 x o x
[;? R z) d (3.124)

se obtiene al aplicar la definicidn de la funcidn Beta incompleta, o

s5ea
= x 25
s j"“ch? [- xrx ] dx = — [x“’5 (C2877) -
4 x 12
0
»rS . -
x £3(20/9,8/9) ] (3.125)

Sustituyvendo el resultado anterior en la ec. (3.124) e integrando
con respecto a y, enbtre 0 v 1, para posteriormente aplicar la

condicidn de frontera (I.93), se tiene

a 1 5 25 625 o5 5 5
- —fe, =06, ——w1+-—-——-————+——-[———t?('2,8/'3')——-—*
a 96 2061 3 14

© 2 S Cos(any)
B0/, 2/9) ] + 0719330 @ z Exp(=An> o) I [ —— 4
[s] 145
NS’ d An
1 . 1 X Ky, x) Senianx)
- . . .126)
m] dx J st 55 dx | dx p (3.126)
Arn x ° X o An

De la ecuaciodn (3.126) se deduce que para evitar que aparezcan

términos seculares, la constante w, debe ser igual a:

4 (25 625 =5 .5 5
I A e [——~ (B~ —— BLZOSF,B13) ] x
* s |l=% zote 18 L3 1d

Q. QO072672 (5.127)



Con esto, la soluciow de la ecuacion

casc turbulento, comsidevando 2

es;
e—.:s,-a\ < T
. ~Ts/ 4 2
Blx,o, 550 = e el e
ct = e
© Q.719530
. 2
z Eup(—An"e)
L 14/J
donde:
=T A
5 = T ( 1o+ 0,00072672 /7 u)
Evv el capltulo siguiente se presentam  los
con las expresiones (3.%1), (3.79d4) v (L. 128).

)
Py

Z términos de la expansidn

SOLLICION ASINTOTICA

integro—diferencial
asintdtica,

126

Cos{Anx)

resultados

para el

oktenidos



IV.- RESULTADOS Y DISCUSION

En este capitulo se muestran los resultados obtemidos para el
problema planteado en el capftulo II. Para esto, se presentan los
diferentes perfiles de temperatura obtenidos para un flujo laminar vy
turbulento, evaluados a diferentes valores de o , nuimeros de Keynolds

y tiempo adimensional.

Estos resultados tienen como finalidad lo siguiente:

- Mostrar la validez de la expansidn asintdtica para o >» 1y

verificar que se satisfacen las condiciones de frontera e iniciales.

-~ Comprokar el efecto de la conductividad térmica del material en la
evolucidn de la temperatura de la yplaca y mostrar la importancia de
considerar la forma acoplada de 1la transferencia de calor por
conduccidén y conveccidn.

— Comparar los resultados para una expansidn asintédtica de 2 términos

con otra de X términos para el caso laminar.

~ Validar los resultados obhtenidos con los deducidos con una técnica

numérica.

- Mostrar los tramsitorios de enfriamiento para diferentes valores

del pardmetro a.

— Comparar la capacidad de enfriamiento entre una capa limite laminar

y una turbulenta.

Para empezar, la figura 4.1 defivne los perfiles de temperatura

]
L
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adisensionales en funcidn de la distawncia adimensional (y), para tres
valores diferentes de o, T = 0,05 v un flujo laminar. En esta figura
se obsevva que para o = 100 la temperatura es unifovme vy la evolucidn
de la misma se obtiene dnicamente cow el primer término de la

expanision asintdtica, o sea

g¢s) = e °°
Lo
=
|
0.95 —
2]
n
z .
¥ 090 i
Q i
a_S r
5 4
0.85 -
g 0 7]
o
2 -1
|5 .
0.80 — — 18
-1 an o = 100.0
078 T r T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00 0.20 0.40 0,60 0.80 1.00

DISTANCIA ADIMENSIONAL

FIGURA 4.1.— Perfiles de temperotura odimensionales para ei
caso de flujo laminar,
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Sin embargo, para ¢ = 1 existe una difcrencfa de  temperatura
considerable entre el extremo inicial y final, del orden del 15%,.
Esta se dehe a la conductividad térmica fivnita del material de la
placa. Para a = S, la diferencia de temperatura entre ambos exntremos
es cercana al G.d4%. Estos resultados se obbtuvieron con una  expansion
asintotica de 2 términos y en estes se wmuestra la importancia de
considerar la forma acoplada de la transferencia de calor pov
conduccion y conveccidén. E£sto es, si rne se temara en cuenta la
conductividad térmica del material se tendria un comportamiento
semejante al de o = 100, que al compararse con las otras curvas, se

tendrian los siguientes errores:

~ Para las curvas evaluadas con a = 1 v a = 100 se  tiene un  error
relativo de 12.17d% v d.42% pava el extvremo inicial vy  final de la
placa respectivamente.

- Para las curvas evaluadas con o = S v a = (00 el error es de 3.55%

y 2.135% para el extremo inicial vy final de la placa.

Los resultacdos correspondientes para el flujo turiulento se
muestran en la figura d.2. Adn cuando se obiserva el mismo
comportamiento que para el flujo laminar, ia d4ifeyencia de

temperatara entre los extromos de la placa es menovy.

Para o = 1 la diferencia entre los exbtremos es aproximadamente
2.3% v para o« = 5 de 1.3%. De estos resultados se deduce que la capa
limite turbulenta tiene mayor capacidad para disipar el flujo de
calor gque la caypa limite laminavr, v por lo tante, 1la diferencia de
temperatura entre los extremos de la placa es memor para este caso.
En estas figuras también se observa el efecto de la conductividad

térmica de la placa en los peyfiles de temperatura.

La figura 4.3 muestra las temperatuvas adimensionales para ambos

extremos de la placa como una funcidn del tiempo adimensional, para o

S5
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= 5 y flujo laminar. Ew esta figura se ohserva que la diferencia e
temperatura en amhos extvemos permanece  del mismo oraden al
incrementarse el tiempo, 7. Para valores de 7 > 3, la temperatura de

la placa alcanza vracticamente la temperatura de la corriente lihive.

Para el case de Flujo turbulento, se muestra la figura d.d. En
esta se ohserva que la diferencia de temperaturas enbvre amhos
extremos es menor gque para el caso de flujo laminar, debido a las

observaciones descritas para la figura 4.2, Para valores de T > 4.0,

0.96
0.95
. ]
g . /Aﬁﬁ
B 0.94 — : \ ,
7] ]
2 ]
2 y
s 0.93 —
2 -
g 3
i B
g 092
2 3
- -
:J e (( = 1.0
0.91 — —agae (X = 50
. » i o = 100.0
]
0.90 N A R O By S [N U R B B Bt DY B B I I R S
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANCIA ADIMENSIONAL

FIGURA 4.2.— Perfiles de temperatura odimensionales para el
caso de fiujo turbulento.



TEMPERATURA ADIMENSIONAL
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1.0 1.0
] ]
= .
i .
7 -
1 N
0.8 — ! 0.8 —
. B -]
- 3 o
- % pu
06 .: g 0.6 .: wasn gy = 0.0
o ut _ iy = 1.0
= -]
3 < ] a =50
3 g ]
. é =
- i -
0.4 — % 0.4 —f
n I N
-4 [ -]
0.2 — 0.2 —
3 4
0.0 LI T N A A RN N I I O B 0.0 LIS T L O O ML AL I
0.0 1.0 2.0 3.0 0.0 1.0 2.0 3.0
TIEMPO ADIMENSIONAL TIEMPO ADIMENSIONAL
FIGURA 4.3.~ Temperaturas adimensionales FIGURA 4.4~ Temperaturas odimensionales
ara ombos extremos de lo placa y. flujo orc ambos extremos de la ploca y flujo
aminar urbulento
la temperatura de la placa alcanza la  tempecabura de la corriente

libhre. Cake aclarar gue gste valor es mas grande gue para el caso

laminar dekido a la forma come se definieron estos parametros
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adimensionales.

Para poder validar los
presenta el
numérica, la ecuacidn

laminar. Por lo tanto,

perfiles de temperatura oktenidos con una expansidn asintdtica de 2

resulitados antevipres,

desarvollo matemadtico wara

integro-diferencial

resclyver,

singular

para el

el awéndice B se

una técnica

flujo

la figura 4.9 presenta una comparacidn de los

-

1.00
-
1’____W_ - T i
g 0.75. —
5 - +t+++ Sol. numérica para T = 0.05
0 . xwxwx Sol, numerica para T = 0.5
e s«sse Sol. numérica para T = 1.0
= -1 #awee Sol. gsintética para T = 0.05
Q _4 waws Sol. ogintélica para T = 0.5
>»+>+ Sol, giantdtica paro T = 1.0
0.50 —
g
& y , "
w N - »
u >
3
& .
0.25 — a = 5.0
-
000 4~ T T T T T T | 7 T T T [ 7T T T T [ 7T T
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANGIA ADIMENSIONAL

FIGURA 4.5.— Comparacién de perfiles de temperolura oblenidos con
una expansidn asintética y une solucién numérica.

términos vy con la solucidn numérica, para un fluio laminar. De esta

comparacidn se deduce gque el analisis asintdtico proporciona

resitltados excelentes para o 2 5, Para este caso, el maximo error

introducido es de 3.6%, correspondiente a T = 1.0, tal come se
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muestra en la talla d.1.

La figura d.& muestra la compavacidn de  los perfiles de
temperatura para o« = 1, En esta figura se observa que el error
introducido es mas grande que para a = S5, v es del orden del G.3%

apvroximadamente.

g 0.75 ~i +++++ Sol. numérica para T= 0.05
i xw»x Sol. numdrica para T= 0.5
=] ###++ Sol, nemdrica para T= 1,0
[ -1 #ese+ Sol. agintdlica pare T= 005
& _ wunna Sol, asintdtica para T=05
é >++»» Sol. asintético para T= 1.0
3 0.50 —_
g
o
u
[+ %
-
E
0.25 — a =10
o \d v > ]
000 ~—T— T T T T T T T T T T | T T T T T 77T
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

DISTANGIA ADIMENSIONAL

FIGURA 4.6.— Comparacidn de perfilos de temporatura obtenides con
una expansion osintéltica y una solucién numérico,

De la takla 4.1 se deduce que en la parte media y en los extremos
de la placa, es donde se tienen los errores mis grandes. De esto se

deduce que un tercer tévmino en la expansidn asintdtica es necesario,

o
ra)
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para reduciv este eviror.

Tabla No. d.1

a =5 o =1

Taemperatura Error Tomperatura Error
T X ]Sol.Num. [Sol.Aain, Rel. T X |Sol.HNum. |Sol.Asin. Rel,
Q.05{0.0]10.873d8 Q. 8707” FLS]0.0510.00,21929 Q.%0540 11,675
L210.57930 Q.33370 U,doL 0.2 0. 3d75 Q.85320 11.781
0.510.70175 0L, 20850 10,726 Q.E 020847 0.22010 [1.503
Q.3{0.92183 Q.32350 0. 1al O, 8]0.,75260 Q.724310 [0.526
1.010.92676 0.92660 [0,017 1,010,247 QL2260 10,408
Q.5 |0.0])0, 356059 1.3d73005 )4 d.a18
0.2]0,35927 0.574 Q 1,120
0.5)0. R4 Q ().._-‘414 -_--F\Ud

Q.a8]0,.2773% QL O, d0La/ 0. 40%50 ;
1.010.38015 Q.I76090 1.0)0.d1297 O.di2d0 (0. 158

1.0 {0.0]0, 13400 ('.) 12940 3 - tl;_';:- 1.0 {u.010.112 0. 1as10 150310

0.2 1013620 13150 0. 11650 0.11670 O, 3dd
Q.5710.14020 SEdo 0.135183 0.13550 (2,745

0.3]0.,14270 U.la/ﬂU . 0. 1d75d 0.14720 10,176
1.010.1d4330 0. 13840 |5.419 1.070.1517¢ 0.15040 10.396

En las figuras d.7, d.3 y d.% se muestra la influencia del tercer
término de la  edpansidn  asinbtdtica sobve la evolucidn de la
temperatura para a = 1 vy tres tiempos diferentes. Evw estas figuras se
ohserva que los perfiles de tempertanra, ohtenideos con  la expansion
asintdtica de & térwinos, se aprodiman mas a los evaluados con  la
solucidn numérica, principalmente en la parte media de la placa. 8in

embargo, en los extremos no se veduce el error entre ambos perfiles.
Los evrroves relativos obtenides de la compavacién de amhos

perfiles se muestran en la tabla ¢4.2 para 7 = 0.5 y 1.0 y se compayran

cov los deducidos en la takla 4.1,

&0



N

RESULTADOS Y DISCUSION

0.95
2:0.90 —
2 A
2
¥ -
Q .
0.
g 85 'j
é -
w -
= Hoeex Sol, asintética con 2 tdrminos
o -1 #x-+#% Sol, asintdtica con 3 términog
0.80 — *a#x4¢ Sol. método numdrico
] gy
~ T = O
-
_i
0.75 LALLM St Ay R Y TRt BUY A S SN S N Nt A T B B
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
DISTANCIA ADIMENSIONAL
FIGURA 4.7.— Comparacién del perfil de temperotura obtenido
con una sol. asintdtica (2 y 3 términos) y un método numdrico.
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FIGURA 4.8.— Comparacién del perlil de temperatura obtenido
con una sol. azintdtica (2 y 3 términos) y un mdtodo numérico.
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FIGURA 4.9,~ Comparacidn del perfil de temperatura oblenido

con uno sol. osintdtica (2 y 3 términos) y un método numérico.

Tabla No. 4.2
a = 1
Temperatura Error Error Rel.

Tabla

T x Sol. Num. Sol. Asin. 3 Rel ‘1
0.50.0] 0.3052% Q. 29060 d.312 d.d 1R
0.2 0.31636 0.31560 Q.397 1.180
0.5 0.35%14 0.36410 1.38¢8 S.608
0.&8| 0.d40157 Q. 39310 Q.8hd Q.73
1.0 O.d12%7 Q. 4OES0 .303 g.1358
1.0]0.0 Q. 10550 L Bda F.310
0.2 Q.11410 1.892 Q.3d4
0.5 Q.1313% Q.13120 0.516 2,745
0.3 0.1d475d Q. 143d0 28306 0.176
1.01 0.15176 0. 14600 Ry~ Q. 296
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Con esto se deduce que la sevie con I Lérminos es adecuada para
valores pequefios de o, pero wo pava valores de o 2z &, como se

demuestra a contivuacion.

La figura d.10 presenta el perfil de temperatura obtenido con una
expansion asintdtica de 2 y 3 términos vy el deducido con la solucidn
numérica, para « = Sy T = 0.06. Evn esta figura se observa que la
influencia del tercer término en la expansidn asintdtica, es
practicamente despreciable para a = S. Con esto se demuestra qgque la
expansidn asintdtica con 2 términes es satisfactoria para valoves de

¢ Z 5 y que ademas es una sevie convergente.
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FIGURA 4.10.~ Comfgaracién del perfil de temperatura obtenido
con una sol, asintdtica (2 y 3 términos) y un método numérico.
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Para valores grandes de «, esto es o — m, la evolucidn de la
temperatura se puede obterner dnicamente con el primer términe de la
expansidn asintdtica, tantoe para el caso laminar como para el
turbulento. Con esto se obtiene una expresidn que Gnicamente es
funcidn del tiempo adimensional. Fov otvro lado, el parametro o y el
tiempo caracteri{stico no se definern en la misma forma para el caso
laminar y turbulento, por lo que es convewiente evaluar una relacidna
entre ambos parametros. Esto es con la finalidad de observar el
comportamiento de la evolucidn de la temperatura de la placa para un

mismo valor de o y del tiempo cevacteristico.

Los valores de a vy a se definen como,

-3,-2
e e L

4. = -2/9 €4.1>
Q.332 Pr Yo v pc
Ao € L—Q/S
e ~2,% 1.5 4,5 (4.2
0.0287 Pr™77 777 U™ p e

Relacionando los valores anteriores,

Q.3352 " 8710 0.322 a
= ey 415 = PYaY) s 10 (.30
g.ozaz Pet77 L L Uw 0.0287 Pr7" Re
simplificando,
a = [ 11.56799 Pr 7% ge 3710 ] o (d.d)

donde uy e corvesponden a los valores de o para Tlujo turbulento vy
laminar repectivamente. Ev la misma forma se pueden relacionar los
tiempos adimensionales pava ambos flujos.
Los valores de T, vy T, se definen como,
I 1,2 1,2
0.332 Uw 2] pct

T = (d.3)
410z

2
ps Cs e Pr

&d
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0.0257 p c U 7 L7 g
T = [C-Y)
T pu ca & pPri7E LT

Relaciovnando TOY T mediante la expresidn,

0.0287 pc e 7 ¢ pr?? L
r = d4.7)
T 0.332 e * T pct pr2s Lt

1/2

y simplificando,

= [o.oaeaas pr? 1P gpd to ] T, (d.3)

Para el limite asintotico, ¢ — w, la evolucidn de la temperatura
de la placa, tamto pava el flujo turkulento come para el laminar, se
puede deducir considerando dnicamente el primer término. de las

expresiones asintdticas (3.71) v (3.129), o sea

0L = Exp(-Zs) = Exp(—ZTL) (4.9

Or = Exp(-Ss/d) = Exp(~51T/4) {d.10)

relacionando amhbas exupresiones,
er/éL = EMDC—STT/d) S Exp,ETL) =

Exp( (2 - 0.1030562 prtree

3,10
=3 ) T ) (a.11)
La figura d.11 muestra la relacidn de temperaturas
(turbulento/laminar) para diferentes namevos de Reynolds, o - © y Pr
= 1.0. Esto es vAlido si la capa limite sobhre la placa es lamivnar o
turbulenta. En la figura se puede observar que a medida que aumenta

el namero de Feynolds, la temperatura de la placa, para el caso de

[
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A

-y

flujo turhnlento, decrece mis vapido gue para el caso

lLaminar parva un
mismo valor del tiempo

adimensional.
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.
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AN
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'
45y
'
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FIGURA 4.11.~ Relacidn de temperaturas adimensionales (turbulenta/laminar)
para diferentes valores del nGmero de Reynolds, Pr = 1.0 y ALFA infinito.

Cuando €l ndmero de Reynolds esta cercano

a su valor
ambos tipos de

critico,
estiructuras coexisten, es

decir,
la capa li{mite lamirar y turhulenta.

esbAn  presentes

Suponiendns que la zona de transicidn es pequefia comparada con
longitud de la placa,

gobernarte es

la

en el limite a — w, s5€ ecuacidn

tiene que la
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‘e oo ]
aL — D — - . para ¢ 1 x 4oy (d.12)
Ox ar Y x N
e oo e
—_— e o ¢ < =
o S e i para x < x < 1 {4.13)
ax ar

donde 3 es la distancia a la cual inicia la transicidn .
<

Integrando la ecuacidn (d.12) con rvespecto a x, entre Oy x, v
c

aplicando las condiciones de frontera adiakaticas en ambos extremos,

se tiene
a8 a6
o — =y 4+ 28 Y (d.14)
L [+ c

dx xc DTL
de igual manera, la integracidn de (4.13) es,

o8 ag 6 10
o —— = e (1 = ) v (QO/3) B (1 - x > (d.15)
T (=] <
axy ‘x ar
=4 T
Dehido a la continuidad de la temperatura de la placa y del flujo
de calor en la posicién de la zona de transicidn, con las pcuaciones
(d.1d) y (d.1S) se deduce la expresion para la evolucidn de la

temperatura de la placa, como

de
;—~ [ X, + (aL / aT) (r L TT} QU xc) ] =

TL

- - ay ¢ . ., brio.
a [ Zz2 o x, + (10/72) (uL / aT) <1 xc pJ ] {(d.16)
La solucidn de (d4.1&6), con la condicidn inicial GCTT = 0) = 1, es
- 445
6 = Exp { - (2 Yz + 0.1080572 Pr X
Re>*% (1 - 2 "% ) 7 } (4.17)
e L
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De la expresidn {(d.17) se deduce gue para x, = O se tiene el caso

de flujo turbulenko y para x, = 1 el de flujo laminar.

Por Gltimo, considerando solamente el primer términe Jde las

expansiones asintdticas de las soluciones para el caso laminar v

turbulento, las figuras d.12 y 4.13 muestran una compavacidn de las

temperaturas para el flujo laminar y turbulento, ewn el extremo

final
de la placa.

1.00
I
1
g 075 — N
g I
—4 4
g 4
s ]}
g0 T
% 19 +++++ Flujo larminar
& N swxmx Rg = 5,0E+05
oy -4 & #wrws Re = 1.0E+06
g 9N
025 4 )
-1 'k
-
\*\
- \\\t
i b
0.00 O T A AR s e e b e o O T s e
0.00 0.50 1,00 150 2.00 2.50 3.00

TIEMPO ADIMENSIONAL LAMINAR

FIGURA 4.12,~ Temperatura adimensional en el extremo finol de fo placa,
para ALFA" = 5.0, diferontes valores del ndmero de Reynoids y Pr = 1.0



La figura 4.12 corvesponde a un valor de a

turttulenta se evalta para

y un numero de Prandtl
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valoves
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de orden unidad.
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FIGURA 4.13.— Ternperatura adimensionol en el extremo_final de la_ ploca,
pora ALFA = 100.0, valores diferentes dol nimoro de Reynolds y Pr = 1.0.

La figura 4.13 corresponde a un valor de

1imite turbulenta se evalda a diferentes ndmeros

ndamevro de Prandtl de orden

unidad.
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En las figuras anterioves, se ohsevva gque la tempevatura de la
placa alecanza mas rdpidamente la temperatura de la corriente likre en
el caso bturbulevto. Al mismo tiempo, se observa que entre mas grande
es el numero de Reyvnolds, mas rapido se llega a la temperatura de la

corriente libre.
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En este trakajo se presenta la solucivn para ol proceso  de
enfriamiernto de una placa plana expuesta a wn flujo convectivo,
empleando té¢cnicas asintdtices. Este problema se resolvid tanto para

un flujo convectivo laminar como pava uno turbulento v la evolucidn

de la temperatura se determninG considerando las formas acopladas de

transferencia de calor por conduccion y conveccidn.

La consideracidn de estas formas acopladas de transferencia de
caleor permiten deducir un apalisis més vealista y confiable el
modelo matematice gque sa plantea. Peor cobtro lado, el desarrello
matematico para este tipo de problemas conduce a ecuaciones

integro—diferenciales muy complejas, dificiles de resolver.

De las ecuaciones gque gobhiernan este problema y de las  wvariables
adimensionales definidas, resulta una ecuacidn  integro-diferencial
sinmgular con un sdlo pavametre. Este paramebro (a) define la relacidn
entre la capecidad de la placa para transportar calor en la direccion
del fluje v la capacidad para btransferiy calor al flujo convectivo.
Para valores peguciios de este pardmetro se deduce gue el material de
la placa tiene muy haja conductividad térmica o gue la resistencia
térmica del fluide es despreciakle. Para valeres grandes de o se
tiene el caso conbtrario. Con base en este parametre se pueden

considerar dos cases para evaluar la ecuacidn integro-diferencial:
a),~ Para « = 0 e tiene una placa adiakatica, y utilizando una
variakle de semejanza se puede resolver numéricamente este caso, tal

como se precenta en la referencia [4].

k).~ Para el l1limite asintdtico o % 1 el problema aumenta su

complejidad debido & los tyransitorios rapidos de la  temperatura que
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ocurven en e proceso de enfriamiento. Este casc oo e hebla resuelto

en la actualidad.

De las rposikles altevnativas para vesolver este problema,
para el case asintdtice o x» 1, se selecciond el HMétodo de
Perturkaciones (Cxpansiones Asintdticas) por ser un método analitico
aproximade utilizade para resolver proklemas con soluciones
ro-uniformes y para lograr un  entendimiente fisice mas claro del

preceso analtizado,

lLas expansiones asintdyicas se clasifican ew dos tipos: Métodos
de Perturbacidn Fegular y Métodes de Perturbacion Singular. Para el
problema pleénbteade en este  trabajo, wno puede aplicarse una
Perturbacidn Regular, dehido a los tvansitvorios rapidos de
Lemperatura que ccurren al inicio del enfriamierto, durante tiempos
muy pequelios. Despuds de esto, la temperatura llega a una condicidn
de pseudo—-equilibrio, para el cual, la evolucidn de la temperatura es

lenta.

Por esta razén vy debido a la singualaridad de la ecuacidn
integro-diferencial, gue impide obterner soluciones uwniformes, se

utilizo el Método de Escalas Maltiples.

Para aplicar este método, primere fue necesario definir una
gpscala de tiempo peqguela para los transitorios répidos, vy 1la cual
permite obtener una serie valida para tiempos pequelos, sin el

truncamievito de términos.

Tambidén fie necesario introducir obra escala de tiempo para
eliminar los términos seculares de la serie propuesta., Con  las dos
escalas de tiempo intvoducidas en la expresidn definida para una

Perturbacidn Regular, se obtuvo la solucidn al problema planmteado.

Los resultados ohtenides con la expresion anbterior, se  wvalidarow

con los correspondientes de un m&todo numérico. Para esto, en el
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apéndice B de este tirahajo se ypresenta el desarrollo del esguema
numérice por Diferencias Fiwnitas empleado para resolver la  ecuscidn

integro-diferencial singular para el caso lamivnar.

La expansidn asintdtica se dedujo tanto pava flujo  laminar como
- -

burbulenteo y para el case lamivar se shtuveo upa expansidn con 2y 3

terminas,

Pur obtro lado, también se compard la capacidad de enfriamiento
entre ambos flujos para el caso o — w, &n 8l cual solo se considerd

el primer término de la expansion azintodtica,

De los resultados obtenidos ew este trabajo se concluye lo
siguiente:

=

a) La expansidn asintética cén 2 érmings, para fluajis laminar vy
turbhulento, properciona resultados satisfactorics para a2 Sy aun
para valores de prden unidad de oo En estos  resultados tambien se
ohservéd gque para valores peguefios de o, se  tiernen gradientes de
temperatura may grandes en el extrems inicial de la wlaca, lo gque
ocasiona transitories rapidos para valores pogqueles del tiempo
adimensional, Despues de estons tramsibeorios rapideos, la temperatura
llega & wi estado de pseudo—egquilibric, en el cual, la evolucidn de
la temperatura btiene un compertamiento asintdbtice. Para valores muy
grarndes de o, los transitorios rapidos aparvecen en tiempos demasiado

cortaos v su comportamiente es practicamente asintotico.

b)Y La consideracidn de la condoctividad térmica en este tipe de
problemas es muy impnrbante, sobre todo en los extremos inicial vy
final de la placa, dornde se pueden tener errores del orden de 12%
para valeres peguefos de «. De esto se deriva la importancia de
considerar las formas acopladas de Lransferencia de calor ew este

tipo de proklemas.
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c) De la comparaciodn de los resultados obtenidos con la  expansidn
asintotica v con el esquema humérico  se  deduce  gque  estos 500
satisfacterios. En este caso, los resultados para valeres peguefios de
o presentan o errvor maxima de S.3%, mientras gque para valores

%

7ol

de a > 5, el error es del ordern de

1) De los resultades obtenidos con la expansidn asintdtica de 3
téerminos, se deduce gue los errores para valores de o peguelos,
comparados Con el esquema rumérico, se reducen en la parte media de
la placa, pero no ew los extremos de la misma. Para valores de o« = S
la expansion asintdtica con I termiveos jpracticamente gewnera los
mismos resultados gue la eupansidn con 2 términes. Con esto se deduce

que la expansidn asintdtica obtenida con 2 términos es convergente.

e} De la comparacion de los resultados obtenidos para un  flujo
laminar y un flujo turkulento se deduce gue para el caso  turbulento
la transferencia de calor es mayer, y por lo tanto, los gradientes de
temperatura en el extremo ivicial y final de la placa son mencres gue

para el caso laminar,

) Para valores grandes de « ¢ o — w » la evolucion de 1la
temperatura en el transitorio se puede obtener dnicamente conn el
primer término de la expansion asintdtica. Para este caso se pueden
relacionar ambas expresiones  deducidas para ol flujo  laminar vy
turkulento, de donde resulta wna ecuacidn que es fucidn del tiempo
adimensional y del numero de Reynolds. De esta ecuacion se deduce dque
la placa alcanza mis rapidamente la tempevatura de la corriente libre

a medida gue aumenta el nimero de Reynolds.

g Por Gltimo, se  presenta  una  comparacion de los  perfiles de
temperatura ohtenidos para un flujo lamivar Y turbulento,
considerande para amkos casos valores de « vy v del mismo ovden.  Ewn
estos resultades se ohserva que a medida gue el namero de Reynolds se

incrementa, la temperatura de la placa alcanza mas rapido la
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temperatua ambiernteo.

Por otyro lado, Jde los métodos utilizados para resolver el
problema planteado en este trabaje se deduce la siguiente comparacion

para analizar ventajas y desventajas de ambos metodos.

1.~ Los tMetodos de Perturkacidn son adecuados cuando no  s2  pueden
olsteneyr soluciovnes analiticas eractas debido a singularidades de las
ecuaciones a resolver, Los métodos numeéericos son adecuados para
resolver este tipo de ccuwaciones siempre v cunando se tenga una  huena

aproximacidn pava el punta ogue presenta la sivogulavidad,

S Z.- La  téonica numerica de Diferencilas Finitas o presenta
complicacidn alguna para resolver las eCUAaACIones

integro-diterenciales, ohteniendose vesultados satisfactorios si se
garantiza la estahilidad nuwedrica del metode. Los Métodos e
Perturbacidén si presentan un grado de dificultad matemdtica mayar gue
los métodos wumericos.

3o~ Las edpansiores asintdbicas con 2y I términos  proporcionain
resultados satisfoctorics y soinn expresiones que permiten  evaluar la
temperatura de la placa en forma rapida para cualguier valor  del
tiempo, del pardametro o y del espacio. Los esguemas numéricos
resultan muy costosos para su evaluacidn y normalmente requieren  de
un tiempo considerakle para evaluar la evolucidn de la teampevatura de

la placa.

d.~ Los Métodos de Perturbacidvn permiten un  razeonamiento mds claro
para lograr un enbendimiente del wmodelo wmatematico planteado. Los
gsquemas numéricos aun cuando son menns complejos, no  permiten un

razonamisnto adecuyado para resolver el probklema.

De lo anterior se deduce gue los Metodos de Perturbacion son mas

adecuados que las técnicas de puméricas para resolver este tipo  de
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pr-oblemas.

En general se puede concluir que los Métodos de Perturbacidn
representan una técnica muy completa para resolver diversos vroblemas
en los gque no se pueden obtener soluciones analiticas exactas por
maltiples causas. En las referencias (133 vy [15] se analizan vy
resuelven diversos problemas relacionados con la Transferencia de

Calor y Mecanica de Fluidos.
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APENDICE A- LISTADOS DE PROGRAMAS
]

En este apéndice, se presentan los listados de los programas

utilizados vwara obterer los resultados del Capl tulo 1V.

A conlinuacidn se descrilse, en forma breve, la funcidn de cada

uno de los wprogramas.

Programa ESCMUL.~ Este yprograma contiene la codificacidén de 1la
solucidn de la ecuacidn integro-diferencial para el caso laminar. Ewn
éste, se evalda la btemreratura de la wlaca en funcidonp del wardmetro

o, tiempo adimensional T v la distancia adimewnsional x.

Programa ESCMUT.- Este wrograma presenta la codificacidn de 1la
solucion de la ecuacidn integro—diferencial wpara el gaso de capa
iimite turbulenta. Con este programa se obtiene la temveratura de 1la
placa en funcidn del pardmetro o, tiemvo adimewnsioval T Yy la

distancia adimensional x.

Programa ESMUTF.- Este progvama permite evaluar la temperatura de 1a
wlaca en funcion de o, distancia y y wn tiempo adimensional t  fijo.
Este wrograma covresponde wara el caso de capa limite lamimar sobre

la wlaca.

Programa ESMTTF.~ Este programa wermite evaluar la temveratura de 1la
vlaca en funcidén de «, distancia y y wn tiempo adimensiowal 1 fijo.
Este programa corresponde vara el caso de capa 1limite Gturhulenta

sokre la placa.
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Programa ESTUTF.~ Este programa parmite obtener la tediratura de
ew funcidn del parametro o, btiempo vy

la

placa, para el caso turhualento,
distancia adimensionales. Para este casoy los valores de o y v se

calculan a partir de valares covrespendientes para sl caso laminar.

Programa TELATWU.~ E£ste programa evalia la velacidn de la  temperatura
para el caso turbulento entre la femperatura para el caso laminar, en
funcidn del numero de Feynolds vy del btiempo adimensiownal,. Para esto,
se considerd unicamente el primer término de la solucidn asintdtica

para el case laminar y turbulento, esbto es, para wn  valor infinite

del parametro «.
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ESTE PROGRAMA EVALUA EL VALOR DE LA TEHPERATURA £N FUNCION DE
ALFA, TIENPO Y DISTANCIA X PARA EL CASO DE FLUJO LAMINAR SOBRE
UNA PLACA PLANA,

SOLUCTON ENPLEANDD EL METODD DE LAS ESCALAS nULTIPLES

LR R R R e R R R R R RN R RN AR AR AR IR RN LR 3 S
version t

fecha 1 septieabre 1982

elaboro 3 A, Vallejo

LR R Ty RN R R e R R R L R R R AR AR RR R RRRENANS

PROGRAM ESCHUL

DOUBLE PRECISION (ALY, VALN, SUHM, SUMV, CALS, CAlb, ECOF, EFF
DATA BETA/0,20998%4/

DATA DAT1/3.1416/,DAT2/2,506631/ ,DAT3/0,2/,DAT4/1,33333¢

DATA DATS/0.2/

LECTURA DE DATOS DE ENTRADA:

WRITE(R,8)'OEFINE EL VALOR OE ALFA o

READ(E, $)ALFA

WRITE(S,8) DEFINE EL VALOR DE X ;7

READ(E, 13DISK

WRITECE, 8)'DEFINE £L VALOR FINAL DEL TIERPO 1
READ(S B TLEFIN

WRITE(R,§)'DEFINE €L VALOR DE LOS INCREWENTOS DEL TIENPQ &
READ(?, 1YDELTA

OPEN(UNIT=30,F ILE="RESLAN®, ACCESS="SEQUENTIAL* ,STATUS=*0LD*)
WRITE(30,50)

WRITEC30,60)ALFA,DISX

WRITE(30,70)

Se inicializa el valor de TAO en cerod
TAO = 0.0

Se inicia el ciclo para la evaluacion de Ja teaperatura:

0
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IF { TAD AT, TIEFIN ) THEM

Calculo de) valor de °SIGHA = t 3 ALFA™

ASIGHA = TAO § ALFA

Caleulo de Jaescalas =t 0 {1 ¢ (w- 13 )/ ALFR)
ESCS = TAD # ( §, + ( BETA - DATS ) / ALFA)

Se inicia 1a susatoria de Jos terminos que contienen los
valores caracteristicos :

SUKN = 0.0
SUY = 0.0
M=t
=10

Caleulo del valor caracteristico (In) ¢
ALANDA = AN 8 DATI

Calculo del Seraino = (DAT2 / 1n035/2) & (E°(-1n812 1 SIGRA)
Cos{intx)

£01 = (ALANDA 8 ALANDA) # ASIGMA
IF ( €01 (LT, 60,0 ) THEN

£l = -E01

CALY = EXP(EL)

CAL2 = DAT2 / (ALANDA12.5)

CT1 = ALANDA ¢ DISX

CAL3 = COS(CTD)

VAL = CALL § CAL2 ¢ CALY
ELSE

VALN = 0.0
ENDIF

Se suman los teraines @

JE (AN (EQ, 1.0 ) THEN
SUMN = VALN + SUMN
SUMV = SUMN
AR = AN+ 1,0

=Nt
WRITE(S, 3)SUMN
60 10 20

ELSE

SUMN = SUMN + VALN

Se verifica el error permitido para 13 convergencia de la
serie de los valores caracteristicos 3

£RR = ABS(SUMV - SURN)

8l
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IF (ERR 6T, 0.01) THEN
SUMV = SUNN
HRITECH, 1)SUMN
[
N=N+1
G0 70 20

ELSE
HRITE(, 8)5UMN
WRITE(T y$)Vzmemszmesazzannzas)

Se calcula el valor de la tenperatura :

CALd = - DISYH$2 + DAT ¢ DISX$3(1.5)

CALS = - DATS ¢ SUNM

CALE = 1,0 ¢ ( CALY + CALS ) / ALFA

Calculo del valor de £°(-25) @
£2 = -2, $ £5(S

ECOF = EXP(£2)

Valor de la temperatura:

TENP = ECOF 3 CALG

ENDIF
EHDIF

lapresion de resultados:

NRITE(30,30)TAG,ASIGHA  ESCS, TENF

Increnento de tao @

TAQ = TAD + DELTA

60 10 10
ERDIF

Seccion de formafos @

FORMAT(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA EL CASO LAMINARY,//)
FORMAT(2X, 'VALOR DE ALFA EN LA PRUEBA Y 1X,F6.1,/,
2X,' VALOR DE LA DISTANCIA X :1,1X,£5.2,/)

FORMAT(ZX,' TAD ',21,' SIGHA ',24,°
FORNAT(3X,F6.2,28,F1.3,2X,F7.3,21,F8.4)

ESCS

28, TENR 1))

END

6
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ESTE PROGRANA EVALUA EL VALOR DE LA TEMPERATUEA EN FUNCION DE
ALFA, TIEMPO Y DISTANCIA X PARA EL CASG DE FLUJO TURBULENTO
SOBRE UNA PLACA PLANA.

SOLUCION EMPLEAXDO EL METGDO DE LAS ESCALAS KULTIPLES

R e R AR R e R Rs AR RO A RN RRRR R EERRRER HATY]
version 3 1.

fecha & enero 1939

elaboro : A, Vallejo

R R R AR R R AR R R AR A R R RRR AR NR SR ERRRLARER AR LR

PROGRAN ESCHUT

DOUBLE PRECISION CALI, VALN, SUMH, SUNV, CALS, CAL6, ECOF, ERR
DATA BETAZ0,00072672/

DATA DATO/3,1416/,DAT1/0,625/,DAT2/0, 694444/, DAT3/0, 039682/
DATA DAT4/0,71953/,DATS /2,81

LECTURA DE DATOS DE ENTRADA:

WRITE(S, 1) DEFINE EL VALOR DE ALFA 1!
READ(H, DIALFA

WRITE(H,8) 1 DEFINE EL VALOR DE X o)

READ(H,4)DIS)

WRITE(H, ) 'DEFINE EL VALOR FINAL DEL TIEMPO '
READ(Y,TIEFIN

WRITE(1,9) ' DEFINE EL VALOR DE LOS INCRENENTOS DEL TIEHPO o'
READ(}, ))DELTA

OPEN(UNIT=30, FILE="RESTUR®  ACCESS:"SEQUENTIAL* STATUS="0LD*)
WRITE(30,50)

WRITE(30,60)ALFA,DISY

WRITE(30,70)

Se inicializa el valor de TAO en cero:
A0 = 0,0

Se inicia el ciclo para 13 evaluacion de la tesperatura:

83



10 IF ¢ TAO JLT, TIEFIN ) THEW
[
¢ Calculo del valor de "SIGHA = t 3 ALFA":
4
ASICHA = TAO 1 ALFA

Calculo de laescala s =t 8 {1+ (w)/ALFA)

<«

ESCS = TAD & (1. + BETA / ALFR)

Se inicia la susatoria de los terainos que contienen los
valores caracteristicos ¢

Oy

SUKN = 0.0
SUV = 0,0
N=1

Al = 1.0

Calculo del valor caracteristico (In) 3

oo oo

<>

ALANDA = AR DATO

Calculo del termino = (DATA / Jndtid/5) 1 (€°(-1n#32 3 SIGHAI)Y
Cos(lntx)

oo

IF ( ASIGHA LT, 8,0 ) THEN
£1 = - (ALANDA & ALANDA) 3 ASIGHA
CALI = EXP(ED)
CALZ = DAT4 / (ALANDARSDATS)
CT1 = ALANDA 8 DISX
CALS = COB(CTY)
VAL = CALL & CALZ ¥ CAL3
ELSE
VALN = 0.0
ENDIF

Se sypan los terminos ¢

o

IF (AN JEQ. 1.0 ) THEN
SURN = VALN + SUNN
SUHV = SURN
A= AN+ 1O
N=N+}

6019 20

ELSE

SUMN = SUMN + VALN

Se verifica el error peraitido para la convergencia de la
serie de los valores caracteristicos i

[z 2 )

ERR = ABS(SUMY - SUMN)

JE (ERR (6T, 0.01) THEN
SUNY = SUMK

8



AN = AN+ 1,0

L2 e I I

H=l+1
G0 10 20
¢
£L5¢
¢
[y Se calcula el valor de la teaperatura ¢
¢
CALd = - DATT & DISXUIZ + DATZ ¢ DISKIS(1.8)
CALS = - DAT3 + SUMN
CALG = 1.0 + ( CALd + CALS ) / ALFA
o
¢ Calculo del valor de E°(-2s5) :
[
£2 = ~(5./4,) ¥ £5CS
¢
ECOF = EXP(ED)
¢
¢ Valor de Ja temperatura:
o
TENP = ECOF § CALG
¢
ENDIF
ENDIF
" lapresion de resultados:
KRITE(30,80)TAD,ASIGNA,ESCS, TENP
¢
¢ Incremento de tae
¢
TAO = TAD + DELTA
¢
60 16 10
ENDIF
4
¢
¢ Seccion de formstos
¢
50  FORMAT(2X,'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA EL CASO TURBULENTD',//)
60 FORMAT{2X,'VALOR DE ALFA EN LA PRUEBA :*,1X,Fb.1,/,

3 2X," VALOR DE LA DISTANCIA X &',1X,F8.2,/)
70 FORMAT(2X, "TAO *,2(,' SIGMA ',2X,' ESCS °',2X," TENP ',/
80 FORMAT(3X,F6,2,25,F7.3,2X,F7.3,2,F8.4)

END
OO NI I L I L L s R R ey

5
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ESTE PROGRAMA EVALUA EL VALOR DE LA TENPERATURA SOBRE LA PLACA
£ FUNCION DE ALFA Y LA DISTANCIA ¥, PARA UN TIEMPO FLIO,

SOLUCION ENPLEANDO £L NETODO DE LAS ESCALAS MULTIALES
anIu iR R N

version ¢ 1.}

fecha 1 sepbienbre 1988

elaboro 3 A, Vallejo

sodificacioness Se cambio el valor de Ja constante *»°,

fecha del cambio: 3 abril 1989
HRRINUIaiiiInnnnR RN

PROGRAM ESHUTF

DOUBLE PRECISTON CALE, VALW, SUMN, SUMV, CALS, CALE, £COF, £RR
DATA BETA/0,009893/
DATA BATI/3, 1416/ DAT2/2.506635/  DATS/0, 2/ DATS/ 133333/

LECTURA DE DATOS DE ENTRADA:

KRITE(H,$)'DEFINE EL VALOR DE ALFA 1!

READ(R,4)ALFA

WRITE(S#)'DEFINE EL VALOR DE LOS INCREMENTOS DE X »f
READ(#, $)DELTX

WRITECH, 8)'DEFINE EL VALOR DEL TIEMPOD o°

READ{S (1)TAG

OPEN(UNIT=30,F I E="RESLAZ® | ACCESS="GEQUENT IAL* , STATUS="0LD")
WRITE(30,50)

WRITE(30,60)ALFA, TAG

WRITE(30,70)

Se inicializa el valor de X en cero:
o18% = 0.0
Se inicia e ciclo para 12 evajuacion de la tesperatura;

I (DS WLE, 1.0 ) THER

8
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Calcuto del valor de *SIGHA = t & ALFA®:

ASIGHA = TAO ¢ ALFA

Calculo de Jaescala s =4 8 [ 1+ (W -0.2)/7ALFA)

ESCS = TAD & ( 1. ¢ BETA / ALFA)

Se inicia Ja sueatoria de los tersinos que contienen Jos

valores caracteristicos :

Stmh = 0,0

SUMV = 0.0

N=1

M=1,0

Calculo de} valor caracteristico (In) 3

ALAKDA = AN 1 DATY

Calculo del tersino.= (DAT2 / 1nd15/2) 8 (£°(-InsiZ 1 SIGHA)N

(1. + Cos{Indx))
£01 = (ALANDA t ALANDA) ¥ ASIGHA
IF (€01 oLT, 50,0 ) THEN

£ = - E0t
CALT = EXP(ED)
CAL2 = DAT2 / {ALANDAMZ.S)
CT3 = ALANDA ¢ DISX
(AL3 = COS(CTH)
VALK = CALL & CALZ ¢ CALZ
ELSE

VALN = 0,0
ENDIF
Se suman los terainos
IF (AN JEQ. 1.0 ) THEN

SUMN = VALR + SUMN
SUKV = SUMN
RRITE( S, 8)5UNN
A= AN+ L0
=N+l
G010 20

ELSE

SUN = SUNN + VALN
HRITE(H, 4)SUNN

a1
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Se verifica el error permitido para 12 convergencia de la
serie de Jos valores caracteristicos @

ERR =-ABS(SUNV - SUMN}
IF (ERR LGT. 0.01) THER
SUHY = SUMN
A= AN+ L0
N=htl
60 10 20

ELSE

WRITE(8, 1) ==

e calcula el valor de la tewperatura i
CALd = - DISX982 + DAT4 ¢ DISX#(1.5)
CALS = - DAT3 + SUMM
CALE = 1.0 + ( CAL + CALS ) / ALFA
Calculo det valor de E°(-25) :
£2 = -2, 1 £5C5
ECOF = EXP(E2)
Valor de 1a teaperatura:
TENP = ECOF 1 CALE

ENDIF

ENDIF

Iapresion de resultados:

WRITE(30,80)ASIGHA, ESCS, DISY, TENP

Incremento de X ¢
DISY = DISK + DELTX
60 10 10

ENDIF

Seccion de foraatos :

FORMAT(2X,'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA £L CASO LAINARY,//)
FORMAT(2X;'VALOR DE ALFA EN LA PRUEBA :*,1X,F6.1,/,

8



€ 2%," VALOR DEL TIEHPQ EN LA PRUEEA :*,1X,F8.2,/)
70 FORMAT(2X," SIGMA ',2X,' ESCS ',2,' DISX ', 20, TEWP 0./}
80 FORMAT(SX,F6,2,2%,F7.3,20,F7.5,2K,F8.0)

ERD
O suunniinhgnuauaR BN
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ESTE PROGRAMA EVALUA EL VALOR DE LA TENPERATURA SOBRE LA PLACA
EN FUNCION DE ALFA Y LA DISTANCIA X, PARA UN TIEMPG FLJC.

SOLUCION EHPLEANDG EL METODQ DE LAS ESCALAS MULTIPLES
LR R R R R R e R R R R R TR R R AR AT AR AR IR AN

version 3 |,

fecha i enera 1989

elabore + A Vallejo
fpnnnmannnn i aa I

PROGRAN ESHTTF

DOUBLE PRECISION CALI, VALN, SUMN, SUMV, CALS, CAts, ECOF, ERR
DATA BETA/0,1449165/

DATA OATO/3.1416/,DATI/0, 625/ DAT2/0, 634444/, DAT3/0.039682/
DATA DAT4/0.7192203/,DATS/2.6/

LECTURA OE DATOS DE ENTRADA:

NRITE(S,#)'DEFIND EL VALOR DE ALFA ;'

READ(#,$)ALFA

WRITE(#,$) DEFINE EL VALOR DE LOS INCREMENTOS DE X &
READ($,#)DELTX

WRITE(S, )'DEFINE £1 VALOR DEL TIENPO »f
READ(H,4)TAO

GPENCUNIT=30, FILE="RESTUZ® ,ACCESS="SEQUENTIAL " (STATUS="0LD")
HRITE(30,90)

HRITE(30,60)ALFA,TAD

HRITE(30,70)

Se inicializa €] valor de X en cere:
DISK = 0.0
Se inicia el ciclo para la evalvacion de la temperatural
IF { DISX JLE. 1.0 ) THEN
Calculo del valor de "SICMA =t ) ALFA™:

ASIGNA = TAQ & ALFA

90
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Calevlo de Jaescala s =t 0 ([ f - n/ ALFAY

L

ESCS = TAQ- 4 (1, - BETA / ALFA )

5e inicia Ja sumatoria de Jos berminos que contienen los
valores caracteristicos

L T

Suth = 0.0
SUMV = 0,0
N=]

LHICR Y

Caleule ded valor caracterastice (In) 3

oy ey oy

<

ALANDA = AR ¥ DATO

Calculo del termino = (DAT / 1nd01d/5) & (E°(-Ins$2 3 SIGHAY)Y
Cas{lnix}

Y Ty

IE ( ASIOHA LT, .0 ) THEN
El = - (ALARDA 8 ALANDA) $ ASIGHA
CALY = EXR(E})
CAL2 = DAT4 / (ALANDAZIDATS)
CT1 = ALANDA ¢ D1SY
CAL3 = COS(CTI)
VALR = CALY 1 CTALZ 4 CALD
ELSE
YALN = 0.0
ENDIf

L2l

Se suman los teraings

IF (AN (EQ, 1.0 ) THER
SUBH = VALN + SUHN
SURY = SUMN
M=ane )0
H=N+1
6o 10 20

ELSt
SUMN = SUMN + VALN

Se verifica el error pernitido para la convergencia de 1a
serie de 1es valores caracteristices @ :

L R 2 i

ERR = ABS(SUNV - SUHN)

IF-(ERR LGT, 0,01) THEN
SUMV = SUNN
AN = AN+ 10
=N+l
60 70 20

ELSE

9
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Se calcula el valor de la tesperatura ¢

CALd = - DATL & DISX1$2 + DAT2 & DISX$4(1.8)

CALS = - DATS + SUMM

CALE = 1.0 + ( CALd « CALS ) / ALFA

Calculo del valor de E°(-25) @
€2 = - (5./4.) 1 E5C8

£C0F = EXP(ED)

Valor de la temperatura;

TEHP = £COF 3 CALG

ENDIF
ENDIF

lapresion de resultados:

WRITE(30,30)ASIGNA, ESCS, DISK, TEHP

Increrento de X @

DISX = DISX + DELTX

60 TO 10
ENDIF

Seccion de foraates :

FORMAT(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA EL CASO TURBULENTO',//)
FORNAT(2X,'VALOR DE ALFA EN LA PRUEBA :',1X,Fb.i,/,
2," VALOR DEL TIEMPO EN LA PRUEBA :,1%,f5.2,/)

FORMAT(2K," SIGMA *,2X,' ESCS 1,21,
FORNAT(3X,F6,2,20,F7,3,2X,F7.3,2¢,F6.4)

DISX 2K, TEMP '\ /)

EHD

[ R R R R R R R R R R AR R AR R AR AR AL ER AR RRERER)
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ESTE PROGRAMA EVALUA EL VALOR DE LA TENPERATURA EN FUNCION DE
ALFA, TIEMPO Y DISTANCIA X PARA EL CASO DE FLUJO TURBULENTQ
SOBRE UNA PLACA PLANA. LOS VALORES DL ALFA Y TAD SE CALCULAN
EN FUNCION DE VALORES LAKINARES.

SOLUCION EMPLEANDG EL NETODG DE LAS ESCALAS HULTIPLES

R R R R R RA AR E R R PR SRR RRR R ERRRULELELNEL
version & 1.

fecha ¢ junio 1989

elaboro ¢ A, Vallejo

iR snnRBE DI nNn

PROGRAM ESTUTF

DOUBLE PRECISION CALE, VALN, SUMN, SUMV, CALS, CALé, ECOF, ERR
DATA BETA/0.00072672/

DATA DATO/3.1416/,DAT1/0,625/,DAT2/0,694444/,DAT3 /0, 039682/
DATA DAT4/0,71953/ ,DATS/2.8/

LECTURA DE DATOS DE ENTRADA:

HRITE(8,8)1DEFINE EL VALOR DE ALFA LANINAR:!

READCH $)ALFA

SRITE(S,4)1DEFINE EL VALOR DE X &

READ(H,$)D1SX

WRITE($,8)TDEFINE £L VALOR FINAL DEL TIENPO :'

READ(, $)TIEFIN

WRITE($,4)'DEFINE EL VALOR DE LOS INCREMENTOS DEL TIEWPO »°
READ(H, $)DELTA

RRITE(H,4)'DEF, EL VALOR DEL REYNOLDS:'

READ(3, $IVREY

OPEN(UNIT=30, FILE="RESTUR" ,ACCES5="SEQUENTIAL® | STATUS="0LD*)
WRITE(30,50)

HRITE(G0,60)ALFA,DISX

HRITE(30,70)

Se inicializa el valor de TAC en cero:

TAO = 0.0
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¢ ALFA TURBULERTA:

¢
ALFA = (11.567948ALFA)/(VREY140.3)
[
¢ Se inicia el ciclo para 1a evaluacion de la temperatura:
¢
10 IF ( TAD .LT, TIEFIN ) THEN
¢
¢ Calculo del TAD turbulento:
¢
TAOT = 0,086445 # (VREY$10,3) ¢ TAD
¢
o Calculo del valor de *SIGHA = ¢ ¢ ALFA®:
¢
ASICHA = TAOT 1 ALFA
¢
¢ Calculo de laescalas=t 4 [ 1+ (w)/ALFA)
¢
ESCS = TAOT & (1, + BETA / ALFA )
4
¢ Se inicia la susatoria de los terminos que contienen los
¢ valores caracterisbicos @
o
SUMN = 0.0
SUNV = 0.0
M=t
A= 1,0
¢
¢ Calcule del valor caracteristico (1n) :
¢
20 ALANDA = AN 3 DATO
¢
¢ Calculo del termino = (DATA / In#814/8) ¥ (E*(-1nds2 8 SIGHAY)S
4 Cos(ndx)
IF ( ASIGMA (LT, 8.0 ) THEH
E1 = - (ALANDA & ALANDA) 3 ASIGHA
CALY = EXP(ED)
CAL2 = DAT4 / (ALANDAYRDATS)
CT1 = ALANDA ¢ DISX
CAL3 = COS(ETY)
VALN = CALT & CALZ ¥ CAL3
ELSE
VALN = 0.0
ENDIF
¢
4 Se suman los terainos
¢

16 (AN LEQ, 1,0 ) THEM
SUMN = VALH + SUNN
SUMV = SUMN
M= AL
=Nt
60 10 20

[{§:}3
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SUMl = SUMN + VALK

Se verifica el error peraitido para la convergencia de la
serie de los valores caracteristicos ¢

ERR = ABS(SUNV - SUMN)

IF (ERR .GT. 0.01) THEM
SUKV = SUMH
A=A+ 10
N=Nt}

60 70 20

ELSE

Se calcula el valor de la teaperatura :
CALd = - DATI 4 DISK#12 + DATZ 1 DISK84(1.8)
CALS = - DATS + SUmN

CAL6 = 1,0 ¢ { CALd ¢ CALS ) / ALFA

Calculo del valor de E°(-25) 3

£2 = ~(5./d.) ¢ ESCS

ECOF = EXP(E2)

Valor de Ja tesperatura:

TEHP = ECOF 1 CALG

ENDIF
ENDIE

Inpresion de resuliados:

NRITE(30,80)TAQ, ASIGHA, £SCS, TERP

Incremento de tao !

TAO = TAO + DELTA
60 10 10
ENDIF

Seccion de formatos ¢

FORNAT(2X, 'RESULTADOS DE LA PRUEBA PARA €L CASO TURBULENTO',//)
FORNAT(2X, 'WALOR DE ALFA £N LA PRUEBA :',1X,Fb.1,/,

20," VALOR DE LA DISTANCIA X ,1X,F5.2,/)
FORMAT(2X," TAG *,2%,% SIGMA .',2X," ESCS *,2,' TEWP 1,0
FORBAT(3X, 6,2, 20,F7.3,24,F1.3,20,F4.4)

END

3%
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ESTE PROGRAMA EVALUA (A RELACION DE LA TEKPLRATURA, PARA EL
CASO TURBULENTO, TNTRE LA TENPERATURA, PARA EL CASO LAMINAR,
CONSIDERANDD UHICANENTE LA PRIMERA APROXINACION DEL WETODG
ASINTOTICG,

LR R R R R e ey R R e R AR T AR NS RRRRR SR ERRERALES
version 1 1,

techa 3 Febrers 1799

elabory ¢ &, Vallejs

iR RNt

PROGRAY TELATU

DATA DAT1/2.0/,DAT2/1,25/ ,DAT3/0, 086445/

LECTURA DE DATCS DE ENTRADA:

RRITE(S, ) *DEFINE EL VALOR DE REYHOLDS :°

READCE, )CREYND -

RRITECS, ) PDEFINE EL VALOR FINAL DEL TIENPO LAMINAR:?
READ( M TTEFIN )

WRITE(K,8)'DEFINE EL VALGR DE LUS INCRERENTOS DEL TIEMPO 5!
READ(3,$)DELTA

OPER(UNIT=30,FILE="RESTULA" (ACCESS="SEGUENTIAL " STATUS="0LD")
HRITE(30,50)

KRITE(30,60)CREYNG

HRITEC3G, 700

9¢ inicializa el valor de TAQ en coros
T80 = 0.0
Se inicia el ciclo para la evaluscion de Ja temperatura:
IF ( TAO (LT, TIEFHN ) THEM
Calcule del valor de *Re*(3/10)":

t o= 3./19,
CALL = CREVHOSES

%



C- Calculo del valor *2 - (5/4) & 0,086445 1 Resd(3/10)°;
¢

CAL2 = DAT] - DAT2 # DATJ 4 CALI
[
¢ Se calcula el valor de Ja tesperatura i
[

[2 = CAL2 8 TAD

TENP = EXP(ED)
¢
¢
¢ Impresion de resultados:
¢

WRITE(30,80)TAO, TEKP
¢
¢ Incresento de tao @
o

TAD = TAD ¢+ DELTA
¢

60 To 10

EXDIF

¢
c
¢ Seccion de foraatos i
¢

SO FORMAT(2Y,'RESULTADOS O LA PRUEBA',//)

60 FORMAT(2R,"WALOR DEL REYHOLDS €N A PRUEBA :',1%,F10.1,/)
70 FORNAT(2(,® TAD !,21," REL.TENPS. *,/)

80 - FORMAT(3Y,F6.2,31,F3.4)

END
C MBI R I It

9N



APENDICE B .~ SOLUCION NUMERICA

El esquema numérico gque se plantea en este apéndice. resuelve la
ecuacidn  integro-diferencial singular, prara el Caso laminar,
utilizando el Método de Diferencias Finitas v aplicando un desarrolloe

de Taylor para el punto donde se presenta la singularidad.

El contenico de este apéndice, se ha dividido en las siguientes

secciones:

- La primera parte presenta los corcepbtos basicos del Metodo de

Diferencias Finitas.

~ La seqgunda parte describe el desarrolle matematico wara obtener la
solucién numdérica de la ecuacidn integro—diferencial singular para el

caso lamirar,

— La tercera parte incluye el desarrollo matemdtico wara ohbtener 1la
solucidn numérica del tercer término de la Selucion Asintédtica, para

el caso de flujo lamiwar sobve la placa plana.

~ La cuarta parte presenta el esgquema de sclucidn considerado en la

programacidn, para chbterner los resul tados de esta téconica numérica.

- La gquinta parte incluye los listados de los programas utilizados

para obtener los resultados de este esquema.
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Bi.- METODO DE DIFERENCIAS FINITAS.-
Bi.1.—~ Conceptos Basicos.

Los métodos de diferencias finitas se definen como técwnicas
discretas numéricas donde el domivio de interes se representa por un
conjunto de puntos o nodos y la informacidn entre estos puntos se

obtiene mediante expansiones de series de Taylor.

La técnica de diferencias finitas consiste, en torma hbreve, en
subdividir el dominio de la ecuacidén diferencial en un ndmero finito
de purtos emmallados. La derivada de la funcidén de cada punto se
sustituye por una aproximacidn de diferencias finitas. Finalmente, se

obtiere el valor de la funcidn para cada punto.

La notacidén de lo antevior, se deduce a partivr de udx), una
funcidn continua de una sola variable independiente ». Discretizando
el dominio x (ver figura No. B1> en un ceonjunto de puntos o nodos,

tal que

wlnr) = w(rh) = ur , r =0, 1, Z,.... (B.1)

donde vh representa la coordenada del nodo, el entero r denocta la
posicién del nodo a lo largo de la coordenada » con  respecto a un
dato especifico , usualmente v = O para ¥ = O. E1 wvalor de h es

constante y representa la distancia entre nodos.

Por otro lado, las expansiones de las series de Taylor son muy
importantes en la formulacidn y clasificacidn de los esqguemas de
diferencias fTimitas. Por lo tanto, aplicando uma expansidén de 1la

serie de Taylor para u(x), en el purnto xr,

rZ rS
1 t
wCotr+h) = udnr) + hux] o+ — wax| b — x| taaa. (E.2a)
Tz oo r
[
|'|2 hs
wr—=h) = wxnr) — hux] He— XX — e uxxx L (B.2k)
oo Tooa i
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U .
uend udury = wirh) = ur
> ¥
[&] h 2h Ih dh Sh (n—=1%h nh

Figura No. Bl.
Discretizacidn de u = u(x) por diferencias finitas.

Rearreglando las ecuaciones anteriores, se obtiene

ulnrth) - wlw)  h n?
ux| = e = — x| = — uxxx| - ... (R.3a)
r b - r < r
uixrd) - ulxr—hd  h W
x| S e o wxx |~ — uxax| b L.l (B.3L)
r h 2! T r

La expresion (B.3) define dos aproximaciones posikles para la

primera derivada de u en ur,

u{xr+h) — adxr) n - u
. (R.da)

[}

uxlr =

h b

ulxr) — ulsr—h) uo o= u
(R.dk)

uxl X
r X

h b

La expresidén (B.4a) se conoce como aproximacién por diferencias

finitas hacia adelante, vy la (B.dl) hacia atras.

Dehido al truncamiento de estas series, se presenta un error, Er,

asociado a la aproximacidn. Este error puede caracterizarse por el
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primer y mas dgrande término de la serie truncada, o sea

h »r 2 F £ wrth
Er = & — lexlf = 0ch), (R.SD

2t wr—h £ ¥

1A

»r

Se dice gque este error es de orden hy, QOCh), y representa un valor
abksoluto mds pequefio que Ah (A es una constante) rara h

suficientemente peguefio.

61 se suman las ecuaciones (B.3a) y (B.3k) y se despeja el valor

de ler, vesulta la aproximacidn central

ur) = A T2 (B.6)

Zh
con el primer término truncade igual a

h?

- = UXxx‘

¢ wr-g £ F = jret
&

y entonces, la ecuacién (R.&) es de O(hz). Festando (E.3a) de (EK.3k)
y resolviendo para uxxlr, se tiene

1 - 2 + U

r

-1

(B.7)

u>o¢|r =
donde tamhbién, la ecuacidn (B.7) es de O(hz).

Estos conceplos se pueden extender de manera directa, para
aproximaciones de diferencias finitas en dos dimensiones, ©0 sea
u(x,y>. Para este, la figura B2 muestra uma malla para wuna ecuacion
diferencial en dos dimensiones. De ésta se puede deducinr lo

siguiente,

dur,s © l.ls -y

=], = ST ah (B.za)
ax ts
dur,s s wtto 8

=uy| = = T+ ack : (B.8L)
ay T [
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Y
rrys+l
o o] ° °
+
[
$
© o] © r~1,s o o r+l,s
’(—' h — "y 5
O o—3 ©
» rys—1

Figura No. B2.
Enmallade para una aproximacidén de Diferencias Finitas

en dos dimensiones.

. : B N -
En la aproximacion para ux|r s, 21 fndice s es constante ( vy =
B s - . .
constante), mientras gque en uy] , 81 indice » e constante ( » =
r

constante).

La éegunda derivada de la funcidn u(x,vy). se obktiene en forma

semejante que para w(x), es decir,

B - i=1 8
a LN S N 2
l_lxxl = F OChT) (B.9a)
r hz
-1
s W 2® e 2
r T . 4
wyy| | = e KD CE.9b)

La takla E1 muestra un resumen de algunas derivadas que se wueden
ohtener por aproximaciones de diferencias finitas, siguiendo los

pasos descritos anteriormente.
Otro concepto importante en las aproximaciones por diferencias
finitas, es el de manejar derivadas mezcladas. BSuponiendo que  se

requiere representar por diferencias finitas a uxy:
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Tabla No. RE1.
Aproximaciones por Diferencias Finitas para dos variables

independientes (h = k).
Aproximacidn por
Derivada diferencias finitas Grden de error
us+1 + 0
uxi® -t Tchd
r
h
(XY -1
rot WIP)
[
-]
ur+1 - Jr—x 2
ach™ >
2
h
~u9+2 * au°+1 - 2
z z ach’™)y
Zh
u® s 2u® 4+ u
lein rr zr r- C‘Chz)
b
a+1i 8-1 8t+2 8—1
Lk L bl & + ou
'Jx)'li r+1 r+1 - r—1 r-4 Cl(,hz)
dh
s d%u s a3 aun s .
uxylr= = e— — (B.10)

andy 'r axn ay Ir

Upa representacidon  por diferencias finitas de la ecuacion

anterior, se puede deducir a partir de la ecuacidn (B.6),

a au s 1 du s du

ax ay 'r Zh ay

+ 0¢h%y (B.11)

r+t ay

La derivada con respecto a y se aproxima en forma andlega:

B+1 s8-1 2
a 1 Uil T Yo Kk [
r
nylr = — —_— uyyy[rﬂ *oaaeas
2h 2k 3!
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usﬂ. _ s-1 ”2
o uyyy [+ eaen |+ 0en® (B.12)
ek 3! )

Introduciendo ahora una aproximacidn por diferencias centrales de

la forma,

a 1 s 8 2
S [u.vyylrH - uyyy| ] + 0ChT) CE.13)

2h

y sustituyendo en la ecuacidn anterior, resulta

B8+ s+1 -1 8-1
8 1 " - u - u + 2

e B Bl IR T (B.14)

2h 2

En general, 1las aproximaciones por diferencias finitas en
2—-dimensiovies pueden extendevse ew una forma directa al espacio de

J~dimensiones o al espacio de 3-dimewnsiones y el tiempo.

De lo anterior se puede deducir gue para cualquier ecuacidn
diferencial parcial existen muchas posibkles repvesentaciones de
diferencias finitas y se prefieren agquellos esguemas con errores de

truncamiento locales pequelios.

A continuacidn se deducen algunas de estas aproximaciones para
las ecuaciones parciales de tipo parabdlico, dehido a que la ecuacidn
integro—diferencial, deducida en el capftulo 1II, pertenece a este

tipo. Por 1o tanto, tomando como base el siguiente modelo parakdlico,

ux = Wyy (B.15)

se evaltan diferentes aproximaciones para resolver este tipo de

ecuaciones.

Estas aproximaciones se clasifican en dos tipos: explicitas e
implicitas. El mé&todo euplicito evalda el wvalor de la funcidn
kpartir de cantidades que va son conocidas. Este método es simple vy

econdmico en lo gque respecta al esfuerzo de c&lculo, pero estid muy
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limitado en cuanto a su estabilidad numérica.

En el método implicite, la evaluacidn de la funcidn no solo
depende de términos conocidos, sino gque también considera valores
adyacentes de la funciodn, gque son desconocidos. Pava conocer laos
valores de la funcidn se necesita resolver un sistema de ecuaciones

simultaneas para cada intervalo de tiemypo.

La nomenclatura para deducir estas aproximaciones se ohtiene a
partir de la ecuacién (B.1d). Considerando que u(x,y) es continua vy
que tieme suficientes derivadas, es simple mostrar por repetidas

diferenciaciones que,

Uxx = Uyyyy, UXXX = LYYYYYY, »22.43 Umx = uU2my (B.16)

- s
Desarrollando una serie de Taylor en torno a ur, resulta

n? h®
T
° = u¥ hl.lx‘s A — l.lxx‘B o o Tt eeienan {(B.17)
r+4t r r - r r
usando (B.16) y h = pkz se tiene
1 2
W o= ut B+ - D+ L.l (B.18)
r+i T 2

donde
2 =1 4 k-]
3 = Ko D= k w
B wyl, v yyyy |

De la misma manera, se puede derivar lo siguientej

1 1 1 1
W, = utpB+ —pDt—p’F e —p'HE — "3+ ... (B.19)
r=1 z & 24 120
1 1 1 1
Wt w7t = 20 4 B4 e D b —— F + H o+ J 4o
r r 12 E60 20160 1214400

(B.20)
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B+2 g-2 4 8 4 8
+ 0 =20 4+ 4B + —~ D + — F 4+ —— H + J + .. (R.21)
r v 3 45 315 14175

. ] ]
donde F,H,... se definen como Kk uyyyyyy, K Uyyyyyyyysece-=

Por el use directo de 1a serie de Taylor o por una combinacién de
las expansiones anteriores, se pueden desarrollar aproximaciones por
diferencias finitas para el modelo parahédlico (E.15). A& continuacidn

se& calculan algunas de las posibles combinaciones.

B1.2.- Aproximacién Expli{cita Clasica.

Multiplicando la ecuacidw (B.20) por p y restanido el resultado de

(B.19), se tiene

1 1 1
S S I I e B R L
i " r z & &
, !
(p" — — 32 F + .... (B.22)
60

Esta forma de diferencias finitas se conoce como Aproximacidédn

Explicita Clasica,

8 _ N 8 . B+ s~-1 =
u, = Ze) u_ * o Cul +u ) (B.23%)
donde el error local de truncamiento tiene su parte principal igual a
(1/2y p ( p — 1/6 > D. Con esto, se dice que la ecuacidn (B.23) es

OCk® + kh®y o OCh + K%,

La figuva B3I muestvra los puntos de la malla correspondientes a
. N e
esta aproximacidn, y en la cual se ohserva que U puede calcularse
s + . -1 5 s+ 1
a partir de los tres puntos inferiores, U ur ¥ u_ooo-
Con bhase en este modelo, la ecuacidén (B.1T) puede aproximarse yor

la expresidn,
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v+l,s
@
© [o] [o]
rys—1 | ) r,5t]

Figura No. B3,

Esquema de la Aproximacidén Explicita Clasica.

E - - (B.2d)

Bl.3.~ Aproximacidn Implicita de Crank-Nicolson.

La aproximacién impllcita de Crank—-MNicolson se define como,

Z {p + 1) u: - p Cus*t + ua_‘) =2 {1 - p u: +

+1 r+t “r+1

o (u:+1 + ua—‘) {(B.25)

r

ta figura Bd muestra el esquema de esta aproximacidn implicita.
£1 error de truncamiento para la expresidon anterior es -~ ( hkzl

12 Juay, y por lo tanto, la apreximacidn es D(h9 + hkz).

Aplicando este esquema a. la ecuacidn parabdlica (B.13), se

. ohtiene,
8
" +1 T
T
|_|x-uyy:0=.._._._—___.__--
b
@+l ® 8=1. 328 B e-1
Cu 2u + 0 ) 4 (u ~ 2 4+ u )
T+l r+i r+3 T r r

(R.26)
212
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r+iys—~1 r+l,s 1,541
[o] © (o]
o] o] ©

Ty 5+1 Ty 5 r,5—1

Figura No. Bd.
Esquema de la Aproximacidn de Crank-Nicolsomn.

Qpsérvese que la funcidn ui*‘ no esta dada directamente como
dependiente de las funciones del tiempo anterior, sino gque también

‘depende de las funciones desconocidas en posiciones adyacentes.

Una ventaja de este método es la de ser estable para cualguier

valoyr de h y %k, aunque para valores pequefios es mas preciso.

Deducidas estas expresiones, el siguiente paso consiste en
aplicarlas a 1la ecuacion integro—diferencial del capitulo II de este

trabajo.
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B2.~ SOLUCION DE LA ECUACION INTEGRO-DIFERENCIAL.

B2.1.- Solucién Numérica de la Ecuacidn Integro-Diferencial.

La ecuacidn integro diferencial (2.2Zd4) deducida en el capitulo
I1, se rvesuelve con el Método de diferencias finitas expuesto
anteriormente. Para esto, se utiliza la aproximacién implicita de

Crank—Nicolson.

La ecuacidn integro-diferencial es;

a8 ‘e el 1 X =yae 177 e L
Pl T L - (E) © g man
at ax Yx Y x x dx
con condiciones de fronwtera e iniciales:
20
—_= 0 vara x = 0 vy x =1 (B.23ay
ax
6 = 1 para ¥ £ 0 (R.28hL)

Antes de aplicar la aproximacidén de Crank-Nicolson a la ecuacidmn
(B.27), primero se resuelve la parte integral de la misma, empleando
el esquema numérico que se describe en la veferencia {211, para una

integral semejante.

Por 1o tanto, wara evaluar la integral,

1 & — asa 17¥7% 4o _ .
fex) = ______.f 1 - [%—] —— 4% (R.29)
Tx J dx

primero se hace el siguienle cambio de variakle,

7= 7 (B.30)

que sustituyendo en (B.Z7), se obtiene

z

1 de 4z
£(2) = — (B.31)
') 47 oz - DY
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Considerando incrementos AZ para la coordenada Z, se puede

definir 1a posicidn del punto N como NAZ. Con  esto, la ecuacidwn

(B.31) camhia &

N N KAz _
F(NAZ) = '-'-————;;5 } (f_l_g ) f "———:{11:——17; (B.32)
{(NAZ) dZ “x 2 - 1)
K=41
(K-1) Az

La'integral de la ecuacidn anterior se resuelve considerando el

siguiente camhio de variable,

W= (Z - 2Hy° (R.33)

con el cual, la integral de la ecuwacidn (B.32) es igual a

KAz _
J __Jﬁgrjjé = - 3 f WAy = - -2 ¥ o=
(Z - 1 2
(K-1)Az
- 2s3 whz
= - =z - DY (K. )
z (K-1)> A%

Con la ecuacidn (B.34) en la (B.32) se¢ tiene

N
FONAT) = —L 2 [ﬂ.ﬁi)x [—5] x [cNAz—KAZ')”‘“‘—
Nazy*? £ Laz z

INAZ — (K - 13 az1%7® ] ¢R.3S)
simplificando
279 N
FoNazy = - 2 x AL } ( 35_’-] [CN R SN VI 1)”"‘] (E.36)
2 azytP L a7 i

La derivada de/dZ puede aproximarse por diferencias finitas

mediante la forma implicita de Crank-Nicolson,

L+s L+ L t
da 1 g - g a - 8
[ _ J - K+i K-, _Kn K-1 (B.37)
dZ z ZAZ Z2AZ
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y sustituyendo en (RB.36)

> ~1-9 N
K AZ L1 Lrd L L
P> = - = ey E [ (6s =8, ) * (0., -6._,) ] x
K=1
[ (N =K - (N=-K 4+ 1y ] (R.33)
El siguiente paso consiste en aplicar a la ecuacidn (B.27), el

métoda implf{cito de Crank-Nicolson deducido en la seccidn anterior.

Sustituyendo primero la expresidnm (B.33) en (B.27) se tiewne :

a0 o’e ev 3 az'”? ¢ tr1 te1
Tttt e s 2| (% )
ot ax VX8 Az 7t L
t t 279 279
(6, -9.,) CN = KDY = (N=- K+ 1) (B.3%)

Aplicando la aproximaciédn hacia adelante (ecuacidn HR.da) para

ae/ar,

L+41 L .
a6 8N  + 6N
— (B.40)
ar AT

Para aplicar la aproximacidn ypor diferencias finitas para 1la
derivada parcial aze/axz, primero se camhia la coordenada x por Z, 0

sea

7 = x9/4

la derivada a’e/oxz cambia aj

o’e 3,00 7 L, 9®
) S (E.a1)
ax 16 97 16 72

Aplicando las aproximaciones por diferencias finitas centrales,

segin el método implicito de Crank-Micolson, se tierne,
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L4 L+ t t
a8 1 6N+1 — 6N-1 ON+1 — ON-1
_—= - + CR.42)
az z 2AZ ZAZ
2 L+g t+1 t+1 |8 1 t
a e 1 OGN+t — ZON + ON-1 @GN+t — 26N + ON-1
ri 2 + Py (R.d43)
-4 2 AZ AZ
sustituyendo (R.42Z) v (B.d43) en (B.d1)
2 L+1 L1 L L
a’a 2 1 ON+1 ~ ON-1 BN+t — ON-1 9
— = — __ 77573 _ + +— 27777
ax 16 d AZ AZ 16
L+a L+a L+s t t L
1 BN+1 — Z6N + 6N-1 ON+1 — 28N + ON-1
- 2 + P (B.dd)
pd AZ AZT

Aplicando (B.dd) y (R.40) en (B.39), considerando x = Z yZ =

NAZ, se obhtiene

t+1

6o B (NAZ3 YT 3 (NaZY T L+1 1 9ot
_——— 4 _—— o — — ON-1 -+ -~ —_— - — X
(NAZH?? 3z az? &4 AZ AT 16

(NAZ)Y 2 et 0 (NAZY 2?34 (NazZy PP Loy 3 1
—_— N o+ | — - — BNvs 4 -
Az® 32 A7? ed A7 a NY%a7*?
L
N [ L1 201 6N o
X (exu—ex-x)[(N—;{)“”-(N—K+1)""]:—————*
AT 32
K=1
¢NAZ)2? ¢ L L 3o (NazZ) 27 L L 3
[9N+1—26N+9N—1]+————-——-————[6N+1—6N—1]——
Az? 64l Al a
1 N L L
P g— } ( xrs - Bxc- ][ (N = K322 (N - K+ 1377 ] (B.45)
1/3 273
Nz L
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B2.2.-.~ Condiciones de Frontera e Iniciales.

En este punto se obtienen las aproximacievnes por diferencias

finitas de las condiciones de frontera definidas en (R.28).

Por 1o tanto, para la condicidn de frontera en x = 0, se tiene
que la ecunacidn integro-diferencial (B.27) ypresenta una singularidad.
Esto impide guwe se pueda aplicar la expresidn (R.45) deducida

anteriormente.

Para evitar dicha singularidad, 1a ecuacidon (B.27) se puede

expresar, parva x = 0, como,

a8 e a1
et —— = (B.d&)
ar O Y x

considerando el camhio de variable Z = » , se tiene

06 o*s & St s’e 1 _ o8 ]
— = — = L-2/9 ~ gt o CE.47)
2 2 - 279
2T ax Y x 16 az 3 az z
para Z = 0, la condicidn de frontera establece 86o/82 = 0 y 1la
ecuacidon anterior se veduce a
48 Fet ae 0O @
_— —— z” - Ry (B.d4&8)
ar 16 az z
La singularidad en 2 = 0O se gpuede evitar covnsiderando un

desarrolle de Taylor en la vecindad de este punto, o seaj;

1 az* 11 i ~
B1(AL) = G0 + AL G0 * - B0 + .o uus {(B.d43)
@

1
y con la condicidn de frontera Go = 0,

az®
G1{Al) = B0 + — Bo + .... (R.S0O)
2
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11
Despejando BGo y sustituyerndo en (R.d2),

2rn 880 2 61 — Bo
z —_—= - [ — ] - Bo (B.51)
aT 8 AZ

para el punto Z = 0, la ecuacidn (B.351) se reduce aj;

7 a
Go = 2 { 81 - Bo) (B.S2)
3AZ
de esta expresidn resulta una aproximacidn para evaluar 8 en Z = 0,
esto es
Jar
Bo = — B1 (B.S3
BAZT + Fa
La otra condicién de frontera en Z = 1, es
ae
—_—= 0 (B.5d4)
az
Dekido a gque la expresidn (B.dS) define un punto ( Z = 1. + AZ )

mas alla del 1limite de 1la placa, es necesario establecer otra
ecuacidn para eliminar a dicho punto. Esta ecuacidn se obtiene de 1la
condicidn de frontera (B.3d) y de una aproximacidn por  diferencias

finitas centrales. La expresidn es

ae B1+Az — B1-Az

—_— = = Q (B.55)
a7 2AZ

de donde se deduce:s
B1+bz = Oi-Az (B.SE)

Finalmente, la condicidédn inicial para la ecuacidn (EK.d45) es,

8(Z) = 1 para T =0 (B.S7)
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B3.— EVALUACION DEL TERCER TERMINO DE LA EXPANSION ASINTOTICA.
B3.1.— Solucidn Numérica del Tercer Término de la Expansién

Asintética.

En esla seccidn se presenta la splucidn numérica del tercer
término de la solucidn asintdtica (3.92) deducida en el capfitule III,
para el caso lamivar. La finalidad de esta solucidn es permitir
comparar los resultados deducidos con una expansidén de 2y 3

términos.

Para esto, se parte de la ecuacidn (3.92) deducida en el capitulo

III, o sea

oo, e, ) a 1
-2 ~=-zZe ze 0.009893 — 2% + — 7% - 4 &
14 ax 3 =] 10 ¥ x

o J [ L [ § ]9/4 ]~1/n( -3 ) % } N T

-
2

o Exp{-in o) 1 n z 8/4 4-1/9
}: Cos(any) - + J[1— (—] ] x
n=4 27 x x

N

Sen(iny) dx } B.53)

Considerando gque la solucidn tiene la forma siguientes

= b b R, 59
62 60 X Tx,0) (B.39)

y sustituyendo en (B.33),
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ad a'@ d 1 1 i
_—— e —— = = 7 Q. 009393 — x L - Xa/z - - —_
do  ox 3 5 10Y% v =%
x X N4 qmtra 2 _ o Exp(—in o)
J [ 1 - [ - ] ] (%~ x ) 9% } - = z X
o x nE
1 An (K X 374 -1s9 L
Cos(Any) — + J [ 1 - [ - ] ] Sen(any) dx (B.&0O)
2 x 2x x

Para resolver la ecuacidn anterior, primero se deduce el valor

mimérico de las siguientes integrales,

X \3/4 -1rs3 _ — 12 _
I[I—[-—] ] (x-Xx ) dx (B.61)
° x
definiendo,
E asa :
u = [ - J v (B.&Za)
¥ .
x=axu’? CEL6Z1)
— 4 fog:} ' )
dy = - x u du : (R.62c)
3

y sustituyendo en (B.61)

4 . 1 "‘5/ 3 d o u
- J ___——7773 dua - : x I —— du (B.&3)
3 (1 - u) 3 ° [ IENTH

Aplicando la funcidnm Beta a las integrales en (B.&3), se tiene

1)

o

374 q-273 — 1,28 — 2 3,2
] x - x Jdx = 0.9750zé6x" - 1.2x (B.6d)

a s g
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Para la solucidn de la integral,

-Gy

o

®i

Sentany) dy (B.&5)

primero se aplica el cambio de variable definido ern (B.62), 0 sea

J -t

Q

1 tr9,. . 1,3
u/ Sen(yAnu /)

3,4 4-1/3 o d
) ] Senf{Anyddy = — xJ 3 du (B.&6)
3 (1 - u)

2

X PRI

La integral anterior presenta una singularidad para el limite u =
1, lo cual se puede evitar si se considera uwa aproximacidw del valor
u =1 - g (donde £ — 0). Para poder aplicar este limite, primero es
necesario comprobhar gue la integral es convergente de acuerdo con el

teorema definido ew la referencia [22], vy que es el siguiente,

p

Si lim (ux = a) TF¢u) = A, entonvces
N> a
b
j fny dn es convergente si p < 1 v A es Finitta.
(=%

Aplicando el teorema antervior a la integral (R.&6), se tiene
s Tk Sen(xknul/a)
lim (1 —-u) = Sen{yin) (B.&7)
179
u— 1 1 - w

donde p = 1/3 < 1 vy A = Sen(xhny. E1 wvalor de A es finito para
cualquier valor de 0 £ x £ 1 vy por 1lo tanteo, la integral se
considera convergente.
&
Debido a la complejidad de la integral (B.66), ésta se resuelve

numéricamente empleando la regla trapezoidal, o sea,

[’_h G2 5en o™y h

dy = —0 [ fou_yxo + Zf (u oy + 2F_ {u_,x) +
(1 - u)a/s 2.0 o o 1 2 2

m-~1 e

eat 2F Cu 1,x) + fm(um,x) ] =



donde,

1/9 . 1/3,
X Sen(xinu >
- n m

f o ,x)
m"m 173
(1 um)

Sustituyendo (B.&d) y (B.AZ) en

&  9°%
- — 4+ —— = = 2{0.009893 - x"
ac an

s 2

- 1.2

0.9750266 2"

1 Anx " 2h
- [

2

o x

simplificando tévrminos,

Folugs2) + F Cu yx) + 2 )

x } -2y

w
)
n= 1

f.ocuo"x) * 1..wu(umvx) * zi,Zo fx
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tm~1)
(B.62)
L=0

(B.60) se tiene

1
10 ¥ »

+ +

Exp (—An o)
* Cos(hny) —

5,2
An

_L(ui_i,x) ] } (B.&69)

{m=-1)>

0 9% X 1
- — o —— = 0.3300213 + 2 ¥ - 4.6167197 X777 - + 2.4 x -
dor 3x s Y x
o Exp(~knzo) 1 anxllu
2 ¥ Zn z X { Cos(hamy) - 4+ [ FoCu 1)
n= An?? 2y x 3 ° e
(m=-4)
+ fm(um,x) + 2' fl_i(ui_.‘,x) ] CEB.70)
L=0
Esta ecuacidn se resuelve empleando el método implicito de
Crank-Nicolson, definido en la seccidn B1.3. Para esteo, primero se

‘aplican las siguientes aproximaciones pov diferencias—finitas;

11&
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@ "t -al
—_ " (B.71)
dor Ao
LAk TS MR NAESE M BN T NITRESIE-C MR M
— = (B.72)
dx 2 A
dondes; Xy = N Ax
aL = t Ao
N = representa el punto a evaluar en la direccidn x
t = representa el punto a evaluar en la direccidn o

Sustituyendo (B.71) y (B.72) en (B.70), se tiene

1+1 L L4141 gttt L+ 1 _ Azt t
B, %, . @NM - e ) @NH 28, F‘I?N--x) -
Ao

2 Ax
2 a2 1 ~1/2
0.3800213 + 2(NAY)® — 4.6167199(NAx) - — (NAZ) + 2.4 (NAY) -
©® Exp(—Ain tAo) (AR % anNax'?
2 —i * { Cos(hnNAx) — + X
né 2 3
(-1
[ F U WNAXD + F (u  NAY) + z'Eo f‘_,L(,ui__L,NAx)] CB.73)
£

Agrupande términos se obtiemne una expresidn general para evaluar

la temperatura de la placa por la técnica de Diferencias Finitas, que

ess
2 2
Ax Ax
0.5 &' 7* - [—] gt w058t = - —al-os (8, -z +
N-1 Ao + Ao +1
@L , ) + 0.3300213 Ax? o+ 2 NiAx® - d.e16719% NP72Ax* - 4.6167199 X
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N2 @  Exp(—An tAc)
N 2Ax" % - 4 3.4 NAY® - 2 Ax® YER 2 —_— &
5 nl oy A2
NA ™% ameNa R
Cos(AnNAY) - - + " [ fOCUO,NAx) + fm(um,NAx) +
{m-12
+ 2 'zo f‘l_,t(,u‘_,l,NAx)] (B.74)
1=

B3.2.- Condiciones de Frontera e Iniciales.-—

Las condiciones de frontera e iniciales que dehen satisfacer la

ecuacion (B.7d), son

2(x,0) = 0.0 (B.73)
a5 (0,0)
= 0.0 (R.76)
ax
% (1,00
—_— = 0.0 (R.77)
ax
Coma se puede observar, la ecuacidén (B.74) presenta una

singularidad en 3 = 0. Para evitar esta singularidad, 1la ecuacién
(BE.7d4) no se evalua en dicho punto, wutilizando para esto, la
condicidn de frontera (B.76) para deducir el valoyr de la funcidn, o

sea
QO(O,a) = §1(Ax,a)

Por lo tanto, para resolver la expresién (B.70) a partir del
punto NAy = Ay, es necesario evaluar primero las siguientes

aproximaciones por Diferencias Finitas:

- Sequnda derivada de & con respecto a x
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o%s 3
P = —— C(R.72)
ax N Ax

aplicando a @x la aproximacidédn por Diferencias Finitas definida en la
tahla Bl,

_ ‘I‘Lﬂ. + d {‘L+1 -3 ‘I‘L+1
‘ixl’:vi - N+2 N+1 N (8.79)
2 Ay
Y
O T
ooy = (B.50)
2 Ax

sustituyendo (B.79) y (B.20) en (B.73), se tiene

2 _ ‘I‘tﬂ + d §t+1 -3 q;“" + i“' -4 q-" + = §L
a3 N+2 N+1 N N+l N N-1
= (B.81)
ax® In 2 ax®
Fara N = 1, la ecuacidn anterior es igual a
2 S ST M- I S SR S O 3
ae 3 2 1 2 1 [
= (B.22)
x> |1 2 Ax®

Sustituyendo las ecuaciones (B.32y y (B.71) en (B.70), se tiene

sz - sz
~ &
[— - - ]{"” vz —os ettt =2 Dt - os( 8l - a8t o+
- 1 F k] 1 2 1
Ao 2z Ao
L 2 4 7?2 Ax—g/z
T B, ) ¢ 0.3800213 Ax” 4+ 2 Ax" - d.6167199 Ay - +
S
. s . ® Expl-An’tao) Ax7% anax'®n
Z.d4 Ax] - 2 AR z —— —— { Cos(AnAx) - + x
572 - -
ns 1 An 2 3
{m=12)
[ £ oCu yNAX) + F Cu NAY) + 2 izo f't_,t(l.ii_i,NAx)] (E.83)
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La expresidén (B.33) solo se emplea pava el primer punto de la
placa, o sea en x = Ax. Para 1los ypuntos restantes se wtiliza 1la

ecuacidn (R.74).

La otra condicidyn de fronteva, en x = 1, implica lo siguiente;

% §| -~ @l
— X8 XX g (E.2d)
ax Z Ax
y por lo tanto,
[ = 3 B.R%TD
lx—Ax ‘xwx ¢
Para evitar una inestabilidad del método numérico en la regidn
cercana a x = 0, y al emplear la ecuacidn (B.33), se utiliza el

enmallado mostrado en la figura BS. Esto se dehe a que en la regidn

cercana a y = 0 se Vvieme gradientes muy grandes de la funcidn $.

[+
tAe - - - - -
3 - -
2 - ——
1 - —— - —
o N
0O 1 2 3 ... 0 9 10 41 12 svesawersaaNAY ooy
}— Ax = o.0005 —— Ay = ©.001 —»

Figura No. BS

Enmallado para evaluar la funcién &(NAy, tie)
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Bd .- ESQUEMA DE SOLUCION.

En este punto se presenta el diagrama de flujo a partir del cual
se define la programacién para evaluar numéricamente la temperatura
de la placa [ B8(x, 75 o) 1 y la funcidn &{(x,o) que representa 1a
solucidn numérica del tercer término de la expansidn asintdtica para

el caso laminar.

Bd.1.- Esquema de Solucidn para Evaluar 1la Temperatura de 1la

Placa.-

A continuacidédn se deduce el diagrama de flujo wara resolver el
sistema de ecuaciones simultaneas gque resultan al aplicar la ecuacidn
(B.4%) a cada punto definido por el enmallado de 1la placa, a wun

tiempo determinado.

El procedimiento ypara evaluar la temperatura sokre la placa, es

el siguiente:

1.~ Definir el valor de alfa (ay, los incrementos de la distancia vy

del tiempo para la exupresidn (B.d5).

2.~ Considerar la condicién inicial del problema para el tiempo T =

0, expresion (B.57).

3.—~ Evaluar la ecuacidn (B.d45) para cada punto del enmallado. Para el
punto inicial de la placa (Z = 1) se utiliza la ecuacion (B.53) para
obtener una aproximacidn de Bo. Con esto, resulta un sistema de

ecuaciones simultineas, para un tiempo determinado, de la forma,
[Al [X1 = [B] (B.5E)
donde:

[A] es la matriz de coeficientes

[X] es el vector de temperaturas en cada punto de la placa
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[B]} es el vector de constantes

d.- Resolver el sistema de ecuaciones simultaneas mediante el  método
de descomposicidwn LU, Este método consiste en transformar la matriz
LAl ewn el producto de dos matrices L v WU, en donde L es una
triangular inferior y U es una matriz  triangular  superior con  su
diagonal principal igual a uno {1). Posteriormente, el sistema A X =
B se resuelve por sustituciones retroactivas, es decir, primero se
resuelve L Y = B y después U X =Y.

S.— Incrementar el tiempo y ejecutar nuevamente los ypasos 3 y 4 hasta

que la placa alcance la temperatura ambiente.

En la figura siguiente se muestra el diagrama de fluwjo, donde se
detalla el esquema para evaluar la temperatura en toda la placa, en

funcidn de la distancia Z, el tiempo T y el valor de a.
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INICIO

INCREMENTOS DEL TIEMPO Y LA DISTANCIA PARA

~DEFINIR LOS
Aw>

EL ENMALLADO DE LA PLACA (AT v
—DEFINIR EL VALOR DE o
~FIJAR LA CONDICION INIGIAL DE LA TEMPERATUTA EN TODA

LA PLACA

—IMPRESION DE
RESULTA-,

—SE INICIA LA EVALUACION
DE L AS ECS. PARA CADA
PUNTO DE LA PLACA

POS = 0.0

Pos £ EXTREMO

NO
l PE LA PLACA?
~SE CONSTRUYE LA MATRIZ A
DE COEFICIENTES
—SE CALCULAN LOS COEFS. DE LOS
I TERMINOS DE LAS EGS. EN FUN--
CION DE o, AT, AZ Y PpoOsS
~SE RESUELVE EL SISTEMA DE
ECUACIONES DEFINIDO POR: T
[A) (X} = (D)
~SE EVALUA EL TERMINO CONSTANTE
UTILIZANDO EL METODO DE
DE LA ECUAGION, QUE ES FUNCION
PESCOMPOSICION LU
DE LA TEMPERATURA DEL TIEMPO
1 ANTERIOR
B (POS)
—TABULAGION DEL WALOR DE LA
TEMPERATURA PARA CADA PUN- I
TO DE LA PLACA
° —SE AVANZA AL SIGQUIENTE PUNTO
1 DE LA PLACA

—INCREMENTO DEL TIEMPO

1

Figura No. B&

Diagrama de Flujo para Evaluar la Temperatura sobre la Placa
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Bd.2.- Esquema de Solucién para Evaluar la Funcidmn &(x,o).

En esta seccidn se deduce el diagrama de flujo para evaluar vy
resolver el sistema de ecuaciones simuwltaneas gque resultan al aplicar
la expresiéon (B.7d4) a cada punto Jdel enmallado de la placa, para cada

incremento Ac.

El procedimiento para evaluar la funcidn ¥(y,o), es el siguniente:

1.- Definir el valor de los incrementos (Axd>1, (Axdz y Aco.

2.- Considerar la condicidn inicial & = 0.0 para ¢ = 0.Q.

3.~ Evaluar la ecuacidn (B.23) para el primer punto del enmallado
(N=1) vy la exupresidn (B.7d) para los puntos restantes. Para esto, en
los primeros puntos del enmallado (N = 1,2,...,10) considerar (Ax)1
como el incremento de la distancia y posteriormente camkiar a  (Axdz2
para los puntos restantes. Coun esto, resulta un sistema de ecuaciones

simultaneas, de la forma siguiente,

(AT [X1 = [B]

4.~ Aplicar el mé&todo de descomposicidn LU para resoclverr el sistema

de ecuaciones simultaneas y deducir el valor de 2.

S.— Incrementar el valor de o vy ejecutar nuevamente los pasos 3 y d

hasta que la funcién & ya no dependa de o considerablemente.

En la figura siguiente se muestra el diagrama de flujo donde se

detalla la secuencia a seguir para evaluar la funcidn $(x,o0.
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INICIO

—DEFINIR LOS INGREMENTOS (Ax)1, (Axr2 vy Ao
~“APLICAR LA CONDICION INICIAL DE LA FUNCION
$ = 0.0
-DEFINIR EL VALOR FINAL DE ¢
~SE INICIA LA EVALUACION DE
LA FUNcION § PARA o = Ao
NO

l

~IMPRESION

% O FINAL?

DE RESUL-

~-SE INICIA LA EVALUACION DE LAS ECS, (D. 03)
PARA CADA PUNTO DEL ENMALLADO:POS =

Y (D, 74)
v Ay =cAx1

1.

TADOS
)l
-SE DETERMINAN LAS CONSTANTES EN FUNCION DE Ax ¥ Ao
FIN PARA EVALUAR LOS COEFS. DEL SIST, DE EGS,

<

r

~SE RESUELVE EL SISTEMA DE ECS
LAY (X)) (@11}
CON EL METODO DE DESC.

LU

!

~S8E TADPULAN LOS VALOREsS pE §

OBTENIDOS

-SE INGREMENTA EL VALOR DE ¢
-3 o + Ao

c)

POS NUM., MAX.

PUNTOS

DE

~-SE EVALUA EL RENJLON A(POS)
DE LA MATRIZ (A)

!

-SE EVALUA EL TERMINO B(POS)
EN FUNCION DE LOS VALORES DE
4 DEL PASO ANTERIOR

!

-SE AVANZA AL SIQUIENTE PUNTO

DE LA PLACA
POS = POS + 1
NO sS1
POS = 41
Ay =(Ax>2

Figura No. B7

Diagrama de Flujo para Evaluar la Funcidn $(x,o)

12
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BG.— LISTADOS DE PROGRAMAS.

Finalmente, en este punto se presentan los programas que
representan la codificacidén de los diagramas de flujo de las

figuras B& y B7. Estos programas son:

Programa MENUME.— Este programa permite evaluwar la temperatura de 1la
placa, para el caso laminar, en funcidnm de la distancia () y tiempo

{t) adimensionales.

Programa MENUM2.- Este programa evalta la funcidn $(x,o) para
determinar el tercer término de la expansidn asintdtica para el caso

laminar.

Subrutina VGLINE.~ E£sta rutina permite resolver un sistema de N
ecuaciones con M incdgnitas, utilizando el método de descomposicidm

LY, segin referencia [23].



-

PROGRAN HENURE

¢
¢ Ruusnanstiiit o snRnu R nRRngg
¢
¢ ESTE PROGRAMA EVALUA LA ECUACION INTEGRU-DIFERENCIAL HEDIANTE EL
¢ ESQUEMA DE DIFERENCIAS FINITAS,
¢
CHRENMII IR T I I I R LT TR 4
[
¢
¢
4 Peclaracion de variables:
[
DINERSTON TENP(0:501,0:101), COE(1:Z05)
DINENSION ACBT(1:100,1:100),BCOT(11100),X00T(1:100)
C
COMMON /PRINCI/COE,1,J,POS, PUNT,ACOT
4
DATA £070,33333/, ELJ0, 66661
[
[y
¢
¢ Lectura de datos de entrada:
¢
WRITE(S, 1) 'DEFINE LOS INCREMENTOS DE LA DISTANCIA
READ(3, $)DELTAL
RRITE(3,8)'DEFINE LOS INCREMENTOS DEL TIEHFG o
READ(S, 3)DELTAT
WRITE($, 1) DEFINE €L TIEMPD FINAL DE LA PRUEBA &'
READ(S, $)TFINA
NRITE(S, 1) DEFINE €L VALOR DE ALTA ®
READ(S, 1)ALFA
¢
¢ =
[
OPENCUNIT=45,FILE="RESHEN™  ACCESS="SEQUENT1AL" \STATUS="0LD")
[
WRITE(dS,70)ALFR,DELTAT, DELTAT
[
¢
4
¢ Inicializacion de subindices:
¢
1=0
1=10
DIST = 0.0 'distancia inicial
TIE = 00 ‘Piempo inicial
PUNT = 1,0/DELTAL 'numero de puntos
¢
¢ Se inicializan los valores de la teaperatura en todos los puntos de
¢ 1a placa, para un tiempo igual a cero { condicion inicial )
4

071 = 1.0 + 2OIDELTAZ
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O —o o
on

ey o O

<

LI e ]

- o

-

1F {( DIST (LE. COTY ) JAND. ( TIE .E@, 6,0 )) THEN
TEHP(), 1) = 1.0
DIST = DIST + DELTAL
Pal+}
60 10 10
ENDIF
Evalyacion de la teaperatura de la placa para un tiempo t ¢ Big

TIE = TIE ¢ DELTAT lincremento del Yiepo

1

1=
I=1
P05 = 1.0

Determinacion de fos coeficientes de 1a ecuacion inteqro-dif,
IF ( POS .LE. PUNT ) THEN

Deterainacion de las consiantes para evalvar los coeficientes
del sistema de ecuaciones:

Al = POS t DELTAI

A2 = 2,0 4 DELTAZ & AY
A3 = ANIEL

A= 3,0 1 ALFA

A5 = DELTALI2,0

Coef, del termino de la teap. en el punto unos
0Tl = 9.0 ¢ ALFA
€072 = 3.0 ¢ AS
COE(1) = -COTI 7 ( A3 1 (COTZ + COTI) )
Coet, del sequndo teraine de la ec. inteqro-dif.:
COTY = Ad 7 { 32,0 4 A3 )
€012 = ( 3.0 7 45)
€073 = 1,0 / A2
COE(2) = COTY ¢ ( €OTZ ¢ £OT3 )
IF (POS JEQ. 1,0) THEN
C0Td = 3.0 8 A5 + 9,0 ¢ ALFA
(0E(2) = 9,0 + ALFA ¥ COE(R) / COT4
ENDIF
Coef, del tercer termino de 13 ec. integro-dif.:

COEG3) = = (3L Ad/ (160 1 A5 A3)) - (1.0 7 DELTAT)

Coet, del cuarto teraino de 2 ec, inteqro-dif.;



COT = A 7 (32,01 A3)
COE(4) = COTL # ¢ 3.0/ A5 ~ 10/ AZ)

Coeticientes constantes 3

COTE = ~1,0 / DELTAT ¢ 3.0 ¢+ A8/ (16,00 AS E A3
COTF = AL/ (32,0 A3 )M B (=307 A5+ 1,0/ A7)
COT6 = ( M/ (320 1R ) )b { -3.0/ A5 - 10/ A2)

(0Td = = 3,0 / ( 8.0 ¢ (POSHIED) 8 (DELTALMIEL) )
fvaluscion de los coeficientes de Ia sunaboria (parte inteqral):

k=3 tvalor del prox, coef,

TF O LLE T ) THEN
I 68, 1) THEN
Primer coet, de la susatorias

(71 = 3.0 4 M
COTS = COTL 7 ( 9.0 8 AS + 0071 )
POSH = PGS - 1.0

{f { POS1 .EQ. 0,0 ) THEN
077 = POSHIES
£L5E
{017 = AOSSREL - POSISEE
ENDIE

COE(K) = COT4 ¢ COT7
COE(K#1) = ~COT4 4 COTS ¥ COT7

He ity
K=f+2
1%:12

Coef. restantes de la sumatoria:
P0S2 = POSL - 1.0

If ( POS2 LEQ. 0.0 ) THEH
€017 = POSIAIEL
fLst
017 = POSHISET - POSZIYEL
ENDIF

COE(K) = COT4 4 COTT7
COE(Kel) = ~COECK)

B



OO oo

I I I

POSI = POS2
=11+
K=K+2

ENDIF
60 10 30
ENDIF
Evaluacion del valer constante de la ec, inteqro-diferencial:

COTY = COTE # TEMP(I-1,1) + COTF ¥ TEMP(I-1,1+1) + COTG ¢
TEMP(J-1,1-1)

(= |

€010 = 0.0

POSO = 1.0

IF { POSO .LE, POS ) THEN
POSE = ( POS - POSO + 1.0 )
POS2 = POS - POSO

IF ( POS2 .£Q. 0.0 ) THEN
012 = POSIALEL
ELSE
C0TZ = POSI4HEL - POS2HIEL
ENDIF
COT0 = COTO + ( TEMP()-1,K+1) - TENP(J-1,K-1} ) ¢ COTZ
F=ktl
POS0 = POSO + 1.0
60 70 3%
ENDIF
BCOT(I) = COTI - {OT4 ¢ COTO

trttttttitt bttt btetettttitettttbtt bbbt ttettadtttettttdttitits

Llasado 2 Ja rutina para el calculo de 13 matriz de coef., para
generar un sisteaa de ecuaciones (A) ¢ (T) = [R);

CALL MATRI
HEHEP R R R R R R H R R4
Se avanza al siquiente punto de la rlaca @

POS = POS + 1.0
I=1]+]

6010 20
ENDIF
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¢
1=1-1
¢
¢ tlasado & 1a rutina para resolver el sisteaa de ecuaciones
o
CALL VGLINE (1,ACOT,BCOT,IERR, XCOT)
€
¢ R R T gy gy Ry S L e T e
o
8 Asiqnacion de resultados a la mabriz de temperaturas :
o
C Tenperatura en 1 = 0 3
¢
COTO = 8, ¢ DELTAZ & DELTAL + 9. 8 ALFA
TEHR(1,0) = 9, ¥ ALFA 1 XCOT(!) / COTO
¢
¢ Teaperatura en 1os otros puntos @
o
DOdOL=1,1
TENP(T,L) = XCOT(L)
40 CONTINUE
¢
€ Temperatura en 1= 1 + |
¢
TENR(I 141} = TEMPQD,I-1)
¢
¢ Iapresion de resultados @
¢
WRITE(S, 8} ERROR €N EL MET, DE SOL. DE ECS, LINEALES :',IERR
HRITE(S,8) TEMR, AL TIEWPO 0]
¢
it DOSOK=1, 1]
21} WRITE(H, 4)'TENP, EN EL PUNTO :',X,* IGUAL A & ', XCOT(K)
C4150  CONTINUE
¢
¢ Verificacion del tiempo final de Ta prueba :
¢
IF ( TIE ,LE, TFINA ) THER
60 10 15
ENDIF
C
¢
¢
Y Tabulacion de resultados
¢
D060 L =@, J, 10
¢

P00 = 0.0
00 65 K = 0, 1
WELTE(45,75)K,POSO, TEMP(L40,K)  TEMP(L 1K), TERR(L42,K)
TENPLLH3,K) , TENP(L+4,K)  TENP (L5, K), TEHP(L+6,K)
1 TENP(LAT,K) , TENRCL +8, ) TENP (L49,K)
POSO = POSO + DELTAL

»x
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65 CONTINUE
¢
60 CONTINUE
[
¢
4
¢ Seccion de formatos
¢
70 FORMAT(2X,'VALOF DE ALFA EN LA PRUEBA :',1X,F6.1,/,
H 2X,'VALOR DE LOS [NCREMENTOS DE Z :',IX,F6.3,/
H 2X,'VALOR DE LOS INCRENENTOS DEL TIEHPO :',1X,F8.5,/)
¢
75 FORMAT(2X,13,2%,F6,3, 01X F8. 51X F8. 5, 1K, F8.5, 8K FB.5, IX,F&.5,1X
3 F3,5,1%,F8.5,8X,F8,5,1X,F8,5,1X,F3.5)
¢
¢
¢
sTop
(1111}

8
¢
( @PREEREREAAERRRRLEAEECARRERREEBREARCERERAECRAERERRRRRRPRREREREORRRERERD
¢
8

SUBROUTINE MATRI

¢
CHBUIIIs IRt st s L s s st 10 400
¢
¢ ESTA SUBRUTINA DETERMINA LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ [A] PARA GENERAR
C  EL SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES.
[
CUpmstiatnatanas s anasssasaaaeasdstsasnasarsaisseagsssssasssnissien
[
¢
¢
¢ Declaracion de variables:
c

DINENSION COE(1:205), ACOT(1:100,1:100)
¢

COMHON /PRINCI/COE,!,J,POS,PUNT ACOT
¢
e
¢
4 Evaluacion de los terminos de a matriz [A) @
¢

LIt =1+1 'numero de terainos de la ec.
¢

IF (1 .68, 1) THEN
¢ Terainos de la ecuacion para el priner punto:

ACOT(E, 1) = COE(1) + COE(2) + COE(3) + COE(6)
ACOT(1,2) = COE(4) + COE(D)

k=3
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CONT = 3.0

o
¢ Se hacen cero Jos otros terminos @
¢
10 IF ( CONT ,LE. PUNT ) THEN
C
ACOT(I,K) = 0.0
=K+t
CONT = CONT + 1.0
G0 70 10
¢
ENDIF
o
ELSE
¢
IF (1 .EQ. 2 ) THEN
¢
t Terninos de la ecuacion para el sequnde punto
c
ACOT{1,1) = COE(1) + COE(2) + COE(6) + COE(B)
ACOT(1,2) = COE(3) + COE(S)
ACOT(1,3) = COE(L) + COE(T)
¢
k=4
CONT = 4,0
¢
¢ Se hacen ceros los otros terminos:
4
20 IF ( CONT (LE, PUNT ) THEN
¢
ACOT(1,X) = 0.0
K=Kt
CONT = CONT + 1.0
G0 70 20
¥
ENDIF
¢
ELSE
.
¢ Evaluacion de los terminos de las ecs, para juntos
¢ payores del 20, ¢
€
K=1
KI = LINI - 3
KO =2
Kl =§
K2 =3
C
30 TF (K ,GT, LIND ) THEW
¢
CONT = 1
40 [F ( CONT .LE, PUNT ) THEM
o

ACOT(1,K) = 0.0
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K=k ¢l
(ONT = CONT + 1.0
GO T0 40

ENDIF
ELSE

IF (K £, 1) THEN
ACOT(1,K) = COE(Y) + COE(6) + COE(S)
=kt
60 10 30

ELSE IF ( K WLE. KT ) THEN
ACOT(IK) = COE(KI) + COE(KI+5)
K=K+
Kl =kt +2
60 70 30

ELSE IF ( K2 .EQ, 3 ) THEN
IF ( POS EG. PUNT ) THEN
ACOT(I,K) = COE(KO) + COE(KI) + COE(K2+1)
ELSE
ACQT(1,K) = COE(KO) + COE(K1) + COE(KI+S5)
ENDIF
K& =40+ !
Kl =Kl +2
K2=02-1
K=t+}
60 10 30

ELSE IF (K2 .60, 2 ) THIN

IF ( POS (EQ. PUNT ) THEN
ACOT(I(K) = COE(KO) + COE(K!)
ELSE
ACOT(T,K) = COE(KO) + COE(KD)
ENDIF
KO = K0 + 1
K=kl +2
K2 =HK2 -1
K=K+l
60 10 30

ELSE
IF ( POS \ME. PUNT ). THEN
ACOT(E,K) = COE(KO) + COE(KI)
ENDIF
K=+
60 70 30
ENDIF

ENDIF



EnDIf
¢
ENDIF
¢
PETURN
EHD
¢

( teeappREpRREERRRREFECERARRRRRERREFBRERARRERREERRRRRRRARERARRRRRRERERRR
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PROGRAN MEMM2
¢
Coatttannsasnassinattt ittt i st L g
¢
¢ ESTE PROGRAKA EVALUA LA ECUACION INTEGRO-GIFERENCIAL QUE REFRESENTA
¢ LA SEGUWDA SOLUCION DEL MET. DE £5C, HULTIPLES, APLICAHDO EL
¢ ESQUERA DE DIFERENCIAS FINITAS,
¢
SN e I s
¢
[
¢
c Declaracion de variables:
¢
LOGICAL BANDE
DIMENSION TEMP(0:15,0:210), COE(L:3), AMAT(209,209)
DIHENSION BCOT(1:209),XCOT(1:209)
¢
DATA DATQ/0.5/, DAT1/0.380214/, DAT2/-4.6167199/, DAT3/3.0132565/
DATA DATS/-0,26666/
DATA £172.5/, VP1/3.141592/
¢
¢
¢
¢ Lectura de datos de entrada:
4
WRITE($, 82 DEFINE LOS INCREMENTOS DE LA DIST. INICIALES ¥ FIN.:!
READ(,§)DELTAZL,DELTAL2
WRITE(H,$) DEFINE LOS INCRENENTOS OEL TIEMPO 3!
READ(H, $)DELTAT
WRITECH,$) DEFINE EL TIEMPO INICIAL DEL HEYQDO o
READ(H,1)TINIC
HRITE(H,4)'DEFINE EL TIEHPO FINAL DE LA PRUEBA 3!
READ(H,$)TFINA
¢
¢
¢
OPEN(UNTT=45,FILE="RESHEN®  ACCESS="5EQUENTIAL® GTATUS="0LD")
OPEN(UNET=4b,FILE="TENP.DAT" ACCESS="SEQUENTIAL",STATUS="0LD"
H FORM="FORMATTED")
¢
WRITE(45,80)DELTAZ, DELTAT, TINIC
¢
¢
¢
¢ Inicializacion de subindices:
)
DELTAZ = DELTAZL
1=
1=0
TIE = TINIC 'tiespo inicia
PUNT = 1.O/DELTAI2 + 9.0 "nuaero de punbos
[
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Se inicializan los valores de la temperatura en todos los puntos de

la placa, para el tieapo inicials

P0S0 = 0.0
PUNTO = PUNT + 1.0
1f ( POSO .LE. PUNTO ) THEM

READ(d6,4)TENP(D, 1)
HRITE(H, )TENRQ), 1)1
POSO = POSO + 1.9
I=14+1

60705

ENDIF
Evaluacion de la funcion para un tieape £ + Dty

TIE = TIE + BELTAT
J=141

=1
POS = 1.0

Determinacion de las constantes para evaluar los coeficientes
de) sistema de ecuaciones:

NCOT = §

Al = DELTAL ¢ DELTAZ

A2 = DELTAIHI.S

A3 = DELTAZIHLLG

Ad = DELTALIH0.5

COE(1) = ~(AV/DELTAT) - 1.3
COE(2) = 2.0

COE(3) = -0.5

0T} = -AL/DELTAT

(012 = DATISAS

0073 = 2,01A11AL

(074 = DAT20A2

€015 ="-A3/5.9

€0T6-= 2, d4ALIDELTAL

€077 = -ALADATY

1078 = -DATO/RY

079 = 2.08Ad/3.0

COE(d) = DATO

COE(S) = - ( Al/nELTAT + 1.0)

PR R B b R R

Evaluacion de la matriz A del sistema de ecuaciones:
POSH = 1.0

=1

IF ( POSN .LE. PUNT ) THEN

IF CIN JEQ. 1) THEN
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%

30

35

BRATCING ) = COECH)
AMAT(IN,2) = COE(2)
BHAT(IH,3) = COE(D)

k=4
POS0 = 4,0

[F ( POSO .LE. PUNT ) THEN
AHAT(IN,K) = 0.0
K=K+l
POS0 = POSO + 1.0
60 10 20

ENDIF

ELSE 1F (POSM (NE. PUNT) THEN

K=

H=Ul-1

IF ( KLLT, KL ) THER
AMAT(IN,E) = 0.0
K=K+
G0 10 25

ENDIF

AHAT(IN, IR-1) = COE(d)
AHAT(IN, 1) = COE(3)
MATCIN, TH4D) = COE(d)

K=ill+2

POSO = K

IF ( POSO .LE. PUNT ) THER
AHAT(IN,K) = 0.0
F=f¢d
POSO = POSO + 1.0
60 10 30

EHDIF

ELSE

K=1

SE =

If (KT, K1) THEN
AMATCINGK) = 0.0
Rkt
60 T0 35

THDIF

AHATCIH IN-1) = COE(d) ¢ 2.0
MMATCIN, IH) = COE(S)

ENDIF
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POSH = POSK + 1,0

W=1IN+1
60 70 15
ENDIF

HHEH T R R
Deterainacion de los elementos del vector B del sist, de ecs, @
[F ( POS .LE. PUNT ) THEN

Evaluacion del valor constante de la ec, integro~diferencials

IF (1 .E0. 1) THEN
C0T10 = TEWP(J-1,I) ¢ COTI - ( TEMP(J-1,2) - 4.0 1
TERP(I=1,1) + 3.0 3 TENP(I-1,0) ) 1 DATO

(0711 = COT2 + COTI + COT4 + COTS ¢ COT6
ELSE
COT10 = COTE 8 TEHP(J-1,1) - DATO ¥ (TEHP(J-1,141) - 2.0%
TEHPQI-1,1) + TERP(3-1,1-1))
COTIL = COT2 + COTIHPOSHPOS + COT44POSHIL.S +
COTS/(POSE0,5) + COToEPOS

ENDIF
D3= POS ¢ DELTAZ

SUHA = 0.0
conr = 1.0
BANDE = . TRUE.

I1F (BANDE) THEN

CLAKDA = VPL ¢ CONT
DO = CLANDAICLANDASTIE
IF (DO .LY, 40, ) THEM
00 = -D0
D4 = CLANDAID]
02 = POS110.5
C0T12 = C0S(D4) + COT8/D2
D5 = COT9SD20CLANDA
COTI3 = EXP(DO)
COT14 = COT13/(CLANDAYIEL)

CALL INTEGRAL (D3,CLANDA,COTIS)

COT16 = COT14 # ( COTI2 + DSACOTIS )
SUKAV = SUMA + COTI6

ELSE
SUNAY = SiHA

ENDIF

CONT = CONT + 1.0
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35

DIF = (SUAV - SUHA)

1F. { SUHAV .EQ, 0.0 ) THER
ERROR = 0.0001

ELSE
ERROR = ABS( DIF / SUMAV )

ENDIF

SUHA = SUMAV

HRITE(H, $)5UNA

IF ((ERROR ,LE. 0.03) .AND. (CONT .GT, 2.)) THEM
BANDE = .FALSE,

ENDIF

60 10 45

ENDIF

WRITE(E, 1) HUN, DE PUNTO 31,1
HRITE(H, 1) T memememmmmmssmmm e |
BEOT(I) = COTIO + COTI1 + COTT 4 SUMA

HHEH R R R R R P e R R R H

Se avanza al siguiente punto de 1a placa :

P05 = POS + 1.0
T=1¢+]
HCOT = NCOT + 1
If ( NCOT .EQ, 11 ) THEM
DELTAZ = DELTAIZ
60 TO 12
ENDIF

G0 70 40
ENDIF

FHEEERP R R R HH R
I=1-1

Liaeado a la rutina para resolver el sistema de ecuaciones ¢

CALL VGLINE (1,AHAT,BCOT,1ERR,XCOT)

SHEEEEEH A R R PR H  EE HE H  HH R R b
Asignacion de resultados a la matriz de temperaturas :

Calculo de 1a temp, en el punto inicial:

BANDE = (TRUE,

CONT = 1.0

SUHA = 0.0

IF (BANDE) THEM

CLANDA = CONT ¢ VPL
D0 = CLANDA § CLAKDA ¥ TiE
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IF-( 09 LT, 40, ) THER
80 = -0¢
COTIS = EXP(DO)
COTH4 = CLANDAYIEL
SUMAV = SUNA + {COTLY / COT1d4)
ELSE
SUMAY = SuA
EHDIF
CONT = CONT + 1.0
BIF = SUKAV - SUMA
[ ( SUMAV .EQ, 0.0 ) THEN
ERROR = 0.0001
ELSE
[RROR = ABS{ DIF / SUHAV )
ENDIF
SUMA = SUMAV
IF ((ERROR .LE. 0.05) ,AND. (CONT .GT. 2.)) THEM
BANDE = ,FALSE,

[HoLf
G0 10 55
ENOTF
¢
: COTIS = DATS + ( 2. ¥ DATS / 3.0 ) § SUMA
[
TEAP(,0) = XCOT(1) - COT{5 1 (DELTALINNL.S)
¢
¢ Teaperatura en los ofros puntes
¢
pedl=1, |
TENP(J,1) = ¥COT(L)
60 CONTINUE
4
¢ Temperatura en [ = [ ¢ 1 ;
[4
TEP(, 141} = TEKP(J,1-1)
¢
¢ Iepresion de resultados :
[
WRITE(3,$)'ERROR €/ £1 MET. DE SDL, DE €CS, LINEALES ' JERR
WRITE(S,4) VALOR DEL TIENPO :%,3
¢
4] 00 K=20,1
o] HRITECH #)PTEHP, EN EL PUNTO 7K, TGUAL Az Y,BCOT(K)
€450 CONTINUE
¢
o Verificacion del tiempo final de 12 prueba :
¢
IF { TIE LT, TFINA ) THEN
DELTAZ = DELVALL
G0 10 10
ENDIF
¢
[
¢
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¢ Tabulacion de resultados @

¢
B070L=0,,10
4
POS0 = 0,0
NCOT = 1
B1E=0,1
¢

IF ( NCOT LLE, 10 ) THEN
DELTAZ = DELTAIL

ELSE
DELTAL = DELTAL2
ENDIF
HRITE(d5,83)K,POSO, TENP(L+0,K), TENP(L+1,K), TENP(L42,K),
] TENP(L+3,K)  TEHPCL+4 \K)  TENP(L#S, K}, TENP(L46,K)
i TERP(LT,K), TERP{L48,K)  TERP(L+9,K)

POSO = POSO + DELTAL
~ ROOT = NCoT + 1
15 CONTINUE

10 CONTIRUE

Seccion de fornatos :

80 FORNAT(2A,"VALOR DL LOS INCREMENTOS DE 1 :',11,F6.3,/,
y 24, 'VALOR DE L0S THCREHENTOS DEL TIENPO :',1X,F8.5,/,
s 20, TIENPD DE TNICIO &%, 1%,F6.3,/)

85 FORNAT(26,13,24,F6.3,18,E40,d,15,E10,4,1X,E10.4,1%,E10.d,1%,E10.4,
Y AREL0d, 10, E10. 4,10, E10.4, 10, E10.4, 0, E10.4)

¢
¢
4
ST0P
END
¢
¢
( @pdpeepeeencrpeRpReACeRRARARRRRRRRRRRARRAERARRARRRAGRRRRABRRBRRRRARRE
C
SUBROUTINE INTEGRAL (X,ALANDA,RINT)
¢
COMERIIaE st s LI LR LR BRIt Rt e h e
4
C  RUTINA PARA LA INTEGRACION DE LA FUNCION
¢
[ R RS AR R R AR R R AR R A R AR R R AR R RI AR RAL DS
L 1
DATA DY/1.3333/,D2/0. 3333/, DELTX/0.001/
¢
SUNA = 0.0
[
¢ Evalvacion de la funcion en el extreso @
¢

1dd



Cl = X 3 ALANDA 1 (1.0 - DELTX)ID!
€2 = (1.0 - DELTI)HID2
€3 = SIN(CL) / (DELTKS1D2)

FUNL = €21 C3
¢
¢ Evaluacion de los puntos intersedios @
[

RLIS = 1,0 - DELTX
FIRC = DEATX

¢
10 IF ( XINC LT, RLIS ) THEW
Cl =X 8 ALANDA ¢ (XINCHIDI)
€2 = (XINCHD2) / (1.0 - XINCYHID2Z
€3 = SIN(CE) § C2
SUNA = SUNA + 2.0 3 €3
XINC = YINC + DELIX

60 10 10

ENDIF
o4
¢ Valor de la integracion
4

RINT = (BELTX / 2,0) ¢ ( FUNL + SUMA )
¢

RETURN

END
¢

T H5e80eettsntassisesesttesssttsassarssarsssssitestonssssssesssssisss
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HODULO GE SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES

ESTE HODULO RESUELVE SISTENMAS DE K ECUACIONES LINEALES CON
i INCOGNITAS

HAY 4 CAS0S
R) SISTEHAS DL ECUACTONES LINEALES. SUBRUTINA VGLINE
B) SISTEMAS NO LINEALES, HETODO DE SUSTITUCIONES SUCESIVAS
SUBRUTINA VGITER
C) SISTEMAS M) LINEALES, METODD DE MEWTON CON JACOBIANO
ANALITICO, SUDRUTINA VONEHT

D) SISTEHAS NO LINEALES, HETODO BE NEWTON CON JACOBIAND POR
DIFERENCIAS. SUBRUTINA VGNEWDIF

SUBROUTINE VGLINE (NI,AI,BI,ERRI,X1)

SUBRUTINA VGLINE
SISTENAS DE ECUACIONES LIMEALES

RESUELVE EL SISTEMA (A} {X] = (B}

DATOS DE ENTRADA
Nl INTEGER  HUMEROG DE ECUACIONES 0¢RICSE
Al REAL HATRIZ DE COEFICIENTES AL KD
B  REAL VECTOR DE TERHINOS BI{NI)

DATES DE SALIDA

ERR] INTEGER  BANDEPA DE ERROR 0 TCDO BIEN

10 DATOS DE ENTRADA HAL

20 HATRIZ A SINGULAR
Xl REAL VECTOR SOLUCION 1R

INTEGER N1,ERRI, 11,1, NDIMI, PV1(209)
REAL AL(E 0D, BECHL) X3 (NE)
REAL C1(209,209) ,H1(209)
REAL R1,51

SE VERIFICAN LOS DATOS DE ENTRADA
ERRI=10
IF (N8 JLT. R, HI LGT. 209) RETURN
NDIB1=209

SE CANBIAN DATOS DE EXTRADA A VARIABLES DE TRABAJO

D0 1 Ji=1, i
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DI OET DI OO OO

Iz

OO OO OC OO

06-2-11=1,l1
£1(IL,ID=A(1,31)
CONTINE
X1(31)=B1(31)
CONTIHUE

SE HACE LA DESCONPOSICION LU ¥ SE CALCULAN PIVOTES
Y CONDICIONANIENTO

CALL VGCOMP(HDINE,N1,CYRI,PVE,HL)
SE VERIFICA QUE LA HATRIZ NO SLA SINGULAR

ERR1=20

5i=R1+1.0

IF (R (EQ. S1) RETURN
ERR1=0

SE HACE LA SUBSTITUCION HACIA ATRAS

CALL VGLVE(NDINL,NY,CL,X1,PVL)
RETURN
END

LAS SIGUIENTES SUBRUTINAS VGCOMP Y VGLVE SOH LAS SUBRUTINAS
DECOHP ¥ SOLVE DEL LIBRO COMPUTER HETHODS FOR MATHEHATICAL
COMPUTATIGNS DE FORSITHE, MALCOLM Y HOLER.

DECONP HACE LA DESCOMPOSICION LU DE UNA HATRIZ UTILIZANDO
PIVOTEO PARCIAL Y EVALUA EL CONDICIGHAHIENTO DE LA MATRIZ
50LVE HACE LA SUBSTITUCION HACIA ATRAS UTILIZAHDO LA MATRIZ
QUE SALE DE DECOMP Y EL VECTOR DE TERMINOS INDEPENDIENTES

SUBROUTINE VGCOMP(NDIM,M,A, COND, IPVT, HORK)
INTEGER HDIN, N

REAL A(NDIN,R), COND, WORK(H)

INTEGER IPVT(ID

DECONPOSES A REAL HATRIZ BY GAUSSIAN ELIHINATION
AND ESTIMATES THE CONDITION OF THE MATRTIL

USE SOLVE 10 CONPUTE SOLUTIONS TO LINEAR SYSTEHS

NPT, .
HDIX = DECLARED ROH DIHENSION OF THE ARRAY CONTAINING A,

H = ORDER OF THE HATRIZ

A = HATRIZ T0 BE TRIANGULARIZED

iy
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3

10

OUTPUT.,

A CONTAINS AN UPPER TRIANGULAR HATRIZ U AND A PERHUTED
VERSION OF A LOWER TRIANGULAR MATRIZ I-L SO THAT
(PERHUTATION MATRIZNA = LIU

COND = AN ESTIMATE OF THE CONDITION OF &
FOR THE LINEAR SYSTEM ARX = B, CHANGES IN A AND B
HAY CAUSE CHANGES COMD TINES AS LARGE IN X,
IF COND+1,0 L £6. COND, A 1S SINGULAR TO HORKING
PRECISION. COND IS SET T0 [.0E43Z IF EXACT
SINGULARITY 15 DETECTED,

IPVT = THE PIVOT VECTOR,
IPVT(K) = THE INDEX OF THE ¥-TH PIVOT RO
IPVTCH) = (-1)}08(NUMBER OF INTERCHANGES)

HORK SPACE,., THE VECTOR WORK HUST BE DECLARED AND INCLUDED
IR THE CALL. ITS INPUT CONTERTS ARE IGNORED
ITS GUTPUT CONTENTS ARE USUALLY UNIMPORTANT,

THE DETERMIRANT OF A CAN BE ODTAINED ON QUTPUT BY
DET(A) = IPVT(N) T ACLD) 1 A(2,2) ¥ ... ¢ AQLH).

REAL £K, T, AMORH, YNORM, ZHORH
IHTEGER MBI, 1, 3, £, KPL, EB, KHI, &

IPVT(N) = |
[F (N .60, 1) GO TO 80
mi=N-1

COHPUTE 1-NORH OF A

AMORK = 0.0
D010 =1, N

T=0.0

D05L=1,HK

=T + RBS(ACL, 0D

CONTINE

IF (7 .GT. ANORM) ANORH = T
CONTIHE

GAUSSIAN ELININATION WITH PARTIAL PIVOTINC

00 35 K = 44!
KPL= K4l

FIND PIYOT
K=k
015 T = KPY K

IF (ABS(ACL,K)) (6T, ABSCA(H,K))) M =1
CONTINUE
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SIPVT(E) = H
IF (e XY TPV = -IPVT(N)
T = A(H,K)
ACHLE) = ACKLK)
AKGE) = 7

SKIP STEP IF PIVOT 15 ZERO
IF (T .EQ. 0.0) GO TD 35
COMPUTE HULTIPLIERS

D0 201 = KPI,N

ACHEKY = AL EMT
CONTINUE

INTERCHANGE AND ELININATE BY COLUNNS

50 301 = EPLN
T=AM,D)
AGH,J) = ALK, 3D
MES) = T
IF (T .£Q, 0.0) GO TO 30
00 25 1 = KPL,H
A1) = ALY+ ACLENT
CONTIHUE
CONTINE

33-CONTINHUE

COND = (1-NORM OF A)$(AN ESTINATE OF !-NORH OF A-INVERSE)
ESTIMATE OBIAINED BY OWE STEP OF INVERSE ITERATION FOR THE
SHALL SINGULAR VECTOR. THIS INVOLVES SOLVING THO SYSTENS
OF EQUATIONS, (A-TRANSPOSE)IY =€ AND AtZ =¥ HHERE ¢

1S A VECTOR OF +1 OR -1 CHOSEN TO CAUSE GROWTH IN Y.
ESTIMATE = (1-RORW OF 7)7(1-NORH OF Y)

SOLVE (A-TRANSPOSEMIY = €

[0S K=1,H
72000
IF (K .EQ. 1) 6O TO S
kM1 = K-t
00401 = 1§, KHI
T =1+ AL KYHORK(])

40
45

CONTINUE

K= 1.0

1T LT, 0.0) EE = -1.0

IF (ACK,X) JEC, 0.0} GO TO 90
NORK(K) = ~(EE + T)/ACK,K}

50 CONTINUE

00 60 KB = §, HM!

K=N-HB
= HORK(K)
KP1 = K¢l
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00 35 T =-KPI, N
T =7+ ACLKMHORE(T)
55 CONTINUE
HORK(K) = T
= IVT(K)
IF (8 LB, ¥) 6O TO &0
T = HORK(H)
HORK(H) = RORK(K)
HORK(K) = 1
60 CONTINUE

THORK = 0.0
Doest=1, 0
YHORN = YNORM + ABS(HORK(1))
65 CONTINUE
SOLVE AIL = ¥
CALL VOLVE(HDIR, N, A, WORK, IPVT)
TNORK = 0.0
0701 =4, 0
THORH = THORM + ABS(HORK(I))
70 CONTINUE
ESTINATE CONDITION
COND = AHORMIZHORH/YHORN
IF (COND .t7. 1.0) COMD = 1.0
RETURN
1-8Y-1

80 CoND = 1.0
IF (A(1, 1) .NE. 0.0) RETURH

EXACT SINGULARITY
90 COND = 1.,0E432

RETURN

END

SUBRUTINA SOLVE

SUBROUTINE VGLVE(NDIN, N, A, B, IPVD)

INTEGER HDIN, N, IPVT(H)
REAL ACHDIN,HN),B(N)

SOLUTION OF LINEAR SYSTEM, Atk =B,
D0 NOT USE IF DECOMP HAS DETECTED SINGULARITY,

INPUT.,
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NDIH = DECLARED ROM DIHENSION OF ARRAY CONTAINING A .
N = ORDER OF HATRIX.
A = TRTANGULARIZED HATRIX UBTAINED FROH DECOHP ,
= RIGHT HAND SIDE VECTOR.
IPYT = PIVOT VECTOR ODTAINED FROM DECTHP .
ouTeuT.,

= SOLUTION VECTOR, X .

R R R a2 I I B NP

INTEGER KB, KHI, WML, KP1, I, K, H
REAL T

™ o

FORHARD ELINIMATION

IF (& .EQ. 1) 60 T0 50
HiE = H-l
00 20K =1, Wil
KeY = Kl
K= JPVI(K)
T = B(M
B(N) = B(K)
BK) = 1
D0 10} = kP, H
B{I) = B(I) + A(1, BN
10 CONTINUE
20 CONTHNUE

4
¢ BACK SUBSTITUTION
¢
00 40 KB = 1,HHi
KNt = H-KB
K = KHL+]
BEK) = BIKY/AKX)
T=-BK)

D030 1 =1, KA
BUIY = BCD) + AL KMT
30 CONTINUE ‘
40 CONTTHUE
50 8{1) = BOIA(LD)
RETURK
END
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