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INTRODUCCION

Este TRABAJO ESCRITO
pretende serun auxiliar en el
estudio de la asignatura
“MATEMATICAS APLICADAS A
LA INGENIERIA PETROLERA",
Su contenido es totalmente
conceptual y manejado con
sencillez | pues se desea
interesar al lector para que
profundice en los temas
expuestos y posteriormente
desarrolte sus habilidades en
el campo practico de su
profesion.



CAPITULO |
"NUMEROS COMPLE JOS~



1.1 ANTECEDENTES

REPRESENTACION PUNTUAL DE UN COMPLEJD

En un sistema carlesiano hay una relacion biunivoca entre
puntos y valores numéricos con los ejes coordenados.
Sitenemos que:
x=2
y=2
De una forma ordenada, la representacion estard dada de la
forma P(2,2)



DEFINICION:

Un numero complejo es una expresion de la forma Z = a+bi
donde a y b son Nimeros Reales, i2=-1.

Para un nimero complejo se puede utilizar el mismo plano
cartesiano tomando el eje "x" para los valores reales y el eje "y"

para los de la parte imaginaria

Sean los numeros complejos:

Dv=2431, Z2=3 |, 73 =4
&
Y iz
|
z
2 b
X




Al plano cartesiano se le denomina:
-Plano Complejo.
-Plano Z.
-Plano de Argant.
Donde: "x"esel eje real.
"y" es el ¢je imaginario.

VALOR ABSOLUTO

DEFINICION;

El valor absoluto o modulo de Z = a+bi estard dado por

z1 = 4y’

Si tenemos dos nimeros 21 = xi+yri |, Zz2 = Xz+yzi

el médulo de Zi-Z2 seraigual a:

|Z1- Z\x - x2P+ (yya)
En el sistema de los NOomeros Complejos, Z1<Zz no tiene
significado, mas si es posible aplicar esa notacién a |21l y 122l
pues el médulo es una magnitud -escalar-.

Si tenemos que Z:[<|Z2l, esto significara que Z1 estara mas

cerca del origen.



) Zi=i+l
Yé .......... 22 Z =243
2} = f+1=42
EERERE

; b Zijdz
= [z

Elevando al cuadrado el valor absoluto 0 médulo de un Nimero

Complejo tendremos:

121% = (ReZP+(ImZ R

donde:
"1
Re Z=Parte real = ey
Z
Im z= Parte imaginaria l I Im2
b
ReZ X
Podemos observar que:
ReZz = |Rezl < 1ZI imZ = lmzl <12

| 2¢/220= 1241/ 124



i Y TRACCI

Sea Zr=xitynt | 7z = xetya

Z1+72 = (x1+x2)(y1+y2)i

EJERCICI:
Ly =243
72=34
L1422 = (243)4(3+1)i = S+4i

HULTIPLICACION DE COHPLESDS;
D122 = xrxa-yry2+{(xiyz+xayn )i

£JERCICIO;
=342
72 = 24i
Z1Z2 = BU2)-C2X DHGU D22
2172 = 6-2+(3+4}i
2122=4+Ti



CONJUEADD

DEFINICITN;

£l conjugadp de un nimero complejo de la fomia_ Z é’x4yi L
Sera  Z=x-yi :

ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES

En coordenadas:
2=2xy) Z=2(x,y)
£l conjugado de 1a suma de dos complejos es igual a 1a suma de
sus conjugados.
T4 1+ 22

Lo mismo sucede cen el producto

Z‘Zz= Z:Z;

Podemos definir ReZy imZ enfunciénde ZyZ

ReZsZ+7_ ImZ=2-2_
2 2i
Demostrando para ReZ:
Z=x+yi | §=x-yi
ReZ=x+yi+(x-yi} =2x
2 2
ReZ=x
Ademas:
22=|z|?

Demostracion: :
Zi=(x+yi)(x-yi)=(x)2-(yi)2-x2+y2 e 1)



121 = (e +y'2)2 = x.2+y2'.§.0........(2)
() =2
Por la desigualdad del triangulo podemos decir 'que;

121422} < 124141724

1o cual puede ser faciimente visualizado.

FALYA

Aplicando la suma de

vectores por el método
del paralelogramo

COORDEMADAS POLARLS

Pare expresar un nimero complejo en Coordenadas Polares

utilizaremos ry 8 como variables.

definimos:
x=rcosh
y=rsend
= 12 = ¥ Eey?
8= tan”

Kf\;



Podemos expresar Z de la siguiente forma:

Z=r{cosB+isenB)

- B serdel argumento de Z el cual tendréd n valores:

“ArgZ = 8+21K K=0,1,23,

- €1 valor princips! del argumento de Z estard contenido dentro

de -~mw<g<y

Como la interpretacion de 8 esun angulo, el argumento de

Z =0 noestédefinido.

St deseamos hacer una sustraccion de complejos en forma

polar:
Y 2
8 = DIFEREMCIA DE PENDIENTES |20 8
ENTRE 21Y20
b
[ X
Donde: p= {20-1:] y  ¢=Arg{Zo-71)

Zo-Zt = plcosg +iseng)

Lo cual es menos sencillo que con la forma binomtal.



La forma polar facilita la multiplicacién 'y division de
complejos. ' o ‘

2122 = (rrz)(cos(81+ B2) +i sen {81+ B2))

21/22 =(r/r2) (cos (81 - &) +i sen (- &2))

REPRESENTACION EULER EXPONERCIAL

La expresion de la forma de Euler de un complejo estard dada
por:
e'* = cosB+isend donde 0 es el argumento de z
Z=re'
' = (et /r
ZiZ2 =g &%

/22 =(n/r2) glter-e2)
POTENCIAS ¥ RAICES

Si 2=t ademas Z=r{cos@ +isenB)
Z1Z2= 7% = r*(cos 28 +i sen 28 )
Z*=r*cos 30 +isen3B)
Por 1o tanto podemos decir que

I"=r*cosnB+isenngd) (n=1,23.)

=re™ (n=10,123.)



2|/n =7 LV e!B/ﬁ

210 < 1 ((cos (8+2K)/n) +

sen(gs2mk)/n)

 EJERCICIDS:

l_-

a)-{-3)i/2) = 0-15i

b) (1412 2 (=141}~ 141} = §-1=i~{ = 0=21
¢) (2-1Xi/3) = -6i-3

4y 231 84

1+2i o-i

2431 2430 (1-21)  2-4i+3146
420 (1e20)0-21) © S

8-
T 5

_Bei B+l (B41) _ 4B+Bishi-1_ 47+14
-1  (6-1)(6+) 37 37

e) 13 (42213120 4is 4)= 5+ 4i% + 4P = 1+4-4i=4-31

2-
Transformar la ecuacion compleja  Z3+5Z% = Z+3i en dos
ecuaciones Reales

$i Z = athi



(a*+3abi-3ab?-bi) + (Sa?+10abi-5b?) = a+bi+3i -
8°-3ab2+5a2-5b2 = a ......{1)
3a%-b+10ab = (b+3) ...........(2)

3-
Describir el grupo de puntos Z en el plano complejo que

satisfacen las sigquientes ecuaciones.

SOLUCION
a) ImZ = -2 - Recta horizontal y=-2.
by I2! = 4 - Circunferencia de radio=4

y centro en el origen
c) l2-1+il =3 - Circulo de redio=3
alrededor del punto 1-i.

d) ReZ > 4 - Puntos posteriores a 1a

derecha de larecta x=4

e) 1z-il ¢ 2 - Puntos interiores al circulo

de radio 2 y centro en (0,i).

Y=-2



Y
Y d) ) &
‘ﬂ-‘ % N ,
i l! %

4.- Calcular

1ei|_Kie2h (-2or)] _f2c2-died

2

_ feve
- 25 25
5.~

Encontrar el argumento de los siguientes nimeros.

8) _

1 argumento = T1+211K
2

b) -2Y3 -2i argumento = eng cos - 243 _ 7m 4+ 29K
' 4 T 6

¢} (Y3 )22 3-1-243 = 2-23i

argumento = ang tan 2(3_ 27k

re\4a+12:\16 = 4

k=0,1,2,3,..



6.- s S
Expresar los siguientes nimeros en forma de Euler o Polar. -

(16" 2 (cos (W 20K )o° { sen(me 20K)) T K£0,12,
- . 4 L . 4 . 7..‘.: v'.. o "

-0 % = 2o (Foe2m ) rsen(Smeame) )y o

K=0,12

1=

;E_L, si Z2 #0

Demostrar que (-z—1 )=
Z2 72

(a+bi) ac+bg+ (cb-dah
cHdi 2+d?

(L) 2exbd-(cb-dali o m
2 -

%
22

a-bi _ac+bd-(cb-da)i 2
c-di — a2+ d2
(1 =(2)

oY
1
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Describe el rango de cada una de las siguientes funciones:

a) HZ)=Z+5 paraReZ >0

,/,;//
A
47/7//////’//////{‘)

U

Y

//"<>
A XEx;
e AT

4 restlts
et ls
’ ll//
1L
—y




1.2 DEFINICIONES BASICAS DE GRUPOS DE PUNTOS

Disco abierto o vecindad de Zo
Se define como:

Todos los puntos de un disco de radio p alrededor de zo
{z-20l<p  donde pes real
EJEMPLO

[2-21¢<3 12 solucién es vecindad de 2 conr <3

1Z+il <172 1a solucién es vecindad de -i conr ¢1/2

PRETAC GRAFICA

Silz-2ol<t y ReZ>0, S seraigual amedio plano derecho
cartesiano

Por ejemplo, 51 Zo=| entonces Zo es un punto interior de S.
N

Y

2

al
=

Punto interior es un punto Z en el espacio de una vecindad

contenida completamente en S.



DISCO UNITARIO

1zl<1

GRUPO ABIERTO
Es el grupo que contiene solo puntos interiores.

Una vecindad es un grupo abierto.

p1<|Z-Zu| {

i
22
Se debe comentar que la desiqualdad 12-31>2 noesun grupo
abierto de T ya que ninguna parte del circulo |2-31=2 es punto

interiorde T.

Asitambien bs ReZ< a donde ayb sonreales, no esun
grupo abierto ya que no contiene un disco abierto en las

fronteras.



Si w1 w2,wz,....Wn son puntos en i plano y los segmentos
sucesivos en wi forman una cadena . A esta se le denominarg
Linea Poligonal.

Un grupo abierto se conoce como conectado si cada par de
puntos 21,22 en §, puede ser unido mediante una linea poligonal
contenida por completoen$S.

Los grupos denotados anteriormente son conectados.

Bl grupo que comprende todos los puntos en el plano

alrededor del circuto 1Z1=1 esun ejemplo de grupo abierto no
conectado, esto se hace evidente cuando Zs es un punto dentro
del circulo y Z:z fuera de éste; lalinea pohigonal que una ambos
puntos por fuerza debe intersectar al circulo

Se ltamara dominio a todo grupo abierto conectado.

Se tendrd un punto frontera (Zo) o limte de un grupo S, i
cualquier vecindad de Zo contiene al menos un punto en S y un
punto fuera de S.

El grupo de todos los puntos frontera de S serd llamado
fronterade S.

Una regidn es un dominio que contiene agdemas algunos,
ninguno o todos 10s puntas de su frontera

Region cerrada es aquella que contiene todos los puntos

frontera de su dorninio.



Un gmpq.éé hmxtadosnpam é;}alqﬁ:iér‘.Z-:enﬁ,S, Iz« R, donde R
esreal .

Es decir, Ses vlirh’it:a,do si esté contenido en slguna vecindad de
_ origen T S

Auna regiéﬁ Vcerf.“'éda'y'!’iﬁ_ﬁ_ ta&a se le [lamara compactada. -
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13 EUNCIONES ANALITICAS

FUNCIONES DE YARIABLE COMPLEJA

Una funcién es una regla, la cual asigna a cada elemento de un -
grupo A, uno y solo un eiemento del grupo B.
' b=f(a)

atA y btB
donde b es conocido como la imagende aenf.
El grupo A es el dominio de definicién de f.
El grupo B es el rango de |
En ocasiones se conoce a f como un mapeo de A enB.
A y B son subgrupos de los complejos, o sea funciones con

valores complejos de una variable compleja.

Si nosotros hacemos w el vator de 1a funcién f en el punto Z.
w=fZ) y  I=xtyi
w también se puede descomponer en dos valores reales w =
utyi donde cada una es funcién de Z o equivalentemente de "x"
y "y* esto quiere decir que:
w = ulx,yJ+vi(x,y)
ASt una funcian de valor complejo de tina variable compleja es

en esencia un par de funciones reales de dos variables reales.



EJEMPLO 1

Escribir la funciénw = f(Z) = 22422 en términos de “x" Y oy
2= x+yi '

sustituyendo:

w = f(Z) = (x+yiP+2Ax+yi) u=x2-y242y

w = X2-y2+ 2%y i+ 2x+ 2yi v=2xy+y

w = (x2-y?+2x)#1(2xy+y)

<0 P

EJEMPLO 2

Describir el rango de la funcion f(Z} = x®+2i definido en el

disco unitario cerrado 12} <1

Solucion:
u{x,y) = x2
vixy)=2

Z varia dentro del disco unitario cerrado, u variaentre Oy |,y
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v es constante.

E} rango espor lo tanto, _ejfiég@h’nehid c-ireylirnea esdew=2i

a w=[+2i

EJEMPLO 3

Describa la funcién f(Z)=2* para Z en el semidisco dado por
izZl<2 , 0<imZ

Sabemos que cuando €l Argumento de Z varia desde 0 a 211/3

lwl<8
y o v 4
___@3_»
-2 2 % -8 8 y

y cuando el Argumento variade 21/3 <Z< 7



23




24

1.4 LIMITES Y CONTINUIDAD
DEFINICION

Una secuencia de nimeros complejos {Zn3 tiene el ISmlte Zoy'i‘_- P

0 converge a Z si para cualquier £ >0 hay un entero N tai que

|Zn-Z0l <€ paratodo n>N osea:
Lim Zn=20

2--320
o tambien
Zn->Zo cuando n-dee

Beométricamente ésto quiere decir que cada término Zn para

n>N cae en el disco abierto de radio € partiendo de Zo

{2-2.1¢¢

DEFINICION
Tomando f(Z) como una funcién definida en una vecindad de Zo

Entonces f(Z) es continua en Zo si

Lim £(2)= f{Zo)
20

De otra forma, para que que {Z) sea continua en Zo debe tener

un limite en Zo y éste limite debe ser (7o)

Una funcion es continua en un grupo $ si es continua en cada
punto de S.

F{Z} se aproxima a un limite precisamente cuando sus puntos
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real e imaginario se aproximana su limite.

DEFINICION:

Hagamos f(Z) una funcién definida en alguna vecindad de Za
exceptuando Zo mismo.

El limite de f(Z) cuando Z se aproximaa Zo es el nlmero w,

si para cualquier € existe unnumero positivo 8tal que

11(Z) - wol < € mientras0 <1z -2l <8

W=f(2) ¢
@
g 4+
Plano Z Plano W
EJEMPLO:
Probar que el limite
lim2?= -1

=
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Solucién:

Debemos probar que para € > O hay un nimero & tal que

[22- (-1} < € cuando 0¢ [Z-il < &

Z-(-1)= 2241 =(Z+1)(2-1) = (2-1)(Z- i1+ 2i)

122-(-1)l = 1z 41l = 1zl 1z-i+2il s 211 (2=t +2)

Para asequrar que el lado izquierdo es menor que £ primero
corhprobamos que Z esté enlavecindad de Zo conla 8¢ 1,€/3

lz-i(lz-il +2) <er3 (1+2)=¢

Esto es una relacion entre el limite de una funcién y el limite
de una secuencia.

Silim f(Z) = wo entonces
220

para toda secuencia { Zoly que converge en Zo, (Zn#Zo).

La secuencia [f(Za)]¥ converge en wo

REPASD DE DEFINICION:

f(Z) es una funcidn definida en una vecindad de Zo, entonces

f(Z) es continua si:
lim f(2) = H{Za)

{->20
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EJERCICIOS

| - Encontrar los siguientes limites:

a) lim 2%9 .

-3 2= 3i
Solucion: . . .
: Para Z #3i se define la funcion: o
T Z%9 _(Z+31)(Z-30) _Z+3i
Z-3i " Z-3 - ‘
lim Z + 3i =6i
Z2=34 -
b) lim 2% 1
2 74- 1
Solucion: Para 2% 1 . :
. 2% | _

(2% 1) (22-1) 221

im _1 -1
A S I o B

¢} lim (2o - AZ)-7%
8250 AZ

= lim 23+ AZ%- 270A7 - 78

42— 0 AZ
=lim _AZ°-270AZ  _ AZ-2Zo
420 AZ

=lim 0-2Z0 = 2Z0o

A2—0
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1.5 ANALITICIDAD.

EFINICION;
Sea f(Z) una funcién de valor complejo definida en una

vecindad de Zo, entonces la derivada de f(Z)en Zoes:

f{20) = lim _{{Zo+ AZ) - ((Zo)
4220 AZ

Siendo AZ un valor complejo

-Si f(Z) es diferenciable el cociente de diferencias
debe tender a un valor complejo f(Z) donde:

AZ—>D 0

Independientemente de la direccién que se tome.

La derivada de una funcién compieja sigue las mismas regias

que las de una funcién real.
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EJEMPLO.

Comprobar que.

Solucion
Aplicando et

rd

del ‘Binomio encontramos que :
 + BLOLDpr2(azp2e (a2
YA

- lim (Z+a2) -2 7™
- dz Az AZ B

Parael caso de f(Z) =2

Zo+tAZ Zo _ N7

AZ Az o7z

S1 AZ tiende acero por el eje real
2 _,
AZ

Si AZ tiende a cero por el imaginario

YA
Lo cual quiere decir que en ests ocasidon no se tendra un valor

unico de £(Z) en todos los puntos.
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DEFINICION

Una funcién de variable compleja f(Z) es enalitica en un grupo
abierto G, si tiene una derivada en cada punto de G.

Analiticidad es una propiedad definida para un grupo abierto

que se cumple mientras exista derivabilidad en un solo punto

Si f(Z) es analitica en fodo el plano complejo, es entera.
Existen criterios practicos para establecer la analiticidad de
una funcién, uno de éstos se aplica a la funcion expresada en

términos de:
ulx,y) + vix yh
de tal forma que:

ReZ=7+Z ImZ= 2-
2 i

Alsustituic x(2,7) y y(z,2)

Se podra apreciar si el resultado esta dado en términos de Z
lo cual indicara que la funcién es analitica En caso de intervenir
al menos un valor de Z no se tendra analiticidad ,

-ver caso f{(Z)-



EJEMPLD:
Exprese las siguientes funciones en términos de
Iy ,
f(z)= 2=y
! (x-1)2+y2
Solucién;
7 Z,;Z_' 1Z—‘Z
f(2)= — ,2 2'_
ol - Z-7 v
—_— =)+
(B )
I A N
S 22-7-7v Z-)
Es analitica

f,(Z) = x2+y2+3x+ | +i3y

+
4 ai 2

7?2 (7 -7 Z+7 -
(Z+2)° (2 Z)+3(___)+]+i3(22i2)

=77+37+1 No es analitica.

ECUACION DE CAUCHY-RIEHANN

La propiedad de analiticidad dicta una relacion entre las
partes real e imaginaria, 1a cual se muestra a continuacién.

Si f{Z) = ulx,y) + v{x,y)i es diferenciable enunpunto

Zo = X0+ 1yo se tiene:
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f'(Z0)= lim f(Zo+ AZ) = f(Za).
fav.or 2] AZ N

donde AZ tiende a cero desde cualquu

complejo. Considerando AZ =
elejex

- direccion “en el plano.
aproximdndonos por

ulxo,y0) + 1v{xoyo) -

f(Z0) = hm u(xu+Ax yg .
. : ‘ X

Bx—0 S X:O =T

= limoulXe .AX,YOV)V ;U(Xo,yﬁ) ’+ igim vix gt AX, ¥o) = vixo.yo)
ax - e bx

= ":Es_tos_l'imi_tes serdn Jas derivadas parciales de u y v conrespectoa x

£(Z0) = Y (xg, yo) +18¥(x0,yo) .. . (1)
ox O

Ahora si- AZ tiende a cero porel eje y tendremos
f(7 )= -184 (X0, yo) + B¥(xo,¥0) = (2
ay

dy

igualando ambas ecuaciones

(e 24
<

@
x»
@
w
tvlw
[Ty £ ool
i
1
Lo B
x

En Zo = Xg+ ¥Yq
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Estas son la ecuaciones de Cauchy-Riemann.

TEQREHA

Una condicién necesaria para que f(Z) = u(x,y) + v(x,y)i sea
diferenciable en Zo es que se cumptan las ecuaciones de C-R.

Consecuentemente, si f(Z) es analitica en un grupo abierto G
entonces las ecuaciones de C-R se cumpliran en t0dos 10s puntos
de G.

EJEMPLO:

Mostrar que f(Z) = +y +i(y2-x) es analitica en cualquier
punto

Solucion:

ulx,y)=xy
iv(x,y)=i(y?-x)

Bu _ gv _ -
ax 2x —'x— = -]
2y 3v _

ay ! y Y

Las ecuaciones de C-R se cumplen en éste caso solosi x =y

lo cual representa una linea. Por 1o tanto no es analitica.
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TEQREMA
Sea f(Z) = u{x,y) + vix,y)i definida en algin disco abierto G

conteniendo al punto Ze.

$i las primeras derivadas parcisles de u y v existenen G,
son continuas en Zo y satisfacen las ecuaciones de C-R en Zo.
Entonces f(Z) es diferenciable en Zo.

Si esto se cumple en todos los puntos de G, f(2) sera analitica

enG.
EJEHPLD
Probar que f(Z} = excosy + i exseny .......(1)
es entera,
Solucién:
gy % du
L2 = excos = =-gxsen
ox Y ay Y
3y = @x _§_V_ = ex
E = exseny 5 eXcosy
(2)= ~a-!- + iél

3x ax
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Todas las primeras derivadas son continuas y satisfacen las
_ecuaciones de C-R  en cada punto del plano 2,
por 10 tanto f(Z) es entera
f'(Z)=e*cosy+ie*seny........n.d2)

Como se observa, curiosamente f(Z) = f{Z).

TEOREMA:
Si f(2) es analitica en un dominio D y f(Z}) = 0 para tedo
punto de Dentonces #(Z) es constante enD.
f(Z) es constante cuando se cumplen algunas de las
condiciones siguientes.
Ref(Z) = cte.
imf{Z) = cte.

1Kz} = cte.
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16 FUNCIONES ARMONICAS.

DEFINICION

Una funcion de valor real ¢ {x,y) se denomina arménica en un
dominio D si todas sus segundas derivadas parciales son

continuas en D y en cada punto de b se cumpte gue:

9, 3%
9 x? dy2

+

=0

Las fuentes de estas funciones son las partes real e

imaginaria de una funcion analitica.

Su estudio es de gran importancia debido a la abundante

cantidad de soluciones que aportan en tas matematicas aplicadas

JEOREHA

$iflZ) = ulx,y) + vx,y)i es analitica en un dominio D, entonces

cada una de las funciones u(x,y} y v{x,y) sonarménicas.

EJEHPLO

Construir una funcion analitica donde la parte real es

ulx,y) = x*-3xy? +y
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Verificamos que. 2

du ‘
332t 3m T bx-6x=0
Por lo que’ u(x,y) esarménicaen todo el plano compiejo

‘Paraconocer v(x,y) se hace lo siguiente:

m

| "aa% = B eyt

Al integrar v(x,y) conrespectoa y
vix,y) = J 3x2- 3y’dy
= 3x2y-y¥+ 6 (x)

Si1 deseamos conocer el valorde ¢ (x)

d
——a: = bxy + ¢'(x)
Tomando en cuenta que.

By __ 3y

9y ax

gv  _ = '

3. S oxy-l Exy + ¢'{x)
${x) = -1

$(x) = [#(x)dx=[ -1 dx= -xsc
Por lo que: vix,y)=3x2y-y3-x+c¢

f(Z) = x3- 3xy 2+ y +1[ 3x®y - x - y3+ ¢]
=73-i(Z-¢)
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Dos funciones armonicas nos dan una analitica. De una analitica

se obtienen dos arménicas.
Gradiente:

Yector perpendicular a una curva en el plano

Vu (XD.YD) = 8u (xp, Yu)+ By (xo, yg)

ox 9y
Vv ixo,y0) = 8¥ (Xo,Y0) + 8% (xo,Yo)
9x 8y
Aplicamos el producto punto
.@.l_’.. .ai + _a_u_ _a_i - 0

3x 9% 3y By
Si tomamos en cuenta las ecuaciones C-R.
S8y By, Budu _
dx ay dx dy
Cuendo el producto del gradiente es cero las curvas son

perpendiculares.

Esto quiere decir que las funciones arménicas forman una
familia de curvas en el plano xy, asi como que las generadas por

u(x,y) son perpendiculares a las producidas por v(xy).
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EJERCIC!
1.- Encontrar la derivada de 1as siguientes funciones:

A H(Z) =6 +822+i2+ 10
Solucién:
(2) = 1822 + 16Z + i

b) f(Z) = (2% - 3i)®

Solucion:
f'wh=nw™' dw
f{2)=-122(22- 3iy7

Ty =6i( - (22 +22)'™

Solucion:
f'AB = AdB + BdA
A=6i(Z3-4)*
B=(22+22)'®
f'(2) = 6i(Z5- 40 100(2Z + 222+ 22) % +
+(Z2 + 22)'%° (241} (32 (22 - 4P

f(Z) = 6i(Z2 - 473 (22+ 2202 (100(2Z + 2)(Z8 - 4) +
+4(72+ 22)(3ZP)
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2.En que puntos la funcion no es analitica.

a) ‘ iy ——p en (2+3\‘) L -
: ,_;_,-27'27%‘31 _ R :
bz ez 5 en (-1)
Z+l

3. Discuta la analiticidad de cada una de éstas funciones
Con la simple intervencion

a) 8Z +1. 1
de Z no hay anahticidad

Es analitica excepto en

) 23422 4
7=5

Z-5

c) x2-y242xy
Debemos aplicar la transformacion a términos de Z y Z

(ZZ)? - (ZZ)? a2 (2237(22)0
2 2 2 2
Zz+242§+22+ 242'2 §2+21(2322) =

&

774227 +2%42%-227 + 7%22%27%=

=47

Por lo tanto si es analitica y dermvable en el plano complejo
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4. Probar que la funcion - e"z'Qz(cos'(ny)ﬂsén(‘Z’xy) )
Es entera BRI A

Solucwn S _
Aphcando la COﬂdICIOn de Cauchy Rlemann S

du=-e” 242 sen(2xy)2y +2xe -y cos(2xy)....'..'.}.“(l) L
ax

au =-e” "‘2 sen(2xy)2x +2ye“2'“zcos(2xy)..._ 2]
ay '
dv=2x e*%-v? cos(2xy) —2ye"2"lzsen(2xy) ..... A3
3y
du =2 x e°-¥ sen(2xy)+2ye**-v7cos(2xy) .. .. (4)
ax

ay = du _______0(3) (1)
ay %

v = du _____D(‘U -(2).
x oy

Porlo tanto: es entera
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5 -Encontrar el polinomio armonico mas sencillo.de la- forma

si sabemos que - .2 " “Derivamos

YQ!‘.

gf ‘2ax+by e T e e L x+2cy

g (9
[N ]

i
%lwwl
~N

Porlo tanto:  f(x,y)=ax?+ bxy +ay?
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1.7 FUNCIONES ELEMENTALES

La funcién ¢ es considerada de gran interés en la teoria de las

funciones analiticas.
Su aplicacion se extiende a la definicidn de las funciones

trigonométricas.

Propiedades de e

0) ezlezz= eZHzZ

b)ﬁi = g2l-22
ez

clde? =¢
dz

d) e?= ex*¥i = g¥el

donde x y vy sonreales.

. ‘,Eje,rcicio:
Dec) - fly)=ely
9 = jely =if
dy
d’f ( d’
21 =-f =ilif) 27 _
ay 3 +f =0._.01)

Cualquier funcién de la forma f(x)= Acosy+Bseny
donde A y B son constantes complejas

satisface la ecuacion (1).



44

Para evaluar Ay B:

f0)=e'® =¢P =}
df(0)=  if(0) =i
dy

como A=1 y-B=i tendremos que:

e = cosy+iseny

DEFINICION.
Si Z = x + iy, entonces e? serd un nimero complejo de la forma

el =e*(cosy+iseny)

8i Z + O entonces 7 =]7| eitroZ

e? es una funcién entera y ademas:

letl = le**!] = ¢ ya que’

arge? =arg e =y + 21K (K=0,%122,....)

TEOREMA
Una condicion necesaria y suficiente paraque ¢ = 1 es:
el! = 22

21 = 22+ 21Ki
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EJEMPLO T ) ;
Demostrar que €% =1 con -Z=x+ iy = 21K

Solucion:

lefl = lexM = e

Six=0 ; :
el=eY=cosy+iseny =1
. esto quiere decir que: .
cosy =1
seny =0

Lo cual solo se satisface cuando y=29K y Z=27Ki

Se puede decir que e es periodica pues presenta un ciclo
complejo 2mi
$n = {x+iyl-oocx<,00 (2n-1)1 <y s (2n+ 1)1}
{n=041,£2,..,)

DEFINICION
Dado cualquier nimero complejo

senZ= e° -e™® cosZ=e +e®
2 2

Donde e'Z y e son funciones enteras.

Llmiimnn tdantbiAdAadae validae ernan racnects 2 lae fiinAiAaneo
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complejas son entistadas a continuacion:

a)sen(Z+2W) =senZ , cos{Z+2m)=cosZ - |

bl)sen(-Z) = -sen? ,  cos(-Z)=cosZ
clser?Z+cos?Z =1

d)sen{Z1 £Z2) = sen Zicos 72 + sen Z2¢0s
e)cos (Zr £ 72} = cos Z1cos Z2 -/+ sen Z15enZz
f)sen2Z = 2senZcosZ , <€052Z=c08?Z - serfZ

Otras funciones trigonométricas estan definidas por:

tanZ=senZ cotZ=cos?
cosZ senZ

sec 2= 1 csci= |
cosZ senZ

Algunas reglas de derivacion serén las siguientes:

d tanZ=sec?ZdZ d secZ=secZtanZdZ

7

dz dz

d cotZ=csc?ZdZ , d cscZ=~cscZcot ZdZ
dz dz
En ocasiones existen diferencias con respecto a las
reglas aplicadas a los reales.
Ejemplo:
Iseniy] = le’-¢'| =|senhy|

2i
Para los reales Isen x| es menor 6 igual a |
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EJERCICIOS
1.- Trensforme los siguientes nimeros a la forma a+bi

a) e2* A = &2(cos (1/4) + i sen (1/4))
= (e2/V2)(14i)

b) cos (1 -1) = cos (1) cos {-i) - sen (! )sen(-i)
= ¢o5 1¢cosh(1)+isen{l)senh(1}

cycosh{mi/2) = cos (m/2) =0  {(No tiene valor a+bi)

2- Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

8) w = ™’

W = (2n2)e"?
b)w=e*"Z

W' = 2% zz(cos. 22)
clw = tan®Z

w' = 3tan?Z sec?Z

3.- Encontrar todos los nimeros tales que:
a)e? =1
4Z = 0+ 215Ki
Z = (nKi)/2 (K=0,1,2,...)



Sbets3
. viz=logd#2mKi
Z = (log3)i+ 27K -~ (K=0,1,2,..)

4- Demostrar que
el*tl = _g?
Solucién:
eZ*7 = o2eT = e?(cog 17 + | sen )

= el(~1+il0)) = -&?

5.-Resolverla siguiente ecuacion:
log{Z2- 1) = i{n/2)
Solucion:
72-1 = ei(‘nIZ)
72 = "M 41 = (cos(m/2) +isenln/2) + |
=(0+1)+1=i+1=y2e0/@
Z - 4J2 e(ﬂ/ﬁ)

LA FUNCION LOGARITHICA

DEFINIREMOS LODGARITMD DE Z COMD LA INVERSA DE LA FUNCION
EXPONENCIAL,

w=logZ siZ=e"

donde ¥ 20 porloqueZ+0
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tenemos que:

Z=re® s

W=+ Vi

rel? = v *viz gipgh
-porloquev =8+27K
e'=r,u=lnr
resumiendo:
w=u+vi=logr+i(d+2nK)

DEFINICION
SiZ + 0 entonces logZ tendré un valor cualquiera.

Podemos escribir lo siguiente:

1ogZ = loglZl + i arg Z + 21K (K=0,£112,..)
EJEMPLD
log3=1log3 +iarg3=(1098)+i2mK
logl1+i) =loglt +il arg{! +1i}
=(log2)/2 +i( /4 + 21K} {K=0+),£2,.)
Se debe sefialar que
arg ZiZ2= arg 21 + arg 22
arg(Z1/22} = arq 21 - arg 22
se aplica [0 mismo para el logaritmo complejo
log Z1Z2 = log 21 + log Z2
log{Zi/Z2) = log 21 - log Z2
La derivada seré:
f{logZ) = 1/2
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TEOREMA
La funcién log Z es analitica en el dominio consistente en
todos los puntos del plano complejo con excepcion de los

numeros negativos contenidos en el plano x

Exponenciacién Compleja.
DEFINICION
Si e es una constante compleja y Z # 0, entonces definimos Z=
como:
7% = g=los?
donde & puede ser un complejo
EJERCILIDG

}. Escriba los siguientes niimeros de la forma a + bi

a) e2*™H = o2lcos(n/4) +isen(n/4))
= (e2/v2) (1+i)
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b) cosl1-i) = cos{!1)cos(-i}-sen(1)sen(-i)

=cos( 1)cosh( 1 )+i sen(1)senh(1}

2. Encontrar f en cada una de las siguientes funciones:
a) w=e*n®)
w =2e¥M&)cos(22)
b) w=Tan3z
w' =3tan®z sec?z

3. Encontrar los nimeros z para los cuales se cumple lo

siguiente:
a) e®=4
4z=loqg 4 +2mki=(0+2wk)i+log 4
Z=(wki)/2 +log4 (k=0,1,23.....)
b) e2=3
iz=log 3 +21ki

Z=log 3/i + 21k (k=0,1,23....)
4. Encuentre todos los valores de :
a) it .
Solucién: ellalid = gmmiz-2uk
b)(|+i)3 = Qg (3774 +657k)
=[(v2/2 v 2020 Uv 2P
=-242i
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CAPITULO 2
"ANTECEDENTES AL ANALISIS
DE SERIES COMPLE JAS®
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2.1 PARAMETRIZACION

CURVA SUAVIZADA

Es aquella que no tiene picos ni cruces

DEFINICION

Un grupo de puntos en el planc complejo tendrd un arco
suavizado ,s1 el rango de alguna funcidn de valor complejo
continuo Z=Z(t), a<t<b, satisface las siguientes condiciones:

a} Z(t) tiene una derivada continua entre ayb.

ast<b
b}Z'(t) jamas desaparece en{ab]
¢) Z(t) mantiene una relacién | al enlab]
¥

arco suavizado

v b
a/—)
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" PORQUE LA PARAMETRIZACION

Con e} propésito de facilitar ia integracién de una funcidn
compleja de 1a forma Z{xy} . Se transforma la misma de tal
manera que solo queds en términos de t, donde t es un
parametro de las funciones x{t} y y(t).

Existen varias formas de satisfacer el comportamiento de una
funcion mediante la parametrizacion Cuslquiera que satisfaga a)
, b} y ¢} seré conocida como parametrizacion admisible en el
intervalo [ab}

A continuacion se enuncian 185 tres reglas de parametrizacion
mas sencillas y Gtiles:

a) La linea recta comprendida entre:

Z1=atbi 22=cHdi
Ut)=21=422-21) Ost< |

b) Lacircunferencia 12-Zol=r

Z(t)=Zo+re' Oste2m
¢) Curva de la forma Y=X"
| K=t Y=t
Z{t)=t+th Dstgoo

¥ o c)

Y b) ¥
2 y=xn
" &
l "

5

B
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22 INTEGRACION COMPLEJA

Las reglas de integracion para los nimeros complejos son
similares 2 las aplicadas en 1os reales. '
la parametrizacion es impresindibie si se desea simplificar

el cdlculo enun plano complejo.

EJEHPLD
Evaluar J (2t+it)dt

=t2+ (12t + ¢

. I LIPS

=ell/i ] = i/ - ¢0/j = 2j

La integral f(2) en términos de t puede ser resuelta de la

siguiente manera:

JHDZ = [HZENZ L e (1)

EJEMPLO

Calcular 1a integral  {(Z-Zolndz donde n es un entero y Cr

es el circulo [Z-Zol=r recorrido una vez en direccién de las

manecillas del rel6;j.
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Solucién:
_ Pa‘ramet.riyzando a Cr tenemos que:
'_ Zt)=zo+re™ 0sts 2w
Si f(Z)={Z-Zo)" entonces:
- f(Z(th=(Zotre"-Zo) =rhe™™

Cy 2lt)=iret

- Utitizando la ecuacion (1)

NZ-2oldz= [P (e ire Yt =ir !, [l Vit

La evaluacidn de dicha integral requiere dos suposiciones:

n#-i

G . 20
irt [eltmht gi= it lgitnent

° i{n+1}

0
="‘[ -1 T
in+1) in+l)
n=-1{

+ 2,1' 7
it llel(no\)l dt=i f dt  =2m
0
9

por lo tanto:

| @z az=

cr

[béin?l
291 9i n=-1



57
EJEHPLOD

Evaluar fTiz a lo largo de el contorno simple y

cerrado T indicado en la figura.

Y
2 2+2i
Y3
1Yz
b $ x
Ty, 2
por lo tanto:

=2 z__2, 2 t3]2 8
72°dz= = 2 == | =2
{ 2= [ ZZ\(t) dt [t 513

= 2'—"—"2 N V 2 2.
[7dz=[ ;W () dt = [2-tiNidt =
0 0
Y.
2

L i2-tip : -(2-21)% 8
3, 33

2 0 2 o 2
[Tz = [ZTO W dt = | FO-DY-C+)) ot
YS -2 -2
. 2 0 2 R 2
= () (=) [ Y= -(14i)(1-) 8
-2 3
La solucién es:

[Tz"az - %4-(2;21)"’ +,§_] + [-(i4) (1-1)”% ]
-6, 32i
Ry
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INTEGRAL DE CAUCHY.

i una funcién $(2) poseé una antiderivada (analitica)en un
dominio [, su integral alrededor de cualquier contorno en 0

serd cero.

[#z)dz =0

La nocidn critica de esta consideracion es la visualizacion y
entendimiento de la llamada deformacién continua de un

contorno hacia otro en un dominio D.

Esto es dificil de expresar matematicamente, sin embargo

es facil imaginar.

Podemos decir que el contorno I'e puede ser continuamente

deformado hasta It en un dominio 0, si puede moverse

libremente alo largo del plano sin abandonar D de tal manera

que finalmente coincida con It (tanto en posicion como en

direccion).
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A D Ty N D Ta
- - —p
DEFINICION

El contorno I's  es continuamente deformable hacia I'1
en el dominio D. Si existe una funcién Z (s,t} continua en la
unidad cuadrada O<s<t, O<t <1 lacual satisface las
siguientes condiciones;

1) Por cada valor s en [0,1} la funcién Z(s,t) parametriza un

contorno en .
2) La funcién 2{0,t) parametriza ei contorno I

3) La funcion Z(1,t) parametriza el contorno 1

Z(1,t)

05
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DEEINICION

Un dominio 0 que posea la propiedad de que cualquier
contorno  incluido en éste pueda ser continuamente
deformado hasta un punto es conocido como dominio simple

conectado.

Simple coneclado Simple conectado No Simple coneclade

TEOREMA DE CAUCHY

Si f(Z) es analitica en un dominio simple conectado D y T

es un contorno cerrado en 0 entonces:

[#zydz =0
r

Esta integral de contorno es la suma de 1as integrales a lo

largo de los componentes de I’
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La integral de contorno puede ser 6b,tr‘emd§:‘,a través de la .

siguiente ecuacion:

[Hprez= [Hzanziat
o Shigmm -

"+ Cuandoel elemento f(Z) es analitico en un dominio D, el cua!
contiene a I, se debe considerar o siguiente en la evaluacién
de la integral de contorno:

a) Si f tiene antiderivada F enun dominio que contengaa I’

entonces:

[#2) 4z = F(z1)F(21)
r

donde 21 y Zr son los puntos inicial y final de T

b) Si I es un contorno simple, cerrado y positivamente

orientado, y f tiene la forma f(2)=g(Z)/(Z-Z0) con g analitico

dentroy sobre I'yZoenelinteriorde I’ entonces:

[«21dz= [ 9D dz=2mig(z0)
r r Z-70
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generalizando;

[ 9@ g - 2mig”"(z0
¢ (Z-Zo)m (m-1)1

De acuerdo con lo anterior podemos definir:

f(zo)= |} (2) a7
nr 2-2o

La cual es conocida como la integral de Cauchy con ella se

puede hacer una aproximacidn de la siguente manera:

[(nyaz= [ 1D a2
r2-Zo crl L0

A partir de ésta es posible obtener las lamadas
estimaciones de Cauchy para las derivadas de una funcién

analitica en un circulo de radio R.

"(Zo)=nt [ fl&) de.
2mi (& -Zo)™

Con &t contenidaen Cr
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EJERCICIOS
| - Encontrar una funcion Z(s t) deforn‘nandozrlj er; 3
+

en el domino D Donde [p es 1a elipse -)-;- % =1
girando una vez en contra de las manecillas dei relo)
empezando en{2,0), [+ es el circule [Zl=1 girando una
vez en contra de 1as manecillas del relo; empezando
en(1,0),yDeselamllo 1/2¢ZKk4

Solucion;
[zaz = [ 24z
It T0
To = _)Ez + y2 =1
4 g

T =12=1= x? + y2 =)

Para lo Para donde
u=2cos9 u=cos8 0¢8¢2n
v=31€0s8 v=senp O¢s sl

Z(st)=(2-s)cosB+i(3-25)seng
2.~ Considerando C como el circulo iZi=2 recorriendo
una vez en sentido positivo, calcule cada una de las
siguientes integrales @

a) fsen32 dz Solucién:

c Z-w/2 -2 0 2
f= sen3Z

[ =2mif(ns2)
c
=2msen3nm = -2mi
2
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b fzet @z solcien
Ceoze3n o e

4 e 22;3&. :

=’3i/72 2’_’12;{1'_ = 3i.e%?%.

3~ Calcule J'ZL dz - Jﬁ'_ dz - I
a c 23+272 ¢ 22(Z2+2)

Cuando C es el circulo [Z]=1 recorriendo una vez en
direccion de las manecillas del reloj
Solucion
[ =2mi tuzeivizean .,
T '

f'= Z+2 -Z+i o f(0)= Z+i
(Z=2)2 4

I =2mi (Z-1) = mwi + w/2
4
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CAPITULO 3
“SERIES”
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3.1 CRITERIOS DE CONYERGENCIA

DEFINICION

Una serie es una expresién formal de 1a forma
o .
GotC*#C+Cy, 3 C
FO
donde Cjsonnimeros complejos.
Z, ri-esima suma parcial de las series
S, esal sumade los n+l primeros términos de la

serie n
Sn = z Cj

Si la ecuacién de sumas parciales $, ,S2 , Sz ,....

[‘5,,]:°I tiene un limite S, laserie esconvergente

osums  S$= 3 (.
o
_ Sino tiene limite es divergente.
Lema !

n
La serie Eocj converge a

Tc sifel<r (Serie geométrica)
n+d ®
I L W
1-C 1-e 0
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OTRO ERI

TEOREMA | {Prueba de comparacién)

Si Z M; es unaserie convergente con términos
no negativos y si pars toda j>J Ileﬁ M;

entonces la serie icj también converge.

70
Ejemplo:
La serie g 349
o (j+ 1)
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TEOREMA 2 {Prueba del cociente)
09
Supongamos que los términos de ias series z G
F0

tienen la propiedad lclc"’ — L
i

cuando j —oo
La serie converge si L <]

La serie diverge si L>1

S 4
F
Gt | 4 gl 4
= - '7 2 — -+ 0
G (j+104 jet

cuando j —voe

ta serie converge.

La secuencia de mas interés es la de funciones de variable
compleja y asi mismo , la secuencia de sumas parciales de

series de funciones.
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Z (_Z-)l converge para - 1Z]¢Zd] . C":_%_

: T

‘ Z 'no'1 E

e 2z oy 5
7 [1+ = +(—Z-°) |+ (%) = 'OZ

¢ ) ) B T

Zo cual es la sumatoria, por lotanto es convergente

1 .
—7 ° {2t <1Zdl

2o

[l
Inversamente la serie > F,(Z) converge
n=1

" uniformemente a F(Z) en L si la secuencia de sumas

parciales converge uniformemente a F(Z).

EJEMPLO:
. & 7 43
Mostrar que la serie . (—Z—) converge
=0 0
uniformemente en cada disco cerrado.

Donde: [zl <rclzd &5

Solucién; El remanente después de n+! términos
sera menor que § para todo 7 en el disca.

r
TZJT para lZ[x r

- y r < |24
2o IZa[
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3.2 SERIE DE TAYLOR

Supongase que deseamos encontrar un polinomio Pa{Z) de
gradon, el cual se aproxime a una funcidn analitica f(Z) enuna
vecindad del punto Zs .

Dados los diferentes criterios para aproximar un polinomio
esta vez se construird uno que "se parezca” a f(Z) en Zo de tal

forma que sus derivadas sean iguales a las de f en Zo.

Pa(Za)=(Z0)
P'lZo)=ftZa)
PralZo)=1"(Zo)
etc.
La constante polinomial Py(Z) en Zo simplemente serd igual a
f(Zo)

Po{Z0)=F{Z0)

El polinomio de grado | que equivale afy f'enZe es:
PYZ)=H{Zo)+f' (20X 2-20)

El polinomio de grado 2 que equivale a f, ' yi" en Zo es:

P2(Z)=f(Zo)+(Zo)Z~Z0} + f*{Z6)/24Z-20)?



kA

Con 1o anterior podemos deducir que el polinomio de grado

- n que seaproximaa f' " ... f es:

2! n!

Naturalmente podremos observar que conforme n tienda o
infinita se lograra una aproximacion cada vez mejor de f(Z) en
Zo . Esto se parece a une suma parcial de series cuya

convergencia se tendra justamente en f(Z).
DEFINICION

Si f(Z) es analitica en Zo , entonces la serie :

P(Z) =HZ0)*+(Zo)(Z-20)+(Zo)(Z-20) +.. =3 ) (Z0)(2-Zo )
24 F

La cual es conocida como la Serie de Taylor para f
alrededor de Zo Cuando Zo=0 ésta es también conocida como

la Serie de Maclaurin para f.

TEOREHA
Sif(Z) es analiticaen el disco [Z-Z0l¢R entonces la serie de

Taylor converge en {(Z) para tode Z contenido en ¢! disco.
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EJERCICIQS:
1.- Verificar cada una de las siguientes expresiones de

Taylor para encontrar una férmula general en fi{ Zo).
Betermine los discos sobre los cuales dichas expresiones
son validas

) el = g_z;‘: |+Z§_Z_2+_Z_3+,,,,......4., 20=0
R 23

Solucion:

t2e?)=et =1 , f'(e%)=et =1 , f'(e%)=e? =1 ,.......

Por 1o tanto cumple con la formula de Taylor

padk
Ut | e | = |2
Uy 2 J*
i j b oo

Porlo tanto es valida para todo el plano Z

b coshzeZ 2= 1+2%2% .., Zo=0
F@x 204
Solucion:

f%coshZ)=coshz =1 , f'(coshZ)=senhZ =0
f"(coshZ)=coshZ =1, f"{coshZ)=senhZ =0
fm(cosh Z)=coshZ =1 , f"{cosh2)=senhZ =0

lo cual cumple con Taylor
203+1)

_Z_
2000 | = | ;
73 (2)*1;(2);2] 0

2§ ] —P o
valida para todo el plano Z

Un+ t
Un
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2.- Encontrar las propiedades de convergencia de las series

de Taylor para lo siguiente.

!
G)E alrededor de Zo=0
Solucion:
RS I L L L T b s
1+2
Un*‘ lmlzmi _ I "'Z l
Un " Zn

Porto tanto converge enlZi<!

b) 1+Z  alrededor de Zp=i

1-2
Solucién: La serie estara dada por
0 g
5 (Z-)
F (1- 1)1"

re 1 Il—,ﬁ L)
Z-1) (1-i)

(l ] U’l)
Por lo tanto converge en fZ-if<2”
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* 3-Usando el producto de series de Taylor , encontrar los 3

primeros términos diferentes de cero en la expansién de
Maclaurin en lo siguiente:

a) e*cos?Z
solucion: - e* =1z s
i '7 21 31 ar
cosZ =242 25 ...,
: 2t 41 61

e’cosZ- 1+z z -7
: 3| 3

- b) secZ=_|
U eosZ
solucidn:

cosZ=1-w, w= _2_2—_2_4 +7° -7+
21 4 61 8

secZ= 1 = l+wtwitwt+
1-w

secZ= 1+2° + 52
2 4
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4.~ Encontreruna formula explicita para la funcién analifica :
f(2) que tiene 1a expresion de Maclaurin 2k?Z* (sugerencia :

empezar con la expresién (1-2F' =2* Z* diferenciando,
multiplicando por Z , diferenctando de nuevo y finaimente

multiplicando porZ).

Solucién:

La expresion esta dada por:

| = 4244

1-2

Su derivada seré:

= 1422432744245
(1-2)

Multiplicando por Z:

L 274072 437%447%457%
(1-2 )2

Derivando de nuevo:
472 _ 144z +a2%167%4257°%
(1-z
Multiplicando de nuevo por Z:
o0
ZU4Z) © 7ha7%g7%4167%4252% = SKZ*

(1-z ¢ o
Esta es la formula
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33 SERIE DE LAURENT

Ahora se desea conocer la posibilidad de representar una
serie para una funcién f cercana a una singularidad punto en el
cual f no es analitica pero es el limite de aquellos puntos
donde f siloes.

Después de todola ocurrencia de una singularidad esta
sujeta al comportamiento del denominador.

iSera posible expresar funciones como A/(Z-Zo)P+g(Z),
donde g es analitica y tiene Serie de Taylor alrededor de Zo?

En realidad no todas las singularidades son de ese tipo
{recordar log Z en Z0=0). De cualquier forma , si la funcion es
analitica en un anilic que circunde una 0 mas de sus
singularidades (notese que log Z no tiene esa propiedad),
podemos obtener su parte singular de acuerdo con lo

siguiente:

TEOREMA;

Sea f(Z) analitica en un anillo abierto r<IZ-ZolkR. Entonces

f(Z) puede ser expresada como la suma de dos series.

(2)=3 o,(Z-20V + Yo, (2-20)"
¥o =i
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Ambas ~series convergen en el anilloy ~convergen
uniformemente en cualquier subanille cerrado ‘
reptilZ-Zok p2R

Los coeficientes aj estan dados por:

..‘._ d (i=0£1£2+3...)
s b O

‘Donde C es cualquier contorno simple cerrado
positivamente orientado dentro del anillo y conteniendo 8 Zo

en su interior.

Tal expresion que contiene potencias tanto negativas como
positivas de (Z-Z:) es conocida como la Serie de Laurent para
f en este anillc. Usualmente se representa de la siguiente

manera:

> aj(Z-Zu)’
s

Nétese que si f es analitica fuera del disco [Z-ZokR |, los
coeficientes negalivos de la penlitima ecuacion serdn cero y

los otros reproducirdn la serie de Taylor paraf.
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JERCICIOS.

en cada uno de lo:,

- Encontrar la Serie de Laurentpara la funCIon .Z(ZJ ] )

siguientes dominios:

a) 0ciZt <y

b)iZ+11> 1

! l 12 i
zer Ut ) +(Z+\)+(Z+l)3)

1 | 2 | 3
77 ) ey

1]

1 = | 2 | 3 00
2(2+1)-(z+‘) Hepp) e =zz (‘z_lﬁ)n



VAR R

B ocizHc

A _ a1 1
Az+1). 2

ZF

‘:.

R IS
(Z+1} -1 1-2+1

S-(1+Z DR (42

L ooy azen) -z (2o

20Z+1) Z+1

=8 @ar
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Encontrar las Series de Laurent para la funcién ‘

- para cada uno
de los siguientes dominios: (z+1)(Z-2)

a)1Zl ¢
z

b) 1<121.< 2

z r %
+

- 3
(2+1)(Z2-2) ¢y Z2-2




©oa

% nn. '
= =y
2773 L 324
sl EE i(‘l)""'m;‘ el
| (z+1)z-2) 4 kel

ez 7l T2

i Z . 1 o« l n 1 00 2n0|
e LS e L
zenz2) 32: 7' P §(7)

~ . 3) Encontrarla serie de Laurent para %
E =24 en odz-4a

z(z-4)® gr\\\\i,////

Z+1
2(z-4)*

I =5/4 - 116 + 1/64 + S (z-4)" (-1)™"
(z-4) (z-9° (Z-4) o

q n+d
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