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INTRODUCCION 

Este TRABAJO ESCRITO 
pre lende ser un auxiliar en el 
estudio de la osigmitun.i 
"MA TEMA T!CAS APLICADAS A 
LA INGENIERIA PETROLERA". 
Su contenido es totalmente 
conceptual y manejado con 
sencillez , pues se desea 
interesiir al lector para que 
profundice en los temiis 
expuestos y posteriormente 
desarrolle sus habilidades en 
el campo práctico de su 
profesión. 



CAPITULO l 

"NUMEROS COMPLEJOS" 
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1 .1 ANTECEDENTES 

REP!IESENTACION PUNTUAL DE UN COMPLEJO 

En un sistema carlesiano hay un1:1 relación biunlvoca entre 

puntos y valores numéricos con los ejes coordenados. 

Si tenemos que: 

x=2 

y=2 

De una forma ordenada, la representación estará dada de la 

forma P(2,2l 
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y 

..... , ..... , p(2,2) 

X 

DEFINICION 

Un número complejo es una expresión de la forma Z = a+b1 

donde a y b son Números Reales, i2 = -1. 

Para un número comple¡o se puede utilizar el mismo plano 

cartesiano tomando el e¡e "x" parll los valores reales y el e¡e "y" 

para los de la parte imaginaria 

Sean los números complejos: 

Z1 = 2+3 i , Z2 = 3 , Zl = 4i 

y Z3 

z 1 

Z2 

X 
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Al plano cartesiano se le denomina: 

-Plano Complejo. 

-Plano Z. 

-Plano de Argant 

Donde: "x" es el eje real. 

"y" es el eje imaginario. 

VALOR ABSOLUTO 

DEFINICION 

El valor absoluto o módulo de Z = a+bi estará dado por 

IZI = ./ x? +y 2 

Si tenemos dos números Z 1 = x1 +yii , Zz = xi+y2i 

el módulo de Z1-Z2 será igual a: 

Jz1· Z2~Jx,·x2i2+ (yi·yi)
2 

En el sistema de los Números Complejos, Z1 < Zz no tiene 

significado, mas si es posible aplicar esa notación a lzil y IZ2I 

pues el módulo es una magnitud -escalar-

Si tenemos que lzil < IZil, esto significará que Z1 estará más 

cerca del origen. 
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y 
Z 1=i+I 
z 2=2+3i 

lz d = f1+1 =D"" 
1 Z2i =Vi+9=-J13 

X 
1 Z1i<IZ2I 

Elevando al cuadrado el valor absoluto o módulo de un Número 

Complejo tendremos: 

IZl2 = (ReZ)2+(1mZl2 
donde: 

y 
Re Z= Parte real 

lm z= Parte imaginaria lmZ 

ReZ x 

Podemos observor que: 

ReZ = IReZI ~ lzl lmZ llmZI:.: lzl 

1 Zilbl = lzd/1221 
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ADICION Y SUSTRACCION DE COMPLEJOS 

Sea Z1 = x1 +yt i , Z:z = xz+y2i 

EJERCICIO: 

Z1+Z2 = (x1+xi)±(y1+y2li 

Zt = 2+3i 

b. = 3+i 

Zt+Z:z = (2+3)+(3+1 li = 5+4i 

MULT!Pl!CACION DE COMPLEJOS; 

EJERCICIO; 

Z1 = 3+2i 

Z:z = 2+i 

ZtZ:z = (3)(2)-(2)( 1)+((3)(1 )+(2)(2))i 

Z1Zz= 6-2+(3+4)i 

Z1Z2=4+ 7i 
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CONJUGADO 

DEEINICION 

El con¡ugado de un número complejo de la forma Z = x+yi 

Será· Z=x-y1 

ALGUNAS PROPIEDADES IMPORTANTES 

En coordenadas: 

Z=Z(x,y) Z=Z(x,-yl 

El conjugado de la suma de dos complejos es igual a la suma de 

sus conjugados. 

Z1•Z2= Z1 + Z2 

Lo mismo sucede con el producto 

Z1Z2= Z1Z2 

Podernos definir ReZ y lmZ en función de Z y Z 

ReZ= Z+Z 2- lmZ= Z-Z 
2l 

Dernos trimdo parn ReZ: 

Z=x+yi , Z=x-yi 

ReZ=x+yi+(x-yi) =2x 
2 2 

ReZ=x 
Además: 

Demostracion: 

ZZ=(x+yi}(x-yi)=(x)2-(yi)2~x2+y2 ........ ( 1) 
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(1);: (2) 

Por lo desigu!lldad del triimgulo podemos decir que: 

IZ1+Z2I ~ 1Ztl+IZ21 

lo cual puede ser facilmente visualizado. 

y 

X 

Aplicando la suma de 

vectores por el método 

del paralelogramo 

COORDEHAOAS POLARCS 

Pera expresar un número comple¡o en CoordeMdos Polares 

utilizaremos r y 9 como variables. 

definimos: 

x =reos 9 

y=rsen0 

r = IZI = ./ x2 +y 2 

6: tan· 1 Y 
X 
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Podemos expresar Z de la siguiente forma: 

Z = r( cos 9 +1 sen B ) 

9 será el argumento de Z el cual tendrán valores: 

ArgZ= 9+2rrK K=o.1.2,3, ............ ,n 

El valor principal del argumento de Z estoró contenido dentro 

de -rr<a<rr 

Como Ja interpretación de 9 es un ángulo, el argumento de 

Z = O no está definido. 

Sí deseamos hacer una sustracción de complejos en forma 

polar. 

y 

B = DlfEREt«:IA DE PENDIENTES 

OOREZtVZO 

Donde: p = 1Zo-Z11 

Z1 

X 

y t = Arg (Zo-Zt) 

Zo-Z1 = p (cos • +i sen• l 

Lo cual es menos sencillo que con la forma binomial. 
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La forma polar facilita la multiplicación y división de 

complejos_ 

Z1Z2 = (r1f2)(cos(B1+ 92) +i sen (91+ 92)) 

zda =(ri/f2) (cos (91 - 92) +i sen (1!1- 92)) 

REPRESEHTACION EULER EXPONENCIAL 

La expresión de la forma de Euler de un complejo estará dada 

por. 

e16 = cos 9 +i sen 9 donde 9 es el argumento de z 

Z = r e16 

z-1 = (e·le l/r 

Z1 Z2 = ri f2 ei <e1 •02> 

Z1/Z2 =(n/f2) e1<91 • 92l 

POTENCIAS Y RAICES 

Si Z1 = Z2 además Z = r(cos 9 +i sen 9) 

Z1Z2 = Z2 = r2(cos 29 +i sen 29 l 

Z3 = r3( cos 39 +i sen 39 ) 

Por lo tanto podemos decir que 

zn = r"(cos n9 +i sen n9) 

zn = r" e100 (n=±0, 1,2,3 __ ) 

(n= 1,2,3 _ __) 
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zlln = •./ r e18/n 

Z11" = r 11•((cos(a+2rrK)/n) + i sen( B+2rrK)/n) 

(K=o, 1,2, .. :<.,nc 1) 

EJERCICIOS: 

1.-

a) (-3)Cl/2l = o-1.s1 

b) (-l•il2: (-l•i)(-1•0: 1-1-H: 0-21 

e) (2-il(i/3) = -6i-3 

d) 2• 3i B•i 

1•2i 6-i 

2•31 2•3i - (1-2i) 2-4i•3i•6 B-i 
= -- -

1•2i (1•2i)(1-2i) 5 5 

6•i 6•i (6+i) 48+Bi+6i-1 47• 14i 
=--

6-1 (6-1)(6+1) 37 37 

2.-

Transformar la ecuación compleja Z3+5Z2 = Z+3i en dos 

ecuaciones Reales 

Si Z = a+bi 
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(a3+ 3a2bi-3ab2-bi l + (5a2+ 1 Oabi-5b2l = a+bi+ 3i 

aL 3ab2+5a2-5b2 = a ............ ( t l 

3a2-b+ 1 Oab = (b+ 3) ................ ül 

3.-

Describir el grupo de puntos Z en el plano complejo que 

satisfacen las siguientes ecuaciones. 

a) lmZ = -2 

bl lzl = 4 

el IZ-l+il = 3 

d) ReZ > 4 

el IZ-il < 2 

b) rt\. 

SOLUCION 

- Recta horizontal y=-2. 

- Circunferencio de rodio=4 

y centro en el origen 

- Círculo de radio=3 

alrededor del punto 1-i. 

- Puntos posteriorE>s a la 

derecha de 111 recta x=4 

- Puntos interiores al círculo 

de radio 2 y centro en (0,i). 

c) 

yx 



y d) 

i I~. X na 
4.- Calcular 

5.-

-~=1 
\j 2s 2s 
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~ 1 2 
X 

Encontrar el argumento de los siguientes números. 

aJ _ .L orgumento = Tl•2TIK 
2 

b) - 2 f3 - 2i orgumento = ong cos - 2 .f3 _ 7Tl + 2TIK 
-4--6 

e) c{3 -i)2= 3-1-2 ffi = 2-2{31 

argumento= ang tan 2{3 +2Tlk 

2 
k:0,1,2,3, .. 

r= ~=ft6 = 4 
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6.-

Expresar los siguientes números en forma de Euler o Polar. 

114 (-16) = 2(cos(r1•;nK)• tsen(n•;nKl) K:0,1,2,3 

(1-lj3iJ
113 

= z113ccos (In• 2TJK )• 1 sen(In + ZTIK l ) 
3 3 

K: 0,1,2. 

7.-

( Z1 ) Z1 . z + Demostrar que -Z = -=- , s1 2 T O 
2 Z2 

_±!._ = ( a+bi) ac+bd+ (cb-dah 
Z2 c+di c2 + d2 

(~)= ac+bd-(cb-dali 
Z2 c2+ d2 

( 1) 

z; _ a - bi _ ac + bd - (cb - da)i .......... c2¡ 
Z2 - e - di c2+ d2 

(1) : (2) 
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8.-

Describe el rango de cada una de las siguientes funciones: 

y 

a) f(Z) = Z t 5 para ReZ >O 

c)h(Z)= l.. paraO<IZls l z 
/,~//,0~ 
.¡(.(, 1/ 

...... ------•• 1/ 

'g" 'f/1 
" 

V 
.1/'''" ,,,,/// 

, 1111 1 , 

/. 
,, 1/1 

'"/I 
1/111 
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1.2 DEFINICIONES BASICAS DE GRUPOS DE PUNTOS 

Disco abierto o vecindad de Zo 

Se define como 

Todos los puntos de un disco de radio p alrededor de zo 

IZ-Zol <p donde pes real 

IZ-21 <3 la solución es vecindad de 2 con r <3 

IZ+il < 112 la solución es vecindad de -i con r <1/2 

INTERPRETAC!OH GRAFICA 

Si IZ-Zol < 1 y ReZ >O, S será igual a medio plano derecho 

cartesiano 

Por ejemplo, si Zo= 1 entonces Zo es un punto interior de S 

y 

s 

X 

Punto interior es un punto Z en el espacio de una vecindad 

contenida completamente en S. 
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DISCO UNITARIO 

IZl<I 

GRUPO ABIERTO 

Es el grupo que contiene solo puntos interiores. 

Uno vecindad es un grupo abierto. 

IZ-31 >2 lmZ>O 

Se debe comentar que la desigualdad IZ-31 >2 no es un grupo 

abierto de T ya que ninguna parte del círculo IZ-31 =2 es punto 

interior de T. 

As! tambien b s ReZ s a donde a y b son reales, no es un 

grupo abierto Y1l que no contiene un disco 1lbierto en 11ls 

fronteras. 
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Si w1 ,w2,w-;, ..... ,wn son puntos en el plano y los segmentos 

sucesivos en wi forman una cadena . A esta se le denommará 

Linea Poligonal 

Un grupo abierto se conoce como conectado s1 cada par de 

puntos z, ,Z2 en S, puede ser unido mediante una línea poligonal 

contenida por completo en S. 

Los grupos denotados anteriormente son conectados. 

El grupo que comprende todos los puntos en el plano 

olrededor del círculo lzl = t es un ejemplo de grupo abierto no 

conectado, esto se hace evidente cuando Z1 es un punto dentro 

del circulo y Z2 fuen:i de éste; la línea poligonal que una ambos 

puntos por fuerza debe intersectar al circulo 

Se 1\amaril dominio a todo grupo abierto conectado. 

Se tendrá un punto frontera \Zo) o lirrnte de un 9rup0 '.;, s1 

cualquier vecindad de Zo contiene al menos un punto en S y un 

punto fuera de S. 

El grupo de todos los puntos frontera de S seril llamado 

frontera de S. 

Uno región es un dominio que contiene a<;lemás algunos, 

ninguno o todos los puntos de su frontera 

Región cerrnda es aquella que contiene todos los puntos 

frontera de su dominio. 
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Un grupo e.s limitado si pora cú~lquier Zen S, lzl <R, donde R 

es real. 

Es decir, Ses limitado si está 'contenido en alguna vecindad de 

origen 

A una región cerrada y limitada se le llamará compactada. 
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1.3 FUNCIONES ANALIIICAS 

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 

Una función es una regla, la cual asigna a cada elemento de un 

grupo A, uno y solo un elemento del grupo B. 

b=f(a) 

élEA y bCB 

donde b es conocido como la imágen de a en f. 

El grupo A es el dominio de definición de f. 

El grupo Bes el rango de f 

En ocasiones se conoce a f como un mapeo de A en B. 

A y B son subgrupos de los complejos, o sea funciones con 

valores complejos de una variable comple¡a. 

Si nosotros hacemos w el valor de la función f en el punto Z. 

w = f(Zl y Z = x+yi 

w también se puede descomponer en dos valores reales w = 

u+vi donde cada una es función de Z o equivalentemente de "x" 

y y· esto quiere decir que 

w = u(x,y)+vi(x,y) 

Asl, un1l función de valor complejo de una v11riable compleja es 

en esenc!ll un par de funciones reales de dos variables reales. 
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EJEMPLO 1 

Escribir la función w = f(Zl = Z2+2Z en términos de "x" y "y''. 

Z = x+yi 

sustituyendo: 

w = f(Zl = (x+y1f+2(x+yil 

w = x2-y2+2xyi+2x+2yi 

w = (x2-y2+2x)+1(2xy+yl 

y W=f(z) 

v=2xy+y 

V 

~ 

X 

EJEMPLO 2 

u 

Describir el rango de la función f(Z) = x2+2i definido en el 

disco unitario cerrado 1 ZI ~ 1 

Solución: 

u(x,yl = x2 

v(x,yl = 2 

Z varía dentro del disco unitario cerrado, ll varía entre O y 1, y 
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ves constante. 

El rango es por lo tanto, el segmento de linea es de w = 2i 

a w=l+2í 

V 

2 

2 ·u .. 

EJEMPLO 3 

Describo lll función f(Z)=z3 pora Zen el semidisco dodo por 

lzl s 2 o~ lmZ 

Sabemos que cuando el Argumento de Z varía desde O a 2rr/3 

lwls8 

y 
V 

2 

-2 
X 

-a 8 
u 

y cuondo el Argumento v11rí11 de 2rr/3 s Z s rr 
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V 

-e 8 
u 
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1.4 LIMITES Y CONTINUIDAD 

DEFINICION 

Una secuencia de números comple¡os !Znf.:' tiene el limite Zo 

o converge a Za si para cualquier E >O hay un entero N tal que 

IZn-Zol <i: para todo n>N osea: 

Lim Zn=Zo 
Z··>ZO 

o tambien 

Zn-> Zo CU1lndo n->oo 

Geométricamente ésto quiere decir que cada término Zn para 

n >N cae en el disco abierto de radio E partiendo de Zo 

lz-z.l<c 

DEFINICION 

Tomando f(ZJ como una función definida en una vecindad de Zo 

Entonces f(Z) es continun en Zo si 

lim f(Z)= f(Zo) 
z-zo 

De otra forma, para que que f(Z) sea continua en Za debe tener 

un límite en Zo y éste límite debe ser f(Zo) 

Una función es continua en un grupo S si es continua en cada 

punto de S 

F(Zl se aproxima a un límite precisamente cuando sus puntos 
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real e imaginario se aproximan a su límite. 

DEFINICION: 

Hagamos f(Z) una función definida en alguna vecindad de Zn 

exceptuando Za mismo. 

El límite de f(Z) cuando Z se aproxima a Zo es el número 'Ml, 

si parll cualquier i: existe un número positivo H tal que 

lf(Z) -wol <E mientras O< lz - Zol < H 

T 

EJEMPLO: 

w=f(Z) 
('.---

0 
Plano Z 

X 

Probar que el límite 

lim Z2 = -1 
z-~ 

Plano W 
X 
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Solución: 

Debemos probar que para E > O hay un número H tal que 

1 z2- ( -1 JI < E cuando O < 1 Z - i 1 < H 

Z2 - (-1) = Z2 +1 = (Z + i) (Z - i) = (Z - i) (Z - i + 2i) 

Jz2-HJl=IZ2 +11 =IZ-il IZ-i+2il~IZ-il (IZ-il+2) 

Para osegurar que el lado izquierdo es menor que E primero 

comprobamos que Z esté en la vecindad de Zo con la H < 1, E/3 

lz - il (IZ - il + 2) < E/3 ( 1 + 2) =E 

Esto es una relación entre el límite de una función y el límite 

de una secuencia. 

Si lim f(Z) = w. entonces 
Z·>ZO 

para toda secuencia ( Znl~ que converge en Zo, (Zn,. Zol. 

La secuencia [ f(Zn) J: converge en w. 

REPASO DE DEFINICION: 

f(Z) es una función definida en una vecindad de Zo, entonces 

f(Z) es continua si: 

lim f(Z) = f(Zo) 

Z->ZO 
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EJERCICIOS 

1 - Encontrar los siguientes limites: 

al lim Z2+ g 
Z-+3i Z - 3i 

Solución: 
Para Z *3i se define la función: 

Z3+9 _ (Z+3i) (Z-3i) Z+3i 
z - 3i - z - 3i = 

lim Z + 3i = 6i 
Z->3i 

bl lim Z
2
+ 1 

Z-+i Z4- 1 

Solución: 
Para Z * 1: z2

+ 1 =-1-
(22+ 1 J ( z2- 1 l 22-1 

lim 1 =-1- =-l.. 
z..,; z2- 1 i2- 1 2 

c) lim (Zo - t.Zl 2
- z~ 

¿z-+o t.Z 

= lim Za+ t.Z 2
- 2Zot.Z - za 

oZ--+O t.Z 

= lim 6Z 2
- 2Zo.ó.Z 6Z - 2Zo 

oZ--+O 6Z 

= lim . O - 2Zo 2Zo 
AZ-+O 
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1.5 ANALITICIOAO. 

DEFINICION 

Sea f{Z) una función de valor complejo definida en una 

vecindad de Zo, entonces la derivada de f(Z) en Zo es: 

f'(Zo) = lim f(Zo+ t::.Z) - f(Zol 
oz...,o t::.Z 

Siendo t::.Z un valor complejo 

Si f(Z) es diferenciable,el cociente de diferencias 

debe tender a un valor complejo f(Z) donde: 

t::.Z-1> O 

Independientemente de la dirección que se tome. 

La derivada de una función compleja sigue las mismas reglas 

que las de una función real. 



EJEMPLO 

Comprobeir que 

Solución: · .. ·;;_ ~ • · 
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Aplicando el. te~rk111á del Binomio encontramos que· 

(Z+6ziº:-Z~-~~~ 0~I6z\ncn; 1 
>z 0

•
2(6Zl2+ foZl" 

óZ ·:··· ··'~·- óZ 

Por lo cual 

_Q_ zn = 
dz 

lim (Z+t:.Z)" -Z" 
óz_.o óZ 

Para el caso de f(Z) = Z 

S1 óZ tiende a cero por el e¡e real 

Zo 
t:.Z 

t:.Z = 
óZ 

Si t:.Z tiende a cero por el 1mag1nar10 

t:.Z 
t:.Z 

-1 

Lo cual quiere decir que en esta oc1Js1ón no se tendril un Vlllor 

úmco de f'(Z) en todos los puntos 
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DEFINICION 

Una función de variable compleja f(Z) es analítica en un grupo 

abierto G, si tiene una derivada en cada punto de G. 

Analit1cidád es una propiedad definida pilra un grupo abierto 

que se cumple mientras exista derivabilidad en un solo punto 

Si f(Z) es analllica eri lodo el plano complejo, es entera. 

Existen criterios prácticos para establecer la analit1cidad de 

una función, uno de éstos se aplica a la función expresada· en 

términos de: 

de tal forma que: 

ReZ= Z+Z -2-

u(x,y) + v(x,y)i 

lmZ= Z-Z 
21 

- -
Al sustituir x( Z,Z) y y(Z,Z) 

Se podrá apreciar si el resultado está dado en términos de Z 

lo cual indicará que la función es analítica. En caso de intervenir 

al menos un valor de Z no se tendrá analiticidad, 

-ver CllSO f'(Z)-
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Exprese las siguientes funciones en términos de 

ZyZ 

f (Z) = X - 1 - iy 
1 (x-l)2+y2 

Solución: 
z+z_ 1_iz-z 

f (z) = 2 2i 

( z +
2
z -,, )2+ ( z ;iz )2 

z-1 = --=~--=-zz- z -'L +1 
= J_ 

Z-1 

Es analitica 

f2(Z)= x2+y2+3x+ 1 +i3y 

(Z+z)2 (Z-Zl
2 

3( Z+Z) . (Z-Z) 
=--+--+ 2 + 1 +13 -2-. 

4 4i 1 

= ZZ + 3Z + 1 No es analitica. 

ECUACION OE CAUCHV-RIEMAllll 

La propiedad de analiticidad dicta una relación entre las 

partes real e imaginaria, Ja cual se muestra a continuación. 

Si f(Z) = u(x,y) + v(x,y)i es diferenciable en un punto 

Zo = xo + iyo se tiene: 
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f'(Zo)= lim f(Zo+ 6Z) - f(Zol 
Az-o t.Z 

donde t.Z tiende a cero desde cualquier dirección en el plano 

comple¡o. Considerando 6Z = 6x.;: t.yi Y,,apr'oxirmindonos por 

el eie x ·· .. ·y, ./;; 

f'(Zo) = hm u(xa + 6x, Ya)+ Í~(x¡/Ú,yo} _ u(xo,yo) + 1v(xo,yo) 
ÁK_.0 .. ÓX ' . . . . ÓX 

: hm u(xa+6x,yal -u(xo,yol l lim v(x 0+6x,yol- v(xo.yo) 
ÁK_.0 ÓX + ÁK_.0 ÓX 

Estos límites serán las derivadas parciales de u y .v con respecto a x 

f'(Zo)= -ª..!!_(xa,yol+i~(xo,yo) (1) 
<.lx ax 

Ahora si 6Z tiende a cero por el e1e y tendremos 

f'(Z )=- 1 -ª..!!_(xo,Yol+~(xo,yo) (2) 
ay ay 

Igualando ambas ecuaciones 

av 
ay 

En Zo = Xo +Yo 

_fu!. av 
ay =-a; 
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Estas son la ecuaciones de Cauchy-Riemann. 

TEOREMA 

Una condición necesaria para que f(Z) = u(x,yl + v(x,yli sea 

diferenciable en Zo es que se cumplan las ecuaciones de C-R. 

Consecuentemente, si f(Z) es analítica en un grupo abierto G 

entonces las ecuaciones de C-R se cumplirán en todos los puntos 

deG . 

.E.!.E.!:1ElJ!; 

Mostrar que f(Z) = -,?- +y+ i(y2- x) es analítica en cualquier 

punto 

Solucion: 

u(x,yl=x2+y 
iv(x,y)=i(y2-x) 

-ª!:!.. = 2x 
dX 

-ª.!!. 
ay 

dY = -1 ax 

dY = 2y ay 

Las ecuaciones de C-R se cumplen en éste caso solo si x =y 

lo cual representa una linea. Por lo tanto no es analítica. 
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y 

x=y 

X 

TEOREMA 

Seo f(Z) = u(x,y) + v(x,y)i definida en algún disco abierto G 

conteniendo al punto Zo. 

Si l!ls primerlls deriv!ldas parciales de u y v existen en G , 

son continuas en Zo y satísfllcen las ecuaciones de C-R en Zti. 

Entonces f(ZJ es diferenciable en Zo. 

Si esto se cumple en todos los puntos de G, f(Z) será analítica 

enG. 
E>1ftlfl.O; 

Probar que f(Z) = ecos y+ i ex sen y .............. ( l J 
es entera. 

Solución: 

--ª.!!. = e•cos y 
ax 

av = e•cos y 
~ 
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Todas las primeras derivadas son continuas y satisfacen las 

ecuaciones de C-R en cada punto de\ plano 2, 

por lo tanto f(2) es entera 

f '(2 )= e<cosy+ie<seny ...................... ( 2) 

Como se observa, curiosamente f(Z) = f'(Zl 

TEOREMA: 

Si f(2) es ana\\tica en un dominio D y f'(Z) = O para todo 

punto de D entonces f(2) es constante en D. 

f(ZJ es constante cuando se cumplen algunas de las 

condiciones siguientes. 

Ref(Zl =cte. 

lmf(Z) = cte. 

1 f(Z)I = cte. 
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1.6 FUNCIONES ARHONICAS. 

QEFINICION 

Una función de valor real t (x,y) se denomina armónica en un 

dominio O s1 todas sus segundas derivadas parciales son 

continuas en D y en cada punto de O se cumple que: 

2 
04> a2~ 

- + - =O 
a x2 oy2 

Las fuentes de estas funciones son las partes real e 

imaginaria de una funcion analítica. 

Su estudio es de gran 1mportanc1a debido a la abundante 

cantidad de soluciones que aportan en las mateml!ticas aplicadas 

Si f(Z) = u(x,y) + v(x,yli es analítica en un dominio D, entonces 

cada una de las funciones u(x,y) y v(x,yl son armónicas. 

EJEMPLO 

Construir una función analítica donde la parte real es 

u(x,y) = 0 - 3xf +y 
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2 
a u él

2
u 

+ -- = ÓX - ÓX = 0 a x2 ély2 

Por lo que u(x,yl es armómca en todo el plano comple¡o 

Para conocer v(x,yl se hace lo siguiente: 

E. 
ax 

-~ 
ay 

a v 2 3 2 ay = 3x - y ... 

élv - = óxy- 1 
élx 

Al integrar v(x,y) con respecto a y 

v(x,yl = J 3x 2
- 3y2dy 

= 3x 2y-y 3 + 4>(x) 

S1 deseamos conocer el valor de 4> (x) 

av a; = óxy + 4>'(x) 
Tornando en cuenta que 

~ élv 
ay ax 
av = óxy - 1 = óxy + 4>'(x) a; 

oj>'(x) = -1 

(1) 

... (2) 

Por lo que 

4>(x) =J4>'(x)dx=J-ldx=-x+c 

v(x,y) = 3x2 y-y 3- x +e 

f(Z) = xL 3xy 2 t y+ 1[ 3x2 y - x - y 3 t el 

=Z 3-i(Z-cl 
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Dos funciones armónicas nos dan una analítica. De una analítica 

se obtienen dos armónicas. 

Gradiente: 

Vector perpendicular a una curva en el plano 

'i]u (x0, y0 ) = -ª.!!. (xo, Yol +-ª.!!. (xo, Yo) 
Clx ay 

\7v(x0,y0 ) =-ª.Y. (xo,yol+h (xo,yol 
ax ay 

Aplicnmos el producto punto 

-ª.!!.~+-ª.!!.~=O 
ax ox ay oy 

Si tomamos en cuenta las ecuaciones C-R. 

- -ª.!!.-ª.!!. + -ª.!!.-ª.!!. =o 
ax ay ox ay 

Cuando el producto del gradiente es cero las curvas son 

perpendiculares. 

Esto quiere decir que las funciones armónicas forman una 

familia de curvas en el plano xy, así como que las generadas por 

u(x,yl son perpendiculares a las producidas por v(x,y). 
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EJERCICIOS 

1.- Encontrar la derivada de las siguientes funciones: 

a) f(Z) = 6Z3 + 8Z2 + iZ + 1 o 
Solución: 

f'(Z) = 18Z2 + 16Z + i 

b) f(Z) = (Z2 - 3i)-6 

Solución: 

f'wn = nw n-i dw 

f'(Z) = -12Z (Z2 - 3i/1 

c)f(Z) = 6i ( z>-4¡ 4 ( Z2 + 2Z) 100 

Solucion: 

f'AB = AdB + BdA 

A= 6i(ZL '1) 4 

B =( z2 + 2z¡100 

f'(Z) = 6i(Z3 - 4 't 100 (2Z + 2l(Z2 + 2Z) 99 + 

+ (Z2 + 2Zl'00 (2'10 (3Z2 ) (Z3 
- 4)3 

f'(Zl = 6i(Z3 - 4)3(Z2 + 2Z)99 (100(2Z+ 2)(Z3 -'1)+ 

+ '1(Z2 + 2Zl (3ZJ2) 
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2. En que puntos la func1ón no es analítica 

a) 
Z-2+3i 

b) 1Z +2Z 

Z +I 

----t> en ( 2+3i) 

en (-1) 

3. Discuta la analític1dad de cada una de éstas funciones 

al az +1 

b) Z
3 
+2Z +i 

Z-5 

c) x 2-y 2+2xy1 

Con la simple 1ntervenc1ón 
de Z no hay analiticidad 

Es analítica excepto en 

Z=5 

Debemos aplicar la transformación a términos de Z y Z 

+ z2
-2ZZ+ Z 2 

+ 2i(Z~Z 2 ) 
4 41 

=4Z 

Por lo tanto s1 es analítica y derivable en el plano complejo 
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4. Probar que la función e-2
- Y

2 
( cos ( 2xy )+isen( 2xy) ) 

Es entera 

Solución. 
Aplicando lo condición de Couchy-Riemzmn 

au =-e•2
-Y

2 sen(2xyl2y +2xe•2
- Y

2cos(2xyl.. ...... ( 1) 

ax 

au =-e"2
-Y

2 sen(2xy)2x +2ye"2
-Y

2cos(2xy) . (2) 

ay 

av = 2 x e"
2
-Y

2 cos(2xyl-2ye"2
-Y

2sen(2xy) .. . (3) 

ay 

au = 2 x e"2
-Y

2 sen(2xy)+2ye"2
-Y

2cos(2xyl ..... (4) 

ax 

ov = ou (3)=( 1) 
- -oy ox 

ov = ou (4)=-(2) 

ox oy 

Por lo tanto. es entera 
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5 Encontrar el polinomio armónicg mas sencillo de la forma 

Solucíón: · 

s1 Si1bemos que 

2-! =2ax+by ax 
2 

E.J =2a 
ax2 

Derivamos 

~a t 
- =bx+2cy ay 
321 =2c 
ay2 a=c 

Por lo tanto: f(x,yl=ax 2+ bxy +ay 2 
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17 FUNCIONES ELEHENT ALES 

La función r!- es cons1dernda de grnn interés en la teorío de las 

funciones analíticas. 

Su aplicación se extiende a la definición de las funciones 

trigonométricas. 

Ejercicio: 

De c) 

Propiedades de e2 

o) e21ez2= ez1•z2 

b)ezl = ez1-z2 
ez2 

el de 2 = e2 

dz 
d) e2 = ex•lji = eelJi 

donde x y y son reales. 

f(y)=eiv 

df = ieiV =if 
dY 

d
2
f 

dy2 + f =O ... ( 1 ) 

Cualquier función de la forma f(x)= A ces y +B sen y 

donde A y B son constontes complejos 

satisface la ecuación ( 1) 
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Para evaluar A y B: 

f(O)=e10 =eº = l 

cfilOl= if(Ol =i 
dy 

como A= l y B=i tendremos que: 

e1
V = cos y+ i sen y 

DEFINICION 

Si Z = x + iy, entonces e2 sercí un número complejo de la forma 

e1 = e< ( cos y + 1 sen y) 

Si Z t. O entonces 

e2 es una función entera y además: 

le11 = ie'•ivJ = e• 

arg e1 = arg ex•iv = y + 2rrK 

TEOREMA 

Z = 1 Z 1 ei erg z 

ya que 

(K= O,± 1,±2,. ....... ..l 

Unii condición necesarizi y suficiente para que e1 = l es: 

eZ' = e"Z2 

z, = b. + 2rrKi 
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EJEMPLO 

Demostrar que ez = 1 con Z = x + iy = 2rrKi 

Solución: 

Si X= O 

ez = e1q = cos y + i sen y = 1 

esto quiere decir que: 

cos y= 1 

sen y= O 

Lo cual solo se satisfoce cuando y=2rrK y Z= 2rrKi 

Se puede decir que él- es periódica pues presentti un ciclo 

complejo 2!Ti 

DEFINICION 

Sn = {x+iyl-oo<x<,oo,(2n-1 lrr <y '5. (2n + 1 )!T} 

(n = 0,± 1,±2,. ..... ,l 

Dado cualquier número complejo 

sen Z= eiz - e-1z 
2i 

cosZ = eiz+ e-1z 
2 

Donde e1Z y e-iZ son funciones enteras. 
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complejas son enlistadas a continuación: 

a) sen (Z + 2rrl =sen Z 

bl sen (-Zl =-sen Z 

c l sen2 Z + cos2 Z = 1 

cos (Z + 2TT) = cos Z 

cos (-Z) = cos Z 

d) sen (Z1 ±22) =sen Z1cos Z2 :1: sen Z2cos Z1 

e) cos (Z1 :1: Zil = cos Z1cos Zi -/+sen Z1senZ2 

f) sen 2Z :: 2 sen Zcos Z , cos 2Z = cos2 Z - sen2 Z 

Otras funciones trigonométricas están definidas por. 

timZ= sen Z 
cos z 

sec Z= 1 

cos z 

cot Z = cos Z 
sen Z 

ese Z= 

sen Z 

Algunas reglas de derivación serán las siguientes: 

d tan Z = sec2Z dZ d sec Z=sec Z lan Z dZ -
dZ dZ 

d cotZ=-csc 2Z dZ d ese Z=-cscz cot Z dZ 
-
dZ dZ 

En ocasiones existen diferencias con respecto a las 

reglas aplicadas a los reales. 

Ejemplo: 

1 sen iy 1 = 1 e""'- ev 1 = 1 senh y 1 

2i 
P11ra los reales !sen xi es menor ó igual a 1 
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EJERCICIOS 

1.- Transforme los siguientes números a la forma a+bi 

a) e2•<11t 4ll = e2(cos (rr/4) + i sen (rr/4)) 

= (e2/ 12)( l +i) 

b) cos ( 1 -i) = cos ( 1 ) cos H) - sen ( l )sen( -i) 

= cos 1 cosh( l ) + i sen (l )senh ( l ) 

e) cosh ( rri/2) = cos ( 1T /2) = O (No tiene volar o•bil 

2.- Encontrar la derivada de las siguientes funciones: 

o) w = e1122 

b) w = e""n2Z 

w' = 2e""n 22 (cos 2Zl 

el w = tan3 Z 

w' = 3tan2Z sec2Z 

3.- Encontrar todos los números tales que: 

a)e42 =1 

4Z =O+ 2rrKi 

Z = (JTKi)/2 (K=0,1,2, .... J 
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iZ= log3 + 2rrKi 

Z = (log3)1i + 2TTK (K=O, 1,2,...J 

4.- Demostrar que 

Solución: 

eZ•nt = -ez 

eZ• 111 = eze111 = e1(cos rr + i sen TT) 

= e2(-1 +i(o)) = -ez 

5- Resolver la siguiente.ecuación: 

log(Z2 - 1 l = i(rr/2) 

Solución: 

Z2 -1 = ei(n/2) 

z2 = eH1112>+1 = (cos(rr/2)+ i sen(rr12l+ 1 

= (0 + il + 1 = i + 1 = {2 ei(nt4> 

Z =4{2e'-111ªl 

LA FUNCION LOGARITMICA 

DEFINIREMOS LOGARITMO DE Z COMO LA INVERSA DE LA FUNCIDN 

EXPONENCIAL. 

w = log Z si Z = e"' 

donde e"' * O por lo que Z * O 
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tenemos que: 

Z = reie si 

w =u+ vi 

reie = e" •vi = e"evi 

por lo que v = 9 + 2rrK 

e"= r , u= In r 

resumiendo: 

w =u+ vi = log r + i(B + 2rrK) 

DEFINICION 

Si Z t- O entonces logZ tendrá un valor cualquiera. 

Podemos escribir lo siguiente· 

logZ = loglZI + i arg Z + i2TTK (K=O,± 1,±2,. .... ) 

log 3 = log 3 + i arg 3 = ( 1098) + i2TTK 

log( l+i) = logl 1 + il arg ( 1 + i) 

= (log 2)/2 + i ( TT /4 + 2TTK) 

Se debe señalar que 

arg Z1Z2 = arg Z1 + arg Z:i 

arg (Z1/Z2) = arg z, - arg Z:i 

se aplica lo mismo parn el logaritmo complejo 

log Z1 Z2 = log Z1 + log Z:i 

log(Z1/Z2) = log Z1 -1og Z:i 

La derivada será: 

f'(logZ) = l /Z 

(K=0,±1,±2,..J 
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TEOREMA 

La función log Z es analítica en el dominio consistente en 

todos los puntos del plano complejo con excepción de los 

números negativos contenidos en el plano x 

y 

o X 

Exponenciación Compleja. 

DEFINICION 

Si a es una const!lnte compleja y Z t. O, entonces definimos Z"' 

como: 

Z"' =e"' logZ 

donde a puede ser un complejo 

EJERCICIOS 

1. Escriba los siguientes números de la forma a + bi 

a) e2•nt4i = e2(cos(rr/'1) +isen(rr/'1)) 

= (e21./2) (l+i) 
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b) cos( 1-i l = cos( 1lcos(-í)-sen(1 Jsen(-i) 

=cos( 1Jcosh(1 l+i sen( 1)senh(1) 

2. Encontrar f' en cada una de las siguientes funciones: 

a) w=esen(2z) 

w· =2eoen(2zlcos(2zl 

b) w=Tim3z 

w· =3tan2z sec2z 

3. Encontrar los números z para los cuales se cumple lo 

siguiente: 

al e4z=4 

4z=log 4 +2rrki=(0+2rrk)i+log 4 

Z=(rrkil/2 +log 4 (k=O, 1,2,3 ......... l 

b) e12=3 

iz=log 3 +2rrki 

Z=log 3/i + 2rrk (k=O, 1,2,3 ...... ..l 

4. Encuentre todos los valores de : 

al il 

Solución: el I011Cil = e-1112 -211t 

b) ( 1 +i)3 = e3loq,'2 + (311/4 +611t)I 

=[( 1212 )+( 12120](12)3 

=-2+2i 
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CAPITULO 2 

• ANTECEDENTES AL ANALISIS 

DE SERIES COMPLEJAS" 
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2.1 PARAMETRIZACION 

CURVA SUAVIZADA 

Es aquella que no tiene picos ni cruces 

DEFINICION 

Un grupo de puntos en el plano complejo tendrá un arco 

suavizado ,si et rango de alguna función de valor complejo 

continuo Z=Z(t), a<t<b, satisface las siguientes condiciones: 

al Z( t) tiene una derivada continua entre a y b. 

ll~t~b 

b) Z'(t) jamás desaparece en [a,b) 

e) Z(t) mantiene una relación 1 a 1 en [a,b) 

V 

erco suavizado 
J, b 8,,,.-----

-t----;x 
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. PORQUÉ LA PAllAHETRIZACION 

Con el propósito de facilitar la integración de una función 

compleja de la forma Z(x,y) . Se transforma la misma de tal 

manera que solo quede en términos de t, donde t es un 

parámetro de las funciones x(t) y y(t). 

Existen varías formas de satisfacer el comportamiento de una 

función mediante la parametrizacíón Cualquiera que satisfaga a) 

, b) y e) ser<í conocida como parametriwctón admisible en el 

intervalo [a,b) 

A continuación se enuncian llls tres reglas de parametrización 

más sencillas y útiles: 

al la linea recta comprendida entre: 

Zl =a+bi Z2=c+di 

Z(t)=ZI =t(Z2-Z1 l O!l!I 

b) la circunferencia IZ-Zol=r 

Z(t)=Zo+reít Osti21T 

c) Curva de la forma 

X:::t 

Z(t)=t+tºi 
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2.2 INTEGRACION COMPLEJA 

Las reglas de integración para los números complejos son 

similares a las aplicadas en los reales. 

la parametrizac1ón es 1mpresindible si se desea simplificar 

el cólculo en un plano complejo. 

illtte.Y! 

Evaluar Jc2t+it)dt 

=t2 + ( 112>)it + c 

oJnendt 

=eil1¡]11 = ei11/i - ei0ti = 2i 

La integral f(z) en términos de t puede ser resuelta de la 

siguiente manera: 

0
ff(Z)dZ = Jbf(Z(t))Z'(t)dt... ........................ ( 1) 

EJEMPLO 

Calcular la integrnl crf(Z-Zo)ndz donde n es un entero y Cr 

es el círculo IZ-Zol=r recorrido una vez en dirección de las 

manecillas del relój. 
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Solución: 

Parametrizando a Cr tenemos que: 

Z( t )= Zo+reH 

Si f(Z)=(Z-Zolº entonces: 

y z'(t)= ireit 

Utilizando l!l ecuación ( 1) 

erl(Z-Zo)ºdz= J:t11(r°e;"1)(ireit)dt=ir"• 1J211eiC•• 1ltdt 

La evaluación de dicha integral requiere dos suposiciones: 

n t-1 

irº·:¡2;;1cn•1>1 dt= irº.,eHn•1>1 1211 

i(n+l) 0 

n=-1 

=ir [ _I - _1 J =O 
i(n+I) i(n+I) 

ir0• 1 ¡~t{n+l)t dt= i f:t11 dt =2rri 
o 

por lo tanto: 

o 

J (Z-Zo) n dZ= 

Cr 
{o si nil 

2rri si n=-1 
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Evaluar f zZ a lo largo de el contorno simple y 
T 

cernido T indicado en la figura. 

y 

2+2i 

Y2 

--f''--~"'-----o X 
.Yt 

por lo tanto: 

2 2 2 ]2 fz2
dz= fz,(tlz',(tldt= ¡t2dt=l

3 =~ 
V o 3 o 3 

l 

2 2 f Z2dz = j z2¡tJ2z;(t) dt = f(2 - til2i dt = 
V o o 
2 

2 

= i(2-ti)ºl = -(2-2il
3+§_ 

-3i 3 3 
o 

2 o 2 ¡º 2 fz dz= Jz;m Z~(tldt= [-t(1-ilJ[-(1+il]dt 
y -2 -2 

3 

= -( 1 +i) ( 1-il2 J° t2dt= -( 1 +i) ( 1-i)
2 ~ 

-2 3 
La solución es: 

i Z~z = .§.+[-(2-20
3 +.§..) + [-O+i)(1-il

2
.§.] 

T 3 3 3 3 

= l..Q. + JZ_i 
3 3 
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IHTE6Rlt.L DE Clt.UCHV. 

Si una función t(Z) poseé una anliderivada (analítica) en un 

dominio D, su integral alrededor de cualquier contorno en D 

ser~ cero. 

f f(Z) dZ =O 

La noción critica de esta consideración es la visualización y 

entendimiento de la llamada deformación continua de un 

contorno hacia otro en un dominio D. 

Esto es diflcil de expresar matemáticamente, sin embargo 

es fácil imaginar 

Podemos decir que el contorno ro puede ser continuamente 

deformado hasta fi en un dominio D, si puede moverse 

libremente a lo largo del plllno sin obondonar D de tal manero 

que finalmente coincida con fi (tanto en posición como en 

dirección) 
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r1 

OEFINICION 

El contorno ro es contínuamente deformable hacia r1 
en el dominio D. Si existe una función Z (s,tl continua en la 

unidad cu!ldrllda O i s i 1 , O i t i 1 la cual satisface las 

sigui entes condiciones: 

1) Por coda volor s en [O, 1) lo función Z(s,tl parametnzo un 

contorno en D. 

2) La función Z(O,t) panimetriza el contorno ro 

3) La función Z( l ,tl panimetriza el contorno r1 
s 

Z(l,tl 

Z(.5,tl 

0.5 t---~~-t-
Z( O,t) 

t 
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DEFINICION 

Un dominio D que posea la propiedad de quP. cualquier 

contorno incluido en éste pueda ser continuamente 

deformado hasta un punto es conocido como dominio simple 

conectado. 

D ©@ 
Simple conectoóo Simple conectado No Simple conectado 

TEOREMA DE CAUCHY 

Si f(ZJ es analítica en un dominio simple conectado O y r 
es un contorno cerrado en O entonces: 

f f(Z) dZ =O 

r 

Esta integral de contorno es la suma de las integrales a lo 

largo de los componentes de r 
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La integral de contorno puede ser obtemda a través de la 

siguiente ecuación: 

b 

f f(Z) dZ = f f(Z(t))Z'(t)dt 

r 

Cuondo el elemento f(Zl es onolítico en un dominio D, el cual 

contiene ar, se debe considerar lo siguiente en la evaluación 

de la integral de contorno: 

a) Si f tiene antiderivada F en un dominio que contenga a r 
entonces· 

f f(Z) dZ = F(Z1l-F(Z1 l 

r 

donde Z1 y ZT son los puntos inicial y final de r. 

b) Si r es un contorno simple, cerrado y positivamente 

orientado, y f tiene la forma f(Z)=g(Z)/(Z-Zo) con g analltico 

dentro y sobre r y Zo en el interior de r entonces: 

f f(Z) dZ = f _giQ_ dZ=2rr1g(Zol 
r r Z-Zo 
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generalizando: 

. (m-1) f _9ªl_ dZ = 21119 (Z o) 

r (Z-Zo)m (m-1)1 

De acuerdo con lo anterior podemos definir: 

f(Zo) ~ ~J f(Z) dZ 
211 r Z-Zo 

La cual es conocida como la Integral de Cauchy con ella se 

puede hacer una aproximación de la siguente manera: 

f f( Z) dZ = f _.!QL_ dZ 
r Z-Zo cr Z-Zo 

A partir de ésta es posible obtener las llamadas 

estimaciones de Cauchy para las derivadas de una función 

anontico en un círculo de radio R. 

f"(Zo)=~ J 3.l_d~· 
2rri CR (~ -Zo ¡n+I 

Con ~ contenida en CR 
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EJERCICIOS 

1 - Encontrar una función Z(s,t) deformando fo en r1 
2 + y2 

en el dominio O Donde ro es la elipse ~ g = 1 

girando una vez en contra de las manecillas del re lo] 

empezando en (2,0), r, es el circulo IZI= 1 girando un¡¡ 

vez en contr¡¡ de léls manecillas del reloJ empezando 

en ( 1,0), y O es el anillo l /2<1Z1<4 

Solución. 

I ZdZ = J ZdZ 

r1 ro 

Ío x2 + y2 =I 
4 9 

T1 =IZl=l=x 2 + y2 = 1 

Para ro Para r, donde 

u=2cos9 u=cos 9 Q{ B { 211 

v=3iCOS9 v=sen 9 
Ü{ s { 1 

Z(s,t)=(2-s)cos B +i (3-2s) sen 9 
2.- Considerando C como el círculo IZl=2 recorriendo 

una vez en sentido positivo, calcule cada una de las 

siguientes integrales 2• 

al f sen 3Z dZ Solución. 
e z-1112 -2 2 

f= sen 3Z 

J = 2ll'i f( 1112) 

e 
=211i sen 3rr = -211i 

2 



b) J~ d2 

e 22-3. 

f úz d2 

e 22'"3 
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solución 

T 2ez 12 d2 
·e Z-3/2 

3rri e312 

2 

3.- Czilcule J l..:.!_ dZ 
e z3+2z2 

= J ~ d2 = I 
e Z2 (2+2) 

Cuzindo Ces el círculo 121= 1 recorriendo unzi vez en 

dirección de lzis manec1llos del reloj 

Solución 

I =2rri f' ((Z+i)t(Z+2ll Z=O 

11 

f'= Z+2 -Z+i 

(Z=2)2 

T =2rrí (Z-í l 
4 

f(O)= Z+i 
-4-

rri + 1112 
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CAPITULO 3 

"SERIES" 
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3.1 CRITERIOS DE CONVERGENCIA 

DEFINICION 

Una serie es una expresió"n formal de la forma 

c0 + e 1 + c
2 
+ e 3 • i e. 

j=O J 

donde Cison números complejos 

Z0 ri-esima suma parcial de las series 

S0 es al suma de los n+ 1 primeros términos de la 

serie S 3 
n- ¿.e 

j=O J 

Si la ecuación de sumas parciales S1 , S2 , S3 ,.. ... , 

( s0} 
00 tiene un limite S, la serie es convergente 
n•I 

o suma s = i el .. 
i"O 

Si no tiene limite es divergente. 

Lema 1 

La serie ~ c1 
j=O 

converge a 

1 ~c si ¡e 1 < 1 (Serie geométrico) 

e n• 1 oo 
_I_ =-- -2: cJ 

1-C 1-e ro 

l residuo 
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OTRO CRITERIO 

TEOREMA 1 (Prueba de comparación) 

Si ~ M1· es una serie convergente con términos 
ro 

no negtitivos y si Pllrll todti i > J 1 Cj I~ Mi 

entonces la serie I cj también converge .. 
FO 

Ejemplo: 

Lll serie ~ lt.2L 
;-o (j + 1 ¡J 

3 + 2i + ~ + ..l.!:..2L + l!:...2.i. ~ J_ 
2 9 ó4 16 

1 + .l_+_l_+ 1 ........ . 
2 4 8 

13+2il=./13<4 para j > 3 
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TEOREMA 2 (Prueba del cociente J 

Supongamos que los términos de las series I eJ 
J=O 

tienen la propiedad 1 e Je: l 1 __. L 

cuando j -too 

La serie converge si L < l 

La serie diverge si L > 1 

lc,c+J i ¡ = .:¡J•t i! =~-+ º 
(j+l )! .:¡J j+I 

cuando j -+ 00 

La serie converge . 

La secuencia de más interés es la de funciones de variable 

compleja y así mismo , la secuenci11 de sumas parciales de 

series de funciones. 
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00 ' 

2: ( Z )
1 

converge para IZI < IZol · e= l. 
i=O lo ' Zo 

( z )º • I 
_1 -(+l. (1.)

2
)+ (Z)" lo Z l Zo + Z ........ - = --

1 - - 0 Zo Z 
Zo 1- -Zo 

Zo cual es la sumatoria, por lo tanto es convergente 

a 1 
1 _l. 

Zo 

si IZI < IZol 

.. 
Inversamente la serie ¿ Fn (Z) converge 

n=I 

uniformemente a F(Z) en L si la secuencia de sumas 

parciales converge uniformemente a F(Z) 

~ .. 3 

Mostnir que la serie ¿ ( 1.Z ) converge 
J=O o 

uniformemente en codo disco cerrado. 

Donde: ~>O 

Solución: El remanente después den+ 1 términos 
serií menor que~ pani todo Zen el disco. 

(l.) 
n• I r 

Zo 
~ 

m ---
1-1. 1- _r_ 

Zo lz~ 

para 1 zl ~ r 

y r ~ lz.I 
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3.2 SERIE DE IAYLOR 

Supongase que deseamos encontrar un polinomio Pn(Z) de 

grado n , el cual se aproxime a una función analítica f(Z) en una 

vecindad del punto Zo 

Dados los diferentes criterios para aproximar un polinomio 

esta vez se construirá uno que "se parezca" a f(Z) en Zo de tal 

forma que sus derivadas sean iguales a las de f en Zo. 

Pn( Zo) = f( Zo l 

P'n(Zo)=f'(Zo) 

P"n(Zol=f"(Zo) 

etc. 

La constante polinomial Po(Z) en Zo simplemente será igual a 

f(Zol 

Po(Zol=f(Zo) 

El polinomio de grado 1 que equivale a f y f' en Zo es: 

P1 (Z)= f(Zo )+f'(Zo)(Z-Zo) 

El polinomio de grado 2 que equivale a f, f' yf" en Zo es: 

Pz(Z)=f(Zo)+f'(Zo)(Z-Zo) + f"(Zo)t21(Z-Zo)2 
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Con lo anterior podemos deducir que el polinomio de grado 

n que se aproxima a f',f", ................ F es: 

P
0
(Z) = f(Zo)+f'(Zol(Z-Zo)+f"(Zol(Z-Zol + .. .f"(Zo)(Z-Zol" 

2! n! 

Nllturalmente podremos observar que conforme n tienda a 

infinito se logrará una aproximación cada vez mejor de f(Z) en 

Zo . Esto se parece o una sumo parcial de series cuyo 

convergencia se tendrá justamente en f(Z). 

DEFINICION 

Si f(Z) es ano lítica en Zo, entonces la serie: 

P,.(Z) =HZo )+f'(Zo)(Z-Zo )+f"(Zo)(Z-Zol + ... = 2: ¡J (Zol(Z-Zo )i 
21 J=l_j_!_ 

La cual es conocida como la Serie de Taylor para 

alrededor de Zo .Cuando Zo=O ésta es también conocida como 

la Serie de Macluurin paru f. 

TEOREMA 

Si f(Z) es analítica en el disco lz-zol<R,entonces la serie de 

Taylor converge en f(Z) para todo Z contenido en el disco. 
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EJERCICIOS: 

1.- Verificar cada una de las siguientes expresiones de 

Taylor para encontrar una fórmula general en fi(Zo). 

Determine los discos sobre los cuales dichas expresiones 

son válidas 

a) e1- = i' ~= 1 +z+_t+z3+ ........... , zo=O 
j=o j! 2! 3! 

Solución: 

t
0(e' )=e' = 1 , f 

1 
(e' )=e' = 1 , f

11
(e' )=e' = 1 ,. .......... 

Por lo tanto cumple con la fórmula de Taylor 
zt+, 

~ = 1(j+l)I1 =12__1--l> O 
Un _]!__ J+I 

j! J --!> = 
Por lo tanto es válida para todo el plano Z 

00 2 

b) coshZ=2 Z 
1
= 1 +Z 2+Z4+ ............ , Zo=O 

j=O (2j)! 2! 4! 
Solución: 

f 0 (cosh Z)=cosh z = 1 f 1 (cosh Z)= senh Z =0 

t 11 (cosh Zl=cosh Z = 1 f 111 (cosh Z)= senh Z =O 
2nt1 2n 

f lcosh Zl=cosh Z = 1 , f (cosh Z)= senh Z =O 

lo cual cumple con Taylor 

Un+ 1 = l 2((J:~~!1ll = 1 z 2 l 
Un zi (2J• 1X21•2 ---l> O 

(2Jl! 
válida para todo el plano Z 

j ---l> = 
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2.- Encontrar las propiedades de convergencia de las series 

de Taylor para lo siguiente. 

a)_l 
1+2 alrededor de Zo=O 

Solución: 

_!_ =l-Z+Z
2
-Z3+Z

4
- .....•• Hfz" 

l+Z 

Un+t = 1-1<>+'zn+'I = 1 -z 
Un -l" Z" 

Por 1 o tzmto converge en IZI< 1 

b) l+Z ll\rededordeZo=i 
-¡:z 
Solución: La serie estará dada por 

~ (Z-i)i + ¡ 
J=I ( \-j).i+I 

(Z-i)<i+ll 

~ = 1(l-i)(ii2)1=1~1 
Un (Z-i) i (1-i) 

( 1-i )lj+J) 

Por lo tanto converge en IZ-il<..ff 
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3.- Usando el producto de series de Taylor, encontrar los 3 

primeros términos diferentes de cero en la expansión de 

Maclaurin en lo siguiente: 

o) e2 cos Z 

solución: ez = 1 +Z+z2 +Z3 +z4 + ....... . ---
2! 3! 4! 

cos Z= 1-z.2 +Z 4-Z 6+ ............ . - --
2! 4! 6! 

ez cosZ = l+Z-Z3 -Z 4 

b) secZ= 1 
cos z 

solución: 

3! 3! 

cosZ=l-w, w=Z
2
-!._+!_-zª+ ...... . 

21 41 61 81 

sec Z= 1 = l + w + w2 + w3 + ....... . 
1-w 

sec Z= 1 + z2 + 5Z 4 + ..... 
21 4! 
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4.- Encontrar una fónnula explícita para la función analítica 

f(Z) que tiene la expresión de Maclaurin l:"'k2zi' (sugerencia : 

empezar con la expresión ( 1-zr1 =l:"' l'- diferenciando, 

multiplicando por Z , diferenciando de nuevo y finalmente 

multiplicando por Zl 

Solución: 

La expresión estii dada por: 

1 = 1+Z+z2+z3+z4+Z5+ ...... 
Fz 

Su derivada será: 

_l_ =1+2Z+3Z2+4Z 3+5Z4+ ....................... . 
(1-Z )2 

Multiplicando por Z: 

_z_ =Z+2z2 +3Z 3+4Z 4+5Z~+ .... 
(1-Z )2 

Derivando de nuevo: 

~ = 1+4Z +9Z
2
+1óZ3+25Z

4
+ .. 

(1-Z )3 

Multiplicando de nuevo por Z: 

Z~l = Z+4Z 2+9Z3+16z4+25Z5+ ...... = Ik2
Zk 

(t-z'f º 
Esta es lo fónnula 
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3.3 SERIE DE LAURENT 

Ahora se desea conocer la posibilidad de representar una 

serie para una función f cercana a una singularidad ,punto en el 

cual f no es analítica pero es el límite de aquellos puntos 

donde f si lo es. 

Después de todo,la ocurrencia de una singularidad está 

sujeta al comportamiento del denominador. 

lSerá posible expresar funciones como Al(Z-Zo)P+g(Z), 

donde ges analltica y tiene Serie de Taylor alrededor de Zo? 

En realidad no todas las singularidades son de ese tipo 

(recordar log Z en Zo=Ol De cualquier forma , si la función es 

analítica en un anillo que circunde una o mas de sus 

singularidades (nótese que log Z no tiene esa propiedad), 

podemos obtener su parte singular de acuerdo con . lo 

siguiente· 

TEOREMA: 

Sea f(Z) analitica en un anillo abierto r<IZ-Zol<R. Entonces 

f(Z) puede ser expresada como la suma de dos series 

f(Z)= ~ ai (2-Zoli + I a_i (Z-Zol"i 
J=O J"I 
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Ambas series convergen en el anillo,y convergen 

unifonnemente en cualquier subanillo cerrado 

r<pt~IZ-Zol~ p2<R 

Los coeficientes aj están dados por. 

º; = 1 p f(~) d~ (j=0±1±2±3 ....... .l 
2rri e (~-Zo)i+ 1 

Donde C es cualquier contorno simple cerrado , 

positivamente orientado dentro del anillo y conteniendo a Zo 

en su interior 

Tal expresión que contiene potencias tanto negativas como 

positivas de (Z-Zo) es conocida como la Serie de Laurenl para 

f en este anillo. Usualmente se representa de la siguiente 

manera: 

Nótese que si f es 11nalític11 fuera del disco IZ-Zol<R , los 

coeficientes negativos de la penúltima ecuación serán cero y 

los otros reproducirán 111 serie de foylor pnra f. 
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JERCICIOS 

Encontrar la Serie de Laurent para la función · 1 en cada uno de los 
Z(Z+1) 

siguientes dominios: 

a) O< IZI < 1 

Z+1 = 

~ = ..L_ l+z"'.'. Z 20~+Z3 
Z(Z+1) º Z ·: .. · ··••·•· . 

=I Ht1
• z" _, 

b) IZ+ 11 > 1 

1 =_L. __ 1_ 
Z(Z+l) Z Z+l -2 

1 1 2 1 3 
Z(Z+I) = ( Z+l) +( Z+I) +· 

.•4r 
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IZI > 1 

1 -
Z(Z+lT = ~z1 - J. + .L - i - z3 z4 I' 

=~(-1)" (..l)" 
2 z 

f.SIA u.sis MO nHE 
~A\lQ CE. \A 8\WO\i.C~ 

l)O<IZ+11<1 

J 
o 

. _1_. J_ - 1 
Z(Z+U·= z Z+l 

1 1-Z+l =-(1 +(Z+1)+(1+Zl2+(l+Zl3 (Z11) - = - --c-

1 
_ ) 

__ 1_ - 1 Z(Z+l) - - Z+l -1 -(Z+1)-(Z+1)2 ( 3 - Z+l) 

=-2:(Z+1)" 
-1 
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Encontr¡ir líls Series de L¡iurent p¡ir¡i la funcíón 1 parn c¡ida uno 
(Z+1 )(Z-2) de los siguientes dominios: 

il) 121 ( 1 
1 . 2 __ z __ = _-r_. + _3_ 

(Z+1 )(Z-2) Z+I · Z-2 

iz = ~~z~=~(l+(~)+(rl2+(~)3.J 
2 

1 00 

1+2 =t:z:(-ll"Z" 
o 

2 00 

_ _L_=_J_ ""(Z..)º 
· 2-Z 3 L. 2 

o 

-,z-+-1)-~Z--2-l = T ~ [c-ll"- ~"Jz" 

b)1<1Zl<2 

z .L .z.. 
---- = _3_ +-3-
(Z+ 1 )(Z-2) Z+ 1 Z-2 

1 
- _I_ 

1-Z 
2 

= _l_ i (Z..)" 
3 o 2 
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J_ 1 1 oo . n+I 
_3_ = - - = +2 (t) (-ll" 
l+Z Z3 ¡+l. 0 z 

(Z+I HZ-2) 

e) IZI > 2 

z 
(Z+l)(Z-2) 

t t =--+-
Z+I Z-2 

-, Z 00 n-.1 00 n•I 

--- =-31 2 (t) (-\)" + _31 2 (~) 
(Z+I HZ-2) o o 

2 
- 1 _3_ -- = _2_ ( 1 +~ + (2 )2+ ¡1.¡3+ 
Z 

1 
_ 1_ Z·3 z 'L <-- z 

z 
3) Encontrar la ser1'~~de Laurent para 

= Z+I en O<IZ-41<4 
Z(Z-4) 3 

Z+ 1 =A + B + C + D 
Z(Z-4) 3 Z (Z-4)

3
(Z-4)2 (Z-4l 

1 = 
4 4 HZ-4) 

4 

oo n 
í:(Z-4) (-1) 0

•
1 

=5/4 - 1/16 + 1/64 + I(Z-4)
0

(-1)"·
1 

-(Z--4)3 (Z-4)2 (Z-4) o 4n+4 
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