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CAPITUW 1 

llTRUllllCCltll 

Bn los aftas recientes, al método del elemento finito ba tenido 
anpl la aceptación entre los 1ngeni01 uH e: orno un método de an4.l lets 
extremadamente veiltoeo. So npllci"\1:1611 hn dndn soluciones satisfac­
torias para muchos problemas que nu len\an solución, y la gran 
cantidad del esfuerzo dedicado a la i11vm:;ltgacton 1 asegura un r4pldo 
ensanchamiento del campo de t'lipl l1:a.-1tin el~ tH;l.tt nif::.todtJ 

Desafortunadamente, por el all.1l 11lv~I de la lnveatlgaclón, a 
este método lo rodea cierta mlstt(·a 1~1 nhjAtlvo de esta tesis es 
presentar el método y au apllctu~tón 1•11 1'.umput.ador·a de una manera 
sencilla y comprellsib1e pnra r·umuvrn fH->tn mtst.lca entra loe 
ingenieros. Exponemos el 1'1nnteomlonl11 tf.~br leo y1un esfuerzos y 
deformaciones planas y11 que el nnllil !Ali-; t 1 ldlmenslrrnal ea 116e 
laborioso y au ex:iosic16n eE> mhG cnropl 1.·l\dl't 

Para poder aplicar este métndo t1~• nn·~esar la la t~reaclón de un 
propio programa de computadoro u la l11tellge11ttt apltcacl6n de alguno 
de los excelentes progrtlmas y.., dh~1·,,1dhlm.;. f1Utl uttltzrrn el amplio 
potencial del método. 

Betni tesis ayudarA ti los 111,qf'1dt•106 y n los e6tud1antes de 
ingeniarla que no tioncn ex.¡icrtl:n(:!~ ~-en ll"\ 11tf lizf\o::i6n del mótodo a 
entender la necesidad de los ¡1J ogr ttmoh dP computador Di de este 
método. Se anei 11 zar6n a 1 gunos P.Ft r 11 1 1 n1 n1; PRpPr' ¡,, 1 er. de puentea 
<pilas>, las cuaJeA, antdlzn.dl'llb I'"• 1•1 rot•t(ido convencional dejan 
ciertas dudas. 

Bl método de los elt.>mPnt.us fi11lt1•h ne utilizó por· primern vez 
en la década de los ation c:incue11tn t-•11 el dlt:rnrl(• de aieroplanos. 
Durante alg1ln tiempo E~ tuvo c:nmo un Becr elo de técn leo aivanzada, 
sin embargo, tro.spuso 1trn bnrrenu; <le 1a confidenctalidad Y 
actualmente e] método se HflEief1t1 1~11 rn\H l1ne. univ~rsldndes Y colegios 
técnicos como unt11 t.~cnlcn nur1érll"' pttrn (•I nnAltsJs de esfuerzos y 
ee considerndo como uno df:t lnG ill~t·l'ITJtdl<1fi rutu; importantes en las 
1lltimas décadas. 
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lntroducci6n 

Bn realidad, el an611aia en 1ngen1er1a ae orienta a encontrar 
soluciones nwaéricaa aproximadas en lugar de la aaluc16n eKacta 
m2ltet1Atlca. Bl mayor problema de usar las teor1aa camunes as que h1 
geo11etr1a o alguna otrei faceta del problema ea irregular o 
arbltroria y ee ttQUt donde las matemAttcaa puras y rJgurosas se 
quedan inoperantes, y eatoa problemas son los que constituyen la 
gran nayor1A de los que tendr6 que enfrentar el ingeniero. Los 
profeaionAles inteligentes han usado su axperiencla y criterios 
propios pero con incertidWlbre en tanto no pasan por las pruebas. 

Bl crecimiento del 4rea de apllcac16n ha revelado lo que 
realmente ea el método, ea un procedimiento general para obtener 
soluciones ~proxlmadfta de ecu~ciones d1ferenc1~lea y ee extendió a 
problemas generales de continuos s611dos, l lquidoa y gesee. 

Bn el raétodo se modiflce. el slstoma on elementos fintloa 
Cdiscretizaci6n> sustituyendo el continuo ren.l esla aproxJtnac16n 
es en b~ee a su naturaleza !leica. Estos elementoa catan 
interrelccionados y aon una serio de problemas mae simples y fAciles 
de reaolver. 

El trabajo enpieza con la delorminaciOn 
tteicaa que goblernan a cada eleniento finito. 
ingenierta eat'n compuestas por una serie de 
qu~ est4n conectados. Betas estructuras son 
esQueletales y los puntos que conectan a loa 
nudos. Bjwaplo de estas estructuras son las 
narcoe cono los mostrados en la !igurn 1 .t. 

de las propiedades 
Huchas estructuras en 
mle111bros Individuales 
llamadas estructuras 
miembros son llamados 
vigas cont.JnUl'lfi y los 

BJ a.n4lia1s de estas estructur~s esqueletales puede hacerse 
considerando el comporta.miento de cado. elBllento 1ndividuol 
independiente y después enstu1blando los elementos do tllll mtmern: que 
se satisfaga el equilibrio de fuerzas y la compatibilidad de 
desplazamientos en cadn nudo. 

Por cona1gulente, cuando la estructura contiene muchos mie.D1-
broe, como lae vigas y uarcos que contienen muchos tranos o miem­
bros, este procedimiento puede convertirse en muy laborioso y 
comprender un gran nümero de ecuaciones simultnnens. A causa de 
eeto, se ha dedicado mucho esfuerzo en l~ 1nvest1gac10n de lécnic~s 
de análi&IB basadas en la apreclac16n flaica del comportamiento de 
lae estructuras, lo cual reduce la contidad de trabajo requerido de 
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Introducción 

un an411s!e co11pleto y no se requlern la eolucl6o directa de •ucban 
ecuaciones el11ultaneas. Un eje11plo es I~ técnica del método de 
distrtbuc16n de momentos de HardY Ct·nsa. 

Pig.l.l. BStructuraa eequeletales llplcoa. 

llJOO 
MIOlllllO 
INOM!;>.W. 

Bl advenimiento de lae compulad()raa electrónicas dlgltalea b.a 
d1apueato al regrttso del método tundoment.al de analleia qua •• el 
116todo de las r1¡1decee ya que realizan la aoluc16n de un 1rao 
nO..ero de ecuaciones atmul t:n.neas. Bato 11étodo 1 ya que cona late •n 
pasos re pe ti t ivos 1 O!S par ti ctJ lar mente adecuado para la co•putadora 
automAtica, y au capacidad en la formuln.cl6n de ecuaciones ea de 
m6xima ventaja. Betas computador·aa utt l lznn 11étodoe aatrlcialtHI para 
el an411sie de eetructur~e eaquelotalea. 

P.tg. 11 



lntroduccl6n 

Bn adic16n • aatructuraa aequeletalea, loe ingenieros &a han 
preocupado por el an4ltete de estructuras contiouaa. como las vlgae 
de gran peralte, placae y loeaa sujetas a tlex16n, cortinas de 
presas, placas plegadas y estructuras en cascardn¡ donde la 
auperticie de la estructura es continua y ee sustituida por sus 
componentes en un nfmero fJnJto de elementos. 

Bl a4todo del elemento t1n1to represente le extene16n del 
•6todo aatrtctal para estructuras esqueletalea en el an4lieie da 
eatructuree continuas. Bn el método del elemento tln1to, al continuo 
ea idealtz~do como una estructura que constate en un ndaero 
da el ... ntoa individuales conectados aolamente por puntos nodalee, 
como•• aue•tra en la tigura 1.2. 

1 al 1 b) 

Plg.1.2. ldeal1zac16n del continuo en elementos finitos. a> Cortina 
de presa. b> Placa p!egede. 

Antas de comenzar con loe detalles del método dlscutlrsmoa 
algunos de loa raqulrlmlentos del método. 

Pllg. 12 



lntroducci6n 

Requiriaientoa Pundaaentaloa. 

Cualquiera que sea lo ctnl&n de lo6 fuerzas y defornacionea 
internt1e en unn estruct.uro, tres son lns c:ond!ctones b6sicas que se 
deben observar: 

a> 81 equilibrio do fuerzas; 
b> La co11patibilidad de desplazamientos; y 
e> Las leyes del comportamiento del materinl. 

Batas primeriss condictonea i:;oln üon requeridos para el balance 
entre las fuerzas lr1ternas y la6 cargas externas aplicadas. Bn 
algunos problenas estas condtctone¡o; r.;on nuflf'ientes. 

Antes de estas cond i e tones e& riece6nr 1 o conocer l ns relaciones 
entre cargas y deformaciones ¡.101 cncie'I compouente de l n estructura. 
Bstas relaclones 1 en problema6 de ~lnBttcidnd lineal se reducen a la 
ley de llooke. 

Bl uso de e6tns tre6 cond l<· 1 oncG es el requeri•iento 
fundamentol en cuolquie1· método de ru16l JGlr-. elitruc\urnl. 

•étodo de lae Rigideces o dn lrn1 Deepln>.IUllentoa. 

Bn el método de las r1g1ctecee; se Gat1Gface la co11peitib111dad de 
deeplaza.nientos y }tt;B ecuacloneG de equl l 1br1o se deterninan y 
resuelven desconociendo loB dc-e.plrnn.mlentos nodales, ya que éstos se 
suponen. 

•Principio del Trabajo Virtual, 

Bl principio de trabajo v11·tual e& usado en la derivac16n de 
las rigideces de los eleMentos. Hote principio relaciona las caria• 
externas y sus correspondientes fuerzas internas de tal manera que 
satisfagan las condiciones de equilibrio y ta11bién loe 
desplazanientoe y las correspondientes defornaclones en el •itmbro 

~;¡;-.;·;::;.. -..;;-;;;;;;;.·¡¡ .... '-'- -

,,. ......... ~·-·'· 
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lntroduooi6n 

que eetiefacen la condic16n da compatibilidad. Bl principio puede 
generalizarse eoao ai¡ue: "Bl trabajo virtual hecho por lae cargaa 
externas ea igual al trabajo virtual interno realizado por la 
••tructura11

• Bate principio puede aar expreaado zaetem4t1ca..mente de 
la siguiente aanera 

Donde P ae refiere al eiateJ1a de cargas externas. 6 ea la 
deflex16n, r ee el sistema de fuerzas internas y E es la deformao16n 
interna de la estructura. 

P6g. 14 
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Conceptos b~•tcoa 

ClPITUl.O 11 

COICHPTOB BABICOB 

Bn eete capitulo .. a1•ntar4n lae basea necoaarlae para la 
comprenai6n, an&li•i• J aplicaci6n del método del elemento tlnlto, 
S. deecrlbir6 el a&todo da las rlgldecse, ae expondr&n las hlp6tesla 
on que se baaa la teorla da la •laatlcldad, 1011 conceptos de 
eafuarzo y datona.acl6n y la relac16n que existen entre ellos, ae 
dascribtrA cuando se debe trabajar con la teorla de esfuerzos planos 
y deforaactonea planas y tlnalmanta se axpllcar6 •l ctrculo da Kobr 
para estu1rzoa que ayudar& a entender los resultados de los anAliala 
por al método del elemento flnlto. 

llBTOllO DB L&B 111 O IDBCB!l 

Las cOJ1ponentes estructurales son para nucboe ingenieros 
familiares a las ~ua tiene un resorte como el mostrado en la figura 
2.1 

VfRTICAL 

Pig, 2.1 Puerza aplicada a un resorte 

p~~. 16 



Conceptos básicos 

Para las estructuriis como para tus resortes exleten relaciones 
entre las fuerziis F y los desplaLtunbrntos. Estas relaciones estAn 
definldiie por la ecuactón 2.1 

F ~ K 6 <2.1) 

donde K es la rigidez del resorte y corresponde a Ja pendiente del 
diagrama fuerza-despln.znralento Cftgur·n 2.2> 

6 

Fig. 2.2.- Diagrruth''I Fuer·za-llet:.¡dna·amtenlo 

Conociendo el valor de !a rigidez y de la fuerza aplJcada 1 la 
ecuac16n 2. l puede despejarse pnra ca 1 cu l nr el deepl azamiento co•o 

1 
ó = - F 

K 
<2.2> 

Mientras que el Vl'llor de ur1 dN;plaznmJento es suf!cJente paro 
conocer el estndo de deformactorws pnn1. un simple resorte, para 
estructurllls mds compl tcndas como lo mue5tra la figura 2.3, es 
necesario detenn1nar lnr. deflexJones de las tu·t1culoc1ones B,C,D,B 
pt11rt1 poder ev.eiluar los esfuerzoo en lofi miembros. 

Constdernndo esta estructura completa, también es pasible 
derivar un valor similar al ohlHrddn Pn a ecuación 2.1. Para aeta 
cnso es necesario reescribir· la ellJncJ6r1 2 1 en forna matricial, t.eil 
como aparece en la ecu~c16n 2.3. 

( F l = C K 1 1 6 l (2.3) 

P6g. 17 



Conceptos bftatcos 

p 

Flg. 2.~i. - Betructura con varios miembros y artlculnc.lonea 

Ya que, un nfuaero de miembros está interconectado por un nO..mero 
de nudos, los resultados de la acci6n fuerza-desplazamiento de la 
estructura pueden describirse ünicamsnte por medio de una serte de 
ecuaciones simultaneas. Bn la ecuaci6n 2.3 1 <F> y (6} son vectores 
de cargas nodalea y desplazamientos nodales respectivamente y CK1 es 
la rigidez de toda la estructura. 

Estos conceptos son la base del análisis del método de las 
rigideces. La matriz !KI es determinada por la rigidez de la 
estructura y relaciona lAe tuerzas aplicadas en el nudo <F> con loe 
desplazamientos nodales desconocidos (6}, Para el resorte mostrado 
en la figura 2.1, la cual tiene única.mente un solo desplazamiento. 
la matriz ea del orden de lxl y loa vectores <P> y (ó} contienen un 
solo término cada uno. 

Cuo11do ebte reBorle es parte de una estructura, cada uno de sua 
exlre~os est6 conectado con otr~G partea de la estructura y pueden 
ser desplazados. A cada nudo (extremo del resorte) ae le puede 
aplicar una fuerza, 

Bn la figura 2.4 1 F1 y U, son lo tuerza y deGplaizamiento en el 
extre.no 1 y P1 y U, eon la fuerzo y desplazamiento en el extremo 2. 
Por lo tanto, el vector fuerza y el vector desplazamiento eon 

< F > 

P6g. 18 



Pig. 2.4.- Resorte que equivale a un 1!lemento conectado en sus 
extremos con otrns pnr·tes dA la estructura. 

La matrlz de rlgldecea del rewH"tP. ea del orrien 2x2 y la 
ecuación 2.3 toaa la elguJente forma 

<2.4> 

donde los términos de ln mntrlz de rigldaces son a1ín desconocldoa. 
Batos términos se obtienen permltlond.o que adopte cada uno de loa 
elementos un modo independiente de defonuaclón y determlnando las 
relaclonae entre los desplazamlenloti y las fuerzns del nudo. 

Adoptnremos la convencl6n do algno0 que 
muestra en la figura 2.5. 

- lf,UI -------------- ' 1 f ,UI 

Pig. 2.5.- Convención de etgnnu 

conttnuacl6n ea 

Ptlg. 19 



Conceptos básicos 

Constideremcs primero que adlo el extremo 1 puede desplszarse y 
el extremo 2 pen1anece fljo. 

Pig. 2.6.- Caso l.- Fuerzas aplicadas al elemento con el extreno A 
libre y al B fijo. 

Consecueatemente, la fuerzb y desplazamiento del nudo 1 est6n 
relacionados por la ecuactOo. 

Para que existn equilibrio do fuerzas se requiera que 

Por lo tanto 

-k u, 

De la m!Slla manera es ahora fijado el nudo 1 en eu posición 
in!cla} Y Se permite e} desplaZallllento al nudo 2. 

Ptg. 2.?.- c~so 2.~ Fuerz~s ~pl1cadas nl ele.mento con el extrenro A 
fljo y el B libre. 

P&g. 20 



Conceptos básicos 

Por lo tanto 

k u, 

Pt11ra obtener las relaciones entre lns fuerzns F1 y P2 y los 
desplazamientos U, y U, pant el cnsu cuando .e.mbos extrenos tienen 
fuerza y deepln.znmiento. 

,_.!L. 

-L·------~----- -·--~ 
4 « ~ 

Pig. 2.8.- Caso combinando caso 1 y 2 

Aplicando el pr!nc! p!o de superpos! c16n y combinando loa 
sistemas cargados de las figuras 2.6 y 2.7 tenemos. 

Fuerza total en el nudo 1 
Fuerza total en el nudo ·2 

Por lo tanto 

Y en forma matricial 

F1 = P1.+P,., 
P, = Pa.+P. 

F, lr:U,-kU, 
F, -lr:U,+i:U1 

r p, i r • -k ] r u, i i. p, s l -k k i. u, s (2.5) 

Hasta aihora lai mntriz de rigideces IK•l pesra el resorte esta 
dada por 

donde el sufijo e Jndtcn que la ml\trtz es paro un ele.mento indivi­
dual y no del sistem~ o estructura. 

P6g. 21 



Conceptos b~sJcos 

Uno propiedad Importante de la matriz de rigideces del elemento 
es su simetrta, ya que, el coeficiente ku es igual al coeticlente 
k:n, también debe notarse que es una matriz singular porque el valor 
de su determinante es cero. 

Bna4Joble de ln lntriz de lligldecee 

Como ya se analiz6, la matriz de rigidecoe para un simple 
elemento ea verdaderauente sencilla, ol siguiente paso es como estas 
matrices pueden ser ensambladas para formar la matriz de rigideces 
de la estructura completa con diversos elementos. Bn primer lugar, 
al proceso ea similar al descrito anteriormente y para ilustrarlo se 
presenta la siguiente figura. 

F1,U1 lla 
-"""'"4•----vv-

Á 

Pig. 2.0.- Dos elementos estruct'urales unidos por el nudo 2 

Procediendo como en el ejemplo anterior, U1 y Ua son fijados 
e igualados a cero, permitiendo On1camente el desplazamiento del 
nudo l como se muestra a continuac16n 

F1 ka 

1 
u, 10 

flg. 2.10.- Caso 1.­
nudo 1. 

Fz 

kb f3 

2 3 
U2 =0 U3=0 

Desplazamiento permitido únicamente para el 

PAg. 22 



Conceptos básicos 

Para este caso las relttclonea er\t re P, y U1 son 

y por equl l i br lo P,=-P, 

Jlo IDliste fuerzn en el nudo 3 pnrcl'1r U, y U, vnleu cero y por lo 
t•rnto 

P,=O 

Ahora. sj U1 y U, se f1 Jrrn e 1gl1n 1 r1n n cero como lo muestra 18 
siguiente figuro 

Pig. 2.11.- Coso 2.­
nudo 2. 

Desplaznmtenl(I 11er·mit.tdo tinica11ente pare1 el 

el nudo 2 requiere que cadn uno de los resortes tengan el •iBllO 
desplazamiento. La fuerza del nudo 2 consiste en doe componentes 
kaU3 <la fuerza necesaria paro extendBr el resorte AB> y kbU .. <la 
fuerza necesaria porn co11prlmlr el res111te OC.>. Por la tanto 

F 3 ::: Ckatkh> U, 

consJden1.ndo el equilibrio en el resorte AH y en el OC 



Conceptos básicos 

Flnalaente U, y U, aer'n fijados e igualados a cero como lo 
muestra la siguiente figura. 

F2 

Pig. 2.12.- C..so 3.­
nudo 3 

Desplazll.!liento pen1itido Onicamente pt11ra el 

y an6logamente al pri~er caso 

p, kb u, 

p, -p, -kb u, 

Ya que se considera un COJtPOrtaaiento el6stico lineal, ee puede 
aplicar el principio da auperpos~cl6n de los tres casos 

Caso p, 

Caso 2 P, -kesiU, 

Caso 3 P, o 

Bxpresado en forma aatricial 

Ud [ ka 
-ka 
o 

p, 

p, 

p, 

-Ita 
ka+llb 

-kb 

-iaU1 

-kbU, 

-~b ] { ~: } 
kb u, 

p, = o 

P, -kbU, 

p, kbU, 

<2.6) 

Debe notarse que la natrlz de rigideces !Kl es simétrica. 

Aunque el ensaDble de la matriz lKJ de la ecuacl6n 2.6 no es de 
sran dificultad en este caso particular, en estructuras con un 
nOmero grande de elementos al ens~mble es extraordinariamente 
tedioso. Por esta raz6n se sugiere que la n~trlz de rigideces lKI se 

P8g. 24 



Conceptos básicos 

obtenga segOn las matrices d t"! 1 t R t de cea de loa elementos 
individuales lK•J. 

Pr·imer·o se escriben llu~ mfttrlce~. de JiRldeceL.; df..> los eleiurntos 
que constituyen la eslructurn. 

Elemento AB 

·kn 
ko J r ~; J 

Aunque lnis dus matrtcer. 
anadirse directamente yn que 
desplazamientof".. Sin embnrgo, 
ceros que relacionen los tres 

Elemento RC 

l K• j 1;PT1 del m1 &110 orden no pueden 
lle11en relnc16n diferente con los 

lnse1 tnndci un 1 engl6n y una colunna de 
deo¡.i 1 n ~ami t'll toe., tenemos 

U: l f -~~ 

Ud f ~ 

ko 
kn 
ú ~: 11 ~:} 

~r. ] [ ~:} 
Con la regln de la b\11111' de JD/'11.1 ln•r; f1t1ede e;hora obtenerse 

ka 
knt kl1 

~ kb 
<2.7> 
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amcBPTOO Dll RUSTICIDAD 

La materia puede ear estudiada daede un punto de vtata general 
co•o unA sustancia o aedio continuo. Se le consideran propiedades 
ideales coao continuidad y equilibrio, atribuy6ndole otras 
propiedades d•finidae coao 1eotropla, viscosidad, homogeneidad, 
elaetlcldad, etc. 

Se considera un •edio eont.1 nuo a 
repartida, la cual puede ser idealizada 
estudio. La aec&nica del medio 
deeplazaaientoa y !lujo de cantidades 
tluldos. 

la sustancia unifonten.ante 
en divereoe modelos paira su 

continuo involucra loa 
de saterialea aóltdoe y 

Para su estudio se considera al material dividido en elenentos 
•UY pequeftoB, o eea 1 el Dedio ser6 un conjunto de partículas con 
cierto dJspos1ci6o y unidas con caracter1ati~~s deter11inadn6. 

Bl eetudio del estado de esfuerzo 
de e6lidoe elásticos da origen a 
designando co•o e611do al conjunto de 
cobeeiYA&. 

y del estado de de!oranciones 
la teorla de elasticidad, 

part1culae unidna por fuer2ns 

Loe cuerpos se clasifican en r1g1dos y defornablee. Un cuerpo 
el&st1co es un e6lido capaz de defor-9aree bajo la aco16n de fuerzas 
externas, de tal aanera que se establezcA una relación entre las 
fuerzas y les deforwac1ones y cuando dejan de botuar las Cftrgas 1 el 
cuerpo recupera &U forwn inicial. Por el contrario, cuando se t~ata 
de cuerpos r1g1doe al cuerpo conserva su fon1a inicial y di•ensionea 
ol aplicarle un siateJIA de fuerzne. 

Bi¡>6teels de loe coe,._ Ideal.ante Bl'6ticoe 

- Bn o! espacio del sólido definido por sus fronteras, cualquier 
1unc16n que ae e&tablezco ser~ continua y derivable. 

- Bl ••terlal del cuerpo será elástico, homogéneo e is6tropo que 
constate en mantener lae mimaae propiedades en todos eu• puntos y 
en cualquier dirección. 

- Bl elata•• de carsas actuantes deberá e&tar en equilibrio. 

- Se ad•lte el principio de •uperposlci6n de causas y electos. 
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- Lae deformaclonee que se preaont.an en \os cuerpos el,st1coe son 
pequefteis, de tal 11anerni quu no al ltH"nn el l:artlctor de las cargas. 

Los 11aterialea de construci.;1bn que maa condlclonea cw.plan de 
las establecidas, tendr6n un co11po1·ln.11tenlo 11ae congruente con la 
teor!a de elasticidad. 

Bl problm1a pri•ordial de 106 Gfll t<tos est6. en conocer el 
réginen de e•fuerzos y defon1acionea en cunlqu1er punto. Y no 
&olo.nente es proble.11a de los ¡;61 \dos, sino de cualquier •edio 
continuo. 

Pode.moa definir, flOí lo ln.nto, que ln teor1t\ de lni elasticidad 
ea la pnrte de la f1sicni r1ater1ftit lt·n ltue et;ludla el probl-a de la 
deterninac16n de los e5fuerzos y dt>ior111nc1Clnea en cualquier punto de 
un a61Jdo elAstico. Bl eGtudlo <le l~ •·\~stirtdnd puede ser teórico o 
experinent.nl. 

Hsfoerzoe 

Bn general. lns tuerzas inlt.•rnos que l!!Ctútrn sobre Areaa 
infinitesiattiles en una secctOn tronsversnl son <le 11ngnitud y 
dirección vnrtnbles, como lo m11P~lr" ln ftg\lrl\ 2.13 

Hstae fuerzt\s eon de nn.t.urnleZL\ veclorillil v wantienen en 
equilibrio a la& fuerzas exterlornente t'lplicadas. En ;a aecAnica de 
sólidos es particular11ente Bi@nificat lvn la deterD.ineic16n de lt11 
intensidad de estnie fuerzns sobre las dtverstrn porciones de une 
secci6n transveranl, pues ln resistencia n la deformación y a las 
fuerzas depende de c\tclaas intensic\ndeB. Bn general var1an de un 
punto n ot.ro y est6n 1nc11ntt.dnG con respertC1 nl plano de la secci6n. 
Se ncostUllbra descoDIIHlnPr ltrn tnt.Pr1sid11des en direcciones 
perpendicular y paralela t'I ¡,, 6ecc.16n que se inV,uitign.. 

Cono lnis componentes de ln. lntenstdrid de fuerza por unidad de 
Aren, esto es 1 de esfuerzo, se tlener1 l'lnlcnmenle en un punto. la 
defin1ci6n naten6tica de esfuerzo es 

oP 
o ;.:; l in <2.8> 
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y 

z 
1 • 1 b 1 

Flg. 2, 13. - a) Cuerpo eecc lonndo con tuerzas in ternas y ex te roas en 
equllibrlo. b> Viste ampllnrla d(? oA con las componentes 
oP. 

LA intensidt1d de la componi.>r,le '1tH ~lfrn<lJcular a li" secc16n B• 
llaml!I e&fuerzo normt1l en un punto. LnB esfuer:z06 nonnalea que 
producen tens16n en la superftc'Je de unn secct6n trainsveraal e• 
denominan esfuerzos de tenG16n. Por otra parte, los que actQao o 
presionan contra. la Gecc 16n tr anbvl·r-st11 rect ben el noabre de 
esfuerzos de compresión. Lns olun; com(Jonentes de intensidad de 
fuerza actl"l.on tangenci."l tJ pnralelnmt"nle al plano del elellento da 
6roa y ee llamnn esfuerzos cor tnnteG y Ge denoainnn por la letra 
griega '?ll • 

DeformacJ enea 

Un cuerpo cuando es sor11etido n un sistema de cargas no sdlo 
tiene una deformnc16n l lneal Cncor Lam1ento o Alargamiento en una 
sola d1recci6n> 1 sino también puede tener deformaciones lineales en 
otras dos direcciones. Rn el estudio nnnl 1 Uco 1 las tres direcciones 
suelen tomarGe perpendicularmente entre st y se identificrrn por loe 
subfndices X, Y y z. Un cuerpo tanibit.!n puede defor-11.lrse como se ve 
en la figura 2 .14. Bstt16 defonnnclones causan un cambio en loe 
4nguloa rectos inicinlea, entre lns 11nens de un cuerpo y este 
cambio de 4ngulo define ln deform.,<--16n ringular o por cortante. 
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T.,~, ., 
'• 
:.' 

_,,)--- -- ---

X 

z 

Pig. 2.14.- Deformación angular de un elemento en el plano X,Y 

Puesto que las deformaciones varían de un punto a otro, las 
definiciones de deformaci6n deben relacionarse a UD elemento infini­
tesimal. Considera.moa una deformación lineal que ocurre en cierta 
dirección, como lo indica la figura 2.15a. Algunos puntos como los A 
y B se mueven a las posiciones A', y 8 1 respectivamente. 

Durante el proceso de deformación, el punto A experimenta un 
desplazamiento u, el desplazamiento del punto B ea utou puesto que 
ademAs del desplazamiento de cuerpo rlgldo, u, común a todo el 
elemento ox, se produce un alargamiento au dentro del elemento. Con 
esta base, la deftnlci6n de deformación lineal es. 

ou du 
€ ; 1111 (2.9> 

dx 

Si un cuerpo se defon1~ en dir~cciones perpendiculares, COBO se 
mue6tra parA un cnso bidimens ionol .en ln figura 2.15b, se deben 
utilizar sub!ndices en € para indicar la dlrecci6n de la deforma­
ción. Por la misna raz6n es necesario cambiar también lns derivndas 
ordinarias por lae correspondientes pnrcinles. Por consiguiente 1 si 
en un punto de un cuerpo u,v, y w son l~s tres componenteu de 
desplazamiento que ocurren, respectivn~ente en las direcciones X,Y y 
Z de loe ejes coordenodoe, los definicionPG bAsicas de defornact6n 
lineal se convierten en. 

du dv d• 
€. ; €, (2.!0l 

dx dy dz 
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A A' a· 
Ot----<--------~·-·-------• JI.U 

' .. 

-·--- 1,u 

1 b 1 

JI.V. 
~-+----"-"d• 

__________ .,., 

1 e 1 

Ptg. 2.15.- Blemenloa doforml'ldoa ~n nuH i1nAlctonRs lnlclal y ttnal. 

Adem.1.a de las detorm.-iclonea l lnettlen, un elemento también puede 
experimentar una deformación angular, conio lo ilustra la figura 
2.15c. Puesto que v ea el deeplaznmlfmttJ en la dlrecclón y, a •edtda 
que se avanza en la. di recclón x, dv/chc es la pendiente del lado 
1n1c1almentehorlzontal del elem1.rnto lntinltesimAl. De igual aanera, 
el lado vertical se lncl lnl'l un llina1Jlo du/dy . Con base en ello, el 
Angulo COE, lnlct11lmente recto, uu reduGe en la cantidad < dv/dx > + 
( du/dy ), Por conslgulenlf-J, fuHl'l cnmhloti de i§ngulo pequenqs la 
deflntclón do la doformactón nnMHlor es 
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dv du 
t- <2.11> 

dx dy 

Las definiciones para las deformaciones angulares 
correepondtentae a los planos XZ y YZ ea obtienen en forma semejante 
y son 

dw du dw dv 
+-

dx dz dy dz 

Ley de Hoolce 

La relaci 6n entre el estado de esfuerzos y el estt1do de 
deforDaciones para un nedio elAstico es 

r = K E (2.12) 

donde K es una constante que depende del material para el cual ae 
quiera relacionar el esfuerzo y la deformación cuando esta Qltina ~• 
pequel11>. 

Ahora, la ley de Hooke generalizada para un material iaotrópico 
&e puede escribir cono 

r. •· O'y 
E.= -v--V-

8 B !! 

r. ... 
E, = - P- +- - - V-

8 B B 

r. r, ... 
E, - v- - v- t 

B B B 

c •• 
T" (2.13) 

o 

" .. Tn 
o 

P~g. 31 



Conceptos bn'stcos 

B 
G 

2<1 ' V l 

donde E es la deforllnc16n y su sub1ndtce lndicn la direcc16n de 
e'sta. T es lo defonaaci6n nngull'lr y sus 6\lblndices indicl'lin el plano 
de ésta , v ea el esfuerzo y su sub1ndlcu indica ln dirección en que 
actda 1 ~ es el esfuerzo cortante y 6\1~ G\1btn1!tces indican el plano 
en que actda 1 B es ol módulo dp eltu ... ttc.idl'ld del 11nterlnil, G es el 
m6dulo de rigidez y V ln relnc:lftn de Pol~fion. 

Bafuerzoe Plninoa 

Bl concepto de esfuerzos ¡JlnnoR es apl lcnble cueindo una de aue 
tres dimensiones es pequenn en ndnclón con lns otrns dos. Para 
ilustrar esto consideramCJs unni placn. delgada que es cargada con 
fuerzas aplicadas en su fronlert'I, pnralelns el plano de la placa y 
distri bu1dns uni f ormementt~ sobro su espe.,or 1 C'Omo lo auestrl'll la 
figuro 2.16, 

L _z 

Fig. 2.16.~ Plnca cnrgadn en Sll eGpesor y Ufi corte transversal. 
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loe componentes de esfuerzo O'., i. ª y 1'" son cero en ambas caras de 
la placa. Bntonces, el estado de esfuerzos ea descrito finicamente 
por*'•• v, y li•'' También puede suponerse que estas tras filtimas 
componentes son independientes de Z ya que son acilo función de X y 
Y. 

DefonMcionea Planos 

Bs posible una s1npl1f1cac1ón similar en el otro extremo, es 
decir, cuando las dimensiones del cuerpo en la dirección Z es muy 
grande en ralac16n con las otros dos. Por eje.nplo 1 ei un prisna 
ctlindrico es cargado por tuerzas que son perpendiculares a lo largo 
del ele.mento y no var1an a lo largo de su dimensión m~e grande 1 

puede considerarse que en todas sus secciones transversales tiene la 
DiEill.a condici6n, CO?IO lo nuestra lts figura 2.17 

PJg, 2.17.- Tubo sometido a cargos perpendiculares a su longitud 

Be simple suponer que las secciones de loe extremos est6n 
limitadas por planos rigidos, i11pidiendo el desplazamiento en 
dirección axial. 

Hay muchos problemas importantes donde Ge aplica este concepto, 
por ejenplo, en muros de retención donde su pres16n es laternl o en 
toneles 1 alca.ntnrillnscorm lo 11ueGtra la figura 2.18. 

Pág. 33 



Conc:eptos bástcoa 

Bn cada caso las cargaa no Vót·lr\n a lo largo de au longltud y 
las condlclones son las ml1:itlUH1 pora tnddA las seccton:es transver .. a­
les. Por lo tanto, es ouflclontu t~on (;om:;lderor únlcom~nte un corte 
entre dos secclones sepe-rd<laa a. trn.:1 dlnl1rn<:tn unlt.;u-la. Laa compo­
nentes u y v de los de&pln.znmiunto,..1 uon funclorurn do X y Y y son 
lndapendlentaa da la coordenada JnnHI l1u.if11nl z. Ya que Al deaplaza­
mlanto longltudlno.l w o& 1:nrn, laH ~1:11ri1:lorifil-:i nl!-(tdent.es son iguales 
a cero. 

lol 1b1 

Pig. 2.18.- a> Muro ÓP rct(:>r1ci611. '" H11a~1 o tt.1cttntnrt l la 

clv clw 
T., ¡ - o 

el·~ ,Jy 

du dw 
T., - 1 " o 

dz <h 

llw 
o 

Bl eGfuerzo r, ¡n1E:'dt! lLJrnml<trhl' ton tt>11Dlncn; ele '• y r, y por 
medio de la ley de Hoo!te g~nt•tl'tl i.~:ul.~- Ytt que (.::o .. , .. Hr, :: Ü 
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... "i(O". t v,) 

donde el esfuerzo normal cr1 actúa sobre la eecc16n transversal 
incluyendo los extremos. 

De lo anterior podemos escribir: 

l.eJ' de llooke para esfuerzos planos 

... .. 
E, -i-

B B 

... .. 
E, =- i- t- <2.14) 

B B 

''"' B 
T., donde G 

G 2(1 t ~) 

Ley de Hooke para deformaciones planas 

... ... 
E, = ( l - '1'>- - ( )/ t i'>-

n B 

... ... 
E, -( ., t ~'>- <l - \l'l- (2.15) 

B B 

"(,., B 
T., donde G 

G 2<1 + .¡) 
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CIRCULO DB llOllR PARA llSFUHR:l'.00 

Bs evidente que en nut:hos ClHHrn los esfuer·zos 
cortontes actOan s1mul ttfoenr1enle en un elemento de un 
ejemplo, un ele.mento ttpico A de un mieDbro sometido 
axiales y transversales, como lo mue6lra ln figura 2.19, 
esfuerzos norma.les r. y v, debido n lnG fuerzas nxinl y 
t4llbién un es1uerzo cortante h., dobtdo A corte. 

nonaalee y 
cuerpo. Por 

a fuerzas 
experi•enta 
flex16n, y 

~--

-p 

f ~
~. 

. .. ·-< . 
R R 

1 e 1 1 b 1 

Pig, 2.19.- Bstndo de esfllOf7.0b en un t11rnto. 

Por otra pnrte. es posible deDcrJblr el estndo de esfuerzoa en 
un punto en términos de los esfuerzo5 que nctOan en un plano 
inclinndo. como lo indica ln figura 2.20. Tales esfuerzos eon 
descripciones equ1velentPs del 1n.;tndo de esfuerzo en un punto, ya 
que los mismos, independiente du los plnno6 en que n.ctt.\an. •antlenen 
al equilibrio del elemento. 

Aqul Ge busca la transfor JDnct 6n de eGfuerzos del slste.11a xy de 
ejes coordenn.doG al statemn. x 1 y•. Paro esto, pasamos un plano BC 
nonnal o.l eje x' a trnvéG del ole.niento y se aisla ln. cufln de la 
fisura 2.20b. La secc16n plana BC forma un angulo 9 con el eje 
verticn.l y, si tiene un flrea dA 1 las cnr:iaG AC y BC tendran un Aren 
de dAcoa 0 y dAsenB, respr.ctivament~. Multlplicondo loe esfuerzo& 
por las l\reas respectivn.s se pur.de construir un diogrtu1a con las 
fuerzas que actt'lan en ln cut'\~.,, flgurn 2.20c. Aplicando )as 
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ecuaciones de equilibrio eet6tlco a las fuf!rzas que actCian en la 
cufta 1 se obtienen los esfuerzos "•' y & •• , •• 

[!' •. = o 

v •. dA cr.dAcos9cos8 + v,dAsen0sen8 + '& .,dAcos9sen0 

r,· 

r •. 

De Igual nodo 

tP,. = O 

= 

= 

+ J "dAsen0cos0 

Cl +cos2B > <l-cos2B > 
r, + v, + 'OnBen29 

2 2 

r.+v, r.-r, 
+ --coe2B t L.,.sen29 

2 2 

... -.. , 
g •. ,. =- .---sen20 + zs"'cos20 

2 

~~· "'' ::· 
A 8 A 

g., r,, dA 

<r, 

1 a 1 1 b 1 

l'ig. 2.20.- Bsfuerzos en un plano Inclinado. 

(2.16) 

(2.17) 

.. 

1 e 1 
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Las ecuaciones 2.10 y 2.17 son las expresiones generales para 
el esfuerzo normal y ol oefuer·zo r~or lente 1 respectt vamente, sobre 
una sección plana local lzadn por HI Angulo O y cttusa.dos por un 
sistema de esfuerzos conocidos. 

A :aenudo el interés se centra Pn ln determinación del ~xiao 
esfuerzo posible aegOn lns ecuncJones 2. 16 y 2.17, y los planos en 
que ocurren tales esfuer·zos deherAn hnl lnte>e priaero. Para localizar 
el plano de un esfuerzn nornal mAxiou o ri1nlmo, ltt. ecuac16n 2.10 se 
deriva con respecto a O y ln d~rtvn<l" 60 Iguala a cero. 

dO".. ...- .. , 
::::- ---2F>en20 t .di.,coki~O -~ O 

de 2 

Por 1 o tirn to 

g •• 
tnn20 = ---·---- <2.16> 

(O". - 11, l/2 

La ecuación 2.18 tiene dos rnfces, puesto que el valor de la 
tangente de un ~ngulo en cuadrnntes dll"lllelrftlaente opuestos MI el 
aimto, COllO lo muestra la figura 2.21. lales raíces est8n a 180 411 y 
00110 la ecuac16n 2.18 es para un 6nRulo dc1hle 1 la& rn1c•• de 9 M1t6n 
a 00°. Una de ellas localiza un ple.no en el que cticlOa el .. tuerzo 
non1al •Ax1ao, la olrn sitúa ni esfuerzo nor-.al atntao. Para 
distinguirla& ae ul111zar6 lt'I. not~~lOn r~n prian y bipri•a· 

Antes de evaluar los osf\Jf>IZ(•6 n.11t{•1 ltorPB, se deduce qua ai •• 
deaea la localizac16n do los plttnut_.. en que nu actüan esfuerzos 
cortantes, la ecuación 2. l'/ deba iKllttlairEto n cero. B6to da por 
resultado la mis.ni relnclt'>n que la en1nc.tOn 2.18, por lo que ea 
llega a la siguiente 1.'onclus16n: H11 rilnnos en que ocurren loe 
esfuerzos nornales m6x1mos o 111n1mor, no lioy esfuerzos cortante&. 
To!!il@R plnnos se lla11nn pln.110& pr ln< lpnle6 de e6fuerzo, y los plano• 
que actOo!!ln en el los, lo6 ntirranlpr 11111\>eimob y 11111i•Vto, se denOD1nan 
esfuerzos principnles. 

La magnitud de 106 ~üfuerzw,; Jir 1nclt1tlles se puede obtener 
sustituyendo er1 la ecul"lr:16n 2.16 lo6 vnlores de las funcione• ••no y 
coseno correspondientes o 1 6.ngul Cl doble dado por la ecuac16n 2 .18. 
Despu6s de hacer esto y de sJmpl 1 t tcnr lc1s resultados, laa expreaio­
nes para el esfuorzo not11al rel\xtuo 'º"°F-iRT•t1ido por v, ) y el eefuerzo 
normal 111niuo (designado por a, > 51i1f11J1 

cr.to-, J ( ~· .. º.~-)~~ 
t 0.,1 <2.111> <v •. >-... .,, 
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º'• 1tn lQ' =-sen 29": -;:=.;;==;;::=::::;;~ 

~(<r.;o; )2 
• u.f 

l~J e°' ze· =-e°' 2e"' = Z 

~ (<r.~<rj y . u.r 

Plg. 2.21.- Punciones de ángulos para esfuerzos prtnctpalea. 

donde se debe utilizar el signo positivo antes del radical para ob­
tener 0' 1 y el algno negativo para 0"1. 

Un estudio sl~llar al realizado para los esfuerzos nocmales se 
puede efeclulu· para el acfuerzo cortante. Por lo tanto 1 para loctill­
zar loe planos en loa que actúan los esfuerzos cortantes m6xlmo o 
mtnlmo se debe derivar la ecuación 2.17 con respecto a 0 e igualar a 
cero la derivada. Una vez hecho lo a.nterlor y slmpllflcando los 
resultados, las operaciones dan 

-(cr. - 0',)/2 
tan281 ;; -----~ (2.20> 

donde e, es el 6ngulo que def lne el plano en que es máximo o mSnimo 
el esfuerzo cortante. 

Igual que la ecuacl6n 2.18 1 la 2.20 tiene dos ralees, que taJD­
bién se pueden distinguir por la notación prima y b1pr1Ma, Los dos 
planos deflnldoG por esttt ecuación son perpendiculares. Aden6s 1 el 
valor de tan 201 dado por ln ecuación 2.20 es el TecJproco negativo 
del valor de tnn 28 de la ecuación 2.18. Por lo tnnto 1 las rnJces 
para los Angulas dobles de la ecu~cl6n 2.20 están a 90º de las 
ralees correspondientes de la 2.18. Esto significa que los Angulas 
que localizan los planos de esfuerzo cortante m6ximo o mtnimo forman 
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Angulas de 45º con loa de loe esfuerzos prtnclpalee. La auatltuc16n 
en la ecuación 2.17 de la funclouee seno y co••no correepondlentea 
al Angulo dobla dado por la e1~uactl>n 2.20 y determtnadaa d• -n•ra 
an6loga da la figura 2.21 dar6 los valores 11/t.xlaoe o m1nl•o• de loa 
esfuerzos cortantes. Después de slr1pl 1 flcnr, t11.le& ee!uerzoa aon. 

o-... J ~~~ -~:· -~: <2. 21) 
?.' 

Bn coneecuenctn, Pl eoF;fuer;;o corttrnte 111'xt•o d1f1er91 OnicaJtente 
en signo del esfuerzo cortrsnte 111'íixt11n. Arlea4s, como las doa rnitcea 
dadas por la ocue1cll'ln 2.20 JoC'l'\llzan plnr1c1s n 90°, eate ra11ultado 
eignificn también qua son 1gunleo lop Yt1lores nUJ1éricoa da loa 
esfuerzos cortnntes nn ¡11 anos 11utua11ent u ¡1erpendt cularee. Deede el 
punto de vtstai f1s1co tnles s1gnne Dl1 tienen signi!Jcado y por .. ta 
razOn al mnyor esfuerzo cc1rtante, tr1dP¡1t111dlc-ntemente de su signo, se 
le lla11arA e&fuerzo Cl1rtnnte 11Axlat{l 

A diferencio de los csfuo1zue pr inclpt1iles, en cuyoa plano• no 
ocurren esfuerzos cortante6, loG e~fuer.-:os cortante& •A•1•oe aotaan 
en planos que usual mente no e6olAn 11 br es de eefuerzoe nor.alea. La 
eustt tuci6n de S. de Ja ecuacifln 2. 20 en la 2. 16 •u .. tra que loe 
esfuerzos nor11alee q\Je l\(':lúan en loG ¡ilanoe de lo• .. tuers09 
cortantes a6xtuos üon. 

<2.22> 

Ahorn, un estud 1 C\ n1 i dndc•sc' d~ 1 trn ec:uftici ones 2 .16 y 2. l 7 
revelar6. que representn.n unl'l clrcuntt-rf'nc1a en fornfti paraitétrica. 
Tnl represento.c16n Ge ¡n1PdP \l'lH ( on rnAF> e: tar idl\d escribiéndola• en 
la siguiente forDn. 

.. 
2 

O'.--r, 
o ... ,. = - ---··sen;~fl • 7, ... coE-20 

2 

<2.23> 

(2.24> 

Blevando llll cuaidrndo aabns ecuncit1nes, E.ou11At1dolnis y a1mp1Jf1cando. 

<2.25> 
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Conceptos bn"e i coa 

Bn todo problema dado r., O', y '6 w., son las tres constantes 
conocidas. y r •. y ~ •• ,. son las variables. Bn consecuencia, la 
ecuaci6n 2.25 se puede escribir en forma m!s compacta como 

Ccr.· - a>' + '?Jª •. ,. = b1 (2.26) 

donde 

... <· .. , 
" = y 

2 

Bsta expres16n es la fantliar de ge011etrtni o.Dalittca, <x-a>• + 
T e b' para una circuoferencia de radio b con eu centro en (+a.o>. 
Por lo tanto, et se trazo. la circunferencia que corres~onde a esta 
ecuaci6n,las coordenadas de un punto de tal circunferencia corres­
ponden a r •. y r; •. ,. para una orientactOn particular de un "Plano 
inclinado. La ordenada de un punto de la circunferencia es el 
esfuerzo cortante ~ •. ,. y su abscisa el esfuerzo nor11al "•'• La cir­
cunferencia asi construida se llalla circulo de Mohr para esfuerzo, o 
simple.nante circulo de esfuerzos. 

...fa¡ ~ 

l • 1 ( b 1 

Pig 2.22.- Circulo de Xohr para esfuer2os 
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Con~~rtos b~sicos 

Un circulo de Koh1- basado en ll\ lnformaclOn de loa ei¡fuerzoe 
que se dan en la f lgura 2 - 22a oe ho. tr nt.ado en la f 1Rura 2. 22b con t' 
y r.. co11.o ejes coordenados. Su centro se local Lza en Ca,o> y su radio 
es igual a b. Bl punto A del c11·c,Jlo 1~o~reeponde a loa esfuerzos 
sobre la cn.ra derecha del elemento dado r:uando 0::0°. Para este 
punto, O'.· =o-. y ~ •. ,. ~ ó., Cot10 Al.1:J.,. b.,/l(O'.-o-,>121, de 
acuerdo con la ecuación 2. lA, Al t'l.n~11ln ALJ t-!H l~unl n 20. 

Cuando 0=90º el eje x' aetá dlr tp;tdo hacin arriba y el eje y' 
bacla la izquierda. De esta or·tentaclon d~ los ejes, las coordenadas 
del punto B del circulo son O', =O', y f,, ,. '=-l •• ,. Las coordenadae de 
loe puntos A y B eattefacen la ecue.1;lón i:~.i:!">. Bl mlBllo razona.miento 
se puede splicar a cualqtJlor otro par de puntos como O o 8. Laa 
coordenadas de tales puntos den l1Jr:; osfuorzos osocla.dos a una orlen­
taci6n particular de los el(JB X' v Y', loa cuales definen un plano 
qua pasa n través da un elet1ent.u. l11doo las formas poelbles para 
deecriblr loe esfuerzos en un oleraento para diferentes valores de & 
estAn repreaentadoa por puntos en el .:11•:t1lu de Mohr pn.ra esfuerzos. 
Por consiguiente, puedAI\ dedu<:. l 1 eo ltrn a lgutontee conclueionea 
importantes relativas al estado de aHl.11e17(l~i en un punto: 

1) Bl 11.ayor esfuerzo normal poslblo ea rr,; el menor ea .. ,. lo 
existen esfuerzos cortanten .!unto con uno u otro de esto& 
esfuerzos principales. 

2> Bl •ayor e6f\1erzn cnrtante '5-. nu11Pr!cM11ente igual al radio del 
ctrculo, es Cv1 -v1 >/2. Un e6fuerzo nMmal lcu~l a <t',+r1 >/2 aictOa 
en coda uno de los planos de e6fuerzn cortante a6xi•o. 

3> Si r1=v,, el c1rculo de Mohr deRenern en un punto n1ng0n 
esfuerzo cortante se deel\rrol ln Pn nh6olut.o en el plano xy. 

•> Si ... +v,=O, el centro del c1rcult• de Jlloh1 coincide con el origen 
de los ejes v y G ¡ e~lste ast el e6tndo de esfuerzo cortante 
puro. 

5> La suna de los esluerzoc nornole6 en deis planos autuaa"nle 
perpendlculzsres es 1nvart.inte, PG1c1 PF.O! 
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CAPITULO III 

MATRIZ DE RIGIDECES 

PARA EL CASO GENERAL 



Xntrjz de rJgjdeces poro el cneo genero! 

CAPITULO 111 

JIATRI Z DI! llJGJ llBCllS PAJIA BL CASO GIDIERAL 

La "f'l l c•cl !In 
pasos y son loe 
rlgideces. 

del Xétodo del Bleaento Fjnjto se bnea en sjete 
pr1aeros se1s los que definen la uatriz de 

Rstos pasos son los siguientes: 

J.- Jdentifjcncj6n del problenn. 
JI.- Seleccj6n ndecundn de In función desplnzamiento. 

IJJ,- Re!nc16n general de los desplnznu!entos dentro de un el'""ento 
con los desplazanientos del nudo. 

IV.- Relncl6n Desp!nzna!ento-Defor11ncl6n. 
V.- Re!ncj6n Bsfuerzo-Defonanci6n 

Vl.- RelaciOn entre las cargas de los nudos y Jos desplazanientos 
nodeiles. 

VJJ.- Relación Bsfuerzo-Despla2CU1iento. 

Sjguiendo el 
ttnal f ti ca21ente. 

orden establecido procederenos a ilustrarlo 

J.- Identificación del Prohl-• 

Bl prtaer paso conveniente es elegir Ja coordenada y el nfulero 
del nudo del ell!lllento en el sjstean. 

Yn que el grndo de ljbertnd que el elenento finito debe tener, 
es el vector de desplazADJento del nudo < ó• > y el vector de cargn 
del nudo { F• ) del elenento, la matriz de rigideces ( K• l de los 
elementos JndJvJdu~les ln define la siguiente ecunci6n. 

< p. ¡ = l K• l < o• > <l) 
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x~triz d~ rigideces para el caso general 

11.- Selecc16n Adecullda de In Punción Deeplazaaiento 

Ln función desplaz11111iento es definición Onlca del estado de 
desplazamiento en todos los puntos dentro del elemento. 

Rl patrón de desplazanientos conviene representarlo en 
expresión polinonial y ade11Ae el intento d• expreear el 
desplazamiento en cunlquier punto { ó<x,y) ) en t6rJ1inoe d8l 
desplaza•lento del nudo < ó• >. BI poi i nonio as\llle lo que debe de 
contener un coef 1 ciente desconocido pC1r cadn grado de 11 bertad que 
posee el elanento. Bl estado de desplazamiento en cualquier punto 
<x,y> dentro del elenento puede escribirse en forna matricial CODO: 

< ó<x,y> > ; l f<x,y> I< n > 111> 

donde ( a > es el vector col Wlna del a'On desconocido 
coeficiente de la función polinomial l f<x.y> J. 

111.- Relación General de loe Deeplaz,..1entoe Dentro de un 
Bl.....,nto con loe Deaplaz ... lentoe del •odo. 

Los coeficientes de la función desplazaniento < a > eet4n ahora 
expresados en t~T'Jlinos de los desplazanientos del nudo ( ó• } y, por 
lo tanto, sustituyendo en la ecuación ll, el desplazaniento en 
cualquier punto dentro del elemento est6 relacionado con el 
desplazamiento del nudo ( ó• ) . 

Ya que 
punto <x,y> 
sustltucl 6n 
nudo 1 

ó<x,y) ) repreeenta ~1 despl&zaa1ento en cualquier 
el dasplazaniento del nudo puede obtenerse eegtin la 

de l"s coordenadas propias del nudo. Por lo tanto, del 

ó• > ::: < ó<x1,Y1> > = C f<x,y> l< a 

Proc~diendo sim1l&naente parn otros nudos, para el caso de un 
elemento que contiene n nudos. 
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Ml'l:tr·i z de ri gJ deces pnrl' el caso generttl 

l 
( Ó1' l 

] [ fCx,,y,) 

J 
( Ó,' ) f<x.,y,l 

< 6• ) ~ ( ") 

( 6,• ) f(x.,,y,) 

( ó• ) ~ [ A J 1 a 1 ( l llal 

Ya que conocf'.Dos ltt J1atriz ( >. l, el vector desconocido es el 
de coeficientes ( a } que puede obtenerse con l~ inversa de la 
expresi6n l l la, 

{ a > = [ A 1~ 0 { ó• l ( l l lbl 

Sustituyendo a < a > en la ecuación 11 s~ desprende lo ralftcJ6n 
entre el deeplazaaiento en cualquier punto del elm11ento < a<x,yl ) y 
el desplazuiento del nudo < 6' > 

< 6'<x,y) l = C !<x,y> l C A ¡-• < o• l 

JY.- Relac16n Deapla• ... iento-DefonMlc16n. 

Las de!orneiciones E<x,y> en cualquier punto Cx,yl del eleaento 
est6 descrito por loa desplaztu1ientos 6íx,y), 

L~s de!onaacJones en cualquier punto del eléllento pueden 
obteneree segOn el desplaz..,.iento elegido en función de una 
diferencinl, la tensa correcta de ln diferencial depende del tipo de 
problema cona!derado. Por eje:aplo, para el problelSa del plnno de 
elast!c1dad las defonwac1ones corresponden a la priaera derivada del 
desplaz,..iento, aientrae para probleaae de !lex16n las de!oraaciones 
eetAn nsociadas oon la curvaturn d~l ele.mento y corresponde ~ ln 
eegunda derivada de Jos desplazall!entos. En general 

<<x,yl l = ( diferencial de G<x,yl 
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Xntrlz de rigideces para el caao general 

Ln forna exacta de esta expresión para cualquier olaae de 
problena en particular puede cibtenerse según la teorta de 
elasticidad. Usando la expres16n t li<x,yl > de la ecuac16n 111 y 
s"blendo que 1 A ¡-• y < &• > son lndependlentos d .. x y y, por lo 
que la defornaci6n puede ser ekprusndn cono 

( Etx,yl > = ! diferencial l<x,y> J C A l~ C P > 

Definiendo a la antrlz 
1 e l pod~oe decir que 

diferencial de f(x,y> l ca.o la aatriz 

< E <x, yl } r e 1 1 A 1-• < ii• > 

donde f C ) es constante en términos dP X1Y• 

I..a relac10n entre lo defOTDlliC16n en cualquier punto dentro del 
elemento y los desple2a.J1ientos del nudo ee 

1 e 1 r A 1-• = 1 a 1 

quedando 

< E<x, yl > ¡ B l < /i• > <!Vl 

V.- Rclac16n BafoeM?o-Defor:aac16n. 

Los esfuerzos internos < rr<x,y> } ocurridos en el eleaento 
ser6n ahora relacionados con las defornac1ones { E<x,y> }. 

Ya que las rel~ciones 9ntre las deformaciones internas y el 
desplazamiento del nudo ( ó• ) son Y8 ~onocidoe, el estuer20 interno 
< v<x,y> > pueden ral~cionarse con los dea~la2am1entos del nudo. Bn 
este pftso las propiedades e1Ast1c~s del eleDento tom5 parte en esta 
consideración. Bn general 

C ~lx,yl l = 1 D J f E<x,yl l 
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Xatriz de rigJdecPs Pftra el caso general 

donde 1 D 1 psta en térninoe dA lo aotriz de elosticidod y contiene 
loe propiedod•e ellleticoe, cuantifico loe nódulos d,.. elosticidod B y 
lo relación de Poisson ( ~ >, De lo onterior se des¡orende que 

( v (X, y) ) = ( D ) 1 B ) ( G• ) <V> 

VI.- 11elac16n m.tre las Cargas en loa lludoe y loa Deaplozaaientoa. 

Loe esfuerzos internos ( ~<x,y> ) los ree:aplazaDos ahor~ por 
cargas estAticae equivalentes en los nudos { P• ). De estas cargas 
en los nudos est&n relacionados con los desplazllllientos en los nudos 
< &• >. Con esto defininos que el elenento requiere Jn matriz de 
rigideces 1 K• J. 

Bl principio del trabajo virtual acostunbra a deterninar Ja 
carga est4t1ca en el nudo equivalente a loe esfuerzos internos. La 
condici6n de equiv~lencia puede expreBarse cono sigue: durante algón 
desplazantento virtual 1•puesto al ele.11ento el trabajo total externo 
hecho cerca del nudo caraado debe igualarse al trabajo total interno 
hecho por loa esfuerzos. 

Arbitraria.ente ee fijan los desplazomientos 
representados por el vector { Oh } seleccionado, donde 

del nudo 

El trabajo externo hecho por los nudos cnrgndos <W..,, > es 
conocido por 
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Xatriz de rigidecP6 pnra el ca•o ¡eneral 

Si 5e impone arbitrariamente desplazallientoe causando 
defon1acionee < E<x,y>' > en un punt.o dentro del elenento donde loe 
esfuerzos reales son< v(x,y> >. entonces el trabajo interno hecho 
por unidad de volumen se conoce cono 

Y,"' :: { E: (X 1 Y)' ) 1 ( ti (X, Y) } 

y el trabajo total interno ee obtiene integrando el volwt•n del 
elru1ento, es decir 

J~,. d<VoJ.> = r¡ E<x,yl' l' 1 vlx,y> l d<Vol.> 

Ahora, de Ja ecuación IV, la6 deformaciones fijadae en 
cualquier punto en el elemento se conoce en tér11inoe del 
desplazU1iento ( E <x, y> ) = l B l 1 ó• >. De aqul, cuando loe 
desplazaaientoa del nudo son Japueatos < &• >, loa desplaza.ientos 
correspondientes pueden escribirse cono 

< E<x, y>' > u 1 B J 

< E<x,y>' >' e 1 B J' 6'" >' 

Ade:11&s, de la ecuación V, el es!uezo real en el ele:.ento son 
conocidos relacionanado el desplazamiento real del nudo cowo 

< v<x,y> > = l O J l B J < 5• > 

Por lo tanto, estas exl)rcsiones pueden sustituirse hacia la 
ecuación del trabajo virtual por el trabajo interno, obteniendo 

J~, .. d<Vol.l = J~ B J' < ó• l' l D JI B ]{ ó• >d<Vol.l 

y 

Ln operaci6n finol es igualar el trabajo externo con el interno 
hechos durante loe desplazamientos virtualee del eiet ... a ( &- >. Ya 
~ue el principio b6s1co del desplaz<U1iento virtual es v6lido para 



llatriz d~ rigideces para el caso genero! 

cualquier aplicac!On de desplazamientos. La selección del sistOJ11a de 
desplazamientos virtuales del nudo (lUeden elegirse ei voluntnd. Con 
intención ee presenta que ea conveniente tonar valores unitarJos de 
los desplaza111entos del nudo. Procede.nos a igualar el trabajo 
interno y el externo. 

11_, = J~,M d<Vo!.) 

B l' ( ó- )' r D ]( B )( ó• l d (Vol . ) 

( ó- l'< P. l =lf1 B l' 1 D 1( B Jd<Vol.>I< .s- >'< ó• l 

< P• l = lf1 B l' 1 D l 1 B ld <Vol. l 1 ( ó• l 

conparando la ecuación VI con la 

( P. J = 1 K• J ó• l 

la matriz de rigideces es 

1 K• J = D e l' 1 D JI B ld <Vol. J 

por lo t.anto, evaluando la mntriz de rigideces del elenento en 
el caso general, es necesario fornular la matriz C B l que se fijo 
en el poso IV eeglln las natrices f A l" y [ C J y Jo natriz f D J 
que se fijo en el paso V y ejecutando la nultlpllcacl6n de matrices 
e integrando defininos la ecuación VI. 

VII.- Relación Bsfuer2o-Deeplaz,..iento. 

Pinal11ente 1 la 11atri2 H de esfuerzos-desplazaimientos 
describe los esfuerzos internos en el elemento < o-<x,y> > pl'lra sus 
desplaza.1entos nodales < ó• ) que ya estAn detenain~doG. 
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Motriz de rigideces paro el caso general 

Las relaciones requeridas ya han sido desarrolladas y se 
definen por la ecuación V como 

< O'<x,y> > = [ D J r B l 1 ó• 

La •atriz esfuerzo-desplazamiento l H 
producto de lae notrices [ D J y [ B 1 

[ H J = l D l l B 

es conocida COJIO el 

<VI 1 > 

Bn general, la natriz { H l contiene t~rainos en X y Y y por lo 
tanto describe los esfuerzos en cunlquier punto <x,y>, dentro del 
elemento para los desplazanientos d~l nudo < ó• >. Algunas veces es 
conveniente su obtención para reducir la expres16n que defiDe a loa 
esfuerzos. 
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CASO DEL ELEMENTO VIGA 
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Caso del ele11ento viga 

CAPITUW IV 

CABO DHL HLHllHIJTO VIGA 

Bn esta capitulo ee aplicarA el a&todo del elemento !intto para 
el caso del $lemento viga. Consideremos un elemento recto con 
eeccf6n transversal uniforme y que eea parte de una estructura 
sometida a un sistema de tuerz~a y momentos qua la producen 
desplazamientos y rotaciones como lo muaatra la figura 4.1 

Pig. 4.1 Elemento Viga antes y deapGaa de aplicarle el atatema de 
tuerzas y momentos. 

Bl eje Y de la figura es nonoal al plano del papel, loa 
clrculoa del extremo del elemento lndlcon In posici6n de los nudos y 
no denotein su dependencitt. Yn Q\le el problema eG de una vtga 
flex!onttdn y que en al an61si6 de nrnnduras en ingen1er1a la 
deflexj6n axtal es ignor~do, sólo se necesita considerar doe 
desplazamientos en cada nurlo, la deflex16n noma! de la viga Y y la 
rotocl6n 9,. Por lo tanto, el numero total da grados de libertad por 
c~dn elemento vJgtt son cuntro. Bl t~rn1no "grados de libertad" puede 
consldensrse con el niiSJ110 stgn111codo que desplazaaaientos del nudo. 

Ao;oc:lado con ln rotación y de6plaznmlento en cada extreao del 
elemento eslAn las fuerzn:s correspondientes del nudo1 11maentoa T, y 
fuer2-'S cor tan tes P,. 
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Cnso del elemento vlgn 

Loa veotorea de loe deeplnzllllllentoe y fuerzas del nudo 1 pueden 
eacriblrae co1Ao 

por lo tanto, los vectorea de 
nudos toman la eiguiente tonas 

despl~z"111ento y c~rgas ~n loe 

{ Hll, l < º•" > e .. 
< o• > = < º" > 11, e,. 

¡ P• l } 1 
P .. ] < P,• > T,, 

)e: < F:t• > :: F., 
T,, 

Y~ que cada uno de estos vectores contiene cuetro t~n11noe 1 1~ 
aatriz de rigideces [ K• J del eleaento es del orden 4 x 4. 

Seleoc16n Ad""""2da de la Punoi6n Desplnzaaiento del Bl....,nto Viga. 

Bl deaplaz..,.iento en algfin punto dentro del elruaento puede 
definirse con las dos oOllponentes, ¡,, deflexióll y y la rotación e,. 
Asf el vector desplazamiento es conocido co~o 

( o(X,y} ) = { :, } 

.Ad~4s el ele.aento posee cuatro gradas de libertn:d < V,, 011 , 

V,, 8,:11 >, auotro coeficientes desconoeidos deben t11pareoer en la 
repreeentaci6n polinomial del patrOn de desplazamientos. La ecuaci6n 
de la el6stica que represente a la viga flexion~da deberá tener loe 
cuatro coeficientes y eet~ ~uede ser 

donde a1, a,, a,,, a,, son los coeficientes desconocidos. 
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AdemAa 1 as1 como el 
elemento finito solo admite 
por lo Que podemos escribir 

por lo tanto 

Caso del eleDento viga 

anAlteia estructural, el •6todo del 
desplazamientos rotaciones pequeftaa 

tl"ln e, == e, 

9, = dY/dx d < a, + a,x + ns>eª + cwc:' )/dx 

e, (4 .la) 

Segl\n hs ecunc:1ones 4 .1 y 4. la el vector deeplaz.,.i en to 
<6<x,y>l queda 

{V 1 [~ X x' x' l(E} (6(x,y» e, J 1 2x 3x' 

La cual detlne la 11atrlz Cf<x,y>l y el vector ( a ) de la 
ecuación 11 del capitulo anterior. 

Relacl6n General de loe Desplazaatent.oe Dentro del Blm18Dto Ylga 
oon loe Deeplazaaient.oa de loe Sudoe. 

Para este caso lae coordenadas de loe nudos en la direoc16n x 
son O en al punto l y L en el punto 2 por lo que las •cuaelon•• 4.1 
y 4.la toman la siguiente fornan. 

Cuando x=O 

y, = 01 !4.2a> 

(4.2b) 
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Caso del elenento viga 

Cuando x1:1L 

<4.2c> 

9,1 = a. + 2a.L + 3a.L' (4. 2d) 

Escribiendo estos resultados em forna matricial tene11os 

{ \/, l [.i 9u O 
\/, 1 
0n O 

o 
1 
L 
1 

o 
o 
L' 

2L 

donde se puede Identificar f6cilmente la matriz 
vector 1 a> de la ecuacl6n I J la del capltulo anterior. 

(4.3l 

A l y el 

Ahora, la matriz [ A 1-1 Ge puede encontrttr por nedio de resol­
ver de •anera simultanea las ecuaciones 4.2c y 4.2d ya que sabemos 
que a, = Y1 y a,, = O,, de lae cuaci onee 4. 2lll y 4. 2b ri!iepecti vamente. 

Y, = Y1 + 0,,L + Cl11L' + a.V •.......... 1 

.......... . 2 

Deeve jan do a. de 

ª• = ........... 3 
L' 

Sustituyendo 3 en 2 

( 'J, - Y, - 0, 1 L - u..L3 > 
e,, = e .. + 2 L + 3a.U 

L' 

2 

L 
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Caso del el.,.ento viga 

Por lo que 

2 
'4 = - <a,,+ a,,) - - cv, - v,> .......... .. 4 

L2 L' 

SustJ tu yendo 4 en 3 y reducJ endo tene11oa 

-1 3 
a,= - <29,1 + 0,,> + - C\11 - V,> ........... . 5 

L L' 

Acoaodando en 1oraa •tttr 1 c1t11 J"s resul todos nnteriores podemos 
escribir 

[-3L 
2/L' 

o o 
1 (1 

-2/L 3/L' 
l/U -2/Ll JL]j ~' l 

l /L' a,, 
<4.4) 

La natriz r A J·• corresponrl<' a la aatrlz cuadrada b4 de la 
ecuación lllb del capitulo anterior. 

Relación Desplaz,..lento-Defo,....cl6n del BJ....,nto Viga. 

Para el proble.nn: pnrtJculnr del eJe»ento vigl!I, la tlnica 
deformación decesarin de considernr es Jn curvoturai. 

En textos de resistencia de naterlales y de aecllnlca de sólidos 
se encuentra l~ deducc16n de las siguienten ecuaciones.• 

11 

R BI 

;¡;;~-·w._."¡_:..-·; .. ·~¡·~ -..11 ...... ,.,. ....... .. 11-·. 
•- r ,.._ •I 1•U.,,I• 11 -o.-r1-1-.., \11-º - .... 
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Caso del elemento viga 

donde R ea el rad1o de curvatura de una viga flexionada y la rela­
c16n l/R define la curvatura de la e1Aat1ca. Tamb1én deduce la e1-
gu1ente relación 

d'V 
- "' -- <parn def lexiones pequenas> 
R dx1 

donde x y V son las coordenadas de un 
proble.a que se considera, la distancia 
el6stica de una viga flexionada y V es 
desviac16n del punto con respecto a su 
tanto, podenos eGcribir 

ll d'V 

BI dx' 

punto de la viga. Bn el 
x localiza un punto en la 
la deflexion, o sea, la 

posic16n inicial. Por lo 

la ecuación anterior es correcta cuando el sentido positivo de 
V se toma igual al eje positivo Y. Por el contrario, cuando la 
flexi6n tiene lugar en el plano XZ, la curvatura inducida por lc1s 
momentos positivos JI es opuesta a la asociada a la curvaturn 
positiva l/R "' d...,/dx1 de la elA6t!ca. Por lo tnnto 

d'Y )( 

dx' Rl 

y podemos escribir que 

d'~ 

R dx• 

Ya que la 6n1ca de1onaaci6n necesaria de considerar en lo viga 
es la curvatura decinos que 

1 E<x,y> l - 2o, - 6n,,x 
dx' 
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Caso del eleaento viga 

Reescribiendo este resultado en forma matricial tenemos 

( E<x,yl } = ( O o -2 

euetltuyendo la ecuación 4.4 en la 4.5 

H<x,yJJ=C O o -2 -6x 1 [-3~L' 
2/L' 

o 
l 

-2/L 
l/L' 

Multiplic4ndo las zaatricea ae reduce a 

[ 
O 12x 

(f(x,y>I= - -
L' L' 

4 

L 

6x -6 12x ·-L' 

o 
o 

3/L' 
-2/L' 

-l~L ]j ~~ 1 
l/L' e,. 

2 - ~]¡ :: .¡ 
L L' e,. 

La matriz de la ecuación anterior corresponde a la IIL'ltriz C B 1 
de la ecuac16n IV del capitulo anterior 

Relac16n Re!uerzo-Deforaac16n del Blmoento Viga 

Hn el capitulo anterior A& llegó a l~ ecuación 

< .-<x,y> } = 1 D I< E<x,yl 1 

donde la matriz ! D 1 eatA en términos de la matriz de elaetlcldad y 
contiene lae propiedades elAatlcas. Para este caso la matriz 1 D 1 
contiene solo términos correspondientes de la rigidez a la f lexi6n 
<Bll. Por lo tanto, el esfuerzo queda representado por 
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C~so del elemento viga 

( 
6 12x 

<~<x,y>>=!Bll - -
L2 L' L 

6x 

L' 

-6 12x 
t-

2 

L 

Relaciones entre las Carga.a en loa ludoe y loe Deoplazaalentou en 
loe Wudoe para el Caso del Bl-nto Vlga. 

La ecuación Vl se establece para completar el coso general, 
donde ee obtiene el trabajo total interno hecho durante el 
desplazamiento virtual del eleaento: el producto del esfuerzo 
interno y defonaacionea internas tienen que ser integrados sobre el 
volumen total del ele•ento. Para el caso particular del elemento 
viga, el esfuerzo interno <r<x,y>} corresponde al momento interno 
por unidad de longltud, se eval6a el trabajo total interno y el 
producto del momento interno por unldad de 10ngitud y debe asoclaree 
la curvatura de la lntegral deteralnada de la longitud total del 
elemento. La expresión 

r d!Vol. l 

en la ecuación VI se reeaplaza por la expresión 

para el ca6o del aleaento viga, por lo q\10 e6cribhaos. 

IP.>=(L B J'( D ll B dx] < &· } 

! K• l = J:¡ B J'( D )( " dx 

Todas las •atrices en 
expllcit!lllente. La •atrlz ! 
11anera 

estas ecuaciones han sido ya resueltas 
K• 1 puede expresarse de la siguiente 
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o 12• 

Lt L' 

6x 

ll•1J: L' [ 6 1a. 6• -6 l~ 2 6•] 
!BIJ --- _, L - ¡; d• --(j 12• lJ L' L l} V L' 

-¡.-
¡,, L' 

2 6x 

L' 

Bfectuondo lo nltlpl!cocl6n d• ••trices le•~•o&. 

36 - Lill ¡. Uil' 
J:;" L' L' 

~-MI: ¡. 'nr 

ll•J•(Bllt 
L' L' L' 

-Jó ¡. w.r - UJr 
'¡:;" L' L' 

12 - §!1¡¡ '12x' 
T.> L' ll 

lntegroodo 

1 
12 

8( <iL 
1 K• 1 = - -l2 

L• tiL 

24 - a41 • nx< 
V TT V 

.lf.- il!l ¡. ~' 
V L' L' 

-M• M.r - 'lb.' 
L' L' L' 

6 - 36• ¡. 36x' v V V 

OL 
41.t 

·6L 
2V 

-12 
·6L 

12 
-6L 

- 36 - IHx - 1441' 
17 1T V 

-l!•tl! - 'llE 
L' L' L' 

~ - J.il¡ • IJj¡! 
L' L' 

- 12 ¡. 00• 
V V 

6L l 2L' 
-6L 

411 

L' 

- nr 
ll 

ObeervldOa que la Mtrlz de rlgldeeee es el-6trlca lo que 
tacllltA su opltcacl6n en prograaas de co•putocl6n. 

p,,, 6l 

12 - 60x 1- 12r1 
il F v 
l.,-~·~·· 
L' L' L' 

lb' 
-.a·~-~ 
L' L' L' 

4 - 2b ¡. :i<n• 
1J ¡;r -V 



Caso del elenent.o viga 

llalec16n Bafuerzo-Dellplazaaiento del Blel08nto Viga, 

Con las matrlcee IDJ y IBJ definimos !Hl 

L L' 

-6 12x 
- t --
L2 L1 

~ -~1 
L L' 

[ 
6 12x 

1 H l = BI - -
L1 L' 

6x 

y con esto cubrimos loe •tete pasos b4e1cos del nétodo del elemento 
finito. 
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CAPITULO V 

CASO DEL ELEMENTO TRIANGULAR 

PARA ESFUERZOS 

Y DEFORMACIONES PLANAS 



CoGo del elenento tri8ngulnr 

CAPITUW V 

CASO DBL BLBllBITO TlllAllGULAll PARA l!SFUBRZOS Y DBFORXACIOIRB PLAIAB 

Loa pasos b&aicos en la derivación 
del elemento triangular para esfuerzos y 
presentan a continuaci6n. 

de la matriz de rigideces 
deformaciones planas se 

Selecc16n Adecuada de Coordenndns del SistCJOn y Xfmcro de Xodon. 

Las coordenadas cartesianas de un elemento triangular son 
Cx1 ,y1 ) 1 Cx,,y,> y Cx, 1 y:a> que corresponden a los treG vértices 1, 2, y 
3 respecti'lamente y ee numeran en sentido contrario al giro que 
hacen las manecillas de un reloj, cono se muestra en ln figura 5.1. 

y 

__ ,_::~· 
l 1 u1 F1ll 

!"1 
-·--L~. 

_________ /!. 

Pig. 5.1.- .llumernc16n de nudos para el plano ell!stlco del elemento 
trlnngular. 

Pnrn el problema del plano elástico, donde todos lo" 
desplazamientos son en el plono 1 el elemento tiene dos grados de 
libertad por cada nudo como se muestr~ en la figura 5.2, haciendo un 
total de seis grados de 11 berto'.'ld <u1, v11 u2, v2, u,, v,> pnro este 
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Caso del ele11ento triangular 

elemento. Sus correspond tente fuerzas también son aeia <Pxa 1 Py,, 
FXi, FY11 Fx.,,Py,). 

y y 

Pig. 5.2.- De6plaztlllientos y Fuerzas nodales. 

Usando la notacl6n matricial, el vector desplazamiento del nudo 
puede escribirse como 

( º' ) = 

y su vector de fuerza correspondiente ea 

1 F, > 

Para los tres nudos los vectores de fuerza y desplazaalento son 

( ó• ) <5.1> 
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Caso del eleDento triangular 

{ F- ) {l ~: ~} j Fx, 1 Py, 
Fu, 
Py, 
Fx, 
Fy, 

(5.2> 

Ya que cada vector contiene sets términos, la matriz de 
rigideces 1 K• J serli de exe. 

< Po > = 1 K• J< 6• > 

Bleoci6• de la Pm>o16• Deeplaza:aiBDto lf<x,y)J que Dtlflnu el 
Deeplasa:aianto ( 8(x,y)) en Cualquier Punto del BJ...,..nlo. 

Para el problena del plsno el6st1co, el desplaza11ient.o en 
cualquier punto puede obtenerse considerando los moviaientos u y v 
en las direcciones X y Y respectivl.\Jlente. Ya que este caso contiene 
seis grados de libertad, o sea 1 seis coeficientes desconocidos <a11 

a.,, a,, ... , a.> e• requiere una reprecentaci6n polinomial que 
permita un desplazamiento patrón. Se reconiendnn los dos polinouios 
siguientes. 

u = a, + ~X + °'3Y 
V a. + CX.X t CJ,Y , (5.3> 

Ya Que aabos desplazanientos son line~les en X y Y la continui­
dad del desplazamiento es esegure.da entre el enen tos curi ti guuE> en 
cualquier desplaza.lento nodal. 

Escribiendo las ecuaciones 5.3 en fora~ natricial 

( 6<x,yl > = 
X 
o 

y 
o 

o 
1 

o 
X <5.4> 
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Caso del eleJ1ento triangular 

o bitrn 

< li<x,y> > 1 f<x,y> J< a > 

llxp.--ar el Bstado da Dasplas1m!entoe <&<,.,7)} Dentro del Bl-to 
en T6ndnoe da Daspl-ientoe lodDlee < 6' > 

Este paso se lleva a oabo sustituyendo los valorea de las coor­
denadne del nudo en la ecuación 5.4 y, por lo tanto, obtener ex~re­
aiones para los coeficientes desconocidos. 

liudo 1 

li, ) " [ 6 x. y, o o o 
] < a > o o 1 x, y, <5.5a> 

ludo 2 

li, ) m [ 
1 x, y, o o o 

] < a > o o o 1 x. y, (5.5b) 

ludo 3 

( 6, ) = [ b x. Y• o o ~. ] < a > o o 1 x, <5.5cl 

Cci.J1:bi na.ndo 1 os vectores de despl"z~Miento tene.Jtos 

{ <6,l } { {6'{X11Y1 )} } [ lf<x,,y,>J] 
( /j•} (6,l (ó(x,,x,>> ( !Cx,,y,>l ( a > <5.5d) 

(6,) (li(l<,,y,)) Cf <x,,y,>J 



Caso del el.,..nto triangular 

Buat1tuyeM:o las ecuaciouee 5.5a,b,c en la ecuaclón 5.5d teneaoe 

l' 
.. y, o o o 

l~l 
o o o 1 •• ,, 

!&,J 1 •• Yr o o (1 

{ <fo 1 = { !&,J } = o o o 1 .. Yr (5.61 
!&,J 1 •• y, o o o 

o o o 1 •• y, 

o bl6n 

{ &• ) 1 A ){ a l 

dol>de los ténoln06 de la .. trh !Al son téntlnos conocidos, ya que 
consiste en las coordenados de los nudos del elaento. 

Loo coeficientes ( a ) del poltnow.io desconocido son tthora 
detentlnados p0r la slrulente ecuac16n 

(al=lAJ-•f&•J <5.7> 

llMpuf6 de operaclon .. eenclll•s que ~roporc!ona el &lgebra 
lineal y roa¡¡nipendo ll••- a 

r,y,-x,y, o -x.,y1-x...Y1 o X1Y1-X1Y1 

Jz-Y1 (1 y,-.,, o y,-y'J 

::11,-x, o J11:1-11., o Xz-:&1 

CAi"'• 
Cx.cy,-y,>-y,<x., -x,Hx,y,-~y, l o X¡y,-x,y¡ o -x,y,-x,y, o 

Yz-y, (1 y,-,.. o 

o x,-x: o x,-x, (1 

Bn libros· de geoáetrla analltlca .... 'ha Ce Ja elgÚt
1

ente 
deduccl6D', 

........ ., 
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Caso del el.,.ento triangular 

Bl Are" de un tri4ngulo en bt"IGe a sus coordenadas esta dada por 
la siguiente expres16n. 

A= -lx,<y1-y,>-y,Cx,-x,>+x,y,-x.y,J 
2 

<5.0> 

Por lo te1nto, pode.nos sustituir el polino11io que divide a la 
11atriz en 1n ecuacl6n 5.8 por 2A que es el doble del Area del 
tri6ngulo. 

Relación Deforaaicionee - Deeplazm1tentoe en Cualquier Punto. 

Pt"lra problenas de esfuerzos y deformaciones plane1e el vector de 
defortJ1ociones < E<x,y> es conocido por la siguiente ecuaci6n 

< E <x,y> l (5.10> 

donde t. y .;, son defon1aciones directas y T., es la detor11aoión por 
cortante. SegQn la teor1a dD elasticidad y seg6n lo asentaaoe an •l 
oapftulo 11, las relaciones entre deformaciones y desplazamientos 
son. 

du 
E. 

dx 

dv 
E, (5.11) 

dy 

du dv 
T., +-

dy dx 

Sustituyendo u y v de las ecuaciones 5.3 en las ecuaciones 5.11 

d 
E. = -<a1 + a.,x t a,y> =a, 

dx 

d 
E, º-<a. + a.x + n,yl a. 

dy 
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Caso del ele.nen1.o trieingular 

d d 
-<a1 + ~x + a..y> t -(a, + a..x + a.cy> 
dy dx 

Por lo tanto 

< E<x,y> > 

Bn fonaa matricial 

{ t} [ o 1 
< E<x,y> f o o 

o o 

o bién 

( E<x,y> ) = [ C H a 

Sustituyendo la ecuación 5.7 en Jn 5.1• 

( E (X, y) l = [ C ][ A J -1 ! ó• ) 

Ya que 

[ B l = 1 C )[ A ]·1 

Podenos escrj b! r 

( ( (X' y) ) = 1 B H 6• ) 

o o o o 
o o o 1 
l o l o 

(5.J2) 

l ¡ ~ 1 c5.13> 

<5.14> 

C5.J5) 

C5. H» 

<IV> 

La ecunc16n IV describe lns deforn~ciones { E<x,y> ) en cualquier 
punto dentro del elE!llento con los desplazamientos nodnles < ó• >. 

La natriz [BJ la obtenos 
[CJ de la ecuación 5.13 por 
sustituyendo su divisor por 
producto deducimos a 

1 [ y,-y. o y,-y. 
[ B J - o x,-x, o 

2A x.-x, y,-y, x.-x. 

expl1C1tl\llente nultlpl!cando la nntriz 
1A1-1 obtenida en la ecuncl ón 5, 8 

2A de la ecuación 5.9, Realizando este 

o y,-y, o 
x,-x, o x,-x, C5.17l 
y,-y, x.-x. y,-y, 
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Ca6o del eleJ1ento triangular 

ielacl6n llafuerzoa - DefOMMlclones. 

Para el problema del plano e16st1co, el estado de estuerzoe 
<~<x.y)) en cualquier punto puede representarse por tres componentes 
de esfuerzo 

< o-<x,y> > <5.16> 

donde cr .. y o-, son esfuerzos directos y L ... es el esfuerzo cortante, 
La6 cc•nponentes de defornacl 6n fueron dadas en Ja ecuac16n 5. ll. Las 
co•ponentes de los esfuerzos y las de!orn8cionee son relao1on8dos 
por ln matriz IDJ, donde ( O"<x,yl l=Cl•H t(x,y>}. Para probluas 
del plano elastlco CD) es una matriz de 3x3, los t6n11no6 de dlcba 
~atr1z dependen de si al proble~a es de esfuerzos planos o de 
detornraciones plonas. 

Para el proble.Da de esfuerzos planos <con el ee:fuerzo nol'llal "'• 
igual A cero>, existen l~s relocJones siguientes entre loa esfuerzos 
y las defon1acionea. 

E. = 
H E 

.... ... 
E, =--· -

B H 

.... 20+ ¡ l 

'·· 'G., 
G E 

donde B es el m6dulo de elasticidad, Gel a6dulo de rigld•~ y ~ es 
el radio de Po1sson's. Escribiendo l"G ecuaciones anterioree en 
forna matricial. 

-· ( E<x,yl l 1 C5. llll 
o 
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Coso dPl elemento trlongulor 

Lla11a.moe 

IDJ·• = ~ [ -~ 
La inversa de coJ-1 es CDJ y puede demostrarse que 

e o 1 B [ 1 - ~ 
1+ ~. o 

~ 

Cl-~ l/2] 1 
o 

De tal for11a que 

Cl-g~ l/2] { 
E, } l E, 

o T,, 
C5.2CI> < .. cx,y> > 

o b!én 

rCx,yl 1 = C D JI ECx,yl 1 

Sustituyendo < E<x,y> ) por la ecuación JV, queda la siguiente r~1a­
c1 On entre esfuerzos y deepl azaa:I ~ntos pnrn. esfuerzos planos 

( rCx,y> 1 = r D ][ B JI ó• 1 

Parn el proble•a de defon1ncionPs planas Cdonde la defornaci6n 
nontnil al pllrno E.z es cero>, existen ltis siguientes relaciones entre 
las deformaciones y esfuerzos eegOn la t@or1n dP elasticidad. 

( 1- ~ ., (~t'I'> 

E. = --- v, - ---- v, 
B B 

('I + '/ •¡ Cl- '/ ') 
E. =----v. • --- v, 

B B 

"'" 211+ '/ ) 
T., ?.., 

o B 

Bn ton.a •atricial y ya calculada la matriz C D J para expresar las 
ecuaciones en función de las deformaciones tenemos. 
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1 °'l/(l-'l) 
'l/<l-'ll l 

o o 

C•so del elemento triangular 

o 
o 

e 1-2i)/2C 1-vl ]{ t} <5.21> 

l.n. matriz C D ea diferente para esfuerzos planos co•o para 
deformaciones planas por lo que ee conveniente expresarla como 

[ dn 
d,. t] ! D 1 = dn da (5.22> 

o o 

donde du = dn y d., d,, tanto para deformaciones como para 
esfuerzos planos. 

R...-pla:aando loe Bsfuenios lntel'llos lrC•,y>l por Fuerzas 11Bt4ticaa 
llqulvalentao en loe •odoe (J>'}, Relacionando 1- Puersae en loe 
lodos con loe Deeplaz-ientoe lodalee <&-> y Obtenitmto la Xatri:a 
de Rlgidac- ll•J del Bl-nto. 

Los detalles de este paso son exactamente loe •imaos que ea 
desarrollaron en el c•pltulo 111 y el resultado final fue 

<P·> = [slBl'IDJIBJdCVol.>J (6•) <Vil 

Paro el plano de elasticidad IBJ ha sido obtenida expllc1ta-
11ente para el ~1B11anto trianRular y fue dada en la ecuación 5.17. La 
naitriz [Dl depende de et el problena considerado es de asfuorzos 
planos <contenidai en lei ecuac16n 5.2(1) o para defo~ac1onae planas 
<contenida en la ecuaciOn 5.21>. 

Debe notarse que, ye que loe a8trices (B1 v lDJ contiene solo 
térninoa constantes, se pueden dejnr fuera de la 1~tegraoi6n, 

quedando solo J 
d<vol.l 

e} CUD) 1 

6re" del 
elenent.o 

en el Ctt;60 de un elenento de espesor constante ee igual al 
trl6ngulo CA> multiplicado por su espesor <t>. Ael, para un 
de espesor constante. 

<F•J = 1 IBl'!DllBJAt J C<l''l <5.23> 
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Caso del ele.nent.o trJnngulnr 

Por lo tanto 

IK•J = IBJ'IDJIBJAt. (5.24> 

Los ténti nos de la •atr1z IK•J Be puede obtener expl lci t<U1ente. 
Se obtiene prinero !Bl' 

y,-y. o x.-x, 

1 
o x.-x, y,-y. 

IBJ' e 1 y,-y, 06 X1-X1 

2A o x,-x. y.-y. 
y.-y, o x,-x. 

o x,-x, y,-y, 

Se raultlpllca !DHBJ 

r d,. dn o l ry,~y, o Y1-Y1 o Y1-Y1 x,~x,l IDJIBJ =~- d., d,. o x.-x, o X1-X:11 o 
2A l O o d,. J lx,-x, y.-y, x.-x. y.-y, x,-x, Y1-Y1j 

rd11 <y,-y.> d11 (x,-x,) d11<Y1-Y1> dn<x.-x,) d11<y.-y,> du<x,-xa>l 
CDHBl=,!., dt1<y.-y,) dn<x,-x,) d11(y,-y.> dnCx,-x,> d,.<y,-y,> dn<x,-x, > 

2ALd.<x,-x,> d.Cy,-y,> d1J:(x1-x1> d.,,Cy,-y.> d,,,<x,-x,> d1:1Cy1-y1 >J 

Por Oltlao, realizamos la siguiente oi•eraclón CK•J=rBJ'IDJIBJAt y el 
resultado lo escribimoe en la p6g1na siguiente. 

Debe notarse que la matriz (K•J es sJm~tr1cn. Pnre Pl c~so del 
esfuerzo plano cono para el de defornao16n plana puede obtenerse 
sustituyendo dij por las contenidas en las ecunoionee 5.20 y 5.21 
respectiva.J1ente segQn la ecuación 5.22. Bs una pr4ctica sencilla 
ejecutar la nultiplicación de matrices nll11~r1canente en computadora 
para llegar a la 11atriz IK•J. 

Una vez obtenida la natriz de rigideces, los desplazamientos 
nodales pueden ser calculados eegOn las fuerz~a en estos. 
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U1 

C..so del el...,,to trlaogular 

Bsfmrzo-Desplaumianto 

El paso f!oal es la det.,..io•ci6o de esfuerzOG del el.,..oto 
segúD los desplazuientos nodales. La GifI1J1ente rel11c16n 6e e.plea 
par• este objetivo. 

< r<x,yl l = IDHBJ< ó• } <Vl 

Por conveniencia se consideru 106 esfuerzos 0XI el centroide 
del eleaento, por lo que se rece11ienda que 106 eleJtentos sean 
pequeftos. 

d,, Cy:-y,)t 
+d,,(,.,-x,1' 

d,. Ci<,-x. )(y,-y,I d,,(i<,-x,>' 
+d.,,<1.,-Za><r2-11> +d..,,<yz-11>2 

S l lll!TR 1 CA 

dn <1:-11> Cy,-y,) dn<1.i-~)(7,-y1) du <y,-y, )Z 
t ~<11 -r.,Hz:,-x~:> +-d.ntx,-x,><11-11> +-d_.,,íx,-r.,>1 

[l•J=-
.CA ~(1\-E.,Hyz-11> dnC1,-1.,><z.,-~, dn<1,-z:,>(y.,-y,, ~(1,-z.,f1 

~cx,-Xi > <y,-y, > +d..,,<12·1,> Cy,-11 > h:l..,,<1, -x., H y,-y, > +d..,,<y,-y, >Z 

d,. (y, -y,) ( rz-y,) d11 ( x.,-1a) (,.,-y,) d11 <11-Yz) Cy11-J1) dn<1,-x.,><y,-11> 
+d,,(x,-x,IC x,-x,l +d..,,Cx,-:r,) < Jz·y,J +d..,.,Cx,-x.> Cz,,-1, > +d.n<Zi-1:1 )(y,-y,) 

d,.<x,-z,Hy,-y,¡ d,,(x,-z, l (x.,-x,I du<x.-z-x,><J.-J,) d,,C1,-1,I (x,-1, 1 
+.l;,<1.,-x.><1.-1.> +d,.Cy,-y.> Cyz-12> >d,,<x,-z.l(1,-y,) 1<1,,<1.-1,1<1,-1,I 

du «r,-YzP 
+d.nC~-X¡)1: 

d,,(x,-z.)(7,-y,l 
fd,,(x,-z.1(71-y,I 

d,,(x,-z.>' 
+d.. ( J• -1.>' 

(5.25> 



CAPITULCI VI 

CASO DEL ELEMENTO RECTANGULAR 

PARA ESFUERZOS 

Y DBFORMACIONES PLANAS 



Blm1ento rectangul~r para esfuerzos y defoT11ao1onee planas 

CAPJTUW VI 

CA.SO DRL BUllO!nO RBCTllGULAJI P.lR.l llBPUBRZOS T DHPORIUCICJllls PLAUB 

Loe siete pasos bfteJcoe son e~pleadoa para derivar lam 
caracterfet1cae de rig1d•z para el ele.ente rectsnirular para 
esfuerzos y defoTJ1acionee planas. Bste eleJtento puede eer aplicado 
en la solución de probleDae a los que pu!"den reaolvera• por el 
elemento rectangular. 

Selecctnn .ldecultda de Coordenadas del Siet..., 1 ,_,.,,de lhldoe. 

Bl ele.mento rectangular tiene como lados a y b y un eepeaor t, 
COJIO lo muestra la figura 6.la¡ la numeración de nudos se .ueetra en 
la Dililla figura. Se pudo elegir otro sJetEma, pero eate fa• el aa• 
conveniente. 

Ya que, para el probl8ll• del plano el6etico, el el ... nto tiene 
dos gr~dos de libert•d en coda nudo, por lo que cada el ... nto tiene 
ocho grados de libertad. La figura 6.lc J1JUestro la• fuerza• en loe 
nudos. 

Hl vector de desplazamientos y el de fuerzas de este elemento 
se muestran en las ecuacJonee 6.1 y 6.2 respectivamente. 

<o·> ¡ 
1 

u, l <&1> v, 
u, 

(6',) v, ... 
{$,) v, 

u. 
<6'.> v. 

<6.1) 

Pdg. 77 



Bll!llento reotangular ¡><1ra esfuerzos y defornaciones planas 

• 
<F-> c6:2> 

... 

y 

Vr U, •• U4 Fyz F•• Fy4 
F•• 

4 

v, u, v,u, Fy, Fx
1 F~F"3 

(o 1 ( b 1 l e 1 

Fig.6.1. Ble11ento rectangular. al numerac16n de nudos. b> 
desplazamientos en los nudos. e) Puerzlls en los nudos. 

Cada uno de estos vectores contiene ocho térninos, lo que nos 
indica que la matriz de rigideces CK•J ser6 del orden de 8x8. 

Blecci6n de la Punción Deaplnzn•lento lf<J<,y)J que Iloflne el 
Desplazamiento {G<J<,y)) en Cualquier Punto del Ble:acnto. 

Bn un probl011a del plano e!Astlco el estado dvl despl~z~mlenlo 
en cunlquier punto <x,y> est~ represent~do por 

i'Alj'. 'l8 



<t'l<x ,y> 1 • 1 ~ l ESTA TESIS 1 9AU1 -UE LA 
NO DI&E 
BfBUf1Trr.A 

Yn que el ele.liento t:terH~ ochCl grndos de libertad, ocho 
coef:tcJentes desconocidos ser6n los que envuelvan el polinomio que 
representa el desplazamiento patrón. L~s ecuaciones 6.3 son las 
funciones mas adecuadas. 

u = a, + O:rX + Cl1Y f Cl..XY 

v = a. + a.x + a,y + a.xv <6.3> 

Bn estas ecuaciones, cuando X es constante en u y v vnrtan 
linenlmente con Y1 y si11ilarnente, cul'lndo es. constante en AJ1bo6 
desplaizamientos var1tm l inealnente a ]n lr.rgo de elida lado del ele­
nento rectangular. 

Lti ecuac16n 6.3 expresftdl'I en fornn matricial es 

o blén 

X 
o 

y 
o 

xy 
o 

{ o(x,y> l 

o 
1 

o 
X 

!f<x,y>J<al 

o 
y 

lbrpresndo el Batado de Desplaz.,.ientoe l&lx,y>> Dentro del Bl......nto 
en Ténolnoa de J>m;plaz.,.ientoa lod.,lea (e\"). 

Este pttiso consiste en ln Gustttución de vnlores de las 
coordenndas del nudo en la ec.u"ci6n JI 

( llx,y> > = lf<x,y>Jlul <11) 
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Ble.ento rectangulnr pnrt11 es1u~r2oe: y defon:u1ciones planas 

La sust.1tucJ6n se bace de Jn siguiente nnnPra 

liudo J. Cx1 ,y1 > :: <O,O> 

lnpllca que u=a1 y v = a. por lo que lo lllltrjz 1 f(x,y>l quede 

!f<x,yll = [ 6 o o o (1 o o g ] o o (1 l (1 (1 

liudo 2. <x,,y,> <0,b) 

1 o b (J o o o o 
lf<x,yll o o o (1 l o h o 

liudo 3. <x,, y,>=Ca, O> 

l o o o o o o g] lf<x,y>J o o o (1 l o o 

ludo 4. <x..,y.>=Ca, b> 

l • b ob o o o ,.g] lf<x,y>J o o o o l " h 

Ltt ecuncitin 11 paro este caso Ge puede escribir como 

{"'' l j"' ... '" >} [' ""'""'] 16,) C6'Cx,,y,>> [ f º'"y,) J 
(6•) = (6,) : <óCx,,y,>> = ( f CX1, Y» J (a} ((o.5) 

(6,) {6(x.,y,l) (f(X411y.)] 
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Bla.ento reotftngular paro esiuerzos y deformaciones plnnas 

Suetl tuyendo lf<xn,ynll en la ecuación 6.5. 

l o o o o o o o 

o, l o o o o l o o o ª• 1 o b o o o o o "' o o o o 1 o b o "' < 6• ) = 1 a o o o o o o a. <6.0) 
o o o o 1 a o o a. 
1 a b ab o o o o a, 
o o o o 1 a b ab a. 

o bién 

( &• ) r A J < a ¡ (6.7> 

La ecuación 6.7 define Ja matriz !Al para el caso particular 
del elemento rectangular en el problema del plano elAetico. 

Bl vector 
expresión. 

<a> lo podemos conocer mediante la siguiente 

< a l = C A J·• < &• > (0.8) 

BI sistema de ecuaciones que plantea la expresión 0.6 es el 
stgutente. 

u, a, 
v, a. 
u, ª' + bn, 
v, a. + ba, 
u, a, + ªª' v, a. aa. 
u. a, ªª' + ba, + aba. 
v, a. + ª"' + ba, + aba. 

y su sed uci 6n es 

ª• u, 

a, --ui+-u, 
a a 
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Blt!mento rectanguhr para esfuerzos y d@fornac1ones planas 

a. = - - u, + - u, 
b b 

a. u, u, - u, + u. 
ab ab ab 1tb 

a, e v, 

a. v, + - v, 
a a 

ª' = - - v, - v, 
b b 

a. • - v, v, - v, + v. 
ab ab ab ab 

expresado en foraa •atric111l 

JH 
1 o o o o o o o 

1 

u, 

1 

-1/a o o o l/a o o o v, 
-l/b o l/b o o o o o u, 
l/ab o -l/ob o -1/ab o l/ab o v, 
o 1 o o o o o o u, 
o -l/a o o o l/a o o v, 
o -1/b o l/b o o o o u, 
o l/ab o -1/ab o -1/ab o l/ab v. 

La ecuación anterior define a la matriz !AJ·•. Sustit.uyf!ndo lei 
ecuac16n 6.8 en la ecuación JI tenenos 

( o<x,y> ) . lt<x,y>Jf A ¡·•e .. } 

Relación Defo~c16n-Desplaz ... ientoe en Cualquier Punto. 

Ahora, las relac1on~G entre defornaciones y desplazamientos en 
un punto en el pl11no elaetico es obviamente independiente de la 
fonoa del elemento seleccionado. Las ecuaciones 5.10 y 5.11 utiliza­
das para el elemento triangular son vAlidas para el ele.mento reotan­
gular. 
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Blf!Jt6nto rectan¡¡ular pnra esfuerzos y de~o~ciones planas 

< E<x,y> l { ~: } 
'-· 

(5.10> 

du 
E, 

dx 

dv 
E, {5. ll) 

dy 

du dv 
1..., ::z: - + 

dy dx 

Sustituyendo u y v eeg11n las ecuaciones 6.3 obtan.,.oe Jaa 
defornncfones PATO cualquier punto dentro del elenento. 

d 
E. = <a, + a,x + a,y + cx.i<yl = a, t a.y 

dx 

d 
E, Ca, + ~ + a,y + a.xy> a1 + a.x 

dy 

d d 
Tq <a, +Q¡x+aty+a..xy > + - <a..+a.x+a,y+a.xy > a.+a.x+a.+a.y 

dy dx 

o bién 

< E <x,yl l 
+ a. t U.Y } 

o en forma matricial 
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Bl.,,...nto rectangular para esfuerzos y defOMlaclones planas 

o 1 o y o 
1 E<x, y> > o o o o 

o o 1 X 

< E<x,yl l = CCJ < a > 

Suntltuyendo < a > por Ja ecuación 6.8 

( E<x,yl > = CCI CAJ-• C&-> 

o bUn 

Elx, yl l CBJ 16•) 

por que 

B J = r e HAJ-1 

o 
o 

o 
o 
1 

Bxpl lci t.,.ente IBJ se puede calcular con el 

1 o o 
-1/a o o 
-l/b o !lb 

o 

:] 1 ~ l 1 <6.Q) 
o 

<6. !0) 

(6.11) 

CJV > 

(6.12> 

siguiente producto. 

o o o o 
o !la o o 
o o o o 

[g 
l o y o o o ~] llab o -l/ab O -llab l/ab o 

CBJ o o o o o 1 o l o o o o o 
o 1 "o 1 o o -l/a o o o o o 

o -l/b o !lb o o o 
o l/ab o -1/ab o o llah 

Por lo tanto 
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BleJ1•nto rectangular para esfuerzos y de!onoocionea planos 

y y y y 
--+- o o o o 
" ab ob o 11b llb 

l X X X X 
( B J o --+- o o o 

b 1>b b ob 11b ab 

X y X y X y " 
., 

- - + - --+-
b l>b " "b b 11b llb 11b " 11b ab ab 

Relación l!sfuerzo-De!o....,ción 

La relación entre esfuerzos y defoM1aciones es la •is.a que se 
anoto en el capitulo anterior 

{ v<x,y> ) = 1 D ]( E<x,y> ) 

o b16n 

{ v<x,y> ) IDHBHó•) 

Ln ntitriz rnJ es lt1 que se anotó en el capJtulo anterior 

1 D l 
[ 

d,. 
d,. 
o 

du O ] 
~n t 

y cono tanbtén se apunt61 pare esfuerzos planos 

!! 
d,. = d,. = 

l-V 1 1-\11 

Y para deformaciones planas 

B 

2<HY> 
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Bloento rectangular pnra eefuenot1 y defo1"111lclonea planos 

<1-'l>B 
du = du = ---­

<lt'll<l-Ul 

'IB 
dzl D d1i ~ ---­

(}+ ~) (}-2~) 

B 
d., = 

2<1H> 

loücloaudo loe .,,..,... later- ( ~C.,y) ) por Poorzm1 Bet.6-
tlcm IQ11l'ftl•tea •loe hiloe CP.J,lal1tel.-lo l• PMrsaa a 
loe hlloll a. lm Dolipl-l•toa lodal• (,.) y Obtnh•do la 
latrll cl9 11-1...._ 11-J del 11..to. 

La ecuacl6• genero] pnra obt""er la aotrlz de rigideces es 

C l• J • J• CBl'lllJCBJ d<Y<>I. l <6.15> 

da.de h .. trl2 CBJ y h IDJ cODtlene UTJ1lnot1 constantes y pn@den 
quedar foera de la Integral pnra el olmento trlongulor, pero pnro 
el presente caso, la aatrh: IBJ contiene t~niiDoo en J y en J 1 por 
lo tanto, &e tienen que realizar loe prodnctoo de JMtrices y d..apuf.6 
lnteuar. 

Para un elmento de espesor constante podelt06 escribir 

1 (• 1 • t JI• IBl'lllJCBJ dx dy C6.16l 

Realizando al producto de IDJCBJ 

y y - - t - o o o 
a ob ob nh 

r~· d .. º 
1 

X X 
IDJIBJ= ">t da O o - -.. - o o 

o o d., b nb b oh ob 

X l y X y - - t - - - t -
b ob a ab b ob ob ab • nb 
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Ble.ento Tectnngolnr JWlra esfuenos y dt>foruciones planas 

d .. r-~·;J d.,[-~·;J d .. [-~~ d,t~J d .. r:-.3 d .. [-:a d..c-J d .. c~ 
t0Ha1= ~[-;~ dn[-;~ d,,[-.B da[;-~ d.,[~-.~ du[-:~ d..[-;} d.r;J 

d..[-~·:~ d,,l-;·~ d,,l;-.~ d,,r-.B dnl-:~ d .. ¡~-:~ d,,C-J d,,C-cl 
La .. trlz IBl' es 

l y 1 1 

--+- --·-a ab b ob 

1 1 1 y 
o --t- --.f-

b ob • ob 

y 1 1 
o 

•b b ob 

1 1 
o 

b ob ob 
l B l' = 

1 y 

o ob ab 

l y 
o 

ob o ob 

y 1 

ñb -;;b 

o 1 y 

ñb ¡;¡;-

SI bac..ae 1 = [-~ t ~J• = [-~ + ~J ¡n • [-;J Y o = [-~J 
y o!ectuando el producto lBl•(DJ!Bl, tPD<GK>t; 
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Ble.ento rectftngul~r pnra esfuerzo~ y defornactone6 planas 

!Bl'!Dl!Bl• 

duP 
td .... 

d,,ln d,.r 
+d .. l• +d .. 11 

-d., la -d.,,.. -d,,an d,.r 
td..-n td,.l n -d..-n td,.n' 

SIXBTRICA 

-duP -d11l• -duln d11l11 d11P 
+d.ao +d,.1 o -d..-o +dnno +dno' 

d11lo domo d11no -dn]lo -d11lo dno' 
-d11l• -d,.JI -tdalm -dstln -dulo +dnP 

-duln -d,.mn -dun1 d,,nn duln -d11no dun1 

-d.,.o -d.,lo +d.,no -dano -d.,o' +dalo +d,,ol' 

-d,.lo -dnJ10 -d.,no dn110 d,,lo -dnol' d 21 no dnol 
-d.-n -d.ln +d,,mn -d,,n1 -d,.no +d11 ln +dnno +d.,n1 

Si bac .. oe p=a/b y realizando la integraci6n Indicada en la 
ecuación 0.16 teuBBoa la aatriz de rigideces !K•J que anotamos en la 
p&glna siguiente. -~ 

Una vez obtenida la •atr1z de rigideces, los despla~anientos 
nodalee pueden ser calculados eegOn las fuerzas en estos. 

Bsfuerzo-Deaplazaaiento 

Bl paso final es la deterainac16n de esf\lerzoa del elenento 
seg~n los desplaza•ientoe nodales. La siguiente relación se e.mplea 
para este objetivo. 

< r<x, y> > = [ D J[ B l< 6• ) 

P6g. 88 



Bl-.,nt.o rectangul nr pt1ra es1uenos y defor:waoj on•• plana• 

4d11p·I 
t4dnp 

3d,, 4d.,p 
t3d,. f4d,,_p•I 

SlllBTRJCA 
2d11p•I 3du 4dup·I 

-4d,.p -3d,. Hd,,p 

-3d,, -4d,,p -3d,, 4d,.,p 
t +3d,, t2d,.¡>"' -3d,. Hd,.p-• 

!X•J=-
12 -.&dup•I -3d11 -2d11p· 1 3dn •dup-• 

+2d,.p t3d,. -2d,,p -+3du Hd.,p 

3d,. 2d,,p 3d,, -2d,,p -Jd,. 4d,,p 
-3d,. -4d,.,p·• +3d,, -2d.,p-• -3d,, +4d11p· 1 

-2d,.p·• -3d11 -4dup·t 3d11 2d11v·1 -3du 4dup·• 
-2d,,p -3d,. +2d,,p -3d,, -4d,,p +3d" +4d,,p 

-3d,, -2d,,p -3d11 2d,,p 3d11 -4d.,p 3<1,. tdap 
-3d,, -2d,.p .. t3d,. -4dnp·I -3d,, +2dnp·1 +3<1,. +4d.p·• 
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CAPITULO VII 

ESTRUCTURAS ESPECIALES, 

SU ANALISIS Y APLICACION 

DEL METODO PCIR COMPUTADORA 



Bstructuras e6p&o1ales 

CAPITUUJ Vil 

llBTllUCTURAB BSPRCIALBB, SU AIA!.IBIB Y APLICAC!OI DBL IRTODO POI! 
COllPUTAOORA 

Br1 este cttp1tulo se recordl'rAn tslRUnl\s hipótesis en las que se 
basa la necllnlca de 11ateriltles par~ el cAlculo de desplaz.,.1entoe y 
de esfufff'Zas. Se diferenciesrlt cu,,.ndo son l\plicAbles estas hipótesi& 
y cuando no son nplicables. Peedgnniaos cci.mo estructuras especiales ni 

0;quallas en lru:; que ltss bip(1tPE;fs hechns por la 11ec6nicn de 
11ater 1 n les no Ctlncuerd11n con el l rus .. 

Algunas pilns dP puente entran en la clastficacidn de 
estructuras eGpecfales ya que no <.u11pl en con lns suposiciones antes 
mencionl\daB. 

Couo se hn podido obaervnr en los capttulos anterioree, el 
método del ele11anto finito consiste en la deteno1nac16n de la aatri:: 
de rjgidecaa de l~ estructura y en la soluetOn del eiat .. a de 
ecuaciones simultaneas que resultan de esta m&triz y del ei•tmta de 
cargas para conocer los desplazanientoG y as1 1 loe eefuerzoe. Bl 
nlillaro de ecuaciones que res\lltan es Igual al nfulero de grados de 
libertnd de lr. red en lt11 qt1e se supc•no una estructura¡ en ocaciones, 
unai red llego a genera.r ciertos o niles de ecun:cSones si•ultaneas~ 
Por esta razón es por la que el método del eleaento finito d~be eer 
t11pl tcado por medj o de un prograua de computedora. · 

Los a.nAlisis que se re~lizaron en eGtl'I tesis fueron hechos con 
el progrnmn. SAPV .2 cuyos autores scin Kl11us-JUrgen Bathe. Bdward L. 
Vilson y Fred 8. Peterson de la Universidad de Southern Ca11forn1a. 
Las corrida.G 60 ll~varon a c~bo en el lleportanento Civil Concreto 
del S.J.P.B del Instituto M~•lcano <l~l Petróleo con la gran ayuda y 
capactt.ttciGn del lng. J. 1lt\nuel Cervantes .Jll~rttne:z. y )l't autori2acJ6n 
del Jng. R1>ul J,óp<>z Ch6ve•· 

EGta progrll?ll't adem~s de calc.\1lar ltls esfuerzos de todos los 
elementoG en que se supone lft estructurt1: y loe deeplazuJentoe en 
todos los nudos qu~ se genernn en 1n red, c.nlculn los esfuerzos 
principales de cAda elemento y l~ dirección en que se encuentr~n. 
Estos resul tadoG los anotn CClmo sj gu~ 

s .. 
s,, 
s,, 

.. .. .. Su = !J,.. 

s... ·-· Si.o. = o-.,,,. 
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Estructuras especiales 

para el plano YZ. Se debe tener siempre en cuenta que los esfuerzos 
calculados son para el centroide del elemento. 

Apl1cac16n del ProgrlUIA 

Ahora, para la aplicación del programa 
la pila en un nOnero finito de elementos, 
estructura original por una red en la que 
llanados los nudos de Ja red. 

tenemos que dtscretizar 
es decir, sustituir la 
sus intersecciones son 

Loe requerinientos del programa son los siguientes. 

- Coordenadas de los nudos y condiciones de borde. Con esto el pro­
grana calcula el n'Ollero de ecuaciones que las condiciones de borde 
dan de acuerdo al nt'mero de desplazaMientos ~ara cada nudo, es 
decir, se describe cuando un nudo se encuentra sobre un apoyo y 
sus desplazanientos estAn ristringidos y cuando no lo est6n. 

- Tenperatura. En este prograna también considera la temperatura en 
que se encontrarA sometida la estructura. En estos on6lis1s 
hicimos caso oniso de este requerimiento. 

- Constante Gravitocional. La constante gravitacional que se incluyó 
en las corridas que hice fue de 961 cm/s' Y" que las unidades 
fueron ~anejadas en ktt/cm. Esta constante es requerida ~ara que el 
programa considere lea fuerzas de cuerpo de la estructura a 
analizar. También se le indica en que direcci6n debe ser aplicada 
esta constante. 

- Material del Blenento. Pide las caracter1sticas elAsticas de cada 
uno de los elementos y su densidad de mAsa. Para el an6lisis 
considera.moG que ten1an las Fdgu1Pntes carl"!lcter1sticas todos los 
elementos. 

Kódulo de elasticidad 
Relac16n de Poisson 
Kódulo de Rigidez 
Densidad de Kaea 

B 198,000 Kg/cm' 
'l 0.16 
G 64, 000 Kg/cm' 
D O. 0024 Kg/c:m' 

<Concreto>. 
(Concreto) . 
(Concreto> . 
<Concreto> . 

- Loe Mudos de cada Elemento. Consiste en describir que nudos rodean 
o cada elemento y deten:ainar como est6n conectados estos. 

- Espesor de cada Elemento. 
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Estructuras especiales 

- Presión sobre los Blementos. Be deflne la presión externa a la qua 
estA sometida cada elemento. Para nuestros anAlisis repartlaos la 
carga entre el Area dol elemento que resulta de •ultiplicar el 
lado del elemento y su espesor. 

- Fuerzas en los Nudos. Si se presentan fuerzas concentradas en los 
nudos se anotan en cualquiera de las tres direcclonee x 1 y 6 z y 
el Angulo de inclinac16n con respecto a los ejes. 

- Combinaclonee de Carga, Sl se consideran mas de un tipo de c.arga 
se pueden combinar. 

Antes de entrar en la aplicnc16n del prograna se anotar4n la• 
hip6tesJs de la nec6nica de materiales para el c6lculo de eefuerzoe. 
También se npuntnrlfin tllgunos inconvenientes en el andilieia de 
esfuerzos en pilas del n~todo convencionnl. 

HJp6teeJe de la Rec~nica de •nterinlee. 

La necdinica de nateriales recurre a una v1ai6n hipot6tica 
simplifJcada que busca establecer los desplaza.aientoa que •• tr•n•ran 

1uersa• 
intenta 
cuerpoe 

en un cuerpo defornable cuando se somete a la aooi6n de 
conocidas. Bsta bip6tesis as una vlsi6n aacrosc6pica qu• 
establecer secuencias de c6lculo que se generan en 
datonaables. 

Para obtener los desplazanientos que se generan en todos los 
puntos de una barrt1 prJBlláticl'I so11Ptidt1 a ll'I aicci6n de aOJ1ento 
flexionante constante, la aec6n1ca de aateriales acepta las 
siguientes b1p6tes1s. 

1. - La barra debe de ser de e je rect.o, 

2.- La sección prism&tJca de la barrn debe ser constante a todo lo 
largo. 

3.- L,o. &ecc.16n dt!he tener un ¡1lano d~ 61netria. 

4.- Ln goometrta de ln barra es tal que su lnrgo sea cinco veces o 
ans •nyor que su peralte, es decir l/h ~ 5 

5.- Bl material que ocupa la barra es bonogéneo e is6tropo. 

6.- Bl material es elástico lineal. 
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Estructurns especiales 

7.- Se considera que todas las cargas que actQan sobre la barra se 
encuentran en el mlsaD plano. 

8.- Bl plano de cargas coincide con el plano de slmetrla 
barra. 

o.- lo existen problenae de 1nestabilidnd en ln barrn . .. 
de la 

10.- Las secci6n planas ant;s de lo deforme;ción per:manecen planas al 
aplicar las cargeis al "G'Uerpo defornable y se Ctll!tple que 

JI 
v. = - -Y 

l. 

COJtO se puede observnr, D\lobas blp6t.esls en lns que se baso la 
aec4n1cn da a11terl11lee p11r11 el c6lculo de desplazuiento son 
discutibles. pero cuando se plantea un problema que se acerque a 
estas suposiciones, loe reeultndos son sattsfoctorios. 
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Bstructurae especiales 

An.Alleie de Bafuerzoa de una Viga por la F6n1Ula da la llecuadrla ., 
por ol llétodo dol Blruaento Finito. <Prograsa BAPV.2> 

Describiremos los esfuerzos que se generan en una viga en la 
que suponemos cumple con las diez hip6tesia antes mencionadas. 

l 
1 Ton/rn 

Datos: 
J=(bh'l/12=571,667 cm' 
Viga de concreto 
Acot. Cll 

z 
tO Kg /cm 

70 

Pig, 7.1.-Viga cnrgnda con sus dinqramas de cortante y momento 
flsx!onante. 
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Ya que la relac16n 
f6naula da la eecuadr!a 
expresada como sigue 

Estructuras especiales 

L/h 5 se cumple, podemos aplicar la 
que para el plano considerado YZ queda 

)f 

O', --z 
1, 

(7.J) 

y ea tiene que considerar que el eje Y pasa por el eje neutro de la 
viga. La ecuación 7.1 expresa que para comprealones tendremos 
esfuerzos negativos y poaitivoa para esfuerzos en tenelón. A 
oonttnuaci6n tabularemos loe esfuerzos que se ganaran en eecctonea a 
20ea., 140ea. y 300ca. de distancia del apoyo Izquierdo, aegGn loa 
diagrllllas de la figura 7.1. 

A 20CJI. A HOca. A 300c:m. 

z r, r, r, 
30 -3.04 -16.llO -23.62 
20 -2.03 -11. 27 -]5.74 
JO -J ,Ol - 5.63 - 7.87 
o o o o 

-10 1.01 5.63 7.87 
-20 2.03 JJ.27 15.62 
-30 3.04 16.110 23.62 

A pesar de que el peralte es de 70cu., calculanos loG esfuerzos 
a 30ca. del eje neutro para después conpnrl'lrlos con le>s Que calcula 
el progr!Ula y verificar los resultados. 

L6gicaaente. para esta viga, los esfuer2os que se generftn o 
20ca. son loe alS11os que a 580cn. de distancia d~l apoyo izquierdo y 
los que se encuentran a l40CD. son los nJsnos que a 460cm. 

Los esfuerzos cortnntes n6xJmos que se presentan en estas 
secciones son los sJguiontes. 

A 20ca. 

3CVl 

2CAl 

3 C2800l 

2 Cl400J 
3Kg/cm' 

A l40cn. 

3 C2600l 
i.- = l.714 Kg/cm' 

2 Cl400) 
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Bstructuras especiales 

A 300cm. 

3 o 
= o 

2 <1400> 

Los esfuerzos O', de la vigll en forma gr6fica son. 

z 

i 
70 

z 
IJOO 

Acot. CJI, 

Acot. de esfuerzos tq 
ca' 

Pfg, 7.2.- Distribución de esfuerzos de In viga, 

La distrlbuc16n de esfuerzan de la ttgura 7.2 es una 
d1str1buc16n lineal y concuerda con la teorla de la mecánica da 
materiales. Sabemos que esta dlstribuc16n no es la que ee presenta 
en l~ realidad ya que al momento no es constante a lo largo de la 
viga. 
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Para comprobar 
utilizac16n, haremos 
programo.. 

Bstructuras especiales 

al funciona11lento del programa SAPV.2 
el anAliete de la viga por medio de 

y su 
este 

La discretlzaci6n que se bor6 de Ja viga y la nunerocl6n de 
nudos y eleaentos se puede observar en lo figura 7.3a. Lo 
distribuci6n de esfuerzos de las !!guros 7.3b y 7.3c corresponden o 
los esfuerzos r, y "Bn respectivanente y los calculó la com1mtadora. 
lo se debe olvidar que el plano an que se trabajo es el YZ. 

Bn las figuras 7.3b y 7.3c loe esfuerzos fueron calculados por 
el •étodo del ele.ento finito y se nota que son eeJtejnntes con los 
obtenidos por las f6r11ulas qua ofrece la mec6n1ca de Dateriales. 

Un inconveniente que se notlli en la teoria de la nec6n1ca de 
aatarialea ae la bip6teaia de lo distrlbucl6n lineal a lo largo de 
toda la visa. Bl aétodo del elemento finito tona en cuento lo 
rigidez diferente qu• tendr6n los eleaentoe cercanos a los ~poyos, 
lo cual ea •as 16glco. Bn la flKUro 7.3b en la dlstribuc16n de 
esfuerzos o. 20cm. de loe apoyos ya no es lineal y el eje neutro baja 
con respecto al centroide de la eecci6n 1 lo cual ee interpreta cono 
una J1ayor presencia de compresiones y JU'liiaa de ser flexiOn purl' a lo 
que norJ1alJ1ente se conoce como /lexoconpres16n. 

81 ••todo del el .. ento finito arrojo result•dos moa aproximados 
por que tOJ1a en cuenta la rigides de todos loe elenentos en que se 
COJ1pone la estructura y sus condiciones de frontera, es decir, las 
condiciones de carga, de apoyo y su conexión con los otros 
elm1entoe. 

La corrida incluye el c6lculo de desplazaniento. Loe nudos que 
corresponden al centro de la ViRa son el 57 y 65 y el desplnzaniento 
qua sufren eo de -O.l5308Cll. en la dirección z. La nec&nica de 
•ateriales ofrece la siguiente expree16n para este objetivo. 

5wl' 
! = V 

384 Bl 
('7 .2> 

5( 10 kg/cn) <600 cm>' 

384<198,000 kglCll"><571,667 cm'> 

V - O. 14008cm o: - O. 15308cm 
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j 2 e o H Il !~ J 10 JB g ~.. lt Lll tll 
111 ... 1 1 1 llJIO 

711 ... 1 1 1 w -
ell ... 1 1 711 ,,_ 
4,& ... 1 1 1 ..... 
311 ... 1 1 4ft "" 
te ... 1 1 1 3p 

11 t 3 4 & e 7 R o IO 11 11! 13 14 ti! !.G 
i !1 ~ ~ ~ ~ ~jM n. .al .11!!. il 10 rn_ 21 

1 
Todos los elenentos son de 40x10CJI. 

Loe dfttoe que se enp}earon para la corrida fueron: 
8=196,000 Kg/c:m'¡ 'l=0.18 y G=84000 
Acot. cm. 

,. -1.&4 -11.11 
-1. -&.&3 

~ .-· 
38 
l.!13 
3.03 

Los eGfuerzos 
1 

·~ ·~~ -1.eo -1.12 

-z.44 -1.co 

-z.eo -112 

-e -l.02 

-z.41 -1.18 

-1.13 -03 

-23,54 

estAn en Kg/c:m' 
1 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

-1.114 
·ue 

"2.40 ~ 
.04- · -- ·o·44e.H 

¡
~;; 
l.llO 

1.7Z 
LOZ 

l.IB 
030 

.l!ll 0.3& 

IL07 l.&3 
1e.e1 ).03 

~
.el!. 
1.eo 
2.44 

: 
.13 

Pig. 7,3.- n> Viga d!scret!zndn. b> D!str!buc!On de esfuerzos r,. 
e> Distribución de esfuerzos cortantes~~· 

Los desplnzan!entos por el prograna SAPV.2 son nproxl•ndoa n 
los de la M de K. Los datos que se consideraron 1 para la aplicación 
del 11étodo 1 como B 1 "I 1 f 1 c 1 etc. aparecen al principio de este 
capitulo, en el inciso de 11 Aplicac16n del Programa''. 
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Estructur·t1s eE:pecJ nl eG 

AnAUsie de Esfuerzos de Doe Vigas de Gran Peral te par el lié todo 
del BleJ10nto Finito <Progrnaa BAPV.2>. 

Se les llama vigas de gran peralte o vigas diafraRma a aquellas 
que no cumplen con la relación L/h > 5. Para estas vigas la mecanica 
de materiales no ofrece soluciones satisfactorias como lo hizo con 
las que si cumplen la relación antes mencionada. 

Ano l izamos es ttis 
comportando conforme 
introducción para el 
geometrta ni dol tipo 

vigas por que deseamos st1ber como 6f.? 

aumentó el peralte. Como se di,1o en 
elemento finito no cxlctcn reGlricclo11es 
de material. 

va 
¡,, 
de 

No se incluye en esta tesis laG corrldaR de estas vigds pero 
los resusltados los pondr~mos en ld5 ffji'.Uras '/.4 y 7.5, 11st como el 
problema planteado y la di~hretizacl6n. 

z Datos 

l ~¡~ E 0 198,000 kg/cm• 
" o 0.18 

ITon/m : IOK;/cm G 0 84 ,000 kR/cn• 

1 ! 
Acot. e"' 

,..__ __ 
ººº -Y X 

ID 15 zo Z5 .30 

10 24 

13 'ª 
7 1 z 

1 z 3 ... e 
6 11 16 21 zo 

~ 100 ~ TODOS LOS ELEMENTOS SON D€ 100 X 100 

Pig. 7.4.- DJstrJbuc16n df esfuerzos de v!J?d de gran peralte. 
E!.hllHlOS l!'t'I t<9 I Ot\ 

35 

31 
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Estructures especiales 

Datos: 

1 Ton/m : KHCg/em íl t B = 196,000 ll:g/c:a' 
~ = 0.16 

"001 

-o. 

Fig. 7.5.-

1 l 1 ! 
eoo -----.r 

'--------·>< 

G = 84,000 kg/cm' 
Acot.ca. 

TODOS lDS ELEMENTOS SON DE 100 X IOO 

-001 -om -oce ·OOf 

-004 -o "O ·OD4 ·o.a 

-0.01 -0.13 -011 -om -aoz 

-0.12 -021 -021 ·012 "003 

"0.IQ -oz "025 •Q.111 -o.os 

"1l.ZZ .-· ó3º º~~- •OJll 

·-r:N 
oe5 o .... 004 o.e5 0.51 

f1f1i1•rrot Kg, ,,,í' 

Dletrlbuci6n de ""!uerzoe de viga de gran peral te. 
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Bstructuras eGpeciales 

Como ea observa en las figuras 7.4 y 7.5 no existe flexl6n pura 
en laa vigas de gran peralte y la distribución de esfuerzos no es 
lineal. A aedida que auaenta el peralte el eje neutro baja con 
ra•pecto al controid• de la secci6n, y por lo tanto, el 4rea de 
tanaionea en la aecci6n transversal de la viga es menor comparada 
con el Araa que trabaja a compree16n. 

Podeaoe afiraar que a medida que la relación L/h disminuye, el 
comportaai•nto de est~ viga ae asemeja al comporta.miento de un muro, 
el cual te6r1c....,nte, trabaja solo a compresión. 

Pinal .. nte, loa puntos donde no existen esfuerzos en las 
eeccionea de ••ta• vigas ••tAn mas cercanos a las fibras inferiores 
•!entras aa• pr6xiaa• eat6n de loa apoyos. 
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.tnAllsla de Batuerzos de un Xuro por el IUitodo del Blomento Plnl to 
<Progr._ 8.lPV'.2>. 

B.xistan dos razones para hacer este an611s1s. La pri•era es por 
que algunas pilas son en base a auras y la segunda ea para ca.probar 
que loe nuros trabajan bAsicamente a conpree16n y al •is.o tiempo 
de.mostrar que existen pequeftas tensiones. 

Bl planteaniento del problena 1 la discretizaci6n, la numeración 
de nudos y elenentos y la d1str1buc16n de esfuerzos ee presentan en 
lo !!guros 7.6 y 7.7. 

z 

¡ 
700 

.J 
Plg. 7.6.-

z 
ITa-/w. IO~g/c111 

000 

Datos: B = 198,000 kg/c:m' 
l = 0.18 
G = 8•,000 kg/co> 
Acot.<:11. 

Muro con carga uniformemente dletribu!da. 

P8g. 103 

y 
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B ICI 24 40 

IS1 4Z 
7 M 

31 ;!(! 

11 IS4 

211 30 
511 

IQ 24 

4 ~ 

13 111 
~I 

7 12 

1 r 3 ... 11 1of 
1 _ _,1,,,0,,,0 _ _..,g 11 20 33 41 

TODOS LOS !L!MENTOS SON DE 100 X 100 

·0.002 

·0.003 

·O.OCIO 

o.ooo 

0.000 

0.000 

0.001 

o.oa 

Batuerzoa en lrg/cn' 

0.002 0.002 

o.ooz 

.ooz 

'1l001 

-oO<Z 

·o.034 

·o.oae 

Pig. 7.7.- D1atr1buc16n de estuerzoe de aura. 

.001 

.Q()t 

.OOL 

.()()() 

-0.00Z 

·O.OCIO 

0.000 

0.000 

.000 

0..000 
!.N. 
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Ee.truct.ura6 especiales 

AnAI lalB de una Plla de Pm•nte por el KAtodo del Bl....,nto F1nlto 
<Pro¡¡rallB SAPY.2>. 

)h1d1.'.'t1:.-> de l.,& pi lns de 106 ¡1\1f'ntl·B e11trn.n en la clae-.if1cnc16n 
de lo q11e> l ln.11 • .,mo& º'e6truc:t.urn1:; pe.¡n•cittlH·" por que ln geowetr1a de 
estas r10 lSt~n considerndn en l~R tec1r1n& &iB¡•les de la aecAnica de 
11nter·il'\ lc4 G-

El N~t<•do con\lerac.1onnl que r ... L• t~ro¡dh" ''"r'' t>l nn611sis de lt1s 
pilns hn Fido crendo bnsnd0 en ln 1n1:.u1c1t1n y experiencia de los 
ingeniero& dedict1dos nl ar1Allf.16 v d1E;.pfto de estructuras pe.rn 
puentE>s, pero no tiene un funrl:'lfn•n1<• 111¡,tent\t leo de ttn611s1s que 
respalde n este r1~todo. Este r1l>t0<1o u• t1l\6n e11 \n detena1nac16n de 
los moraentns que act\ian en lns E-ecc1011e6 dt! ln pila debido a las 
cargi'\6 por &U brazo de pnlllncn y cc1n C'Gtc1F- 11011ent.cis Ge supone una 
distrlt1t1ci6r1 11nPnl de eGfuerzos Q\lP ~P obtien~ de la nplicac16n de 
le f6rn\tln de ln escundr1n. 

Iie ncuerdo n.1 an6.l is1s de eE.f\1~r:..~oe:. pc•r el 11l:otodo del elruumto 
finitr1 dp lafi v1~ns, observn1110G que 0<1 se ¡•re&entl!I una distribuc10n 
lineal d!! ebfuerzos y coinciclc1 Pn E.\l{tf111e>r que una piln que tiene una 
geometr1n q\1e no considern ln tPc•r1n d~ flexión, no tiene unl!I 
distrll1uc:l6n lln~nl. 

A veEiar de.- lo l'\nterior, ln~ rd li't(, que e:..e diGent•m en base nl 
anAl l&lFi ccinv-"nc1onal no hnn repreF-c.•ntado evidencias de que la 
nplicftc16n del ~~todo sea inconvPnlPnte. Ln inteligencia y 
conciencia de los ingeniPrc18 liti hect1•• q\lP se dise~en de una nanern 
conseJVl"lctnrn, detddo n ln incf'rtidumhTl.' qut> t1enen de este •~lodo, y 
en octH ionet:> colocan refuerzne:. de rn~E-. eG decir, no c\Dlplen el 
balance e11t1e la econom1l!I y ln 6~g,1ridft<l. 

Lus lriRenlero& llevmn<.•6 a cuee.ttt& ln mi&ibn de crenr obro.s que 
sean Ge~urnG, 1unc1onl\1es v econOndcn.s. Pnrn logrnr este objet.ivo, 
contnrtc•h .... 0n t.~l acervo dP conc1cJ,.iento6 y exper iencir. que a la lt1rgo 
de v"'rl<•b ~lRlos heruoe. hf'rPclado. Tle t.-.1 &UPrte que no cun¡ilirian.os 
ccin ln b{•~ lt>dt.d ·,• c-C1n Pl p,.,if.. E;t 11(1 to111llmC16 en cuenta los tres 
a6pec~t<.•G ~ht(~b men~ion~do&. 

ll11 niÉ"tlldC\ d~ r\Tlál1G1G q11t~ tern.{1' una b:'lSí• de cor1probt11C16n 
mntem6.ttcft C•6 el ra{>lodo del p}eraent.C\ iintto. 

Lf'I SPcrtd • ..,ril1 de (,c1m\lrii<.;:H ir1rier. v TrnnF.>porte por 11edio del 
Jngenif•rc• Arullc-nr (jalinclo Sl'1(1r=nnci r11r- f•rnpc1rc:tnr16 loe. datos de 
cnr~ar. qu .. ;:1< t(1on en \llll\ pt ]n d(> pt1t-->rtte y &u dime-ne:tonnmiento. Esto. 
pi lni ('l•I r t~f.l1ondP .-11 p11r>ntP "Hldí'\nd.:-t." utdc.:ldC• E>ri AJ•Elt.Zing~n-Holanda. 
en E>I Km. llH~(lll cc1n Clt tg~h Pn A¡1,tt;:~tr1~rH1, Mid1oac:!t.n. El planten­
mieT1h1 de ln ¡d l:t l'I nnoli~•""'r v &u dlniene.ior1~11lento o.parecen en lns 
f 1 R ur rtb 7 u y 7. \1. 
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Rstructuras especiales 

F:gcno Kg = Fuerzo "" descorpo cado !robe d• la 1upttrMtrucf\R • la •IJa 

J-·------- 10.3011'1 

I' ,, 

1.20m 

,. 

~IOrn 

,. 

~--t-- EWOTRE CE LA PILA CON 
EL CILIHORO CE APQ'<O 

CILINDRO OE Al'O'IO 

DETALLE cr; LA PILA TIPO 
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Estructuras especiales 

a) Kétodo Convencional 

Antes de analizar la pila por Dedlo del programa, aplicareaos 
el método convencional de an6lisis para las siguientes secciones. 

,M'l!J 616 1711-26 /iiO, 1&7.6 

F ~ ' ~ 
, 

Acot. •& 

~---~~ª~·2~6-J~~-23~1._26~~ ...... ~-'7Z--.!l0-0_t_,0.0 
Fig. 7.10.- Secciones a Bnali2ar por el método convencional. 

Las secciones de los ejes C', G' y J' no son arbitrarios. sino 
que corresponden a ejes que resultaron del análisis por el Jtétodo 
del elemento finito el cual se expondrá posterlonoente. Por el 
momento se pueden considerar como secciones cualquiera. 

Las fuerzas F son las cargas a las que está eonetida la pila y 
su valor es de P=96,700 Kg¡ el peso V de la pila es de V=1115,648kg 
<con T = 2.4 ton/m'l. La reacc!6n del cilindro a las fuerzas a que 
es sometido, son uniformemente repartidas y se calcula de la 
siguiente menera. 

5<96,770)t195,648 kg kg 
r = 1332.35 

510 CD 
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Bstr\lcturas eGpeciales 

Para calcular el momento al que está sometido alguna secclón 1 

se multiplican las tuerzas actuantes a la tzqulerda de la sección 
por su brazo de palanca. A continuación se calcularAn los momentos 
de las secciones de loe ejes C', G' y J 1 • 

Sección C' 

llC 1 

Sección G' 
F 

I 
Wo• 

F6cilmente se pueden calcular las 
siguientes igualdades 

A.·=Area a la Izquierda de ln sección 
e• = 21,115.Jcm' 

Y,.=Centrolde del Area A,. 41l. 95cm 

Por lo tanto, el p~so Yr es 

w,.=<200cm><21, 115.3cr> <0.0024K¡¡/cm' > 
= 10,135.3Kg. 

Por lo que el mo~ento en la sección eG 

JI..=-< 57. 5cml < 96, 770Kg. >-< 49. 95c:z» 
<10,135.3Kgl 

X,.=-6'070,535 Kg-C11 

Una secuencia de calculó similar a la 
anterior se realiza para las secciones 
o• Y J' 

A.-=120' 050cm' 

Y,.=135. 34cm 

W,.= < 200°"' > < 120, 050cm'l <O. 0024Kg/cm' l 
= 57,624 Kg. 

Por lo tanto, el nomento generado en 
la sección G' es 

Jl..=-C57.5cm + 266.75cm. >C96,770Kgl­
<135.34cul(57,624Kgl+C87.5cm/2l 
<1332.35Kg/cml<87.5cml 

Jl..=-36' 205, 042Kg-cm 
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Estructuras especiales 

A,.=203,800cm' 

Y,.=204.77cm 

'J,.=C 200cm > ( 203, 800cm'> CO. 0024!Cg/cm'l 

v,.=97 ,824Kg. 

Por lo tanto, el nomento generado en 
ltt sección J • es 

11,.=-C 225cm t 456, 25cml <96, 7701Cgl -
C204.77cm> (97,824kgl t 
C225c:m/2><1332.35Kg/ca) <255ca> 

ll,.=-42' 637, 954Kg-cm 

Este método de análisis supone que existe una d1stribuc1dn 
lineal de esfuerzos en las secciones y los calcula por la t6n1uJa de 
la escuadrflt. 

llY 
v,=--

l.os momentos de inercia para las tres secciones son 

200cm<268cml' 
r .. - = 320'8!3,867clll' 

12 

200cm<500cm>' 
r .. = = 2083 '333 '333cm' 

12 

IJ' = r.• 2083 '333' 333.:m' 
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BstructurAB especiales 

El momento tlexlonante y el momento de inercia pen11anecen 
constantes en toda la sección a la que corresponden y solo varia la 
distoncla Y del eje neutro al punto donde Ge requiere conocer al 
esfuerzo. 

Las dist4nci&s A las cuales ee c~lcularán los esfuerzos tAJtpoco 
son arbitrarias, sino que corresponden a ejes que resultaron del 
an611sis por el método del elemento finito el cual se expondrA 
posteriormente. Por el momento se pueden consideror COllO puntos 
cuD.lquier:1. 

Distribución de esfuerzos de lns secciones 

z 
124.0 
84.0 
29.6 

-41.t 
-134.0 

z 
240.0 
200.0 
145.8 
75. t 

-17.8 
-·110. 7 
-193.6 
-240.0 

Sección G' 

oo,lKg/cmn 

4. 17 
3.46 
2.53 
l. 31 

-0.31 
-l.92 
-3.36 
-4 .17 

Sección C 1 

cr,<Kg/cm1 ) 

2.35 
t.59 
0.56 

-0.78 
-2.54 

Secc16n J 1 

O',<Kg/cm2 ) 

4.91 
4.09 
2.98 
1.54 

-0.36 
-2.27 
-3.96 
-4 .91 

Loa resultados de este método en forma grA!ica loa podemos 
observa~ en la figura 7.11. 

bebido a la slmetrla del sistema de cargas y al eje de siaetrla 
de la pila podemos dibujar la dlstrlbucl6n de las secclones X' y Q' 
co1210 Bf1arecen en la figura 7. l 1. 
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Estructurns especiales 

b) lnAlieie por lledio del Progr.._... 

Ahora, teniendo en cuenta loe requerimientos del programa, la 
discreti~ac16n de la pila y la numerac16n de elementos y nudoa que 
aparecen en las figuras 7.12 y 7.13, se realizó la corrida. 

Los ejes de la pila sobre los que son calculados los esfuerzos 
aparecen en la figura 7.14 y son representados en forma gr6flca en 
la figura 7. 15. 

14 discretizaci6n que se hace de cualquier estructura est6 
restringid" por la geOJ1etrta de esta, aunque siCllpre se debe buscar 
una red en la que lae dimensiones de los elementos sean del mi6Jlo 
taDaUo. Bl •éta<lo del eleJOento finito calcula los esfuerzos en el 
centroide de cada el8Jlento y esta es la razón por la que se tiene 
que procurnr que los elenentos seein cuadradoe-, ademt\s de que existen 
problemas de rigidez al crear elmtentos alargados. 

Bn la d1ecret1zac16n que hicimos de la pila aparece elementos 
~largados en la parte superior e inferior porque nos interesa saber 
los esfuerzos cercanos a los apoyos y a las cargas. 

Pág. 114 



6AIKglcrJ! e.OCKg/ ,J 
;;;;: 1.11 111 111 l LI Lll -l<!8 

¡i'\7 ""' ·~ 
~ 118 eg ... IO& 

~ eg 70 ... 1/ 

.ea\ ~ M ... 
1 11 

"'\ + V . ee 37 38 ... • 

&!I "\ Z4 za ... 11 
.&e \; 13 14 ... Z2 

zo , 
' ... 1'11 

Fi¡. 7.12.- Oiscretizaci6n de la pila, nwieraci6n de elementos y 
represantaci6n de cargas an forll&4 da presión aobra al 

Area da los elementos. 

-.... 
l .. 
i 



4 
o 

3 2 

- 8 ~
 \ 

14
 

;!
O

 

12
 

: 
11 

17
 

5\
 1e

 

~
\
 

Z7
 

3
7

 

Zi 2
l \ 

31
 

2
1

\
.
 

-
zo

 

.e
 

!l
l 

e
4

 
7

3
 

... 

: 
: 

4
( 

4
Q

 
5

l! 

"' 
'n

i 

"" 
"' 

~'
 

... 
.,,. 

;i
e
 

47
 

oe
 

tl6
 

74
 

01
 

10
0 

IO
ll 

ll
ll
 

: 
: 

: 
81

! 
0

4
 

10
3 

11
2 

... 
°' 

IO
f 

11
1 

83
 

g
z 

'°' 
11

 

12
11

 
IS

! 
13

1 : ~
 

~ 
13

"4
 

l2
l 

121
1 

1-
"l 

12
1 
J/

 
"'' 
i/

 
, 

11
0 

14
2 

1'
40

 
-

14
1 

13
11

 , .. :
/ 

/ 

14
11

 
4

4
 

1 14
3 



-+ 
+ + + . .. .. .. .. + .. + • .. + .. 
+ + + .. .. + .¡ + + + + + + .¡ + 

\ .. .. + + + + + + .. + + + + + 

08 

\ + .. + + + t + + + + + + + 

\ .. + + + + + + .. .. .. + + 

\ + + + + + + • .. ... .. + 

.88 

\ + + ... .. + .. .. .. .. I ... .. + . .. + .. .. . + 1/ 

Fig. 7.14.- Bjes para lo• que se calculan los aafuerzoa. 
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Estructuras especiales 

Como era de esperarse, la distrlbucl6n de estuerzos que 
resultaron del an~llsls con el programa no fue lineal y el eje 
neutro no se localiza en el centroldo de la soccl6n, ademAs en las 
cuatro .. secclones mas próximas a los extremos existen doa puntos en 
los: .. que no se generan esfuerzos. 

Bl resultado de este anAlisia es mas cercano a lo que en 
realidad ocurre en el interior de la pila. 

e) C<nipnrnc16n del Resultado de lon Dos 111\todoa. 

Bn la figura 7.16 representamos de D~nera sinultonea loa 
resultados obtenidos en la aplicac16n del método convencional y loe 
obtenidos por uedio del programa. Rotamos que en la zona donde 
ocurren esfuerzos en tensión la diferencia entre los resultados es 
muy poca, pero en la zona de compresión los resultados del •étodo 
convencional son basta cinco veces nnyores a los obtenidos por •edio 
de la apllcacl6n del progrOJI~. 

De lo nnterior podemos concluir que las pilas ~ue son 
analizndas por el nétodo convencionnl nos lleva a reforzar, en 
algunas zonas, varias veces mas de lo que es necesario para que la 
e6tructura cumpla con su objetivo. Si a todo esto agregamos la 
incertidumbre que se tiene de su comportn.miento, lo que resulta es 
una estructurn nucho muy reforz~da. 

Sln embargo, 1' pesar de ln faltn de la berramientai maten6tica 
de an6lisis, los ingenieros inteligentemente han cubierto la necesi­
dad que Ge tiene de estas estructuras. 

Este método del elemento finito, además de 
certidumbre del conocimiento de lo que sucede en 
reditun grandes cantidades de dinero en ahorro 
refuerzos donde no se necesita. 

proporcionar la 
la estructuro, 
al no colocar 
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Bstructuras especiales 

d) Dlreccl6n de loe Hnfuerzoe Principales y Dofonoacl611 de la 
Pila. 

Los esfuerzos principoles O'- y O' .... que se describieron en el 
capttulo dos y que se obtienen con ln expresión 2.10 eon calculado& 
también por el progra.t11a y Ge encuentran en ln corrida de esta pila 
para cada elemento, donde opnrecen como S-XAX pora el esfueT20 
n6ximo y S-~JI para el esfuerzo mtnimo. 

Es necesario, para el disefto en la colocación del acero de 
refuerzo, la dirección en que se encuentran loe eafuerzoe 
principnles. La dirección de estos esfuerzos se pueden calcular por 
nedto de la eouaci6n 2.18 que aparece en al capitulo doe. Bl Angulo 
de esta d1recc10n con respecto a la horizontal aparecen tllllbt•n en 
la corrida de esta pila para cada elemento. 

Lo configurac16n de la dirección de estos eefoerzoe en baae a 
los 6ngulos que aparecen en la corrida se pueden observar en la 
figura 7.17, y la defoTDaci6n que tendr4 la pila a cauaa de las 
cargas, se representa en la figura 7.18 por •edio de los 
desplazamientos que aparecen en lo corrida para cada nudo. Bsta 
representac10n de la defornac16n es mil veces aayor que la real 
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P1g. 7.17.- D1reec16n de loe esfuerzos principales en la pila, que 
definen la colocac10n del acero de retuerzo que 
11evar6.. 



F1¡. 7.la.- De1onoae16n que tendr6 la pila a eauda da la carga. 
Bata repreaentaci6n •• ail veces »ayor que la real. 
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Estructuras especiales 

e) An411eie de la Pila Incluyendo la Fuerza S[B:llica. 

Para amalizar esta pila incluyéndole la fuerza que provoca un 
sismo sobre esta, se estimó que serla de aproximadamente el 20X de 
las cargas sobre la estructura, ea decir, 100 toneladas en dirección 
Y en sentido poeltivo. Reta fuerza bor!zontal debe situarse en las 
cinco cargas. 

Descrito de otra •anera, oe le aplicaron fuerzas conc~ntradas 
de 20 ton. en dirección horizontal y en sentido positivo a los nudos 
8, 37, 73 1100 y 137 adeia4e de las cargas cnusndns por }he trabes y 
al peso propio, como lo muestra la figura 7.19. 

w 

P1g. 7. 19. - Pi la sometidl!i a carga de supE:>restructurn 1 peso pro pi o y 
fuerza sfsmica. 

TBJ11bién se incluye el 20% del peso de la pila, por lo que en la 
corrida se anota el 0.2 de la gravedad en dirección Y. Con esto el 
prograna considera el 20X del peso de cada elemento como lo muestrn 
la figura 7.10. Bn lo referente a la discret1znci6n, nUD1eracJón de 
nudos y elementos, no CllDhJ~. Los resultados de este nn~lJsJG 
aparecen en la fJgura 7.20. 
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Estructuras especiales 

J.nAlleie do una Segunda Pila de Puonto por nl X6todo del Bll'-nto 
Plnlto CProgrllAll 8APV.2>. 

Ya analizada la primera pila, proponemos una segunda como ln 
que muestra la !il!'Jra 7.21. Bl sistema de cnrga y de opoyo 
cambian en compnraci6n con la primera pila, ~nicamente var1a 
cuanto a la geonetr1a, ya que esta se compone de un sistema 

no 
en 
de 

elenentoa unidos entre sf. 

Bl di set.lo y dinensionaniento de pi lns hr. tenido unl"I gran vnrie­
de:d en todo el mundo, pero nnte todo se h" busc"do que senin seguras. 
Por esta necesidad que tiene el ingeniero, es prudente saber cono 
se comportarfa otro tipo de pila ant~ un nimto sistenn de corgaa y 
elegir entre ellas. Bata elecciOn también se b~sn en la econonfa que 
representa ln construcci6n do cualquiera de ellns. 

Bn la figuro 7.22 se presenta lo d1scretlzac16n de Jo pila y 
los ejes que conforman la red, asi como los ejes que m~rcan los 
puntos para los que se calcular6n los esfuerzos. 

Lo fil!'Jro 7.23 muestra loa resultados do! on6Jis1a <Onlcamente 
se incluyen las once primeras secciones yn que lns otras once son 
exactamente iguales a su respectiva, debido n ln ainetrtn de la pila 
y de las cargas>. Bn esta figura se observa que el elemento sobre el 
cual descanGa la superestructura del puente tiene una distribución 
de esfuerzos casi lineal en, el centro del claro. Tiene un 
conportamiento semejante al que tendrfa una viga doblemente 
empotrada. Bl elemento que descansa sobre el cilindro se conporta 
como una viga sometida a fuerza axial y no tiene una d1stribuci6n de 
esfuerzos lineal, ade.mAs de que lns tensiones predominan. Bn las 
uniones es donde las secciones est6n sometidns a nas cambios en el 
caraCter de los esfuerzos, aparecen en estns secciones mas de un 
punto de esfuerzo neutro, por ejemplo, la sección D' tiene tres 
puntos en los que no se genenrn esfuerzos y ln distribuctón no es 
Uneol. 

Bn la figura 7.24 se ilustra el plantenmiento de un an.!\lisia de 
esta pila incluyendo la fuerza sfsmica, la cual es obtenida de la 
lli611a nnner.a como pnr.a In primera pila y en ltt figurn 'l.25 se 
presenta de manera como para la primera pila,y en l~ figura 7.25 se 
presenta de manera gr6f1ca los resultndos del an61Jo1s. La 
d1ecretizac16n y nuneractón de elementos y nudos fué la misma que 
para el an~lisis sin fuerza stsmicn. Bn ln f1RUra 7.25 se presenta 
Onicamente seis secciones que son las mas representntivas para el 
comocimiento del comportamiento de la pila ante un sismo. 
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Bstructurna especiales 

An4lieie de una Tercera Pila de Puente por el •~todo del HleJ11eoto 
Pinito <Progrl!l.llll BAPV.2> 

Bn la figura 7 .26 se presenta la tercertt pillll que proponemos. 
Bl si stena de cargas y de apoyo no clunbi an en coJ1{1n.rnci 6n con l ns 
dos pilas anteriores, Onicamente varfa en cuanto a su geometr1a, ya 
que consta de una viga de secci6n variable y que s1 cumple con la 
relacJ6n L/h >5, es decir, se podrtan calcular loa esfuerzos qoe se 
generan en ellas con la teorta propuesta por la 11nc6nicn de 
materiales. 

Se realiz6 estos an6.11sia pltirn. conprobnr la 11nei!tlidltid en la 
distr1buci6n de esfuerzos en una viga de sección vnrillble que cumple 
con la relac16n antes nencionada, adenás de que en eote enAl1a1a 
inclui11os un nn6.lisis en el que se cot1sJdera una bi lera de el~..Dentos 
de acero y loe de.m6s de concreto. 

PrJneraJJente se real iz6 el an61 is1s de ll'I pi la considerando que 
toda es de concreto. La dtecrettzac16n que se llevó n cnbo es la 
mostrada en ln figura 7.27, donde tanb1en se identificnn los ejes 
que contornan la red y los que detenitnnn los puntos en los que 
ser6n calculados los esfuerzos en los elementos y el sistema de 
carga. Bl resultado de este an611e1s ee ilustra de •anern gr6fica en 
la figura 7.28, donde ~nicamente aparecen lns secciones del centro 
de lft pila a Ja izquierda, ya que las otrns secciones tienen la 
Difilla d1str1buc16n a sus respectivas de l\CUerdo al plano de s1aetr1a 
de la pila. Los esfuerzos que aparecen de este nn6lisia no presentan 
linealidad en las secciones paralelas y sobre el cilindro que sirve 
cono apoyo, Las secciones s1tundas fuera del apoyo sf presentan 
"cierta linealidad" a excepción de lt'IB dos cercant'ls al extremo de ln 
pila. Un resultado interesane de observar es que lns mayores 
compresiones no se localizan en lns secciones sobre el avoyo. 

Un segundo an61Js1s de esta pila E>6 ln planteada en lo figura 
7.29, donde los elementos Pl 1 92, 93, ... , 104 y 105 eGtan 
constituidos do acero. Ya conociendo el conportnmiento de 1~ pil~, 
observamos que se necesita amar con acero en ln parte superior de 
esta para que resista las tensiones generadas por el siste.ma de 
cargllB, es por esto que, los el e.mentos antes mene! onndos 1 

consideramos que son de acero. L~s propiedndes que le ntribufmos a 
estos elementos son: 

B 2' 039, 000 Kg/cm' 
-¡ 0.285 
G 7113, 000 Kg/cm' 
D 0.0070 Kg/cn' 

Como se puede observar en lns propiedades que se ]e ntr1buyen 
al acero, este naterieil 1'1ene una nnyor elasticidad que el concreto 
y con la combinación de ."ll!lteri.:'lles se tendrA un remil lado del 
comportamiento de la pila 'ya anDoda. 
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Bstn>cturas especiales 

Los resultados de este an4lisis se representan gr4ficaaente en 
la figura 7.30, De estos resultados observamos una comprobac16n de 
lo que suponemos los ingenieros, en cuanto a que consideramos que 
las tensiones se concentran en el material de mayor elasticidad en 
una estructura sometida a un slstem4 de cargas. Bate es un resultado 
muy interesante qu~ posibilita el anAllsls de la pila ya araada y la 
comprobacl6n del comportamiento del concreto y del acero. 

SI observanoa las figuras 7.28 y la 7.30 notamos qua los 
elementos de concreto sometidos a esfuerzos de compree16n aatlenen 
casi el mismo valor, pero en lo referente ~ los osterzos de tena16n, 
los elementos de concreto cercanos a los de acero son liberados en 
gran medida de esfuerzos para concentrarse en los eleaentoe 
constituidos de acero. 

P~g. 133 



30 

eo 

zo 

z 

Ly 
1030 

f:QeT70Kg ' F 

w 
zoo 

4 1 ~ 418 

Cl~INOA:) DE /lKJYO 

Acot.cu. 

Fig. 7.26.- Pilo nlmero 3.- D1mens1onall1ento y siste.o de cargos Y 
de apoyo, donde lo planto de lo pilo es lo m1611o que la 
de la pila nlmero 2 

"' "' ... 
¿ 
n ... 
e ., 
" " 
~ 
~ 
2. 
" ·:;' 

" 



r0- _ T.+4J<elc a;:>eK9/ ªti!" <>.o6Kg/c 

:io /~ • l ll jj j 1 ll 
20 '} . . . . . . . . . . 
20 '" -

. . . . . . . . 
20 

,_ . . . . . . . . . . 
20 >- . . . . . . 
,~ . . . . . • . . . 

-........ . . . ' . . . . 
Z!!I~ 9 --- . . •W . . . ~ 
l'l4 _. . . . . . 
V! --- . . . .......- • 

BZ-6 70 

@® © 
15 «l5 73.8 

Aeot. c.., 

P1a. 7.27.- D1acrat1zac16n de la pila. Loa ejes 1,2,3, ... ,12 y 
A,B,C,. · .,P aon loa qua definen a loa elellMlntoa y los 
que tienen •Jea ""'rcados con priaa detinen los puntos 
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Estructuras especiales 

b> Dirección de loa l!Gfuerzos PrlnclPAlea. 

La configurac16n de la d1reccl6n de los esfuerzos principales 
para esta tercera pila cuando es considerada de puro concreto y 
cuando ee le coloca acero de refuerzo aparecen en la figura 7.31. 

Notamos en esta figura <7.31J que la d!recc16n de loa eafuerzoa 
prtncipales cambia cuando a la pila se le calculan loe eetuerzoa con 
el acero de refuerzo que llevar6 que cuando no se toma an cuenta 
eete. Una vez que la pila tiene el acero, loa estuerzoa tienen 
direcciones mas verticales, tamb1én notamos que la zona donde loe 
esfuerzos son totalmente vericalea suben con respecto al an~liaie 
donde no ee cone1dero el acero y aparecen esfuerzos horizontales en 
las flbrae cercanas al apoyo. 

La d1recci6n de los esfuerzos que se debe tener en cuenta para 
armar de acero de refuerzo n la p1la es de acuerdo a la figura 
7.3lth> ya que es mas cercnno "su comportaraiento retd. 
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Pig. 7.31.- Conf1gurac16n de los esfuerzos princip~lea. a> Para la 
pila constituida 6nicllllente de concreto y b) Para 
cuando ee le considera el acero de refuerzo. 
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CONCLUSIONES 



CAPITUW VI JI 

COJICLUSIOllBS 

Bl •étodo del elemento finito constituye una poderos~ herra­
mienta para el anAlisie de estructuras complejas como l~s pilas de 
los puentee de conpoe1c16n de nater1alee diversos y geonetr1ae 
cOllplicadae. Paira :fines pr6cticos, lns soluciones obtenidas mediante 
la aplicac16n adecuada del método a problrmns el6ot1cos pueden 
considerarse como exactas. 

Bl cniso de las pilas de puentes se puede modele.r adccuadnmente 
considerando que se trata de un problema de esfuerzos planos, es 
decir, aceptando que son nulos los esfuerzos fuora del plano de la 
pila. Las 11at.ricee de rigideces parn los elementos que se obtubieron 
en este trabajo se pueden aplicar para los problemas de esfuerzos y 
defonnaciones planas y aientrnis mns pequeftos sean loe elementos, la 
soluoi6n es m6s aproximada. Bn coso de tener ncceso a los grandes 
progranas como lo es el SAPV .2 se recomiendni qua seo usado 
adecuadamente para obtener los resul tndoG correctos y mul ti pl 1 ceir In 
rapidez de loe sn6l!sis. 

A pesnr de que no 8~1sten cuerpos idenlmente elásticos, el 
nétodo del elemento finitV~ con estn suposición, dn soluciones 
estructuras para lns qu@ no tienen por nerlio de las hipótesis de ln 
mec6:nicn de mnteriniles. Retomn el concepto de energ1n de defurmnciOn 
y le do utilid~d n los leyes constitutiv~G de los mnteriales de quo 
se constituye la cstructur~, es decir, relnciona los evfuurzos con 
las deformaciones por medio de ln ley ele Hooke. 

Bn la pr6ctica del an6lisia de esfuerzoG se ha observndo una 
aplicacl6n lnd!scrlminada de la f6nnulo de lo escuadría haciendo 
poco caso de las restricciones que encierra esta fórmula, lB cunl 
supone uno distribuoi6n lineal en tod~s las secciones de una vign, 
lo cual ba quedado en duda para cualquier problema. Sin PJDbargo, 
hemos visto con mucho gusto la aproximación que para fines prácticos 
se obtiene con la fórmula de la escuadr1a pnira el ct.lculo de 
esfuerzos en loa pilas parai puentes. Los ingenieros que sin tener un 
respoldo •aten6tico para comprobar el método convencion~l, lo h3n 
creado inteliRentemente y le hnn d~do, a lo lnrgo de muchoG nftoa, 
soluci6n a los problemas que enfrentáron. 
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Bsper11nos que con los an~lis!s expuestos.en este trabajo dé la 
certidumbre de que el método convencional d6 soluciones exactas pnra 
fines pr6cticos y de no tener posibilidad de uno de los grandes 
programaG de an611sJs, se utilice cc•n seguridad. 

La ventaja mas grande que tiene el método del elenento finito 
es que se pueden analizar estructurais compuestas de varios •aiteria­
lee, como es el caso de la pila en la que le inclui•oe el acero de 
refuerzo aden4e del concreto. De tal manera que podenoe conocer el 
conportamiento de la estructura con acero de refuerzo y sin él, 
siendo los resultados del an6lia1s, con los materiales que realmente 
tendr6. ln pi la, los mas JnteresantoG. 

Un& menera de empezar los anéls1s eG, hacer uno primero atribu­
yendo Ja compos1ci6n de la estructura única.nente de concreto, 
después se disena la colocac16n y cantidad del acero de refuerzo 
para loe resultados obtenidos. Unn vez teniendo la cantidad y 
dJstribuc16n del acero en la pilo de concreto, se calcula un 
promedio pesado de los materiales que constituyen cada elemento. Se 
raliza un segundo anA1Js1s con l"G nuevas caractertst1cas el6st1cae 
y de densidad ~e los elenentos del material ya combinado, y por 
último, se rediseHa. 

Finalmente, debemos hacer notar que los anAleis por el •étodo 
del ele.mento finito son costosos. Si se realizan por •edio de un 
programa de computadorn comercial que valen muchos millones de 
pesos, tn11bién se necesitn untt computndora potente que sea caperiz de 
correr el programa y 1 por el otro lado, si se emplean las matrices 
de rigJdeces y se formulan }ns ecuaciones para resolver el eistena, 
el tiempo requerido para un problema dado es de varias seJJanas, sin 
pensar en los errC'lres en que f>f> porlr1n Ct'IPr. 
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