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CAPITULO

IHNTRODUVCCTON

BEn los afios reclentes, al método del elemento finito ha tenido
anplia aceptactién entre los Ingenierovs como un método de an&lisis
extremadamente valioso. Su aplicacitn ba dado soluciones satisfac-
torias para muchos problemas que no tentan solucién, y 1la gran
cantidad del esfuarzo dadicado a la invoastigacitn, assgura un répido
ensanchamiento dael campo de aplicacién de entae método

Desafortunadamente, por el alloc nivel de la investigacién, a
easte nétodo lo rodea clerta mistica Bl objetivo de esta testis es
prasentar el método y su aplicacién en conmputadora de una manera
sancllla vy comprensible para remover esta nistica entra loe

ingenieros. Exponemos al planteamiento tes:iico para esfuerzos y
deformaciones planas ya que &l aundllsls tildimenstonal es nés
laborioso y su  exposicién es mAs complfcada

Pare poder aplicar sste método as necesarla la creacién de un
proplo programa de computasdora o la Intellgente aplicact6én de alguno
de los excelentes programas ya disponibles que utilizan el amplio
potencial del método.

Esta tesis ayudarf & los ingenleros y a los estudiantes de

ingenieria que no tisnen experiencia zon la utilizacién del método a
entender la necesidad de las programas  de computadors de este
método. Se analizarén algunas estru turass especiales de puentes
(pilas), las cuales, analizadas o ¢l m&todo convencional dejan

clertas dudas.

Bl método de los elementos tinltus se utilizé por primera vez
en la década de ios afios c«incuenta en ¢l diseflo de aeroplanos.
Durante algin tiempo se tuvo coma un secreto de técnica avanzada,
6in embargo, traspuso las barreras de 1a confidencialidad vy
actualmente el método se wnesefia en wuchne universldades y coleglos
t8cnicos como una técnica numérica pata el anAlleis de esfuerzoe y
es considerado como uno de los decartullos mas tmportantes en las
Gltimas décadas.
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Introduccién

Bn realidad, el sn&lisie en ingenlerfa ge orienta s encontrar
goluciones huméricas aproximsdas en lugar de la solucibn exacta
natenf&tica. Bl mayor prablema de usar las teorias comunes es que la
gaometria o alguna otra faceta del problema es irregular o
arbitreria y ee agquf donde las matemAticas puras ¥y rigurosss sa
quedan {noparantes, Yy estos problemas son los que conetituyen la
gran mayorla de los gque tendr& que enfrentar el ingeniero. Los
profesionales inteligentes han usado s8u sxperiencia y criterios
propios pero con incertidumbre en tanto no pasan por las pruebas.

Bl crecimiento del Area de aplicaci6bn ha revelade lo que
realnente es 8l método, es un procedimiasnto general para obtener
golucionee nproximades da ecuaciones diferenciales y se extendis a
problemag generales de continuos s88lidos, liquidos y gases.

Bn o] wétodo e modifica el sistema en wealemaentos finitos
(discretizacién) sustituyende el continue real y esla sproximactén
es an bose a eu bnaturaleza fistca. Estos alementos estan
interrelacionados y son una seria de problemac nas slmples y faciles
de resolver.

El trabajo empieza con 1la determinacién de 1las propledades
fiefcas qua gobliernan a cada elemento finito. Nuchas estructuras en
ingenierfa eatén compuestas por una serie de miembroe individusles
que estdn conactadoe. Batae estructuras son llamadas estructuras
esqueletales vy los puntos que conectan a los miembros son llamados
nudos. Bjemplo de estas estructuras son las vigas continuas y los
narcos como log mostrados en la figura 1.1.

B)l andlisis de estas estructuras esqueletmles puede hacerse
considerando el comportaniento de cada elenento individual
independiente y despuls ensamblando lus elementos do tal manera que
ee gatisfaga o] equilibrio de fuerzas y la coppatibllidad de
desplazamiantos en cada nudo.

Par consigulente, cuando la estructura contiene muchos miem-
bros, como 1as vigas y marcos gque contienen muchos tramos o miem-
bros, este procedimiento puede convertirse en muy laboricso vy
comprender un gran nUimero de ecuaciones simultaness. A causa de
esto, se ha dedicado mucho esfuerzo en la investigacién de técnicas
de anslisie basadas en la apreciacién fisica del comportamiento de
las estructurag, lo cual reduce la cantidad de trabajo requerido de

PAg. 10



Introduccidn

un anAlisis completo y no se requierve la solucidn directa de muchas
ecuaciones elmultaneas. Un ejemplo es ia técnica dal método de
distribuci{én de momentos de Hardy Grosa.

MIEMBRO
| iNDIMIDUAL

MIEMBRO \NOIVIDUAL

Pig.l1.1. EStructuras ssqualetales tiplcas.

Bl advenimiento de las conmputadorasc electrénicas digitales ha
dispuesto el regreso del! método fundamental de analisia Qua es el
nétodo da las rigideces ya que reallzan la 8olucién de un gran
nlmero de ecuaclones simultaneas. Hste m&todo, ya qua consiste en
pasos rapetitivos, o3 particularmente adecuado para la computadors
autom&tica, y su capacidad en la formulacldn da ecuaciones es de
méxina ventaja. Estas computadoras utilizan mbtodos satriciales para
el anflistie de estructuras esquelaetalea.

Pag. 11



Introduccién

Bn adicidn a estructuras esqueletales, los 1ingenlergs se han
preocupado por el anAlisis de eatructuras continuas, como las vigas
de gran peralte, placas y losas sujetaa a flexién, cortinas da
presaa, placas plegadas y westructuras en cascardn; donde la
superficie de la estructura es continua y es wsustituida por sus
conponentes en un nGmero finito de elementos.

Bl método del elemento finito represanta la extensién del
método matricial para eatructuras esqueletales en el andlisias de
sstructuras continuas. Bn el método del elemento finito, el continuo
es 1dealizado como una eatructura que consista en un aGmero
de elemantos individuales conectados solamenta por puntos nodales,
como se muestra en la figura 1.2.

Fi1g.1.2. ldealizacifn dael continuo en elementos finitos, a) Cortina
de presa. b) Placa plegada.

Antea de comenzar con los detalles del nétodo discutiremos
algunce de los requirimientos del método.
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introduccién

Requirimientoes Fundamentales.

Cualquiera que eea la causa de los fuerzas y deformaciones
internas en una eestructura, tres son las condlciones bAsicas que se
deben observar:

a) Bl equilibrio de fueorzas;
b) La compatibilidad de desplazamientos; y
¢) Las leyes del comportamisnto del matertal.

Bstas primeras condiciones s0lo son requeridae para el balance
entre lae fuerzae internas y las cargas externas aplicadas. Bn
algunos problemas estas condiciones son suftclientes.

Antes de estas condiclones ee necesario conocer las relaciones
entre cargas y deformaciones por cada componente de la estructura.
Betas relaciones, en problemas de elasticidad lineal se reducen a la
ley de Hooke.

Bl uso de estas trese condiciones es el requerimiento
fundamental en cualquier método de anslisle estructural,

Nétodo de lae Rigideces o de lou Desplnzamientoa.

Bn el nétodo de las rigideces se satisface la compatibilidad de
desplazanmientos y las ecunciones de equillbrio ee determinan vy
resuelven desconociendo loe desplazamientos nodales, ya que &stos ese
suponen.

*Principio del Trabajo Virtual,

Bl principlo de trabajo virtual es usado en la derivacién de
las rigideces de los elementos. Hste principio relaciona lase cargae
externas y eus correspondientes fuerzas internas de tal manera que
satiefagan las condiciones de equilibrio y tanbién loe
desplazarientos y las correspondlientes deformaciones en el miembro
T Uata srimisie o mads ver deecrsilade on tanive am

Lraten du allodes As arwvpis
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Introducoi 6n

que satimfacen 1la condicién de compatibilidad. Bl principio puede
generalizarce como eigue: "El trabajo virtual hecho por las cargas
externas a8 igual al trabajo virtual interno realizado por la

estructura". Bete principio puede ser expresado mateméticamente de
la sigulants manera

IR+6 = I e €d(Vol.)>

Donde B @e refiere al sistema de cargas externas. & es la
deflexisn, v es el sistema de fuerzas internas y € es la deformacién
interna de la estructura.
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Conceptoe bdmicos

CAPLITUIO 11

CORCBPTOS BASBICOSB

Bn este capitulo ee asentarén las bases nacaeasarias para la
comprenaién, anélisia vy aplicacién del método del elemento finito.
8e describirs el método de las rigideces, se axpondr&n las hipéGtesis
on Que e basa la teorfa de la elaasticidad, los conceptos de
esfuarzo y deformacién y 1la relacifn que existen antre ellos, se
describiré cuando sa debe trabajar con la teorfa de eafuerzos planos
y deforaaciones planas y finalmaente se explicard el circulo da Mohr

para ssfuarzos que ayudar8 a entender ios resultados de los anéslisis
por al nétodo del elemento finito.

METODO PR LAS RIGIDHECES

Lag componentes estructurales son para mnuchos ingenieros

familiares a 1las que tiene un resorte como el mostrado en la figura
2.1

.,
<
o Iocnsxm VERTICAL §

-

Fig. 2.1 PFuerza aplicada a un resorte
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Conceptos bdsicos

Para las aeastructuras como pare lus resortes existen relaciones
antre las fuerzas F y los desplazanientos. Estas relaciones estén
definidas por la ecuacisn 2.1

F=KEé 2.1

donde X es la rigidez del resorte y corresponde a la pendiente del
diagrama fuerza-desplazanliento (figura 2.2)

PENDIENTE K

Fig. 2.2.~ Diagrawa Fuerza-lesplazamlento

Conociendo el valor de la rigldez y de la fuerza aplicada, la
acuacién 2.1 puede despe jarse para calcular el desplazamiento como

1
6§ = — F (2.2)
K

Nientras que el vator de un desplazamiento es suficiente para
conocer el estado de deformacliones para un simple resorte, para
estructuras ndes complicadas como Jlo muestra la figura 2.3, es
necesarioc determinar l}as deflexiones de las articulaciones B,C,D,B
para poder evaluar los eefuerzos en los miembros.

Considerando esta estructura completa, también es posible
derfvar un valor similar al obtenida en a ecuacitén 2.1. Para este
caso es necesario reescriblir la ecuacién 2 i en forma matricial, tal
como aparece en la ecuacién 2.3.

(FYy=0K1) 5 2.3

Pag. 17



Conceptoa basicos

P
c 0
[:] £
A F
Fig. 2,3.- BHRetructura con varios miembros y artlculaciones

Ya que, un nfimero de miembros esta interconectads por un nfimero
de nudos, los rasultados de la accién fuerza-desplazamiento de 1a
aestructura pueden describirese Onicamente por medio de una serie de
ecuaciones eimultaneas. EBn la ecuacitn 2.3, (F} y (§) son vectores
de cargas nodales y desplazamientoe nodales respectivamente y (K}l es
1a riglidez de toda la estructura.

Estos conceptos son la base del andlisis del método de las
riglideces. La matriz (K] ee determinada por la rigidez de 1a
estructura y relaciona las fuerzas aplicadas en el nudo (F) con los
desplazamientos nodales desconocidos (§). Para el resorte mostrado
en la figura 2.1, 1la cual tiene Gnlcamente un solo desplazamiento,
la matriz es del orden de 1xl y los vectores (F) y (§) contlenen un
solo término cada uno.

Cuando este resorte es parte de una estructura, cada unoc de sua
extrenos estf conectsdo con otras partes de la estructura y pueden
ser desplazados. A cada nudo (extremo del resorte) se le puede
aplicar una fuerza.

Bn la figura 2.4, F, y U, son la fuerza y desplazamiento en el
extremo 1 y B, y U, son 1la fuerza y desplazamiento en el extremo 2.
Por lo tanto, el vector fuerza y el vector desplazamliento son

o8] e
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Conceptos basicos

FlY, " Fe Uz

Pig. 2.4.- Resorte que equivale a un elemento conectado en sus
extramos con otras partes de la estructura.

La matriz de rigldecas del resorte ea del orden 2x2 y la
acuacién 2.3 toma la slgulente forma

[e]- e fu] a0

donde loe términos de 1la matriz de rigldaces son min desconocidos.
Estos términos se obtlenen permitiendo que adopte cada uno de los
elenentos un modo independiente de defurmacién y determinando las
relaciones entre los desplazamtentos y las fuerzas del nudo.

Adoptaremos la convenclién de signos que a continuacién

aa
muestra en la fligura 2.5,

Pig. 2,5.- Convancién de aignous

Pag. 19



Conceptos basicos

Constiderenos primera que sdlo el extremo 1 puede desplazarse y
el extremoc 2 permanace fljo.

f, C x .

g 20

T B A A o e
A A

Fig. 2.6.- Caso ).~ Puerzas aplicadas al elemanto con el extremo A
libre y o1 B tijo.

Consecuentemente, la fuerzm y desplazamiento del nudo 1 estén
relacionados por la ecuaciéa.

By, = kW

Para que existn equilibrio de fuerzas se requiere qQue

By ¢ B = 0

Por le tanto
Py = ~Fp, = -k U;

De lan miena manera es ahora 1{jado el nudo 1 en Bu posicibébn
inicial y se permite el desploazamiento al nudo 2.

L

-

L&zo'A 2y

Fig. 2.7.~ Casu 2.~ Fuerzas aplicadas al elemento con el extremo A
fijo v el B libre.
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Conceptos bagicos

Por lo tanto

Para obtener las relacicnes entre las fuerzas P, y F, y los
desplazanientos U, y U, para el casv cuando ambos extremos tienen
fuerza y desplazamiento.

F K F,
g e AN e e L
A A ] ]
Fig. 2.8.- Caso cembinando caso 1 y 2

Aplicando el principlo de euperposicién y combinando los
slaetemas cargados de las figuras 2.6 y 2.7 tenemos.

Fuerza total en el nudo ) F, = FutPa
Fuerza total en el nudo 2 Fi =  PutPa
Por lo tanto E, = kU,-xV,

B, = -kU,+XV,

Y en forma matricial

HAERIEN

Hasta ahora 1la matriz de rigideces [K*) para el resorte eata

dada por
-k
{ K ) = -k k

donde el sufijo e indica que la matriz es para un elemento indivi-
dual y no del sistema o estructura.

PAg. 21



Conceptos basicos

Una propiedad importante de la matriz de rigidecas del elemanto
es su eilmetrfa, ya que, el coeflclente k., as igual al coaficlente
Xei, también debe notarse que es una matriz singular porque el valor
de &u determinante aes caro.

Busamble da 1la Natriz de Rigideces

Como ya se analizé, la matriz de rigldeces para un simple
slenento es verdaderamente sancilla, el sigulente paso es como estas
matrices pueden ser ensambladas para formar la matriz de rigideces
de la estructura completa con diversos alementos. Bn primer lugar,
el proceao es similar al descrito anteriormenta y para ilustrarlo se
presenta la siguiente figura.

Ft,U) N 2—'2! * o F3.Us

Fig. 2.9.- Dos elementos estructurales unidos por el nudo 2

Procedisndo como en el ejemplo anterior, U, y U, son £t jados
e igualados a cero, peraitiendo Gnicamente el desplazamiento del
nudo | como sa muestra a continuacién

f2
I 2 3
U, 70 Up:0 Uy:0
Fig. 2.10.- Caso 1.- Desplazamiento permitido Gnicamente para el

nudo 1.
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Conceptos basicos

Para este caaso laa relaclones entre P, y U son
Fi=kal,
y por equilibrio Fy=-F,
No existe fuerzn en el nude 3 parque U, y U, valen cero y por lo
tanto
=0

Ahora, 61 U, y U, se fijan e igualan a cero como lo muestra la
siguiente figura

Fa
£ g — -
1 by F

A A VU S N
1 2 3
h =0 UarO Ua:0

Pig. 2.11.- Cesso0 2.- Desplazamiento permitido Gnicamente para el
nudo 2.

el pudo 2 requiere que cada uno de 106 resortes tengan el migmo
desplazariento. La fuerza del nudo 2 coneiste en dos componentes
xaU, (la fuerza necesaria para extender el resorte AB) y kblU, (1a
fuerza necesaria para comprimir el resotte BC)., Por la tanto

F, = (katkb) U,

considerando el equilibrio en el resorte AR y en el BC

B, = -kal,

By, = -kbl,
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Conceptos basicos

Finalmente U, y U, eerén fljados e igualados & cerc como lo
nuestra la siguiente figura.

Fe
———
X,
ho S R Be
2 3
W:0 =0 Usf0
Rig. 2.12.- Caso 3.- besplazamiento permitido Gnicamente para el

nudo 3

y anAlogamente al primer caso

Fs = kb U,

Pz -P = ~kb U,

Ya que Be coneidera un camportamiento elfstico lineal, es puede
aplicar el principio de superposicifn de los tres casos

Caso 1 F, = kaV, f B, = -kal, i F,= O
Caso 2 R, = -kal, H Fy = kal, + kbl,; B, = -kbl,
Caeo 3 B = 0 H Fy = -kbl, f Fa = kbU,

Bapresado en forma patricial

P, ka -ka 0 U
By |} = -ka  katkb -kb U (2.6)
P, 0 ~-xb xb u,

Debe notarse que la matriz de rigideces (K] es simétrica.

Aunque el ensamble de la patriz (K) de 1a ecuacién 2.6 no es de
gran dificultad en este caso particular, en estructuras con un
ntmero grande de alementos el ensanble es extraordinariamente
tedioso. Por esta raz6n se sugliere que la matriz de rigideces (X1 se
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Conceptoe basicos

obtenga segOn lag matrices de  rigldeces de loas elemantoas
individuales (K}

Primero se escriben las matrices de rigideces de los elementos
que constituyen la estructura.

Biemento AB Klemento BC
Fy ka -ka U, b, l kb -kb U,
Py =|-ka ka v, y ! - {-kb kb U,

Aunque las dos matrices ({(XK*) son del miemo orden no pueden
afiadirse directamente ya que Utienen relaci6n diferente con los
desplazamientoe. Sin embargo, insertando un r1englén y una columna de
ceros que relacionen los tres desplavamientos, tenemos

Fi xa ka O U,
F t = | ~ka ka O U,
Py Q 0 0 u,
F, 0 0 0 U,
Fs 0 kb kb U,
Fy 0 kb kb I

F, ha ka 0 U,
B = ~ka kaikb b 1 Uy 2.7

Fy 0 -kb kb | Uy
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Conceptos bdaicos

CONCBPTOB DE BLASTICIDAD

La nateria pueds ser estudiada deede un punto de vists genaral
como una sustancia o medio continuo. Sa le coneideran propiedades
ideales como continuidad y equilibrio, atribuyéndole otraa
propiedades daefinidas como {sotropla, viscosidad, honogeneidad,
elasticidad, etc.

Se coneidera un medic continuo a 1a sustancia uniformemente
repartida, la cual puede ser jdealizada en diversoe modelos para su
astudio. La mecanica dal medio continuo involucra los
desplazamientos vy flujo de cantidades de materianles s6lidos vy
fluidos.

Para sv estudio ee conaidars sl material dividido en elementos
nuy pequefios, o sea, el medio eers un conjunto de particulaa con
cierta disposeicién y unidas con caracteristicas determinadas.

Bl estudio del eetado de esfuerzo y del estado de deformaciones
de sblidos elAsticos da origen s 1la teoria de elasticidad,
designando como weblido al conjunto de particvlae unidas por fuerzns
cohesivas,

Loe cuerpos se claeifican en rigidos y deformables. Un cuerpo
elBstico es un sflido capaz de deformaree bajo la accién de fuerzas
axternas, de tal manera que se establezca una relacifo entre las
fuerzae y las deformaciones y cuando dejan de nctuar las cargas, el
cverpa recupera &u forma inicial. Por el coatrario, cuando ee trata
de cuerpas rigidos el cuarpo conserva su forma inicial y dimensiones
al aplicarle un sistema de fuerzas,

Hipbteais de los Cuerpoe idealmente Rlseticos

~ Bn el espacio del 86lido definido por aus froptsras, cualquier
funcibn que 88 sstablezca pbers continua y derivable,

- Bl material del cuerpo ser& eldstico, homogeneo e {ebtropo que
conaiste en mantener las amiemas propiedades en todoms sue puntos y
en cualquier direccidn.

~ Bl sistema de cargas actuantes deberA eetar en equilibrio.

~ Se admite e} principio de esuperposicién de causas y efectoe,
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Conceptos bdeicos

- Las deformacionas qua s8e presantan en los cuerpos eldaticoe son
pequefias, de tal manera que ho altaran el carscter de las cargas.

lLos materiales de conatruccldon que maa condiciones cumplan de
las eatablecidas, tandran un comporismiento mae congruante con la
teorfa de elasticidad.

Bl problasma primordial de los e6iidos estA en conocer el
régimen de esfuerzos y deformaciones en cualquier punto. Y no
c6olamente es problema de 1loe &w61idos, sino de cuslquier medio
continvo.

Podenos definir, por lo tanto, que la teoria de la elasticidad
e 1n parte de la fisicas natemAtica que estudia el problema de lia
determinaci6n de los esfuerzos y deformaciones en cualquier punto de
un 86lido eléstico. Bl estudio de la elasticidad puede ser tedrico o
experimentnal .

Bsfuerzos

BEn general, las tuverzme intermnas que actdan socbre Areas
infinitesinales en una secc¢idtn transversnl son de wmagnitud y
direccién variables, como lo muestrn la figura 2.12

Bstas fuerzas eon de naturalez2a vectorial y wmantienen en
equilibrio a las fuerzas exterlormente aplicadas. En .a mec8nica de
66lidos es particularmente significativa la determinacitén de 1la
intencidad de estas fuerzas eobre las diversas porciones de una
seccibn transversal, pues la reeistencia a la deformaci6n y a las
fuerzae depende de dichas intensidades. Bn general varian de un
punto a otro y estén inclinadas con respecto al plano de la seccidn.
Sa acostumbra descomponer las intensidades en direcciones
perpendicular y paralela a la seccibn que se investiga.

Cono lae componentes de 1a intensidad de fuerza por unidad de
Area, esto es, de esfuerzo, se tienen Onicamente en un punto,la
definicibtn matem8tica de eefuerzo es

of
lim -~ (2.8»
o OA

¢ =
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AP,
~e iy
aR, 4 AA
{o) tby
Fig. 2.13.- a) Cuerpo secclonado con fuerzas internas y externaa en
equilibrio. b) Vista anpliada de @A con las componentes

aP.

La intensidad de la componente perpendicular a la seccitn sa
llana esfuerzo normal en un pupto. Los esfuerzoe normales Qque
producen tensibn en la euperficie de una secclédn transversal se
denominan esfuerzos de tensién. Por otra parte, los que actBan o
presionan contra la eeccifn traneversal reciben el nombre de
esfuerzos de conmpresidén. Las otras componentes de intansidad de
fuerza acttian tangencinl o paralelamente al plano del elemento de
drea y se llaman esfuerzos cortantec y se denominan por la letra
griega ©.

Deformaciones

Un cuerpo cuando es sometido a un slatema de cargas no sdlo
tiene una deformaciodn lineal (acwrtamiento o alarganiento en una
sola direccibn), sino también puede tener deformaciones lineaies en
otras dos direcciones. EBn el estudio analitico, las tres direcciones
suelen tomarse perpendicularmenta entre &1 y ee identifican por los
subfndices X, Y y 2. Un cuerpo tamhlén puede deformarse como sa ve
en la figura 2.14. BHBetas deformaciones causan un canbio en los
&ngulos rectos 1iniciales, entre las lineas de un cuerpo y este
canbio de &ngulo define la deformaci6n angular o por cortante.
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z

Fig. 2.14.~ Deformacién angular de un elemento en el plano X,Y

Puesto qua las deformacionea varfan de un punte a otro, las
definiciones de deformacién deben relaclonarse a un elemanto infini-
tesinal. Conseideramos una deformacién lineal que ocurre en clerta
diraecclién, como lo indica la figura 2.15a. Alguncs puntoe como los A
y B se nueven a les posiciones A' y B' respectivamente.

Durante el proceso de deformacién, al punto A experimenta un
desplazaniento u, el deasplazamiento del punto B as utou puesto que
adem&s del desplazamiento de cuerpo rigido, u, comGn a todo el
elemento ox, ee produce un alargamtento ou dentro del elemento. Con
esta base, la dafinicién de deformaci6n lineal es.

ou du
€ = lim —— = —— 2.9)
- ox dx

S1 un cuerpo se deforma en direcclones perpendiculares, como se
muestra para un caso bidimensional en 1a figura 2,15b, se deben
utilizar subindices en € para indicar 1la direccién de la deforma-
cibn. Por la niema raz6n es necesario cambiar también las derivadas
ordinarias por las correspondientes parciales. Por consiguiente , si
en un punto de un cuerpo u,v, y w son las tres componentes de
desplazaniento que ocurren, respectivanmente en las direccionee X,Y y
2 de 1los ejes coordenados, las definiciones bAsicas de deformacitn
lineal se convierten ean,

du dv dw

€ = — H €, = — H €, = — 2.10
dx dy dz
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Fig. 2.15.- ERilementos deformades en sus poslciones inicial y final.

Ademds de las deformacicnea lineales, un elemento también puede
experimentar una deformactén angular, como lo Lluatra la figura
2.15c, Puesto que v es el desplazamisntn en la direccltén y, a medida
que se avanza en la direcclién x, dv/dx es la pendiente del lado
fnicialmentehorizontal del elemanto Infinitesimal. De lgual manera,
el lado vertical se 1inclina un &ngulo du/dy . Con bade en ello, el
&ngulo CDE, iniclalmente recto, se reduce an la cantidad ( dv/dx ) +
{ dusdy ). Por consigulente, para canblos de &ngulo pequefios la
definicién de la deformacién angular es.
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Ty = Tee = — + — (2.11)

Las definiclones para las deformaciones angulares
correapondientes a los planos XZ y Y2 sa obtfenen an forma seme janta
y son

dw du dw dv
T = Tox 3 — + — H T = Typ T —— 4 —
dx az dy dz

Ley de Hooke

La relacitn entre el estado de esfuerzos y el estado de
deformaciones para un medio eldstico es

e =K € (2.12)
donde K es una constante que depende del material para el cual ae

quiera relacionar el esfuerzo y la deformacién cuando esta tltima es
pequefia.

Ahora, la ley de Hooke generalizada para un material ieotrépico
se puede escribir como

(8 -, v,
€, = — = Y= - Y—
B B B
r. o, [
€ 2 - P ¢ — - po—
B B B
[ o o,
€ = - Y= ~Yy-— ¢t —
B B B
Gn
Ty = —~ (2.13)
G
R
Tpg = ——
G
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B
G
B

2(1 + )

donde ¢ es la deformacién y su subfndice {indica la direccién de
esta, v es la deformaci6bn angular y sus subindices indican el plano
de €sta , ¢ es el esfuerzo y su subindice indfca la direccién an que
actia , » es el esfuerzo cortante y sus cubindices indican el plano
en que actda , B es el m6dulo de elasticidad del material, G es el
médulo de rigidez y V la relaci6n de Polsson.

Bsfuerzoe Planos

Bl concepto de esfuerzos planos es aplicable cuandeo una de sue
tres dimensiones e6 pequefin en relacién con las otras dos. Para
ilustrar esto consideramos una placa delgada que es cargada con
fuerzas aplicadas en su frontera, paralelas el plano de la placa y
distribuidae uniformemente sobre su eepesor, como lo muestra la
figura 2.16,

ol

Fig. 2.16.- Placa cargada en su espesor y un corte traneversal.
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los componentes de eafuerzo ¢,, B3« ¥ 3. 80K Caro en ambas carss de
la placa. Hntonces, el estado de easfuerzos es descrito inicamente
por &, o, ¥ .. También puede suponerse que estas tros G(ltimas
gonpnnentes son 1independlentes de Z ya que son sclo funcién de X y

Deformaciones Planas

Bs poeible una simplificacién similar en el otro extremo, es
decir, cuando las dimensiones del cuerpo en la direccién Z es nmuy
grande en relacibén con 1as otras dos. Por ejemplo, 61 un priema
cilindrico es cargado por fuerzas que son perpendiculares a lo largo
del slemento y no varfan a 1lo largo de su dimensidn mas grande,
puede coneideraree que en todas sus secciones traneversales tiene la
miena condicibn, como lo puestra la figura 2.17

Fig. 2.17.~ Tubo sometido a cargas perpendiculares a su longitud

Ba simple suponer que las egecciones de los extremos estén
limitadas por planoe rigidos, impidiendo el desplazamiento en
direccién axial.

Hay muchos problemas importantes donde se aplica este concepto,
por ejenplo, en murce de retencisén donde su presibn es lateral o en
téneles y alcantarillascoro lo muestra 1a figura 2.18.
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Bn cada caso las cargas no varifan a ln largo de su longltud y
las condiciones son las wmiskas para taodas las secclones transversa-
les. Por lo tanto, es suflclente con considerar Gnilcamunte un corte
entre dos saecclones ssparadas a una distancia unltaria. Las compo-
nentes u y v de los desplazamiuntos son funcionys de X y Y ¥y son
independientes de la coordenada loagitudinal 2. Ya gqua el desplaza-
mplanto longlitudinal w es coaru, las ecuac{onas sigulentes son {gusles

a c8to,

Fig., 2.18.~ a) Muro de retenci6tn. U funel o alcantariila

dv Uw
AT e It ¢
da 3y
du dw
T = — 4 =~ 2 O
dz ax%
uw
€ = — = 0
dv

Bl esfuerzo &, puede furmularne en términoe de ¢, y v, y por
medio de la ley de Hoole generalizada. Ya que €,=0

e, vo, - e, = 0
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¥, = Voo + o)
donde el esfuerzo normal o, actia scbre la secclén tranaversel

incluyendo los extremos.

Da lo antarior podemos escribir:

Lay de Hooke para eafuerzoa planos

T oy
€ = — -¥—
B B
o, L
€ =-V— + — (2.14)
B B
G E
Ta = = donde G = ————
G 2(1 + V)

Ley de Hooke para deformaciones planas

[ v,
€, = (1 - YyD— = (V+ ¥)—
E B

89 [-5%
€ = ~(NV+YH— + (1 - yH— (2.15)
B B
G B
T = — donde G = ——
G FISER B
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CIRCULO DB NDHR PARA RSPUHBRZOS

Bs evidente que en muchos casus los esfuerzoe normales y
cortantes actfan sipultaneanente en un elemento de un cuerpo. Por
ejemplo, un elemento tipico A de un niembro ecometido a fuerzase
axinles y transversales, como lo muestra la figura 2.19, experimenta
esfuerzos normales ¢, vy o, debido a las fuerzas axial y flexibn, y
tanbién un esfuerzo cortante »,, debido a carte.

| ’ -

*
o m———te

g - p
tr.u
o I
,,,,,,,, —
R R n
tal [I8-3}
Fig. 2.19.- Estado de esfuerzos en un punto.

Por otra parte, es posible describlr el estado de esfuerzoas en
un punto en términos de loe esfuerzos que act6an en un plano
inclinado, como 1o indica la figura 2.20. Tales esfuerzos &on
descripciones equivalentes del estado de esfuerzo en un punto, ya
que los mismos, independiente de los planos en que actOan, mantienen
el equilibrio del elemento.

Aqul se busca la transformacién de ecfuarzos del sistema xy de
ejes coordenados al sietema x'y'. Para esto, pasamos un plano BC:
normal al eje x' a través del elemento y se aisla la cufia de la
figura 2.20b. La sacci6tn plana BC forma un Angulo 8 con el eje
vertical y, ef tiene un Area dA, las caras AC y BC tendran un Area
de dAcoe O y dAsenB, respectivamente. Multiplicando los esfuerzos
por las Areas respectivas ee puede construlr un diagrama con lae
fuarzas que actan en 1la cufia, figura 2.20c. Aplicando las
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acuaclones de equilibrio estético a las fuerzas qua actfian en la
cufia, sa obtiesnen los esfuerzos ¢. ¥ S., .
IF.. =0

r.dA = r.dAcosBcoeD + o,dAsenbsend +%.,dAcos8send
+ 3 ,dAsenBcosd

v, = r.coe®® + o,800'0 + 28,senfcoed
(1+cos20) (1-cos28)
€ =¥, + o, + B.8en28
2
rote, .-,
. = + coe28 + &.,5en28 (2.16)
2 2
De igual modo
ER,. = 0
[ XL
Bwy F— — 88020 +8.,co0628 (2.17)
2

y L
L. ¢
4
. o o Y
n.l ] . x.,i
.8 "LA o A 8
Ow Tey
% [
8 x
(o [ te)
Pig. 2.20.- Bsfuerzosen un plano inclinado.
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Las acuaciones 2.16 y 2.17 aon las expresionee genarales para
a8l asfuerzo normal y el easfuerzu rortante, respectivamente, sobrae
una eeccidén plana localizada por o1 Angulo 8 y causados por un
eistema de esfuerzos conoctdos.

A menudo el interée ee centra en la determinacién del méximo
esfuerzo posible sag0n las ecuaciones 2.16 y 2,17, y los planos en
que ocurren tales esfuerzoe deberfn hallaise primero. Para localizar
el plano de un esfuerzo nornal mAxino o minimo, la ecuaci6n 2.16 se
deriva con respecto a 0 y la derivada se iguala a cero.

do, . r-w,
— == ———-28endb t 2%.,cougd = 0
de 2

Por lo tanto

tan26 =

e — (2.18)
to, - 0,072

La ecuacién 2.18 tiene dos rafces, puesto que el valor de 1a
tangente de un &pngulo en cuadrantes diametralmente opuestos es el
miemo, come lo muestra la figura 2.21. Talees rafces eetAn a 180° y
como la ecuacifn 2.18 es para un Angulo doble, las raices de B estén
a 90°, Una de ellae localiza un planoc en el que actha e)l eafuarzo
naormal mAximo, la otra eitda al esfuerzo normal =inimo. Para
distinguirlae se utilizard la notaclén con prima y biprima.

Antes de evaluar los esfuerzos anteriores, se deduce qua sl ae
desea la localizacién de loe planve en que no actdan easfuerzos
cortantes, la ecuacién 2.17 debe jgualaree a cero. Besto da por
resultado la mnisma relacibtn que la ecuacitn 2.18, por lo gque se
llega a la siguiente conclusién: En planos en que ocurren los

esfuerzoes normales néximos o minimoe no hay esfuerzos cortantes.
Tales planos &e llaman planos principales de esfuerzo, y los planos
qQue acttan en ellos, loe nurnpaler mAximoe y minimos, se dencminan

esfuerzos principales.

La magnitud de los esfuerzos principales ee puede obtener
sustituyendo en la ecuacién 2.16 los valores de las funcionee seno y
coseno correspondientes al Angulo doble dado por la ecuaci6n 2.18.
Despubs de hacer esto y de simplificar los resultados, lase expresio-
nes para el esfuorzo noirmal mAximo (designado por e, ) y el sefuerzo
normal sinimo (designado por o, ) cerén

o te, J(v, v,)i B
(00 )™ e = 0,,1 = B L . 2.19)

2 »
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T, 12
0A:08: E_Z.SL) e Bul

[
180 20° Z30n 29" 2 )

" 55
€01 20" s-cos28° =

Ty e ————
- 2 2
(ng.E'i.) + Doy
=
2
Fig. 2.21.- Funciones de Angulos para esfuerzos principales.

donde se debe utilizar el signo positivo antes del radical para ob-
tener ¢, y el signo negativo para o,.

Un estudio simllar al realizado para los esfuerzos normales se
puede efectuar para el acfuerze cortante. Por lo tanto, para locall-
zar los planos en loa que actGan los esfuerzos cortantes m&ximo o
minimo se debe derivar la ecuvacién 2.17 con respecto a 6 e igualar a
cero la derivada. Una vez hecho 1lo anterior y simpiificande los
rasultados, las operaciones dan

~(o, — v)/2
tan26, = m— (2.20)
Dy

donde 8, es el Angulo que define el plano en que es mAximo o minimo
el esfuerzo cortanta.

igual que 1la ecuacién 2.18, la 2,20 tiene dos raices, que tam-
bién ee pueden distinguir por la notac{én prima y biprima., Loe dos
planos definidos por esta ecuaci6étn son perpendiculares. Ademés, el
valor de tan 28, dado por la ecuacibn 2.20 es el reciproco negativo
del valor de tan 20 de la ecuacién 2.18. Por lo tanto, las raices
para los Angulos dobles de la ecuacién 2.20 estdn a 90° de las
raices correspondientes de la 2.18. Esto significa que los &ngulos
que localizan los planos de esfuerzo cortante m&ximo o minimo forman
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&nguloa de 45° con los de los esfuerzos principales. La sustitucién
an la aecuacién 2.17 de la funcivnee senoc y coseno correspondientes
al fngulo doble dado por la ecuacidn 2.20 y determinadas de manera
anBloga da la figura 2.21 dard los valores aAximos o minimos de los
esfuerzos cortantes. Daspués de slnplificar, tales esfusrzos son.

1’(&, “o, )
Bama, = 4 gt 4 g 2,21
2!

Bn consecuencia, el esfuerzo cortante ni&ximo difiere Gnicamente
en signo del esfuerzo cortante sAximo, Adenfs, como lae dos raices
dadas por la ecuacldn 2.20 localizan plancoe a 90°, este resultado
significa también que son iguales los valores numéricoe de los
esfuerzos cortantes en planos mutuamente perpendiculares. Desde ol
punto de viesta fisico tales eignos no tienen significado y por ssta
razétn al mayor esfuerzo cortante, independientemente de su eigno, se
le 1lamars esfuerzo curtante maxiso

A diferencia de los esfuerzos principales, en cuyos planoe no
ocurren esfuerzos cortantes, loe esfuerzos cortantes mAximos actfan
en planos que usualmente no est&n libres de esfuerzos norsales. La
sustitucisén de 6, de la ecuacidtn 2.20 en la 2.16 muestra que los
esfuerzoe normales que actOGan en los planos da los ssfuerzos
cortantes mAximos son.

v.te,

(2.22)

Ahora, un estudioc cuidadose de las ecuaciones 2.16 y 2.17
revalaréd que representan una clrcunferencia en forma paramétrica.
Tal representacifn e puede ver con n&s claridad escribiéndolas aen
1a siguiente fornma.

s.te, Ve &,
[ codd 0 Leendt 2.23)

.
~-GEned t Hacosl8 (2.24)

Blevando al cuadrado ambas ecuacicnes, suméndolas y simplificando.

r,to, ? (e, 0,)?
[v.A - - ] L (2.26)
2

2
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Bn todo problema dado v, ¢, ¥ %, son las tres constantes
conocidas, y ¢. ¥ Bu,r 8on las variables. En consecuencia, la
acuacisn 2.25 se puade aescribir en forma més compacta como

(e = ) + 3L, = 17 (2.26)
donde
. oo, ton = o)?
a = me— v » = ——— +l,
2 2t

Bsta expresién es la familiar de geomeiria analitica, (x-a) +
¥y = b para una circunferencia de radio b con su centro en (+a,0).
Por lo tanto, el se traza la circunferencia que corresponde a esta
ecuacién,las coordenadae de un punto de tal circunferencia corres-
ponden a ¢, ¥ B., para una orientacitén particular de un planc
inclinado. La ordenada de un punto de la circunferencia es el
esfuerzo cortante 3., y su abscisa el esfuerzo normal v.. La cir-
cunferencin aesf construida ce llama circulo de Mohr para esfuerzo, o
einplemente circulo de esfuerzos.

x
+ Wy s
I oy
+ Dy B max
4 AT, Doy )
+7 II
/
.
'l o % ,C JTq, T
7
’
— » BTy, 5y, ’
18 minls & men

Tue Ty (o 4T,
{9} tb)
Pig 2.22.- Circulo de Xohr para esfuerzos
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Un circulo de Kohr basado en la informacion de los esfuarzos
que se dan en la figura 2.22a ee ha trazado en la figura 2.22b con ¢
y & como ejes coordenados. Su centro se locallza en (a,0) y su radio
a8 igual a b. Bl punto A de! clrculo corresponde a los esfuerzos
sobre la cara deracha dael elamento dado cuando 86=0°. Para aeste
punto, o. = ¢. Y B., = b, Como ALLGT = & /(e.-6,3/2]1, da
acuardo con la acuacién 2.18, el Angulo ACJ es igusl a 28,

Cuando 8=90° o1 eje x' eatd dirigldo hacla arriba y al eje y’
bacia la lzquierda. De esta orientacién de loe ejes, las coordenadas
del punto B del circulo son o, =¢, ¥y ¢, =-%,. lLas coordenadas de
loe puntos A y B satlsefacen la ecuacien 2.2%. Bl miamo razonsmiaento
se puede aplicar a cualquier otro par de puntos como D o B. Las
coecrdenadas de talee puntos dan los esgfuarzos asoclados a una orien—
tacidén particular de los efss X' v ¥Y', loa cuales definen un plano
que pasa a través de un elemsntu. lodas las formas posibles para
describir los esefuer:os en un elemanto para diferentes valores de 6
ast&n representadoa por puntos en el clroulo de Rohr para esfuerzos.
Por consiguiente, puedan deduclirse las slgulentes conclusionas
importantes relativas al estado de satuerzos an un punto:

1) Bl nayor esfuerzo normal posible es v,; al menor ase ,. ¥o
existen esfuerzos cortantas Jjunto con uno u otro dea estos
asfuerzos principales.

2) Bl mayor esfuerzo cortante e, numéricamente igual al radio del
circulo, es (¢,-0;)/2. Un esfuarzo normal igual a (r,4r,}/2 actta
en cada uno de loe planoe de esfuerzo cortante maximo.

3) 81 v=0s, el circulo de MNohr degenera en un punto y pingtn
esfuerzo cortante se desarrnlla en absoluto en el plano xy.

4) Si  v¢.40,=0, el centro del circulu de Mobr coincide con el origen
de loe ejes ¢ y G ; exlste asi el estado de esfuerzo cortante
puro.

5) La suna de los esfuerzoe normales en dos planos mutuamente
perpendiculares es invariante, esto es:

outo, = 6ty ¥ oo, b o, T constante
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Natriz de rigidecee para el caso general

CAPITULO 111

i

NATRIZ DB RIGIDBCRS PARA Bl. CASO GENERAL

La aplicacién del Nétodo del Elemento Finito se basa en siete
pasos y &on loe primeros seels los que definen 1a wmatriz de
rigideces.

Betos pasos son los eiguientes:

1.- ldentificaci6én del problena.

1.~ Selecci6én adecuada de la funcién desplazamiento.

1.~ Relacit6n general de loe desplazamientos dentro de un elemento

con loe desplazamientoe del nudo.

Relaci6n Desplazamiento-Deformacién,

Relacitén Befuerzo-Deformacién

-~ Relacitn entre las cargae de los nudos y los desplazanientos
nodales.

V11l.- Relacisn BEsfuerzo-Desplazamiento,

< e
—
1

Siguiendo el orden establecido procederemos a 1ilustrarlo
analfticamente.

1.~ Identificacidn del Prohlemn

Bl primer paso conveniente es elegir la coordenada y el ntmero
del nudo del elemento en el sistems.

Ya que el grado de libertad que el elemento finito debe tener,
es el vector de desplazamiento del nudo ( é* ) y el vector de carga
del nudo { F* ) del elemento, la matriz de rigideces [ K* ) de los
elementos {ndividuales la define la siguiente ecuacién.

(P ) = [ K ){ 6 [§ D]
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11.- Seleccifn Adecuada de la Funcién Desplazamiento

La funcién desplazamiento es definicién fnica del estado de
deeplazanmiento en todos loe puntos dentro del elemento.

Bl patrén de desplazanmientos conviene rapresentarlo . en
expresidén polinomial y adenés e) 1intento de expresar el
desplazamiento en cualquier punto ( &8(x,y) )} en té&rminos del
desplazamiento del nudo { 4§ ). BEl polinomio asume lo que debe de
contener un coeficiente desconocido por cada grado de libertad que
posee el elemento. Bl estado de deeplazamiento en cualquier punto
(x,y) dentro del elemento puede eccribirse en forma natricial como:

{ 6Cx,y> ) = [ f(x,y) 1 a ) (1D

donde ( a ) es el vector columna del atGn deeconocido
coaficiente de la funcibén polinomial [ f(x,y) ).

{11.- Relaci6n General de 1loe Deeplazamientoe Dentro de wun
Elemento con loe Desplazammientoe del Nuodo.

Los coeficientes de 1a funcié6n despliazamiento ( a } estén ahora
expresados en términos de los desplazamientos del nudo ( §* } y, por
lo tanto, sustituyendo en 1a ecuacién 1], el desplazamiento en
cualquier punto dentro del elemento estA relacionado con el
desplazamiento del nudo { é* ).

Ya que ( 8(x,¥y) ) representa el desplazamiento en cualquier
punto (x,y) el desplazamiento del nudo puvede obtenerse eegfin la
sustitucién de 1las coordenadas propias del nudo. Por lo tanto, del
nudo 1

{6 )=  8xy,7) ) = [ flx,y) M a}

Procediendo sinilarmente para otros nudos, para el caso de un
elemento que contiene n nudos.

Phg. 45



Matriz de rigidecee para el casc general

{6 ) RICR SR
A { Ty )
(6 s = . Cad
€ 60 [ £y 3
(6 1=1Ad{a) (i11a)

Ya que conocemos la matriz { A ), el vector deeccnocido es el
de coeficientes ( a ) gque puede obtenerse con la inversa de 1la
expresién lia,

Cad) =1 A1 &) [SER1-Y]

Sustituyendo a { & } en la ecuacidn 1] se deeprende la relacién
entre el desplazamiento en cualquier punto del slemento { &(x,y) ) y
8} desplazaniento del nudo { §* )

C8¢x,yy ) = 0 f¢x,y> Y L A D 6°)

1%.~ Relncibtn Deeplazsmiento-Deformncibn.

Las deformaciones ¢€(x.,y> en cualquier punto (x,y) del elemento
ests descrito por loas desplazamientos 6(x,y).

las deformaciones en cualquier punto del elemento pueden
obtenerse seg(n el deeplazamiento elegido en funcidén de una
diferencial, la forma correcta de la diferencianl depende del! tipo de
probleaa considerada. PFor ejemplo, para e) problesa del plano de
elasticidad las deformaciones corresponden a la primera derivada del
desplazamiento, mientras para problemas de flexidn las deformaciones
ast8n asociadas cop la curvatura del elemento y corresponde a la
segunda derivadas de los desplazamientos. En general

{ €{x,y> } = ( diferencial de §(x,y> }
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Katriz de rigidecee pars el casc general

La forma exacta de esta expresién para cuslquier olase de
problema en particular puede obtenerse segin In teoria de
elasticidad. Usando 1la expresidn ( &i(x,y) ) de la scumcibn 111 y
sablendo que t A ¥ty ( & ) gon independientes de x y y, por 1o
que la deformacién puede ser expresada como

{ €tx,y) } = [ diferencial fCx,y> )} { A ¥ ( &

Definiendo & 1a mntriz [ diferencial de f(x,y> ) como la matriz
{ C 1 podemos decir que

{ €dx,y3 ¥y =1 C 1§ A I+ (&)

donde [ C ) es constante en términos de x,v.
La relacidn entre 1a deformacidn en cualquier punto dentrg del
elemento y los desplazamientos del nudo ee

(CYILAI=1B8B)

duedundn
€ €tx,y) > = 1 B} { &) aw

V.- Relacién Refoerzo-Deformacién.

Loe esfuerzos interncs { er(x,y?> } ocurridos en el elemento
6ardn ahora relacionados con las deformaciones { €(x,y) }.

Ya que lae relaciones enire las deformaciones internas y el
desplazamiento del nudo { 6 ) son ya conocidos, el esfuerzo internc
{ v(x,y) ) pueden relacionarse con los deeplazamientos del nudo. Bn
este paso las propiedades elBsticas del elemento toma parte en esta
conaideracién. En general

{ etlx,y> } = [ D) & &€tx,y) }
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Natriz de rigideces para el caso general

donde [ D ) ests en términos de la matriz de elasticidad y contiene
las propiedadies elfeticas, cuantifica los mbdulos da elasticidad B y
la relacién de Poieson ( ¥V ), De lo anterior se desprande que

{otx,y2 ) ={DJ) (B3} (&) (85]

Vl.~ Pelacién entre 1as Cargas en loe Frdos y loa Desplazamientos.

Los esfuerzoe internos { ¢(x,y) } 1los reemplazamos ahora por
cargas ectAticas equivalentes en 1loe nudos { P* }. De estas cargas
en los nudos estAn relacionados con los desplazamientos en los nudos
{ 8 ). Con esto definimos que el elemento requiere la matriz de
rigideces [ K* ).

Bl principio del trabajo virtual acostumbra a determinar 1la
carga est&tica en el nudo squivalente a los esfuerzos internos. La
condicién de equivalencia puede expresarse como sigue: durante algtn
desplazanmiento virtual impuesto al elemento el trabajo total externo
hecho cerca del nudo cargado debe igualarse al trabajo total interno
hecho por los esfuerzos.

Arbitrariamente se fijan los desplazamientos del nudo
representados por el vector ( 6% ) seleccionado, donde

Bl trabajo externo hecho por los nudos cargados (V..) es
conocido por

Voo = {63 (F) + (&P + . +{&MI (R} = (4%)(P)
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Natriz de rigideces para el caso general

51 se impone arbitrariamente desplazanientos caugando
deformaciones ( €{x,y)' ) en un punto dentro del elemaento donde los
eafuerzos reales son { ¢{(X,y) ), entonces el trabajo interno hecho
por unidad de volumen se conoce como

Vim. = { €(x,9y) ¥ { oi{x,y) )

Yy el trabajo total interno se obtiene integrando el volumen del
elemento, es decir

IVHA diVol.> = I( €lx, ¥y ¥ { oix,¥y) )} d(Vol.)

Adora, de la ecuaci6bn IV, 1lae deformaciones £1jadas en
cualquier punto en el elemento se conoce en términce del
desplazamiento ( €(x,y) ) =1 B} ( & ). Da aquif, cuando los
desplazamientos del nudo son impuestos ( §™ )}, los desplazamientos
correspondientes pueden escribiree como

{ €lx,y2* >y = ( B 1 ( =)

{ €x,yd* ¥ = [ B (&0

Ademés, de 1a ecuacién V, el esfuezo real en el elemento son
conocidos relac{onanado el deeplazamiento real del nudo comwo

Cotx,y) > =1 D1 LB} {48
Por lo tanto, estas expresiones pueden sustituirse hacia 1la

ecuaci6n del irabajo virtual por el trabajo interno, obteniendo

jvnqd(Vol.) = Jl B )Y {é~ Y (D1 B & Vol

V. = (8% P (P}

La operacitn final es igualar el trabajo externo con el interno
hechos durante loe desplazamientos virtuales del sictema { ™ ). Ya
que el principio bésico del desplazaniento virtual es vAlido para
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Natriz de rigideces para el caso general

cualquier aplicacién de desplazamientos. La selecciétn del sistema de
desplazamientos virtuales del nudo pueden elegirse a voluntad. Con
intencién se presenta que es conveniente tomar valoree unitarios de
los desplazanientos del nudo. Procedemos a igualar el trabajo
interno y el externo.

Voo = J.'V...d(Vol.)
{ 6~ V(P = Il B (&> [ DIl B & ddtVol.>
(6~ Vi P =II} BY (D1 B )d(Vol.)I( 6™ ) & )
{P) =”l B1II[DIER )d(Vol.)I( &)

comparando la ecuacién VI con la |

(P ) =§ K ) (6

la natriz de rigideces es

[ K ) = Ll B ) (DIl B )dVol.)

par lo tanto, evaluvando la matriz de rigideces del elamento en
el caso general, es necesario formular la matriz [ B 1 que se f1]jo
en el paso 1V segfin las matrices { A 1" vy { C 1y lamatriz ( D}
que se fijo en el paso V y ejecutando la multiplicacién de nmatrices
e integrando definimoe la ecuacién VI.

¥I11.- Relacitén Bsfuerzo-Desplazamiento.

Finalmente, la matriz [ H 1 de esfuerzos-desplazanjientos
describe los eefuerzos internos en el elemento { ¢(x,y) } para sus
desplazamientos nodales { §* ) que ya estAn determinados.
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Natriz de rigideces para el caso genesral
Lae relacionee requeridae ya han eide desarrolladas y se
definen por la ecuvacién V como

Colx,y) ) = [ DI 1B (&)

La matriz esfuerzo-desplazamiento [ H 1 es conocida como el
producto de las matrices [ D } y |

[H)=1D)I[B} (420 D]

En general, la matriz { H ) contiene términos en X y Y y por lo
tanto describe los esfuerzos en cualquier punto (x,y), dentro del
elemento para los desplazamientos del nudo ( 6° }. Algunas veces eg
conveniente su obtencién para reducir la expresidn que define a los
esfuerzos.
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Caso del elemento viga

CAPITULD 1V

CAS0O DEL ELEXENTO VIGA

Bn este capitulo sa aplicars el maétoda dal elemento finite para
8l caso del alemanto viga. Consideremoae un elemento recto con
eaccién tranaversal uniforme y que sea parta de una estructura
sometida a un alatema de fuerzas y nomentos qua le producen
desplazamientos y rotaciones como lo nuestra la figura 4.1

Fig. 4.1 Elemento Viga antes y despGes de aplicarle el asistama de
fuerzas vy momentos.

Bl eje Y de 1la figura es normal al plano del papel, los
circulos del extremo del elemento indican la posicibn de los nudos y
no denotan su dependencia. Ya que el problema es de una viga
flextonada y que en el »snlleis de arsnduras en ingenierfa la
deflexibn axtal es ignorada, s6lo se necesita considerar dos
deeplazamtentos en cada nudo, 1s deflexién normal de la viga V y la
rotacién 6,. Por lo tanto, el nGmero total de grados de libertad por
cada elemento viga son cuatro. BY término "grados de libertad" puede
conslderarse con el miemo elgnificado qua desplazamjentos del nudo.

Asociado con 1a rotacién y desplazamiento en cada extremo del
elenento estédn las fuerzas correspondientes del nudo, momentoa T, ¥
fuerzas cortantes F,.
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Caso del elementg viga

Loa vectoreas de los desplszamientos y fuerzas del nudo 1 pueden
aescribirae couo

vl F‘l
{ 80 ) = 8y H { B ) = Tn

por lo tanto, loe vectores de

desplazamiento y cargas en los
nudos toman la siguiente forma

v P,
{ &) 8, { B ) T
&% )=41{ &) LA 3 P el By 2= 4 By
all TI ]
Ya que

cada uno de estos vectores contiene cuatro términos, la
matriz de rigideces { K* 1 del elemento es del orden 4 x ¢

Beleccitn Adecuads de la Puncidén Doesplazamienioc del Rlemento Vigs,

Bl desplszamiento en alg6n punto dentro del elemanto puede
definirse con las dos componentes, la deflexi6n ¥V y la rotacién 8,.
Asf el vector desplazamiento es conocido como

v
C8x\y¥ ) = 8,

Ademds el elemento poses cuatro grados de libertad ( W, 9,,
Vi, 8, ), cuatro coeficientes desconocidos deben aparecer en la
representacién polinosial del patrén de desplazamientos. La scuacitn

de la eléstica que represente a la vigas flaxionada debersd tener loa
cuatro coeficientes y esta puede ser

Vo= oa, b otex b asx? +oax? 4.1)

donde @,, o, @, & 60n los coeficientes desconocidos.
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Caso del elemento viga

AdemAs, asl como el anAlisls estructural, el m&todo del
elemento finito solo admite desplazamientas y rotaciones paquafias
por lo que podemos escribir

tan 6, = 8,

por lo tanto

8, = d¥/dx = d¢ a, + X + ax® + @x® }/dx

8, = @ + 2mx + 3ax? {4.1a>

Segtin las ecuacionee 4.1 y 4.1a el vector desplazamiento
{§(x,y)) queda

vl [
(6¢x,y)} = e,}: 0

-
w
falke N
w
%%

[

gRpP

La cual define la matriz [(f(x,y)) y el vector ( a ) de la
acuacién I del capitulo anterior.

Relaclién General de loa Desplazamientoe Dentro del Blemento Viga
con loa Desplazamientoe de loe Nudoa,

Para este caso las coordenadas de los nudos en la direccién x
gon O en el punto 1 y L en el punto 2 por lo que las scuaciones 4.1
y A.1a toman la siguiente forman.

Cuando x=0

Vi = (4.2a)

6 = @ (4.2b)
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Caso del elemento viga

Cuando x=L

Vi = a ¢+ L+ ol 4ol (4.2¢c)

B,y = a t 20l + 3oul? (4.2d>

Becribiendo estos resultadoes em forma matricial tenemos

L »1 o 0 0 ay
8, 0 1 c 0 [
\ /] = 1 L L L a (4.3
6,2 0 1 2L 3w [ A

donde se puede identificar facilmenle la matriz i A 1 y el
vector ( a) de la ecuacién Illa del capitulo anterior.

Abora, la amatriz [ A )" se puede encontirar por medio de resol-
ver de wmanera simultanea las ecuaciones 4.2c v 4.2d ya que sabemos
que oy = ¥, y o, = 0, de las cuaciones 4.2a y 4.2b respectivamente.

V: = ¥, + 841 + a,l? + ol N .1

8,y = B,y + 20l + 3@l ..., 2

Despe jando as de 1

W, - ¥, - 8,L - al?
@ = ——————————— 3
LI

Sustituyendo 3 en 2
(¥ - ¥, ~ 8,L ~ wl? )

Bp = B8, + 2 L + 3a,12
12

2
B, = -6, + - (¥, - V) + al?
L
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Caso del elemento viga
Por lo que

1 2
@G = = (8t 8, -~ (W = V) il 4
L L

Sustituyendo 4 en 3 y reduciendo tenemos

3
@y, = = (26, + @) + = (V, ~ V) .., 5
L L

Acomodando en forma matricial loue resultados anteriores podemos
escribir

a 1 0 ¢ o] v,
a [s] 1 a 0 By
a = |-3/L* -2/L 3/1* -1/L vy (4.4)
a 2710 asL -2/ 1/} 8y,

La matriz [ A ) corresponde a la matriz cuadrada 4x4 de 1a
ecuacién I111b del capftulo anterior,

Relacién Desplazamiento-Deformacisn del Elemento Viga.

Para el problema particular del elemento viga, la ftnica
deformacién decesaria de considerar ee la curvatura.

En textos de resistencia de materiales y de mecdnica de sflidos
6e encuentra la deduccién de las sigulentes ecuaciones.*®

1 M
R Bl

€ Ralas manr o jaa o w1 ik “Arcinits v Boliat
Tt P Pesev @) iawitule 1] Teflmimes on Viee® be 446
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Caso del elemento viga

donde R es el radioc de curvatura de una viga flexionada y la rela-
cién 1/R definea la curvatura de la aldstica. También deduce la si-
guiente relacién

1 daw
- —— (para deflexiones pequefias)
R dx?

donde x y V eon las coordenadas de un punto de la viga. Bn el
problema que e considera, 1la distancia x localiza up punto en la
elSetica de una viga flexionada y V es la deflexion, o sea, 1la
desviaci6n del punto con respecto a su posicién inicial. Por 1lo
tanto, podemos escribir

av

1a ecuacidn anterior es correcta cuando el sentido positivo de
V se toma igual al eje positivo Y, Por el contrario, cuando 1a
flexi6tn tiene lugar en el plano XZ, 1a curvatura inducida por loe
monmentos positivoe N es opuesta a 1la asociada a 1a curvaturn
positiva 1/R = A'W/dx? de la el&stica. Por lo tanto

-4 n

dx? RI
y podemos escribir que

1 a

R dx

Ya que la Onica deformacién necesaria de considerar en la vigs
es la curvatura decimoe que

{ €(x,y) } = - —— = - 2a, - 6ax
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Caso del elemento viga

Reescribiando este resultado en forma matricial tenemos

a
a
( €<x,yy ¥} =1 O 0 -2 ~6x 1 [N {4.5)
o
sustituyendo la ecusctén 4.4 en la 4.5
1 [o] 0 0 8
0 1 0 0 [:
(e, 3=l O o -2 ~6x 1{-3/LF -2/L 3/L* -1/L V.
271 1/ 2700 /LR B,
Xultiplicando las matrices se raduce a
vl
6 12x 4 6x -6 12x 2 ox By
(E(x.y)l=[—--—- —_ - —p — —--—-] v
LBow L L2 L2 L L: B
La matriz de la acuacidén anterior corresponde a la matriz { B }
da 1a ecuacién IV del capftulo antertor

Relacién Bsfusrzo-Deformacifén deal Elemanta Vigas

BEn 8l capfitulo anterior se 1legd a la acuacién

olx,y) > =21 D 1{ &dx,9) )

donde la matriz [ D ] eat& en términos de la natriz de elasticidad y
contiena las propledades elésticaa. Para eate cmso la matriz [ D ]
contiene solo términos correspondientes de la rigidez a la flexién
(Bl). Por lo tanto, el eafuerzo queda representado por
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Caso del slemento viga

\ A

6 12x 4 6x -6 12x 2 6x -9
(v(x.y))=[811[—- _— = - = - = - - '—] v,
| L A L L & L Low 8,

felaciones antre las Cargas en loe Budose y loe Desplazamientoe en
loa ¥udoe para el Caso del Blamento Viga.

La ecuacién VI se establece para conpletar el caso general
donde se obtiena el trabajo total {interno hecho durante el
desplazaniento virtual del alemento; el producto del esfuerzo
interno y deformaciones internas tienen que ser integrados sobre el
volumen total del elesmento. Para el caso particular del elemento
viga, el esfuerzo internoc ({(¢{(x,y)} corresponde al momento interno
por unidad de longitud, ae avalGa al trabajo total interno vy el
praducto del momento intarno por unidad de lengitud y debe ssoclarse
la curvatura de la integral determinada de la longitud total del
elemento. La expresién

fvd(\’ol.)

en la ecuacidn V] se reemplaza por la expresibn
13
I. dx

para el caso del elemento viga, por lo que escribimos.

£y
(P')=.[.IB)'KD][B)dx}($')

v
lK'l=.{.lBl'lDHBldx

Todae lac matrices en estas ecuaciones ban sido ya resueltas
explfcitamente. La matriz [ K ) puede expresarce de la sigulente
‘manera e .
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4 1211

g

4 6x
Lo 6 l2x
ll'lJ. ml[—— —
6 12 i

-y X

[‘0

2 6x

Lo

Caso del elemento viga

4 o2 -6 12 2 6x
-2 = = Za
L v v L v

Blectusndo la wnltiplicacise de matrices tenemos,

36 . + x?
o e i
24 - gag b S
4 L' LA
(l'izlﬂl).(.
384 - Uax
-
12 . + 12
oW
integrando

12
[:4 6L
)=y -2
2] 6L

QObeervamos que

24-Bax s 7axt

LA O g N T I
1o- 4fx ¢ 308 - 244+ ofx - 128
v op 1 v L
24 + Mx - Iax? 36 - M4x ¥
PR LA Ll LJ Ll LO
8 - 36xh Foxt - 12+60x - 720
[LEEN Y i LR ) [

oL -12 6L

6L 21

-6L i2 -6L

21 -6L 412

la matriz da rigidecea es aimétrica lo gque

tacilita su aplicacién en programas de computacidn.
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Caso de)l elemento viga

Relacién Bafuerzo-Desplazamiento del Blemento Viga.

Con las matrices (D) y (Bl definimos [(H]

8 12x
(H1Y=BI - —

4 6x -6 12x 2 6x ]
- —_— - — - —
| S A L L

L L2 L?

y con aato cubrimos lose mtete pasca bAsicos del método del alemanto
finito. .
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Caso del elenento triangular

CAPITULO V

CASO DEL BLEMEETO TRIANGULAR PARA ESFUERZOS Y DEFORNACIORRS8 PLANAS

Los pasos bé&sicos en la derivacién de la matriz de rigideces
del elemento triangular para esfuerzos y daeformacinnes planas se
presentan a continuacién.

Belecclén Adecuada de Coordenadas del Sictema y Nfmero de ¥odos.

Las coordenadas cartesianas de un elemento triangular son
(%, (X3,¥:) ¥ (x5,72) que corresponden a los tres vértices 1, 2, y
3 respectivamente y se numeran en e&entido contrarico al giro que
hacen las manecillas de un raloj, como se muestra en la figura 5.1.

Y
3
F
4 2
Y
s
[N [T ]
(
i X
Fig. 5.1.~ Ruzeracién de nudos para el plano elfetico del elemento
triangular.
Para el problemsa del planc el8stico, donde todos los

desplazamientos sor en el plano, el elemento tiene dos grados de
libertad por cada nudo como se muestra en la figura 5.2, haciendo un
total de seis grados de libertad (u,, v, v;, va, U, Vy) para ecte
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Caso del elemento triangular

alemento, Sua correspondiente fuerzas también son sgele (Fxi, Fyi,
Fxs, Fya, Fxo,Fyad.

Rig. 5.2.- Desplazanientos y Fuerzas nodales.

Usando la notacién matricial, el vector desplazamiento del nudo

1 puede escribirse como
Uy
{& )= v

y su vactor de fuerza correspondiente es
Fx,
{ Fo ) = Fy,

Para los tres nudoe los vectores de fuerza y desplazamiento son

U
vy
&) Uy
(6 ) = {0 & = v 5.1)
(& ) W
Vi

Psg. 65



Caso del elemento triangular

Fx,
By,
{F) Fay
(P} =10 R }}p = By, 5.2)
{ B Fxy
Fy,

Ya que cada vector contiene seis términos, la matriz de
rigideces [K*) sers de 6x6.

{P ) =1 K ){ 6°)

Bleocitn de 1a Funoibm Deeplazsmiento (f(x,¥)) que Dafine el
Deeplazamiento {( 6(x,y)) en Cualquier Punto del Rlemento.

Para el problema del plano eldstico, el desplazamiento en
cualquier punto puede obtenerse considerando los movimientos u y v
en las direcciones X v Y respectivanente. Ya que este caso contiene
geis grados de libertad, o sen, seis coeficientes desconocidos (a,,
g, @3, ..., W} o8 requiere una reprecentacién polinomial que
permita un desplazamjiento patrdén. Se recomiendan los dos polinomios
siguientes.

u
v

a,
[+ "

ox + 4
WX + 0y

+
+ (5.3»

4w

Ya que ambos deeplazamientos son lineales en X y Y la continui-
dad del desplazamiento ee asegurada entre elementos contiguue en
cualquier desplazamiento nodal.

Bscribiendo 1as ecuaciones 5.3 en forma matricial

u 1 x y 0 o0 0
{ §({x,y} } = v = 0 o] 0 1 x y

(5.4)

spaper
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o bién

{ 8¢x,y> )

Caso del elemento triangular

[ f(x,y> M a)

Bxpresar el Bstado de Desplazamientos {§(x,y)} Dentro del Elesento
en Términoe de Desplasamientoe Nodalees { & )

Este paso se lleva a cabo sustituyendo los valores de las coor-

denadas del

nudo en la ecuacién 5.4 y,

siones para los coeficientes desconocidos.

Nudo 1}

& ) =

¥udo 2

{ & ) =

Fudo 3

{6 )=

r

1
o]

Lol =

o

0
Yi {a)

0
Y2 { a?l

0
Y { a)

Cambinando los vectores de desplazamiento tenemos

16,}
{683}
{8:)

{ 6 ) =

{6{x1, 1))
{6 (x3,%:0)
{8, 93))

(f¢x,y.))

= (£(%,¥:))

[£{%s,¥2)])

{

por lo tanto,

a

3}

obtener expre-

(5.5a)

(5.5b)

(5.5¢)

(5.8d)
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',  Caso del elewento triangular

Buat{tuyendo las ecusciones 5.5a,b,c en la ecuacién 5.54 tenemos

! % yo 0 0 O a
0 0 0 1 1 &
L) 1 % v 0 0 O a,
(&) = =10 0 0 1 x vy o, 5.6
&y 1 %, v5 0 Y L
¢ 0 0 1 x v [\ 4

o biéa

ty=1003a)

donde lve términos de 1a matriz (A) eon términos conocidos, ya que
coselste en las coordepadas de los nudos del elemento.

Los coeficientes ( a ) del polinomio desconocido son abora
determinados por la eiguiente ecuacién
tad =141 g9 5.7

Después de operaciones pencillas que proporciona el Algebra
lineal y reagrupando 1lagamos a

y1-¥s o (e 1 0 Y2

(A t P o X%y 0 Xz=Ry
(S8 100 P20 3 e 2912 8 P S 10} TR SR ' 0 “x¥ Xy O
0 ¥z s 0 A 8 /] 0
0 Xy~Xz o P M 0

Bn libros de geowatrfa snalitica se bace la sigulente
deduccitn®,

P “tooqrtrie GalItEs® e urios % Lotmseny 4% 31 Cmlluls
Ul e 0
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Caso del elemento triangular
B) Area de un triéngulo en base a sus coordenadas esta dada por
1a siguiente expresién.
1
A = =0 yimy) =V (=% X, 95— X, Yy ) (6.9>
2

Por lo tanto, podemos sustituir el polinomio que divide a la
nmatriz en 1a ecuacibn 5.8 por 2A que es el doble del Area del

triéngulo.

Relaci6én Deformaciones — Desplazamientoe en Coalquier Pumto.

Para problenas de esfuerzos y deformaciones planas el vector de
deformaciones ( €(x,y) } es conocido por la siguiente ecuacibn

{ elx,y) ) =4 ¢ (5.10>

donde €, y € son deformaciones directas y T, es la deformacifn por
Segtn 1la teoria de elasticidad y segtn lo asentamoe en el

cortante.
capftulo 11, 1lae relaciones entre deformaciones y desplazamientoe
€on.
du
€, = —
ds
dv
€ = — (5.11)
dy
du dv
Ty T — + -
dy dx

y v de 1as ecuaciones 5.3 en las ecuaciones 5.11

d
€, = —(a + @Gx t &GYy) = a
dx

d
€, = —(la + &x + ay)
dy

"
2
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Caso del elemento triangular

d d
T T = + X * OQy) + —(uy + mx + oy) = a5 + a
dy dx
Por lo tanto
€, t;
{ €(x,y) ) = €, a (5.12)
Tur ayt+as
Bn forma matricial
[+9)
as
€, 01 0 0 0 O a,
{ E(x,y) } = €, 0 0 0 0 0 1 a. (5.13)
T 0O 0t 0 1 0 [
a,
o bién
( €tx,y) » =1 C 1l a) (5.14)
Sustituyendo la ecvacitn 5.7 en 1a 5.14
 €OGr,y) ) = 0 C I A XM 6 ) (5.15)
Ya que
[B1=1(CI A 5. 16)
Podemos escribir
 €x,y) ) = [ B I <1V

La ecuacisén IV describe
punto dentro del elemento con

las deformaciones
los desplazanientos nodales ( 6* ).

{ G(x.y) } en cualquier

La matriz (B) la obtemos explicitamente nultiplicando la matriz

[C) de 1a ecuacién 6.13 por
sustituyendo su divisor por
producto deducimos a

1 ¥1~¥s 0 Y=Y
{B)=— o X3~ Xy ]
24 X=Xz Yi~¥s Xi—X

Y=V,

[A)* obtenida en la
2A de l1a ecuaci6n 5.9, Realizando este

i

ecuncién 6.8

Yz Q

o] Xy=Xy (5.17

X~ VY
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Caso del elemento triangular

Relacibn BRafuerzoa - Daformactones.

Para al problema del planoc eléstico, el estsdo de esfuerzaa
{ri{x,y)} an cualquier punto puede represauntarse por trea componentes
de esfuarzo

{ elx,y) ) = [ (5.18)

donde o, ¥y &, 50n esfuerzos directos y 5., e6 el esfuerzo cortante,
Las componentes de deformacién fueron dadas en la ecuacibn 5.11. Las
componentes de los esfuerzos y las deformaciones son relacionados
por la matriz (D], donde { otx,y> 3={DI{ €(x,y> }. Para problemas
del plano elastico (D]l es una matriz de 3x3, los términos de dicha
matriz dependen de si el problema es de esfuerzos planog o de
deformaciones planas.

Para el problema de esfuerzos plance (con el esfuerzo normal e,
igumal a cero), existen las relaciones sigulentes entre los esfusrzos
vy las deformaciones.

G B

donde B es el mbdulo de elasticidad, G el mbdulo de rigidez y ¥V es
el radio de Polsson's. Becriblendo las ecusaciones anteriores en
forma matricial.

. b 1 -y o o,
{ €{x,y) } = €, = ~ -t 1 o] o, (5,19
Ter B 0 0 2034V }| pm
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Caso del elemento triangular

Llananos
1 1 -¥ o
D)t = - 1 =y 1 [s]
B 0 Qg 2¢1+3 )

La inversa de (D) ea (D] y puede demostrarse gque

B 1Y 0
{D) = ~— b 1 o]
t+y 2l O 0 (1-V)/2
De tal forma gue
e, B 1 v 0 €,
{ v(x,y) )} = o, = — ¥ 1 o] €, 5.20
Ty 1+vyry 0 0 Q-v¥)Hrs2 Tue
o bién
{ w(x,y> > = [ D I €(x,¥) ) ™

Sustituyendo { €(x,y)> ) por la ecuacibn 1V, queda la siguiente rela-
ci6n entre eefuerzos y deeplazamientos para esfuerzos planos

{ e(x,y) ) = [ DI B J¢ &)

Para el problema de deformaciones planaes (donde la deformacién
normal al plano €z es cero), existen las siguientes relaclones entre
las deformaciones y esfuerzoe segtn la teoria de elasticidad.

(1- V1) (44vH)
€= ——— o = ——— 0,
B B
(Vv +9 (1- v
€ = o, b ——
B B

T 2014 V)
Vg Boee— E em—— 3,

G B

En forma matricial y ya calculada la matriz [ D )} para expresar las
ecuaciones en funcitn de las deformaciones tenemos.
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Caso del elemento triangular

o B(1-v) 1 N/- [s] €,
o, e el B V2 GBS BN | o] €, (5.21)
Tey (1ED(1-29) [o] 0 (1-29/2(1-V) Te

LLa matriz [ D ) es diferente para esfuerzos planos como para
deformacliones planas por lo que es conveniente expresarla como

dIl dﬂ 0
(D1 =]dn dn 0 (5.22)
donde dyw = dn Yy diz = da tanto para deformaciones como para

asfuerzos planos.

Reemplazando loe Bsfverzoe Internoe (v(x,y)) por Fuerzas Retaticas
Bquivalentes en loe Fodoe (P}, Relacionando 1ss Puerzse en los
Nudoa con loe Desplazamientos Nodalea (6*) y Obtemiento la Natriz
de Rigideces (K*') del Elemento.

Los detalles de este paso son exactamente los wmizmos que se
desarrollaron en el capitulo 11] y el resultado final fue

{P*} = [.f(Bl'[D)lB]d(Vol.)] [¢14] V1>

Para el plano de elasticidad [B) ha sido obtenida explicita-
nente para el elemento triangular y fue dada en la ecuvacién 5.17. La
matriz {D} depende de &1 el problenma considerado es de ssfuarzos
planos (contenida en la ecuacién 5.2(0) o para deformaciones planas
(contenida en la ecuacifén 5.21).

Debe notaree que, ya que las matrices [B) y (D)} contiene solo
términos constantee, se& pueden dejar fuera de 1a integracibn,
quedando solo

d(vol.)
el cun)l, en el caso de un elemento de espesor constante ee igual al
Area del trifngulo (A) multiplicado por su espesor (t). Asi, para un
elemento de espesor constante.

{F*) = [ [BI'[DI(BIAL } (&%) (5.23)
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Por lo tanto

{K*] =

Los términos de la matriz (Ke)

Se obtiene primero [BY

(BY = 1

Be multiplica [DI(B)

dy dn 0 Yi—¥s
(DJIB} =1 | dn du O [}
2Al 0O 0 da J[er,

d)y (Yrmys) dia{Xs=%)
[D]lB]=l_' dn (yy-¥s) dn(X-X,)
24 ld.(x."l)) das (y2=ys)

Por 6ltimo, realizanos la siguiente operacién

{BY'{DII[BlAL

Y=Y
o]
Y=Y
o]

b 4]
[

As=Xy
Y=Y

Caso del elemento triangular

(5.24)

se puede obtener explicitamente.

X=Xy
o6

X=Xy
0

X=Xy

Y=Y
0

%Xy

Vi~ [e] ]
X=X}

Yl‘YtJ

Xy~ Xy

oy XX

du s~y din (2= di(y=9s) dialxe—x,)
Anlys=y1) do (%) dulyi~ys) dnlx,=x)
da(X,=%3) dn(y,~vi) du(-x) daly-v: )J

[(K1=[BY{DIIBIAt y el

resultado lo escribimos en la p&gina siguiente.

Debe notarse que la
esfuerzo plano como para
sustituyendo dij por lias
recpectivamente segin 1la

nantriz {X*) es simétrica.
el de deformacién plana
contenidas en
ecuacibn

5.2

Para el caso del
puede obtenerse
las ecuvaciones 5.20 y 5.21

2. Bs una préctica sencilla

ejecutar la multiplicacién de matrices numéricamente en computadora
para llegar a la matriz [K*),

Una vez

obtenida la mnatriz de

rigideces,

loe desplazanientos

nodales pueden ser calculados segtin las fuerzas en estos.
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Caso del elewento triangular

Eafverzo-Desplazamiento

E) paso final es la determinacifn de esfuerzoe del elemento
segln los desplazamientos podales. La siguniente relacién se emplea
para este objetivo.

{ e(x,y} } = [DJBH & ) ($ 3]

Por conveniencia se consideran los esfuerzos en el centroide
del elemento, por lo que se recomienda que los elementos 6ean
pequefios,

4y (yre-7a2?
oy (xy-xa?

4 (xy=X) (¥2-¥5)  d(Xy~Xe)? SINETRICA
Hp(xyX) y2=73) Hm (7277202

Gty (1o 1) du(Xexd (Fr-7:)  dul(F-vi0?
. t (B Ex) (Iy=%z) Hp(X=Xy) (¥2-73) Hdy (X-%3)7

.)i—

A by () (7)) da (X2 (X! du(n-X) (1nn)  deln-x)?
oy (2,23 (1y=71) M (F2770) (Fa=71) Hin (KT ) (7eys) Hn(-y0)?

4, =y (ems? daltex) (972 du(pe-F) (amn)  du(@-x) {n-%) duf(n-%)?
(XD X X2) Hyn (XX (F2-¥s) Hw (X =%e) (Xe%0) Hyy (X2 ) ys=71) K (x=x)?

L (2 mys)  da(x ) (X Xy) - dua (X T ) (y-n)  da(B-2) (X x) dn(Xe-X)(n-%) daln-x2?
W (X (3imYr) M (N=12) (¥2-7s) Hn (0T (F=F2) Mw(N=T2) (-1) Hn (K- (n-%) Hnln-wn)?

» k'
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CAPITULO VI

CASO DEL ELEMENTCO RECTANGUILAR

PARA ESFUERZOS

Y DEFORMACIONES PLANAS



Blemento rectangular para esfuverzoe y deformaciones planas

CAPITULO VI

CASO DRL ELEMENTO RECTANGULAR PARA RSFUKRZOS Y DEFORMACIGNES PLANAS

Loe eiete paeos DbAsicos son enpleados para derivar 1ac
caracteristicas de rigidez para el elemento rectangular para
esfuerzoe y deformaciones planae. Hste elamento puede ser aplicado
en 1a solucifn de problemas a 1los que puesden resolverse por el
elemento rectangular.

Seleccl6n Adecuada de Coordenadas del Sistema y Ttmero de Fudos.

Bl elemento rectangular tiene como lados a y b y un eepesor ¢,
como 1o musstra la figura 6.1a; la numeracién de nudoa se mueetra en
la nisma figura. Se pudo elegir otro sistema, pero ssta fue al mas
convenients.

Ya que, para el probless del plano eldstico, sl elemento tiens
doe grados de libertad en cada nudo, por lo que cada elemento tiene
ocho grados de libertad. La figura 6.1c muestra las fuerzae en los
nudos.

Bl vector de desplazamientos y el de fuerzas de este elemento
se muestran en las ecuaciones 6.1 y 6.2 respectivamente.

Uy
{6,) A\
Vs
{55} vy
{87} = =4 wm 6.1)
{65} v
U
(84} Ve
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Blemento rectangular para esfuerzos y defornaciones planas

Bx,.
{F.} Ry,
By | - M - )
(F;} By;” & = ’ v .
{F) = =4 Fx, (62>
{Fy) Fys
Fx.
{F) Fy.
v v Fy. f
£ up * ua 2 Fxp M e
i
v, V. F
!y duy Yy Fx, F’-‘F»‘,
(b)) {c)
Fig.6.1. Blenmento rectangular. a) numeracién de nudos. b)

desplazamientos en los nudos. ¢) Fuerzas en los nudos.

Cada uno de estos vectores contiene ocho términos, 1o que nos
indica que la matriz de rigideces {K*) ser8 del orden de 8x8.

Bleccitn de 1a Puncién Desplazamiento ([f(x,y)) que Define el
Desplazamiento (§(x,y)) en Cualquier Punto del Rlemento.

BEn un problema del plano eldstico el estado del desplazamiento
en cualquier punto (x.y) estA representado por
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Blemento rectangular para esfuerzos y deformaciones planas

woernr - | o ESTATESIS a4
b 5 10 g

Ya que el elemento tiene ocho gradogs de libertad, ocho
coaeficlientes desconocidos eerén lose que envuelvan el polinomio que
representa el desplazamiento patrén. Las ecuaciones 6.3 son las
funciones mas adecuadas.

u =@ ot X 4y + oauxy
Vv = ot X t Gy ¥ dexy (6.3>
Bn estas ecuacliones, cuando X es constante en u y v varfan
linealnrente con Y, y similarmente, cuando Y es constante en ambos

desplazanientos varian linealmente a lo largo de cada lado del ele-
mento rectangular.

La ecuacién 6.3 expresada en {forma matricial es

6.4

—t—y
< =
[R—
[l
—_—
O -
ox
o
]
o<
-0
x ©
<o
!
<o
pRRRRERRR

o bilén

{ 8(x,y> ¥ = [fix,y)){a)

Rxpresado el Butado de Desplazamientoe (6(x,y}) Dentro del Elemento
en Términoe de Desplazamientoec Nodales (&).

Este paso consiste en 1a esustituciétn de valores de las
coordenadas del nudo en la ecuacitn 11

{ S, vy ¥ = Hf(x,y){a} (11
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Rlemento rectangular para esfuerzoe y deformaciones planas

La sustitucién ese hace de la siguiente manera
Fudo 1. (x,y.) = (0O,

Inplica que u=a, vy v = @ por lo que la matriz [f(x,y)] quede

O
o
o
o
—
[=]

0O 0 0 0 0 0 0
[f(x,y)) = o 0

Fudo 2. (x;,y:) = (0,b)

i1 0b 0 0O 0 0 O
{fix,y2) =0 0 0 0 1 O b O

Fudo 3. (x,¥)=(a,0>
i a0 0 O 0 0 O
f¢x,y21 =0 0 0 0 1 a 0 O

Rudo 4. (x,y.)=(a,b)
1 a bab 0 0 0 O
[ftx,y) = {0 0 0 O 1 a bab

La ecuacién 1] para este caso ce puede escribir como

6 (8(x,,y,) [£¢x,, 1))
(6,) (6, ¥2)) [£0%:,ys))

69 = {6} = 8,y F = [1£06, 91| () 6.5
16 (60, y0) [EXEMNY)
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Blemento rectangular para esfuerzos y deformacionee planas

Sustituyendo [f(xn,yn)) en la ecuacitn 6.5.

1 60 0O 0 0 0 @ a,
0O 00 01 0 00 a,
1 0b 0 O 0 0 0 [
0 00 01 0 b O @

{é&>=t1 a 0 0 0 0 0 0 [ (6.6)
0O 00 0 1 a 00 O
1 a badb O 0 0 O [
0 0 0 01 a bab [

o bién
{8 )Y=04A1){0a) 6.7

La ecuacién 6.7 define 1la matriz [A) para el caeo particular
del elemento rectangular en el problema del plano eléstico.

Bl vector {x} lo podemos conocer mediante la siguiente
expresién.

{a) =142 {4} (6.8)

Bl sistema de ecuaciones que plantea 1a expresitn 6.6 ea el
siguiente.

w = a
vy =
u, T a + by
vy = a + bm
u o= a + am
v, = oy + ang
u = a, + am + bay + aba,
ve = @y + ag + ba; + aba
y su solucién es
a = W
1 1
QG = - = W + =~ U
a a
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Blemento rectangular para esfuerzoe y deformaciones planas

1 1
G =-=-uy+t-w
b b
1 1 1 1
& = uy - - - b — o,
ab ab ab ab
G = v
1 1
L I S
a a
1 1
G =~ =Vt -
b b
1 1 1 1
Qo = = ¥, ~ — ¥ = — v, + — v,
ab ab ab ab

expresado en forma matricial

a 1 0 0 o] 0 0 0 0 u
-8 -1/a 0 [o] o] i/ra O (o} [o} v
a -i/b 0 i/ O 0 (o} 0 o] w
o 1/ab 0 -1/ab 0O -17ab 0 1/ab 0 vy
[ A 0 1 0 o (] 0 0 [o} uw
[ A o] -1i/a o] (o] (1} 1/a 0 0 v,
ar 0 -i/b 0 i/p 0 0 (¢} o] U
-9 o 1/ab 0 -1/ab O -1/ab 0O 1/ab Va

La ecuacién anterior define a la matriz fAl'. Sustituyendo la
ecuacibén 6.8 en la ecuacién 1! tenemos

{ 8tx,y) ) = [f(x, P A 30 & )

Relacidn Deformacibdn-Desplazamientos en Cualquier Punto,

Ahora, las reluclonéé entre deformacionee y desplazamientos en
un punto en el plano elastico es obviamente independients de 1a
forma del elemento seleccionado. Las ecuaciones 5.10 y 5.11 utiliza-
duT para el elemento triangular son vAlidas para el elemento rectan-
gular,
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Elewento rectangular para esfuerzoe y deformaciones planas

€,
{ €¢x,y) ) = €, ¢(5.10)
Ty
du
€ = —
dx
dv
€ = — (6.1
dy
du dv
Ty = -t —
dy dx

Sustituyendo v y v segtn las ecuaciones 6.3 obtenemoe las
deformaciones para cualquier punto dentro del elemsnto.

d
€ = — (o + ax + @y + axy) = a; + Ay
dx
d
€ = — (o + dax + @Y + @xy) = @ + ax
dy
d d
T = —— (G EOXtAY+AAY) + — (LIQXtTY0XY) = Oataxta ey
dy dx
o bién
€. o+ ay
{ €(x,y) ) = €, = qa + X
Ty a5 + (X + G + oy

o en forma matricial
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Blewento rectangular para esfuerzos y deformaciones planas

a
24}
a
0 1 0O y 0 0 0 o0 o
{ €(x,y) } = 0 [} o 1] Q o 1 x as 6.9
0o o 1 x 0 1 o vy [
a
T
¢ €¢x,y) } = [C) { a} 6.1
Sustituyendo { @ } por la acuacién 6.8
{ €(x,y) )} = [C] [A)" (&%) (6.11)
o bién
{ €t(x,y) ) = IB) (&%) [SAM)
por que
{ BJl=1(C 1A -~ (6.12>

Bxplicitasente [(B) se puede calcular con el siguiente producto.

1 0 0 [o} 0 o] 0
~-17a O 0 o] lra 0 0
-1/b 0 /b 0 [ o] 0
010y00O0CDO 17ab 0  -1/ab 0 ~1/ab 1/ab 0
(B = 0000001 x o} 1 0 4] ¢} 1] 0
001x010y (4} -17a © 0 0 [o] 0
0 -1/b O /b 0 ] 0
o] 1/ab © -1/ab 0 0 1/ab

Por lo tanto
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Blemento rectangular para esfuerzos y deformaciones planas

Iy y 1 v y ]
-+ 0 -- a - - 0 - 0
a ab ab a ab ab
1 x 1 x x x
{tB1= o0 -— 0 --- 4] - - o -
b ab b ab ab ab
1 x 1l v 1 x Yy x 1y x Yy
-— - - = - - - - - -—- - -
b ab a ab b ab ab ab a ab ab ab ]

Relacidn Bsfuerzo-Daformacisn

La relaci6n entre esfuerzos y deformaciones es la misma que se
anot6 en el capftulo anterior

{otx,y)Y } = [ D I €(x,y) )

o bién

{ o(x,y> ) = [ D H B ){ &)

La matriz [D)] es 1a que se anoté en el capitulo anterior

dy dn O
I D)=14d; dn 0
o 0 dn

¥y como también se apuntdé, para eafuerzos planos

B vEB B
dy = dp = —— dy = dip = i dey = —m—
1-v? 1-v: 201+

Y para deformaciones planas
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Blemento rectangular para esfuerazoe y deformaciones planas

14

(1-98 ! B B
dy 3dgg = ————— ;d,, =gy £ ———- 3y = —
YU T qenaeey 0 T Gmacze 7 204w

Belacfonando los HRefuerzos Intermoe ( v(x,y) } por Fuerzas Boté-
ticas Equivalentas en los Fudos (P} ,Belaciomsdo 126 Poersss em
los Fudos cou los Desplazamisstos Bodales (&) y Obtemiemndo 12
Batriz de Rigideces (K°) del Nawsto.

La ecvacitén general para cbtener la matriz de rigideces es

(X =j (BIMIDIIB) d(Vol . (6.15)

dosde )a matriz [B) y )a [D) contiene tdrminos constantes y pueden
quedar fuera de la integral para el elesento triangular, pero para
a) preeente csso, la matriz (B} contiene términos en X y en Y y por
lo tanto, se tienen que realizar los productoe de matrices y despube
integrar.

Para un elwmento de espesor constante podemos escribir

LX) =t .” [BYIP)B) dx dy (6,16

Realizando el producto da (DI{B}

1y y 1y
T4 - - 0 .- o
a sab ab a ab
du 0 1 x 1 x x
mnm=i‘,:d:o 0 --4- 0 - o I
0 0 dn b b b ab ab
1 x 1y I ox Y x 1y
R T --- -- - - -
b ab a ab b ab ab ab a asb
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Elewento rectangular para esfuerzos y deformaciones plapas

P B -

ol 3u) o]

e[ w2 o) L] el D el o o)

La matriz (B)' es

{BI=

y sfectuando el producto [B){D){B)

ab

iy

a ab

<

1 v 1
81 hm:-los1=[-‘9—;];-=[—-}
b

_J-,n . [i_b] yos= [E_J

1x

b ab

) b el e ) e

, tenemos
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Blemento rectangular parn eefuerzoe y deformaciones planas

r
d,1*
+dnm’

dnln dnn'
+dulm +dnl?
SINETRICA
duln damn dun’
~dul' ~dwlm +dpe’

~dylm ~dpd —dyan  dpw
+dpmn +duln ~dpun tdant
[B)'[D}IB)=
~dul* -dylm -d,ln duln d,17
+dM0 +dnlo ~dnumo +duho +dno?

dnlo dnmo duno ~damo -dnlo dno?
~dnlm ~dpl? +dnlm ~duln ~dnlo +dnl?

-duln -dpan ~d,»*  dean d,1n ~dpno  dun?
~dn®0 -drnlo +duno ~dnno ~dpc® +dnlo +dno*

~dnlo ~dn®o ~dnno demo dnlo -dno® duno dno?
~dp@D ~duln +dpan —dnn’ -dano +duln +dnno +d,n?

51 hacemos p=a/b y realizando 1a integraci6én indicada en la
ecuacisén 0.16 tenemos la matriz de rigideces (K*) que anotamos en 1la
pigina siguiente. N

Una vez obtenida 1a matriz de rigideces, los desplazamientos

nodales pueden ser calculados segin las fuerzas en estos.

Befverzo-Deeplazamiento

Bl paso final es la determinacitn de esfuerzoe del elemento
6egtn los desplazamientos nodales. La siguiente relacién ce emplea
para este objetivo,

{ elx,y> >y = [ DI B I &)
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Blemento rectangular para esfuerzos y deformaciones planas

r

4d,p
+4dnp
Adp 4dnp
+3dx +4dnpt
SIMBTRICA

2dup™  3di 4d.p*
~4dup ~3da +4dunp
~3dx ~4dnp ~3dn 4dnp

t |+3dpn +2dpupt ~3dy +4dnp™

X )=—
12[~-4d,p* ~34d, ~2dup" 34, 4dip?

+2dup +3dw ~2dsp +3ds t4dnp

3dy 2dnp  3dj ~2dzp ~3ds 4dnp
~3dm ~4dap 43dy ~20np ~3dn +4dnp

~2dup™ ~3dn ~4d,p*  3dy 2d,pt -3dy 4d,p
~2dpp ~3dn  +2dpp -~3dp  ~4doDd +3dn  +4dwp

~3dy ~2dzp ~3dy 2dnp 3ds -4dnp 3dn 4dap
=3dre  ~2dup? +38n  ~4dnp’! ~3dn  +2dnp” +3dm +Cd..p"J
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Bstructuras especiales

CAPITOLO VIT

BSTRUCTURAS BSPRCIALES, 8U ANALISIS8 Y APLICACION DEL NETODO POR
CONPUTADORA

Bn este capitulo se recordarAn aslgunas hipbtesis en las gque se
basa Ia mechnica de materiales para el cAlcvlo de desplazamientos y
de esfuerzoe. Se diferenciarg cuando son aplicables estas hipbtesic
y cuando no son aplicables. Designamus como estructurae especiales a
aquellne en las que las hipdbtesis hechas por 1a wmecknica de
materinlies no concuerdan con ellas.

Algunas pilas de puente entran en la clasificacién de
estructurae especiales ya que no cusplen con las suposicionee antes
aencionadas.

Cono ee  ha podide observar en los capitulos anterioree, el
método del elemento finito coneiste en la determinacién de la matriz
de rigideces de la estructura y en la solucién dsl sistema de
ecuaciones simultaneas que resultan de ests matriz y del sietema de
cargas para conocer los desplazamientos y asi, los esfuerzoe. Rl
ntmero de ecuaciones que resultan es {gual al ntmero de grados de
libertad de ln red en la que se supone una eatructura; en ocaciones,
una red llegs a generar ciertos o miles de ecuaciones simultaneas.
Por esta razbn es por la que el método del elemento finito debe mer
aplicado por medio de un programa de computadora.

lLos ana&lisis que se realizaron en estsa tesis fueron hechos can
el programa SAPV.2 cuyos autoree son Klaue-JUrgen Bathe, Bdward L.
VWilson y Fred B. Peterson de la Universidnd de Souwthern Californisas.
Las corridas e llevaron a cabo en el Departamento Civil Concreto
del S.1.P.B del Instituto Mexicano del Petrdleo con la gran ayuda y
capacitacitén del Ing. J. Manuel Cervantes Nartinez y la autorizacién
de) Ing. Raul Lb6pez Chhvez.

Este prograna adenis de calcular los esfuverzos de todos los
alesentos en que se supone Ia estructura v loe desplazamientos en
todos Jos nudos que 68 generan en Ia red, calcula los esfuerzoe
principales de cada elemento y la direccibn en que s& encuentran.
Bstos resultindos los anota como sigue

Sy = o Sy =B,
En = 0, Sav T Vear
5y = . Qi = Ouin
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Estructuras eepeciales

para el plano Y2, Se dabe tener siempre en cuenta que los esfuerzoe
calculados son para el centroide del elemento.

Aplicacién del Programa

Abora, para 1a aplicacién del programa tenemos que discretizar
la pila en un ntmero finito de elementos, es decir, sustituir la
estructura original por una red en la que sus intersecciones son
llamados los nudos de la red.

Loe requerinmientos del programa son los siguientes.

~ Coordenadae de los nudos y condicliones de borde. Con esto el pro-
grama calcula el ntmero de ecuaciones que las condicliones de borde
dan de acuerdo al nfimero de deesplinzamientos para cada nudo, es
decir, se describe cuando un nudo se encuentra sobre un apoyo y
eus desplazanientos estén ristringidos y cuando no lo estén.

- Temperatura. En este programa también consldera la temperatura en
que se encontrard eometida la estructura. En estos anblisls
hicimoe caso omiso de este requerimijento.

- Constante Gravitacional. La constante gravitacional que se incluyd
en las corridas que hice fue de 981 com/e® yn que las unidades
fueron manejadas en kgg/cm. Bsta constante es requerida para que el
programa considere laes fuerzas de cuerpo de la estructura a
snalizar. Tanblén ee le indica en que direccifn debe ser aplicada
esta constante.

- Material del Blemento. Pide las caracteristicas elésticas de cada
uno de los elementos y su densidad de masa, Para el anAlisis
consideramose que tenian lae slguientes caracteristicas todos los
elementos.

N6dulo de elasticidad = B = 198,000 Kg/cm? (Concreto),
Relacién de Poisson =Y = 0,18 (Concreto).
Nodulo de Rigidez = G = 84,000 Kg/onm® (Concreto).
Densidad de Masa =D = 0.0024 Kg/cm® (Cancreto).

- Loe Nudos de cada Blemento. Coneiste en describir que nudoe rodean
e cada elemento y determinar como esthn conectados estos.

- Bspesor de cada BElemento.
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~ Preasisn sobre loa Blementos. Be define la preaién externa a la que
asts sometida cada elemento. Para nuestroe anélisis repartimos la
carga entre el Araa dal elemento que resulta de multiplicar el
lado del elemento y su espesor.

- Puerzas en los Kudos. 81 se presentan fuerzas concentradas en los
nudos se anotan en cualquiera de las tres direcciones x, y 6 z ¥
al &ngulo de inclinacién con raespecto a los ajaes.

- Combinaclionea de Carga. 8t se consideran mas de un tipo de carga
s pueden combinar

Antes de entrar en la aplicacién del programa se anotardn las
hipétesie de 1a mecAnica de materiales para el cAlculo de eefuverzoe.
También se apuntarfn algunos Inconvenientes en el anélieis de
esfuerzos en pilas del método convencional

Hipbteanie de 1la MecAnica de Naterialea,

La mecAnica de materiales recurre a una vieiénm hipotética
simplificada que busca establecer los desplazamientos que sa generan
en un cuarpo deformable cuando se sBomete a la accién de fuerszas
conocidae. Beta bhipbtesis ee vuna vieién macroscbépica que intenta
establecer secuencias de célculo que &8& genaran en cuerpos
daformables.

Para obtener los desplazamientos que se generan en todos los
puntos de una barra priemética sometida a la accién de momento
flexionante constante, la mechAnica de materiales acepta las
eiguientes hipbtesis,

1.- La barra debe de ser de eje recto.

2.- La seccién priemAtica de la barra debe ser conastante a todo 1lo
largo.

3.- Lla seccibn debe tener un plano de sinmetria.

4.- La goometria de la barra es tal que su largo sea cinco veces o
mac mayor que suv peralte, ee decir 1/h 2 5

S.- El material que ocupa la barra es honogeneo e isétropo.

6.- Bl material es elédstico lineal
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Bestructuras especinles

7.- Bs considera que todas las cargaas que actGan sobre la barra se
ancuantran en al mismo plano.

8.- El plano de cargas coincide con el plano de aimetria de la
barra.
9.- No existen problemas de inestabilidad en la barra.

10.- Las seccibn planae unt?s de la deformacién permanecen planas al
aplicar las cargas al wuerpo deformable y se cumple que

Como se puede observar, muchas hipbtesis en las que se basa la
mecénica de materiales para el cAlculo de desplazanmiento son
discutibles, pero cuando se plantea un problema que se acerque a
estas suposiciones, los resultados son satisfactorios.
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AnAlisis de Bafuerzos de una Viga por la FSrmula de Ia Bscuadrfa y

por al Nétodo del Blemento Finito.

Describiremos los esfuerzos que
que suponencs cunple con lae diez hipb&tesis antes mencionadas.

{Programa 8AFY.2)

#e@ generan en una viga en la

IXg)

{Kg-em)

z
. 1 Ton/m = KO Kg/lcm
Y
“m 140
300 400
580
800
1600
+
[+]
Voo P’
4!
3000
22000 22 000
+
” 28 000
Mo ]°
800
-
Datos:
1=(bh?)/12=571,667 cm
Viga de concreto
Acot. cm
Fig. 7.1.-Viga cargada con sus diagramas de cortante y momento

flexionante.
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Ya que la relacién L/h > 5 se cumple, podemos aplicar la
f6raula de la escuadria que para el plano considerado YZ quaeda
expresada cono sigue

(7.1»

y se tiene que conslderar que el e&je Y pasa por el eja neutro de la
viga. La aecuacién 7.1 expresa que para compresiones tendremos
esfuerzoe negativoe y positivos para esfusrzos en teneién. A
cantinuacién tabularemos los esfuerzos Que se genaran en secciocnes a
20cam., 140cm. y 300ca. de distancia dal apoyo {zquierdo, segGn los
diagramas de la figura 7.1.

A 20cw. A 140ca. A 300cm.

r4 o, o, o,

30 -3.04 o =16.90 ~23.62
20 -2.03 -11.27 -15.74
10 -1.01 - 5.63 - 7.87

[} 0 0 0
~10 1.01 5.63 7.87
-20 2.03 11.27 15.62
-30 3.04 16.90 23,62

A pesar de que el peralte es de 70cm., calculanmos los esfuerzos
a 30cn. del eje neutro para después compararlos con los que calcula
el programa y verificar los resultados.

Légicamente, para esta viga, los esfuerzos Que se generan a
20cw. son los migmos que a §580cm, de distancia del apoyo ifzquierdo y
los que se encuentran a 140cm. son los mismos que a 460cm.

Loe esfuerzos cortantes méximos que &e presentan en estas
secciones son los siguvientes.

A 20cnm, A 140cm.
awm 3 (2800) 3 (2600)
= = m————— = JKR/CH | B T ————= = 1,714 Ky/cw?
2(A) 2 (14000 2 (1400
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4 300cm.
3¢(0 )

Bos = = ———— =0
2 (14000

Los esfuerzos ¢, de la viga en forma gré&fica son.

460 0
-850 -3.04
-i.2r '215‘
~6.83 10
- . - - EX
87 o
5.7 nzz 203
2302 1690 304
{
i
Acot. cm.
Acot. de esfuerzoe kq

cn?

Fig. 7.2.- Distribuclén da esfuerzos de la viga.

La distribucién de esfuerzos de la figura 7.2 es una
diatribuclén lineal vy concuarda con la teoria de la mecdnica de
materiales. Sabemos que esta distribuci6n no es la que se presenta
en la realidad ya que el momento no es constante a 1o largo de la

viga.

Pag. 07



T Bstructuras especiales

Para comprobar el funcionamiento del programs 8APV.2 y au
utilizacién, haremos el anfliste de la viga por medio de este
programa.

La discretizaci6n que se harA de la viga vy la numeracibébn de
nudos y elementos ee puede observar en la figura 7.3a. La
distribucién de esfuerzos de las figuras 7.3b y 7.3c corresponden a
loe esfuerzoe ¢, ¥ B, respectivamente y los calculé la computadora,
No se debe olvidar que el plano en que ee trabaja es el YZ

Bn 1as figuras 7.3b y 7.3c los eefuerzos fueron calculados por
el método del elemento finito y ce nota que son semejantes con los
obtenidos por las férmulas que ofrece la nacAnica de materiales.

Un inconveniente quae se nota en la teorfa de la mecAnica de
materialee o6 1la hipStesis de la distribucién lineal a lo largo de
toda la viga. Bl método del elemento finito toma en cuenta 1la
rigidez diferente que tendr&n los elementos cercanos a los apoyoe,
lo cual es mas 16gico. Bn 1a figura 7.3b en 1la distribucidtn de
easfuerzos a 20cm. de los apoyoe ya no es lineal y el eje neutro baja
con respecto al centroide de la secci6tn, lo cual se interpreta como
una mayor presencia de compresiones y pasa de ser flexibn pura a lo
que normalmente se conoce como flexocompresidn.

Bl método del elemento finito arroja resultados mas aproximados
por que 4itoma en cuenta la rigides de todos los elementos en que se
compone la estructura y sus condiciones de frantera, es decir, las
condiciones de carga, de apoyo y Bu conexi6tm con 1los otros
elementos.

La corrida 1incluye el c8lculo de desplazamiento. Los nudos que
corresponden al centro de la viga son el 57 y 65 y el despinzamiento
que sufren ec de -0,15308cm. en 1la direccién Z. La mecAnica de
materiales ofrece la siguiente expresi6n para eete objetivo.

Swlt
384 BI

(7.2
5(10 kg/cm) (800 cmM

384(198,000 kg/cn?) (571,667 cm')

¥ = - 0,14608cn = - 0.15308cm
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p .
lh_xp_al e i . .
Py K71 { ¥ { %)
" ot |... . | i 78
N :'p i ] %
() 1 4
As 3
o] ¥ Te 13 1 5 j6 |7 l o |0 | 11 i 13 ] 14 |§ |22
1 wd U B W A w 11?05 o o e s, =
[ | = & [}

Todoe loe elementos son de 40x10cm.
Los datos que se emplearon para la corrida fuerom:
B=106,000 Kg/cm?; ¥=0.18 y G=84000

Acot. cm.
[ ] -240] -0 -23.56 -laes ~240
[ - ] -84 ST 1584 0.7 -1.84
[ - ] -1, -5.583 -7.80 -8.63 -ue
[ - ] oy : C e C— 04— - Y084,
[ - | 38 81 50 038
[ = ] 153 563 wor 1.83
L. ] 303 23 16.87 oy

.

Los esfuerzoe estén en Kg/cw?

| 1 '

[ ] -0.62 -044 o Qes 062
[ - | 109 112 o Lz Leo
K= 244 -1 ) Lse 244
|+ | -2.88 L2 0 172 280
[+ ] -2 -2 0 Le2 287
.| -z41 -118 ] L18 2.41
[ - 113 3 0 038 1)
Fig. 7.3.- a) Viga discretizada. ©b) Distribucién de esfuerzoe v,.

¢) Distribucién de esfuerzos cortantes B,.

Los desplazamientos por el prograna SAPV.2 eon aproximados a
loe de 1la X de N. Los datos que se consideraron, para la aplicaci6n
del método, como B, ¥, f'ec, etc, aparecen al principlo de este
capftulo, en el inciso de "Aplicaci6tn del Progranma”.

Pag. 99



Estructuras eepeciales

AnAlisis de Bafuerzoe de Dos Vigas de Gran Peralte por el Nétodo
del Elemanto Finito (Programa 8APV.2).

Se les llama vigas de gran peralte o vigas dlafragma a aquellas
que no cumplen con la relacién L/h > 5. Para estas vigas la mecanica
de materiales no ofrece eoluciones satigfactorias como lo hizo con
las que sl cumplen la relacién antes mencionada.

Analizamos estas vigas por que deseamos saber como se va
comportando conforme aumentd el peralte. Como se dijo en la
introduccién para el elemento finitto no existen restricciones de
geometria ni del tipo de material.

o se incluve en esta tesis las corridas de estas vigas pero
los resusltados los pondremos en las figuras 7.4 v 7.5, asl conmo el
problema planteado y la didfretizacion.

z 2 Datos
E = 198,000 hg/cm®
v = 0.18 .
1Tonsm © IOKg/cm G = 84,000 hg/cat
I l ] “lm l KqJ J 400 Acot. cm
z0
600 ' —
Y x
. L] 15 20 25 30 35
e 24
4 4
13 [X:)
3 3
7 te
— 2 -
'“{ i 2 3 6
‘ i 1 21 26 3
r— 100 —< TODOS LOS ELEMENTOS SON D€ 100 X 100

007 027 048 -0.07,
S
-oo07 -023 ‘0.30 -aor
-a9 0204 —- 7 . om
= N AN W
: 0.32 ——070 aro 032
Pig. 7.4.- Distribucién df eafuerzos de viga de gran peralte.

Estuvrzos en Ky/Zan

pag. 100



N

Bstructuras especiales

Datos:
B = 108,000 kg/c=*
1Ton/m = KOMg/cm Y o= 0.18
| U VO W Y Y N G = 84,000 kg/cw*
Ay K- Acot.ca.
(- 800 '
Y X

1% __ ., 10D0S 105 ELEMENTOS SON DE 100 X100
F) -00i -002 0ce -aot o
001 -004 -a -0 -004 -0.0¢
-0.02] -0.07 0.3 -a13 -a0? -002
-0.08 -0.42 021 -azt -arz H 003
-0. -019 -02! -028 -0roH -008
-0l 022 S— o OUr--02z\d -oe
— S— - e S—--~a~
Qs Qes .04 ao4 0.6% o

G001 LT T TT]

Esfyerzos en Kg/an

Fig. 7.5.~ Distribucién de eafuerzos de viga de gran peralte,
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Como se observa en laes figuras 7.4 y 7.5 no existe flexién pura
en las vigas de gran peralte y la distribucién de esfuarzos no es
lineal. A medida que aumenta el paralte el eje neutro baja con
raspecto al controide de la seccisn, y por lo tanto, al &rea de
tensiones en la seccién transversal de 1la viga es menor comparada
con el &rea que trabaja a comprasién.

Podemos afirmar que a medida que la relacién L/h dieminuye, el
comportamiento de esta viga se asemeja al comportamiento de un muro,
el cual tadricamante, trabaja solo a compreaién.

Finalmente, los puntos donde no existen esfuerzos en las
secciones de estas vigas estédn nmas cercanos a las fibras infericores
mientras mas préxi{mas estén de los apoyos.
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ApAlists de Bsfuerzoa de un Nuroc por el Nétodo del Blemento Finito
(Programa SAPV.2),

Existen dos razones para hacer este anélisis., La primera es por
que algunas pilas son en base a muros y la segunda es para comprobar
que los mnuros trabajan bAsicamente a conpresién y al miemo tiempo
demostrar que existen pequefias tensiones.

Bl planteamiento del problema, la discretizacifn, la numeracién
de nudos y elementos y la distribucién de esfuerzos se presentan en
la figurae 7.6 y 7.7,

z z | Toa/m = IOKg/em
___rlllllLLllJllll
Datos: B = 198,000 kg/cn’
1 =0.18
G = 84,000 kg/cm?
Acot.cm.
700
B B A o N S UL R N SR S L S N LENNLEN LW LN LAV LN NN g
w20, — 800
Pig. 7.6,- MNuro con carga uniformemente distribufda.
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cld-ded-f-1-y LI PP T T

8 18 24 2 40 .8 36
. 42
r ns
3 3
. o
2 0
5 s
0 24
Fy
'3 18
3 151
? 12
2 50
40({ i z 3 Ce 6
', _dog @ 17 28 33 4l
TODOS LOS ELEMENTOS SON DE 100 X100
0.000 0.001 0.002 0.002 0,001 0000
0.000 0.0 o.002 0.002 o.00t 0.000
a.000 o.00t aoe fo.002 0.001 0.000
0.000 looos . A~ — .1 . lo.000 0000
4 = aoo] - 2 %
-0.002 ~0.009 -0.082 -oor -0.008 -0.002
-aoos} -um1 -0034 -0.04 -o.oeal -ono31
-0080 -0.064 -ao08 -0.008 -0.004 -0.050
Befuerzos en kg/cm?
Fig. 7.7.~ Distribucién de esfuerzos de muro.
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AnAliais de una Pila de Puente par el Nptodo del Hlemento Finito
(Programa SAPYV.2).

Muchaw de las pilas de los puentes entran en la clasificacién
de 1o gue !lapamoe "estructuras especialer” por que la geometria de
ectas no  weté&n considerada en las teorias simples de la mecAnica de
naterinles.

El nétodo convencional que &e vmplea para ¢l anAlisis de las
pilas ha eido creado basndo en la intuicitn y experiencia de los
ingenieros dedicados al anAliris y diseflo de estructuras para
puentes, pero no tiene un fundapento matemAtico de anBlisis que
respalde a este método. Eete método ce basa en ta determinacién de
loe momentos que actfan en las gecciones de  la pila debido a las
cargas por &u brazo de palanca y con ectos momentoe se supone una
distritucién lineal de esfuerzos que ee obtiene de la aplicacibén de
la férmula de la escuadria.

Le acuerdo al anAlisis de esfuerzos por el método del elemento
finito de las vigas, observamos que no s¢ precenta una distribucién
lineal de enfuerzos y coinclide en supaner que una piln que tiene una
geometria que no considera la teoria de flexi6tn, no tiene vuna
distrituciédn lineal.

A pesar de lo anterior, las pllan que se dicefian en base al
anflisies convencional no han representado evidencias de que la
aplicacitdn  del nétodo sen inconveniente. La inteligencia vy
conciencia de 1loe ingenieras ha hechn que se disefien de una manera
conservadnra, debido a 1a {ncertidumbre que tienen de este método, y
en ocaciones colocan refuerzee de mar, es decir, no cumplen el
balance entre la economia y la seguridad.

Ltue Inrenieros llevames a cueetans la mielén de crear obras que
sean seguras, funcionales y econdmicas. Para lograr este objetivo,
contampas con el acervo de conocimientos y experiencia que a la largo
de varlue wlgloes hemoe heredado, De tal suerte que no cumpliriamos
con la wodcledad ¥y ron 1 pale 51 nho tomamos en cuenta los tres
aspectus antes menclonados.

U método de andlicis que  tengn una  base de comprobacién
matematica ec el método del elemento {inito.

La Secretaria de Comunicacionee. vy Traneporte por medio del
Ingeniero Amtloar  Galindo Sulbrzano me proporclant los datoe de
cargae ue  acthan en una pila de puente y su dimencionamiento. Esta
pila curreeponde  al puente  “Holanda" ublcado en Apatzingan-Holanda
en el Km. 184500 con ovigen en Apatzingan, MichoacAn. El plantea-
prientu de la pila & analizar v su dinensionamiento aparecen en las
figuras. 7 tty 7.9,
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Fz0687T0 Kg = Fuerzo que descarga cado Irobs de lo  superestructua ¢ o plia
- 1030m ~|
F F r [ r
]rOSOl\ ,—L\ 4I'J"1 ,_1.,
A
GBOm
Jl’
4.20m J
PILA
P ————— 510m —_—
L

}—— EMPOTRE DE LA PILA CON
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oo

oo

i8s

]

LACAS DE ™~
NEQPRENG

40
~
Leo »

168

¢[e

B/ P
Bjr mx«»xuxg

” L ,

T30

200

Acot. cm.

1
T

~
T 12.0

A
Trs

30
30
30

F{g. 7.9.- Dimenclonamiento de la Pila.
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a) Ndtodo Convencional

Antes de analizar la pila por medio del programa, aplicaremsos
el método convenclonal de anAlisis para las eiguientes eecciones.

8875 816 7626 880, 1876

F@ r@ j?‘ ’.I_ [

268
600
JW
Acet, em.
z

YIANY PANVIANNILNI DNV ANN T ANV IA
FT T T T T T T e
He.26 . 231.28 7280 F71392.30 Ky/ew

oY [ 1] X . N —
Fig. 7.10.- Secciones a analizar por el método convencional.

Las secciones de los ejes C', G' y J' no son arbitrarios, sino
que corresponden a ejes que resultaron del andlisis por el método
del elemento finito el cual se expondr& posteriormente. Por el
monento se pueden considerar como esecciones cualquiera.

Lae fuerzas P eon lae cargas a las que esthA ecmetida 1a pila y
su valor es de F=06,700 Kg; el peso ¥ de 1a pila es de V=195,648kg
{(con * = 2.4 ton/m’). La reacci6én del cilindro a las fuerzas a que
es sometido, son uniformemente repartidas y ee calcula de 1la
siguiente nenera.

5(96,770)+105,648 kg xg
r = e——————————  — = 1332.35 —
510 cn =
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Betructuras especiales

Para calcular el momento al que eatd sometido alguna secclén,

se multiplican las fuerzas
por su brazo de palanca.

actuantes a 1a i{zquierda de la seccién
A continuacibn se calcularén los momentos

de las secciones de los ejes C', G' y J*,

Seccibén C'*

"

F&cilmente se pueden calcular las
siguientes igualdades

Ac.=Area a 1la izquierda de la seccidn
C' = 21,115.3a®

Ye-=Centroide del &rea Ao = 49.95cm
Por lo tanto, el peso Y e6

Ve.=(200c) (21,115.3cn®) (0.0024Kg/ e
= 10,135.3Kg.

Por lo que el monento en la seccién es

X.=—-(57.5cm) (96, 770Kg. )-(49. 05cm)
€10,135.3Kg?>

Ke.=-6'070,535 Kg-cm

Una secuencia de calculd eimilar a la
anterior se realiza para las secciones
Gy )

Ae=120,050cm?

Y,.=135. 34cm

V,.=(200cm) (120,050cn*) (0.0024Kg/cw’ )
= 57,624 Kg.

Por lo tanto, el mnomento generado en
la seccibn G* es

M.=-(57 .5cm + 288.75cm.)(06,770Kg)>~
(135.34cm) (57,624Kg) +(87.5cm/2)
€(1332.35Kg/cm) (87.5cm)

Mo.=~36°205,042Kg~cm
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BEstructuraa especiales

Seccién J* @

A,-=203,800cm?

Y, =204.77cm
¥,.=(200cm) (203,800cm?) (0. 0024Kg/cm®)
v,-=97,824Kg.

Por lo tanto, el nomento generado en
la seccién J' es

;3»=-(225cm + 456.25cm)(96,770Kg) -
(204.77cm) (97,824kg) +
(225cwr/2) (1332.35Kg/ce) (255cm)

N;-=-42'637,954Kg-cm

Este método de andlisis supone que existe una distribucién
lineal de esfuerzos en las secciones y los calcula por la f6rmula de
la escuadria.

Los momentos de inercifa para las tres secclones son

200cnm(268cm)?
[e B = 320'813,867cwt
12
200cm(500cm)?
o= = 2083'333,333c¢ca’
12

I,' = Is' = 2083'333,333um’
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Bstructuras eepeciales

El momanto {flexionante y el momento de inercia permanecen
constantes en toda la seccisdn a la que corrasponden y ealo varfa la
distancla ¥ dal eje neutro sl punto donde e requiere conocer el
asfuerza.

Las distancias a las cuales ee calcularan los esfuerzos tampoco
son arbitrarias, sino que corresponden a ejes que resultaron del
andlisis por el método del elemento finito el cual ee expondréd
posteriormente. Por e} momento e pueden considerar c¢omo puntos
cualquiera,

Distribucién de esfuarzos de Ias secclones

Seccion G
YA o, (Kgscm?>
124.0 2.3%
84.0 1.59
20.6 0.56
-41.1 ~-0.78
~134.0 ~2.54
Beccibn G’ Seceién J°
2 ¢ (Kg/cm?) o, (Kg/em®)
240.0 4.17 4.91
200.0 3.48 4.09
145.8 2.53 2.98
76.1 1.31 1.64
~17.8 -0.31 ~-0.36
~110.7 ~1.,92 -2.27
~193.6 ~3.386 -3.96
~240.0 -4.17 -4.91

Los resultados de este método en forma grAfica los podemos
observar en 1a figura 7.11,

Debido a la simetria del sistema de cargas y al eje de simetria
de la pila podemos dibujar la distribucién de las seccionese X' y Q'
como aparecen en la figura 7.11.
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Estructuras especiales

b) AnAlisise por Nedio del Programa

Ahora, teniendo an cuenta 1los requerimientos del programa, la
discretizacifén de la pila y la numeracitn de elementos y nudos que
aparecen en las figuras 7.12 y 7.13, se realizé la corrida.

Los ajes de la pila sobre los que son calculados los esfuerzos
aparecen en la figura 7.14 y son represantados en forma gr&fica en
la figura 7.15,

la discretizacidn que se hace de cualquler estructura ests
restringida por 1la geometria de esta, aunque siempre se debe buscar
una red en la qQue las dimensiones de los elementos sean del miemo
tanafio. Bl método del elemento finito calcula los esfuerzos en el
centroide de cada elemento y esta es la razén por la que se tiene
que procurar que los elementos eean cuadradoe, ademAs de que existen
problemas de rigidez al crear elementos alargados.

En 1a diecretizacitn que bhicimos de 1la pila aparece elementos
alargados en la parte superior e inferior porque pos interesa saber
los esfuerzoe cercanos a los apoyos y a las cargas.
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Estructuras especiales

Como era de esperarse, la distribuclién de easfuerzos que
resultaron del ané&lisis con el programa no fue lineal y el eje
neutro no se locallza ean el centroide de la secclién, ademss en las
cuatro .secciones mas préximas a loe extramos existen dos puntoe en
los_.que no se generan esfuerzos.

Bl resultado de este anAlisis es mas cercano a 1o que en
realidad ocurre en el interior de la plla.

¢) Camparacifn del Resultado de los Dos Nétodos.

Bn 1a figura 7.16 representamos de manera simultanea los
resultados obtenidos en la aplicacibén del método convencional y loe
obtenidos por wmedio del programa, Rotamos que en 1la zona donde
ocurren esfuerzoe en tensién 1la diferencia entre los resultados es
muy poca, pero en la zona de compreeidédn los resultados del mdtodo
convencional son basta cinco veces nmayores a loes obtenidos por medio
de la aplicacién del programa.

De 1lo anterior podemos concluir que las pilas que egOn
analizadas por el método convencional nos lleva a reforzar, en
algunas zonas, varias veces mas de 1o que es necesario para que la
estructura cumpla con su objetivo, Si a todo esto agregamos 1la
incertidumbre que se tiene de su comportamiento, lo que resulta es
una estructura mucho muy reforzada.

Sin embargo, & pesar de 1a falta de la herramienta matem&tica
de anslisis, los ingenieros inteligentemente han cubierto la necesi-
dad que se tiene de estas estructuras,

Bste método del elemento finito, ademi&s de proporcionar 1a
certidurbre del conocimiento de 1o que sucede en la estructura,
reditua grandes cantidades de dinero en ahorro al no colocar
refuerzos donde no 6e necesita.
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Eestructuras especialea

d) Direccién de los Baofuerzos Princlipales y Deformacién de 1la
Pila.

Los esfuerzos principales vw. y ou. Qque se describieron en el
capftulo dos vy que se obtienen con la expresidn 2.19 son calculados
también por el programa y e encuentran en la corrida de esta pila
para cada elemento, donde aparecen como S-~NAX para el esfuerzo
pAximo y S-MIN para el esfuerzo minimo.

Es necesario, para el disefio en la colocacién del acero de
refuerzo, la direccién en que e encuentran los eafuerzoe
principales. La direccién de estos esfuerzos se pusden calcular por
nedio de 1la ecuacién 2.18 que aparece en el capitulo dos. El Angulo
de esta direccién con respecto a la horizontal aparecen también en
1la corrida de esta pila para cada elemento.

La configuracién de la direccibn de estos esfuerzoe en base a
loe &ngulos Qque aparecen en la corrida se pueden observar en la
figura 7.17, y la deformacifn que tendr& la pila a causa de las
cargas, 6@ representa en la figura 7.18 por medio de los
desplazamientos que aparecen en la corrida para cada nudo. Bsta
representaci6n de la deformacién es mil veces mayor que la real
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Bstructuras especiales

a) Andlisis de la Pila Incluyendo la Fuerza Sfsmica.
v

Para amalizar esta pila incluyéndole la fuerza que provoca un
siemo sobre easta, e estimé que serfa de aproximadamente el 20% de
las cargas sobre la estructura, es decir, 100 toneladas en direccién
Y en sentido positivo, Eeta fuerza horizontal debe situarse en las
cinco cargas.

Descrito de otra manera, ce le aplicaron fuerzas concentradas
de 20 ton. en direcci6bn horizontal y en sentido positivo a los nudos
8, 37, 73,100 y 137 ademds de las cargas caueadas por las trabes y
al peso propio, como lo muestra la figura 7.190.

8.41Kg ‘e 8.06Kg/enf 8068Kg/cal 808K /et BAKyenf

Fig. 7.19.- Pila sometida a carga de superestructura, peso proplo y
fuerza sismica.

Tanbién se incluye el 20% del peso de la pila, por lo que en la
corrida se anota el 0.2 de la gravedad en direccién Y. Con esto el
prograna considera el 20% del peso de cada elemento como lo muestra
la figura 7.19. Bn lo referente a la discretizaci6n, numeracién de
nudos y elewentos, no cambia. Los resultados de este anslisis
aparecen en la figura 7.20,
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Batructuras especiales

AnAliais do una Begunda Pila de Puente por nl N&todo dal Elemento
Finito (Programa BAPV.2).

Ya analizada la primera pila, proponemos una segunda como la
que nuestra la figura 7.21. Bl sistema de carge y de apoyo no
canmbian en comparaciémn con 1a primera pila, tnicamente varia en
cuanto a la geometria, ya que esta se compone de un sistema de
elenmentos unidos entre sf. :

Bl disefio y dimensionamiento de pilas ha tenido una gran varie-
dad en todo el mundo, pero ante todo se ha buscado que eean seguras.
Por esta necesidad que tiene el ingeniero, es prudente saber como
se comportaria otro tipo de pila ante un miemo sictema de cargas y
elegir entre ellas. Bsta elecci6n también se basa en la economfa que
representa la construcciétn de cualquiera de ellas.

En la figura 7.22 se presenta la discretizacién de la plla y
loe ejes que conforman 1a red, asl como los ejes que marcan los
puntos para loe que se calcularfn los esfuerzos.

La figura 7.23 muestra los resultadoe del an&lieie (tnicamente
e incluyen las once primeras secciones ya que las otras once son
exactamente iguales a su respectiva, debido a la simetria de la pila
y de las cargas). En esta figura se observa que el elemento sobre el
cual descansa la superestructura del puente tiene una distribucién
de esfuerzos casi 1ineal en. el centro del claro. Tiene un
comportamiento ecemejante al que tendria una viga doblemente
enpotrada. Bl elemento que descansa sobre el cilindro se comporta
como una viga sometida a fuerza axial y no tiene una distribucibn de
esfuerzoe lineal, ademés de que las tensiones predominan. Bn las
uniones es donde las eecciones estén sometidas a mas canbios en el
caracter de los esfuverzos, aparecen en estas secciones mpas de un
punto de esfuerzo neutro, por ejemplo, 1la secci6én D' tiene +tres
frnto? en loe que no se generan esfuerzos y la distribucién no es

neal.

BEn 1a figura 7.24 se ilustra el planteamiento de un andlisis de
esta pila incluyendo la fuerza efsmica, 1la cual es obtenida de la
mienma manera como para la primera pilay en la figura 7.25 se
presenta de manera como para la primera pila,y en la figura 7.25 ee
presenta de manera grAfica los resultados del anAlisis. La
discretizacién y onumeracidn de elementos Yy nudos fué la misma que
para el anAlisis sin fuerza sfsmica, En la figura 7.25 se presenta
finicamente seis eecclones que 6on las mpas representativas para el
comocimiento del comportanmiento de la pila ante un siemo.
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Estructuras especiales

Anflisis de una Tercera Plla de Puente por el N&todo dal EBlemento
Finito (Programa BAPV.2)

En 1a figura 7.25 ee presenta la tercera pila que proponemos.
Bl mistera de cargas y de apoyo no cambian en comparacibén con las
dos pilas anteriores, tnicamente varfa en cuanto a su geometria, ya
que coneta de una viga de seccibn variable y que si cumple con la
relaci6én L/h >5, es decir, se podrian calcular los esfuerzos que e
generan en ellas con la teorfya propuesta por la nmecéAnica de
nmateriales.

Se realiz8 estos an&lisis para comprobar 1a linealidad en la
distribucibn de esfuerzos en una viga de seccién varinble que cumple
con la ralacién antes mencionada, adenmds de que en ecste anélisis
incluimos un anflisie en el que se coneidera una hilera de elementos
de acero y loe dem&s de concreto.

Primeranente se realizf el andlisis de la pila considerando que
toda es de concreto. La diecretizacifén que se 1llevé a cabo es la
mostrada en la figura 7.27, donde tambien se identifican los ejes
que conforman la red y los que determinan 1los puntos en los que
saridn calculados los esfuerzos en los elementos y ol sistema de
carga. Bl resultado de este an&lisis 8e ilustra de manera grafica en
1a figura 7.28, donde fGnicamente aparecen las secciones del centro
de la pila a 1la izquierda, ya que 1las otrac eecciones tienen la
niema distribucién a sue respectivas de acuerdo al plano de eimetria
de la pila. Los esfuerzos que aparecen de este anAlisis no presentan
linealidad en las secciones paralelas y sobre el cilindro que seirve
como apoyo. Las secciones e&ituadas fuera del apoyo ! presentan
"cierta linealidad" a excepcién de las dos cercanas al extremo de la
pila. Un resultado interesane de observar es que las mayores
compresionese no se localizan en las secclones sobre el apoyo.

Un segundo anAlieis de esta pila es la planteada en la figura
7.29, donde los elementos 981, 92, 03,..., 104 y 105 estan
constituidos de acero. Ya conoclendo el comportamiento de la pila,
observamos que se necesita armar con acero en la parte superior de
esta para que resista las tensiones generadas por el sistema de
cargas, e6 por esto que, los elerentos antes mencionados,
consideramos que son de acero. Las propiedades que le atribuimos a
estos elementos son:

2'039,000 Kg/cm?
0.285

793,000 Kg/cm
0.0070 Kg/cm?

OO e

Como se puede obgervar en las propledades que se le atribuyen
al acero, este material tjene una mayor elasticidad que el concreto
y con la combinacién de materiales se tendr& un resultado del
comportariento de la pila ya armada.
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Estructuras especiales

Los resultados de este anédlisis se representan gr&ficamente en
la figura 7.30. Da estos resultados observamos una comprobacién de
lo que 8uponemos los ingenieros, an cuanto a gque consideramos qua
las tensiones se concentran en el material de mayor elasticidad en
una estructura sometida a un sistema de cargas. Bate es un resultado
muy interesante que poslbilita el andlisis de la pila ya armada y la
comprobaci6én del comportamfento del concreto y del acero.

51 observanos las figuras 7.28 y la 7.30 notamos que los
elementos de concrato scometidos a esfuerzos de compresién matienen
casi el mismo valor, pero en lo raeferente a los esferzos de tensién,
los elementos de concreto cercanos a los de acero son liberados en
gran medida de esfuerzos para concentrarse en los slementos
constituidos de acero.
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Estructuras especiales
b) Direccisn de los Rpfuerzos Principales.

La configuracién de la direccién de los esfuerzos principales
pars asta tercera pila cuando es considerads de puro concreto y
cuando ge le colocs acero de refuarzo aparecen en la figura 7.31.

lotamos en esta figura (7.31) que la direcclén de loa esfuarzos
principales cambia cuando a 1a pila se le calculan loe esfuerzos con
el acero de refuerzo qua llavars que cuando no se toma en cuenta
eate. Una veaz que la pila tiene ol acero, log eafusrzos tienen
direccionese mas verticales, también notamos que la zona donde lows
esfuarzos Ban totalmente vericales suban con respecto al anflisis
donde no 8e coneidero el amceroc y aparecen esfuerzos horizontales en
las fibras cercanas al apoyo.

La direccitn de los esfuerzos que ee debe tener en cuenta para
armar de acero de refuerzo a la pila es de acuverdo a la figura
7.31th) ya que es mas cercano a su comportamiento real.
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Fig. ?7.31.- Configuracibn de los esfuerzos principales. a) Para la
pila constitulda Gnicamente de concreto y b) Para
cuando se le considera el acero de refusrzo.
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CAPITULO VII1

COXCLUSIONRBRS

Bl método del elemento finito constituye vuna poderosa herrn-
mienta para el anAlisis de estructuras complejas como las pilas de
los puentes de composicitén de materiales diversos y geonetriae
complicadas. Para fines précticos, 1as eoluciones obtenidas mediante
la aplicacibdn adecuada del método a problemns elfsticos pueden
conslderarse como exactas.

Bl caso de las pilas de puentes se puede modelar adecundamente
considerando que &e trata de un problema de esfuerzos planos, es
decir, aceptando que son nulos los esfuerzos fuera del plano de 1n
pila. Las matrices de rigideces para los elementos que se obtubleron
en este trabajo se pueden aplicar para los problemas de esfuerzoe y
deformaciones planas y mientras mas pequefios sean los elementos, la
solucibn es pés aproximada. Bn ¢aso de tener acceso a los grandes
programas como lo es el SAPYV.2 se recomienda que sea usado
adacuadamente para obtener los resultadoc correctos y multiplicar 1a
rapidez de los an&lisis.

A pesar de que no dtisten cuerpos idealmente elfsticos, el
mé&todo del elemento finitg, con esta supoeicitn, da soluciones a
estructuras para las que no tienen por medio de las hipbtesis de 1a
mecénica de materiasles, Retoma el concepto de energin de defurmaclén
y le da utilidad a las leyes constitutivac de los materiales de que
6e constituye la estructura, es decir, relaciona los esfuerzos con
las deformaclones por medio de la ley de Hooke,

Bn la préctica del andliels de esfuerzos se ha obeervado una
aplicaci{6n indiscriminada de la f6rmula de la escuadria haciendo
poco caso de las restricciones que encierra esta f6rmula, la cual
supone una distribucién lineal en todas las secciones de una viga,
lo cual bha quedado en duda para cualquier problema. Sin embargo,
hemos visto con mucho gusto la aproximncién que para fines précticos
se obtiene con la {f6rmula de 1la escuadrfa para el cslculo de
aesfuerzos en las pilas para puentes. Los ingenieroes que sin tener un
respaldo matenftico para comprobar el método convencicnal, lo han
creado inteligentemente y le han dado, & lo largo de muchos afios,
solucién a los problemas que enfrentéron.
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Beperamos que con loe an&lisis expuestos .en este trabajo dé la
certidunbre de que el mgétodo convencional d& soluciones exactac para
fines prActicos y de no tener posibilidad de uno de 1los grandes
programas de an&lisis, se utilice con seguridad.

La ventaja mas grande que ticne el método del elemento finito
e que e pueden analizar estructuras compuestas de varioe materia-
les, como a8 el caso de la pila en la que le incluimos el acero de
refuerzo aden&s del concreto. De tal manera que podemos conocer el
comportamiento de la estructura con acero de refuerzo y sin 61,
slendo los resultados del an&lisis, con los materiales que realmente
tendra la pila, los mas interesantec.

Uina manera de empezar los anAlsle es, hacer uno primero atribu-
yendo la composicién de la estructura Gnicamente de concreto,
después se disefla la colocacién y cantidad del acero de refuerzo
para loe resultados obtenidos. Una vez teniendo la cantidad y
distribuci6n del acero en la pila de concreto, ss calcula vun
promedio pesado de los materiales que constituyen cada elemento. Se
raliza un segundo anllisies con lae nuevas caracteristicas elésticas
y de densidad de los elementos del naterial ya combinado, y por
Gltimo, se redisefia.

Finalmente, debemos hacer notar que los anAlsis por el método
del elemento finito son coatosos. S1 se realizan por medio de un
prograna de conputadora comercial que valen mnuchos millones de
pesos, tamblén ese necesita una conputadora potente que sea capaz de
correr el programa y, por el otro lado, sl se emplean las matrices
de rigideces y se formulan las ecuaciones para resolver el slctema,
el tiempo requerido para un problenma dado es de varias semanas, sin
penear en los errores en que se podria caer.
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