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INTRODUCCION

Pretendemos presentar el concepto de Esperanza Condicional con un enfoque
un poco distinto a los usuales, tratando de estuduiar los casos elementales para familia-
rizarnos con el concepto, hasta llegar al caso en que se define a la Esperanza Condicional
através del Teorema de Radon-Nikodym.

Luego estudiamos las Cadenas de Markov hasta llegar al teorema Bésico del
Limite. En nuestro tercer capitulo simulamos caminatas aleatorias estudiando algunas
de sus propiedades vistas en el capitulo anterior.

LEstudiando finalmente el modelo de Ehrenfest en donde se juntan estos tres'
capftulos, ya que encontramos la distribucién limite de la manera usual y también lo
hacemos usando la Esperanza Condicional. Hacemos también una simulacién de este
proceso y estudiamos su comportamiento.
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1.1 Introduccién

Lo que se desea hacer en este capitulo es estudiar en detalle el concepto de
esperanza condicional. Queremos hacerlo en un enfoque un poco distinto a los usua-
les ya que cn general en los textos clementales de probabilidad sélo se estudia el caso
discreto sin ver sus propiedades, y en los textos avanzados sélo el caso en el que la pro-
babilidad condicional y la esperanza condicional quedan definidos através del teorema
de Radon-Nikedym y no aparcce en detalle la relacién entre ambos conceptos y sus
relaciones,

Asf se estudiaran:

a. 51 X y Y son variables aleatorias discretas.
b. Si X es variable aleatoria definida en (01, ®, P) espacio de probabilidad y B € &
c. Si & es una o-dlgebra con particién numerable.

d. Si @ es una subo-dlgebra de Q.
e. 8i @ = o(X).

BEs decir trataremos de estudiar primero casos elementales para familiarizar-
nos con el concepto demostrando asf algunas propiedades de la cspenmzn condicional
tratando de usar en cada caso la herramienta mds simple.

1.2 Esperanza Condicional para X, Y variables aleatorias discretas.

Cuando estudiamos la probabilidad de un evento A podrfamos preguntarnos por
. 1a ocurrencia del evento A dado queya sucedxé un cierto evento B, a csta probabilidad
la definiremos a continuacién:

1.2.1 Definicién.- Sea {1, S, P} un espacio de probabilidad y sean A, B € < conjuntos
~'tales que P(B) > 0. La probabilidad condiclional de que A suceda dado que B
sucedid la definimos como:
P(ANB)

P(A|B) = 5]

donde esta cumple con las propiedades de una probabilidad :
1.2.2.- P(A|{B) > 0 ya que
Demostracién. P(4]B) = P80 donde P(ANB) 20y P(B) >0  u
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1.2.3.- P(O}B) = 1

Demostracidn.- PanB)  P(B)
: P S I Sl A
{MB) = =55 = Fpy
R
1.2.4.- Sean Ay, Ayp,... € N con 4; A 4; = 0 donde 1 # J cntonces
Z P(AlB) = (U Ale>
Demostracién.- o © P4, n D)
< N
3 P(AB) = ) —Fht
k=1 k=1 P(B)
por ser I’ una probabilidad tenemos que lo anterior es igual a;
o0
P (kU A B) 00
=1
— el = P ALlB
P(B) (Ich ¢ )
]

© 1.2.5 Definicidn,- Sean X y Y dos variables aleatories discretas en un mismo espdcio
de estados 11 ; tales que:
X:1— Sy CR
Y:— Sy <R

donde Sy es el conjunto donde toma valores X y Sy es el conjunto donde toma valores
Y. Definimos a la probabilidad condiclonal deY =y; € Sy dado que X = z; € Sx
cont=1.,n;J=1,..m, como:

(Ye=y;, ¥ =pn{X=z
PlY —J-lx_z,)‘{—l’&‘-m'l‘ AHEEED wipx =z >

sxP(X*:c)

Esta definicién de probabilidad condicional podemos generalizarla condicio-
nando.con respecto a varias variables aleatorias como sigue:

‘ 1.2.6 Definicién.- Sean X,Y y Z variables aleatorias discretas con .los conjuntos ‘
Sy, Sy, Sz definidos anilogamente como en 1.2.8, definimos la probabilidad condi-
cional de Y = y; € Sy dado que X = z; € Sx y Z = zx € Sz como: )
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P(Y=y X=1;,Z=z3,) . F e re 7
P(Y =ylX =2;, 2 =2) = {O—Tpr?z,—?’—?T‘ ° ?&‘,'Iw; ~~k; >g
si =152 =2z} =

donde umbas definiciones 1.2.5 y 1.2.6 cumplen que la probabilidad condicional es una
probabilidad, como se demostrd anteriormente en 1.2.2 2 1.2.4.

Dado que estamos trabajando en los conjuntos Sy, Sy y Sz los cuales son los
conjuntos en donde toman valores las variables aleatorias X,Y y Z respectivamente,
podemos dejar de considerar los casos para los cuales

P(XZIJ')Z—'O Y P(X:::J-,Z==Zk)=0.

Ahora bien nosotros podriamos preguntarnos por la existencia de una esperanza.
condicional, basandonos en la misma idea de la definicién de esperanza de una variable
aleatoria la cual es el valor que toma por la probabilidad de que lo tome, podriamos
en este sentido hablar de una esperanza condicional de una variable aleatoria la cual
definirfamos como el valor que toma la variable aleatoria por la probabilidad condicional
de que lo tome, y este sera su velor en el conjunto sobre el que se estd condicionando
obteniendo as{ una nucva variable aleatoria discreta.

De acuerdo con las definiciones 1.2,5 y 1,2.6 definimos a la esperanza condi-
cional como sigue:

1.2.7 Definicién.- Scan X y ¥ dos variables aleatorias discretas en un mismo espacio
de estados {2 con los conjuntos Sy y Sy respectivamente definimos a la esperanza
condicional de Y dado X = z; € §x con j = 1,..,m como:

E(Y|X=2;)= Y, yP(Y =ylX =1z).
%HESY

1.2.8 Definicidn.- Sean X,Y y Z variables aleatorias discretas en un mismo espacio

de estados (1 con los conjuntos Sy, Sy y Sz respectivamente definimos a la esperanza
condicional de Y dado X =z; € Sx y Z = z; € Sz como:

EB(Y|X = :rj,Z =z) = Z yP(Y =y|X = 5% = z)
%ESy

Observemos que B(Y|X = z;) y E(Y|X =.:cj,Z =z;) son mimeros reales y
son distintos de la B(Y}X) que definiremos a continuacién.
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1.2.9 Definicién.- Sean X y Y dos variables aleatorias discretas, denotaremos a la
esperanza condicional de la variable aleatoria Y dada la variable aleatoria
X como E{Y|X) definiéndola como una variable aleatoria que toma el valor

a;=( ¥ wPY =y)X =z)
VESy

sobre el conjunte
Aj={weX(w)=1} paraj=1,..,m
cs decir

EYIX)= T ety = % (Z y.-P(Y=m|X=m,~)) X 1Xaz))

z;€5x z;ESx \wESy

Definimos andlogamente & E(Y|X, Z}):
1.2.10 Definlcidn.. Sean X,Y,Z variables aleatorias discretas denotaremos & la es-
peranza condicional de Y dado X yZ como:
E(Y|X, Z)
y la definiremos como una variable aleatoria con valor:

= L wP(Y=ulX =22 =z))
HESY
F=1,u4n, k=1.,7
sobre el conjunto
Ap={we Q[X(u) = x,-,Z(,‘,) =z}

Veamos ahora las propiedades que podemos obtener parala esperanza condi-
cional definida aqui:

Dado que E(Y|X) es una variable aleatoria podemos preguntarnos acerca de
su esperanza: .

1.2.11 Proposicién.~
E(E(Y|X)) = B(Y).

Demostraclén.-

BEYIX) =Y 3 %P =u4lX =;)P(X = ;)
z;€Sx Y €Sy .

e g



= Y ¥ wPlY=y,X=xz))

WKESY z_,-ESx
= Z yip(luz,-ESx(X = zi)]ly = yj)
ViESy
= 3 wPY =y)= 3 wP(Y=y)=E(Y)
¥ €5y wESy
u

1.2.12 Proposicién.- B(E(Y|X,Z}) = B(Y).
Demostracién.-

BEYIX,2Z)="3 3 3 wP¥=ylX=z;,2=2)P(X=z;,Z=2z)
2, €57 7;€5x €Sy

= Z Z E yl'P(Y:.‘Ig‘yx=zJ‘,Z=zk)
2x€57 z;6€5x ¢iE€Sy
= 3 wPl =ylUgesy X =zl [Unes; Z =ad) = 3 wP(¥ =u)=B(Y). -
ey %ESy
B
© 1.2.13 Proposicién.-E(B(Y|X, Z)|X) = E(Y|X).

‘Demostracién.-
Conocemos el valor de E(Y)X, Z} el cual es:
Y wP(Y=ylX =252 =2)=q
KESy
sobre el conjunto
AJ'k ={we n'x(“’) = Zyi Z(w) =z}
tomemos :
- . W = E(Y|X, 2)

" Entonces E{W|X) toma el valor ‘ )
Ag= > apP(W =olX = z;)

; a;LESw )

sabre el conjunto {X = z,} desarrollando el término 4, tenemos:

- P X=z;,2=z,X=1z)
Ag=ZZuJ-k I”(X:z') g
kg ) v

P



donde

: b sij#e
X=z;,X= = Lo
( ) z) {(X'—- zg) sij=yg
por lo que
p(X=z~,Z=zk,X=zg) P(X =z4,Z=2)
Ag = %k ST =%k R
=220 P(X=1,) 250t H (X = 2,

sustituyendo el valor a

. ; P(X=1,5=2
Ag:Z( 2 PV =ylX =$J‘wz=zk)x—(“},—(‘i—‘—ﬂ)

% \yesy X = z4)

:Z( 3w Pzg“‘y"zk» =z, P(X =152 _74.-))
.

k \y;€Sy = 2z} P(X = zg)

P(Y = yn[UngS7(Z = zk)]vx = -"a)
ZS P(X = z4)

= Y wPY =ylX =g).

)

wESy
y esto es exactamente el valor de E(Y|X) sobre el conjunto (X = z4).
Por lo tanto sobre el conjunto (X = z,) el valor de
E(EY|X, 2)|X)

coincide con ¢l valor de E(Y|X). Hacemos lo mismo para cada valor poslb‘e de X'y
obtenemos el resusltado..

[ ]
1.2.14 Proposicién.- E(Y|X =z;) = —arszzl)
2. roposicién.- B{Y|X = z;) = —F(-X_—zji-—
Demostracién.-
E(Y|X = Ij)P(X = z:j) = z ywP(Y =ylX = z]-)P(X = xj)
¥€Sy
z ylP(y Y X = z]) = E(YI[X z,])'

YESy

B 1}2.15 Propbaicidn.- Si a y. b son constantes entonces
LB(aY -+ b2|X = ;) = eE(Y|X = z;) + bE(Z|X = ;).

~6-




Demostracién.-Como E{aY + bZ|X = z;) toma los valores

Z (ay; + 02 ) P(Y = 9;, 2 =z} X = zy)
WESy 5 €Sy

PlY =y Z =2, X =z
= 3 Y, {ey+ bz ( !:II",(X——::) 3)
1ESY 2x€8z =%

PY = y;, [Ug, Z =), X =1z;
=a Z % ( Y lupe(?izj) k)’ J)

ViESy

P{luyes, Y =9l 2 = 23, X = 25
v 5 5P uesyl P(.X‘)i,z-) X = z5)
2%ESy ¥

PY =y;, X = z;) P(Z =2, X = 1;)
=a 3 Wpx ooyttt > T B I =2
& PE=a TR AT R

tomando todos los valores de X tenemos aE{Y|X) + bE(Z|X). g

Veamos la relacién que hay entre la esperanza condicional y la probabilidad
condicional:.

1.2.18 Praposicién.- P(Y = y|X =z} = E(ljy- 4| X = ;).

Demostractén.-
Usando la proposicién 1.2.14 tenemos

E(1[Y=y;}ﬁlx=:,-])

BlyeylX = zj) = P(X = ;)

y es claro que .
E(llY":y;lﬂ!X::jl) = P(Y =y, X= z)')
por.otra parte

PY =y, X=35)  Elyeyinix=s))

P(Y =ylX = J:j) = X = .'l:,-) = X = ‘;) ’

Por lo tanto la proposicién se cumple. g

1.2.17 Propoelcion.- Si ¥ es una variable aleatoria constante, ¥ = a entonces para
. toda x; € Sx - ) s

. BYIX = z;) = a.

B




Demostracién.- Tenemos que

EY|X =gz;) =aP(Y = a|X =z;)+ 3 y;P{Y = y|X = 3;)
vi¥e

como Y = a entonces para y; # a
PY =ylX =z;) =0

y por otro lado sabemos que la probabilidad de que [Y = a] no depende de la probabi-
lidad de que [X = z;] por lo que

PlY =a,X=z;) P =a)P(X =z}

P¥Y =alX =z;)=

P(X=z;) P(X =)
=P =ad=1
por lo tanto
B(YIX =z;) =
1

1.2.18 Definicién.- Diremos que X y Y son variables aleatorias independlentes si

P(Y = y;, X = z;) = P(Y = ;) P(X = z;)

1.2.19 Prpposlcidn.— $i Y es independiente de X entonces:

E(Y|X = z;) = E(Y).

Demostracién.-

P{Y =y;, X = z;)
E(Y|X =z;) = ol Sl Li btz L
== 3 S

Usamos la independencia de X y ¥ en la segunda igualdad entonces

P(Y = y)P(X = ;) _

»ESy ¥%ESy.
[ ]

1.2 20 Proposicién,- 8i Y es una variable aleatoriz no negativa entonces E(YU&)
- tamblen no negativa.

- 8-



Demostracién.- Probaremos que para toda z4 € Sy se cumple que
E(Y|X = z:j) >0.
Tenemos
E(Y|X=zj)= 3, wP(Y = ulX =z
yi€Sy
tenemos que por ser P una funcidn de probabilidad

PY =ylX =220

y para toda y; € Sy y ;2 0.

Lucgo eéntonces
E(le = Z") Z 0.

Bsto se cumple para toda z, € Sx por lo tanto
E(Y|X)>0
]
1.2.21 Proposicién.- Si Y y Z son variables aleatorias tales que Y > Z entonces‘:

B(Y[X = 5;) > E(Z|X = z;)

Demostracién.s Tenemos que
Y>Z entonces Y~-2Z22>0
entonces por la propiedad 1.2.20 tenemos
E(Y -Z|X=z;)20
v por la propiedad 1.2.15 ' )
CB(Y - 21X =z;)=E(Y|X =1;) - B(Z|X = =)

teniendo as{ que
B(Y|X =2;) - B(Z|X =2))20
E(Y|X =z;) 2 B(Z|X = z;).

C1.2.22 Proposicién.- Si a,b € R tales que a < Y < bentonces:
7 e SEY|X=2)<bh '

-8 -



Demostracién.- Usando la propiedad 1.2.20 para Y —a >0y b - Y > {J tenemos

B(Y|X = 2)) - Bla]X = 2;) >0

E(X = z;) ~ BY|X =z;) 20
por la propiedad 1.2,17 tenemos
Bla}X =z;)=a ; EblX=z]=14

obteniendo entonces
@ S B(Y|X =z;) < b

B
1.2.23 Proposicién.- 8i X ¢s una variable aleatoria constante entonces:

E(Y|X = ;) = B(Y).

Demostracién.-
EY| X =z;)= ) yP(Y =wlX ==;)
viESy

como X es constante el valor de X no depende del valor que tome la vm'mble aleatona
Y entoneces:

P(Y = y)P(X = z)

Z .’/:'P .-.J.[X“.‘I:)* Z '3 P(X=x,-)

%ESy wWESy

S wPY =y)=EY).
€Sy

i.2.24 Proposicién.- Si ¢ es una funcidén convexa tal que ¢ : R — R entonces:
HEYIX = ;) < B@(Y)|X ==;). ’
Demostracién Como ¢ es una funcién convexa entonces para cada zg € R huy 11;1
niimero A(zp) tal que
@(z) 2 #(zo) + (= - z0)Mzo) con zER
: tdxharﬁo; zg = B(Y|X = 2;) y = = ¥(w) tenemos
‘ &(Y)2 LB = 2))) + (¥ = BYIX = z,)]A(B(Y[X = z;))

_10_



obtenicndo la esperanza condicional de esta expresidén y usando las propiedacs 1.2.15
1.2.17 y 1.2.21 tenemos

E($(Y)|X = z;) = $(E(Y|X = 1;)).

1.2.25 Proposicién.- Sean X y Y variables aleatorias tales que
E(XY)<o y E¥)<ow
entonces:

E(XY|X) = XE(Y|X).

Demostracién.- Probaremos que este resultado es valido para toda z; € Sy

B(XY|X = z5) = Z Z 2y PX =2, Y = 4| X = z;)
T ESx 1iESy
PX=z,,) Y=y, X= zj)

= Z E TVi — =4
zpGSx WiESy P(X - IJ)

en donde observamos que
_ N sik#7
(X—-Ik,X—-Ij) = {(X—IJ) sik=j
entonces
hym T g P S X =)
= 2] =z
’ WESy ' P(X =z))
=z; 3 wPY =ylX=q))
ViESy
= g;B(Y|X = z;)
Esto se cumple para toda z; € Sx por lo tanto

E(XY|X) = XE(Y|X)

I



1.3 Conceptio de Probabilidad y Esperanza
Condicional dado B € Q.

Definamos ahora la esperanza condicional de cualquier variable aleatoria defi-
nida sobre (Q1, 9, P) pero condicionada a B € ¢ tal que P(B) > 0.

En toda la seccién 1.3 (1,3, P} es un espacio de probabilidad y B €  tal que
P(B}>0.

1.3.1 Definicién.-Sea X una variable aleatorie defnida sobre (Q, S, P) tal que
E(X]) < o0

bajo estas condiciones definimos la esperanza condicional de X dado B come:

E(X|B) = /n XdP(-|B).

Como tenemos que X es integrable con respecto a P entonces X es también
integrable con respecto a P(:|B) yr que ésta es una medida finita tul que
P()

PLIB) < 373y

=cP()

1.3.2 Proposicién.- Sea X una variable aleatoria definida sobre (0, S, P) entonces:

E(1pX)

B(XIB) = S

Demostracién.-
Tomemos X =1, donde 4 € &

/n 14dP(|B) = ./,4 dP(-|B) = P(A|B)
1-3.2.1

P(AN B) 1
TPB) P(B)[ anpdP “?"(F)/al“dp

———E(ng)

P(B)

con lo cual tenemos ¢que la proposicién es cierta para funciones indicadoras por lo cual
por propiedades de la integral tenemos que también es cierta para funciones simples.

- 12 -



Ahora bien si X es una funcién medible positiva sabemos que existe una sucesién
de funciones simples {X,} tal que' Xy T X y usando ¢l teorema de Convergencia
Monétona tenemos:

]n XdP({B) = lim fnx,.dp(.m)

n—oo

s 1
= nl_\_.nolc -}—:—(—57/9 XndP

usando nuevamente el teorems de Convergencia Monétona

1 . ~ E(X1g)
7(B) oo = =gy

Luego entonces para cualquier funcién-integrable X esta igualdad tiene sentido
ya que es cierta para X y X~ esto es:

E(X|B) = /n XdP(-|B) = jn (Xt ~ X~)dP(|B)
| B(X*15) E(X~1p)

P(B) _ P(B)

= ﬁ%)[ﬂ((m - X7 )1p)] = 7,_(173_)5(;:13)..

= /n X*dp(|B) - [ X~dP({B) =

1,3.8 Corolario.- Bajo las mismas hipétesis que en 1.3.2 tenemos que:

P(A]B) = B(1,]B)

Demoszraciéﬁ.-
Se puede ‘observar en la relacién 1.8.2.1.

- 18 -



1.4 Esperanza Condicional de Y dada una o-Algebra
generada por una particién de 1.

1.4.1 Definlcién.- Sea {02, <, P) un espacio de probabilidad y {Bp;n > 1} una par-
ticién medible de (1 tal que P{By) > 0 para toda n > 1y sea U la o-dlgebra generada
por {Bp;n 2 1} definimos la probabilidad condicional de A dado i como:

P(A]u)(w) = P{A]|B;) si w€ By

En donde tenemos las siguientes propiedades:
1.4.2.~ Pura cualquier w fija la P(-I.u)(u) ¢s una probabilidad,
Demostracién.-
Sea A € ¥ entonces
P(A|ﬂ)(w) = P(A|B;) si web
en donde sabemos que P{A|B;} es una probabilidad.

a. Como para toda { > 1, P(B;) >0y la P(AN B;) > 0 tencmos

P(ANBE;)

R 1)

=P(A|B;) si weB;

= P(Aly)
b. Andlogamente P(Ql4) = 1
P(DlY) =P(O|B;) si we€B;

PANnB;) _ P(B;)
F(B)  P(B)

c. Sean Ay, Ag,.. EQcon 4;NA;=0parai#J

Gl A,-]u) Ww)=P ('Gl A,-_|B,~) = f P(A;|B;) siweB;
bt b ot

=1

=3 P(4;10(w)
i=1

P (g A,-\.u) (W)= P (l(':jl A,\zé,.) ﬂﬂﬁ%ﬁﬂ

-1} -
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por ser P probabilidad
______._____ 2. P(A:B:
P(B‘) (4515:)

stw C Dy
C = zP(Afl‘u)(w)‘

=

1.4.8.- Para cada A € @ fijn P(A}4),), es una funcién borel- mcdlble con rcspccto a il
Esto cs debido a que ya que para cada B; tenemos

P(AIB) =b; en

[+ )
PlAl),) = 2 bilg,
=1

cn donde tenemos que 1p, es una funcién medible ya que:

1 sia>1
13‘.(—-oo,a)={13,~ sil<e<1
0 sia<0

en donde 2, B; y @ estan en L

Por otro lado la multiplicacién de funciones medibles por una constante cs una
funcién medible y la suma de funciones medibles es medible. g

1.4.4 Proposicién.- Para cada B € Q fijo y para todo C € Y tenemos

P(BNO) = fc P(Blw)dP

Demostracién.-
Ya que C € U entonces ! @ = U 13,J donde By; € {B;;7 > 1} para toda j > 1

Asf tenemos

rP(CnD) =P((G B;,-) nu) =P (G(B;,-nu))
j=1 y=1

l\'v.r apendice 1
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‘debido a que los conjuntes By pertenecen a la particién entonces por aditividad nu-
merable tenemos:

o &
PLU@;n B)) = 3 P(BnBy)
J=1 J=1

como P(D,»J-) > 0 para toda 7 y por definicién

ilp(u nB) = fl P(B|Bi)P(By) = /c P(Bu)dP.
y= i=
|

Veamos la definicién de la esperanza condicional correspondiente:

1.4.5 Definicién.- Sea (1, ¥, P) un espacio de probabilidad y 4 une o-algebra generada
por la particién de 0 como {By;1 > 1) y sca Y una variable aleatoria integrable definida
sobre el mismo espacio definimos a la esperanza condicional de Y dado U como:

EY|W)w) = B(Y]|B;) s wéeB;

la cual es una. funcién tal que:
E(Y{ﬂ)(.) 0 —R
y se cumplen las siguientes propiedades:
1.4.6 Proposicién.- La E(Y|1l) es una funcién borel-medible con respecto o it

Demostracién.-
La demosiracién es andloga a la demostracién hecha en 1.4.3.
Recordando la csperanza condicional definida en 1.2.9 observemos que
E(Y|X)
es una funcién medible con respecto a la g-dlgebra generada por el conjunto
| C X=z)
donde este conjunto genera una particién de Q.
1.4.7 Proposicién.- Sean X v Z variables aleatorias y a,b € R entonces
’ E(aY +bZjt){w) = a E(¥ ) (w) + bE(Z|10)(w)
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Demostracidn.-
BlaY +bZ[W)(w) = B{aY +bZ|B) si we Iy
de acuerdo con Ia proposicién 1.3.2

E(aY +3|5;) = E_((_%b)ﬁiu

y como la esperanza es lineal

Ef(aY +bZ)1p) aB(Y1p) + bE(Z1p,)
P{B;) T P(By) P(B;)

usando de nuevo la proposicién 1.3.2
aE(Y|B;) + bE(Z|B;) = aB(Y |4)(w) -+ bE(Z|10}(w)
siwe By 7
B -
1.4.8 Proposicidn.- Si ¥ es una variable aleatoria constante, Y = ¢ cr}tonccs

E(Y|5)(w) = a.

Demostraclén,.-
E(Y|u)(w) =B(Y{B;) si web;
usando la proposicién 1.3.2 )
E{Y1g.) aP(B;)
E(Y|B) = 5 = g,
(i) PB)  PE) ¢ '

1.4.9 ' Proposicién.- Si Y ¢s variable aleatoria no negativa entonces

E(Y]){w) 2 0.

Demostracion.-
e E(Y|4)(w) = B{Y|B;) si we B;
‘por la proposicién 1.3.2 .
. : ) E(Ylgl.)

E(Y)B;) = PE)

- 17 -



en donde sabemos que si ¥ > 0 entonces E(Y1p) > 0y la E(Y|D;) sélo esta definida
si P(3;) > 0. :

Luego entonces .
E(Y{B;) >0.
[ |

1.4.10 Proposicién.- 51V y 2 son variables aleatorias tales que Y > Z entonces:

E(Y|9){w) 2 B(Z|u)(w).

Demostracién.- ,
Como Y > Z entonces ¥ ~ Z > 0y por 1.4.9
E(Y -2j4) >0
y por 1.4.7
E(Y |4){w) ~ B(Z1{w) 2 0

entonces

E(Y|){w) z B(Z|#){w).

|
1.4.11 Proposicion.- Si a,b € R tales que a < Y <'b entonces
- o< E(Y|i){w) < b. ‘
Demostracidn.-
Como tenemos que 8 <Y < b por 1.4.10 y 1.4.8
E{al){w) < B(Y]s)(w) < E(H|)(w)
a < B(Y{u){w) < b.
.

-1.4.12 Proposicién.- Para toda A € 4 tenemos:

E(LAB(¥1) = B(¥1,)

Demostracidn.-

18 - : ;



Tomemos ¥ como una varisble aleatorin no negativa, como 4 € it entonces

4= U;-';‘B,'J- donde Bi; € {By;i 2 1} tomemos fn = 1U?:13ij teniendo asf que

1a = Jim Lo py = Jim fn

RO

con lo que
JuBEar = [ Clim By

Observemos que 0% fn £ fasr ¥y como ¥V 2 0 por 1.4.9 E(Y{u){w) > 0 por lo
que podemos usar el Teorema de Convergencia Monédtona:

/n (lim JoE(Y|4))dP = lim jﬂ fuE(Y|)dP

160 n—o0

Sustituyendo f,, tenemos lo siguiente

Jim_ A lup_, By B(Yi)dP

i

It

n
Jim fn ,—Zn 1p,, E(Y|s)dP

n
= Jim, ;:1 jn 15, E{Y{4)dP

= fjl J- 18, BV Iap
=

por otro lade observemos que:

B{1p B{Y|By)) siw& By
o

Bt B ) ) = { sue s

con esto tenemos:

o0 - 00 i
,~>=:1 [n 1g, E(Y|1)dP = ,=Zx /ﬂ 15, E(Y|B;;)dP

= : E(Lp, E(Y|B;).
1= .

De aciterdo con la definicién de esperanza tenemos que

By, B(Y155))

- 19~



toma-el valor
‘ E(Y(By;)
con probabilidad
P(By;)
teniendo en cuenta este hecho es ignal a
[ o
Z E(lB;J-E(YlBij)) = Z E(Y'B,']')P(B,-J') .
j=1 j=1
por la proposiciéon 1.3.2 esto es igual a
Lo
> E (¥Y1p,)
J=1

usando ¢l Teorema de Convergencia Monétona de nuevo
' o0
=B| 3 Yig, | =E(Viye p,)=E(Y1iy)
=

es decir obtuvimos para Y variable aleatoria no negativa que para toda A €'y
E(Ly(B(Y|U)w)) = B(Y1,).

- 'Ahora si Y es cualquier funcién medible tenemos ¥ = Y+ — Y~ donde por
1.4.7 se tiene ' . :
E(Y|#)(w) = B(Y i) () ~ E(Y 7|1 {w)

y por propiedades de la esperanza
E(14E(Y1%) = E(14[E(Y*]y) - E(Y ~|w))
= EQLE(Y ) - BOAB(Y™|)
en donde sabemnos que para Y+ y Y™ se cumple

= E(1,Y1) - B(L4Y ") = BQa(Yt = Y7)) = E(1,Y). »

1.4.18 Proposicién.- Sean X y Y variables alcatoris tales que B(|XY|) < ooy '

E(]Y]) <oo. Con : :

L X (0,4) — (R, B(R})

‘entonces: _
: E(XY i) = XE(Y|4).
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Demostracidn.-
Sca X = 1,4 donde 4 € H usando 1.4.12
1 EYMdP:['l YdP
/;] AE(Y)4) o 14

.

tarnbién por 1.4.12
an(}LYlu)dP = fnxwp =jn 14YdP
con lo que tenemos
[ Eavinar = fn AR (Y |8)dP

Luego entonces ’
E(1,4Y4) = 1, E(Y|y)
es cierto para funciones indicadoras por lo que también es cierto para funciones simples

también, debido a las propiedades de la integral,

Ahora tomemos X variable aleatoria positiva entonces existe una sucesién de
funciones simples {Xn} T X tomemos también a ¥ no negativa aplicando el Tearema
de Convergencia Mondtona

N0

f XE(Y|4)dP = f lim X E(Y|8)dP

= Jlim [ XaB(Y|8)dP = Jim /;1 E(YXalu)dP

= Jim, [ ¥Xuap
volviendo a usar ¢l Teorema de Convegencia Monétona
. iz, [ YXoaP = [ lim Xavdp = [ xvap
fn E(XY[u)dP

. entonces XEB(Y |4} = B(XY|4).
Ahora para cualquier variable aleatoria X,

B(XYl) = BU{X* ~ X7)Y|) = B(XTY|4) ~ B(X™Y]4) |
= XTE(YY) - X" B(Y[|4) = (XT ~ X7)E(Y|y) = XE(Y|4)

sabemos que es vilido pars cualquier variable aleatoria X hacemos lo. mismo para’
cualquier vnrmblc aleatoria ¥
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E(XYi) = B(X(Y* - Y)W = BXYT|Y) - XE(Y|1) = XB(Y jy).
]

1.4.14 Proposicién.- Sen X unan variable aleatoria para la cual esta definida E{X). y
X independiente de la o-dlgebra Y entonces

E(X}t){w) = E(X).

Demostracién.-
E(X\W(w) = B(X|B;) si- web;
por 1.3.2 tenemos
B(1gX)
P(B;)
como X es independiente de la o-dlgebra 4 esto es que es independiente de cada funcidn
indicadora 1p,, B; € Ut entonces

B{X|B;) =

E(‘B.'X) = E(l‘g‘.)E(X)
" por otro lado

E(lg'.)=/;)13|.dl’=jﬂi P = P(B))

luego entonces ; '
B(X|B) = E—(%‘_(TBQ = BX).

Clae



1.5 Concepto General de Probabilidad y Esperanza
Condicional dado X=x.

Observemos que en todo lo anterior estamos definiendo la probabilidad condi-
cional para los conjuntos B tales que P(B) > 0, sin embargo por lo general las variables
aleatorias mds interesantes o mis frecuentes tienen la propiedad de que:

P(X =z)=0para toda
(Caso continuo o absolutamente continuo).

Podriamos, para definir estos casos, tratar de tomar el limite de la sxguxentc

manera P{AX € (z~hz+h)
PUAX =2) = I8 PX e = bz + 1)

1.5.1
Esto en general no es correcto ya que el hecho de que P(X = zp) =0, no -
garantiza que en la expresién 1.5.1 el limite existird para
z = Ip.

por més condiciones que le demos a P y a X.

Ahora bien mirando a 1.5.1 como una funcién de z se podria pensar intuitiva-
mente como Ja derivada de una medida con respecte a otra. Es por esto que resulta
natural la utilizacidén del teorema de Radon-Nikodym para definir la esperanza condi-~
cional en este caso. )

1.5.2 Teorema de Radon-Nikodym.- Sea ({1,9) un espacio de medida y sean p,'y'
dos medidas finitas en este, con 4 absolutamente continua con respecto a g ("1 << p)
entonces existe una funcién fy > 0 con

fo: (7,9) - (R,B(R))
tal que
1)
1(4) = [, folwln(ds) pars A€

2)'Si f es integrable con respecto & y entonces {f fp) es integrable con respecto a.u'y
Jorér= [ ol

Ademis la funcién fo(w) es tinica excepto en un comunto de medida cero, es
decir si h es otra funcién i}-medlb]e tal que

(4) = [ hulu(ds) Ae
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entoneces

wlw: f(w) # hlw)} =0.

Nota.- La funcién fo es llamada la derivada de Radon-Nikodym o la densidad de la
medida 4 con respecto a p la cual denotamos dvy/dp.

La demostracién del teorema de Radon-Nikodym * no la veremos aquf ya que
lo que nos interesa de este son sus aplicaciones 2 nuestra teorfa.

Conociendo c! teorema de Radon-Nikedym, ya podemos condicionar con even-
tos de probabilidad cero, como por ejemplo condicionar con respecto a

{X =z}
que como se sabe es muy usual que tenga medida cero.

1.5.3 Definicién.- Sea A € y X : (11,9) — (R,B(R)) una variable alentoria definida
sobre (2,3, P) definimos a la probabilidad condicional de A dado {X = z} como
una funcién g : R — RT borel medible e integrable tal que

P({X€B}n4)= [B 4(z)dPy(z).

con B € 8(k). La demotaremos

P{A|X =1x)
Con esta definicién tiene sentido la expresién 1.5.1 la cual es

o PlAXE(@z—hz+h)
P =2 = R P e e - 1)

en donde tratdbamos de dar una definicién para el caso
P(X=z)=0

i Veamos por ejemplo que sucede con este limite cuando tenemos una funcién ¢
continua y suponiendo que X tiene funcién de densidad continua f: .

tomemos Iy (zo) = (z0 ~ h,zo + k)

P(A, X € (z—hz+h) = i 2 9(2)4Px (2)
3

i
A o Px(ly)

hﬁn’ P(X €(z—h,z+h)

. 1
Al [Ihg(z)f(z)ﬂlI

+ Robert G.Bartle, The Elements of Integration, John Wiley & Som,lnc; 1966,
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por el teorema del valor medio esto es igual a:

d
=E%g_(%%h—()f)_f i mo(£y) = g(z) con §ET,

Vemos con esto que la definicién dada de probabilidad condicional en 1.5.3
coincide con la expresién 1.5.1 con la cual tratébamos de definir o esta.

1.5.4 Teorema.- Sea X : (7,%) — (R,B(R)) una variable aleatoria sobre ({1,%,P) y
sea-A un conjunto fijo en S entonces existe una funcién real .

g+ (R,8(R)) = (R*,B(RY))

tal que para cada B € B(R))

’

P({XeB}n4)= [ a(z)dPx (z).

Ademfs st kb es otra funcién con esta propiedad entonces g = b Py-cs. A
esta funciones g y A las llamaremos versiones de la probabilidad condicional de 4
dado X =1z,

Demostracién.- Tomamos

1B)=P({X€B}nAd), Beb(R)
donde « es absolutamente continua con respecto a Py ya que

‘ 0<(B)<P(XeB) paatods B eB(R)
y zplicando el Teorema de Radon-Nikodym vemos que existe
' g: (R,8(R)) - (R*,8(R7))
tal que
A(B) = [ s(z)dPx(z)

que es lo que querfamos probar,

- Tomemos
+(B) = P(A,X € B)

para‘A €  fijo, observemos que g es lz derivada de Radon-Nikodym de 'y con respecto
a Py, cs decir



5 Definicién.- Sea V" variable aleatoria integrable definida sobre (0, S, P) y
X:(0,8) - (r,B(R))

una variable aleatoria definomos la esperanza condicional de Y dado que (X = z)
si para toda B € B(R) tenemos

d / z)dP
fxen¥e® = x(3).
y la denotaremos
oz} = BY|X = ).
1.5.8 Teorema.- Sea Y > 0 una variable aleatoria extendida sobre ({1, P) ¥
X:(Q,9) - (1, B(R))
una variable alcatoria, Si Y es integrable entonces existe una funcién
g:(R,B(R)) - (RT, B(A"))
tal que para cada B € B(R)
aP = [ g(z)aPx(z).
/IXGBIY 9(2)dPx ()
si h es otra funcién con esta propiedad entonces g = h Py c.s
Demostracién.- Sea’ )
1B) = /( xen 74P = /n YiixepdP = E(Ylixep))
1.5.6.1

demostraremos posteriormente que v(B) asf definida es una medide. Ahora bien pnra.
toda B € B(R) tal que .

P(XeB)=0
tencmos entonces que
. lixep =0
luego entonces

- Ylixep =0
obtenindo finalmente que :
[ ¥ txendP =0
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es decir 4(3) = 0 por lo tanto v es absolutamente continua con respecto a Py, al ser
Px y 7 medidas en (R,B(R)) entonces podemos aplicar ¢! tcorema de Radon- Nikodyn
por lo que tenemos que existe una funcién

a: (R,8(R)) — (%, B(r"))

tal que '
/[x:-p]YdP =1(B) = /E 9(<)dPx(z).

Ahora demostraremos que 4(B) definida en 1.5.6.1

~NB)=[  YaP

[XeB]
' es'una medida veamos que es numerablemente aditiva, tenemos
/I‘XEB]YdP = /‘:)YI|XEB]‘”) = E(YI[XED])
como E(Y) < co entonces E(YL[xep)) < co.
Sean By, By, .. tales que B; N By =@ con 4 # j y B = U2 B; entonces

1(B) = E[Y Lixep) = Y Y yeum g

=1

=k gx Yl[xw;]]

en donde tomando
‘ Jo=1ixeun,, By
con Jo que
Lxes) = Jim, xeur,|B; = olim, fa
" tenemos
Iy‘]Xeu B ]| < |¥1g|

y como Y es integrable podemos usar el teorema de Convergencia Dominada temcndo
) entoncm i

E ; Ylyeny| = ; E(Yllxea,-l)

= z/ n[xE,,.,dP Z/

eB]
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teniendo asf -
HWUZ B = 3 4(By)
§=1

es decir es numerablemente aditiva.

Ademds también cumple que

~{0) ,Ydr=0

T xe
por lo tanto {3} cs una medida.

1
1.5,7 Corolario.- 5i Y es una variable aleatoria integrable definida sobre (2,9, P)
entonces existe

hiR— R
tal que

/( xen Y4 = /B h{z)dPy(z)

Demostracién.- Podemos escribir a ¥ de la siguiente manera
Y=Yt-y~
sabernos por teorema 1.5.8 que existe g; y gq tales que

/(m) v*ap = [ gi(z)drx(z)

/(XeB) y;dp=/Baz(z)dPX(z) '

tomando b = g| — g7 tenemos
J,2)dPx(a) = [ (o1 - 0:)(z)dPx(2)

| = /}J‘ﬁ(z)dﬁx(z) = /Bﬁ(z)dPX(z)_ /B g2(2)dPy(z)

+

/ y+dp Y-dp
(xen)

- /(XEB)
Sy Yr=v-ePr=[  vap
{xeD) (Xehn)
: |
Dadas estas definiciones tenemos nuevamente ln siguiente relacién:

- 98



1.5.8 Corolario.- Si X cs una variable aleatoria sobre (1,5, P) y 4 € 8 entonces:

E(igiX =z) = P(A]X =2} Py cs

Demostracién.- Por definicién tenemos que para A € @

/B E(14|X = 2)dPx{z) = ./(’XEU} 1dP

/{x@m dP = P(|X & B| 1 A)

y por otro lado
P(IX € Bjn A) = fiz P(AIX = 2)dPx ()

por la unicidad 2;

PlAIX =z} = B(14]X =) Py -cs g

Lver apéndice it
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1.8 Concepto General de Probabilidad y Esperanza Condlcional
dada una sube-dlgebra de Q.

Asf ya hemos definido P(A|X = z) y E(Y|X = z) ahora vamos a definir otro
concepto de esperanza condicional mds general. Es decir se tomara una 8 C S subo-
dlgebra de ¥, donde no necesariamente Y cs @ -medible.

1.6.1 Definicién.- Sea (1, S, P) un espacio de prababilidad y @ una subo-4lgebra de
. Definimos a la probabilidad condicional de A ¢ & dada &

P(Al®)
como una variable aleatoria definida en este espacio de probabilidad tal que
PCNA) = fc P(Al®)dP peratodn Ceco
para toda C ¢ ©.

1.6.2 Teorema.- Sea (f1, 3, P} un espacio de probabilidad y @ una subg-dlgebra de &
y A €  fija entonces cxiste

, P(Al®) : (0,9) = (,0(R))
llamada probabilidad condicional de A dado @ tal que:

P(CN A) = ch(Aia)dP puratoda CEe.

Si existe otra funcién Z con esta propicdades entonces Z es ignal a la probabi-

lidad condicional P-c.s.
Demostracién.- Tomamos 7y = P(C N B) y como
0% P(CNB) < P(C)

osto es si ‘P(C) =0 entonces 4(C) = 0 con lo que 7 es absolutamente continua con
- respecto a P podemos aplicar entonces el teorema de Radon-Nikedym con lo cual es
inmediato el resultado,

1.6.3 Definicién.-Sca Y una variable alentoria extendida definida sobre (11,9, P) un
espacio de probabilidad y sca ¢ una subo-dlgebra de 9. Definimos a la esperanza
condicional'de Y € & dada ¢ .
' E(Yie)

~ 80 =
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como una varizble aleatoria definida en este espacio de probabilidad tal que

/C YdpP = ./C E(Y|®e)dP paratoda CC®

1.8.4 Teorema.- Sca Y una variable aleatoria extendida definida sobre (1,9, P) , con

& C ¥ una o-dlgebra y sea Y integrable. Entonces existe una funcién
E(Y|8): (N, 8) — (R,D(R))
llamada esperanza condicional de ¥ dado 6 tal que
/c Ydp = /CE(Y|0)dP paratoda CC®
y cualesquiera dos funciones con esta propiedad coinciden P-c.s.

Demostracién.- Tomeinos a
c)= [ Yap
ne =,
y tenemos que si P(C) = 0 cntonces 7(C) = 0 ya que estamos.integrando sobre un

conjunte de medida cero, y Y es integrable podemos aplicar el teorema de:Radon-
Nikodym, teniendo que se cumple asi el teorema. g

1.6.5 Proposicidn.- Sea A €  y 6 una subo-dlgebra de ¥ entonces
P(Ale) = E(1 4]8) P-cs.

Demostracidn.- Tenemos que para toda ¢ € 6 se cumple

; dp = =

[, Bale)ar [ 1atp [CM P
=P{ANC)

y también tenemos

P(CNnA)= ./C P(Al6)dP . paratoda CE®

por la unicidad 2 tenemos que P(A|8) = E(14]) P-cs.

Como caso particular importante tenemos que st

X:(0,9) — (wu(R)

2
Ver apéndice 1l .
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y @ = o(X) entonces para Y variable aleatoria escribimos:

PlAlo(X)):= P(AIX) & Ac®

E(Y|o(X)) := E(Y]X).
Hemos definido los siguientes conceptos:
P(AJX =z):R— R tomandoa 4 € S fijay X:(0,¥) — (R,8B(R).
EYi{X=1z):8—> R dondeY es una variable aleatoria integrable y

X:(0,9) - (7,8(R)),

P{A{X) : 0 — R caso particular de P{A|®) donde 4 € & es fijo y @ es una subo-
dlgebra de Sy,

E(YiX) : 1 — 8 caso particular de E(Y]8) donde Y c5 una varinble aleatoriz
integrable y © ¢s una subo-dlgebra de .

Venmos la relacion que existe entre P(A|X = z) y P(A|X) y entre E(Y|X = 2}
v E(YIX).

1.6.8 Teorema.- Sca X : (N,8) — (R,B(R)) una variable aleatoria definida sobre
(0, %, P) ysea A un conJunto fijo en S entonces

P{AJX) = P(A|X = 1) o X.

Demostracién.- Denotemos a
3() = P(41X = 2)

y denotemos a

h{w) = g(X(w))

/[XEII] hw)dP = /lXEU]q(X(w))dP(w)
= /nﬂ(x(“))lu(x(w))dp(w)

usando el teorema de cambio de variable tenemos

Jpateenta(xe NP = = [ o) 1p()aPx (2

tomemos B € B(#)
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como B € B{R) entonces lo anterior es igual

[yoea@aPyiz) = [ a(@)dpx(z)

y por la definicién 1.5.3 obtenemos que

J,#@aPx () = P(X € BYn.4)
Observemos por otro lado que
[XCB}-{wGﬂ X{w) € B}

esto s )

(¥ & Bles(X)
entonces tomando ’

=X € Bl € &(X)
tenemos ahora que

/ s(z}dPx(z) = P({X & BYn 4) = P(C "1 4) '

¥ por la definicién 1.8.1 sabemos que tomando 6 = E!(X) pare A €@ ﬁ_]o ¥ para toda
C e 3X)

PCNA) = /C P(Ale)dP
con eosto tenemos que
h{w)dP = apP
JeqMe)d? = [ Piale)
teniendo entonces por unicidad 2 que
pPlAjg) = h P-c.s.
.
1.6.7 Teorema.- Sea Y una variable aleatoria extendida definida sobre (£1,%,P) , .
donde E(Y) < ooy :
: X:(0,8) — (R,0B(R))
entonces .
: E(Y|X)= (B(Y|X = z)o X).
Demostracién.- Denotemos por

'g(:) = E(Y|X = z)

g -
 Ver apéndice 1t
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h{w) = g(X(w))
entonces para B & B{R) se tiene que
h{w}dP = X J
frcem Me¥P = fLo(X(@Nip(x(ert)
usando el teorema de cambio de variable tenemos
[, o Na(X@)dPw) = [ stz ip(e)iPx(z)
como [ € B3(R)
[otena@irx() = [ o(=)aryiz)
y sabemos por Ja definicién 1,5.5 que

fpoteerx@ = [ vir

obteniendo finahmente

/[ xen"MP = [;xEm YdP Ben®)

Ahora bien recordando que

[X € B] = {we ;X (w) € B}

es decir
|X € Bje $(X)
entonces podemos tomar
C=[XeBj
es claro que
C e d(X)

y tormando ¥(X) = & podemos aplicar la deficinién 1.6.3 teniendo asf

/C},}dP = fc h(w)dP

entonces por unicidad 2 )
h=E(Y|X) P-cas.

% Ver apéndice 1L
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Ahora veremos las propiedades correspondientes:
Si Y =k donde k es una constante entonces

EB(Y|s)=k P-cas.

Si Y} ¥ Y, son variables aleatorias integrables y Y7 < Y3 entonces

E(11le) < E(Yile).

Sia,b €R y Y1,Y son variables aleatorias integrables entonces

E(aY; + bY3|6) = aE(Y1|8) + bE(Y3]8) P-cs.

Si Xp > 0 paratoda n y X;; T X c.s. entonces
B(Xnl8) T E(X|®) c.s.

Si ¢ es una funcién convexa, X y ¢(X) son integrables cntonces

H(E(X|0)) < E($(X)]®).

Si [Xp| <Y, conY integrable y X, — X c.s. entorices

E(Xpl8) — E(X|8) " cs.
Si Qg = {ﬂ,h) tenemos que B(Y|Sg) = E(Y)
E(E(Y|o)) = E(Y).

Si Y es 6-medible entonces

Si ®; C &2 entonces

E(E(Y|e;)|8)) = B(¥|8;) . P—cas.

E(B(Yje)les) = E(Yle)  P-cs.
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a.

Sea X una variable aleatoria ®-medible, ¥ ¥ otra variable aleatoria tal que
E(]Y|) <00y E(|]XY|} < co entonces

E(XY|s) = XE(Y|®) P -cs.

Las cuales demostraremos a continuacién:

Demostracidn,- Por la definicién 1.6,3 tencmos que para toda C € 6
[ E(vieyar = [ var = [ kap
c C (o}
por unicidad ? ténemos

E(Y|8)=k  P-csh

Demostracién.- Por propiedades de la integral
/C YidP < /C YydP paratoda CE®

por la definicién 1.6.3
AT /0 E(Y|0)dP

=[E P

/Oyzdp /0 E(¥;|0)d

luego entonces
- fc E(Y|&)dP < f(’) E(¥y|e)dP

Como E(Y|@) y E(Y3|®) son &-medibles e integrables y le desigualdad es vélida
para todo C € % tenemos i

E(Yile) S E(lo)a

Demostracidn.- Para toda C € @ tenemos que al hacer uso la definicién 1.6.3

‘/C B(aY; + bY3|®)dP = /G(aY1+bY2)dP

2 yer apindice 1

3 Ver apendice I
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2

=0 fa YidP +b ]G Y;dP =a /c B(Vy}e)dP + b [C B(¥aj0)dPr
= jo aE(Y|o)dP + jc LE(Yyi0)dP = [C (eE(Y1]0) + bE(Yy]6)) dP

por unicidad ?tenemos

E{aY) + bY,|8) = aE{Y,]6) + bE(Y3l6)  P-c.sn

Demostracién. Por la definicién 1.6.3 tenemos
fivg, [, BUXale)dP = lim f XndP

n—0o0

para tods A € &, Como se cumplen lz\s hipétesis del teorema de Convergencia

Monbtona tencmos
Jm, [, XndP = [ xap

Por otro lado observemos que debido a la propiedad ¢
E(Xql0) £ E{Xns1]8) < E(X|0)

formando asf B(X,|®) una sucesibn creciente, por lo que el siguiente Hmite
existe
Aim B(Xa[0) =

nuevamente podemos aplicar el teorema de Convergencia Mondétona ya qné
E(Xnle) 20
v E(Xal®) 1 h entonces
g [ Ejear = [ nap o
paratoda A € 2. Por las igualdades anteriores y por la definicién 1.6.3 tenemos
f,. E(X|8)dP = /A XdP = [A hdP
para toda 4 € 2, por lo tanto
' B(Xnlo) T B(X|e) P-csg

Demostracién.- Como ¢ es una funcién convexa entonces para cada zp € R
hay un ndmero A(zg) tal que

Hzo0) + Mao)(z - 20) < ¢la)

Ver apéndice 1]
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tomainos a g = F(X|8) y a z = X sustituyendo tenemos
$E(E(X]8)) + A(E(X|B))(X - E(X|8)) < ¢(X)

Suponemos que E(X|®) es acotada, con lo cual podemos ver que cada uno de
los términos de la dltima desigualdad son integrables tomando la esperanza
condicional con repecto a & y usando los incisos a}, b}, ¢}

BE(X]0)) + AB(X|S)E((X ~ E(X]e))le) < B{g(X)|®)

de donde
SE(X[9)) < B($(X)|e)

Hegamoslo ahora para cualquier B(X|8), para la cual definimos
» = {|B(X8)| < n}
entonces
By, X]o)
es acotada por lo que la desigualdad en este caso es vélida
${E(1y,X|e)) < E($(1m,X|8))
trabajando con la parte derecha de la desigualdad
B(¢(1y,X)8) = E(1y,4(X) + Ly=4(0)|0)

= B(L,$(X)[0) + Lu$(0) — B($(X)[o)
por d)
Por otro lado debido al continuided de ¢

#E(Ly, X{0)) - (B (X]e))
finalmente obtenemos
H(E(X]o)) < E(¢(X)0). n
f. Demostracién. Sea Zn = supy,>q |Xm — X| como X, — X c.s. entonces
Zn 10 cs.
como E(X,) y E(X) son finitas, aplicando los incisos ¢) y e) tenemos
|B(Xnle) = E(X]8)] = |E(Xn ~ X[o)|
< B(1Xn = X|®) < E(Znfe)
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Como E{Zn+1|8) < E(Zn|8) c.s. cntonces el siguiente Hmite existe
im E(Zyl8) =k
por lo que
0% [ P < [ B(Zale)ep

como ) € Z, < 2Y y-como Y cs integrable podetnos aplicar el teorema de
Convergencia Dominada obteniendo

-/ﬂ ZpdP —0 cuando n-—co
por lo tanto

/n BdP =0

h=10

entonces

Inego entonces
‘ B(Xp8) —» E(X|®) cs &

g Demostracién.- Sabemos que las funciones $p son constantes, por lo tanto 1d
E{Y) debe ser constante. Y ademds se debe cumplir por la definicén 1.6.3 que -

/;] E(Y|Z0)dP = /n vdp
teniendo as{
E(Yig‘o) x P(Q) = E(Y)
obteniendo que la constante es E(V). ¥
h... ... Demostraci6n.-Por definicién
/n E(Y|e)dP = /n Ydp
yaque o
E(EY|6)) = E(Y)xa
if Demostracién.- Por la definicién 1.8.3 tenemos
L E(Y[|edP = /A vdp
por unicidad *
: : E(Y|e) =Yg

2 Ver apéudice Il
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3. Demostracién.- Sex A € &; por la definicién 1.6.3 tenemos

fAE(S [6)dP = /Aylu’
como &; C By entonces A € 8z por lo tanto
G E{Y |8, k= Y ==
[ B(E(YIe)le)P / | E(Y[8z)dP [ R
- por lo tanto

[ pEviediegar = [ Bvieyer

para toda 4 € S es decir ? B(B{Y|63)|81) = E(Yisy) Pecs.
B

Demostraremos la segundu igualdad. La E{Y|8;} es &{-medible entonces es
Bg-medible que para toda A € &; por d)

E(B(Y]er)len) = E(Y|e1)
luego entonces 4

B(E(Y]8y)les) = E(Y]e) Pcsg

K Demostracién.-Sea A € 8 tomemos X = 1 4 demostraremos que
B,Y|8) = 1, E(Y]e)

Tenemos para toda B € ©

/1,,de/ (14 ¥|e)dP

fA pYiP= /Im E(Y|6)dP

cofnoAnBEQ)
E{Y|®)dP = E{Y|®)YdP
/Anu(” [BLA(I)

por lo tanto
. E(IAY[ﬁ) = IAE(YIG) P-cs.

~ es cierto para funciones indicadoras por lo que también es cierto para funciones
_simples, debio a las propiedades de las integrales. Tenemos entonces -

(W B(Y |6} = D(XnYiﬂ)

2 Ver apendice 11
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Sea X una variable aleatoria positiva, existe entonces una sucesion de funciones
{Xn} tal que Xy 1 X. Como

[XuY] < |XY)
y | XY/ es intcgrable, aplicando el inciso ) tenemos
" lim B(X.Y|e) = B(XY]e)

por otro lado
A X, EB(Y]e) = XE(Y[s)

-luego entonces
XE(Y{s) = "l'lgaloXﬂE(Yle) = nl'ggoE(X,.YN) = E(XY|s).

Siendo vélido para cualquicr variable aleatoria X ya que es vélido para Xty
X, por lo que es cicrto para

Xt-X"=Xa

Observemos gite todas las definiciones estan relacionadas entre sx, en donde las
siguientes propidades son anglogas:

a ~ 1.2.17 ~ 1.4.8,
b~ 12,21 ~ 1.4.10,
c ~ 1.2.15 ~ 1.4.7,
e ~ 1.2.24,
g ~ 1.2.19 ~ 1.4.14,
b ~ 12,11 ~ 1.2.12 ~ L.4.12,
§~ 1.2.13,
k ~ 1.2.26 ~ 1.4.18,
1.2.14 ~ 1.3.2
1.2.16 ~ 1.3.3
1.2.20 ~ 1.4.9
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Cadenas de Markov

2.1 Definicién.- Un Proceso Estocistico es una susecion de variables aleatorias
Xi{w) , t € T definidas en un mismo espacio de probabilidad {Q1,, P) ,en donde T s
llamndo usualmente espacio de parametros (T suele ser el tiempo).

2.2 Definicién.- Una Cadena de Markov con espacio de parametros T' discreto es un
proceso estocistico en donde el espacio de estados S es un conjunto finito o nimerable
de los valores de las variables aleatories y cumple con la propiedad:

.

P(Xpyy = ZnitlXey = 2n0 Xty ) = Tam 1y Xty = 20) = P(Xipyy = Za411Xy, = z0)-

2.3 Definicidn.- Liamamos Probabilidad de Transicién en un paso a:
nt1 B} ,
P = P(Xinyy = 311, =)
donde i,j € S.

La probablhdad de transicién en un pasoesla proha\nlldnd de pasar del cstado
1 al estado j.en una unisdad de tiempo.

t‘ e'ﬂ-bl

Sila cadena ¢s estacionaria entonces P: LR Pl1 2 para toda n . En tal caso’
denotaremos de aquf en adelante como P;; solamente.

Haciendo variu i y 7 encontramos la matriz de probabilidades de transicién o
matriz de transicién cn un. paso la cual satisface:

a. Para toda  f;7€'S P20
b. Paratoda f€S FTR Py=1
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Poo - Por P2
Py Py Py

P=1iPy Py Pn

Si § tiene k elementos entonces la matriz de transicidn es de k x k.
Denotaremos a la matriz de transicién por:

P = ||P; il jes

2.4 Proposicién.- La Cadena de Markov estd totalmente determinada por las proba-
bilidades de transicién en un paso y por la probabilidad del estado inicial

P(Xi = 20} = 1.

Demostracién.-
PXiy = 20, Xy, = :cl,,..,Xg" = xp) o
= P(Xt“ = Z"ngD = Ig,xh = zl,...,}\’ln;, = zn_i)
x P{Xpy = z9, Xty = Ty 0o Xgpy = Znly)

2.4.1
-usando la propiedad de Markov y la férmula de probabilidad total tencmos:

P(Xy, = zo) Xy, = 20, Xty = Z1500y Xty 2y = ZnZi)
X P(Xgn =10, X1y =Tty Xpyyy = Tn-1)
= P(Xt“ = In]xt,,_l =zn-1)
% P( Xty = 2n-1|Xpy = 20, Xp| = 2450 Xtyog = Tn-2)
X P(Xty = 20, Xt; = 21y 00y Xty = Tn-2)
contmuando de 19, misma manera obtenemos finalmente que:
P(Xi = 20, Xty = 215y X1,y = )
= Pr 3200 Proog,ne1 Penosianczr oo Pry 2o P (Xtg = o).
" Esta proposicién nos garantiza que la distribucién conjunta de
_ Koy Xty s Xty
" se puede encontrar a partir de las probabilidades de transicién.
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Veamos un ejemplo:

Se tienc una rata en un laberinto como el de la siguiente figura:

L | 5. 6
|

S ={1,2,3,4,5,6}.

En donde el espacio de estados es

Suponiendo que la rata se mueve de casilla en cada unidad de tiempo, y que todas las
salidas posibles son equiprobables,tenemos que la matriz de transicién es:

0o Lo itoo

1
0300
p-|0 3000}
100000
0%t o000 %
1 1
(00 4 050

) Pddrinmcs preguntarnos que sucede en dos tiempos, s decir. la probabilidad de
que en el tiempo n estéen el estado j dado que en ¢l tiempo n — 2 estd en el estado §

P(Xn = jiXn-3=i).

Por ejemplo :
P(X3 =2/X; =5) = P(Xy = 11X = 2)P(X3 = 5[Xp = 1}
' +P(X2=2,X1=2)P(X3=5,Xz=2)
+ P(Xp = 3|X1 = 2)P(X3 = 5|Xy=3)
+ P(Xa = 4|X; = 2)P(Xs = 5|X; = 4)
+ P(Xp = 5}X1 = 2)P(X3 = 5|X3 = 5)
+ P(Xy ='6]X1 =2) P(X5 = 5|X3 =6)
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La respuesta general a osta pregunta nos la da la ecuacién de Chapman-Kolmogorov
denotemos

S [
a la matriz de transicién cn n pasos. Aqf Pi'; es la probabilidad de ir del estado 1 al
estado J en n pasos.

2.6 Teorema.- Si la matriz de probabilidades de transicién de una cadena de Markov
s

P =|Pyllijes

entonces tendremos que la ecuacién de Chapman-Kolmogorov se satisface, es decir
(=]
n __ r 1]
Ry= k): Pl Pi;
=0

para cualquicer par de enteros positivos fijos r ¥ s que satisfacen que r 4+ s = n donde
definimos ..
: Pl = {1 =T
R 0 i#g.
Demostracién.-
Si n = 2 tencmos

P(Xg=1) P(Xg=j|Xo=1) = P(Xp =J,Xo = i) = P(X =j?X1 € .S’XDA.:: i) =

Z P(Xz =j|X1 =k Xg= i) -P(X; =k,Xo=1)=
kes :

por la propiedad de Markov y por la férmula de probabilidad total

2 P(Xa =X =k, Xo=1) P(X; =k, X5 =1}
kes

= Z P(Xy = j}X1 =k) - P(X) =k|Xp =1} P(Xg = 1)
kes

en resumen obtenemos que

P(Xy=j|Xo=1) = ¥ P(X2 = j|X1 = k) - P{X; = k| X0 = i)
: keS C -

s decir
2 1) {1
= i
; keS '
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La demostracidn para n es semejante tenemos
P(Xg = i)P(Xn=j|Xp=1) = P(Xp =5, Xp=1)
= P(Xn =5,X,€8Xy= i) = Zkes P(X,, =7,Xp =k Xg= [)
= Lres P(Xn = j1Xr = k)P(X, =k, Xg = 1)
= Fkes P(Xn = ilXr = K)P(X, = k|Xo = ) P(Xo = i)
es decir

8

P(X ,.—][,\,J:: Z (Xn = 7]Xr = k) P(X, = k{Xp =7)
©0
P =3 R0

’

2.6 Corolario.- Si P" es la matriz de transicién de n-pasos entonces

Pl=pPxPx--+XxP,
AT .
n veces

Demostracién.-

Por la ccuacién de Chapman-Kolmogorov tenemos
2 _ ‘
Pj= ¥ PPy
k=0

en donde haciendo variar £ y 7 obtenemos P? y esto no es mis que el productn de la
matriz de transicién por ella misma.

Ahora demostrando por induccién tenemos que es valido para n = 2 suponemos
que ¢s vdlido para n y demostraremos que es. vilido para n -+ 1

Pt = 30 PPh
kes

en donde haciendo variar 1 y j observamos que no es mds que cl producto de Ia matriz
P" por la matriz P por lo que la matriz de transicién en n+ 1 pasos es la multiplicacién
de esta misma n + 1 veces. g

Para la clasificacién de estados tencmos las siguientes definiciones:

2.7 Definicién.- Diremos que ¢l estado j es accesible desde el estado ¢ 51 existe n > 0 ‘
tal que P" >0y lo dcnotaremos 1= 7
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2.8 Definicién,~ Diretnos que los estados { y 7 son comunicantes si
i
71
¥ lo denotaremos
7 e
Es decir de { podemos llegar a § y de j podemos llegar a 1.

2.9 Proposicién.- Los estudos comunicantes son una relacién de equivalencia en el
conjunto de estados.

Demostracién.-

a. £« {ya que P‘% =1

b. i «» j entonces j < i cs por definicién
c. fo J,f « kocntonces { = k

Sabemos que existen n,m € N tal que P"; >0y Pﬁc‘ > 0 cntonces

oo
Pt = 3 PLPR > 0.
z

2.10 Definiciéin.- Linmarcmos clases de estados a las clases de equivalencia forma-
das por la relacién de ser comunicantes. )

2.11 Definicién.- La cadena es-irreducible si la particién es singular

(5,0},

2.12 Definicién.- Definimos cl perfodo de un estado i por
d(i) =med{n >1: P} > 0}
Si para toda € § (i) = 1 la cadena es aperfodica.

2.13 Proposicién.- El perfodo es una propiedad de clase es decif si ¢ j entonces

d(i) = d(j).

Demostracién.-

-



Para i = j cs inmediato

Sii#j

Sca s tal que P} > 0 la cual existe ya que existe m tal que I’g‘ > 0 ya que
t - J y existe n tal que PJ!:- > 0 ya que j — 1 consideratnos

P"“ tm ZP;EP,—',-P,-'}‘ >0

Como P“ > 0 entonces Pz‘ >0y por 1a ccuacién de Chapman-Kolmogorov { 2.6 )
Pn-uu tm > Pﬂnlﬂnpm >0

en donde tenemos que

a. d(7}lin+ s+ m)

b. dig}n+2s+m)
entonces d(j)|s, pero d{f}|s y por definicién de di)

s

d(3) = d{j)
Analogamente se prueba que d{5) > d{3) con lo que obtenemos que.
d{i) = d(3}).
[ ]

2.14 Proposicién.- Si el estado 1 tiene ur periodo d{i) existe un entero N que depcnde
de.d . (Ny) talqueparntodan€z,nz N

P 5,

Demostracién.- Usaremos el siguiente lema:

Si A es un conjunto de enteros positivos con mcd=d, entonces existe un sub-
conjunto finito de A con med= =d}

Tomando este subconjunto finito tenemos:
Sean ny,...,n tales que PE" >0 j=1,..,k

d(?) = med{ny,...,n;}

sabemos que por ser d(i) el miximo comin divisor de lns n; se puede escribir como
combinacién lineal de estas es decir

d(i) = egny 4 cang + -+ + egny

4 L4 demonteacibn se éncientta en ¢f apéndice IV
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donde ¢j € 2 j = 1,...,k podemos cseribir o d{i) separando su parte positiva y su
parte nLgntn"x

d(i) = M — M
donde A y M’ son enteros positivos y tomaremos 2 NV tal que satisfaga que
ne
)
T d)

teniendo asi que para toda entero n > N podemos escribir a nd(i) cormo

i

nd(i) = aM’ + bd(i)
donde a, b€ ya2 M >

P'r.xd(c')

it

1
- P‘_,:‘M bdi) M’ Pbd(-) > PM' d(: s

2.15 Corolario.- Si P_,':' > 0 entonces

P;:H-ndh) N
para todo n € Z¥ suficientemente grande.

Demostracién.-

Escogemos n > N con N como en la proposicién 2.14 3 usando Iu ccuacnon dc
Chapman-Kolmogorov
prtndt) o P!'.*P'.’."(‘)
i 2

y P;" > 0 por hipétesis y P 46) > 0 por la proposicién 2.14 por lo tanto Pm+"d( )

2.16 Definicién.- Un subconjunto de’estados € no vacio es cerrado, si no se puede
llegar 2 ningiin estado que no esté en C. Es decir

2 Py=1

jec
paratoda i €C

_;En donde observemos que la submatriz formada por C es estocdstica.

Diremos también que la cadena de Markov es irreducible, si no existe nmgun
_otro con_yunto cerrado que no sea el total.
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2.17 Definicién.- $i € es una clase de estados cerrada con perfodo d > L. Paratg & C
definimos

Co={j¢e C[I’,-';,— >0 implica n=0 mod d}

Cy={jeClAf;>0 implica n=1 mod d}

C’dTl = {7 €C|PL; >0 implica n=d-1 mod d}

en donde llamaremos a estas C;  (j = 0y ...,d ~ 1} subclases ciclicas de C.

-Observemos que

d-1
c= ¢
i=0

2.18 Teorema.- Si k € Cp y P > 0 entonces 7 € Cpty. Bs decir empezando de un ]
estado § € Cp Ja cadena se mueve de Cga Cy a ... o Gy regresando a O, ya que
Co = G4, Cyy1 = 0. o

’Demostracién.- Sea n tal que P} > 0 entonces
n=ad+t
por la ecuacién de Chapman-Kolmogotov tenemos
PE > PRP >0
‘ ya que C es cerrada § € C y como ‘
=t mod d

entonces
n+1=t+1 mod d

por lo que 5 € Cryy.
| ]

Con la ayuda de estas subclases ciclicas podemos encontrar el perfodo de una
cadena finita de la siguiente manera:. .
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Observemos la signiente cadena, la cual es irreducible

partimos de un-estado por ejemplo 1 y sea Cp la subclase ciclica que contiene al 1,
por.cl tcorema 2,18 formamos a Gy por los estados donde llega cl estado 1 en un
paso, obtenemos que 3 esta en Cp, ahora formamos a Cy por los estados donde Hega
el estado 3'en un paso, repitiendo este procedimiento hasta que alguna subelase clelica
G, contenga algin estado de las anteriores subclases ciclicas Cf conj < k.

Co Cy Cy C3 Cy
1 3 5 7 12
Observemos que Cp N C4 = 1 por definicién de lus subclases ciclicas tenemos
Co=0Cy

Tomemos a Cy como la subclase ciclica inicial y hagamos el mismo _procedi-
micento . . - :

Co G O C G
L2 34 56 7 12

como Cg = C4q y como CoU Cy U CaU Cy = C tenemos que el perl'odo"dc l@cndcn_a es
4. ' E :

B



Recurrencia

Denotaremos a la probabilidad del primer regreso al estado 4 saliendo del estado
1 en 1 pasos como
RN=P(Xn=14X;#7 je{n-1)|Xp=1)

y la probabilidad de estar en el estado j por primera vez saliendo del estado 7 en n
pasos como

:'j =PXp=5,Xp #7 ke[l,n-1|Xg=1)
y definimos

fi=o

2.19 Teorema de la Primera Entrada.-

Sea P} ln probab\lldnd de ir del estado {al ostndo 1 enn pusos y f la probe-
bilidad de B&lll‘ del estado { y regresar por primera vez al estado ¢ en k-pasos entonces
se cumple la siguiente igualdad:

n
=3 Pt nz1

* Demostracién.-

Tomamos A como el siguiente evento
A = fweXo=aXp =4, X;#7 j=1,.,k—-1dado que Xg=1t}

tenemos que

P(Ag) = P(Xa =6, X =1, X; #10,5 = L.,k — 1}Xg = i)
PXo=10,Xp =i, X; #i,j=1,...k~1,X3=1)
P{Xp =1)
P(Xy =4,X; #4,7=1,.,k- LXo=1i)
P(X=6,X;#4,5=1,..k-1,Xg=1)

P{Xn =4, Xg =i, X;#14,7=1,.,k-1,Xo = i)
P(szi',x'iéi|j=1)-~-xk"1.Xo=i)
P(Xk*‘tx #1,5 = Lunk=1,Xp = i)

P(Xp =53)
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= P(Xy = 1| Xp =, X7 # 6,7 = 1,.,k—1,Xp =)
xP{Xy = l',Xj #iJ=1,..,k—1Xp =1)
usando la propiedad de Markov y por definicién de f"f esto os igual a
JEP(Xn = i1 =

en donde como los conjuntos Ap's son ajenos tenemos quc:

n n
PR=P( A) =3 PAg) = Lﬁm*
k=0 k=0 k=0

Analogamente podemos obtener
Z JEPEE i# i w>o.

2.20 Proposicién.- Si d{t) es el perfodo del estado ¢, entonces
d{i) = med{n.> 1|/} > 0}.
Demostracién.- Sea
e{i) = med{n > 1}/ > 0}
y supongamos que e(#) # d(f), con lo que tenemos . . -
fa(x) >0

por ¢l teorema de la primera entradu tcnemos

e(lj k c(l) k

“ II

de la cual @ !
Jo RN
obtenemos d(i) = e(¢)n donde d(1) > 0y e(i) > 0, es decir d(f) < ¢(f).
Si d(i) < (i) y nuevamente por el teorema de la primer entradatenemos

Zf“ d(:)sk d(l) S0

fn
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cxiste kg < d{7) tal que
p>o

lo cual contradice al hecho de que (1) sea el méximo comnin divisor, por lo tanto -

2.21 Definicién.- Bl estado ¢ cs recurrente si y sélo &l )_, =1

El estado ¢ es transitorio si E i<t
n=1

Es decir tendremos que el estado s rdcurrente si saliendo del estado i la pro—
babilidad de regresar a éste en un tiempo finito es uno.

2.22 Teorema.- Un estado f e3 recurrente si y sélo st

oo
$ = oo
n=1

- Demosiracién.-
Como 1 cs recursente sabemos que 5,02, f =1 como esta serie converge apli-
caremos el teorema de Abel ® { &) } tenemos que

hm Z}' ~Zj,,._1

n=0 n=1

usando Ia siguiente igualdad la cual se demostrard posteriormcnte con js} <

®, ) 1

L Pt =

n=0 1-3 f{:s"
. n=(

2.22

Demostraremos que la ignaldad 2.22 es cierta en Ia cual tenemos que si |s| <1

Y Plist =
=0 -3 fas”
. r=0

5 Ver apendice V

T



Demostracién.-

Llamemosle

ii(s) = 2, " P} parasf <1

00
{(8) = 20 L parafsj <t
n=0
donde
Rt = £ 5 A

n==0

como fg— =0y usando el teorema de la primer entrada 2,19

& -

St pp) = Z o" P

n=1 7=0
en resumen hemos obtenido que:

Ty .'5)1’" E S"Pn
n=1
2.22.1

Por otro lado
oo 00
Pals) = 3 PRs™ = 3 Pan + PY°
n=0 n=1
o0
= Z PR +1
n=1

7 que por. 2.22.1 tenemos:
Pi(s) = Fy(s)Pi(s) +

1
Py(8) = ————.
ile) = 7~ Filo)
Con esta igualdad tenemos que
0
Y PR =0
. n=0
Cyaque P >0y
- 00
lim Y, Phs" =
=17 noo




podemos aplicar nuevamente cf teorema de Abel teniendo
o0
n_
X Ph=
n=0
Probaremos la segunda implicacién por contradiccién supongamos que ¢l estado

i es transitorio es decir
$ e

n=1
usando nuevamente ¢ teorema de Abel

L0
lim. > A" <1
e—+1" T

’

y usando la igualdad 2.22 tenemos que

lim Z s < 0o
-1

aplicando ahora del teorema de Abel tenemos que
! ©0
Y Pi<oo

lo cual es un contradiceién por lo tanto el éstado i es un estado recurrente g

2.23 Proposicién.- Recurrencia es una propiedad de clase. Si i~ j tencinos quc sit
es recurrente entonces j es recurrente,
Demostracién.-
Por la ecuacién de C}mpman-l(olmogorov tenemos
m+n+p P P
Z PRPRPE > PRPLPE
. =0
entonces
m+n+p P
$ poss > 3 rprer
n=} R
— pmpP, "o
=PFL 2 Pi=o
. n=1
por lo'tanto

Z Pn+m+p = 0o
n=1
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es decir 7 es recurrente. @

Vercmos ahora que sucede con las caminatas aleatorias.

2.24 Definicién.- Sean £}, £2,- - - variables aleatorias con valores enteros independien-
tes ¢ identicamente distribuidas. Sea Xp una variable aleatoria que toma valores en Z
y que es independiente de §; para toda f = 1,2,... si

Xa=Xo+ &+t éa

la sucesién de X, , n > 0 es llamada una caminata aleatoria.

En nuestro caso consideramos para cada ¢
Plg=1)=p
Plg=-1)=1-p
La caminata aleatoria describe el comportamiento de una particula cuyos movi-

mientos toman valores enteros es decir, en la recta la particula se mueve en los enteros,
en ¢l plano se mueve en los puntos con coordenadas enteras,

Veamos si existe recurrencia en la caminata aleatoria en la recta. Tomemos
como punto de estudio el cero.

2.25. Proposicién.- En una cammatn aleatoria en la recta tenemos que el cero es
recurrente si y sélo si p= i =q.

(donde p es la probabilidad de que se mueva fa particula a la derecha y ¢ la probabilidad
de que sc mueva a la izquierda)

Demostracién.-

Tenemos que
Plptl =g n=0,1,..

es decir la probabilidad de que la particula parta del cero y llegue al cero en un niimero
impar de pasos es cero, ya que si la partfculs se aleja del cero n pasos para regresar al
cero, tenemos que realizar ¢l mismo nimero de pasos, moviendose as{ la partfcula un

nimero par de pasos.
2n
pPin n.n
= ()
~ Supongamos que p = % g teniendo ast
2n _ [20) (L\P " (20}
o = (n)(i) (5) =l P
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usando la {érmula de Stirling

1o -
al~nT2e7 2

tendremos :

1 "
on 2"’*’1(:"'2"\[',7,-11'
P(;‘l;‘""(?Q)" +|( ) — 1 =
(e 2e=n ) (0 1e~n/On)
(pg)n2™ _ (4pq)"
Jrn N
o o 0 (gnon
ZP&ONZPOI(?”Z(}”) = oo
n=1 n=1 n=1 wn

Yo que supusimos que p = % tenemos que pg = % con lo que tenemos que el
-CeIo es recurrente.

Ahora para demostrar la otra implicacién, tenemos que el cero es recurrente
por lo que

Sabemos que esta serie diverge si pg > % si consideramos el caso pg > 1/4 nos
encontramos
4P(1-p)>1

2 1
- ~50
o4 p+4>

Lo
—-=)* <
-3 <0 ,
lo'¢ual es una contradiceién. Por lo tanto la serie diverge por las propiedades de py ¢

sélo si se cumple p = % =gq. g

2.268 Ejemplo.- Veamos zhora la caminata aleatoria en el plano, con movimientos
sobre las coordenadas enteras, en donde para pssar de un estado a otro tendremos’
movimientos hacia arriba, abajo, a la derecha o a la izquierda; Cada movimiento tiene
la misma probabilidad. En esta caminata aleatoria el cero es recurrente.

Andlogamente como en el ejemplo anterior tomemos como punto inicial al origen
teniendo asi para todan € N
P'ln—i =0
00 =

Calculemos Pg(;‘ en donde:
X1 = f# de desplazamientos hacia arriba.
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Xa = # de desplazamientos hacia abajo.
X3 = #f de desplazamicntos hacia la izquierda.
X = 4t de desplazamicntos hacia la derecha.

Si
Ap= (X =)
entonces
4z = (Xp=1)
y
A;; = (X3 =n- l)
y

A‘l = (X4 =n- t)
donden—i=7j.
Tenemos 2n resultados con cuatro resultados posibles cada uno

n 3 .
P (ﬂ A;) = P(A1)P(A2) A1) P(As ﬁ AYP(ALN A;)
i=1 ;

=1 1=
= P(X1 = i)P(Xg = i|X1 = f)P(Xs = ]"Xl = l',X-z = 1’)
P(Xy=j|X1 =i, Xo=i, Xy =]) =

. (2:1) (%)i(g)Zn—i (2,11._ ,‘) (%)i(g)zn—ii (Zn; 2;) (%)J-(é)zn—%_j (Zn _ ?1,:_].

2nl (2 -l (2n-2)) (2n-2 - ) 32n—ig2n-2 B
(2n - i)t (2n — 20}l (2n — 21 — )51 Pl 4142n-13i32n 29592025
(2n)! 142
.li!j!jz(Z)
" tenicndo asi (2m)! /1 2
. . njl
=3 'l"l'(_) =
. iien ifilfljivg




sustituyendo el valor de 7 tenemos:

n 2n

nin! (2n)! 1
& nlnlilil(n = }{n = )1 (Z)

2n

.zn: (f!"n)f i!(nni fﬁm%i (%) =
(5L -
()@

Srgp=3 ()"

n=0 \ "

usando la férmula de Stirling
1
n! ~n"tie " og

tenemos
@2n) (2n)nthe—In o 2
Tl T pintlgtmar . an
Asf
2n

S-S5
gin. 4

u
["]8

n 240

i
1
n

a
i}

I
™8

=00

1
<

n

por lo tanto el origen es recurrente. §

2.27 Ejemplo.- La caminata aleatoria en tres dimensiones, donde los ‘movimientos
serdn hacia arriba, hacia abajo, a la derecha, a la‘izquierda, hacia ndclante o hacia
ntras Los movimientos son igualmente probables.

Tenemos las siguientes variables aleatorias

X; = ¢ de desplazamientos hacia arriba.
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Xy =
Xa = # de desplazamicntos haciz la izquierda,

# de desplazamientos hacia abajo,

X4 = # de desplazamientos hacia la derecha.
X5 = §f de desplazamientos hacia adelante.
Xa = # de despluzamientos hacia atrds.

Para toda n € N tencmos 1’2”H = 0 ya que ¢ ntimero de movimientos que
haga la particula alqrmdow del origen también los tenemos que hacer para acerearnos
a uste, sicndo imposible regresar en un ndmero impar de pasos.

Ahora bien para toda n € N

P = Z PXj =, Xy =1,X3=5,X4 = Xs=n~i~[Xg=n~i-]j)
1<i+)<n
= 3 PNy =P(Xp=ilXy =)
1€i4+55n
P{X3 = j|X1 =, Xy = i} P(Xg = jlX; =1, Xy = {, Xy =} -
P{Xsg=n—i~jX) =i,Xg =4X3 = j,X4 =j)
PXg=n-i~jX)={Xy=0Xs =Xy =5, Xs=n—1-7)

N[O a W O
. (Zn; 2‘)(4) (3)2"—2.—: (Zn _Jz_n )(%)i(g)'-’n—g,‘_zj

(5553

(2n)! (l)z"n!n;! =
EG0%(n—i~ )2 \6! alnl ™

t

1<ifi%n
1n,2

G0 e
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decimos que para todan € N sea

_ { n! }
B -l O FiT e

con lo que

' 1 f2n\ 1L
2

usando el hecho de que ¢y se maximiza cuando 1 = § y jo = § tencmos que

2\ 11 nl
PDO = ( )22"3"("'§‘§')

y utilizando la férmula de Stirling tenemos

V3
rip < 202,
2rind
52 e _[éfi
a=1 21% n=1 %

por lo tanto Ja caminata alentoria en el espacio es trnnsitoria. [

Llamemos N;(n) al ndsmero de veces que el estado ¢ es visitado en las primeras
n transiciones, es decir:
Nefn) = o
donde s es el nimero de enteros u que cumplen:
Xuy=4, 1Zu<n

¥ tendremos que :
Jim Ny(n) = Ny(oo}
sera el nimero total de veces en que estamos en el estado 1.

Usando esta notacién definiremos:
a. La probnblhdad de visitar e} estado ¢ una mhmdad de veces dado que el estado

mlcml es 1.

= P(N;(00) = 00|Xp = 1)
b. La probabilidad de visitar el estado 7 dado que el estado inicial es 1.
Qiy = P(N;{00) = 0o]Xp = i)

.



c. La probabilidad de visitar ¢} estado 1 a lo més N veces dado gue el estado inicial

es t.
QY = P(Ni(o) < N = i)
Andlogamente
d. La probabilidad de visitar el estado 7 2 lo mds N veces dado que ¢l estado

- inicinl es 1
QY = P(Nj{eo) € NiXo =)

En ciertos casos podemos encontrarnos que :
P(Xg=1)=0
definiendo entonces Q,-J- para les Xy, que tenga sentido
Qij = P(Nj(oo) - Nj("‘) = 00| X =1}
para m tales que P(Xm =1) #0.

2.28 Proposicion.- Sean Qijs Qﬁ ¥ f.";‘ como se definieron anteriormente entonces
X
— n ‘.
Q5 = Ll 1@
n=

Demostracidn.-
Definamos los siguientes conjuntos

4; = {Nj{eo) = oo}
esdecir A; es cl conjunto de pasar una infinidad de veces por j
A} = {Nj(o0) - Nj(n} = oo}
A}‘ es ¢l conjunto de pasar una infinidad de veces por el estado j después de n transi-
~“clones ‘ .
B}‘ ={Xp=jXm#j m=14-.,n-1}
DJ'-‘ es la primer visita al estado j.en n transiciones

By={Xp=jparaclginn>1 ne€z}

teniendo asi que:
N — 00 n
B; =Unzy BJ'

P08 -



tal que
U
BPNBY =8 Ym#m
Cuya relacién entre estos conjuntos es como sigue:
A,' NB;=Ajyaqued;C By
y Ly n n n
" = A"B? .= AR
A;.E] = A’ BJ ya queA) = AJ
teniendo asf

Qi = P(4;1Xo = i) = i P(A;B} X0 = )

en donde
P(AJ-BJ’-‘IXQ =1) = P(A?B;-‘}Xo = 1}
_ P(A;PB;-',XO = 1) P(B},Xp = 1)
T PXo=il . P(BLXo=1)
N P(A;}B;-',Xo =1) P(B;-',X[) =1)
P(B';-‘,Xu =1) Xo=1)

= P{AMB}, Xo = i) P(B}Xp = i)

2281
por la propiedad de Markov 2.28.1 es igual a
| PUAIIBHP(BI X = )
con lo que obtenemos
- s o
Qi; = 2 P(AJ\BI)P(B}|Xo = i)
n=1
y de acuerdo con la definicién de cada conjunto
o0
n
Q= X [5Q;
n=1
]

.2.29 Proposicién.-
. o0

Qi = 2. PliQuj-
k=0

Demds;racléxi.- Se hace andlogamente que la proposicién 2.28 definiendo ahora los
conjuntos _ . R
B = {Xa =k}
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B" = {X, = k para algin k € §}
teniendo asi
=]
=
k=0
tal que
BEaBY=0 Vk#] k€S

teniendo nuevamente las relaciones

A;B" = A; ya quedy C B

AjB;-‘ = A}‘B;»‘ yaque 4; = A;?.
2
2.30 Teorema.- Si el estado ¢ es recurrente entonces Qy; = 1.
Si el estado ¢ es transitorio entonces @y = 0.
Demostracién,.-
Tenemos
N 2 nAN-1 N-1 = n
Qf =X MRl =0t X 1}
n=1 n=1
oo 2 oo 3 oo N-1
. -2 N-3 vy = L
=¥ (X =e (X ) = =Qk(X B)
: n=l n=t n=1

pero por definicién
00
1
Q=2 1%
=]
teniendo asf :
N2
— n
¥ =(x )
n=1
obteniendo catonces que si el estado § es recurrente
. : -
3. f% =1entonces @; = 1
n=1
~°y s el estada £ es transitorio
. - .
Nlim ( Y JE< 1) =0 entonces @y = 0.

0 M=l
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2.31 Teorema.- 51 1 « j y la clase es recurrente entonces

Qi =1.

Demostracién.-

Por la proposicién 2.29 podemos escribir a Q;; de la siguiente manera:

o3
Qj; = 2. PhQi
k=0
también sabemos que .
oo
1= E ;!'k
k=0
con lo que restando estas dos expresiones tenemos
(=]
— n
1-Qj;= 3 Phll-Qwy)
k=0
como IS. clpse es8 recurrente tenermos
Qji=1
teniendo as{
o
= n .
0= ’:ZOij(l — Q) ’

cada uno de los términes del lado derecho es mayor o igudl que cero, por lo tanto debido’
& la igualdad anterior tenemos para cada término de la sumatoria que

0=P}Z(1—Qk") VnezyvVkeS
Sij «+ k entonces sabemos que existe m € 7 tal que

PR >0

tomando k = j y como
0= Pl!;-'(l - Q.'j)
entonces
Qij =1,
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2.32 Corolario.- Si t + j y la clase es recurrente entonces:

S

n=1

Demostracién.-

Por la proposicién 2,28 podemos expresar a Q;; de la siguiente manera

i= 5 150

n=1
y como la clase s recurrente tenemos
&
Qij=1 Q=1

por lo tanto

O

Y=t

n=1

[ ]
Con este corolario aseguramos que al salir de cualq\uer estado de la clase v151tar,
a todos los demds estados de la clase recurrente.

2.33 Teorema Bdsico del Limite para Cadenas de Markov.

a. . Sea una cadena de Markov irreducible, recurrente y aperiddica.

PR = {Xn = i]Xo =1}

‘en donde
Pi=1
v sea
f;’:'={Xn=f,Xm¢i m=1,...'n~llxo;'~}
donde

0 _
lii=

las cuales cumplen

8 grheb= {1 9n 70

F=0 0 sin>0
2.33.1
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entonces

1
lim P} = .
n—oo ° ¥t
): nfh
=0
b. Bajo lus mismas condiciones que en inciso a) tenemos

lim P% = lim P}
a—oo” 1Y n—oo

1n’

Nota.- A ): nff se le llama el tiempo medio de recurrencia de i y representa el
tiempo promedm de retornos al estado ¢ dado que cl estndo inicial ¢s 1.

’
Demostracién.-

Demostraremos el inciso a). Tenemos que

IL E n—kPk Zjupn —k

2,33.2

Sabemos que la sucesién formada por {P, "}ncN es acotado, por lo tanto sabe-
mos que
= limsup P?
n—oo

es finito. )
: .z ng :
Ahora tomtmdo una subsucesién {P;'} donde ny <np < -y tal que

ST
fim PP =X
j—roo

y usaremos el hecho que para cualquier entero d tal que
15>0
tenemos el siguiente resultado que demostraremos posteriormente

lim P d:)\.

n—sgo W

2.33.3
Sea ahora :
ap = !‘3;+l‘+/ir‘g+2 +jn+3
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en donde

SR
PIRTLEDIEN
parr}

n=0
por lo tanto
1
fa=o-a

fi=a1—a

k
Jii =ty —ag

ahora sustituyendo en la ecuacién 2.38.2
n
. Pi? - [(“n-—l - an)P(? + (ap-2 - ‘ln—l)P‘%' ook (ag — al)Pﬁ-_l +(a-1 — ao)Pﬂ] =1

de acuerdo con la definicién de ap tenemos

o0
e =Rt St ff = 3 fh=n
k=0

tenicndo "o
P2+ Play + Phap—g + oo+ Paray + Plag
=14 Plag—1 + Phan-2 + -+ P lag + P}
™
Pay+ Phag-1 + o + I’,’}”‘al + I’g-ao
=1+ Plan_t+ Phaa_g+--+ + P lag. .
’ 2.33.4
Sea
' Ap = Pltag 4"+ + Plan
) 2.33.8

’ ‘con lo que podeinos escribir a 2.33.4 como
Ap=An_3+1
obéc;vemos que -
: Ao =aoP = ‘(,:Zlf.-’i) P = (1- )P}

es decir
: p‘.?. ~70p8 =1

no
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es Ja gcuncién 2.33.2 para n = O realizando lo mismo para A,

1 "
A"=(1— + Z i Pi': l+ "+(1—Zfi)§)Pl%'
k=0 k=0
Agrupando tenemos
=Pi— Z fEppk o Pt o E ;"P"‘“’” 4 PR~ PR =1

ya que por hipdtesis In ccuacién 2.33.1es igual aunosin =0y csigual acerosin #90
ahora para cualquier N >0 fijay 7> 0

a0 +ar PP 4 b GNP S Ay =1
hacemos a § tender a infinito usando as{ el resuitado 2.33.3 para }'{f >0,no tendremos
problernas ya que para las j‘.{. =0

—d

hm fu u =0
Yy
(ap+ay+--+ay)d<t
A =
Ek 0 &k
y como N cs arbitraria tenemos
A< 1 ~ 1
Yoag o Lk
- k=0

_ 2.33.6
Rk C s
si ¥ kfg; diverge es decir si
k=0
o0
S kff=co
k=0
entonces tendrfamos por la desigualdad 2.33.6
lim P =X=0.
n—o0

Alora bien tomemos . :
. t H n _.
imipf Al =w

-0 -




. . .. ni
anilogamente como en ¢l caso anterior tomamos una subsucesion {P‘-i"} tal que
. ny
lim P o=p
Jj—oo
teniendo también por 2.33.3

im P =
Jim B =

para cada d € U {0}.

Supongamos
o0
S kfk < oo
k=0
entoncees
2
Y ap <00
k=0
tomemos
oo
2, an
k=N-+1
con lo que

. o0
limy.o 2 an=0
k=N+1
de acuerdo con lo obtenido en la relacién 2.33.6

. ) ; oo R
1< Py + PP oo 4oy PPN 4 M Y an

n=N+41

donde -
' M = sup P}

"2% "
~ haciendo tender j a infinito

00
1< (ap+ay+-+aylp+M Y an
n=N+1

y ahora hacemos que /V tienda a infinito

o0
-ISI»‘Z“n

n=0




es decir obtuvimos que
A<
y por definicién tencmos
<A
por lo ianto
Cop=A
y existe el limite

limp—soo Pt = L

3 kfh
i=o
b) Ahora demostraremos que por 2.83.3
. g . nj_g
Jim Py = Jim Py
para cada d € 2+ U {0} y tal que j‘-d‘ > 0. Lo demostraremos por contradiccion,

Supongamos que
lim P =)

}—OCX) 1

Jl_l.n;) P;""‘ =g donde p # X

y por definicién tencmos
Rj-d
Pt <n

- - para un ndmero infinito de j 's 'y p < A ahora como j > () tomamos

R -w
- 4

sup PR =M
n20
y determinarnos N tal que

Zf_, 1——— sin>N

2.33.7
- escogemos 7 lo suficmntcmentc grande tal que

n; >N, Pu >A-€
P::"d<;z<:\

-2 -



Ph<A+e VYu>n;—-N
usando estas desigualdades tenemos de 2.33.2

nj—k
Z W u
yaque n; >0

Z #Py
ny
<Zf|'f1"‘"’ +M 3 ke
k=0 k== N2 -

usando la desigualdad 2.33.7 con n = N obtenemos

N
): >1——

k=0

I_\I‘ " N o0
PN EDILEDY fu

k=0 kS0 kN4l M :

€ - S
e PN P U
. k=N+1 k=41
con esto tenemos 2.33.9

S < Z kP"’ + 26
io cual \1§zx11(io la'dcsigunldud 2.33.8 tenemos
(f,. w1 e 1

o0
usando el heclio de que Y, [ =1 tenemos
: 70

St~ I8 A te) + Bt 2e

[

<A+3e-fia~p)=a~
cn rcsumc‘n_ obtuvimes que

PY<r—e

-8 -

2.33.8

2.33.9
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lo cual es una contradiccién de acuerdo con 2.33.8 por lo tanto

ne==A,
| ]
Demostraremos ahom el inciso b) tenemos por 2.33.2
n
- Z mPn m o Z n— mPir‘p
m=0 m=0
Sca
AHHQP:"'M
y como ,
- 0
2 fi=
=0
por ser cadena recurrente. Tenemos
o2
Pﬁ" E: /n mP?I_”iE: :l=
=0 v=0
n : 0
Z fJ'l'_m(PiT -y - Z f:
=0 v=n+1
Ahora para £ > 0 podemos encontrar m(s) tal que
lPu - 1l < 7
- para toda m > m(e) teniendo nsf
J—— mle) —m¢pm = A | "
Ph—mi= 30N ™PR -m)+ 3 T PR ) e 3T
m=0 ) m=m(t)+l vl e
tomando ’
M = max PP - =
tenemos
m(e) € n oo
ﬂ m St
|PR —7r‘|<MZ +3 o TE™ Y R
; =0 - m=m{e)+1 v=n+l

Escogemos también N(g) tal que para toda n > N{g) satisfagan

l"tl L fu

m=n+1

_.'u..



m{e}
Z f;x'_m = )../ f}l
m=0 v=n-mfg)
n_ i E 8
PR ~ml< 3+ 3 +3-s
_por lo tanto
fim P%=a; = lim P}
n—ico” N

n—oo

2.34 Coralario.- Sea uns cadena de Markov irreducible y recurrente con perfodo d
entonges d

w
o nf}
n=0

" im PR =
n~00

Demostracién.- Sea {5} la cadena de Markov ureducnblc, recurrente con penodo d
tememos la siguiente subcadena

Ym=Xy n20
tenemos gue esta es una cadena irreducible y recurrente cuya metriz de transicién es
R=p?
veamos que esta cadena es aperfodica )
med{m|RF > 0} = mcd{an,-’}“ > 0}
= —mcd{n] i >0} =1
Por lo que podemos usar el tecorema 2.33 teniendo
Jim, P = fim, BT
1 d
= g =
2 mflp E nfpl
m=0
. d
SR
2 nefl
n=0

2.38 Corolario.- Si'{ es una clase aperiodica y recurrente y si

" fim_ P!

i “-1r,->0>

-5 -



entonces
;>0
" paratodo j que este en Ia clase de 1.

En cste caso Hamaremos a la clase positiva recurrente o fuertemente
ergédica.

Y si w; = 0 donde i estd.en una clase recurrente le llamaremos clase recurrente
nula o débilmente ergédica. .

Demostracién.-
Como 1 «» j existe m,n 2> 1 tal que
PR>0, E>0
por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov tenemos
+o+
P2 PRRIRY
.= i mprpn
7y = Jim, P P
= P;}'?r.‘f’;'; > 0.
[ ]
2.36 Teorema.- En una clase aperfodica -recusrente positiva- C, .con estados j =
(]’ 1. 2, ces
= Ly
lim P =n;= 3 Py yom=1

n—oo" 1} £
. . =0 1=0
ylas » ’s estan (nicamente determinadas por las ecuacionés
o0 oo
20 Yom=1 yomp=)Y wmPy
=0 =0

A cualquier sucesidn (r;):-’_:u que satisface estas condiciones se le llama distribucién
de probabilidad estacionaria.

Demostracién.-
" Secan i,J € C entonces para toda N €2
: £0 N
o PR AP

si tomamos el limite cuando n tiende a infinito por el teorema 2,33
- noon n, '
o, Py = fim, B

-6 -



teniendo entonces

oo
v
‘Mz

-,
tl
c

Jim P Z i
j=0
para toda N €2

Es decir la desigualdad anterior es independiente de la N por lo que podemos
hacer que N tienda a infinito

&,
L 7I’J' <1
j=0
Ahora bien por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

41w,
Px";' 2 Z kPkJ
hacemos tender n a infinito y de acuerdo con ¢l teorema 2.33 obtenemos’
N .
m; 2 ) mPy;
k=0

nucvamente esta desigualdad es mdcpcndlente dela N porlo que hacemos que N tienda .
a infinito

;2 Z L1%7%]
k=0

2.36.1.

Ahora multiplicando por Pj;
2 Z mp Py P ki Ly
Ahora sumundo sobre las j y aphca.ndo 2.38.1 tenemos
'p2
i2 Z”J i 2 EnEP:u i Z"kpln'
k=0 §=0 0 k=0
00
w2 ) mPy
S - k=0 .
esto se cumple para cualquier estado ¢ en particular para algiin estado 5
o :
2 z "kpkzj'
k=0

Ahora suponiendo que esto se cumple para n
s o .
B 13
L4 Z "’L'ij‘
k=0

- =



. .,
: vy ,

e e
Por demostrar que se cumple para n+ 1 m\xltlphcnmos por P,-,» y sumamos sobre

‘las 7 obtenemos ) . '™
o0 co o0 0 o0
— n — S n
L 7‘11’]' = Z Z ﬂkPkJ n= Z T L PkJ'le'
j=0 j=0k=0 k=0 ;=0

y como sabemos que se cumple para n

(o 00
> Zﬂ) g Z’U:ZPI:J = Y m PRt
=0 k=0
es decir
. o«
"> Z kPn+1
por lo tanto
> 2: “kij

es clerto para cualquier n. Ahora bien supomendo estricta esta dcslgualdad tenemos

o oo
>Z L"kPk, L’kaPL','= PR

,=o §=0k=0 k=0 j=0 k=0

["8

lo cual cs una contradiccion,
Luego entonces
o0
— n
= mPly
. k=0
‘para cualquier n.
Tomando el {imite cuando n ticnde a infinito tenemos

=
Ty = kzuwk lim Pk; =7 Z"k

o cual sucede para toda j por lo tanto como tenemos una clase recurrente positiva
n; > 0 entonces .

00
z =1
k=0

Supongamos que existe una sucesién de {z,} que satisfacen las relaciones

o o0
520 =1 yz; =0 5Py
=0 - =0

-8 -



d t teri b “ESmP m UEH
como demostramos anteriormente tenemos m u MM)ECA

o0

=, . Py
k=0

ahora tomando el lmite cuando n tiende 2 infinito
o0
::)--——kz‘ Tk hm Pk] =7y ZI};-——‘I\‘L
Por lo tanto las 7 's quedan dnicamente determinadas por estas relaciones.

i
Hemos visto que si ¢, cstan en una misma clase recurrente aperfodica

P"—va)O

cuando n tiende a infinito.

Veamos que sucede cuando el estado j es transitorio o cuando cl estado ¢ es
transitorio y el estado J es recurrente.

2.37 Teorema.- Sea C una cadena de Markov irreducible y 7 un estado transitorio,
7 € C entonces se cumple

©
n
$ Py <oo
n=1
paratodai€ Sy
lim Pf =0
n—eo 4

Demostracién.-

Si suponemos que existe 1 € C tal que ¢ es recurrente dcmostrm‘emos que el ser.
_recurrente es una propiedad de clase, pero esto es una contradiccién ya que JE c v
es transitorio,

Por otro ]ndo tenemos que

n
no_ vpn-v
P*J - E 'JPJJ
v=1

n=1": n=1v=1

o
S PI

=0

Z Z Zjlzpf;'_"_'—'”é:lf?iﬂé:lpf}—u

-9 -



Por ser 5§ transitorio tenemos

por lo tanto
oo
n,
Z PJ-j < o0
n=0

ahora usando el teorema de Borel Cantelli * que dice que si 5, P{An ) converge entonces
P(limA,) =0

oo
n,
L Ph<oo
n==0
cntonces ’
: lim PZ =0,
n—oo " ¥

2.38 Proposicién.- Si tenemos una cadena finita e irreducible entonces la cadena es
recurrente.

Demostracién.- Supongamos que no hay estados recurrentes en la cadena entonces
por el teorema 2.30

Qi =0

esto es la probabilidad de visitar el estado 1 una infinidad de veces partiendo del estado

"1 es cero. Entonces existe n para la cual se visita el estado ¢ por \ditima vez, como los
estados son finitos, visitariamos un nimero finito de estdados a partir de esta n sin
regresar al estado 7, pot lo cual formariamos una clase de equivalencia con estos estados
lo cual contradice el lieccho de que la cadena es irreducible. Por lo tanto 1 es recurrente
y .por la proposicién 2.23 tenemos que la cadena es recurrente.

2.39 Ejemplo.- De acuerdo con. la siguiente matriz de transicién obtendremos las-
distribuciones limite

S O e
(=X PP T
L L Ll o
ot iy [~ =]

. * patrick Billingaley. Probability and Measure .pp 46, John Wiley & Sona, Inc. 1979

-~ 80 ~




cuya grafica es:

en la cual podemos observar que la clase de estados es aperfodica y por Ia proposicidn
2.38 vs recurrente cumpliéndose asf la proposicién 2.33 por lo que podemos encontrar

la distribucién limite de csta cadena de Markov

mo = P+
=", T T2
mEytT S
my w2 s
mEytY Tty
a;
= T2y 73

con la condicién de que
o+ ety =1
resolviendo esto tenemos:
1
7l'1=37\'0 e =37I'0 7r;=§
obteniendo la siguiente matriz de transicién limite.

| OO Ooma 0l Qe
oaiconataoatatice
ovfcacaieentaToies
183 G Pt Ot G

1
=g

. Lo cual quiere decir que [a probabilidad de salir de-cualquier estado y regresar
al estmlo cero en n - pasos, al hacer que n tienda a oo sera con una probabilidad xgual

a K Andlogamente para los demds estados.

2.40 Ejemplo.- Consideremos laisiguiente matriz de transicién:

1 00000
03 tooo
oEp000
R O
y 0.5 330
000 0 01

1
]
-

]



Veamnos su comportamicnto en la siguiente grifica:

%]
@m o,

4
ECYANC S
173 5
¥ vy
nuestras clases de estados estan formadas por: 3

ve
{0},{1,2} {8,4}, {5}

cada una de estas clases son aperfodicas, observemos que la clase {3,4} no es irreducible
por lo que de acuerdo con la proposicién 2.38 no es recurrente, pero observemos que la
clase de estados {1,2} si es irreducible y por la proposicién 2.88 os una clase recurrente
tenemos que se cumplen las hipétesis del teorema 2.33 por lo cual podemas encontrar
la distribucion limite de esta clase de estados como sigue:

3 1
1 1
1 1
3 8

3 1
mp =m Py +mply = 3Tt

1 7
mg = w1 Pz +me Py = Tt g

resolviendo este sistema tenemos que:

1

gt

3
w= T +

3 1
T z”l = §7r2

g = 2ory

como se debe de cumplir que 33;w; = 1 tenemos

2mp w1l
1 2
7Tl=§ 7{2=§

T



2.41 Ejemplo.- Considercinos una produccidn en linen donde cada articulo tiene la

probabilidad p < 1 de ser defectuoso. Suponemos que las condiciones de cada artienlo

no dependen de otro. Usemos el siguiente plan de muestreo:

a. Inicialmente todos los artfculos son probados conforme van siendo producidos
uno por uno hasta que encontremos {y articulos consecutivos no defectuosos.

b. A partir de i articulos no defectuosos empezamos a tomar muestras de tamafo
r y probamos solo un articulo de cada muestra selcccionado al azar. Esto serd
realizado hasta que uno de los atriculos sea defectuoso, en donde iniciaremos
nuevamente el plan de muestreo.

Llamaremos By (k = 0,1,...,1p) al estado que indica que han sido encontrados
k articulos consecutivos no defectuosos. Esto es al inicio de nuestro muestreo si el
articulo es defectuoso estarernos en el estado Eg con probabilidad p, o si el articulo es no
defectuoso estaremos en ¢l estado Ey con probubilidad (1 —p). Del estado Ey podemos
pasar al estado Ep si nuestro siguiente art{culo es no defectuoso con probabilidad {1 p)
o bien pasaremos al estado Eg con probabilidad p si el artfeulo fue defectuoso. En
general de un estado By podemos pusar al estado Ejy) si el artfculo es no defectuoso
con probabilidad (1 — p} , o bien pasaremos al estado Fy si el articulo es defectuoso
con probabilidad p.

Llamemos E; ;4 al estado que indica que el plan de muestreo esta en la segunda
fase, es decir permancceremos en este cstado si se toman muestras de tamafio r y el
articulo probade es no defectuoso, si el articulo probado es defectuoso regresaremos al
estado Ejp, es decir volveremos a empezar con nuestro‘plan de muestreo.

La probabilidad de obtener un articulo defectuoso en una muestra de tamaifio .
r serd también p.
i Veamos esto para r = 2 nuestros posibles resultados son
P(N,D) = p(1 - p)
P{D,N) = p(1—p)
P(D,D) = p*
P(N,N) = (1~p)*
Denotamos:
D-articulo defectuoso,
N- articulo no defectuoso.

" En donde la probabilidad de que nuestro articulo seleccionado se defectuoso en
los primeros dos casos es % en el tercero es 1 y en el cuarto caso cero.

P( de obtener un artfculo defectuoso ) = p? + p(l —~py=p

~ 88 -



En gencral para una muestra de tamafio r = n también tenemos que la proba-
bilidad de obtener un articulo defectuoso cs p.

Con estos hechos podemos obtener nuestras probabilidades de transicién de la
siguiente forma:

Pjj = P{ estar en el estado By después dem + 1 observncxonm | estamos en el
estado E; despuds de m observactones)
P sik=0, 7=0,1,.,4i+1
(1—p) sik=75+1, j=0,1,.,1
0 en otro caso

Observemos el comportamiento de esta cadena por medio de la siguiente grifica:

en donde podemos observar que la cadena es irreducible y aperfodica, verificaremos
ahora si es recurrente. Como recurrente es una propiedad de clase como se vid 'en la
proposicidn 2.23 bastara que veamos si es recurrente el estado 0. :

Tenemos

Jho=r
Jy={t-np o
Ja={1-p%
I =01-p"p

en donde

. =(-p*t - -p)v e -p)

denotemos

5":{(1—11)" sin>0
sin=0
por lo que podcrnw escribir a [ de la siguiente forma:

‘Zl f(;‘D = Z‘(sn—l - 3n)
n= n=1

- a"_



= {1~ 51) 4 (853 ~ 52} 4 v + (Sm—1 = Spa)
esto es

m
Zf&):l"sm

n=}
en donde el
i om =
ya que {1~ p) < 1 por lo tanto -

g, Zf(;‘O:l

por lo tanto el cero cs recurrente luego entonces por la proposicién 2.23 la cadena o5
_ recurrente. Teniendo asi que se cumplen las hipdtesis del teorema 2.33 obtendremos
ahora la distribucién limite de probabilidad.

Veamos lu matriz de transicién de esta cadena

p (1~p) 0 0 I 0
p 0 (-pp 0 - 0
P 0 o {i-p) - ¢
p. 0 0 ¢ o (L-p)
p 0 0 0 e (1-p)
en donde obtenemos las siguientes ecuaciones :
i+1
Tg=p Y M
k=1
Ty = (1= p)m
wy = (1~ p)my
wi= {1 - plmiy

) Mgy = (1 - )(”‘ + ”VH]
o pnmcndo las ecuaciones en términos de 7y} tenemos:

M= gy it

jmy = ({_’W"’f«-x

™= EETiR

™= Tt ;
g = [22 Zhes —‘:;,TF + P] mint

-~ B~



i+l
luego como 3, wg = 1 tenemos:
k=D

(#

i

ey (1

1
)k““’) T4t H?Z )kﬂ,ﬂ F gy =1
' 1
S5 = T i
P P+ D P+ 1)
i

Ty (pic iy + 1)
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En cste capitulo simularemos distintas caminatas aleatorias, y ¢l modelo de
Ehrenfest.

Emperarcmos con la caminata aleatoria vista en la propoesicién 2,25 represen-
tada por medio del siguiente juego:

Supongamos que tenemos dos jugedores A y B, y el juego consiste en realizar
una secuencia de lanzamientos con una moneds honesta de tal manera que si el resultado
del lanzamiento es sol el jugador A gana una unidad de la fortuna del jugador B, y si
el resultado del lanzamiento es dguila el jugador B gana una unidad de la fortuna del
jugador A.

Tomemos Ja variable aleatoria X; con ¢ = 0, 1,... como los cambios de la fortuna
del jugador A. 4

Supongamos lo siguiente:
a. Xo=0
b. P(-XH-X =n+ 11X¢ = n) = P(X,,Hlxt = n) = %

y consideremos que nuestro juego termina cuando el jugador A vuelve a tener
su fortuna original, es decir X; = 0 para alguna £,

Ahora bien partiendo de estos hechos, veamos cual ¢s el tiempo esperado para
que el jugador A obtenga su fortuna original conforme el nimero de juegos crece.
Sabemos que la caminata aleatoria que estudiamos forma una Cadena de Markov irre-

ducible, recurrente y con perfodo 2, por lo que podemos usar el corolario 2.34 en donde
se tiene

2
lim P =
n~—o0 § n f&)
n=0

mediante esta igualdad podemos encontrar el valor esperado de que el jugador A ob-
tenga su fortuna original conforme el nimero de juegos n crece,

5wy = s
n! B
foyuy) %™ fimpoo Py

Recordemos que en la ﬁroposicién 2.25 habfamos obtenido

- (1) ¢

y-haciendo uso de la formula dev Stirling obtenemos

-8 -
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y al hacer tender n a infinito tenemos

lim P ~ lim
n—oo n—oo

=0

-

Luego entonces ¢} tiempo medio de recurrencia al cero tiende a infinito, cuando

n tiende a infinito, es decir
o0

E nfly = o0
n=0
El siguiente programa simula la caminata aleatoria que hemos deserito. Este
programa consiste en lo siguiente: ;

" Se genera un nimero aleatorio u con distribucién uniforme U(0,1) y si 1 es
menor o igual a p el cambio de fortuna del jugador A aumentard en 1, {el cambio de
fortuna esta representado por la variable cambfort), si u es mayor que p entonces la
fortuna disminuye en 1, se continua este proceso hasta que la caminata regrese al cero
es decir hasta que la fortuna del jugador A4 regrese a su estado inicial. Cada uno de
estos procesos sera considerado como un juego, y se simularon 1000 juegos.

Para cada juego observamos:

a. El nimero de lanzamientos requeridos en un juego, es decir la longitud del
Juego.
b, El promedio de retornos al cero.

) En e} caso de p = 1/2, tomamos tres serillas diferenntes para poder observar
que en circunstancias distintas, se tiene el mismo comportamiento.
En las siguientes tablas se muestran los resultados para cada una de las tres
" semillas utlizadas, En cada una se anota en la parte superior el tiempo en que se
inician y el tiempo en que se acaban los 1000 juegos. En estos observamos como se vio
anteriormente que el valor de ¥ nf va creciendo a-medida que el nimero de juegos
aumenta.

NOTA.-Para permitir nimeros mayores al nimero limite manejado por el lenguaje

Pascal hemos multiplicado por 1075 los valores para obtener el promedio, Por lo que
los valores reales se obtienen multiplicando por 108 195 valores obtenidos en las tablas.
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La semilla es . 184817

Hora en la que inicia
11 3% 47 71
Hora en la que termina
11 385 35 40

N Promedio

i 2.0000000000E~07

26, D0ONONVONOE~-D3

3 4, 666666666TE-05

4 4, 000000000DE~-D3

3 . 6.4000000000E-03

6 6, 332333II2IE-05

T 5.T142857143E-05

] 5. 2500000000E-05

9 S.1U1111 11 11E-05

S10 4, 8000000000E-07

20 3, 6000000000E-07

30, 6.3013333330E-02

40 1, 8020000000E-03

30 3. 9344000000E-03

A0 3, 3490000000E-03
TO . 2,805714 2837E~03
RO 2. 6702500000E-02

00 2.3046666666E-03
160 2, 21 20000000E-033

200 5, 0THL000000E~0:

300 3,.5240666666E-03

400 L R8214 9909 E- (3

300 3 02TINE-(1]
(31}
VOGS0 s eE-0n
B00 2. L TUOOOE~()

OO 2 A20ETTT T aE~Y
TOD0. 20500 210000HE<03

570

Lanzam.

.

L D e A

12
12
12
22



La semilla es e

Hotv en oo gques tpndega
1117 I8 He
Hora en- Lo que Lelmina
1118 7 Ve

N Fromed o Lanzam, ¥
1 1.,2000000000E-04 12 0
4 7L 0000000000E-0S 2 0
311 AURERAGAHE -0 20 i
4 3. 25B00000000E-04 04 0
5 2.7200000000E-04 &
b 2.366666666TE-04 O
T 2.1428571 420 F-04 # 0
B 1.9000000000E~04 2 0
1.91111 81111 E-04 20 3}
10 1. T400UN00R0E-U4 2 0
200 2, 1300000000E-04 [ 0
O 1L OTBREHN 4 0
10 4L HETOODUUNDE~D1 2 0
S50 . 5, 64 B0000000E-04 2 0
o0 1 HO6606TE-02 108 [y
TO O.BTHRETI4206-03 2 0 o
20 B, TISTHONONLE=DY PR S
90 - 4, B E-0R 2 0 :
1o V.5RS0000001E-03 2z 0
2000 1. 10452300008 ~02 0
G0 TU5220433332E~-00 12 i}
100 5, YRLETLOOUEE-0H 10
300 1. 0892080000E-072 6
600 0,540 {0E~03 2 1]
TOO - BOHOZAET 2R3 Y B
a0 - 7. -l07:2'.'(5';':~Jr‘f:-v\:'1 = 0
oD AL U4 - 10 0

LODO &, AT -0 2 1}




La semilla es . 941757005

Hora en 1o qie e
22 10 4 Vo
Hora en la que terminag
22 53135 g

N Promedin Lanzam., V
1 2. 00000000008 -0% 2 0
2 2. UUl)(,;'.'l(_ll)()i,l()E—l)"} 2 0
1. 00000D000NE -4 24 o
1 0. 5000000000E-05 fl )
5 8. 0000000000E -05 2 0
6 7. 00DDO0DONOE-0T 2 ]
7T OR.0428571420E-01 192 ]
4 2.95000000U0E-04 2 \
9 2,641 HE-D 2 0
S0 - 2, 5200000000E-01 14 0
20 4. 1600000000E=-04 ! 0
a0 1.3720000000E-0: 2 0
10 1. 44600N00D0E~03 2 [
30 L. 1632000000E-03 2 -0
60 UL RFUO00LYOTE-N4 12 0
O 1.U287142857E-00 2 0
/1 5. THONOLYNGE-01 2 0
VO F.166RL44-40F~01 2 0
OO 46322270000 E-011, 2 0
200 2.3226930006E-01 112 0
OO 1L 5561516668E-01 1) 0
100 2 IBAS20TE-UL 6 0
G009, 1064259070E-02 2 0
565 2 OAIRTVETOE-DY 28577 60
400 2. TTIE2400IE-0, 1 - U
700 2, 3THI2BT126FE-01 3 n
8OO 2, 08202862441 -11 2 4] R
G001 EERAER0NT E -0 2 0 e o

1000 - 1. 6097 6a0RaYRE~0] 2 1



Las siguientes graficas ilustran ¢l comportamiento de la caminata cuando p #
q, en. las cunles observamos que no se regresa al cero.(Bsta discucién se hizo en' la

proposicién 2.25).
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Aliora bien modificaremos nuestra caminata aleatoria observando nugvamente el
viempo esperado de recurrncia al cero. Para estas modificaciones daremos lu siguiente
definicion.

3.1 Definicién.- Una Barrera Reflejante se define como un estado el cual, cuando
es cruzado en cualquier direccidn, se permmanccera en este estado hasta que se pueda
pasar al estado anterior reanudando ¢l proceso.

Modificaremos la caminata alcatoria en los signientes dos casos:

a. Colocaremos dos barreras reflgjantes, una en el estado cero y otra en el estado
n en las cuales permaneceremos con probabilidad (1 — p) y las abandonaremos
con probabilidad p.

b. Colocamos dos barreras reflejantes una en el estado cero y ln otra en el estado
n estas serin abandonadas con probabilidad 1.

3,2 Caso 1.- Consideremos 2 barreras reflejantes en nuestra carninata aleatoria, una
en ¢l estado n y otra en el estado cero. ’

Asi tenemos las siguientes probabilidades:

p sifj=t+loi=gF=n
PXpp1 =7 Xg=1d)=qq sij=i~10 i=j=0
0 en otro caso
con q = (1 — p), cuya matriz de transicién es

0123 n—-2 n—1 n
Ofg p 0O 0 0.0
1jg 0 p O «« 0 0 0
2|0 ¢ 0 p -0 0 0
n\0 000 .- .0 q P

Para la cual encontraremos la distribucién de equilibrio, mediante las siguientes
ecuaciones: .

mg = g(mg + 7y1)

Mg =prp—y + My k=1,..,n -1

Tn = P(ﬂ'n-—l + 7"n)
escribiendo las ecuaciones en términos de mp obtenemos

L =7r0g-



#y = prg +qry -
- ‘entoncees

p
;)ﬂo = pmg + g7y
obteniendo en general

13
y como Y, 7 = 1 tenemos
) k=0

n n’ » k
E ™= Z (—) o
k=0 k=0 \?
Ahora bien observemos que st p = ¢ tendremos que

1 =7
n+l %

o =

y tenemos que es una cadena irreducible, aperfodica y recurrcnte, por lo cual apllcando
el teorema 2.33 tenemos que cuando n crece

Jim_ Pgy =0
por lo que el valor esperado del tiempo medio de recurrenciz al cero tlcndc a mﬁmto

cuando n crece, es decir
00

Y nfy=oo
n=0
Ahora cstudiaremos ol caso en que p#q

f:"k = i (B)k"o

k=0 k=0 \9

: — En+l
'l=v1-—li_‘_’l$——‘1ro

1_,$ plc o
T

RECRA

entonces

-1 -



En el caso de que p < ¢ tendremos qie cuando n crece

(-9

la cual es una distribucuén geométrica.

En este caso tendremos que 7y decrece geométricamente desde la barrera refle-
jante n.

En el caso de p > g tendremos que 7, decrece gemétricamente desde la barrera
reflejante cero.

Analogo al caso anterior simulamos la caminatea alcatoria con nuestras barreras
reflejantes. El procedimiento es el mismo sélo que ahora cada vez que lleguemos a
alguna de las barreras permancceremos en ella si el nimero aleaterio generado u es
mernor que p y saldremnos en el caso contrario. Recordemos que nuestros jucgos empiezan
en cero, ¥ que ahora consideramos como un juego el caso de ir del cero al cero en un
paso , por lo que el ndmero total de jugadas disminuye ya que tenemos juegos mds
cortos.

Tomamos una de las semillas estudiada en el caso anterior, y ponemos a la
barrera reflejenie n en tres lugares distintos. En las siguintes tablas mostramnos que el
valor esperado de retornos al cero crece conforme los juegos aumentan.

Colacamos la barrera reflejante en 100, 200 y 300. Es claro que para visitar
la barrera reflejante en 200 al menos se debe visitar la barrera reflejante 100 en un
nfimero de veces igual a la distancia que hay entre estas dos. Anslogamente para

- visitar la barrera 300 se debié de visitar a Ja barrera 100 en al menos un nimero de
veces igual a la distancia entre estas.

" NOTA..~ Tenemos que multiplicar por 10° para obtener los valores reales de las tablas, -

O



Ref le jante 100

Reflejante O

La semilla es ;337908750
Hora en la gue se inciag
12.4 2 72

Hora en la que se. termina;
1215 68

L.a probabilidad de abandonar una barrera reflejante es  (1-p)
La probabilidad con la que pierde es: 0.50

Nimero de visitas a Jda relejante 100 es; 734

Nimero de visitas a la reflejante cero es; 1000

N Pronmedio Lanzam, V
1 1. 0000000000E-05 1
2 7 1.0000000000E-05 1
3 1. 0000000000E-05 1
4 1. 2500000000E~05 2z .
5 2.D000000000E-04 140
6 7.2166666667E-04 288
7 6.5000000000E-04 22
8 5.8125000000E-04 10
9 S ATTT?7T778E~04 1
10 4, 6700000000E-04 1
20 2.5000000000E~-04 1
30 2. 2200000000E-04 144
40 7.3400000000E-04 1

50 5. 9780000000E~-04 1
60 5.0716666667E-04 1
70 4.3757142857E-04 2
80  3.8637300000E-0) 2
90 - -8, 6200000000E-04 2
100 3.5646000000E-0:3 1
200 . 1.9678000000£-03 1
300 2.1367666667E~03 1
400 1. 6802000000E-03 1
500 . 1.5257200000E~-03 34
600 1.2835500000E-03 1
700 1. 1401000000£~03 1
800 1.0408125000E~03 1
200 1.0451000000E-03 2
1000 0. 6553000098E~04 1
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Ret'lejante 200
Bet'Jajante 0

La semilla es ;437908750
flora en la que se  incia:
12 0 7 12

Hora en la que se Lerming:
126 13 54

La probabilidad de abandonar una barrvera ret'lejante es - (1-pd
La probabilidad con la eque pierde es; 0,50

Nimero de visitas a la relejante 200 es: 040

Ndmero de visitas a la retlejante cero es: 1000

N Promedin Lanzam., V

1 1. 000000000DE~05 1 0

2 1. 0000000000E-DS 1 0

3 1.0000000000E-05 b 0

4 1.2500000000E~-03 20

3 2.9000000D00E-04 140 0

6 7.216666666TE-04 2688 0

7 6.5000000000E-04 22 §]

8 5.8125000000E-04 10 0

O SATTITTTITRE-04 1 0
10 4. 6700000000E~-04 1 0
20 2.5000000000E~04 1 U
30  2.2200000000E-04 144 [3}
40 7.3400000000E-04 1 0
50 5.9780000000E-04 i 0
6D - B.0TL666666TE-04 1 0
70 4.3757142857E-04 2 0
80  3.8637500000E-04 2 0
90  7.5343333333E-03 2 0
100 6. 7849000000E-03 1 0
200 3. B413500000E~03 2 ¢}
300 2.6221000000E~-03 1 0
400 - 2.0762000000E-03 2 0
500 1. 6757800000E-03 1 0
600 .. 2,2712833333E-03 2 o
700 2.0113857142E-03 1 0
800 1.7711409909E-03 2 ]
900 1.6152111110E-04 2 0
1000 2. 2156899009E-03 8 \]



Ref'te jante 300

Ref'le jante 0

La wemilla ex ;337004050
Hosa en fa gne se inecja:
12 8 7 68

Hora pn la que se Lermina,
12 8 15 42

La probabilidad de abandonar wna barvera reflejante es (1~-p)
La probabilidad con la gue pierds es; 0,480

Mimero de visitas a la relejante 00 es; 566

MNimero de visitas a la refllejante cero es; 1000

N Promadio Lanzam, V
1 1, S0R0CBOCODE~DS 1 1]
2 1. DBUNOBDBNNE-0S 1 0
31, 00000DORO0E~DS 1 4]
§ 1. 25000N0000E-D5 2 0
5. 2.9000000000E-~04 140 0
6 - T, 2166666667E-04 288 4
7 6.5000000000E-04 22 0
a . OUOUBOE~04 10 0
9 BAVTVTVTTUTRE-4 1 4]
10 4. 670000000B0E-04 1 0
20 2. 3000000000E-04 1 4]
40 2. 2200000000E~4 144 4]
10 7. 3400000000E~04 1 ¢]
50 5. 0THOODOBODE -4 1 0
o0 9, 0756666667 E-D4 1 0
TO O 4LATHTI4ZA5TE~( 2 0
B0 3.8637500000E-04 2 Q
o6 8. 484555585546E-03 7480 1f]

100 7, 6518000000E~03 B0 0
200 3, 853B000000E-~03 0
300 2, 7I17000000E-03 0
400 2, 001L7250000E-03 0
500 2, 813800000BE-~03 4 3}

70O 2.0734990000E~01
200 'i ”Af) ))4‘)‘JV'JF ~133

0
3]
Q
]

1

4

1

h L
H00 2. 36058433233E-03 1 13 e

1 . .

1

1

2




3.3 Caso 2.- Tomenios nuevamente barreras reflejantes en los estados cero y n de-tal
forma que al llegar a éstas no se les permita permanecer en ellas, es decir

1 sit=njJ=n-101=0j =1
p sij=i+1,7#0

g sij=i-1,7#n

0 en otro caso

P(Xpyy =X =i) =

la cual tiene la siguiente matriz de transicién

. 0123 .« n~2 n—-1n
0 010.0 --- 0 0 0
1 ¢ 0 p 0 -« 0 o 0
2 0 ¢ 0p -, 0 g0 0
n-1{0 0 0 0 --- q 0 p
n 0000 .- O 1 o]

Para encontrar la distribucién de equilibrio tenemos las siguientes ecuaciones”
xQ = g7y
g = mp -+ g

T = PRy + 9Tk

Fn—1 = pAn—2 -+ Tn

Ap = PAn—1
escribiendo las ecuaciones en términos de mq:
en la primera

: 0
: wy=—
: ~ 1
: sustituyendo el valor de 71 en la segunda
: P
; *2.= 370
f q2
‘desarroliando IR
) #3 = pry +qny
P P
570 = —%0 -+ qF
P 7 978

obteniendo finalmente 2
. ] . p

Ay = 1= | 70
: (q5) v

- 038 -



En general

n
y como ) m = 1 tenemos
k=0 -

n n pk-l
2 Tp = z: ——k—-ﬂ'o
k=0 k=0
n ok
— P
1=p7t Y —m
k=01
entonces
1-B~
o= p——‘%n_ﬂ'
1-(8)
observemos el caso p = ¢
P
7T = =
LI o

como la cadena es irreducible, recurrente y con perfodo 2 por el corolario 2.34 tenemos
s 2n __n
Jim, Pig =0
por lo que el tiempo esperado de regreso al cero tiende a infinito cuando n crece

00
): nfio = oo

n=0

En el caso p # g tendremos

Simulemos la caminata aleatoria para el caso de estas barreras reflejantes,
Tomemos la misma semilla seleccionada en el caso anterior. Recordemos que en este
caso "

1
. Ph=1 3y  Pypgy=1
‘estos pasos forzados por las barreras reflejantes los contaremos como un lanzamiento,
“‘es decir cada juego tendré longitud minima de dos.

" .“Debido a estos pasos forzados iniciaremos nuestra caminata aleatoria en 1,
contando el paso que se di en esta salida.

Z 04 -



Nuevamente tencmos las barreras reflejantes en 100, 200 y 300. Teniendo
también que el ndmero de visitas a la reflgjante 100 debe ser sl menos igual 2 ln
distancia que hay entre Jas reflejantes 200 y 300 para que éstas sean visitadas.

Y también que no necesariamente cuando la berrera reflejante se aleja el ndmero
de visitas disminuye. Ya que mientras {a barrera esta méis cerca del cero nuetros juegos
son mis cortos. Es decir la barrera mds cercana al cero en este caso 100, podemos
terminar nuestros 1000 juegos mAas répidamente, 3 como en nuestra barrera més Jcjana
200 nuestros juegos puecden ser més largos, continuaremos jugando, permitiendo as{
mas posibilidades de visitar mas veces a la barrera 200.

NOTA.- Nuevamente para obtener los valores reales tenemos que multiplicar los va--
lores obtenidos en {ag tablas por 108,

=95 _.“



Ref'le junte 100

Ret'lejante 0

La semilla es . 337903750

12 19 12 77

12 19 17 49

La probabilidad de permanecer en una barrera ref'lejante es cero
Numero de visitas a la relejante 100 es: 868

Nimero de visitas a la reflejante cero es; 1000

La probabilidad de qul-:‘ ;‘uierda es: 0.50

N Promedio Lanzam, V
1 2.0000000000E-0% 2 0
2 2.0000000000E-0S 2 0
37 2.0000000000E-05 2 0

4 1.1750000000E-02 464 [V
5 9.4400000000E~04 2 n
6 8.1000000000E~-04 14 ¢}
7 6.9714285714E-04 2.0
8 6.3250000000E-04 iR 0
9 ' 5.0444444444E-04 2 0
10 5.1000000000E-04 2 0
20 . 1.4820000000E~03 8 0
30 -1.0293333333E-03 2 0
40 ' 1.9385000000E-~03 2 0
50 7.1408000000E-03 4 [}
60 6.5063333333E-03 2 0
70 5.5837142857E-03 24 ]
B0 4.8902500000E~-03 2 0
.90 ' 4.3642222222E-03 2 0
100  3.9442000000E-03 6 0
200 . 3.3610500001E-03 i 0
300 2.5713333333E-03 2 0
400  2.0898000002E-03 4 [s]
500 - 1.8981400002E-03 86 0
600 1.7476666660E-03 18 0
700 1.8762428573E-03 2 (4]
800 1.7134625001E~03 iR 0
200 1.5837888880E-03 2 0
0

1000 1. 682660H000E-D2 2



Refle jante 200
Reflejante 0

Lo semilla es

12 21
12 21

La probabilidad de permanecer
Nimero de visitas

30 2
38 15

337008750

en v barrera pet'lejants os
o la relejante 200 eg;
Namero de visitas a la rollejante cero ns:

La probabilidad de que pierda es;

Promedio

2. 0000000000E-NS
2. 0000000000E-03
2. 00N00NDNVE-05
1. 1750000000E~013
9. 4100000000E~04
8. 1000000000E~04
6.0714285714E-04
6. 3250000000E~04
5. 044444444 4E~04
5. 1000000000E-D 4
1, 4820000000E-03
1.0203333333E-03
1. 6961250000E-02
1. 3580600000E-02
1, 1350500000E-02

0. 7535714287E~03
8. 5538750002E-03

B ANMTVTTTTOE-03
7. 6913000002E-03
4. 1639500002E~03
4. 5487333335E-03
3.5508000001F-03
4. 426920)0000E-03
4. 0432334333E-03
3. 811828571 3E-03
3.5481740000F~03
3. 2144444 443E-01

2. 9I56300008E~0

Lanzam.

e
—_- O
[ SRl SR N RE X

—
DN

]
O -]
SNSRI

BAIN B A O D

v

u
0
0
0
0
0
0
Y
0
0
0
o
n
]
0
0
0
0
0
0
0

oSS oCcocC
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Ref'le jante 300

Refle jant.e O

La semilla es : 337008750
12 23 24 71

12 23 34 3

L.a probabilidad de permanecer en una barrera reflejante es cero
Nimero de visilas a la relejante 300 es: 298

Ndmero de visitas a la ref'lejante cero es; 1000

La probabilidad de que pierda es; 0,50

N Promedio Lanzam. V

0
0
0

2. 0000000000E~-05
2, 00000000NOE~05
2. 0000000000E-05
1.1750000000E-03
9. 4400000000E-04
8. 1000000000E-D4
6,0714285V14E-04
6.3250000000E-04
5. 6444444444E-04
10 5.1000000000E~-04

20 1.4820000000E-03

30 1.0293333333E-03

40 1.9100500000E~-02 788

S0 ° 1.,5370€00000E-02

60 1,2818333333E-02

70 1.0999142857E-02

80 9.6420000001E-03

90 8.57888u8B01E~03
100 7.7346000002E-03
200 '4.1935000002E-03
300 4.7310333334E-03

- 400  6,05982350000E-03
- 500 - 5.3325390900E-03
L6000, 4.727549990990E-023

- T00. 4.1299857T141E-03
800 3. 66703T4098E-03
+000. 3.604T444442E-03
1000 3. 366900999BE-03

W
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Observemos que estas dos casos de caminatas aleatorias no tienen relacién al-
guna entre el nimero de visitas a las barreras reflejantes, aunque se han generado con
la misma semilla, esto es cada ves que se lira se tienen los mismos niimeros aleatorios.

De acuerdo con la semilla estudiada obtuvimos:

Barreras Caso 1 Caso 2
Reflejantes
100 868 734
200 498 940
300 298 566

Veamos que sucede para el caso de 3 juegos, colocando nuestra barrerareflejante -
en 2 y la barrera reficjante en cero. La caminata que de color rojo representa el caso 1.
y:la negra el caso 2.

Las visitas hechas a la barrera reflejante 2 fueron mayores por la caminata negra
que por le caminata roja. :

* Observemos el siguiente caso en donde sucede lo contrario, la caminata roja
tiene mds visitas a la reflejante 2 que la negra.




o bien el nimero de visitas puede ser igual,

cero




Modelo de Ehrenfest

En el siguiente cjomplo encontraremos la distribucuién limite de dos maneras
diferentes, en Ja primera usaremos el concepto de esperanza condicional por medio de
la funcién generadora de momentos. La segunda la haremos por el método tradicional,

3.4 Ejemplo.- Modelo de Ehrenfest:

Consideremos dos celdas 4 y B que contienen en conjunto o moléculas de gas.
A cada instante se elige al azar una molécula de las a como sigue:
si la molécula clegida estd en la celda A se cambia a la celda I y si esta en la celda B
se cambia a la celda A.

Donde estudiaremos la variable aleatoria X, como el nimero de moléculas en
la celda A al tiempo n, y nuestro espacio de estados el conjunto:

S ={0,1,2,...,a}.

Observemos que la probabilidad de que la molécula sea escogida de la celda A
en el instante n+ 1 es & donde i ¢s el nimero de moléculas en la celda A en el instante
n,.y la prababilidad de que sea escogida la celda B si en A hay 1 moléculas es %;—‘
obteniendo asf las probabilidades de transicién como:

. -:I; sif=1-1

PlXnpr=jlXa=t)= ezt =ity

0 en otro caso

con la matriz de transicién:

. 001 2 3 n-1 n nt+tl - a~1 @
00 1 0 [V 0 0 0 ies 0 0
114 0 =t o .0 0 0 -0 0
21002 o = ... 0 0 0 - 0 0
n{0 0 O ] £ 0 %0 0 0

«\0 0 0 0 - 0 0 - 1 0

=

Otra de las muchas interpretaciones que se le da al modelo de Ehrenfest, es
el intercambio de temperatura de dos cuerpos, en donde la temperatura representa cl
niimero de bolas en la urna y el intercambio de calor no es un proceso ordenado.

Por otra parte para encontrar la distribucuén de equilibrio usaremos la funcién
generadora de probabilidades *. Supongamos que en el estado cero hay i bolas en la

* Kl Lai Ghung, Teorls Elenental de la Probabilidad y de los Procesos Entocdsticor,Reverté, 1983,pp207

< 08 -



celdu A, esto es:
’ P(Xp=1)=1

Observemos que:
‘ . .
BuXm Xy =i) = 3 uJP(an+l =l |Xp = 1)
i=0

& L puXntl= ol Xg =) X,
= ylA 0T = Blufntl
D R

esta \;ﬂtima es la funcién genetadox;n de probabilidades de Xp.y.1, denotemos por
Fas1 = E(u®1| X0 = i).
En donde la variable alcatoria
E(uxn+l| Xo)

toma el valor N
' 3 wF P(Xpp1 = k| Xg =m)
. k=0
sobre el conjunto

{w e 0; Xo(w) = m} ‘
y como hemos partido del hecho de que en el estado inicial 1a celda A tiene ¢ mioléculas
esta variable aleatoria tiene sentido sélo si m = { ya que
P(Xg=m)=0 paratode m#1i »
es decir
E(u*+1]Xo)
toma el valor

a .
3 6 P(Xpp1 = k| Xp = i) = B(u¥"1|Xy)
k=0
_con probabilidad uno.
Luego por otro lado tenemos por la proposicién 1.2.13 que:

E(u*+1]X0) = E(B(u*"*|0(Xa, .., X0))| Xo)
en donde la variable alearoria
EB(u¥rttg(Xn, ... Xo))

- 99 -



" Toma ef valor

53 a - .
3wl p(unst = | X, = iy, Xo = )
e

sobre e} conjunto
{tu € ﬂ;Xn(w) = i,.,...,Xg(w) = 1}

debido a o propiedad de Markov

a . , a .

Y w P(uFrtt = X, = iy, Xg = 0) = Y W PR = W)X, = 4y)

j=0 3=0
sobre ¢ conjunto

{welX, =1,}
es decir que: .
E(u®+o(X,, ..., Xo)) = E(uXm*1{X,)

asi resumiendo hemos ebtenido;

BuXnt{Xg) = B(Bu¥"+o(Xp, . Xo))|Xa) = B(Be+1{X,) | Xo)

Ahora bien denotemos

R{k) = E(u®rri]X, = k)
donde si k = 0 quiere decir que la celds A csta vacfa en ol instante n por lo que: :
P(Xp=jlXa=0)=0 paratodaj#1

teniendo asi que ' '
' BXr1)X, = 0) = 1P (Xy41 = HXn =0) =
.81 k = a tenemos andlogamente que

PXpp1=7lXn=a)=0 paratoda j#Aa—~1

con lo que
BluXrX, = a) = v P(Xusr = a— 1|X, = a) = u®?
51 0.< k < a tenemos que
P(Xns1=4]1Xa=k)=0 paratodaj#k+L,k~1

: entonces

L B, = k) = uP P (X gy = ko 1 X = k) + w1 P (Xt =k = 1|Xy = k)

- 100 -



kel (9;__@) . uk-x(ﬁ)

@ a
esto es:
u k=0
h{k} = éuk—l + Q%&u’“‘l k=12,.,a-1
P k=«

obteniendo una expresién general para ki
—y?
R{k) = Ll—.&‘.‘_)ku"*‘ +uktl k=010
Con lo cual podemos ver que la variable aleatoria
E(uxn+l' X0)
toma el valor .
' t-v) - Jpb=t b4 g og,
sabre el conjunto
{w € M Xnlw) =

usando el teorems 1.6.7

{h o Xa)(w) = E(u*n+1|Xy)
tenemos que

3
= Z k1 Ax
k=0
donde
Ap = {w € Q; Xnlw) = k}

generando las Ag's una particién de (3 esto es si w € {1 entonces existe & tnl quc
Xn(w) =k es decir -

A{2 w{w) =,h,(k) BLW.E Ay

= i h{k)14,
k=1

teniendo entonces

@
(hoX,, (w) (L klﬁg) = z h(k)lA;
k=0
o — 2 !
2 {(1 ¥ kuk—1+uk+1} 14,
P
k:ﬂ .
Lfi-u )X wXn-1 +u)(,.«u
o

-xm'—



2
f1-u )qux,.-x pontl

hemos obtenido
EluXot 13 ) = 7
{u }Xan) o

regresando a nuestro problema original y usando la proposicion 1.2,15
- -yl - ,
E(En’"““p{‘);xo =) = -(-I—Q—'IJE(X,‘M\"“]XO =)+ uE(u‘\“]Xo =1)
Q=Y e d K AT
Y mE(R(u WXp = t) + uB{uXg = 1)
1
Frerfu) = {4 = u?)Fa(w) + uFa(u)

‘J‘Fn'l-yl(“) = (1 - u?)Fp{u) + auFo(u)

esto o5

Ahora haremos otra suposicién,que
i, ()

existe y es una funcién generadora de probabilidades y vale Foo(u), también supondre-
mos’ que: i L
Jim Fi(u)

existe y vale Fi,(u).
Usando la existencia de ¢stoy lfmites tenemos que cuando n tiende a infinito en:
aFppi(u) = (1~ e Fh{u) + auFy(t)

aFoo() = (1 ~ ) Fly(u) + auFoo{u)
(1~ ) Foolu) = (I = w?) Pl (u)
{14 u) Flou)

a

obtenemos

) Foou) =
Alora resolviendo esta ecuacién diferencial
@ Fllw

T4+u  Folu

—

obtenemos
Feolu) = c{1 4 u)*
Para'u = 1 tenemos que Fg{u) = 1, con esto podemos calcular e valor dcv
B o . p
=)y | " -
. . . N 1 a i 0. k
Foo(u) = -2-“-(1 +u) = 20‘*};‘0 (k)“

[T



en donde tomando
o _ (o)1
Pe = k) 2e

esta es una distribucién binomial con pardametros {a,1/2).

[+]
Foo = Z pﬁ"uk
k=0 .

teniendo asi que la distribucién de equilibrio es:

a\1l [a }_ o __1_ @ _1_
0/20711) 207" \nj 25’ \@f 207

’

Ahora bien como la cadena es irreducible y finita por la proposicién 2.38 la
cadena es recurrente'y sabemos que ¢l perfodo es 2 por lo que cumple las hipétesis del
corolario 2.34 por lo que podemos encontrar las distribuciones limite.

De ncuerdo con la matriz de transicién tenemos las siguientes ecuaciones:

1 .
g = EW 1
M =7+ %rz
Ty = 9—;;'171'1 + (%w;
my= 252 4 Ay

_ a=(k-1) k1
mp = S0 e 4 By

. |
An = gTa—1

Esto &s: R
) =1
T = 571

—(k=1,
mp= 2l g k=1,.,a~1

1
Ta = gTa-1

“" Ahora bien escribiendo estas ecuaciones en términos de my tenemos:

T = ang
a ofo—1
ﬂz=—.£(7fx-‘7fo)=“(——2~—l7ro
[/ a—1 ala-1 d——,2
=5 (- 55hn) - Sle et



ofer ~ e - 2) (o - 3)

e 3.3.4

w0

en general tenemos :
_ala=1) (o= (k- 1))
- &l

7% 7o

o
como 3} w; = 1 tenemos
=0

m+m:§la(a~1]~--l££a—(k—-1)) =1
" 1

6= iV (o (k-
1‘*‘2‘;:1 afa~1} ¢A1 (k- 1))

observemnos que

PSTERIPEE oF. Clab VLU Clad Uit

L1
o} 31
Luego entonces
: 1
wY = -i;

y sustituyendo tenemos que

Ty = (Xz!u-
a—l[
w2 = 2 1_;15—

' ala~1)w(a~tk—-1}) 1
= _L_._)_i.r,(___)lﬁ

en donde entonces podemos expresar a las m; de Ia siguiente jnanera
_fayl ey 1
o = 0 53,1!1~ 1 53-_-,...

en general tenemos

e\ 1 k= .

TR = & 2—0‘ para =0,
Las cuaies coinciden con las my’s encontradas por el método anterior,
Retomando la funcién generadore de probabilidades obtenida

. .
Frr(u) = = (1 = w¥) Fy(u) + uln(u)
“ para a partir de esta calcular la esperanza y varianza de Xy, yr que sabemos que
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n+l(1) E(XIH 1)
Flli3(1) = B(XZ 4y — B(Xnn

Denotaremos E(X,) = fn ¥ Var(Xa) = o2. Calculemos la primera derivada
de la funcidén generadora de probabilidades

1 2
Frpi(u) = (- u*)Fy ~ ;“F-'-(“) + uFy, + Fn(u)
entonces
psr =14 (1= Z) o

prr 1 (1 2) (v (- )
1 -2 (2o

En general tenemos

Bott = i (1——). (1 —é)mm ‘

sustituyendo py

_ 1; (1-— é)n-"l ( g\ ntl
= —+(-3)

o 2\ntl 9 2 n+i
=2l1—(1-= Ly
Fatl 2[ (1 a) +a( a) Ho

y sin'— oo tenemos

: /3.8.1
es decir o medida que n crece, el nimero esperado de bolas es igual.en las 2 urnas.(O
:bien en términos de la temperatura de dos cuerpos', lo que dice es que 'a medida’ que n
crece, los cuerpos tienden a tener la misma temperaturu)

Calculemos u.hom la segundu. derivada de la funcxon generadora de probabnh—
dades

Pl = L0 - - 2ri)

-~ 105 -



-2 Bifu) + uE() + 2R} )
Si hacemos E(X2,1) = t+1. Como

1’\+a ) nkl (X"--H)

tenemos
‘ Frpy(1) = maa1 = pui
sustituimos en la expresién obtenida anteriormente
4 2
Thtl = Pnepl = "'&(Tn ~ Ba) — P + (Tn = pin) + 20
4 2
Tntl = Hptl = T (1 - —') + Hn (1 + &-)

Ahora bien para obtener la varianza tenemos

2 2 2 4 2,
Ohtl = Tntl = Pngt = fntl — fpp1 e {l p + pn ;l»l

sustituimos jinsy

0,2,+1=[1.+(1—2)un] [1+(1-——2-)[ln] +Tn(1—-4')+lln<z+1>'
[ (- - oo (1= 2 a0 D] (1 14 142)
s . a a a/ a : a
B B I £ T My SN
(1_2)03_(1—2)#n+(1+3)pn-§pﬁ
L (-2 i ()
L Finalmente

SRR T

v_ en donde 5'3 tqmgq\os el Hmitc cuando n'— oo ‘

. 4 4 1\ o
3 2 L f 2
"l_x_x:n Ontl = (1 - ;) oim o+ - (1 - 5) 3

i
i
H
h

9 4
: nl—l—{goa“"'l - (1 - ——) nh?c}c o” +1
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1 a

Simulemos shora este modelo de la siguiente manera:

Se da cl niimero total de bolas, y el némero inicial de bolas en la urna 4,
seleccionando aleatoriamente las bolas que estardn en esta urna, anotando que
bolas quedaran en A.

Generamos un niimero aleatorio u con distribucuén uniforme en {1,2,..,a},
que identificard a la bola que se va a sclecionar. De tal manera que sicen el
instante n tenemos k bolas csto es Xp41 = k — 1, si la bola sclecionada esta.
cn la urna A al instante n, si la bola seleccionada no esta en la urna tendremos
que serd agregada a al urna, X1 = k41
Generamos m de estas cadenas de longitud n

Zy = X311, X132, Xin

2y = X391, X123, .. X390

Zm = X1, X2y s Xmn
para poder estimar a ptg y oz mediante

Xa v of==— Z (X — m)?
i=1 |=1

Ma

A
Bk =

Bl

{l

para toda k=1,2,...,n

d.

Repetirernos r veces ‘el inciso b)  para encontrar r estimadores de pk ¥ qi'
{veremos ver que tan bucnos estimadores son fis, 72 con respecio a uno?). El |

ﬁn de hacer esto es que en Estadistica Clasica el criterio para definir bugpos )
estimadores es el error cuadritico medig * definido como E(M (Q)) E(0—- 0,.)2

donde 4 es lo que se quiere estimar y ¢ 0,‘ = 0(X1,..., Xn) con lo que se estima

y se dice que §, es "bueno” si E{M(0,)) es minimo. Esto es dcb|d0 a8 que si .
E{M(8,)) — o0, entonces 0,. L)

En lugar de calcular E(M| (0..)). basandonos en la ley de los grandes niimeros

podemos hacer la siguiente aproximaxién:

B(0—Ba)? ~ = Z("n. -0’

s - A~ ~
y asi veremos que tan buenos estimadores son p,y 6,7;

* KendallMG. & Shuart, A. The Advanced Theary of isties Vol. 2, Lond iffin, 1973}
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e. Tomaremos las Gitimas variables aleatorias generadas on cada cudena ya que
nos interesu ver que tan rapido nos aproximamos a fieo {obtenida en 3.3.1)
para {a cual calcularemos

a
[+4 2 1 [23
Bz - Kook~ ;E:(#k ~ Z)z

«. .q 2 1 o
E(= ~ oo} ~ = ¥ (030 - )
4 n 4

v que st B{B, — 0)2 - 0 entonces 8, & 0.

En las siguentes tablas mostramos los resultados obtenidos y observamos que
in ~+ § répidamente, y a,’, -+ § de manera un poco més lenta. No fue necesario hacer
a parte el inciso e} ya que como ft, ¥ of tiende rdpidamente a % ¥ §» v estos cdleulos
fueron hechos en el inciso d) .

Por otro lade J1, Hp Sc empiess a parecer a g, aproximadamente para n .= 80,
mientras que el comportamiento de 172 tiene mucha variacién,

Los valores que gse muestran en la tabla del error cuadritico medio muestran

que HnY a,zl son buenos est{mndores.
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£l
El
EL
El

taamano e la cadena e
mimera Je omestras de vectorses aleaborios es:
mipero de puestras G vectores progsedios es;

niimero Lotal de bholas es;

il
80
£ ]
100
200
300

N
2. Q0LDNHNDOOE+GO
2. 9966T40T41E+0L
2.9098801 358E+01
2. 9MNO6INLIEA0L
2, 90000087 6AE+ 01
2, 9YSGRENOSIE+OL
2. 9UR9UoOUONE+D]
2. 0000ONOAGOE+DL
3. 0000DDONOOEFGL
3. 0000GODODNE+(1
2. HOLNYUGRODE+D]
2, 0000NONOGHE+01
3. 3000OBNOGE+T
2. N0GOGOHNGINE+OL
3. D0UNNUGOONE+D1
3. DDDHLONACOE+D.
4. 0O00ONDDOOE+N1
12 O00000DANDE+(1
3. 0H000AO0N0E+01
2. 0000NNAGANE+01
1, 0000DONNO0E+OL

300

84

z
=

0. QUOBLDGOOOE+DD
1. 28R8828800E-01
1. 120200067 2E+00
2. DABO0BT 2ROE+00
2. 00023481 28E+00
3. TL52850253E400
4. £676001036E+00
5. 160T60006TE+D0
5.8251094 230E+00
6. 4367 687953EH00
1. 070435381 065E401
1. 2B45367H10E+01
1. AMU1LOBHVEHN
1. 4457063301 E401
1. $72805 TREAE0Y
1. 486350061 0E+01
1.493575437E+M
1. 4D6BAT7AIUEHOL
1.49027830303E+01
1. 40000R2A3TE+0L

1. 4009900082E+01

0
20




TR AU WM

DO N -

Hy
2. 00000H0000E+00
3. 0000000000E+00
3.7500000000E+00
4. 5750000000E+00
5. 4000000000E+00
6. 2750000000E+00
7.1000000000E+00
7.7250000000E+00
8. 32651000000E+00
9. 3250000000E+00
1.4700000000E+0L
1. 9175000000E+01
2. 2225000000E+01
2.5050000000E+01
2.6500000000E+01
2. 8175000000E+01
2. 8700000000E+01
2.8875000000E+01
2.9650000000E+01
2. 9500000000E+01
3. 0200000000E+01

Hy
2. 0000000000E+00
2. 8750000000E+00
3. 8756000000E+00
4. 8750000000E+00
5. 6500000000E+00
6. 4750000000E+00
7. 3750000000E+00
8. 1500000000E+00
8. 9750000000E+00
9. T500000000E+00
1. 6025000000E+01
1. 9000000000E+01
2. 2900000000E+01
2. 4700000000E+01
2. 6400000000E+01
2.7675000000E+01
2. 840000C000E+01
2. 9425000000E+01
2.9850000000E+01
2. 9650000000E+01
2. 9050000000E+01

o
13
0. 00OGCOONADE+0D
0. 0000000000E+00
4. 3750000000E~01
6.6937500003E-01
1. 0400000001 E+00
1. 2243750001 E+00
1. 7900000000E+00
2.2243750000E+00
3. 0443750001 E+00
3. 0443750001 E+00
7.5100000000E+00
1.0019375001E+01
1.1840375001E+01
1.1397500001 E+01
1.764999V999E+01
1.566937500LE+01
1.4710000001 E+01
1.1434374990E+01
1.3077500000E+01
1. 6649999999E+01
1. 8560000001LE+01

(=4

0. 00N000CVOVE+00
2.3437500000E-01
2. 3437500000E-01
2. 3437500000E-01
6. 7750000005E-01
8. 7437500001 E-01
1. 0503750000E+00
1. 2775000001 E+00
1. 4993750001 E+00
2. 1375000000E+00
S. 79037 49090E+00
1. 2300000001 E+01
1. 3190000000E+01
1. 281000008 E+01
1. 2340000001 E+01
1. 1394375001 E+01
1.1810000000E+U1
1. 286947S00LE+01
1. 6477500002E+01
1. 87775 00000E+01
1. 2907500001E+0U1



oUW

Error Cuadrat.ico Medio
de Mu,

0. 0D00O00VVOE+00
7. 31406333659E+02
6. 870531931 7E+02
6.4024344240E+02
§.0782243976E4+02
5.6024415430E+02
5. 2334643743E+02
4.9223828125E+02
4. 5734475000E+02
. 2763756250E+402
. 2517481250E+02
. 1408243750E+02
. 1118937500E+01
. 0995593750E+01
. 4400031250E+01
. 8670312500E+00
3. 9016562500E+00
1.9622500000E+00
1.3547187500E+00
2.5543750000E-01
1. 0284375000E-01

O O N

Error Cuadr tico

de Sigma.

0. 000000000RE+00
1. 6303107309E-D2
5, 8835258205E-01
2. 4112028663E+00
4. 4832057901 E+00
6. 9353266401E+00
9.5031338181EH00
1.1517782413E+01
1. 40527538990E+01
1.6870237945E+01
2.5475632018E401
1.2956918018E+01
1. 15920944 84E+01%
5. 867840048LE+00
6. 2404571132E+00
5. 8144568262E+00
5. 0520989795E+00
4.,8832099803E+00
4.5463454386E+00
4.0001163625E+00
3. 893897 6914E+0D0

Nedio

de
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APENDICE

I Prposicién.- Sea {Bn;n > 1} vina particién de 3y sea I la o-dlgebra generada por
esta particién. Si C € U entonces C = U By; donde Byj € {Dajn 21}
j=1
Demostracién.- Si € € U entonces C es de alguna de las siguientes formas:
a. C = Bf para alguna 1 debido a que las By, formun una particién tenemos que 7
C = UgBy con k # 1.

.

b. C = UNB; y como las B; forman una particién tenemos que N;B; = 8 por lo
tanto C = 0.
c. C = NU B; andlogamente al ser las B; una particién de 01 tenemos que C =

U;B;; donde By; € {Bnin 2 1} para toda j.
n

O Teorema.- Sean f,g: (01,9, P) — (R,B(R)) funciones integrables y
dP = / dP
IRCSIN

[=g cas.

para toda 4 € © entonces

Demostracion.-
- Como

' /AfdP=/A'gdP

[Afdp—/AgdP=0
[ -aep =0

para toda 4 € & entonces

tomemos pzxrn. todone N
An = {z,f(z) = 9(x) > 1/n}
¥y sea

D= G A,.:{weﬂ[f(z)>g(z)} A

n=1 - .



tenemos
PlAa) < n [ (ola) — 1{a)dP =0

por lo tanto
P{As) =0 paratoda n

o
P(B)< Y P(4n) =0
) n=1
townamos andlogamente para toda m € IV
Cm = {z;9(z) - f(z) > 1/m}
y sea :

D= () Am=wenlg@) > /(@)

m=1
P(Cr) < m /A (9(z) - f(z))dP =0

por lo tanto
P(Cm) =0 para toda m

=
P(D) <Y P(Am) =0
m=1 . .
como difieren en un conjunto de medida ceto
=9 cs.
.
I1f Corolario.- Sean f,y4: (0,9, P) — (R,B(R)) funciones integrables y
] . oL .
.[,4 74P < /A gdP

f<g cas

para toda A € ¥ entonces

Demostracién.» Como para toda A €  tenemos
dP < / dP
) _/A faP< 9

fA 7dp - [Agd}’ <0

: /[i(f"g)fiPS'O

entonces

@



para toda A € Q. Tomemos el signiente conjunto con n € N

An = {z, f(z) —g(z) > 1/n}

B= U An = {w € D/ (z) > o(z)}

n=1
para ¢l cual

P(Ag) < n_/;‘(f(:c) —g(z))dP <0 paratoda n

Ohtenemos o
<Y Plda) =
n=1

por lo tanto
flz) —g(z) 0
fl) So(s) P-cs.
8
IV Lema.- Sea A un conjunto de enteros positivos con mdximo comiin divisor d,

entonces existe un subconjunto finito de A con méximo comin dmsor d.
Demostracién,- Tomamos n) € A entonces

ng = rld.

Siry = l-entonces {n;} es cl subconjunto buscado. Si ry # 1 entonces tomamos g €A
de tal forma que nyjng. Tenemos que :

ng =rid
entonces
mcd(nl,ng) = med(r1d,rid) = rad
para algin ry € ¥ tal que rg < rp.
Si rg = ry entonces nylng lo cual contradice fa forma en que se escogxo na, por
lo tanto ry < ry.
Observemos que si ng no existiera entonces ny = d y esto se reduce al caso'ry.

: Nuevamente si rg = 1 el conjunto buscado es {nj,n3}. Sirg #1 buscamos
“ng € A tal que rad|ns. Bajo los mismos hechos de que existe ngp tenemos que ng existe, .
Y . -

ng = rzd

enlonces
med(ny,ng, n3) = med{ryd, ryd) = ryd.

i



Analogumente se ticne que ry < rz2 ¥ 8i rg = 1, {n1,n2,n3} es ¢l conjunto buscado. Si
r # 1 repetimos el proceso, obteniendo asf una sucesién de enteros positivos decreciente

rr>rg>ry> ..

la cual termina en un mimero finito de pasos, los cuales producen el conjunto buscado,
[ ]

V Teorema de Abel

o0
a. Si ), aj converge entonces
=0
o0 ad
im Yot =Y g =a
=175 k=0
b. Siag >0y
Ao
lim: Zakzk =a< 00
=17 k0
entonces
oo N
Y = Jim Y=
=0 ® k=0
Demostracion.-
a. Tenemos que

|3 gt = faki=t§ak(z"°—m |

k=0 . k=0

) co
Como l—z—:o a; converge podemos encontrar que para toda e > 0 existe NV (e} tal que para
toda N' >N
b €
1 2al< 1
N'

separando de la siguiente forma tenemos:

o0 N oo
I e -Di=1 L ale* -0+ T afsf -1
k=0 " k=0

k=N+1
N oa
SIY ezt =) +1 3 aplz* - 1)
k=20 ) k=N+1 A

iv



si tomamos
M= oI fap] < oo

ycon 0 € z < 1 tenemos
N
P30 aglzh - 1) € MNEY ~1)
k=0

‘por lo que teniendo z lo suficientemente cercana a uno, tenemos:
N
k €
D PENCES VRS
k=0 2

Por otro lado si tomamos

tenemos

| S e -ni=1 3 (Ae= )b - 1))
k=N+1 ks=N+41

Uy -+ 3 A1) - A )
F=N+2

L o®
=gz )+ 3 Ayfar —2Ft
+
k=N+2

‘usando I’ teriemos que

00 B .
a1+ 5 At -2 e - 2V <

€
k=N42 2

obteniendo que
" o .
20 ax(=s® ~1)l<c
k=0
para z sificientemente cercana a uno,
Con lo que hemos demostrado que

oo o0 ’
| hm 3o agz® ~ 3 agf = 0.
17 g £=0



Tenemos que para 0 < z < 1 que:

[>-] o0
p agz* < LT
=0 k=0

por lo que si a = oo tenemos que

ahora bien si @ < oo tenemos
Sk
S aqrf<a con 0<z<l

de aqui que

n .
fin)=Y ar<a paratoda n
k=0 .
como f(n) es una funcién monétona creciente y acotada, txene un lmite finito
llamemoste a’ pero por el inciso a. tenemos que

a = a,




Claudia C. {turriaga Velazquez.
“PRUGRAMA CAMINATA ALEATORIA"

k1 Programa genera caminatss aleatorias de tfa S1lpulente manera

Tenemos dos jugadores A v B con cilertas fortunas v se reali-
za el slguiente juego:
Se lanz2a una moneda que esta balanceada con cierta probabilidad s:i
obtenemos agulla el jugador A gana una unidadg de la fortuna del )ju-
gador B 51 sale sol 8 gana una unidad de la rortuna de A terminan
el juego cuando ambos iugadores vuelvan a obtener sus fortunas ini-
ciales. .

Nuestras caminatas Seran generadas con respecto a. 1os cambilos
de la tortuna a€l jugador A.

Program Regresou;
Uses Crt,Dos:

TYPE
into = Record {* Guarda los sigulentes valores: *;
promedio : Real: t* Timpo promedio de regreso al u *}
veces ., 1¢ Veces que los lanzamintos reba-*)
1% za 32,000 lanzamientos, *
lanzamien : I[nteger:
END:
VAR
proba. {* Frobabilidad de la moneda. <)
tirada, t* Resultago del lanzamiento, )
tlanza. ¢* Numero total de lanzamientos. *}
lanza2 : Real: {* Numero de lanzamientos de caga *)
i* juego muitiplicado por 0.QULO1 *)
n. 14 Numero de juego, )
cambfort, (* Cambios de la fortuna del juga-*)
(* dor A. _ "
lanza, {* Humerc de lanzamientos del jue-*)
i* go n. o)
vez, 1* lndica si-el numero de veces )
1* que los lanzamientos pasan de 1
042,000, sy
viort, t* Numero de veces que se revasa )
t* la fortuna maxima. *)
maxfort., t* Fortuna maxima. sy
modl .modZ.
2 : Integer:
guaraa pArrav [i. luwu] of 1nto:
{* Guarda la informacion de cada. *)
t+ juego. )
resp.respl : Cnar:
archi : lext: (* Archivo donde se guardan los ‘)
i* resultados. *)
semilla : lopegint: 1* Almacena la semilla para la “
t* fupcion ramaon. *)

‘hora.minuto.
segundo.sec . : Word:



Lanzamiento.- De acuerde Con la tirada obteniaa la tortuna dei ju-
#ador se incrementa en uUno O dismnuve en uno este procedimiento
se replte hasta que la fortune dei JuRador sed 1gual a la tortuna
inicial., es decir hasta qu& nuestra variable que indica el cambio
de la fortuna icambfort) sea igual a cero,

Procedure Lanzamiento:
BEGIN
REPEAT
INCilanzal:
1F lanza > 320uy THEN

INCivez) :
end;
INCi{cambtort):
tirada:=random:
1F tiraaa c=sproba THEN
cambfort:=cambfort - 2;
1F cambtortrmaxfort then
begin
incivtort):
cambfort:=maxrort:
end:
UNTIL cambiort =0:
END: (* Lanzamiento *)

(e
Menu.- Da un menu que permite elepir entre la funcion random de la
maguiha v Kand nuastro generador deé numeros aleatorios.

Procedure Menu:
BEGIN
Clrser:s
Writelnt ‘LDame el numero maximo de la rortufia: (RIXOMO 32,000} );
ReadLnimaxtorti:
Clrser:
Repeat
Writetni'éuuieres dar la semilla? tS/N1° )
respl: sRkeadkev;

- respl:=Uplaselrespl):
yntil respl in ['5','N°
It respi='N' then

begin
Handomize: .
Writelntarchi.'La semilia es : °.RandSeed)

end

else

begin
clrser:
WwriteLnt.'Dame la semilla : "1
Readlnisemilia):

WriteLntarchi.'La semilla es : '.semilla):
WritelLntarchis;
RandsSeed:=semilla:

end:

ENU: {* Menu *




BEGIN (& Programa Principal *1
Assigntarchi.’guarda.pas’);
ReWrite(archii;

Henu;

Clrser:

WriteLnt{'éCual es la probabilidad?’);
ReadLn(proba):

tlanza:=0;

WriteLntarchi,'Hora en la que inicia'):
GetTimelhora.minuto, segundo.sec)

WriteLntarchi,hora,’' ’'.minuto.' ‘',segundo,' '.,sec);
FOR n:=1 to 1000 DO
begin

lanza:s0;

cambfort:=0:

vez:=0;

viort:=0;

lanzamjento:

lanza2:=1an2a40.00001}
If vez »0 then
For j:=1 to vez do
lanza2:=lanza2 + 0.32000;
tlanza:=tlanza + lanzaZ2:
WLTH guarda{n] DO
begin-
prometio:=tlanza/n;:
lanzamien:=lanza:

end;: {for}
GetTime(hora,minuto,segundo,sec;
WritelLntarchi,'Hora en la que termina'j}:

WriteLntarchi.hora,*® ',minuto.' ' ,segunhdo,’ '.sec}:
WritelLntarchii;
tiriteLn(archi,'N':4," *,!' Promedjio f.t 'itLanzam, 'S5, LV e2)

WriteLntarchii;
FOR n:s1 to 1000 DO
begin
modl:= n mod 10:
mod2:s n mod 100; .
IF (tncs 10) or t(nc¢=1u0) and (modl =0}})
or {in1100) and (mod2 =0)) THEN
WITH guarda{n] DO -
WriteLn{archi,n:4,' *, promedio,’ °‘.lanzamien:5,' ‘.,veces:3}:
end; .
Closetarchit: .
UriteLni#7.'Ya terminel!lt’i; : E
Writelnt’El numero de veces que la fortuna revasa a ‘.maxfort,’' es: ', ,vtorti:
ReadLn:

END.



Claudia C. lturriaga Vetazquez
"PRUGRAMA CAMINATA ALEATORIA"
Se genera la caminata aleatoria de manera analoga a la ante-
rior.
Sera tratado el caso % teniendo Qos barreras refliejantes una
en caro y otra en n c¢on probabilidad de permanccer en la berrera de
11-p) v abandoparias con probabilicad p.

Program Regresol:
Uses Crt.,Dos:

CUNST
REFLE = O; (* Barrera Ret'leijante en cero. .
TYPE
into = Record (* Guarda los siguientes valores: *}
promedio : Real: (* Timpo promedio de regreso al O *)
lanzamien,
veces : lnteger: (* Numero de veces que los lanza- *i
(* mientos rebasan a 32,000. *)
END:
VAR
proba, (* Probabilidad de la moneda, A
tirada. {* resultado del lanzamiento. = *)
tlanza, (¢ Numero total de lanzamientos. *)
lanzaz’ : Real: .
n. {* Numero de juego. )
cambfort, (* Canbios de la fortuna del juga-*)
(*'dor ‘A. . ‘1
lanza, i* Numero de lanpzamientos del jue-*)
. 1* go n. Y
vretlel. {* Numero de veces que llega a la *)
t* reflejante uno. .
vref leZ. (* Numero de veces que llega a la *)
o (* reflejante en el cero. )
retlel. ’ 1 Reflejante. B
vez. E (* Indica el numero de veces que .*)
{* se repasan los 32.uLVY lanza- )
{* mientos. s
modl . modZ.
$ Integer: :
guarda : Arrav (1..1000) of info: .
(¢ Guarda la intormacion de cada. *)
. 1+ Juego. y
resp : Char:
‘archi : Texts \* Archivo donde se guardan los - ¢
1* resultados. S
semilla 1 longint: {* Guarada el valor de la funcion *)
t* anmdon. )

hora,minuto.
segundo.sec = : Word:




Lanzamlento.- De acuwrdo €on ta tirada obtenida la fortuna det ju-
gador sg incrementa on Uno o diSBINUVE 2n uno este procedimiento
se repite hasta que ls fortuna del Jugador sea igusl a la fortuna
inicial, es decir hasta que nuestra varlable que indica el cambio
de 1a fortuna (cambiort) sea 1pual 3 cero.

51 el punto toca una Barrera Keflej)ante permanecera en estas

e e e e e )

\
!
|

51 la tirada es menor ¢ igual a proba v las abandonara S1 es mavor.‘

H

Procedure Lanzamiento:
BEGIN
REPEAT
INCilanzai:
1¥ lanza > 32000 THEH
tegin
tanza:=0:
INC(vez) :
end;
tirada:=random:
1F tirada ¢sproba THEN
DECtcambtort)
ELSE
INCicambtort):
L¥ cambfortr>=reflelr THEN
begin
INCivrerlel):
capbfort:=retlel;
end:
1¥ cambfort ¢ O THEN
canbfort:=0;

UNTIL cambfort
INCivrefiez}:

END: (* Lanzamiento *)

0+

Henu.- Lee el valor dela Barrers Kerlejante refleZ v da La opcion
de dar la semills que genera la tuncion random.

Proceaure Menu:
BEGIN
Ccirser:
WriteLnt 'Dame la primer rerlejante: '}
ReadLnireflel):
WritelLniarchi. 'Retlejante '.retlei):
WriteLntarchi, 'Reflejante ° REFLE)
Clrscr;:
Repeat
writeLnt'iuuieres dar 'la semilla? (S/N1°)
resp:=HeadKev:
resp:=UpCasel(resp!;
until resp in {'S
LF resp='N" THEN
begin
Randomize:
WriteLniarchi.’'La semills es : ', Randseed)
end
ELSE
begin
clrser:

Wndrotes Phama P a mams Ve

N'):

*y



Writelot 'Dame la semilia : '):
ReadlLnisemillai:
HandSeed:=semiila:
Writelntarchi.'ta semiila es : '.HandSeed);
end:
END: (* Menu *1}

BEGIN 1* Programa Frincipal *}
ABgigntarchi, ‘guarda.pas’' t;
ReWritetarchii:
Menu ;
ClrScr:
Writebnt'4Cual es la. probabilidadr®;
Readilntprobal;
Writetnlarchi, 'Hora en la que se lncia:’):
Getfime! hora.ninuto.segundo,seci;
WriteLntarchi,hora,' ‘.minuto.‘ ' ,segundo.’ '.secl;
tlanza:=u;
vreflel:=0;
vreflez2:sH;
canbfort:=0; FUR n:=1 to 1000 DU
begin
lanza:=0:
vez:x=U:
Lanzamiento:
lanza2:=lanza‘Q,ou0u1;
If vez » O THEN
FOR }:=1 to vez DU
lanza2:=1lanzaz + 0.32000;
tlanza:=tlanza + lanzal:
WLTH guarda(n] DO
begin
pronedio:=tlanzasn;
lanzamien:=lanza:
veces:=vaez:
end: -
end: (FUR} detlfimethora.minuto.segunde.secs:
WriteLn(archi, 'Hora en la que se termina:'):
WritelLntarchi,hora.’' ‘.minuto.' '.segundo.’ ‘,seci:
Writelntarchis: o
Writelntarchi. 'La probabilidad de abandonar una barrera reflejante s (1l-pi’l:
WritelLntarchi.'La probabiiidad con la que pierde es: ',proba:2:2): ’
¥riteln(archi,.'Numero de visitas a la relejante ’,reflel.’ es: ‘ vretlely:

- WritelLntarchi, 'Numerc de visitas a ia reflejante cero es: ',vrefley):
- Writelntarchi):
Writelntarchi,'N:a,* '.° Promedio LU, tLanzam. S, L V20

Writelntarchit;  FUR n:=l to 1000 Lo
begin
P modi:= o mod 10:
modZ:= 0 mod 10U:
F tines 10) or (¢{ne=10U) and 1modi =v1i))
or ({m 1YL and {modZ =ut} THEN
WiTH guardain] DO

Writelniarchi.n:a.’ ' promedio.” '.lanzamien:5.' '.veces:3j:
eng: :
Closefarchir:  WriteLn(#7,°'Ya terminefi!l ' }:
- Readln:

END.END .



ctaudia C,. Iturriags Veiazquez.

Se genera de manera anhloga la caminats aleatoria., v en este
caso tendremos 2 darreras retriejantes que. una en cero y otra-en
refiel, las curie@s se abandonaran con probablidad i.

“PRUGKAMA CAMINATA ALEATORIA™

Program HegresoU:

Uses Crt.Dos:
COUNS1

REFLE = 0y
TYPE

info = Record

promedio : Real; t* Timpo promedio de regreso al O
lanzamien.
veceas integer: ¢{? Numero de veces que los lanza-
, t* mientos rebasan a J42,000.
END:
VAR
proba. (* Probabilidad de la moneda.
tirada, t' Hesultado del lanzamiento.
tlanza, £* Numera total de lanzamientos.
lanzaz s Real:
n, (* Numero de juego.
capbfort, {* Cambios de la fortuna dei juga~
. t* aor A. .
ianza, t* Numero oe lanzamientos del jue~
¢ on.
vreflel, i* Numero de veces que tlega a la
+* reflejante uno.
vreflel, ¢ Numero de veces que llepa a la
. (* reflelante en el cero. .
retflel, {* Heflejante. .
vez., 1* Indica el numerc de veces que
t* se rebasan. los 34,000 lanza-
«* mientos,
mod1.mod2,
3. : Integer: .
guarda Array 1. 1uu of anfo: . -
% Guarda- la ittormacion de cada
t* Juego.
resp : Char:
archi : lext: {* Archiveo donde se guardan log
§* resultados.
semillia longint: t* Semilla de la funcion randon
hora,.minuto, o
segundo,.sec Word:

Barrera Hetlejante ep cero.

¢t* Quarda los siguientes valores:

LR}

4
‘1

*)
.
i
‘2
AR
1



Lanzamiento.- be acuerae con {3 tirada obtenidga la fortuns el ju-
£ador e incrementa &n unc O JdisSminuve en uno este procedltiento
se rapite nasta que la foruung gl jupador Sea 1pual & ta fortuna
inicial. es declr hasta que nuestra varlable que indica ] cambio
de 1A forcuna ICamnbiort) Sea igual a cero.

Si el punto toca una Barrera Refleslante sara regressdo inme-
diatamente a1l €5tado anTerior.

e e e o = 4

Procequre Lanzamiento:
BEGIN
REPEAT
lHCtlanza):
1f lanza » 32000 then
oegin
tanza:=0:
INCivezi:
end:
tirada:=random;
{F tirada «=proba THEN
LECicanbtort )
ELSE
I[NCtcambtore) s
1F campfort=refier THEN
pegin
INCivreflel::
UECicamblort
end;
UN1LL cambfort =u:
incivretie2r:
INCicambtort):
ENO: ¢* Lanzamients *)

s
f

| Menu.- lLee el vaior gela Harrera Hetlejante reile2 v da ita opclon

l de dar la semilla que Benera la funcion random.

A3}
Procedure enu:
BEGIN
cirser:
WriteLn| Dame la primer reflejante: )
ReadLniretlel);
WriteLniarchi. ‘Refleiante ‘.reflel}:
Writelniarchi,'Reflesante ° KEFLE):
<lrscr;
HEPEAT
Writelnt'éVuieres dar la semillas I1S/N) "1
resp:aReadkev:-
resp:aUptase(resp):
UNTIL resp in ['S*,'N'}:
L¥ reaps"N' THEN
begin
Randomize: .
WriteLntarchi.’La semilla es : °.HendSeed}




end ELSE

begin
ClrScr:
Hritelnt 'Dame la semilla : "1:
Readlntsemilla):

RandSeed:=senilla:
WriteLntarchi.'lLa semilla es : °,RandSeed);
end:

END; t* Menu )

BEGIN {* Programa Principal *)
Assignlarchi,'guarda.pas'};
HeWritetarchij:
Henu:
Clrser;
WriteLn('d4Cual es la probabilidad?'i:
ReadLntproba);
GetTime{hora.minuto,segunda,sec):
WritetLniarchi, hora,' *,minuto,' ',sepundo,.’ ',se€c!;
tlanza:=0;
vreflel:=0;
vreflel:=
lanza:ay:
" cambfort:=1: FOR n:=1 to 1000 DO
begin
vez:=0:
lanzamiento:
lanza2:=1anza*0.00001;
IF vez » 0 then
For J:=z1 to vez do
lanzaz2:=lanza2z + ©.32000;
tlanza:x=tlanza + lanzaZ:
WITH guarda(n) DO
begin
promedio:=tlanza/n;
lanzamien:=lanza;
veces:=vez:
end;
lanza:=1;
end; (for}
GetTise(hora,sinute,segundo,.sect;
WriteLntarchi,hora,' '.minuto.’ °‘.segundo.' :'.mec);
WriteLntarchil; :
WriteLniarchi.'La probabilidad de permanecer en una barrera reflejante es cero’):
WriteLhfarchi. 'Numero de visitas a la relejante ',reflel.' es: ',vreflel);
WriteLntarchi, ‘Nurero de visitas a la reflejante cero es: ',vreflez}:
WriteLntarchil; .

WriteLntarchi.'La probabilidad de que pierda es: ‘' proba:2:2);
WriteLniarchil:
HriteLn(archi 'N’':a.' *.° tromedio f 0 T tLanzam. iS5, L, tVra2);
WriteLntarchil; FOR n:=1 to 1000 DO

begin

modi:= n wod 1U;
mod2:= n aod 10U;

IF ((n¢=:10) or {(nc=100} and {modi =0}

or (in»100}) and (mod2 =ui} THEN
WI1TH guardain] 0O
WriteLntarch: n:«, - ‘.promedio,’ °*,lanzamien:S,* ‘' ,veces:3):
end;
Closetarchis:

‘-HriteLni#/.°'Ya termine!!

"ReadLn:



Prograa Ehrenfest:

uses
Cru:
Tvpe .
rangbol = 1..100: t+ Rango de bolas permitido. L}
var
alfa. t* Numero total de bolas. )
alrao, (* Numero de bolas en la caja A. *)
nusval. ¢4 Numero de variables aleatorias.*)
nuaLyes ;- i+ Numero de muestras. 4y
nummy . * ( * Numero de muestra de los vec- . *)
{* tores mu (max 1i0) L]
nmodl  mod2.
k.c.n.m.i : integer:
nuubol : rangbol: {* Numero de bola selecciondada. *)
bola : Arrav(1..100}) of integer: {(* Ca)a en la que se encuentran ca*)
¢+ da una de las bolas 4
Sum.SURC : Arrav [1..1000] of real: (* Cadena de Markov *
semilla : Array [1..500} of longint: t* Semilla de numeros )
seai = longint:
mul .sigmal : Arrav (1..1000) of real: 14 la media de la variable i ‘)
mu.sigma : Arrav(1..1000) of real;
wu2v.sigmaz: arrav {1..1000] of real: §* el estimador de la media 4y
conjbol : set of rangbol: 1* conjunta de bolas en la cajla A *)
resp : char:
aux,auxl : real:
exte,.s1.82 : string(10]:
h.lec.hz : Text:

Procedure Inicibolas:
var ji :integer:
begin
For j:=1 to alfa do
bolafj):=0:
end:. (Inicibolas}
Procedure Inicializa:
BEGIN -
FOR n:=1 to numval do
begin
sumi{n|:=0;
suac(n):=0;
muln):=0;
s1gmafn}:
end:
END:

function Poten(r:real:k:integerj:real:
var
‘temp:real:
integer:
begin

t* Inializa que lag bolas no se
{* encuentra enh ninguna caia.

.
H

un- numero  *}
k. . )

i* Calcula el valor de
{* real r elevado.a la



Frocedura Hent: «* Fige lee valores necesarios. L]

begin
Writelni ‘Escrite ol tamano de la cacena: (@aximo 100057 »:
Readlninumval -
yritelnih, ‘El tamano de la cadgens e@5: ©.nuavall: :
Writelnt "Escribe el nunern ge muestras de vectores aleatorios es: tmaximo 1luuu)’ ):
Readqlninummues s :
Writelnet. ‘bl numerc de puestras da vectores aleatorios es: ' aummues):
Hritelnt"Escribe ei numars d¢ muestras de vectores promedios es: (maxime 100011 :
ReadLninummui :

Wratelnth, '£1 nunero de muestrss o0 vectores promedios es: '.hummul;
writelnt ‘Escribe &1 numero totaj. e dbalas debe ser par:’
ReadLlntalta):
writelnth.'£1 puwmero total de Lolas es: ‘.alfa):
Wrateln( "El nuuero d4¢ bolas iniciales de La ca)a A es: '
Headlnialtaor:
Wratelni 'Guieres dar la semiila para cada muestra?’);
resp:=ReadKev:
resp:=Uplase(resp! :
1f resp = 'S’ then
begin
Clrscr:
Writelni'La semilia sera lefaa del archivo semilla.txt’'s:
assignilec. 'semilla.rxr’y:
Resetilec):
mi=ls
While not EuFilec) do
begin
ReadLnilec . semis:
serillain}:zsemy:
Incemi
end:
Closetlec::
1f tm -11) <> nummues then
bepin
Writelni 'ERRUR El numero de seaillas no corresponde al tamano de la muestr
Haltils: .
end:
end:
end: {(Menu)
Procedure Llenataja: 1* Hace la distribucuion inicial .»
begin t* de ias obolas. con aifau bolas *)
For 1:=1 to altau do f* en la caja A. 4)
berin
Hepeat

nuapol:zrandomsaltar +1:
nolal numbol
untll Neotinumbo! in Conibols:
conjibol:=conibol ¢+ (numbolJ:
.end:
end: (Lienauala?




Frocedure Genervac: i* Genera la Cadena de farkov de %)
began ¢* tamano numval. Y la genara L]
For m:=1 to nummues do ¢ “punmues’ veces. . ‘i
bepin
K:zalfal:
if respe'N’ then
begin
Randomize:
semilia{m}:=RandSeed
end
else
RandSeed:=semillaim):
conioods=l}:
sum{l}:=k + sum{i}:
sumc{l}:=k*k + sumc(1l:
IniciBolas:
LienaCaja:
For n:=Z to numval do
begin
nuabel:srandomialfar i
L1f bolafnumbollsl then

pegin
bola{numbol):=0:
Deciki;
sunin] + sumi{n}:
suncing:=sume{n} + K k:
end
aise
begin
bola{numbol]:=1:
Inciky
sumin + suminj;
asume{n} :ssuncin} + KR'Kk;
end:

and: ¢ FOR n*s

end: t* For m*}
BLFriC ,exteal
Zr=Concat ‘sem’ exta):
1=CONCBLIBZ, . tRL )
Assiegnth.s21i:
Rediriteihi:
For m:=1 to nunnues do
begin :
viriteth.semillafim}.’ 'i:
if odatm) then
Writelnthi:
end:
Closelhi:

end: (Cenervec?




BEGIN t* PROGHRAMNA PRINCIFAL:®
- Cirser:

Agsignin, 'EHRF.TNT' };
Relriteih::
Henu:
Closeihy:
Clrscr:
GoToXY 10,100
WriteLn('Estov haciendo los calculos'):
auxli:=l-2/8l1fa:
AsBignih2, 'limic.txXe'i;
ReWrite(h2):
mulill:=alrav:
sigmallt):=0;
Writelnih2,'1':6.mul(1):20,8igmat{1]:20);
for n:=2 to numval do
began
Aux:#potenil-auxli.ni:
mulinj:stalfas2r*il-auxi+i2/alyaltaux muii{il:
muilnl:=muling:
sigmalln):=t1- 4/ alfa 1 *sigmal(n-1} + (4/3lfm)*tl-mul{n-1}/alfa)’mulin-1};
gipmatin):ssigmalln}; . g
modl:= n mod 10:
modZ:= n mod 100:
IF ttnd= 10) or (inc=100}) and (modl =0))}
or (1n2100) and imod2 =011 THEN
Writelnth2.n:6.mut{n):2¢.sigmal(n}:20);

end:
Closelh2):
FOR n:=1 tO0 numval DO
begin
muzvini:so
sigmaz2{n)
end;
For c¢:=1 to nummu do
Begin
Inicializa:
tenervec;

sl:=2concatti'ehr’ .exte):
_.Sl:=concatisl.’.txt');
Aassignih.sii:
Rewriteih):
uritebnih,” Valor Esperado Varianza ‘}:

For n:=l1 to numval do
begin

muln}:=sumln) / nummues:

sigma(n):=(sumcin}/nummues! - sqrimui{n]):

muzvin) :=emu2vin} + sartouin} - mul{nj);

sigmazin):ssigma2[(n) + sqrisigmaini-sigmal{n)):

modii= n mod 10;

modZ:= n mod 100;

. LF {in¢= 103 or i{nc=100) and (modl =011}

or 1in»100) and i1mod2 =0} THEN

writeln(h.n;6.mu{n}:20.sigmaln]:20);

end:

Closethi:

end: {(ror de c}

Assignih,'prom.txt’');
ReWriteth): . .
- Writelnth,' - Error Cuadratico Medio Error Cuadratico Medio de‘):




de Hd.
Foruirel o to numval oo

modi:= n mod 19:

modz:= n mod 10U:

IF (tne= 10) or 1ind=100) and (modl sud b}
or +tnpr100 and 1modl =011 THEN

Writelnth. n:o mu2vin]/numsu: 0. sigmdZin]/nubmu: 201 ;
end; '

Closedins:

GolToXY 110,201

Writelni'Ye termine!! 't
End,
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