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INTRODUCCI ON 

Uno de los métodos más comunes para la solución de problemas es· 

la t.ransfor11ación. Como t..odos sabemos ex ist..en t.ransrormacipnes de 

bases, espacios y funciones (por ejem¡)lo) en muy dist.int.os campos de 

las matemáticas. En el caso de gráficas no es la excepción y se 

realiza sobre la misma. 

La t.ransformacíón. conocida como gráfica de lineas Cdigrárica 

de líneas en el caso de gráficas diI"igidas), es de las muchas que se 

nos podrían ocurrir la más simple, consiste en genel"ar una 

gráfica a parLir de sus aristas o rlechas. 

nueva 

El objeLo de esta Lesis es esLudiar las propiedades que se 

conservan después de la transformación. 

En el p·ri•er cap!t~ulo present.amos los r-esult.ados básicos sobr-e 

las gráficas y digráficas de líneas <definiciones, propiedades y 

caracterizaciones). 



Dentro de la Teor!a de Gráficas hay diversos conceptos que 

juegan un papel relevant.e, ést.e es el caso de nllcleos. 

dos engloba los result.ados más import.ant.es de est.e 

referencia a núcleos y la digrárica de líneas. 

El capíl.ulo 

t.rabajo, con 

Es así como 

de•ostramos que para una digrcit'ica O donde todos sus vértices t.jene 

ingrado mayor o igual a uno, el nVm.ero de semr.:ntícleos <ct.1asLnúcle...,s.> 

es menor o lBUal al número de semr.:núcLeos (cuasLnúcleos) de su 

dLBrá/Lca. ds l írutas. Con la misma hipótesis t.ambién probamos que 19l 

nWnero de /unciones de órundy de D es iet.ial al núme-J~o de funciones 

de Grund~ de su dleráfica d& l(neas. 

Siguiendo con el t.ema de núcleos, el capít.ulo t.res desarrolla 

un panorama sobre las gráf'icas perfectas centrándoce en el sit;uient.e 

resultado: La eráfica. de líneas ~s perfecta Sl y sólo s( es 

núcleo-perfectLble. 
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PRELIMINARES 

Deriniremos los conceptos generales de Teoría de las Gr,ricas 

utilizados en este trabajo. 

Una 6ráfica G consta de un conjunto finito no vacío de objetos 

lla11ados vértices o puntos, denotados por VCG>. Junto con un 

conjunto de pares no ordenados de distintos elementos de G llamados 

al'istas o arcos, denotados por ACG). 

Si ti y v son dos vért.ices de una G V 

a i:i:: (u,v> e A.CG> diremos que u ,, v son extremos de a y que 

u·y v son adyacentes~ Dos arist.as son adyac6ntes si t.ienen un 

extremo en comdn. Una arista incide en un vértice v. si v es uno de 

sus extremos. 

El srado de un vért.ice u en G. denotado por 6
0

Cv>. es el nd111ero 

de aristas que inciden en v. es decir, el ndmero de vértices 

adyacentes a v. 

Los veclnos de un vértice de G es el conjunto 

..f{v) = { ti e VCGJ (ti,u) e ACG) ) • 

Dos gráficas G y H son is ornar /as si existe una runcidn 
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f: VCG> ---> VCH> biyectiva tal que: 

u es adyacent.e a -v en G .., r<u> es adyacente a r<v> en H 

Un carn.íno '8, es una sucesión alt..ernada de vért..ices y arist.as 

tal que vértices y aristas consecutivos son adyacentes. Si el camino 

e11pieza en u y termina en v, lo llamaremos un uv-camino. 

Un paseo P es un camino en el que no se repiten aristas. 

Una trayectoria T es un camino en el que no se repiten 

vértices. 

Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el 

1Wisr10 vértice. 

Un cic to C es un camino cerrado en el que no se repit.en 

vértices, sólo el primero y el último que son ii;uales. 

La tondit~d de un camino~' denotada por /{~),es el número de 

árist.as que contiene. Si 'e tiene n vértices enLoncP.s l('e) es n-1. 

Una gráfica G es con9xa si para t.odo u, V e vun existe un 

uv-ca11ino. 

Una gráfica H es una sub6rá/ica de G si se cumple que: 

VCH> S VCG> y ACH> S A<G>. 

Las componentes conexas de una gráfica G son las subgr'f icas 

de G •áximas con la propiedad de ser conexas. 

Una gráfica H es una sub6rá/•ca inducida de G, si V<H> s VCG> y 

(u,u) e A<H> si y sólo si (u,u) e ACG). 

Si en una gráfica G todo par de vértices es adyacente entonces 



decimos que G es completa. La cual denot.amos por i:P. donde p es el 

número de vértices de O. 

Denotamos por KP - e la ~rárica completa de p vért.ices menos la 

arist.a e. 

Un e lan de G es un conjunto de vért.ices que inducen una 

subgrárica complet.a máxima. 

Una gráfica G es bt.pa.rt. l. ta si existe una. part.ición de VCG) en 

los conjunt.os V 
1 

y V 
2 

t.al que t.oda arist.a de G t.enga un extremo en 

V
1 

y ot.ro en V
2

• 

Una gráfica G es bipartita completa si exist.e una part.icidn 

< V
1

,V
2 

> de V<G) de tal manera que t.odo vért.ice de V
1 

es adyacente 

a t.odos los vért.ices de V 
2

• La escribiremos como K ~ donde 
n,m 

1 V, I = n Y 1V
2

1 = m. Si 1 V, I = 1 ent.onces G recibe el nombre de 

est.rella y la denot.amos por !: . 
1,m 

Dada una grárica G, el comple,.,.nto de G, denot.ado por OC, es 

una gráfica t.al que ; veoº> = V<Gl y " es adyacent.e a V en aº si 

y sólo si u no es adyacente a v en G. 

Una gráfica G es un árbol si G es una gráfica conexa y sin 

ciclos. 

Sea v e V(G), si G - v aumenta el número de componentes conexas 

de O entonces a v lo llamaremos vértice de corte. 

Sea .A s; VCG), si O - A aument.a el nú"'ero de componentes conex&s 

de G ent.onces a A lo llamaremos conjunt.o de cort.e. 

Algunos ejemplos de los conceptos anteriores se encuentran _en 
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la Pigura No.1. 

FIOURA No. l 

VlO> :i <a,b,c,d,•,f,9,h> 
Ca,b>,c9,h> e A<O> 
a •• adync•nt.• a g 
l Q, r l •• a.dyacon lo a lí '•> 
te ,d> lnci.d• en d 
Ntb) = <a.,g,c,d> 
T = cr ,a.,g,b,c> 
e= <h,9,b,c,d,h> 
l1c1= !:I 

6
0

cel : 4 

Una d!erá/!co D consiste en un conjunto f inilo, no vacío, de 

oh.jet.os llamados vértices. denotados por V(O) 1 junt.o con una 

colección de pares ordenados de distintos elementos de V<D), 

lla,.ados rlechas (aristas dirigidas), i.lenot.ados por P<D). 

Si f = (u, v) e F<D> diremos que; u es adyac"!?ntd' a v o f incide 

en v. 

El in6rado de un vértice v en O, denot.ado POI" es el 

ndaero de vérLices adyacenles hacia u. es decir, el ndmero de 

flechas que llegan a v. 

El exerodo de un vért.ice v en O, denotado por 6•(v) 
D 

es el 

nd•ero de vérLices adyacen~es desde v, es decir, el n~mero de 

flechas que salen de v. 

El drado de un vértice u en O, denotado por 6
0

Cu> es la suMa 

del exgrado y del ingrado de v. 

Los vl!Pct:nos exteriores de un vért.ice x es el conjunt.o 
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r'<x> = < y e VCD> (x,y) e FCD> }, 

Los vecinos interiores de un vértice x es el conjunto 

r-cx> = < y e VCD> Cy,x) e FCD> >. 

Sean O y H digráficas. diremos que D es ísom.cr}ct. ·'l. lf si exist..e 

una función o: VCD) -----+ V<H> biyect.iva tal que: 

Cu,,,) "' FCD> t+ ( oCu) ,o(v) ) e FCH> 

Una digráfica H es subd(f!ráf(ca de D. si VCH> ~ VCD) y 

FCH> ~ FCD>. 

Una digrárica H es .subdLBrá/Lca tY\dtJcida de O, si V(ff) S V<Dl y 

Cu,v) e F<H> si y s<Ho si Cu,v) e FCD> con u. u e VCID. 

Un camino no dirigido ~ de O es una sucesión alt.ernadn de 

vértices y f'lechas ~ = < 'U0 ,u1, ...• un> tal que CuL•'·\+t> E F'CO) o 

(tii.+t '-ut) e F<D>. Si 'e empieza en tt y t.et'mina en u dir-emos que 'e es 

un uv - camino no dirigido. 

Un caMino dirigido ¡¡-+ de D es unn sucesión alt.ernada 

de vértices y flechas e+= { u ,u .u •... ,u 
o 1 2 n 

tal que 

Una trayectoria no dirigida T de D es un camino no dirigido en 

el que no se repiten vértices. 

Una trayectoria dirigida T"' de D es un camino dirigido en el 

que no se repiten vértices. 

Un caMino cerrado no dirigido es un camino no dirigido en el 

que el priMero y el dltiNo vértice son iguales. 
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Un camino cerrado dirigido es un camino dirigido en el que el 

primero y el último vértice son iguales. 

Un ciclo no dirigido C es un camino cerrado no dirigido en el 

que no se repiten vért..ices < sólo el primero y el tilt.imo ). 

Un ciclo dirigido e-+ es un camino cerrado dirigido en el que no 

se repiten vértices < sólo el primero y el último >. 

Una digrárica O es conexa si V u, v e VCD> existe un 

uv - camino no dirigido y por lo t.ant..o un -\Ju - camino no dirigido. 

Una digráfica D es ruertemenLe conexa si V u, v e V(D) 

un uv - camino dirigido. 

exist.e 

La matriz de adyacencia A <a. > de O esta derinida como 
LJ 

sigue: 

si (v_ ,v) e f'(O) 
L J 

si (v. ,v) ,. F'<D> 
L J 

Una diagonal de. un ciclo cr. es una arista (respect4ivament.e 

flecha> en A<G> - A<C > <respectivamente f'<D) - F'<ir'» con ambos 

ext.remos en e . 
" 

n n 

Algunos ejemplos de los conceptos anteriores se encuentran en 

la F'igura No. 2. 

e 



" b 

·<J~(\) 
d 

VtDl = <o.,b,.c,d,•,l,g,h) 
tc,d>,th,g"> e A<D> 
e ea odyQconle a d 
1 a,fl tnc~do en r 
6~1d1 = º~ Ó~tdl :: .... 6 td) 

r· fhl = cg. d>, r· <h> ::: ~-) 
T = <C,a,9,b,c> 
e = cb,d,c,b> 
...... 
T = <c,b,a,e,f> 
...... 
e = en,•, r ,a> 

F"IOURA No. 2 
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CAPITULO UH O 

En est.e capítulo present.am1JS los result..ados básicos sobre las 

gráficas y digráficas de líneas. Partiendo desde las definiciones 

hasta llegar a la caracterización de dichas gráficas. 

Lo expondre1nos en dos partes; la primer~ aborda únicamente las 

gr'ficas de líneas V por consiguiente la segunda las digráficas de 

líneas. 

GRAFICAS 

DEFINICION V PROPIEDADES 

El concepto de grclt'ica 

D E 

de 

L 1 K E A S 

líneas, dentl'O 

t.ransfortnaciones de gráficds, surge de manera natural. 

de las 

Def•nición No. t. 1. A cada gráfica G le asociamos ot.ra gráfica 

LCG> llamada $ráfica de t(neas de la siguient.e manera: 

D V CLCG» ,. ACG> 

2) Dos vértices son adyacentes en LCG> si y sólo si 
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son adyacentes en G como aristas. 

Aunque los primeros en estudiar este concepto, Vhitney [351 y 

Kz.ausz [211, no le dieron nombre~ otros autores que 

iradependientement.e utilizaron est.a t.ransformación, le asigna1•on uno 

propio: F'isher U2l la llamó "Gráfica de Cubrimiento": Ore [27], 

"Gráf'ica de Int.et-cambios 11
; lleineke (4.J, ••orárica Derivada"; Menon 

[24.l, "Adjunta" y Berge [61, "Gráfica Represent.at.iva". Nosot.ros 

usaremos en est.e caso el introducido por llarary y NorMan C16J en 

1960, "Gráfica de l..íneas". Aunque t.écnicament.e era más raat.ural usar 

gráfica de aristas, el nombre anterior es en este momento aceptado 

universalMent.e\ además de s~r más elegante. 

En la Figura No.1 present.amos cual.ro ejemplos de gráficas con 

sus respecLivas transro~maciones a gráricas de !!neas. 

º"-/ o 
º"-/ 

o 

º· ! 1 
o 

/""' y:~ ~"-. 
o ·0~7 º~/ 

o o 

FJQUP.A No. t 

11 

LCG ) 

' 



El siguiente teorema enKloba las p~incipales propiedades de una 

gráfica de líneas. 

Teorema No. t. t. Sea G una gráf'ica con p vért.ices y q aristas 

entonces: 

t> El número de vértices de LCG) es q. 

2) LCG> tiene E 1
/ z < 6Cv) >' - q aristas. 

3) El grado de x en LCG>, donde x = Cu,u) corresponde a una arista 

4) G y LCG) tienen el mismo ntimero de componentes conexas. si G no 

tiene vértices aislados. 

5) LCT ) ~T para n ~ 1 
n n- t 

<5) LCC > ~ C para p ~ 3 
p p 

7) K ~ LCK ) • t,• 

8) Si G es conexa y p ~ ' entonces LCGJ ~K si y sólo si G ~K 
p •,p 

Demostrac(ón; 

tJ Ya que VCLCG)) = ACGJ tenemos que iV<L<G>>i IACG> 1 q. 

2J Oenot.ell\Os por qL las aristas de LCG>. Por 1) LCG) tiene q 

vértices y además las 6l aristas incidentes 

contribuyen en ( ~l ) a qL, de manera que: 

12 
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3) x = (u,v) en G es adyacent.e po1~ un ext.remo a 60(u) arist.as y por 

el oLro a 6
0
(u), por lo t.ant.o en LCG) ~ es adyacente a 6 (u) + 6 (v) 

o a 

tnenos dos vt!rt.ices, ya que a x = Cu,v) la est..amos cent.ando dos 

veces. 

4) Supongamos que G tiene n componenLes cone~as ªe Cada Ol t.iene 

por lo menos una arist.a, va que G no t..iene vt!rt.ices aislados. 

Si G. es una arista, por definición de L<G>, cada ar is La va a 
' 

dar exact.ament.e a un vért.ice aislado, lo que implica que si <l t.iene 

m arist.as aisladas, en L<G> t.enemos exact.amente m vértices aislados. 

Si Gi. const.a de más aristas, lo único que tenemos que v~r en 

este caso es que componentes conexas van a dar a componentes 

conexas. Sean a,b e V<Lrn,)) lal que a = (u,,o) v b = <w,x) en Gl. 

Dado que GL es conexa 3 g un camino de u a w : 

V =V 
o 

y 

'd = < a • 

' ª1'' · ·' ªn 

v = w. V a e g ; a es adyacent.e a a. , 
n L \. L+l 

por 

sigue que en LC<l> también son advacent.es. Por lo t.ant.o: 

19 

t.al 

lo que se 



( a, ªi.' 

es un camino de a a b en L<G>. 

ªz' a • b ) 
n 

Veamos que sucede si o: y b están en di1'erent.es component.es 

conexas. Sean a = <u,v.1, b = (z , 1J.l) e A<G> y 

b e A<G ) con G "' G . Lo que implica que en G no e><ist.e un camino 
j l j 

de a a b. Supongamos que a y b van a dar a la misma componente 

conexa en L(G), por lo tanta ex ist.e un camino ~ = (a ,e 
1

• e 
2

, ••• , b) de 

a a b. Lo que implica que en G, las aristas &. 

' 
junt.o con a y b 

f'orman un camino de 1.t a 11;1 Q, ya que a y b estaban en diferentes 
o 

component..es conexas. Con lo que obLenemos que cada GL component.e 

conexa tal que cont.iene más de una arista va a dar exactamente a una 

componente conexa en LCG} . 

. ·. El nllmero de componentes conexas de G es itual al nllmero de 

co•ponent.es conexas de L<G>. 

5) Sea G una trayectoria T de longit.ud n: 

T ::i: {a , a , 
1 2 

donde a 1 = <u1 • u 1,.> e ACG>. l = '·'·· .• •"" En LCG) cada arista es 

un vértice, por lo tanto LCG> tiene n vértices y como T es~ una 

trayectoria V al e T, ª1. es advacent..e a a 

"' 
Entonces por 

derinición d" gráricas de !!neas. dichas adyacencias se respetan, lo 



que implica que en L(G) obtenemos la siguiente t~ayectorie 

T· = { ª1• ªz' ª3•· · ·' ªn 

Conto T' tiene n VéI"t.ices, su lon1;it.ud es n - L 

t:!J Sea G ~ C con p l:. 3, t.al que: 
p 

e 
p 

donde a = C"v. ,v.J ., A<G), 
l l-l l 

i=t,z, . .. ,p, t..el que 'll = V • 
o p 

El 

de arist.as de C es p, por lo t.ant.o L<C ) t.iene p vért.ices. Además 
p p 

V a. e A<C ) , a. es adyacente a a. , para l=l,Z, . .• ,p, 
" p " .... l 

por lo 

como e 
p 

es en L<CP) obt.eneNos una trayectoria de a
1 

a ªp· Pero 

ciclo, a
1 

es adyacente a ap • por lo t.ant..o L<CP) es 

vért.ices. 

un ciclo con 

que 

un 

p 

7) Sea G ~ K
113 

y sean a
1

, a
2

, a
3 

sus aristas, lo que implica que 

LCI( ) const.a de sólo t.res vért.ices. .,. 
adyacente a las otras dos, en LCI( ) 

t,3 

los otros dos, es decir, L<K,_.) ~ K,-

Como 

cada 

cada arista 

vért.ice es 

de K ... 
adyacente 

es 

a 

8) Sea LCG) ~ 1( , es decir, LCG) consta de p vért.ices tal que todos 
p 

son adyacentes. De lo que se sigue, por deCinición de gráCica de 

líneas, que G tiene p aJ:>istas, las cuales son !.odas advacent.es ent.re 

15 
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que Liene qn extremo en comün, s&a a
3 

otra a~ista de G tal que es 

adyacente a a
1 

y a a
2

, exist.en dos posibilidades que ªa = cu, ,"-
3
> o 

que a = <u ,'U ). • z • Si a = <u , u ) 
l ' l 

entonces {a ,a ,a } 
1 2 • 

triángulo, como p ~ 4. existe olra arista ª~ advacent..e " 

:ro.r-man 

'".• a 
2 

un 

y 

a
3

• pero corno una al"ist.a sdlo puede ser- advac1~11t..e exact.amenle a dos 

at"ist.as de un t..riáogulo, implica que a ~ ('u .u). . ' . 
a . 

Por 

son 

lo t .. nto 

adyacent..esi 

en el mismo v6rt..ice. Si p > '· como toda al"ista consta solo de dos 

extremos la dnica forma que sea adyacente a ~ o más aristas es que 

sean adyacentes todas en el mismo vért.ice. Por lo t.ant.o G ~ K<,p' 

Sea G :;; K•,p' es decir, JACG> l = p y V a e A<GJ, comparle un 

~xtremo en común con todes las demás aristas de O, es deci~. tod6s 

las aristas son adyacentes ent.re sr. Lo que implica que LCGl const..a 

sólo de p vé~Lices, los cuales son adyacentes enlre sí. Por lo que 

concluimos que LCG) ~·K 
P•• 

Not..amos en la Figura No.1 que L<G/ ~ G
3

, con lo que obtenemos 

que LCGª> :;; L(LCG,n. 

DefinCción No.1.2. Llamamos ~rá¡Lca de LLneas n-tterada si 

En sus investigaciones sobre LºCG). Van Rooij y llilf [31J 

Probaron el sig~ienle teorema. 
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Teor~ma. No. i . 2. Si G es una. gráfica conexa t.al que no es 

isomorra a K , a una trayecLoria ... o " un ciclo y denot.a el 

número de vér-t.ices de l}'CG) entonces: 

Demostración.: 

OOs~.r-vactón No. 1. Si G es conexa v oo es Ul\ ciclo, una 

travect.or-ia o K ent.onces L 3 CGJ coot...iene dos ciclos con al - menos 
t,3 

un vértice en co•~n. Como G no es un ciclo o una trayectoria el<ist.e 

al 111enos un vért.íce u en O tal que 6
0
(v) ~ n ~ 3. Si el grado de u 

es t.res, como G no es K.1 ~3, exist.e una arist.a a en O t.al que- es 

adyacente a .K(v). Si a es adyacente a das vért.i~es de .K(v) ent.onces 

G es COMO la gl'áfíca Gz de la F'igura No.1, en da11de observ411as que 

l.CG ) san dos ciclas can dos vért.ices en comdn. Par el teoreMa 1. i 
2 

<inciso 6) ciclas van a dar a cíclos y el tener vértices en coMdn 

iMplica que tieneri aristas adyacent.es ent!'e sí, ent.onces l. 3 (0) 

contiene dos ciclos con al merias un vértice en comdn. Si a es 

advacen~e a un sólo vé~tice de .K(v) entonces L(G) es isoMorra a la 

grlffica G
2 

de la F'iguN1 No.1, par lo t.ant.o la observación l.8Mbién se 

cu11ple par& éste caso. Si el grado de u es igual o mayor a cuaLJ:-o 

entonces, por el t.eol'ema 1.1 <inciso Q), l.<G> cant.iene una 

subgráfica completa inducida de cual.ro o más vértices. por lo tanto 

contiene dos ciclos con al menos un vért.ice en com~n. lo que 

que L3 CG) cumple con la misma propiedad. 

l'l 

implica 



Observación No.e. Si G tiene dos ciclos unidos por una 

trayectoria de longitud k ~ O, entonces LCG) tiene dos ciclos unidos 

por una trayectoria de longitud k + 1. Sean C
1 

y C
2 

ciclos y T una 

trayectoria de longitud k ~ O en O, tal que: 

e, = < a, 
t 

e z 
• ( b 

t 
b 

2 

a ) ; 
p 

b ) 1 
n 

b =(w ,w) 
1. \.-1 l 

ACG>, i.=t, • .• n, w =w 
o n 

Co•o e, y C
2 

están unidos por T 1 existen vértices en T comunes a 

y a C
2

• Sin pérdida de generalidad, supongemos que V • U 
o • 

u 
k+t 

Por lo t.ant.o la arista e es adyacente a las aristas a • • 
ªp de C

1
; y la arista ck es advacent.e a las arist..as b

1 
y bn de 

Por el teore•a ndmero 1.1. <incisos 6 y 7), C
1 

y C
2 

van a dar a 

e 
1 

e 
2 

y 

y 

dos 

ci~los e; y e~ . respect.ivaMent.e y. T a una t.ravect.oria T' de 

longitud k - 1. Por las adyacencias descritas anterior...,nte entre T. 

C
1 

y C
2

, existe en L<G> por lo menos una t.ravect.oria de longitud 

k + 1 que une a C' 
t 

y C' 
z' 

por eje•plo la trayectoria 

Sea G una gráfica conexa, como G no es un ciclo, una 

trayectoria o K , por la observación ndmero uno L'<(l) ... 
dos ciclos unidos al menos por un vértice, lo que implica, 
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observación número dos, que L 4 CG) tiene dos ciclos unidos por una 

t.ravect.oria de longitud al menos uno y que al ir iterando vamos 

obt.eniendo dos ciclos unidos por u11a t.rayf!ct..orid de longitud mayor a 

la original. 

Coro lar Lo No. t. 2. f. Si G ns conexa y L'"'CG) ~ G para alguna n 

ent.onces L(G) ~ G y G es un ciclo. 

Demostración: Como G ~ Ln(G), por el letlrema 1.2, G es isor1orf4 

a un ciclo. a una t.rnyect.oria o a K. • Si G ~ T entonces LCG> es 
t,3 p 

iso1norfa a una t.rayect.oria de lon@;it..ud menor. y si seguimos it.erando 

LnCG) resulta siempre una t.rayect..01~ia de menar longitud a L"- 1CG), 

lo que implica que L"CGJ ¡i! O, por lo que G no es una t.rsyect.oria. 

Entonces G es isomorfa a i:: o 

"' 
un ciclo, no puede ser 

isomorfa a K , ya que LCK ) ~ K ~ L "<t:: ) , lo que implica que O 
t,J t,l 1 a 

es un ciclo y como todo ciclo va a dar a un ciclo mediante la 

t.ransfor11ación de grá!' ica de lineas, L(G) ~ G. 

Sea G ~ LCG) t.al que G es un ciclo, poi• lo t.ant.o LCG) es un 

ciclo, por el teorema 1.1, mediant.e la t.ransformación L(G) ciclos 

siempre van a dar a ciclos, por lo que concluimos ~u~ L"<G> ~ G .• 

Por la misma construcción de una gráfica de línP.as. Muchos de 

sus est..udios están relaCionados con el me.peo de una gráfica en otra. 
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en particular con los isomorfismos < cuando hablemos sol~NenLe de 

isomorfismos se entenderá isomorfismos por vértices ). 

Denotemos al conjunLo dP. todos los isomorfismos ent.re ltts 

gráricas G y H canoa rCG ,ff). 

Definición No.t.3. Un Lsom.or/Lsmos por aristas de G sobre H es 

una biyección p: ACG) --• ACJD t.al que dos al"ist.as son adyacentes 

en G si y sólo :si sus irnáge·nes son adyacentes en H. Donde r'<G.H) 

i~epresent.a el conjunto de todos los isomorfismos por a1· ist.as de G 

sobl'e H, con lo que se sigue que, r< LCG), LCH> ) = r•rn,H>. 

El siguient.e teorema menciona d.lgunos result.ados sobre el mapeo 

de aristas inducido por isomorrismos . 

Sea p e r<G.H), definimos . 
p: A<G> 

p"Cw) = p(u)p(v) y r"<G.lf> • { p •• p E rrn.H> }. 

Teorema No. t. 3. Si G y H son r;ráficas entonces: 

t> r•ca,H> s r•<G.H>, 

A<H> cvmo 

2) El 11apeo T: rcG,H> -r•cG,ID definido como T<p> = p• es uno a 

uno si y sólo si G t.iene a lo más un v~rlice aislado y no tiene 

al'istas aisladas. 
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CH1most.rac Lón: 

l) Sea p. E r•co,H> V a = (u,v>. b = Cv.z) aristas adyacentes en G, 

t..al que p•cuv) = p(u)p(v> y p°Cvz> = pev.>p(z), donde p es un 

iso11orf ismo por vértices. Como u .,,. :a: t.enemos que p<. u) -7'. p<z) , por lo 

que las aristas p*CtJ.v) y p•( 1.J2) son dist.int.as en H. con un ext.remo 

en común pCv>, por lo tanto 
. 

p preserva adyacencias. Con lo que 

concluimos que p• es un isomort'ismo por- arist..as. 

2> Sin pérdida de generalidad, supongamos que G ~ H. Demostremos que 

T no es uno a uno suponiendo que G t..ieue ni<.\s dP un vértice aislado y 

una arist..a aislada. Tenemos dos casos: 

a> G tiene más de un vértice aislado. Sean tJ., v vért..ic"s 

aislados de G, definamos p: VCG) VCG) un isomorfismo t..al que 

p(u> v, p(uJ = v y, p(z) = z V z e VCG) - {u,v}. Con lo qu" p " I 

y p• 1•, donde I es el isomorfismo ident..idad. Por lo t..ant..o T no "s 

uno a uno. 

b) G tiene una ar-ist.a d.islada. Sea· u ~ <u. v..'l dicha ar.ist.a.-

Defina110s p: V<G> - VCGJ t..al que p(v...' = v, p(vJ = u y, p(2:> = "' 

V" e VCG) - {u,v}, por lo. que p" I. Sea o = Cx,y) e A<G>. exist..en 

dos posibilidades: 

t> Si b a ent..onces p•(b) :=: p•caJ = p•cuvJ = p<"u.Jp<v> = .vu, 

ii:> Si b ~ a ent..onces p•(o) = p"Cxy) = p(~)p(y) = xy: 
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Por lo tanto p• = x•, lo que implica que T no es uno a uno. 

Supongamos que G tiene un vértice aislado v no Llene arisLas 

aisladas. por demos~rar que T es uno a uno. 

Lal que P1 "'P2 • Como existe 

p
1 
(v) " p

2 
(v). Si v es un Yért.ice aislado 

Sean P,• Pz E r<G,H>. 

V E VCG> Lal que 

entonces p (V) 
1 

es un 

vért.ice aislado v p,<v> t.ambi.Sn. Como p,<v> " p,<v>. H Llene dos 

vértices aislados, lo cual, por hipótesis, no puede suceder. De est.e 

modo v no es un vértice aislado. \'a que G no t.iene arisLas aisladas 

v como v no es un vértice aislado teneMos que exisLen u, w E A<G> 

tal que son adyacentes a v. Por def'inici6n de 
. 

p se t.iene que 

Si 

En caso de que; 

obt.enemos que; 

!SOMORFISHOS V EL TEOREMA DE WHITNEV 

p ("u) 
2 

se sigue que 

En est.a sección presentamos el teorema de Whitnev !351, él cual 

se centra en el siguiente problema: Si dos gráficas G
1 

v 
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isomorras por aristas es necesario que sean isomorras por vértices. 

El teorema 1.¿. responde que s! 1 con ciertas excepciones, como 

es el caso del par K y K 
l i,3 

De/Ln(ción No. t. 4. Llamamos estrel l.a a un subconjunto del 

conjunto de arist.as incident..es a un vértice v. S(-t.1) denota e1 

conjunto de todas las aristas incidentes a v. 

Una función p: ACG) - ACID preserva estrellas si manda 

estrellas en estrellas. 

L~ma No. t. t. Si G y ff son gráficas conexas y p: ACG>-A<H> 

es una biyeccidn ent.onces.p es inducido por un isomorris~o de G 

sobre H si y sólo si p y p-• preservan estrellas. 

0..mostrac(ón: Sea (1; V<G> --> V<H> un isomorfisftlo, sea 11• el 

iso110rfis•o por aristas de G sobre H inducido por (1, lo que i11_plica 

que 11• preserva adyacencias. TomeMos p = 11•, por lo tanto p y p ~' 

preservan estrellas. 

Supongamos que p y p-• preservan estrellas. Por lo que para 

cada vérLice u en G existe al menos un vértice v' en H tal que 

pCBCv» !;; SCv·'>. Ade111ás v' esLa deterMinado de Maner-a tlnica por ", 

si 6
0

(t1) > 1, ya que SCv') f"l 8(t1") tiene \lh sólo ele111ento, si 

v' ~ v'' (debido a que las estrellas se inter-sectan sola111ente en una 
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arista). De este modo, si 6
0

Cv) > 1 tenemos que 6 (u') ~ 6 (v) > 1. 
H O 

De manera análoga a p, concluimos que p-'cscv•)) s; SCv). Por todo lo 

anterior, p determina un runcidn bien deCinida: 

A; { u e VCG>: 6
0

Cv) > 1 } ----> { v' e VCH): 6H(u") > 1 } 

tal que pCSCu)) 

Supongamos que G tiene al menos tres vértices, ya que de otra 

manera. el resultado es trivial. De est.e modo, si (\J,ti.t) e ACG) V 

6 (w) = 1 entonces 6 (u) } 1 V o o 
p(vw-' e p(S(v)) = SO.<"vJ-'. Con lo que 

obteneMos que pCvw) = 'V'W', donde v' = :..Cv) y 6 Cw') 
11 

= 1. Si 

extendemos A definiendo A(4.) = w' entonces A determina una función 

A; VCG> -t VCH> tal que pCS<v» = SO.Cu)) 'I ,, e V<G>. tal que A 

es una biyeccidn. Para demostrar que ~ es una runcion biyectiva, 

fijemonos en la si~uiente propiedad de las estrellas: u = u si y 

sólo si S(u) = SCv). 

Si u = v entonces ~(u) .KCv). por lo cual, S<u> S(v). 

Sea a e S(u). es decir. u es un extremo de a, Por hipótesis 

SCu) = SCv), de lo que se si~ue que a e SCv>. Como p ~ 3. existe 

otra arista b que es incidente a u o a v. Sin pérdida de 

generalidad, suponga•os que es advacente a u. Por lo tanto b e S<u> 

Y por hipótesis b e S<v>. Lo que nos dice que u y v son los extremos 

de o Y de b. Esto sólo puede suceder si u = v. Por lo "t.anto si 



S(u) = S<v> entonces u = v. 

Demost.retnos que A es bivect.iva: 

a.> A es inyectiva. Sea Alu) u' y }..{u) = ,.1• t.al que u' = v'. 

De lo que se sir;ue que SCu') SCv'). suat.it..uyendo t.eneMos que 

SC>-Cu)) = S<>-<v)). por definición de ). plS< u)) = pCS(u)), Por 

hipótesis p preserva estrellas. con 

S(u) = S(u), es decir, \l. = v. 

lo que obtenemos que 

b) X. es sobre. Sea u' <4!! V<H> v 8(1J') su estrella, como p-t 

preserva estrellas entonces p-'<S<u')) = SCv>. para algtln u E V(G). 

De lo que se sigue que S<u') = pCSCu)). Por definición de >- t.enefllOs 

que p(S(u)) = S<>-Cu)), !.ornemos '" = :>..<v>. Por lo t.ant.o 3 u <! V(GJ 

t.al que >-<u> = v'. 

Lo 1.fnico que nos f'alt.11 para que X. sea un isomorfis•o es ver que 

preserva adyacencias. Sean u, u e VCG> t.al que 

adyacentes, A<u> =·u' y >.,(v) = v'. Lo que implica que 

(u,u) e SCv). Por definición de >- y de p 

p(Cu,v)) e pCS(u)) 

p((u,v)) e pCS(u)) 

S(u') y 

S<u'> 

y v son 

(u,v) e S(u) v 

t.eneMOs que: 

Es decir, p((u,v)) est.a en la estrella de v' y de u'. De lo que se 

sigue que v' y u' son adyacentes. 
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Por lo t.anto A es un isomorfismo que induce a p •• 

En .la Figura No. 2 present..amos cua.t.ro ejemplos de isomorfismo 

por aristas entre gráficas t..al que 110 son inducidos por un 

isomorfismo. En el caso de la pareja CG
1

,H
1
), es claro, que no 

existe un isomorfismo, ya que 1V<G 1) 1 > 1VCll1 >. P<>ra los siguientes 

t.res ejemplos, veamos que los isomorfismos indicadós en cada gráfica 

no preservan estrellas. En el segundo caso, lomemos el ext..re•o de a 

de grado una. Su est.rell.'-1 en G
2 

t.iene un sólo elemenlo y su imagen 

en H
2 

tiene dos: a y (l. En el tercer caso, fijemonos en el extre110 

de a ·de grado dos. Su estrella en G
3 

const.a de dos arist.as y su 

i•agen en H
2 

contiene tres: a, ~. c. Y por último en G
4

, fijandonos 

en la estrella formada por las aristas a, e y r¡. bajo el iso11orfisMO 

dado en la figura, va a dar a la estrella rormada por las aristas a, 

& y fl· Por lo cual en ningun.o de los casos el iso111orfismo por 

aristas dado es inducido por un isomorfismo. \/hitney probó qué ésfos 

son los únicos casos posibles. 
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FIOURA No, 2 

Teorema No.l,4. Si G y H son gráricas conexas, entonces. 

excepto por los cuatro casos de la Figura No.2. cada iso•orfismo por 

aristas de G sobre H es inducido por uno de G sobr~ H. 

Demostración: Si p es un isomorfismo de aristas de G sobre H 

tal que no es inducido por un isomorfismo entonces, por el lema 1.1, 

p o -· p no preserva est.rellas. Sin pérdida de generalidad, 

supongaMos que existe un vértice u en G tal .Que p(S(v)) no es una 

est.rella. Ent.onces 6
0

Cu) = 3 y pCBCu)) es Un conjunt.o de arist.a• de 

un t.riángulo <va que cuat.ro o más'arist.as sólo pueden ser advacent.es 

en una est.rella, t.eorema 1.1 <inciso B>>. 

Sea SCu) = <a,(1,y}, si S(v) A<G> ent.onces t.enemos el primer 
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caso de las gráricas prohibidas, ilustrado en la Figura No.2 por el 

par <G,,H
1

>. Si SCv) ~ A<G> entonces existe una arist.a µ en G tal 

que es adyacent.e a una de las aristas de S(v), ya que G es conexa. 

Peroµ debe de ser adyacente a dos arist.as de S<v>, va que p<v') es 

adyacente a dos arist.as de p<SCv)), donde v' es un extremo de µ (ya 

que p<B<v>> es un triángulo). Existen exact.amente tres casos: 

pasibles en G: los pares <G,.H
2
), CG

3
,H,> y CG

4
,H

4
> de la Figura 

Na,J, que ilust.ran las gráricas prohibidas del Teorema de Whit.nev y 

corresponden en G a la existencia de una, dos o tres aristas. Po~ lo 

t.ant..o cada isomorf'ismo por al"ist.as de G sobt'e H, except..o pol' los 

cuatro ejetnplas de la Figura Na.2, es inducida par un iso•orrismo de 

G sobre H •• 

Corolario No.1.2.1. Si G v H son gráricas conexas entonces 

LCG) ~ L<H> si y sólo si uno de los dos casos siguientes se cu•ple: 

1) G ~ H 

2) {G ,H> es un isomorfismo sobre el par <1: ,K } 
~ l,3 

Demos(ractón: Si L<G> ~ L<H> entonces existe un isoot0rri..,o 

p: VCLCG)) ---+ V<LCll)), lo que implica, por definición de LCG>; 

que p es un isomorfi,...o por aristas de G sobre H. Por lo tanto, por 

el Teore•a.de Whitney, t.ene•os dos casos: p es un isOtWOrfisNo por· 

aristas inducido por un iso•orrisMO de O sobre ff o CG,H> es un par 

de las gráricas de la Figura No.2. El primero implica que G ~ ff y el 

segunda que CG ,ff) ;'.!! CK .K ) • 
3 1,.-
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Si G ~ H, implica que existe un isomorrlsmo ~ de G sobre H, el 

cual induce un isomorfismo por a~ist.as, por lo tanto L(G) ~ L(ff). Si 

{G,11> es un isomorfismo sobre el par o: ,K }, 
3 t,3 

como y 

LCK ) ~ K <teorema 1.1 (incisos 5 y 7)), concluimos que ... 
LCG> ~ L<H>. • 

CARACTERIZACIONES DE LAS GRAFICAS DE LINEAS 

De manera natural nos pueden surgir las siguientes pregunt..as 

¿ Cuales grárlcas son gráricas de lineas ? • ¿ Como podeMOs 

caracterizar dichas gráficas ?, ¿ Es posible dar un algoritmo para 

encontrar la gráfica raíz ?. Presentamos en estd sección algunos 

resultados obtenidos al respecto. 

Una gráfica H es una gráfica de líneas si es isomorfa a u11a 

gráf'ica de !!neas LCG) de alguna gráfica G. Por ejemplo, K
4 

- K, es 

gráf'ica de líneas <ver Pigura No.1 ca,>>. Pero el problema no es tan 

sencillo, ya que no todas las gráricas son gráricas de líneas. Este 

es el caso de K
1
,.a. Supongamos que K.

113 
~ LCG). entonces O tendría 

cuatro aristas debido a que K tiene cuatro vértices. Como G debe ... 
ser conexa y ya que K tiene un vértice adyacente a los otros tres 

1,3 

entonces G tendría tres aristas adyacentes a une cuarta. Como una 

arista· tiene dos extremos implicaría que dos incidirían en el mismo 

extre•o y la resLante en el oLro. Lo cual nos implicaría que LCG) 

contuviera un Lriángulo. Por lo tanto i::,,. no es grárica de líneas. 
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Es por est.o, que K 
l,3 

juer;" un P"P"l iMport.,.nt.e en la 

caracterización de las gráfica de !!neas. 

En ¡,. Figur" No.3 presentamos ot.ros ocho casos de gráficas que 

no son gr~ricas de líneas. Por lo cual una caracterización para que 

G se" gráfica de líneas es que no cont.enr;a como subgráficas 

inducidas dichas gráficas. 

V ¡@ º""' /º -·~-o .(p. 
1 
o o ·' 

G G G 
l z • 

y y y 

º/""' o~ ;diJP u"" /v 
o 

U ""/V 
o 

G G G • ~ o 

y y y 

º/""' /º""'/ /"'1 u"" /v /º""'/ V u º""' 7"" o o o 

G G G 
7 • p 

YICURA No. 3 
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Este procedimiento de ir dibujando v ver si es gráfica de 

líneas no es nada fácil y nada rápido. Es por ésto que se requiere 

utilizar otro método. Podemos rijarnos en las subgráficas complet4s 

de una gráfica de líneas inducidas por las estrellas de la gráf ic4 

ra!z. en virtud de que K,,p (est.rellas de p 

en subgráficas completas en L<G>. 

vért.ices) se conviert..en 

Doftnici6n No.t.5. llamamos partici6n de Krausz a una coleccidn 

9( de subgráficas de H tal que cumple con las siguientes t.res 

propiedades; 

/) C4da elenoent.o de 9' es una gráfica completa, 

2) Toda arista de H est.a en exact.ament.e un elemento de 9(, 

3) Todo vértice de H esta en exactamente dos elementos de !X.. 

Es claro que si H es una gráfica de líneas de G entonces la 

familia de subgráficas { S(v) } de H inducida por estrellas de los 

vértices de G forman una particidn de ICrausz. En primer término toda 

estrella va a dar a una subgráfica completa <Teorema No.1.1). Ya que 

S(v) n SCu) consta de un sólo elemento Cuna arista 

exactamente a dos estrellas) se sigue que un vér~ice esta en 

exactament.e dos elementos v una arista en un elemento de la 

par-ticidn, 

Un ejemplo de una particidn 9' de Krausz en una gráfica de 

líneas inducida por las estrellas de la _gráfica raíz es el 
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siguiente: Sea G como en la Figura No.,. G tiene seis vértices, por 

lo tanto tiene seis estrellas: 

o S(a) = <U induce en L(G) una subgráfica K.
1 

= <1> 

2> 8(0) = <1,2> induce en L<G> una subt;rárica K, = <1,2} 

3> SCc> = <2,3.6,7> induce en L(G) una subgr<ifica K.
3 

= <2,3,6.7> 

4) S(d) = <3,,} induce en L<G) una subgráfica K.
2 

= {3,,) 

5) S<e> H.,5,7} induce en L<G> una subgráfica K, = U,5,7> 

6> SC/) = {5,6} induce en LCG) una subgráfica K.
2 

= <5,6} 

Por lo t.anto: 

9C = < <n. u.2>. <2,3,6,7>. <3.0. <4.5,7>. <5.6> > 

es una partición de Krausz en LCG). cada elemento de 9( es una 

subgrárica completa, cada vérl.ice de LCG> aparece en e><act.a...,nte dos 

miembros de 9( y cada arista en uno sólo (ver Figura No.,). 
\¡. 

a b e 
o 

/"" d /.º 
o 
r " e 

G LCG) 

VIOURA No. ' 

Los clanes generalmente sirven como miembros de una partición 
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. · 

de Krausz, donde los triángulos juegan un papel muv importante. 

Definición No.1.6. Llamamos a un triángulo (mpar si exisle un 

vértice adyacente a un número impar de sus vértices. En otro caso lo 

llamallOs par. 

El siguiente lema especifica cuando los clanes juegan el papel 

de elementos de una ~artición de Krausz. 

Lema No. t.2. Sea G una gráfica conexa tal que no es ninguna de 

las e, de la Figura No.1, H su gráfica de l!neas, ;1<. una partición de 

ICrausz de ff inducida por las estrellas de G v A e 9':, entonces: 

() Si Jtl Liene al menos tres vértices entonces .4 es un clan de 

H. 

(() Si A tiene e~actamente tres vértices entonces A es un 

triángulo impar. 

(í() Si .4 tiene e~actamente dos vértices entonces A es un clan o 

JI forma parte de un triángulo par. 

(~) Si JI tiene justamente un vértice entonces A y todos sus 

vecinos forman un clan, él cual no es un triangulo par. 

v) Un clan de ff esta en 9C si y sólo si no es un triángulo par • 
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vi) Si t triángulos poseen una arista en com~n en H, entonces al 

menos t - 1 son impares y cada impar pex-tenece a un eleMento de 9'. 

D&mostración: 

Observación No.t. Una arista es adyacente exactamente a dos 

aristas de un triángulo. 

i> Supongantos que A t.iene tres v~x-tices. sean a,. a
2

, a dichos • 
vértices. Si Jtf no es un clan. 3 w e V<H> t.al que <a 

1
, a

2 
, a

3
• w> es 

una subgráfica completa de cuatro vértices. Por definición de !)(, 

3 X e V<G> tal que S<x.> genera a Jif. Por hipótesis {at' ª2• 0 J' w} es 

una subgráfica completa en H. entonces por definición de gráfica de 

líneas, en D w es adyacente a las tres aristas de 8(x), pex-o la 

dnica for•a de que suceda esto es que w tenga co~o extreMo a x, en 

consecuencia B(x) no es el conjunto de todas las aristas incidentes 

a x 9 por lo tanto A es un clan. 
o 

í L.> Si A tiene exacta .. ente tres vértices, A es un triángulo. Poi­

definición de !)(, A proviene de una estrella S(u) tal que 6
0

Cv) g 3. 

Co•o G es conexa y no puede ser ninguna de las G¡ de la Figura No. 

<en especial I\,.'· 3 2 e V<G> tal que z es adyacente a algdn w¡, 

1 ~ i. :S a, con wl e .k(v). 

Si z es adv~cente a un vdrt.ice wl de ...+'Cv). entonces existe en O 

la arista ai. = Cz,wi.)' lo que implica que en H, ªt es un vértice, de 



tal forma que sólo es advacente a un dnico vértice de A. Por lo 

tanto A es un triángulo impar. 

tH.:> Sea S<v> i.. estrella que genera a A, por hipdtesis 

I VCA> I = 2. lo que implica que 6 (v) = 2. 
o 

Sean y 

a
2 

~ Cw.v) les arist..as incidentes a v. Si S(u) va a parar a un clan. 

va ést.a, en caso cont.:r-ario forma par-te de un lriángulo. Vea11tas ahora 

que éste es par. 

Sea T = <a, .a
2 
'ªa? dicho t.riángulo. ést.e proviene Je una 

triángulo T' ya que a
3 

no es adyacente a v v 6
0

(v) = 2. 

Si no existe en 11 un vértice adyacente a T. va acabamos, T es 

par. En caso conL~ario, sea a
4 

e VCff) t..al que es adyacente a T, lo 

cual significa que en G es incidente a T'. Por la observación nd•ero 

uno, a
4 

sólo puede ser adyacente a dos aristas de T', poi' lo t.anl.o, 

en H a
4 

es adyacente exactasente a dos vél't.ices de T. Por lo cual T 

es un triángulo par. 

tv.:> Á consta de un sólo eleMento a = {u,t>}. Entonce• por 

definición de 'iK una de las estrellas de un vértice de a generan a A 

v como,¡ consta de un.sdlo elemento, dicho vértice tiene grado uno, 

sin p<frdida de generalidad, supongamos que S(u) induce a .1'. Por 

definición de partición de Krausz, todo vértice de H esta en 

ex<1ctaMent.e dos elementos de 9', sea A' lt1 otra subgráfict1 co11pleta a 

la cual peri,enece a, lo que i11plica que S<u> genera a A', donde u es 
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el o~ro extremo de a. Supongamos que .A 1 no es un clan, es decir, 

exist.e tJn vért.ice x en H t.al que es adye.cent.e e t.odos los vért.ices 

de Jd 1
• por lo cual. es adyacent.e a a. Como x es adyacente a a y a 

t.odos sus vecinos, x debe tener como ext.remo a Q, ya que llCu) 
o 

consideraba a t.odas las arist.as que eran incidentes en u. Por lo 

t.ant.o .A y t.odos sus vecinos forman un clan. 

En caso de que A' sea un t.riáng:ulo, se sigue que el grado de -u 

es 3. Co.o G no es IC. , exist.e otra arist..a a incident.e en 
t,3 

.K(u) - V 

(ya que el grado de v es uno). Si es advacent..e a los ot..ros dos 

vért..ices obt..enemos la grárica prohibida 0
2 

de la Figura No.1. Por lo 

t..ant..o a es adyacent..e a un sólo vért.ice de .KCu> - v, lo que implica 

que en LCO> sólo es adyacent..e a un vért..ice de Jtf' • 

. ·. A' es un t.riángulo impar. 

v) H, es un clan de H t.al que H, est.a en 'X: 

a:> Si J VCH, > 1 " 3 clarament.e H
1 

no es un t.riángulo. 

b) Si JV<H,> 1 = 3, por derinición de 'X, 11, es generado por 

una est..rella llCx> t.al que 6
0

Cx> = 3. Si VCG> = <x,z
1

,z
2

,2
3

} ent.onces 

O sería una grárica prohibida, por lo cual VCG> - Cx,z,,z
2
,z,> .,, <j> y 

como O es conexa 3 Y e VCO> - <x,z,,2
2
,z/ t..al que y es adyacent.e al 
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menos a uno de los a L, sin pérdida de generalidad, sea 

(y,2,> e ACGJ, lo que implica que en ff Cy,2
3

) es adyacente a un solo 

vértice de H,, por lo tanto H 
1 

es un l.X'iángulo impar, 

Sea H
1 

un clan de H tal que no es un triángulo par. Por 

de11ostral" que H, e !K. 

a> Si IV<ff
1

) 1 = 3 • pal" definición de gráfica de líneas, 

t.ene11os dos casos: H
1 

proviene de un t.riángulo o H
1 

es generado por 

un vél"tice v ., V<G> tal que 6
0

Cu) = 3. 

Si H pl'oviene de un triángulo T. Como H • 1 
es impar 3 a .. V<ll> 

tal que a es adyacente a uno o a t.l'eS vértices de 11. Si a es 
l 

adyacente a uno i•plica que a es inciden te en G a una sola al"ista de 

T y si a es adyacente a tres vértices entonces a incide en G a tres 

arist.as de T. lo cual no puede suceder, va que por la obsel'vacidn 

No. 1 solo puede ser adyacente a dos. Por lo tanto 11
1 

no proviene de 

un tl"iángulo. 

De lo que se deduce que 11, es generado por una estrella, por lo 

t.ant.o H e !K • • 

b.> Sea jV<H,J 1 ~ '· por hipótesis 11
1 

es una subgráfica 

co11pleta y ut.ilizando el teorema 1.1 inciso B <L<G> ~ K .. G 
p 

3 v e VCGJ con B' e: SCv> tal que al pasar a H. H
1 

proviene de S'~ 

K ) 
t,p 

Si 

SCv) - S' "' <j> ent.onces 3 (x,v) e B<v> - S'. por lo cual en H
1 

el 
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véf"t.ice w = (x fV) es adyacent.e a t..odos los de H
1

, por lo tant.o 

vcu.> u {w} genera una subgrárica completa que contiene "· ~· con lo 

cual tenemos que 8(v) - S' = .p, es decir, S = S'. 

H "' 9( • • 

vO Sean t triángulos en H tal que poseen una arista en con11ln. 

Denotemos por T. = (a ~ª ,w_ ), L:;J,Z1, •• ,l. dichos triángulos. 
' • 2 ' 

En 

consecuencia en G: ªt. = (X,t>) y a = (v,-u) tiene un ext.r-ewno " 2 
en 

COMÚn y las arist.as w. son adyacentes a 
' 

a y a. Pueden suceder 
l 2 

dos 

cosas; que ladas las wi. incidan en el vért.ice v o que t - 1 sean 

incidentes en 'V y una t.enga como extremos a x y a -u. En cualquiera 

de los dos casos al menos t - 1 aristas inciden en el vértice v, po~ 

lo tanto en H pal"a cada 3 con 

l,j=t,2, • .. ,l .. l, tal que es adyacente a los tt'es vértices de Ti.. Poi" 

lo tanto .,1 menos t - 1 son l.riánt;ulos impares •• 

La más i11portante observación que podemos hacer de esta 

de•ostración es el resultado de que un 3 clan de 11 esta en 9( si y 

sólo si éste es i•par. Lo cual sucede ya que triángulos de G van a 

dar a triángulos pares en H, mientras estrellas de tres aristas a 

triángulos impares. 

T.tSto.rema No. t. 5~ Si H es una gráfic""' de líneas conexa tal que no 

es ninguna de las gráricas LCG) de la Pigura No.1 entonces H 

una y sólo una partición de Krausz. 
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D9mostración: La demostración de este teorema se basa en los 

resultados obtenidos en el lema anterior, los cuales son: 

Si 9( es una pal"'t..ición de rJ:-ausz de una gráfica de líneas 

inducida por las estrellas de s~ grárica raíz entonces los elementos 

de 9( con cuatro o •ás vértices son precisamente los clanes de esos 

drdenes. los ele1nent.os de t..res vértices son los clanes de t..res 

vérLices impares, los miembros con sólo dos vértices son clanes de 

dos vértices, donde las aristas de triángulos pares no son elementos 

de '](, y por último los miembros de un sólo elemento están rór.ados 

por un sólo vértice tal que al otro miembro de !1< al que pertenece no 

es un triángulo par. 

Por lo tanto !1< es una única partición de Krausz •• 

Este teorema no es válido para las gráricas de líneas de la 

Figura !lo.1 ya que .todos los _triángulos son pares. En la grárica 

LCG
2
> de la Figura !lo.1 (por ejemplo), podemos dar dos particiones 

de Krausz; P, = { (a.,b,c), <e>, <d> .> y P
2 

{<a.>, <b>, <c,d,•> ) 

<ver Figura !lo. D. 

El siguiente teorema engloba las principales caracterizaciones 

de las gráricas de líneas. La primera se debe a Krausz C21J,. la 

segunda a Van Rooij y \lilr C31l y la tercera a Beineke .CSJ. 

Teorema No. t. 6. Sea H una grárica entonces los siguientes 
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enunciados son equivalentes: 

a> H es una gráfica de líneas 

b) H tiene una partición de Krausz 

e~ H no contiene a K ... como subgráf' ica inducida y cualquier 

subgrlifica inducida isomorfa a K, - K
2 

conLiene un triángulo par. 

d) H no contiene COMO subgrárica inducida isomorfa a cualquiera de 

las gráficas de la Figura No.3, 

Demostración: 

a> • b) Por el le~a 1.2 y el teorema 1.5, si H es una gráfica 

de líneas entonces podemos dar una partición de Krausz, tal que ásta 

es inducida por las estrellas de G. 

b) • a> Sea 9< una partición de Krausz. Definamos una gráfica G 

tal que VCG) = 9C y para distintos elementos A, :8 e 9', A:8 E ACG> si y 

sólo si A l"I :8 ~ t• Por las propiedades de una partición de Krausz, 

A l"I :8 consta de un sólo elemento, por lo tanto si def'inimos 

p: VCLCG))---> VCH) tal que pC.oef:f!) es el tin.ico elemento de .1' ,... :8, 

obtel)e•os que p esta bien def'inida .. Lo llnico que f'alta ver es que p 

es un iso•orf'ist10, es decir, p es biyectiva y preserva adyacencias. 

Por deMOstrar p es uno a uno. Supongamos que p(A:8) = p('e:!)), es 

decir, p<.A:B> = x = pC'eD), por lo cual x e .A ,.., :8 v x e '11 ,.., D, por 

def'inición de partición de Krausz x esta exactamente en dos 

ele11entos de 9', lo que i•plica que '11 7 A y D = :8. Por lo tanto 
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Por deMOstrar que p preserva adyacencias, es decir, si tomamos 

dos vértices adyacentes JI$, $t en LCG) sus iMágenes bajo p son 

adyacent.es. Sean p(,4;8) = x y pC:8'e) = y, por definición de p t.enemos 

que x, y E .:B y como :B es una subgráfica completa x es adyacent.e a Y. 

por lo t.ant.o p(J<f:8) es adyacent.e a pC:8'e). 

e> • b> Por hipót.esis H no t.iene a K ... COlllO subgráfica 

inducida y cualquier subr;ráfica inducida isomorfa a K
4 

- K
2 

t.iene un 

triángulo par. TeneMos dos casos: los dos lriánguloS son pares o uno 

sola•ente es par. 

1) Suponga11os que H tiene dos triángulos pares T
1 

= (u,w,u) y 

T
2 

= (u,x;u) con una arist..a (u,t.1) en común <como en la Figura 

No.5Ca)), Si H no const.a t.an sólo de dichos t.riánr;ulos, exíst.e un 

vért.ice y advacent.e exact.ament.e a dos vért.ices de T
1 

(ya que ést.e es 

par), si y es adyacente a u y a u entonces se genera un 

K
1

,
3 

= {u,y,w,x} co•o subgráfica inducida, por lo tanto y es 

adyacente a w y, sin pérdida de generalidad, supongamos que y es 

adyacent.e a v, lo que implica que y es advacent.e a un vért.ice de T
2

, 

pero cOllO T
2 

es par, y debe ser adyacent.e a ot.ro vért.ice de él, pero 

no puede ser u, ya que en ese caso T sería 
t 

impar, por lo t.ant.o 

(y,x) e A(H) <Ver Figura No.5(b)). Si H no es la Figura No.5(b) 

ent.onces 3 z e VCH>. t.al que es adyacent.e a dicha ~ráfica, observeMos 

que en la Figura No. 5(b) ~ene~os cual.ro t.riángulos pares en los 



cuales cada vért.ice esta en por lo menos dos t.riángulos entonces. si 

2 fuera adyacente a un vértice tendríamos que t.ales t.ri¡(ngulos 

serian iMpares y, si 2 ruera adyacente a dos tendríamos que T1 o T z 
sería impar. Por lo t.ant.o el vértice z es adyacente a t.res o n1ás 

vért.ices. Si el vértice z es adyacente a w, u, x tendríamos 

t::
1
,3 = {t.1,w 1z 1y} como subgrárica inducida, por lo cual :a también 

debe ser adyacente a y o a u. Si Cz ,y) e ACH), el triángulo 

T = Cw,u.y) es impar ya que 2 es adyacente a los t.res vd'rt.ices, Por 

lo tanto z no es adyacente a y. Si Cz,u) e ACH> entonces el 

triángulo formado por los vértices 2 1 "'• v es impar ya que t.1 es 

adyacente a !os tres, Por lo tanto z y ni cualquier otro vértice 

pueden ser adyacente a w, u, x. Sea 2 adyacente a w y a u, como T
2 

es par z debe ser adyacente a 'U, lo que implica que z es adyacente a 

los tres vértices de T
1

, lo cual no puede suceder, por lo tanto a no 

puede ser adyacente a v y Cz ,x) e ACfl). Tenemos que los 

ron11ados por los vértices w,y,v y x,u.y, son impares y t.iene una 

arista en co11tlfn, por lo tanto z debe ser adyacente a y o a v, pero 

ya viWtOs que a v no puede ser, por.lo que es adyacente a y, con lo 

que obtene•os la gráfica de la Pigura No.5Cc). Observamos que si a 

la gráfica de la Pigura No.5Cc> le agregamos otro vdrtice b, debido 

a que cada vértice esta por lo menos en tres triángulos pares 

tendr!~llOs dos tri~ngulos impares con una arista en comlfn, por lo 

que ya no podeMOs au111entar más vértices. Por lo tanto las t.res 

gráficas de la Pigura No.5 son los tlnicos casos en los cuales 

pode•os tener K
4 

- K
2 

con sus.dos triángulos pares. Estas gráficas 

son gráficas de líneas de las gráficas de la Pigura No.1. Por lo 



cual podemos dar un partición de Krausz. 

2) Supongamos que al menos uno de los dos triángulos que 

co•parten una arista es impar. Bajo estas condiciones, el conjunto 9C 

de subgráficas completas de H Cdescrlto anteriorMente en el 

leMa 1.2 y en el teorema 1.5) es una partición de Krausz de H. 

"" ( b> le> 

FIGURA No. !:I 

e) ~ d) SupongaMOs que H contiene como sub,ráf icas inducidas 

isOMOrfas a alguna de las gráficas de la Figura No.3, demostrareMOS 

que H contiene a i::,,, o alguna subgráfica inducida isoMOl'fa a 

i::, - K
2 

contiene sus dos tl'iángulos impal'es. 

Si H contiene a G ~ K entonces H contiene a K • 
' 1,J 1,3 

Si H cont.iene a Gl. 2 :S: i ~ 7, entonces los vértices w, u, u, 

• genel'an una subgráfica i::, - K
2 

tal que sus dos triángulo• •on 

i•pares. 

Si H contiene. a 0
9 

ent.Onces los v~rt.ices u, tJ, x, z: generan una 



subgráfica K
4 

- K
2 

tal que sus dos triángulos son impares. 

Si H cont.iene a GP entonces los vért..ices x, y, v, :z generan una 

subgráf ica K
4 

- K
2 

t.al que sus dos triángulos son impares. 

d) ~ e) Demostraremos que los ~nicos caminos para que H tenga 

como subgráfica isomorfa inducida K
4 

- K
2 

con dos triángulos impares 

es que H contenga como sub~rárica alguna de las ocho gráficas 

diferentes a K de la r igura No. 3. Partamos de H tal que consta de ... 
dos triángulos impares T 

1 
= (wou,u) y T

2 
= Cu,v,:z) con w y z no 

adyacentes. Tene~os dos casos dependiendo de si eKist.e o no un 

vértice adyacente a un ntlmero impar de vértices de dichos 

triángulos. 

Caso No.1. Existe un vértice y adyacente a un. número impar de 

vértices de T
1 

y de 

posibilidades: 

T. 
2 

Entonces tenemos les siguientes 

a) y es adyacente a todos lo vértices de Tl y de T2• En este caso 

tenemos a Ga como subgráfica inducida. 

b) y es adyacente al menos a un vértice de Tl Y de T. 
2 

adyacente a u y a o, obtenemos G
1 

como subgráfica inducida. Si es 

adyacente a z y a x, tenemos a G
2 

como subgrárica inducida. 



Caso No.2. No existe un vértice adyacente a un núMero iMpar de 

vtfrtices de T
1 

v de T
2

• En est.e caso, sean x y y adyacentes a un 

nd•ero impar de vért.ices de T
1 

y de T
2

• respect.ivament.e. Entonces 

teneMos las siguient.es posibilidades: 

Antes de analizar cada uno de los casos, considereMos lo 

siguiente; si x o y es adyacente a u o a v entonces x o y es 

ta11bién es adyacente a w o a z. va que de ot.ra manera tendría•os 

co•o subgr~fica inducida a G
1 
~ K , ..• 

a) .Y es adyacenf.-e exactamente a un vért.íce de T
1 

y x a uno de T
2

• 

Si Cy,w), Cx,2) E ACG) entonces, dependiendo si x y y son o no 

adyacent.es. obt.ene1nos G • o G 
7 

como subgráficas inducidas. Si 

(y,v), Cx,z) e ACG) entonces (y,z) e A<G> tal que Cx,w) ,. A<G>; si x 

no es adyacente a y entonces los vértices {u,2,x,y) inducen a G
1

, si 

son adyacentes entonces tenemos como subgráf'ica inducida a 0
11

• Si 

Cx,ti), Cy,v) e ACG) entonces necesariamente Cy,"') y Cx,2) e A(G), si 

(x,y~ fl! ACG> implica que exist..~ G
8 

como subgráf_'ica induc_ida, si 

Cx,y) e A<G> entonces G
2 

aparecería. Final~ente si y y u son 

adyacentes a v, entonces de nuevo Cy,w) v Cx,2) e A<G>. con lo que 

obtenewtOS a GP o a Gs coMo subgráf icas inducidas dependiendo si x y 

y son adyacentes o no. 

b) Uno de .los vértices x o y es adyacente a tres vértices de alguno 

de los triángulos y el otro sólo a uno. Sea y adyacente a los tres 



v.:l'.rt.ices de T
1

, claramente si y es adyacente a a obt..enemos Ga como 

subgrárica inducida, entonces (y,,.) " A(G). Tenemos que x puede ser 

adyacente a 2 o a v. Si Cx.z) E ACG) ent..onces; si x no es adyacente 

a y existe G~ como subgrárica inducida, Y si son adyacentes entonces 

los vértices {1.C,v,2,y,x} inducen a Gz. Si ex.u) E ACO) entonces: si 

x es adyacente a w, los vért.ices {x,1¿1,u,,y} inducen a G
1 

v. si x es 

adyacente a y, los vértices {u,w,v,x,y} inducen a 0
3

• 

c.> x y y son adyacent.es cada uno a los tres vértices de T
1 

v de T
2

• 

Si Cy,2), (x,w) y Cy,x) e ACG> entonces los vértices {w,y,x,v,z) 

inducen a 0
3

• La ~nica otra posibilidad es que obtengamos como 

subgrárica inducida a G • a• 

Ya que la caracterización de las ,ráf' icas de Beineke implican a 

lo más seis vértices. podemos decidir en OCpª) operaciones cuando 

una grárica H de orden p es o no una grárica de líneas. Lo ideal 

sería encontrar ericientemente su grárica raíz. Roussopoulos (321 

de•ost.rd que para una gráfica de líneas con p vértices y q aristas 

ásto puede darse en OCmáx {p,q}) pasos por medio de un algoritmo que 

decide cuando una grárica es grárica de líneas, El algoritlllO 

construye una partición de Krausz y est.a basado en el siguiente 

Lema. No. t. 3. Sea 9( una partición de Krousz de una grárica de 

líneas H, sea .Jd e 9( y {v) e 9( }, entonces: 



9( A e 9( - {.ef} U ( { {V} f V E .ef - .ef
1 

} - { {V} 1 V e .ef
1 

} ) 

es una partición de Krausz de la gráfica HA obtenida a partir de H 

al suprb1ir las aristas de .ef y los vértices de n
1

• 

Dernostra:ción: Sea 9C una partición de Krausz; de H, donde H es 

una gráfica de líneas. Sean .ef, .4
1 

y H,. como se definieron. 

Los ele•entos diferentes a .ef, por ser !X una partición de 

Krausz, son subgráficas completas y como cada vé.rtice de J'I - A 

' 
lo 

estaMOs toNando como una subgráfica completa de un solo vértice, 

todos los elementos de ~A son subgráficas completas. 

Sea v e V<H ,.>, si v e V<H ,.> - VCJ/ - .ef,) entonces v esta en un 

ele•ento de 9( y COMO ést.a es una partición, u esta exactamente en 

dos ele11entos de 9',.. Si v e VC.ef - .4
1
), como .ef era un elemento de la 

partición 9C, v en H estaba en dos elementos, coMo cada arist.e esta 

en un ~olo ele11ento de la partición al quitarlas v queda en un solo 

ele.-ent.o de 9", al tomar a v coMo una subgráfica cOMplet.a de un solo 

elemento dichos vértices están en eKactamente dos ele111ento• de 9C • . A 

Las aristas están en exact..ament..e un solo elemento de 9'"' •. ya que 

las aristas de H están nada más en X. 
• A 

•• 9C es una pal'tición de Krausz. A . • 



Por el lema ant.erior, los conjuntos de un sólo eleMen~o de la 

partición de Krausz no causan ·ningún problema, por lo cual los 

ignoraremos hasta el final del algoritmo. En donde aparezca la rrase 

" Pon la subgráf ica ,,¡ dentro de 9< signirica t..ambién que 

eliminamos de H las aristas de ~"'· El algoritmo es el siguient..e~ 

Paso No. t. Si no hay arist.as, ir al paso tres; de ot.ra manera, 

escoge una arist.a e y encuentra el número t de triángulos de H que 

cont.ienen a e: 

a:> Si t =: O, pon esa arist.a como subgráfica dent.ro de ~X'. y 

regresa al paso uno. 

b:> Si t = 1, y si otra arista / de ese triángulo est.a cont.enida 

en más de un triángulo, entonces, reemplaza e por / y ve al paso 

dos. De ot.ra manera pon ese triángulo dent.ro de 9( y regresa al paso 

uno. 

e~ Si t ~ 2 continua al siguiente paso. 

Paso No.2. Encuentra el números de triángulos impares de H que 

cont.ienen a e: 

a:> Si t = 2 v s = O entonces H ;1! L<G >·. L<G > o L<G > de la 
2 • • 

Figura No.1 o 11 no es una gráfica de líneas. P•>n cualquiera de los 

dos triángulos dent.ro de 9' Y regresa al paso uno <el no ser gr~rica 

'ª 



de líneas se puede detectar eventualmente). 

b) Si t = s o s == t - 1 y los s t.r ioi\ngulos impa1~es i"orman una 

subgráfica completa de H entonces pon esa subgrát'ica completa dent.ro 

de 9( y re,resa al paso uno. 

e) Si nada de lo anterior sucede. H no es t;r.:ifica de líneas. 

Paso No.3. Si un vért.ice ves sólo un elemenlo de X ent.onces agrega 

{u} a 9(. 

Paso No. 4. ALTO. 

Si en algdn momento un vértice aparece en más de dos elementos 

de 9< ent.onces G no es· una gráf'ica de líneas. D~ ot..ra n14nera, el 

algoritmo da una part..ición ~l( de Krausz y G la podemos const.ru ir a 

partir de ?e, como lo indica el t.eo1•ema 1.5. 

La prueba de est.e algoritmo se sigue de las propiedades 

enunc1"1das en e 1 lema 1. 2. 



H 

o 
!I 

/º""' ·¡x1· 
1 Q) 'b) 

FlOURA. No. O 

Apliquemos el algorit.rno a la gráf'ica H de la Figura No. ó<a). 

Paso 1) Escogemos la arista C5,4): 

a) t = O, entonces ponemos la af'ista <5 ,() dentro de 9<. 

Paso 2) Escogemos la arista <1,2): 

a) t = 1: T = { <1 ,2), (6,2), <1,6) >, reempl11zAmos la arist..a 

(i,2) por <6,2), ya que la arista (6,2) est.a contenida en más 

triángulos. 

Paso 3) t = 3 y s = 2 ent.oncP.s pon~m•)S como subgr<it'ica com1~leLI\ en 9( 

a la subgráfica generada Púr los vért.ices {6, 2, 3, O y eliminamos 

las al'ist.as ·de dicha subgráfio:a. 

Paso 4) Escogemos la arist.a (1,2): 

a) t =O, ent..onces ponemos la a1~ist.a <1.2> dent.rt:> de 9<:. 

Paso 5) Escogemos la arist.a (6,1): 
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'.l) t u, Ftnt..oni:.~s ponemos l.:a .u•ist.a <.6,1) dent..ro Je ~\. 

P'.lO::O 6J Los vtort..ices :.>, ~J est.in r:on un sriJu el~•me11to c.ft• 1"' part.ición. 

Esco¡:;emos t:osos vé1•t..ii;:1:!•, 1,.1.11111.J m11·ruf11·u:> Uu u11 ~ólo eJ~nh~nt..1.l de ~\'. 

Pa"E.o 7) ALTO 

9( queda f'o1·mat.la púl'; {~ .·1 >. HJ ,:.! .~~ ,( >. H1 .J >, <A ,t), {5} y (:)}. 

Cada element.o dt:"' ~-':: es 111"' ::.uh;;r··tfiG.:. c;orni>lt-t .. ,:,,, i:::.:iida vef't .. ice est.d en 

exact.ament..e 0jos 1n.LL"mb1·1)s úc ~ 1, v pot~ liltim1.) 1.;<1d~1 a.l'ista e~ld en 

e-xact..amente un elen1ent..o tJ~ _;..~· Poi· lo f..:tnt.cl ~"' ~s una p&1-.Lición de 

K1•ausz y H es una grtif'.l\...:t dt.'! lLh•"';\o,, 

Encont.remos su gr.lfi1;4 1·ctfz. Aplicdndo t"!l l.1~1)1"\.-"tn::t 1. '3 

que cada elemento de ~. 1~11 <; ~s un . .:1 ("Slrú-ll~ de C-':'t·din<lliúóll.I ig~Jill 

al nt.i11ero de vért..ices t.tu~ c1.mtiP.11t:> i.:.JJ.'t. mit:>nil.11·u d~ 'i..·. l'or lo t,.¿rnf.-o G 

t.iene 6 estrellas: una dL• cui\t.1~0 o'.ir.istits <6.J..:J,iJ; tt~es úe dos 

Ulli' sola 

((5). (3)). De lo que se 1kd11..::~ qui:" l·.t ;>t•dfH:~ b1i?. df-" H e-.: como liJi 

i;rál'ica G de la F'ig11ra No.6tb). 
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D I G ~ Á r I e Á s DE LINEAS 

DEFINICION V PROPIEDADES 

En el ca.so de las di~rilt'ic1Js pat"a definir S\J digr~fica de 

lineas, pueden surgir diferentes formas. dt.:-bido a las diversas 

adyacencias que t.enemos. Una~ q:ue podría ser la más nat.ul'al (análogo 

a las r;ráricas de líneas), ti"s: la 'llJ~ t.om,) en cu~nt."' solamente el 

principio Y el final de las ."JdVi!C€'1'u::i.\S entre J."'s fl~chllS, 

Deft.n'i.ctón No. t.?. La d.Le,rO./ t.cr;z do? l (n~a$ de O = CV .P> es la 

digráfica L<D>. = <F ,WJ donde el ccJnjunto de vél"t..ices es el conjunto 

de rlechas de D y Ch,/<) es una !'lecha de LCO) si y sólo si las 

flechas COl"J"espondient.es h. ~ inducen Hna t.r-avf?'ct..oria dirigida en D,, 

es decir, el vérLice inicial de h es el vértice final de /<, Est.a 

det'inición es la que ut~ilizar-emos y f'ue introducida en 1960 por-

Hararv y Nort ... n [161. 

Algunl!ls deriniciones alt.e-rnat.ivas toman ~n co<"nt.~' ot.ro t.ipo de 

adyacencias ent..re las rtechas~ una es. por ejemplo, la d11d1.1 por 

He-inger y K.lerlein [191 en donde se r.íj..,n en tudas lr'ls adyacencias 

posibles ent.re flechas que enconLramos en O. 

En la Figura No.7 se muest.ran algunos ejemplos de digráficas· 

con sus co~respondienles dit~áricns de lineas. En las cuAles podemos 

observar algunos hechos int.e1'esant.•!-S 11ue con t.r-ast~a:n Coh los 

result.ados de gráf'icas de lineas: L<O > ~ L<O ), • L<D > ~ D .. t • • 
L<D > ~ º!!J" L<D > ~ o y LCO ) es d isccmexa mienl.i·a.s o "º lo es. • ". • • • 
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FIGURA No. 7 
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El siguiente teorema presenta algunos resultados básicos sobre 

las digráricas de líneas. 

Teorema. No. 1. 7. Si O es una dig1·árica con p vertices (ninguno 

es aislado) y q rlechas entonces: 

í) LCD) tiene q vértices. 

((() El grado exterior en L<D> de <v,w> es 6;<w> y el grado interior 

es 6~("). 

¡ ,,;i LC1''l :l! T°* 
n n-1 

v> LCC') "' e-> 
p - p 

Demostración: 

para n ;?; 1 

para p 2: 3 

<>Por derinición IV<L<D>>i jF'<O) 1 q, 

ii) Sea ve V<D>. a v entran 6~Ct•) f'l~i.:has y salen ó •cu) 
D 

t'ler.:has, 

es decir, tenemos 6~Ct.•)6;(v) t.ravect.orias .dirigidas. En L<D> cada 

lravecloria representa una rlecha. por lo que podemos concluir 

que el número de rlechas de L<D> es E 6;<•.»6;(•J), 

iii) Sea Cv,w) e P<D>. v es e! vértice f'inal de ó"<u> 
D 

flechas, por 

lo tanto en L<D>, 6~<v) vértices son adyacentes a <v,w>. En D '" es 

el vértice inicial de 6;<w> rlechas. en consecuencia ·en L<D> (v,w) 

es adyacente a·6'(w) vértices. 
D 



iv.> Sea D una t.ravect.oria r de longit.ud n: 

'f' = { ''t' ª» a •... , a 
• n 

donde a'° = (u'- '"i.u) e FtOl. t. = 1.2 .... •. ,n. En LCO) cad."\ flecha es 

un vértice, en consecuenci.a LCO) t..iene n vértices y como ;¡rt' es una 

t.l"ayectoria V ai. e r, ªt es a.dyace-nt.e a ai .. t. es decir, el vért.ice 

final de a es el vértice final de a . Ent.onces par definición de 
l l..-1, 

digrlificas de líneas dichas adyacencias se co11ser-van, lo que intplica 

que en L<D> obteneMos la siguient.e t.ravect.oria: 

r 
t 

a , 
• 

Conto tt; t.iene n ver-t.ices ent.onces su longitud es n - 1. 

1J) Sea .G ~ rr' con p ~ 3, \.al Qtte: 
p 

IT'=<a. 
p l 

donde a:í.. == (vl-i ;t\) e FCD), L = ttz .... ,p. t.al que 

ndMero de ar-ist.as de rr' es p, por lo tanto L<rr'> t.iene 
p p 

v = u • El 
o p 

n vértices. 

Adeds V ªt e F<~>, '\ es ady.acent.e a ªl•t* es décir. el Yér-tice 

final de a es el vértice 
. ' inicial de 

ª\.+t' 
Por lo que en 

obteneMos una trav~ctoria de a
1 

a ªp• Pe~o como e; es un ciclo. el 

vér-t.ice final de "p es el vér-t.ice inicial de a
1

• De lo que se .deduce 
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que L<C:> es un ciclo con p vértices •• 

De/ln.icLón No. t. 8. Llamh.mos dldrá/Lca de L ti,~as n.-l torada si 

L'<D> ;¡ L<D> y L"<D> 2i L<L"-t<D» para 1\ > 1. 

El próximo t.eorema presenla al~unos resultados element.ales 

sobre la digráfica de líneas n-ite1•ada. 

Teor~rna No.t.8. Si O es una digráfica ent.onces: 

1) L"<D> es una digráfica nula, para al~una n, si y sólo si D 

no t..iene ciclos dirigidos. 

2> Si O t.iene dos ciclos unidos por un~ t.ravect.oria dirigida 

(posiblemente de longitud cero) entonces; 

donde pn es el número de vért.ices de LºCD). 

Demastracíón: 

1) Supongamos que O t.iene ciclos dirigidos, por el teorema L 7. 

inciso cinco, ciclos mediante la t.ransformación L(O) siempre van a 

dar ·a ciclos de la 111isma 1011git.ud, por lo cual Ln(O) nunca es una 

digráfica nula. 

Supongamos que D no tiene ciclos dirigidos por demostrar que 
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CoMo .D no tiene ciclos dirigidos eKisle Un8 t.ravect.oria 

dirigida en O t.al que empieza en un vért.ice de ingrado cero y 

termina en un vért.ice de exgrado cero <va ciue si no sucediera est.o. 

dicha t.rayect.oria cont.endr!a un ciclo dirigido>. al pasar a L<D> 

obt.ene11os una nueva t.ravectoria de longit.ud menor <t.eorema 1. 7. 

inciso (v). Además los vért.ices inicial V final de dicha t.ravect.oria 

conservan la propiedad de t.ene1• ing:rado cero y exgrado cero 

respect.iva•enle Ct.eoreMa l. 7. inciso i i ). Al ir it.erando, seguimos 

obt.eniendo una t.ravect.oria de lonr;it,ud menol', de t.al manel'a que 

llega un ~ent.o en que tiene lon~it..ud uno, es decir, el vértice de 

ingrado cero y el vértice de exgrado cero son ady~cent.es. al volver 

a iterar la tlnica flecha d~ la t.ravect..oria es un vértice aislado (ya 

que el vért.ice iuicial no es adv'acent..e a algun vert..ice final de una 

flecha de O y el vél'l.ice final no es adyacente a algun vért..ice 

inicial de una flecha de 0). La nueva digráfica consta de varias 

co~ponentes que no tiene ciclos dirigidos. en cada coMponent.e 

hace11as el •isao razonaMiento. co•o D es f init.a cuando n e• 

suficiente•ente grande v ya que los vért.ices aislados desaparecen al 

ir iterando obteneltOs que Ln<D> es una digráfica nula. 

2> Sean ~ V C-: dos ciclos de O v f"'una t.ravect.ol'ia de longit.ud 

k ~ O tal que une a n; v a e;. Oenot.ados por: 

a • 
' 

a •... , a 
z p 
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tr> G b b .... b b = (w i-1 ,wi.) .. f'<D>. ":it,z, . .. '"' ... =w • • • n l o n 

r G e e ..... ck e = (u .u. ) .. f'(O>, l=1,2, . .. ,k • • l ' ' .. 
Cooio ~ y~ estan unidos por 'f'. existen vértices en 'F' 

<r; y a ~· Sin pérdida de generalidad, supongamos que 

comunes 

'\) ;: \l. 
o 1 

u = w , Por lo tanto el vértice final de la 
kH O 

vértice inicial de la flecha c
1 

y el vértice final 

!'lecha a es 
p 

de la flecha 

y 

el 

es el vértice inicial de la fecha b,. Por el teorema i,7 (incisos '· 

5) ~ y ~ van a dar a dos ciclos ~' y u:'. respectivament.e y r a 

una trayectoria r; de longitud k - 1. Por las adyacencias descritas 

entre~·~ y T"', existe en LCD> un trayectoria J'~de longitud 

k + 1: ·:r•= (aP,c,> u r; u Cck,b,>. Entonces al ir iterando siempre 

va•os obteniendo una trayectoria mayor a la original . 

.. lim. p = Ct) 

n~to n 

En la Figura No. a ilustramos los enunciados del 

anterior. 

t.eorema 

A continuación damos un corolario para digráficas análogo al 

corolario 1.2.1 para gráficas. En donde asumimos que o es 

ruerleMen~e conexa, ya que en o~ro caso no sería cierto Cver la 

digráfica D
3

, Figura No. 7>. 
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o/ o 0<---0 
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L.ZCD i) L 
2

tD > 
2 

o 

FtOURA No. 1 

Corolar(o No.J.8.J. Sea D fuertemente conexa y Ln<D> ~ D para 

alguna n, entonces L<D> ~ D v D ;;s un ciclo dirigido. 
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Demostractón: Por hipótesis D es ruert.emente conexa por lo que 

se sigue que O contiene por lo menos un ciclo diri«ido. SupongaMos 

que al menos tiene dos ~ y e' 
2 

entonces. como D es ruet"Lemente 

conexa exisl.e una trayectoria dirigida 'l" de C: a e;. Entonces por 

el teorema 1.B Ln<D> 1 O. Por lo tanto D sólo tiene un ciclo 

dirigido y L<D> ~O <teorema No.1.7 inciso u), 

Teorema No. t. 9. Si D es una digrárica con al menos t..res 

vértices <ninguno aislado) entonces: 

L<D> es ruert..ement.e conexa ... D es ruertement..e conexa. 

Dd'most rae ión: 

Sea D ruert.ement.e conexa y :...: , y dos vértices de 

X e un camino dirigido 

a Las c.::orrespondient..es 

L<D>: 

de X 
2 

r1echas 

En el ot.ro sent.ido. sea LCD) fuert.emente conexa v . ..; •• yt dos 

vért.ices de D. Ya que O no t..iene vértices aislados xt, y
2 

son-

vértices rinales (por ejemplo) de ciertas flechas: 

y = Cyl .Y,>· El camino dil'igido de ·" a y en L(O) nos da 

las flechas un camino diricido de x
1 
~ y

2 
en D. 

x=Cx.x), 
l 2 

utilizando 

Definición No.t.9. Une /~ente es un vértice con ingr~do cero. 
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Demostración.: Por hipdt.esis O es ruert.eMent.e conexa por lo que. 

se sigue que D contiene por lo •enos un ciclo diriKido. Supong.aMos 

que al menos tiene dos l17 y C: entonces, como O es fuert.ement.e 

conexa existe una trayectoria dirigida T"' de ~ a e;. Entonces por 

el teorema 1. e L "CD) ¡! O. Por lo tanto O sólo tiene un ciclo 

dirigido y LCO) ~O <teorema No.l.7 inciso u). 

Teorema No. t. 9. Si D es una digrárica con al 111enos tres 

vértices (ninguno aislado) entonces: 

LCD) es f'uertemente conexa ,.. D es f'uert.ement.e couexa. 

Demos trae ión: 

Sea O ruert.ement.e conexa y .'<, y dos vértices de LCO): 

rlechas 

En el otro sentido. sea LCD> ruertemente cone><a y x,, y
1 

dos 

vértices de O. Ya que o no t..iene vértices 

vél"t.ices rinales Cpor ejemplo) de ciertas 

aislados 

rlech.as: 

",• son 

X ;:; (X ,X.>, 
t z 

y = Cy
1 

,y_>. El camino dirigido de x a y en L(O) nos da utilizando 

las !'lechas un camino dir-igido de \ 2\ y
2 

en O. 

Definición No. t. 9. Una f-uen.t'e es un vérlice con ingNllldo cero. 
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D~/iniclón No.t.10. Un pozo es un vért.ice con exgrado cero. 

CARACTERIZACIONES DE LAS OIORAFICAS DE LINEAS 

Al igual que en gráficas de líneas, t.enemos el siguient.e 

probleJ11a: dada un~ digrárica H es ést.a digrárica de líneas, y si es 

as!, ¿ cuál es su digrát'ica raíz D ?. Es claro que est.&MOS 

interesados en digráficas rafees tales que no t.engan vértices 

aislados. Pero at!n cuando suceda ést.o, como la t.ransformación LCD> 

ignora J.as adyacencias ent.re las rlechas de POZOS Y fuentes, 

digráficas raíces de una digráfica pueden diferir. Est.e es el caso 

de las cuat.ro digráricas que aparecen en la Figura No. 9, las cuales 

no t.ienen vértices aislados. pero su di~rárica de líneas coincide 

para t.odas, la cual const.a solamente de dos flechas aisladas. 

Sin embargo el siguient.e t.eorema de Harary y Norman demuestra 

que el problema con las fuent.es y los pozos es el único por el cual 

dos gráCicas raíces pueden diferir. Denotamos por O la subdigráfica 

inducida de D por lo vért.ices que no son fuentes o pozos. 

o o o o o o 

o/ ""'º T T 
o/ ""'º T T o o o o 

"""º/ ""'º/ T T T T 
o o o o 

D D 
2 

D D • • • 
YIOURA No. P 
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T•crcur\a. No. 1. J.O. Sean D y H digráficae y a un isotn<>l"fiemo dtet 

LCD) sobre LCH), entonces la función " restringida a F(I)) es 

inducida de manera natural por un isomorf'ismo de D sobre H. 

Demostrac(Ón: Sea a E V<ll> t.al que " e r-Ca) y (1 .. r'<a>, 

Entonces e><ist.e a' .e v<tl> con o(a) E r"<a'} y o<(I> E r'<a'), Si 

r • r-ca> en ton ces. como no contiene pozos o fuentes, 

<a<r>.o<(I)) es una flecha de I!, además a<r> " r-<a», es decir. 

Similarmente o<r' (a)) s r'<a '). Ya que 

de L<H> sobre LCD> Lenemos de la misma manera que 

a-«r-ca')) 5 r-<a) y a-«r'<a')) !i r'<a>. Se sigue que 

aer-ca)) = r-<a') V a<r'<a)} = r+<a'). Ya que para a, b e VC!l> <o 

V<il», r'ca> = r'Cb) si V sólo si a = b, la !'unción . det'inida a por 

la ecuación aer'<a» = r'ca•(a)) es una función bien definida V uno 

a uno de vclh sobre V<il>. Si b' e Vcil> entonces por· simet.rfa 

a-•cr'<b')) = r'<a> para alguna a e VC!l) con b' = ,,.<a>, por lo que 

se· déduce q:ue a• es sobre. Ademas para a, b E Vdh t.enemos '9ue 

aer'<a> n r-<b» = r'c.?can n r-<c!<b>>. 

¡r'<a> l"l r-Cb) f = fr'ca•<a» n r-<a"Co>> 1. es decir, 

consecuencia 

• a preserv.:t 

adyaccncies. Por lo que podemos concluí~ qqe a• ~s un isomo~riSmo. 

Como un corolario in.,ediat.o t.ene.,os el resultado de Aigner. CU, 

al cual pode~os verlo como una versión directa del Teore"'a de 

llhitney. 

62 



Corol.ario No. z. 10. t. Si ~es una clase de digráricas con a lo 

más una ruent .. e, a lo más pozo y sin vért..ices aisle.dos ent.onces par~ 

cualquier dígrárica de !!neas H, existe una única digrárica O en :R. 

con L<D> ~ 11. 

Centremonos ahora en el problema de la caracterización de las 

digráfricas de l!neas. es decir, dem1)s respuest.a a la pregunt.a 

¿ cuáles digráficas son dígráfícas de líneas ?. El siguiente teorema 

presenta varias respuesLas a dicha pregunLa: la primera (b) es dada 

por. llarary y Norman [161, la segunda (e) por lleuchenne [20], la 

cuart..a y quint..a CcV y (e) por Richards [29!. Las condiciones (b) y 

(e) rueron descubiertas al mismo t.iempo. 

Deftnición No.t.11. Una colección 5 >i.ei de subconjuntos 

(probableMente vacíos) de un conjunt.1> s es 11 .. ,mada un8 part..icidn 

general de s si s = uiex s¡ y si s .., s, .p. 

De/lniclón No. t. t2. Sean . ..i y :8 dos· conjuntos de vértices <no 

necesar-iamenLe ajenos. pe1•0 no c.mbos vacíos). Entl)nces la digráfica 

K°'<JOl,33) es áquella t..al que el conjunt.o de veirUces es A u :e y el 

conjunt..o de flechas es A X $, 

Teorema Nó.t.lt. Sea ff una digráfica y H- su matriz de 

·adyacencia entonces los siguie~Les enunciados son equivalentes: 

a.> 11 es una digráfica de líneas; 
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b) Exist.en dos particiones generales <.-f,_} let y 

t.al que F'CH> = UiEIK""'< A,,$, ); 

de VCH) 

e) Si Cv,w), Cu,w> y Cu,x) son rlechas de H entonces Cv,x) también; 

d) Cualesquiera dos rilas de H o son idénticas o son ortogonales; 

e) Cualesquiera dos columnas de H o son idént.icas o son 

ortogonales. 

Demostración: 

a) ,. b) Sea H ~ LCD), Para cada v. " V<D> derinamos A. y $ los 
' ' ' 

conjuntos de las rlechas que entran y salen de \.ll. Entonces la 

subdigrárica de LCD) inducida por 4, u ll, es K"°'<A,, ll,> y si Ca,b) 

es una rlecha de LCD> entonces Ca,b) K4' (4 , ll.), Donde 
' ' 

En primer lugar ", u .:a, = VCLCO)), va que los conjuntos Al y lll 

f.oman en cuenta todas las rlechas de D. Como 4. son 
' 

que entran en v. y $ las rlechas b que salen de 
\. l i 

las rlechas 

es decir, 

vért.ice rinal de las rlechas ª, es el vértice inicial de las rlechas 

b\. entonces por derinición de LCD) tenemos que ªt es adyacent.e a 

b,, es decir, Ca ,b.) e K""'<A. ,$), 
\. l \. \. \. 

Por lo t.anto CA.>. 
' •El 

y {$} 
i. i.ex 

son dos particiones genera le• 

de V<H> t.al que F'CH> = U,ex K""'c.n, ,:B, >. 

b) ,. e) Si Cv. w), Cu,w) y Cu,x) e f'{ff) entonces, por derinición 

de A
1 

y .:s,, existen i Y j tal que {u,<» s Al y {w,x} s llj, por lo 
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t.ant.o C..>,x) e F<H>. 

e) .., d) Sea µ\ la i-ésima fila de H = {m.i./ y supongaenos que no 

se cuMple d). entonces existen i y j t.al que µi Y µJ no son iguales 

y no son ort.ogonales. Por lo que es.ist.en h v J4. t.al que "\h = 1, 

m.jh =: O, m.i.k = 1 Y mJk = 1. Pero eso significa 

(Vj'1Jk) son flechas de H mient.ras que Cvj,vh) 

contradice e>. 

que Cvl ,vh), Ct\ ,u
1
i:?, 

no lo es. Lo cual 

d) .. e) Para demostr-ar e) ,.. d:J son equivalent.es los siguient.es 

enunciados; 

Para toda i. j, h, k, si 1 entonces m 
jh 

1. 

d.:> ,. e) Para cada i y j con "' = 1, sea .4 = { 1) m = 1 > Lj LJ h hj 

v sea :B .. = < '\ 1 "\k = 1 }, Entonces por d) Á .. es el conjunt.o de 
LJ 'J 

vértices cuyo vect.or fila en K es idént.ico al i-~simo vect.or rila, 

de. igual Manera para .!Slj es el conjunto de vértices cuyos vect.01~es 

columnas en K son idént.icos al vect.or j-ésimo. Por lo t.ant.o 

F<H> = U, j "'•; X :a,j' Pero por la ,,.fij X .:l\J s; f'(ff) y 

ort.ogonalidad, "'•i y Alik o son it;uales o son ajenos, lo 

para .:8lj y $hk• Si exist.e un vect.or fila cero en H. 

condición de 

mismo sucede 

sea A.. el 
LJ 

conjunto de vértices cuyo vect.oI" f'ila en H es el vector c:.c1~0 y sea 

$Lj = <J>. Haciendo lo mismo con los vectores cero columnas de M 

obt.ene•os la partición requerida. 

o) ,. a.> Sea O una digráfica t.al que sus vért.ices son los pares 
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ordenados <.di':!? y con 1 :a, n .dJ 1 
cada i y j <incluyendo i = j). 

:B, n nj sobre el conjunto de 

:Sí n ~j = (at. .a
2 

•••• ,c\) ent.onces 

flechas de <.d, .:B.' a <.dr:B/ pai-a 

Sea a . una función uno a uno de 
lJ 

flechas de D. por ejemplo si 

por definición por cada elemento 

a 
0 

ponemos una flecha / 0 de C."1 l .:8, ) a <AJ ,:Jl j) hacemos "l /ª 
0

) = f 
0

• 

Entonces la función a definida en los V<H> tomando a de o "s una 
lj 

función bien definida de VCH) sobi-e V<L<D)), ya que < :8
1 

n J4J \,jEI 

son particiones de VCH). Además o es uno a uno y sobi-e ya que cada 

c .. lo es. Podemos ver claramente que o es un isomorfismo de H sobre 
lJ 

L<D), por ejemplo, si (o, b) E f'(ff) entonces existen i. j y k tal que 

a e :Jl
1 

n ,rj y b " :Jlj n Ak. De est.,. modo o(a) es una flecha de D de 

<A1 ,:Jll) a <Ar:llJ' v o(b) es una flecha de D de ('1/'? a (.<fk ,:Bk). 

Por lo tanto (cr(a),o(h)) e F'CL<D>>. 

En la Figul'a No. 10 ilustramos los N.•sult.ados obt.enid1Js en el 

teorema anterior: en la F'ir;ura No.10{a) present..amos •1~a dir;ráf'ica H 

y su matriz de adyacencia K. A partir de dicha matriz, apl\cando las 

caracterizaciones de las di¡:rlificas <le lfnr,as <al fijarnos en las 

entradas· distintas de cero. en las col1J1'llnas y filas iguales o 

ortogonales y en la columnas o rilas cero). podemos obtener las 

subdigráf icas bipartitas complet.as: K°'< (2),f.1.3) ), 

K°'( (3,0,(5)). K°'< (1),(2,Ü ), K°'C (5},{<j>)) V su digráfica raíz 

D <ver F'igura No.10(b)). La digráfica raíz la obtuvimos por medio de 

la funcion o definida en la demostración de dicho teorema, donde los 

v~rtices de D son los pares ordenados <."1, .$,) v con 1$, n nj 1 · 
flechas de (."1l .:Jll) a (."1j':llJ' para cada i y j. En nul"stro ejemplo 
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tenelftos por lo tanto. cuatro vértices: < (2},<1,3> ), < <3.0.<5> >. 

< <1>.<2.0 ), < <5>.«i» > v cinco flechas <Ver Pigura No.10(b)), va 

que: 

v: 

1:8.nA,I = 1:a2 n,,.,I = l:82 nA,I = 1:8.nA,I 
1:8, n .d

2
I= 1:8, n .<1

3
1 = <I> 

2 

(a) 

[) 

2 ((2). <1 ,3)) 

/º~ 
2 o o 3 

o 1 3 /º """º-º o-o 1 ' ' 5 

/·~ 
o o 

"'"''-°' /" .. """ 
(b) <<5>.<<i>>> o 

P'lGURA No.10 
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CAPITULO DOS 

En esl.a sección relacionaremos dos import.ant.es concept.os de 

Teoría de las Gráricas: digráficas de líneas y nllcleos. És decir, 

veremos que propiedades de una Jigráfica, en cuant..o a Teor-ía de 

Núcleos, se conservan en su digráfica de líneas. 

Empezaremos definiendo los concept.os v resultados elemenlales 

con respeclo a: núcleos, seminticleos~ cuasinúcleos v runciones de 

G!'undy. Y la 1'elació11 que guardan entre ellos. 

En la segunda part..e expondl"emos los result..ados ·Que obtuvinms en 

cuanto a est.os conceptos y su digrárica de !íneas1 el nll01eró de 

se•indcleos <cuasinllcleos) de una digrárica O es menor o igual al 

ndmel'O de seminúcleos (cuasinúcleos) de su digráfica de líneas y, el 

nd•ero de runciones de G!'undy de O es igual al nllmero de funciones 

de Grundy de su digráfica de lineas. Donde todo vértice de O t.iene 

ingrado •avor o igual a uno. 
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R E S U L T A D O B E L E H E M T A L E S 

Nut1ERO DE ABSORCION 

Definición No.2.1. En una digráfica O= CV,FJ llamamos a un 

conjunto A s; V(O) absol'bente si pára cada x "' A 3 (x,a) ., FCOJ tal 

que a~ A. 

Si A es la familia de todos los conjuntos absorbentes de la 

digráf ica O entonces se tiene: 

1J VCOJ e A 

2.> • .f e A , .;ef' ::> A .. A' e A 

El número de absorción de una digrárica se derine coMO: 

(l<Dl = min j."1j 
AeA 

El problema que nos concierne aquí es el de -eSt.udiar los 

conjuntos absorbentes con el mínimo número de elementos. 

Un ejemplo en donde se utiliza este concepto es .el problema de 

las estaciones de radar. 

Un cierto ntlmero de puntos estratégicos x
1

, x
2 

•••• , !la.nadas 

células son vigilados por unidades militares provistos de 

Admitimos que una.unidad colocada dentro de la célula 
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radares. 
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No.U puede igualmente vigila!' con su rada!' las células x,. x
2

, x •. 

De igual manera x
2 

puede vigilar x
3

, x!:I, et.c~t.era. Surge la Pl'egunta 

¿cuál es el mínimo númel'o de unidades necesal'ias Pal'a vigila!' todas 

las cdlulas? Precisamente est.e es el n~mero de ahsorcidn, el cual es 

igual a 2 , f)CD) = 2 , ya que los dos rada!'es colocados en 

son suficientes para contl'olal' todas las células. 

Jl'IOURA No. t 

X 

' 
y X 

2 

Proposición No.2.t. Si Des una digl'áfica con p vél'tices y q 

flechas entonces f)CD) ~ p - q • 

Demostración~ Sea A el mínimo conjunto absorbente. Ceda vd'i-t.ice 

en V - A es un vértice inicial de una flecha que va hacia A, por lo 

que; 

IV - "'' :!i q 

de donde: 

p - q • 

Proposición No.2.2. Si O es una dígrárica con p v~rtices 

entonces: 

f)<D) 
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O&m.ostración: Sea x
0 

e VCD> Lal q~e: 

Oef inamos A ~ VCO) Clarament.e est..e 

conjunt.o es absorbent.e ya Q'Je V X ,e: . ./ X e r:co>. De lo que 

obtenemos: 

reo> ~ 1-<fl p - má" 6:Cx) 
... v • 

Sea O una digrárica, su nú1nero de absorción 11• (0) es der in ido 

como el número de absorción reo•, de su digráfica simétrica o•. la 

cual se obt.iene al reemplazar cada flecha de O por dos flechas de 

sentido opuest.o. 

Teorema No. 2. 1. CVizing [3'] 1965). Si O es una digráfica con p 

vértices, q flechas y r•co> = k ~ 2, entonces: 

q ~ [ 7z Cp - k> (p - k + 2>] 

!Mmos trae Lón: Se hará pol" inducción sobre el nún1ero de vértices 

de O. 

La desigualdad es evident.e para p = 2. Supongamos p > 2. Sea D 

una digráfica con p > 2, r•co> = k > 1 y q flechas. Sea o• su 

- dli;ráfica sioiétrica. Sea x
0 

un vértice de grado máximo. Por la 

proposición 2.2 tenemos que: 
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6- (x ) 
• o 

o 

Por lo que podemos escribir: 

P - q - r 

n1áx 6- .. <:·d ;5; p - q 
o 

O :s r s n - k 

Sea S k + r - 1 

Si y e r
0

C.'<), el conjunto CS - r<y
0

) U.{",y
0

} es absorbente, ya 

qu~ los tlnicos vértices que no están en D son los vecinos de x
0 

y de 

y. Además: 

por lo tanto: 

de donde: 

Por ot.ra part.e 1 si consideramos !& subdigráCica indui::ida por• S 1 

Os v un conjunto absorbente mínimo ..f de dicha subdigráfica, 

que: 

ya que A u <x
0

) es absorbente en D. De do1>de obtenemos que: 
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Por hipótesis de inducción, el número de rlechas de Os es: 

q(Os> ~ 1/z (k+r - 1 - Ck - D] (k+r - 1 - Ck - 1) + 2] 

Por lo tanto el número de rlechas de O cumple; 

~ r(r+2) + Cn - k - r) + Cn - k - r)(r + D + Cn - k - r>' 

Cn - k)Cn - k + 2) - r<n - k - r) 

~ Cn - k)(n - k + 2) • 

Corotar<o .No. 2. t. t. Si O es una di¡;rárica con p vértices y q 

rlechas entonces: 

Demos trae t ón: 

De aquí obtenemos; 

Por el teorema 2.1 tenemos: 

q ~ [ 72 (p - k) (p - k + 2)] 

2q ~ ( Cp - k) Cp - k + 2>) 

2q ~ Cp - k) 2 + 2Cp - k) 

2q + 1 ~ (p - k> 2 + 2Cp - k) + 1 

2q + ~ ( (p - k) + 1 )2 

:yz¡¡-:¡:-r ~ (p - k) + 1 

y como p - k ~ O se tiene que: 
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NIJCLEOS 

-1+-l2Q+T~p-k 

k ~ P + 1 - ..r2Q-+-r. 

D .. finici6n No. 2. 2. Sea D una digl'áfica, N s; V<D) es llll núcleo 

de D si: 

1) N es independiente. es decir, Y x. )1 EN x no es 

adyacent.e a y, 

2) N es absorbente, es decil', 'I x e V<DJ - N 3 s e N tal 

que (x,s> e FCD). 

No toda digrárica Liene núcleo y si liene no necesariamente es 

dnico CFigul'a No.2). 

no poaoe núcloo 

J'IOUl\A No. 2 

°'• ob 

i l 
do +----•e 

Li.onG dou nGcleoa 
co., e> , <b,d) 

Estudiaremos los Leoremas de existencia v de unicidad. 

El concepto de ndcleo fue int.l'oducido por John Von Neumann [261 



(19(() en la teoría de juegos como solución. 

Dado un conjunto de situaciones X, n jugadores - denotados por 

CU ,(2),. .• ,(n)- deben elegir un elemento x e X. Entre ellos se 

debe establecer la prererencia de una situación sobre las demás. Si 

(i) prefiere la situación a de la b, se escribirá a ~i b. Las 

preferencias individuales pueden no ser compatibles. por lo cual 

éstas no serán consideradas, requiriendose asf una elección de 

grupo. Lo anterior hace necesario introducir el concepto de 

prefer~ncia erectiva, P.n la cual se tendrá que a es efectivamente 

preferida a la situación b si entre los n jugadores existe un grupo 

de ellos capaces de imponer juntos la preferencia de a sobre b. 

Poden,os construir de manera nat..ul"al una digráfica n = CV ,F), 

donde V<O) = X y Ca,b) e F<OJ si b es efectivamente pret'erida sobre 

a, < a -o b ). Sea s un ndcleo de O <si existe), Von Neumann propuso 

que la elección de una situación x se limitaba a elegir un punto de 

s. La independencia de S satisface que ninguna situación en S es 

efectivamente preferida a otra de S y la absorción determina que 

para toda sit .. uación x que no esta en s exist..e otra en S que es 

efectivamente preferible a x. por lo cual x se pÜede descartar 

inmediatamente. 

Otro ejemplo que podríamos citar en donde se aplica el concepto 

de ndcleo es: Bases de axiomas de una teorla. 

Consideremos una teoría. es decir. un conjunto de proposiciones 
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a.,.b,c, .... Construyamos una digráfica donde los vértices sean las 

proposiciones y si la proposición b implica la proposición a 

(b ,. a). a es adyacente a b. 

El resultado es una digráfica transitiva es decir: 

(a,b) E F ~ (b,c) e F ,. (a,c) e F. 

Quere"'os det..erminar una base de axiomas, es decir. un conjunto 

de proposiciones <llamadas axiomas) con las dos propiedades 

siguientes; 

1) Toda proposición de la teoría puede ser demostrada a partir 

de uno de sus axiomas. 

2~ Ning~n axioM~ se puede deducir a partir de ot..ro axioma. 

El problema se reduce a encontrar un núcleo de O. Se verá más 

adelante que t.oda digráfica transitiva posee un núcleo. Por .lo cual 

el probleMa tiene solución. 

Proposic(ón No. 2. 3. Sea N $i V<D>, N es núcleo de O si y sólo si 

su función característica sat..isface: 

Demos trae ión~ 

1' (x) = 1 -
ti 
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La función característica ps(x) de un conjunto S la definimos 

como; 

p (X) 
s 

si X E S 

si X~ S 

Si r•cx> ~ ~definamos máx psCy) = O. 

yer+cx> 

Sea N s V<D> t.al que N es núcleo de O: 

f.) Si X e N, pN(x) = 1; como N es independient..e entonces y y e veo) 

t.al que y es adyacent.e a x implica que y ti! N. por lo 

m'x pN<y> = O, en consecuencia 
yer•cx> 

1 - máx pN(y) = 1 = pN(x). 

yef''<x> 

t.ant.o 

e) Si x ti! N se t.iene que pN(x) = O; como N es absorbent.e 3 y e N t.al 

que Cx,y) e FCD), por lo t.ant.o 

1 - •<lx pNCy> = O = pNCx). 

yer"'<x> 

máx pN(y) = 1. en consecuencia 

yer'<x> 

Inversa-nt.e, sea N s VCD> t.al que: 

p (x) = 
N 

quere•os ver que N es núcleo. 

Sea X e N, lo que 

- máx pN(y), 

y..r'cx> 

implica que 
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pNCx) = 1 - máx pNCy) obt.enemos que el 

ver•<><> 
má>< pNCy) = 0, 

yer'<x> 

·" N es independient.e. 

por 

o) Si x ,. N ent.onces pN<x> =O, como pNCx> = 1 - má".pN(y) 

ver <x> 

lo cual 

obtenemos 

que el máx f'N(y) 

yef"+cx> 

1, por lo que 3 y e r'Cx> t.al que y e N ("\ r•cx>, 

en consecuencia y e N. 

:. N es absorbente. 

Por lo cual podemos concluir que N es núcleo de o .• 

ProposLctón No.2.4. Todo núcleo es un conjunLo independiente 

maximal y absorbent.e minimal. 

Demostración: Sea N ~ V<D> t.al que N es núcleo de D. 

a.> Suponga•os que N no es independient.e maKi1nal, es decir. 3 I 

independient.e t.al que N ¡¡¡ r, de donde 3 x e I y x ,. N. Como N es 

absorbent.e por los menos h~Y una xN - flecha; pel'o como N ¡¡ 1, 

t.a•bi<!n hay una x/ - flecha <:/, ... N es independient.e maximal. 
o 

o) Supongamos que N es absorbente minimal, es decir, 3 A absorbent.e 

t.al que A ¡¡¡ N, por lo t.ant.o 3 x e N t.al que x ,. A, como A es 
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absorbente 3 x.4 - flecha, lo cual implica una xN.;. flecha ~· va que 

N es independiente. 

. . N es absorbente min imal. • 

Definición No.2.3. Llamamos a D una digrárica simétrica, si 

1/ (.'<,y) ., F<D> ;.e tiene que <y,x> e F<D>. 

T•or•rna No.2.2. Sea O una digrárica simétrica entonces D tiene 

núcleo. Además N ~ V<D> es núcleo de D si v sólo si N es un conjunto 

independiente ma><imal. 

Ot9mostración: Como N es núcleo de D, por la proposición 2.( N 

es un conjunto independiente maximal. 

Sea N un conjunto independiente maximal. por lo tanto 

3 xN flecha o Nx - flecha, como D es sintét..rica, siempre 

3 xN - flecha, por lo cual N es absorbente . 

• -. N es núcleo de O. 

Lo que quiere decir que cualquier digr~f ica simétrica tiene 

núcleo •• 

Surge una pregunta ¿cualquier conjunto independiente maximal de 

una digráfica es n\lcleo'? Esto es falso, un ejemplo son los ciclos 

impares dirigidos <Figura No. 3). 
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• 
/""' o-o 

a. •• un conjunto i.nd•p•ndi•nle 
rna.)( irna.l poro no eu. núcleo. 

FlQUAA No, J 

!>9/tn~ctón No.2.4. Una digráCica D = (V,F> se llama transitiva 

si para Cx,y) ., f'CD) v Cy,w) e f'(DJ implica que (x,w) "' f'CDJ. 

Teorema. No. 2. 3. Si O es una digrárica t.ransitiva entonces D 

tiene ntlcleo. Además N !; V<DJ es ntlcleo de D si y sólo, si 

conjunto absorbente minimal. 

es un 

Dttm.ostraclón: Sea N ~ VCD) t.al que cada elemento de N proviene 

de una componente ruert.emente conexa terminal de D. 

LlamaMOs componente ruert.emente conexa terminal a las 

componentes donde no salen !'lechas hacia cualquiera· otra componente. 

Veremos que N definido de esta manera es ntlcleo de D. 

Sea u e N. u no es adyacente a ningún vértice de N. ya que poi' 

definición de N, de u no salen flechas hacia otra componente. Por lo 

tanto N es independiente. 

Como D es t.r&nsiliva u,v están en la misma component.e 
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f'uert..ement.e conexa si 'I sólo si (u,v) y ('\.•,u) son f'lechas de O. 

Sea v e V<D> - N, est.á en alguna component.e ru~r-t.ement..e 

conex& e de D. 

1) e es t.erminal. 

En este caso, por- definición de H, exist,,e 11 e C t.al que v e N. 

2> e no es t.ermínal. 

Co•o O es finita, existe un ca~ino di~igido de C a una 

componente t.er11tihal. Sean x, 2: los vértices inicial y final 

respectivamente de dicho camino, como D es transitiva Cx,2) e F'CO) y 

va que x, v E C ent.onces Cu,x) e F'CD), en consecuencia (v,2) e f'(O). 

Por ot.ro lado existe u en la componente fuertemente conexa terminal 

que contiene a z, tal que u e N, por lo tanto (2,u) e F'CO), de donde 

(v,u> e f'(O) con u e N. Con lo que concluimos que N es absorbente • 

• •• N es núcleo de O. 

Co•o Hes núcleo de D por la proposición 2.(, H es absorbente 

minimal. 

Inversamente sea N en O tal que N es absorbente mínimal. 

Suponga11os que N no es independiente, es decir, 3 u, v e N tal que 

<u,v) .. F<D>. como D es transitiva si Cx,u> e P<D> ent.onces 

<x,v) E F'<D>, lo cual implica que N - <u> es absorbente ~ va que H 

.es minimal. Por lo t.anto N es núcleo de o .• 
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r .. or<>111a No. 2. 4. <Richardson [301 1953). Si D es una dig1•afica 

sin ciclos dirigidos de longitud impar entonces D tiene núcleo. 

La demostración inicial es complicada, pero gracias a. la 

introducción del concepto de seminúcleo por Victor Neumann (251, 

ésta se hace menos díf icil. 

SEHtNUCLEOS 

D•/Ln.lcíón No. 2. 5. Sea S ~ VCD>, Ses se-1n.Li\ÚCleo de O si y sdlo 

si: 

O S es independiente. · 

ti) Si exisLe una Sx - flecha en O entonces existe una 

xS - flecha. 

Aquí surge la pregunta ¿Todo núcleo es seminúcleo? Esto es 

claro, ya que por ser ndcleo es independiente y además V x e s 3 una 

xS - flecha. 

Inversamente ¿Todo seminúcleo es núcleo? Esto .es falso CVer 

Figura No. U 
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o o 

1 11 
e ea ••m\.nG e leo puro 

no •a núcleo 

o • 
d 

Jl'ICURA No. • 

El siguiente teorema relaciona los conceptos de núcleo v 

se•inúcleo. 

Teorema No. i?. 5. <Víctor Neumann [251 1970). Sea O una digráfica 

tal que toda subdigráfica inducida de O posee •m seminúcleo entonces 

O tiene núcleo. 

Demostración: La haremos por inducción. sobre los vértices de 

D. Para n = 1 ,2 es claro que se cumple. 

SupongaMos que o• es una digráfica con IV<D'>I < n v toda 

subdigrárica inducida de o• tiene seminúcleo entonces o• tiene 

núcleo. 

Sea O una digráfica tal que IV<D>I = n y toda subdigráfica 

inducida tiene seminúcleo. 

Sea S
0 

un seminúcleo de O Y: 

{ z e V<D> 
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Tomemos H de la siguiente manera: 

f) Si VCH) <j> implica que S
0 

es núcleo de D. 

e) Si 1VCH>1 > O poi• hip<lt.esis de inducción H t.iene núcleo. 

el núcleo de H. Arirmamos que S
0 

u N0 es núcleo de D: 

O Es independiente debido a que s 
o V 

Sea N 
o 

N o son 

independientes y por construcción no existe rlecha entre ellos. 

ii) Si x e V<D> - es u N) se tiene dos casos x e r-cs) o 
o o o 

x e H. en cualquiera de los dos por construcción, siempre existe una 

xN - rlecha. Por lo tant.o N es absorbente •• 

Con lo ant.erior expuesto podemos demost.rar el Teorema de 

Richardson. 

Teorema No.c.4. <Richardson 1953). Si D es una digrárica sin 

ciclos dirigidos de longit.ud impar entonces D t..iene núcleo. 

D9rnostrací6n: Para la demostración utilizaremos el siguiente 

lema: 

Lema: Sea D una digráfica con p ~ 2 fuert.emeote conexa sin 
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ciclos dirigidos de longit.ud impar ent.onces exist..e una part.ición Lle 

VCO> en dos conjuntos V, y V
2 

t.al que V
1 

y V
2 

son independient.es. 

Demostración del Lema: Sea m e V<D> 
o 

conjuntos: 

y los siguientes 

" e V<O> 3 m
0

z - lrayect.oria dirigida de longitud par} 

" e VCO> 3 m
0

z - t.rayectoria dirigida de longitud impar} 

Como m
0 

e V
1 

entonces V 
1 

" 4> y por lo t.anto 3 m
0

z - flecha para 

algún z e VCD> de donde z e V
2 

y así V
2 

".p. 

Por demost.rar V 
1 

l"l V 
2 

= 4> 

Supongamos 3 z
0 

e V
1 

!'l V
2 

por lo tanto: 

3 m
0

z
0 

- trayectoria dirigida de 1ongit.ud par T
1 

y 

3 "'z o o trayectoria dirigida de longitud. impar T
2 

Co•o D es ruert.einent.e conexa exist..e T
1 

una 2
0

m.
0 

- t.ravectoria 

dirigida. 

Si l<T_> es par ent.onces T
3 

u T
2 

contiene un ciclo dirigido de 

longitud impar ~ 

Si l<T_> es in;par entonces T
3 

u T
1 

cont.iene un ciclo dirigido 

de longit.ud impar ~ 
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... v, ,., v, <ji 

Por demostrar V es independiente: 
l 

Supongamos 3 r = Cu,v) e F'CO) tal que u, v e V 
1

, por lo tanto: 

3 T "'u - t.rayect.oria dirigida tal que t<T ) es par, 
l o l 

3 T "' u - t.rayect.or ia dirigida tal que l<T ) es par. 
z o 2 

v también existe T una '"" • o - t.ravect.oria dirigida, por ser 

ruert.e11ente conexa. 

Si t<T,> es par, T U (u,v) UT contiene un ciclo dirigido 
l • 

longitud impar % 

Si t<T) es impar, T UT contiene un ciclo dirigido • 2 • 
longitud i111par <:¡ 

o 

De igual 111anera demostramos que V2 es independiente . 

. ·. V
1 

v V
2 

son independientes.• 

Demostrac(ón del Teorema: 

o 

de 

de 

, Caso a) Si D es ruert.ement.e conexa poi" el lema ent.ef'ior existe una 

partición de VCD) en dos conjuntos independientes v ajenos V
1 

ade111is V z e V<D> 6~Cz) > 1. por lo tanto, tanto V
1 

como 

ndcleos de D. 

B6 

V 

V 
2 

v,. 
son· 



Ca.50 b) Si D no es fuertemente conexa. sea e 
o una componente 

ruert.eMent.e conexa terminal. es decir, de C
0 

no salen flechas hacia 

otra component.e. por a) C
0 

tiene dos nücleos. por lo tanto 

cualquiera de los dos es seminúcleo de O y por el t.eorerna ant.eriflr O 

t.iene núcleo.• 

El concepto de seminúcleo por sí solo es de gran importancia, 

ya que dentro de ciertas aplicaciones juega un papel análogo al del 

núcleo. Sin embargo no t.odas las digráricas poseen seminúcleos. Por 

lo cual es necesario recurrir a una nueva generalización del 

concepto de núcleo, ésta es cuasinúcleo. 

CUASINUCLEOS 

Definición No.2.6. Un cuasinúcleo C de O es un conjunto 

independient." de vért.ic"s t.al que V<D> = e u r-<c> u r-cr-ccn, es 

decir, V x e V<D> - C exist.e una t.ravect.oria a lo más de longitud 2 

hacia el cuasinúcleo. 

Proposición No. 2. 5. CLovász, Chvát.al [91 ). ·Toda digrárica O 

t.iene cuasinúcleo. 

Demostración: 

L8 de•ost.ración la haremos por induccidn sobre el número de 

vért.ices de D. 
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Supongamos que la proposición se cumple para las dig1•áficas de 

orden inferior a p. Sea O una digráCica de orden p y supongamos que 

existe un vértice X 
o 

t.al que r"'(x } U {X } "' )( 
o o si no 

proposición se veririca con e = (x
0

} >. Por hipótesis de inducción. 

la subgrárica generada por )( - r·•(x
0

) - {x
0

} admit.e un cuasinúcleo 

c
0

. Si en D x
0 

no es adyacente a C
0 

podemos tomar como cuasin~cleo 

X 
o 

hacia eº y no existen rlechas de eº hacia xo. por lo t.anto podemos 

t.oMar e = c
0

• • 

Es claro que todo núcleo es cuasinúcleo. Un ejemplo que no todo 

cuasinúcleo es núcleo es el vért.ice final de una t.ravect.oria de 

longit.ud dos. 

tUNCJONES DE GRUNOY 

Ot.ro concepto que juega gran importancia en la Teoría de 

Núcleos es él de las funciones de Grundy. 

D•/inlclón 2.7. Una runción entera no nega~iva g(x) es llamada 

funcidn de Grundy de D si para t.odo vértice x, g(x} es el mfnilno 

n~mero entero no negativo tal que no pertenece al conjunto 

{ g{y) f y E r+cx} }, 

Este concept.o fue int.roducido por P.M. Grundy' C15J (1939} para 

digráficas sin ciclos dirigidos. Post.eriorMent.e fue eKt.endido por 
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C. Berge [71 <1956). 

La función de Grundy también la podemos definir como una 

función gCx> tal que cumple con las siguientes propiedades: 

f:) g(x) = k ) o implica que. para todo o ~ j < k existe y e r'cx) 

con gCy} = k. 

e) g(x) = k implica que todo )/ E r•(x) satisface que g(y) ~ k. 

Una digrárica no siempre tiene función de Grundy, mas aún. si 

Liene no necesariamente es único <Figura No.5, los valores de las 

dos funciones de Grundy 

correspondientes). 

o 
o 

1 

están 

o 
---+ o ---+ o 

indicados en 

o 

/ "-o o 

o """ /o ~ o 
1 

FIOURA No, !I 

los 

o 
1 

vértices 

o 
o 

Proposición No.2.~. Si D tiene función de Grundy entonces tiene 

ndcleo. En este caso los g<x> tal que gCx) = O es el ndcleo. 

Demostración: 

BIJ 



Sea N = { X 1 g(x) = o . X .. VCD) ~ 

a> Si x"' N entonces gCx) = O y por ser gCx) runción de Grundy, el 

.,ro gCy) ) O, por lo tanto Cx,y) "' F'CD) y (y,x) "' F'CO) 
yer" .. or> 

por lo que concluimos que x no es adyacente a y, es decir, N es 

independiente. 

b> Si x,. N entonces g<x> > O, por lo t.ant.o mín+ g(y) = O, lo que 
yc.r « >C) 

iMplica que V x, y "' N e><ist.e Cx,:11) e F'CD>. Pol' consecuencia N es 

absorbente. 

N es ndcleo de D 

El inverso no es ciert.o, en la Figura No.6, O admit.e un. ndcleo 

Cel vt!!rtice d>, pero no t.iene runcidn de Orundy. 

QO---+ ob 

lXl ·-----o d e 

FtOURA No. d 

En la Figura No. 6a se nmestran todas las pos.ibilidades por las 

cuales, ·1a grárica anterior no tiene runcidn de Ol'undy. 
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)C =1 
l 

o o 

lXl •-o 
o 

K =l z Kl>tl ... K
1

: t > 

o o 

lXl 
• +---o 

o 

f'JOURA No, da 

K :z 
2 

K :t • 

Teorema No.2.6. Si Des una digrárica tal que cada subdigrárica 

inducida tiene núcleo entonces D tiene runcidn de Grundy. 

Demostración: Oerinamos los siguientes núcleos: 

N el núcleo de D 
o 

N, el núcleo de o, = D - N o 

N
2 

el núcleo de 0
2 

= o, - N
1 

Nl el núcleo de o, 

Los conjuntos N, rorman una partición de V<D>. Hagamos 

corresponder a todos los vértices de D un núroero g(x) de la 

siguiente manera: g(x) = k si y sólo si x e Nk. OemosLraremos que 

gCx>. es una función de Grundy. 

a> Sea gCx> = k, veremos que para todo O !> j < k existe en 

r•cx> un vértice y tal que g(y) = o. 
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Como x e Nk, k > j, x es un vértice de la digrárica o y 
J 

como 

x • N. entonces existe en N. un vért..ice Y t.al que y e r•cx> t 
J J 

expresandolo de otra manera exist..e en r+<x) un vértice y tal que 

g(y) = o. 

b) Si g(x) = k entonces en r'<xJ no existe un vértice y tal que 

g(y) = k, ya que el conjunto Nk es independiente . 

. • i:;CxJ es una runción de Grundy, • 

Corolario No.2.6. t. Toda digr'fice simétrica t..iene función de 

Grundy. 

Demostración: Utilizando el teorema 2.2. toda 

si'.Métrica tiene núcleo, y como toda subdigrárica inducida de una 

digrárica simétrica es simétrica entonces, podemos concluir por el 

teorema anterior que O tiene runción de Grundy,• 

Corolario No.2.6.2. Sea O una digráfica transitiva entonces O 

tiene runción de Grundy, 

Ddomos trae:· Lón: Aplicando el teorema 2.3, t. oda digrárica 

transitiva tiene núcleo, v como toda subdigrárica inducida de una 

digr•Uica transitiva es t..ransitiva entonces, utilizando el teorema 

anterior O tiene runción de Grundy .• 
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Coro!ar<o No.2.6.3. Si O es una digrárica tal que toda 

subdigrárica inducida tiene seminúcleo entonces O tiene función de 

!lrundy, 

Demostración: Aplicando el teorema 2.5 tenemos que D v todas 

sus subdigráf'icas inducidas tienen núcleo. por lo t.ant.o O tiene 

función de !lrundv .• 

Corolario No.C.6.4. Sea O una digráfica sin ciclos dirigidos de 

longitud impar entonces o tiene runci6n de !lrundy. 

Dsmos(raclón; De manera análoga que los co~olarios anteriores 

por el teorema 2.( O y sus subdigráficas inducidas tienen núcleo, 

por lo tanto o tiene runción de !lrundy •• 

H u_c LE os, BE K I Hu e LE o s. e u As I H u·c LE os y 
F U H C I O N E S D E G R U H D Y E H L A 

D I G R A F I C A D E L I H E A S 

En· esta parte veremos la relación que guardan los conceptos de 

ndcleo, seminúcleo. cuasinúcleo v funciones de Grundy de una 

digrárica con su digráf ica de líneas. 
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lfattl~ llarminc C17J prueba qu" el ntlmero de ntlcleos en una 

digráfica es ig•ial al ntlmero de nt!cleos de su digráfica de líneas. 

De manera similar- demostraremos QIJ~ el nlfmero de semintlcleos 

(cuasint!cleos) es menor o igual al n•Imero de semintlcleos 

Ccuasint!cleos) de su digráfica de líneas. también ver.,.mos que el 

nt!mero de funciones de' Grundv de' una digráf ica es igual al nt!mero de 

funciones de Grundy de su digráfica de líneas, con D una digráfica 

tal que todo vértice tiene ingrado al menos uno. 

Sea D • <V ,F) una digrlifica y sea LCD) = <F ,\1) su digráf'ica de 

línea,. Cdef'inición 1. 7). En los siguientes resultados denotaremos a 

la flecha h • (u ,v) en D y al vértice h en LCD) con el mismo 

símbolo. Además si H es un conjunto de flechas de D entonces también 

será un conjunto de vértices de LCD). Para enfatizar este hecho, en 

lo consiguiente, usaremos el símbolo HL cuando 11 juegue el papel de 

vértices de LCD). 

Denotaremos con ;P(X) al conjunto de todos los subconjuntos de 

v. 

Definición No. 2.8. Sea f: :P(V)------t :P(F) una función tal que: 

para cada Z s V(D), f(2) = < (u,x) € F<D> 1 x ~ 2 }, 

Lema No. i?. t. Si 2 S V<D> es un conjunto independiente de 

D = <V .F) "ntonces es un conjunto independient" en 

L<D) = CF .W). 



o .. mos< ractón, Sea Z s V(O) un conjunt.o independient..e de n. Sean 

h, u e f<Z>L. por demostrar que (h,>I) e: ll. es decir. f<Z\ es 

independiente. 

Con10 h, u e f<Z>L, en O h v t1 son fl<'c:has cuyo vértice final 

est~a en 2. Suponramos CJUe (h ,1.1) e;: 'ti. por lo t .. ~n~.o h y u fryrman •Jn.). 

t..ravectoria de longit..ud dos en D. Con lo q•Je obt.en<'mos Q•JP. el 

vértice final de h es el vért,lce inicial de t1, por lo que los 

vértices finales de h v t1 son adyacentes 

independiente. 

. . f(Z) L es independiente • 

Teorema No. 2. 7. <tlat.ds Harminc [17]). 

<:/ va 
o 

que Z 

Sea D • <V ,F) 

es 

IJOa 

digráfica entonces ,,.1 ndn1ero de ntlcleos de O es igual al ndmero de 

ndcleos de L<D> ~ <F.ll). 

Demastrac(Ón: Sea 'Je el conjunto de todos los ndcleos de O y sea 

'Je• el conjunto de todos los n•lcleos de L<D>. 

Obs.,rvadón No. l. Si N e 'Je entonces f<N\ E 'Je•, 

Sea N un ndcleo de D. por el lema 2.1 f(N)L es i.ndependiente. 

Sea lt un vértice de L<D) tal que lt e F L - f(N) L, por demostrar 

que (lt,h) e ll con h € f(N) L. 

Por definición de f(N)L. en D el vért-ice final de lt no esta en 
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N. Por ser absorbente N en D. exist,e una flecha h E D cuyo vértice 

finl!ll esta en N y cuyo vértice inicial es el vér\.ice final d{' la 

flecha lo, por lo t,anto he f(N),_ y Cl<,h) e 11, es decir, f(N)Les 

absorben t.,, 

·" f(N) L es n•icleo de L<D>. 

Obseruaci6n No. z. El mapeo f': ~---+ o;1e• es invect.ivo, donde 

f' es la restriccidn de f a lle. 

Sean N,. N
2 

E iK tal que N, x N
2

• Sin pérdida de generalidad, 

supongamos que N, - N 
2 

x .¡,. Sea u "' N, - N 
2

• como N z es núcleo de D 

3 " " N
2 

tal que (u,u) E P(D), POI' lo tanto (u,u) <;; f(N
2
\. Por la 

independencia de N
1 

en O u ,.. N
1

, por lo que (,,,u) ,.. f<N,\. Con lo 

que obtenemos que: f(N ) " f<N ) • 
1 L 2 L 

Obseruaci6n No. 3. S! llL " f/P.• entonces g(ll) " :lt'. Donde 

g: ;P(f) ---+ ;P(V) es una funcidn tal que si H s; P entonces 

g(ll) • X<H) V Y<H). donde X<H) es el conjunto de todos los vértices 

finales de las flechas de H y Y<H) es el conjunto de todos los 

vértices cuvo ingrado es cero tal que no son adyacentes a ningún 

vértice de XCII). 

a) g(ll) es un conjunto independiente. 

Sean u, " E g(H), "• u e V<D), entonces tenemos tres casos: 
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D "·V "XCH) 

Z) u e X(H) y u e YCH) 

:o u, '\J <11!! YCH) 

t J u es un vért..ice final de alguna flecha h y v de alguna 

flecha k.. con h. k. E HL. Supongamos Que u v u son adyacentes. 

Si !t. = (u,v) ent..onces (h,k.) e 11 ~ va que Hi. es un conjunto 

independiente. 

Si k. D (w,v) "' (1J.v) = d entonces la independencia de Hi. 

implica que d <' Hi. y como además: es: absorbente tenemos que 

3 b = (v,z) e H .. tal que (d,b) e 11. El vértice final de ¡, y el 

inicial de b es v, por lo t..anto (lt.,b) e 11 ~ ya que Hi. es: un conjunto 

independiente. En consecuencia (u,v) " F(D). 

ZJ Por definición de YCH), si u e Y<H> v no es advacent,e a 

ning1ln vértice de g(H). 

3) Si u, v e YCH) implica que ninguno de ellos es vértice final 

de alguna flecha de D. por lo tanto no pueden ser advacentes • 

.. g(H) es un conjunto independiente 

b) g(H) es un conjunto absorbente (por demostrar que V u e v. - gCH) 

3 V E g(H) tal que (u,v) E F(D)) 
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Sea u e V - g(H) = V - XCH) - YCH>. existen dos posibilidades: 

a) u es un vf!rtice t'inal de alguna !'lecha. En est.,. caso existe 

l • (t .u) e FCO). Como u ti! XCH) entonces l = (t ,11) fi! HL. Por ser 

absorbente HL en LCD> 3 i. = ("·") G HL. con lo que implica que 

u G X(H). 

"'-' " es un vf!rtice de ingrado cero advacent.e a alg•in vP.rt,ir.., de 

XCH>. por lo tanto 3 ,, e g(H) tal que (u.,,) e F<D>. 

:. g(H) es n•ldeo de D. 

Observación No. 4. La función r;': Pe• ---t ~es inVect..iva. 

Sean NL. P L ., ~· tal que NL "' P L. Sin pP.rdida de generalidad, 

supongamos que NL - PL "' <ji. Sea h e NL - f'L, sea u el vf!rt.ice t'inal 

de h. por lo tanto u ., g<N> <va que u es un vP.rtice r inal de una 

flecha de N). Como P L es absorbente en L<D> y h "' P L entonces 

3 k E PL tal que (h,1') e 11 y k e F(D). Sea 11 el v~rtice rinal de lo, 

por lo anterior u es su vértice inicial. Como h. e P L, ,, ., gCP), ya 

que g(P) es independiente en D, implica que ,, "' gCP), por lo tanto 

g(N) "' g(f'). 

.. r; es una !'unción inY<'ctiva. · 

Por las observaciones 2 V 4 tenemos que: 
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lo que implica: 

CCNÍ. 'JI':• • 

En la Figura No. 7 eojemplificamos el teorema anterior. Donde N
1 

y N2' ntlcleos de D. mediante la función f Cderinici6n 2.8), van a 

dar a H
1 

y H
2 

n•lcleos de L(O) resped.ivament.e. Inv .. rsam.,nt.e 11, y H
2 

van a dar a N
1 

y N
2 

respectivamente bajo la función g (definida en 

la demostración del teorema 2. 7) ~ 

a b e 1 2 3 
o o o /º i/º 

ª l/.I · 6 º"-.,. 
o o 

d e 5 
o L(O) 

Nl (Q.,C:) Nl <Z,c,a> 

fCN
1 

> <2,4,il) Xffft> <e>, Y<Ht> <a> 

gCHI) <c,Q.) 

N2 «1,d,o> N, <C:S,S) 

f(N2) (Cl,!J) X<H2> <d>, YC~2J (a.,CI) 

g<H2> • <d,a,o> 

F'IDURA NO. 7 

Dei' teore11a anterior se sigue· de manera natural e! siguiente 

corolario. 

Corolario No. i!. 7. t. D tiene nllcleo si y sólo si LCD) tiene 
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ndcleo. 

Si definimos L<D) ~ <F .11) de 1..al modo que las flechas de D son 

los vértices de L<Dl. v (h,k) .. 'rl si v sólo si los vértices 

iniciales o finales de h y k coinciden o el vértice final de h es el 

inicial de 1'. tenemos que el teorema 2. 7 no es válido. En la Figura 

No. 6 podemos observar que D tiene un n•lcleo C el cual esta indicado 

con los puntos negros ). pero LCD) definida de esta manera no tiene 

<va que los dos vértices de ingrado dos y exgrado uno tendrían que 

estar en el núcleo. lo cual no puede suceder, va que son 

advacentes). 

•-o •-o 
""'- / D ""- / o o o o 

~./~./~/ 

o 

FIOUaA. No. 11 

La digráfica O de la· Figura No. 9 no tiene nllcleo. en cambio 

L<D> .t.iene uno <indicado en la figura con puntos negros). 
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En el caso simple de gráficas el teorema tampoco se cumple. En 

18 Figur" No. 10 se muestr" que la gráfic8 G tiene dos ntlcleos v su 

gráfica de líneas <definición 1.1) tiene t.res. 

o 

NCD)=<C3>, c1,Z,c>> NfL<D>>~<Ca.),Cb),<c>> 

FIGURA No. 10 

En la Figura Nó.11 O t,iene cinco ntfcleos ( {1,0, {1,5)~ <1,3), 

(2,U. {2,5)) y L(O) tiene cu8t.ro < {a,c}, {a,e}, {a,d}, {b,d} ), 
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FIOURA No. tl 

/º~ 
. º""' / b o 

1 
o L<D> 

Teorema No.2.8. Sea D una digráfica tal que todo v~rtice· tiene 

ingrado al menos uno entonces el ntlmero de seminúcleos de D es menor 

o igual al número de seminúcleos de su digráfica de líneas L(D). 

'Demostración: Sea .Y' el conjunto de todos los seminúcleos de D y 

.Y'• el conjunto de t.odos los seminúcleos de L<D>. 

En primer lugar probaremos que si s es un semin•lcleo de D 

entonces.f(S)L es un seminúcleo de L<D>. 

Sea s un seminúcleo de D. Por el lema 2.1 f(S)L es un conjunto 

independiente. Sea (s ,h) e 11 con s e f(S) L entonces en D tenemos que 

{ s • (st"s
2
), h = Cs

2
,t) ) S PCD) y s

2 
E s. como s es seminúcleo de 

D existe "• ., S tal que Ct ·"a) ., P(D). con lo que y = (!,s.' "' f(S)L 

y (h,y) ., 11. 

Por último demostrare.os que f': .Y' - J'• es una función 

invectiva, donde f' es la restricción de f a .Y'. 
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Sean s,, s
2 

'" .:t' tal que s
1 

"' s
2

• Sin pérdida de generalidad. 

supongamos que S
1 

- S
2 

"' .¡,. Sea u '" s, - s
2

• va que el ingra<lo de " 

es al menos uno existe (x,u) e FCD), claramente. por la <lefinición 

de f, (x,u) G f(S
1
)L - f(S

2
)L. 

• • G<JAd J" :S calld .:t'
0

• 

En la Figura No.12(a.b) ejemplificamos el r!!'sultado obtenido. 

en donde se muestN como de un semintlcleo de D, en H podemos 

encontrar varios semintlcleos a partir de la función dada <Definición 

2. 8). Dicha digráfica D tiene cuatro semintlcleos y L<D> tiene ocho. 

Los se111intlcleos de cada digrllfica de la Figura No.12(a .b> estan 

indicados con puntos neg~os. 

D 

0-0 

L(D) . " 
r l 

/". 
o o 

1 1 
o o 

P'IOURA NO. CSQ. 
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Tll?orP.ma No.?. 9. Sea D una digr~f'ica t.al que cada vért.ice t.ie-ne 

ingrado mayor o igual a uno entonces el ndmero de cuasinücleos de O 

es menor o igual al nllm.,.ro d" cuasin•Icleos d<" L(D). 

Demostración: Sea Q. el conjunt.o de todos los ClJasimicleos de D 

y Q• el conjunto de todos los cuasinllcleos de L(D). 

En primef' término probaremos que si Q es un cuasinúcleo de D 

entonces rCQ)L es un cuasinllcleo de LCD>. 

Sea Q un cuasinllcleo de D. por el lE"ma 2.1 rCQ)L es un conjunto 

independi.,.nte en L<D>. 

Sea h un v<!rtice de L<D>. h = (X,y) E f' L tal que 

h E f'L - r<a>L. Como h"' r<a\ entonces y"' a y como Q es un 

cuas:inllcleo de D existe un camino dirigido de y a Q de longitud al 

menos dos. Analicemos los dos posibles casos: 

caso t> Existe un camino dirigido de y a Q de longitud uno. Sea 

r= (y,u) 

(h,I<) E 11, 

dicho camino. entonces y 

caso 2> Existe un camino dirigido de y a Q de longitud dos. Sea 

f'= (y,u,w) tal camino, lo que implica que '" r; Q, I< = (u,••) E r(Q)L 

y denotando b = (y,u) tenemos que T' = (h,b,I<) es un camino dirigido 

de longitud dos en L<D;· con >< e rca>L. 
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Ahora veremos Que f 11
: Q ----+ o.• es una función invect~iva.. 

donde r" es la restricción de r a Q. 

Sea o,. 0
2 

.;; Q t.al <Jue o, "' a,. Sin péI'dida de ,eneralid«d. 

supon,ainos que 0
1 

- 0
2 

"' <j> y u ,. a, - a.- Ya <JUe el in,rado de u 

es al """nos uno existe (x ,u) E F(D) v como 1.1 e a entonces z 

Sea K; una grárica completa simétrica diI'i,ida con 3 vértices y 

H" la digráfica obtenida «l t.omar n copias aJeMs de K:. El nllmero 

de cuasindcleos de L<H ) menos el nllmero de cuaslndcleos de H es al 
n n 

·•enos n. <Ver Figura No.13, donde n • 1 y cada vértice de H, y L<H,> 

es un cuasinlfcleo). 

a 

5 

J'IDUllA NO. n 

La hipótesis todo vértice tiene ingrado al menos uno no puede 
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ser omitida en los teoremas 2.6 y 2.9. Es suficiente considerar a D 

con VCD) • <1.1, ,1.1,.1.1,> y F<D) = { (1.1
1

,•J
2
), <1.1,.1.1

3
) >. D tiene dos 

semintlcleos (cua,,;inúcleos) y L<D> tiene solamente uno. 

L<'ma No. e. e. Sea D una digr;ific" y "o " V<D). Si f, y f 
2 

son 

funciones de Grun<:IY en D tal QUe Para todo y e r'<x
0
), f/~» a f

2
(y) 

Dsmostraci&n: La prtJeba se sit;Ue direct..ament.e de lei definicidn 

de funcidn de Grundy, Sea "o e VCD) V f, V f 2 funciones de 

Grundy, r,«x
0

) es el mínimo ntlmero entero no negativo tal 

Que no pertenece al conjunto < f,CY> y e r'<x
0

) >. pero por 

hipótesis ( f«y) y <i r•c>:
0

) } = ( f
2
(y) y e r•cx

0
) }, por 

Teorema No.2.fO. Sea Duna digráfica tal que cada vértice tiene 

ingrado al menos uno entonces el número de funciones dP Grundv de D 

es igual al número de funciones de Grundy de L<D>. 

Demostración: Supongamos que f: VCD) ___, IN v (0} es una 

funcidn de Grundv en D. Denotamos por f L: V<L<D> ----> IN •J <O> la 

funcidn d"'finida como siguP.: · f L (,..) f(x,> • para cada 

x = (xt .x
2

) 4C F L. 
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Obsf?'ruación. No. t. f' L €'S una función de Grundy ~n LCD). 

(1) f (x) • k 
L 

o implica que para cada O S j ~ k e><ist.e 

y 6 r~<D> (x) tal que f L (y) = j. 

Supongamos que f L (x) = k > O y O :S J < k, entonces, oor 

definición de {' L, x = (x 
1 
·".' e PCO) y f(x

2
) k > O. Ya que f es 

una función de Grundy en D y O :S j < k existe x
2 

e r~1x,> t.al que 

f(x
3

) = j. Con lo que obtenemos que y = (x,.x.> e P<D) con (x,y) e 11 

Y f L (y) = j, es decir, 3 Y E r~<Dl(x) tal que f L (y) = j, 

(2) f (x) 
L 

Supongamos 

definición de 

f(x ) = k y X 
3 2 

si~ue que f(x ) 
3 

k implica que para cada Y Ei r~m/") f L (y) -' k, 

que f (x) 
L 

= k V Y E r~<DI (x), entonces por 

f y 
L 

de LCD), X= (x t ,x2) y y = (x-2 .xa) E PCD), 

E r:<x2 >. como f es una función de Grundv en D. se 

"'k. Por lo t.ant.o fL(y) = {'(x ) • "' k. 

Obs.,rvación No. e. Si f 1
, f 2 son !'unciones de Grundy tal que 

r' "' f
2 

entonces f~ "' f~. 

Supongamos que f ~ • f ~ V X e V<D>. Dado que el ingrado de " o o 

es al menos uno, existe una flecha (?.,X
0

) G P<D>. Por hipótesis 

tenemos que f~( (z,x
0

) ) = f~( (z,x
0

) ), es decir, r'<x > o = r 2<x >. 
o 
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Sea g: V<L<D)) __. IN V (0} una función de CJrundv en L(D). 

Definamos g
0

: V<D) ---+ IN u <O> una función t.al que para cada 

x
0 

E V(D) y t = (y.x
0

) E f<D) cualquier flecha de D. donde "o es su 

vértice final (el cual exist.e por hipótesis>. g
0
(x

0
) = g(t). 

t 
2 

Ob~eruación No.3. g
0 

esta bien definida. 

Sea x
0 

e V(D), supongamos que 

(y,.x
0

) E F<D). 

la definicirSn de función de Grundv Que g<<,> 

Observación No. 4. g
0 

es un.a función di! GrtJndY en D. 

V 

a) g
0 
(x) = k > O implica QUe para cada O :S j < k existe, 

y 6 r~<D1(x) tal QUe g
0
(y) = J. 

Supongamos Que g
0

(,..) = k > O y O ~ j < k , por la definición 

de g
0 

v la hipótesis del teorema tenemos que existe t = (z,x) E f(D) 

con g( t) = k > O v como g es una función de CJr1Jndv o¡on L<D) existe 

t' Ei r~<l»(t) tal QUe g(t ') • j Y t' = (x.w) para algtln vértice 1" en 

D. gD(w) = g(t ') = J. Claramente w" r~(x), hagamos w = y, 

b) g
0
(x) = k implica Que para Cada Y e r~(x) g

0
(y) ~ k, 
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Supongamos que g
0

Cx) = k, entonc<'s existe t = (z,x) "' FCD) tal 

que g(t) = k. Sea y e r~Cx), por consiguiente (:r,y) "'r~cm(t), Ya 

que g es una función de Grundv en L<D> se sigut" que g( (x,y) ) "' k. 

Por lo t.l>nt.o g
0
(y) = g< (>:,y) ) "' k. 

Obseoruac(ón No. 5. Si g', g2 son funciones de Grundy en L(D) tal 

que g' ~ g2 en t.onces g~ 1t g~. 

Supongamos que l 
gD = 2 

gD, Sea ' = (x,y) E F<D), ent.onces 

g~(y) = g~(y). Por la definición de g' 
D 

y g' 
D 

tenemos que 

g'(t) = g'<•>. 

Por las observaciones 2 v 5 tenemos que el nümero de funcion.es 

de Grundy de Des igual al número de funciones de Grundy de L<D> .• 

El siguiente corolario se sigue de manera natural del teorema 

anterior. 

Corolario No.2. tó. t. Si D es una digráfica tal que todo vértice 

tiene ingrado mayor o igual a uno ent.onces, D tiene función de 

Grundy si y sólo si L<D> tiene función de Grundy. 

Corolario No.2.t0.2. Si Des una digráfica tal que todo vértice 

tiene ingrado mayor o igual a uno entonces el número de funciones de 

Gr1Jndy de D es igual al núm"'ro de funciones d"' Grundv de L "<D>. 
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D~mostraclón: La haremos por inducción sobre n. 

Observación No. t. Por e'l teorema 1. 7 (inciso 3) el grado 

interior de (u,w) en LCD) es 6~Cu), por lo tanto por la hipótesis 

del teorema. al ir iterando el grado interior de la nueva digrárica 

siempre es mavor o igual a uno. 

Por el teorema es inmediato que se cumple pera n = 1. 

n = 2. Sea O una digráCica tal que tiene m runciones de Grundy 

entonces L<D> tiene m funciones de Grundv. Sea 0
1 

::i LCD), por lo 

cual 0
1 

tiene m runciones de Grundy. Por la observación uno v por el 

teorema anterior L<D
1

> contiene ~-runciones de Grundy. Por lo tanto 

L2(0)::; L<D,> tiene
0

m runciones de Grundv. 

Supongamos que se cumple para n-1, es decir, si D tiene m 

funciones de Grundy entonces L n-1(0) tiene m funciones de Orund\'. 

Sea O un<o digráCic<o tal que contiene m funciones de Grundy 

entonces por hipótesis L n-•co> tiene m funciones de Grundy. Tenemos 

que L "CD> ::;; L(L n-1<0)), haciendo el mismo procedimiento qlJe para 

n = 2 obtenemos que L"<D) tiene m funciones de Grundv •• 

En la Figura No. H(a,b) ilustramos los r"sultados obtenidos en 

.,1 t .. oreina anterior. En donde damos dos funciones de Grundy u' ,f2 ) 

para la digráf lea D v dos runciones <r' .g2
) para L<D), las C1Jales 

estari .indicadas en los vértices correspondientes. 
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. Aplicando est,os result.ados a las digráf icas D v L<D> de la 

Pigura No, 14Ca) tenemos Que: r' define una f'unci6n de Grundy f~ en 

L<D> y g' define una función de Grundv g
0 

de tal manera que: 

t'<a J 
L t 

= t 1CbJ • Q e'Ca) 
=i eocªz" = 2 

/ 1(a) 
L 2 

• !'<a) • 2 e'cb> c:r 6~ca,.> = o 

t'<a > 
L a = ¡'ceJ = 1 tI1(c) = 6~Ca3) = e~ca,J • 1 

¡•ca> 
L 4 

• J'Cc) s f$'cd) = ~!Cats) • o 
¡•ca) 

L a • ¡'ce> = o 

Hac:i1>ndo lo mismo para las digráficas o· v LCD) de la Pigura 

No.1'(o) tenemos Que: r' define una función de Grundv r' 
L 

en L<D) y 

g2 def'ine una función de Grundy g
0 

de tal manera que: 

fz(a > 
L t 

= ¡•a» = 2 e2 <a> n = ¡f(a.2) • o 

f~<a2> • ¡•ca> = o e 2Cb) 
D 

= ~ca, :J • 2 

¡ 2ca ) = 1•«:) = 1 t12Cc) a:: ~(aa:> = f!Ca.,> = 1 L a n 
·¡~ca,) = / 2cc> - 1 e 2Cd) 

D 
= 6(a'J:J • o 

¡•i:a ) 
!I 

= ¡•cd> o 
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CAPITULO TRES 

Claude Berge y Pierre Duchet C5J plantearon en 1984 una 

interesante conjetura <la B. D. conjetura) que relaciona dos 

conceptos fundaM .. ntales de Teoría de las Gráficas: .. 1 concepto de 

coloración y el concepto de ndcleo: 

Los result.ados obtenidos heist..a este m0tnent.o han sido pocos y 

estos han est.ado enrocados p~incipalment..e a encontrar clases amplias 

de gráficas que satisfagan la conjetura. 

C:::n este capit.ulo presentamos una clase de g:~·"ricas que cumpj,,en 

la B.O. conjetura: las gráficas de ~íneas. 

CONCEPTOS V ·RESULTADOS ELEMENTALES 

A lo largo . de esta .sección nos . ..iel'án de gran utilidad los 
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siguientes conceptos: 

a) El número de ind~pc!!"ndencla a(G) (también llamado el hlhnero 

de estabilidad). definido como el máximo ndmero de vértices dos a 

dos no adyacentes en G. 

b) El número de ciibrimienr.o t;1CG). derinido como el mínimo 

ndmero de cl~nes que cubren a todos los vértices de G. 

e) El número de clan w(G), derinido como el máximo número de 

vértices dos a dos adyacentes de G. 

d) El niim.9ro cromdr. íco ;tCG> (algunas veces denotado por r<G>>. 

definido como el mínimo nümero de colores necesarios para colorear 

todos los vértices de tal forma que cualesquiera dos vértices 

adyacentes tengan asignado distinto color. 

A continuación definiremos lo que es una gráfica perfecta y los 

resultados importantes que se han obt.enido referentes a la B. D. 

conjet..ura. 

En 1961, C. Berge inventó las cráficas perfectas. 

D~/inición No.3. t. Una gráfica Ges ~rfecta si sus vértices se 

pueden color_ear de tal manera que cualesquiera dos vért.ices 

adyacentes tengan asignado diferente color y el número total de 

colores sea igual a la 111tlxima cardinalidad de •m .. clan de G, e igual 
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para cada subgráf'ica H inducida de G. es decir. ;i:<H) = w(H). 

Claramente para cualquier gráfica G se cumple ;i:<H) ~ w<H). 

Los siguientes ejemplos son los más sencillos de gráficas 

perfectas v no perfectas: 

o.J Las gráf'icas completas K P, va que ;i:<KP) = P 

subgráfica inducida es una gráfica completa. 

w <K ) v cada 
p 

b) Las gráf'icas bipartitas. va que la cardinalidad del máximo 

clan es dos, el nllniero cromático también es dos v toda subgráf'ica 

inducida es una gráfica bipartita. 

r:) Los ciclos impares C2nH, n ~ 1 no son gráricas perrectas, 

va que ;tCC
2
nH) = 3 V wCC

2
n+t) = 2. 

d) El complem!!nto d!! un ciclo impar 

perfectas. 

eº 
2nH 

no son gr.Sficas 

A partir de la def'inición de gráf'icas perf'ectas observamos que 

el problema de la coloración de sus vértices se reduce a la 

coloración de sus subgráficas completas, de tal manera que es 

suficiente conocer el numero cromático de sus subgráf'icas completas 

Cel cual es igual al nllmero de vértices> para poder conocer el 

n1lmero croiolltico de la gráfica. Lo mismo es v.Slido para cada una de 
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sus sub,ráf icas inducidas. 

Para ver la relación que ,uardan los conceptos de color&ción y 

n1lcleo, definamos los sig-uient.es términos relacionados con la Teoría 

de Núcleos. 

De/lnl..ct.6n 3. /!. Une. di,ráf'ica O es n{u::l~o-(>f!'r'fecta si t.oda 

subdigráf'ica inducidll de D posee un n1Icleo. 

Este concepto eué introducido por Victor Neumann L~ra C25J. 

Eje10plos: 

t) Digráricas sin ciclos dirigidos son núcleos-perrectas 

Z) ir;n+i no es ntlcleo perfecta. 

En el caso de los conceptos de gráficas perfectas y de 

coloración la orientación es irrelevant.e, en cambio, para los 

conceptos de núcleo y de núcleo-perfecta Juega un pape.l 

t.rascendent.al. 

C. Berge V P. Duchet relacionaron los conceptos de coloración v 

nticleo al derinir el concepto de gráfir.a nticleo-perrectible. 

Dada una gráf'ica G le podemos asociar de manera natural una 

digrllrica ~ obtenida a part,ir de G, orientando cada arista de G en 

al Merios una de las dos direcciones. Una digráfica obtenida así es 
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llamada una orientación de O. 

D~fin(cián No.3.3. Una orientaci6n por pozos de G es una 

orientación Ir+ de O en la cual cada subgr.!ffica completa de G tiene 

un núcleo (también llamado pozo, esto es un punto tal que desde cada 

otro vértice del clan hay una flecha hacia él). 

Definici6n No.3.4. Una gráfica O es llamada núct~o-(1"1r/ect\ble 

si toda orientación por pozos de O es una digr~fica núcleo-perfecta. 

Ejemplos: 

i) Las ~ráficas completas son núcleo-perfectibles. 

e) Los ciclos de longitud par son núcleo-perfectibles. 

3) Las gráficas bipartitas son núcleo•perfectibles. 

4) Los ciclos impares no son núcleo-perfectibles. 

~) El complemento de un ciclo impar no es núcleo-perfectible. 

En la Figura No.1 se da una orientación por pozos de una 

gráfica co11pleta, en donde podeMos observar que cada subdigráfica 

completa contiene exectamente un pozo y una fuen~e. 
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FlGURA NO, i 

ObservaMos Que en una gráfica núcleo-perfectible el problema de 

la ei<istencia de núcleo (para una orientacidn dada) Queda reducido a 

la existencia de n<lcleo en cada una de sus subgráficas completas; de 

tal •anera e1ue es suficiente saber que cada una de sus subt;rát'icas 

completas tiene núcleo para Que cada una de sus subdigráf icas 

inducidas tenga núcleo-(en una orientación dada). 

As!. la relación entre los conceptos de núcleo v coloración 

propuesta en la B.D. conjetura es la siguiente: 

Para una gráfica dada G, el problema de la coloración de· 

vértices <encontrar ;¡:(G)) Queda resuelto por los clanes Cesto es, 

encontrando el número cromático de . los clanes) si v sólo si el 

probl9a de la ei<istencia de núcleos (para una orientación dada de 

G) Queda resuelto para los clanes (este es, si la orientación es por. 

pozos). 

119 



Se han dado varias caracterizaciones de las ~ráricas perfectas. 

de las cuales algunas son todavía problemas abiert.os. En est.e caso 

sólo mencionaremos las que utilizaremos en este trabajo. 

La sir;uient.e caracterización es una de las más importante y f11e 

obtenida por L. Lovasz [22l C1972). 

Tenrema No. 3. f. Para cualquier ,ráfica G las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

t) ;¡:Cff) = wCff) 

2) a(ff) Q 6(ff) 

3) a(ff)wCH) ~ IHI 

V H s V(G) 

V H s VCG) 

V H s VCG) 

Donde- H es una sub~l'<if'ica inducida de G. 

Es claro que la equivalencia de 1 y de 2 implica que el 

complemento de una r;r~rica perfecta es una grárica perfecta. 

Tomando en cuenta que los ciclos impares no son grá~icas 

perfectas y el resultado anterior tenemos lo siguiente: 

Observaci6n No.!. Si una gráfica G v su complemento Ge 

contienen un ciclo impar de loni;itud mayor que tres. sin 

diagonales entonces G no es perfecta. 
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Una caract..erización e-n t..t'!rminos de subgrAric~s inducidas 

prohibidas ha sido conjeturada por c. Berge. 

Con.j,.turn FuP.rte d~ Las 6rci[icas Perf#!<cla"'> (8er6P., 1964). 

Una gr~fica es perfecta si y sólo si no contiene como 

subgrtificas inducidas C
2

nH ciclos impares ni SU ,Complement,, c;nH, 

Ejemplos de gráficas perfectas Que constit.uven un importante 

apoyo a esta conjet.ura son las siguientes: 

a) Las gráficas trianguladas (gráficas sin ciclos inducidos de 

longít,IJd mavor o ig11al que U son perrec\ . .,,s. 

b) Las gráficas de 11evniel (gráficas en las QIJe cada ciclo 

impar tiene al menos dos diagonales) son Perfectas. 

e) Las gráficas QUe no contienen como subgr~f'ica inducida a 

"•,• cumplen con la conjetur~ fuerte d" las gr<ificas perfect<1s, 

En cuant.o a las digráficas nllcleo-perfectas t.ambit!'n observamos 

que la exíst.enci<1 de núcleos también es\.a rt> l<1cionad<1 con 1<1 

estructura de los ciclos impares dirigidos <Ver cap!t.ulo dos). Y 

est.o lo podemos const.at.ar en los sig•Jientes ejemplos de clases de 

gráficas núcleo-perfec!.<1s. 
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1) Dlgráficas en las que cada ciclo dirigido impar t,iene al 

menos dos flechas simétricas . 

.?) Digráficas en las q1Je cada ciclo impar t.iene dos di.3.gonales 

de la forma <i. i+2) y (j, j+2). 

3) Digráricas en las que cada ciclo dirigido impar t,iene dos 

diagonales con p1mt.a consecut,iva. 

En cuant.o a las grñficas núclP.o-perfect.ibles tenemos los 

siguientes rest.1lt..ados: 

T9orl'>mt:t No. 3 . .:t. Toda digráfica n1icleo-perfi:-ct .. ible no contiene 

como subgráficas inducidas e< t23J. 
2n+l 

Has alln se t.iene Q\lP. la conjetura B. D. es cierta en un SP.nt.ido. 

toda gráfica ntlcleo-perfectible es perfecta, si se tiene por 

hipd(.esis que admite la conjet.ura fuert,e de las gráficas perfectas. 

En el otro sentido tenemos ejemplos de clases amplias de 

gráficas perfectas <1•1e son núcleo-perfect .. ibles [231: 

1) El complemento de las fuert,emente perfectas. Una gráfica es 

fuertemente perfecta si toda s11bgráfica inducida de H contiene un 

conjunto independiente que intersect.a a todos los clanes. maximales 

de H. En general. toda gráfica fuert..ement,e perfecta es P<'rfect..a. 
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Otros r~suJ t . .;,dos sobre V gt.,lficas 

Te-utlil'ma N..:i. 3. 3. Si O es una g-ráf'ic" conex-a r;on ttn conj1.mt,o de 

r~ore11LO. Na. 3 . .J. Si G es- una gráfh:a r.:Onex:'(\ con tm conjcmt.o de 

i;ort .. e A. el C11al es un clan v si cada compont..~nt . ., conexa de n - A es 

nlicleo-perrectihlo> ent,onces G es núr;leo-perred,ible f23l. 

LA 8.0. CONJETURA V LAS GRAFICAS DE LINEAS 

Una clase de gráficas QttP, cttmpl"n con fo B. D. conjef..•1ra son las 

gráficas de lineas, para <:ti:mosf..rar ést,o ut..ilizaremos el slguient..e 

1·es111t.ado, 

~igul('ont.es son ~q1Jiv~l.,nt.es: 
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a) G es una gráfica perrect.a; 

b) H no cont.ienP. como subgráfica inducida por arist.as un ciclo 

impar de longitud al menos 5: 

.-:) Toda s11bdigrifric.-.. inducida Por arist .. .as cone-xas H' d~ H Pos~e 

una de las propiedades siguientes: 

t) 11' es una grárica bipart..ita, 

2) H' es el clan K
4

• 

3) H / tiene exactamente P + 2 vértices Y. ,x , ... ,x _,a,h 
• 2 p 

tal QIJe < x,,,...
2

, .. - ')t"p) es independiente v { ,,.L,a,b) generan un 

clan (i a 1.2 .. " ,p). 

4) H' tiene un vértice d~ cort~. 

De-mostrnclón: Probaremos sucesivamente las tres implicacion"es. 

a) ,. b) Supongamos lo cont.rario, es decir, H contiene un ciclo 

impar de loni;if,ud al menos cinco. Tenemos que los yf!rtices que 

representan las aristas de est .. e ciclo _en G_ inducen 1.m ciclo impar 

sin cuerd3. de la misma longitud C teorema 1.1. inciso 6 ). Entonces 

est..a subgrárica cont.radice la perfección de t>. 

b) q ~~ Sea H' una subgrartca inducida por aristas conexa ·de H 

y '" la cardinalidad del clan máxinio de H '. 

Si '" :s 2, entonces H' no tiene ciclos de longitud tres v, por 

la hipótesis . no tiene ciclos impares de longit•Jd al menós cinco. 
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Por lo tanto H' es una grcif ica sin ciclos impares, es decir, H' ~s 

una gráfica bipart.it .. a. 

Si t.11 = 3. se·l (o:, b ,xt} 1m tr iilngulo de H '. Si H • no t.iene ot.ros 

vértices ent.onces H' verifica la propiedad tres. Si no, como H' es 

conexa. exist.e un vértice r: advar:ent.e a algun vértice del ~riángulo. 

Si alg1Jno. ar-ista del ti-i"'ngulo <a, b,>~/ no pertenP.ce ~ otro 

t .. riángulo entone.es podemos suponer que e es vecino de a. Entonces a 

es un vért.ice de cort..e que desconect~a :J e de b y de \(J., Y.:'l q1Je si no 

sucediera ésto. existiría un camino ~ de longitud al menos dos de e 

a b (por ejemplo), QUP.' junto con las aristas (b,X',), (,...t,a), (a.e) o 

bien las aristas (b,a) y (a,c), según si ~ es de longitud impar o 

par, formar!an un ciclo impar de longif,ud al menos cinco. Lo cual 

contradice la hipótesis o). Por lo tanto H' cumple con la propiedad 

Si una arista del triángulo fo,o,x
1
}, por ejemplo, (n,b) 

pertenece a otro triángulo (a,b,x
2
>. ent.oncf?'s no existe otra arista 

que pertenezca " otro triángulo. De lo contrario. exist,irfa un 

v~rtice y ad yacen t ... por ejemplo a a. y x,, por lo que obtendríamos 

un ciclo impar {a,y,xt,b,~2 .a> contradiciendo la hipdt.esis b. 

Sean {x , x , ... , v ) t~odos los vértices de 11' advacentes a la 
1 2 p 

vez a a y b. Los cuales no son advacent.es entre sí, por Qtte si no 

obtendríamos un clan i::,. lo c11al contradice la hipótesis 3. Si 
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HJ no t.iene ot.ros vért.ices entonces HJ cumple la propiedad tres. Si 

no. gracias ::. la conexidad de H' existe un vért.ice- e advacent..e a a. 

o bien a ''. (por ejemplo). Entonces la supresión de a o 

respect..ivament.e de x, desconect.a la grát!ca. si no sucediera ést.o. 

obtendríamos un camino 'f.: de e a b o a '', <respectivamente a a o a 

x/· Dentro de t,odos los casos posibles podemos concluir QUe la 

prolongación de 'f.: geneI"a un ciclo impa" de longitud al menos cinco. 

lo cual es una conLradicción. 

Si '" = 4. sea {a,b,c,d) un clan de cardinalidad cuatro de H'. 

Si H' no tiene otros vértices entonces H' es i::4 Si no, existe por 

razones de conexidad. un véI"tice e advacenl,e a a (poI" ejemplo). 

Afirmamos que a es un vértice de corte. 

Supongamos lo contrario QUe " no es un vértice de corte. 

Entonces existe un <:amino 'f.: q11e une e con b (por ejemplo). En 

consecuencia las aristas (b.c), (c,a) y (a.e). o bien (b,c). (e .d). 

(d.a) y (a.,e) segun si 'f.: es de longit11d impar o par. forman junto 

con 'f.: un ciclo impar de longitud al menos cinco. lo cual no puede 

suceder. Por lo tanto a es un vértice de coI"te, es decir. H' 

verifica la propiedad cuatro. 

Si 1a ~ 5 entonces H' cont.iene un clan <a.b,~,d,e) de 

cardinalidad cinco. El ciclo <a, b, e, d, e) contradice la hipótesis b. 

Por lo tanto este caso queda excluido. 
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e> .,, a) Demostraremos que G es perrect.a por inducción sobre el 

nümero de vértices de G. 

Para n = 1.2 es claro quf!' se cumple. Supongamos que G 

satisrace e) y IV<G')I < n entonces G' es perrecta. 

Se<1 G tal que jV(G) 1 ~ n y satisrace e). Es decir 11 cumple con 

<1lguno de los cuatro casos especiricados. 

óbser"Va~ ~ ón. Podemos supon'?r que H es conexa. ya que si no la 

demostración se haría para cada componente conexa de H. 

Analicemos los cuatro casos posibles: 

t) 11 es una grárica bipartita. Un clan de G corresponde a una 

estrella S(v) de 11 (capítulo uno). Por lo tanto la cardinalidad 

m4xin1a de un clan de G corresponde al grado máximo de 11. Por el 

teorem<1 de Konig-Hall ([51 capítulo 7) para gráricas bipartitas 

podemos arirmar que exist" un apareamiento q11e sat,ura a todos los 

vértices de grado máximo. Este apareamiento corresponde en G " un 

subconjunt.o independiente de vértices que se encuentran en todos los 

clanes de cardinalidad máxima. Por hipótesis de inducción, ésto es 

cierto para todas las subgráricas de G. Por lo tant,o G es 

ruertemente perrect,a, de lo que se deduce que G es perrecta. 

2) H 

i=1,2 ••.• ,6 

es el clan i::, <Ver Figura No. 2>. Sean ...... 
' 

las aristas de H. Sea a un vértice de H, 
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A = ( a,. n:
2

, a
3 

> el conjunto de todas las aristas de H adyacentes a 

a, es decir, A es la estrella de a y :8 = { ª• ,a~,a6 } el conjunto de 

todas las aristas no adyacentes a a, A y :8 inducen en G dos clanes 

que cubren todos sus vért.ices. ya que; .4 t.J 1< = ACG), Jil por ser una 

estrella de cardinalidad tres va a dar a un clan de la misma 

cardinalidad y por llltimo 11 es un triángulo, por lo t,anto va a dar a 

también a un triángulo Cver capítulo uno). Por lo t,anto su 

complemento Gº es bipartita. Por el teorema 3.1. se deduce que el 

complemento de una gráfica perfecta es perfecta y como las gr.áficas 

bipart,itas son perfect.as. podemos concluir oue G es perfecta. 

a a b • 

a • ·x a • 
o 

d a 
~ 

e 

YIOURA No. Z 

3) H t..ie_ne e>i:act.ament..e p + 2 vértices xf.,x
2

, ... ,xp,a,b tal Que 

X 0 X • ••. 1X 
t . 2 p 

) es independiente y < x,.a,b > generan· un clan 

CJ=1.2,. .. ,p). En este caso lleg~mos a la misma conclusión Que el 

inciso anterior utilizando el mismo procedimiento. tomando en este 

caso A el conjunto de todas las aristas adyacentes a a y :8 el 

conjunto de todas las aristas adyacent,es a b menos la arista (a,b). 
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4) H tiene un v4rLice de corte a. Sea H
1 

11na component.e conexa 

de H - a. Las aristas adyace'nl,es a a y H, forman en G •m clan de 

corte donde las partes son por hipótesis de inducción perfectas. 

Ut,ilizando el t,eorema 3. 3, obtenemos Qlle G es perfecta.• 

T"'orema No. 3. c. Una gráfica de líneas de una gr11f'ica H es 

perf'ecta si y sólo si es núcleo-perfectible. 

• · Dl!"mostri:ición: Dado Que G es una grlifica de líneas, G no 

contiene como subgr11f' ica inducida a K ... <Beineke. teorema 1. 6.) 

entonces G satisface la conjetura fuerte de las gri'if'icas perf'eclas 

<toda gráfica tal Que no contiene a K,, ·• como subgráfica inducida 

cumple con la conjetura fuerte de las gráficas perfectas <K.R. 

Parthasarathy y G.Ravindra [213)) ), POI' lo tanto G es 

nlfcleo-perfectible, va que G es perf'ecta y satisf'ace la conjetut'a de 

las gráficas perfectas. 

ReciprocaMente. supongamos que G es perfecta. Demos~raremos por 

hipótesis de inducción que G es núcleo-perfectible. 

Para n = 1.2 es claro 'l'Je se cumple. Supongamos que G' es 

perfecta y IV<G'JI < n entonces G' es núcleo-perfectible. 

Sea G Perfecta tal que IV<G)j : n. 

Como G es perfecta, H cumple con una de- las cuatro propiedades 
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del teorema 3.5. 

Si H cumple con dos o tres, utilizando la demostración del 

teorema anterior (incisos 2 y 3) obtenemos que el complemento de O 

es una gráfica bipartita. Por lo tanto O es el complemento de una 

gráfica f1Jertemente perfecta, estas gráficas son ntlcleo 

pel'f'ect.ibles. 

Si H cumple con cua.t .. ro entonces por la demostración anterior 

(inciso () O es un clan de corte. Sea D una orientación por pozos de 

O. Por hipéil,.esis de inducción. las partes de D que corresponden a 

este conjunto de corte son n1lcleo perfectibles. Como este conjunto 

es un clan. el teorema nos permite concluir la 

ntlcleo-perfecciéin de D. 

Si H es una gróf ica bipartita entonces O es una gráfica tal que 

no contiene a K,,, <configuración excluida de todas las gráficas de 

líneas) y no contiene a K, - e (ya que implicaría la existencia en H 

de un triángulo). En este caso el resultado es consecuencia del 

teorema siguiente: 

Teorema No.3.6. Si G es una gr~rica perfecta tal que no 

contiene como subgráficas inducidas las gráficas K ... y 

entonces G es ntlcleo-perfectible. 

D~mostracl.ón: La demostración la haremOs por inducción sobre ·el 
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ntlmero de vértices de O. 

Par.a n : 1,2 es claro 'lUP. se cttmple-. 

Supongamos Que 13' es una gráfica tal que IV<G') 1 < n y no 

contiene como subgrrificas inducidas Jl .K1~ª y K, - t.!> ent.onces G' es 

ndcleo-perrectible. 

n y satisface las hipdt . .,.sis 

del teorema. 

Sea D una ol'ient.ación por pozos de (l. St.IPongamos en p1•imer 

t.,é"rmino 1.tueo O no PQSee arist.as simétricas. 

Co1110 G no coni,iene a K 
t,3 

ni a .:, - e, todo vértice de G 

aparece en a lo más dos clanes maximales. 

Sea x un v"rtice de G tal que aparece en un sólo clan maximal 

de 13. Sus vecinos forman un cV~n de corte en 13. Por hipót.esis de 

inducción este clan de corte v las componentes conexas que quedan al 

quitar dicho clan son núcleo-perfectibles, por lo t.¡,nt,o, utilizando 

de nuevo el teorema 3.4 tenemos que D es ndcleo-perfect.ible. 

Supongamos QUe todo vértice de 13 aparece en exactamente dos 

cl<ine~ maximales. Sea ,tf un clan maximal de G. " un pozo de .ef en D 

(este es •lnico va que D no cont.iene aristas simet.ric<1s) y :« el 

segundo clan que cont.iene a >'. Demostraremos que ,. es una fuente de 
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:!I en D. En caso contrario. sea s la f1Jente de :8 en O. La 

s1Jbdigráfica o - s ·uene 1Jn núcleo N por hipótesis de inducción, Si 

x E N. por ser fuente s en D. x es su vecino exterior. por lo t.ant..o 

N es núcleo de O. Si x ~ N. entonces existe t € N tal que es vecino 

exterior de x. Pero todos los vecinos exteriores de x estan en 

.:8 - s. por lo tanto t es uil vecino exterior de s en D. por lo que 

concluimos que N es núcleo de D. 

Por lo tanto el conjunto J> de los pozos de clanes maximales de 

O esta contenido en el conjunto de las t'uentes de dichos clanes 

maximales. 

Como ést.os dos conj1Jnt,os t-ienen la misma cardinalidad Ctodo 

clan posee exact.ament.e un pozo y una fuente) podemos· concluir que 

son iguales. 

Sea H la subgrárica de O generada por los vertices de :P. C6da 

vértice x de H cumple que 6~(x) = 1 v 6~(x) = 1, va que cada clan 

tiene exactamente un pozo y una fuent.e. Por lo t.ant..o H es una 

digrárica donde cada componente conexa es un ciclo dirigido par, va 

que G es pert'ecta. 

Sean H, .H
2

,. •• ,Hk dichos ciclos dirigidos. Cada H
1 

tiene 

exactamente dos núcleos a, v Rl, los cuales forman una bipartición· 
k 

de H,. EscogereMos un núcleo N
1 

de cada H
1 

de manera que 
1 
~ t N

1 
sea 

un núcleo de D. el cual también es 1Jn núcleo de H. 

132 



Si D ~ H. la elección de N dent.ro de cada H. es indiferente. 
' ' 

Si D ~ H ent.onces 3 " <= D - H tal que x no es ni pozo ni ruent.e 

de un clan de D. x pol' hipótesis aparece en dos clanes ft V :& de D. 

los cuales poseen cada uno un pozo Y una fuente. Sean P A. FA, P 
8
, F 

8 

respectivamente dichos pozos v ruentes. Estos cuatro son los t!nicos 

vecinos de x en H. 

Si estos cuatro vértices aparecen en la misma component.e H de 
' 

H. la elecddn de H, es indiferente a "· En efecto un ntlcleo Nl· de 

Hl contiene siempre uno de los dos vért.ices P A o P 
0

• Si no sucede 

e .. to significa que r A V r. est.an a dist.ancia par en H. Entonces 

podemos obtenel' un ciclo dirigido impar en Hl de P A a F' 
8 

ut.ilizando 

las flechas <P
8

.x) v <x.PAl. Ya que la longitud del camino dil'ir;ido 

de P A a P 
8 

es Pal'. implica que de P A a F 
9 

sea impal'. al agregar las 

dos flechas antel'iores obtenemos el ciclo dil'igido impar. Este ciclo 

no tiene ninguna diagonal debido a que "• no posee. " es solamente 

vecino de P A v F' 
8 

en el ciclo v. F' 
4 

V F 
8 

no pertenecen a este ciclo. 

Lo que col'resPonde dentro de G a un ciclo dirigido impar sin 

diagon..les. lo cual contradice la per!'eccidn de G. 

Si x e D - H \.al que los pozos de los clanes a los cuales 

pert.enece est.an en direl'en\.es componentes. es decir. P
4 

v F
4 

<= n, v. 

P
8 

v P
8 

<= HJ <1 "' j), a x se le llama vértice mixto. entonces 

tenemos. POI' eje11plo. que FA .. a,. PA € R,. r. € Qj y r ... Rj' 

DireftlOS que Ql !'Uel'Za a Qj ( ya que si Ol ha sido seleccionado Para 
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rormar parte del ntlcleo. x no t.iene ningun sucesor en Qt • est..amos 

forzados a elegir Q j para que " tenga a P 
8 

como sucesor dentro del 

nllcleo). Remarquemos que si 0
1 

fuerza. a ºr entonces RJ fuerza a R
1

• 

De manera general diremos que o, fuerza a QJ si existe una serie 

01 • Ql • o, . Ql .. • • • o, • O. tal que Ql fuerza a o 1 o t 2 p J r r+ t 

( O :S r :S p-1 ). 

Construiremos entonces el núcleo de la siguiente manera: 

Elegimos como N
1 

uno de los núcleos de H
1

• Para todas las 

componentes H
1 

donde N, fuerza un nllcleo. llamamos Ni el nllcleo de 

H, forzado por N,. Si e:dst..e una componente, por ejemplo H,. donde 

N, no fuerza nada, escogemos arbitrariamente N2' después tomamos los 

nllcleos NJ forzados por N
2 

para las componentes HJ' 

Iteramos este procedimiento hasta que toda componente Hl se le 

atribuya un nllcleo N1. por elección o bien por forzamiento. Para la 

coherencia de este procedimiento verifiquemos los puntos siguientes: 

a) Si Nl fuerz" a Qm, no e><ist.e otro NJ · (j > D que fuerce a Rm 

en la misma componente H • 
m 

b) Un N
1 

no fuerza 

componente H • 
m 

a la vez a Q v a R en una cierta 
m m 

Para el inéiso a), es suficiente constatar lo que sucede denti:o 
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del caso contrario. Si, por ejemplo, NJ = RJ y si NJ fuerza a Rm, 

entonces Q fuerza a Q • por lo t.ant.o N fuerza a f:J y por 
m J l J 

consecuencia no podemos elP.gir Nj Rf 

Para el caso b). que N1. fuerce a Qm significa que e::<ist..e una 

serie N = Q , O t..al Que a fuerza a Ql para un 
r•t L lO L l L 

r 

vértice mixto "'t • Si Nl fuerza a R m implica que existe ot.ra serif.' 
r 

N. • R R. ..... R. R tal que R fuerza a R para un 
L io J, Jq m J. Jg+l 

vértice mixto ~\:i 
( o s s s q-1 ). Deducimos entonces un ciclo 

dirigido impar utilizando X después 
'o 

XL' etc., hasta un vértice t 

• 
de Q • posteriormente ~.ornamos el camino de a entre t y un vértice u 

m m 

de Rm' continuamos por u hasta yj
0 

< a travf.'s de los .RJ• y los yJ/· 

Después nos seguimos de y. hasta x Est..e ciclo no contiene 
Jo Lo· 

diagonales, ya Q•le de ot..ro modo obt .. endríamos una subgráfic::a inducida 

K<.• o K, - "· Est..e ciclo dirigido correspond" en G " un ciclo impar· 

sin diagonales lo cual contradice su perfección, 

La definición de forzamiento implic& que todo vértice mixto de 
k 

D - H t.enga un sucesor en i ~, Nl, por lo cual constituye un núcleo 

de D. 

FinalMente revisaremos el caso donde D posee arcos sim~tricos. 

Sea (a,b) una orista de G Que esta orient.ada simct,r•icamenl..e en 
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!l. Como G no cont.iene como subgráfica inducida a K
4 

- e, est,,. arist.a 

aparece en un s6lo clan Jf de G, va que el que pertenezca a dos 

clanes nos genera dicha gráfica ( tomando un vértice de cada clan 

junto con los otros dos de dicha arista ). 

Sea " o 
un pozo de Jf en D. sea x un 

' 
pozo de 

continuando de est..a manera sea xJ un pozo de Jtf - { x
0

,x,, ... ,xJ-l ). 

Prosigamos de este modo hasta tomar en cuenta el tlll,imo vérl,ice de 

$1. Tom·~mos a = "L v b = "r con i < J. Al suprimir la flecha (a,b) 

obtenemos una digráfica O 
1

, la cual es una orientaci6n por pozos de 

G. En efecto si Ces un clan de 0
1 

tenemos dos casos posibles: 

1) C no contiene a la vez a a v b, Entonces C es un clan de D que no 

es afectado por la supresi6n de la flecha (a,b). Por lo tanto C 

posee un pozo en D. 

e) C contiene a a V b, Entonces C e A V el pozo de C es el vértice 

"K tal que k = m!n < m )( e e >. 
m 

Iterando este procedimiento para cada par de flechas 

siMétricas de D. obtenemos finalmente una digráfica D' tal que es 

una orient.aci6n por pozos de G, sin ninguna flecha simétrica. 

Entonces D' tiene un ntlcleo N, Las flechas simétricas al regresar a 

D no afectan en nada a la independencia de N. Por lo que N es nllcleo 

de D. 
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Por lo tanto si H es una ,ráfica bipartita (caso () en~onces G 

es ndcleo-perfectible, 

Por lo aue podemos concluir aue G es nucleo-perfectible •• 
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