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INTRODUCC!I ON

Uno de los métodos mds comunes para la solucidn de problemas es’
la transformacién. Como todos sabemos existen transformaciones:  de
bases, espacios y funciones (por ejemplo) en muy distintos campns  de )
las matemdticas. En el caso de grdficas no es la excepcidn y  se

realiza sobre la misma.

La transformacidn, conocida como grdfica de - lineas (digréfica
de lineas en el caso de grdficas dirigidas), es de las muchas. que se
nos podr{an ocurrir la mds simple, consiste en  generar  una nueva

grifica a partir de sus aristas o flechas.

El objeto de esta tesis es estudiar las  propiedades que se

conservan después de la transformacisn.

En el primer capftulo presentamos los resultados bééicos, sobre
las grdficas.y digrdficas de lf{neas <{(definiciones, propiedades vy

caracterizaciones).



ﬁentro de la Teorf{a de Grdficas hay diversos conceptos que
Juegan un papel relevante, éste es el caso de nucleos, El capftulo
dos engloba los resultados mids importantes de este trabajo, con
irei‘erencia a ndcleos y la digrdfica de lineas. Es asf como
demostramos que para una digraf'ica D donde todos sus vértices Liéne
ingrado mayor o igual a uno, el numero de seminticleos C(cuasintcleos)
es menor o tgual al nunero de seminlcleos <(cuasintlcleos) de su
digrdfica de lUneas., Con la misma hipdtesis también probamos que »t o
nimero de funciones de Grundy de D es igual al nimero de Sunciones

de Grundy de su digrdfica de LUneas.

Siguiendo con el tema de nucleos, el capftulo tres desarrolla
un panorama sobre las grdf'icas perfectas centrdndoce en el siguiente
resultado; La grdfica de  lfneas es  perfecta sty sélo st  es

nicleo~perfectible. .




PRELIMINARES

‘Definiremos . los conceptos generales de Teorfa de las = Grdficas =

utilizados en este traba jo.

Una ardfica G consta de un conjunto finito no vacfo de objetos
llamados vértices o puntos, denotados por VLB), Jjunto con un
conjunt.o de pares no ordenados de distintos elementos de G llamados

aristas o arcos, denotados por A(G).:

Si u y v  son dos vértices de una gréfica [¢] Yy
a = (u,u) e AB) diremos que u y v son extremos de a 'y qué
u'y v son adyacentes., Dos a‘risbas son adyacentes. si’ tienen un
extremo en comin. Una arista incide en un vértice v, sives uno  de

sus extremos.

El grado de un vértice » en G, denotado por 600)). es el ndmero
de aristas que inciden en v, es decir, el nimero ~de  vértices

adyacentes a v,

Los  vecinos de un vértice v de G es el conjunto

W) = 4 u e VB | Cuiud & ACBD ).

Dos gréficas . G y H. son semorfas si existe una - funcidn

g



£: V(B) ——- V(H) bivectiva tal que:
u es adyacente a v en G ¢ fCu) es advacente a fC(v) en H

Un camino €, es una sucesidén alternada de vértices vy aristas
tal que vértices y aristas consecutivos son adyacentes. Si el camino

empieza en u y termina en v, 1o llamaremos un_ uv-camino.
Un paseo P es un camino en el gue no se repiten aristas.

Una trayectorta T es un camino en el qgque no se repiten

vértices.

Un camine cerrado es un camino que empieza y termina en el

- mismo vértice.

‘Un ctcleo € es un camino cerrado en el gque no se  repiten

véptices, s6lo el primero y el dltimo que son iguales,

La longitud de un camito €, denotada por €}, es el nidmero  de

aristas que contiene., $i € tiene n vértices entonces (¥) es n-1.

Una grdfica G es conexa si para todo ‘u,v e VIB) existe. un

uv-camino.

Una grdfica B es una subgrdfica de G si se cumple. que;

VCHY € VCBY v AMHD € ACGD.

Las componentes conexas de una grifica G son las subgrdficas

. de. @ wmdximas con la propiedad de ser conexas.

Una gféfica H es una subgrdfica.inductda de G, si V(H) & V(G ¢

Cuw) e AH) si y sdlo si (u.u) € A(G).

Si en una gréfica G t.'_odo‘ par de vértices es adyacente = entonces



decimos que Q es completa. La cual denotamos por Kp, donde‘ p es el
nimero de vértices de G.
Denot.amos por Kp - e la gréfica completa de p vértices menos la

arista e,

Un clan de 6 es un conjunto de vértices gque inducen una

subgrdfica completa mdxima.

Una gréfica G es dipartita si existe una particion de V(G) en
los conjuntos V1 Y Vz tal que toda arista de G tenga un extremo. en

Vt y otro en Vz.

Una grdfica @ es &ipartita conlpLeta si existe una particién
< Vt.V2 Y de V(B> de tal manera que todo vértice de Vt es = adyacente
a todos. los vértices de Vz. La escribiremos como Kmm, donde
|V£| =ny |Vz| =m. Si ]V‘I = { entonces G recibe el nombre de

estrella y la denotamos por Kx m

Dada una grdfica G, el CompLemenl‘.vo de G, denotado - por G°, es
“una grédfica tal que ; V(G = V(B) y u es advacente a ven G si

Y s6lo si u no es adyacente a v en G.

Una grdfica G es un drbol si G es una gréfica conexa y sin

ciclos,

Sea v & V(B), si @ - v aumenta el mimero de componentes conexas

- de! G entonces a v lo llamaremos vértice de corte.

Sea S € V(B), 8i G - S aumenta el nimero de componentes conexas

de G entonces a o4 lo ilamaremos conjunto de corte.

" Algunos ejemplos de los conceptos anteriores se encuentran . en



la Figura No.1.

va) 3 Ca,b,c,d,w,f,ghy

a b
———)
o ta,by, tg,h) & ALOY
. a.es adyacenle'a g
L] - ta, ) es adyacente a (f,e

tec,d) incide en ' d
N(b) = (a,g,c,d>

- h ' T = ¢f,8,9,b,c>
/\ C = ¢h,g.b,e,d,h>
ficiz 5
0X————0
° d

60m) =4

FIGURA No. 1t

Una digrdfica D consiste en un conjunto  finito, no . vacfo, de
objetos 1llamados vértices, denotados por V(D), junto con una
coleccion de pares ordenados de  distintos elementos  de vy,

llénadps flechas Caristas dirigidas), denotados por F(D).

Si f = Cu,v) & F(D) diremos gue; u es adyacente a v o §f incide

en v,

El ingrado de un vértice v en [, denotado por zS;(u) es el
nimero de vértices adyacentes hacia v, es decir, el nUmero de

flechas que llegan a wv.

El exgrado de un vértice v en D, denotado por 6;(1;) es el
" nUmero de vértices adyacentes desde v, es decir, el numero-.de

flechas que salen de v.

El grade de un vértice v en D, denotado por 6DCv) es la suma

“del exgrado y del ingrado de w.

Los vectnos extertores de un vértice x es el conjunt.o



M) =4 ye VD | Cxy) e FD 3,

Los wvecinos intertores de un vértice x es el con junto

e =y a V) | Cypd e FDY ).

Sean D y H digraficas, diremos que D es {somorya a H si existe

una funcidn o; V(D) —— V(H) bivectiva tal que;
Cuv) & F(D) o C oCwW.o(v) ) e PUD

Una digrdfica H es subdigrdfica de D, si  VCIH g VD) y
FCHY € FCD).

Una digrdfica # es subdigrdfica inducida de D, si VCH) € V(D) ¢

Cuv) & FCH) i vy s6lo si Cuw) & FID)  econ u, v a VUD.

Un camino no dirigido ¢ de D es una sucesidn alternada  de

vértices y flechas ©€ = { u ,u.,...,u_ 2 tal que Cu ,u ) ev FD) o
o 1 n 1 ie

(uiu.u‘) e FCD). Si € empieza en v vy termina en v diremos que. £  es

un wv - camino no dirigido.

Un ' camino dirigido 2> de D es una sucesidn alternada
de  -vértices y flechas & = ( YoM tal.  que

(ui,um) e FCD),
Una trayectoria no dirigida T de D es un camino no dirigido en

el que no se repiten vértices.

Una trayectoria dirigida T' de D es un camino - dirigido en el
que no se repiten vértices.
Un camino cerrado no dirigido es un camino. no difigido en el

que el primeroc. vy el dltimo vértice son iguales, -



‘Un camino cerrado dirigido es un camino dirigido en ‘el que el
primero y el ditimo vértice son iguales.

Un ciclo ne dirigide C es un camino cerrado no dirigido ‘en el
que no se repiten vértices ( sdlo el primero y el dltimo ).

Un ciclo dirigido T’ es un camino cerrado dirigido en el que no
se repiten vértices ¢ sélo el primero vy el dltimo ).

Una digrdfica D es conexa si Yu ve VD existe un
wv - camino no dirigido y por lo tanto un vu - camino no dirigido.

Una digrdfica D es fuertemente conexa si V¥V u, v e V(D) existe
un uv = camino dirigido.

La matriz de adyacencta A = (au) de D esta  definida como

sigue;

{ 1 si <Ul'uj) e FCD)
0 si CUL'U,) e F(D)

Una .diagonal de.un ciclo C . .es wuna arista (respectivamente .
flecha) en ~ACGY - ACCD  (respectivamente F(D) - F(C:)) con ‘alvnbos
extremos en G '

kA.lgunos ejemplos de los conceptos . anteriores se encuentran - en

- la'Figura No. 2.




ViD) = <a,b,c,d,e,1,g9,h>
a © te,dr,th,g> € A(D)
¢ o adyacente a d

0 gm0
\ / te,[) incide en §

+ .
og 6?(d) =0, éntd)-- 4, 6n(da =4
f o I 0 .c thy = ¢g,d>, [ thy = oy
h o s (,8,9,b,e

= tb,d,c,b>

z {¢,b,a,@,{>

)

= ta,e,f,a>

FIQURA No.2




CAPITULO ‘UNO

En este capftulo presentamos los resul(;ados bésicos sobre . las
grﬂricas Y digriﬁcaé de lineas. Partiendo desde las  definiciones

hasta llegar a la caracterizacidn de dichas grdficas.

Lo expondremos en dos partes; la primera aborda iunicamente las
gréficas de lineas vy por consiguiente la segunda las digrdficas de

lineas.

GRAFICAS DE" LINEAS,

Derivicion ¥ - PROPEDADES 7 ’
Bl concepto. . de . gratica de lfneas, . dentro ~dé las, =

transformaciones de grdficas, surge de manera natural.

Definicidén No,t.f. A cada grifica G le asociamos otra grafica

'LCB) : llamada grdfica de lineas’'de la siguiente manera;

1) VLG = ACG)

2) Dos vértices son adyacentes en L(@) si v sélo si

10



son adyacentes en G como aristas.

Aungue los primeros en estudiar este concepto, Whitney (351 ¥
Krausz f2141, no le dieron nombre, otros aut.ores que
independientemente utilizaron esta transf‘ovchién, le asiénax~on “uno
propio: Fisher {12) la 1llamd "Grifica de Cubrimiento’; Ore [27],
"@rafica de Intercambios'; Beineke (413, “Grdfica Derivada'; Menon ‘
(243, “Adjunta” vy Berge 61, "Ordfica Represéntativa". Nosotros -
ussremos en este caso el introducido por Harary vy Norman - {16]  en
1860, “Grafica de Lineas". Aunque técnicamente era mds natural usar
grifica de aristas, el nombre anterior es en este momento aceptada.

universalmente, ademds de ser mds elegante,

En la Figura No.i presentamos cuatro ejemplos ‘de grdficas con

sus respectivas transformaciones a grdficas de lineas.

T LG D
L .

FIGURA No.t

Rt



El siguiente teorema engloba las principales propiedades de una

grdfica de lineas.

Teorema No.f.!. Sea G una grdfica con p vértices y q aristas

entonces;

1> El numero de vértices de LB es q.

2> L(G) tiene [ '/ ¢ &v) ) - g aristes.

3) El grado de x en L(G), donde x = (u,u) corresponde a una arista

de G, es daCu) + tSG(v) - 2.

4) 6 y L(B) tienen el mismo nimero de componentes conexas, gi G n’o'
tiene vértices aislados.

5) TH>=T para n
n n-1

v
[

6) LCC ) = e para p

v
w

p
73 Kk %= LK D)
] 1,2

8) Si G es conexa y p 2 4 entonces L(G) & KP si.y s6lo s8i G = Kip
. . e

Demostracidn:

15> Ya que VILLGY} = A(Q) tenemos que |VCLIBY) | = |ACBY} = q.

2> Dgnot.ems por g las aristas de L(B). Por 1) L(B) Liéne q
vért.ices y ademds las 6‘ aristas  incidentes al véx‘(.i;e‘ v,

contribuyen en [fL ] agq., de manera que;

127



- 6 -1, - -1 2 1 Y 7
a 'E(z‘) /,E686 - =t E& - 16 /7, L8 -a

3) x = (uw) en B es adyacente por un extremo a 60(u) aristas y = por
el otro a 60(0). por lo tanto en L(G) x es adyacente a éu(u) + 60(\:)

menos dos vértices, ya que a x = (u,v) la estamos contando dos

veces,

4> Supongamos que G tiene n componentes conexas Gt‘ Cada G,‘ tiene

por lo menos una arista, vya que G no tiene vértices aislados.

Si G‘,‘ es una arista, por definicidon de L(G), cada arista va a
dar exactamente a un vértice aislado, lo que implica que si @ tiene

m aristas aisladas, en L{(G) tenemos exactamente m vértices aislados.

Si 6, consta de mds aristas, lo dnico que tenemos dque ver en.
este caso:-es que componentes copexas van a dar a componentes
‘conexas. Sean ab e VCLEG D) tal que a = Cuw) v & = (wxd) en G ..

Dado que G, es conexa 3 € un camino de v a v ;
1
C=dCa.a, a,..., @ J
i 2

Donde ai' = C\Ji 1'Ui)' i=4,2,...,n, €S  una arista de G, tal ‘que
- i

Y, =v'y v =u Va ef;a es adyscente a a . por lo que 'se .
n 18 .

_sigue que en L(B) también son advacentes. Por lo tanto;

19



es un camino de a a b en L(G).

Veamos que sucede si a vy & estdn en dif'erentes componentes
conexas., Sean a = Cu,w), b = (2w e‘A(G) tal gue a e A(GL) Y
b e A(Gj) con GL » Gj. Lo que implica que en G no existe wun camino
de a a b, Supongamos que « y b van a dar a la misma componente
conexa en L(B), por lo tanto existe un camino ¥ = (a.e‘.ez.. .Y dg
a a b, Lo que implica que én G, las aristas eL, Junto cém a v &
forman un camino de u a w g vaquea vy b estaban en diferentes
componentes conexas. Con lo que obtenemos gque cada Gl componente
conexa tal gue contiene mis de una arista va a dar exactamente a tna

componente conexa en L{G).

+. ElL.nuUmero de componentes conexas de G es igeal al nidmero 'dé@

componentes conexas de L{G),
5> Sea G una trayectoria T de longitud n;

T={a.,a,a,...,. a
1 2 3 n

donde’ e = (\ii. u““) (= A(G).‘ - 1,2,...n. En- LC(B) -cada afista es
un, vértice, por lo tanto L(G) tiene n vértices v como T ‘esj una

_ trayectoria V¥ a e T, .a es advacenpe a a .  Entonces 'por

i 144

~definicién de gré(‘icas de ' lfneas, dichas adyacencias se respetan, lo
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que implica que en LC(G) obtenemos la siguiente trayectoria ;
T =€ a.,a.,a ..., a I
1 2
Como T’ tiene n vértices, su lonéibud es n - 1.

6> Sea G Cp con p 2 3, tal gue;

donde @ = Cv. v e ACG), i=1,2...,p, tal que v =v. El ndmero
i i-1" Q P i

de aristas de cp es p, por lo tanto L(CP) tiene p vértices, ‘Ademds

Ya e A(CP). a es adyacente a o ., para :z....p por lo  que

en L(C ) obtenemos una trayectoria de a a ap. Pero como CP es . un
P

ciclo, e es adyacente a ap , por lo tanto L(ij es un ciclo con p

vértices.

7> Sea G K‘: y sean a‘. az, a] suys aristas, lo que implica que
L(Ku) consta de sdélo tres vértices, Como cada arista de K‘: es
adyacente a las cotras dos, en L(K1 3) cada vértice es adyacente .a

los otros dos, es decir, L(K‘ 3) x K:'

‘8> Sea LCG) 3 Kp. es decir, L(G) consta de p veértices tal que todos
sonh advacentes. De lo que se sigue, por definicidn de gréfica de
llﬁeas. que G ‘tiene p aristas, las cuales son Lndas advacentes .ent.rc
s1, éuponganbs que u" = ‘““'“z-’." a. = fuz.ua.’ son aristas dek 6 tal

2

15



que Liene un extremo en comin, sea aa obra arista de G  tal que Y-

adyacente a @ vaa, existen dos posibilidades gue a, = ('u‘.u:) °
que a, = Cuz.u‘). Si Q: = tu‘.u3> entonces {a‘.qz,us) forman - un

tridngulo, como p 2 4, existe otra arista u4 advacent.e a e‘, az v
a., pero como una arista sdlo puede sor advacente exactamente a  dos

aristas de un tridngulo, implica - que aa w (u‘.uz.’. Por lo tanto

a = (uz.u‘,. de 1o que se sigue que ¢, @, a ¥ o son adyacentes

en el mismo vértice. Si p 3 4, como toda arista consta wsoclo de dos
extremos la dnica forma gque sea adyacente a 4 o mds aristas es que
sean advacentes todas en el mismo vértice, Por lo tanto G 2 K"p.

Sea @ = K"p. es decir, JA(®)] = p y ¥ a e ACG), a comparte  un
extremo en comin con todas las demds aristas de G, es décir. t.odas
las aristas son adyacentes entre sf{, Lo que implica que L(G) consta
s6lo de p vértices, los cuales son adyacentes enlre sf. Por lo que

concluimos que L(G) ¥ KP
. ‘m

Notamos en la Figura No.1 que L(Gz)'g Ga‘ con lo que. bbténemds

que L(Ga) X L(L(Gz)).

Defintcidn No. .2, Llamamos gardfica de Llineas n-titerada  sj

LYG 2 L@ vy LNG % L@ para n > L.

En sus investigaciones sobre L7(G), Van Rooij v Wilf (31}

probaron el siguiente teorema.

16



Teorema No.t.2, 81 @ es una gréfica conexa tal que no es
isomorfa a K’ g B una t.rayectoria o & un ciclo ¥y P, denota el

ntimers de vértices de L™G) entonces:

Zem pn = o
n——sm
Demostracidn:

‘Observacidn No.i, Si G es conexa ¥ nn es un ciclo, una
trayvectoria o K:.z entonces L@ contiene dos ciclos con ai' mencs
un: vértice en comin. Como G no es un cicle o‘una trayvectoria existe‘
al menos un veértice v en G tal que 60(\:) =n 23, Sielgradc de . v
e; tres, como G no es Kx,a’ existe una arista 2 en G’ tal qgue . es
advacente a #{v), Si a es adyacente a dos vértices de #(v) entonces
@ es como la grafica Gz de la Figura No.i, en donde observamos qug
L(Gz) son dos ciclos . con dos vérﬂices en comin, Por el teorema 1.1
Cinciso 6) ciclos van a dar a ciclos y el ftener vértices en comin
impiica que tienen aristas advacentes entre s{, entonces L¥™®
contiene dos ciclos con al menos un vértice en comin. Sia es
adv‘acem,e a un sSlo vértice de #(v) entonces L(G) eév isomorfa a ‘la>
griﬂ"ica Gz‘de la Figura No.i, por lo tanto la observacidn tambié;\ ae
cumple para #ste caso. Si el grado de v es igual 0 mayor a’ cuatro
entonces, por el teorema 1.1 (inciso 8), L(G) cont.iene una
su.bgreﬂ‘i.ca completa inducida de cuatro o mds vévticeﬁ. por lo  tanto
contiene dos ciclos con al menos un vértice en comin. lo gue’ implicaf

que L@ cumple con la misma propiedad.

17



Observacidn No.2. Si G tiene dos cicles unidos por una
bmyect;oria de longitud k 2 0, entonces L(G) tiene dos ciclos unidos
por una trayectoria de longitud k + 1. Sean Ct Yy (!z ciclos yv. T una

trayectoria de longitud k 2 0 en G, tal que;

C‘ = ( G @ A ap s df(nvt.ut) e ACB), {z1,. . ,p. U°=up
C = (b, b, b..c.v b 2 bsCuw WD e AKGI, i21,...n, W _~W
2 1 2 3 n v wtf o n
T =¢ C v € r € rena e J; ct=(u,‘.ui”; € ACB), =, o,k

Como Cl y (}z estdn unidos por T, existen vértices en T comunes - a (2l

v acz. Sin pérdida de generalidad, supongamos que v, =u‘ v

Yoy = Vg Por lo tanto la arista c, es adyacente a las aristas a -y

ap de C‘; y. la arista ¢, _es adyvacente a las aristas lb1 y b“ de Cz.i

Por el teorema pumerc 1,1. Cincisos 6 v 73, Cl Y Gz van a dar a dos"
ci/,c.los c:_ y C; . respectivamente y, T.a una Cbayectoria‘ Tf de
longitud k - 1. Por las advacencias descritas anteriormente entre . T,
C(v Cz. existe en L(B) por lo menos ﬁna Lravéctoria de  longitud
Kk *‘1 que -une a C" v C;. por e jemplo 1a trayectoria

T = (a;.c’) UT U (ck.bt) es’de la longitud requerida.

~Sea 6 una grd#fica conexa, como G no es un ciclo, una
trayectoria o K‘ 4+ POT la observacidn numero uno L*(@) - contiene

" dos ciclos unidos ‘al menos por un vértice, lo que implica, - por la
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abservacidén niumerc dos, que LYG) tiene dos ciclos unidos por una
travectoria de longitud al menos uno y que al ir iterando vamos
obteniendo dos ciclos unidos ‘pcr uha trayectoria de longitud mavor a
la original.

L dim p = @®
n
N+ m

Cordlario No.f.2.1. $i G es conexa y L™G>) 2 G para alguna 'n

entonces L(G) 2 G vy 6 es un ciclo,

Demos tracidn: Como G 2 L™G), por el teorema 1.2, G es " isomorfa
a un ciclo, a una trayectoria o a K";. Si 6 & 'II‘p entonces  L(B)  es
isomorfa aﬁuna'trayechoria de longitud menor, y si seguimos iterando
L™G) resulta siempre una trayectoria de menor longitud a L™ 1¢E),
lo que implica que L™(G) # G, por lo que 6 no es una trayectoria,
Entonces G es isomo.ri‘a a K‘,:a o a un cicle, pero no puede ger
isomorfa a Ku, ya que chi,a) = K; ] L“(Kg). lo que implica que 4@
es un ciclo y como todo cicle va a dar a un ciclo mediante la

transformacisén de gréi‘icé de lineas,. L(G) = G.
Sea G % L(G) tal que G es un cicle, por lo tanto L(G) .es un
ciclo, por el teorema 1.1, mediante la transformacidn LC(G) ciclos

siempre van a dar a ciclos, por lo que concluimos gue LGy & G..

Por la misma construccién de una gréafica de lineas, muchos de

sus estudios estdn relacionados con el mapeo de una grifica en . otra,
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en particular con los isomorfismos ¢ cuando hablemos solamente de

isomorfismos se entenderd isomorfismos por vértices ).

Denotemos al conjunto de todos los isomorfismos entre las

grdficas 6 vy H como ["(G,HD.

Definictdn No.!.3. Un i(somorfismos por aristas de G sobre H es

una biyeccidn p: A(Q)

+ ACHY tal gue dos aristas son advacentes
en G gi y s6lo si sus imdgenes son advacentes en H. Donde (G H)
representa el conjunto de todos los isomorflismos por aristas de I <]

sobre H, con lo que se sigue que; 'C L{G), LCH) D = (G ,H).

El siguiente teorema menciona algunos resultados sobre el -mapeo

de aristas inducide por isomorfismos.

Sea p « [(G,H), definimos p.: ACG) —— ACH) cumo
CpNuuy = pCwpvd) y TTEH) = { %, p e F(GH) ).

Teorema No.t1.3. §i G y H son grificas entonces;
S 13 TMCEH) £ B ,
2 El mapeo T: "(GH) —I"(G,H3 definido como TCp) = 5" es uno - a

uno si y sélo si G tiene a lo mds un vértice aislado vy no' tiene

aristas aisladas.

20



Demos tracidn:
5 Sea p' - r'CG,H) y a =Cu,v, b = ¢v,z) aristas adyacentes en @,
tal que p‘(uu) = CwWpelvd  y p'(’uz) = pCuipCz), donde p:es un
isomorfismo por vértices, Como u = 2 Lenemos gque p(u) # p(2), por lo
qué las aristas p"(uu) 1 p'Cuz) son distintas en H, con un extremo
en comin p(u), por lo tanto p' preserva adyacencias. Con lo que

. . . . .
concluimos que p. es un isomorfismo por aristas.

2> Sin pérdida de generalidad, supongamos que G 2 H. Demostremos que
T no es uno a uno suponiendo que 6 tiene mas de un vértice aislado y

una arista aislada. Tenemos dos casos;

a G tiene més de un vértice aislado. Sean u, v vértices
aislados de G, definamos p; V(G) —es V(B) un isomorfismo tal que
KW = v, KW =vy, o£2) =2z ¥ze VB = {uv). Con lo que p~ 1T
y p° = I', donde I es el isomorfismo identidad. Por lo tanto T no es

uno a uno.

- 5> .G tiene una arista. aislada, -Sea .o .= Cuuvd ’di‘cha, 'ar;istar.r
Definamos p; VCO) —— VCE) tal que pCw) = v, pCud = U yi K20 =2
Yzea V@ - (u;u). por lo que o # I, Sea b = Cx,y) e ACB), eximten’

‘ ‘dos posibilidades;

l‘). Si b = a entonces p‘Cb) = p‘Ca) = p‘((.w) = p('qu(UJ- = vy,
poChy

{{) Si & # a entonces = plCxyr = pCxIpCyd = xy.
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Por lo tanto p' = I', 1o que ‘implica que T no es uno a uno.

Supongamos que G tiene un vértice aislado v no tiene aristas
aisladas, por demostrar que T es uno  a uno. Sean Py Py e G H,
tal que o, " Py Como £, % Py existe v e V(B tal que
p‘CU) » pz(u). Si v es un véptice aislado entonces PV es un
vértice aislado vy pz(v) también, Como p‘(\)) » pz(u). H tiene dos
vértices aislados, lo cual, por hipdtesﬁs, no puede suceder. De este
modo v no es un vértice aislado, VYa que G no tiene aristas aigladas
y como v no es un vértice aislado tenemos que existen u, w e AG .
tal que mon adyacentes a v. Por .definicién de p. se tiene que

p:(u\k) = pCwp Cw. Si pCU # p Cud " se sigue que

LJ \J
pzfou = povazc‘u) = p‘c‘v)p‘Cu) = p‘(‘ou
En caso de ‘que;
pz('u) = plCu) v p‘(u) f_pz(u)
obtenemos que;
p:(w) = p LW TUI Y pICwud = p Cldp CV),

Como p Cu) » g Cud implica que p:Oqu »” p:(w).. )

I8OMORFISMOS v EL TEOREMA DE WHITNEY
'En esta seccidn presentamos. el t.eorema de ¥hitney [35].761’ .cual

se centra en él siguiente problema: Si ‘ dos 5r£fica§ G‘» Yy G2 sov’n
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isomorfas por aristas es necesario que sean isomorfas por vértices.

El teorema 1.4. responde que si, con ciertas excepciones, como

es el caso del par K] y K‘ >

Defintcién No.1.4. Llamamos . estrella a un subconjunto .del
conjunto de aristas incidentes a un vértice v. S(u) denota el

conjunto de todas las aristas incidentes a v,

Una funcidn p: AC@) ———— ACH) preserva ‘estrellas si . manda

"estrellas en estrellas.

Lema No.f.1. 81 6 y H son graficas conexaz vy p; ACGI——s ACH)
es una biyveccidn entonces p es inducido. por. un  isomorfismo de [}

sobre H si y sdélo si p v, p" preservan estrellaé. ) et

Demostracidn: Sea 3; V(B) ——— VC(H) un isomorfismo, sea ‘{3,' el
igsomorfismo por aristas de G sobre H inducido por 3, lo  que - implica
que p' preéerva adyacencias. Tomemos p = ﬁ', por lo tanto p Y VP-‘-"

pregervan estrellas.

Supongamos que p 'y p-" preservan estrellas, Por - lo que’ para_ 3
‘cada’ vértice v en G existe al menos un vértice v’ en H tbal" qﬁé :
p(BCLY) € 8Cvu’), Ademds v’ esta determinado de manera  dnica por v,

(8L 6 € >4, ya que BC(v) A B(v) tiene un_ sSlo elemento,. si

v/ % v'? (debido a que las estrellas se intersectan solamente en ‘una
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arista). De este modo, si 60(1:) > 1 tenhemos gque 6"(\:‘) 2 éu(u) > 1.
De manera andloga a p, concluimos que o *(8Cu’)) € 8Cv). Por todo lo

anterior, p determina un funcidn bien definida;
A Cv e VG 5. > 1) ——— { v e VCH); §,Cu"") > L )
tal que pC8CvI) = S(ACU)).

Supongamos que G tiene al. menos tres vértices, ya que de otra
manera, el resultado es trivial. De este modo, si (va) e« AR v
6°(w> = 1 entonces 60(\:) > 1y pluw) & p<C8Cud) = BCACL). Con lo  que
obtenemos gque pluw) = v'w’, donde v’ = Alw y 5 (w') = 4. Si
extendemos A definiends ACu) = w’ entonces A determina 'una funcidn
A VB — V(H) tal que p€8Cw) = 8AA(W) ¥ v e V(B),  tal que N
88 una biyeccidn. Para demostrar que X\ es una Pun;:ion bivectiva,
fijemonos en la siguiente propiedad de las estrellas: u =v si ‘y

s6lo gi 8Cu) = BCu).
Si u = v entonces #(w) = #(v), por lo cual, SCu) = 8w,

Sea a e« 8Cu, es decir, u es un  extremo de .a, Por hipdtesis
"8Cuw = 8Cv), de lo . que se sigue gque a e SC(v), Como p 2 3, exisl.‘e
otra arista & que es incidepte a u o a wv. .Sin pérdida‘ de
generalidad, supongamos que es adva;:ent.e a u. Por lo tanto ' b e B(W
y por hipdtesis b e $(v). Lo que nos dice que v y v son los extremos.

de a y de b. Esto sdlo puede suceder si. u ='v... Por  lo Lanto " si

24



S(uw) = 8(uv) entonces u = w.
Demostremos gue A\ es bivectiva:

ad A es inyectiva. Sea Alu) = u’ v Av) = uw’' tal que u' = v’
De lo que se sigue que 8Cu’) = 8Cu'), susLiLuye'ndu Lenemoé que
SOu))> = S lvw)), por definicidn de A £(8(u)) = p(8Cuv)), Por
hipbétesis p preserva estrellas, con ‘1o que “obtenemos que
8Cu) = 8(u), es decir, u = v,

b> A es sobre. Sea v’ e V(H) y B8(v’) su. estrella, como p™*
preserva estrellas entonces‘p"(S(v')) = 8Cv), para algdn v e V(G).
De lo que se sigue gue SCu’y = PESCL), f’or definicidén de A  ‘tenemos
que p(ECuI) = BAACL)), tomemos U’ = ACv). Por lo tanto 3 v e‘rv.m)'

tal que INOIERVR

Lo udnico que nos ffalta para que A sea un isomorfismo es ver que

preserva adyacencias., Sean u, v e VG  tal que u Yy v son

. adyacentes, A(u) =:u’ y A(v) = v’. Lo que implica'que (uw) e 8Cw) y

fu,v) a SCv). - Por definicidn. de '\ y de p  tenemos que;

PCCUWI) e p(B(u)) = SACV)) = 8(v') v

pCCu,)) @ pCBW) = BOKW) = SCu’

! Es‘decir. pClu,u)) esta en la estrella de v' y de u’. De lo’ que sé .

.sigue que v’ vy v’ son adyacentes.

5



Por lo tanto A es un isomorfismo que induce a p.

En la Figura No.2 presentamos cuatro ejemplos de  isomorfismo

por aristas entre graficas tal que no son inducidos por un

isomorfismo. En el caso de la pareja (Gi.H‘L es claro, ‘que ‘no

existe un isomorfismo, va que [V(G )| > |VCH 1. Para los siguientes

tres ejemplos, veamos que los isomorfismos indicados en cada gréf‘iéa

no preservan estrellas: En el segundo caso, tomemos el extremo dé_ [
de grado uno. Su estrella en G2 tiene un sélo elemento v su .i‘lmgen
en Hz tiene dos; a y n.' En el tercer caso, fijemonos en el “extremo
de o de grado dos. Su estrelia en Ga consta de - dos aristas yy au

imagen en H2 contiene tres; a, #, £. Y por udltimo. en G‘, £ijandonos

en la estrella formada por las aristas a, ¢ y n. bajo el  isomorfismo

dado en la figura, va a dar a la estrella formada por las aristas a.

ey . Por lo cual en ninguno de ‘los casos el isomorfismo - por

aristas dado es: inducido por un isomorfismo.- Whitney probs que éstos

~son los Junicos casos posibles.
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FIGURA No. 2

Teoro}y‘a No.f.4. Si G y H son gréricés conexas, ent.onceﬁ.
excepto. por los cuatro casos de la Figura No.z. cada isomorfismo por

ariétas de G sobre H es inducido por uno de G sobre H.

Demostractdn: Si p es un isomorfismo de aristas de G sobre  H
tal que no es inducido por un isomorfismo entpnces.’por'- el lema v1.1.'
p o p* no preserva estrellas. Sin pérdida de - generalidad,
supongamos que existe un vértice v en G tal que p(8(v)) no 'es buna
estreil.a. Entonces 6,00 = 3 v pCBC(V)) es un conjunto de aristas de
un Lriéngulo Cya que cuatro o mis aristas sSlo pueden ser adyacentes

.en unaést.rel.la, teorema 1.1 {inciso 8)),

Sea scd) = {u,n,;k}, si 8Cu) = ACG) entonces tenemos' el primer
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caso de las grifices prohibidas, ilustrado en la Figura No.2 por el
par (Gl‘H‘). Si SCuw) # ALG) entonces existe una arista u en G tal
que es adyaceni.e a una de las aristas de 8¢u), ya que G es conexa. ‘
Pero u debe de ser adyacente a dos aristas de §(u), va que piv’) es
adyacente a dos aristas de p(8(w)), donde v’ es un extremo de p (va
que pC8Cv)) es un Lriénsulo). Existen exactamente tres casos
posibles en G; los pares (G HD, (G RD> y (G HI de la Figurs
Nro.z, que Llustran las gréficas prohibidas del Teorema de Whitney vy
corresponden en @ a la existencia de una, dos o tres aristas. Por lo
tante cada isomorfismo por aristas de G sobre H, excepte por lom
cuatro e jemplos de la Figura No.2, es inducido por un isomorfismo de

G sobre H.-

Corotario No.t.2.1. S8i G vy H son grificas conexas entonces

LG X LW si vy sdlo si uno de los dos casos siguientes se cumple:

1) g 2 H

2) {GH) es un isomorfismo sobre el par {K,.K‘ 3}

Demostractdn: Si LIG) ¥ LH)  entonces ‘existe un  izomorfismo
I- V(L_.(G)) ERDEN VCLCHD), lo que  implica, [;or definicidén d; LG
vque p es un isomorfismwo por aristas de @ sobre H. Por lo tanto, por
“ el "I‘eore-a,de ¥hitney, tenemos dos casos: p es uﬁ isomorfismo “por
anis(ae inducido por un isomorfismo de G sobre H o (G H) es un par
'de lgs gréficas ;'.(‘e 1,'mu,‘~a No.é. El primero implica que 6 X H vy el

- segundo que (G.H) % K .

28



Si G & H, implica que existe un isomorfismo A\ de G sobre H, el
cual induce un isomorfismo por aristas, por lo tanto LC(G) X LCH)., Si

{G,H} es un isomorfismo sobre el par (I(a.l(t 3). como L(K;) x Kz Y
LK > 2K (teorema 1.1 Cincisos "5 vy 73, concluimos que

L(GY = LD, -

CARACTERIZACIONES DE . LAS GRAFICAS DE LINEAS

De manera natural nos pueden surgir las siguientes preguntas
¢ Cuales  grdficas son grdficas de lineas ?, L Como podemos
caracterizar dichas grdficas ?, ¢{ Es posible dar un algoritmo para
encontrar la grifica rafz ?. Presentamos en esta seccién algunos

resultados obtenidos al respecto.

Una gréfica H es una gréfica de lineas si es isomorfa a  una
grdfica de lfneas LCG) de alguna grdfica G. Por ejemplo, K‘ - Kz es
griéfica de li{neas {(ver Figura No.%i (Gz)). Pero el problema no es  tan
sencillo, ya que no todas las graficas son grdéficas de lfneas. Este

es el caso de K”. Supongames - que - K
. ;

3 2 L(G), entonces : G tendria

. cuatro aristas debido a que Ku tiene cuatro vértices. Como G -debe
sgr conexa y ya gue K"3 tiene un vértice adyacente a 103 otros tres .
entonces G tendrfa tres aristas adyvacentes a una cuarta, Cono una
arista tiene dos extremos implicarfa que dos incidirfan en el mismo
extremo 'y la restante en el otro. Lo cual nos impiicarfa‘ que . L(O)

contuviera un tridngulo. Por lo tanto K” no es gréafica de 1fneas,
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Es por esto, que Kn juega un papel importante en la

caracterizacidn de las gréfica de lfneas.

En la Figura No.3 presentamos otros ocho casos de gridficas que
no son gréficas de lfneas. Por lo cual una caracterizacidn para que
d sea grafica de lfneas es que no contenga como subgrdficas

inducidas dichas grédficas.

N
®

FIQURA No. 3
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Este procedimiento de ir dibujando y ver si es gréfica de
ifneas no es nada fdcil y nada répido. Es par €sto que se requiere
utilizar otro mé€todo. Podemas fijarnos en las subgrdficas completas
de una gréfica de lfineas inducidas por las estrellas de la gréfica
rafz, en virtud de que K"P Cestrellas de p vértices) se convierten

en subgrdficas completas en L(G).

Definicidn No.!{.5. Llamamos particidn de Krausz a una’ coleccidn
X de subgrificas de H tal que cumple con las siguientes  tres

propiedades:;

{> Cada elemento de X es una grdfica complela,
2> Toda arista de H esta en exactamente un elemento de X,

3> Todo vértice de H esta en exactamente dos elementos de «.

Es claro que s8i H es una grdfica de [{neas de G entonces v la
_familia de subgréficas { S(v) } de H inducida por estrellas. de los
vértices de G forman una particidn de Krausz. En primer término toda
estrella va a dar'a una subgréfica completa (Teorema No.1.1). Ya que
8(v) n BCu) consta dé up 86lo’ elemento - {una  arista pertenece
exactamente a dos estrellas) se sigue gue un vér(.icer esta en
éxactahente dos elementos v una arista en un elemento de  la

particidn,

Un ejemplo de una particidén X de Krausz en  una grafica 3 de

lfneas - inducida pox; las estrellas de la gréfica rafz es el
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siguiente; Sea G como en la figura No.4, G tiene seis vértices, por

1o tanto tiene seis estrellas;

t>:8Ca) = {1} induce en L{G) una subgrdfica Kt = {1}

2> BCb) = (1,2 induce en L(G> una subgréfica Kz = {1,2)

3> BCe) = {2,3,6,7} induce en L{(G) una subgrdfica xa’ = (2,3,6.7}
43 BCD = (3,4} induce en L(G} una subgrdfica K, = (3.4}

5) B(e) = {4,5,7} induce en L{(G> una subgrifica Ka = {4,857}

&> 8CF) = (5,6} induce en L{G) una sub;rél‘ica Kz = {5 6>

Por lo tanto;
x = { {1}, {1.2), {2.3,6,7), (834}, (4 5,7), 5,6}
es una particidn de Krausz en L(G), cada elemento de X es  una
subgrdfica completa, cada vérlice de LLB) aparece en exactamente do‘sk.

miembros de X y cada arista en uno sdlo (ver Pigura No.4).
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FIOURA No. &

" 'Los clanes generalmente sirven como miembros de una - particida -
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de Krausz, donde los tridngulos juegan un papel muy importante,

Do finicidn No.!.6, Lliemamos a un tridngulo tmpor si existe un
vértice adyacente a un nimero impar de sus vértices. En otro caso lo

llsmamos par.

El siguiente lema especifica cuande los clanes juegan el  papel

de elementos de una particidn de Krausz.

Lemx No. (.2, Sea G una gréfica conexa tal que no es ninguna de.
las G, de la Figura No.f, H su grifica de lineas, X una particién  de

Krausz de B inducida por las estrellas de G vy o ¢ &K, ent.onces:

t) Si # tiene al menos tres vértices entonces # es un clan de

1) Si « Liene exactamente tres vértices enbtonces < es un

tridngulo impar.

ti1) Si «# tiene exactamente dos ~vértices entonces « es un clan o

A forma parte de un Lridngulo par.

©£u) Si o tiene justamente un vértice entonces &y  tLodos seus

vecinos .forman un clan, ¢1 cusl no es un tridngulo par.
. ¥ Un clan de H esta en X si vy s6lo si no'es un briéngulé par,
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ui) Si ¢ tridngulos poseen una arista en comun en H, entonces al

menos t - 1 son impares y cada impar pertenece a un elemento de X.

Demos tracidn;

Observactdn No.!. Una arista es adyacente  exactamente a dom
aristas de un tridngulo.

t> Supongamos que < tiene tres vértices, sean ul. a

o 9 dichos

" vértices. Si o no es un clan, 3 w e VCH) tal que (al, a, A, w) es
una subgrdfica completa de cuatro vértices. Por definicidn de X,

3 x « V(B> tal que B(x) genera a . Por hipbtesis {a ,a a, w} es
una subgrdfica completa en H, entonces por definicidn de grdfica  de
lineas, en D v es adyacente a las tres aristas de 8(x); pero la
dnica forma de que suceda esto es que w tenga como extremo a  x, en

- consecuencia B(x) no es el conjunto de todas las aristas incidentes

a x Z por lo tanto o es un clan.

ti> 8i o tiene exactamente tres vértices, & es un tridngulo. Por
.dei‘ir_xiqidn de %, o proviene de una -estrella 8(u) tal que 6;(‘)) - 3.
Como G es conexa y no puede ser ninguna de las G_t de la Figura No. 1
Cen especial Km). 3 2 « V(@) tal que z es adyacente a algin w,,

1 €£i % 2 con wlel(u).

Si z es adyacente a un vértice wl de #(v), entonces existe en G

la arista a = (z""i)' lo queimplica que en H, a es un vértice. de
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tal forma que sdlo es advacente a un dnico vértice de «. Por  lo

tanto & es un tridngulo impar,

Lity Sea 8(v) la estrella que genera & &, por hipdtesis
j¥C3} = 2, lo wque implica que da(v) = 2, Sean a = [STRYS] v
@, = (w) las aristas incidentes a v. Si 8Cu) va a parar a un clan,

. ya ésta, en caso contraric forma parte de un tridngulo. Veamos ahora

que dste es par.

Sea T = (a‘,az.aa) dicho tridngule, ¢ste proviene dw una

tridngulo T’ va que a, no es advacente a v v 6u(u) = 2.

Si no existe en H un vértice advacente a T, va acabamos, T ‘es
par. En caéo contrario, sea a, = V(i) tal que es adyscente a T, lo
cual sigﬁi(‘ica que en 8 es incidente a T’. Por la observacidén  numero
uno, a s6lo puede ser advacente a dos aristas de T’, por  lo tanto,
en H d‘ es . adyacente exactamente a dos vértices de T.-Por lo cual "l’

es un trifngulo par.

tud o consta de un sdlo elemento a = (uw). Enboncés ‘por
definicidn de X una de las es‘t,rellas de un vértice de a generan a o
y como & consta de un sdio elemento" dicho vértice Liene  grado uno,
sin pérdid$ de generalidad, supongamos que 8(uv) induce ‘a . Por
‘definicidn de particidn de  Krausz, t,odoy vértice de H ;esit.a én
ve_xaét«anentq dos elementos de K, sea &' la otra subgrdfica completa a

‘la cual pertenece o, lo que implica que §Cu) genera a o/, donde u es
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el otro extremo de a. Supongamos que £’ no es un clan, es decir,
exigte un vértice x en H tal que es advacente a Lo&os los = vértices
de #7’, por lo cual, es adyacente a a, Como x es advacente a a y a -
todos sus vecinos, x debe tener como extremo a u g. vya que BCu)
consideraba a todas las aristas que eran incidentes en u. Por o

tanto & y todos sus vecinos forman un clan.

En caso de que A’ sea un tridngulo, se sigue gue el grado de  u
es 3. Como G no es ‘1,3' existe otra arista a incidente en  H(W - v
(ya que él grado de v es uno). Si es adyacente a los otros dos
yéx;bices obtenemos la grdfica prohibida G2 de la Figura No.i. Por  lo
tanto a es adyacente a un s6lo vértice de #(u) = v, lo que implica

que en L(G) sélo es advacente a un vértice de o',

s A? es un tridngulo impar,
v Ht es un clan de H tal. que H1 esta en %

o> Si !V(ik)j # 3 claramente H, no es un tridngulo.

b> Si [VCH)| = 3, por definicidn de X, H es generado por
una estrella BCx) tal que 5.Cx) =3, Si VCG = {xz 2,2} entonces
G serfa una gréfica prohibida, por lo cual VW) - {x,z‘_zz,z;) 2Py

como G es conexa 3 ¥y e V(B> - '{x.zi,zz.zal tal que y es  adyacente - al
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menos a uno de los 2. sin pérdida de generalidad, s0a
(y.za) e ACG), lo que implica que en H (y.zz) es adyacente a- un . golo

vértice de H‘. por lo tanto H‘ es un tridngulo impar,

Sea H‘ un clan de H tal que no es un tridngulo par. Por

demostrar que Ht e XK.

a> Si IV(H,)I = 3 , por definicidn de grafica de lfneas,
tenemos dos casos: H‘ proviene de un tridngulo o H‘ es ;enerado por

un vértice v e« V(@) tal que .50(11) = 3,

Si H' proviene de un tridngulo T. Como M1 es impar I a e VUD
tal que a es adyacente a uno o a tres veértices dg l(‘. Si «a es
adyacént.e a uno implica que a es incidente en G a una sola arista de
T v si a es adyacente a tres vértices entonces a incide en G a tres
ax‘-isbas de T, lo cual no puede suceder. vya gque por la observacidn
No. 1 solo puede ser adyacente a dos. Por lo Lanto‘H‘ no provien? de

‘un tridngulo.

De lo que se deduce que H‘ es generado por una estrella, por ' lo

tanto “x e XK.

b> Sea |V 3| 2 4, por hipStesis H - es una subgrdfica

completa y utilizando el teorema 1.1 inciso 8 (L(G) KP »w G 2 l(1 )
‘ : P

3 v & V(G con 8’ < BC(u) tal queal pasar a H. H proviene de 8’.°  $i

8SCv) - 8’ » $ entonces 3 (x,u) e 8(v) - &, por 1o ctal “en H‘ el
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‘vérptice w = (x,w) es advacente a todos los de Hx' por . lo ' tanto
V(Hx) U {w} genera una subgréafica completa que contiene H‘ g. con Lo

cual fenemos que 8C(uw) - 8’ = ¢, es decir, 5 = 8.

-~ H e X
1

vi) Sean ¢ tridngulos en H tal que poseen una apista en  comdin.
Denot.emos por 'l‘,L = (a‘.az,wt)‘ ez, dichos Lriéngﬁlos. £n
consecuencia en G: a = 0 y a, = Cv)  tiene un extremo U . en
comin vy las aristas v, son adyacentes a a v ai. Pueden suceder. dowg
cosas; que todas las w incidan en el vértice v o que t - 1 sean
incidentes en v v una tenga como extremos a x v a u. En - cualquiera
de los dos casos al menos t - 1 aristas inciden en el vértice v, por
lo . tanto en H para - cada Tl = (a‘,a .w") 3 ‘wj W con

.2

List2,. . . -1, tal gue es adyacente a los tres vértices de Ti' Por
lo tanto al menos t - 1 son tridngulos impares..

Lar mig - importante’ observacidén que podemos hacer de  esta
demostracidn es el resultado de que un 3 clan de H esta en - X si -y
§6lo si dste es iupar; Lo cual sucede va que tridngulos de G -van ‘a
dar a tridngulos pares en H, mientras estreilas de tres aristas .a

tridngulos impares,

Teorema No.f.5. 8i H es una grifica de lfineas conexa tal que. 'no
es ninguna de las grdficas L{G) de la Figura No.i entonces H bieﬁe_

ﬁna ¥ 36lo una particidén de Krausz.
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Demostractdn: La demostracidn de este teorema se basa en los

resultados obtenidos en el lema anterior, los cuales son;

Si X es una particidn de Jrausz de una grdfica de ' 1fneas
inducida por las estrellas de su gréfica rafz entonces los elementos
de X con cuatro o mds vértices son precisamente los clanes de esos
6rdenes, los elementos de tres vértices son los clanes de tres
vértices impares, los miembros con sdlo dos vértices son clane§ de
dos vértices, donde las aristas de tridngulos pares no son elementos
de X, y por udltimo los miembros de un sdlo elemento -estdn formados
por un sélo vértice tal que al otro miembro de X al que pertenece no

es un tridngulo par.
Por lo tanto X es una unica particidn de Krausz..

Este teorema no es vdlido para las graficas de lineas de ;ylu
Figura No.1 ya que todos los tridngulos son pare;. En  la griéfica’
L(Gz) de la Figura No.f (por ejemplod, podemos - dar dos part,i.'ciones‘
de Krausz; I’l = { (a,b,c), (@), (d) } vy Pz = { (a), (b), (c,d,e)}

(ver Figura No.1).

El siguiente teorema engloba las principales caracterizaciones
de las grificas de lfneas. La primera se debe a Krausz [21]‘.~ la
segunda a Van Rooij vy Wilf (81] vy la tercera a Beineke [3].

Teorema No.1.6. Sea H ‘una gréfica entonces los siguientes
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enunciados son equivalentes:

a> H es una gréfica de lineas

&> H tiene una particidén de Krausz

¢> ‘H no  contiene a K!_3 como subgrdfica  inducida y cualquier
subgréfica inducida isomorfa a K‘ - K2 contiene un tridngulo par,

d> H no contiene como subgrdfica inducida isomorfa a cualquiera de

las gréficas de la Figura No.3.

Demos tractidn:
a> o b Por el lema 1.2 y el teorema-1.5, si H es una grérica
“'de lineas entonces podemos dar una particidn de Krausz, tal que .dsta

es inducida por las estrellas de G.

b> o a> Sea X una particién de Krausz. Definamos una gréfica 6
~tal que VCB) # X y para distintos elementos o, B e X, 483 € ALG)'si ¥
sl.’plp si 4 A B = ¢. Por las propiedades de una parbiciﬁn de ‘Kx*ausz.
40 RB consia de un sSlo elemento, por lo tanto si definimos
-0 V(L(G))—-v VCH) tal que p(«42) es el unico elemento de o n 3;
obtenemos que p esta bien definida. Lo unico que falta ver es que p

es un isomorfismo, es decir, p es bivectiva y preserva adyacencias.

Por. demostrar p es uno a uno. Supongamos que p(AB) = o(LD), es
decir, o(B) = x = p(¥D), por locual Xxe "B v xetl€ nD, ) por
"definicidn, -de - particidn de »Kravusz x esta exactamenﬁe en - dos

eiehent@s de X, lo que implica que € = o y D=8 Por lo  tanto
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A8 = €D,

Por demostrar que p preserva ’advacencias. es decir, si tomamos
dos vértices advacentes <%, B¢ en L(G) sus imSgenes bajo p son
adyacentes. Sean p(«B) = x y plBE) = vy, por definicidn de p tenemos
que x, ¥y € B y como B es una subgrdfica completa x es adyacente a ¥,

por lo tanto p(4B) es adyacente a pC2E).

c> » b> Por hipdtesis H no tiene a K” como subgréfica
inducida y cualquier subgrdfica inducida isomorfa a K‘ - Kz tiene un
tridngulo par. Tenemos dos casos: los dos tridngulos son pares o. uno

solamente es par.

1> Supongamos que H tiene dos tridngulos pares T’. = {uww) y
'1‘1 = (u,x,v) con una arista (u,v) en comin Ccomo  en la Figura

No.5Ca)), Si H no consta tan sélo de dichos tridngulos, existe un

. vértice y adyacente exactamente a dos vértices de T (ya que dste "es

par), si y es adyacente a u y. a v éntonces ‘se genera - un’
K“ b’a = {u,y,w,x) como subgrdfica inducida, por lo tanto y' es
adyacente a v y, sin pérdida de generalidad, supongamos qqé vy es
.- adyacente a(u. 1o gue implica que y es adyacente a un vértice de Tzf
pero como 'l‘z es par, y debe ser adyacente a otro vértice de €1, pero
. no puede ser u, ya que en ese caso ’1‘1 serfa impar, por lo tanto
(Q.x) e ACH) (Ver Figura No.5¢(b)). Si H no es la  Figura No.5¢b)
entonces 3 z e V() tal que es adyacente a dicha gréfica, observemos

que én la Figura No. .5(b) tenemos cuatro Lbiéngulos pares.en. los
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cuales cada vértice esta en por lo m.enos dos tridngulos entonces, =i
@ fuera adyacente a un vértice tendrfamos que tales Lri&ngulos'
serfan impares v, si 2 fuera adyacente a dos tendrfamos que T‘ o ’I‘z
seprfa impar. Por lo tanto el vértice z es advacente a tres o mds
vértices. Si el vértice =z es adyacente a w, v, x Lendr(amos.
K"a = {uw,z,y)} como subgrdlfica inducida, por lo cual =z tambi€¢n
debe ser- adyacente a y o a u. Si (2y) e AH), el trisngulo
T = (ww,V) es impar va que = es adyacente a los tres .vértices, por
lo tanto z no es adyacente a y. Si (2w e AC(H) entonces el
tridngulo formado por los vértices z, w, v es impar vya que u es
adyacente a los tres, Por lo tanto 2z y ni cualquier otro vdrtice

pueden ser adyacente a w, v, x, Sea z adyacente a wy a v, como T

H
es par z debe ser adyacente a u, lo que implica que =z es adyacente a
los tres vértices de T:‘ lo cual no puede suceder, por lo tanto 2 "no
puede ser adyacente a v y (z,x) e ACH). Tenemos que los tridngulos
formados por los vértices wy,v y x,uy, son impares y tiene wuna
arista en comin, por lo tanto =z debe ser vadyacente ayo . a v, pero
ya vimos que a v no puede ser, por.lo que es adyacente a 'y, con lo

'_‘c;ue obtenemos la grafica de la Pigura No.5¢c). Observamos que  si  a
la grdfica de la Figura No.5(c) le agregamos otro v‘ét;t.&ce b, - debido
a que cada vértice esta por lo menos en tres tridngulos pares
tendrfamos dos tridngulos impares con una arista en comin, por lo
que ya nO‘podemos aumentar mds vértices. Por lo tanto las Lreé
gré!‘ii:aé de la Figura No.5 son .los‘ dnicos casos en los cuales
_podeuos t.lene’r K‘ - Kz con sus dos tridngulos pares.  Estas graficas

son’ grdficas de lineas de las graficas de la Figura No.1. Por . lo
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cual podemos dar un particidn de Krausz.

2) Supongamos que al menos uno de los dos tridngulos’ gque
comparten una arista es impar. Bajo estas condiciones, el conjunto X
de subgrdficas completas de H (descrito anteriormente en el

lema 1.2 y en el teorema 1.5) es una particidn de Krausz de H.

o T v uo T z
u\/ \V y
o
X b3 L3

(a) (b) te)

FIGURA No. 9%

c) #» d> Supongamos que H contiene ' como subgrdficas . inducidas
isomorfas a alguna de las grdficas de la Figura No.3, . demostraremos
que H contiene a K“ o alguna subgrdfica inducida isomorfa a
K‘ -'K: ‘contiene sus dos tridngulos impares..

Si H contiene a G"g K‘ 5 entonces H contiene a K‘ 2

Si H contiene a Gi' 2 £i%£7, entonces los vértices w, u, v,
£ generan una subgrafica K‘ - Kz tal -qgue sus dos trifngulos - son-

impares,

Si H contiene a G' entonces los vértices u, v, X, 2 geheéran. una
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subgrifica K - K, tal que sus dos tridngulos son impares.

Si H contiene a Gp entonces los vértices x, y, v, 2 generan unha

subgrdfica K‘ - l(2 tal que sus dos triangulos son impares.

d) » c> Demostraremos que los Unicos caminos para que . H tenga
como sSubgrdfica isomorfa inducida K‘ - szcon dos tridngulos impareé ‘
es que H contenga como subgrifica alguna de las ocho gréficas .
diferentes a K"Z de la Figura No.3. Partamos de H tal que consta - de
dos tridngulos impares T‘ = Cwauw) v 'I‘z =C(umz2) com v Yy 2z no
adyacentes. Tenemos dos casos dependiendo de  si  existe © no .un -
vértice adyacente a un ntdmero impar de vértices de dichoysk

tridngulos.

Caso No.i. Existe un vértice y adyacente a un nimero  impar de

vértices: de T . vy de ’l‘z. Entonces  tenemos 155_ siguieht.es‘

pogibilidades:

a> y es adyacente a todos lo vértices de Tt y de Tz. En este caso

tenemos a Ga como subgrédfica inducida.

b> y es adyacente al menos a. un vértice de 'l‘l y de 'l‘z. Si es

adyacente a u y a v, obtenemos G‘ como subgrifica  inducida.  Si es

adyacente a z y a %, tenemos & Gz como subgrdfica inducida.
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Caso No.2. No existe un vértice adyacente a un ndmero impar de

vértices de 'l“ y de Tz. En este caso, sean x y vy - adyacentes a un
ndmero impar de vértices de T‘ y de Tz' respectivamente. Entonces

"tenemos las siguientes posibilidades:

" Antes de analizar cada uno de los casos, consideremos lo
siguiente; si x o v es adyacente a u- 0 a ‘v entonces X o y . es
también es advacente a w o a =, va que de otra manera tendrfamos

como subgréfica inducida a G‘ > K;:'

a> y es adyacente exactamente a un vértice de ’l‘l Y x a uno de Tz.
Si Cy,w), (x,2) € A(G) entonces, dependiendo si x y y  son vo‘ no
adyacentes, obtenemos G‘ o G7 como subgrdficas  inducidas, Si
(y.u‘). (x,z) € ACG) entonces (y,2) e A(G) tal que (x.wi = ACB); si  x
no es adyacente a y entonces los vértices {u,z2,x,vw) inducen-a G‘. si
son adyacentes entonces tenemos como subgrdfica inducida a G‘. A Si
(k.u), (y,v) € ACB) entonces necesariamente (y.Q) Yy (x,2) e MO, si
'(x.y)r = AG) impl.i.carb que existe G.I como- sﬁbgr&i_‘ica inducida, si
(x,y) &« A(G) entonces G2 aparecerfa. Finslmente  si yv y u son
ady#cen!.es a v, entonces de nuevo (y,w)‘ Yy (x,2) e« ACG), con lo que
obténem a G oaG como subgrificas inducidas’ dependiendo si x 'y

V son adyacentes o no.

b> Uno de los vértices x o ¥ es adyacente a tpes vértices de alguno .

de los tridngulos y el otro sélo a uno. Sea y advacente a . los'  tres.
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vértices de Tl, cl.eramente gi y es advacente a 3  obtenemos Gi como
subgrdfica inducida, entonces (y,z) « A(G), Tenemos gque x puede ser
adyacente a z 0 a v, Si (x,2) e A(G) entonces; $i ¥ ho es adyacente
a y existe 05 como subgrdfica inducida, vy si son adyacentes . entonces
los vértices {u,v,2,y,x} inducen a Gz' Si (x,u) e A(Q)  entonces;  si
x es adyacente a v, los vértices {x,wu,,y} inducen a Gl Yy, =i x es

adyactente a y, los vértices {u,wn.x,y} inducen a Ga.

c> x y v son adyacentes cada uno a los tres vértices de T‘ y de Tz'
Si (vi2), xw y (¥y,x) e A(G> entonces los vértices {wyxv2)
inducen a G:' La uJnica otra posibilidad es que obtengamos como

subgrdfica inducida a Go.
[]

Ya que la caracterizacidn de las gréficas de Beineke implican a
lo més seis veértices, podemos decidir en  0(p®) operaciones cuando
una grdfica H de orden p es o no una grifica de lfneas. Lo ideal
seﬂa encontrar eficientemente su grdfica rafz., Roussopoulos (32]
demostrd que para una grifica de li{neas con p vértices v gq aristas
ésto puedé darse en 0Cmdx {p,q}) pasos por medio de un algoritmo gque
decide cuando una -grdfica -es grdfica  de " lineas, El alg‘oritﬁo‘
construve una particidn de Krausz v esta basado en el siguiente.

lema.

Lema No.1.3. Sea X una particidén de ‘Krausz de- una grdfica de

lfneas H, sea S e« X'y o ={ved | (v eX )}, entonces; kN
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WAHK-(J)U(((u)|ued-J‘}—{(u)|uad‘))

es una particidn de Krausz de la grdfica HA obtenida a partir de H

ai suprimir las aristas de # y los vértices de .vf’..

Demostracidn: Sea X una particidn de Krausz de H, donde H es

una grifica de lf{neas. Sean «, J‘ Y HA como se definieron.

Los elementos diferentes a &, por ser. X una particién de
Krausz, son subgrdficas completas y como cada vértice. de o« - ..-lt' lo
" estamos tomando como una subgrifiica completa de un solo vértice,

todos los elementos de !KA son subgréficas completas.

Sea v « V(HA). 8i v e V(HA) - V(s - JJ‘) en(‘onces‘bu ésta ‘en. .un
elemento de X y como €ésta es una particidn, v esta exactamente - en:
»dés elementos de X, SiveViy = ~dl). como o era un elemento de la
particidn %X, v en H estaba en dos elementos, como : r_;ada arista “esta
. en un solo elemento de la particién al quitarlas v.queda en un .solo
elemento de X, al tomar a v como una subgridfica completa de un solo

.eleqento dichos vértices estdn en exactamente dos elementos de %,

Las aristas estdn en exactamente un solo elemento de 9<A._ ya -que

Aas aristas de H, estdn nada mds en X.

5K, es una particidn de Krausz, |
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Por el lema anterior, los conjuntos de un 5dlo elemento de la
‘pax-ticién de Krausz no causan ‘ningin problema, por lo cual los
ignoraremos hasta el final del algoritmo. En donde aparezca la frase
" Pon la subgrdfica «~ dentro de %X “, significa también que

eliminamos de H las aristas de o, El algoritmo es el siguiente;

Paso No.!. Si no hay aristas, ir al pasc tres; de otra manera,
egcoge una arista e y encuentra el nimero ¢ de tridngulos de H que

contienen a e;

a> 8i t = 0, pon esa arista como subgrdfica dentro de X vy

regresa al paso uno.

b3 Si t.= 1, vy si otra arista s de ese tridngulo esta contenida
en mds de un tridngulo, entonces, reemplaza ¢ por. .y y ve. al paso
dos. De otra manera pon ese tridngulo dentro de X y regresa al paso

uno.
€2 8i ¢ 2 2 -continua al siguiente paso.

Paso No.2. Encuentra el numero s de triéngulos impares de'"H que

contienen a e;

a> Si t' =2y s =0 entonces H L(G‘z){ L(G:) 0 _L(G") de - la
Figura No.i o H no es una grafica de lf{neas. Pon cualquiera’ de los

dos tridngulos dentro de X y regresa al paso’uno Cel no ser  grafica ‘
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de lfneas se puede detectar eventualmente).

) Si t =5 o5 =t =1y los s triangulos impares forman . una
subgrafica completa de U entonces pon esa subgridfica completa  dentro
de X y regresa al paso uno.

¢ Si nada de lo anterior sucede, H no es grafica de lineas,

Paso No,3. Si un vértice v es sdlo un elemento de X entonces  agrega

v} a X,
Paso No.4. ALTO.

Si en algun momento un vértice aparece en mds de dos - elementos
de X entonces G no es una grafica de lineas, D»o ‘otra manera, el
'algopitmo da ‘una particion %X de Krausz y G la podemos construir a

partir de %X, como lo indica el teorema 1.5,

- La prueba de esle algoritmo . se. sigue de. las propiedades

enunciadas en el lema 1.2. . - T e o
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FIGURA No. o
Apliquemos el algoritmo a la grdf'ica H de la Figura No.&6(ad,

Paso 1) Escogemos la arista (5.4);

a’ t = 0, entonces ponemos la arista (54) dentro de X,

Paso 2> Escogemos la arista (1,2);
at =4; T =LU.2), 6,20, (1.6 }, reemplazamos la arista
€1,2) por €6,2), va que la arista €6,2) esta -contenida en. mds

‘tridngulos.

Paso 30 t = 3y s = 2 entonces ponevﬁostomo subgrdf’ica completa en %
a la subgrafica generada por los vértices {6, 2, 3, 4r v eliminamos

las aristas de dicha subgrafica.

Paso’ 4> Escogemos la arista (1,2):

ad  t = 0, entonces ponemos la arista (1,2) dentro de X,

Paso 5 Escogemos la arista (6,1);
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2) .t = 0, entonces ponemos la arista €(6,1) deniro de X,
Faso 83 Los vertices 5, 7 estan an un sdlo elemento de la  particidn.,

- Escogemos esos vértices womo micembios de un s6lo elemento de X,
Pase 72 ALTO

% queda formada por: (5,43, (6,234, 61}, L214), 8} y. {3}
Cada elemento de % es nua subgrafica completa, cada vértice esta - en
exactamente Jos miembros de v v por ddltimo  cada - arisba asta  en
exactamente un elenmento de . Por lo tanto % es una particidn de

Krausz y H es una grdfica fde lipeas,

Encontremos su grat'ica rasz. Aplicando el Leorema 1,8 Lenemos
que cada elemento de Y. en G &s una estrella de  cardinalidad igual
al nljnepu de veértices yue contiene cada micmbro de %, Por lo Lanto G
t.iene 6 estrellas; una de cu.al.x*o aristas  (6.234); Lres de dos

54>, BL, 21 v por dltino dosx  de unia sola arista

«Ws), @), De lo que se deducs gue la grdtica raiz de Hes  como  la ..

grdtica G de la Figura No.6ib).
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DIGRAFPICAS DE LIREAS

DerpvcioN ¥ PROPIEDADES

En el caso de las digrdficas para definir su digrdfica de
lineas, pueden surgir dit'erentes formas, debido a las diversas
adyacencias que tenemns. Una, gque podrfa ser la mds natural Candlogo
a las grélicas de lineas), ¢s la que toma en cuenta solamente el

principio v el final de las adyacencias entre las fleches,

Defintcidn No.1.7, La degrdfica oo lineas de D = ¢V.F) es la
digrdfica L(D) = (F,¥) donde el conjunto de vértices es el conjunto
de flechas de D v (AR) es una flecha de LD si ¢ sdélo si  las
flechas correspondientes h, k inducen una travectoria dirigida en D,
es decir, el vértice inicial de h es el vértice final de k. - Esta
definicidn es la que ut.ilizaremos y fue inLroducida en 1980 por

Harary v Norman {161

Algunas definiciones alternativas toman en cuenta otro Lipo de
‘adyacencias ‘entre las flechas, una  es, por .ejemplo,  la _dada  por
Hemminger v Klerlein [10) en donde se fijan en-tudas las  adyvacencias

posibles entre flechas que encontramos en D.

En la Figura No.7 se muestran algunos ejemplos de digréf‘icas“

con sus correspondientes digrificas de lineas. En las cuales poﬁemos'
Vobs(ervnr‘ aléunos hechos interesantes . gue contrastan con ‘los .
‘ g‘esultadps de gréi‘icaé de lineas: L(D1) x~ L(Dz). - L.,(Da) X D:, ‘

D> 2D, LD) 2D v LD ) es disconexa mienLras 8 no lo es,
4 s’ 8. . 4 <
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El siguiente teorema presenta algunos resultados bdsicos eobre

las digraficas de lf{neas.

Teorema No.t.7. Si D es una digrafica con p veértices

es aislado) y q flechas entonces:

‘t) LCD) tiene q vértices.

t1) El ndmero de flechas de L(D) es [ 5’(0)D6'(u)n.
tii) El grado exterior en L(D) de (v,w) es 6;(w) vy el grado
es 6D(v).
[X7H] L(T") o T para n 2 1
n n-1 .

—

v L((T;) = para p 2 3

Demos tracion:

(> Por definicidn [VCLCDI)|. = |F(D)|.= q.

{ninguno

interior .

tt) Sea v e V(D), a v entran 6;(u) flechas y salen é;(v) l‘lécﬁas.

es decir, tenemos 5 (V)5 (V) travectorias dirigidas, ' En- L(D> cada

travectoria representa una . flecha, por lo- que podemos - concluir

‘que el numero de flechas de L(D) es E,'é;(u)él:(u).

tit) Sea C(v,w) e F(D), v es el vértice final de 6;(u) flechas, - por -

lo tanto en.L(D), 6;(0) vértices son adyacentes a (v,w), En D w -es

el ‘vértice inicial de 6;(\-1) flechas. en - consecuencia “en’ LD} ()"

es adyacente 6'6;(!») vértices.
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{v) Sea D una travectoria T de longitud n:

T =€ a ., a, 0., a
1 2 3 n

donde a = Cvu‘.u“‘) e FLD), &= 12,....n  En L(D) cada flecha . es:
un vértice, en consecuencia L(D) tiene n vériices .y como T es una
trayectoria ¥V a e T, o es adyacente a a,.. es decir, el - vértice
final de a es el vértice final de a Entonces por definicion - de
digrdficas de lineas dichas advacencias se conservan, lo que . implica

que en L{D) obtenemos la siguiente travectaria;

T =qCa, o a ..., a
1 1

Como 'l‘: t.iene n vértices entonces su longitud es ny ~ 1.

v Sea,G'E/U; con p 2 3, tal gue;

donde a. = (ul_‘.vi) @ F(D), - ¢ = a2.. .0 tal qué v, = up. - EL

ndmero de aristas de (T; es p, por 1o tanto L(ﬁ:) tiene. b vértices.
" Adem#is ¥ a e F(C:), a es adyacente a .a

L. @5 decir, el “vértice

~ final de ' es el vértice inicial de o . Por. lo que. en Laj*
obtenenos una Lravectorn de a aa. Pero como ﬁ" es un cxclo. 'el 9
vérhce rinal de o, es ‘el vérbice inicial de a .;De lo que se _deduce
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que L(ﬁ:) es un ciclo con p vérbices.-

Définicidn No.1.8. Llamamos digrdjica de l{neas n~tterada - si

LD % LCDY v L™CD) 2 LCL™'(D)) para n > 1.

El prdximo teorema presenta algunos resultados elementales

sobre la digrdfica de lfneas n-iterada.

Teorema No.f.8. Si D es una digrdfica entonces:

13 L™D) es una digrdfica nula, para alguna n, si vy sdlo si D

“ no bLiene ciclos dirigidos.

2) Si D tiene dos ciclos unidos por una Lravectobi{: dirigida

Cposiblemente de longitud cern) entonces;

{im P = ®
Ao "

donde p, es el nimero de vértices de LUCD).

Demostracidn:

1D Suponsamos gue D tiene ciclos dirigidos, por el teorema ‘1.7.
inciso cinco, ciclos mediante la transformacién L(D) slempi'e ‘van = a
dar a ciclos de la misma longitud, por lo cual L"(D) nunca es ‘una'

digrdfica nula.
s Supongémos que D no tiene ciclos dx‘ri_g_;dosi por demostrar que
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L™D) es una digréfica nula.

Como D no tiene ciclos dirigidos existe una trayectoria -
dirigida en D tal que empieza en un vértice de  ingrado cero 'y
termina en un vértice de exgrado cero (va que si no suce;i‘iex-a esto,
dicha trayectoria contendrfa un ciclo .dirigide). 'al pasar a LD
obtenemog una nueva trayectoria de longitud  menor C(teorema 1.7,
inciso tv). Ademds los vértices inicial v final de dicha trayectoria
conservan la propiedad de tener ingrado cero y exgrado cero
respectivamente Cteorema 1.7, inciso n.'); Al ir iterando, seguimos
obteniendo una trayectoria de longitud menor, de tal manera gque
1lega un momento en que tiene longitud uno, es decir, el vértice . de
ingrado cero v el vértice de exgrado cero son advacentes, ai volver
a iterar la dnica flecha de la Lrayecboria es un vértice aisl#do (ya
_que el vértice inicial no es advacente a algun vértice final -de  una
flecha de D y el vértice final no es’ adyacente a algun vértice
inicial de una flecha de D). La nueva digrdfica. consta de varias
componentes ' que no tiene ciclc;s dirisi&os. en 'crada éo;npoper;be
hacemos el wmismo razonamiento, como D es finita. cuando n"‘ es
su!“iciente-ent.é grande v ya que los vértices aislados desaparecen al

ir iterando obtenemos que L™(D) es una digrdfica nula.

2> Sean C': y C: dos ciclos de D v T una trayectoria de longitud

k >0 tal que une a C-: Y‘a C:. Denotados por;
é‘: =La, a,.ian ’akn Sy v @ ), i=1,2,,. ..p, v =
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T =4b,b6 ,....b ) b=Cw . ,w > e FID), 1,2, . .0, W Sw
2 1 2 L-3 L [+] n

T s (c, ¢ vovunc, ? c = Cu
1 2

¥ . . 'ui.ox" e FCO)Y, i=z,.. .k

Como ﬁ: vy (?z estan unidos por T*. existen vértices en TW comunes ~ a

C': Yy a C’; Sin pérdida de - generalidad, supongamos gue vy =N Y

Y T Y Por lo tanto el vértice final de la flecha o, s 'el
vértice inicial de la flecha €Y el vértice final de 1la flecha L
es el vértice inicial de la fecha b‘. Por el teorema 1.7 (incisos (,
53 E': v L’: van a dar a dos ciclos (T:’ v Uz", respectivamente ¢ T a
una trayectoria T': de longitud k - 1. Por las ‘advacencias descritas -
entre ﬁ':. E: vy T. existe en L(D) um trayectoria F'de longitud
k. + 1 .7""= (ap.cil u 'l“: ¥} (ck.b‘). Entonces al ir .iterando siempre

vamos obteniendo una trayectoria mavor a la original.

s dim p = w
n—too "

En la Figura No. 8 ilustramos 1los enunciados- del  teorema -

anterior.

A continuacidn damos un corolario para digrdficas ' anélogo al
corolario  1.2.1 para gréficas. En donde asumimos que D es
fuertemente conexa, ya que en otro caso no serfa -cierto (ver la’

digréfica Da‘ Figura No. 7).
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} ""Cérolqrio No.1.8.1. Sea D fuertemente:conexa y L™D) %D bArq/'

alguna n, entonces L(D). 2 Dy Dizs un ciclo dirigido.
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Demostractdn: Por hipdtesis D es fuertemente conexa p&r lo - que
se sigue que D contiéne por lo menos un ciclo dirigido. Supongamos
que al menos tiene dos C.': Yy C': entonces, como D es fuerLemente
conexa. existe una trayectoria dirigida T de (T: a C: Entonces por
el teorema 1.8 L™D) #D. Por lo tanto D sélo tiene un ciclo

dirigido v L(D) = D (teorema No.l.7 inciso v),

Tecrema No.1.9. Si D es una digréfica con al menos tres

vértices (ninguno aisladol) entonces;
L(D) es fuertement.e conexa e D es fuertemente conexa.

Demostracidn:

Sea D fuertemente conexa y x, v dos vértiices de L{D);
x = (xt.xz). y = (yt.yz). Entonces existe un  camino dirigido de xi‘
4. Vi X, M., xp, v, en D. Las correspondientes flechas
fxz.xa).....(xp,y‘) forman un camino dirigido de x a y en L(DJ.

En el otro sentido, sea LKD) fuertemente conexa v Mooy, dos
vér{.icés de D. Ya qug D no tiene vértlices ‘aislados ‘x‘, v, " son: -
véiticés finales (por ejemplod de ciertas ({lechas; x = ('x‘.xz).
y. = (yl,yl). El camino dirigido‘;de x a-y-en LD nos da ubilizandor

las flechas un camino dirigido de X, ay, en D.

Definicion No.1.9. Una juente es un vértice con - ingrado cero.
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Demostracidn: Por hipdtesis D es fuertemente conexa por lo . que
se sigue que D conbiéne por lo menos un ciclo dirigido. Supongamos
que al menos tiene dos E'; y (Tz’ entonces, como D es fuertemente
conexa existe una trayectoria dirigida T de C: a C'; Entonces - por
el teorema 1.8 L™D) % D. Por lo tanto D sdélo tiene un -ciclo

dirigido y L(D) 2 D (teorema No.l.7 inciso w).

Teorema No.f,.9. Si D es una digrdfica con al menos. tres

vértices (ninguno aislado) entonces;
L.(D) es fuertemente conexa ¢ D es fuertemente conexa.

Demostracidn:
Sea D fuertemente conexa vy x, ¥ dos. vértices de L(D):;

x .= Cx 3, v = (y .y ). Entonces existe un camino dirigido de x'z’
a VX, M., xp. v, en b. Las correépondient.es flechas

(xz,xa).... .(xp.y‘) forman un camino dirigido de x a y en L(D).

En el otro sentido, sea L(D) fuertemente .conexa vy LA dos

vvéxst.ices de D. Ya que D no tiene vértices aislados XY, son
vértices finales (por ejemplo) de ciertas flechas: x = (x‘.xz').‘
v = (y‘ .yz). El camino dirigido' de x a vy en 'L(D)  nos da . utilizando

las flechas un camino dirigido de x ay, enD.

Definteidn No.f.9. Una fuente es un vértice con ingrado ‘cero.. .
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Defintcidn No.t.10. Un pozo es un vériice con exgrado cero.;

CARACTERIZACIONES DE LAS DIGRAFICAS DE LINEAS

Al igﬁal que en graficas de  lfneas, tenemos el siguiente.
problema; dada una digré(‘icé'ﬂ es dsta digrdf'ica de lineas, v si.  es
asf, ¢ cueﬂ es su digrdfica rafz D ?. Es c¢laro que 7 escanbs
interesados en digrdficas rafces tales que no tengan - vértices
aislados. Pero adn cuando suceda ésto, como la transformacidn . LCD)
i;norg J:as adyacencias entre las I‘lechars' de pozos vy ,(‘uenteé. .7
digrédficas rafces de una digrdfica pueden diferir, Este es el césq.
de las cuatro digrdficas que aparecen en la Figura No.9, las  cuales
no tienen vértices aislados, pero su. digrdfica de lineas . coincide

para todas, la cual consta solamente de dos flechas aisladas.

Sin embapgo el siguiente teorema de Harary y Norman demuestrn'
que el problema con las fuentes y los pozos. es el unico por el cual
dos gréficas rafces pueden diferir. Denotamos por b la subdigrdf'ié‘a"

inducida de D por lo vértices que no son fuentes o pozos.

SN T TN
N DN

) D‘ Dz D:. : . D}

0 —40-—0.
0—30-—30

FIGURA No,. O
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Teorema No.1.£0. Sean D vy H digrdficas v o un isomorfismo de
L(D> sobre L(H), entonces la funcidn o restringide a F(D) es

inducida de manara natural por un isomorfismo de D sobre H,

Demostracidn: Sea a e V(I tal que o e rCad Y e rtcad,
Entonces ‘ existe a’ e VA con olad € M@’ v oD e M'ea”,  Si
y &« "(a) entonces, como U no contiene pozos o fuentes,
Colp) o1} es una flecha de §, ademds o{y> e "(a’), es decir,
o a)) & Ca’d. Similarmente okt Cadd & Mea, Ya que
e DI e Mad v o™%olad) e MCad v como o' es un  isomorfismo
de LC(H)  sobre 1CD) tenemas de la misma manera ‘ qde
NPT g Ma) v oMt Cayy & Pread. Se sigue que
o Cad? - FCa’) vy o"'a)d = ¢a’d. Ya que para a, b e VI Co
VCIP), M*Ca) = (o) 'si vy sélo si a = b, la funcién o°  definida’ por
1a ecuacién otF*(add = (")) es una funcidn bien d'el‘x‘nid‘a‘, Yy uno
a uno de VD) sobre VM3, Si. &’ & VAA) entonces por’ simetrfa
o5 = *Ca) para alguna a e V(i) con &’ = o'Cad, por. lo -que
se deduce que o es sobre. Ademds para a, b & VOB tenemos que
orCa) A Meby) = r“(q’(a)) M et en consecuencia
rcad A rt = et n M ’I|, es decir, o presébvi :

advaccnciag. Por lo que podemos concluir aque o es un isomorfismo.
Como un.corolaric inmediato tenemos el resultado de Aigner (1],

al cual podemos verlo como  una - versidn . directa ' del Teorema'  de

Yhitney.
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Corolario No.1.10.1. 8i R es una clase de digrdficas ¢con a . lo
m&s una fuente, a lo mds pozo y sgin vértices aislados entonces  para
cualquier digrdfica de lineas H, existe una unica digrdfica D en R

con L(D) 2 H.

Centremonos ahora en el problema de la caracterizacidén de las
digrdfricas de l{neas, es decir, demos respuesta a la ’ pregunta
2 cudles digrdficas son digrdficas de lineas ?. El siguiente teorema
presenta varias respuestas a dicha pregunta; la primera () es dada
por Harary y Norman [16], la sekunda Ce) - por Heuchenne (201, la
cuarta y quinta (d> y Ce) por Richards [29). Las condiciones (&) 'y
Cc) fueron descubjertas al mismo tiempo.

Defintcidn No.f.11. Una colecgion < S, de subcon juntos
{probablemente vacfos) de un conjunto £ ' es llamada una  particidn
general de S i S = (Jie_I 5, vsiS5 . as = .

Definicidn No.f.12. Sean < y B dos conjuntos de vértices (no-
necesariamente ajenos, pero no ambos vacfos). Entonces la digrédfica
K'C4.8) es dquella tal que el conjunto de vértices es S U 2B v el

conjunto de flechas es < X 2.

Teorema No.f.1f. Sea H una digrdfica v M su matriz . de

‘advacencia entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
a) W es una digrdfica de lfneas;
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&2 Existen dos particiones generales (d,‘)‘ﬂ y {.8,‘)‘cx de VD

tal que FCHY = u{aﬁ"c A2

e 8i (v.;.-), Cuw) y Cu,x) son flechas de H entonces (vu,x) también;

d> Cualesquiera dog filas de M o son idénticas o son ortogonales:

e> Cualesquiera dos columnas de M o son idénticas o son

ortogonales,

Demostracidn:

a) » &) Sea H 2 L(D), Para cada v e V(D> definamos 4y B los
conjuntos de las f'lechas que entran vy  salen de v Entonces la
subdigrafica de LCD) inducida por # U B es Z"(.-I,l. 28> v si Ca®
es una flecha de L(D) entonces (ab) e E"(xf,‘, 3. Donde a = )

vy & = (v ,u) en D,
v

En primer lugar d,L (V] .:a_L = VYC(L{D)), va que los con_junt.os‘.dt Y .BL
toman en cuenta todas las flechas de D. Como o, son las (‘Lechgs a
que entran en.v ¥ 3l las flechas éi que salen de v, es decir, . elr
vértice final de las flechas a es el vértice inicial de Iaé » f‘y.lecha's
b_‘. entonces'por definicidn de L(D) tenemos que o es advacgnt_.é ‘:ar
" b, es decir, Ca b a K1 ,2). '

Por - lo tanto {di)iex ¥ (si)ia son dos  particiones genéra;en

de VCH) tal que FCHD = U . K'Co 2 ).
i€ i i

b2 » 0 Si (v.‘w),fu,w) v {u,x) e FC(H) entonces, por de.(‘inicidn -

- d‘ v 3p ‘existen iy jtal que {uu} < .J,‘ y fwx) g BJ., por. lo
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tanto (v,x) e FCH),

¢) 4 d) Sea H, la i~égima fila de M = (mij) y supongamos que no
se cumple d), entonces existen i y j tal que uy K no - son iguales
vy no son ortogonales. Por lo gue existen h y A& tal que mv.h =1,

mjh = 0, LT 1y ka = 1. Pero eso significa que (u{.uh), (u‘.uk),
(uj.uk) son f'lechas de H mientras que (vj.uh) no lo es. Lo cual

contradice ).

. d> 4 e> Para demostrar e) 4 d> son equivalentes los siguientes

enunciados;
Para toda 1, j, h, k, si LI mjk = 1 entonces mjh = 1.
1 i i = o = =
d> 4 ¢> Para cada i y j con m.lj 1, sea o < v, ,'mhj 1)

v ?ea slj = { v, | m o= 1 ). Entonces por o) "ij es el conjunto de
vértices cuyo vector fila en M es idéntico al i-édsimo vector f‘ilra.
de . igual manera para 311 e§ el conjunto de vertices cuyos  vectores ‘
columnas en M son idénticos al vector j-ésimo, Por lo . tanto
""q X .su €SP y FUD = Ui‘i ""ij X B‘j. Pero por  la. condicidn = de
ortogonalidad, ai_‘j Y ’dhk o son iguales o son ajenos, lo mismp sucede
para .EU y shk' Si existe un vector fila cero en M, ; sea -J,‘j el .
con.junt,o de vértices cuyo vector fila en M .es el vector cero ‘y‘ sea
BU = ¢ Haciendo lo mismo con los vectores cero columnas de M

obtenemos la particidn requerida.
o> #»-a> Sea-D una digrdfica tal que sus vértices son los ' pares
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ordenados (4 ,2) vy con 1:8.L n ,4“] flechas de (#.3) a (dj.:Bj) pPara
cada i v J Cincluyendo i = j). Sea o, uma funcién uno a uno de
‘8|. A th sobre el econjunto de flechas de D, por ejemplo si

.'B,l n .ﬁlj = (ai.az....,ay) entonces por definicidn por cada elemento -
a  ponemos una flecha / de («. .8 ) a (4 ,8.) hacemos o .(a ) = f ,
a e i t j] i ij @ [}
Entonces la funcién o definida en los V() tomando o de ou as una
funcién bien definida de V(H) sobre VCL(D)), va que { JBt n 44] )H"E!
son particiones de V(H). Ademds o es uno a uno y sobre va que cada
o lo es. Podemos ver claramente que o es un isomorfismo de H. sobre
LCD), por ejemplo, si (a,b) ¢ FCH) entonces existen i, j vy k tal gue

a e 3& 2] ﬂj v be 83 n .dk. De este mondo oCa) es una flecha de D de

i
(.dl.:Bl) a (:{j,ﬂj) v ob) es una flecha de D de (”J'zlj)- a (g8,

“Por lo tanto CoCad),o(»)) < FCLDI).

En la Figura No. 10 ilustramos los resultados obtenidos en el
teorema anterior: en la Figura No.10(a) presentamos una digrifica H
Y su matriz de advacencia M. A partir de dicha matriz, aplicando las
caracterizaciones de las digrédficas de lfneas (al f‘i,jarnq's‘ en las
entradas. distintas de cero) en - las columnas -y rilas iguales o

ortogonales vy en la columnas o filas cero), podemns obtener  las
7 subdigrdficas bipartitas completas: K¢ @¥.413) ),
a6 ), Pow.ead )y, CCGy4d > v su digrafica: rafz
D Cver Figura No.10C&)). La digréfica rafz la obtuvimos por medio de
la funcion o definida en la demostracidn de dicho teorema, donde los

vértices 4de D “son los pares ordenados (o .%> v con |£L n’_’il.

f'lechas de ('dt'31> a (dj..‘Bj)”- para cada i v Jj. En nuestro éjemblo
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tenemos por  lo tanto, cuatro vertices: ( (23{1.3¥ 3, ¢ 3.4>.,(5) >,
C (1Y 24> >, ¢ (5 {$> > v cinco flechas (Ver Figuré No.10(®)), va
que:;
|.8‘ ] .d‘| = |£z N .d‘| = I.'Bz N dsl = |:83 2] d‘l = |$‘ " #‘I =
|2

N .dz|= |:a‘ nd] = [

i ] = B ] - 18, nd | =18, nao]|= I$,ndzl = ¢

PN

o1 61 0
170 100
L M=10-00 01
‘ N 00 0°0
: 0.0 0 0.0
0 ———— s o T '
4 5 i
Cad
T e . «27.41.3»
/°\ &
2 e [} 3
.o 1 : 3 ]
0—g o—0 . ° ° RS
1 4 4 5 {1y, (2.4» 342450 o
w> 5.4 S

FIUUIA NO.' !0
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CAPITULO DOS

En esta seccidn relacionaremos dos importantes conceptos - de
Teorfa de las Ordficas; digrdficas de lfneas  y -ndcleos. Es : decir,
veremos gue propiedades de una digrdfica, en cuanto- a Teorfa dé

Nucleos, se conservan en su digrafica de lineas.

Empezaremos definiendo los conceptos vy resultados  elementales
con respecto a; ndcleos, seminticleos, cuasinicleos v funciones de

Grundy: Y la relacién que guardan entre ellos.

'En la segunda parte expondremos los: resultados ‘qué obtyvimos en
cuanto a. estos conceptos y su Jdigrdfica de lineas; el numers dé’
‘semindcleos (cuasinicleos) de una digréi‘icé D es u’senorr o igual ‘al
nimero de semindcleos (cuasinicleod) de su'digrai‘ica de ilineas v, el
nimero de funciones de Grﬁndy de D es igual al numero de funcionés,
de Grundy de su g’ﬁgrﬂ‘izr:af de lineas. Donde todo vértice de D Liénﬁ

ingrado mayor o igual a uno.
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RESULTADOS ELEMENTALES

NUMERO . DE ABSORGION
Defint{cidn No.2.1. En una digrdfica D = (V,F) llamamos a an
conjunto & § V(D) absorbente si para cada x & o 3 (x,@) &« F(D)  tal

que a e .

Si A es la familia de todos los conjuntos absorbentes de  la

digréfic'a D entonces se tiene;

12V e A
2D deh, A >4 » A A

El numero de absorcidn - de una digrafica “se ‘define como:

MDY = min ¥
AeA

El problema que nos. cohcierne -aquf ‘es ‘el 'de est.udmr Clos

conjun!.os absorbenbes con el mfnimo ndmero de elementos.

Un ejemplo en donde se utiliza este concepto es el problema de

las estaciones de radar.

Un cierto numero de puntos estratégicos Xpa  Xyaenes Liamados
-células son vigilados:por unidades militares provistos de radares.

-Admit.imos que una; unidad colocada dentro de -la célula x, (Figura
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No.1) puede igualmente vigilar con su radar las células X xz. x,

De igual manera x, puede vigilar X X, etcétera. Surge la pregunta

4Cudl es el minimo nuUmero de unidades necesarias para vigilar todas

lag células? Precisamente este es el ndmero de absorcidn, el cual es

igual a 2 , gCD> = 2 , va que los dos radares colocados en x‘ yoox

son suficientes para controlar todas las células.

x
Cte
/ 1 I Aex ®>
° \x R ,
xﬂ 2

FIQURA No.1

Proposictdn No.2.f. Si D es una digrdfica con p vértices 'y 'q

flechas entonces XD) 2 p - q .

Demostracidn; Sea « el minimo con‘jixnto absorbente. Cada vértice

en V ~ A es unh vértice‘vinicial dé una flecha qﬁe va hacia #, por - “lo

que;
p=lof = V-4 5 q
' de donde;
apy = (o) > p-a,
Proposicidn No.2.2. Si D es una  digréfica con p vér(ices

entonces;

HD) £ p - mix 6.CO
xeV o
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Dsmoszracio'n: Sea xo « V(D) tal que;

5 ¢x ) = méx & CA.
D o er D

Definamos & S V(D) tal- que o = V(D) - r‘;(D). Claramente = _este
conjunto es absorbente ya que Y x g 4 X e [";(D). De lo que

obtenemos:;

D € 4] = p - mix & GO
xa¥ P [ ]

Sea D una digrdfica, su ndmere de absorcidn ﬁ'(D) es definido.
como el numero de absorcidn HD") de su digrdfica simétrica D*, ' la
cual se obtiene al reemplazar cada flecha de D por dos  flechas de

sentido opuesto.

Teorema No.2.1. (Vizing {34] 1065). Si D es una digrdfica con p

vértices, q flechas v ﬂ'(D) = k 2 2, entonces;
as [%2 -~k G-k+D]

Demostracidn: Se hard por induccién sobre el numero de vértices

de D.

La desigualdad es evidente para p = 2. Supongamos. p > 2. Sea D
una diéréfica con p > 2, p.(D) =k >1 y q flechas. Sea _D‘, su
) dlgréfiéé simétrica. Sea x,-un vértice de grado’ ‘mdximo.  Por " la’

proposicidn 2.2 tenemos que;
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[PD(.\'O)( = éb’(.v,o) = mdx tSD'(x) £p-q

Por 'lo que podemos escribir;
= - - . £ < -
[rn(xo)[ p~-q r : 0 < T<n k
Sea § = VD) ~ {x } ~ [ (x ): por lo tanto ISl =k+r -1

Siy e Fnc.v), el conjunto (S - F(yp) U.(k,yo) es absogbente. va
que Los dnicos vértices que no.estdn en D son los vecinos de 5. ¥ ' de
y. Ademds; ‘

s - FD(y)[b»* 2 2 k
por lo tanto;
k+r =1 = fFans +2 2 K
de donde; 7

|FD(y) NnNsf £ r +1
Por otra parte, si consideramos la subdigrii‘icé inducida por S.“
Ds vy -un conjunto absorbente mfnimo o d;: dicﬁa subdigrdfica, tenemos
que;
jou {.\co)[ 2 k

ya que o U _(xo} es absorbente en D. De donde obtenemos que:

n‘cns> 2 ok~
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Por hipdtesis de induccidn, el nimero de flechas de Ds es;

<1 p -1 = - tp - 1 = - + =1 +
,qws) $hz [kér -1 - & 1] [ktr - 1 = Ck - 1> + 2] = "vz r(p+2)
Por lo tanto el numero de f'lechas de D cumple;

2aD) = 2q@ >+ |r x|+ § [ r o nsf+ roon] ]

yef'n(xox

1A

rr+2) +n =~ k=D *n-k=-rXr+)+h=k=nm

n -~ kX¥n -k +2) - rln -k -1r)

L]

A

n '~ I - k "2)-

Corolarto No.2.1.!. Si D es una digrdfica con p vért;ices Yy q

flechas entonces: ('CD> S p+1 - vy I+ 2q

"Demostracidn:
- Por el teorema 2,1 tenemos:
a5 [F2p -k Gp-k+0]
De aqui obtenemos: ' '
26 £ [~k (p =k + 2]
20 2 ¢p - K+ 20p - kO
2+ 1 SCp -k +20p ~Kk)+ 1
29+ 1€ (=) +1)°
‘tv"iay‘rr < p -~ k) +1

y como p = k 2 0'se tiene que:
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-4 +Y29¥F1 <p -k

kg£p+t-7Y2a¥T,

NucLeos
Defl.‘nicﬁén‘No.i.’. 2. Sea D una digrdfica, N & V(D) es .un - nicleo

de D si;

1> N es independiente, es decir, V¥ X,y & N X no. es

adyacente a y.

2> N es absorbente, es decir, ¥ x e V(D) - N 3 s e N tal

que €x,s) e F(.

No toda digrdfica tiene nucleo y si tiene no necesariamente . es

dnico (Figura No.2).

. e

no poses nécleo tiene dos ndclaoe
¢a, &> -, ¢b,dy

FIGURA No,2

. Estudiaremos los teoremas de existencia .y de unicidad,

7'81: concepto de niclec fue introducido por John Von Neumann - [26]
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(1944) en la teorfa de juegos como solucidn.

Dado .un conjunto de situaciones X, n jugadores — denotados por
1) ,(2),....,n)— deben elegir un elemento x e X. Entre ellos se
debe establecer la preferencia de una situacidén sobre las demds. Ssi

¢{) prefiere la situacién « de la b, se escribird a _>_': b, Las
preferencias individuales pueden no ser compatibles, por lo cual
éstas no serdn consideradas, requiriendose asf una eleccidn de
grupo. Lo anterior hace necesario introducir el coqcepto de
‘pref‘eréncia efectiva, en la cual se tendrd que a es efectivamente

preferida a la situacidn » si entre los n jugadores existe un grupo

de ellos capaces de imponer juntos la preferencia de a sobre b.

Podemos construir de manera. patural una digrdfica D = (V,F),
donde V(B) = X y (a,b) e F(D) si b es efectivamente preferida sobre
a, { a — b ). Sea S un ndcleo de D (si existe), Von Neumann propusc
gque la eleccidn de unar situacidn x ée limitaba a elegir un puvnto' de
S. La indepéndencia de S satisface que ninguna situacidén en S es
efect.ivamente ’pret‘erida a otra de S y la absorcidn determina que
para,ioda situacién x que no esta en S existe otra en S que es
efectivamente preferible a x, por lo cual x se puede descarf.ar

inmediatamente,
Otro ejemplo que podriamos citar en donde se aplica el concepto
de ndcleo es; Bases .de axiomas de una teoria.

Consideremos una teorf{a, es decir, un conjunto de proposiciones
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a,b,c,.... Construyamos una digréfica donde los vértices sean las

proposiciones y si la proposicidén b implica la proposicién a

(b » a), a es adyacente a b.

El resultado es una digrdfica transitiva es decir;
Cad) e P ~lbec) ef o (ae) eF.

'
Queremos determinar una base de axiomas, es decir, un conjunto

de proposiciones <(llamadas axiomas) con las ~ dos propiedades

siguientes;

1> Toda proposicidén de la teorfa puede ser demostrada a partir

de uno de sus axiomas.

> Ningin axioma se puede deducir a partir de otro axioma.

El problema se reduce a encontrar un ndcleo de D. Se verd mds
adelante que toda digréf‘:.ca transitiva posee un. ndcleo. Por lo cual. -

el problema tiene solucidn,

Proposicidn No.2.3. Sea N & V(D), N es ndcleo de D si v sdlo - si

su funcidn caracteristica satisface:

p () = L - méx pN(y)
N yel™t(x)

“:Dembdstracidn: --
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La funcidn caracterfstica ps(x) de un conjunte S la  definimos

como;

1 si X e S
ps(x) = 0 si x & S

Si [0 = § definamos  mdx p (¥) = 0.
yel™ (%)

Sea N £ V(D) tal gue N eg nidcleo de D;

1D Si x e« N, pN(x) = 1; como N es independiente entonces V. y e V(D)
tal que y es adyacente a x implica  que y & N,. por io t.anto

max p (v) = 0, en consecuencia 1 = mdx p (¥3 =1 = p OO.
el (x) yelt(x) .

2) Si' x w N se tiene gque pN(x) = 0; como N es absorbente 3 y e« N tal

que (x,y) e F(D), por lo tanto max pN(y) = 1'f en consecueﬁcia
: yel** (x)
’!. - n\ixpr(y) =0 = pN(x).

yel™ ()

Inversamente, sea. N € V(D) tal que;

PO = 1 - mdx p (.
‘ yel Qo

queremos Ver gue N es nicleo.

ad . Sea x e N, 1o que implica que pNCX) = 1, . como

7



pN(X) = § - 'méx pNCy) obtenemos dque el max pNCy) = 0, por lo cual
yel™* ¢ . yelt OG0

3y &GO tal que p¥) = 0 de donde y & N v FGO NN = .

s N es independiente.

&> 8i.x & N entonces pN(x) = 0, como pN(x) =1 - mdx pN(y) obtenemos
yel " (x)

que el mdx pN(y) =1, por lo que 3 v & ''Cx) tal que 'y e N [,
yelt <x)

en consecuencia y e N,

s+ N es absorbente.
Por 'lo cual podemos concluir que N es nicleo de D.-

Proposictdn No.2.4. Todo ndcleo es un conjunto independiente

maximal v absorbente minimal.

Demostracidn: Sea N £ V(D) tal que N es ndcleo de D.
a’ Supon;émos que N no es -independiente maximal, es decir, 31
independiente tal que N s I,de donde 3 x el y x a N, Como N . es
absorbent.e por los menos hay  una  xN = flecha; pero. como N s 7,

también hay una x/ - flecha g, s N es independiente maximal.

b> ‘Supongamos que ‘N es absorbente minimal, es decir, 3 o4 absorbente

tal que #'s N, por lo tanto 3 x e N tal que x & o, como o ves
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absorbente 3 xd - flecha, lo cual implica una xN = flecha Z. ya que

N es independiente.

.. N es absorbente minimal.-

Definicidn No.2.3. Llamamos a D una digréfica éimétrica. si

¥ (x, V) e FLD) se tiene que (y,x) e F(D).

Teorema No.2.2. Sea D una digrdfica simétrica entonces D Lieﬁe

ndcleo. Ademds N & V(D) es nicleo de D si vy s6lo si N es unr conjunto, ’

independiente maximal.

Demos tracidn; Como N es ndcleo de D, por la . proposicidén 2.4 N

es un conjunto independiente maximal.

“Sea' N un conjunto independiente maximal, por lo ‘tanto V¥ x & N

E xN - flecha o Nx = flecha, como. D.~ es simétrica, siempre

3 xN - flecha, por lo cual N es absorbente.

~ N.es ndcleo de ‘D.

Lo que quiere decir que cualquier digréfica simétrica . tiene

) n’\!c!.e:o. -

Surge -una pregunta 4Cualquier conjunto independiente maximal de

una digréfica es nucleo?. Esto ‘es falso, un ejemplo son los ciclos

" _impares dirigidos (Figura No. 3).

BSTA TESS N0 Dme
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a es un conjunic independienie
/ \ maximal pero no s nicleo.
FIGQURA No.3

Definicidn No.2.4. Una digréfica D = CV,F> se llama transitiva

8i para (xy) e F(D) 'y (yw) « F(D) implica que (x,w) « F(D).

Teorema No.2.3. Si D es una digrdfica transitiva entonces D
tiene nucleo. Ademds N £ V(D) es nucleo de D si y sdlo si es un

conjunto absorbente minimal.

Demostractdn: Sea N & V(D) tal que cada elemento de N - proviene

de una componente fuertemente conexa terminal de D.

Llamamos componente fuertemente conexa terminal & las

componentes donde no salen flechas hacia curalqu,ri_era‘, otra componente.
Veremos que N definido de esta.manera es nicleo de D.

Sea u e N, u no es advacente a ningdn véptice' de N, ya que por
-definicidn de N, de u no salen flechas hacia otra componente. Por lo
tanto N es independiente. )

Como D' es tramnsitiva. u,v " estdn en “la misma - component.e
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fuertemente conexa si v sdlo si (uw,v) vy (v,u) gon flechas de D.

Sea v « V(D> -~ N, v esgld en alguna componente fuertemente

conexa ¢ de D,

12 € es terminal,

En este caso, por definjicidn de N, existe v & C tal que v & N,

22 € no es terminal.

‘Couo D “es finita, existe un camino dirigido de € a una
componente terminal. Sean x, =2 los vdrtices inicial y final
resﬁectivamente de dicho camino, como D es transitiva (x2) « F(D) vy
va que x, v ¢ C entonces (u,x) e F(D), en consecuencia  (v,2) « F(DI,
Por otro lado existe u en la componente fueriemente conexa terminal
que contiene a z, tal que u &« N, por lo tanto (z,u) e F(D), de donde

Cv,w e FCDY con u « N, Con lo que concluimos que N es absorbente.

v« N es ndcleo de D.

Como N es nmicleo de D por la proposicidn 2.4, N es absorbente

minimal.

Iﬁversamente sea Nen D tal que N es absorbente -minimal.
Supongamos que N no es independiente, es decir, 3 u, v e N ‘tal que
S CuW)e FVCD).’ como D es transitiva si Cx,w) e PCDY ént.oncg_-s
xw) @ FID), lo cual implica que N = (u) es absorbente g va gque - N

‘es'minimal. Por. 10 tanto l‘{‘eé adcleo de D.
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Teorema No.2.4. (Richardson (30] 1953>, 8i P es una  digrdfica

sin ciclos dirigidos de longitud impar entonces D tiene nicleo.

La demostracidn inicial es complicada, péro gracias a la
introduccidn del concepto de -semindcleo por Victor Neumann {251, -

ésta se hace menos dfficil.

SEMNUCLEOS
Definicidn No.2. 5. Sea $ € VD), S es sominlcleo de D si y wedlo
si;
i) § es independiente. ' :
ti) Si existe una Sx - flecha en D entonces existe. una

x$ - flecha.
Aquf surge la pregunta éTode ndcleo . es semihdcleo? Esto - es
¢laro, ya que por ser nucleo es independiente y ademds ¥ x = € 3 una

xS ~ flecha,

Inversamente <¢Todo semindcleo es nudcleo? Esto —es falso . (Ver

Figura No. 43
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c os semindcleo pero
no ea nicteo
—— e
d c

Q0

FIQURA No. 4

El siguiente teorema relaciona los conceptos  de 'nucleo y

- semindcleo.

Teorema No, 2.5, (Victor Neumann (25] 1970>, Sea D -una  digrdfica

tal gue toda s_ubdigré’f‘ica inducida de D posee un semindcleo _entonces

D tiene nucleo.

Demostracidn: La haremos por induccién, sobre los  vértices de

D. Para n = 1,2 es claro que se cumple.

Su‘pongamosﬁue D' es. una digrdfica con [V(D’3]| ¢n ‘iy toda

..subdigrdéfica inducida de D’ tiene semindcleo entonces D' tiene

ndcleo.

Sea D una digréfica tal que [VED)} = n vy _toda subdigrdfica

- inducida tiene semindcleo.
Sea So un seminudcleoc de D vy;

P'(SD) ={ze VM) | 3 250 - f'lecha }
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Tomemos W de la siguiente manera;
M=V - (5 ulresd)
o "o
1> Si V(W) = ¢ implica que So es ntcleo de D.

2> Si |[VCH)| > 0 por hipdtesis de induccidn ¥ tiene nucleo. Sea N

el nucleo de X, Afirmamos que So ¢} No es nvcleo de D;

1) Es independiente debido a que So v No‘ Soh

independientes y por construccidn no existe flecha entre ellos.
103 Si x @ VD) = (S U N se tiene dos casos %' I"'(So) [
x e M, en cualquiera de los dos por construccidn, siempre existe ~ una

xN = flecha. Por 1o tanto N es absorbente..

.'Con lo. anterior ' expuesto podemos  demostrar el .Teorema de.

Richardson.

Teorema No,2.4. (Richardson 1953). Si D es una di;ﬁéﬁca sin

ciclos ' dirigidos de longitud impar entonces D ' tiene niucleo.

Demostracidn: Para .la demostracidn utilizaremos el siguiente

lema;
Lema: Sea D una digréfica con p-2 2 fuertemente conexa . sin
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ciclos dirigidos de longitud impar entonces existe una  particicn de

V(D> en dos conjunlos V‘ v ‘/z tal que Vi v Vz son independienties.

Demostracidn del Lema: Sea L e VWD) ¥ los siguientes

. . conjuntos;

V, = {2 eV | 3mz - travectoria dirigida de longitud par}

V,={=2eV(D | 3n=z- trayectoria dirigida de longitud impar}

Como m e V‘ entonces Vt # ¢ vy por lo tanto 3 mz - flecha para °

algin z « V(D) de donde z e V_ vy asi V = 4.

{'or demostrar Vl lal Vz = ¢

Supongamos. 3 z, e V1 [l Vz por lo ftanto;

3 mz - trayectoria dirigida de longitud par T’ y

| mne - trayectoria dirigida de longitud. impar‘ Ti

" Como D es fuertemente conexa existe ’l'3 una éomt‘, - trayectoria-
dirigida,

Si t('l'j) es par entonces 'I‘3 v 'l‘2 contlene un ciclo. dirigido de

longitud impar 4

sl l('l‘a)—es impar entonces “l‘3 (V] '[‘1 cont.iene 'un  ciclo dirigid6

de lohgibl_ld impar g
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Por demostrar V‘ es independiente:

Supongamos 3 £ = (u,v) e F(D) tal que u, v e Vl. por lo tanto;

3 ’I‘1 mou - trayectoria dirigida tal gque l(TiJ es par,

E] ’I'z myv = travectoria dirigida tal que l(Tz) es par.

y también existe Ta una vm - travectoria dirigida, por ser D

fuertemente conexa.

Si l(Ta) es par, T‘ U Cuud U Ta contiene un cicle dirigido de

longitud impar g

Si KTa) es impar, 'I'2 u'!‘3 contiene un - ciclo. dirigido de

longitud impar Z

De igual manera demostramos que Vz es independiente.

V. vV, son independientes.

" Demostracidn del Teorema:
. Caso a) 8i D es fuertemente conexa por el lema enterior existe una
- “particién de V(D) en dos conjuntos independientes y. ajenos Vooy oV

‘ademds ¥ z e V(D) 6;(2) > 1, por lo " tanto, tanto. .V como v, .son

ndcleos dei D.
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Cﬁso b) 8i' D no es 't‘uer(.en'mnbe conexa, -sea Go una  componente
f'uertemente conexa terminal, es decir, de Co no salen flechas _hacia
otra compbnente. por a) Co tiene dos nicleos, por lo tanto
cualquiera de los dos es semindcleo de D y por el teorema anterior D

tiene nic leo.

El concepto de semindcleo por sf{ solo es de gran importancia,
va .que dentro de ciertas aplicaciones juega un papel andlogo al. del
nicleo. Sin eﬁbar;o no todas las digrdficas poseen seminucleés. -Por
lo cual es necesario recurrir a una nueva generalizacidn del

concepto de n\lcleb. dsta es cuasinudcleo.

CuASINUCLEOS

Definicidn No.2.6, Un ‘cuagindcleo ¢ de D es. un conjunto
independiente de vértices tal que VD) =¢C U e u l"(l"(c)) . es
decir. V.x & V(D) ~ C existe una trayectoria a lo mds. de 1ongxhud 2

”. hacla’ el cuasindcleo.

Proposicidn No.2.5.CLovdsz, Chvdtal [91). Toda digrafica D

t.iene cuasindcleo.
Demos tracidn:

La demostracidn la haremos por induccidén . sobre el ndmero de

‘v‘ércices de D,
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Supongamos que la proposicidn se cumple para las digrdficas’ de
orden infeerior a p. Sea D una digrafica de orden p y supongamos que
‘existe un vértice x tal que r‘"(xo) &) {xo) =X ¢ si no ia
proposicidn se verifica con C = (xD} ). Por hipdtesis ' de  induccidn,
la subgrdfica generada por X - r"<>:°> - (xD} admite un cuasindcleo
'Co. Si en D X, ho eg adyacente a CO podemos tomar como cuasindcleo
Cc = Co u] (xo). Si xo es adyvacente a Co' existe una flecha de xo
hacia CD v no existen flechas de Co hacia xo. por . lo  tanto podemos
tomar € = C .

Es claro que todo ndcleo es cuasindcleo. Un ejemplo que no todo
cuasintcleo es nicleo es el vértice . final de 'una travectoria de

longitud dos,

FUNCIONES DE GRUNDY
Otro concepto que Jjuega gran importancia en la Teorfa de

Nucleos es €1 de las funciones de Grundy.

Definicidn 2.7. Una funcidn entera no negativa gl(x) es llamada
funcisn de Grundy de D si para todo vértice x, g€x) es el ‘minimo
nimero ‘entero no negativo tal que no  pertenece "al con junto

g | vel*oo 3.

Esteé concepto fue introducido por P.M. Grundy' (15) (1939 para

digrdficas sin ciclos dirigidos. Posteriormente fue extendido por
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C.Berge [7] (1956).

La funcidn de Grundy también la podemos definir como Una

funcidn g(x) tal que cumple con las siguientes propiedades:;

1> g<x) = k > 0 implica que, para todo 0 £ j < k existe y e« r* o

con g(y) = k.
2> g€ = k implica que todo v & "*(x) satisface que g(y) # k.

Una digrdfica no siempre tiene funcidén de Grundy, mas  aun, 'si

tiene no necesariamente es unico {(Figura No.5, los valores de las

Qo

dos funciones de Grundy estén indicados en los vértices
correspondientes).
0
/ \ 1 0 / \ g
—_— e — o —) g s

FIGURA No.3

Propostcidn No.2.6.. Si D tiene funcidn.de Grundy entonces tiene. .

nicleo. En este caso los g(x) tal que g(x) = 0 es el n\Scléo.

Demostracidn:
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Sea N={ x| g€x) =0, x « VKD }

a> 8i x « N entonces gCx) = 0 y por ser g(x) funcidn. de OGrundy, el

min gCy) > 0, por lo tanto (x,y) & F(D) v Cype) = FLD) ¥ x, y N,
yel ey .

por lo gue concluimos que x no es adyacente a y, es decir, N es

independiente.

b> Si x w N entonces g(x) > 0, por lo tanto . min g(y) =0, lo “que
y:l" tx) :

implica que ¥ >, v w N existe (x,y) e F(D). Por . consecuencia N es
absorbente.

» N es ndcleo de D

El inverso no es cierto, en la Figura No.6, D admite un;  nicleo

Cel vértice d), pero no tiene funcidn de Grundy.

FIGURA No.'o

) En la F‘x.‘ura No. 6a se muestran todas las pos.lbihdades por '155

; c:uales la grét‘icu anteuox\ no tiene Puncidn de Grundy.
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FIGURA No, da

Teorema No.2.6, Si D es una dxgréi‘ica tal que cada subd15t~éf‘ica

Lnducxdn t.iene nicleo entonces D tiene {‘uncidn de Grundy.
Demostracidn: Definamos los siguientes ndcleos; -

ND el ndcleo de D
N‘ el ndcleo de D =D - ¥

Nz el nicleo de D, = D =~ N

NL el nucleo de D =D - N

Los = conjuntos N,L forman una particidn .de - V(D). Hasamos R
corresponder a todos los  vértices -de D un mlmex-o 5(x) de’ la
siguienbé manera; g(x) = k si y sélo si x e Nk. Demostraremos ' que

B 15,21 es una funcidn de Grundy.

a) Sea g(x) =k, veremos que para todo .0 £ j < k  existe ‘en.

r*¢x) . un vértice v tal que g¢y) = 0.




Como x & Nk‘ k > j, x es un vértice de la digrdfica Dj Y como
x g.Nj entonces existe en NJ_ un - vértice y tal que y e Go;
expresandolo de otra manera existe en [**(x) un vértice y tal = que

g<y> = 0.

by Si glx) = k entonces en (<) no existe un vértice y tal que

g{y) = k, vya que el conjunto Nk es independiente.
s g{x) es una funcidn de Grundv.-

Corolartio No.2.6.1!. Toda digréfica simélrica tiene funcidén de

Grundy.

Demostractdn: Utilizando el teorema 2.2, toda digrdfica
simétrica tiene nucleo, v como toda subdigrafica inducida de una
digréfica simétrica es simétrica entonces, podemos = concluir  por el

teorema anterjor que D tiepe funcién de Grundy,_

Corolario No.2.6.2. Sea D una digrdfica transitiva entonces D

tiene funcién de Grundy.

Demostracidn: Aplicando el teorema 2.3, toda  digréfica
transitiva Liéﬁe ndcleo, v como toda éubdigré!‘ica i.nducida d§ . \;lhﬂ‘
digriﬂca transitiva és transitiva entonces, utilizando . el teorema

anterior D tiene funcidn de 'Grundy.-

92



Corolario No.2.6.3. Si D es una digrdfica tal que toda
subdigrdfica inducida tiene semindcleo entonces 0 tiene funcidn de

Grundy.,

Demos tracion: Aplicando el teorema 2.5 tenemos que D y todas
sus subdigrdficae inducidas tienen ndcleo, por lo- tanto D tiene

funcidn de Grundy. -

Corolario Ne.2.6. 4. Sea D una digrdfica sin ciclos dirigidos de

longitud impar'entonces D tiene funcidn de Grundy.

Demos tracidn;: De manera andloga que los corolarios ‘anteriores
por el teorema 2.4 D y sus subdigrdficas inducidas tienen - nicleo,-

por lo tanto D tiene funcidn de Grundy..

NUCLEOS, EBEEMINUBCLEOS, ~CUABTNUCLEOD S Y
FUKCIONES DBE GRUNDY EN LA
"DIGRAFICA DE LINEAS

e B esta parte veremos la relacidn que guardan los conceptos ' de -
n'llcleo. seminu’clgo. cuaginucleo y funciones de Grundy de una

digrdfica con ‘su digrdfica de lfineas.
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Matdg Harminc ([17] prueba que el nuUmerc de nucleos en una
digréfica es igual al ndmero de nucleos de su digrdfica de lfneas,
De’ manera similar demostraremos que el niUmero de seminicleos
Ccuasinvcleos) es menor o igual al nuUmero de semindcleés
Ccuasindcleos) de su digrdfica de lfneas., también veremos que el
nimero de funciones de Grundy de una digrdfica es igual' al nudmero de
funciones de Grundy de su digrdfica de lfneas, con D una digrdfica

tal que todo vértice tiene ingrado al menos  uno.

Sea D = (V.F) una digrdfica v sea L(Dd = (F¥WD su digréﬂ'ca de
lineas (definicidn 1.7). En ios siguientes resultados denotaremos ‘é
la  flecha h = (uw) en D v al vértice h‘ en LCD) con el mismo
sfmbolo. Ademds si H es un conjunto de flechas de D entonces también
serd un conjunto de vértices de L(D). Para enfatizar este hecho, ‘en
lo consiguiente, usaremos el simbolo 'HL cuando H juegue el papel de

vértices de L(D).

- Denotaremos con XP(X). al conjunto de todos los subconjuntos de

V.

Defintcidn No. 2.8. Sea f; P(V)—— P(F) una funcidr; tal' que;

para cada 2 € V(D), f(2) = € (upx) e FAD | x e 2 X,
_lema No.2.f. Si 2 S V(D) es un conjunto independiente de
D =CVF) entonces !‘(Z)L es - un-  conjunto independients ~ en

LCD) = CFW>.
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Demostracidn: Sea 2 € V(D) un conjunto independiente de D. Sean
h,. ue I‘(Z)L. por demostrar que ¢hu) & W, es decir, I‘(Z)L es

independiente.

Como . h, u e f(2) ., en D h vy u son flechas cuyo vértice final
esta en 2. Supongamos que ¢hu) &« W, por lo tanto h vy u forman una
trayectoria de longitud dos en D. Con 1lo que obtenemos aque. el
vértice final de h es el vértice inicial de wu, por .lo gue los
vértices finales de h y u son advacentes Y va aque 2 es
independiente.

t‘(Z)L es independiente -

Teorema No.2.7.(Matyg Harminc' [71.  Sea D = (VP uﬁa
digrafica entonces el nimero de r;licleos de D es igual al nimero de

nicleos de L(DY) = CF.¥).

Demostracidn: Sea % el conjunto de todos los nucleos de D y sea

. %" el conjunto de todos los nicleos de  LCD).

Observacidn No. . Si N & % entonces f‘(N)L < %,

Sea N un nudcleo de D, por el lema 2.1 f(N)L es independiente.

Sea &k un. vértice de L(D) tal que k & FL - f‘(N)L. por demo#brar

que Ch.h) & W con h & £CWD ,
. Por definicidn de !‘(N)L. en D el vértice final de & no esta en -
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N. Por ser absorbente N en D, existe una flecha h e D cuvo vértice
final esta en N vy cuyo véptice inicial es el veértice final de 1a
flecha *, por lo tanto h e f‘(N’)L y (A @ W, es decir, t‘CN)Les
absorbente. )

f‘(N)L es micleo de L(D).

Observacién No.2. El mapeo f’: ® ——— %" es invectivo, donde

f’ es la restriccidn de £ a &,

Sean N‘. N2 e ¥ tal que Nl = Nz. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que N~ N = $. Sea u e N ~ N,. como N, es ndcleor de D
I ve Nz tal que C(u.w) < F(D), por lo tante C(uu & F(N1>L. Por 1la
independencia de N en D v aN, por lo que Cuud & f‘(N‘)L. Con 1lo

que obtenemos que: PCN‘)L » !‘CN2>L.

Observacidén No. 3. Si M < %* entonces g(H> e %, Donde

g PCF) —— PCV) es .una funcidn tal que si ¥ < F entonces

gCHY = X(H) © YCH), donde -X(H). es el conjunto. de todos los vért;icés

finales de. las flechas de M-y Y(H) es" el conjunto de todos .lbs:

vértices cuvo ingrado es cero tal que no son advacentes a ningun’

vértice de XC(H.

“a) glHd es un conjunto ihdependienbe.

Sean -u, v € g, u, v e V(D), entonces” tenemos tres casos:
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{2 u, v.e& X(H
Z2Yu e X(H vy v e YD

32 u, v e Y(H)

{> u es un vértice final de alguna flecha kA ¥ U .de alguna

flecha k, con h, & & HL. Supongamos que u y v son adyacentes.

Si & = (V) entonces (hkd c ¥ Z vya que HL es un conjunto .

independiente.

Si k= (uww) # (uw) =d entonces la independencia de Hl_
implica- que d & HL y como ademss es absorbente tenemos que .
b= (v2) e M tal que W@Wh) e ¥. El vértice final de Ry el
inicial de b es v, por lo tanto (kB> & ¥ g va que HL es un conjunto

‘independiente. En consecuencia Cu,u) ¢ F(D).

2> Por definicién de Y(H), si v e Y(W) v no es advacente a

ningtn vértice de g(Hd.

3> i u, v e YOI implica que ninguno de ellos es vértice final

de alguna flecha de D, por.lo tanto no pueden ser adyacentes.

s gCH> es un conjunto independiente

b2 gCH) es un conjunto absorbente (por demostrar que. V u e V' = g(H)

3 v @ glhd tal que (uvd e FCDY)

97



Sea veV - gy =V - X(H) - YCH), existen dos posibilidades:

a2 u es un vértice final de alguna flecha. En este caso existe
L= Cta) & FCD). Como u & XCHY entonces ! = (tu) g HL. Por ser
absorbent.e HL en LD 3 &= (v e HL. con lo que implica que

v e X(H),

b> w es un veértice de ingrado cero adyacente a algiin vértice de

XUD, por lo tanto 3 » e gC) tal que Cuo) e FCDD,

. gCH) es micleo de D.

Observacidn No.4. La funcidn g': #®° ——— % es invectiva.

Sean NL. PL s #" tal que NL = PL. Sin pérdida de generalidad,

supongamos que N - P = ¢ Sea A e N - F, sea u el vértice final”

L L
de A, por lo tanto u e gdN) (va que u es un _vértice final de una

v!‘lecha de N, Como PL es absorbente en L(D) y h & PL entonce§
I ke Px_ tal que Chid e W v k e F(D). Sea v el vértice final de k|

por lo anterior u es su veértice inicial. Como » ¢ PL. Ve g(hP)v. ya
que. g(P) es independiente en D, implica que u & g(P), por lo tanto
g = g,

+ £ es una funcidén invectiva. -

Por las observaciones 2 v 4 tenemos que:



lo que implica:

cand # = cond ¥

En 1la Figura No.7? ejemplificamos e] teorema anterior. Donde N’
y Nz. nicleos de D, mediante la funcidn f (definicidn. 2.8, v#n a
dar a ('(1 y Hz nucleos de L(D) respectivamente. Inversamente fl‘ v H2
van a dar a N‘ 4 N2 respectivamente bajo la funcién g (definida en

la demostracidén del teorema 2.7).

a 1 b 2 [} 1 2 3
[ o o e Y ] o
J ‘ l / PER———

s 2 6 o
L] \
a . ST
p 4 g
D L(D>
N, = a0 H = 82,4,
N ) = 24,9 MH Y = (o3, VM) = @

giH,} = to,a3
N_ = <ad,e> H, = <g,m

I(N’z) = {853 ,X("i) = d>, Y‘"Z) = <a,a>

. gmz) = ¢d,a,e)

FIOQURA NO.?

‘Del teorema anterior se sigue’ de manera natural el siguiente

gohol’ario.
Corolario No.2.7.1. D tiene nicleo 'si y 's6lo si L(P. tiene
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n\!éleo.

81 definimos LC(D) = CF.W) de tal modo que las flechas de D son
los vértices de LY., y (C(h) e \v' si. v s6lo si los vértices
iniciales o finales de h y k coinciden o el vértice final de h'cs ei
inicial de ®, tenemos que el teorema 2.7 no es vdlido. En la Figura
No.8 podemos observar que D tiene un nicleo ( el cual esta indicado
con los puntos negros . pero L(D) definida de esta manera no tiene
(vya'que los dos veériices de ingrado dos y exgrado uno tendrfan que
estar en el ndcleo. 1o cual no  puede suceder, ya dque son

adyvacentes).

N N
\/\/\/

/\ /'\
Nz / TN

FIAURA No. 8

La digréfica D de la’ Pigura No.9 no tiene micleo, en cambio

L(D) t,iene uno . (1ndicado en la figura con puntos negros).
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0 0 N

NS N

O rm—a———— ()

l N

o .
FIQURA No,®
En ‘el caso smimple de grdficas el teorema tampoco se cumple.. En

la Figura No.1l0 se muestra que la grdfica G tiene dos nicleos v su

grdfica de lfneas (definicidn 1.1) tiene tres.

Lo . o 2
\/ ‘o ‘
3@
D ) " LCD)
b
[
4
NIDI=€t3),04,2,¢}) NtLIDYy=¢ta),tb),(a)>

FIGURA N»o. 10

En-la Figura No.11 @ t.iene cinco nicleos ¢ 14}, 15, {1.3}.
" €243. €252 5 v LCD> tiene cuatro € fa.cl, (aer, adi, ¥ ).
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3 0 -

| N
<!’r D c‘) L<D>
1 a

FIOURA No. 1t

- Teorema No.2.8. Sea D una digrafica tal que todo vértice tiene
ingrado al menos uno entonces el ndmero de semindcleos de D es menor

o igual al nimero de seminucleos de su digréf‘icide_ lfneés L(b).

‘Demostracidn: Sea & el conjunto de todos los seminucleos de Dy

#" el conjunto de todos los seminicleos de L(D).

En primer lugar probaremos que si 5 es un semimicleo de‘ D

‘entonces £(5) - es un semintcleo de LCDJ.

Sea S un seminicleo de D. Por el lema 2.1 !‘(S)L es un conjunto
independiente. Sea (s> € ¥ con s e !‘(S)Lentohces en D.tenemos que

Cs'=(s.s2, h= (sx.z) } SFD) v s, @ S, como S es semindcleo de
D existe s 's § tal que (ts) < F(D), con 1o que y = (5 = rcs),_'

v CAM) @ V.

“Por dltimo demostraremos que f'; ¥ ——— #° es una funcidn

invecti»;a.‘donﬂe £’ es la xfes‘.riccidn de £ a »”,
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Sean. S‘. 5 & J tal que Sx £ Sz' 8in pérdida de generalidad,

2

supohgamos que St -5

, * b Sea v s S, ~ 5,. va que el ingrado de »

es ‘al menos uno existe (x,v) € F(D), claramente, por la definicidn.

de , (x,u) e i‘(>!)L - I‘(Sz)L.
L oead S cand .)"'.

En la Figura No.12¢a.b> ejemplificamos el resultado obtenido;
en donde se muestra como de -un semindcleo .de- D, en H pﬁdemos
encontrar varios semindcleos a partir de la funcidn dada (Definicidn
2.8). Dicha digrdfica D tiene cuatro semindcleos vy VL(D') tiene ocho.‘
Los semindcleos - de cada digréfica de la Figura No.12¢ab) estan

indicados con puntos negros.

b . [
0O ) : Qe
2 l l ‘ Sia l l <
00 : g
a F )
L<D> :
LA -1 [0

¥IGURA NO. ‘sa
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Teorema No.2.9. Sea D una digrdfica tal gque cada vértice tiene
ingrado mavor o igual a uno entonces el nimero de:cuasindcleos de D

es menor o igual al numero de cuasinicleos de LC(D).

Demoseracidn: Sea Q el conjunto de todos los cuasinicleos de D
A4 Q’ el conjunto de tordos los cuasinucleos de L(D),
En primer término probaremos que si @ es un cuasinicleo de D

entonces I‘CQ)L es un cuasintcleo de LCD).

Sea Q un cuasindcleo de D, por el lema 2.1 P(Q)L es un conjunto

independiente en L(DJ.

Sea h un vértice de L(D). A =(xy) eF  tal . que
h e FL - t‘(_Q)L. Como h g f(Q)L entonces v #Q y como @ es un }
cuasindcleo de D existe un camino dirigido de v a Q de longitud al

menos dos. Analicemos los dos posibles casos:

caso {2 Existe.un camino dirigido de y a Q de longitud uno. Sea
‘TP= (ya) dicho camino, entonces ue@ k= (yw e i‘(Q)L Y

Chhd g V.

caso &5 Existe un camino dirigido de v a Q de longitud dos. Sea
T= (yuw) tal camino, lo que implica que w e @, k = (uw) & I‘(Q)l"
y.denotando & = (y,u) tenemos gue T = Ch bk es un camino dirigido

de longitud dos en LCD) con k < @, .
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» . : :
Ahora veremos gue f'"; Q@ ———— Q es una funcidn invectiva,

donde " es la restriccidn de [ a Q.

Sea Q‘. Qz ¢ @ tal que Q‘ = C?z. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que a} - Qz ¢ ¥y ve Q‘ - az. Ya que el ingrado de v
es al menos uno ‘existe (xw) e F(D) y como v g t:Jz entonces

xv) @ f(Q‘)L - (‘CQZ)L. Por lo tanto t‘(QRL = !‘(DZ)L.-

Sea K; una grafica completa siméirica dirigida con 3 vértices vy
Hn la digrsfica obtenida al tomar n copias ajenas de K:. El niUmero
- de cuasindcleos de’L(H“) menos el numero de cuasindcleos de H“ es al
. ‘menos n. (Ver Figura No.13, donde n =» 1 y cada vérticé de H‘ Y L(‘H1)‘

es un cuasinvcleo),

LCH D |
t

FIOURA NO. 13

La hipstesis todo vékrucek tiéne ingrado al menos uno no puede
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ser omitida en los teoremas 2.8 y 2.9, Es suficiente considerar a D
con V(D2 -(u‘,uz_ua} y F(DY =« (u‘,uz). (uz‘ua> Y. D tiene dos

semindcleos (cuasinicleos) vy L(D> tiene solamente uno.

Lema No.2.2. Sea D una digrdfica vy x, = v¢D). Si f“ Y !‘z son
funciones de Grundy en D tal que para todo v & P‘Cxo). f‘(y) = fz(y)

entonces f‘(ro) = Pz(xo).

Demostracidn: La prueba se sigue directamente de la definicidn
de  funcidn de Grundy. Sea xo eV y £ vy f,  funciones de
Grundy, P‘(xo) es el minimo nuYmero entero no negativo  tal
que no  pertenece al conjurito { P!(y> | ve r"(xn) }, ‘pero por

hipstesis { t‘l(y) | »ye F’(xo) >y = I‘ZCy) | ve l"‘(xo) }. por

lo tanto t“(xo) = f‘ztxo)..

Teorema No.2.10. Sea D una digrdfica tal que cada vertice tiene
ingrado al menos uno entonces el nudmero de funciones de Grundy de D

es .igual al ndmero de funciones de Grundy de L(D>.

Demostracidn: Supongamos que f: V(D) ———— N U {0) es una
funcidn de Grundy en D. Denotamos por f'L: VCLID) ——— N 1 {0) la
fuyncién  definida  como sigue: © [, O3 = fCx )+ para cada

x = (x‘.xz) e FL.
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Dbservacidn Ne. 1. f‘L es una funcidn de Grundy en LCD).

ad i‘L(x) =k > 0 implica que para cada 0 £ j < k existe

+ ' =
y e ]"L(m(x) tal que i‘L<y) Je

Supongamos que fL(x> =k>0 vy 05 <k, entonces, por
de(‘inicidn de E‘L. x = (xt.xz) e FCD) v f‘(xz) =k > 0. Ya que [ es
una funcidn de Grundy en D v 0 £ j < k existe x, & l";mz) tal que
f<x > = j. Con lo que oblenemos gue y = (x,.x) & FCD) con’ Cxy) e L

: : + -
y !‘L<y) = j, es decir, 8 y r‘um(x) tal que i‘L(y) Jr

L : +
2> [‘L(x) = k implica que para cada v e F‘L‘D)Cx) I‘L(y) 2 k.

Supongamos  que fL(x) =k v v e r‘;m)(x), entonces por
definicidn de PL v de LD, x= (:\r:i .xz) vy v = (xz ,xa) e FCD),: -
l‘(xz) =k y x

s € r‘;(xz). como f es una funcidn de Gru‘ndv en D, se-

sigue que I‘(x:) = k., Por lo tanto I‘L(y) = i‘(xa) = k.

Observacidn No.2. Si- f!, £? son funciones de Grundy tal que

'y 2 1 2
% = £° entonces fL = f‘L.
Supongamos que f‘"_ = i‘i v ox, e ¥(D>. Dado que el ingrado de'xo

es al ‘menos uno, existe una flecha (z.x > e F(D. Por _hipStesis

1 H ! ; ] = p2
tengmos que I‘L( (z.xo) ) = Px.< (z,xo) ), es decir, ¢ (xo) f, (xo).
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Sea g: VCLCD)) ~—— M U <0) una funcidn de Grundy en L(DJ.
Definamos [ V(D) —— M U {0) una funcidn tal que para cada
xy € VD) v ¢ = (y‘xo) € F(D) cualquier flecha de D, donde x, es su

vértice Tinal (el cual existe por hipdtesis), gD(xo) = gCed.
Observacidn No. 3. €, esta bien definida.

Sea x, < VD), supongamos que L, = (y!.xo) Y

sz = (yz.xo) e FD).,

+

+ + =
$i rp€x> = ¢ entonces LA

= + = i .
o=l ) =g Se ~sigue por

la def'inicidn de funcidn de Grundy que gt = g(Lz> =0,

Observacidn No. 4, g, °s una funcidn de Grundy en'D.

a> gn(x) =k >0 implica que para cada 0 £ j< k  existe

+

vse r;.(n)

(x) tal que gn<y) = e

Supongamos que gD(.V) =k >0 v 02 j <k, por la definicidn
de €, ¥ la hipdtesis del Leoréma tenemos que ex;ébe t = (z.x) ¢ FD:
con g€t) =k >0 y como g es nna funcidn dé Grundv’ en L(D) existe
t’ e [‘:_(m(t) tal que g(t’) = j v t’ = (xw) para algin vértice w en

D g (W) = g€¢’ = j. Claramente w e l";(x). hagamos w = y.
b) gb(x)v =k implica que para cada ‘v e l";(x) g, = k.
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Supongamos que gD(x) = k, entonces existe t = (z,x) ¢ F(D> tal
que g(t) = k. Sea y e I‘;(x). por consiguiente (xy) e r‘:m)(t). Ya
que g es una funcidn de Grundy en L(D) se sigue que gC (x> ) = k.’

Por lo tanto g (y) = gC¢ Cxy) D> = k.

Obsernocidn No.5. Si g', g¥ son funciones de Grundy en L(D)> tal

que g’ = ‘2 entonces s; = 5;.

Supongamos que ;; = g;. Sea t = (xy) & F(D), entonces
;;Cy) = g:(y). Por la definicién de »g; v s; tenemos ' que

g = giced.

Por las observaciones 2 y 5 tenemos que el numero de funciones

de Grundy de D es igual al ndmero de funciones de Grundy de L(D)..

El siguiente corolario se sigue de manera natural del teorema.

anterior.

] Corolario No.2.10.1.8i D es una digrdfica tal que todo Vértice
tiene ingrado mavor o igual a uno entonces, D tiene. funcidn de

Grundy si v sdlo si L(D) tiene funcién de Grundy.
‘Corolarfio No.2.10.2. 8i D es una digrdfica tal que todo vértice

tiene ingradoe mavor o igual a uno entonces el numero de funciones de

‘G_rundv de D es igual al mIniero de funciones de Grundv &e'L“(D). .
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Demostracidn: La haremos por induccidn sobre n.

Observactién No.!. Por &1 teorema 1.7 C(inciso 3) el grado
interior de (vw) en L(D) es 6;(u). por lo tante por 1la hibdbesis
del teorema, al ir iterando el grado interior de la nueva digrdfica

siempre es mavor o igual a uno.

Por el teorema es inmediato que se cumple para n = 1, :
n = 2. Sea D una digrdfica tal que tiene m funciones de Gm_mdv
entonces LCD> tiene m funciones de Grundy. Sea D‘ & L(D>, por lo
cual D‘ tiene m funciones de Grundy. Por la observacidén uno vy por el
teorema anterior L(D‘) contiene m funciones de Grundy. Por lo tanto‘

LD = LD > tiene 'm funciones de Grundy.

Supongamos que se cumple para n~l, es decir, si D tiene m

funciones de Grundy entonces L""'(D> tiene m funciones de Grundy.

Sea D una digrdfica tal que contiene m funciones de Grundy
entonces por hipdtesis L"*(D> tiene m funciones de Grundy. Tenemos
que’ L™ 2 LCL™'D)). haciendo el mismo procedimiento que para

n = 2 obtenemos que L"(D) tiene m funciones de Grundv.'

En. la Figura No.i4Cab) tlustramos los resultados obtenidos en’
el teorema anterior. En donde damos dos funciones de ‘Grhndv (f‘.f'z)
para la digrdfica D v dos funciones (g' £%) para LCD), ‘las ‘cuales

“estan indicadas en los vértices correspondientes.
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Aplicande estos resultados a las digrdficas D v L(D) de la

Figura No.i4(a) tenemos que: £ define una funcién de Grundy i‘x“ en

L v ;' def'ine una funcién de Grundy &y de tal manera que:

fica > = flewd =g
/:L‘az) x flcay = 2
f:‘(‘uaJ = flced =4
I:Ca‘.) = feer = g

: /1&:5; = ficed = ¢

1

< =
g Cad = gDCazJ 2
t t

b, C =
2Cb) = 8, u’) 4]
g’(c’) = g;Ca

4 N
3) = gn(a‘.l - f

1 1
Cdo Ca 2
& = ‘D a5 = 0

Haciendo lo mismo para las digrdficas D’ v L(D) de la Figura

No.14(b) tenemos que; I'? define una funcidn de Grundy !‘: en I;(D) Y

g define una funcidn de Grundy £, de tal manera que:

z = z =
fica > = fiew

i

i
< - - (=) (8]

/:Caz.) = ficad
/:raa) = f%ce>

'/l’_ca‘) = fCey =

it

/2ca5: = fiead

‘ggcco = sCa) =0

2

b, -gla 2
gn)ﬂgu‘_ =2

2

Ced <a_ 2> >
gnc=ga3 =5<a‘ =41

2z N
gDCd) = ‘(QSJ a
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2
[g] °
o
a a
/\ 11
b o = [+ I -1
(01 4 a0 ) o,
N 0l \ /m :
° a ——— 0 « '
d 4 5
{0l [11 to]
Cad

FIGURA MO, {4
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CAPITULO TRES

Claude. Berge y Pierre Duchet (5] plantearon .en: 1984 -una_
" interesante . conjetura (la . B.D, conjetura) que . relaciona ‘dos‘
conceptos fundamentales de Teoria de las Gréf‘icaé; el concepto de

coloracidn y el concepto de nucleo;
Mina grdfica es perfacta st y sdlo st es nicleo perfectible"

Los resultados obtenidos hasta este momento han sido pocos vy
estos han. estado enl‘ocados principalmente. a encontrar clases amplms

de griéficas que sat..lsi‘agan la conJetura.

En este capitulo presentamos una clase de gvéf‘icas que cumpien

la B.D. conJeLura' las gréficas de lineas. -

CONCEPTOS Y RESULTADOS ELEMENTALES

A lo largo de esta seccidn nos: aerén de | gran uulxdad los‘
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siguientes conceptos;
a) El ndmero de independencia «€G) (también llamado el nimerc
de estabilidad), definido como el mdximo nimero de vértices dos a

dos no adyacentes en G.

b> El nimero de cubrimiento 6(G>, definido como el mfnimo

nuimero de clanes que cubren a todos los vértices de G.

22 El nimero de clan w(G), definido como el mdximo numero de

vértices dos a dos advacentes de G,

d> Bl mimero cromdeico (@G> Calgunag veces denotado por p(G)),
definido como el minimo nimero de colores necesarios para colorear
todos los vértices de tal forma que cualesquiera dos vértices

advacent,es tengan asignado distinto color.

A continuacidn definiremos 1o que es una grAifica perfecta vy los
resultados importantes que se han obtenido referentes a la B.D.

conjetura.

En 1961, C. Berge invents las graficas perfectas.

Défv:m:cién No.3. 1. Una grdfica G es perfecta si sus vértices ‘se
pueden. colorear. de tal manera que cualesquiera - dos - vértices
advacentes tengan asignado  diferente color y el nimero total de

colbres sea igual a la méxima cardinalidad de un clan de G, e igual
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para cada subgrdfica H inducida de G, es decir, y(H) = w(l).
Claramente para cualquier grdfica G se cumple yC(HY 2 wCH).

Los sigulentes ejemplos son los mids sencillos de 5ré’t‘ica$

pei-l‘ectas vy no perfectas:

2> Las gréficas completas Kp. va que xCKp) =2p =@ (KP) y cada’

subgrdfica inducida es una grifica completa.

b> Las grdficas bipartitas, ya que la cardinalidad del mdximo
clan es dos, el nimero cromidtico tambi#n es dos y Loda subgrdfica

inducida es una gréfica bipartita.

CJ, Los ciclos impares szl

) =3y w(sz‘) = 2,

. n21 no son graficas perfectas,
va que %CC o )

2n+d

d> El complemento de un ciclo impar c;m no son gr&i‘icas"

perfe;:tas.

A partir de la definicidn de grdficas perfectas obsex;v‘amos ‘qué
‘el problema . de la coloracidén de sus vértices se reduce a. la
‘colorﬁqi&ﬁ de_ sus subgréficas compietas. de tal ma;iera "que' es -
: Suficiente cc‘:‘nocer el  numerc cromdtico de sus subsréfic_as complet.as’-
Cel cﬁal es igual al numero de vértices) para poder conoce;-' el

nimero cromético de la grafica. Lo.mismo es va&lido para cada una de '
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sus subgréficas inducidas,

Para ver la relacidn que guardan los conceptos de coloracidn vy
nllcléo. definamos los siguientes términos relacionados con la Teorfa

de Nucleos.

Definicidn 3.2. Una digrdfica D es nicleo-perfecta si toda

subdigrdfica inducida de D posee un nicleo,
Este concepto fué introducido por Victor Neumann Lara [25],

E jemplos:
1) Digrdficas sin ciclos dirigidos son nicleos-perfectas
2) C'. no es ndcleo perfecta. )

2n+t

En el caso de los conceptos de grdficas.  perfectas vy de
coloracién la ' orientacidn. es . irrelevante, en . cambio, para los
conceptos de .nucleo -y de nicleo-perfecta  juegs ~ un - papel

‘trascendental.

G. Berge vy P. Duchet relacionaron los conceptos de coloracidn.y

nicleo al definir el concepto de grdfica nicleo-perflectible,
Dada una grdfica G le podemés asociar de manera natural una
- digréfica § obtenida a partir de G, orientando cada arista de @ en

al menos una de las dos direcciones. Una digrdfica obtenida asf es

117



llamada una orientacidn de 0.

Dafinicidn No. 3.3 Una orientecidn por pozos de G es una
orientacidn 3 de G en 1a cual cada subgréfica completa de G tiene
un ndcleo (tambidn llamado pozo. esto es un punto tal que desde cada

otro vértice del clan hay una flecha hacia €1,

Definicidn No.3.4. Una gréfica 8 es llamada niclep~perfectible

si toda orientacidn por pozos de 8 es una digrdfica niucleo-perfecta.

Ejemplos:

1) Las graflicas completas son ndcleo=perfectibles.

23 Log ciclos de longitud par éon nicleo~perfectibles.
3) Las grdficas bipartitas son ndcleo=perfectibles.
4 Los ciclos impares no son ndcleo-peﬂ‘ectﬁ)les.

53 El complemento de un ciclo impar no es nicleo~perfectible.
En 1la Figura No.1 se da ‘una orientacidén . por -pozos de una

gré!‘ita completa, en donde podemos observar gque cads  subdigrdfica -

. completa contiene exactamente un pozo vy una fuente.
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A

o .

FIGURA NO, 1

Observamos que en una gﬁi‘icu micleo=perfectible el problema de
" 1a existencia de ndcleo (para una orienpacién dadad queda reducido’ a
la existencia de nicleo en cada una de sus subgriéficas completas:‘ de
;&1 manera que es suficiente saber que cada una de sus subgrdficas
completas - Liene nicleo para que cada una de sus subdigraficas

inducidas tenga niucleo-(en una orientacidn dadad.

Asf, la relacidn entre los conceptos de nudcleo y  coloracidn

propuesta en la B.D. conjetura es la siguiente:

: Para una gréfica dada G, el problemé de la' coloracién 'ﬁe'
vértices Cencontrar -x(G)> gueda resuelto por los clanes  Cesto es,’
encontrando el mimero cromatico de .los clanesd si vy sélo. si el
probleﬂu‘ de la existencia de nicleos (para una orientacidn dada‘t' de
‘ 6> éueda resuelto para los clanes (este es, si la orientacidn’ es pox;,

pozos).
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Se han dado varlas caracterizaciones de las grdficas perfectas,

de las cuales algunas son todavfa problemas abiertos. En este caso

sdélo mencionaremos las que utilizaremos en este trabajo.

La siguiente caracterizacidén es una de las mds importante y fue

obtenida por L. Lovasz [22] (1972).

Tenrema MNo.3.f. Para cualquier grdfica G 1las siguientes

condiciones son equivalentes:

1) xCHY = o(H) ¥ H eV
2> aCl) = gC(Hd Y HE VWG

3D aldwCH) = |H] YHg V®
Donde H es una subgrdfica inducida de G.

Es c¢laro que la equivalencia de 1 vy de 2 implica que el

complemento de una grafica perfecta es una grdfica perfecta.

Tomando en cuenta que los ciclos impares no son graficas

' perfectas y el resultado anterior tenemos lo siguiente:
Observactidn No.!f. Si una grdfica @ y su complemento  G°

contienen un ciclo impar -de longitud mavor que tres, sin

diagonales entonces G no es perfecta.
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Una caracterizacidn en tdrminos de subgrdficas inducidas

prohibidas ha sido conjeturada por C. Berge.
Conjeturn Fuerte de las Grdficas Perfectas Cherge, [954).

Una gré’(‘ica es perfecta si vy sdloe si no contiene como

C

subgraficas inducidas C .
2n. Ina

“ ciclos impares ni su complemento G
Ejemplos de grdficas perfectas qgue constituven un importante

apoyo a esta conjetura son las siguilentes;

a) Las grdficas trianguladas (grdficas sin ciclos inducidos de

longitud mavor o igual due 4) son perfectas,

5) Las gré&ficas de Meyniel (gridficas en las que cada ciclo

impar tiene al menos dos diagonales? son perfectas.

<) Las grdficas que no contienen como subgr-ﬁ‘icaﬁ ihd}icidg a
K"a c‘umplenlcon la con‘iebure; fuerte de las grdficas perfectas,

En cuanto a las digrdéficas nucleo~perfectas también bbservamos
que: la existencia de nldcleos también esta relacionada con . la
estructufa dv; los ciclos impar.es dirigidos (Ver capftulo doé); Y
esto ..\o podemos constatar en los siguientes ejemplos de clases de

grificas ndcleo-perfectas.




1> Digrdficas en las que cada ciclo dirigido impar tiene al

menos dos flechas simétricas,

2) Digrdficas en las que cada ciclo impar tiene dos diégonales

de.la forma (i, i+2) v Cj, j+2>.

3 Digrdficas en las que cada ciclo dirigide impar tiene dos

diagonales con punta consecutiva.

En cuanto a las grdficas ndcles-perfectibles tenemos los

siguientes resultados:

Teorema No.%. & Toda digrdfica niicleo~perfectible no contiene
+ : : (]
como subgraficas inducidas czm Y CmH £231.
Has aun se tiene que la conjetura B.D. es cierta en un sentido,
toda gréfica nicleo-perfectible es - perfecta, si “se - tiene  por

hipdtesis que admite la conjetura fuerte de las grdficas perfectas,

~En_el otro sentido tenemos ejemplos .de clases amplias de

grificas perfectas que ;<on micleo-perfectibles [23];

1Y 'El complemento de las fuertemente perfectas. Hna gréf‘ica es
fuertemente perfecta si toda subgréfica inducida de H contiene un’
“conjunto independiente que intersecta a. todos los clanes maximales

-de' H. En general. toda gréfica fuertemente perfecta es perfecla.
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&) Las grdficas de Mevnisi, definidas anteriormente,

2) Las grdficas pevfectas gyue no contienen como subgraficas

inducidas a K‘ v K‘ ~ e, Este resultado se probard mds adelante,

3
Otras  resultades  sobre  graficas - perfectas vy grdficas

ndelea-pecfectibles que utilizarveaos son;

Teurema No.3.3. §i 8 es una grifica conexa con un conjunto de
corte A, el cual os un clan v si cada componeate conexa de 6 - A es

una grafica perfecta entoaces G as perfecta ({5) capftulo 163,
Teorema No.3.4. 8i G es una gréfica conexa con un conjunto de

corte A, el cual es un clan v si cada componente conexa de 6 - A es

nicleo~perfectible entonces G es micleo=~perfectible r2a1.

La BD. ConJETURA V LAS GRAFICAS OF LiNEas
Una clase de gréficas que cumplen con la B.D. conjet.uba son las
grélicas de llneas, para demostrar ésto utilizaremos el siguiente

resnitado,

Teorema Ne, 3.5,  Si 6 2 LIHY eptonces las tLres aondicicnes

siguientes son equivalentes:
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a) @ es una grafica perfecta:

5> H no contiene como subgrdfica inducida por aristas un cicln

impar de longitud al menos 5:

) Toda subdigrdfica inducida por aristas conexas H’ de H posee

una de las propledades siguientes:
t3 H' es una gréfica bipartita,
2) H' es =1 clan K4.

3) H’ tiene exactamente p + 2 vértices x‘.xz..‘..xp..a.b
tal que ( XX 0¥, } es independiente’ v  x .a/b?} generan un

clan Ci =1.2....,p),

4> H’ tiene un vértice de corte.

Demostroeidn: Probaremos sucesivamente las tres implicaciones. '

qJ » 4> Supongamos lo contrario, es decir, H contiene un cicle
irhpar' de. longitud - al menos cinco. Tenemos que 'los veértices que
representan _1a§ aristas de este ciclo en G. inducen' . un ciclo - impar.
sin cuerda, de la misma longitud C teorema 1.1, inciso 6 >. Entonces
esta subgréfica cont.r;adice la perfeccidn de G. . .

5> » <> Sea H’ una subgrdfica inducida por aristas conexa de H-

y w la cardinalidad del clan mdximo de H’,

Si w5 2, entonces H’ no tiene ciclos de longitud tres vy, por

"la hipStesis ., no tiene ciclos impares de longitud al mencs cinco. .
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Por lo tanto H’ es una grdfica sin ciclos impares, es decir, H' es

una grdfica bipartita.

Si w =3, sea (a.b.x‘} un tridngulo de H’, Si B’ no tiene otros
vértices entonces H’ verifica la propiedad tres. Si no, como H' es

conexa, existe un vértice -~ advacente a algun vértice del tridngulo.

fi alguna arista del tridngulo (a.b,)fl) no pertenece a otpro
t.ridngulo entonces podemos suponer que ¢ es vecino de a. Entonces o
es un vértice de corte que desconecta a ¢ de b y de X, Ya que =i no
sucediera ésto, existirfa un camino ¥ de longitud al menos dos de ¢
a b (por ejemplo), que junto con las aristas (b.x‘). (rl,a), VCa.C) o
bien las aristas (ba) v Cac), segin si ¥ es de longitud impar o
par, formarfan un ciclo impar de longitud al menos cinco., Lo cual
contradice la hipdtesis b). Por lo tanto H’ cumple con la propiedad

£.

Si una arista del tridngulo (n.b,x‘}. por -ejemplo, (a.,»)
pertenece a otro triv‘ingulq (a.&nxz}. entonces no existe otra arista
que . pertenezca a otro tridngulo. De lo contrario, existirfa .un
vértice 'v advacente, por ejemplo. a a .y x . por lo-que obt,endriamosb
un ciclo impar (a.y.x‘.b.xz.a) contradiciendo la hipdtesis b.

Sean (xl.xz.....'rp) todos los vértices de I’ advacentes a la.
vez' a a vy b, Los cuales no son advacentes entre sf, por gque si no

obtendrfamos un clan K‘, lo cual contradice la hipdtesis w = 3. Si.



H’ no tiene otros vertlices entonces H’ cumple la propiedad tres, Si
no, gracias a la conexidad de H’' existe un vértice ¢ advacenie a a,
o bien a x (por ejemplod, Entonces la supresidn de a« o
respeclivament.e de x, desconecta la gréfica, si no sucediera éstio,
obtendrfamos -un camino £ de ¢ a b 0o a x, (respectivamente a a o a
xz>. Dentro de todos los rasos posibles podemos concluir gque  la
prolongacién de # genera un ciclo impar de. longitud al menos cinco,

lo cual es una contradiccidn.

Si w = 4, sea {a,b,c.d) un clan de cardinalidad cuatro de H’.
Si H’ no tiene otros vértices entonces H’ es K‘. Si no, existe por
razones de conexidad, un vértice e adyvacente a a (por ejemplod.

Afirmamos aue a es un vértice de corte.

Supongamos lo contrario que @ no es un vértice de corte,
Entonces existe un camino ¥ que une e con b (por ejemplo). En
consecuencia las‘ arisi,as (bed, (cad v Caed, o-bien (bed, (c.d,
da) v (2. segun si £ es de longitud impar o par,.forman junto
con ¥ un ciclo impar de longitud al menos cinco, lo cual no D'ue&e’
suceder. Por lo tanto a es un vértice de corte, ‘es decir.‘ B’

" verifica la propiedad cuatro.
Si w25 entonces H’ contiene un clan {a,b,c.d;e) de

cardinalidad cinco. El ciclo {a,b.c,d,e} contradice la hipstesis b.

Por lo tanto este caso aueda excluido.
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¢) » ad Demostraremos que G es perfecta por induccidn sobre el

nimero de vértices de G.

Para n = 1.2 'es claro que se cumple. Supongamos que G

satisface c) v |V(G’)| ¢ n entonces G’ es perfecta.

Sea G tal que |V(G)| = n vy satisface c¢). Es decir H cumple con

algune de los cuatro casos especificados.

Observacidén. Podemos suponer que H es conexa, va que si no la

demostracidén se harfa para cada componente conexa de H.

Analicemos los cuatro casos posibles:

1> H es una gréfica bipartita, Unk clan de G corresponde a una
estrella 8C(v) de H (capftulo uno). Por lo tanto la cardinalidad
maxima de un cl#n de G corresponde al grado mdximo de H. Por el
teorema de K8nig~Hall (IS} cab[tulb 7) para gréi‘icés bipartitas
podemos afirmar que existe un apareamiento gue satura a todos los
vértices de grado mé‘ximo. Este apareamiento corresponde en G’a’ un
sybconjunt.o independiente de veéptices gque se¢ encuentran en todos los
~ clanes de cardinalidad mdxima., Por hipdtesis de induccién, ésto es
clerto para . todas’ las  subgraficas de 6. Por lo tanto G ‘es
fuertemente perfecta, de lo que se deduce que G es perfecta.

~2) H es el clan K, (Ver Figura No.2). Sean a  a AR I

1 2 i
i=12...6 las aristas. de H. ‘Sea a un vértice - de  'H,
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o = ( a.a,,a, ) e}l conjunto de todas las aristas de H advacentes a

a, es decir, ¥ es la estrella de ay 8 = { a,,a

PR } el conjunto - de

todas las aristas no advacentes a a., # y 3 inducen en G dos clanes
que cubren todos sus vértices, va que; o U % = A(G), & por ser una
estrella de cardinalidad tres va a dar a un_ clan de la misma
cardinalidad y por Jdltimo B es un tridngulo, por lo tanto va a dar a
también - a un. trid#ngulo C(ver capitulo unod. Por 1o tanto su
complemento G° es bipartita. Por el teorema 3.1. se deduce que el
complement,o de una gréfica perfecta es perfecta y como las gréficas

bipartitas son perfectas, podemos concluir aue G es perfecta.

FIGURA No.2

HH bieﬁg exacf;amente p+2 vértices x‘.xz.....x").a.b' tal que
< xl.f;.....xp } es independiente v « xi.a,b } generan' un claﬁ
Q=1.2.....p). En este caso llegamos a- la misma conclﬁsién que ‘el
inciso anterior utilizande el mismo procedimiento, tomando - en” este
caso:,.d el conjur;t.o de Codas las aristas advacentes a a v. 8 el

conjunto de todas las aristas advacentes a » menos la arista (ab).
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4) H tiene un véritice de corte a, Sea H‘ una- componente conexa
de H - a. Las aristas advacentes a a vy H‘ forman en O un clan de
corte donde las partes son por hipStesis de induccidn perfectas,

‘Utflizando el teorema 3.3, obtenemos que G es Dert‘ecba.-

Teorema No.3. 2. Una gréfica de lfneas de una grdfica H es
perfecta si v sdlo si es nicleo-perfectible.

'’ Demostracidn: Dado que G es una grifica de liness, € no
contiene como subgrdfica inducida a K"a (Beineke, ‘teorema “1.6,)°
entonces G satisface la conjetura fuerte de las gré&ficas perfectas
Ctoda gréfica tal que no contiene a K‘,g como subgrdfica inducida
cumple con la conjetura fuerte de las graficas perfectas. (K.R.
Parthasarathy v G.Ravindra [28)) D>, - por 1o tanto G es
ndcleo~perfectible, va que G es perflecta vy satisface la coﬁjetura de

las grdficas perfectas.

Reclprocamente, supongamos que G es perfecta. Demosiraremos por

hipStesis de induccidn que G es nuCleo—perPectibler.

Para. n = 1.2 es claro aue se cumple. Supongamos qﬁe G’ es

perfecta v |V(B’)| ¢ n entonces G’ es nicleo-perfectible.

Sea @ perfecta tal gue |V(®| ='n.

" Como @ es perfecta, H cumple con una de las cuatro propiedades

1129,



del teorema 3.5.

Si H cumple econ dos o tres, utilizando la demostracidn . del
teorema anterjor (incisos 2 y 3) obtenemos que el comblemenbo de G
es una gréfica bipartita. Por lo tanto G es el complemento de una
grafica fuertemente perfecta, estas graficas son .nllcleo

perfectibles,

Si H cumple con cuatro entonces por la demostracidn anterior
€inciso 4D G es un clan de corte. Sea D una orientacidn por pozos de
G. Por hipdtesis de induccidn, las partes de D que corresnondeh a
este conjunto de corte son nmicleo perfectibles. Como este con junto
es - un clan. el teorema 3.4, nos permite concluir la

nicleo-perfeccidn de D.

Si H es una grdfica bipartita entqnces G es una‘ grdafica tal. que
no contiene a Kg,a (con!‘iéuracidn' excluida' de ‘.(_-odas las gréficas Vd‘e
lfneas) y no contiene a K‘ - e (ya gue implicarfa la existéncia en H
de un tridngulo). En este caso el resultado es consécuencia &el

teorema siguiente:

Teorema No.3.6. 8i 8 es una grdfica perfecta tal que no
cont.iene - como subgrdficas = inducidas las grdficas K” v )C‘ - e
entonces G es nicleo-perfectible,

. Demostracidn: La demostracidn la haremos por -induccidn sobre -el
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nimero de vértices de G.

Para n = 1,2 es claro que se cuample. )
Supongamos que G’ es una grafica tal que [VGD] < n vy no
contiene  como subgraficas inducidas a Kaa v K‘ -~ = entonces G' es

nicleo~perfectible.

Sea G una grdafica tal que V(] = n v satisface las hipdtesis -

del teorema.

Sea D una orientacidn por pozos de G. Supongamos en primer

término que D no posee aristas simétricas.

Como G no contiene a x:a ni a K‘ - e, todo veértice de G
,

_abarece en a lo mds dos clanes maximales,

Sea x un vértice. de G tal que aparece. en un sdlo clan maximal
dé G. Sus vecinos f'orman un clan de corte en G, Por hindbesis de:
induccidn este clan de corte v las componentes conexas que qnedén a.l“
quitar dicho clan soh micleo~perfectibles, por lo tanto, utilizando

de nuevo. el teorema 3.4 Lenemos que D es ndcleo-perfectible.

Supongamos. que todo vértice de G aparece en exactamente dos
clanes maximales. Sea # un clan maximal de G. x un poze de o en D-
_Ceste es unico va que D no contiene aristas simstricas) y & el

segundo clan gque contiene a“x. Demostraremos que > es una Tuente de
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. '® en. D.. En caso. contrario, sea s la fuente de 2% en D. La
subdigrdfica D = s “tiene un nicleo N por hipdtesis de induccidn. Si
x & N_'por ser fuente s en D, x es su vecino exterior, por lo-tanto
N es nicleo de D. Si x & N, entonces existe ¢ & N tal que es vecino
exterior de x. Pero todos los vecinos exteriores de x estan en
B - s, por lo tanto t es un vecino exterior de s en D, por lo que

concluimos que N es ndcleo de D,

Por lo tanto el conjunto ® de los pozos de clanes maximales de
D esta contenido en el conjunto de las fuentes de dichos clanes

maximales.

Como éstos dos conjuntes tienen la misma cardinalidad  Ctode
¢lan’ posee exactamente un pozo y una fuented. podemos concluir  que,

son iguales.

Srea‘H la subgrdfica de D generada por los vérbicés de: P, Cayda

- vért;ce x de H cumple que 6;(70 = ,1 y G;CX) =1, va que cada clan

tiene exactamente un pozo y una fuente. Por- lo tanto H es ‘una

aigréf‘ica donde cada componente conexa es un ciclo dirigido par, v#
que G-es perfecta.

Sean H H,....H dichos ciclos dirigidos. Cada ) W, tiene

exact.amente - dos- nd;leos Q. v- R, los cuales forman una biﬁanticiisn' E

. - . vk .

de H_‘. Escogeremos un micleo N_l de " cada H_l de manera que U No. sea
. . . - . : f=q

un nicleo de D. el cual también es un nicleo de H.
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Si D = H, la eleccidn de Nt dentro de cada Hi es indiferente.

Si D # H entonces 3 x €« P =~ H tal que x ho es ni pozo ni fuente
de un clan de D, x por hipdtesis aparece en dos clanes « v B de D,
los cuales poseen cada uno un pozo y una fuente. Sean PA. F‘A. PB' FB
respectivamente dichos pozos y fuentes. Estos cuatro son‘ los tnicos
.vecinos de x en H.

Si estos cuatro vertices aparecen en la misma componente HL dé
H, la eleccidén de “l es indiferente a x. En efecto un nucleo NL- de

H.l contiene siempre uno de los dos veértices l»"A o P . Si no sucede

B
esto significa que PA v Pn estan a distancia par en H. Entonces
podemos obtener un cicle dirigido impar en H de PA a F_ utilizando
_las flechas (FD.X) y (x.PA). Ya que la longitud del camino dirigido
de PA a l’n es par, implica que de I"A a 'F‘n sea impar, al agregar las
dos flechas anterlores obtenemos el ciclo dirigido impar. Este ciclo
no tiene ninguna diagonal debido a que Hi. no poseé. x es solamente
vecin§ de E‘A v F' en el ciclo v. Fo vy Fn no pertenecen a este ciclo.
Lo que corresponde dentro de -G a un cxfclo dirigido impar sin

diagonales, lo cual contradice la perfeccidn de G.

Si xeD ~H tal que los pozos de los clanes a los cuales
‘pertenece estan en diferentes componentes, es decir, PA ¥ l’~‘A © lli v,
P. Ly l-‘II < Hj" i = J, a x se le llama vértice mixto, entonces‘
Leqemos. por. gJem?lo. que FA € Q_l. }"A < R.i. _P' < QJ y Fn ] RJ.

Diremos que Ql fuerza ‘a QJ C 'va que si Qt ha sido seleccionado para
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formar parte del nicleo, x no. tiene ningun sucesor en a_L , estamos
forzados a elegir Qj para que x tenga a Pa como sucesor dentro del

ntcleo). Remarquemos gque si Q fuerza a Gj. entonces RJ fuerza . a R.

De manera general diremos gque Qi fuerza a O] si existe una sepie

Q= ., q, Q@ ,..,. a@ =aq tal’ que @ fuerza. a @
[ t i i i i i t o
o 1 2 P r r+t

CO0sr <p-D.
Construiremos entonces el nucleo de la siguiente manera;

Elegimos como N‘ uno de los nticleos ‘de H‘. Para todas las
componentes HL donde N‘ fuerza un nicleo, llamamos N,L el nucleo .‘dc
Hi; forzado por N‘. Si existe una componente, por ejemplo Hz.’ donde
N‘ no fuerza nada, escogemos arbitrariamente Nz. después tomamos. los

nicleos Nj forzados por Nz para las componentes Hl' '

Iteramos este procedimiento  hasta que toda. componente Hi’ se - le
atribuya un ntcleo N. por eleccitn o bien por forzamiento. Para la

coherencia de este procedimiento verifiquemos’ los puntos signientes;

a) Si N‘ fuerza a Qm. no existe otro Nj'CJ >-1) que fuerce a Rm

en la misma componente H .

& Un N no fuerza a la vez a Q@ v a R. en una cierta ’

componente H .
Para el inciso. a), es suficiente constatar lo que sucede dentro.:
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del caso contrario. Si, pbr e jemplo, NJ = PJ y si NJ fuerza a Rm,
entonces Om fuerza a QJ. por lo tanto NL fuerza a QJ Y por

consecuencia no pademos elegir Nj = EJ,.

" Para el caso b), gque N, fuerce a Q. significa gue existe una

serie No= Q v G 2 =a tal que,ClL fiuerza a d" para un
) ‘o 1 ‘p T r+d

vértice mixto x Si N fuerza a R implica - que existe otra serie

R .., kK =R, tal que R fuerza a R para . un

1 Iq " I (1Y)

vértice mixto Y, ¢ 05s <qg-1 ) Deducimos entonces un ciclo

a

dirigido impar utilizando x, después x .

a 1

de Qm. posteriormente tomamos el camino de Qm entre ¢ y un vértice u

etc. . hasta un vértice ¢

de R, continuamos por u hasta y. ( a traves de los R vy los y ).
m o ": . jn
Después nos seguimos de v, ‘hasta x . Este ciclo no contiene
o 0

diagonales, va que de otro modo obtendrfamos una subgrdfica inducida

XK oK -~ Este ciclo dirigido’ corresponde en G a’ un ciclo” impar

sin diagonales lo cual contradice su perfeccidn,

La definicidn de forsamiento implica que todo vértice mixto. de
- 3 T
D = H tenga un sucesor en U Nl' por lo cual constituye un nicleo:
K i=t
" de D.

F‘inqlhente revisaremos el caso donde D posee arcos simétricos.

Sea '(a,) una arista de G que esta orienfada simetricamente en -
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D. Como G no contiene como subgrdfica inducida a K‘ - e, esta arista
aparece en un sélo clan & de G, va que el que pertenezca a dos
clanes nos genera dicha grdfica ( tomando un vértice de cada clan

Junto con los otros dos de dicha arista ).

Sea x, un pozo de o en D, sea ¥, un  pozo de o - (xa).
cont.inuando de esta manera sea X, un pozo de & ~ ( Kyt X Xy >,
Prosigamos de este modo hasta tomar en cuenta el ultimo vértice de
. Tomemos a = x v b = xj. con i < j. Al suprimir la flecha Ca,bd

obtenemos una digrdfica D’. la cual es una orientacidn por pozos de

G, En efecto si C es un clan de D‘ tenemos dos casos posibles;

1) C no contiene a la vez a a vy b, Entonces C es un clan de D que no
es afectado por la supresidn de la flecha (ab). Por lo tanto C

posee un pozo en D.

2) C contiens a « y b. Entonces C c & v el pozo de C es el vértice

x, tal que k = min {m | > =C2.

Iterando este procedimients para cada - par de flechas
siﬁét,picas de D, obtenemos finalmente una digrdafica D’ tal uué es
una orientacién -por pogos de 6. sin ninguna flecha sir.nét,x-ica.‘
Entonces D’ tiene ﬁn nicleo N, Las flechas simétricas al regresar. a
D no afectan en nada a la ‘independencia de N. Por lo gque N es nicleo

" de D,
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Por lo tanto si H es una grafica bipartita {caso 4) entonces G -

es ndcleo-perfectible,

Por lo que podemos concluir que G es ndcleo-perf‘ectible.-
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