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o INTRODUCCIUIY

oo e

los problawmas wmas antiauas 2n las wmatumaticas.ha sid

vaz sl vaxy sistlemas de wouaciones linealas.

[=3 =21 g los

antiguos  wegipoios en el sigla LI antes de eoristo ya uobtizaban

2stos para caloular arsas, cdebidio, 2 que. =1 Nilo

B

Liorralbha las division2s de btervreno. l'osdin esto s d

gpeende da las

stuclioe vrealizados @2n 2l papica ch2l Rhidon (Fonsncia Fresentada

en el LD -

emivaric CIORMEK Taw. Greolo Megioon L9

).
En [PT=Dulnp- XN mas reciznlas 2l gran matematico alaman BAauss .,
2etudic este problema desarevallando un melocdo para resolvers o, el

cual es

I D) sl imns Ganss Lana, ¥ [yt Aalgunas
mocdif icacio [EXN Pos aaet y abilizadoe Roy =n
= V-

la decada de los cuacentas la lieaada de la doput achoe a,
maron 2l inicio de una nueva era para las Matematicas, Yooy en
a@spezcial Fara el analisis Mame e oo, EiL ocwatn bea Uzodida wa adges
impresiconante, debido a S gran atilidad en la gt ion de
pyoiblamnas gue no habdian sicla saboodados gor los matematiocos, a

causa che Siy aran tamais, va gue 2ste 25 un incicadeer ch2 la

cantidad de  operasionas

St e

HArias para lleaar a la

solucion de s2stos.

En particular una  de  las  areas o ta PMatemstica wmas

Tavorseidas con todo ssts bia sida, las Ecuasionzs Diterenciales,
tanto Ordinarias comz Farciales, en las ocuales @s dificil, Sin

Quz impasible. 20 unpa gran canlicad de casoas oblensr una soluwsion

analitica de ellas. ooa dx Los metodos para rasalver sste 1ipo o

eouacionzs ws 2l apcoximac las derivadas aus eslan invo lucradas



P ozl 1z Tinitas: por 2jomelo:t

yo =Ly L=y ) 3

dy bty Cnths b

whaa

Pandan arigen a sistemas de ecaacicnes de grean tamafio oon upa

cantidad grandse de slsaentos iguales a cero, a los muales se lus

Farse . Fhoeoos, Ralos, eto.

ety sx dasprands: la necssidad

zete tipo

cJaz sisbtemas, tratando de ol zar banto

mzmputo

CHIRD R T R A

El prasentz brabaio 2sta entfocads a la solucicon de sistemas

imztricos, Grandss vy Hos

LR
En @l primer capitulo se plantea 2l peoblama de sistemas de
@raaciomes lineales vy su Wnterprotacicon geanez Leica, a-cbarandchis e)

signiiicado de las definiciones de Simstrico. Grands oy Huasoo

£n [P szaund cap ttuls presentareanns y wxplicareamss 1

metacts para resolver dichos sistemas. mreszntando al tinal un
algaritms =20 Leneaaje intfoarmal de dielvy me todo conooido (=Dl T
Metodo de Itevacionzs Minimizadas.

En el tecrcer vy albtioed capitals se imelanta sa

practica

para sistemas de poaaciones oon 2struactura.

B



I. FULANTEAMIENTD PMATEMATICO DEL PROBLENMA E  INTERFRETAC ION
GEOMETRICA .
En =)l present2 tralzajo estaremos intecesadas  an v s ) ver
mezcliants wuna maquiina . digitlal wun sistena d2 scuacioneas linzalss
con o2 lamentas réales_y vwon las caracteristicas siguientes:

ergaciones eomnd dy variablaes e2s 2l mismn oy

1.~ EL n&mefo'de

ademas =5 “aranda'y

Zra Loas cneﬂicienies diz-las variables j=sslima 2 i-szsima an

las 2ogacionss i-&2sima y J-esima  respaclivaments  san iguales

istemna Simety iood.
3.2 porcentaje de oz ficlentes distintas  de D2 29

"paEaeho .

uw
1

la primera s deduace que para obtener 1la  soloacion

requigre Dz una gran cantidad de Lrabal

Las obras dos dmplican la gtilizacion de poca memor ia.

wra b lLas siguisntes

stra partse mussleos metodo e

propiedadess

iterativo.

oo jteralbliva en a la idea qua an

buasos ure et

l~iterasicmes DAy « S menor e o > bengamos ¥ A A Szl Lon
aproxinada, la - caal Yo saria  mejovada sustancialtments al

continuar =1 proeseso.
Pide=Wo avmentar signlficativamznlte auwestras necesidades (=53
TR DT o =

Si wubilizamas una gran cantidad de memcecia adiciconal,

i cualidad tmportantle de nuaesle sistema (eslo  =s,
ta  paoca densidad) vy aumenta 2) ecosto para abltense la  saluwzion

aproximada.



1.1 PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL FROBLEM&

Fenszmns wn =zl sisteina de n-wgouacionzs oon n-incognitas.

a ®ta n ticieal.odamoxwo=b

nl 1 N 2 nnonn
hande a &R Para 1=, 2, . 0,0, e dY
ij
y x Sla ER eAaca Loy awast

las propiedades sigulentes:

Liv— n "arande",

oy - vinwe Lo las .

B .- entaje de las a =0 oes "grande®
id

Observese quz Llas & y b osmm idadas.

EL tecmine n "grande" ddenotado nesdr o 2s oana idea subjebiva

Yy Pon prozcisa. Fara nuestro

5 tinzs considerarsaos n "grandas" sl

Nns 0o,

Che  mAav

analoga Lomaremns oo

ntaje "arande" si  es

daaEyor o igual o a un BO%.

-1



Foe comoudidsd atilizacenss 1a notacion wmatricial de nuzstro

problema esta es:

[T e]
CLuol2
nswl :

@ hiaeoa.




o2 INMTERFRETAZION GEOMETRI M

Far a dae dicha intecpretacion veanss alauanas concep oy

roxtas isnes.

2a A=La L, A8 s eewewwaya 1, donde
: n

a ]
1]

a
2

E- -
J
nd
L .

El suliesp. srozeada por las ocolumnas de la matriz

Aldenolads par S0A2 ) o det iz oo

w
g9 ., 9 &Rk}
[ N i

Sema=i

&1 NJnls L, s evnw e ww-td Foi

a2 i L

2e lingalmenls independisnte si vy sola si

n

[R] o
imy b1

La dimensicn del subespacin S04) 2s 2l manera de oo luamnas

%

la matriz A qQue son linealoente indepzadientes vy La denctarems
comn DIM SiA),

Dicenns qguae 1a malr iz & nge ma sl s DI SlarEn, en

cass contrario divsmos qu iz rangon e ients.




ELl wvector O, =s =l o wvaotlor:

se 1o ocanooe

onjants de vestores xo tales que

Al
maan ns Laao de 4 denotadod MOad b .

Evs wn ouess basics de algebira llinsal se ve  2) sigiiante

resultado,. (Alternaliva de Freldioon
Il

vl =R crbonees 2) sistema (Ioil) tiens s lusion

n
Fara Ltoda b € R dada.

n
RWEN g N arbormeas =) sisbtema vD.Lb) Eimmee

bisa-—

DS .

una int irnddacd Jde

(B3 HA enbtonces @) sistema LA R A A=

iiise—-
timne solusion.

ad dividiremss la interprelacicn en tres

Fara wmayore o larid

Lao— LM Scmi=n

mwiste soblucicon unica para 210 problema (). 43

poe a2l taorsma anber or .,

N



&3
L
"
—
FI1G L.1
» ™ n .
b=fog W= Z' g &
(2 i
2o DIFl S A=k y b= SlFA

Exitste solucion para 2! problema (L.l) pero

viviwd del resualtads antaviore.

Xy

S =R

nce

25

unica



coajunte soluacian

L
F\h’"‘:‘b- M Z. 6 a ot i 5 v
=

= P R Ay L L S

dizndiz v ENTA) Pava i=k+l, k+2, 000,
i



Fa.= DIF Scas=ken ¥ b=z LAl

Ern este caso gnion oo existe sclaciaon por 21 cesultads

mzne ionadas pera podeiamas @star interesados en 2ncontear

solizicn aproximada al problema (Lolo,

R IR AR S n

Lyizmvéy s

Fl6 1.3

Y
>
donde w0 o= i Q a



Ly usare
3.

resnlver
[ G R
B3

2striuctu

1.3.— 0B

CDHisousion o un

Linp Lz ntacion

wtilizaremos F

oS una maquina B

~ Representar 2l
wverisan bt ear 1N A

Zaomp ol acion

ra espezial.

JET IVOS

DEL TRABAJD

violy

2eolvier

frara

=i ouna maguinag digital

JRTRAN LY lznguaje Jdz2  peocgramacion

DuduY) U}

NI .

ez toda 2noun algord Lo "z ficaz" para

golucion aproximada) s b poablana

e ), mz Lo oon algunas matvices chz

il




1.

na hipaotesis impor ta

chzsarral tarzmnos 3y 2oste capi

PIETODD DE MINIMIZA

CION FOR ITERACION

nte raspacto chz L 2t iz
tulo zes que 2n &l sisbtens

tenga qus bES(A). (Ran@o Complelod.
La idea asneral del mzitods 25 la siguisnte:s
Townar o consbteuir cen fovma iterativa
. . n
ly.— Veotores lin2almente indepeandientszs 2n R N
o=mdl o e werid 3
i L 2 i
Zi.= Transtaormar b en V =i ,9 ,..uw.eq ¥
i 1, i = i
L
colecoion Jde2 ovectores orionormales (a qQ = 3
5 1 [ES %
M 2
Hr.— alowlar ‘P:: Min u - é_ a8 9 \\ v
i =y L =

bl o
b

hasta quez

Dbhsarvese quuz b3l o

5
luega,

Fara tinalmante,

reenlucion del sistema (L.La.

iq
J i

cuandn ’F =gy kaw=n

wsar 2stos raEvios vectorass

Mediante 21 cambico de base

2 sueary® ¥oa la bLase fu v g e g B
., R

ot i

[

cligamas

=n

[=ENT ]

B

La



11.1 ViIA COULLMINAS BE A
nHn
mAx=l, AR v

Recoedeinosg oo mgeslen prob lena

simetirica. “"arands=". vy husca.
Lo necesitamos que DESG ) para alguna U4, waleccion de
I« B

znalisntas ., ze naluvral peansar & =sta

o tioees linealmente indep

s las colunnas Jde la matriz &, ya que son vaectores dados  en

s ten peosblenma (Lol

Frocedamos

antonees & enplearel alaoritm: d Minimizan

ftevacion.

Fara ta presantacion crecordemos. up resu) bads elementalz

SEan IV s% swssewwwsv F ouna  ooleocilon  de vz b
z .
n n 2 0 o
artonormales, en ROy wER entonces existen 9,8 L, . ... O
i = [

tales ques
0 3
- verd v —veenon .—E)D v “ 25 minimo.
11 = v

&

© e

Mas aun O =0OMFY wu=<u.v - Clomponente d2 owoe2n la  direncion
i i

[

I TR A FLAa LB yawwrew=Aa 1

lopermos 14

1 1

] <

?i: Hin || b»d:a W

—
!



Or Lonormal izsimos o, pAava hamey esla basla 2o
i

L

q =a / “ a ” . ean Lo owal se ha teanstoarmado el prob lbema
i L 2

de minimizar ooumse

i

' Ea ”b—.k&iiqi“i’;’

.
dionds =] @inims e alvanza con ﬁ = wb,q »

=i ? =0 entonees el algorition terwminays chtenisndo
i

A 1
= 2 s »
Pl dl“ﬂl“a

! R '
b Sl oy L= =]

i i1

a solucicn al problewa (1. b) seria entonoes:

" U)
1

(W]
(¥]
W -
]

v la Tig siguisnts.

e



s it
i

Fisx =0t

= )

1

solucion aprowimada a (1.1 w) veotor

1
(W]
S

y b tal gus2 Anh

L5

=5 ‘P =, auuiere decice gue b Sdia ) entonoes  tomarsiios oomss
i ;
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T

Flix 2.2

Frooeedamss al siguiente pasc hasisncos

y planteandoanos

1
79 =Min { b= & - A &
2 o(z(‘;’ o Lr 2 =z

Resolver aste problema la

v o2e Lan tacil oo ozl de

itevacion anlecior, #s por esta causa quz vesuarrinoss a la
ortonormalizacion de I L Lo oual se efectuara mediante e)
b

)

provmesn e GRAMM-S0HMIDT (LY. El cual preachacs dos Mateios

T e
o GOl y kel Triangular Supsricor talss gue

-

RS

e 2

iem

oo Ldo

=R



Toavzmos - la taclarizacion 8 R de a

La ,a Jd=Lg ,q I \( K
PR

2 il =4

danchs - § = a

a -7 Wa \
2 ieio=z

El prablena de minimizacibon 52 paede axpyesar en forma

matricial oooens

P=rinllb-ta ,a 1 o\ I\

=t 1 e

obhssrvenos la expresian

La +a J] &

dtilizando la factorizaciban antecior



o(h ) ¥ ol

Finalmzate con 2sbe desacrollo 2l prallemna de minimizasicon

queda exprasado o

’? - lrng I o- ?’uiq 9_ .;:q “f::
2 : R -] &

I\.L
obhlenlends ei =15,
e 1
E.:.—"-ly Q
a L -~
21 £ =0 zntonces b=f =2 +‘5 q
= ER T
~1 A
Adenas 3 s K d~_
2 Al 2
B =Y d ¥ A
ER - S -0



Qi

b= d R
1 oz oz
La soluasicon al

problema

(L. 1) seEris
~
; i
o
el

&h

=4

v

®
it

| “l

23 conveniente ver la siguiente figura



aprodimada

PEvo tomnarsmnss

Pl Lur

sl ion






i E B
‘F = HMin (I I:v—olla R - S ||
g, R S CRN Lt

en nobtacion maleicial, resolver

fu

£ = vinVe-a o |
|3 degl( R =]

para =llo necesitamss la tactorizacion BIR de A

A s o e

Utilizanda =1 r‘-:_nsultail:h:- die zdlaebra linzal:

SLA =50 ;9 v ey @ IESON S
|3 i & 54

Ast oo el heehs de gue b—-6 £ =8 ortogaonal a
te I
tanto s sigus ques

t
12 . ) =0
b Lok

Yo, sustituyends & por su factorizacian 2R,

1
G b= kol =0
k. Bk ok

disteibuyznda

11 ~b-~H of =0
<k

fiszsta que

e
o8]

)
[ B

a2

r

o

tione

L

Qi



the donde rezeesilamos dnicanents reenlves

[agh p]

RS
2 ER v

~
ya Qe p =0, q
t

s obitienen poy sustitucicon hacia atvas. ObsgErvess que las

i s el
p son praecisamente @ b y-lasel " se obtiemen a partiv de =21las
k. 13 3

procesn puachs e aumentands codamnas de La omatri

Motess que =n oa la feas n—iteraciones &) process termina vy o=l

en caso contrario se ha

sisteama (Lol tiane solucion si bk
ohtenido una sotlucion aprouimads.
da la seauridad deo @nocoantear

Es Le

s Uit oAalaaribtnd e ao

una solucican a noestceo problema plantwado 2y (1oL pere obsearvess
quz inteinsecamsnts astamss stectuyands la factorizacicdn R de 1a
matriz A, La ocual adolecs sn ciertos aspectos a sabse:
2omateriz Yarande” v llena.
R mateiz "arvande® v triangulac super 1o,
caan L ocikal se hha perdido una de Las cacsteristicas mas

importantes del metodo dessads, e2n o2l sentids de no tener gavandaes

reauerimisntos de eemoe DA




t
Fuaemar 13 L oo 25 ocara, ya ouea,

@i Lteraciones anterviores se

ha caleulads

t b t
q b ,9 D sevunsnern b.
L & le=1

El problewa radica 2n R
-, .

- va;lquz esta matriz =s llana y pusds
R AT T SR A
reauerir 1/2 n entradas dist]

sode. cera, en Lo que 51 N=LOGO y

A 2s una matriz en banda

cancho de 11 reauiscs a Lo mss
L1OOG entradas distintas de 2eyio.

el
=2

= , BIap k=200 sarian

En 2l paso k-esima, R Veq@iere 172 &

entradss o ya cebasa en 2000 a Lo neeesaric por @G

En la itevacion k=500 requericia 1

S, Lo osual, ya =6

considerable. 91 sz ddcieran wil iteracicnes

SRR TR I I T W T
comparadas oo las LLOOO gque vegueria A no oes nacda al lado de Lo
TEcEsar o para -

L0

PLLARAMENTE FOR AGUL NI ES EL CAMINO®

Todoo 23t nos tieva a desachar el procedimients de tomar
2o I, tas primeras E-calumnas de la malviz A, -

1=

Esto ws Lyt sguuemas =3 ¥ o] via para la minitmizacicon [=Y=T
iteracidn, v i Qi T pocEmng Fenaneiar A LR Proeza s

rtecativa por ser 0 Mgrancle.
Obhsarvesa tambien que ac lpamas aprovechado 20 hecha de gquse A

25 simetoicas. En la siguienle se

cion tratarenc

de aprovechar al

maximo esta propie2dad.

2



II.2 VIiA FSEUDO KRILOV

Tlumnas e 1a mateiz

En la saccion antevior al watilizar las
FG, oen 2l metods de dteracicnes oon minimizasicon, nos encontracos

core 2 ) problema de ﬁequerir Wuna gran cantidad de memoria ¥y oomputo.

En esta seecisn:trmatarencs ‘de vesolver dicho problema.

hemos  terminads de utilizar todas  las

star =l heohao

propisdades  du. la ‘ma ,1faiarn\os diz mup]

gque A 2s una maleiz

e menceia vy bilenpode. compubocoparaeesolver (L0l b

Limas oW por o serod simetricaes pasible  eacontrar uana
nxn ’ Freme . SerE

matriz 5 arbonoemal (il i

=)

taloaues

1
=T

diznde ’
I 1

bt

. -
. o’ll'l“l p T
P " d (k]
N E
25 Leidiaganal
Fara r 2y y/ o sofnstrice tales mateioes oo existe wuna

forma unica de hacerelo (Ver tramstormacicones de Fooussaholdero 0230

Sra fema e puuzdhz  Goueeiesn 29 haoerls directa @

L.

iterativanentsz, tomandos g tal aue fa |

i i




Yeanos que ARERT, dimplica gl

Aoy =t
] 1

o T T Jf |
1 p) n 0{1
A

chz daonds

[ZT] =“~°(":| - ﬁc{
1 11 2

ademas @ q =(a-of 1ig
&2 i i

)

tomande R =iA-gl 1iqg
& i i

]

¥ F.:‘“R:ﬂ

e2ntonees . g :;R." F,

2 oz Ty

de la misia forna

e

SR y @ orbtogonales

i

tiens



R e 1
1 = n p&

obteniz2nds

@ ::gq +D(q +Pq
o 201 oo K

multiplicands por g

t t
E] ﬁq pq EI+°Z CI_'*F_q_q

) -

i L3 2 3

Fovr o otra parts

B q -'=u~\——..l L)rl ﬁq

SaEra K o=ia—-ok [)-g -qu

] 2 2 21

v P —llh Il

t
3

]



por Lo tanls @

En gszna2ral,

aq =Lla .,q J -
R . 5

J L

J J

analogamente

y boumznoe

[
i+l

y e

J+i j+io2

. ;R‘g:/e’ k]

para la

aq =P a +0 aq + B
R

jog d+l

i—e2sima

[

9
j+i

aolumna

(¥} -1

maltiplicands por 9

E) +& q
i—1 i

J ]

i

1

< +P
. i+

KO

=ia-d Ira ~Pa

id-1

i)

aq a



L e e

i Lo oual

: / J=28, o w i
R S I BN o

En ta ualtima oolumna

Ag =lg 30y W .. 3 O
T Lo & n
w
F 4]
°an
g =F q + q
noooa on—i N
obtenisndn
H B t
a Mg = P q =1 + ol < 9
n n aon ik NN ¥
[
Y 20 @5 b mafozn b liemos teerminacho nuEstra
tridiagonalizacion.
= Resumams Lo anterice 2n un algoritms en lenguajr  informal

matemat Leo,

[



llamados vectoras e Lanomos,

ALGORITHO FaARa DBTENER 2. T DE LA FACTORIZACION AQ=QT TabL

t
QUE LG, q B I TRIDIAGONAL
Loz
q =, q =b/ . = b” . i=1
(¥} i 6‘1 pl “ e

Mizntras @ F

34 == 1iq ~—-f5q
i i i

il I i -1

Bo=lir 1

LAi L+io2
=] =R ‘

i+i PR L
iwiwl

Este 23 @) coanon Ldao Aalgoe i b e Lancaos
tridiagonalizar una  matriz simztrioca. laos v toees

T serwviese s

Q==

1 1

A SANe

1 1

9

i

para

s-;;n



pirzs o e gl

o

A g Ak
i i

=T

2N QETE & ]

die donds a2 obtiene

i i n-1
La A9 ,.0.yf q Jd=[Rer 2Te ..., 600 w |
i i i i i i

Tactorizando 6

i N
La ,AQ uve.n q J=mL St el = 1.
i i i i i i
n—1
Lo suUceEsinm 49 8O0 ..y q i
i i i

ada por 2=l vector g

28 Ylamada "suocesion oe bkreid laov as
i
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1Y IMFLEMENTACION DEL ALGORITHO MIMLG
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