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PROLOGO 

Este trabajo muestra la Investigación, el desarrollo y los 

resultados generados al Incursionar dentro de Ideas relacionadas 

con el modelado geométrico de objetos. En particular, se 

profundiza sobre las diversas tendencias de modelado, y muy en 

particular sobre la modelaclón de Superficies de Forma Libre, 

Irregulares o Esculpidas, como las denoalnan algunos autores. Se 

desarrolla con gran detalle la teorla de los Beta-splines y de los 

Segmentos Recortados, asl co11<> la Integración de ambos bajo un 

sólo ambiente. 

En. la capitulo 1, lntroducclón, se proporciona un panorama del 

ambiente que rodea el desarrollo de 6ste trabajo, se describe, 

casi lntultlvaJDente, diversos conceptos a fin de Introducción, se 

establecen las Ideas generales y los objetivos asl collO la 

metodologla de su desarrollo y el equipo en el cual se lleva a 

cabo e 1 trabajo. 

En el capitulo II, Nodelaclón Geom6trJca, se for11&.llza el concepto 

de modelo y se proporciona un estudio sobre el estado del arte en 

11e>delaclón geollétrlca, con particular lnter6s hacia la escuela de 

11<>de 1 ado de só ll dos. 

En el capitulo 111, Esquemas de Representación para SuperfJcJes de 

Forma Libre, se estudia con profundidad las teorlas de 11<>delado 

para superficies, las cuales for11&.n parte de la 11e>delaclón 

geoin6trlca y son fundamentales para el desarrollo de tste trabajo. 

La descripción se lleva bajo un creclalento de coaplejldad, 

pretendiendo seguir el proceso histórico de desarrollo para 

observar las diferencias entre uno y otro esqueaa de 

representación. Al final del capitulo ae desarrolla la teorla de 

curvas racionales, la cual es particularmente laportante en la 



b(lsqueda de aodeladores de superficies que Incluyan a las 

cufldrlcas como un caso particular. 

Aunque los Beta-splines pertenecen a éste capitulo, se desarrollan 

con gran detalle en el capitulo IV, Curvas y Superficies 

Beta-splines, en el cual se especifica todo lo referente a éste 

esquema de representación. Es recomendable haber leido el capitulo 

111 antes de entrar en esta teorla de di sello de superficies. 

En el capitulo V, Segmentos y Dominios Recortados, se for111allzan 

estos conceptos y se auestra el proceso de conversión de un 

segmento en un doalnlo. El doalnlo es (ltll, puesto que puede 

formar parte de la definición de un Beta-spline y de hecho, 

Incrementa la cantidad de objetos que se pueden aodelar bajo éste 

tipo de spl lnes, logrando por tanto, una cobertura geollétrlca 

superior. 

En el capitulo VI, Ambiente de /lodeJado, se describen las 

caracterlstlcas del ublente que se construyó, los aen(ls del 

sistema y se detalla un ejemplo de aodelado. 

En seguida se proporcionan las conclusiones de éste trabajo y 

separadaaente se agrega un anexo de definiciones y conceptos 

út lles al aodelado geoa6trlco. 

Por (lltlllO se proporcionan las referencia en un for11ato estandard. 
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CAPITULO 1 

INTROOUCCION 



ltn'llODUCCION 

Seguramente, una de las actividades más estimulantes para el 

ser humano es la creación de formas. El s6lo hecho de crear, es un 

reto a la lmaglnacl6n y qutzl\ sea posible decir que existen dos 

tipos de formas, aquellas cuya finalidad es totalmente art!stlca 'i 

que s6lo se sujetan a las restricciones que el artista 'i las 

herramientas que emplea le Impongan y aquellas cuya forma se 

determina por la realidad de restricciones flslcas y prl\ctlcas. 

Ambas formas son necesarias y ambas Involucran un proceso de 

di sello. 

t. t El ciclo de dlael\o 

Es posible que cualquier persona aantenga una Idea Intuitiva de 

las fases requeridas para dlsel\ar un producto. Estas fases son 

Influenciables con la tnclusl6n de software y hardware de 

prop6sl to especifico cuya finalidad sea acelerar aquellas que son 

susceptibles de ser autou.t Izadas o sealautou.tlzadas. 

La tecnologla que se basa en el uso de las coaputadoras con la 

final !dad de acelerar el proceso de di sello 'i aanufactura se 

denoatna CAD/CAMICAE, acr6nlaos del lngl6s "Computer-AJded 

DesJgn/Computer-AJded lfaoofactur Jng/Computer-AJded EngJneer Jn¡" o 

Dlsello Asistido por Coapuladora/Manufactura Asistida por 

Coaputadora/Ingenlerla Asistida por Coaputadora. 

Con respecto al proceso de dlsel\o, Shlgle'il 11 propuso seis fases 

que lo comprenden de wia aanera formal: 

l. Reconoclalento de la necesidad 
2. Deflnlc16n del probleu. 
3. Slntests 
4. An6llsl11 y Optlalzacl6n 
5. Evaluicl6n 
6. Presentación 
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El reconocJmJento de la necesJdad lo realiza alguna persona 

Involucrada en la actividad que requiere alguna medida correctiva 

o lnnovatl va; la deflnlc16n del problema Involucra la cuidadosa 

especificación del elemento que se va a dlsellar o resldellar, 

Incluyendo las caracterlstlcas flslcas y funcionales, costos, 

calidad y desarrollo operativo; la slntesls y el anli.llsls est6n 

altamente relacionadas y son altamente Iterativas en el proceso de 

dlsef\o, Un componente o subsistema del sistema completo es 

conceptuallzado por el dlsellador toundo las variables, que a su 

Juicio, son las 1165 representatl vas y que forllall la slntesls del 

componente, el cual se sujeta a análisis, se 1111Jora y vuelve a 

di sellar. El proceso se repl te hasta que el dlsef\o ha sido 

optimizado con las restricciones Impuestas por el dlsellador. La 

evaluac16n concierne con la inedlclón del dlsello contra las 

especificaciones establecidas en la fase de definición del 

problema. Esta evaluación a 11enudo requiere la fabricación y 

prueba de prototipos para evaluar el dese11pello operativo, la 

cal !dad, la conflabl lldad y otras criterios. La fase final del 

proceso de dlsello es la presentacJón, que lncleye la 

documentación, el realls111a, la lista de partes, y en general toda 

una base de información requerida del producto. 

La tecno!ogla CAD/CAM/CAE se co11pone por fases que Mntlenen una 

relación directa con fases correspondientes a este proceso de 

dlsello lfl9. 1.u. En particular, observe la fase de lfodelado 

Geolllétrlco, la cual corresponde a la fase de Slntesls de 

lnfor11aclón en el proceso de dlsel\o cl'8lco. En esta fase, el 

dlsellador crea una abstracclón de la redldad y la expresa co110 un 

IDOdelo en computadora. Aunque se define foraal1111nte el concepto de 

llOdelo en el capitulo 11, lnforaal1111nte se puede decir que 6ste se 

constituye por una topologla, que hace las veces de la estructura 

de datos en la cual se alaacena el objeto, y una geometrl• que 

representa los valorea que ae Incluyen en Ja topologla del 110delo, 

de tal suerte que es posible tener una topolo¡la y un n'111ero 

lnflnl to de 1eo1111trlas. Adell'8, dentro de la estructura de datos 
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PROCESO DE DISEÑO 
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n1. 1.1 RELACION ENTRE EL PROCESO CLASICO DE DISEÑO 
Y LOS MODULOS DE UN AMBIENTE DE DISdO ASISTIDO POR 
COMPUTADORA 



que representa al 110delo, se Incluye lnfor111acl6n no geométrlca 

como por ejemplo la densidad de un 111aterlal, tipo de ané.l lsls al 

cual se le sujetara, etc. lle esta forlllll, el dlsef\ador tiene 

acceso, mediante consultas a la estructura de datos de un modelo, 

a la Información de las propiedades geo~trlcas de éste 

(coordenadas, distancia entre puntos, etc) y no geoll6trlcas 

(densidad asociada, tipo de ané.llsls al cual esta sujeto, etc) asl 

como lograr la edlcl6n de la forma del aodelo mediante la 

alteración de su lnfor11111cl6n geoll6trlca. 

Un 1110delo es m6s adecuado que otro para una apllcacl6n especifica 

cuando su topo logia peral te el acceso a la lnfor111acl6n que la 

aplicación en particular requiere. Dada una t.opologla, existen 

diversos mecanismos par-a especificar la geo111etrla y es ahl, donde 

también un 11ede lo puede ser superior a otro. 

No todos los modelos son adecuados para todas las aplicaciones y 

es por eso, que existen diversas ruas de la 110delacl6n 

geométrica, cada una, centr11ndose en aplicaciones especificas. 

Aunque se trata con gran detalle en el capitulo 11, se puede decir 

que actual111ente el 110delado geoll6trlco se encuentra dividido en 

cuatro grandes campos: el 110delado de figuras de alubre; el 

aodelado de superficies; el aodelado de s61 Idos; y el aodelado 

hlbrldo. 

Cada una de estas divisiones del 110delado tiene caracterlstlcas 

propias en cuanto a su topologla, geotMtrla e lnforaacl6n no 

grUlca asociada, y en conjunto conteaplan un aapllo ranso de 

forus que va, desde una pieza foraada por la unl6n de lineas 

rectas pasando por objetos que unt lenen fronteras cu6drlcas 

encerrando un volÚllen hasta llegar a objetos con fronteras 

Irregulares que pueden o no encerrar un volWlen 
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1.2 Linea• de Jnveall1acl6n 

Dentro de la 1110delacl6n geométrica puede Investigarse en los 

siguientes puntos: 

l. Deflnlc16n de la Topologla. 
2. Especlflcacl6n de la Geo11etrla. 
3. Algoritmos de consulta de Información. 
4. Algorl tmos de procesamiento para obtener realismo de un modelo. 
5. Algoritmos de transferencia de lnformacl6n entre sistemas de 

modelado. 
6. Dlsefto de Interfaces de comunlcacl6n con el sistema 
7. Dlsefto de las estructuras de alaacenamlento secundarlo para 

un modelo. 
B. Dlsefto de algoritmos para el procesamiento de un 11adelo con 

vistas a l11plementarse en hardware. 

Estas llreas no se encuentran unificadas en un mismo nivel de 

desarrollo o de lnvestlgacl6n. 

En particular, si se considera la 11adelacl6n de sólidos 'i la 

11adelacl6n de superficies, se encuentra .una variedad de t6cnlcas 

en ambas escuelas de 110delado que pueden coaple11entarse 'i asl 

obtener un modelador que cubra un llll'iOr rango de posibles foraas a 

crear, esto es, un 110delador con una cobertura geoml!trica ús 

amplia. 

Esta observacl6n, a nivel de dos ¡rancies escuelas de 11adelado, 

tubl6n es vé.llda en la variedad de poslbl lldades dentro de cada 

una ellas, lo cual genera, en for• natural, el naclalento de 

esquemas hlbrldos de 110delado geoa6trlco. 

De las dos grandes escuelas de aodelado, sólidos 'i superficies, la 

última esta de1110strando, en los últlaos allos, que tiene el 

potencial necesario para generar las foraas que se obtienen 

mediante el aodelado de sólidos, aunque aún se requieren atloa de 

lnvestlgacl6n para lograrlo. Por otra parle taabl6n exlsle la 

tendencia natural a la Integración de las aeJores propiedades de 

cada una de las escuelas de aodelado aeoa6trlco. 

Para lograr la unlflcacl6n anterior, se requlre de llll'tOr 

lnvest lgacl6n 'i desarrollo en cada una de las é.reas de 11adelado. 
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En particular, dentro de la Hodelacl6n de Superficies aún no 

existe un esquema general para definir cualquier forma ni aucho 

111enos, algorlll!IOs de procesamiento generales para lograr consultas 

sobre los 1110delos generados. Las estructuras de datos aún se 

pueden considerar experimentales; la di versldad de restricciones 

matelllé.tlcas que pueden restringir a una superficie obligan a la 

diversificación de los esquemas de aadelado, aún bajo una •lsma 

Idea. 

t. 3 ObJetl VO• 

Realizar Investigación y desarrollo sobre una t6cnlca de aodelado 

de superficies, los Beta-splines, quienes poseen cualidades 

Interesantes que los colocan cama una de las mejores teorlas en 

éste campo del Dlse~o Asistido por Computadora. 

Real Izar Investigación y desarrollo sobre el concepto de Segmentos 

Recortados, lo cual aportará Ideas referentes a la forllll que 

puedan tomar las fronteras de un objeto. 

Integrar los Beta-splines con los Segaentos Recortados y aportar 

Ideas sobre su estructuración y la posible utilidad de 6sta 

Integración. 

Crear un Ambiente de Hodelacl6n Geoa6trlca con las lnvestl1aclones 

anteriores que funcione coao un laboratorio para coaprender 11eJor 

la creación de 6ste tipo de slstellllS y peralta la lnclusl6n de 

nuevos algorltaos de procesaalento sobre un aadelo geoa6trlco. 

Ayudar a la Integración entre la aodelacl6n de superficies y la 

aodelacl6n de sólidos. 
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1.4 lletodologla 

Los objetivos anteriores son altamente ambiciosos. Para lograrlos 

se procedió a una Investigación completa sobre las técnicas de 

modelado de sólidos y superficies existentes, lo cual perml tló 

poseer una visión real del estado del arte de la aodelaclón 

geométrica. Posteriormente, se realizó la recopilación y el 

estudio de todo lo referente al esquema de modelado de superficies 

denominado Beta-splines. Con esta Información se realizaron 

pruebas separadas de los conceptos que Integran a éste tipo de 

Spl lnes, primero en dos dimensiones y luego en tres dimensiones. 

En uibos casos se Investigó sobre la aodelaclón de una for• 

compleja as! como la def lnlclón lnforlalll de superficies cuAdrlcas. 

Estas pruebas se realizaron Inicialmente en forma numérica para 

después Integrar los algoritmos a un estandard griflco, en i!ste 

caso, PHIGS, un standard para tres dimensiones. Una vez 

comprendido en funcionamiento de los Beta-spl lnes, se Inició la 

Investigación sobre el concepto de los Seglll!ntos Recortados. De 

11a11era Intuitiva, un segmento recortado se Inicia con un dominio 

continuo en dos dl11enslones sobre el cual se ellalna o agrega 

lnforaaclón bidimensional que 1 leva a doalnlos l laltados por 

fronteras finitas y clcllcas donde pueden existir hoyoa. Estos 

dominios pueden emplearse coao parte de las foraulaclones 

Beta-splines para construir la far• final de las fronteras de un 

objeto. 

Cuando se ha comprendlo la teorla de los Beta-splines y de loa 

Segmentos Recortados fui! posible pensar en la topoloala y los 

11ecanlsmos para Indicar la aeoaetrla de un objeto. Al alsao 

tleapo, se generaron las Ideas para el dlsello Interfaces 

decomunlcaclón. De hecho, el i!xlto del slste1& puede depender, en 

gran medida. de este dlsello. 

Después de definida la Topoloala, los mecanls11es de entrada de la 

1eo11etrla y la coaunlcaclón con el slsteaa, se procedió a realizar 

pruebas aenerales con el fin de retroalllll!ntaclón al dlsello 

global. En las pruebas se variaron todos los parbletros a los 
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cuales se tiene acceso. Una de las pruebas sobre une. for11& 

compleja se documentó y sus !me.genes se muestran en éste trabajo. 

1.5 Equlpo de desarrollo 

Todo el ambiente se desarrolló entre slstell&S personales del tipo 

PS-2160 y este.clones de di sello RT' s de tecnologla Rlsc. los 

equipos RT' s cuentan con buenas facll ldades de desarrollo para 

software especlallzado de CAD. Tienen un poder de c6aputo del 

orden de 0.5Hflops (•lllones de lnstrucclones de punto flotante 

por segundo) con un procesador central de la ful lla de los 

Motorola 68000; tres procesadores de punto flotante de la faallla 

de los Motorola 68020; un procesador grll.flco 5085 que lntegra los 

prlaltlvos gré.flcos en firmware y se encarga del control de los 

periféricos especializados: ratón controlado por enboblnado de 

29x29 cms2 el cual se emplea COllO el dlsposltlvo de "pJck" de un 

estadard griflco o collO un teclado especial del tlpo "LPU" 

(teclado de funciones 11111lnoso); teclado de funciones "LPKF" con 

32 teclas luminosas; aonltor 5081-19 de 18"de tecnologla "raster" 

de 1024x1024 "pixels" direccionables vlslbles y 256 tonalidades de 

color al alsmo tleapo de una paleta de 1000, 000 de tonalidades 

bajo el sistema bojo-verde-azul "RGB". 

El equipo PS-2/60 se eaple6 para el desarrollo de a1gorltaos en 

lengua.Je C y su optlalzacl6n. Una vez realizado esto, la versl6n 

depurada se translado al ambiente l.llIX de las RT's, donde existe 

una compatlbl lldad total en el c6dlgo C generado. 
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CAPITULO 11 

MOOELACION GEOl'l:TRICA 



llODELACION GEOJIETJIICA 

Un modelo es un objeto construido artificialmente que permite 

la observación de otro de una lllallera lllils simple. Los modelos son 

útiles puesto que utilizarlos en ocasiones es "'9 sencillo que su 

contraparte flslca. Ahora bien, la totalidad de la lnforuclón que 

se almacena en un modelo depende del alcance de las preguntas que 

uno desea poder contestar[2]. 

El Hodelado Geo~trico se desarrollo en la década de los 70's collO 

un campo del Disel\o Asistido por Computadora(3) y su objetivo es 

permitir la representación de forus con objeto de alterarlas, 

consultar sus propiedades geo~tricas y atributos no geo~tricos, 

analizarlas y generar información de manufactura. La denominación 

de geométrico se debe a que los puntos anteriores son probleaas 

eminentemente geométricos, por ejemplo, conocer el centro de 

gravedad de una pieza requiere conocer la geonietrla de la misma; 

determinar la trayectoria para un aaqulnado también requiere de 

esta información. Asi mls110, generar el reallsllO de una for• 

también lo es. 

El modelado geométrico tiene que ver con los siguientes ele11entos 

(19): 

a) Representación en computadora de las entidades geo116trlcas y 

las transformclones que se les pueden aplicar tales co110 

llOVlaientos rlgldos y operaciones booleanas. 

b) AlgoritllOs para el razolllllllento geo116trico y para el c•lculo de 

propiedades geollétricas y los efectos de las transforuclones. 

c) Las teorlas uteMtlcas que funduentan tales representaciones 

. y algoritmos. 

d) El hardware y software en el cual esta lnMrso el 110delado 

geométrico. 
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Un ambiente de modelado se observa en la figura 2.1. Este aantlene 

un m6dulo encargado de perml tlr al usuario realizar la defJnlcJ6n 

de un objeto a través de las f•cllldades de modelado del sistema 

(conceptos geométricos de 110delado). Estas pueden ser tan 

sofisticadas como el acceso a objetos ~ construidos o tan 

sencilla como comandos de definición de prlaltlvas M!ilcas. El 

lenguaje al cual tiene acceso el usuario se traduce a 

representaciones geométrlcu Jntern.s al aablente, sobre las 

cuales operaré.n procesos de Jnterrog•cl6n o tnnsfor11111cJ6n que 

generan resultados especifico& tales coao el reallsao o las 

tra)'ectorlas sobre una superficie, etc. Estas facl lldades las 

desco11pone Requlcha[4) en los siguientes componentes: 

- Estructuras Simbólicas 
- Procesos 
- Facl lldades de Entrada 
- Facilidades de Salida 

Las estructuras sld>6Ucas son representaciones de los objetos¡ 

los procesos emplean a las representaciones para responder a 

preguntas geométricas acerca de los objetos; las f•cllJd•des de 

entnda son los medios disponibles en el slsteaa, orientados al 

usuario, para crear )' editar representaciones de objetos as! coao 

para Invocar los procesos que actuan sobre la representación; las 

facJlJdades de salJd• son los aedlos que el usuario eaplea para 

despliegue de su lnforaacl6n. 

Observe que en estas actividades se Involucra la capacidad de 

consulta flslca collO un proceso )' ésta no fara parte de un 

slsteaa de aodelado, aunque la estructura Interna de un 110delador 

lnflU)'e, en 1ran parte, sobre esta poalbll ldad de lnterro1acl6n. 

El aodelado geométrico ha evolucionado en cuatro ruas prlclpales: 

- Figuras de Alambre 
- Superficies 
- Sólidos 
- Esqueaas Hlbrldos 
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La diferencia en cada caso se Identifica por la cantidad de 

Información agregada a los modelos, las entidades geométricas 

empleadas en la modelaclón, las restricciones a los modelos, las 

facll ldades de manipulación, Interrogación y despl legue y en las 

estructuras de datos que posibilitan las operaciones anteriores. 

2.1 Modelado de Fl¡uraa de Alll-1>ra 

Esta tecnologta representa a los objetos mediante segmentos de 

linea o en ocasiones curvas cu!drlcas Interconectados. En función 

a las capacidades del sistema, se pueden generar figuras de 

alambre en 2, 2 1
12 (proyecclon lrldlw•loM1 wtn lntor•clon de I• 

coordenado z>, y 30 (44]. Aunque este tipo de representación 

peralte desplegar objetos relativamente complejos, su estructura 

de datos y la falta de Información no geométrica, como por ejemplo 

el tipo de material, l lml tan la Interrogación de los mismos. Es 

posible lograr cierto realismo con la Información, coMO por 

ejemplo, eliminar lineas ocultas si en la estructura de la 

lnfor111aclón se agrega coherencia. 

En estos esquemas, la Información se aaneJa bajo una estructura 

Jerlirqulca donde normalmente los vert!ces son los ele11entos base 

de un 6rbol lrlo. a.a>. El concepto de objeto es la unión de 

seg111entos geoll6trlcos y el equivalente a caras de un objeto se 

considera como planos. 

2.2 Modelado de Superflclea 

Este campo de representación de objetos surge en la década de los 

60' s debido a los trabajos de Coons orientado al di sello de 

estructuras de aviones, barcos, etc. La representación de estas 

formas, denominadas en ocasiones libres o esculpidas descansa en 

dos conceptos básicos (3]: 

- El e11pleo de expresiones paraiMtrlcas 
- La descomposición en partes de una curva o superficie 
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El primer concepto permite representaciones multlvaluadas con 

respecto a un sistema coordenado y mantiene lndependecla de la 

representación con respecto a los ejes, eliminando el problema de 

valuaciones con tangente Infinita, facilita la representación de 

curvas en slslelllaS de coordenadas homogéneas, y perml te la 

Interrogación de entidades 11edlante la parametrlzaclón[6]. Otros 

beneficios de #:sta son: representaciones explicitas, por lo cual 

es directo el cUculo de puntos sobre las curvas y superficies; su 

formulación es adecuada para definir curvas y superficies en forma 

segmentada; las curvas y superficies pueden definirse en función a 

combinaciones lineales de funciones escalares de parwtros con 

coeficientes vectoriales; y si se aplica la Idea anterior, 

cualquier transformación geoml:trlca sobre la curva o superficie se 

logra apl !cando la transforuclón a los coeficientes vectoriales 

manteniendo una definición matemflllca sin modificaciones [7]. 

El segundo concepto elimina el problema de representar una curva o 

superficie por una sola función analltlca, que en ocasiones 

produce un pollgono de alto orden Involucrando problellllB de 

solución (busqueda de ralees) y de oscilación, aunque Incurre en 

el hecho de tener que colocar condiciones de continuidad entre Jos 

segmentos de curva 110delados. 

Qulz' las principales desventajas de un slsteu de 110delado de 

superficies se refieren a la Intuición para definir una forma, la 

dificultad de coablnarse con otros ele11entos en el espacio 

11edlante operadores booleanos y la complejidad de realizar 

revisiones topológicas y geollétrlcas que aseguren la validez de la 

superficie 110delada. 

Bajo un esquea de superficies, un objeto se define por la 

Integración de segmentos o ,,.rches que mantienen alguna relación 

de continuidad en sus fronteras Cr19 2.31. 

Las superficies de foraa libre o SFL pueden categorlzarse en 

función a las restricciones que soportan[&] y en general se 

repesentan de la siguiente forma: 

Scu,v) • i (XCu,v), Y<u,v), Z<u,v>) ~ 

13 



donde X, Y,Z son funciones pollno•lales en u,v que al ser 

evaluadas, generan los puntos (x,y,11 sobre la superficie S<u,vJ. 

Las funciones pol lnomlales que se emplean en las SF'L son cúbicas 

debido a que es el grado 11\é.s pequefto que perml te tener una curva 

con un punto de Inflexión, permite la posibilidad de girar en el 

espaclo[6 pag. 119]. se puede evaluar su segunda derivada con 

fines de continuidad, disminuyen los problemas de oscilación y de 

locallzacl6n de ralees y son una solución a la curva que minimiza 

su energla de tensión Interna( 3. 8). 

Existen tres llf!todos 11enerales para especificar la forma deseada 

de una curva libre cri9. z.u 

- Definición de atributos vectoriales a los vértices extre110s 

tales como la posición, magnitud y dirección. 

- Definición de las fronteras de la superficie. 

- Definición de un conjunto de vértices de control que en conjunto 

forman un poi lgono de control que 11lmi flca la forma deseada 

final. 

El primer ~todo requiere Información vectorial explicita para la 

definición de un se11mento de curva o superficie, lo que en 

ocasiones puede ser un trabajo complejo, pues el dlseftador se ve 

en la necesidad de especificar, por eJe•plo, la llllgnltud de los 

vectores primera derivada o la dirección del vector producto cruz 

en una esquina de una superf lcle, cuyos valores pueden no ser tan 

evldentes<rt9 z.4al. SI el dlseftador desea )ollf'ar un efecto 

particular sobre la forllll de la superficie se le deben 

proporcionar elementos de control 1165 accesibles y deben responder 

a la Idea Intuitiva para la cual se proporcionan, lo cual conduce 

a la necesidad de aenerar expresiones u.tellltlcas que peraltan 

lo11rar, aedlante parbetros de control, esta facl lldad de 

definición. 

La se11unda posibilidad, defJnJcJ6n de fronteras, requiere que el 

dlseftador proporcione la foraa de estas, ya sea IM!dlante una 

deflnlclon explicita o aprovechando al11ún generador del 
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slstemalflQ 2.••>. Esta fl losofla tubUm requiere la definición 

de Información vectorial en las esquinas de los segmentos de 

superflc le aunque perml te al usuario definir un segmento bajo 

Interpolación entre dos curvas o cuatro curvas frontera. El tipo 

de Interpolación define la forma de la superficie. 

La definición por pollgonos de control permite observar la forma 

antes de generar la superficie debido a que el pol lgono la 

mlalflcalflQ 2.4c). Esta fllosofla sustituye la necesidad de 

especificar lnforaacl6n vectorial, tal COllO prl81!ras o segundas 

derivadas, apoyandose en expresiones mateú.tlcas que Integran la 

Información de los vertlces collO parte de estos elementos 

vectoriales, proporcionando al dlsel\ador parAlletros de control 

altamente Intuitivos. Ade!Ms, es posible controlar algunas 

restricciones de continuidad entre los segmentos de SFL con el 

correcto ordenamiento de los vertlces de contra 1, cualidades que 

han hecho de esta fl losofla una de las llAs populares en los 

ambientes de CAD. 

Un sistema de llOdelado de curvas y superficies debe proporcionar 

las siguientes facl l ldades[20): 

- Un sistema adecuado de especificación de la for11&. deseada, que 

puede ser alguno de los anteriores, aunque los pollgonos de 

control presentan la 11&.yorla de las ventajas. 

- Evaluación aúltlple, pues es coaún dlsellar formas donde f(x,y) 

posea diversos zi. Esta situación se resuelve por seg11111ntaclón de 

una curva o superficie. 

- Independencia de los ejes, para liberarse de los problemas de 

evaluación con pendiente Infinita. Esta situación tubl4!n se 

resuelve con la representación para.4!trlca. 

- Control global y local. Esta propiedad se refiere a poseer los 

81!canlsmos adecuados para variar la foru de la superficie 

globalmente y tubl4!n en pequel\os sectores con objeto de af lnar la 
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forma (localmente l lrl9 2.s.1. 

Control de oscl laclón. Algunas formulaciones tienen la 

caracterlstlca de oscilar sobre los puntos de control en lugar de 

suavizar la representación. Es posible controlar la oscilación, o 

al enos disminuirla, realizando formulaciones basadas en 

pol lnomlos de órdenes pequellos o apltcando tensión a la 

curva12.Sbl. 

- Versat l lldad, referida a la cobertura geométrica que se puede 

lograr con la t6cnlca de representación. Es deseable que el 

sistema peral ta una gran variedad de representaciones para no 

frustar al dlsel\ador, lo cual se losra edlante la Inclusión de 

parli.metros de control, aunque el exceso de estos puede llevar a 

confus 1 ones. 

- Orden de continuidad. Como en las representaciones que se 

consideran se maneja el concepto de segmentación de la curva o 

superficie, se requlre que entre cada segmento sea posible 

establecer ordenes de continuidad. La continuidad cero -eº- se 

refiere a mantener continuidad de posición; C1 se refiere a 

continuidad en prlaera derivada o de vector tangente; c2 se 

refiere a mantener continuidad de segunda derivada o de 

curvatura1r19 2.Scl. 

2.3 Modelado de aólldo• 

El modelado de sólidos -MS- es el cupo del Dlsel\o Asistido por 

Computadora que proporciona la capacJdad de representar, 

mnlpuJar, anaUzar y consultar objetos reales en una computadora 

con un origen que se remonta a principios de los 70' s [ 9 J. los 

objetos a los cuales se refiere el MS son funcJonales a6s que 

est6tlcos, en los cuales el concepto de real se refiere a la Idea 

lntultlva de lo que ea real para el hombre. 

Desde un punto de vista muy 1eneral, un s6lldo (representación de 
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rta. Ua CONTROL GLOBAL SOBRI 
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un objeto real), se puede entender COllO un conjunto cent 1 nuo de 

puntos en E3 que se mapean a una representacJón. Jdeal en 

computadora, y donde el conjunto de puntos mantiene las siguientes 

propiedades para considerarse útl 1 bajo la fl losofla de modelado 

de sólidos 

- Rigidez. Un objeto s61 ldo debe aantener su for111a Invariante, 

Independiente de su orientación o poslclón, esto es, el sólido no 

debe de variar bajo transforuclones rlgldas (desplazaalento, 

rotación, espeJo)cri9 2.8o) 

- Regularidad: un sólido tiene un Interior y exterior, y los 

elementos de sus fronteras no deben estar aislados o flotando. Un 

conjunto de puntos A en E3 es un conjunto regular r(A) si 

r(A)•c(l(A)) donde c(A) e !(A) son la cerradura y el Interior de A 

tomando una definición topológica (anexo)lfl9 2.Sbl 

- Definición finita en el espacio ocupado: los sólidos no pueden 

untener fronteras lnflnl tas. 

- Cerradura bajo operaciones booleanas (ver Ja defJnJcJ6n de 

espacJos ~dJos y los esquemas CSG en este capl tulo). 

lntultlvamente, un operador booleano opera sobre dos objetos y 

genera uno nuevo en función del operador especifico. Los 

operadores booleanos son: la adlclón de objetos, la diferencia 

entre objetos, la unión de volúaenes entre objetos. 

- llescrlptlbllldad finita: deben existir aspectos de los s6lldos 

que peraltan una descripción finita de los alsaos, por ejeaplo el 

núaero de v6rt1ces o el no.ero de caru que los forllllll de tal 

suerte que sean representables en coaputadora. 

- Deter111lnlsao en las fronteras: las fronteras del sólido deben 

Indicar, sin ninguna ubl¡uedad, q\16 estt adentro y qu6 estt 

afuera, esto es, las fronteras deben ser orlentables (ver eJ 
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na. 2.e. LAS TRANSFORMACIONES 
RICIDAS MANTllNIN LA FORMA DI 
UN OBJITO. ISTAS SON LA ROTACION 
TRANSLACION Y ISPIJO. 
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concepto de odentabUJdad tres P'rrafos adelante)lfl9 2.ecl. 

De esta propiedades, Requlcha[4) de1110str6 que Jos subconjuntos de 

t 3 que son cerrados, ! Imitados, regulares y mantienen fronteras 

cuando llenos se•lanalltlcas son apropiados para Ja 110delacl6n de 

s6lldos y les denomino r-sets. 

Ahora bien, representar un s611do por un conjunto de puntos en el 

espacio es redundante pues no aprovecha la coherencia espactal[20) 

y ademAs ocupa demasiados recursos de coeputadora. Una alternativa 

es representar al conjunto de puntos co11e un conjunto 11 al lado por 

fronteras que representan superficies con las siguientes 

caracterlstlcas [ 10): 

- Cerradas, esto es, continuas stn rompimientos, lo cual no Impide 

ta existencia de huecos en el objeto pero si excluye las 

estructuras ablertas<fl9 2.11c11. Esta se puede asegurar revisando 

condiciones topológicas, collO por ejemplo, que cada arista es 

adyacente a exactamente dos caras y dos v6rtlces. La cerradura 

Implica adelllé.s que el per111etro de cada cara contiene un n\Dlero 

Igual de bordes y v6rtlces y los perlaetros asociados a un v6rtlce 

mantienen un número de bordes y caras Igual (excepto en algunos 

casos especiales co11e en el v6rt1ce de un cono). 

- Orlentabl lldad, esto es, la propiedad que peralte distinguir 

ubos lados de una superficie. Algunas superficies pueden ser 

cerradas y no orlentables, co11e el caso de la Bote! la de Kletn. 

Moeblus propuso un lll!todo para determinar cuando una superficie 

pol l6drlca cerrada es orlentable. A los bordes de cada cara ae les 

asigna una dlreccl6n consistente tal que el Interior de la cara va 

en dlrecc16n hacia la derecha. En una superficie cerrada cada 

borde recibe dos flechas, una por cada cara que limita. La 

superficie es orlentable si y solo al es posible ordenar los 

bordes tal que cada borde untenaa una flecha en cada dirección. 
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- No lntersectadas asl •lsaas, en este caso se desea que las 

superficies que l lml tan a un objeto real no se lntersequen asl 

mismas con objeto de mantener la Idea de un sól Ido real. No 

existen condiciones puramente topológicas que permitan asegura 

esta propiedad por lo cual es necesario Invocar procedl•lentos de 

revisión geométricos. 

- Limitada, esto es, una superficie que aantlene las propiedades 

anteriores genera una división del espacio en dos conjunto 

disjuntos, uno de los cuales es flnl to (si la condición de 

no-Intersección no se respeta, se generaran U& de dos doalnlos). 

- Conectada, esto es, una superficie puede ser cerrada pero estar 

forna.da de varias partes desconectadas (por ejemplo un cubo con 

una cavidad). 

Los foruJlas de fuler pueden emplearse en foraa prict lea para 

demostrar la val ldez de un objeto desde un punto de vista 

topológlco[21), aunque su do•lnlo, en la pr•ctlca, se llalta en 

gran forma a las figuras poll~drlcas, de las cuales requiere las 

siguientes definiciones extras : 

- Todas sus caras estin sl11plemente conectadas si se aantlene un 

anl lle simple de bordes 'I no existen agujeros entre ellos. SI esta 

condición no se aantlene en un objeto, es posible Incluir 

conexiones umbilicales para lograrl•<r19 a.7>. 

- Un cuerpo sólido debe ser slapleaente conectado de tal suerte 

que sea l so110rfo a una esfera. 

SI un slsteaa de HS garantiza las propiedades anteriores en sus 

superficies, entonces garantiza que los operadores sobre los 

s6lldos se pueden aplicar lnteractlvuiente sin lntervencl6n 

humana. 
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2. 3.1 E•que- de repreHntaci6n para llOdelado de •6lldo• 

Los algoritmos geométricos no manipulan objetos s61 idos; en lugar 

de esto, manipulan estructuras slmb61Jcas que representan s61ldos 

[41. Requlcha[4) define una representacJ6n de un sólido como una 

coleccl6n finita de siabolos (de un alfabeto finito) que designa a 

un sól Ido de IM, donde IM es el espacJo de modelado matemltlco de 

objetos cuyos elementos son s61Jdos abstractos denominados r-sets. 

Las técnJcas de representacJ6n de un 110delador de sólidos definen 

el espacio de representacl6n R de un llOdelador. Aquellas 

representaciones que realmente pueden ser construidas por el 

11<>delador de sólidos de acuerdo a sus reglas de sintaxis se 

denominan admJsJbles. Un esque11111 de representacJ6n se define 

for11almente co11<> una relación 01IM->R lflt a.a¡. 

Se dice que una representacl6n r en R es completa o no ambJBUa si 

ésta corresponde a un s6lo objeto, esto es: si el conjunto .-1trl 

es un solo elemento ~-~ de IM. La representación es únJca si los 

objetos correspondientes no adml ten otra representación en el 

esque111a., esto es si •l•
01

tr)) • ~r~. Res1111lendo, se puede decir 

que un esqueaa de representación es una relacJón entre s61Jdos 

abstractos y representacJones. Una representación es Jnv'1Jda si 

ésta no corresponde a ningún s6lldo. Una representación v•llda es 

ambJBUa si ésta corresponde a varios objetos. Un sólido no tiene 

una representacJ6n únJca si puede aer representado en diversas 

forlllUI en el esqueaa. CollO una observación, S puede generar 

representaciones en R que son lncon¡ruentes, por ejemplo, rotar un 

perfil llAs de 360°, lo cual alntictlca.ente es una representación 

correcta pero sellintlcamente no. Por tal 11etlvo, en las 

definiciones anteriores puede mejorarse la definición de S 

Indicando que su rango ser• un subconjunto de R al que l luarellOS 

V y que foraa el conjunto de representaciones que son Villclas. 

lle lo anterior puede Indicarse que los slste11a11 de 110delado 

varlar6n en el espacio de 110delado, en el espacio de 

representacl6n y en lo• esquellllll de representación. 
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2. 3. 2 Propiedad•• de lo• Hque- de reprHenlaclón 

Los esquelll&S tienen caractertstlcas que nos permiten evaluarlos 

con llás detalle: 

- Poder expresivo o cobertura geoll6trlca, que se refiere al 

universo de objetos en M que son cubiertos por los esque11BS de 

representación. Aqul puede preguntarse sobre la precisión al 

11<>delar los objetos coapllcados y •obre la posibilidad de extender 

el dominio IM. 

- Validez, que se refiere a st todas las representaciones 

ad11lslbles generadas por el esqueaa de representación son vt.lldas, 

esto es, si designan algún s61 Ido de IM. Un esque111a con esta 

propiedad se dice que es stntt.ctlcamente vt.Hdo. 

- No aablguedad y unicidad, que se relaciona con el hecho de si 

todas las representaciones 11edelan exacta111ente un sólido y si 

algunos sólldos tienen ús de una representación vil Ida. 

- Lenguajes de descripción. Se refiere a la clase de lenguajes 

para describir sólidos que pueden soportarse en un slsteM de 

11edelado. Estos, pueden estar basados en el esqueM de 

representación o requerir basarse en una conversión desde otra 

representación. 

Conciso, lo cual se refiere al t&ll&llo, en t6ralnos de 

alacenaalento en coaputadora que genera la representación de 

objetos prt.ctlcos e Interesantes. 

- Cerradura de operaciones. Al describir sólidos y las operaciones 

de aanlpulaclón que actüan sobre ellos, es posible preservar o no 

la val ldez de la representación. Ade"9 debe preguntarse si al 

aanlpular un sólido el resultado puede ser representado bajo el 
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esquema de representación. 

- Facilidad computacional y aplicabilidad. Este punto se refiere a 

la clase de algoritmos que pueden escribirse para el esquema de 

representación, la clase de co11plejldad computacional que 

Involucran, y la clase de aplicaciones a las que estl orientado el 

esquema de representación. 

2. 3. 3 Taxono11lu de repreHntaclón 

Estas pueden categorlzarse en 101 siguientes: 

o Modelos de Descomposición 
o Modelos Constructivos 
o Modelos de Frontera 
o Modelos Hlbrldos 

2. 3. 3. t Modelos da dHco1111oalclón 

Estos aodelos describen sól ldos mediante una co11blnaclón de 

estructuras Mslcas que aantlenen relación bajo operaciones de 

agregación. Las estructuras bllslcas se aantlenen en una base de 

datos fija. Sus variaciones se encuentran en el tipo de objetos 

blslcos y la for11& de aanejarlos y representarlos. 

Pertenecen a estos aodelos los generados por los siguientes 

esquemas : 

En\meraclón exhauatlw 

En esta variación, el espacio se divide en cubos que pertenecen 

parclal o totalmente al objeto que se desea aodelar<r11 z.a>. lle 

esta foru. se avanza en cuanto al hecho de desear en1J11erar todos 

los puntos que pertenecen al objeto y en lugar de eso se recurre a 

una subdivisión regular del espacio. Cada cubo que comprende a la 

figura queda co111pletamente definido por sus esquinas, siendo 
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necesario definir tan solo una de ellas y 111Mtener una 

construcción regularizada del objeto. Una estructura simple para 

la codificación de estas estructuras es asignar a un arreglo 

tridimensional un código binario que Indique o no la existencia de 

Información en el espacio de lnter&s. 

La enumeración exhaustl va tiene la ventaja de 11a11tener una 

representación casi explicita de un objeto, lo cual permite la 

Integración de algorl tmos de Interrogación geométrica basada en la 

coloración de sus celdas, pero por otra parte, la codificación de 

un sólido inedlante esta Ucnlca representa un trabajo muy 

laborioso para un dlsellador, por lo cual, si se desea emplear las 

bondades de este esquema, es necesario recurrir a la 

transforllllclón de un esquema que sea M9 simple en cuanto a la 

definición de una forma. SI se desea revisar las propiedades de 

superficies bien formadas, este esquema presenta la ventaja de 

mantener una topologla simple de revisar. 

la estructuración que sugiere el esqueaa lo mantiene con ventajas 

para la representación de Información en foraatos digitales y de 

ahl su apl lcacl6n a procesulento digital de lúgenes. Una de sus 

grandes desventajas es la gran cantidad de recursos de 

al111acenulento que requlre, por eje•plo, una resolución de 2563 

requlre 16Mbll&, 'I esta ea apenas wia resolución aceptable. Su 

cobertura geométrica le per•lte representar todas las forua 

v'1 Idas pero cuando la forma o el objeto no es coplanar, se pierde 

resolución. Todas las en1111eracl6nes exhaustivas no tienen 

ublguedad y adell6s son W\lcas ya que en un espacio fijo de 

lnter&s y resolución, cada sólido tiene una representación W\lca. 

Los lenguajes para su descripción se basan normalmente en la 

traducción de otro esquema de representación. 

r.que ... de aubdlvl•l6n ••PBCl•l 

Estos esquemas realizan una subdivisión 1165 eflclen.te del espacio 

adapttndose a la forma del objeto y aprovechando la coherencia 

espacial. Este concepto de subdivisión usa la propiedad 

funduental de que el mlaero de nodos necesarios para la 
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representación de un objeto es proporcional al area de su 

superflcle[22J, de esta foraa, bajo una resolución r se requiere 

cxr2 elementos de almacenamiento, mientras que en la enumeración 

exhaustiva se requiere cxr3 elementos. 

Bajo estos esquemas encontramos las siguientes representaciones: 

"Octreea 1 Quadtr•••" 

Ambos son esquemas de representación, los prl11eros para objetos 30 

y los segundos su contraparte en 20. Los "octrees" realizan una 

subdivisión recursiva del espacio de lnter~s en ocho octantes, 

representando a cada octante por la división de un 6.rbol en ocho 

nodos 1n9 2.101. Es común tener que realizar una transroruclón 

del objeto a representar a un slsteu de coordenadas adecuado para 

los "octrees". El primer nivel de los "octrees" envuelve a todo el 

objeto, y de ahl, las subsecuentes divisiones se untendr6.n 

adentro del primer nivel de "octrees". cada nodo del "octree" 

consiste de un códl10 de coloreado y ocho apuntadores hacia sus 

hijos. El código es un atributo de cada nodo. SI el códl10 es 

negro, quiere decir que el espacio que representa esta 

completamente ocupado por aaterlal y se tiene entonces una hoja 

del lrbol. SI el código es blanco, el espacio representado no 

tiene aaterlal y nuevuente tenemos una hoja. SI el códl10 es 

gris, quiere decir que el espacio que se representa esta 

parcialmente ocupado por uterlal y se procede a una subdivisión 

del espacio en ocho reglones. 

Bajo este esqueu. cada subdivisión requiere analizar el espacio 

de lnter~s contra una prl•ltlva del slsteaa. La colección de 

posibles prlaltlvu depende de la factibilidad de crear un 

algoritmo de clasificación para cada una. 

Los "octrees" y los "quadtrees" pueden laple11entarse toaando como 

base lnforaaclón dlgl tal existente. Un modelador de "octrees" debe 

comprender los siguientes 116dulos para considerarse completo: el 

generador del irbol; el 116dulo de operación booleana entre 

irboles, el cual realiza la generación de un nuevo irbol baJo la 
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unión, diferencia, e Intersección de objetos; los operadores 

geométricos que aplican transformaciones a la representación en 

"octrees"; los operadores de anal !sis y la generación de 

despl legue. 

Con respecto al poder expresivo, los "octrees" dependen de los 

algorlt110s de clasificación para un conjunto de prlaltlvas adell6s 

de que mantienen una aproxl11&.clón a la for11&. final, que puede ser 

muy detallada pagando un alto costo en memoria de almacenulento. 

Con respecto a la validez, si no existen requerlalentos especiales 

de conectividad, todos los "octrees" son representaciones v6.lldas 

de algün sólido. Ahora bl6n, hasta los limites de resolución, 

todos los "octrees" definen un sólido sin aablguedades. Su 

lenguaje de descripción es aplicable a lo aenclonado en la 

enumeración exhaust !va. Con respecto a la facl lldad de aanejar 

lnfor111aclón 1166 concisa, los "octrees" no son tan grandes coao la 

enumeración pero aün requieren una gran cantidad de memoria, que 

para el dlsello promedio de una pieza en lngenlerla llega al orden 

de 1HB. Con respecto a su aanejo en coaputadora y la apl lcabl l ldad 

de operadores, la 11&.YOrla de las operaciones aanejan su 

complejidad en for11&. proporcional al recorrido de sus 6.rboles. 

Subdlvlelón Hpaclel binaria 

Esta representación es aplicable a los conceptos de octrees con la 

diferencia de que al eoaento de realizar la subdivisión de un nodo 

1rla, 6sta ae realiza en for• binaria sobre las direccione• 

x,y,z. Esta división crea un pequello ahorro en cuanto a espacio de 

alaacenaalento y eus ventajas se aenclonan en los siguientes 

p6.rrafos. 

Subdlvlelón del Hpaclo llneallzada 

Se refiere a una alternatl va a las estructuras de datos de loa 

octrees reeaplazadas por eatructuras de datos lineales que 

peralten alaacenar una representación octree. 
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al 'Octreea' lineal•• 

SI la numeración de los octantes de un octree va del O al 7, estos 

números pueden emplearse para construir una dirección de 

trayectoria para cada nodo del octree excepto para la ralz12.111. 

Evidentemente, la dirección de trayectoria de un nodo octree de 

nivel 1 se convierte en una secuencia de 1 dlgl tos O, ... , 7. Un 

dlglto especial lllll'Ca la cola de un nlÍIM!ro que tiene menos dlgltos 

que la máxima resolución e Indica la existencia de una hoja. 

Gargantlnl[23) basa su representación en esta observación creando 

listas collO la siguiente: ~03, IX,51,53~ que generan trayectorias 

solamente a los nodos negros. El 03 Indica que debe seguirse por 

las rlllllllS O y cuando no sea posible avanzar .as, debe tollllt'se el 

nodo 3 y en el se tiene la lnforuclón de un nodo negro. El caso 

de IX Indica avance por la rua 1 y tour ese nodo co11<> negro. 

Aqul la X Indica una trayectoria con resolución restringida. Otra 

codificación lineal compacta de un octree es la llamada 

representación DF que se basa en recorrer el árbol en preorden y 

alNCenar la lnforu.clón encontrada. Esta representación emplea la 

nomeclatura B, W, e para denotar nodo negro, blanco e Interno 

respectivamente. CollO el alfabeto solo aantlene tres slmbolos solo 

se requieren dos bits pera codificar cada nodo. Sallet y 

Taulnen[24) •uestran algorlt11c>s que aanlpulan este tipo de 

representaciones para un caso bidimensional de una aanera casi 

directa, 

b) 'Blntree•' 

Subdivisión lineal binaria; en co•paraclón con los 'octrees' 

lineales, su representación es un poco 1165 compacta porque el 

n\Íllero de hojas es •nor. Adeús, dos hojas, en el nivel ús bajo 

del t.rbol, pueden codificarse con un solo bit ya que solo existen 

dos posibilidades, lo cual es un parbetro que ha llevado a 

trabajar sobre la representación de irboles con un bit por nodo. 

En el caso de 30, Sulet y Taulnen[25) deno•lnan collO blntree la 

representación correepondlente y describen los algorlt11c>s para la 

evaluación de expre•lone• booleanas. 
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Deaco..,oalcl6n celular 

Se basa en la representación de objetos en entidades que pueden o 

no ser cubos como se considera en los casos anteriores, Se 

llllUltlene un conjunto de celdas básicas y un operador de unión 

entre ellastt19 2.121. Coaúnllente, las celdas se contruyen como 

una parametrlzac16n de las celdas bé.slcas. Las células pueden ser 

cualquier entidad topol6glcamente equivalente a una esfera. El 

sólido se forma por una colección de celulas semldlsJuntas que se 

tocan en su frontera pero que no Nnt lenen puntos Internos 

comunes. Una celda tlplca puede ser un poliedro curvo deteralnado 

por 20 puntos (8 en las esquinas y 12 entre cada seg111ento de 

linea), de tal suerte que cada borde de una celda se representa 

por una cuidrlca y la superficie se transforma en una blcuadrlca. 

El poder expresivo de esta representación es general; su val ldez 

es dlflcl l de determinar y se requiere la apl lcaclón de algoritmos 

de chequeo de Intersección para todo par de células; una 

descomposición villda define completU1ente un sólido pero la 

descomposición no es única para un s6lldo deteralnado; los 

lenguajes de representación requieren conversión de otras 

representaciones. ASH es un esquema que se adecúa a la 

representación de células para una aplicación directa de la 

descoaposlc16n que es el ele11ento finito. Este esque11a se 11enclona 

llés adelante. 

2.3.3.2 Modelo• conatructlvo• 

A diferencia de los llOdelos de descoaposlcl6n, que basan la 

construcción de sólido en una operación de unl6n o de agrupación 

de prl•ltlvos, los aodelos de construcción Integran un conjunto de 

operadores ú.s c:o•pleto asl collO su coablnaclón. 
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Modelo• de ••pacto• 8111dlo• 

Los modelos constructivos consideran a un sólido como un conjunto 

de puntos en E3
, Su Idea bislca es Iniciar a partir de un conjunto 

lo suficientemente simple que lllllltengan una representación directa 

y modelar otros conjuntos col!IO co•blnaclones de los espacios 

simples. Los 1110delos de espacio 11edlo apl lean esta Idea de ID8.llera 

directa. Cada punto X se asocia a una función que Informa si éste 

es parte de un conjunto A o no de la siguiente for111&: 

g(X)•I ,. X e A 
g(Xl•O ,. X f A. 

SI g(Xl se representa en t6nlnos de una funcl6n analitlca 

f(x, y, z), entonces se habla de tomar subconjuntos del espaclo que 

son de nuestro Interés y que pueden ser evaluados directamente, 

además que las funciones anal!tlcas excluyen conjuntos con 

pato logias geométricas que se 1Mmclonaron en 2. 3. Se dice que 

todos los punto X•(x,y,zJ tales que f(XJ20 forman parte del 

conjunto de puntos, •!entras que f(X)<O forman el complemento. 

f(X)•O divide al espacio en dos subconjuntos, f(X):IO y f(X)20, 

deno•lnados esfU1cJos med1os -EM-. Los espacios .edlos per•lten 

80delar 1eo11etrlas como las cllidrlcu, pero no poseen la capacidad 

directa para representar las forllU libres. 

Los espacios medios forMn las prl•I ti vas bAslcas de los modelos 

de espacJos lll!dJos. Como los espacios medios son conJuntos de 

puntos, los operadores booleanos son un Mdlo adecuado y natW'al 

para crear nuevas geo.etrlas co•blnando las prl•ltlvas bAslcas. De 

esta foraa, las operaciones de unión, representada por U, la 

Intersección n y la diferencia \ se emplean para definir un objeto 

operando sobre espacios medios. Por ejemplo, la definición de un 

cilindro e de lonaltud 11 'I de radlo r eslrlQ 2.u1: 

H1: x2
+ ·..2- r 2

:10 
H2: Z20 
/13: z-11:10 
e • H1 n H2 n H3. 
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De esta forma, el espacio de 11<>delado M de un 110delador por EH es 

la clase de combinaciones booleanas de los EH disponibles. 

La representación de los 11<>delos de espacios medios requiere de 

dos elementos: 

- La representacl6n propia de los espacio Mdlos 
- La representación de coablnaclones booleanas de los espacios 

medios 

En el primer punto, se puede recurrir a una representación 

expllcl ta de los EH iaantenlendo un código y los parilletros 

correspondientes. Una alternativa a esto es mantener una 

representación de todos los espacios 11edlos cládrlcos mediante su 

definición 

f(XJ f(x,y,z) (x,y,z)[A1Jl!X y z 111 Vl,J•t, ...... 

donde la matriz de coeficientes AlJ determina una cu6.drlca 

especifica. 

Con respecto al segundo punto, existe la poslbll ldad de 

descomponer un sólido en una suaa de productos, de la als11& for .. 

en que se representa un circuito digital. Asl, un s6lldo S puede 

abstraerse colllO la unión de Intersecciones entre espacios medios: 

s· un H1¡. 
1 J 

El poder expresivo de los 110deladores por espacios 11edlos esti 

determinado por la selección de los espacios disponibles y la 

generalidad de los operadores disponibles; su validez queda 

restringida a la poslbl lldad de deteralnar cuando un espacio es 

cerrado y no contiene espacios Infinitos; cualquier combinación 

vil Ida de EH representa sin ublguedad un s61ldo pero las 

representaciones de un sólido no son llnlcas; los lenguajes de 

descripción pueden ser sl•ples e Incluir descriptores griflcos 

coao Interfaz al us1111rlo; 101 110delos pueden ser relatlva11ente 

concisos, siendo en ocasiones que la descripción de algWI 11<>delo 

de lnter6s se logre con algunos cientos de espacios 11edlos; las 
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operaciones booleanas sobre espacios medios definen espacios 

medios, por lo cual se u.ntlene una cerradura; finalmente, la 

naturaleza de los algorl tmos que operan sobre El1 requieren de la 

aplicación de algoritmos basados en SIC[26) o clasificación de un 

miembro sobre un conjunto. 

Geo•trla Conatructlva de S6lldo• (CSG) 

Este representación de sólidos, conocida collO CSG, avanza con 

respecto a los espacios medios por el hecho de presentarle al 

usuario final prl•ltlvas que llaltan un volúaen en el espacio. El 

usuario de un 110delador ese opera sobre Instancias paraaetrlzadas 

de pr 1a1 t 1 vas só 11 das que se coab 1 nan bajo operadores 

booleanostn9 2.u1. Cada primitiva sólida esta definida por una 

combinación de espacios medios a los cuales el usuario no tiene un 

acceso directo, por lo cual, el espacio de 110delado M de un CSG es 

el alsao que el de los espacios medios excepto que solo pueden 

Incluir conjuntos finitos de puntos. La for11111. ús natural de 

representar un objeto bajo CSG es un irbol binario definido de la 

siguiente forma: 

<Arbol CSG> ::• <prlaltlva> 1 
<Arbol CSG> <operador booleano> <Arbol CSG> 1 
<Arbol CSG> <transforaaclón rlglda>, 

donde <prlaltlva> es una Instancia de una prlaltlva sólida 

representada por un Identificador y una secuencia de par611etros de 

dlaensl6n; <operador booleano> es alguno de los definidos 

anteriormente; <transforaacl6n rl&lda> es una traslación o una 

rotación. De esta foraa, un irbol untlene en las hojas a las 

prlaltlvas, y en los nodos Internos a los operadores y las 

transforaaclones rlgldas, generando asl, una grti'lca aclcllca 

dirigida. 

Cada prlaltlva define un conjunto llaltado de puntos en [ 3 y el 

conjunto de operadores no destruye esta propiedad, por lo cual, 

los aodelos CSG sleapre son conjuntos llaltados; el doalnlo de un 
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modelador CSG depende dlrectaiaente de los espacios 11edlos con que 

cuenta; su facl l ldad al usuario depende también de la variedad de 

estos espacios 111edlos. 

Existen combinaciones de prl•ltlvos CSG que pueden generar objetos 

1nconslstentes(2.3J, por lo cual debe asegurarse que el 110delador 

cuente con los iaedlos para untener sle•pre r-sets(2.3J. La alsu 

estructura de los irboles CSG sugiere la apllcacl6n de algor! tmos 

dlvlde-y-vence los cuales untlenen la Idea bAslca de di vldlr el 

problema de alguna aanera en n partes, recurslv!UM!nte resolver 

para cada parte y unir los resultados parciales. 

Desafortunadaaente esta vlsl6n tan slaple tiene problemas cuando 

los irboles no son balanceados, lo cual es coaW\ bajo este esqueaa 

de aodelado cuando al¡uno de los objetos se obtiene con un núaero 

dlst lnto de operaciones booleanas. Bajo la vlsl6n de 

dlvlde-y-v1mceras, el algorltllO SIC(26] es particularmente útil. 

El algorlt11<> SIC, trabaja sobre dos conjuntos: el conJunto 

candidato e y el conjunto de referencia R. Se espera que el 

algorltllO clasifique C contra R forundo tres conjuntos CenR, 

CsobreR y Cfuera-deR representando dos espacios y su fronteracr19 

a.1s1. La especlflcac16n del significado 'I les representaciones de 

los conjuntos Involucrados definen un alaorltllO SI«: particular. 

El resultado de la claslflcacl6n puede eaplearse, por ejeaplo, en 

los algorltaos de operación booleana de Instancies CSG. 

El poder. expresivo de los aodeladorea CSG est' relacionado 

dlrectuente con loa espacios medio• que se Incluyen; la validez 

de loa llOdeloa eat' garantizada &!entras se Incluyan operadores 

regularizados; cada irbol define sin ubl¡uedad un s6lldo, pero no 

existe una representación W\lca para cada s6lldo; los lenguaJes de 

deflnlcl6n normalmente son textuales, aunque existen slste..a que 

soportan una interfaz griU'lca Indicando les prlaltlvas ¡riU'lcas a 

las cuales se tiene acceso; loa irboles son relatlvaaente 

concisos; la cerradura est' ¡arantlzada por los operadores 

booleanos; su facllldad de c6aputo est' basada en el balanceo de 

los irboles 1r' la apllcabllldad de los al¡orlt11011 de divide '11 

vencer6s: su aplicabilidad es ¡rande '11 untlenen una base teórica 

- 31 -



sólida. 

"Sweepln¡" o Barrido 

La Idea béslca de este esqueu es la siguiente: un conjunto de 

puntos que se aueve en el espacio 'barre' un voll'laen, 

representando asl un objeto en aovlalento sobre una trayectoria. 

Considere el conjunto A sobre un plano, y un vector b; entonces S 

es el sólido barrido por A cuando 6ste se traslada, a lo largo de 

la trayectoria b, descripción que corresponde a una claslflcaclón 

del 'sweep' denoalnada de tr1slacJóncri1 a.111o1. De aanera slallar 

se define un 'sweep' de rotación coao un conjunto A que rota sobre 

un eje arbitrarlo de referenclatr11 2.1eb) y la combinación de 

ambos, el 'sweep' hlbrJdocri, 2.u1c>. Estos esqueus no ll&Zltlenen 

amblguedad pero no son únicos; su doalnlo esta l lal tado a objetos 

que puedan ser representados por traslación o rotación, y alguna 

combinación de ambas; la operación sobre un conjunto puede 

provocar r•cl laente conjuntos que no son r-sets; su representación 

es natural para objetos sólidos que presentan aovlalento en el 

espacio y de ahl su laportancla en el contexto de aanufactura 

donde peralten Invocar procesos para la reaoclón de aaterlal y el 

estudio de la Interferencia dlnúllca; los lenguajes de 

representación Incluyen subsiste- de creación de perfiles 

bldlaenslonales cerrados que representan al conjunto A, asl coao 

generadores de trayectorias trldlaenslonales. 

2.3.3.3 Modelos de fronteru (B-rep) 

En los aodelos anteriores, un sólido se representa coao un 

conjunto de puntos enuaerados o representados por entidades 

finitas, alentras que, bajo el enfoque de fronteras, un sólido se 

representa por la superficie que lo llalta. Estos aodelos se basan 

en la Idea de superficie orlentada(2.3) representando a los 
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sólidos 11edlante la dlvlsl6n de su superficie en un conjunto de 

caras que llllntlenen una relación conveniente. Comunmente, la 

di visión se realiza de tal suerte que las caras resultantes 

mantengan una representación 11atellátlca compacta, por ejemplo, que 

la cara sea una cul!ldrlca, y adeú.s, para que se asegure la 

división, se 11antlenen condiciones topológicas sobre la estructura 

del objeto(2. 3). Las fronteras de las caras se representan por 

aristas comúrunente en forma parlUll!trlca. Los limites de un borde 

foraan los v6rtlces del alsllO. !Je· esta foraa, las caras, bordes, 

v6rtlces y la lnforMCl6n geoa6trlca y topológica que los 

relaciona constituye la base de los 11edelos de frontera<r19 2.17). 

Modelo• de frontera ba .. do• en pollaonoa 

Un aodelo de frontera que únlcuente 11aneja caras planas se 

denomina 110delo pollgonal, aedlante el cual puede definirse un 

sólido por la coleccl6n de caras agrupadas en t6rmlnos de una 

tabla de Identificadores de caras o una lista ligada de nodos de 

cara. 

Es posible ellalnar la lnforaacl6n de relación explicita entre 

caras y realizar una deflnlcl6n por cara, lo cual provoca repetir 

la lnformacl6n de los v6rtlces por cada ocasión que una cara as! 

lo requiera. 

llodeloa de frontera buadoa en v6rt.lce• 

Este llOdelo ellalna la redundancia localizada en los v6rtlces que 

genera el aodelo anterior aantenlendo un Identificador de v6rtlce 

y la coordenada asociada collO entidades Independientes. La 

definición de una cara 11antlene una lista de Identificadores de 

v6rt Ices que siguen un orden consistente que sirve, por ejemplo, 

para deteralnar la parte Interna o externa de una cara. 

La organlzaccl6n de la lnforaac:l6n para un cubo basado en esta 

t6cnlca es <r19 2.11) 

- 33 -



Cll 

ftl, 1.11 CUIO CON Ll INJOJUU.CION 
'l'Ol'OLOGJCA DI vanea, AJUSTAS y CARAS 
DQUDIDAI IN 1-np 



vi!rtlce coordenadas cara vértices 

vi xi yl al " vi v2 v3 v• 
v2 •2 y2 •2 r2 .e v2 vi vs 
v3 x3 y3 z3 r3 v7 •3 v2 ve 
v• •• yt •• " ve v• v3 •7 
vS .s ys zB rs vi! •I v• ve 
ve .e ye ae re ve •7 ve vs 
v7 •7 y7 z7 
va x8 ya •• 

Modelo• de frontera ba8ado• en arl•t .. 

Estos 110delos representan la frontera de una cara en t6ralno de 

una secuencia cerrada o circuito de aristas. Los v6rtlces de las 

caras se representan únlcaaiente a trav6s de las aristas. Las 

aristas J1181ltlenen una orientación consistente considerando que su 

definición va, por ejemplo, en sentido positivo del v6rtlce •I al 

v6rtlce v2, lo cual ¡enera la definición de orientación de una 

cara l11pllclluente. Debe observarse que cada arista ocurre 

exaclllllenle dos veces, una por cada cara en la cual est• presente. 

la estructura para un cubo es: 

borde vi!rllces v6rtlce coordenadas cara bordes 

•1 vi va vi •1 yl al " •1 • a •3 •• 
12 •2 •3 va •2 ya •2 f2 18 .e •I IS 
13 v3 v• v3 •3 y3 •3 r3 110 17 •2 .e 
•• v• VI •• •• yt •• " •11 •• •3 •7 
es vi vS vB XB yB •11 r11 •12 16 •• 18 

.e va ve •11 .e ye all re •12 •11 eto •9 

•7 v3 •7 v7 •7 y7 a? 
.e v• •8 •• xe ye •11 
•8 vS VII 
110 vll •7 
111 •7 •• 
•12 •• ve 

Emtructura de dato• de arlata .. iteada ( '11lnae4-e41•') 

Esta estructura de dalos proporciona lnforucl6n explicita entre 
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las caras de un objeto, asociando las aristas con los 

Identificadores de las caras a las que pertenecen. Bajo esta 

estructura, una arista aparece exactamente dos veces, una por cada 

cara a la que está. asociada y aparece una ocasión definida en 

sentido positivo y otra en sentido negativo de orientación. Esta 

estructura de datos tou. ventaja de esta relación estructural, 

asociando los Identificadores de las dos siguientes aristas con un 

nodo de arista. Por convención, estos datos se denotan por ncw y 

nccw debido a sJguJente en eJ sentJdo de Ju manecJJJas del reJoj, 

(' nert-cJockwJse') y sJguJente en el sentJdo contrarJo a las 

manecJllas del reloj, (' nert-counterclockwJse'). siendo en 

particular que ncw Identifica la sl1ulente arista en la cara donde 

la arista ocurre en su orientación positiva y nccw la siguiente 

arista en la otra cara. En virtud a esta representación, las caras 

necesitan solamente Incluir el Identificador de una arista 

arbitrarla y un bit que Indique su orientación. En una variación 

llAs general de esta estructura, los nodos también Incluyen los 

Identificadores fcw y fccw de sus caras vecinas y, analogamente a 

ncw y nccw, los Identificadores pcw y pccw de las aristas previas 

en esta caras 1r19 2.1s>. 

El cubo bajo esta estructura se representa co11e sigue 

arista vlnlclo vfln fcw fccw ncw pcw nccw pccw 

ol vi •2 fl f2 02 º' os 08 
02 •2 •3 fl f3 o3 ol 08 07 
03 •3 ., fl fl º' 02 o7 08 

º' ., vi fl fS ol 03 ºª os 
os vi •B ra f8 os ol º' 012 

ºª •2 •8 f3 f2 olO 02 ol os 
o7 •3 Y7 " f3 oll 03 o2 010 

ºª ., •8 f8 fl 012 º' o3 oll 

º' •B •8 f2 fl 08 08 012 olO 
olO •8 •7 f3 fl o7 08 os oll 
oll •7 •• " re ol o7 olO 012 
012 •• •B rs re os ol o 11 os 
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vértice primer-arista coordenadas cara primer-arista 
•I el xi yl zl rl o I 
•2 •2 x2 y2 •2 r2 o9 
V3 o3 x3 y3 •3 í3 oB 

•• •• •• yt •• r• o7 
vS e9 x5 y5 z5 rs el 2 
ve olO xB y8 ze re e9 
V7 •11 x7 y7 •7 
ve •12 xB yB zB 

Las estructuras de datos descritas anter lormente asumen que cada 

cara está simplemente conectada, esto es, que solamente se 

1118.flt lene una frontera. SI tene11<>s objetos que llllllt lenen ús de una 

frontera, existe la alternativa de generar las estructuras 

anteriores pero con la aslgnacl6n de una arista puente que une 

fronteras separadas 'Y que debe aarcarse de alguna forma para no 

ser Incluida en los algorl tmos de despliegue, por ejemplo. Sin 

embargo, en la estructura de arista-salteada, estos bordes 

auxl llares se Identifican facl !mente comparando fcll 'Y fcc11 'Y& que 

ocurren dos veces en la alsma cara. Un 11<>delo de frontera se 

considera villdo si 6ste define la frontera de un objeto s6lldo 

razonable que debe seguir las propiedades aenclonadas en (2. 3), 

esto es: el conjunto de caras foraa una piel que encierra un 

vol úmen; las caras no se lntersecan excepto en v6rtlces coaúnes o 

en los bordes; los llal tes de las caras son pollgonos que no se 

lntersecan asi als110s, 

La primera condición se relaciona con la Integridad topo16glca del 

110delo, la cual puede ser revisada por aedlos estructurales, por 

ejemplo, el hecho de que un borde debe ocurrir dos veces en la 

estructura, lo cual se cuaple autoaitlcaaente con la estructura 

arista-salteada. Esta estructura taabl6n obllga a que las caras 

c1111plan con la regla de Moeblus(2.3), aantenlendo una deflnlc16n 

consistente en la orlentacl6n de las alsaas. Sin e11bargo, la 

Integridad geoll6trlca de las últimas dos condiciones no se puede 

revisar dlrectaaente por aedlos estructurales 'Y es necesario la 

aslgnacl6n de algorlt11<>s de chequeo a la lnforaacl6n geoa6trlca 

asignada a la topologla del modelo o dejar que el usuario se 

responsabilice de la villdez ¡eoa6trlca del 11<>delo. 
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Las definiciones anteriores auestran que una de las desventajas 

del modelado de fronteras es su descripción, que en ocasiones 

llega a ser extremadB.111ente compleja para un dlsef\ador. Para 

resolver este problema, es conveniente proporcionar mecanismos de 

entrada que faciliten el dlsef\o, por ejemplo, lenguajes basados en 

representaciones CSG, y posteriormente realizar la generación del 

1110delo a partir de estas definiciones. 

Una ventaja directa de 1011 11<>delos de frontera es la definición 

eitpllcJt. del 11<>delo, coaparada con otros esqueaas de 

representación, debido • que proporciona un acceso aucho a6s 

directo a la lnforaclón de caras, aristas y v6rllces, lo cual, en 

ambientes ese, por ejemplo, requiere de una evaluación. 

El poder expresivo de los· esquemas B-rep depende de la selección 

de superficies que se mantengan, y no llenen que ll111ltarse 

únicamente a espacios medios; la val ldez es dlflcl 1 de determinar 

como se mencionó anteriormente, esto es, la Integridad topológica 

que se tiene resuelta en un alto porcentaje, pero la Integridad 

geom6trlca requiere de al1orl t11<>s de chequeo llAs Intensos; los 

11<>delos villdos no peralten aabl1uedad de sólidos pero no son 

únicos; los lenguajes de descripción deben basarse en a6lodos de 

descripción alternativos; los aodelos de objetos pueden ser auy 

1randes, especialmente cuando las fronteras son curvas y deben 

representarse mediante poliedros; la cerradura bajo operadores 

booleanos puede evaluarse mediante fóraulas de Euler: los aodelos 

B-rep son ~ti les para la representación 1riflca de la lnforaacl6n, 

no asl los algorltaos de anillsls. 

2. 3. 3. 4 llodeladorH HI brtdoa 

lle los 11<>deladores mencionados anteriormente, ninguno llene todas 

las ventajas sobre loa de.U. Loa llOdeladorea por descoaposlct6n 

son los llAs slaples y adecuado• para al1orl t11<>s nua6rlcos pero 
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requieren grandes volúmenes de lnfor.aclón, y la definición de un 

objeto es e><treaiadanoente compleja e><ceptuando el caso cuando se 

tiene la Información ya digitalizada; los 1110delos constructivos 

son más concisos, pero Jos algorlt11<>s de despl legue o de an6.1 lsls 

son los 116.s lentos, por lo cual se eaplean aétodos de traducción a 

otros esquemas; los B-rep son útl les para una representación 

gré.flca y en particular la representación poligonal es adecuada 

para algorl tmos de an6.llsls si el número de poltgonos es 

aceptable, pero su definición se torna extreaiadamente laboriosa y 

en ocasiones dificil, por lo cual se requiere de t6cnlcas 

alternativas para su descripción. 

As! se observa que el di sello de un ublente hlbr Jdo tiene la 

poslbl lldad de generar un esqueaa superior a cualquier 

aproxlniacl6n que trabaje sola. Un 11<>delador hlbrJdo es capaz de 

soportar varias representaciones coexistentes de sól Idos y tomar 

los elementos 116.s adecuados de cada una de e! las para las di versas 

tareas de 11<>delado, lo cual debe h1pllcar la existencia de 

algoritmos de conversión entre cada esqueaa de 11<>delado. 

Este fenó..,no sucede de manera Indirecta durante la elaboración de 

un modelador geoll6trlco, ya sea en las estructuras de datos, en 

los algorltlllOs de an6.llsls, de realls11<> o de coablnacl6n de 

entidades y resulta claro que 6sta es una tendencia en la 

aodelaclón geoll6trlca. 
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CAPITULO 111 

ESQUEMAS DE REPRESENTACION PARA SUPERf"ICIES DE F'ORMA LIBRE 



ESQUEMAS DE REPRESENTACION PARA SUPERFICIES DE FORMA LIBRE 

En el capitulo 11, se lll!nclona el hecho de 11odelar sólidos ya 

sea a través de representaciones que en1111eran conjuntos de puntos 

en t:3 o 111edlante la Identificación de tales espacios por un 

conjunto de superficies poligonales que los ll•lten. 

Tales esquemas sólo consideran la modelaclón de objetos donde las 

superficies que representan a las fronteras mantienen una 

descripción bien conocida -cutdrlcas-, pero dejan entrever la 

poslbll ldad de 110delar formas lrregulares(2. 2) que representen la 

superficie del objeto, Incrementando as!, la cobertura geo!Dlltrlca 

de 1 110de 1 ador. 

Desafortunada.mente, el tratulento de una cull.drlca no se aplica 

eficientemente a una forma libre, pero si existe el proceso 

contrarlo(l4)(!5)[16). Existe la posibilidad de aproximar formas 

libres mediante pollgonos planos, pero las t6cnlcas poligonales 

generalmente crean 11111.genes que pueden objetarse a sl11ple vlst•, 

aún cuando se apl lquen algorl t110s de 11111lnlcencla co11pletos, 

adellés de que los 110delos poligonales requieren de una gran 

cantidad de lnforaaclón para su alucenamlento 'I su resolución 

puede ser llaltada, situación que no sucede con las t6cnlcas de 

110delado de superficies libres donde el alaacenamlento de la 

superficie es aucho menor 'I se puede coaputar la superficie al 

grado de resolución deseada en función de la situación particular. 

Las representaciones que se consideran estll.n basadas en el 

concepto de parlllll!trlzaclón 'I descoaposlclón por segmentos cuyas 

ventajas se Indican en (2. 2). 

En los esquemas de representación, se considera que un segmento de 

superficie o curva ll se construye en base a un vector de datos 

conocidos ll&J1ado f, siendo en ocasiones que P 'I ll solo coincidan 

en algunos datos si ubos representan lnforuclón vectorlal!rtv 

3.ll. 
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POO PIO 

u----

QOI • ROi 

QIO • RIO 

fia. 3.1 R!LACJON ENTRE LA 
SUPIRFICI! Q Y LOS VIRTICES 
R 

ne. 3.2 SUPIRFICll BIUNIAL. 
OBSIRVISI LAS PRONTIRAS CURVAS 
QUI BIEN PUIDIN SIR CUALQUllR 
SPLIMI 

ria· 3.3 SUPDrlCll RIOLADA ENTRE 
P(U,O) Y P(U,l) 



3.1 Superrlcl•• Blllne•l•• 

Este es qulza el caso lllé.s slaple de superficies. Lo que se desea 

es construir una función blvarlada o superficie bl lineal Q( u, w), 

donde los parbetros u,v varlan en el rango de (0,1), 

proporcionando u! el punto de coordenadas 

[Q.(u,w),Qy(u,w),Qz(u,w)J para el caso 30. 

Dado el conjunto de vectores de posición P.~Poo Poi P10 Pn} en 

las esquinas que ll•ltan • la superficie deseada Q, la siguiente 

expresión genera la Interpolación lineal: 

Q(u, w)•Poo( 1-u) ( 1-w)+Po1( 1-u)w+P1ou( 1-wl+Pnuw, 

que corresponde a: 

Q(u, w)•[ ( 1-u) u) 
[ 

Poo POI] [ 1-w ] 
P10 Pn w . 

Debe observarse que Q en los extremos de la paranoetrlzaclón es 

exactamente Igual a P en los puntos conocidos, esto es, 

Poo-Q(O,O), Po1•Q(O, 1), P10-Q(1,0) y Pn-Q(l, l)Cr19 3.21. 

Esta expresión se extiende a tres dlaenslones, bajo la siguiente 

representación compacta: 

Q(x(u,w) y(u,w) z(u,w))• UP , 

donde Q es el vector de posición de la superficie, P es la utrlz 

de vectores de posición de lu esquinas conocidas y U esta dada 

por: 

U-[ ( 1-ul ( 1-u)w u( 1-w) uw]. 

3.2 Superrlcl•• re11..sa. 

Una superficie reglada[ 15) se 1enera por una ful lla de lineas 

rectas y se expresa en foru general por: 

Q(u,wl • rO(u)+wn(u) , 
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donde rO(u) es un punto dado sobre la linea cuyo parrunetro es u y 

n(u) es su vector de dirección. El par!Uoetro w proporciona la 

distancia de rO(u) hasta el punto r(u,w). 

Otra alternativa para obtener una superficie reglada asume la 

existencia de dos curvas Puo y Pul que se aantlenen en los lados 

opuestos del plano u, w paruietrlzado. lle esta foru, la superficie 

Q(u, w) esta dada por: 

Q(u, w)•Puo( 1-w)+Pu1w . 

Es posible realizar la generación de la superficie comple11entarla 

si se agregan las dos fronteras Pow y P1w bajo la Interpolación 

expresada por 

Q(u, w)•Pow( 1-u)+P1wu 

Debe observarse que nuevamente Q y P son Iguales en los puntos 

extremos de la representación par&ll6trlca, pero se presenta la 

ventaja de permitir la definición de fronteras curvas, con lo cual 

se lncre111enta la cobertura geo~trlca de esta clase de generadores 

de superflclesmv 3.3). Ahora bien, aunque es posible definir las 

cuatro fronteras de una superficie, la Interpolación resultante no 

es la suaa de ubas Interpolaciones. 

3.3 Supertlcl .. lineal•• d• Coo1111 

Sean Puo, Pul, Pow, P1w las cuatro curvas que ll•ltan • una 

superficie. SI se desea obtener una expresión que las Interpole, 

no es suficiente con aplicar la suaa de dos superficies regladas, 

cuya expresión esta dada por : 

Q(u, w)•Puo( t-wl+Pu1w+Pow( t-ul+P1wu 

la cual, valuada en posiciones conocidas genera las siguientes 

expres 1 ones : 

Q(O, w)•Poo( 1-w)+Potw+Pow 
Q(O,OJ•2Poo , 
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las cuales no. cuaplen con la condición de que P y a deben ser 

Iguales en los puntos extre110s de para11etrlzacl6n. Esta sltuacl6n 

se corrige eliminando la contrlbucl6n extra que se genera por los 

puntos extremos[17], obtenlendose: 

Q(u, v)•Pua( 1-v)+Putv+Po.( 1-u)+P1.u­

Poo( 1-u)( 1-vl-Pot ( 1-ulv­
P1ou(1-w)-P11uw . 

revisando en los extre11<>s se verlf lca que 

Q(u,Ol•Pua 
Q(u, tl•Put 
aco, v)•Pow 
Q(l,v)•Pt•, 

lo que Implica una correcta lnterpolacl6n de las fronteras del 

segmento de superficie. 

Esta superficie es el caso llAs slaple de las superficies de Coons. 

Las funciones u, (1-u), (1-v), v se denoalnan funcJones de 

suavJzacJ6n porque su efecto es suavizar, de aanera conjunta, las 

cuatro curvas de frontera que se aantlenen separadas para generar 

una sola superflcleCfl9 3.u. 

3.4 Superficie 1enerallzada de Coonm 

SI en las superficies lineales de Coons se reeaplaza el conjunto 

de funciones de suavlzacl6n ~ ( 1-u), u, ( 1-w), w~ por el conjunto de 

funciones ~jl0,0(u),jl0, 1(u),jl0,0(w),jl0, 1(w) ~ respectlva11ente donde 

f)0,0(0)•1, jl0,0(1)-0, jl0, 1{0)-0, IJ0, 1{1)•1 , se genera la als• 

superficie Interpolada para lu cuatro curvu en la frontera. 

Asl, las funciones del tipo jlr,1{u), cuaplen la funcl6n de 

suavizar las condiciones de frontera para forll&I' la superficie. En 

ellas, lar Indica que la funcl6n de suavlzacl6n esta Influenciada 

por una funcl6n unlvarlada que representa alguna condlcl6n de 

derivada en las fronteru de orden r. As!, la derivada cero, 

Interpretada coao continuidad de poslcl6n, se Hpeclflca por r-o, 
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ria. 3.4 SUPERrlCII LINEW2ADA DI COONS. IN ISTI CASO 
!XíSTE UNA INT!RPOLACION INTR! CUATRO CURVAS FRONTERA 

P(U,I) 

1f•1,__ __ 

1f•D ~--...._ __ 

U•D U•l 

rt¡. 3.5 INPLUINCIA DI LA P'UNCION DI SUAVJZACION 801('1') 
SOBRE IL CUADRO NOIUWJZADO UJ. !STA FUNCION SUAVIZA LA 
CURVA W'•l•P(U,l) 

/ 

ftt, U SUPIRrlCll GINIRAUZADA 
Df COONS. LOS DISCONTINUIDADIS 
SON LAS DIRIV.ADAS PARCWIS HACIA 
AMBOS LADOS IN W ISQVDIAS. LOS 
VICTORIS CONTINUOS SON LAS 
PIUKllWI DIRIV.ADAS IN LAS 
IS QUINAS 



•=I para tangentes, y •=2 para curvatura, etc. 

El Indice 1 Indica la posición, sobre el cuadrado unitario uw, de 

la función que es Influenciada por la función de suavización 

llr,1(u). En general, se considera usui. lle esta forma, jlO, tc'vJ es 

la función de suavización que Influye la curva Pul cn11 3.Bl. 

Cuando se especifica un segmento de superficie soluiente por sus 

limites, las funciones de suavización deben satisfacer la 

condición jl0,1(J)•c51¡ , donde c51J es la delta de Kronecker que 

satisface lo siguiente : 

c51J • 1 si l•J 
c51J •O si •"J . 

Es posible elegir dentro de un rango auy aapllo de funciones 

11•.J(u) que satisfagan las condiciones anteriores, aunque 

normalmente las funciones elegidas son funciones continuas, por 

eJeaplo, jl0,0(u)•cos2(e/2J u 1 ll0.1Cul•sen2(e/2) u. 

SI sustltulaos las funciones generalizadas de suavización dentro 

de la representación de superficies lineales de Coons, se obtiene 

la siguiente expresión 

1 1 1 1 
Q(u,vl•I: PI• jl0,1(uJ+I: PuJ jlO,¡(vJ-I: I: PIJ jl0,1(u)jl0,J(v) , 

l•O J•O l•O J•O 

que representa wia superficie ás sofisticada pero que solo 

aantlene continuidad de posición entre segmentos de superficie, 

Indicado por el parilletro r-o. 

Las superficies de Coons pueden construirse para satisfacer 

condiciones en la frontera de aayor orden Cr>Ol. Supongase que se 

desea satisfacer derivadas de orden at en u•u1 y orden nJ en v•v1. 

Los datos que definen la auperflcle serin las siguientes funciones 

de frontera : 

f'•ºo. v) 

Pº'"(u, Jl 
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y las correspondientes funciones de suavización serin 

¡lr,l(U) Y jlo.J(V) , 

las cuales 1118.l\tlenen las propiedades : 

11f,1C~l•apr • a1k para os P s •• , 

11r.Jc~1-a,. • ªJk para os p s nJ • 

que flnal..,nte per•lten lk>atrar la ecuación de la superficie como: 

1 
Q(u,vl•l: 

•• 1 
I: Pr'ºC 1, v)l!r, 1 (ul+I: 

nJ 
I: Pº'"Cu, Jll!o,J(vl -

J•O o•O 

1 1 

I: I: 
11¡ n¡ 
L E Pr'"C1.¡)¡lr,1(u)l!o.J(V) 

que representa la foraa llAs aeneral de la superficie de Coons rr11 

3.e>. Ho.neJando restlcclones en esta foraulaclón es posible lleaar 

a las expresiones vistas en P'!'rafos anteriores, por eJe•plo, 

revisar la expresión de la superficie blcllblca. 

3.S Supertlclaa blcllblcaa 

Una de las descripciones llÚ lltllea de un se1..,nto de superficie 

utiliza representaciones parall6trlcas cllblcaa para los bordes Puo, 

Pul, Po. y P1w, aal como para lu funciones de suavización. 

El pollno•lo cllblco paru6trlzado de una curva se representa por 

la expresión : 

(3.5.1), 

donde el ranao de la paraaetrlzaclón noraal..,nte se expresa de O a 

1 y P(t) representa la posición vectorial de la curva para un 
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valor del especifico del per'-ttro t. Para generar la superficie, 

el par6Jletro to• el valor u para un par de bordes y w para el 

otro par. Es claro que la aolucl6n de P(t) requiere la obtención 

de los coeficientes 81, los cuales se obtienen aprovechando las 

condiciones en las fronteras as! collO la primera derivada de P(t) 

la cual es : 

P' ( t J•B2+2113t+384t 2 
• 

Evaluando en las fronteras se obtiene : 

P(OJ•Bt 
P( tJ•Bt+Ba+lb+lk 
P' (O)•Ba 
p• ( 1 )•8a+283+31k • 

que puede representarse aatrlclal11ente collO 

p. H8. 

donde H es la .. trlz de coeficientes asociados a las B's y 8 es la 

.. trlz de B's, de donde : 

Sustituyendo Ben (3.5.1) se tiene la expresl6n 

P(u)•Ft(u)P(O)+Fa(u)P( 1 l+F3(u)P' (O)+Ft(uJP' ( 1) (3.5.2), 

donde 

(Ft(t) Fz(t) Fa(t) Ft(t)) • ( t 3 t 2 t 
11 [ 2 -2 1 l l -3 3 -2 -1 

o o 1 o 
1 o o o . 

De esa for .. , las funciones Fl(t) se consideran funciones de 

suavización que actl1an sobre la lnforaacl6n vectorial P(O) P(l) 

P'(OJ P'(l) y en conJunto con 6sta, ¡eneran una curva continua. 

En el caso de un aea-nto blcOblco, ae pnera una superficie que 

satisfaga condiciones, primero para las fronteras donde u•O y u•I, 
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valor del especifico del parilletro t. Para generar la superficie, 

el parbetro tou. el valor u para un par de bordes y w para el 

otro par. Es claro que la solucl6n de P!t) requiere la obtencl6n 

de los coeficientes 81, lo• cuales se obtienen aprovechando las 

condiciones en las fronteras asl COllO la prl11era derivada de P(t) 

la cual es : 

P' ( t )•Ba+283t+384t 2 

Evaluando en las fronteras se obtiene : 

P(O)•B1 
P( 1 )•B1+Ba+ll:J+B4 
P' {0)•8a 
p• ( 1 )•82+283+38' • 

que puede representarse utrlclal11ente como 

p • HB • 

donde H es la 11atrlz de coeficientes asociados a las B' s y B es la 

aatrlz de B's, de donde : 

Sustituyendo 8 en (3.5.1) se tiene la expresl6n 

P(u)•F1(u)P(O)+Fa(u)P(1 )+F3(u)P' (O)+Ft( ulP' ( 1 l (3.5.2), 

donde 

(F1(t) Fa(t) F3(tl Ft(t)) • ( t 3 t 2 t 
11 12 -2 1 1 l -3 3 -2 -1 

o o 1 o 
1 o o o . 

De esa for11&, las funciones Fl(t) se consideran funciones de 

suavlzacl6n que act~ •obre la lnforacl6n vectorial P(O) P( 1) 

P' (O) P' ( 1 l y en conjunto con 611ta, aeneran una curva cent lnua. 

En el caso de un segMnto blcúblco, se aenera una superficie que 

satisfaga condiciones, prhiero para las fronteras donde u-O y u•t, 
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y posterlor11ente en las fronteras w-0 y w-1, para finalmente 

realizar una combinación de ubas agregando o eliminando la 

lnformaclon necesaria final para c1111pl Ir con la condlclon Q=P 

( 3. 1 ). 

Se requiere la siguiente notación para continuar: 

PªCul • BªP(u)taªu , 

P(ul l • BªP(u)/Bªu para u•ul , 

de J18!M!ra sl•l lar : 

Las superficies regladas que satisfacen las condiciones de 

frontera a lo largo de u y w son 

respect 1 vuente. 

Como en el caso de la superficie blllneal, una co11blnaclón sl•ple 

de las dos superficies anteriores no c1111pie con la condición QaP, 

lo cual se corrl1e por el decremento en la aportación de 

coaponentes en los extre.Os de las superficies, esto es, las 

esquinas de la superficie se lnclulrlan dos veces con una sl•ple 

sUlla de los resultados lo cual produce una doble lnclusl6n de la 

lnforuclon de los vectores tansentes y los t6r•lnos de derl vada 

cruzada (vectores de al rol. 

Restando estas aportaciones a Q(u,w)u+Q(u,v)w se obtiene la 

representación flnml de un se111ento de superficie blcúblca : 

- 46 -



• 'f1.11 
Plc· S. '7a INFORllACION VICTORw. DI UN SIGK!NTO BICUBICO 
CORRESPONDIENTE A LA MATRIZ P 

~
. S.'7b (A) ALTIRACION POR MAGNITUD DI VICTOR TANGINTI 

~ 
ALTIRACION POR DIR&CCION DI VICTOR TANGINTI 
ALTIRACION POR VICTOR DI GIRO. IN ISTI ULTIMO C'50 LA 

OSICION INDICADA WISTRA CUANDO IXISTI IL VICTOR DI GIRO. 

J 
1 

p (O) 

"\ 
1 

p (l) 

Pla. U LAS CURVAS DI nRGUSON O DI 
HDlal'I SI CONTROLAN POI POSICION Y 
VICTOR TANGINTI. A LA IZQUllRDA U CURVA 
INCRIMINTA SU PLINITUD IN rtJNCION A LA 
MAGNITUD DIJ. VICTOR TANGIMTI. ARRIBA SI 
llUISTRA UNA CURVA CON INrLDION. 



Q(u, wJ•(FI (u) l 
1-1 ...... P ,O) P ,11 Pº1!1,0) Pº1 (1,ll F2(wl ¡P(O,OJ P(O, 1) P

01
(0,0) pº'<o. º] ¡Ft(w)l 

pl~(O,O) p!A(O, 1) P11 (0,0I P':co, 1) F3(W) 
P1 (1,0) P 0 (1, 1) P11 (1,0J P1 (!, IJ Ft(wl 

que es equl val ente a la siguiente representación 11atrlclal 

Q(u,wJ•[u3 u2 u 1] H P HT [v3 v2 v l]r, 

donde H se define en (3.5) 'i P la utrlz de p'lcu,wl 'i P(u,wJ. 

Asl, Q(u,w) queda definido por las funciones de suavización Fl(u), 

cuatro fronteras c11blcas, cuatro vectores que definen las esquinas 

del segmento, ocho vectores tan¡entH distribuidos en las esquinas 

'i cuatro vectores de giro tuibl6n en las esquinas. 

La lnfor11aclón en las esquinas del seg.ento Q(u,v) se visualiza en 

forllll natural bajo la siguiente notación : 

[ 

Coordenadas de las 
Esquinas 

vectores tangentes a u 

vectores tangentes 

vectores de gl ro 

de tal forllll que P controla la foru del segaento de superficie 

lfl9 3.7•) lfl9 3.7b). 

El seg.ento blc11blco, aunque es alta.ente 11tll, presenta la 

desventaja de tener que proporcionar directa.ente el contenido de 

la aatrlz P, CU'iOS valores pueden diferir en diversos ordenes de 

aagnltud 'i en donde la coablnaclón adecuada de estos, para obtener 

un resultado deseado, resulta ser una operación en extreao 

laboriosa, situación que, dentro de un uiblente de CAD, no es 

posible aceptar. 

3.8 Se1aentos de Fersuson o de He...tte 

Estos seg.entos son una slspllflcacl6n a loa seg.entoe blcllblcos 

considerando los vectores de giro Igual a cero. Sola.ente es 
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posible 111a11tener continuidad de 

un segmento de esta naturaleza, 

restringida a dejar en cero 

prllll!r orden en las fronteras de 

debido a que la superficie esté. 

las derivadas cruzadas de las 

esquinas, lo cual genera superficies con lll!nor suavidad para 

algunas apl lcaclones[6J. 

En el caso bldllll!nslonal, un •eglll!nto de curva puede desarrollarse 

de la siguiente foru[71. basandose en el alsllO desarrollo de 

(3.5) bajo una curva parllll6trlca cúbica 

que evaluada en los extreaos de 1 parúietro 

siguientes relaciones 

r(O) • ao 
r¡t> • ao + at + a2 + a3 
r (O) • at 
r 1 (t) • a1 + 2a2 + 3a3 

(3.6.1), 

proporc 1 ona 1 as 

(3.6.2) 

de las c·uales se observa, que de los unej&dores (los factores de 

los cuales depende dlrecta...nte la foru. resultante). sola.ente ao 

y a1 tienen una slgnlflcancla geoll6trlca obvia y no serla 

razonable solicitar a un dlsel\ador que deteralnase la foru de una 
curva manipulando aa y u, 
lntultlv811M!nte predecible. 

puesto que su erecto no es 

SI se conoce la lnforu.cl6n de posición y prllll!ra derivada en los 

extreaos del seglll!nto, 6sta se puede eaplear para encontrar el 

valor de los coeficientes de r(t) colocando las siguientes 

restricciones 

r(O) • p(O) 

r¡tl • P¡tl 
r

1 
(O) • p

1 
(O) 

rCll•p(l), 

(3.6.3) 

donde los p(J) y pt(Jl son los vectores de posición y la primera 

derivada, respectlValll!nte, en lo• extreaos del seglll!nto. 

Resolviendo (3,6.2) con las expresiones definidas bajo (3.6. 3) y 
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sustituyendo en (3.6.1) se obtiene la expresión: 

rl t l • p(O)[ 1-3t 2+2t3J +p(I l!Jt 2-2t 3J+p1 (Oll t-2t 2 +t 31 +p 'e 1l 1-t 2+t 3J, 
para ostst 

que equivale a (3.5.2). 

Un problema que se presenta con este tipo de foraulaclón es que, 

mientras la slgnlflcancla geo•trlca de la dirección de p1!0l y 

p1
(l) es obvia, no lo es as! el significado de su magnitud, la 

cual se asocia con el control de la plenitud de la curva. SI la 

aagn1tud de aabos vectores se Incrementa slaul t6.neaJ11ente, la 

longitud de arco de la curva entre los puntos fijos se lncreJDenta 

y el segmento de curva se arquea hacia afuera de la longitud de la 

cuerda. De hecho, si la aagnl tud es suficientemente grande, se 

foraar6 un circuito en la Intersección de las rectas definida por 

los vectores extreaos triv 3,11. Algunos slstellaS de dlsel\o 

restringen al usuario a valores llaltes de la magnitud para no 

causar anoaallas en el dlsello(27J. SI el lncreJDento en la aagnltud 

de los vectores tangente se realiza dlferenclalmente Cuno crece 

distinto del otro), la curva tender• a panderase siguiendo la 

dirección del vector de ~or 1111gnl tud. Una ventaja de este 

slsteaa es que el núaero de grados de libertad para dlsellar un 

segmento en el caso bldlaenslonal es de dos (la aagnltUd en cada 

extreao del segmento) una vez que la posición y la dirección de un 

seg11ento ha sido deteralnado. 

En el caso trldl11enslonal, un sea11ento de Ferguson se define por 

la siguiente expresión : 

donde 

[

1000] F • O O 1 O 
-3 3 -2 -1 
2 -2 1 1 

osu, wst , 

y Q es Igual a la aatrlz P definida para la superficie blc6blca en 
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en (3.5). En la for•ulaclón original de Ferguson, los vectores de 

giro se consideran nulos, lo que flslc1U1ente genera reglones 

planas cerca de las esquinas de los segmentos de superficie. 

los vectores de giro soluiente afectan la parte Interior de la 

superficie[?]. 

3.7 Seamento• de Bezler 

En los for•ulaclones a.nterlores para el dlsello de segmentos de 

curva y superficie, el dlsetl-.dor especifica lnforaaclón vectorial 

explicita, lo cual, en ocasione• puede resultar extreaadtull!nte 

dlf1c11, ús a(Jn, cuando no se tiene una experiencia en el 6rea. 

Es as! que el uso de los aaneJadores(J.6) requiere dedicación con 

objeto de forll\al'se una Idea sobre su significado flslco. 

Bezler, nombre que refiere a su autor, soluciona algunas de estas 

si tuaclones y puede expresarse en función de los elementos de un 

segaoento blctíblco(J.5) conviniendo su an.t.llsls prl11ero, sobre 

seg11entos de curva y posterlor11ente su representación 

trldl11enslonal. 

las prl11eras Ideas que deben 11enclonarse sobre Bezler, se 

refieren, prl11ero, a que no es una Ucnlca de Interpolación (no 

toca a todos 101 vertlcea que definen la foraa) sino de ajuste, 

esto es, toaa collO bale una serle de v6rtlces, de los cuales solo 

toca al prl11ero y al tíl t!llO y aproxlaa a los deús; peralte una 

relación llis cercana entre la ent.rada de lnforaacl6n (vflrtlces de 

control) y la salida (la curva) y, flnalaente, su base aateaitlca 

ea pollnoalal lflg 3,9¡, 

Su bue, los polln611los de BernsteJn, e1tl dada por la slguente 

expresión : 

(3. 7.1) 

donde 
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en la cual, n es el grado del pollnoalo e 1 es el v6rtlce 

particular sobre el cual se Indexa (de O a n). En general, un 

pol lnoalo de grado n se especifica por n•I v6rtlces de control. 

Los puntos de la curva se encuentran evaluando la expresión 

n 
P(t)• I P1Jn,1(t) ostst , 

l•O 

donde P1 especifica los vertlces de control. 

Observe que : 

Jn,o(O)•Jn,n( 1 )•1 , 

(3. 7.2) 

lo que peral te que P(O)•Po 'i P( 1 l•Pn, taabl6n que el llé.xlao valor 

de la funcl6n se da en t•l/n, 

La r-éslma derivada en los extremos de esta formulación est6 dada 

por lo siguiente : 

r 
Pr(O)• (nl/(n-rl! I I (-l)r-1(')p1 , 

l•O l 

p•(l)• lnt/(n-rlt 1 É (-1) 1 !'!Pn-1 , 
l•O I 

asl, la primera derivada en los puntos extreaos est6 dada por 

P' (0) • n(P1 - Po) , (3. 7.3) 

P'(l) • n(Pn - Pn-1) , (3.7.41 

lo cual dice que el vector tangente al lnlclo 'i al final de la 

curva sigue la dirección de los se¡aentos lnlclal 'i final del 

pollgono de control, por lo cual, la curva es tangente a estos 

segaentos. 

La segunda derivada, evaluada en los extreaos, esta dada por 
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P'' (0) • n(n-1 l!Po-2P1+1'2) 
P"(l) • n(n-ll!Pn -2Pn-t+Pn-2l 

(3. 7.5) ' 
(3. 7.6) ' 

Esta formulación Indica que la segunda derivada en los puntos 

Inicial y final depende de los dos segtoentos ús cercanos para 

cada caso, o de los tres vértices ús cercanos. En general, las 

r-ésh1as derl vadas en los extre110s dependen del punto extre110 

correspondiente y los r vértices vecinos. 

Condiciones ds contlnuldad 

Sean P y Q dos segmentos Bezler, donde el prl11ero esti foraado de 

P1 vértices lf es de grado n, y el se¡undo se foraa por Q1 vértices 

lf es de grado •· La continuidad de prl11era derivada en el vértice 

de unión se obtiene cuando 

P' (1) • aQ' (0) (3. 7. 7), 

donde a es un escalar. Usando (3.7.3) lf (3.7.4) en (3.7.7) se 

genera : 

Q1-Qo • (~) (Pn-Pn-1) (3.7.B) 
• 

CollO Qo debe ser Igual a Pn, el final de un seg11ento es Igual a la 

pendiente de Inicio del siguiente sea11ento cuando los vértices Q1, 

Pn y Pn-t son collneales. Para un caso particular de dos seg11entos 

de Bezler c~blcos, (n•a•3), donde el vector tangente es Igual en 

magnitud lf dirección en la unión de los seg11entos, se tiene que la 

ecuación (3.7.B) es la siguiente : 

Q1-Qo • P:l-1'2 • Q1-P3 (3. 7.9), 

asl, 
Q1+P2 • 21'3 (3. 7.10), 

lo que lspllca que P3 es el punto 11edlo del se111ento P2Q1. Debe 

observarse que para aantener continuidad de prl11era derivada, solo 

es necesario que P3 esté sobre el se111ento P2Q1. Para las alsaas 

curvas Q y P anteriores, la continuidad de segunda derivada esta 

dada por : 

- 52 -



a{a-1 l!Qo-2Q1+Q2) • n(n-1 ){Pn-a-2Pn-1+Pn) (3. 7.11). 

llepre•entacl6n Trldl .. 1111lonal 

Esta aantlene los al saos principios del caso bidienslonal, pero 

ahora generando la superficie sobre una aalla de control, que para 

el caso blcúbico es de 4x4 bajo la siguiente representación : 

P{u,v) • [ {1-u
3

J 3(1-uJ
2
u 3{1-u)u

2 
u
3

J (BJ [ (1·vl
3 

a l (3. 7.12), 
3( 1-Y) ~ 
3~ 1-Y)Y 
y 

donde B • [ Bu B12 B13 Bu ] 
B21 B22 B23 Bz• 
B31 B32 833 B3t 
Bu 8'2 8'3 8'• . 

El tensor B define los vertices de control del poligono de control 

y, de lllllllera slallar al caso bidimensional, solaaente las esquinas 

{Bn,Bu,Bu,Bul foraan parte de la superficie generada. El 

vector tangente queda definido por los v6rtlces externos, y asl, 

por ejeaplo, Bu y B12 definen la pendiente de la curva v•O, la 

cual parte de Bu. Los vertlces internos a la aalla de control 

definen el giro de la superficie en las esquinas {los vectores de 

giro son funciones de los vertices internos[ 15) para el caso de 

Bezierl, lo que peralte generar funciones Mii suaves en las 

esquinas y eiiainar los proble ... generados por la foraulac16n de 

Ferguson al considerar los vectores de giro igual a O. 

Bezier puede representarse en foraa de producto cartesiano de la 

siguiente foraa : 

donde 

n • 
Q(u,v) • I I Bl+l.J•I Jn,1(u) ka,J(V) (3.7.13), 

1 •O J•O 

(3. 7.14) 
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• 'i n son un nÚllll!ro .enor que el nÜlll!ro de vért 1 ces en la 

dirección v 'i en la dirección u respectiva.ente. 

En el caso de desear una coaposlcl6n de seg.entes Bezler, es 

necesario que btos 11&11tengan una frontera co•ún de vért Ices de 

control 'i que el plano t&Jl8ente del prl.er segmento sobre u•l 

coincida con el del segundo segaento en u•O para toda v tal que 

osvst, 'i asl, la noraal a la superficie se 11&11tlene continua en 

toda la frontera lf19 3.91. 

Los seg.entes Bezler son susceptibles al llOVl•lento de un vértice 

pues se altera co•plet1111&11te la foraa, esto es, su control local 

es restringido debido a la foraa de au base pollnoalal lfl9 3. lol. 

Tublén ae observa que laa funciones escalares Jn,1(u) 'i IC.,J(v) 

dependen del nilllero de vértices de control, lo cual puede ser 

Indeseable si se desea realizar una superficie que cubra un 

pollgono relatlvaaente grande. En esta for111ulacl6n, si se desea 

obtener una a&'for continuidad entre segmentos, es necesario 

auaentar el grado de la foraulac16n, lo cual acarrea nueva.ente 

probleaas de oscllac16n. 

3.8 Splines 

Un spline ea una curva pollnoalal generada por aeg.entos de arado 

K con continuidad de derivadas de orden K-1 en las uniones de los 

segaentos(2BI. El valor del par&Mtro que corresponde a los 

extre110s de un segaento spline ae les denoalnm !Xldos 1n9 3.1u. 

Asl, por ejeaplo, un spline cllbico aantlene continuidad de segunda 

derivada en la unl6n de aus sepentos. 

El tér•lno spline proviene de la analogla con una herrulenta de 

dibujo, noraalaente de aet•l delaado o de aadera, la cual se 

tuerce el'9t1ca.ente para i-sar por algunos puntos de restrlccl6n. 

La curva aenerada por el spline flalco ea aquella que alnlalza su 

energla de tensl6n lnternm, que expresado aate .. tlcaaente, ea la 

curva cuya curvatura cuadrada aedla es alnlaa 'i en ese sentido 

ésta es la curva lás llUIVe que pasa a través de loa puntos fijos 
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de restricción. En t6ralnos de coordenadas cartesianas, la curva 

de mlnlma energla es aquella que alnlalza la siguiente Integral 

entre dos puntos : 

(3.8.1). 

SI se aswne que •'« 1, la •lnl•lzaclón es sobre rz•2 
d• cuya 

solución es una función cúbica por segmentos, continua hasta su 

segunda derl vada, que cumple perfectuente con la definición de 

spline, en este caso cúbico, 'I de ahl la laportancla de los 

splines 'I en particular de los cúbicos. a' puede aaneJarse coao 

pequel\a real Izando un caablo de slsteu de referencia sobre a, 

aantenlendo un slsteu local sobre cada posición de la curva[15). 

En la pr6.ct lea, se emplean los splines de grados pequel\os (s3) 

para generar curvas que suavicen a los puntos especificados. Su 

empleo con po llnomlos de bajo grado reduce los requerl•lentos de 

co•putaclón 'I reduce la Inestabilidad n~rlca que surge con las 

curvas de grados altos. Sin e•barao, ya que los pollno•los de 

grados pequeftos no pueden unir una serle arbitrarla de puntos, se 

requiere entonces segmentos pollno•lalea adyacentes. Los splines 

cúbicos poseen la ventaja de ser las curvas espaciales de menor 

grado que peral ten un punto de Inflexión 'I tienen la habll ldad de 

rotar en el espacio. La ecuación de un segmento de spline cúbico 

en Ur•lnos de un parbetro t ea la siguiente : 

' 1-1 
P(tJ • I81t tiststz (3.8.2), 

l•I 

donde P(t) • ( x(tJ y(t) z(t) 1 

Expandiendo la expresión anterior se aenera : 

(3.8.3) 

SI la lnfor111oclón que se conoce es la posición 'I prl1111ra derivada 

en los extreaos del segmento, se puede forzar a que la curva pase 

por estos extreaos con la tanaente deter•lnada. SI la curva varia 
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en [ lt. . l21. las restricciones se establecen por las siguientes 

Igualdades, donde ll-0 : 

P(O) • PI; P(l2) • P2 (3.8.4), 

!lf. I . P' 
dt t•ta ª 

Evaluando (3. 8. 3) en los extre110s 'I considerando las condiciones 

(3.8.4), se generan las expre•lone• de laa cuales se obtienen los 

coeficientes 81 : 

P(O) • 81 • PI 

82 • P' • t ( 1j1 l t 1-~1 l t•O 
l•I 

P<taJ • t B1t
1
•

1 
jt•l2 • B1+Bata+B3ti+e1ta , 

l•I 

(3. 8. 5), 

• Ba+283ta+3114ti , 

'I se encuentra 83 'I 114 

3(Pz - PI J 2P' 1 P' a 83•---------
ta ta 

P' 1 P'a ll4 • 2(P1 - Pal 

ti 
·--·-

ti ti 

Asl, la forma del spline la deter•lnan la posición de los vtrllces 

finales 'I la derivada en lo• •l•110s, fijando aat, la forma de la 

curva. 

Sustl lU'Jendo los 81 en (3. 8. 3) se obtiene la expres16n que 
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representa un spline cúbico 

P(t) • P1+P:t+[3(P2-P1)/ti-!2Pilt2J-(P;/t2llt2+ 

(2(P1-P2J/t~+Pi1ti+P;ltilt 3 
• (3. 8. 6) 

Esta expresión se generaliza para dos seg11entos adyacentes Pli(t) y 

l'k•I ( t), donde lsksn-2 y n es el número de v6rt1ces sobre los 

cuales la curva debe pasar : 

Pk( t l • Pk+P;t+(3(Ph\-Pkllti-C2P;/t2)-(Pk•1/t2J lt 2+ 

(2(Pk-Pk+I )lti+P;lti+P;•tlti lt 3 (3, 8. 7), 

l'ko(t) • Pk•l+P;+\t+(3(Pk+2-Pk•\ J1tS-c2P;+1/l3)-(Pk+2/l3) )t 2+ 

[2(Pk+t-Pk•2l/t3+P~•1/tS+P;•2/t§Jt3 (3.8.8), 

donde se BSUlle que la variación del parimetro t es ostst2 para el 

primer segmento, ostst3 para el segundo, etc. 

Debe observarse que en la unl6n de los segmentos, el v6rtlce l'k•1, 

no se llene especificada la lnforucl6n de primera derivada, la 

cual se encuentra desarrollando la segunda derivada e lgualindola 

en las uniones. 

La segunda derivada del spline esta dada por : 

P"(l) • E (l-l)(l-2)81t 1
º
3 t1ststa (3. 8. 9). 

Evaluando la segunda derivada en el extrellO final, donde t•ta, del 

prl11er seg11ento, se obtiene : 

P• •• 684ta+283 (3.8.10), 

y al principio del segundo sea•nto, donde t-0, se llene 

(3.8.11) 

Igualando las dos condiclones a.nterlores que representan la 

condlcl6n de se1unda derivada en la uni6n de los seg11entoa y 

agrupando t6ralnoa, ae llene : 
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Igualdad que se general Iza para n segmentos de un spl lne cúbico. 

Observe que en la Igualdad de t6ralnos, cada Be se refiere a su 

segmento correspondiente, por lo cual, 113 en (3.8. 10) y (3.8.11) 

es diferente. Matrlclalaente la condición anterior se representa 

de la siguiente foraa (3.8.13) 

t3 2(t2+t3) tz o 

f" 
(3/(tzt3) )(ti(P:J-P2)+t5!1'2-P1) 1 

o h 2(t3+tt) t3 o (3/(t3h)) (t~(Pt-P:J)+tiCP:J-1'2) J 

o o t11 2( h+tll) h 

o o o Pn a 

a • (3/(tn-1 tn) Jlt~-1 (Pn-Pn·I )+tn(Pn-1-Pn-2) l. 

en donde p¡ y P~ son vectores conocidos, al Igual que todos los 

vectores de posición P1 y el valor de las tJ, quedando por 

deteralnar el valor de las derivadas Internas Pi a P~-1. las 

cuales se localizan resolviendo el ststeaa (3.8. 13). As!, los 

vectores Internos resultan de una condición de continuidad de 

segunda derivada y el dlsel\ador no necesita especificarlos. Con 

estos vectores se calculan los coeficientes 81 eapleando las 

relaciones (3. 8. 5) y flnalaente se procede a calcular cada uno de 

los seg11entos del spline mediante la expresión (3.8. 3). 

Una últlaa consideración debe realizarse con respecto a la 

variación del partaetro t, el cual puede noraallzarse a un rango 

(0 .. 1) para todos los arcos del spline. Esta noraallzaclón 

apllcada sn (3. 8. 13), con un arrealo al¡ebralco por ren¡lón, 

conduce a la representación sl¡utente lnota O->tZ, O->t3, o->u, 

O·>lS> 
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na. 3.12 SPLINIS IWO DIVERSAS COKDlClONIS EN SUS IXTRlllOS 

.... ..... ........... • .. , 
n.. s.1s SPUNI CUBICO SOBRI UN IMllRO rumo DI ARCOS 
QtJI SI DIPW PARA roRIWt LAS ruHClONIS BASI DI U>S B-1plllln 

na. Ut ALTIRACIOM LOCAL DI UNA CURVA B-1pllll1 lllDWftl IL 
MOVDOINTO DI UJf YDTICI V 

AAAA 
1 l o -l 

e e e e 
fla, U& AGRIGACJOM DI DJJCONTDMDAD CONTROLADA IM UN YIRTICI 
DI UNA CURVA l-1pllll1 MIDWftl WLTIPUCIDAD 



["" P2 . [ ",,_,, ·-~ 
1 4 1 o o Pi 3(PH'2)) 

(3.8.14) o 1 4 1 o o 3(Ps-P:ll 1 

o 1 4 P~-1 3(Pn-Pn-2)-P~ 

Para el caso cúbico, los coeficientes 81 pueden expresarse collO 

114 • 2 -2 1 

-3 3 -2 -1 Pk+I (3.8.15) 

o o o P.. 
81 o o o Pk+I 1 S k S n-1 

Condlclón en lo• eatrHH 

Las expresiones (3. B. 4) 'i (3. B. 5) establecen las condiciones en 

los extre110s de un spline, pero son susceptibles de 110dlflcarse en 

función a necesidades especificas de un probleM. (3.8.4) 'i 

(3. B. 5) se conocen collO las condiciones de fljaclón -· claaped' -. 

Otras condiciones son, por eJemplo, la natural o relajada, cuando 

d2Pld2t•O se aplica a lo• arcos Inicial 'i final del spline 

co111pleto en los valores de parUletrlzaclón t•O 'i t•tn, lo cual 

produce alteración de continuidad de curvatura en las fronteras 

del spline. T11111bl6n puede ser útil que el spline sea clcllco para 

dlsel\ar curvas cerradas, en cuyo caso pueden considerarse las 

condiciones 

Pl(O) • PA(tn), os l s 2 ' 

o antlclcllco 

Pl!Ol • -PA!tnl, 

cada una de las cuales produce variaciones sl1nlflcatlvas en la 

foru de las curvas, prlnclpal•nte al Inicio 'i final de la •Is• 

Cf19 3.121. 
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Una consideración final que debe hacerse con respecto a los 

splines cúbicos se refiere a la existencia de oscilaciones que 

eliminan la suavidad de la curva, las cuales pueden eliminarse 

aplicando tensión por los extre11<>s dando Inicio a la teorla de 

splines b&Jo tensión cuya principal objeción es que su foraulaclón 

quede expresada en t6ralno de funciones exponenciales en lugar de 

funciones pollnoalales, por lo cual existe un Impedimento para su 

evaluación eflclente[29]. La oscilación sucede porque el spline se 

ve Influenciado localmente por cada nodo a lo largo de la curva y 

la tercera derl vada se aantlene constante en cada segmento. las 

discontinuidades de la tercera derivada pueden Inducir la 

generación de puntos de Inflexión no deseados sobre la curva y 

as 1 , ayudar a la generac l ón de ose 11ac1 ones. 

3.9 B·apllnH 

En los aablentes de Dlsetlo Asistido por Coaputadora donde se 

cuenta con un aodelador de superficies, se torna evidente la 

necesidad de que este lnclu,ya en sus expresiones facilidades para 

alterar locah1ente las foraas. 

La teorla de los splines, coao 8e expone en (3.8), no Incluye un 

control local de la fora coao una de sus cualidades y aal, de 

existir una aodlflcaclón en un v6rtlce, ea necesario recalcular el 

spline co•pleto. 

SI se tiene una base foraada por splines que peralta aenerar una 

curva o 1uperflcle coao una co•blnaclon l lneal de sus elementos, 

entonces se eati aenerUldo un slstea de dlsello de curvas y 

superficies que aantlene las propiedades de los spll nes y agrega 

una nueva dimensión que &e traduce en control local. 

El primer paso para llegar a un esque• de esta naturaleza se 

refiere a la generación de la base que peral ta un control local. 

SI conslderaao1 un spline cúbico f(xl, tal que c1111pla con las 

siguientes condiciones en &us extreaos: 

(3.9.l) 
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y ademAs se expanda sobre tres arcos, entonces se esté. forzando a 

una curva cuya forllll tiene valor cero en los extremos, una 

condición similar a la que u.ntlenen los polinomios de Bernsteln, 

pero que si la anall2aaos, resulta un spline •Cx)• O en todo su 

Intervalo. SI esta als111. Idea se extiende a un spline cúbico que 

se expande sobre cuatro arcos, entonces se genera una curva 

similar a una campana que asegura tener valores distintos de cero 

en el area que cubre criv 3,131, SI adeall.s, a esa curva se le 

al\ade un segmento de linea de -Infinito al extre11a Izquierdo y del 

extrellO derecho a +Infinito entonces se ha generado un spline 

cúbico sobre un nÚllero lnflnl to de arcos. 

Los extre11as donde la campana se une con los se1aentos de linea se 

refieren co11a X1-t y X1, y la curva resultante se denomina 

B-spllllf! o spline fundamental de orden 4 (grado 3). Un e-spline se 

dice que es un spline de soportt: mlnl110, donde su soporte es la 

extensión de arcos sobre los cuales es distinto de cero. Debe 

observarse que un spline cúbico esté. co•pletamente determinado por 

el conjunto de nudos sobre el cual esté. definido y un valor de Z. 

lle u.nera all.s 1eneral, el e-spline M.1(x) de orden • (o grado •-1) 

sobre un conjunto de nudos dado es cero excepto sobre los • arcos 

sucesivos X1-• < X < X1. 

Es común norlllll12ar la aapll tud de los e-splines, y tomando una 

propuesta de Cox y Boor(45), se tiene el e-spline noraallzado 

N••(X) • (X1-X1-•)M.1(X) . (3.9.2) 

Una aran ventaja de los e-spline&, de11astrada por Curry y 

Schoenberg( 1966) ae refiere a que cualquier spline de orden • 

sobre un conjunto de nudos Xo, X1, ... , Xn puede ser expresado co11a 

una suaa de •últlplos de e-spline• definidos sobre el •lsllO 

conjunto de nudos extendido por •-1 nudos adicionales en cada 

extrellO del rango, elegidos arbltrarlaaente collO 

x-.. 1,x-.. 2, .. .,X-1 y Xn+1,. .. ,Xn+ .. 1. Es posible construir ••n-1 

e-splines sucesivos sobre el conjunto de nudos extendido, cada uno 

de los cuales es diferente de cero exactaaente sobre • arcos 

consecutl vos. 
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Estas condiciones se expresan por 11edlo de la siguiente suiaatorla 

a•n·1 
•Cxl • E C1Mo1 (xl , 

l•I 

(3.9.3) 

donde •Cx) es un spline de arado (a-1) sobre el conJunto de nudos 

original, H.1(x} es el B-spllne sobre el conjunto de nudos 

extendido y para el cual es diferente de cero en exactBJ11ente 

X1-a<X<X1, y C1 son coeficientes. La expresión (3.9.3) tambl~n 

puede ser escrita en t~ralnos de los B-spllnes normalizados y 

representa un resultado auy !•portante porque si un spltne de 

grado a-1 se representa en función de B-spllnes, y se 110dlflca uno 

de los coeficientes C1, el spline resultante solo se ve afectado 

en a arcos sin variar sus propiedades de continuidad, lo cual 

representa un slstellll de alteraclón local y el 11edlo para no 

recalcular lodo el spline baJo la aodlflcacl6n de un vértice tnq 

3.U). 

Considérese ahora, con ús detalle, el e-spline cúbico nor111al Izado 

Nu (u) con su conjunto de nudos u1•1, 1-0, l, ... , n unlforees, el 

cual es d l ferente de cero en e 1 ran¡o u1-t<U<UI, y asuaa que nk3. 

La forma ús conveniente de elegir los nudos en los extre110s del 

e-spline es u-:i-u-aau-1•0 y Un•l•Un•PUn•:Jan, esto es, se tienen 

nudos riúJt JpJes en los extremos. Asl, los arcos extra ¡enerados 

por estos nudos tienen lonaltud cero y los nudos extreaos se 

lransforaan en nudos de aultlpllcldad 4. Se puede de11astrar que la 

Inclusión de la aultlpllcldad en un nudo produce un decreaento del 

orden de continuidad del spline en ese nudo. De esa far•, 

alentras un spline cúbico es continuo hasta su se¡unda derivada en 

un nudo slaple, se transfor• en discontinuo en su segunda 

derivada en un nudo doble, discontinuo en su prl11era derivada en 

un nudo triple y discontinuo sobre él alsmo en un nudo cuidruple 

tnq 3.1s1. Valuando (3.9.3) para el caso cúbico nor .. llzado con 

el conjunto de nudos O, 1,2,. .. , n se obtiene la siguiente expresión 
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n+3 

•<ul • I C1Nu(u) 
l•I 

(3.9.4) 

SI C1 es un vector r1, entonces se obtiene una curva r(u) que los 

suavfza 'I a la cual se deno•lna cW'Va B-splJne, la cual u.ntlene 

las siguientes propiedades 

n 
I Nt,l•l(U)•l, 

l•O 

osusn-2 . 

En el caso particular de u-O, la expresión es 

n 
rCOl•l: r1Nt,1.iCOl , 

l•O 

(3.9.5) 

(3.9.6) 

de la cual, la única función diferente de cero para u•O es Nt,1(0) 

'I adeús su valor es la unidad, lo que !•plica que r(O)•ro 

Derivando (3.9.5) se obtiene : 

n • 
I Nt,1+dul • O . 

1•0 
(3.9.7) 

Desarrollando la suutorla e lsualando los dos llnlcos t6r•lnos "º• 
se obtiene la relación : 

as! como 

Nt,1(0) • -Nt,2(0) , 

n 
r!Ol•l: r1Nt,1+1COJ 

l•O 

(3.9.8) 

(3.9.9) 

Desarrollando (3.9.9) 'I considerando (3.9.8) se tiene que 

r(O) • N•2COlCr1-rol (3.9.10) 

Considerando (3. 9. 6) 'I (3. 9. 10) se deduce que la curva 8-spllne 
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n_¿~~~ 
ri,. 3.18 UNA CURVA B-epllD• D! GRADO K-1 
CAE DENTRO DE LA REG!ON CONVEXA DEFINIDA POR 
LOS M VERTICES VECINOS. 
(A) LINEAL; (B) CUADIUCO; (C) CUBICO; (D) M•5; ~ 
(1) 5 <• " (1) 

rlr-l ~ 
. S.11 YAlllACIOl'f DI l - - - - - - - - -:r U1f l-1plllle (1/1)1'+(1/l)!(l/l)(rll-l + rlt+I)] (l/l)(rll-1 + ñ+I) 

:z;·., .7.i'-1 :r;., :r; 

'º N•olul 

na. ua FUNCIONIS 
BAR 8-irpllDu NO 
PERIODICAS 

•.· ..... 

na. uo FUNCIONES BAR 8-irpUDe1 PW CASOS PERIODICOS. 
OBSERVISI QUI SON U MISMA GIW'ICA DESPLAZADA. 



Inicia en ro y su tangente en ese punto sigue la dirección 

(r1-rol, lo cual recuerda a las curvas de Bezler siguiendo su 

pollgono de control, aunque los e-spllnes tienen la ventaja de que 

al CB.lllblar uno de los v6rtlces solo se produce un cambio en cuatro 

arcos sin alterar los dell6s seg11entos de curva. AdemAs se poseen 

los 11edlos para construir un e-spline cüblco que aproxl11e un 

pollgono con el nWllero de aristas deseadas, asegurando la 

cont lnuldad de segunda derivada en cualquiera de sus posiciones, 

lo cual no puede lograrse con Bezler pues su grado depende del 

nÍllll!ro de v6rtlces de control, o si H desea una coaposlcl6n de 

seg11entos cúbicos, requiere el c'1culo de v6rtlces que peraltan 

asegw-ar la cw-vatura, por 11enclonar solo una situación con 

respecto a los v6rtlces de control. 

Las curvas e-spline poseen algunas propiedades geoa6trlcas 

Interesantes, por ejeaplo, cada segaento de curva esU. definido 

por cuatro v6rtlces de control, donde la swna de la base para un 

valor u deteralnado es Igual a la unidad, por lo cual, para 

cualquier u, r(u) es un pro11edlo de los cuatro v6rtlces de control 

y el segmento de curva correspondiente debe caer en la cubierta 

convexa definida por los v6rtlces. Lo anterior se puede 

generalizar Indicando que para una curva e-spline de grado a-1, 

cualquiera de sus puntos cae dentro de la carcaza convexa de los a 

v6rtlces veclnos[28] cr10 3,111. SI los cuatro v6rtlcea son 

collneales, la carcaza convexa es una linea recta y el seg11ento 

correspondiente es l lneal. 

Otro aspecto geoa6trlco se refiere a que la curva e-spline pasa 

cerca de la reglón 1111dla de los lados del pollaono excepto para el 

prl1111ro y el ülth10, adesls, la curva pasa por loa puntos cr19 
3.17) : 

11e rk-1 • 213 rk • lte ru1 • 213 rk • 113( 1121rk-1+ru11] 

para 111 • a,3, ••• ,n•a • 

Es posible construir e-spline• que aeneren curvas cerradas, 

eaplendo un pol laono cerrado, para lo cual H requiere un conjunto 
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clcJ1co de nudos, esto es, 111\SUO, Un•l•u1, etc, lo que el!alna la 

necesidad de nudos aúltlples que se presenta en la foraulacl6n 

para curvas abiertas lfl9 3.1u. 

Las funciones de suavización N1,11.(u) de grado k•I pueden 

definirse recursivamente de la siguiente foraa : 

N1,1(u) • { ~ si u1su•ui-1 

de otra f or• 

(3.9.11) 

N1,k(u) • ((u-u1JN
1

,ll._1(u))/((u1•11.·l)-u1J+ (3.9.12) 

((u1·11.·ulN1+1,11.-1(u))/(uhll-uhl) • 

donde se toma por convención que 0/0•0 . 

VarlaclonH •n 11-epllne• 

La variación sobre el conjunto de nudos genera variaciones sobre 

1 os B-sp 11 nes. 

SI el conJunto de nudos se eaplea para el dlsello de curvas 

abiertas, entonces se llega al caso particular de 8-spllnes 

no-periódicos unlforaes(31) 1r11 3.111, y el valor de los nudos se 

calcula con las siguientes condiciones desde uo hasta Un•ll 

(nsn\9ro de •nt.lc:u de control•t) ~ 

•I t<ll. 
•I 11.:lllln 
OI t>n 

(3.9.13) 

La variación de k slaula cublos de "tensl6n" en una curva (a 

aenor valor de k, aayor tensión), lo cual taabl6n se observa en 

las figuras donde se auestra la propiedad de carcaza conveica 1rt9 

3.18) 

Tubl6n es posible tener B-spllnea periódicos que peralten dlsellar 

curvas cerradas en ceyo cuo las funciones N1,11. tienen una alsa 

foraa '11 se observa que la base ea 1olasoente el desplazulento de 
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una curva tJpo sobre espacios enteros. El vector nudo se el !ge de 

tal suerte que u1•1, lo cual reduce las expresiones anteriores a 

lo siguiente : 

Nt,k(u) "No,k((u-l+n+l)110d(n+lll , (3.9.14) 

donde Osusn+l y 110d(J) es la función 96dulo. 

Para el caso donde k•4, las funciones B-spllnes canónicas 

uniformes cúbicas son las slgulente[30J : 

U<UI (3.9.15) 

u1su<u1+1 

u1+1su<ut+2 

• NI ,t(U) 

u1 +2su<u1 +3 

Ul +3SU<Ul +6 

Ul+tSU 

donde Uj• u-u .. 
11 

J•t,ht, ... ,h3 . 

Puede observarse que estas funciones tienen exactutente la alsu 

foraa, Independientemente del valor de 1. As!, cualquiera de las 

seis funciones anteriores puede obtenerse collO una traslación de 

alguna de el las cr1v 3,ao1. 

Otra posibilidad surge con B-spllnes no unlformes[31J, donde los 

nudos estin colocados a Intervalos desiguales. Cordon y 

Rlesenfeld( 1974) experimentaron con este tlpo de B-spllne y su 

reporte Indica que no existe gran diferencia con la foraulaclón 

uniforme excepto en casos de gran disparidad entre las longl tudes 

de tas aristas del pollgono de control. Mencionan adeús la 

posibilidad de cublar la curvatura o la dirección de la curva 

cuando colapsan dos o tres vtrtlces del po11gono de control. 

Tubltn encontraron aplicación de los no uniformes en operaclonea 
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co11<> la lnsercl6n de nuevos v6rtlces de control, puesto que esta 

operacl6n genera de ll&Jlera natural un esque.a no unlforae. 

Flnalaente, la foraulac16n de una superficie B-spl lne Qli, 1 (u, v) se 

extrapola de las foraulaclones anteriores co11<> sigue : 

• n 
Qk,1(u,v) •E E N1,•(u) N¡,1(v) VlJ, 

l•O J•O 

(3.9.16) 

lo cual es un producto tensor. Alaunas de las propiedades de esta 

superficie se asocian a los Beta-spline que co11entareaos sls 

adelante. 

Finalmente debe coaentarse que la asignación de v6rtlces aúltlples 

crea discontinuidades controladas ceya utilidad puede ser la 

creacl6n de cúspides en un segaento B-spllne, lo cual es útil en 

aplicaciones de Dlsello por Coaputadora. 

3.tO Curvaa r Supertlcles Para.6trlc .. llaclonales 

Las curvas '/ superficies racionales han eapezado a utilizarse en 

algunos 11<>deladores geoa6trlcos de gran dlfusl6n[ 161. Estas 

foraulaclones tiene la ventaja de peraltlr crear foraas libres '/ 

adeús Incluir funciones bien conocidas, collO las cuidrlcas, lo 

cual resulta atractivo si se considera que para eaular, por 

eJesplo, un circulo en alauna foraulacl6n anterior coao es el caso 

de Bezler, se debe hacer lo sl1ulente: si el circulo deseado es 

r•cos•i+sen•J para os•s•12, se emplean los vectores de poslcl6n : 

donde k•4('ti2-t)/3, en la representación : 

con lo cual se obtiene un circulo con una variación entre 1 '/ 
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1. 00027 en el radio. 

Partiendo de la paruetrlzaclón de una sección cónica, 

encontrare1110s que la expresión final. nos peralte llegar a lo 

mencionado en el párrafo anterior. 

r.r-trlzaelón cuidrlca raclonal de un 
•• ... nto de .. cclón cónica 

Con objeto de definir el segmento PoP'l'll de una sección cónica se 

toaan las tangentes definidas en ellos 'i se crean los v6rtlces P1, 

A 'i B que son las Intersecciones de las lineas tanaentes 

resultantes lrlt 3.au. SI ee aantlenen constantes los v6rtlces 

PoP1Pa 'i se varia P', entonces se crean dos razones que dependen 

de esta variación 'i que pueden emplearse co110 par6.Mtros para la 

posición de P'sobre la curva. Las razones son 

g1•P1A/PoA , 

g:i-P1B/l'l!B 

(3.10.1) 

(3. 10.2) 

Ahora bien, si los segmentos de linea definidos por PoP1, P1Pa, 

l'2P3 se representan por las ecuaciones h-0, lz-0 'i l:i-0 entonces, 

la ecuación de una fullla de cónicas que pasan por Po 'i Pa 'i 

tienen tangentes definidas por PoP1, P1P2 se representa por : 

(h\)h la+il.132-0 . (3.10.3) 

Para continuar con el desarrollo, es conveniente caablar a un 

slsteM coordenado oblicuo (a,f), donde el v6rtlce P' es el centro 

del slsteM de coordenadas, Po•• el v6rtlce (1,0) 'i Pa es (0,1) 

por lo cual un punto cualquiera P(a, f) en este plano esta dado por 

r•r1+alro-r1)+f(r2-r1) , (3. 10.4) 

donde las r's representan los vectores a los puntos P' s 

correspondientes. 

Bajo este nuevo slsteaa de coordenadas, las lineas PoPt PtPz PoP2 

tienen las ecuaclonee ,.o, ·..O 'i a+,-1-0 respectlvuente. Asl, la 

faall la de cónicas exprHada por (3. 10. 3) es : 
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(3.10.5) 

bajo el slste1111 de coordenadas oblicuo. 

En la expresión anterior, se considera -u en lugar de +u ya que se 

desea tener la faal l ta de curvas que pasan dentro del trlt.ngulo 

PoP1P2 que corresponde a O<A< 1 . 

La linea tangente a la cónica en el punto P'(u,t>l se obtiene 

utilizando la foraulaclón explicita (3.10.5) : 

Su(u' ,,.. )(u-u' )+S,,(u' ,,.• Ht>-t>' )-O , (3.10.6) 

donde Su(q, w) "i S,,(q, wl son las derivadas parciales de S en u "i " 

respect 1 Y1U1ente. 

Esta linea lntersecta al segaento PoP1 en (u,Ol. que sustituido en 

(3. 10. 6) "i despejando u se obtiene : 

u • [-2A(u' +t>' -1) )/[ ( 1-Alt>' -2;\(u' +t>' -1) 1 (3.10. 7) 

El segmento PoP1 puede representarse por la l lnea parui6trlca : 

T•( 1-u)Po+uPt , OSuSI • (3.10.8) 

SI el segaento se divide en el punto A, el alsao de la razón 

(3. 10. 1 J, los nuevos segaentos al den 

MQ•n\o P0->&1 ( 1-u)PoA (3.10.9) 

HQ•nto A->P1; uAP1 , OSuSI • 

En este caso, el parbetro u, relacionado con u, esta 

proporcionando exactaaente los se1aentos anteriores. Asl, 

uPtA • aPtA (3.10.10) 

( 1-ulPoA • ( 1-a)PoA 

Sustituyendo (3.10. 10) en (3.10.1) "i aplicando el atsao principio 

para (3. 10. 21, se obtienen : 
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(3.10. 11) 

(3.10.12) 

Para encontrar el valor ~ especifico para una curva, puede tolll!lrse 

el producto de las g's referido a una constante : 

(3. 10.13) 

Resolviendo (3. 10.11) 'i (3.10.12) podellOs expresar a («' ,,. ) en 

t~r11lnos de las s'. : 

ll'•11/(g1+2+12) • (3. 10.14) 

(3.10.15) 

De esta for11a, el punto sobre la sección cónica donde la tangente 

lntersecta a PoP1 'i P1P2, tiene el vector de posición r dado por 

r=r1+g1(ro-r1 )/(g1 +2+gz)+g2(rz-rt )/(g1+2+g2) , 

•(g1ro•2r1 +gzr2 )/(g1 +2+gz) 

Aplicando las siguientes relaciones : 

de tal suerte que 

g1•wo(l-u)/w1u , 
1zawzu1w1 (1-u) 

donde las w• s se conocen collO pesos. 

(3.10.16) 

(3.10. 17) 
(3.10.18) 

(3.10.19) 

Flnal11ente, sustltU'jendo (3. 10. 17) 'i (3.10. 18) en (3.10.16) se 

obtiene la sl¡ulente expresión : 

(3.10.20) 

que representa la ecuación para•trlca cu6drlc• racJonal para un 

ses-ento cónico con tansentes PoP1 '11 P1P2 baJo e 1 producto 1112 

anterior. Asl, la naturaleza de la curva queda definida por la 

relación entre los W'•· 
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La ecuación (3.10.20) se expresa en coordenadas ho111<>geneas 

(xw,yw,zw,w] de la siguiente for.a: 

donde 

Pt•(XIWI YIWI ZIWI WI] , 

rwsP , 

considerando a r ho1110genelzado a [x ;y z 1 J 

(3.10.21) 

(3.10.22) 

La expresión (3. 10. 21) es si aliar, por eJeaplo, a Bezler 

cué.drlco( 3. 7), sin eabargo, la expresión racional cué.drlca puede 

representar cualquier segmento cónico, alentras que Bezler 

cué.drlco solo puede representar paré.bolas. 

Valuando (3.10. 211 en los extre111<>s O ;y 1 de u, asl co111<> la 

derivada en los alsmos extremos, se encuentra que Ja cónica 

racional tiene puntos extreaos Po ;y P2 ;y tangentes definidas por 

2(P1-Pol ;y 2(1'2-Pt). 

Las relaciones cartesianas se obtienen aprovechando (3.10. 22) de 

la siguiente foraa : 

as! 

rv • P, 
P' • rw' +wr' , 
r '• ( 1/w](P' -rw') , 

r(O)•ro 
r(l)•r1 

r' (0)•(2w1/wo)(r1-ro) 
r' (1 )•(2w1/112)(r2-r1) 

(3.10.23) 

(3.10.24) 

Puede deducirse que el punto Mxlao QH de la curva racional 

definida por los t6r•lnos anteriores se encuentra al Igualar las 

razones g1•g2•k, siendo QH-P1N( l+k), donde P1N es la perpendicular 

desde Pt sobre PoP2, asl, l• plenitud de la curva queda definida 

por k 1nv 3.221. 

Cuando -111•112, o k•l, el denoalnador w de en la foraulaclón 

hoaogenea corresponde a la unidad, obtenl6ndose la representación 
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de Bezler de una paribola. SI k>I, tene11es una el lpse, y si k<I, 

una hlp6rbola. 

Otro ejemplo laportante es la generación de una 1 lnea recta que 

pase por ro y ra, lo cual se logra con las siguientes relaciones : 

w1r1•(woro+112r2)/2, 
w1•(wo+112)/2, 

donde el punto r1 es collneal a los otros dos, obtenl6ndose la 

expresión de la linea : 

r•[woro( 1-ul+warau)/[wo( 1-uJ+wuJ 

La razón wo: wa deter•lna la parametrlzaclón de la linea recta, la 

cual es unlfor1111 cuando -wa. en cuyo caso se obtiene la 

parametrlzacl6n ya conocida : 

r•ro( 1-u)+rau 

El circulo x2+l•1 en el primer cuadrante se obtiene con ro-1, 

rt•l+J, r:i-J, wo=v'Z, w1•I, wa•v'2. 

Curva. cúbicas racional•• 

Estas son tan sólo una extensión natural a la teorla empleada en 

el caso de las cuidrlcas. Aprovechando la for111ulaclón 

homogeneizada, se tiene el siguiente sea-ento racional 

parametrlzado cúbico 

donde las P1 t lenen el 111ls11e significado que en el caso cUidrlco. 

Las relaciones en los extresos en coordenadas cartesianas son, 

e111pleando la 111lsaa Idea que en caso cuidrlco, las siguientes : 

r(O) • ro, 
r(IJ • rt, 
r' (0) • (3w1/wo)(r1-rol, 
r' ( tl • (3W2/W3llr3-r2). 

Debe observarse que en este caso se aanttenen cuatro v6rtlces de 
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control r1, 1-0, ... ,3. 

Puede demostrarse que la curvatura en los extre110s de (3. 10. 25) 

son las siguientes expresiones : 

k(0)•(2wowu3wf l <-.1 (r1-ro)X(r2-r1) J/-alrs-ro)3) 

k(l )=(2wsw:i/3wil (mag[ (r2-r1 )X(r3-r2) )/11&¡¡[ r3-r2) 3) 
(3.10.26) 

donde aag[h) significa la Mgnltud del vector h, y ya que las 

magnitudes son constantes en este caso, las curvaturas se 

controlan por los pesos v1, un fen6•no que es alallar en el caso 

cuidrlco, donde k2•wowuwi controla taabl6n la curvatura. 

Las cOblcas racionales llenen la ventaja de Incorporar a las 

cuidrlcas collO casos especiales, haciendo que Po-3Pt+3P2-P3-0. De 

Igual for11a, al los v1 son Iguales, llegallOB a la expresión de una 

curva c(lblca de Bezler. 

SI se desea obtener una linea recta bajo la expresión cúbica, debe 

hacerse que Ps•(2Po+l'3)/3 y P2-(Po+2P3)/3, con lo cual se obtiene, 

en foraa ho110g6nea, P.( 1-u)Po+ul':I. 

Compo1lcl6n de curvu ractonalH 

To11ando la ecuación paru6trlca racional cuidrlca (3.10.20), su 

prl•ra y segunda derivadas en los extre110s se definen por las 

expresiones 

r' (0) • (2v1/vo)(r1-ro) 

r'(I) • (2vt/W2llra-rs) (3. 10. 27) 

r' •(O) • ( (4wt/wo)+(2W2/wo)-(Bvi1w8l )(rs-ro)+(2W2/vo )(r2-r1) 

r' • (! l • ( (2vo/112)+(.fow1/wal-(8vf!wi1 )(rt-ro)+(2wo/va J(ro-r1 l 

Utilizando la relación : 

kll-(r' X r' • )/u¡[r' 13, (3.10.28) 

donde k ea la curvatura, B el vector blnor•l al plano osculatorlo 

de un punto y .-alhl la Mgnltud del vector h, se encuentra que la 
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curvatura en los extre11<>s esta dada por : 

k(OJB(O)c~k2 ((r1-ro) X (r2-r1J J/aag[r1-ro) 3, 

k(IJB(IJ=~2 ((r2-r1J X (ro-r1JJ/aag[r:i-r1) 3. 

(3.10. 29) 

Sl se Iguala la curvatura de dos curvas en sus posiciones 

parDJllétrlcas 1 y O respectlvuente, se deduce que para aantener 

una contlnuldad de curvatura entre aabas es necesario ajustar el 

valor de k para no alterar Jos vectores de posición r1. Esto se 

traduce a Jugar con Jos pesos w1 de cada una de las curvas hasta 

encontrar una igualdad en las expresiones (3. 10. 29). Debe 

observarse que en las expreslone• anteriores, cada una de las 

curvas esU. for1111da por sus v6rt lees ro a r2. Todos estos vl!rt lees 

aparecen en la expresión de curvatura anterior y adellis, co11<> el 

lado izquierdo es un vector en la dlreccl6n del blnorul B, el 

producto cruz de las rt debe dar un vector en la alsaa dirección, 

lo cual solo puede suceder sl todos los vectores r1 son 

coplanares, por lo cual la curva que resulta de las cuAdrlcas 

racionales debe ser plana si desea mantener continuidad de 

curvatura. 

En el caso cQblco de las racionales, se slgue un proceso slallar 

al anterior para encontrar lu condlclone• de l¡ualdad en 

curvatura. En este caso debe recordarse que una curva cQblca ae 

deteralnada por cuatro v6rtlcea, ro,. .. , r3. La primera y segunda 

derivadas valuadas en lo• extremos de estas curvas aon 

r' (0) • (3w1/wo)(r1-ro), 

r' (1) • (3W2/W3)(r3-r2), (3.10.30) 

r' '(O) • ( (Bw1/wo)+(BW'Vwo)-( tewf1~)) (r1-ro)+(BW'Vwol (ra-r1), 

r' '(1) • ( (6w1/w3)+(6W'VW3l-( tewit.AJ )(r2-r3J+(Bw1/w3 )(r1-ral. 

Aplicando Igualdad de las expresiones de curvatura para cada curva 

se encuentra lo sl¡ulente : 
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(3.10. 31) 

ki( (r~-rl )X(r~-r~) )/aag[r~-r~J 3•ki( (rf-rSJX(r~-ril )/aag[ ri-rSJ~ 

donde la 1 en r 1slgnlrtca a que curva corresponde el vi!rllce r. 

Observe que para la prl.era curva Cll, el vi!rllce ro no aparece y 

de Igual foraa, para la curva <21, el vi!rl Ice r3 tampoco aparece, 

lo que Indica que para aantener una •lsaa curvatura en un la unión 

de las curvas cúbicas solo se requiere que lodos los vi!rllces sean 

coplanares excepto, si as! se desea, rA y rJ con lo cual se abre 

la posibilidad de generar curvaa con torsión. Nuevuienle en este 

caso debe ajustarse el valor de las ko para obtener una 

continuidad de curvatura en las uniones. 

Como resU111en se puede decir que es posible obtener continuidad de 

posición, de gradiente y de curvatura en las culdrlcas y cúbicas 

rae lona les. 

Superficies parwtrlcu racionalH 

Apoylndose en la expresión cúbica racional, puede definirse un 

segmento de superficie. 

La curva racional para.etrizada cúbica puede expresarse de la 

slsulenle foraa(3.10.32) : 

r(u)•uo(u)r(O)+cu(u)r( 1 )+,o(u)r' (O)+ft(u)r' ( 1 ), 

esto es, en ti!r•lnos de sus puntos finales, sus tangentes finales 

y funciones de suavllaclón. Utilizando los valores de r(O), r(l), 

y las primeras derivadas r' (O) y r' ( 1), y co•parando con la 

expresión general de la racional cúbica, se encuentran las 

expresiones de suavización 

- 75 -



ca:o(u)•(wo(1-u) 3+3w1u(l-ul 2 l/w(u), 

«t (u)•(w3u3+3w2u2(t-ul )/w(ul, 

fO(u)•(wou(1-ul 2 l/w(u), 

ft (ul•-W3u2 < 1-ul/w(ul, 

(3.10.33) 

donde w(u) es el deno•lnador de la eKprest6n racional par~trlca 

cl)blca. 

l..aa expresiones en (3. 10. 33) cuaplen con las sl¡ulentes 

caracterlsttcas : 

ao(O)•l, 
«t(O)•O, 

«0(1) -o. 
«1(1) •!, 

ao'(O) • ca:o'(l) • «t'(O) • «t'(l) •O, 
fO (O) • fO (l) • fl (0) • fl (1) •O, 

fO' (0)•1, 
ft'(O)•O, 

fo' (l)•O, 
fl' (1)•1, 

(3.10.34) 

que son las condiciones establecidas en los seg11entos de Coons 

para poder crear un segmento del tipo producto tensor que aantenga 

continuidad de posición y de gradlente(l7)(30)[15). 

As!, la superficie : 

(3.10.35) 

r1(u, v)•ao(u)r(O, v)+ott (u)r( l, v)+fO(u)ru(O, v)+f1(u)ru( l, v) 

Interpola las fronteras r(O,v) y r(l,v), y la superficie : 

(3. 10. 36) 

r2(u, v)•ao(vJr(u,O)+ot1(v)r(u, ll+,a(v)r•(u,O)+f1(v)r.(u, tl, 

Interpola las fronteras r(u,O) y r(u,l), donde ru() o r.() 

significa la derivada en el sublndlce especificado. Finalmente, 

siguiendo la coaposlcl6n de un seaaento de Coons con la 

lnforucl6n anterior, H obtiene el at111lente segaento : 
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donde : 

w- [ wo 
~(wt-wo) 

[ "º·" Q• r(l,O) 
ru(O,O) 
ru(l,O) 

U-(1 u u2 u3J , 

V•(l v v2 v3JT, 

1
1 oºº] C• O O 1 O 

-3 3 -2 1 
2 -2 1 1 

(3.10.37) 

o o 

t] W3 o 
o wo 
3(w3-w2) o 

r(O, 1) rv(O,O) rv(O, 1) l 
r(l, 1) rv(l,O) rv(l,1} 
ru(O, 1) ruv(0,0) ruv(0, 1) 
ru( 1, 1) ruv(l,0) ruv(l,1) 

Este tipo de seg11entos per•lte generar superficies libres y •dellis 

Incluir, collO un caso particular, • las superficies culdrlcu. Los 

factores de peso dan una nueva dimensión al control de la foru 

pues per•I ten especificar el valor de los vectores tangentes y los 

de giro, como lo demuestra la valuación de (3. 10.37) para el caso 

u-v-0, esto es, en una esquina : 

r(O,O)•roo , 

ru(0,0)•3w10/woo(r10-roo) , 

rv(0,0)•3wo1/woo(ro1-roo) , 

ruv(O, 0)•9( (w11/woo) (rt 1-roo)+(wo1w10/w8ol (2roo-ro1-r10) ). 

Un probleu con este tipo de for•ulaclón es la variedad de 

parúetros de control que se tienen a la uno. SI suponemos que 
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este esquema se e•plear• en un ublente de CAD/CAH con usuarios 

que nor11almente no son 11ate116.tlcos, entonces se tiene un problema 

de co•unlcacl6n. De cualquier for11a, esta for•ulacl6n ya se e11plea 

en cuando menos un slsteu comercial( 16) aprovechando la 

for•ulacl6n racional de los e-splines. 
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CAPITULO IV 

CURV 1'S Y SUPERFICIES BETA-SPLlfll'.S 



CURVAS Y SUPERFICIES BETA-•pltne• 

Los Beta-splln<!s[33] representan un nuevo Intento por definir 

curvas 'I superficies, y en el cupo de CAD/CAMICAE, proporcionan 

un medio para apllce.r tensJ6n[29) e Incluir, collO un caso 

particular, las facl l ldades de los B-spllnes( 3. 9). Ademas 

proporcionan un medio por el cual, los dlsel\adores que no posean 

una formación en ireas flslco aatellitlcas, tensan la posibilidad 

de dlsel\ar curvas 'I superficies sin la necesidad de proporcionar 

expllcltamente lnforu.cl6n de derive.das en lu fronteras o tener 

que especificar lnforu.cl6n vectorial para llllntener alguna 

contlnuldad(2.2). Los Beta-spllnes Integran nuevos parúietros de 

control de forma que 1MU1tlenen un caracter altamente Intuitivo de 

su función, sin aumentar el grado en los pollnoalos que forllBll su 

base. 

Los Beta-splines, o Betas co110 se refieren en ocasiones en 6ste 

docU11ento, se basan en la Idea de v6rtlces de control que 

alalflcan la rora final deseada(2.2) 'I a los cuales, en su 

llll'jorla, no Interpola, aunados con funciones de suavización 

sla!lares a lu empleadas en B-spl!nes. 

En las curvas, lo• v6rtlces de control son una secuencia ordenada 

'I estin conectados para foraa.r un pollgono de control, abierto o 

cerrado, representado por el siguiente conjunto 

Y·[Yo, Y1, ...• v.1. (4.1) 

Para una superficie, los v6rtlces de control se organizan en una 

foraa topol6glc1111ente rectangular, donde cada v6rllce representa 

una coordenada cartesiana (>< 'I z). Cada par de v6rtlces se 

encuentra unido por una arlsta 'I es posible distinguir entre 

vttrtlces Jnternos y vttrUces frontera tr19 1.11. El poligono de 

control es un conjunto de vt!rtlces 'I aristas {Y,E} ,donde Y se 

define por : 
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YDTICll flOlftllA 

YIRTICI INTDNO (4 UlnOND) 

flc. 4.1 COlllPOMINTIS DI UH POUGOKO DI CONTROL IN 1 Y 3D 

na. U SIGMIKTO DI CURVA Y SUPIRPICll BITA-11pllll•. 
Ql aTA IKPWINCW>O POR Vl-1 Vl-1 Vl Vl+l 

rw: rn MJ MJ 
·l~I IAI 1:·:a.1 l'.'JII 

ft.I. U ALTllACIOH DI 11 V IV COUISPOKDlllft'I DICTO llf W 
ruMCIOHIS IASI Y IN U POllllA DI U CVllVA llfA-1Pllllt 

rLJnJMJlLl 
'!""' -1 1 M•l -1 ¡M•l -¡ ¡M•l .... 1 
. vG\-., . . 1A.1 . . 1 (0, 1 • • 1 /':\ 1 . 

flc. U ALTllACIOM DI 11 Y IV mero 111' W rtllfCIONIS IWll Y llf 
LA CVllVA BITA-1pllu 



Y={Y1J ¡1=0,1, ... ,•; J=O,l, ... ,n~, 

y e 1 conjunto de ar 1 stas : 

(4. 2) 

(4.3) 

E ~(YIJ, Yl,J•I) ¡ 1=0,1, ... ,•; J=0,1, ... ,n-1~ U 
• i (VtJ, Yht.J) l-0,t, ... ,e-t; J-O,t, ... ,n ~ , 

donde los v6rt Ices Internos son : 

YIJ¡ lS l S e-t ¡ tS J S n•l , 

y los v6rtlces frontera son 

YoJ, 
Vtn, 
Y•J, 
Yto, 

J.O,t, ... ,n-t, 
lsO,t, ... , ... ,, 
J•t,2, ... ,n, 

l•t,2,. ···•· 

(4.4) 

(4.5) 

Sl•llar a los esqueus presentados en ( 111 >. las transfor11&clones 

a los v6rtlces de control provocan una 110dlflcacl6n de la for11&, 

que bajo el esquellll de v6rtlces de control puede predecirse. 

4.l Control local 

Los Beta-sllnes mantienen una base local, esto es, las fWIClones 

de la base tienen un soporte local( diferente de cero sobre un 

espacio finito de su do•lnlo). CollO cada Y1 tiene asociado una 

funcl6n de la base, su transfor.acl6n s6lo tiene Influencia en un 

espacio finito de la curva o superficie, por lo cual, es posible 

recalcular la curva soluente sobre la porcl6n 110dlf lcada y adellAs 

realizar 110dlflcacl6nes locales. 

Los Beta-splines explotan la Idea de construcc16n por segmentos lo 

cual representa ventajas laportantes(2.2). Cada sea•nto de curva 

se controla por aol-nte cuatro vlJrtlcH de control y no se ve 

afectado por nlnaWI otro vlJrtlce. CollO analiza Mii adelante, el 

transfor-.r un solo v6rt Ice 1enera un efecto sobre cuatro 

segmentos de la curva unlcuente. 
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En el caso de las superficies, cada segmento est• controlado por 

16 vl!rtlces de control y la transfor1111cl6n de un vértice tiene 

efectos sobre 16 segmentos de superficie lfl9 4.21. 

Como cada uno de los seg11entos de curva est• controlado por cuatro 

v6rtices de control, cada uno de los puntos del segmento 

representa un pro11edio de la influencia de los cuatro v6rt Ices de 

control correspondientes. El peso de cada v6rtice lo deteraina el 

conjunto de funciones escalares de la base evaluadas en alglll\ 

valor u de su doalnlo. 

El paráJlletro u paruietrlza un seg11ento de curva Beta-splines, 

siendo Igual a cero al Inicio del segmento e Igual a la unidad al 

final del al sao lfl9 4.2). El 1-l!slao segmento de curva 

Beta-spline se representa como Qdul, y co11<> esta foraulacl6n 

aprovecha la construcción por segmentos de curva, debe aplicarse 

criterios de continuidad, los cuales se explican a continuación. 

4.2 Contlnuldad Geo..,trlca 

Dadas dos curvas Q1(u) y Q2(u) paruetrizadas por u, las cuales se 

unen en Q1( 1).Qz(OJ, se desea que aanten¡an continuidad de 

posicl6n, de vector tangente unitario y de vector curvatura en su 

unt6n (Anexo>. 

La continuidad de posición se logra al igualar Q1(1JaQ2(0J. 

La continuidad de vector tangente unitario se logra considerando 

la siguiente expresi6n : 

OI< i )/ jQl< i l J.cilOJ/ jQ~(OJ j, (4.6) 

de donde 

ol<1J1 ¡o~<oJ ¡1¡ol<tJ p..Ql10J, (4.7) 

que en foru. condensada se representa por : 
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(4.8) 

La contl nuldad de vector curvatura se logra aprovechando la 

expresión del vector curvatura baJo la ror.ulaclón de producto 

cruz 'i parBMtrlzacl6n arbitrarla, el cual se representa en la 

siguiente expresión : 

'i la curvatura es : 

k(uJ.llCCull. (4.10) 

Para obtener continuidad de curvatura, debe Igualarse los vectores 

de curvatura en la unión de los seg11entos Q1(!) 'i Q2(0), esto es : 

((Q!Cll X Qfoll X Q!C1l)ljQ!(1Jj4 
• 

1 eolio> x Qi<o» x ®<o> 11 ¡Qi1oi ¡• 

Aplicando (4.8) en la expresión anterior : 

[(Q!(t) X Qf!t)) X Q!CtJJljOl<tlj 4 
• 

[(¡UQl(ll X Qi(O)J X 1nol<1lJlllUQl<111• 

(4.11) 

(4.121 

Por observación se encuentra que esta Igualdad se cwaple sl: 

(4.13) 

lo cual asegura la continuidad de vector curvatura. 

De una foraa M& general, QicoJ puede Incluir un t6ralno adicional 

aúltlplo de QI< ll. De hecho puede Incluir cualquier coablnacl6n de 

t6ralnos restringidos en sus parbetros que, al aoaento que 

generen Influencia en la curva, producen discontinuidad de vector 

curvatura. As!, la expresión expandida queda coao 

(4.14) 
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De esta for111a (4.13) y (4.14) aseguran la continuidad de vector 

tangente unl tarlo y de vector curvatura, sle111pre y cuando ¡J2=0 en 

el segundo caso. 

Los parámetros lll y ¡J2, se deno111lnan de control de la forma[32). 

SI 111•1, se tiene continuidad de vector tangente unitario; si 111=1 

y /12:0 se tiene continuidad de vector tangente unitario y vector 

curvatura. Más adelante se colM!nta el efecto flslco de la 

varlacl6n de estos parbetros(4.J), 

Resualendo, las restricciones de continuidad entre los segmentos 

Q1(u) y Q1+1(u) estin dadas por las expresiones : 

Ql+I (0)aQ
1 

( I ),, 

Q:.
1 
(Ol·ll1Q: (1), 

Q:., (0)=1Jl 2Q:{ 1 )+ll2Q: ( l). 

(4. 15) 

Ahora bien, cada punto sobre un seg11ento de curva Q1 (u) es un 

promedio de cuatro vértices de control Vhr, r•-2,-1,0,1, donde 

los Indices se ellgen por facilidad de expresl6n cn9 t.21. As!, 

el segmento de curva Q1(uJ se expresa de la siguiente foru : 

1 
Q1(U)• I: br(/11, ll2; u)Vhr, OSuSI, (4.16) 

r•-2 

donde las br's son la base escalar de los Beta-splines y los V's 

son sus coeficientes asociados. 

En la expresión (4. 16) se observa que los v#!rt lees del seg .. nto 

Q1Cul son V1-2, V1-1, V1, V1•1 y los v#!rtlces del siguiente 

seg1111nto son V1-1, V1, V1•1, Vh2, y as! suceslvuiente. Esto 

Indica que el seg11enlo Q1 (u) co111parte tres v6rllces con el 

segmento Q1.i(u) y que lu funciones base sola...nte se est6n 

recorriendo un v#!rtlce entre cada uno de los segmentos. 
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4.3 Derlvaclón de i .. lunclone• baee de lo• Beta-•pllnea 

Cada una de las funciones base de los Beta-splines, es función de 

los paré.metros 1l1, 1)2 'i u. Son funciones escalares que aprovechan 

la cualidad de los pollnoalos cúblcos(2.2) 'i se definen de la 

siguiente forma : 

3 

br(IJ1,1l2;ul•E C9r(fJ1,f)2)u9, OS.SI; r•-a,-1,0,1, 
pO 

donde los coeficientes C9r(IJ1,jl2) 9-0, ... ,3 

son funciones de los parbetros fl. 

y 

Estos 

(4. 17) 

r•-2, •.. • t 

coeficientes se 

deteralnan • partir de laa condiciones de continuidad geo~trlca 

expresadas por (4.15l. Aprovechando (4.16) 'i considerando (4. 15), 

teneaos lo siguiente : 

OSuSI¡ y o=0, 1,2. (4. 18) 

Evaluando (4.18) en sus fronteras 'i sustltu'iendo en las 

condiciones de continuidad (4.15), se obtiene el siguiente slsteaa 

de ecuaciones : 

l l 
E br(fll,jl2;0)Vl+t•r • E br (fl1,jl2; l)Vl•r, 

(4.19) 

1 a a1 a 1 
t E bi'(fll,jl2;0)V1+t+r •fil E br(fl1,jl2; l)V1+r+lt2E br(fl1,jt2; 1)V1+r. 

Para aantener l• Igualdad en cada Wl& de estas expresiones, se 

Igualan los coeficientes de los v6rtlces V1 equivalentes. Asl, en 

la prlaera Igualdad de las expresión (4. 19) se tienen las 

siguientes equivalencias : 
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O" b-2(fh,IJ2; l)V1-2, 
b-2(1J1,j12;0)V1-1 • b-1 (#11,1!2; l JV1-1, 
b-l(¡J1,1l2;0)V1 • bo (¡J1,1J2;l)V1, 
bo(IJ1,#12;0)V1>1 • b1(f)1,¡J2; !lVl•I, 
bt(j3!,f)2;0)V1•2 •O, 

(4.20) 

y collO en el lado Izquierdo existe V1•2 el cual no existe en el 

lado derecho, su coeficiente tiene que ser cero. Lo 11!s11<> sucede 

para el v41rtlce V1-2 del lado derecho. 

Debe observarse que siempre existen dos Igualdades a cero en cada 

una de las expresiones de SUllatorla anteriores. As!, contemplando 

todas las Igualdades y representando a las b1(jll,#12;u) collO btlqJ, 

se obtiene el siguiente slste11a : 

O•b-2(11, 
br•t<Ol•brUI, 
b1101=0, 

Oajllb!211 l, 

b#-1 (Ol•IJlil.!111, 

bl101a0, 

D•IJl2h~2( ll•#l2b!2c 1), 

~-llO>•IU2b~< 1 l•#l2b~m, 
bfco1•0. 

(4.21) 

Efecuando las diferenciaciones necesarias y evaluando en los 

e1<tre110s se obtiene el siguiente slstea de ecuaciones donde las 

funciones escalares C9,r(jh,jl2) se representan por C9,r, para 

facilidad de representación 

C3, -a+Ca,-2+C1, -2+Co, -a.O, 
Co,r-t •C3,r+C2.r+C1 ,r+Co, r , 
Co,1.0, 

/h (3C3, -2+2C2,-2+C1,-2 )-0, 
C1 ,r-l•ll1(3C3,r+2C2,r+Cl,r ), 
Ct, t•O, 

(4.22) 
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3(21112+112 )C3, ¡¡2+2(111
2

+112 )C2~ -2+¡l2C1, -2=0, 
2C2,r-l•3(2111 +ll2)C3,r+2(111 +ll2JC2,r+ll2Cl,r 
C2, 1.0. 

Este es un slsteaa de 15 ecuaciones con 

desconocidos C~,r(¡l1,¡l2) pO,l,2,3 

16 coeficientes 

Una restricción 

ll6s es necesaria para lograr una solución única del slste11a. Una 

restricción que se revisó en esquellllll anteriores es la 

noraal lzaclón de la base, lo cual ayuda a lograr que la curva se 

lllllltenga dentro de la reglón convexa del pollgono de control. As!, 

para un caso particular, u.O, la swia de las funclónes de la base 

debe ser la unidad : 

Co,-2(¡l1, ¡l2) +Co,-1 (ll1, ll2)+Co,o(¡l1, 1)2) +Co, 1 (¡l1, ll2l•l. (4.23) 

El sistema de ecuaciones formado por (4.22) y (4.23) depende de 

los parúietros Beta, por lo cual es 1165 1'.ttll resolverlo 

slab6llca11ente que expllcltaaente para una pareja de valores Beta 

dados. Utilizando software para solución slab6llca(34) se obtienen 
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las siguientes expresiones 

co,-z. 2111:14, 
C1,-2=-Bll13/4, 
C2,-2• Bllt/cS. 
C3,-2=-2111 lt., 
co,-1•! 41112+4~1+11211a, 
C1,-1• 6111(111 -1118, 
C2,-1= 3[-2g13-f111 -112)/4, 
C3,-I• 2(111 +111 +111+112)/4, 
Co,o • 21a, 

g!:~ : ~r~~:2;11211a. 
C3,o ·-2(111 +111+112+1 )/4, 
C3,I • 2/4, 
co.1 • o, 
Ct,l •O, 
C2,1 •O, 

(4.24) 

Asl, sustituyendo (4.24) en (4.17), la foraulacl6n explicita de la 

base se representa finalmente por : 

donde b1·b1(ll1.112;u). 

Con las expresiones anteriores ya es posible evaluar para 

cualquier conjunto de parbetros (111, 112, u), asl collO obtener la 

primera y segunda derivadas del segmento de curva Beta-spline. 

Resulta ser de particular laportancla las evaluaciones en los 

extremos para realizar un anillsls que conduzca a deteralnar la 

agregación de nuevos v6rt Ices V1 para Interpolar las fronteras 

(4. 7). La base ae altera con el valor de los parbetros Beta 

-111.112- y algunos ejemplos se observan en las figuras U.31 y 

(t.t). 
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4.4 Propiedad de cubierta con,,. .. 

La condición (4.23) ayuda a que la curva Beta-spline se aantenga 

en su reglón convexa. Esta ecuación es sólo un caso particular de 

la siguiente expresión : 

1 

I br!lti.112;ul-I, (4.26) 
r•-2 

que Indica que la sua de lu funciones base para cualquier valor 

de u y parejas Beta sua l• unidad. Tubl6n se observa que para 

una potencia u diferente de cero, loa coeficientes C9r swnan cero, 

esto es : 

1 
I C9r(ll1,112J.O, pt,2,3, 

..... z 
(4.27) 

as! co11D la sUJlllltorla de coeficientes de t6ralno constante suinan 

la unidad : 

1 

I Cor!l)1,ll2l•I (4.28) 
r•-2 

Revisando las expresiones explicitas de las funciones base dada en 

(4.25), se observa que todas las expresiones en u son positivas 

para Osust y 1111:0; 1121:0. 

Coao cada función base es diferente de cero baJo estas condiciones 

y su swia es la unidad, entonces cada una sólo puede generar 

valores entre O y t. Ahora, coao cada punto de la curva Beta es 

una coablnaclón de cuatro v6rtlces de control con el valor 

respectivo de las funciones base, entonces se concluye que cada 

punto de la curva cae dentro de la reglón convexa foraada por los 

cuatro v~rtlces de control que le correspondan. 

Coao la curva Beta-spline es una coaposlclón de segaentos 

Beta-spline, entonce• la curva final debe caer en la unión de las 

reglones convexas correspondientes. 
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4.5 Perturbacl6n debldo a la alteracl6n de un ~rtlce. 

Une. de las ventajas de esta foraulacl6n se refiere e. que le. 

al tere.cl6n de un vf!rt Ice de centro 1 afecte. loce.llM!nte e. la curva, 

por lo cual s6lo es necesario recalcularla en 4 segmentos. Mis 

aún, no es necesario real Izar el cllculo total de los cuatro 

segaentos pues s6lo uno de sus v6rt lees se aodlflce.. 

Consldf!rece prllM!ro la ecuacl6n del segaento Beta-spline Q1(u) 

llOdlflcado por la alteración de un v6rtlce y represéntese este. 

110dlflcacl6n de la siguiente for .. : 

Q16(u) • t br(jh,jl2; u)Vi.r6, (4.29) 

donde Vi.r6 es el cublo de posición del vértice Yl•r. Denoalnando 

al v6rtlve Vi.r aodlflcado coao V1(, y asUlllendo que los dellás 

vértices han mantenido su poslcl6n, se aflru que 

V16=<l, V 1 " 1(, (4.30) 

de tal suerte que (4.29) se reduce a la siguiente expresión, 

puesto que s6lo un téralno es diferente de cero 

Q16(u)•br(j11, jl2; u)Vi.r6, (4.31) 

donde 
Ur•l(. (4.32) 

Reescribiendo (4. 31) : 

Q1(-r6( u)•br(jl1, jla; u)V1(6, r•-a,-1,0, 1. (4.33) 

Se observa que los segaentos Q1(u) que son afectados estln dados 

por 1•1(-r, para r•-a,-1,0, 1. Asl que el cublo del vértice VI 

aodlflca a 1011 aeglM!ntos Q1(u) en : 

Q16(U)•b1(-1 (jl1,jl2; u)V1(6, l•l(-r. (4. 34) 

Esta alterac 16n puede aplicarse a cada seglM!nto de curva 

correspondiente para encontrar la curva resultante, esto es 

Q11( u).QIY( u)+Q16( u), (4.35) 
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donde 01•Cul es la nueva curva 'I su predecesora es Q1v(u). 

Asl, para calcular la nueva curva resultante de la 110dlflcaclón 

del v6rtlce V1(, se requiere evaluar la últl11& ecuación en todos 

los valores de u necesarios para cada uno de los cuatro segmentos 

Q1 (u) con los valores de 1•1(-r, r=-2,-1,0,1. 

4.8 Generallzaclón a par6-etro1 contlnuo1 

La foraulaclón de loa Beta-splines, tal co11<> se plantea en (4. 16), 

considera un sólo valor para los parbletros Beta sobre toda la 

curva. Esta concepción se generaliza al considerar una variación 

de estos parametros sobre toda la curva, en cuyo caso se obtiene 

una curva Beta-spline con pa~tros contlnuos representados por 

1111Cul 'I 1121(u) para el segmento Q1CuJ. En forma 111'9 apropiada, 

estos parbletros son ahora funclones escalares Beta. Para 11antener 

las condiciones de continuidad, se requiere, adelll6s de las 

condiciones analizadas, que el valor de loa parbletroa Beta sea el 

ala11<> en la unión de dos segaentoa, esto es, en Q1+1(0J.Q1C1 J, 

Los extre11<>s de loa segaento 11antlenen las siguientes relaciones 

1111COl•cdo, 1121(0)•cr20, (4. 36) 

lhl+I (O)•cx1 1 •111 1 ( 1), 112 .. 1(0)•112
1
•1!21(1), 1•1,2, ... ,11-1, 

cx1. •111. C 1J, ai2 •112 ( 1). • • 

Los parbletros Beta se obtienen aedlante Interpolación entre las 

cx1-1 'I cx1, lo cual se puede lograr utl llzando collO base la 

expresión de unión de una linea paraaetrlzada, alterando el factor 

de parametrlzaclón, esto es : 
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llt
1
(u)s(1-s)cx1

1
_
1 
+sal

1 

112
1 
(u)•( l-s)cx2

1
_t +sa2

1 

donde s•10u3-15u'+su5 (32 pag. 

l=t,2, ••• ,. 

2051. que 

(4.37) 

resulta de una 

Interpolación de Heralte, la cual es posible en este caso gracias 

a que se tiene el valor del gradiente 'i el valor de la función 

IJ(u), proporcionando una función de Interpolación continua en su 

primera derivada, sin problemas serlos de oscilación 115 pag. 

154-155]. 

Bajo esta notación 110dlflcada, es necesario lllflpllar la definición 

de 11 hacia un ll1(u), sustlteyendo los ll's por las nuevas 

definiciones. Por otra parte, los valores de 111 (u) en los extre110s 

de un segmento reciben un nuevo noabre 

t
0
=at(O), 

1,.a1(1). 
(4.38) 

Asl, la representación original de la curva Beta-spline se logra 

haciendo una sustltucl6n hacia atru de las ültlaas expresiones 

encontradas. 

4.7 ~li•l• de laa cancliciane• en lo• ealre110• de la• ••1 .. nta• 

Evaluando (4. 16) para un segmento en sus extre110s de 

paruetrlzacl6n, se encuentra que los puntos generados no 

Interpolan los v6rtlces Inicial 'i final que definen al seglll!nlo 

Ct19 ,,2). En el caso de la apl lcacl6n de un generador de curvas 'i 

superficies en ublentes de CAD/CAMICAE, es deseable que esta 

Interpolación exista, por lo cual, se realtzan aodlflcaclones a la 

foraulac16n Inicial de los Beta-spline para que esto suceda. 

Rec~rdese nueva...nte el pol!gono de control foraado por a+l 

v6rt1ces de control Vo, Vt, ... , Va , los cuales se eaplean en la 
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generación de a·2 seg..,ntos de curva denotados por Q2(ul, 

Q3(u), .. , ,Qa-1(u). Evaluando en el extre11<> Inicial y final a los 

segmentos Inicial y final respectlv!lllll!nte, se encuentra lo 

siguiente 

Qa(O) • [2ul ?111]Vo+[1·2[ctlf +l )/71 JV1+[C!/71 )V2, (4.39) 

de donde es claro que los segaentoa extreaos no Interpolan los 

v6rtlces extre11<>s. Una solución es agregar sepntos, taabl6n de 

naturaleza Beta-spline, que Interpolen a los v6rtlces extre110s. 

Existen dos poslbl lldades para reallzarlo, una mediante la 

agregación de vértJces IDÚltJples en los extre110s, y otra mediante 

la agregación de vértlces fantasma. 

Vértices llÜltlpl•• 

La primera alternativa es duplicar los v6rtlces en los extremos de 

la curva Beta-spline, lo cual genera dos nuevos seg11entos y crea 

una curva de a segmentos, desde Q1(u) hasta 0.(u), con la 

correspondencia de a aristas del pollgono de control lfl; 4.111. 

Los nuevos segaentos quedan definidos por la expresión original 

(4. 16). solaaente que ahora los v6rt1ces eictreaos se encuentran 

duplicados, esto es : 

Qt(uJ • [b-a(u)+b-1 (uJ JVo+bo(u)V1+b1 (u)Vz 

Qa(u) • [b-2(u)Va-a+b-1(u)V•·l+(bo(u)+b1(u))Va 
(4.40) 

Evaluando estas expresiones en los eictre110s, el primer punto de la 

curva se localiza en 2/70 sobre el vector V1-Vo, y el punto final 

se encuentra en 1-2«1~1• sobre, el vector V.-V ... t. Ninguna de 

estas posiciones corresponde a los vértices extre11<>s. 

Ahora bien, bajo esta solución, los nuevos sepentos de curva son 
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tangentes al pollgono de control, co11<> lo deauestra la prlaera 

derl vada en los extreaos Inicial 'i final, representadas 

respectivamente por las expresiones : 

Oi!Ol • (611!0/1o)[V1-Vo) 

<J1!t l • (611l~1•llV.-V•-I) 
(4.41) 

Otra condlc16n laportante en los extre11<>s de la curva es la 

curvatura. Evaluando la segunda derivada para los nuevos segaentos 

se encuentra lo siguiente 

Qi!Ol • 6(211t8+cx2ol1V1-Vo)/10 , 

Oi!tl • 6(2cxl•+ll2•llV•-1-V•l/1• 

Sustltu'¡endo (4.41) en (4.42), se tiene : 

oi1oi-121118+11201ol 1oi11110 , 

Q~( 1). [ 2cxt.+cx2.)Q~( 1 )/cxl~ 

(4.42) 

(4.43) 

Considerando que los vf!rt lees Vo 'i V1 son " O 'i adeús observando, 

de (4.43), que la prlaera 'i segunda derivada son llnealaente 

dependientes en u.O, se concl\l'ie que la curvatura es cero al 

Inicio de la curva Beta-spline. Lo alsao sucede en el extreao 

final de la curva, lo cual !aplica que la curva Inicia 'i teralna 

con un segmento de linea, el cual es, en general, llAs pequefto que 

los dell6s debido a la Influencia del doble vf!rtlce. 

Trlpl• wrUc• 

Esta extens16n a la Idea anterior genera los segaentos Qo(ul 'i 

Q.+1(u), respetando la aenerac16n de los segaentos Q1(u) 'i Q.(u) 

coao se vl6 en la t6cnlca anterior <r11 t.e). Los nuevos segaentos 

se generan eapleando Vo cuando se referencia a V-1 y V-2 para 

Qo(u), 'i v. cuando se referencia a v .. 1 y v .. 2 en el caso de 

Q.+1(u). 

Evaluando los nuevos aegaentos se encuentra que ubos son lineas 

rectas, siendo Q1(u) una linea que Inicia en Vo 'i teralna en 2/ro 
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en la dlrecct6n del vector V1-Vo. El seg11ento Q.+1(u) Inicia en 

1-2cr1itt1• a lo largo del vector Va-Va-1 y ter•lna en Va. En 

general, los nuevos segmentos son !lis pequel\os que los segmentos 

Q1(u) y Q.(u) y presentan la ventaja de Interpolar a los v6rtlces 

de control finales. 

V6rllcH fantu• 

Se denominan fantasmas a los v6rtlces que se agregan con el único 

prop6sl to de generar nuevos segmentos de curva y a los cuales el 

usuario del ststeu no tiene acceso. El tlUlllllo de los segmentos 

que se generan es norul y como s61o se agrega un v6rtlce para 

cada nuevo segmento, se tiene entonces • segmentos de curva con • 

arcos del pollgono de control, lo cual hace ú.s elegante la 

foraulacl6n final. 

Los segmentos que se generan en esta for111ulacl6n son Q1(u) y 

Q.(u), donde Q1(0)·Po y Qa(ll•Pa lfl9 t.71. Sustituyendo en el 

lado Izquierdo de estas Igualdades la evaluacl6n de la curva Q1(u) 

para el valor del parbetro u respectivo y finalmente despejando 

para los v6rtlces fantasu V-1 y v .. 1 se tiene 

V-1 • (70Po-[(70-2cr1~-2JV0+2V1)l/2cr!S , 
(4.24) 

v .. 1 • (7.,P.-( (7..-2crl~-2)Va+2al~Va-1) )/2 

Apl !cando un anillsls de curvatura sl•l lar al realizado en el caso 

de v6rtlces aúltlples, se encuentra que los vectores primera y 

segunda derivada en los extremos son, en general, llnealmente 

Independientes si se considera que la curva ter•lna en cualquier 

v6rtlce P1, por lo cual, la curvatura es diferente de cero. SI los 

v6rtlces PI coinciden con los v6rttces Vo y Va, se obtienen las 

siguientes expresiones para los fanstas.aa : 

V-1 • Vo+[Vo-V1 )/«!~ , 

Va+I • Va+[V.-Va-1 )«1~ . 
(4.26) 

La primera derivada de la curva en los extremos es 
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Q!(O) • 6(cdo+1)(V1-Vol/ro, 

ol<1l • Scr:1.(cl1:+1)[v.-v •• 1J/r•, 
(4.27) 

lo que demuestra que la curva es tangente al poligono de control 

en los extrellOs. 

La segunda derl vada en los extre110s esta dada por 

Qf(O) • 6(2cd8+ai2o-2)(V1-VoJ/70 , 
(4.28) 

0:111 • 6(2cx1~-2cd.-ai2•lCV.-V.-1J/r• 

Coaparando la prlaera y se1unda derivada en los extre11es, es claro 

que la primera derivada puede sustituirse en la se1unda, logrando 

una relacl6n de dependencia entre ubas. 51 adeús se considera 

que los vértices V1 y Va son diferentes, entonces la primera 

derivada es diferente de cero, por lo cual la curvatura en los 

extremos es Igual a cero. 

Asl, mediante la técnica de vértices fantasaas, se 1eneran dos 

nuevos vértices que son funcl6n de v6rtlces existentes al 11011ento 

de definir el pollgono de control. 

4.8 Superttcl•• Beta-spline 

Una superficie Beta-spline es una extensl6n a la teorla de curvas 

Beta-spline. 

En este caso, un punto ( I, J) sobre la superficies Beta-spline est~ 

dado por el promedio de 16 v6rtlces de control VIJ tri; •.21 

Influidos por las funciones base, y se representan por : 

{V1J j1-o,1,. . .,., J-0,1,. . .,n~ (4.29) 

Los v6rtlces que se Involucran son los Vi+r.J••· r•-2,-1,0,1 y 

o•-2,-1,0,1. De esta foru, el segmento de superficie Beta-spline 

QlJ(u, v) se define por : 
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t 
QIJ(U, V)• E 

1 
E bbra(jh,jh; u, v)V1+r,J•a, 

para o:su, v:s l, 

(4.30) 

donde la función blvarlada bbra( l es el producto tensor del 

conJunto de funcl6nes base unlvarladas : 

bbra(j!1,¡J2; u, vl=b.(jlt, ¡!2; u) ba(j!1 ,¡Ja; v), (4.31) 

donde r•-2.-1,0,t y , ... 2,-1,0.L 

CollO br(jlt,lfa: u) es Independiente de a, (4. 30) puede expresarse 

COllO 

(4.32) 
1 t 

Q1J(u,v)• E [br(j!1,¡J2;u) E V1+r,J•• ba(j!t,1!2; v) J 
r• .. 2 .... z 

para O:su, v:sl . 

En el caso del seg11ento de superficie, es posible seguir la •ls11a 

teorla presentada para la generación de nuevos segmentos que 

per•ltan Interpolar los v6rtlces que definen la frontera del 

pollgono de control. En el caso particular de agregación de 

v6rtlces fantasMS, nuevuiente antlenen un taaallo natural sl•llar 

al caso bldllMlnslonal. La superficie total resultante se forllB. de 

.. n segmentos con (•+tlx(n+tJ v6rt lees de control. Los v6rt Ices 

fantasllB. quedan totalmente definidos por loa v6rtlces originales 

del pollgono de control, excepto para el caso de los v6rtlces en 

lu esquinas, los cuales son func:lón de puntos fantas• y se 

calculan al final. 

Debe observarse que al realizar una superficie coapuesta por 1168 

de un seg111ento, se vuelve Innecesario calcular todos los v6rtlces 

fantas11a11 pues, de aanera sial lar al caso bidimensional, existen 

v6rtlcea que se coaparten en lu fronteru entre seg11entoa. 

Igualando a cero el vector segunda derivada en las fronteras del 

segmento se obtienen los v6rtlces fantas• en las esquinas : 
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V-1,-1•(2«1So+a2oo)(Vo,-1-v1,-1J12m1ao+Vo,-1 , 

V-1, n> I • (2«10n+a2on )( V-1, n-V-1, n-tl/2+V-I, n , 
(4.33) 

Va+ 1 1 n•1 = (2cxlan+cx2an) [Va+ 1 1 n-Va+ t, n-t )/2+Va+ t, n 

Va•I, -1•(2«1ao+a2aol1Va, -1-Va-1, -1 )/2+Va, -1 , 

y los delllis v6rt Ices fantasaas se encuentran con las siguientes 

expresiones 

V-l .J•(2«1SJ+a2oJ )[Yo, J-V1, J J/2«IOJ
3

+Vo, J , J•O, 1,.,,, n 

VI ,n+l•(2«11n+a21n)[V1 ,n-VI ,n-1 )/2+VI ,n , l•O, I,,,, ,a 
(4.34) 

Va+l,J•l2«1aJ+a2aJJ(Va,J-Va-1,J]/2+Va,J , J•O,l,, .. ,n 

V1. -1·12«1102+«21 ol!Vl. o-VI, I )/2«1103+v1. o • l •O, I, ...•• 

Con estos v6rtlces se obtiene el valor del vector de giro en las 

esquinas aprovechando la expresión : 

En este caso, los vectores de giro son : 

Q:: (O,O).aoo(Voo-Vo1+V11-V10), 

Q!!<O,l)•aOn(Vo,n-1-Von+V1n-V1,n-1), 

Q11 ( 1, 1 l•aan(Va-1, n-1-Va-1, n+Van-Va, n-1), 
an 
11 Q•I ( l ,O)•aao(Va+l ,o-Va+l, l+Va1-Vao}, 

donde : 

(4.35) 

Las condiciones anteriores se obtuvieron considerando que el 

vector segwida derl vada es lpl a cero, lo cual conduce a que 

estos vectores son trivialmente dependientes y ya que la primera 
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derivada en las fronteras del seg11ento son dlferente de cero, 

entonces se tiene que la curvatura en las fronteras del segmento 

es Igual a cero. 

4.9 Interpretación 1eo~trlca de loe par6911troa Beta 

Los parámetros de control /h y /l2 surgen al especificar 

condiciones de cont lnuldad en la. unión de dos sega.entos 

Beta-spline. SI /lt•I, se tiene una continuidad del vector prla.era 

dert va.da, y si /ll•I :¡ /li-0, se tiene continuidad de los vectores 

prl11era y segunda derivada. 

En la ecuación de continuidad (4.8), generalizada. por la expresión 

Q:+I (0 )=#ltQ1 (1), 

se observa que /lt es la. razón entre la prl1111ra derivada al Inicio 

de la curva l•I y la prt11era derivada al final de la curva 1. De 

esta. for111a, /lt, denoatnado factor de polarJz1cJón, representa., de 

aaanera Intuitiva, la Influencia de loa vectores tangentes sobre 

la.s curva.s. As!, un va.lor Igual • la unidad representa. equilibrio 

del vector tanaente correspondiente para cada curva; un valor 

aayor que la unidad representa que el 1i.116slao vector tangente 

tiene a6s Influencia sobre la ror• de la curva y la obllpri a 

seguirlo llAs de cerca alentra.s que el caao donde el valor es 1111nor 

a la unidad produce el efecto contrario 1t11 4,11. 

Para anallza.r el parúetro ¡¡2 s& eaplea la condición de 

continuidad de posición Q1+1(0).Q1(1), evaluando la curva con la 

sustltuc16n de las funcione• bue (4.25). En la expresión 

resultante solo quedan los t6ralno• para los v6rtlces Y1-t, Ya, :¡ 

Y1+1, debido a que las funciones b-2111 'I b1101 valen cero. Sajo 

esta. stt.uacl6n se obtiene la sl¡ulente expresión 

b-2(o)Y1-1+b-1(o)Y1+bo(o)V1+t • b-t (t )Y1-1+bo( t )Vt+bt (s )V1+1. 
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Sustituyendo el valor de las funclones base se obtiene : 

(4.36) 

reescrl ta. como : 

[K1+,ll2Vl]/(k+/12).Q1 ( 11, (4.37) 

la. cual es una. expresión en función de ,ll2, considerando a los 

delllAs tflrml nos constantes, y donde : 

k..S-112 • 

Sl (4.371 se aprovecha para crear la expresión que represente el 

vector de V1 a la unión entre las curvas, se tiene lo siguiente 

[ [K1+,ll2V1 )l(k+ll2) J-V1•[K1-kV1 J/(k+ll2l. (4. 38) 

SI se considera. que los va.lores de esta expresión son constantes y 

que la lloica variable es 112, se pueden realizar las siguientes 

observa.e 1 enea 

- SI 112 se lncre11enta, entonces el vector de V1 a la unión de las 

curvas es .as pequeno produciendo una fenóaeno de atracción entre 

a.abes. 

- El mlsllO efecto anterior se produce con valores de ,ll:i negativos 

grandes 

- Cuando ¡Ja tiende a. -k, la distancia entre el vflrtlce V1 y la 

unión se lncreaenta. conslderableaente, de tal suerte que se 

produce un efecto de repulsión entre a.abes y fislc11110nte aparecen 

puntos de Inflexión. 

- 132 sola.11ente esti afectando la magnl tud del vector entre la 

unión y el v6rtlce V1, por lo cual, la atracción y la repulsión 

entre Vt y la unión se produce en la dirección del vector def lnldo 

por la unión y el v6rtlce Vt. 
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lntultlviunente, jla per•lte 1enerar tensJ6n y holgura en la curva 

Beta-spline. Mientras uyor la tensión, se 1eneran menor mi.ero de 

puntos de lnflex16n y •!entras "'5 holaura, se 1eneran uyor 

nl'.lllero de puntos de lnflexl6n. Pmra el caso de valores negativos 

de jl2, cuando este varia de O a -k, cada un16n es repelida de su 

correspondiente vertlce de control V1, generandose una curva con 

holgura. Cuando jla Incrementa su valor negativo, cada unión es 

atralda por su correspondiente v6rtlce de control, pero del lado 

opuesto del pollgono de control criv •.1). 

Finalmente se puede decir que loe par6Jletros de control per•I ten 

generar for11a11 b&Jo una Idea Intuitiva del efecto que se lograrl 

con su varlac16n. 
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CAPITU.O V 

SEGl1CNTOS Y OOMINIOS RECORTADOS 



SECMEJmlS Y DOMINIOS RECORTADOS 

El doalnlo U e 1:2 de la ecuacl6n de un Beta-spline es cerrado 

en el rango (0,1)x(0,1), pero en ningún lugar se llalta a la 

existencia de discontinuidades. 

Los Beta-spllne(4) generan segaentos de superficie del tipo 

producto tensor, al apear U hacia ( 3 
lflt s. u. 

Considerando ubas Ideas, es posible generar un segmento que se 

llll/ltenga dentro de las fronteras de un producto-tensor pero que no 

sea conectado, esto es, se peralte la existencia de subreglones 

conectadas disjuntas dentro del producto tensor que pueden 

Integrarse co110 la frontera de un objeto, en forma slal lar a los 

esque-.i de representacl6n B-rep( 2. 3. 4. 3) y ASH ( 12) lfl9 s.21. 

S.l Dollinlo• 119cortado• 

Un doalnlo recortado Dn es un conjunto de subdoalnlos 01 E U ' 1:
2 

donde : 

n1 n ni•• , (5.1) 

y U es un doalnlo paraaetrlzado tal que cada punto P(u, v) E U 

existe para osu,•St Cfl9 s.31 

Los O'• resultan del proceso de dlscretlzacl6n de reglones 

llaltadas por una frontera externa y dlversas(11:0) fronteras 

Internas, ubas representadas por vt.rlcas clcllcas orientadas 

(35), que en conjunto se denoalnan se¡aento recortado. Un se111ento 

recortado S.. es un conjunto de subsegaentos denoalnados Islas, 

esto es : 

Sn • { h, l•t,2,. . .,n ~ , (5.2) 

donde 
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11 n r1 ••• (5.3) 
pat'a \•t,z, ... ,n )' ••t,2 1 ... ,n . .. , 

Cada Isla mantiene una frontera externa FE1, y diversas fronteras 

l nternas FI 1 t, tl:O tal que : 

FE1 íl FI1t •e t•t , 

Fllt O Fil9 •e p•ra t"9 

FI u e: reg(Ft:t J 'I ta:o , 

y adellás, no extste ninguna frontera FI1t 

.... t. 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

Filu e: Fltt par• 

En las expresiones anteriores, res(«) sl1111lflca la reglón Interna 

flnlta definida por la griflca cicllca dirigida cz. 

Toda frontera, ya sea externa o Interna, esU. foraada por 

entidades geométricas denoalnadas EGr tales que 

PrCECk)•P1 (EGu1) , 

donde Pt(u) y Pr(u) representan el vflrtlce Inicial y el vflrtlce 

final, respectl VUM1nte de la ent ldad geoll6trlca u. 

Cada entidad geoll6trlca cuaple con lo siguiente : 

ECk O ECr • e , 111;.o, • •• ,a , (5.7) 
r•O, ... ,a 1 

r•11 , 

excepto en Pr(ECk)•P1(EGk+1), por lo cual, las fronteras son 

gré.flcas clcllcas sin lnterseccl6n excepto en los puntos de 

contacto de sus entidades ¡eoW!trlcas U19 9.41. 

Las ent ldades ¡eoW!trlcas ECk pueden ser cualquier función 

representada por s1111 coaponentes ¡eoW!trlcos funduentales. BaJo 

esta fl losofia se define un objeto Ow co.a : 

(5.8) 

O..-i Dn J n•1,2, .. .,T •Ui PC« 1 «•t,2, ... ,1' .URCDn,PCal, 

donde PCcz define un pollgono de control(Z.2) que forM parte de 

una función de Mpeo Z:E2->E3
, en este caso una Beta·spllne(of), y 

R(c,p) es una relac16n entre un doalnlo recortado y el pollgono de 

102 



COIUlllfl'O DI Olllftll 

00 DO 

ria· 5.1 antUcnntA DI DATOS PARA LA DlftlClCIOM DI OIMll'OS 
Ll IUYIGACIOM SI COIUUGI IMPl.&ANDO MOMJTOllS k. 



control sobre el cual se aapea este do•lnlo lfl9 s.sJ. 

Bajo esta definición, no existe una restricción en cuanto a la 

creación de objetos cerrados o abiertos, ni t1111poco en cuanto a la 

conectividad del objeto, pues este puede crearse por segmentos 

mapeados alsladB.11ente. Estas situaciones se pueden presentar co110 

una libertad al dlsellador peraltlendole que Indique los elementos 

de la relación R(c,pJ. 

Al 110mento de la asignación de valores a estos parlllletros, se 

tiene la posibilidad de lograr una revisión topológica del objeto 

con sólo revisar los pollgonos de control, aunque claro, esta 

revisión es parcial, pues no se analiza dlrecta11ente la 

superficie, sino el poligono que la eaula. 

La estructura de datos para esta definición de objeto es dlnblca 

del tipo jeré.rqulco, y su elección se basa en la naturaleza mls111a 

del problema que sugiere esta estructuración. Al 1101111mto de 

codificación, los algorltaos que actllan sobre la estructura 

real Izan una fuerte navegación que se corrige utl !Izando aonl tares 

a la estructura de datos lfl9 a.el. 

5. 2 Codlflcacl6n 

Cada uno de los seg11entos recortados se encuentra codificado por 

sus elementos geoll6trlcos ús significativos. Por eje•plo, una 
codlflcacl6n a.pila para las entidades Linea, Arco circular y Arco 

ellptlco estl dada por los siguientes registros, cada uno 

representando a las entidades respectivas Identificadas por un 

código de operación al principio, Identificado por una letra : 

L Xt Vt Xz Vz 
C lle Ve R AI AF S 
E Xe Ve Rmen Ray Al AF S AR 

donde X1 V1 representan una coordenada; R el radio de un circulo; 

Rmen el radio aenor de la elipse; Raay el radio aayor de la 
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ellpse; Al el ingulo Inicial de creacl6n de un segaento; AF el 

ingulo final de creacl6n de un segaento; AR el ingulo de rotacl6n 

de la elipse; S el sentido de creacl6n de un segaento de curva, 

en este caso +! significa contrario a las 11a11ecl llas del reloj y O 

en sentido de las manee! llas del reloj. 

Existe tambl6n la deflnlc16n reducida, que se utiliza en un aayor 

porcentaje para la deflnlcl6n de un segaento recortado. Esta 

deflnlcl6n es la algulente para loa eleaentos anteriores 

L Xt Yr 
C Xc Ye R AF S 
E Xc Ye Raen Rllay AF S R 

Este esquema de codlflcacl6n peralte la deflnlcl6n de cualquler 

entidad geom6trlca ldentlflcada por un c6dlgo de operacl6n y sus 

entidades geoll6trlcas fundaJ1entales. Por ejeaplo, un seg111ento de 

curva Beta-spline bajo parillletros continuos estarla dado por 

S llt 1l2 Xt Yt X2 Y2 X:J Y3 Xt Yt 

Observe que s61o se requieren cuatro v6rt Ices de control para la 

deflnlcl6n del ses111ento. 

Cuando se deflne un segaento recortado, no es necesarlo 

proporclonar la deflnlcl6n apila de cada uno de lo• coaponentea 

geoll6trlcos, pues s6lo se requlere la deflnlc16n del primero, y 

los siguientes se deflnen en for11a relatlvs. Para prop6sltos de 

procesulento, el alsteaa que procesa los segaentos y los 

dlscretlza posterloraente reallza la conversl6n al esque11& 

upllado. 

La stsulente lnfor11&el6n representa un sepento recortado adellis 

de tnfor11&cl6n extra que requlere el 116dulo que los procesa y 

dlscretlza <riv s.11 

l nm. de objet.oe a definir 
l .,,., Dn qw derlMn al obJ1lo 

2 nm. cla l•I•• ele la •upertlcl• recortada 1 
100 O 1 1 1 1 1 O O O O pr1elolon, 1\rlbu\00, oppconl, bolao 
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1 nm. de fronterH lnlernae de l• l•l• tl U) 
5 1 nm. de HqMntoa Eti di le f'E y de la fJ 
L O O 10 O u 9 .. nto do llnu do (0,0I • (I0,01. ECI de rE 
L 10 5 aeqMnto de llH relativo a ClO,S) EC2 de rE 
L 5 10 EC3 de rE 
LO 10 ECt de rE 
LO O EC8 de rE 
C 5 5 0.5 0 360 1 lnlclon loa EC do Fii ECI do Fii 

O nua. de f'ronterH lnternoa de 1• aeQund• tala (121 

3 nua. de m de •• f'rontera ••t•rna de •• 12 

L 10 6 10 10 009.onlo do lino• de (I0,91 • (10,101 Eta do rE 

L 6 10 ee9•ento relallvo al anterior EC2 de rt 
C 5 5 5.0990195 l\.309932 0 orco circular roloU•o EC3 do rE 

El par'1netro de sent Ido peral te generar arcos collO lo que se 

observan en la figura lflo 11.91 

Aunque las definiciones realizadas no per•lten el llll!lejo de 

tangencias ni seg11entos sobrepuestos, es posible trabaJar con 

estas situaciones creando nuevas entidades geométricas. Por 

ejemplo, en la figura 1s.11A1 se observan dos Islas Independientes 

que aantlenen una tangencia y un nl'.lllero de EG's•4. La tangencia se 

resuelve creando una nueva EG en la poslcl6n de tangencia, lo cual 

equivale a descoaponer una EC en dos y modificar la estructura de 

codlflcacl6n con un nuevo segmento relativo. De esta foraa, la 

nueva Isla • h U la serla la Indicada en la figura <11.1111. Debe 

observarse que el sentido de las entidades ariflcas se aantlene 

constante. La a¡regacl6n de una nueva entidad geoll6trlca requiere 

Wllc1111ente una actuallzacl6n sobre la estructura dlnblca mostrada 

en la figura <B.91 para el alaacenulento de los segmentos 

recortados. 

En el caso de los encl ... lentos de reglones, lo cual no puede 

suceder bajo una condlcl6n final entre seg11entos (5. l), se 

resuelve localizando las lnterseccl6nes entre las fronteras 

externas, las cuales foraan los v6rtlces de una nueva frontera 

externa, procedl6ndose de Mnera sl•llar en las fronteras Internas 

(B.101. 
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5.3 Dlacretlzacl6n 

La deflnlclón de los seg111entos recortados puede real Izarse en 

coordenadas del aundo o globales definidas por el usuario. Una vez 

definido el segmento, 6ste se traduce a un sistema de coordenadas 

enteras n.n e 12
. Para esta transformación, se encuentra el 

rect'1lgulo lllAxlao-aln!llO sobre la dlflnlclón original, se 110dlflca 

este rectlngulo al cuadrado llixlao definido por sus v6rtlces, con 

lo cual se obt lene una reglón rxr e R2 a la cual se le aplica una 

transforaacl6n ventana puerto al puerto 1tJCn, con lo cual se 

facilitan los al¡orltaos de definición del doalnlo para el 

Beta-spline, aunque queda, en la ll&l/Or!a de los casos, trea sin 

lnforiaacl6n. En este nuevo slsteaa se Invoca un procedlalento de 

conversión por barrido, aedlante el cual, se deteralna el doalnlo 

de la regl6n cr19 s.11>. Cada Intersección loca,l Izada aedlante 

este procedimiento entra en una estructura dinámica del tipo 

110strado en la fisura 1s.12>. En este caso, se aplica una 

variación a los al1orlt110s de conversión conocidos (20)(361, 

procediendo de la siguiente fara : 

oHlnlaax a la estructura 
o Generación del espacio nxn 11 1ª 
O Y01, 1•1, n..,ro de obJeto1 
O VDJ, J•l, ftcmtro de eup1rftcte1 de Ol 
o Vh, k•l, n-r• "- 1e1 .. de DJ 
o VFEyFideh 
o Hlnlu.x de EG. En este paso se, obtiene el rect'1lgulo llixlllO 

alnlao que encierra a la prlaltlva. Los casos especiales 
se presentan con loa alnlaax de se¡aentoa de arco. 

o Deteralna Intersecciones de EG en su •lnlaax. 
Esto se puede lograr aedlante el ¡enerador de la prlaltlva 
o aedlante una solución eapleando preferente.ente la 
representación par&Mtrlca de las entidades 1eoll6trlcas. 
Debe tenerse particular cuidado con la deteralnaclOn de los 
v6rtlces 1ln¡ularea en las secciones c11rvas. 

o Actualiza la estructura de 1nterseeclone1. Debe observarse 
que no todas las lineas de barrido que se e•plean en la 
conversión tendrln lnteraeccl6nes. Una foraa auy efectiva 
de ase¡urarnos que no se revisa posiciones donde no existe 
lnforaaclón e• el eapleo del alnlaax. 

o Ordenaalento lncreaental por cada una de los renslones donde 
se locallz6 Intersección en la estructura de Intersecciones. 
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Algunos detalles !•portantes al aoaento de la conversión se 

presentan en la deteralnaclón de la singularidad de un v6rtlce, 

esto es, le! debe un v6rtlce contarse una o dos veces en la 

estructura de Intersección?. Coao las entidades geométricas EG 

pueden ser segaentos de arco, circular o ellptlco, la 

determinación de la singularidad de un v6rtlce no es directa, coao 

lo auestra la figura cs.131. En este caso, se tienen dos segaentos 

de arco unidos en el v6rtlce Vi. SI se aplica el criterio de 

comparación de las coordenadas 'y' entre los v6rtlces V1-1, V1, 't 

V1+1 [20 pp 234), este v6rtlce debe contarse dos veces, lo cual no 

proporciona wia solución correcta. Una solución es la generación 

de un v6rtlce de referencia Vr, que, bajo una definición coao la 

presentada para un segaento de arco esta dada por 

... +z - "fp( 1+2 - +11> ' (5.9) 

donde se ha encontrado que el valor fpsO. 02 es adecuado para 

cualquier caso, ti" define el lngulo en el cual ha't que evaluar el 

segmento de arco de la EG para deteralnar las coordenadas de Vr. 

+1 't +z definen el ingulo Inicial y el ingulo final del segaento 

de arco. Para los arcos ellptlcos esta expresión taabl6n es 

aplicable. 

Una vez que se ha obtenido el doainlo U definido por las 

Intersecciones alaacenadas en la estructura de JnterseccJones crto 

a.tal, 6ste debe reconflsurarse para realaente aplicarlo coao 

doalnio de una superficie Beta-spline. Esta llOdlflcación es 

necesaria si conslderaaos una superficie Beta-spline de cobertura 

coapleta, esto es, una superficie que Interpole a los v6rtlces que 

se encuentran en las esquinas de su po111ono de control( 4). Coao U 

es un doainlo para.etrlzado 10,11, en la superficie coapleta no 

serla posible representarlo 't lo¡rar una cobertura total lrto 

s.1s1pues si valuamos en foru. natural el Beta-spline, entonces 

solo lograrlaao• ver la auperficle u.peada en la re¡lón definida 

por 52, que es el caso natural. La finalidad es ver un aapeo 
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forll8do por los segmentos S1U;:iU;:i, Para lograr este efecto, se 

crea una erpansJón artJfJcJaJ de U en 9 reglones parllllletrlzadas de 

10, 11, para el caso 30. As! se logra un doalnlo U que se verla 

coao en la figura <&.151 

As!, cada una de las nuevas reglones se puede apl !car para la 

generación de cada uno de lo• 9 segaentos Beta-spline que 

constl tuyen la superficie total. Debe observase que este doalnlo 

no es cont lnuo, por lo cual la valuación de una expresión 

Beta-spl lne debe real Izarse seaaento por se¡aento. 
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CAPITl.t.O VI 

N1BIENTC OC l10DELADO 



AMBl Dm: DE ll>llEUDO 

8.1 DHcrlpcl6n del ublente 

La teoria de los Beta-splines( IV) y los Seg111entos 

Recortados(V), adellé.s de las ideas principales vistas en el 

capitulo ll acerca de las superficies, representan la base para el 

desarrollo del ubiente de 110delado de 6ste trabajo. 

Asi, el ubiente se orienta a la 110delaci6n de superficies de 

for11& llbre(2.2), bajo la fllosofia de 110delado por segmentos que 

lllllltienen continuidad controlada en sus fronteras, en este caso 

continuidades G2
. 

La estructura general del ublente se auestra en la flgura 11.1, 

donde se observa la existencia de dos actividades que pueden 

desarrollarse en paralelo: la creación de aeg•ntos recortados Sn, 

y la creación de 11&llas de control Mw. 

Los Sn los crea el disellador siguiendo las reglas indicadas en el 

capitulo V sobre segMntso recortados y doainios parllllll!trizadoa, 

donde bAsic&Mnte se indica la Mtodologia para for11&r grificas 

cicllcas que no lllllltengan intersecciones. Estas grAJ'icas se 

discretizan y paruetrizan Mdiante algorit110s de conversi6n por 

barrido collO se lndic6 en el capitulo V, para generar flnal•nte 

un do•into par&11etrizado Dn. Exlste equivalencia uno a uno entre 

un Sn y un Dn. 

Por otra parte, las aallas Mw las proporciona el slsteu de 

aodelado al usuario, prl•ro collO un plano sobre el cual se tlene 

acceso a un conjunto regular de v6rtlces de control. El disellador 

tiene acceso a funciones de transforaacl6n que actoan sobre loa 

v6rtices del plano. Cuando ae transfor11a un vllrtlce, se observa en 

video la alteraci6n en tieapo real, aanteniendo sieapre la 

topologla de la alla. Mediante las transforuciones, el disellador 

crea un pollgono de control que aseaeJa la foru final deseada 

<•n f19. 8.l). 
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A partir de una u.Ita Mw, es posible crear diversos pollgonos de 

control l'Cr, los cuales pueden alu.cenarse para ser llamados 

posterlorftltlnte y cont lnuar con el proceso de edición. 

Una vez generado un doa!nlo recortado Dn 'I un pol!gono de control 

PCr, el dlsel\ador tiene la opción de aapear Dn hacia PCr, creando 

un seg11ento de superficie de foraa libre que es parte de un objeto 

o.. c ••• f19. 8.ll. 

Co111<> un Dn requiere 16 v6rtlces de control Í••r r19. t.21 para 

lograr su upeo final, cada PCr aenerado en el slsteaa, ser6. 

aúltlplo de 16 v6rtlces, dejando llbre la posibilidad para la 

creación de objetos ... coapleJos que aquellos foraados por un 

solo seg11ento de superficie. 

La selección de opciones del slsteu se realiza Interactiva.ente 

aprovechando lo 116.s posible de la estación de diseno RT vla el 

estandard gr6.flco PHIGS. 

Todo el aablente se desarrolló bajo el sistema operativo AIX en 

lenguaje c. 

6. 2 De•crlpclón de un •J•1111lo 4• llOdelado 

La figura e.2 esta coapuesta realaente de 6 gr6.flcas que auestran 

las fases de diseno de una copa eapleando 6ste sistema de diseno. 

La primera gr6.flca auestra el poi !gono de control di sellado para la 

generación de la copa. El pollaono se observa desde el vector 

(0,0, 11 que representa la posición del observador y la cual se 

Indica por el slsteaa de ejes dlllUlcos en la parte Inferior 

derecha de la pantalla. Para deforaar los v6rtlces que se observan 

en el pol!gono de control, el dlsellador prlaero debe 

seleccionarlos y posteriormente transforalos Interactiva.ente. La 

selección se reallza aprovechando la propiedad de PHIGS para 

asignar el atributo de detectabilJd•d de una entidad geos.6trlca. 

En la parte superior derecha se observa el doalnlo para.etrlzado 

Dn que se deforaar6. posterloraente sobre el pollgono de control. 

En Ja parte Inferior Izquierda, sobre el pollgono de control, se 
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observa un menü dinámico del ambiente, proporcionando acceso a 

alguna de las opciones del slsteiaa. Este tipo de menús aparecen y 

desaparecen constantemente a petlcl6n del usuario del sistema. 

En la parte lnferlor Izquierda se observa una ventana de 11ensaJes 

al usuario, lndlcandole la acción que debo> realizar a cada 

momento. En la reglón lnferlor Izquierda, en color obscuro, se 

observan las coordenadas del ültlllO vllrtlce seleccionado. Estas 

coordenadas CB.lllblan dlnlU!lcamente al 110mento de editar un vllrtlce 

de control. A la derecha de 6sta ventana, se auestran opciones 

globles a las cuales tle.ne acceso el usuario en cualquier llOlll!nto. 

Taabllln se observan dos valores, en color obscuro, que representan 

a los parúetros Beta -111, 112-. Estos valores varlan dlnáftllc&lll!nte 

seleccionando la ventana correspondiente IM!dlante el dispositivo 

de 'pJck' de la estación de dlsefto. El rango de valores para los 

parúoetros Beta va de -100 a +100 con valores reales lnter11edlos. 

la segunda grUlca, auestra el pollgono de control despulls de 

diversas transfor11aclones en el espacio, as! como la superficie 

generada con los valores ,81•1 y 1J2•5. Observese collO la copa 

tiende a acercarse a los vllrtlces de control aunque aW1 en una 

tor11& •llY l lgera. Tubl6n debe observarse una serle de ranuras en 

la copa, que son el resultado de defor11ar el doalnlo paraaetrlzado 

que se observa en la parte superior derecha. Esta copa estl 

tor111ada por cuatro seglftentos de superflcle que aant lene las 

continuidades detlnldas para los Beta-spllnes. 

La tercera grUlca se obtuvo con el alsllO pollgono de control pero 

con un valor de tensión negativo IJ2S-5 ~ un valor de polarización 

jlt•l. Observese coao los segaentos de superflcle tienden a lr en 

sentido contrario a los v6rtlce de control al cual estln 

asociados. En 6sta grUlca se generan nuevos puntos de lnflexl6n 

que equivalen a generar holgura en la superficie. 
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En la cuarta gr6.flca se dejaron en cero aabos paré.Jletros Beta. El 

efecto final sobre la superficie equivale a un cublo en la 

separacl6n de las curvas generadas por la parlllll!trlzacl6n. Se 

observa la concentracl6n de la lnforaacl6n en las fronteras de 

cada seg111ento de superficie ul collO una separacl6n de la 

lnforaacl6n recortada. 

La quinta grt.rlca se gener6 con valores de jl1•90 'I jl:zaO. Se lleva 

a observar una ligera lncllnac16n de la superficie hacia un lado 

del poligono de control, generada por el efecto de polarlzacl6n 

del factor jl1. Adellás observese la concentracl6n aucho llás 11arcada 

de los segaentoa de superficie en las fronteras. BaJo estas 

condiciones se esta obligando a la superficie a seguir con llll'/Or 

fuerza la dlreccl6n de una derivada en las fronteras, de ahl el 

efecto de concentracl6n. 

La úl tlaa grlflca se gener6 con los valores jlt•-27 'I jl2•0. El 

efecto final generado equl vale a la apllcal6n de tensl6n •U'J 

grande que obliga a la superficie a 'pegarse' al pollgono de 

control. Pero este efecto no es deltodo exacto puesto que la 

superficie ocupe. un volllllen llll'JOr al definido por el pollgono de 

control. Observe la diferencia entre la superficie generada 'I el 

pollgono. 

8.3 MenÚll del Slat• .. 

El conJunto de opciones que ofrece el alsteM se accesan 

aedlante dos •nús buJcos que auxll lan en la creacJ6n 'I 

transformcJ6n de lo• pollgonos de control, en la asocJacJ6n de 

los doalnlos recortados, en la ¡eneracJ6n de la superficie 

Beta-spline, en la actJvacJ6n de un algorltllO de reallsllO 'I en la 

obtencJ6n de una lapresl6n en 'plotter' de cualquier 1116.gen del 

110delo. 
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El primer ..,nú peru.nece activo durante todo el tiempo, y las 

opciones que ofrece se seleccionan por medio del teclado de 

funciones LPFK (Llghthed ProgrBJll Functlon Keyboard)(43], o bien 

por el 'PJcl<' del 'ratón' cuando no est" activo el segundo ..,nú. 

Este últl110 se for• de un bloque de cinco opciones que ae 

lntercublan de acuerdo a la selección real Izada, y aparecen en la 

pantalla sobre la reglón que contiene la llligen del 110delo, 

desplaz6.ndose según la posición del cursor. 

El primer menú es general y proporciona acceso directo a las 

principales opciones que ofrece el slate•. Se auestra en la parte 

Inferior de la pantalla !prl•r• 9rar1ca do la riv e. 21 y lo 

constituyen un grupo de 4 coaandos b6slcos: llEl«J PRlll:IPAL1 llEl«l 

AllTERIOR¡ IDIU AC1UAL¡ rn. 

llenú principal constituye el ..,dio de acceso a la ralz del 6rbol 

de menús cnv e.31, • part Ir de la cual se tiene acceso a las 

opciones: llODELADO¡ SUPERFICIES DE llOTACIOll¡ CDIEIUCION DE SOLIDO¡ 

TRANSFOIUIACIOllES¡ NAllEJO DE PLOTTlll. 

Modelado estl constituida por un arupo de opciones ..,dlante lu 

cuales se anejan loa ele1111ntoa del alste• que Intervienen en la 

110delacl6n de las Superficies de For• Libre. En ella, se lleva a 

cabo todo el proceso del dlsel\o Interactivo de la foraa de la 

superficie, desde la selección del tuallo de la •lla con la que 

se vl a trabajar, hasta la obtención de la superficie 110delada con 

efecto de reall&llO, pasando por la edición de cada po llgono de 

control para darle la foraa requerida, ade.U de la generación y 

control de los parmtros Beta. Las opciones de Modelado son: 

POI. ICOlll¡ D1701UW1 ¡ SPLlll:!I¡ !IOLIOO¡ lEIRJ PRlll:IPAL 

Pollaono proporciona la poslbll ldad de definir el tuallo de la 

superficie con que se trabajar6 y el anejo de los archivos 
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correspondientes para cargar o salvar la lnforaaclón de los 

pollgonos de control (PC) utilizados en el 110delado de la 

superficie. Sus opciones asociadas son: POLIGOllO llUEYO¡ l'OLIGOllO 

ACTUAL; QUITAR POLICOllO; CARGAR ARCHIVO; SALVAR ARCHIVO. 

Pollaono nuevo crea una alla cuyo taaallo se se Ieee 1 ona de entre 

16 posibilidades 110stradas en la parte lnfertor de la pantalla, 

siendo 16 el nWlero úxlllO de pollgonoa por lado que pueden forlllU' 

1 a aalla. Cada pollgono se rora por 16 v6rtlces de control. La 

aalla se crea considerando la selecct6n anterior, ajustindose su 

escala al Ml<lao puerto en el video. 

Una vez creada la u 11 a, es pos 1b1 e t rabaJar con uno de sus 

subconjuntos. El sistema pregunta por la cantidad de poligonos con 

que se desea trabajar, para no aantener presente toda la 

lnforaaclón y asl agilizar el procesulento de la Información. 

Pollgono nuevo 110dlftca el valor de diversas variables del 

slsteaa, reinicializando las aatrlces de transforuclón y 

restaurando los puertos y ventanas originales. Adeaás, se puede 

selecclónar un nuevo tamallo para la ul la, perdl6ndose la 

Información que pudiese haber de otra 11&1la previa, por lo cual 

debe salvarse la Información anterior si no desea desecharse. 

Pollaono actual despliega toda la ulla forll&da por los pollgonos 

de control que constltll)len el 110delo coapleto. Hay que considerar 

que la malla puede frapientarse para trati.Jar con WIO o llÁll 

pollgonos, y dependiendo del nllllero seleccionado al Iniciar 

110delado, es la cantidad de tnforuclOn ariflca presente en la 

pantalla. La aalla coapleta sol&1111nte se tiene en pantalla cuando 

se Indica eicpllcltuente al utilizar los coll&lldos Pollgono nuevo, 

o Caraar archivo, seleccionando una cantidad de pollgenos Igual a 

los que constituyen la aalla. Cuando se trata despllegar Wlll llalla 

que no existe, el slste11& Ignora el coaando, pero si la ulla ya 

ha sido creada con alguna de las opclónes anteriores, entonces se 

desplleaa coapletuente. 
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Qultar pollaono ellalna de la pantalla de despliegue y del archivo 

de datos del plotter la lnforaacl6n correspondiente a la aalla. Es 

l'.lt 11 cuando se desea tener presente s6l&111ente la Información de la 

superficie generada. 

Cariar archlvo presenta un llstado de los archivos 

correspondientes al t....ilo de la aalla con que se está trabajando 

y peralte la selección de •lllUflo de ellos. Estos archivos debieron 

haber sido generados previa.ente al efectuar la edición de algl'.ln 

pollgono de control. La selección se efectl'.la al posicionar el 

cursor sobre alguno de ellos y oprlalr alsuna tecla del 'ratón'. 

El archivo s6lo contiene la lnforaacl6n de las coordenadas de los 

vértices de alguna mal la. La lnforaacl6n sobre los Beta-spl lnes y 

los parilletros Beta, se alaacena y accesa por separado. 

Salvar archivo alaacena en disco la lnforaaclón del valor de las 

coordenadas de cada vértice que forma la malla con que se está 

trabajando, para poder ser utlllzada posterior.ente. Esta 

lnforaacl6n se almacena en un archivo cuyo noabre debe ser 

proporcionado por el usuario, con la restricción que debe tener 

una extensión correspondiente al nl'.lllero de pollgonos que forman la 

aal la por lado; esto es, si se está trabajando con una mal la 

foru.da de 3 X 3 pol lgonos de control, un posible noabre para el 

archivo en que sea guardada la lnforucl6n correspondiente podrla 

ser ARCH. 3, dado que la extensión Indica el nl'.IMro de pollgonos 

que constituyen la malla por lado. 

Defor..,. controla todo el proceso de edición, en tleapo real, del 

pollgono actual, y se constituye por cinco opciones: stl.ECCIOI PE 

VERTICEI 

llOOELADO. 

DD'OAIUC IOll 1,Y; X,Z¡ TllHSl'OIUUC IOllES¡ 

Seleccl6n de wrtlce coloca sobre cada vértice del pollgono una 
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u.rea detectable con el cursor, que peralte seleccionarlo 

dlrect&11ente. En ese 110aento, se presenta en la pantalla la 

lnforllllcl6n sobre su n.:i.ero dentro de la aalla 'I sus coordenadas 

con objeto de retroal h1entacl6n. 

o.ror•cl6n X, Y translada el v6rtlce seleccionado a lo largo de 

los ejes X 'I Y. La deforaacl6n del pollgono s~ realiza por aedlo 

del dispositivo de selección definido en PHIGS.Durante el proceso 

de deforaacl6n, las lineas que unen al v6rtlce con el resto de la 

aalla se 110dlflcan, siguiendo la dirección correspondiente a la 

deforllllclón del v6rtlce, •!entras que la lnforaaclón de su 

posición se auestra en forllllto de punto flotante en la pantalla. 

Derorac:l6n X,Z realiza la función sial lar al caso anterior 

lntercublando Y por z. 

Mediante Deformar, se t lene acceso a las facl lldades que 

proporciona la opción del grupo de TRAllSFCRllACIOllES que tubl6n 

pueden ser accesados desde el 11enú principal. Adell6s, existe la 

posibilidad de regresar al conjunto de Instrucciones de llODEUOO. 

La siguiente opción del grupo de llODEUOO es SpllnH, con la c\161 

se tiene acceso al grupo de collllndos que peralten la generación de 

la superficie que cubrlrl el pollgono de control 'I el aapeo de 

alguno de los doalnlos recortados sobre la alsaa. Para 6sto, se 

cuenta con las opciones siguientes: AJUSTE 81; AJUSTE lla; SPLlllE 

~¡ SPLlllE lllTtRIOR¡ lllllEl.lOO. 

Aj1mt• /h 'I AJ1mte /J2 son el aedlo de asignación a los parhetros 

Beta de control.La selección de los valores Beta se logra 

colocando el cursor sobre el irea de la pantalla en que se suestra 

el valor de los parbetros, 'I 110vlendo hacia la Izquierda o la 

derecha el cursor sobre el cuadro en el que aparece el valor de la 

Beta seleccionada. El valor del parbetro varia dlnllllca11ente en 
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funcl6n de la dlreccl6n del cursor. 

Spllne nuevo activa el cilculo de una nueva superficie Beta-spllne 

empleando el valor de los par'9etros Beta. La lnf"or11acl6n 

correspondiente a estos par'9etros, asl co11<> la de las coordenadas 

de cada punto de la superflcle 1enerada, n al11acenan durante su 

cilculo en dlsco, para posterlor11ente poder ser utl !Izados. La 

curva calculada se desplleaa 11edlante lineas en la pantalla una 

v6z que ha sido aenerada. 

Spllne anterior recupera de disco un Beta-spllne que haya sido 

1enerado pr6vla11ente 'i que coincida con el se111ento de ulla con 

que se est6 trabajando en ese llDlll!nto. Sl dlcho Beta-spl lne no 

existe, el collllJldo es lanorado (cuando se genera un Beta-spllne 

nuevo, el slste11a lo salva a disco ·'i le asigna un nombre formado 

con las caracterlstlcas propias del se111ento de 11&.lla con que se 

aenera). 

La llltlllll de las opciones de Spllne11 es Modelado, que peralte 

regresar a esta opcl6n sln tener que recorrer toda la tr&'iBctorla 

correspondiente del irbol. 

S6lldo dentro de Modelado, actlva el proceso de reallsao sobre la 

superflcle, eapleando el vector de luz definido por la poslcl6n 

del observador 'i la noraal definida por los seglll!ntos 

topol6glca111ente rectangulares de la superflcle. 

El llltlllD coaando del 1rupo de Modelado es llenll prlnclpal, con el 

cu61 se peralte el acceso a la ralz del slsteaa. 

Superrlcle de rotacl6n es el slaulente coundo de Henil Principal, 

el cual, al llDlll!nto de su seleccl6n, coloca a valores 

preestablecidos algunas variables del slsteaa, dejando la aatrlz 

de transforaacl6n prlnclpal coao identidad 'i la ventana 'i puerto 
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con sus dlllll!nslones orlglnales. En seguida, el sistema espera que 

el usuario delinee un perfil bldh1enslonal con el cursor, para que 

una vez proporcionado, se genere la superflcle de revolucl6n 

correspondiente, la cual se presenta por •dio de una figura de 

alubre for111ada por circulo• con centro sobre el eje Y y curvas 

radiales a dicho eje. 

S6lldo real 1 za la atsma acc16n Indicada en pArrafos ar.ter lores. 

Dentro llDlU PRl.:IPAL, se encuentra Tr-to1'9clone• con la cual 

se tiene acceso a lo staulente: ROTACI0111 TRAllSLACIOll; 2D0111 

IU:SET • 

Rotaclone• peralte la rotación del aodelo, en tiempo real, sobre 

alguno de los ejes coordenados del 11adelo, permitiendo observar la 

poslclón de liste toaando coao referencia la dirección de los ejes 

que aparecen en la parte Inferior derecha de la pantalla 1r19 

e.21. Esta opción se subdivide a su vez en: AOTACIOll DI x1 

llOTlCIOll Ell Y¡ llOTACl<lll DI Z¡ TRAllSFOIUIACIOllES¡ _, llfTDllOR. 

rr-1acl6n peralte efectuar et aovlalento del aodelo sobre alguno 

de los ejes coordenados. 

Zooa peralte la transforaacl6n ventana-puerto sobre detalles del 

1111de lo bajo un puerto de cobertura ú.xlaa. 

a.•et aodlf lca la aatrlz de transforaacl6n global coloclkndola coao 

Identidad, asl coao la ventana y el puerto en sus par611etros 

tnlclales. 

Manejo de plotter, dentro de NEllJ PR1.:1rAL, di de alta una 

estación de trabajo definida coao plotter, enviando la laagen del 

1111delo hacia el dispositivo de lapresl6n. Flnalaente desactiva el 

dlsposlttvo de lapreslón )' llbera sus recursos. 
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CONa.USlONES 

El ané.llsls de 6sta t#!sls confina que las dos escuelas 

principales del Modelado CeoMtrlco tienden a la Integración para 

forlllll' esquemas hlbrldos. En el proceso de Integración, los 

esquemas de Superficies de Foraa Libre evolucionan para 118.Jltener, 

como casos part lculares, a las superficies cué.drlcas 'I as! 

lncre111entar su cobertura geoMtrlca, por lo cual, es Importante 

revisar con 1165 cuidado la teorla de las foraulaclones racionales 

que forman la base para 6se lncreaento de cobertura. 

La continuidad de curvatura en la unión de seg11entos se esta 

convertido en un estandard para la representación de superficies, 

y aunque los Beta-splines la consideran, t lene probleaas al variar 

su pariuletro de tensión fj2, puesto que pierden la cont lnuldad de 

K(u). As!, aunque se logra tensión, se pierde continuidad de 

curvatura por lo cual debe ealgrarse a una nueva representación de 

superficies. En este sentido debe retoaarse nuevamente el anillsls 

de los splines baJo tensión de Schelkert[46l 'I las Ideas de 

Nlelson[47l con respecto a las alternativas pollnoalales para los 

splines bajo tensión. Ninguna de las dos opciones es la 11oejor pero 

qulz' sea posible lograr una coablnaclón de los conceptos 

fundamentales 

Este slsteaa se contruyó en bluie a una estructura Jerirqulca, 

que si bien se acopló • lu necesidades actuales, es auy posible 

que deba ealgrar a estructura ás especializadas, qulzf. del tipo 

de las estructuru de arista-salteada. Al1unos lnvestlpdores 

realizan pruebas con 6ste tipo de estructuras lnte¡rando el 

concepto de superficies recortadas con el fin de resolver 

probleaas collO la operación booleana entre objetos[41). Un 
probleaa que deben resolver es la verificación topoló¡lca del 

objeto que se construye, que es dohde lu estructuras de 
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arista-salteada pueden '*'1Jdar. 

Con respecto a los segMntos recortados, se demostró la 

poslbl lldad de considerarlos collO doalnlo de las funciones 

Beta-spline. Actualmente, los sea-entes se encuentran codificados 

~ se procesan mediante conversiones por barrido, pero serla 

Interesante revisar la conversl6n por otro tipo de t6cnlcas, por 

eJe11lplo mediante la creacl6n de 'quadtrees' de la reglón. 

Las t6cnlcas de conversi6n por barrido presentan probleaas de 

imprecisión debido al cilculo de Intersecciones. Esta Area, que se 

ha estudiado en anlllsls nual!rlco, tiene en CAD un cupo de 

apllcacl6n auy aapllo. 

Por otra parte, el als11<> concepto que se eapleó para aapear el 

dominio recortado, ha generado, de aanera directa, un sistema para 

el aapeo de texturas aprovechando lnforaaclón digitalizada. 

Taabl6n se ha generado un Mdlo para coaprlalr llllAgenes utilizando 

Interpolación Beta-spline. Aabas son aplicaciones ütlles en 

diversos campos que tienen que ver dlrectuiente con la graflcacl6n 

por coaputadora. 

Otra de las aplicaciones que debe seaulr a 6ste trabajo, es 

la agregaci6n de al¡orl taos de revlsl6n topológica ~ ¡eoll6trlca 

para considerar la val ldez de lu rorus ¡eneradas asl collO 

profundizar en la generación de un esqueaa racional. Una 

poslbl lldad es trabajar directa.ente con 1011 pol1gonos de control, 

aunque 6sta solo serla una apro11laacl6n a la solucl6n del 

probleaa. Otra posible solucl6n puede ser la conversl6n del actual 

esuqeaa de representación a un esqueaa de s6lldos lo cual lleva 

lapllcl to sesuraaente la perdida de precl11l6n de la foru 

dlsetlada. 

Por ültlllO, 6ste &ablente est• de110strando que puede 

eaplearse collO un laboratorio para aprender sobre las tecnologlas 

de Modelado Geoll6trlco ~ sobre 6sa bese se segulra trabajando. 
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ANEXOS 

Concepto• de Geo•trla Dlferenclal 

Dada una curva Q(u), el vector tangente unitario TCul tiene la 

misma dirección y sentido que la prl..,ra derivada paramétrlca pero 

con una magnitud unitaria y est' dado por : 

(7. 1) 

donde Q1(u) significa la J-6sJ .. derivada de Q con respecto a u. 

Cuando la curva est' par...,tr1zada con respecto a la longitud de 

arco s, en tone es 

dQ/ds•T(s), 

lo cual se de•uestra realizando lo siguiente 

TC s l•dQ/ds•(dQ/du)/(da/du)-01
( u)/(ds/du). 

Comparando (7.3) con (7.1) se llega a que: 

(ds/dul•I01!ul I · 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

Taabl6n se loara la relacl6n 7.4 con la sl¡ulente Igualdad : 

u 
aCul•I I01Ctl idt. • 

(7.5) 

Entonces 

(7.6) 

Norul Principal 

Lema: Sea F:R->Rn una función dlferenclable con ugnltud constante 

11. Entonces F(ul es ortogonal a F1(u). 

Prueba: IF!ul !•11, entonces F(u)•F(ul•112
, que diferenciada con 

respecto a u resulta : 

F(u) •F1 (u)+F1 (u) •F(u)-0, (7.7) 
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apl !cando col\lllul ltl vi dad de producto punto se t lene 

F(u)•f 1(u)•O, (7.8) 

por lo cual las funciones son ortogonales. 

Aplicando el Le11a anterior •obre T(u), se obtiene el vector 

ortogonal T1 (u), que noriaallzado representa el vector normal 

pr1nc1pal N(u), esto es : 

(7.9) 

Asl, el plano foriaado por aabos vectores, T(u) y N(u) se deno•lna 

osculatorlo, debido a que es el plano con ús contacto sobre la 

curva en el punto Q(u), y sobre fil descansa el circulo 

osculatorlo, el cual es el circulo que 11ejor aproxla a la curva 

en el punto Q(u). *5 for11al11ente, es el circulo cuya prl11era y 

segunda derivada concuerdan con la curva en un punto especifico, y 

el cual cae en la reglón concava de la curva. 

El vector Blnormal estít. dado por 

B(u)•T(u)xN(u), (7.10) 

y en unión con el vetor N(u) foriaan el plano bJnorul. Loa 

vectores B(u) y T(u) foriaan el plano rectJfJcador. As!, los trea 

vectores ~T(u), N(u), B(u)~ forman un alsteiaa de coordenadas local 

para cada uno de loa puntos de Q(u). 

Curvatura y Vector Curvatura 

El centro del circulo osculatorlo se denoalna centro de curvatura 

c(u) y el radio del circulo es el radJo de curvatura p(u). La 

curvatura k(u) ea el reciproco del ridlo de curvatura. El vector 

curvatura K(u) tiene una agnltud Igual a k(u) y parte desde el 

punto Q(u) hacia! c(u), esto es, en la dirección de T1 (u), as! 

K( u)•k( u)N(u). (7.11) 
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SI el parilletro u es la longitud de arco s, entonces el vector 

curvatura es equivalente a la segunda derivada de Q con respecto a 

s, esto es : 

(7.12) 

por lo cual k!sl•jd2Qld2sj. 

Por convención, una curva tiene curvatura positiva si se curvea 

hacia la Izquierda y negativa si se curvea a la derecha. 

En ublentes de CAD, la para11etrlzacl6n con longitud de arco no se 

utiliza porque la curva noraalmente no se conoce asl, la 

paruetrlzacl6n con respecto a s ea dificil de evaluar y debe 

encontrarse la para11etrlzacl6n con respecto a un paréaetro 

arbitrarlo u. 

ColllO : 

K(s)•(d/ds)(d/ds)Q , 

•(d/ds)(Q1 (u)/s1 (u)) , 

•(d/du)((Q1 (u)/s1 (u))/s1 (u)) , 

•ls1 (u)Q2 (u)-Q1 (u)s2 (u)J/(s1 (u)J 3 

Diferenciando 7.6 se tiene 

s 2 (u)•(d/du) jQ1(u)1 , 

•(d/dull01Cul•01 (u)1 112
. , 

•10
1 

!ul •0
2

Cul+o2 Culeo1(ul111210
1 
!ul •0

1
(uJ1

112
1 , 

•101 !ul •Q2 Cul J/IQ1(u)•Q1 Cu>1 112 
, 

•IQ1 !ul •Q2 Cul J/ jQ1(ul 1 

(7.13) 

•(Q1 (u)•Q2 (u)J/s1(u) , (7.14) 

Sustituyendo 7.14 en 7.13 se obtiene 

(7.15) 

K(s)•(Q2 (u)-(Q! (u)/s1(u) )[Q2 (u)•(Q1 (u)/s1 (u) l ]/{s1 (u) )2
. 
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Aplicando 7. 1 y 1.6 en 7.15 se obtiene : 

(7.16) 

Forma de producto cruz con parU1etrl zaclón arbl trarla 

Los componentes de la ecuación 7. 16 pueden transformarse por 

trlgonometrla para obtener una expresión basada en el producto 

cruz. El nlllll!rador de 7. 16 es : 

jQ2 (u) ¡senT , 

coao ITCul l•l, entonces la expresión anterior es Igual a : 

ITCu) 1 IQ2 (u) ¡senT• IT1ul.Q2 (u) ¡, 

que aplicada en k(u) genera la expresión en producto cruz de la 

curvatura : 

k(ul• IT1u)xQ2 (u) ¡1101 (u)1 2 

Desarrollando 7.11 con 7.10 se tiene: 

K(u)•k(u)B(u)xT(u). (7.17) 

Como B(u) es nor .. I al plano osculatorlo que contiene a Q1 (u) y 

Q2 (u), y es de -.gnltud unitaria, entonces : 

8(u)•(Q1 (u)x02 (u)11101 (ulxQ2 (u) I · (7. 18) 

Sustituyendo 7.18, 7.1 en 7.17 se obtiene la expresión basada en 

producto cruz para el vector curvatura : 

(7.19) 

Condiciones para Vector Curvatura Igual a cero 

- SI Q1 (u) es diferente de cero y Q1 (u) con Q
2 (u) son llneal11ente 

dependientes, entonces K(u)-0 

- SI 01 (u) 'I Q2 (u) son llneah1ente Independientes, entonces K(u)-o 

- 124 -



SI estas condiciones no se c1111plen, se requiere más anil !sis para 

determinar el valor de K(u). 

Hedidas Geo-6trlcas Funda111entales 

El grado de cont1nuldad de una curva en aablentes CAD/CAM/CAE se 

refiere al mayor nivel de dlferenclaclón en el cual es continua. 

Formalmente, si una función f •e" [a,b), entonces t 1
, t•O,t, ... ,n 

existen y son continuas sobre [a,b). 

Continuidad de Vector Tangente Unitario y Vector Curvatura 

Pueden encontrarse casos donde la prh1era y segunda derivadas 

parall6trlcas de una curva Q(u) proporcionen lnfor11acl6n distinta a 

los vectores T(u) y K(u), por lo cual no es lo alsao hablar de 

continuidades c" referidas a las derivadas, 

continuidades G" referidas a T(u) y K(u). 

Los siguientes eJeaplos Ilustran estas situaciones 

al Dados dos seg•ntos de 1 lnea paraaetrlzados 

Qt(u)•[l2u, 9u), 

Qa(u)•[4(u+3), 3(u+3)), 

su primera derivada esta dada por : 

Q!(u)•[l2,9), 

o&(u)•[4,3]. 

que de las 

Asl, los dos segMntos, aunque son continuos en T(u), tienen una 

discontinuidad (su prl11era derivada es diferente) en la unión. 

b) Dados los seg•ntos de linea : 

Qt(u)•[a(2u-u2 J, b(2u-u2
)), 

Qa(u)•[a+(c-a)u2
, b( 1-uªJ l. 

su prl11era derivada valuada en la unl6n de loa ses-nto• est• 

dada por : 

Q! ( 1 )•[O, O), 
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Q~(Ol•[O, O]. 

As!, estos segmentos se unen con una primera derl vada parlllli!trlca 

continua siendo que existe una discontinuidad de T(u) en la unión. 

c) Dados dos arcos de circulo : 

Qt(u)•[a sen((•l2)u2, a cos((•/2Ju2) l. 
Q2(u)•[a cos((•/2Juª, -a sen((•/2Ju2) l. 

su segunda derivada par!Ul6trlca valuada en la unión esU. dada por 

Qf(IJ•!-a.ª, -a.], 

Qi(O)•[O. -u], 

la cual es claramente discontinua a pesar de que la curvatura es 

la als11a en la unión, esto es, K(u) •• el alsao en la unión. 

d) Dados dos segmentos de circulo : 

Q1(u)•[a cos((•/2)(1-u)3), a sen((•/2)(1-u)3) l. 
Q2(u)•[a+b-b cos((•/2Ju3

), ·b sen((•la)u3
)), 

su segunda derivada paraa6trlca valuada en la unión est• dada por 

Qf(l)•[O, O], 

Qi(O)•[O, O]. 

As!, alentras que la se1unda derivada paraal!trlca es continua, el 

vector curvatura es discontinuo. 

Concepto• de Topolo1!• 

SI X es un conjunto no vació y F una colección de subconjuntos de 

X Incluyendo el conjunto vació • y el conjunto X als11e1, entonces 

la colección F se denoalna una Topolo¡la sobre X si satisface las 

BIBU!entes condiciones: 

- La· unl6n de cualquier ndaero de subconjuntos de X que estin en F 

taabl6n est• en F. 
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Sl•b6llcamente 

SI Al E f '11 E lf, entonces 

U Al E F 
1 • lf 

- La lnterseccl6n de cualesquiera dos subconjuntos de X que estln 

en F tubl6n estl en F. Sl•b61lcaaente 

SI 8, C E f, entonces 

BnC•F 
El conjunto X Junto con la coleccl6n F conforma un espacJo 

topol6glco. 

Un eJe•plo de espacio topol6glco esta dado por el conjunto 

X•ia,b,c,d~, 

Junto con la coleccl6n de subconjuntos de X 

Considerando un espacio Euclidiano de •-dimensiones E1
, al cual 

pertenecen los puntos X, Y, Z, y conjuntos de puntos A, 8, y donde la 

distancia entre dos puntos se denota por d(X, Y), se pueden 

reallzar las siguientes definiciones : 

La veclndad-11 de un punto X, N(X, ll) &e define como el conjunto de 

puntos Y tal que d(X, Y) < 11. 

En el espacio E2 la vecindad de X es un disco abierto de radio 11 

centrado en X, •!entra que en E3 en una esfera abierta. 

Intuitivamente, una Transforuc16n Continua debe preservar la 

cercanla entre puntos y conjuntos, esto ea, al un punto e&tá cerca 

de un conjunto, tubl6n un punto transformado debe estar cerca de 

el conjunto tr1111Bformado, si la trunformacl6n H la •Is•. 

Se dice que un punto P es de acuailac16n de un conjunto 

A, si toda veclndad-11 de X contiene un punto de A. 

Una transfor111c16n contJnua de un conjunto D a un conjunto 11 es 
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una func l6n f con do•lnlo D 'i ran¡o R, tal que para cualquier 

punto % • D 'i el conjunto A e D, si % ea un punto de acuaulac16n a 

A, entonces f(x) es cercano al conjunto f( AJ .. if<y) i'i • A}. 

Una transforucl6n topol61lca es contJlllU si tiene una inversa 

cont irua. Se dice que do• conjunto• son topolo¡icamente 

equivalentes si existe una tranatoraacl6n topol61lca entre ellos. 

Un conjunto es cerrado al tate contiene · a todos aua puntos 

adherentes. La cerradura de un conjunto A ae denota c(A). 

Un conjunto es acotado al eatl contenido en una vecindad. 

Los conjunto• que son cerrados 'i acotado se dice que son 

compactos. 

Un conjunto A es cone%o si para cualquier división de A en dos 

conjuntos disjuntos 'i diferentes del vaclo 8, C, uno de estos 

conjuntos sle•pre contiene un punto de acumulacl6n del otro. 

Un conjunto A es abierto si nlnaún punto de A es de 

ac11111ulacl6n al co•plemento de A. 

El Interior de un conjunto A, denotado por J( A), es el conjunto de 

puntos • A que no son de acuaulacl6n al co•plemento de A. 

La frontera de 1 conjunto A, denotada por b( A), es el conjunto de 

puntos que son de acumulacl6n a A 'i a 1u co•plemento. 
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