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PROLOGO

Este trabajo muestra la Investigacién, el desarrollo y los
resultados generados al incursionar dentro de ideas relacionadas
con el modelado geométrico de oblJetos. En particular, se
profundiza sobre las diversas tendencias de modelado, y muy en
partlcﬁlar sobre la modelacién de Superficies de Forma Libre,
Irregulares o Esculpidas, como las denominan algunos autores. Se
desarrolla con gran detalle la teoria de los Beta-splines y de los
Segmentés Recortados, asi como la integracién de ambos bajo un

s6lo amblente.

En.ia capitulo I, Introduccién, se proporciona un pancrama del
amblente que rodea el desarrollo de éste trabajo, se describe,
casi Intuitivamente, dlversos conceptos a fin de introduccién, se
establecen las ideas generales y los obJetivos asi como la
metodologia de su desarrollo y el equipo en el cual se lleva a
cabo el trabajo,

En el capitulo II, Nodelaci6tn Geométrica, se formaliza el concepto
de modelo y se proporciona un estudio sobre el estado del arte en
modelacién geométrica, con particular interés hacla la escuela de
wmodelado de sélidos.

En el capitulo IIl, Esquemas de Representacién para Superficlies de
- Forma Libre, se estudia con profundidad las teorias de modelado
para superficies, las cuales forman parte de la modelacién
geométrica y son fundamentales para el desarrollo de éste trabajo.
La descripcién se lleva bajo un crecimiento de complejidad,
pretendiendo seguir el proceso histérico de desarrollo para
observar las diferencias entre uno y otro esquema de
representacién. Al final del capitulo se desarrolia la teoria de
curvas racionales, la cual es particularmente importante en 1la



busqueda de modeladores de superficles que incluyan. a las
cuadricas como un caso particular.

Aunque los Beta-splines pertenecen a éste capitulo, se desarrollan
con gran detalle en el capitulo IV, Curvas y Superficies
Beta-splines, en el cual se especifica todo lo referente a éste
esquema de representacién. Es recomendable haber lefido el capitulo

111 antes de entrar en esta teoria de disefio de superficies.

En el capitulo V, Segmentos y Dominios Recortados, se formalizan
estos conceptos y se muestra el proceso de conversién de un
segmento en un dominio. El dominio es util, puesto que puede
formar parte de la definicién de un Beta-spline y de hecho,
incrementa la cantidad de objetos que se pueden modelar bajo éste
tipo de splines, logrando por tanto, una cobertura geométrica
superior.

En el capitulo VI, Ambiente de Nodelado, se describen las
caracteristicas del amblente que se construys, los menis del
sistema y se detalla un ejemplo de modelado.

En seguida se proporcionan las conclusiones de éste trabajo y
separadamente se agrega un anexo de definiclones y conceptos
Utiles al modelado geométrico.

Por Gltimo se proporclonan las referencia en un formato estandard.
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INTRODUCCION

Seguramente, una de las actividades mAs estimulantes para el
ser humano es la creacion de formas. El sélo hecho de crear, es un
reto a la imaginacién y quizd sea posible decir que existen dos
tipos de formas, aquellas cuya finalidad es totalmente artistica y
que sblo se suletan a las restricclones que el artista y las
herramlentas que emplea le Impongan y aquellas cuya forma se
determina por la realidad de restricciones fisicas y practicas.
Anbas formas son necesarias y ambas involucran un proceso de
disefio.

1.1 El1 ciclo de digefio

Es posible que cualquier persona mantenga una ldea intuitiva de
las fases requeridas para disefiar un producto. Estas fases son
influenciables con la inclusién de software y hardware de
propésito especifico cuya finalidad sea acelerar aquellas que son
susceptibles de ser automatizadas o semlautomatizadas.

La tecnologia que se basa en el uso de las computadoras con la
finalidad de acelerar el proceso de disefo y manufactura se
denomina CAD/CAM/CAE, acrénimos del 1inglés “Computer-Aided
Design/Computer-Aided Manufacturing/Computer-Alded Engineering” o
Disefio Asistido por Computadora/Manufectura Asistida por
Computadora/Ingenieria Asistida por Comsputadora.

Con respecto al proceso de disefio, Shigley[1] propuso seis fases
que lo comprenden de una manera formal:

1. Reconocimiento de 1a necesidad
2. Definicién del problema

3. Sintesis

4. Analisis y Optimizacién

§. Evaluécion

6. Presentacién



El reconocimiento de la necesfdad lo realiza alguna persona
involucrada en la actividad que requiere alguna medida correctiva
o lInnovativa; la definicién del problema involucra la culdadosa
especificacién del elemento que se va a disefiar o residefiar,
incluyendo las caracteristicas fisicas y funcionales, costos,
calidad y desarrollo operativo; la sintesis y el andlisis estén
altamente relaclonadas y son altamente iterativas en el proceso de
disefio. Un componente o subsistema del sistema completo es
conceptuallizado por el disefiador tomando las variables, que a su
Julcio, son las més representativas y que forman la sintesis del
componente, el cual se sujeta a anAlisis, se mejora y vuelve a
disefiar., El proceso se repite hasta que el disefio ha slido
optimizado con las restricciones Impuestas por el diseflador. La
evaluaclén conclerne con la medicién del disefio contra las
especificaclones establecldas en la fase de definicién del
problema. Esta evaluacién a menudo requiere la fabricaclén y
prueba de prototipos para evaluar el desempefioc operativo, la
calidad, la confiabilidad y otros criterios. La fase final del
proceso de disefio es la presentacién, que Incluye la
documentacién, el realismo, la lista de partes, y en general toda
una base de informacién requerida del producto.

La tecnologia CAD/CAM/CAE se compone por fases que mantlienen una
relacién directa con fases correspondientes a este proceso de
disefio (rig. 1.1). En particular, observe la fase de MNodelado
Geométrico, la cual corresponde a la fase de Sintesis de
informacién en el proceso de diseflo clasico. En esta fase, el
disefiador crea una abstraccién de la realidad y la expresa como un
modelo en computadora. Aunque se define formalmente el concepto de
modelo en el capitulo II, informalmente se puede decir que éste se
constituye por una topologis, que hace las veces de la estructura
de datos en la cual se almacena el objeto, y una geometria que
representa los valores que se incluyen en la topologia del modelo,
de tal suerte que es posible tener una topologia y un nimero
infinito de geometrias. Ademts, dentro de la estructura de datos
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que representa al modelo, se incluye informacién no geométrica
como por ejemplo la densidad de un material, tipo de analisis al
cual se le sujetara, etc. De esta forma, el disefiador tiene
acceso, mediante consultas a la estructura de datos de un modelo,
a la informacién de las propledades geométricas de éste
(coordenadas, distancla entre puntos, etc) y no geométricas
(densidad asociada, tipo de anAlisis al cual esta sujeto, etc) asi
como lograr la edicién de 1la forma del modelo mediante la

alteracién de su informacién geométrica.

Un modelo es mas adecuado que otro para una aplicaclén especifica
cuando su topologia permite el acceso & la informacién que la
aplicacién en particular requiere. Dada una topologia, existen
diversos mecanismos para especificar la geometria y es ahi, donde
también un modelo puede ser superior a otro.

No todos los modelos son adecuados para todas las aplicaclones y
es por eso, que existen diversas ramas de la modelacién
geométrica, cada una, centrandose en aplicaciones especificas.
Aunque se trata con gran detalle en el capitulo 1I, se puede decir
que actualmente el modelado geométrico se encuentra dividide en
cuatro grandes campos: el modelado de figuras de alambre; el
modelado de superficles; el modelado de s6lidos; y el wmodelado
hibrido.

Cada una de estas divisiones del modelado tlene caracteristicas
proplas en cuanto a su topologia, geometria e \informacién no
grafica asoclada, y en conjunto contemplan un amplio rango de
forsas que va, desde una pieza formada por la unién de lineas
rectas pasando por objetos que mantlienen fronteras cusdricas
encerrando un volimen hasta llegar a objetos con fronteras

irregulares que pueden o no encerrar un volimen



1.2 Lineas de Investigacion

Dentro de la modelacién geométrica puede investigarse en los

sigulentes puntos:

Definicién de 1a Topologia.

. Especificacién de la Geometria.

Algoritmos de consulta de 1nformacién,

Algoritmos de procesamiento para obtener realismo de un modelo.
Algoritmos de transferencia de informacién entre sistemas de
modelado.

Disefio de interfaces de comunicacién con el sistema

. Disefio de las estructuras de almacenamiento secundario para
un modelo,

Disefio de algoritmos para el procesamiento de un modelo con
vistas a implementarse en hardware.

® =No (& AN R

Estas 4reas no se encuentran unificadas en un mismo nivel de
desarrollo o de investigacién.

En particular, si se considera la modelacién de sélidos y la
medelacién de superficles, se encuentra una variedad de técnicas
en ambas escuelas de modelado que pueden complementarse y asi
obtener un modelador que cubra un mayor rango de posibles formas a
crear, esto es, un modelador con una cobertura geométrica mas
amplia,

Esta observacién, a nivel de dos grandes escuelas de modelado,
también es valida en la variedad de posibllidades dentro de cadas
una ellas, lo cual genera, en forma natural, el nacimiento de
esquenas hibridos de modelado geométrico.

De las dos grandes escuelas de modelado, s6lidos y superficles, la
Ultima esta demostrando, en los ultimos afos, que tiene el
potencial necesario para generar las formas que se obtienen
medlante el modelado de s6lidos, aunque aun se requieren afios de
investigacion para lograrlo. Por otra parte también existe la
tendencia natural a la integracién de las mejores propledades de
cada una de las escuelas de modelado geométrico.

Para lograr la unificacién anterior, se require de mayor
investigacién y desarrollo en cada una de las Areas de modelado.



En particular, dentro de la Modelacién de Superficies aun no
existe un esquema general para definir cualquier forma ni mucho
menos, algoritmos de procesamiento generales para lograr consultas
sobre los modelos generados. Las estructuras de datos aun se
pueden considerar experimentales; la diversidad de restricclones
matematicas que pueden restringir a una superficle obligan a la
diversificacién de los esquemas de modelado, aun bajo una misma
idea.

1.3 Objetivos

Realizar investigacién y desarrollo sobre una técnica de modelado
de - superficies, los Beta-splines, qulenes poseen cualidades
interesantes que los colocan como una de las mejores teorias en
éste campo del Disefio Asistido por Computadora.

Realizar 1nvestigacién y desarrollo sobre el concepto de Segmentos
Recortados, 1o cual aportara ideas referentes a la forma que
puedan tomar las fronteras de un objeto.

Integrar los Beta-splines con los Segmentos Recortados y aportar
ideas sobre su estructuracién y la posible utilidad de ésta
integracién,

Crear un Amblente de Modelacién Geométrica con las investigaciones
anteriores que funclone como un laboratorio para comprender mejor
la creaclén de éste tipo de sistemas y peralta 1a Inclusién de
nuevos algoritmos de procesamiento sobre un modelo geométrico.

Ayudar a la Integracién entre la modelacién de superficles y la
modelacién de sélidos.



1.4 Metodologia

Los obJetivos anterjores son altamente ambiciosos. Para lograrlos
se procedié a una investigacién completa sobre las técnlcas de
modelado de sélidos y superficles existentes, lo cual permitié
poseer una visién real del estado del arte de la wmodelacién
geométrica. Posteriormente, se realizé la recopilacién y el
estudio de todo lo referente al esquema de modelado de superficles
denominado Beta-splines. Con esta Iinformacién se realizaron
pruebas separadas de los conceptos que integran a éste tlipo de
Splines, primero en dos dimensiones y luego en tres dimensiones.
En ambos casos se investigé sobre la modelacién de una forma
compleja as{ como la definicién informal de superficies cuAdricas.
"Estas pruebas se realizaron iniclalmente en forma numérica para
después integrar los algoritmes a un estandard grafico, en éste
caso, PHIGS, un standard para tres dimensiones. Una vez
comprendido en funclonamlento de los Beta-spiines, se iniclé la
investigaciéon sobre el concepto de los Segmentos Recortados. De
manera intuitiva, un segmento recortado se inicia con un dominio
continuo en dos dimensiones sobre el cual se elimina o agrega
informacién bidimensional que lleva a dominios limitados por
fronteras finitas y ciclicas donde pueden existir hoyos. Estos
dominlios pueden emplearse como parte de las formulaciones
Beta-splines para construir la forma final de las fronteras de un
obJeto.

Cuando se ha comprendio la teoria de los Beta-splines y de los
Segmentos Recortados fué posible pensar en la topologia y los
mecanismos para indicar la geometria de un objeto. Al mismo
tiempo, se generaron las i{deas para el disefio interfaces
decomunicacién. De hecho, el éxito del sistesa puede depender; en
gran medida, de éste disefio.

Después de definida la Topologia, 108 mecanismos de entrada de la
geometria y la comunicacion con el sistema, se procedi6 a realizar
pruebas generales con el fin de retroalimentacién al disefio
global. En las pruebas se varlaron todos los parémetros a los



cuales se tiene acceso. Una de las pruebas sobre una forma
compleja se documenté y sus imagenes se muestran en éste trabajo.

1.5 Equipo de desarrollo

Todo el ambiente se desarrollé entre sistemas personales del tipo
PS-2/60 y estaciones de disefio RT's de tecnologia Risc. Los
equipos RT's cuentan con buenas facilidades de desarrollo para
software especializado de CAD. Tienen un poder de coémputo del
orden de 0.5Mflops (millones de i{nstrucciones de punto flotante
por segundo) con un procesador central de 1la familia de los
Motorola 68000; tres procesadores de punto flotante de la famllia
de los Motorola 68020; un procesador grafico S085 que integra los
primitivos graficos en firmware y se encarga del control de los
periféricos especlalizados: ratén controlado por enbobinado de
29x29 cms® el cual se emplea como el dispositivo de "pick” de un
estadard grafico o como un teclado especial del tipo "LPKF"
(teclado de funclones luminoso); teclado de funciones "LPKF" con
32 teclas luminosas; monitor 508i1-19 de 18"de tecnologia "raster”
de 1024x1024 "pixels” direcclonables visibles y 256 tonalidades de
color al mismo tlempo de una paleta de 1000,000 de tonalidades
bajo el sistema boJjo-verde-azul "RGB".

El equipo PS-2/60 se emplet para el desarrollo de algoritmos en
lenguaje C y su optimizacién., Una vez realizado esto, la versién
depurada se translado al amblente UNIX de las RT's, donde existe
una compatibilidad total en el cédigo C generado.
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MODELACION GEOMETRICA

Un modelo es un objeto construldo artificlialmente que permite
la observacién de otro de una manera mds simple, Los modelos son
utiles puesto que utilizarlos en ocasiones es mas sencillo que su
contraparte fisica. Ahora bien, la totalidad de la informaclén que
se almacena en un modelo depende del alcance de las preguntas que
uno desea poder contestar(2].

El Modelado Geomktrico se desarrollo en la década de los 70's como
un campo del Disefio Asistido por Computadoral3] y su objetivo es
pernitir la representacién de formas con objeto de alterarlas,
consultar sus propledades geométricas y atributos no geométricos,
analizarlas y generar informacién de manufactura. lLa denominacién
de geométrico se debe a que los puntos anteriores son problemas
eminentemente geométricos, por ejemplo, conocer el centro de
gravedad de una pieza requlere conocer la geometria de la misma;
determinar la trayectoria para un saquinado también requiere de
esta informacién. Asi mismo, generar el realismo de una forma
también lo es.

El modelado geométrico tiene que ver con los sigulentes elementos
(19]):

a) Representacién en computadora de las entidades geométricas y
las ‘transformaciones que se les pueden aplicar tales como
movimientos rigidos y operaciones booleanas.

b) Algoritmos para el razonamiento geométrico y para el célculo de
propiedades geométricas y los efectos de las transformaciones,

c) Las teorias matemiticas que fundamentan tales representaciones
.y algoritmos.

d) El hardware y software en el cual esta inwerso el modelado
geométrico.



Un ambiente de modelado se observa en la flgura 2.1, Este mantiene
un médulo encargado de permitir al usuario realizar la definicién
de un objeto a través de las facilidades de modelado del sistema
(conceptos geométricos de wmodelado). Estas pueden ser tan
sofisticadas como el acceso a objetos ya construidos o tan
sencilla como comandos de definicién de primitivas basicas. El
lenguaje al cual tiene acceso el wusuario se traduce a
representaciones geométricas internas al ambiente, sobre las
cuales operarin procesos de interrogacién o transformacién que
generan resultados especificos tales como el realismo o las
trayectorias sobre una superficle, etc. Estas facilidades las

descompone Requicha{4] en los sigulentes componentes:

- Estructuras Simbdlicas

- Procesos

- Facllidades de Entrada

- Faclllidades de Sallda

Las estructuras simbblicas son representaciones de los objetos;
los procesos emplean a las representaciones para responder a
preguntas geométricas acerca de los objetos; las facilidades de
entrada son los medios disponibles en el sistema, orlentados al
usuario, para crear y editar representaciones de objetos asi como
para invocar los procesos que actuan sobre la representacién; las
facilidades de salida son los medios que el usuario emplea para
despliegue de su informacién.

Observe que en estas actividades se involucra la capacidad de
consulta fisica come un proceso y ésta no forma parte de un
sistema de modelado, aunque la estructura interna de un modelador
influye, en gran parte, sobre esta posibilidad de interrogacién.
El modelado geométrico ha evolucionado en cuatro ramas pricipales:

- Figuras de Alarbre
~ Superficles
S61idos

-~ Esquemas Hibridos



Fig. 2.1 AMBIENTE DE MODELADO GEOMETRICO



La diferencia en cada caso se identifica por la cantidad de
informacién agregada a los modelos, las entidades geométricas
empleadas en la modelaci6n, las restricciones a los modelos, las
facllldades de manipulacién, interrogacién y despllegue y en las
estructuras de datos que posibllitan las operaclones anteriores.

2.1 Nodelado de Figuras de Alambre

Esta tecnologia representa a los obJetos mediante segmentos de
linea o en ocasliones curvaes cuddricas interconectados. En funcién
a las capacidades del sistema, se pueden generar figuras de
alambre en 2, 2112 tproyeccion tridimesionsl win inforsacion de la
coordenada 2}, y 3D [44]. Aunque este tipo de representacién
permite desplegar objetos relativamente complejos, su estructura
de datos y la falta de {nformacién nho geométrica, como por ejemplo
el tipo de materfal, limitan la interrogacién de los mismos. Es
posible lograr clerto realismo con la informacion, como por
ejemplo, eliminar lineas ocultas s{i en la estructura de 1la
informacién se agrega coherencia.

En estos esquemas, 1a informacién se maneja bajo una estructura
Jerarquica donde normalmente los vertices son los elementos base
de un &rbol (rig, 2.2). El concepto de objeto es la unién de
segmentos geométricos y el equivalente a caras de un objeto se
considera como planos.

2.2 Modelado de Superficies

Este campo de representacién de objetos surge en la década de los
60's debldo a los trabajos de Coons orientado al disefio de
estructuras de aviones, barcos, etc. la representacién de estas
formas, denominadas en ocasiones libres o esculpldas descansa en
dos conceptos basicos {3}:

- El emplec de expresjones paramétricas
- La descomposicién en partes de una curva o superficle

- 12 -



Fig. 22 FIGURA DE ALAMBRE Y SU ESTRUCTURA ASOCIADA
OBSERVE LA DESCOMPOSICION ENTRE TOPOLOGIA Y GEOMETRIA

v
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Fig. 2.3 SUPERFICIE DE FORMA LIBRE FORMADA POR SEGMENTOS
Qi QUE MANTIENEN CONTINUIDAD EN SUS FRONTERAS. OBSERVE 14
VARIACION ENTRE O y 1 DE L0S PARAMETROS UV



El primer concepto permite representaciones multivaluadas con
respecto a un sistema coordenado y mantiene independecla de la
representacioén con respecto a los ejes, eliminando el problema de
valuaciones con tangente infinita, facilita la representacién de
curvas en sistemas de coordenadas homogéneas, y permite la
interrogacién de entidades medlante la parametrizaclén{6]. Otros
beneficios de ésta son: representaciones explicitas, por lo cual
es directo el cdlculo de puntos sobre las curvas y superficies; su
formulacién es adecuada para definir curvas y superficles en forma
segmentada; las curvas y superficles pueden definirse en funcién a
combinaciones lineales de funciones escalares de parAmetros con
coeficientes vectoriales; y si se aplica la idea anterior,
cualquier transformacién geométrica sobre la curva o superficle se
logra aplicando la transformacién a los coeficientes vectoriales
manteniendo una definicién matematica sin modificaciones [7].

El segundo concepto elimina el problema de representar una curva o
superficie por una sola funcién analitica, que en ocasiones
produce un poligono de alto orden {nvolucrando problemas de
solucién (busqueda de ralces) y de oscilacién, aunque incurre en
el hecho de tener que colocar condiclones de continuidad entre los
segmentos de curva modelados.

Quiz& las principales desventajas de un sistema de modelado de
superficies se refieren a la intuicién para definir una forma, la
dificultad de comblnarse con otros elementos en el espacio
nediante operadores booleanos y 1a complejidad de realizar
revisiones topolégicas y geométricas que aseguren la validez de la
superficie modelada.

BajJo un esquema de superficies, un objeto se define por la
integracion de segmentos o parches que mantienen alguna relacién
de continuidad en sus fronteras (rig 2.3),

Las superficles de forma libre o SFL pueden categorizarse en
funcién a las restricciones que soportan(8] y en general se

repesentan de la slgulente forma:

Stu,v) = { (Xtu,v), Yiuw,  2tuw) }



donde X,Y,2 son funciones polinomiales en u,v que al ser
evaluadas, generan los puntos (x,y,z) sobre la superficie S(u,v).
Las funciones polinomiales que se emplean en las SFL son cublcas
debldo a que es el grado mas pequefio que permite tener una curva
con un punto de inflexién, permite la posibllidad de girar en el
espacio[6 pag. 119], se puede evaluar su segunda derivada con
fines de continuidad, disminuyen los problemas de oscllacién y de
localizacién de raices y son una solucién a la curva que minimiza
su energia de tensién interna(3.8).

Existen tres métodos generales para especificar la forma deseada
de una curva llbre (rig. 2.4)

- Definicién de atributos vectoriales a los vértices extremos
tales como la posicién, magnitud y direcclén.

- Definlclon de las fronteras de la superficie.

- Definicién de un conjunto de vértices de control que en conjunto
forman un poligono de control que mimifica la forma deseada
final.

El primer método requiere informacién vectorial explicita para la
definicién de un segmento de curva o superficle, lo que en
ocasiones puede ser un trabajo complejo, pues el disefiador se ve
en la necesidad de especificar, por ejemplo, la magnitud de los
vectores primera derivada o la direccién del vector producto cruz
en una esquina de una superficie, cuyos valores pueden no ser tan
evidentes(fig 2.4s), Si el disefiador desea lograr un efecto
particular sobre la forma de la superficle se le deben
proporclonar elementos de control ms accesibles y deben responder
a la ldea Intuitiva para la cual se proporcionan, lo cual conduce
a la necesidad de generar expresiones matemiticas que peraitan
lograr, mediante pardmetros de control, esta facllidad de
definlcién.

La segunda posibilidad, definicién de fronteras, requlere que el
disefiador proporcione la forma de estas, ya sea mediante una
definicion explicita o aprovechando algin generador del



. 2.4a SEGMENTO DE SUPERFICIE FORMADO
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Fig. 2.4b SEGMENTO DEFINIDO POR INFORMACION VECTORIAL
Y ESPECIFICACION DE LAS FRONTERAS

Fig. 2.4c SEGMENTO DE SUPERFICIE DEFINIDO
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sistemaifig 2.4v). Esta filosofia también requiere la definicién
de Informacién vectorial en las esquinas de los segmentos de
superficle aunque permite al usuario definir un segmento bajo
interpolacién entre dos curvas o cuatro curvas frontera. El tipo
de interpolacién define la forma de la superflicie.

La definiclén por poligonos de control permite observar la forma
antes de generar la superficle debido a que el poligono la
mimifica(rig 2.4c). Esta filosofia sustituye 1a necesidad de
especificar informacién vectorial, tal como primeras o segundas
derivadas, apoyandose en expresiones matemticas que integran la
informacién de los vertices como parte de estos elementos
vectoriales, proporcionando al disefiador parsmetros de control
altamente Intuitivos. Ademis, es posible controlar algunas
restricciones de continuidad entre los segmentos de SFL con el
correcto ordenamiento de los vertices de control, cuallidades que
han hecho de esta filosofia una de las més populares en los
ambientes de CAD.

Un sistema de modelado de curvas y superficlies debe proporcionar
las siguientes facilidades(20]:

- Un sistema adecuado de especificacién de la forma deseada, que
puede ser alguno de los anteriores, aunque los poligonos de

control presentan la mayoria de las ventajas.

- Evaluacién multiple, pues es comin disefiar formas donde f(x,y)
posea diversos 21, Esta situacién se resuelve por segmentacién de
una curva o superficie.

- Independencia de los ejes, para liberarse de los problemas de
evaluacién con pendiente infinita, Esta situacién también se
resuelve con la representacién paramétrica.

~ Control global y local. Esta propiedad se reflere a poseer los

mecanismos adecuados para variar la forsa de la superficle
globalmente y también en pequefios sectores con objleto de afinar la

- 15 -



forma (localmente)(rig 2.5a).

~ Control de oscilacién. Algunas formulaciones tlenen la
caracteristica de oscilar sobre los puntos de control en lugar de
suavizar la representacién. Es posible controlar la oscilacién, o
al. menos disminuirla, realizando formulaciones basadas en
polinomios de érdenes pequefios o aplicando tensién a la
curvat2.sb).

- Versatilidad, referida a la cobertura geométrica que se puede
lograr con la técnica de representacién. Es deseable que el
sistema permita una gran variedad de representaciones para no
frustar al disefiador, lo cual se logra mediante la inclusién de
parametros de control, aunque el exceso de estos puede llevar a

confusiones.

- Orden de continuidad. Como en las representaclones que se
consideran se maneja el concepto de segmentacién de la curva o
superficie, se require que entre cada segmento sea posible
establecer ordenes de continuidad. La continuldad cero -C°- se
refiere a mantener continuidad de posicién; c' se refiere a
continuidad en primera derivada o de vector tangente; ¢ se
refiere a mantener continuidad de segunda derivada o de

. curvatura(fig 2.8c).

2.3 Modelado de stlidos

El modelado de s6lidos ~MS- es el campo del Disefio Asistido por
Computadora que proporciona la capacidad de representar,
manipular, analizar y consultar objetos reales en una computadora
con un origen que se remonta a principlos de los 70's [9]. Los
objetos a los cuales se reflere el MS son funcionales mis que
estéticos, en los cuales el concepto de real se reflere a la idea
intuitiva de lo que es real para el hombre.

Desde un punto de vista muy general, un s6lidc (representacién de
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un objeto real), se puede entender como un conjunto continuo de
puntos en [3 que se mapean & una representacién ideal en
computadora, y donde el conjunto de puntos mantlene las sigulentes
propledades para considerarse util bajo la filosofia de modelado
de s6lidos

- Rigidez. Un objeto s6lido debe mantener su forma invariante,
independiente de su orientacién o posicién, esto es, el sbdlido no
debe de variar bajo transformaciones rigldas (desplazamiento,

rotacién, espejo}(fig 2.6s)

- Regularidad: un sélido tiene un interlor y exterlor, y los
elementos de sus fronteras no deben estar alslados o flotando. Un
conjunto de puntos A en € es un conjunto regular r(A) si
r{A)=c(1(A)) donde c(A) e 1(A) son 1a cerradura y el interior de &
tomando una definicién topolégica (anexo)(rig 2.6v)

- Definictén finita en el espacto ocupado: los sb6lidos no pueden
mantener fronteras infinitas,

- Cerradura bajo operaciones booleanas (ver la definicién de
espaclos wedlos y los esquemas CSG en este capitulo).
Intuitivamente, un operador booleano opera sobre dos objetos y
genera uno nuevo en funcién del operador especifico. Los
operadores booleanos son: la adicién de objetos, la diferencia

entre objetos, la unién de volumenes entre objetos.

= Descriptibilidad finita: deben existir aspectos de los sblidos
que permitan una descripcién fintta de los mismos, por ejemplo el
numero de vértices o el nimero de caras que los forman de tal

suerte que sean representables en computadora.

- Deternlﬁlslo en las fronteras: las fronteras del sélido deben
indicar, sin ninguna ambiguedad, qué est& adentro y qué estd
afuera, esto es, las fronteras deben ser orientables (ver el



. 2.0a LAS TRANSFORMACIONES
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MANTIENE SU FORMA.

. 26b L0S OBJETOS REGULARES
NO DEBEN MANTENER ELEMENTOS
SUELTOS O FLOTANDO
ES=ELEMENTO SUELTO
EF=ELEMENTO FLOTANDO
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CUAL BS SU SUPERFICIE INTERNA Y

OBJETO NO ORIENTABLE



concepto de orientabilidad tres parrafos adelante)(fig 2.8¢c).

De esta propledades, Requicha(4] demostré que los subconjuntos de
g que son cerrados, limitados, regulares y mantlenen fronteras
cuando menos semianaliticas son aproplados para la modelacién de
sbélidos y les denomino r-sets.

Ahora bien, representar un sé6lido por un conjunto de puntos en el
espacio es redundante pues no aprovecha la coherencla espacial{20]
y ademis ocupa demasiados recursos de computadora. Una alternativa
es representar al conjunto de puntos como un conjunto limitado por
fronteras que representan superficies con las siguientes
caracteristicas {10]:

- Cerradas, esto es, continuas sin rompimlentos, lo cual no impide
la existencia de huecos en el objeto pero si excluye las
estructuras abfertastrig 2z.84). Esta se puede asegurar revisando
condiciones topolégicas, come por ejemplo, que cada arista es
adyacente s exactamente dos caras y dos vértices. La cerradura
implica ademds que el perimetro de cada cara contiene un niimero
1gual de bordes y vértices y los perimetros asociados a un vértice
mantienen un nimero de bordes y caras igual (excepto en algunos

casos especiales como en el vértice de un cono).

- Orlentabilidad, esto es, la propledad que permite distinguir
ambos lados de una superficle. Algunas superficies pueden ser
cerradas y no orientables, como el caso de la Botella de Klein.
Moebius propusc un método para determinar cuando una superficie
pollédrica cerrada es orientable. A los bordes de cada cara se les
asigna una direcclon consistente tal que el interjor de la cara va
en direccién hacla la derecha. En una superficie cerrada cada
borde recibe dos flechas, una por cada cara que limita. La
superficle es orientable s{ y solo si es posible ordenar los
bordes tal que cada borde mantenga una flecha en cada direccion.
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- No intersectadas asi mismas, en este caso se desea que las
superficies que limitan a un objleto real no se intersequen asi
mismas con objeto de mantener la idea de un sélido real. No
existen condiclones puramente topolégicas que permitan asegura
esta propledad por lo cual es necesario invocar procedimientos de
revision geométricos.

- Limitada, esto es, una superficie que mantiene las propledades
anteriores genera una divisién del espaclo en dos conjunto
disjuntos, uno de los cuales es finito (si la condicién de
no-interseccién no se respeta, se generaran mAs de dos dominios).

- Conectada, esto es, una superficie puede ser cerrada pero estar
formada de varlas partes desconectadas (por ejemplo un cubo con
una cavidad).

Los formulas de Euler pueden emplearse en formsa préctica para
demostrar la validez de un objeto desde un punto de vista
topolégicol21]), aunque su dominio, en la practica, se limita en
gran forma a las figuras poliédricas, de las cuales requiere las
siguientes definiclones extras :

- Todas sus caras estédn simplemente conectadas s! se mantiene un
anillo simple de bordes y no existen agujeros entre ellos, Si esta
condicién no se mantlene en un objeto, es posible inclulr
conexiones umbilicales para lograrlairig 2.7).

= Un cuerpo sélido debe ser simplemente conectado de tal suerte

que sea lsomorfo a una esfera.

Si un sistema de MS garantiza las propledades anteriores en sus
superficies, entonces garantiza que los operadores sobre los
sélidos se pueden aplicar {interactivamente sin Intervencién
humana.



2.3.1 Esq de repr tacién pare modelado de sélidos

Los. algoritmos geométricos no manipulan objetos sélidos; en lugar
de esto, manipulan estructuras simbbélicas que representan sélidos
[4]). Requichal4) deflne una representacién de un sélido como una
coleccién finita de simbolos (de un alfabeto finito) que designa a
un sélido de M, donde M es el espaclo de modelado matemitico de
obJetos cuyos elementos son sélidos abstractos denominados r-sets.
Las técnicas de representacién de un modelador de s6lidos definen
el espaclio de representaclén R de un modelador. Aquellas
representaciones que realmente pueden ser construldas por el
modelador de sélidos de acuerdo a sus reglas de sintaxls se
denominan admisibles. Un esquema de representacién se define
formalmente como una relacién e:M->R (rig 2.8).

Se dice que una representaclén r en R es completa o no ambigua si
ésta corresponde a un sélo objeto, esto es: si el conjunto LIPS
es un solo elemento {m} de M. La representacién es tnica si los
obJetos correspondientes no admiten otra representacién en el
esquema, esto es sl s(s '(r)) = {r}. Resumiendo, se puede decir

que un q de repr tacién es una relaci6tn entre sélidos
abstractos y representaciones. Una representacién es invadlida si
ésta no corresponde a ningun sélido. Una representacién valida es
ambigua sl ésta corresponde a varios objetos. Un sélido no tiene
una representaci6n Gnica si puede ser representado en diversas
formas en el esquema, Como una observacién, $ puede generar
representaciones en R que son incongruentes, por ejemplo, rotar un
perfil mas de 3600. lo cual sintacticamente es una representacién
correcta pero semanticamente no. Por tal wmotivo, en las
definiciones anteriores puede mejorarse la definicién de S
indicando que su rango serd& un subconjunto de R al que llamaremos
V.y que forma el conjunto de representaciones que son validas,

De lo anterior puede indicarse que los sistemas de modelado
variarén en el espacio de modelado, en el espacio de
representacién y en los q de repr tacion.
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2.2.2 Propiedudes de los esg de repr tacién

Los esquemas tlenen caracteristicas que nos permiten evaluarlos
con mis detalle:

- Poder expresivo o cobertura geométrica, que se refiere al
universo de objetos en M que son cubiertos por los esguemas de
representacién. Aqui puede preguntarse sobre la precisién al
aodelar los objetos complicados y sobre la posibilidad de extender
el dominio M.

- Validez, que se reflere a st todas las representaciones
admisibles generadas por el esquema de representaclén son vAlidas,
esto es, sl designap algin sélido de M, Un esquema con esta
propiedad se dice que es sint&cticamente valido.

- No amblguedad y unicidad, que se relaciona con el hecho de s}
todas las representaciones modelan exactamente un s6lido y si
algunos s6lidos tienen m&s de una representacién valida.

- Lenguajes de descripcién. Se reflere a 1s clase de lenguajes
para describir sélidos que pueden soportarse en un Bistema de
modelado. FEstos, pued estar basad en el esquema de
representacién o requerir basarse en una conversién desde otra

representacion.

- Conciso, lo cual se reftere al tamafio, en términos de
almacenamiento en computadora que genera la representactén de
objetos practicos e interesantes.

- Cerradura de operaciones. Al describir sélidos y las operlciohes
de manipulacién que actian sobre ellos, es posible preservar o no
la validez de la repr tacién, Ademss debe preguntarse si al
manipular un sélido el resultado puede ser representado bajo el




q de representacién.

- Facllldad computacional y aplicablilidad, Este punto se reflere a
la clase de mlgoritmos que pueden escribirse para el esquema de
representacién, la clase de complelidad computacional = que
involucran, y la clase de aplicaciones a las que esta orientado el
esquema de representacién.

2.3.3 Taxonomias de representacién
Estas pueden categorizarse en los sigulentes:

0 Modelos de Descomposicién
© Modelos Constructlivos

0 Modelos de Frontera

© Modelos Hibridos

2.3.3.1 Hodelos de descomposicioén

Estos wmodelos describen s6lidos mediante una combinacién de
estructuras basicas que mantienen relacién bajo operaciones de
agregacion. Las estructuras basicas se mantienen en una base de
datos fijJa. Sus variaclones se encuentran en el tipo de objetos
basicos y la forma de manejarlos y representarlos.

Pertenecen a estos modelos los generados por los sigulentes

esquemas :

Enumeracion exhaustiva

En esta variacién, el espacio se divide en cubos que pertenecen
parélnl o totalmente al objJeto que se desea modelar(rig 2.9). De
esta forsa se avanza en cuanto al hecho de desear enumerar todos
los puntos que pertenecen al objeto y en lugar de eso se recurre a
una subdivisién regular del espacic. Cada cubo que comprende a la
figura queda completamente definldo por sus esquinas, slendo



necesario definir tan solo una de ellas y mantener una
construccién regularizada del objeto, Una estructura simple para
la codificacién de estas estructuras es asignar a un arreglo
tridimensional un cédigo binario que indique o no la existencia de
informacién en el espaclo de interés.

La enumeracién exhaustiva tiene 1a ventaja de mantener una
representacién cas{ explicita de un objeto, lo cual pernmite la
integracién de algoritmos de interrogaclén geométrica basada en la
coloracién de sus celdas, pero por otra parte, la codificacién de
un soélido mediante esta técnica representa un trabajo muy
laborioso para un disefiador, por lo cual, si se desea emplear las
bondades de este esquema, es necesario recurrir a la
transformacién de un esquema que sea mas simple en cuanto a la
definicién de una forma. S1 se desea revisar las propiedades de
superficies blen formadas, este esquema presenta la ventaja de
mantener una topologia simple de revisar.

La estructuracién que suglere el esquesa lo mantiene con ventajas
para la representacién de informacién en formatos digitales y de
ahi su aplicacién a procesamiento digital de imsgenes. Una de sus
grandes desventajas es 1a gran cantidad de recursos de
almacenamiento que require, por ejemplo, una resolucién de 256°
require 16Mbits, y esta es apenas una resoluclén aceptable. Su
cobertura geométrica le permite representar todas las formas
valldas pero cuando la formsa o el objeto no es coplanar, se plerde
resolucién.  Todas las aclénes haustivas no tlenen

ambiguedad y ademéis son tnicas ya que en un espacio fijo de
interés y resolucién, cada sélido tiene una representacién unica,
Los lenguajes para su descripcién se basan normalmente en la

traduccién de otro esq de repr tacion.
Esquemas de subdivision espacial

Estos esquemas realizan una subdivisién mas eficiente del espacio
adapténdose a la forma del objeto y aprovechando la coherencia
espacial. Este concepto de subdivisién usa la propledad
fundamental de que el numero de nodos necesarios para la



representacién de un objeto es proporcional al area de su
superficie(22], de esta forma, bajo una resolucién r se requiere
ar? elementos de almacenamiento, mientras que en la enumeraclioén
exhaustiva se requlere ar’ elementos.

Bajo estos esquemas encontramos las sigulentes representaclones:

"Octrees y Quadtrees”

Ambos son esquemas de representaclén, los primeros para objetos 3D
y los segundos su contraparte en 2D. Los "octrees" reallzan una
subdivisién recursiva del espacio de interés en ocho octantes,
representando a cada octante por la divisién de un arbol en ocho
nodos (fig 2.10). Es comin tener que realizar una transformacién
del obJeto a representar a un sistema de coordenadas adecuado para
los "octrees”, El primer nivel de los "octrees” envuelve a todo el
objeto, y de ahi, las subsecuentes divisiones se mantendran
adentro del primer nivel de “"octrees”. Cada nodo del "octree"
consiste de un cédigo de coloreado y ocho apuntadores hacia sus
hijos. El cédigo es un atributo de cada nodo. Si el cédigo es
negro, qulere decir que el espacic que representa esta
completamente ocupado por material y se tiene entonces una hoja
del arbol. S1 el cédigo es blanco, el espacio representado no
tiene material y nuevamente tenemos una hoja. S1 el cédigo es
gris, quiere decir que el espaclo que se representa esta
parcialmente ocupado por material y se procede a una subdlivisién
del espacio en ocho reglones.

Bajo este esquema, cada subdivisién requlere analizar el espaclo
de interés contra una primjtiva del sistema. La coleccién de
posibles primitivas depende de la factibilidad de crear un
algoritmo de clasificacion para cada una.

Los "octrees” y los "quadtrees" pueden implementarse tomando come
base informacién digital existente. Un modelador de “octrees” debe
comprender los sligulentes médulos para considerarse comspleto: el
generador del 4rbol; el médulo de operacién booleana entre
arboles, el cual realiza la generacién de un nuevo arbol bajo la



unién, diferencia, e Intersecclon de objetos; los operadores
geométricos que aplican transformaciones a la representaclién en
“octrees"; - los operadores de analisis y 1a generacién de
despllegue.

Con respecto al poder expresivo, los "octrees"” dependen de los
algoritmos de clasificacién para un conjunto de primitivas ademas
de que mantienen una aproximacién a la forma final, que puede ser
muy detallada pagando un alto costo en memoria de almacenamiento.
Con respecto a la validez, si no existen requerimientos especiales
de conectividad, todos los "octrees" son representaciones valldas
de algin sé6lido. Ahora bilén, hasta los limites de resolucién,
todos  los "octrees” definen un sélido sin ambiguedades. Su
lenguaje de descripcién es aplicable a 1o mencionado en la
enumeracién exhaustiva. Con respecto a - la facilidad de manejar
informacién mas concisa, los "octrees” no son tan grandes como la
enumeracién pero aun requieren una gran cantidad de memoria, que
para el disefio promedio de una pieza en ingenieria llega al orden
de {MB. Con respecto a su manejo en computadora y la aplicabilidad
de operadores, la wmayoria de las operaciones manejan su
complejidad en forma proporcional al recorrido de sus &rboles.

Subdivision espacial binarie

Esta representacién es aplicable a los conceptos de octrees con la
diferencia de que al momento de realizar la subdivisién de un nodo
gris, ésta se realiza en forma binaria sobre las direcciones
X,y,2. Esta divisién crea un pequefio ahorro en cuanto a espacio de
almacenamtento y sus ventajas se mencionan en los sigulentes
parrafos.

Subdivieion del especio linealizada

Se refiere a una alternativa a las estructuras de datos de los
octrees reemplazadas por estructuras de datos lineales que

peraiten al una repr tacién octree.



a) 'Octrees’ lineales

Si la numeracién de los octantes de un octree va del O al 7, estos
numeros pueden emplearse para construir una dlreccién de
trayectoria para cada nodo del octree excepto para la rafz(2.i).
Evidentemente, la direccién de trayectoria de un nodo octree de
nivel { se convierte en una secuencia de i digitos 0,...,7. Un
digito especial marca la cola de un numero que tiene menos digitos
que la maxima resolucién e Indica la existencia de una hoja.
Gargantini[23] basa su representacién en esta observacién creando
1istas como la sigulente: {03.1)(.51.53} que generan trayectorias
solamente a los nodos negros. El 03 indica que debe seguirse por
las ramas 0 y cuando no sea posible avanzar mas, debe tomarse el
nodo 3 y en el se tlene la informacién de un nodo negro. El caso
de 1X indica avance por la rama 1 y tomar ese nodo como negro.
Aqui la X indica una trayectoria con resolucién restringida. Otra
codificacién lineal compacta de un octree es la 1llamada
representacién DF que se basa en recorrer el arbol en preorden y
almacenar la informacién encontrada. Esta representacién emplea la
nomeclatura B,W,C para denotar nodo negro, blanco e (interno
respect ivamente. Como el alfabeto solo mantiene tres siabolos solo
se requieren dos bits para codificar cada nodo. Samet y
Tamminen(24] muestran algoritmos que manipulan este tipo de
representaciones para un caso bidimensional de una manera casl
directa,

b) 'Bintrees’

Subdivisién lineal binaria; en comparacién con. los ‘octrees’
lineales, su representacién es un poco mds compacta porque el
nimero de hojas es menor. Ademds, dos hojas, en el nivel mAs bajo
del 4rbol, pueden codificarse con un solo bit ya que solo existen
dos posibllidades, lo cual es un parsmetro que ha llevado a
trabajar sobre la representacién de arboles con un bit por nodo.
En el caso de 3D, Samet y Tamminen(25] denominan como bintree la

repr acién correspondiente y describen los algoritmos para la
evaluacién de expresiones booleanas.
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Descowposicién celular

Se basa en la representacién de objetos en entidades que pueden o
no ser cubos como se considera en los casos anterlores. Se
mantiene un conjunto de celdas bésicas y un operador de unién
entre ellas(rig 2.12). Cominmente, las celdas se contruyen como
una parametrizacién de las celdas bdsicas. lLas células pueden ser
cualquier entldad topolégicamente equivalente a una esfera. El
s6lido se forma por una coleccién de celulas semidisjuntas que se
tocan en su frontera pero que no mantienen puntos internos
comunes, Una celda tipica puede ser un poliedro curvo determinado
por 20 puntos (8 en las esquinas y 12 entre cada segmento de
1inea), de tal suerte que cada borde de una celda se representa
por una cuadrica y la superficle se transforma en una blcuadrica.
El poder expresivo de esta representacién es general; su valldez
es dificl) de determinar y se requiere la aplicaclén de algoritmos
de chequeo de 1interseccién para todo par de células; una
descomposicién vélida define completamente un sdlido pero la
descomposicién no es Gnlca para un sbélido determinado; los
lenguajes de representacién requieren conversién de otras
representaciones. ASM es un esquema que se adecia a la
representacién de células para una aplicacién directa de la
descomposicién que es el elemento finito, Este esquema se menclona
mis adelante.

2.3.3.2 Modelos constructivos

A diferencia de los modelos de descomposicién, que basan la
construccion de sélido en una operacién de unién o de agrupacién
de primitivos, los modelos de construccién integran un conjunto de
operadores mss completo asi como su combinacién.



Modelos de espacios sedios

Los modelos constructivos consideran a un sélido como un conjunto
de puntos en €. Su idea basica es iniciar a partir de un conjunto
lo suficientemente simple que mantengan una representacién directa
y modelar otros conjuntos como comblnaciones de los espaclos
simples. Los modelos de espacio medio aplican esta idea de manera
directa. Cada punto X se asocia a una funcién que informa st éste
es parte de un conjunto A& o no de la siguiente forma:

giX)=1 w X €k
g(X)=0 » X ¢ A,

S1 g(X) se representa en términos de una funclbﬁ analitica
f(x,y,2), entonces se habla de tomar subconjuntos del espaclio que
son de nuestro interés y que pueden ser evaluados directamente,
ademas que las funciones analiticas excluyen conjuntos con
patologias geométricas que se mencionaron en 2.3, Se dice que
todos los punto X=(x,y,z) tales que f(X)20 forman parte del
conjunto de puntos, mientras que f(X)<0 forman el complemento.
£(X)=0 divide al espaclo en dos subconjuntos, f(X)s0 y f(X)z0,
denominados espaclios medios -EM-. Los espacios wmedios permiten
modelar geometrias como las cukdricas, pero no poseen la capacidad
directa para representar las formas }ibres.

Los espacios mwedios forman las primitivas basicas de los wodelos
de espaclos medios. Como los espaclos medios son conjuntos de
puntos, los operadores booleanos son un medio adecuado y natural
para crear nuevas geometirias combinando las primitivas b&sicas. De
esta forsa, las operaciones de unién, representada por U, 1a
interseccién f} y la diferencia \ se emplean para definir un objeto
operando sobre espacios medios. Por ejemplo, la definicién de un
cilindro € de longitud & y de radio r es(fig 2.13):

M x2e ya- r’s0
H2: zz0

R3: z-hsO
C=MnhpnHa



De esta forma, el espacio de modelado M de un modelador por EM es
. la clase de combinacliones booleanas de los EM disponibles.
La representacién de los modelos de espaclios medios requiere de

dos elementos:

- La representacién propia de los espacio medios
- la representacién de combinaclones booleanas de los espaclos
nmedios

En el primer punto, se puede recurrir a una representaclén
explicita de los EM manteniendo un cédige y los parametros
correspondientes. Una alternativa a esto es mantener una
representacién de todos los espacics medios cuidricos mediante su
def'intcién

£(X) fix,y,2) Ix,y,zl{Asl{xy 2z 17 Yi,=1,.004,

donde la matriz de coeficientes Aij determina una cuadrica

especifica.

Con respecto al segundo punto, existe la posibilidad de
descomponer un s6lido en una suma de productos, de la misma forma
en que se representa un clrculto digital, Asi, un s6lido S puede
abstraerse como 1a unién de intersecciones entre espacios medlos:

s Up Huy.
1)
El poder expresivo de los modeladores por espacios medios estd
determinado por la seleccién de los espacios disponibles y la
generalidad de los operadores disponibles; su valldez queda
restringida a 1a posibllidad de determinar cuando un espacio es
cerrado y no contiene espacios infinitos; cualquler combinacién
valida de EM representa sin ambiguedad un sélido pero las
representaciones de un sélido no son inicas; los lenguajes de
descripcién pueden ser simples e inclulr descriptores gréficos
como interfaz al usuario; los modelos pueden ser relativamente
concisos, slendo en ocasiones que la descripcién de algun modelo
de Interés se logre con algunos cientos de espacios medios; las



operaciones booleanas sobre espacios medios definen espaclos
medlos, por lo cuml se mantiene una cerradura; flinalmente, 1la
naturaleza de los algoritmos que operan sobre EM requieren de la
aplicacién de algoritmos basados en SMCI26] o clasificacién de un
miembro sobre un conjunto.

Geometria Constructiva de S6lidos (CSG)

Este representacién de so6lidos, conocida como CSG, avanza con
respecto a los espacios medios por el hecho de presentarle al
usuario final primitivas que limitan un volumen en el espaclo. El
usuario de un modelador CSG opera sobre instancias parametrizadas
de primitivas s6lidas que se  combinan bajo operadores
booleanostrig 2.14). Cada primitiva s6lida esta definida por una
combinacién de espaclos medlos a los cuales el usuario no tlene un
acceso directo, por lo cual, el espacio de modelado M de un CSG es
el mismo que el de los espacios medlos excepto que solo pueden
inclulr conjuntos finitos de puntos. La forma mds natural de
representar un objeto bajo CSG es un &rtol binario definido de la
sigulente forma:

<Arbol CSG> ::= <primitiva> |
<Arbol CSG> <operador booleano> <Arbol CSG> |
<Arbol CSG> <transforsacion rigida>,
donde <primitiva> es una instancia de una primitiva sélida
representada por un identificador y una secuencla de parametros de
dimensién; <operador booleano> es alguno de los definidos
anteriormente; <transformacién rigida> es una traslacién o una
rotacién. De esta forma, un érbol mantiene en las hojas a las
primitivas, y en los nodos internos a los operadores y las
transformaclones rigidas, generando asi, una grafica aciclica
diriglda.
Cada primitiva define un conjunto limitado de puntos en e Yy el
conjunto de operadores no destruye esta propledad, por lo cual,
los modelos CSG siempre son conjuntos limitados; el dominio de un
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modelador CSG depende directamente de los espacios medlos con que
cuenta; su facilidad al usuario depende tamblén de la vartedad de
estos espaclos medlos.

Existen combinaciones de primitivos CSG que pueden generar obletos
inconsistentes(2.3), por lo cual debe asegurarse que e! modelador
cuente con los medios para mantener siempre r-sets(2.3). La misma
estructura de los Arboles CSG sugiere la aplicacién de algoritmos
divide-y-vence los cuales mantienen la idea basica de dividir el
problema de alguna manera en n partes, recursivamente resolver
para cada  parte y unir los resultados parciales,
Desafortunadamente esta vision tan simple tiene problemas cuando
los frboles no son balanceados, lo cual es comin bajo este esquema
de modelado cuando alguno de los objetos se obtiene con un nimero
distinto de operaciones boolemnas. BajJo la visién de
divide-y~venceras, el algoritmo SMC{26) es particularmente duti}.
El algoritmo SMC, trabaja sobre dos conjuntos: el conjunto
candidato C y el conjunto de referencia R. Se espera que el
algoritmo clasifique C contra R forsande tres conjuntos CenR,
CsobreR y Cfuera-deR representando dos espacios y su fronteratrig
2.18). La especificacién del significado y las representaclones de
los conjuntos involucrados definen un algoritmc SMC particular.
El resultado de Ia clasificacién puede emplearse, por elemplo, en
los algoritacs de operactién booleana de instanciss CSG.

El poder expresivo de los wmodeladores CSG estd relacionado
directamente con los espacios medios que se Incluyen; la validez
de los modelos estk garantizada mientras se lncluyan operadores
regulartzados; cada &rbol define sin sabiguedad un sélido, pero no
existe una representacién tGnica para cade sélido; los lenguajes de
definicién normalmente son textumles, aunque existen sistemas que
soportan una interfaz grafica indicando las primitivas graficas a
las cuales se tlene acceso; los #&rboles son relativamente
concisos; la cerradura est& garantizadas por los operadores
booleancs; su facilidad de coémputo ests basada en el balanceo de
los srboies y la wmpiicabllidad de los algoritmos de divide y
vencerss; su aplicabllidad es grande y mantienen una base tedrica



s6lida.

"Sweeping” o Barrido

La 1dea bésica de este esquesa es la sigulente: un conjunto de
puntos que se mueve en el espacio ‘barre’ un volumen,
representando asi un objeto en movimiento sobre una trayectorila.
Considere el conjunto A sobre un plano, y un vector b; entonces $
es ‘el s6lido barrido por A cuando éste se traslada, a lo largo de
la trayectoria b, descripcién que corresponde a una clasiflcacién
del ‘sweep’ denominada de traslaciénirig 2.18s). De manera similar
se define un 'sweep’' de rotacién como un conjunto A que rota sobre
un eje arbitrario de referencia(fig 2.180) y 1la combinacién de
ambos, el ‘sweep’ hibridotrig 2.18c). Estos esquemas no mantienen
ambiguedad pero no son unicos; su dominio esta limitado a objetos
que puedan ser representados por traslaclén o rotacién, y alguna
combinacién de ambas; 1a operacién sobre un conjunto puede
provocar fécilmente conjuntos que no son r-sets; su representacién
es natural para objetos s6lidos que presentan movimiento en el
espacio y de ahi su importancia en el contexto de manufactura
donde permiten invocar procesos para la remocién de material y el
estudlo de 1a interferencla dintmica; los lenguajes de
representacién incluyen subsistemas de creacién de perfiles
bidimensionales cerrados que representan al conjunto A, asi como
generadores de trayectorias tridimensionales.

2.3.3.3 Modelos de fronteras (B-rep)

En los modelos anteriores, un sélido se representa como un
conjunto de puntos enumerados o representados por entidades
finitas, alentras que, bajo el enfoque de fronteras, un sélido se
representa por la superficle que 1o limita, Estos modelos se basan
en la idea de superficlie orientada(2.3) representando a  los
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sélidos mediante la divisién de su superficie en un conjunto de
caras que mantienen una relacién conveniente. Comunmente, la
divisién se realiza de tal suerte que las caras resultantes
mantengan una representacién matematica compacta, por ejemplo, que
la cara sea una cuadrica, y ademAs, para que se asegure la
divisién, se mantienen condiciones topolégicas sobre la estructura
del objeto(2.3). Las fronteras de las caras se representan por
aristas cominmente en forma paramétrica. Los limites de un borde
forman los vértices del mismo. De esta forma, las caras, bordes,
vértices y la {informacién geométrica y topo]éﬁlcn que los

relaciona constituye la base de los modelos de fronteraifig 2.17).

Nodelos de frontera basados en poligonos

Un modelo de frontera que unicamente mane)a caras planas se
denomina modelo poligonal, mediante el cual puede definirse un
s6l1do por la coleccién de‘ caras agrupadas en términos de una
“tabla de identificadores de caras o una 1ista ligada de nodos de
cara.

Es posible eliminar la informacién de relacién explicita entre
caras y realizar una definicién por cara, lo cual provoca repetir
la Informacién de los vértices por cada ocasién que una cara asf
lo requiera.

Nodelos de frontera basados en vértices

Este modelo elimina la redundancia localizada en los vértices que
genera el modelo anterior manteniendo un identificador de vértice
y 1a coordenada asociada como entidades independientes. La
definicién de una cara mantiene una lista de identificadores de
vértices que siguen un orden consistente que sirve, por ejemplo,
para deterainar la parte interna o externa de una cara.

La organizaccién de la informacién para un cubo basado en esta
técnica es (rig 2.18)
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vértice coordenadas cara vértices

vl x1 y1 21 f1 vi ¥v2 v3 v4
v2 %2 y2 z2 f2 w8 v2 vl v§
v3 %3 y3 23 €3 v7 v3 v2 v8
ve x4 yd4 z4¢ f4 v8 vé v3 v?7
vs x8 y§ 28 f8 vE vi v4 vB
ve %8 y8 z8 fe v8 v7 v8 v§
v? x? y7 27

v8 x8 y8 20

Modelos de frontera basados en aristas

Estos modelos representan la frontera de una cara en término de
una secuencia cerrada o circuito de aristas. Los vértices de las
caras se representan unicamente a través de las aristas. Las
aristas mantienen una orientacién consistente considerando que su
definicién va, por ejemplo, en sentido positivo del vértice vi al
vértice v2, lo cual genera la definicién de orientacién de una
cara  implicitamente. Debe observarse que cada arista ocurre
exactamente dos veces, una por cada cara en la cual esta presente.
La estructura para un cubo es:

borde vértices vértice coordenadas cara bordes

[} vl v2 vl x1 yl 31 f1 ol ¢2 o3 ot
02 v2 v3 v2 x2 y2 22 f2 o8 0 o1 S
[k} vl vi v3 %3 yd =3 £3 010 ¢7 o2 o8
(1] ve vi vé x4 yd 34 e oil o8 03 o7
(1] vy v8 v8 xS y8 z8 (4.} 012 o8 od o0
(1] v2 v8 v8 x8 y8 z8 (1] o12 ell @10 @8
o7 v3 v7 v? %7 y7 %7

1} v4 va v8 x8 y® z8

[ 2] vs ve

o10 v8 v7

(23} v? v8

ei2 v8 v8

Estructura de datos de arista salteada (’'winged-edge’)

Esta estructura de datos proporciona informacién explicita entre



las caras de un objeto, asoctando las ul-istas con los
identificadores de las caras a las que pertenecen, Bajo esta
estructura, una arista aparece exactamente dos veces, una por cada
cara a la que estd asoclada y aparece una ocasién definida en
sentido positivo y otra en sentldo negativo de orientacién., Esta
estructura de datos toma ventaja de esta relacién estructural,
asociando los identificadores de las dos siguientes aristas con un
nodo de arista. Por convencién, estos datos se denotan por ncw y
ncew debido a siguiente en el sentido de las manecillas del reloj,
(' next-clockwise' ) y sigulente en el sentido contrario a las
manecillas del reloj, ('next-counterclockwise'), slendo en
particular que ncw identifica la sigulente arista en la cara donde
la ‘arista ocurre en su orientacién positiva y nccw la siguiente
arista en la otra cara. En virtud a esta representaclén, las caras
necesitan solamente inclulr el Identificador de una arista
arbitraria y un bit que indique su orientacién. En una variacién
mis general de esta estructura, los nodos también incluyen los
identificadores fcw y fccw de sus caras vecinas y, analogamente a
ncw y ncew, los identificadores pcv y pccw de las aristas previas
en esta caras (fig 2.19).

El cubo bajo esta estructura se representa como sigue

arista viniclo vfin few feew now pew ncew peew

o1 vi v2 f1r2 2 e& oS o8
.2 v2 v3 f1 3 el o8 o7
o3 v3 v 1 f4 ot o2 o7 (1]
1} vé vi f1 f8 o1 o3 o8 (1]
o8 vi v8 f2 f8 o0 o1 od e12
(1] v2 v8 ) 2 e10 ¢2 o1 (1]
.7 v v7 f¢ €3 o11 ¢3 o2 .10
(1] v ve s re 12 et o3 [2%)
(1] v8 va f2 reo e8 o8 12 10
e10 v8 v7 f3 feo o7 o8 o9 (22}
el v7? va 4 ro 8 o7 010 12
.12 ve vB. fB (8 5 e8 el1 a9



vértice primer-arista coordenadas cara primer-arista

vi el x1 yl 21 f1 (3}
ve 02 x2 y2 22 (%3 o8
v3 el x3 y3 23 (3] 1]
vé L1} x4 y4 zd (K] e?
v e8 x5 yS 285 fs e12
ve 010 x8 y8 28 f8 o8
v7 ell xT y?7 27

ve el2 x8 y8 28

Las estructuras de datos descritas anterlormente asumen que cada
cara estd simplemente conectada, esto es, que solamente se
mantiene una frontera. S1 tenemos objetos que mantienen mas de una
frontera, existe la alternativa de generar las estructuras
anteriores pero con la asignacién de una arista puente que une
fronteras separadas y que debe marcarse de alguna forma para no
ser. incluida en los algoritmos de despliegue, por ejemplo. Sin
embargo, en la estructura de arista-salteada, estos bordes
auxiliares se identifican facilmente comparando fcw y fccw ya que
ocurren dos veces en la misma cara. Un modelo de frontera se
considera valido si éste define la frontera de un obJeto sélido
razonable que debe seguir las propiedades menclionadas en (2.3),
esto es: el conjunto de caras forma una piel que enclierra un
volumen; las caras no se intersecan excepto en vértices comines o
en los bordes; los limites de las caras son poligonos que no se
intersecan asi mismos.

La primera condicién se relaciona con la integridad topolégica del
modelo, la cual puede ser revisada por medios estructurales, por
ejemplo, el hecho de que un borde debe ocurrir dos veces en la
estructura, lo cual se cusple automhticamente con la estructura
arista-salteada. Esta estructura tamblién obliga a que las caras
cumplan con la regla de Moebius(2.3), manteniendo una definlcién
consistente en la orientacién de las mismas. Sin embargo, la
integridad geométrica de las ultimas dos condiclones no se puede
revisar directamente por medlos estructurales y es necesario la
asignaciéon de algoritmos de chequeo a la informaclén geométrica
asignada a la topologia del modelo o dejar que el usuario se
responsabllice de la vAlldez geométrica del modelo.



lLas definiclones anteriores muestran que una de las desventajas
del modelado de fronteras es su descripcién, que en ocasjones
llega a ser extremadamente compleja para un disefiador. Para
resolver este problema, es convenliente proporclionar mecanismos de
entrada que faciliten el disefio, por ejemplo, lenguajes basados en
representaciones CSG, y posteriormente realizar la generacién del
modelo a partir de estas definliciones.

Una ventaja directa de los modelos de frontera es la definicién
explicita del wodelo, comparada con otros esquemas de
representacién, debido s que proporciona un acceso mucho mas
directo a la informcién de caras, aristas y vértices, lo cual, en
ambientes CSG, por ejemplo, requiere de una evaluacién.

El poder expresivo de los esquemas B-rep depende de la seleccién
de superficles que se mantengan, y no tienen que limitarse
unicamente a espacios medlos; la validez es dificil de determinar
como se mencioné anteriormente, esto es, la integridad topolégica
que se tlene resuelta en un alto porcentaje, pero la integridad
geométrica requiere de algoritmos de chequeo mas Intensos; los
modelos vAlidos no permiten ambiguedad de s6lidos pero no son
unicos; los lenguajes de descripcién deben basarse en métodos de
descripcién alternativos; los modelos de obJjetos pueden ser amuy
grandes, especialmente cuando las fronteras son curvas y deben
representarse sediante poliedros; 1la cerradura bajo operadores
booleanos puede evaluarse mediante férmulas de Euler; los modelos
B-rep son utlles para la representacién grafica de la informacién,
no as{ los algoritmos de andlisis.

2.3.3.4 Nodeladores Hibridos

De los modeladores mencionados anteriormente, ninguno tiene todas
las ventajas sobre los demés. Los modeladores por descomposicién
son los mds simples y adecuados para algoritmos numéricos pero



requieren grandes volumenes de informacién, y la definlcién de un
objeto es extremadamente compleja exceptuando el caso cuando se
tiene la informacién ya digitalizada; los modelos constructives
son mds concisos, pero los algoritmos de despliegue o de andlisis
son los mis lentos, por lo cual se emplean métodos de traducclén a
otros esquemas; los B-rep son Gtiles para una representacién
grafica y en particular la representacién poligonal es adecuada
para algoritmos de analisis si el numero de poligonos es
aceptable, pero su definicién se torna extremadamente laboriosa y
en ocaslones diffcil, por lo cual se requiere de técnicas
alternativas para su descripcién.

Asi{ se observa que el disefio de un ambiente hibrido tiene la
posibilidad de generar un esquema superior a cualquier
aproximacién que trabaje sola. Un modelador hibrido es capaz de
soportar varlas representaciones coexistentes de s6lidos y tomar
los elementos més adecuados de cada una de ellas para las diversas
tareas de modelado, lo cual debe {implicar la exlstencla.de
algoritmos de conversién entre cada esquema de modelado.

Este fenémeno sucede de manera indirecta durante la elaboracién de
un modelador geométrico, ya sea en las estructuras de datos, en
los algoritmos de anaAllsis, de realismo o de combinacién de
entidades y resulta claro que ésta es una tendencia en la
* modelacion geométrica,
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ESQUENAS DE REPRESENTACION PARA SUPERFICIES DE FORMA LIBRE

En el capitulo II, se menciona el hecho de modelar sélidos ya
sea a través de representaciones que enumeran conjuntos de puntos
en E° o mediante la identificacién de tales espacios por un
conJunto de superficles poligonales que los limiten.

Tales esquemas s6lo consideran la modelacién de obJetos donde las
superficles que representan a las fronteras mantienen una
descripcién bien conocida -cusdricas-, pero dejan entrever la
posibilidad de modelar formas irregulares(2,2) que representen la
superficie del objJeto, incrementando asi, la cobertura geométrica
del modelador.

Desafortunadamente, el tratamiento de una cuddrica no se aplica
eficientemente a una forma libre, pero si existe el proceso
contrario(14](15](16). Existe la posibilidad de aproximar formas
libres mediante poligonos planos, pero las técnicas poligonales
_generalmente crean imégenes que pueden objetarse a simple vista,
aun cuando se apliquen algoritmos de luminicencia completos,
ademas de que los modelos poligonales requieren de una gran
cantidad de {nformacién para su almacenamiento y su resolucién
puede ser limitada, situacién que no sucede con las técnicas de
modelado de superficies 1libres donde el almacenamiento de la
superficle es mucho menor y se puede computar la superficle al
grado de resolucién deseada en funcién de la situacién particular,
Las representaciones que se consideran estd&n basadas en el
concepto de parametrizacién y descomposicién por segmentos cuyas
ventajas se indican en (2.2).

En los esquemas de representacién, se considera que un segmento de
superficie o curva Q se construye en base a un vector de datos
conocidos llamado P, slendo en ocaslones que P y 0 solo coincidan
en algunos datos s! ambos representan informaclén vectorialirig

3.1).
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3.1 Superficies Bilineales

Este es quiza el caso mis simple de superficies.. Lo que se desea
es construir una funcién bivariada o superficie bilineal Q(u,w),
donde los parAmetros u,v varian en el rango de [o,1],
proporcionando asi el punto de coordenadas
[Qux(u,w),Qy(u,w),Qz{u,w)] para el caso 3D,

Dado el conjunto de vectores de posicién P={Poo Por Pio Pu1} en
las esquinas que limitan a la superficie deseada Q, la sigulente
expresion genera la Interpolacién lineal:

Q(u, w)=Poo( 1-u) (1-w) +Po1( 1-u)w+Piou( 1-w)+P11uw,
que corresponde a:
Q(u,w)={(1-u) u} [ Poo Po1 1-w
Pio P11 ] .

Debe observarse que Q en los extremos de la parametrizacién es
exactamente figual a P en los puntos conocidos, esto ‘es,
Poo=Q(0,0), Po1=Q(0,1), P10=Q(1,0) y P11=Q(1,1)(rig 3.2).

Esta expresién se extiende a tres dimensiones, bajo la sigulente

repr tacién ta:

P

Q(x(u,w) y(u,w) z(u,w))= UP ,

donde Q es el vector de posicién de la superficle, P es la matriz
de vectores de posicién de las esquinas conocidas y U esta dada
por: .

Us[{1-u) (1-u)w u(l-w) uwl.

3.2 Superficies regladas

Una superficle reglada[15] se genera por una familia de lineas
rectas y se expresa en foraa general por:

Q(u,w) = ro(u)swn(u) ,
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donde rO{u} es un punto dado sobre la linea cuyo paradmetro es uy
n(u) es su vector de direccién. E! parémetro w proporciona la
distancia de r0(u) hasta el punto r(u,w).

Otra alternativa para obtener una superficie reglada asume la
existencia de dos curvas Pw y Put que se mantlenen en los lados
opuestos del plano u,w parametrizado. De esta forma, la superficie
Q(u, w) esta dada por:

Q(u, w)=Puwo(1-w}+Puiw ,

Es posible realizar la generacién de la superficie complementaria
sl se agregan las dos fronteras Pow ¥y Pix bajo la interpolacién
expresada por

Q(u, w)=Powu(1-u)+P1wu

Debe observarse que nuevamente Q y P son lguales en los puntos
extremos de la representacién paramétrica, pero se presenta la
ventaja de permitir la definlcién de fronteras curvas, con lo cual
se incrementa la cobertura geométrica de esta clase de generadores
de superficlestfig 3.3}, Ahora bien, aunque es posible definir las
cuatro fronteras de una superficle, la interpolacién resultante no
es la suma de ambas interpolaciones.

3.3 Superficies lineales de Coons

Sean Pwo, Put, Pow, Piv las cuatro curvas que limitan a una
superficle. Si se desea obtener una expresién que las interpole,
no es suficiente con aplicar la suma de dos superficles regladas,
cuya expresién esta dada por :

Q(u, »)=Puo( 1=u) +Putw+Pow(1-u) +P1vu ,

la cual, valuada en posiciones conocidas genera las siguientes
expresiones :

Q(0, v)=Poo( 1-w) +Po1w+Pox
Q(0,0)=2Poo0 ,
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las cuales no cumplen con la condicién de que P y Q deben ser
iguales en los puntos extremos de parametrizacién. Esta situacién
se corrige eliminando la contribucién extra que se genera por los
puntos extremos(17], obteniendose :

Q(u, w)=Puo{ 1-w)+Putw¢Pou(1-u) +Pteu-
Poo(1-u){1-w)-Po1(1-u)w-
Piou(1-w)-P1iuw .

revisando en los extremos se verifica que

Q(u,0)=Pw
Q(u, 1)=Pus
Q(0, w)=Pow
Q(1,w)=P1w ,

lo que implica una correcta interpolacién de las fronteras del
segmento de superficie.

Esta superficie es el caso mis simple de las superficles de Coons.
Las funciones u, (1-u), (i-w), v se denominan funciones de
suavizacién porque su efecto es suavizar, de manera conjunta, las
cuatro curvas de frontera que se mantienen separadas para generar
una sola superficie(rig 3.4).

3.4 Superficie generalizads de Coons

Si en las superficies lineales de Coons se reemplaza el conjunto
de funciones de suavizacién {(1-u),u,(1-w),w} por el conjunto de
funciones {m.o(u).so.uu).ao,O(u),so.uu)} respect ivamente donde
£0,0(0)=1, pB0,0(1)=0, £0,1(0)=0, BO,1(1)=1 , se genera la nmisma
superficie interpolada para las cuatro curvas en la frontera.

Asi, las funciones del tipo 8r,1{u), cumplen la funciétn de
suavizar las condiciones de fronters para formar la superficie. En
ellas, la r indica que la funcién de suavizacion esta influenciada
por una funcién univariada que representa alguna condicién de
derivada en las fronteras de orden r. Asi, la derivada cero,
interpretada como continuidad de posicién, se especifica por r=0,
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. 3.4 SUPERFICIE LINEALIZADA DE COONS. EN ESTE CASO
UNA INTERPOLACION ENTRE CUATRO CURVAS FRONTERA

/' M)

Wei

W=0
U=0 Usy

Fig. 3.5 [INFLUENCIA DE LA PUNCION DE SUAVIZACION BO1(W)
SOBRE EL CUADRO NORMALIZADO UW. ESTA FUNCION SUAVIZA LA
CURVA W=1=P(U,1)

e

. 3.6 SUPERFICIE GENERALIZADA
DE COONS. L0S DISCONTINUIDADES
SON LAS DERIVADAS PARCIALES HACLA
~  AMBOS LADOS EN LAS ESQUINAS. LOS
VECTORES CONTINUOS SON LAS
PRIMERAS DERIVADAS EN lAS
ESQUINAS




r=1 para tangentes, y r=2 para curvatura, etc.

El indice 1 indica la posicién, sobre el cuadrado unitario uw, de
la funcién que es influenciada por la funcién de suavizaclén
Br.i(u). En general, se considera u=ui. De esta forma, 80,1(v) es
la funcién de suavizacién que influye la curva Put (fig 2.8).
Cuando se especifica un segmento de superficle solamente por sus
limites, las funclones de suavizaclén deben satisfacer la
condicién B0,1(J)=81) , donde 815 es la delta de Kronecker que
satisface lo sigulente :

81y = 1 81 1=y

31) = 0 51 1wy ,
Es posible elegir dentro de un rango muy amplio de funclones
Bi,3(u) que satisfagan las condicliones anterlores, aunque
normalmente las funclones elegidas son funciones continuas, por
eJenplo, ﬁ0.0(u)-cosa(l/z) u m.l(u)-senz(llz) u.
S1 sustitulmos las funciones generalizadas de suavizacién dentro
de la representacién de superficies lineales de Coons, se obtlene
la siguiente expresién :

1 1 1 1
Q(u,v)sL Piv 80,1(u)+L Puy 80, 3(v)-f T P1y B0, 1(u)go0, 3(v) ,
I=0 J=0 10 )Je0
que representa una superficle mis sofisticada pero que solo
mantiene continuidad de posicién entre segmentos de superficle,
indicado por el parametro rso.

Las superficies de Coons pueden construirse para satisfacer
condiciones en la frontera de mayor orden (r>0), Supongase que se
desea satisfacer derivadas de orden mt en u=us y orden nj en v=vi,
Los datos que definen la superficle serén las siguientes funciones
de frontera :

P%%U,v) Osrsm,

P""(u,J) Osesn,
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y las correspondientes funciones de suavizacién seran

Br,1(u) y Ba,ylv)

las cuales mantienen las propledades :

B?.l(uk)-apr 3k para Ospsm ,

BE.J(nk)-ap. ® &k para  Os p sy,
que finalmente permiten mostrar la ecuacién de la superficie como:

1 n ° 1 n
Qu,v)=E TP, v)Br 1 (usl T PO %(u, 1)Be, (V) -
t=0 r=0 J=0 e=0

11 oaom
T L L LP%r,08ra(u)Be,s(v) ,

1=0 =0 r=0 o=0

que representa la forma mss general de la superficle de Coons (fig
3.0). Manejando resticclones en esta formulacién es posible llegar
a las expresiones vistas en pérrafos anteriores, por ejemplo,
revisar la expresioén de la superficie bicubica.

3.5 Superficies bicubicas

Una de las descripclones més utiles de un segmento de superficie
utiliza representaciones paramétricas cubicas para los bordes Pw,
Put, Pow y Piv, asi como para las funciones de suavizacion.

El polinomlo cibico paramétrizade de una curva se representa por
la expresién :

P(t)=B1+Bat +Bat 2+Bat® (3.5.1),

donde el rango de la parametrizacién normalmente se expresa de O a
1 y P{t) representa la posiclén vectorial de la curva para un
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valor de‘l especifico del parssetro t. Para generar la superficie,
el pardémetro toma el valor u para un par de bordes y w para el
otro par. Es claro que la solucién de P(t) requiere la obtencién
de los coeficientes Bi, los cuales ge obtienen aprovechando las
condiclones en las fronteras asi como la primera derivada de P(t)
Ia cual es5 :

P’ (t)sBz2e2Bat +3Bat? |
Evaluando en las fronteras se obtiene :

P(0)=Bg
P(1)=B1+Ba+Ba+Bse
P'(0)=Bz

P’ (1)=B2+2Ba+3Bs ,

que puede representarse matricialmente como :
P=MB,

donde M es la matriz de coeficientes asociados a las B's y B es Ia
matriz de B's, de donde :

BaM'p |

Sustituyendo B en (3.5.1) se tiene la expresion

P(u)=F1{u)P(0)+Fa(u)P(1)+Fa(u)P’ (0)+Fa{u)P’ (1) (3.5.2),
donde

{Fi(t) Falt) Fa(t) Fut)l = t® 3¢ 11 [ 2 ~2 1 1

-3 3-2-1
0 ¢ 10
i ¢ 00}.

De esa forma, las funclones Fi(t) se consideran funciones Je
suavizacién que actian sobre la informaclén vectorial P(0) P(1)
P'(0) P'(1) y en conjunto con ésta, generan una curva continua,

En el caso de un segmento bicibico, se genera una superficle que
satisfaga condiciones, prisero para las fronteras donde u=0 y us=i,



valor del especifico del pardsetro t. Para generar la superficle,
el parfmetro tosa el valor u para un par de bordes y w para el
otro par. Es claro que la solucién de P(t) requiere la obtencién
de los coeficientes Bi, los cuales se obtienen aprovechando las
condiciones en las fronteras ssi como la prisera derivada de P(t)
la cual es :

P’ (t)=B2+2Bat+3Bat? |
Evaluando en las fronteras se obtlene :

P{0)=B1
P(1)=B1+B2+Ba+Bs
P’ (0)=B2

P’ (1)=B2+42B3+3B4¢ ,

que puede representarse matriclalmente como :
P=MB,

donde M es la matriz de coeficlientes asoclados a las B's y B es la
matriz de B's, de donde :

BaM'p .

Sustituyendo B en (3.5.1) se tlene la expresién

P(u)=F1 (u)P(0)+F2(u)P(1)+Fa(u)P’ (0}+Fa(u)IP' (1) (3.5.2),
donde
{Fi(t) Fa(t) Falt) Falt)l = (¢ ¢2¢ [ 2 -2 11
-3 3-2-1
0 010
1 000].

De esa forma, las funciones Fi(t) se consideran funciones de
suavizacién que actuan sobre la informacién vectorial P(0) P(1)
P’ (0) P'(1) y en conjunto con ésta, generan una curva continua.

En ¢l caso de un segmento bicubico, se genera una superficie que
satisfaga condiciones, primero para las fronteras donde u=0 y usi,
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'y posterlormente en las fronteras w=0 y w=i, para finalmente
realizar una comblnacién de ambas agregando o eliminando la
informacion necesaria final para cumplir con la condiclon Q=P
(3.1).

Se requiere la sigulente notacién para continuar:

P*(u) = 8°P(u)/a*u ,
P(ul) = 8"P(u)/3™u para u=ui ,

de manera similar :

P*'®(u, wi= 8**° P(u,w)/8u*8W" para usui y wew ,

Las superficies regladas que satisfacen las condiciones de
frontera a lo largo de u y w son :

o S O 2_, 9
Q(u, W ;iob")“ 3u 023 )OP(llv&(Su 2u” )¢

(0, w) (u-2u®+su?)ep" °(1,w) (-ufed®)

y

QUu, ww=P(u,0) (1-3u?+2
LY H

3Py 1) (w?-2)e
u,0) (w-2w

®)
)P Olw, 1) (-wEe)

respectivamente.

Como en el caso de la superficie bilineal, una combinacién simple
de las dos superficlies anterlores no cu-pie con la condicién Q=P,
lo cual se corrige por el decremento en la aportacién de
componentes en los extremos de las superficies, esto es, las
esquinas de la superficie se Incluirian dos veces con una simple
suma de los resultados lo cual produce una doble inclusién de la
informacion de los vectores tangentes y los términos de derivada
cruzada (vectores de giro).

Restando estas aportaciones a Qfu,w)u+Q(u,v)w se obtlene la
representacién final de un segmento de superficie bicublca :
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3.7a INFORMACION VEC'I'ORIAL DE UN SEGMENTO BICUBICO
CORR!‘.SPONDI!NT! A LA MATRIZ

@
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Qtu,w)=lFi(w)]  [P(0,0)  P(0,1) PO(0,0) PZ:(O.I) Fi(w)
=100 [P{L,O) P(1.1)  PPN(L,0) PRI, 1) [Fa(w)
Plo(0.0) Pm(O.l) P“(0.0) Pn(o.l) Fa(w)

P 7(1,0) P 7(1,1) PP(1,0) P (1,1)] [Fe(w)] ,

que es equivalente a la sigulente representacion matriclal :

Qlu,wi=lu® Cu 1l Mp N vV Vv T,

donde M se define en (3.5) y P la matriz de P'’(u,w) y P(u,w).
Asf, Q(u,w) queda definido por las funciones de suavizacién Fi(u),
cuatro fronteras cuibicas, cuatro vectores que definen las esquinas
del segmento, ocho vectores tangentes distribuldos en las esquinas
Yy cuatro vectores de giro también en las esquinas.

La Informacién en las esquinas del segmento Q(u,v) se visualiza en
forma natural bajo la sigulente notacién :

Coordenadas de las vectores tangentes a w
P= Esquinas

vectores tangentes a u vectores de giro '

de tal forma que P controla la forma del segmento de superficle
(fig 3.7a) (fig 3.7b).

El segmento blcibico, aunque es altamente util, presenta la
desventaja de tener que proporcionar directamente el contenido de
la matriz P, cuyos valores pueden diferir en diversos ordenes de
magnitud y en donde la combinacién adecuada de estos, para obtener
un resultado deseado, resulta ser una operacién en extremo
laboriosa, situacién que, dentro de un ambiente de CAD, no es
posible aceptar,

3.6 Segmentos de Ferguson o de Hermite

Estos segmentos son una simplificacién a los segmentos bicublcos
considerando los vectores de giro igual a cero. Solamente es
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posible mantener continuidad de primer orden en las fronteras de
un segmento de esta naturaleza, debido a que la superficle esta
restringida a dejar en cero las derivadas cruzadas de las
esquinas, lo cual genera superficies con menor suavidad para
algunas aplicaciones(6].

En el caso bidimensional, un segmento de curve puede desarrollarse
de la siguiente forma{7], basandose en el mismo desarrollo de
(3.5) bajo una curva parasétrica cubica :

r(t) = ao +att+azt®oant? oSt sy (3.6.1),

que evaluada en los extremos del parédmsetro t proporciona. las
sigulentes relaciones :

r(0) = a0

r(1) = a0 + a1 ¢ a2 + a3

PE(O) = a1 (3.8.2)
r (1) = as + 222 + 33 ,

de las cuales se observa, que de los manejadores (los factores de
los cuales depende directamente la forma resultante), solasente ao
y a1 tienen una significancla geométrica obvia y no seria
razonable solicitar a un disefiador que determinase la forma de una
curva manipulando a2 y a3, puesto que su efecto no es
intultivamente predecible.

S1 se conoce la inforsacién de posiclén y primera derivada en los
extremos del segmento, ésta se puede emplear para encontrar el
valor de los coeficlentes de r(t) colocando las sigulentes

restricciones :

r(0) = p(0)

r{1) = p(1)

f(o) - pf(o) (2.6.3)

r (1) =p (1),

donde los p(J) y p!(J) son los vectores de posicién y la primera
derivada, respectivamente, en los extremos del segmento.
Resolviendo (3.6.2) con las expresiones definidas bajo (3.6.3) y
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sustituyendo ‘en (3.6.1) se obtiene la expresién :

r(t) = p(0){1-3t22t210p(1) 13t %26 14p (0 [t -2t %4t 2 Jap (1) (-t %7,
para ostsy

que equivale a (3.5.2).

Un problema que se presenta con este tipo de formulacién es que,
mientras la significancia geométrica de la direccién de p‘(O) y
p'(l) es obvia, no lo es as{ el significado de su magnitud, la
cual se asocia con el control de la plenftud de la curva. St la
magnitud de ambos vectores se incr ta simulth e, la
longitud de arco de la curva entre los puntos fiJos se incrementa

y el segmento de curva se arquea hacia afuers de la longitud de la
cuerda. De hecho, si Ia magnitud es suficientemente grande, se
formard un circuito en la intersecclén de las rectas definlda por
los vectores extremos (fig 23.8). Algunos sistemas de disefio
restringen al usuario a valores limites de la magnitud para no
causar anomalias en el disefio{27]. S1 el incremento en la magnitud
de los vectores tangente se realiza diferencialmente (uno crece
distinto del otro), la curva tender& a panderase siguiendo la
direccién del vector de mayor magnitud. Una ventaja de este
sistema es que el numero de grados de libertad para diseflar un
segmento en el caso bidimensional es de dos (la magnitud en cada
extremo del segmento) una vez que la posicién y la direccién de un
segaento ha sido determlnado.

En el caso tridimensional, un segmento de Ferguson se define por
la sigulente expresion :

rluw) = Lu T FQF (1w )T osuwst

donde
1 000
F=10 01t 0
-3 3-2-
2-2 11

¥ Qes igual a la matriz P definlda para la superficle blctbica en .
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Fig. SUPERFICIE Y.CURVA DE BEZIER
OBSERVE EL POLIGONO DE CONTROL
EN CADA CASO. LA CONTINUIDAD EN
LA SUPERFICIE SE LOGRA CON ARRE-
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Fig. 3.10 FUNCIONES BASE DE BERNSTEIN UTILIZADAS EN BEZIER
PARA CINCO VERTICES DE CONTROL
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Fig. 3.11 COMPONENTES DE UNA CURVA SPLINE
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en (3.5). En la formulacldn original de Ferguson, los vectores de
giro se consideran nulos, lo que fisicamente generé regiones
planas cerca de las esquinas de los segmentos de superficle.

Los vectores de giro solamente afectan la parte interior de ia
superficle(7].

3.7 Segmentos de Bezier

En los formulaciones anterlores para el disefio de segmentos de
curva y superficie, el disefindor especifica informacién vectorlal
explicita, lo cual, en ocasiones puede resultar extremadamente
dificil, mas aun, cuando no se tiene una experiencia en el #rea.
Es asi que el uso de los manej)adores(3.6) requiere dedicaclén con
objeto de formarse una ldea sobre su significado fisico.

Bezier, nombre que refiere a su autor, soluciona algunas de estas
situaciones y puede expresarse en funcién de los elementos de un
segmento bicibico(3.5) convinlendo su anallsis primero, sobre
segmentos de curva ¥y posterlorsente su representaclén
tridimensional.

Las primeras ideas que deben wencionarse sobre Bezler, se
refieren, primero, a que no es una técnica de interpolacién (no
toca a todos los vertices que definen la forma) sino de ajuste,
esto es, toma como bagse uns serie de vértices, de los cuales solo
toca al primerc y al Gltimo y aproxima a los demas; permite una
relacién mas cercana entre la entrada de informacién (vértices de
control) y la salida (la curva) y, finalmente, su base matemhtica
es pollinomlal (rig 3.0).

Su base, los polindmlos de Bernstein, esth dada por la siguente
expresion :

Wty = ('™, 3.7.1)

donde
(7) = np/tbin=tiy



en la cual, n es el grado del polinomio e i1 es el vértice
particular sobre el cual se indexa (de 0 a n). En general, un
polinomio de grado n se especifica por net vértices de control.

Los puntos de la curva se encuentran evaluando la expresioén :

n
P(t)= L PiJn,1(t) osts , (3.7.2)
1=0

donde P1 especifica los vertices de control.
Observe que :
Jn,0(0)=Jn,n(1)a1 ,

lo que permite que P(0)=Po y P(1)=Pn, tamblén que el maximo valor
de la funcién se da en t=1/n,

La r-ésima derivada en los extremos de esta formulacién estd dada

por lo sigulente :

r
F'(0)= [nt/tn-r)t) £ -0 o,
1=0

r
P'(1)= [nt/(n=r)t] E(-1)' (DIPn-1
120

. asi, la primera derivada en los puntos extremos estA dada por
P'(0) = n(P1 - Po} , (3.7.3)

P'(1) = n(Pn - Pn-1) , (3.7.4)

lo cual dice que el vector tangente al inicio y al final de la
curva sigue la direccién de los segmentos inicial y final del
poligono de control, por lo cual, la curva es tangente a estos

segeentos.

La segunda derivada, evaluada en los extremos, esta dada por :
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P''(0) = n(n~1)(Po-2P1+P2) (3.7.8) ,

P''(1) = n(n-1)(Pn =-2Pn-1¢Pn-2) (3.7.6) ,
Esta formulacién indica que la segunda derivada en los puntos
inicial y final depende de los dos segmentos ma&s cercanos para
cada caso, o de los tres vértices m&s cercanos. En general, las
r-ésimas derivadas en los extremos dependen del punto extremo

correspondliente y los r vértices vecinos.
Condiciones de continuidad

Sean P y Q dos segmentos Bezler, donde el primeroc estA formado de
P1 vértices y es de grado n, y el segundo se forma por Qi vértices
y es de grado ». La continuidad de primera derivada en el vértice
de unién se obtiene cuando

P’ (1) = aQ'(0) (3.7.7),

donde a es un escalar. Usando (3.7.3) y (3.7.4) en (3.7.7) se
genera :
Q-Qo = (Z) (Pn-Pn-1) (3.7.8)

Como Qo debe ser igual a Pn, el final de un segmento es igual a la
pendiente de iniclo del sigulente segmento cuando los vértices Qi,
Pn y Pn-1 son collineales. Para un caso particular de dos segmentos
de Bezler cibicos, (n=m=3), donde el vector tangente es lgual en
magnitud y direcclén en la unién de los segmentos, se tiene que la
ecuacién (3.7.8) es la sigulente :

Qi-Qo = Pa-P2 = Q1-P3 (3.7.9),

asi,
Q1+P2 = 2Pa (3.7.10),

lo que implica que P3 es el punto medio del segmento P2Qi. Debe
observarse que para mantener continuidad de primera derivada, solo
es necesario que P3 esté sobre el segmento P2Qi. Para las mismas
curvas Q y P anteriores, la continuidad de segunda derivada esta
dada por :
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a{m-1) (Qo-2Q1+Q2) = n(n-1)(Pn-2-2Pn-14Pn) (3.7.11).

Representacion Tridimensional

Esta mantiene los mismos principlos del caso bidimensional, pero
ahora generando la superficie sobre una malla de control, que para
el caso blcibico es de 4x4 bajo la sigulente representacién :

Plu,v) = [(1=u") 301-wu 301-u® 1 (B8] [ (1=v)® ] (3.7.12),
3(1-v) ¥
Ssl—v)v
v

donde B = | Bit Bi2 B13 B

B21 B2z B23 Ba

Bat B2 B3a B

Bes Be2 Bad Bae
El tensor B define los vértices de control del poligono de control
y, de manera similar al caso bldimensional, solamente las esquinas
(B11,B14,B41,Bss) forman parte de 1a superficie generada. E
vector tangente queda definido por los vértices externos, y asi,
por ejemplo, Bit y Bi2 definen la pendiente de ls curva v=0, la
cual parte de Bii. Los vértices internos m la malla de control
definen el giro de la superficle en las esquinas {los vectores de
giro son funciones de los vértices internos(15) para el caso de
Bezler), lo que permite generar funciones mis suaves en las
esquinas y eliminar los problemas generados por la formulacion de
Ferguson al considerar los vectores de giro igual a 0.
Bezler puede representarse en forma de producto cartesiano de la
sigulente foras :

n L ]
Q(u,v) = T T Bieg,go1 JIn,i(u) Ka,s(v) (3.7.13),

130 J=0
" donde In(u) = (u' (-0 (3.7.14)
y Ka j(v) = ('j)v’(l-v)"’ .
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s Yy n son un nimero menor que el nimero de vértices en la
direccién v y en la direccion u respectivamente.

En el caso de desear una composicién de segmentos Bezler, es
necesario que éstos mantengan una frontera comin de vértices de
control y que el plano tangente del primer segmento sobre usi
coincida con el del segundo segmento en u=0 para toda v tal que
0svs], y asi, la normal a la superficie se mantiene continua en
toda la frontera (fig 3.9),

Los segmentos Bezier son susceptibles al movimlento de un vértice
pues se altera completamante la forma, esto es, su control local
es restringido debldo a la forma de su base polinomial (rig 3.10).
También se observa que las funciones escalares Jn,i{u) y Ka,j(v)
dependen del numero de vértices de control, lo cual puede ser
indeseable s! se desea realizar una superficle que cubra un
poligono relativamente grande. En esta formulacién, si se desea.
obtener una mayor continuidad entre segmentos, es necesario
aumentar el grado de la formulacién, lo cual acarrea nuevamente
problemas de oscllacién.

3.8 Splines

Un spline es una curva polinomial generada por segmentos de grado
K con continuidad de derivadas de orden K-1 en las uniones de los
segmentos{28]. El valor del parémetro que corresponde a los
extremos de un segmwento spline se les denomina nudos (rig 3.11).
Asi, por ejemplo, un spline cubico mantiene continuidad de segunda
derivada en la unién de sus segmentos.

El término spline proviene de la analogia con una herramienta de
dibujo, normalmente de metal delgado o de madera, la cual se
tuerce elésticamente pura pasar por algunos puntos de restriccion.
La curva generada por el spline fisico es aquella que minimiza su
energia de tensién interna, que expresado matemAticamente, ei la
curva cuya curvatura cuadrada media es minima y en ese sentido
ésta es la curva amks suave que pasa & través de los puntos fijos
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de restriccién. En términos de coordenadas carteslanas, la curva
de minima energia es aquella que minimiza la sigulente integral
entre dos puntos :

.r e s a2 (3.8.1).

S1 se asume que z'<«c 1, la minimizaci6én es sobre J'z"2 dx cuya
solucién es una funcién cubica por segmentos, continua hasta su
segunda derivada, que cumple perfectamente con la definicién de
spline, en este caso cubico, y de ahi la importancia de los
splines y en particular de los ciblicos, 3* puede manejarse como
pequefia realizando un camblo de sistema de referencia sobre sz,
manteniendo un sistesa local sobre cada posicién de la curva(iS]).
En la practica, se emplean los splines de grados pequefios (s3)
para generar curvas que suavicen a los puntos especificados. Su
empleo con polinomios de bajo grado reduce los requerimientos de
computacién y reduce la inestabilidad numérica que surge con las
curvas de grados altos. Sin embargo, ya que los polinomios de
grados pequefios no pueden unir una serie arbitraria de puntos, se
requiere entonces segmentos polinomiales adyacentes. Los splines
cubicos poseen la ventaja de ser las curvas espaciales de menor
grado que permiten un punto de inflexién y tienen la habilidad de
rotar en el espacio. La ecuacién de un segmento de spline ciblco
en términos de un pardmetro t es la siguiente :

¢« -
P(t) = ¥ Bit tistste (3.8.2),
1=t

donde P(t) = [ x(t) y(t) z(t) ] .

Expandiendo 1a expresién anterior se genera :

P(t) = BieBat +Bat®+Bat? (3.8.3)

Si la informacién que se conoce es la posicién y primera derivada
en los extremos del segmento, se puede forzar a que la curva pase
por estos extremos con la tangente detersinada. S1 la curva varia
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en [ti..t2], las restricciones se establecen por las sigulentes
igualdades, donde t1=0 :

P(0) = P1; P(t2) = P2 (3.8.4),

4P =P
dt ft=0 '

14 =P,
dt |tst2 '

Evaluando (3.8.3) en los extremos y considerando las condiclones

(3.8.4), se generan las expresiones de las cuales se obtienen los
coeficientes Bi :

P(0) = B1 = Py (3.8.5),

4
- - 1-
B2 = P lan‘m B | te0 |,

.
P(ta) = [ Bit'™ lt-ta = Bi+Bata+Bat§+Batd ,
121

dP =T (1-1)t'"?B1 = Ba+2Batasapatd ,
dt [tste :

y se encuentra Ba y B4 :
3(P2 - P1) 2Py P'2

td t2 ta

By =

Bs 2(P1 - P2) JJPL P
td K% B
Ast, la forma del spline la determinan la posicién

finales y la derivada en los aismos, f1jando asi,
curva.

de los vértices
1a forsa de la

Sustituyendo los Bi en (3.8.3) se obtiene la ‘expresién que



representa un spline cubico :

P(t) = P1+Pit+[3(P2-P1)/t3-(2Pist2)-(P2st2) 1t2
12(P1-P2)/tdepistBepastdie? . (3.8.6)

Esta expresioén se generaliza para dos segmentos adyacentes Pu(t) y
Pre1(t), donde 1sksn-2 y n es el numero de vértices sobre los
cuales la curva debe pasar :

Pr(t) = PusPit+{3(Per-Pu)/tE-(2Pu/t2)-(Pres/t2) 1t s
12(Pe-Pe1)/t3oPu/tBepuertde® {3.8.7),

Peer(t) = Puo1+Puot1ts{3(Proz-Pre1)/tE-(2Pre1/ta)-(Prez/ts) 1t 2+
[2(Pro1-Pre2)/tToPrertBepreartd1e® (3.8.8),

donde se asume que la variacioén del parfmetro t es Ostst2 para el
primer segmento, 0ststa para el segundo, etc.

Debe observarse que en la unién de los segmentos, el vértice Pxey,
no se tiene especificada la informacién de primera derivada, la .
cual se encuentra desarrollando la segunda derivada e igualéndola
en las uniones.

La segunda derivada del spline esta dada por :

Pt} =« L (-001-2)81t' ™0 uststz  (3.8.9).

Evaluando la segunda derlvada en el extremo final, donde t=tz, del
primer segaento, se obtiene :

P''» 6Beta+2By (3.8.10),
y al principio del segundo segmento, donde t=0, se tiene

Prr=2Ba (3.8.11)

Igualando las dos condiclones anteriores que representan la
condicién de segunda derivada en la unién de los segmentos y
agrupando términos, se tiene :
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taP1+2(tartz)PastaPam{3/(t2ta) 1 tB(Pa-P2)+td(P2-P1)) (3.8.12),

tgualdad que se generaliza para n segmentos de un spline cublco.
Observe que en la igualdad de términos, cada Bs se refiere a su
segmento correspondiente, por lo cual, B3 en (3.8.10) y (3.8.11})
es diferente. Matricialmente la condicién mnterior se representa

de la sigulente forsa : (3.8.13)

ta 2(ta+ta) t2 O = [13/(t2ta)1{tE(Pa-P2)+tR(P2-P1) ]
0 ti 2(tasts) t3 0 13/(tate) (LB (Pa-Pa)+tT(P3-P2))
0 0 ts 2(ta+ts) ta

000 ... P'

as [3/(tn-ltn)][ta-l(Pn-Pn-l)'tn(Pn-l—Pn-z)!.

en donde Pi y Pn son vectores conocidos, al igual que todos los
vectores de posicién P1 y el valor de las tj, quedando por
determinar el valor de las derivadas internas P2 a P:--l. las
cuales se localizan resolviendo el sistema (3.8.13). Asf, los
vectores Internos resultan de una condicién de continuidad de
segunda derivada y el disefiador nc necesita especificarlos. Con
estos vectores se calculan los coeficientes Bi empleando las
relaciones (3.8.5) y finalmente se procede a calcular cada uno de
los segmentos del spline mediante la expresién (3.8.3).

Una Gltima consideracién debe realizarse con respecto a 1a
variecién del partmetro t, el cual puede normalizarse a un rango
[0..1] para todos los arcos del spline. Esta normalizacién
aplicada en (3.8.13), con un arreglo slgebratco por renglén,
conduce & la representacién sigulente (mota 0wt2, 0-t3, 0->t4,
0->t8)
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4100. . .1[P2]=[3(Pa-P1)-Pi

14100, .| P 3(P4-P2) 1
014100. 3(Ps-Pa) ] (3.8.14)
... 014)Pan 3(Pn-Pn-2)-Pn | .

Para el caso cibico, los coeficientes Bi pueden expresarse como

B 2-2 1
-3 3-2-1 ’ (3.8.15)
0010

B1 1 000 13xSnpt

Condicién en los extremos

ﬂ)

Las expresiones (3.8.4) y (3.8.5) establecen las condiclones en
los extremos de un spline, pero son susceptibles de modificarse en
funcién a necesidades especificas de un problema. (3.8.4) y
(3.8.5) se conocen como las condiciones de fljacién -'clamped’-.
Otras condiclones son, por ejemplo, la natural o relajada, cuando
d°p/d%t=0 se aplica s los arcos inicial y final del spline
completo en los valores de parametrizacién ta=0 y t=tn, lo cual
produce alteracién de continuidad de curvatura en las fronteras
del spline. También puede ser util que el spline sea ciclico para
disefiar curvas cerradas, en cuyoc caso pueden considerarse las
condiciones

pl(o) = Ph(tn), os1s2,

o anticiclico

Pl(0) = -Ph(tn), osi1s2,

cada una de las cuales produce variaciones significativas en la
forma de las curvas, principalmente al inicio y final de la nisma
(f19 9.12).



Una consideracién final que debe hacerse con respecto a los
splines. cibicos se reflere a la exlstencia de oscilaciones que
eliminan la suavidad de la curva, las cuales pueden eliminarse
aplicando tensién por los extremos dando iniclo a la teoria de
splines bajo tensién cuya principal objecién es que su formulacién
quede expresada en término de funciones exponenciales en lugar de
funciones polinomiales, por lo cual existe un impedimento para su
evaluaclén eficiente[29], La oscllaclén sucede porque el spline se
ve influenciado localmente por cada nodo a lo largo de la curva y
la tercera derivada se mantiene constante en cada segmento. lLas
discontinuidades de 1la tercera derivada pueden inducir Ila
generacién de puntos de inflexién no deseados sobre la curva y
asi, ayudar a la generacién de oscilaciones.

3.9 B-splines

En los anblentes de Disefio Asistide por Computadora donde se
cuenta con un modelador de superficies, se torna evidente la
necesidad de que este incluya en sus expresiones facilidades para
alterar localmente las formas.
La teoria de los splines, como se expone en (3.8), no incluye un
control local de la forma como una de sus cualidades y asi, de
existir una modificaclén en un vértice, es necesario recalcular el
spline completo.
Si se tiene una base formads por splines que peraita generar una
curva o superficie como una comblnacion lineal de sus elementos,
entonces se estd generando un sistema de disefio de curvas y
superficies que mantiene las propledades de los splines y agrega
una nueva dimensién que se traduce en control local.
El primer paso para llegar a un esquema de esta naturaleza se
refiere a la generacién de la base que permita un control local.
Si consideramos un spline cublco ¢(x), tal que cumpla con las
siguientes condiciones en sus extremos:

#(x)=¢ (x)=g* (x) (3.8.1)



y ademés se expanda sobre tres arcos, entonces se esté forzando a
una curva cuya forma tiene valor cero en los extremos, una
condicién simllar a la que mantienen los polinomios de Bernsteln,
pero que si la analizamos, resulta un spline ¢(x)= O en todo su
intervalo. S! esta misma idea se extiende & un spline cubico que
se expande sobre cuatro arcos, entonces se genera una curva
similar a una campana que asegura tener valores distintos de cero
en el area que cubre (fig 3.13). Si ademds, a esa curva se le
afiade un segmento de linea de -infinito &l extremo lzqulerdo y del
extremo derecho a +infinito entonces se ha generado un spline
cubico sobre un numero infinito de arcos.

Los extremos donde la campana se une con los segmentos de linea se
refieren como Xi-¢ y X1, y la curva resultante se denomina
B-spline o spline fundamental de orden 4 (grado 3). Un B-spline se
dice que es un spline de soporte minimo, donde su soporte es la
extension de arcos sobre los cuales es distinto de cero. Debe
observarse que un spline clibico estd completamente determinado por
el conjunto de nudos sobre el cual esta& definido y un valor de 2,
De manera mas general, el B-spline Mat{x) de orden m (o grado m-1)
sobre un conjunto de nudos dado es cero excepto sobre los m arcos
sucesivos Xi-a < X < Xi.

Es comin normalizar la amplitud de los B-splines, y tomando una
propuesta de Cox y Boor[45), se tlene el B-spline normalizado

Nal(X) = (Xi-Xi-m)Mai (X) . (3.9.2)

Una gran ventaja de los B-splines, demostrada por Curry y
Schoenberg(1966) se refiere a que cualquier spline de orden m
sobre un conjunto de nudos Xo, Xi,...,Xn puede ser expresado como
una suma de multiplos de B-splines definidos sobre el mismo
conjunto de nudos extendido por m-~1 nudos adiclonales en cada
extremo del rango, elegidos arbitrariamente como
X-w1,X-m42,...,X-1 y Xne1,...,Xnem-i. Es posible construir men-t
B-splines sucesivos sobre el conjunto de nudos extendido, cada uno
de los cuales es diferente de cero exactamente sobre m arcos
coruiecu'.lvoa.
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Estas condiciones se expresan por medio de la siguiente sumatoria

aén-1
#(x) = ¥ CiMat(x) , (3.8.3)
i=1

donde ¢(x) es un spline de grado (m-1) sobre el conjunto de nudos
original, Mm(x) es el B-spline sobre el conjunto de nudos
extendido y para el cual es diferente de cero en exactamente
Xi1-a<X<Xi, y Ci son coeficlentes. La expresién (3.9.3) tamblén
puede ser escrita en términos de los B-splines normallzados y
representa un resultado muy importante porque s} un spline de
grado m~1 se representa en funcién de B-splines, y se modifica uno
de los coefliclentes Ci, el spline resultante solo se ve afectado
en m arcos sin variar sus propiedades de contlnuldad, lo cual
representa un sistema de afteraclén local y el wmedio para no
recalcular todo el spline bajo la modificacién de un vértice trig
3.14).

Considérese ahora, con mas detalle, el B-spline cuiblico normalizado
Ne1(u) con su conjunto de nudos uisi, 1=0,1,...,n uniformes, el
cual es diferente de cero en el rango ui-ecucui, y asuma que nx3,
La forma m8s conveniente de elegir los nudos en los extremos del
B-spline es u-3»u-2su-1=20 y uUn«isunezsunedwn, esto es, se tienen
nudos zultiples en los extremos. As{, los arcos extra generados
por estos nudos tienen longitud cero y los nudos extremos se
transforman en nudos de multiplicidad 4. Se puede demostrar que la
inclusién de la multiplicidad en un nudo produce un decremento del
orden de continuidad del! spline en ese nudo. De esa forma,
mientras un splipe ciblco es continuo hasta su segunda derivada en
un nudo simple, se transforsa en discontinuc en su segunda
derivada en un nudo doble, discontinuoc en su primera derlvada en
un nudo triple y discontinuo sobre é1 mismso en un nudo cusdrupie
(fig 3.18). Valuando (3.9.3) para el caso cublico normallzado con
el conjunto de nudos 0,1,2,,..,n se obtiene la sigulente expresioén
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ned :
¢(u) = § CiNas(u) . (3.9.4)
i=1
Si Ct1 es un vector ri, entonces se obtiene una curva r(u) que los
suaviza y a8 la cual se denomina curva B-spline, la cual mantiene

las sigulentes propledades :

n
T Ne,iea(u)=y, Osusn-2 . (3.9.9)
1=0

En el caso particular de us0, la expresién es :

n
r(0)=F riNg,141(0) , (3.8.8)
120
de 1a cual, la tnica funcién diferente de cero paras u=0 es N¢,1(0)
y ademss su valor es la unidad, lo que implica que r(0)=ro
Derivando (3.9.5) se obtlene :

n .
L Ne,1s(u) = 0, (3.9.7M)
120 )

Desarrollando la sumatoria e lgualando los dos unicos términos #o,
se obtiene la relaclén :

Ns,1(0) = -N¢,2(0) , (3.9.8)
asi como :
. n .
r{0)=f riNe,102(0) . (3.9.9)
1=0

Desarrollando (3.9.9) y considerando (3.9.8) se tiene que :

#(0) = Ne2(0)(ri-ro) . (3.9.10)

Considerando (3.9.6) y (3.8.10) se deduce que la curva B-spline
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Fig. 3.16 UNA CURVA B-spline DE GRADO N-1
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Fig. 3.20 FUNCIONES BASE B-splines PARA CASOS PERIODICOS.
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inicia en ro y su tangente en ese punto sigue la direccién
(r1~r0), lo cual recuerda & las curvas de Bezier siguiendo su
poligono de control, aunque los B-splines tlenen la ventaja de que
al cambiar uno de los vértices solo se produce un cambioc en cuatro
arcos sin alterar los demAs segmentos de curva. Ademas se poseen
los medlios para construlr un B-spline cubico que aproxime un
poligono con el numero de aristas deseadas, asegurando la
continuidad de segunda derivada en cualquiera de sus posiciones,
lo cual no puede lograrse con Bezier pues su grado depende del
nimero de vértices de control, o s! se desea una composicién de
segmentos cibicos, requiere el calculo de vértices que permitan
asegurar la curvatura, por mencionar solo una situacién con
respecto a los vértices de control.

Las curvas B-spline poseen algunas propledades geométricas
interesantes, por ejemplo, cada segmento de curva estd definido
por cuatro vértices de control, donde la suma de la base para un
valor u determinado es igual a la unidad, por lo cual, para
cualquier u, r(u) es un promedio de los cuatro vértices de control
y el segmento de curva correspondiente debe caer en la cublerta
convexa definida por los vértices. Lo anterior se puede
generalizar indicando que para una curva B-spline de grado m-1,
cualquiera de sus puntos cae dentro de la carcaza convexa de los m
vértices vecinos(28] (rig 3.18). Si los cuatro vértices son
colineales, la carcaza convexa es una linea recta y el segmento
correspondiente es lineal.

Otro aspecto geométrico se refiere a que la curva B-spline pasa
cerca de la regién media de los lados del poligono excepto para el
primero y el ultimo, adems, la curva pasa por los puntos (fig
347

1/8 Tk=1 ¢ 273 Pk + 1/8 Tiel = 2/3 Tk + 1/3[172(rk-1eTke11 ]}

para k = 2,3,...,n-2 .

Es posible construlr B-splines que generen curvas cerradas,
emplendo un poligono cerrsdo, para lo cual se requiere un conjunto

- 64 ~



ciclico de npudos, esto es, uneyo, uUneiwui, etc, lo que elimina la
necesidad de nudos multiples que se presenta en la forsulacién
para curvas ablertas (rig 3.14).

Las funciones de suavizacién Nix{(u) de grado &-t pueden
definirse recursivamente de 1a siguiente forsa :

Nafu) = 1 8!  uisusutet (3.9.11)
0 de otra forma ,
Nia(u) = [(u—u‘)N‘.._’(u)]/[(u“._‘)-u‘h (3.9.12)
((u,.l-umlu‘._‘(u)l/(uhh-u“‘) '

donde se toma por convencién que 0/0=0 .
Varisciones en B-splines

La variacién sobre el conjunto de nudes genera variaclones sobre
los B-splines.

St el conjunto de nudos se emplea para e} diseffo de curvas
abiertas, entonces se llega al caso particular de B-splines
no-periddicos uniformes(3i] (rig 2.19, y el valor de los nudos se
calcula con las siguientes condiclones desde uo hasta une

{nsnumerc de vertices de control~i).

{o w 1<k
ut = 1-ket a1 SiSn (3.8.13)
a-ke2 st o0 »

. La variscién de k simula camblos de "tensién” en una curva (a
menor valor de k, mayor tensién), lo cual taablén se observa en
las figuras donde se muestra la propiedad de carcaza convexa (rig
319

También es posible tener B-splines periédicos que permiten digefiar
curvas cerradas en cuyo caso Ias funciones Ni,k tienen una misme
forma y se observa que la base es solamente el desplazamiento de
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una curva tipo sobre espacios enteros. El vector nudo se elige de
tal suerte que ui=i, lo cual reduce las expresiones anteriores a
lo siguiente :

Ni,k(u) = No,k((u-1+n+1}mod(n+1}) , (3.8.14)

donde Osusn+l  y mod(J) es la funcién médulo.

Para el caso donde k=4, las funciones B-splines cantnicas
uniformes cubicas son las siguiente{30] :

[ ucut (3.9.15)
\I"’J/G utsu<ut ¢y
3 2
(-tsu; 'au; . Su;ﬂ)/e Ul e13ucut «2
Py 2 = Ni,4{u)
(Jué - Gu; .4)/8 Ul +23ucuy «3
3
(l-u; Ve Ui +33ucut «4
o utessu

donde u’'= u-u

Y J=l,de1,0..,163

L3}
Puede observarse que estas funclones tienen exactamente la misma
forma, independientemente del valor de 1. As{, cualquiera de las
seis funciones anteriores puede obtenerse como una traslacién de
alguna de ellas (fig 3.20).

Otra posibilidad surge con B-splines no uniformes(31], donde los
nudos estdn colocados a intervalos desiguales. Gordon y
Riesenfeld(1974) experimentaron con este tipo de B-spline y su
reporte indica que no existe gran diferencia con la foraulacién
uniforme excepto en casos de gran disparidad entre las longitudes
de las aristas del poligono de control. - Mencionan ademss la
posibilidad de camblar la curvatura o la direccién de la curva
cuando colapsan dos © tres vértices del poligono de control.
También encontraron aplicacién de los no uniformes en operaciones
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como la Inserclién de nuevos vértices de control, puesto que esta
operacién genera de manera natural un esquema no uniforme.
Finalmente, la formulacién de una superficle B-spline Qx,i{u,v) se
extrapola de las formulaciones anteriores como sigue :

Qx,1(u,v) -)E ;:Nl.k(\l) N3, i(v) Vi, (3.9.186)
10 j=0

lo cual es un producto tensor. Algunas de las propiedades de esta
superficie se asocian a los Beta-spline que comentaremos mis
adelante.

Finalmente debe comentarse que la asignacién de vértices multliples
crea discontinuidades controladas cuys utilidad puede ser 1a
creacién de cispides en un segmento B-spline, lo cual es util en

aplicaciones de Disefio por Computadora.

3.10 Curvas y Superficies Paramétrices Racionales

Las curvas y superficles racionales han empezado a utilizarse en
algunos modeladores geométricos de gran difusién[iB). Estas
foraulaciones tiene la ventaja de permitir crear formas libres y
ademss Incluir funciones bien conocidas, como las cuddricas, lo
cual resulta atractivo s! se considera que para emular, por
ejJemplo, un circulo en alguna formulacién anterior como es el caso

de Bezier, se debe hacer lo siguiente: 81 el circulo deseado es
racosdi+Send) para os¢sn/2, se emplean los vectores de posicién :

ro=1, risiek), re=kisj, rosjy,
donde k=4(v2-1)/3, en la representactén :
rar(u)e(1-u)ros3ult-u) 2r1+3u? (1-u)raeu’ra ,

con lo cual se obtiene un circulo con una variacién entre 1 y
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1.00027 en el radio.

Partiendo de la parametrizacién de una seccién cénica,
encontraremos que la expresién final. nos permite llegar a lo
mencionado en el paArrafo anterior.

Paramstrizacién cukdrica recional de un
segmento de secciédn conica

Con objeto de definlr el segmento PoP’Pz de una seccién coéHnica se
toman las tangentes definidas en ellos y se crean los vértices Pi,
A y B que son las intersecciones de las lineas tangentes
resultantes (rig 3.21). S1 se mantienen constantes los vértices
PoP1P2 y se varia P’, entonces se crean dos razones que dependen
de esta variacién y que pueden emplearse como pardmetros para la
posicién de P'sobre la curva, Las razones son

g1=P1A/PoA , (3.10.1)
g2=P1B/P2B . {3.10.2)

Ahora bien, s! los segmentos de linea definidos por PoPi, PiPa2,
P2P3 ge representan por las ecuaciones 11=0, 1220 y 1320 entonces,
1a ecuscién de una familia de coénicas que pasan por Po y P2 y
tienen tangentes definidas por PoPi, PiP: se representa por :

(1-A}11 1aedla®e0 . (3.10.3)

Para continuar con el desarrollo, es conveniente camblar a un
sistema coordenado oblicuo (a,¢), donde el vértice P' es el centro
del gistema de coordenadas, Po es el vértice (1,0) y P2 es (0,1)
por 1o cual un punto cualquiera P(a,¢) en este planc esta dado por

rarisa{ro-ri)+plre-r1) , (3.10.4)

donde las r's representan los vectores a los puntos P's
correspondientes.

Bajo este nuevo sistema de coordenadas, las lineas PoP1 PiP2 PoP2
tienen las ecuaciones ¢=0, -a=0 y a+g-1=0 respectivamente. Asi, la
fanilia de conicas expresada por (3.10.3) es :



S(a, g)=(1-A)ap-ala-p-1)%=0 , (3.10.5)

bajo el sistema de coordenadas oblicuo.

En la expresién anterior, se considera -a en lugar de +x ya que se
desea tener la familia de curvas que pasan dentro del triangulo
PoP1P2 que corresponde a O<a<i .

La linea tangente a la cénica en el punto P'(a,p) se obtlene
utilizando la formulacién explicita (3.10.5) :

Sa(a’,p’ )(a-a’)+Sp(a’, 9" )(p-¢')=0 , (3.10.6)

donde Sa(q,w) y Sp(q,w) son las derivadas parclales de Sena y ¢
respectivamente,

Esta linea intersecta al segmento PoP1 en («,0), que sustituldo en
(3.10.6) y despejando & se obtiene :

a = [-2A(a'+9' -1)1/[(1-2)p’ -2A(a' +¢'-1) ] . (3.10.7)
El segmento PoP1 puede representarse por la linea paramétrica :
T=(1-u)Po+uPt , osus1 . (3.10.8)

Si el segmento se divide en el punto A, el mismo de la razén
(3.10.1), los nuevos segmentos miden :

segmento PO->4; - (1-u)PoA (3.10.9)
seguento A->P1; uAP1 , 0%usy .

En este caso, el partmetro u, relacionado con a, esta
proporcionando exactamente los segmentos anterlores. Asi,

uP1A = aP1A (3.10.10)
(1-u)PoA » (1-a)PoA .

Sustituyendo (3.10.10) en (3.10.1) y aplicando el mismo principlo
para (3.10.2), se obtienen :
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gixa/{1~a)==-20{ax’ +p’' -1)/{1=2)¢’, (3.10.11)
goxg/(1~p)m-2a{a’ +p' -11/(1-2)a’ . (3.10,12)

Para encontrar el valor A especifico para una curva, puede tomarse

el producto de las g's referido a una constante :

ngrk® (3.10.13)
Resolviendo {3.10.11) y (3.10.12) podemos expresar a (a',¢') en
términos de lag g's :
o’ =g1/(g142+4g2) , (3.10.14)
' =g/ (g1e2+4g2) . (3.10.15)

" De esta forma, el punto sobre la seccién cénica donde l1a tangente
intersecta a PoP1 y PiP2, tiene el vector de posicién r dado por
rar1+gi{ro-ri)/(g1+2+g2)+ga(ra-ri1)/(g1+2+g2) ,

={giros2ri+gera)/(g1+2+ge) . (3.10.16)

Aplicando las sigulentes relaciones :

gisw(1-u}/wiu , (3.10.17)

gemwaw/wt (1-u) , (3.10.18)
de tal suerte que :

gigzekiavow/ul | {3.10.19)

donde las w's se conocen como pesos.
Finalmente, sustituyendo {(3.10.17) y (3.10.18) en (3.10.16) se
obtiene la siguiente expresion :

(3.10.20)

r-[w}'o( 1-u)s2uriu( 1-u) swzraudl/ [wo 1-u) 2 e2mut 1-u)ewau®]

que representa la ecuaclén parasétrica cusdrica racional para un
segmento cénico con tangentes PoPt y PiP2 b.jo el producto gigz
anterior. Asi{, Ia naturaleza de la curva queda definida por la
relacion entre los w's.
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La ecuacién (3.10.20) se expresa en coordenad h

[xw, yw, 2w, w] de la sigulente forma :

P=(1-u)?pos2u(1-u)P1eup2 , (3.10.21)

donde :
Pis[xiw1 yiw1 ziw wi)
rweP , (3.10.22)

considerando a r homogenelzado a [x y z 1] .

La expresién (3.10.21) es similar, por elemplo, a Bezler
cuadrico(3.7), sin embargo, la expresién raclional cuadrica puede
representar cualquier segmento cénico, mientras que Bezier
cuadrico solo puede representar parabolas.

Valun;ndo (3.10.21) en los extremos O y 1 de u, asi como la
derivada en los mismos extremos, se encuentra que la cénica
racional tiene puntos extremos Po y P2 y tangentes definidas por
2(P1-Po) y 2(P2-P1).
Las relaciones cartesianas se obtienen aprovechando (3.10.22) de
la siguliente forma :

rv =P,
P' = rvw'ewr', (3.10.23)
r's (1/u)(P'-rv') ,
asi :
r(0)=ro (3.10.24)
r{1)=r1

r'(0)=(2w1/wo)(r1-ro)

r' (1)=(2w1/w2) (r2-r1)
Puede deducirse que el punto miximo QM de la curva racional
definida por los términos anteriores se encuentra al igualar las
razones gi=ge*k, siendo QMs=PiN(1+k), donde PIN es la perpendicular
desde P31 sobre PoP2, asi, la plenitud de la curva queda deflnida
por .k i{fig 3.22). .
Cuando womwi=sw2, o k=i, el denominador w de en la formulacién

Y q

8 corresp a la unidad, obteniéndose la representacién
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de Bezier de una paradbola., Si k>1, tenemos una ellpse, y si k<1,
una hipérbola.

Otro ejemplo mportante es la generacién de una linea recta que
pase por ro y rz, lo cual se logra con las sigulentes relaciones :

wiris(woro+warz)/2,
wis(wo+w2)/2,

donde el punto ri es colineal a los otros dos, obteniéndose la
expresién de la linea :

r={woro(1-u) +warau)/[wo( 1-u)+wau) .

La razén wo:wz determina la parametrizacién de la linea recta, la
cual es uniforme cuando woxw2, en cuyo caso Se obtiene 1la
parametrizacién ya conocida :

raro(1-u)+rau .
El circulo x20y2-1 en el primer cuadrante se obtlene con ro=i,
ri=l+), re=jy, wosv2, wixl, waave.
Curvas cibicas recionales

Estas son tan s6lc una extensién natural a la teoria empleada en
el caso de las cuAdricas. Aprovechando la formulacién
homogenelzada, se  tiene el sigulente segmento racional
parametrizado ciblco :

P=(1-u)°Po+3u(1-u) *Predu?(1-u)P2tu’Pa,  (3.10.25)

donde las Pi tlenen el mismo significado que en el caso cuadrico.
Las relaciones en los extremos en coordenadas cartesianas son,
empleando 1a misma idea que en caso cusdrico, las slgulentes :

r(0) =ro,
r(1) =r1,
r’(0) = (3wi/wo)(ri-ro),
r' (1) = (3wz/wa)(r3-ra).

Debe observarse que en este caso se mantienen cuatro vértices de
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control ri, i=0,...,3.
Puede demostrarse que la curvatura en los extremos de (3.10.256)
son ‘1as sigulentes expresiones :

k(D)-(Zwowzlawf)(ng((rn-ro)X(rz-n)]/-ngln-ro):')

3 (3.10.26)
k(1)=(2w1u:/3w§)(nag[(rz—rl)x(ra—rz)]/nglra-rz] )
donde maglh] significa la magnitud del vector h, y ya que las
magnitudes son constantes en este caso, las curvaturas se
controlan por los pesos Wi, un fentmeno que es similar en el caso
cuAdrico, donde kz-uowa/wf controla también la curvatura,

Lag cubicas racionales tienen la ventaja de incorporar a las
cuadricas como casos especiales, haclendo que Po-3P1+3P2-P3=0. De
igual forma, st los wi son iguales, llegamos a la expresién de una
curva ctibica de Bezier.

S1 se desea obtener una linea recta bajo la expresién cublca, debe
hacerse que Pi=(2Po+Pa)/d y P2=(Po+2P3)/3, con lo cual se obtiene,
en forma homogénea, P=(1-u)Po+uPa,

Componicion de curvas recionales

Tomando la ecuacién paramétrica racional cukdrica (3.10.20), su
primera y segunda derivadas en los extremos se definen por las
expresiones :

r'(0) = (2wi/wo)(r1-ro)
r'(1) = (2w1/w2)(ra-r1) (3.10.27)

r'*(0) = ((4wi/wo)+(2va/wo)-(8uE/Wd)) (r1-ro)+(2wa/wo) (r2-r1)

F (1) = ((2w0/w2)+(4w1/wa)-(8uE/B) ) (r1-ro)+(2wo/w2) (ro-r1)

Utilizando la relaclién :
KBe(r' X'’ )/magiri°, (3.10.28)

- donde k es la curvatura, B el vector binoraal al plano osculatorio
de un punto y maglh] la magnitud del vector h, se encuentra que la
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curvatura en los extremos esta dada por :

k(0)B(0)=3k®((r1-ro) X (re-r1))/maglri-rol®,
(3.10.29)

k(1)B(1)=33((rz=r1) X (ro-r1))/mag(rz-r1}°.

S{ se lguala la curvatura de dos curvas en sus posiclones
paramétricas 1 y 0 respectivamente, se deduce que para mantener
una continuidad de curvatura entre ambas es necesario ajustar el
valor de k para no alterar los vectores de posicién ri. Esto se
traduce a Jugar con los pesos wi de cada una de las curvas hasta
encontrar una lgualdad en las expresiones (3.10.29). Debe
observarse que en las expresiones anteriores, cada una de las
curvas estd formada por sus vértices ro a r2. Todos estos vértices
aparecen en la expresién de curvatura anterior y ademds, como el
lado 1zquierdo es un vector en la direccién del binoraal B, el
producto cruz de las ri1 debe dar un vector en la misma direccién,
lo cual solo puede suceder s! todos los vectores ri son
coplanares, por lo cual la curva que resulta de las cuaAdricas
racionales debe ser plana si desea mantener continuidad de
curvatura,

En el caso cibico de las raclonales, se sigue un proceso similar
al anterlor para encontrar las condiciones de igualdad en
curvatura, En este caso debe recordarse que una curva cibica se
deterainada por cuatro vértices, ro,..., ra. La primera y segunda
derivadas valuadas en los extremos de estas curvas son

r'(0) = (3wi/wo)(ri-ro},
r'(1) = (3w2/wa)(rs-re), (3.10.30)
£t (0) = ({Bw1/wo)+(Bwz/wo)-(18w8/w8) ) (r1-ro)+(Bwarwo)(ra-r1), -

F (1) = ((Bw1/wa)+(6wa/wa)-(18wE/8)) (ra-ra)e (Bwi/wa) (F1-ra).

Aplicando jgualdad de 1as expresiones de curvatura para cada curva
se encuentra lo slgulente :
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(3.10.31)
Krd-rhxied-rh )/ug(r&-rila-ki( (rf-r8)x(r3-rf) )/uglrf—rsl?

donde la 1 en r'slgnlﬁcn a que curva corresponde el vértice r.
Observe que para la primera curva (1), el vértice ro no aparece y
de igual forma, para la curva (2), el vértice r3 tampoco aparece,
1o que indica que para mantener una misma curvatura en un la unién
de las curvas cubicas solo se requiere que todos los vértices sean
coplanares excepto, sl asi se desea, ra y r! con lo cual se abre
1a posibllidad de generar curvas con torsién. Nuevamente en este
caso debe ajustarse el valor de las ke para obtener una
continuldad de curvatura en las uniones.

Como resumen se puede decir que es posible obtener contlinuidad de
posicién, de gradiente y de curvatura en las cuddricas y cubicas

raclonales,

Superficies parasttricas racionales

Apoysndose en la expresién cubica racional, puede definirse un
segmento de superficle.

La curva racional parametrizada cubica puede expresarse de la
sigulente forma(3.10.32) :

r(u)=ao(u)r(0)+a1(ulr(1)+go(u)r’ (0)+p1(u)r’ (1},

esto es, en térainos de sus puntos finales, sus tangentes finales
y funciones de suavifacién. Utilizando los valores de r(0), r(1),
y las prireras derivadas r'(0) y r'(1), y comparando con la
expresién . general de la raclonal cubica, se encuentran las
expresiones de suavizacién
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aolu)=(wof 1-u) > +3urul1-uw)®)/w(u),

at (w)={wau®+3u2u® (1-u) ) /wlu),

polu)=(woul1-u)?) (), (3.10.33)

#t (u)m=wau?(1-u)/u(u),

donde w(u) es el denominador de la expresién racional paramétrica
cablea.

Las  expresiones en (3.10.33) cumplen con las sigulentes
caracteristicas :

«o(0)=1, ao{1) =0,
a1(0)=0, at(1) =1,

a0’ (0) = «0' (1) = a1'(0) = a1'(1) =0,

90 (0) = g0 (1) = g1 (0) = g1 (1) w0, (3:10:34)

g0’ (0)=1, g0’ (1)=0,
o1’ (0)=0, o1’ (1)1,

que son las condiclones establecidas en los segmentos de Coons
" para poder crear un segmento del tipo producto tensor que mantenga
continuidad de posicién y de gradientel17){30]{15}.

Asf, la superficle :

(3.10.35)

ri(y, v)=aol{u)r{0, vi+ar (uir{1, v)+golulru(0, v)+e1(u)ra(l, v)

tnterpola las fronterss r(0,v) y r(1,v), y la superficle :

(3.10.36)

r2(u, v)=ao(v)ir{u,0)+a1{vir(u, 1)ego(vire(u,0)+g1(virv(u, 1},

tnterpola las fronteras r{u,0) y rlyl), donde ru() o rv()
- signiftca 1a derivada en el subindice especificado. Finalmente,
sigulendo la composicién de un- segmentc de Coons con la
informacién anterior, se obtiene el sigulente segmento :
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r{u,v)= v ww (v)ucwwcTy (3.10.37)

donde :
wo 0 0 o]

W= 4] w3 0 o
3(wi~wo) 0 w 0
(o} 3(wa-w2)} O w3y ,

r(0,0) r(0,1) rv(0,0) rv(0,1)

Q= r(1,0) r(1,1) rv(1,0) rv(1,1)
ru(0,0) ru(0,1)  ru(0,0} ruv(0,1)
ru(1,0) ru(l,1)  rue(1,0)  rev(1,1)] ,

U=(1 u v ) '
val{1l v v? va]'.

1 000
C=]10 0 10
-3 3-21
2-2 11

Este tipo de segmentos permite generar superficies libres y ademass
incluir, como un caso particular, a las superficles cuddricas. Los
factores de peso dan una nueva dimensién al control de la forma
pues peralten especificar el valor de los vectores tangentes y los
de giro, como lo demuestra la valuacién de (3.10.37) para el caso
u=vs=0, esto es, en una esquina :

r(0,0)=roo0 ,

ru(0,0)=3wio/woo(r10-ro0) -,
rv(0,0)=3wo1/woo({ro1-roo) ,
Puv(0, 0)=3( (w11/w00) (r11-100)+(wo 1 w10/wd0) (2r00-ro1-r10) ).

Un problema con este tipo de formulacién es la variedad de
pardsetros de control que se tienen a la mano. Si suponemos Qque
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este esquema Se empleard en un ambiente de CAD/CAM con usuarios
que normalmente no son matemAticos, entonces se tlene un problema
de comunicacién. De cualquier forma, esta formulacién ya se emplea
en cuando menos un sistema comercial[i6] aprovechando la
formulacién racional de los B-splines.
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CAPITULO IV

CURVAS Y SUPERFICIES BETA-SPLINES




CURVAS Y SUPERFICIES BETA-splines

Los Beta-splines[33) representan un nuevo intento por definir
curvas y superficies, y en el campo de CAD/CAM/CAE, proporcionan
un medio para aplicar tensi6bn(28] e incluir, como un caso
particular, las facilidades de los B-splines(3.9). Ademas
proporcionan un medio por el cual, los disefiadores que no posean
una formacién en éAreas fisico matemsticas, tengan la posibilidad
de disefiar curvas y superficies sin la necesidad de proporcionar
explicitamente informacién de derivadas en las fronteras o tener
que especificar {informacién vectorial para mantener alguna
continuidad(2.2). Los Beta-splines integran nuevos parémetros de
control de forma que mantienen un caracter altamente intuitivo de
su funcién, sin aumentar el grado en los polinomios que forman su
base.

Los Beta-splines, o Betas como se refieren en ocasjones en éste
documento, se basan en 1a idea de vértices de control que
nimifican la forma final deseada(2.2) y a los cuales, en su
mayoris, no interpola, aunados con funclones de suavizacién
similares a las empleadas en B-splines.

En las curvas, los vértices de control son una secuencia ordenada
y estAn conectados para formar un polfgono de control, abierto o
cerrado, representado por el sigulente conjunto :

Va[Vo, Vi,...,Val. (4.1}

Para una superficie, los vértices de control se organizan en una
forma topolégicemente rectangular, donde cada vértice representa
una coordenada cartesiana {x y z]. Cada par de vértlces se
encuentra unido por una arista y es posible distinguir entre
vértices internos y vértices frontera (rig ¢.1). El poligono de
control es un conjunto de vértices y aristas {V,E} ,donde V se
def'tne por :
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V={Vi) [1=0,1,...,4 J=0,1,...,n}, (4.2)

y el conjunto de aristas :

(4.3)
(Viy, Vi,501) | 120,1,...,8 J=0,1,...,n1} U
(Viy, Vie1,3) | 1=0,1,...,0-1; §80,1,...,0 },
donde los vértices internos son :
iy 1515 o1; 1S ) S a1, (4.4)
y los vértices frontera son
Voy, 120,1,...,078, (4.5)
Vin, 150,1,...,0-1,
Vaj, 1=1,2,..0,0,
Vio, 121,2,,..,8,

Simllar a los esquemas presentados en (IIl), las transformaciones
a los vértices de control provocan una modificacién de la forma,

que bajo el esquema de vértices de control puede predecirse.

4.1 Control local

Los Beta-slines mantienen una base local, esto es, las funciones
de la base tienen un soporte local( diferente de cero sobre un
espacio finito de su dominlo). Como cada Vi tiene asociado una
funcién de la base, su transformacién sélo tiene influencim en un
egpacio finito de la curva o superficie, por lo cual, es posible
recalcular la curva solamente sobre la porcién modificada y ademés
realizar modificaciones locales.

Los Beta-splines explotan la idea de construcclén por segmentos lo
cual representa ventajas importantes(2.2). Cada segmento de curva
se controla por solamente cuatro vértices de control y no se ve
afectado por ningin otro vértice. Como analiza m&s adelante, el
transformar un solo vértice genera un efecto sobre cuatro
segwentos de la curva unicamente,
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En el caso de las superficies, cada segmento estd controlado por
16 vértices de control y la transforsacién de un vértice tiene
efectos sobre 16 segmentos de superficie (fig ¢.2),

Como cada uno de los segmentos de curva esta controlado por cuatro
vértices de control, cada uno de los puntos del segmento
representa un prosedio de la influencia de los cuatro vértices de
control correspondientes. El peso de cada vértice lo determina el
conjunto de funciones escalares de la base evaluadas en algin
valor u de su doainlo.

El pardmetro u parametriza un segmento de curva Beta-splines,
siendo igual a cero al iniclo del segmento e igual a la unidad al
final del mismo (fig 4.2). E1 1-ésimo segmento de curva
Beta-spline se representa como Qi{u), y como esta formulacién
aprovecha la construccién por segmentos de curva, debe aplicarse

criterios de continuidad, los cuales se explican a continuacién.

4.2 Continuldad Geométrica

Dadas dos curvas Qi(u) y Qz(u) parametrizadas por u, las cuales se
unen en Qi1{1):Q2(0), se desea que mantengan continuidad de
posicién, de vector tangente unitario y de vector curvatura en su
unién (Anexo).

La continuidad de posicién se logra al igualar Q1(1)=Q2(0).

La continuidad de vector tangente unitario se logra considerando
1a sigulente expresion :

alay/jatcn {«aktor/|gdioy |, (8.6)
de donde :
ettt jeboy /fatc1) {1-akeo), @

que en forsa condensada se representa por :
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qkor-pratcn). (4.8)

la continuidad de vector curvatura se logra aprovechando la
expresion del vector curvatura bajo la forlulicldn de producto
cruz y parametrizacién arbitraria, el cual se represents en la
sigulente expresién : '

x(u=1(Q* (w) X Q%(u)) X Q' (wi/jQ' (w1, (4.9

Yy la curvatura es :

Kk{u)s|K(u)]. (4.10)

Para obtener continuidad de curvatura, debe igualarse los vectores
de curvatura en la unién de los segmentos Qi1{1) y Qz2(0), esto es :

tealeny x oty x elenizfat(n)t «

(4.11)
f(ador x adton x dhiorivjddim |*
Aplicando (4.8) en la expresién anterior :
4
talen x ofay x atenyyzfelany )t - €12)

tegratc) x gdtony x sat(niviralon}® .

Por observacién se encuentra que ests igualdad se cumple si:
gho).pi’glc1), (4.13)

1o cual asegura la contlnuidad de vector curvatura.
De una forma mas general, 03(0) puede inclulr un término adiclonal
atltiplo de al(3). De hecho puede incluir cualquier combinacién de
términos restringidos en sus parfmetros que, al momento que
generen influencia en la curva, producen discontinuidad de vector
curvatura, Asi, la expresion expandida queda como :

adco)a1%gti1)+m2gl(1). (4.14)
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De esta forma (4.13} y (4.14) aseguran la continuidad de vector
tangente unitario y de vector curvatura, siempre y cuando B2-0 en
el segundo caso.

Los parémetros gl y B2, se denominan de congrol de 1la formsl32}.
S1 Bl=1, se tiene continuldad de vector tangente unitario; si Bl=t
y B2=0 se tiene continuidad de vector tangente unitario y vector
curvatura. Mas adelante ge comenta el efecto fisico de la
variaclén de estos parametros(4.3).

Resumiendo, las restricciones de continuldad entre los segmentos
Qi{u) y Qie1(u) estén dadas por las expresiones :

QIOI
1 1

Q}, (010} (1), (4.15)
2 2.2 1

af, (0=p1%e%(1)4820} (1).

(@), (1),

Ahora bien, cada punto sobre un segmento de curva Qi(u} es un
promedio de cuatro vértices de control Vier, r=-2,-1,0,1, donde
los indices se eligen por facilidad de expresion (rig 4.2). Asf,
el gsegmento de curva Qi{u) se expresa de la sigulente forma :

Qi(u)= i br(B81, B2; u)Vier, oOs3usy, (4.16)
ra2-2

donde las br's son ls base escalar de los Beta-splines y los V's
son sus coeficientes asoclados.

En la expresién (4.16) se observa que los vértices del segmento
Qi{u) son Vi-2, Vi-i, Vi, Vies y los vértices del sigutente
segmento son Vi-1, Vi, Viey, Vie2, y as{ sucesivamente. Esto
indica que el gmento  Qi{u) parte tres vértices con el
segmento Qisi(u) y que las funciones base solamente se estdn

recorriendo un vértice entre cada uno de los segmentos.
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4.3 Derivacién de las funciones base de los Beta-splines

Cada una de las funciones base de los Beta-splines, es funcién de
los parametros Bi, f2 y u. Son funciones escalares que aprovechan
la cualidad de los polinomios cublcos(2.2) y se definen de la
sigulente forma :

a
br(B1,B2:u)=L Cor(B1,B82)u%, o0Sus1; re-2,-1,0,1, 4.7
9=0
donde los coeficientes Cor(B1,82) ge0,...,2 y  r==2,...,1

son funclones de 1los pardmetros B. Estos coeficlentes se
determinan a partir de las condiclones de continuidad geométrica
expresadas por (4.15).Aprovechando (4.16) y considerando (4.15),
tenemos lo sigulente :

Qj(uw)= L bl(B1,B2;ulVier , osust; y a=0,1,2. (4.18)
Evaluando (4.18) en sus fronteras y sustituyendo en las

condiciones de continuidad (4.15), se obtiene el siguiente sistema
de ecuaclones :

1 1
T br(B1,82;0)Vieter = § br (B1,82;1)Vier,

ra=-2 rs-2

1 1

T bi(A1,82:0)Vieter = B1 L bf (B1,82;1)Vier , (4.19)
rE-2 rme2

! 2 2’ 2 ! 1 v
T br(B1,82:0)Vierer = B1°F br(B1,82;1)Vier+B2F br(B1,82;1)Vier.

r=-2 rs-2 ra-2

Para mantener la igualdad en cada una de estas expresiones, se
igualan los coeficlentes de los vértices Vi equivalentes. Asi, en
la pryllern igualdad - de las expresién (4.19) se tienen las
sigulentes equivalenclas :



0 = b-2(B1,B2;1)Vi-2,
b-2{R1,82;0)Vi-1 = b-1(B1,B82;1)Vi-1, '
b-1{B81,B2;0)Vt = bo (B1,82;1)Vy, (4.20)
ba(B1,82;0)Vier = br(By,B2;1)1Vie,
b1(B1,82;0)Viez = 0,

y come en el lado izquierdo existe Visz el cual no existe en el
lado derecho, su coefliclente tlene que ser cero. Lo mismo sucede
para el vértice Vi-2 del lado derecho.

Debe observarse que siempre existen dos jgualdades a cero en cada
una de las expresiones de sumatoria anteriores. As§, contemplando
todas las jgualdades y representando a las bi(B1,82;u) como bitu,
se obtiene el siguiente sistema :

o=b-2(1),
br-1(0)=br (1), r=-1,0,1
bi(o)=0,

o-Blblz( 1),
bi-1 (0 =B1bin), rae1,0,1 (4.21)
bliors0,

o-Blzbgz( mBZb!z( 1),
b?-nm-ﬁl’bs(n.pzb}m, r=-1,0,8
bfcoreo.

Efecuando las diferenciaciones necesarias y evaluando en los
extremos gse obtiene el sigulente sistema de ecuaciones donde las
funciones escalares Cq,r(St,B2) se representan por Cy,r, para
facilidad de representacién :

" Ca,-a4C2,-24C1,-24C0,-2+0,
Co,r-1=C3,r4C2,r+Ct,r+CO, r , ra-1,0,1
Co,1=0,

B1(3Ca, -2+42C2,-24C1,-2) 20, .
C1,r-1281(3C3,r+2C2,r+C1,r), rs-1,0,1 (4.22)
C1,1=0,
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3(2312~52)C:.5202(512052)Cz -2¢82C1,-2=0,
2C2,r-1=3(2817+B2)Ca,r+2(B1°+82)C2,r482C1,r , re-1,0,1
C2,1:0,

Este es un sistema de 15 ecuaclones con 16 coeficlentes
desconocidos Cg,r(B1,B82) ¢=0,1,2,3 y r=-2,-1,0,1. Una restriccién
mis es necesaria para lograr una soluclién tunica del sistema.Una
restriccién que se revisé en esquemas anteriores es la
normalizacién de la base, lo cual ayuda a lograr que la curva se
mantenga dentro de la regién convexa del poligono de control. Asf,
para un caso particular, u:0, la suma de las funciénes de la base
debe ser la unidad :

Co,-2(B1, B2) +Co,-1(B1, B2)+Co,0(B1, B2) +Co,1(B1, B2)=1, (4.23)

El sistema de ecuaciones formado por (4.22) y (4.23) depende de
los pardmetros Beta, por lo cual es mas Gtil resolverlo
simbblicamente que explicitamente para una pareja de valores Beta
dados. Utilizando software para solucién simbdlica{34) se obtienen
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las sigulentes expresiones :

Co,-2= 2M13/3,
C1,-2=-6B1_/8,
C2,-22 sm:/a.
Ca,-2=~281"/8,
Co.-u(m:’ugum]/a.

C1,-1s sm(B:a-l)/ '

C2,-1= 3(~2B17-2B1°-B2]/8, (4.24)
Ca,-1= 2[B17+B1°+B1482]/8, :

Co,0 = 2/8,

C1,0 = 681/8_,

C2,0 = 3{28;°+g21/8,
Ca,0 ==2[B1°+B1+B2+1]/8,
Ca,1 = 2/8,

Co,1 = O,

Ci,1 =0,

C2,1 =0,

donde Cg,r=Cq,r{81,82) y &= zataﬂmzdﬂnﬁaoz.

Asi, sustituyendo (4.24) en (4.17), la formulacién explicita de la
base se representa finalmente por :

(4.25)
b-2:281°(1-u) /8, s 3.2 . s a
b-:-lzmau u“-3u+3) 4281 °(y -3u’ ;2)0251(u -3u§2)082(2u -3u'+1))/8,
bo -lzg‘ u®(3-u)+281u(3-u”)+g82u"(3-2u)+2(1-u")/8,
bt =2u"/8,

donde bi=bi(81,82;u).

Con las expresiones anteriores ya es posible evaluar para
cualquier conjunto de pardmetros (B1,82,u), asi como cbtener la
primera y segunda derivadas del segmento de curva Beta-spline.
Resulta ser de particular importancia las evaluaclones en los
extremos para realizar un anslisis que conduzca a determinar la
agregacién de nuevos vértices Vi para interpolar las fronteras
(4.7). La base se altera con el valor de los pariretros Beta
-B1,82- y algunos ejJemplos se observan en las figuras (4.3) y
h.4),
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4.4 Propiedad de cubierta convexs

La condicién (4.23) ayuda a que la curva Beta-spline se mantenga
en su reglén convexa. Esta ecuacién es sélo un caso particular de
la sigulente expresién :

ibr(ﬁl.ﬁ?;u):l, (4.26)

rs-2
que indica que la suma de las funciones base para cualquier valor
de u y parejas Beta suma la unidad. Tamblén se observa que para
una potencia u diferente de cero, los coeficlentes Cqr suman cero,
esto es :

1

L Cor(B1,B82)20, ¢=1,2,3, (4.27)

r=-2
as{ como la sumatoria de coeficientes de término constante suman
1a unidad :

iCnr(ﬂl.Bl)-l B (4.28)

ree2
Revisando las expresiones explicltas de las funciones base dada en
(4.25), se observa que todas las expresiones en u son positivas
para Osusl y g1z0; f220.
Como cada funcién base es diferente de cero bajo estas condiciones
y su suma es la unidad, entonces cada una s6lo puede generar
valores entre 0 y 1. Ahora, como cada punto de la curva Beta es
una combinacién de cuatro vértices de control con el wvalor
respectivo de las funciones base, entonces se concluye que cada
punto de la curva cae dentro de la reglén convexa formada por los
cuatro vértices de control que le correspondan. )
Como la curva Beta-spline es una composicion de segmentos
Beta-spline, entonces la curva final debe caer en la union de las

regiones convexas correspondientes,



4.8 Pcﬂ!rblclbn debido 8 la slteracitn de un vértice.

Una de las ventajas de esta formulacién se refiere a. que la
alteracién de un vértice de control afecta localmente a la curva,
por lo cual sblo es necesario recalcularla en 4 segmentos. Mis
~aun, no es necesario realizar el chlculo total de los cuatro
segmentos pues s6lo uno de sus vértices se modifica.

Considérece primero la ecuacién del segmento Beta-spline Qi(u)
modificado por la alteraclén de un vértice y represéntese esta
modificacién de la siguiente forma :

QiA(u) = T br(B1,B2;u)Vierd, (4.29)

donde VierA es el casblo de posicién del vértice Vier. Denominando
al vértive Vier modificado como Vi§, y asumlendo que los demés
vértices han mantenido su posicién, se afirma que :

VIAO, V1 ® €, (4.30)

de tal suerte que (4.29) se reduce a la sigulente expresién,
puesto que s6lo un término es diferente de cero :

QiA(u)=br(p1, B2;u)Viera, (4.31)
donde :
tor=1€. (4.32)
Reescribiendo (4.31) :
‘ Qi§-ra(u)=br(B1, B2; uIVIED, r=-2,-1,0,1. (4.33)

Se observa que los segmentos Qi(u) que son afectados estén dedos
por i=if-r, para r=-2,-1,0,1. Asi que el cambio del vértice Vi
modifica a los segmentos Qi{u) en :

Qi8(u)=b1€-1(B1, B2; u) VIS, 1=€-r.  (4.34)

Esta alteracién puede aplicarse a cada segmento de curva

correspondiente para trar la curva resultante, esto es :

Qin(u)=Qiv(u)+Qia(u), (4.35)
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donde Qix(u) es 1a nueva curva y su predecesora es Qiv(u).

Asi, para calcular la nueva curva resultante de la modificacién
del vértice Vi, se requiere evaluar la uUltima ecuacién en todos
los valores de u necesarlos para cada uno de los cuatro segmentos
Qi(u) con los valores de 1=1€-r, r=-2,-1,0,1.

4.6 Generalizacién a parsmetros continuos

La formulacién de los Beta-splines, tal como se plantea en (4.16),
considera un s6lo valor para los parametros Beta sobre toda la
curva. Esta concepcién se generaliza al considerar una variacién
de estos parametros sobre toda la curva, en cuyo caso se obtiene
una curva Beta-spline con parametros continuos representados por
B11(u) y Ba21(u) para el segmento Qi(u). En forma mas aproplada,
estos parémetros son ahora funciones escalares Beta. Para mantener’
las condiciones de continuidad, se requiere, ademis de las
condiciones analizadas, que el valor de los pardmetros Beta gea el
mismo en la unién de dos segmentos, esto es, en Qie1(0)sQi(1),
121,2,.,.,0-1,

Los extremos de los segmento mantienen las sigulentes relaclones :

B11(0)=alo, B21(0)=a20, (4.36)
m“,(o)-ul‘-ﬂx‘(i). ﬂzh‘(o)-azlnazl(l). 121,2,...,,01,
at =g (1), o2 =2 (1).

Los parémetros Beta se obtienen mediante interpolacién entre las
ai-1 y ai, lo cual se puede lograr utilizando como base Ila
expresion de unién de una linea parametrizada, alterando el factor
de parametrizacién, esto es :



ﬂx’(u)S(l-s)all_lvsalx '
(4.37)
B2, (u)=(1-s)a2 _ +sa2

IR L Y TRPRT
donde  s<10u°~15u%+6u® (32 pag. 205}, que resulta de una
interpolacién de Hermite, la cual es posible en este caso graclas
8 que se tlene el valor del gradlente y el valor de la funcién
B{u), proporclonando una funclén de Snterpolacién continua en su
primera derivada, sin problemas serios de oscilacién (15 pag.
154-155].

Bajo esta notacién wmodificadms, es necesario ampliar la definicién
de 8 hacia un & (u}, sustituyendo los B's por las nuevas
definiciones. Por otra parte, los valores de 3i1{u) en los extremos
de un segmento reciben un nuevo nombre :

7°=8l(0)|
(4.38)
1’-61(1).

Asi, la representacién original de la curva Beta-spline se logra
haciendo una sustitucion hacla atras de las dltimas exprestones
encontradas,

4.7 Anslisis de las condiciones en lom extremos de los segmentos

Evaluando (4.16) para un segmento en sus extremos de
parametrizacion, se encueptra que los puntos generados no
interpolan los vértices inicial y final que definen al segmento
(f1g ¢.2). En el caso de la aplicacién de un generador de curvas y
superficies en ambientes de CAD/CAM/CAE, es deseable que esta
interpolacién exista, por lo cual, se realizan modificaciones a la
forsulacién Inicial de los Beta-spline para que esto suceda,

Recuérdese nuevamente el poligono de control formado por wél
vértices de control Vo,Vi,...,Vs, los cuales se emplean en Ia

-91 -



g‘ 4.8 AGREGACION DE
GMENTO POR DOBLE
VERICE

?. 4.8 AGREGACION DB
GMENTO POR TRIPLE
VERTICE

Ym+t
A 4}
b on(v)
. --i(w)

) f, 4.7 AGRRGACION

e DE SEGMENTOS POR
VERTICES FANTASMA V-1

. Y Vm+1 ,
aw
Yu-8  ¥m-i
V-1
| 7O Btes =08 Pi=0

\S\\S\\5\

Fg. 4.8 VARIACION DE BI CON B2=0
et B2e-5

Y=V

Pig 49 VARIAOION DR B2 CON Bimi




generacién de m-2 segmentos de curva denotados por Qz(ul,

Q3(u),...,Qe~1{u}. Evaluando en el extremo inicial y final a los
segmentos iniclal y final respectivamente, se encuentra lo
sigufente :

Q2(0) = {2a11/y1 Vor [ 1-20at Tt 1791 IVas 2/ Ive, (4.389)

Q-1(1) = [2a13-1/7m-11Va-24[1-2[a13-1+41)/70-11Va-14{2/yn-11Va,

de donde es claro que los segmentos extremos no interpolan los
vértices extremos. Una soluclén es asgregar segmentos, tamblén de
naturaleza Beta-spline, que interpolen a los vértices extremos.
Existen dos posibilidades para realizarlo, una mediante 1la
agregaclén de vértices miltiples en los extremos, y otra mediante
la agregacién de vértices fantasma.

Vértices miltiples

La primera alternativa es duplicar los vértices en los extremos de
la curva Bets-spline, lo cual genera dos nuevos segeentos y crea
una curva de m segmentos, desde Qi{u) hasta Qe{u), con 1la
correspondencia de m aristas del poligono de control (rig 4.8
Los nuevos segmentos quedan definldos por la expresién original
(4.16), solamente que ahora los vértices extremos se encuentran
duplicados, esto es :

Qi {u) = {b-2(u}+b-1(u) }Vosbo(u)Vi+bt{ulvz , (4. 40)
Qa{u) = [b-2(u)Ve-2+b-1(u)Va-1+{bolu)+bi{u}}Va .

Evaluando estas expresiones en los extremos, el primer punto de la
curva se locallza en 2/30 gobre el vector Vi-Vo, y el punto final
se encuentra en 1-2«12/1. sobre el vector Va-¥a-i. Ninguna de
estas posiciones corresponde a los vértices extremos,

Ahora blen, bajo esta soluclén, los nuevos segmentos de curva son
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tar{gentes al poligono de control, como lo demuestra la primera
derivada en los extremos inicial y final, representadas
respectivamente por las expresiones :

qf(0) = (Batoryo)(V1-Vol ,

' 2 (4.41)
Qa(1) = (6axla/ya)(Ve-Va-1] .

Otra condicién importante en los extremos de la curva es la
curvatura. Evaluando la segunda derivada para los nuevos segmentos
se encuentra lo siguiente :

of(0) = 6(2a18+a20)[V1-Vol/y0 ,

(4.42)
Qi(l) = 6(2alnta2a)[Va-1-Va)/7a .
Sustituyendo (4.41) en (4.42), se tiene :
af(0)=(2a18+a2010 (0)/ato , (4.4)

Q2(1)=(2a1u+a2elQd(1) /a1 .

Considerando que los vértices Vo y Vi son » 0 y ademds observando,
de (4.43), que la primera y segunda derivada son 1linealmente
dependientes en us0, se concluye que la curvatura es cero al
inicio de la curva Beta-spline. Lo mismo sucede en el extremo
final de la curva, lo cual implica que la curva inicia y termina
con un segmento de linea, el cual es, en general, mis pequefio que
los demés debido a la influencia del doble vértice.

Triple vértice

Esta extensién a la ldea anterlor genera los segmentos Qo{u) y
Qe+1(u), respetando la generacién de los segmentos Qi{u) y Qmlu)
como se vié en la técnica anterlor (fig ¢.6). Los nuevos segmentos
se generan empleando Vo cuando se referencia a V-1 y V-2 para
Qo{u), y Va cuando se referencia a Vast y Ves2 en el caso de
Qae1(u).

Evaluando los nuevos segmentos se encuentra que ambos son llneas
rectas, siendo Qi(u) una linea que inicia en Vo y termina en 2/70
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en la direccién del vector Vi-Vo. El segmento Qes1(u) inicla en
l-Zali/n a lo largo del vector Ve-Ve-1 y termina en Va, En
general, los nuevos segmentos son mAs pequefios que los segmentos
Qi{u) y Qu(u) y presentan la ventaja de interpolar a los vértices
de conCrol finales. )

Vértices fantasma

Se denominan fantasmas a los vértlces que se agregan con el unico
propbésito de generar nuevos segmentos de curva y & los cuales el
usuario del sistema no tiene mcceso. El tamafio de los segmentos
que se generan es normal y como sbélo se agrega un vértice para
cada nuevo segmento, se tiene entonces m segmentos de curva con m
arcos del poligonc; de control, lo cual hace mis elegante la
formulacion final.

Los segmentos que se generan en esta formulacién son Qi{u) y
Qa(u), donde Qi(0)=Po y Qa(1)s=Pa (fig 4.7). Sustituyendo en el
lado 1zquierdo de estas iguaidades la evaluacién de la curva Qi(u)
para el valor del pardmetro u respectivo y finalmente despejando
para los vértices fantasma V-1 y Vasi se tiene

V-1 = (goPo-[(yo-2a1d-2)Vosrav1])/2a13 ,
2 a (4.24)

Vari = (7aPa-{(ye~2aia-2)Vat2alaVae-1])/2 .
Aplicando un andlisis de curvatura similar al realizado en el caso
de vértices miltiples, se encuentra que los vectores primera y
segunda - derivada en los extremos son, en general, linealmente
independientes sl se considera que la curva termina en cualquier
vértice Pi, por lo cual, la curvatura es diferente de cero. Si los
vértices P1 coinciden con los vértices Vo y Ve, se obtienen las
siguientes expresiones para los fanstasmas :

V-1 = Vos[Vo-Vil/a1d ,
a (4.26)
Va+l = Vat(Va-Va-1lala .

La primera derivada de la curva en los extremos es



alto) = 8latorn)[Vi-Vol/yo
\ 2 (4.27)
Qa{1) = Balm{alatl)(Va-Va-1i/7a ,

1o que demuestra que la curva es tangente al poligono de control
en los extremos.
La segunda derivada en los extremos esta dada por :

at(0) = 6(2a18+a20-2){Va-Vol/q0 ,
1 3 (4.28)
Qa(1) = 6(2als-2xin-aZs)(Ve-Va-1]1/yu .

. Comparando la primera y segunda derivada en los extremos, es claro
que la primera derivada puede sustituirse en ia segunda, logrando
una relacitn de dependencia entre ambas. Si ademas se considera
que los vértlices Vi y Vo son diferentes, entonces la primera
derivada es diferente de cero, por lo cual la curvatura en los
extremos es igual a cero.

Asi, wmwediante la técnica de vértices fantasmas, se generan dos
nuevos vértices que son funcién de vértices existentes al momento
de definir el poligono de control.

4.8 Superficies Beta-spline

Una superficie Beta-spline es una extensién a la teoria de curvas
Beta-spline,

En este caso, un punto (i,])) sobre la superficles Beta-spline est4
dado por el promedio de 16 vértices de control Vi) (fig 4.2)
influidos por las funcliones base, y se representan por :

{Vis [1m0,1,...0m, 350,1,....0} . (4.29)
Los vértices que se involucran son 108 Vier,)es, rs-2,-1,0,1 Yy

s=-2,-1,0,1. De esta forma, el segmento de superficlie Beta-spline
Q1y{u,v) se define por :
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1 1
Qiy(u,v)s [ [ bbre(B1,B2:u, V) Vier, son, (4.30)

r2-2 g2
para  Osu,vsi,

donde la funcién bivariada bbrs() es el producto tensor del
conjunto de funcibnes base univariadas :

bbra{f1,82; u, visbr(ft, 82; u) be(f1,B2:v), (4.31)
donde re-2,-1,0,1 y #=-2,~1,0,1,

Como br(B1,82;u) es independiente de s, (4.30) puede expresarse

como :
(4.32)

1 1
Qiy{u,v)= T [br(Bs,82;u) [ Vier,jes be(B1,B2iv)])

rE=-2 -2

para Osu,vsi .

En el caso del segmento de superficie, es posible seguir la misma
teoria presentada para la generacién de nuevos segmentos que
permitan interpolar los vértices que deflnen la frontera del
poligono de contrel. En el casc particular de agregacién de
vértices fantasmas, nuevamente mantienen un tamafio natural similar
al caso bidimenstonal. La superficie total resultante se forma de
mxn segmentos con (m+1)x(n+l) vértices de control. Los vértices
fantasma quedan totalmente definidos por los vértices originales
del poligeno de control, excepto pars el caso de los vértices en
las esquinas, los cuales son funcién de puntos fantassa y se
caiculan al final.

Debe observarse que al realizar una superficle compuesta por sas
de un segmento, se vuelve innecesario calcular todos los vértices
fantasmsas pues, de manera similar sl caso bidimensional, existen
vértices que se comparten en las fronteras entre segmentos.
Iguslando & cero el vector segunds derivads en las fronteras del
segmento se obtienen los vértices fantasma en las esquinas :



v-1,-1=(2a180+a200) Vo, -1-V1,-1)/2a1804V0, -1 ,
V-1,ne1s(2atonta2on){V-1,n~V-1,n-1}/24V-1,n ,

(4.33)
Vasi,net=(2alantaan)[Va+s1,n-Yas+1,n-1]/2¢Vaet,n ,

Vaei,-1=(2ale0+a2u0)(Ve,-1-Va-1,-1]/24Va,-1 ,

y los demés vértices fantasmas se encuentran con las sigulentes
expresiones

V-1, 3=(2a18)+a20)) Vo, 3-V1, 1) /20105%+V0, ) , 3=0,1,...,n
"Vi,net=(2atin+a2in){V1,n=V1,n-11/2¢V1,n , 120,1,...,8

(4.34)
Ve, )=(2atn)+a2e))[Ve, 3-Va-1,31/2¢Va,3 , )=0,1,...,n

Vi .-1:(2a1|oz0u2|o)[V1,o-V| ,:]/ZahosW\ ,0 . 1%0,1,.,.,m

Con estos vértices se obtiene el valor del vector de giro en las
esquinas aprovechando la expresién :

1 2

Q' '(c,d) = 8°78udv Qu,v) u=c, v=4.

En este caso, los vectores de giro son :

0: : (0,0)=n00(Voo-Vo1+V11-Vi0),
Q}1(0,1)a0n(Vo, n-1-Von+Vin-V1,n-1),
n
11 (4.35)
Q-n( 1,1)s=aan(Va-1,n-1-Va-1,n+Van-Va,n-1),

QL1 (1,0)-800(Var1,0-Vas1,14Va1-Vao),
donde :

48 3 2 2 2
-unsualu 08«2“ ﬂq’ aﬁ Mﬂ OC‘a’l ﬁz :fz 1’;/7 .

Las condiciones anteriores se obtuvieron considerando que el
vector gegunda derivada es jgual a cero, lo cual conduce a que
estos vectores son trivialmente dependientes y ya que la primera
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derivada en las fronteras del segmento son diferente de cero,
entonces se tiene que la curvatura en las fronteras del segmento
es fgual a cero.

4.9 Interpretacién geométrica de los parsmetros Beta

Los parémetros de control B1 y B2 surgen al especificar
condiciones de continuidad en 1a unién de dos segmentos
Beta-spline. St fil, se tiene una continuidad del vector primera
derivada, y si Bi«l y B2+0, se tiene continuidad de los vectores
primera y segunda derivada.

En 1a ecuacién de continuidad (4.8), generalizada por la expresién

]
Q),,(0)=p1q, (1),

se observa que $1 es la razén entre 1a primera derivada al tniclo
de la curva is1 y la primera derivada al final de la curva ). De
esta formm, B1, denominado factor de polarfzscién, representa, de
maners intuitiva, la influencia de los vectores tangentes sobre
1as curvas. Asf, un valor igual a la unidad representa equilibrio
del vector tangente correspondlente para cada curva; un walor
mayor que la unidad represents que el (i+1168imo vector tangente
tiene mas influencia sobre la forma de 1a curva y la obligars a
seguirlo mis de cerca mientras que el caso donde el valor es menor
a 1s unidad produce el efecto contrario (rig 4.8).

Para analizar el parésetro B2 se emplea la condicién de
continuidad de posicién Qies(0)»Qi(1), evaluando la curva con la
sustitucién de las funciones base (4.25). En la expresién
resultante solo quedan los térainos pars los vértices Vi-i, Vi, y
Viet, debido s que 1las funciones b-2(1) y bito) valen cerc. Bajo
esta éiyuacion se obtiene la siguiente expresién :

b-2(0)V1-14b-1{0}Vi+b0o(0)}Vie1 = b-1{1)Vi-14bol1}Vi+b1 (1) Vi1



Sustituyendo el valor de las funciones base se obttene :
1287 vi-1+148% +aB1+p2IVIe2VIn1/3-Qi(1),  (4.36)

reescrita como :
[Ki+B2V1]/{keB2)s01 (1}, (4.37)

la cual es una expresién en funcién de B2, conslderando a los
demés términos constantes, y donde :

Knazma‘h-xdax(ﬂ:ﬂ)VnZVm R
ked-g82 .

St (4.37) se aprovecha para crear la expresién que represente el
vector de Vi a la unién entre las curvas, se tiene lo sigulente :

LEK1+BaVi 1/ (k+f2) }~VialKt~kVi]/(k+B2). (4.38)

Si se considera que los valores de esta expresién son constantes y
que la unica variable es 82, se pueden remlizar las siguientes

observaciones ¢

- Si B2 se incrementa, entonces el vector de Vi a la unién de las
curvas es mis pequefio produciendo una fenémeno de atracciédn entre
ambos.

- El mismo efecto anterior se produce con valores de 82 negativos
grandes

- Cuando B2 tiende a -k, la distancia entre el vértice Vi y la
‘unién se incrementa considersblemente, de tal suerte que se
produce un efecto de repulsién entre ambos y fisicamente aparecen
puntos de inflexién.

- B2 solamente estd afectando la magnitud del vector entre la
unién y el vértice Vi, por lo cual, la atraccién y la repulsién
entre Vi y la unién se produce en la direccién del vector definido
por la unidn y el vértice Vi,



Intuitivamente, B2 permite generar tension y holgura en la curva
Beta-spline. Mientras mayor la tensién, se generan menor nimero de
" puntos de inflexién y mientras mas holgura, se generan mayor
numero de puntos de inflexién. Para el caso de valores negativos
de B2, cuando éste varia de 0 a -k, cada unién es repelida de su
correspondiente vértice de control Vi, generandose una curva con
holgura. Cuando B2 increments su valor negativo, cada unién es
atraida por su correspondiente vértice de control, pero del lado
opuesto del poligono de control (rig 4.9).

Finalmente se puede decir que los parémetros de control permiten
generar formas bajo una jdea intuitiva del efecto que se logrard
con su variacién,
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SEGMENTOS Y DONINIOS RECORTADOS

El dominio U c E° de la ecuacién de un Beta-spline es cerrado
en el rango (0,11x(0,1], pero en ningin lugar se limsita a 1la
existencia de discontinuidades.

Los Beta-spline(4) generan segmentos de superficie del tipo
producto tensor, al mapear U haclia ' (fig 8.1).

Considerando ambas ideas, es posible genersar un segmento que se
mantenga dentro de las fronteras de un producto-tensor pero que no
sea conectado, esto es, se permite la existencia de subreglones
conectadas disjuntas dentro del producto tensor que pueden
integrarse como la frontera de un objeto, en forma similar a los
esquemas de representacién B-rep(2.3.4.3) y ASM (12} (rig s.2).

5.1 Dominios Recortados

Un dominic recortado Dn es un conjunto de subdominios Qi € U ¢ Ea
donde :

M=o, Viwey, (5.1)

y U es un dominio parametrizado tal que cada punto P(u,v) € U
existe para o%u,v$t (fig B.3)

Lo f's resultan del proceso de discretizacién de regiones
limitadas por una frontera externa y diversas(z0) fronteras
internas, ambas representadas por graficas ciclicas orlentadas
[35], que en conjunto se denominan segmento recortado. Un segmento
recortado Sn es un conjunto de subsegmentos denominados Islas,
esto es :

Snh={ It, 1=1,2,...,n }, (5.2)

donde :

101



[ 1 vio

. 6.1 MAPEO DE UN DOMINIO DISCONTINUO EN E* A X’ MEDIANTE UN
CION BETA-spline. LA DEFORMACION ESTA CONTROLADA POR EL POUMNO
DE CONTROL DE 1A PORMULACION BETA

. 8.2 UN OBJETO BAJO ASM
ONTERAS DE FORMA LIBRE Y SU FORMA ST
CONTROLA MEDIANTE POLIGONOS DE CONTROL.

. 5.3 UN DOMINIO RECORTADO
UN CONJUNTO DE SUBDOMINIOS <Af
INTERSECTAN

QUE No SB Y 53
MANTIENEN DENTRO DE UN ESPACIO
PARAMETRIZADO [0,1)x]0,1)



) Lipnhi=e, (5.9)
para 1=1,2,...,n0 y 8%1,2,...,n, ¥ .

Cada isla mantiene una frontera externa FEi, y diversas fronteras
internas FIie, w20 tal que :

FEt fFlie s @ 1o, (5.4)
Fliv (| Fltg = 8 para twg , (5.5)
Flie ¢ reg(FE1) ¥ 2o , (5.6)

y ademés, no existe ninguna fronters Flit | Fltu ¢ Flie pars
ukt,

En las expresiones anterjores, reg{a) significa la regién interna
finita definida por la grafica ciclica dirigida a.

Toda frontera, ya sea externa o Interna, estd formada por
entidades geométricas denominadas EGr tales que :

Pr(EGu)=P1(EGke1) ,

donde Pi(u)} y Pr{u) representan el vértice inicial y el vértice
final, respectivamente de la entidad geométrica u.
Cada entidad geométrica cumple con lo siguiente :

EGk | EGr = 8, k=0,....s , (5.7)

=0, .08

e,
excepto en Pe(EGs)=P1(EGxet), por 1lo cual, las fronteras son
graficas ciclicas sin Interseccién excepto en los puntos de
contacto de sus entlidades geométricas (fig 8.4).
Las entldades geométricas FECs pueden ser cualquier funcién
representada por sus componentes geométricos fundamentales. Bajo
esta fllosofia se define un objeto Ow como :

(5.8)

Owe{ Dn | aet,2,...,7 } U { PCa | ast,2,...,7v } U R(Dn,PCa),

donde PCa define un poligono de control(2.2) que forma parte de
una funcién de mapeo I:Ea-vta, en este caso una Beta-spline(4), y
R{c,p) es una relacion entre un dominio recortado y el poligono de
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control sobre el cual se mapea este dominlo (fig 5.5,

Bajo esta definicién, no existe una restriccién en cuanto a la
creaclén de objetos cerrados o ablertos, nl tampoco en cuanto a la
conectividad del objeto, pues éste puede crearse por segmentos
mapeados alsladamente. Estas situaclones se pueden presentar como
una libertad al disefiador permitiéndole que Indique los elementos
de la relacién Rle,p).

Al momento de la asignaclén de valores a estos parametros, se
tiene la posibilidad de lograr una revisién topolégica del objeto
con sélo revisar los poligonos de control, aunque claro, esta
revisién es parcial, pues no se analiza directamente Ila
superficle, sino el poligono que la emula.

. La estructura de datos para esta definicién de objeto es dinamica
del tipo Jerarquico, y su eleccién se basa en la naturaleza misma
del problema que suglere esta estructuraclén. Al momento de
codificacién, los algoritmos que actuan sobre la estructura
realizan una fuerte navegaclén que se corrige utilizando monitores
a la estructura de datos (riq 8.8).

§.2 Codificacion

Cada uno de los segmentos recortados se encuentra codificado por
sus elementos geométricos mAs significativos. Por ejemplo, una
codificacién amplia para las entidades Linea, Arco clircular y Arco
eliptico estd dada por los siguientes registros, cada uno
representando a 1as entldades respectivas identificadas por un
cédigo de operacién al principlo, identificado por una letra :

L Xt Y1 X2Ye
CXe Ye RAI AF S
E Xc Yc Rmen Rmay Al AF S AR

donde Xi Y1 representan una coordenada; R el radio de un circulo;
Rmen el radio menor de 1a elipse; Rmay el radio mayor de la
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elipse; Al el a&ngulo inicial de creacién de un segmento; AF el
éngulo final de creacién de un segmento; AR el &ngulo de rotacién
de la elipse; S el sentido de creacién de un segmento de curva,
en este caso +1 significa contrario a las manecillas del reloj y O

en sentido de las manecillas del reloJ.

Existe también la definiclén reducida, que se utiliza en un mayor
porcentaje para la definicién de un segmento recortado. Esta
definicién es la sigulente para los elementos anteriores

Este esquema de codificacién permite la definicién de cualquier
entidad geométrica ldentificada por un cédigo de operacién y sus
' entidades geométricas fundamentales. Por ejemplo, un segmento de
curva Beta-spline bajo parémetros continuos estaria dado por

S Bt B2 Xt Y1 X2 Y2 X3 Y3 Xe Yo

Observe que s6lo se requieren cuatro vértices de control para la
definicién del segmento.

Cuando se define un segmento recortado, no es necesario
proporcionar la definicién amplia de cada uno de los componentes
geométricos, pues s6lo se requiere la definiciéon del primero, y
los sigulentes se definen en forma relativa. Para propésitos de
procesamiento, el sistema que procesa los segmentos y los
discretiza posteriormente realiza 1la conversién al esquema
ampl 1ado.

La sigulente informacién repr ta un segmento recortado adeads
de informacién extra que requiere el médulo que los procésn y
discretiza (f1g9 8.7)

1 num. de objetos a definir

1  nua. Dn que definen al objeto

2  num. de islas de la superficie recortada 1
1000111110000 precieion, atridbutos, sppcont, betas
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num, de fronteras internas de ls isla 1(I1)

1 nus. de segmentos EG do 1a FE y de 1a FI

0.0 10 O segaento de 1ines de (0,0} a (10,0}, EGI de FE
105 segeento do iiea relativo a (10,5) EG2 de FE
510 EC3 de FE
0 10 £G4 de FE
00 ECS de FE
S 5 0.5 0 360 1 1iniclan los EG de FI1 £G1 de FII

num. de fronteras interncs de la gegunda isla (I2)
© num, de £C de la fronteras externa de la 12
06 10 10 segmento de linea de (10,8) & (10,10) EG1 de FE
10 segmento relativo al anterior EC2 de FE
5§ 5.0990185 11.309932 O arco circular relativo EG3 de FE

aArrwonrrrCrog-

1
6
5

El parametro de sentido permite generar arcos como lo que se
observan en la figura (fig s.8)

Aunque las definiciones realizadas no permiten el manejo de
tangenclas ni segmentos sobrepuestos, es posible trabajar con
estag sltuaciones creando nuevas entidades geométricas. Por
ejJemplo, en la figura (8.9a) se observan dos Islas independientes
que mantienen una tangencia y un numero de EG's=4. La tangencla se
resuelve creando una nueva EG en la posiclén de tangencia, lo cual
equivale a descomponer una EG en dos y modificar la estructura de
' codificacién con un nuevo segmento relativo. De esta forma, la
nueva isla I = 11 U 12 serfa la indicada en la figura (s.es). Debe
observarse que el sentido de las entidades graficas se santiene
constante. La agregacién de una nueva entidad geométirica requiere
dnicamente una actualizacién sobre la estructura dinimica mostrada
en la figura (s.8) para el almacenamiento de los segmentos
recortados.

En el caso de los encimamientos de regiones, lo cual no puede
suceder bajo una condicién final entre segmentos (5.1), se
resuelve localizando las intersecciénes entre las fronteras
externas, las cuales forman los vértices de una nueva frontera
externa, procediéndose de maners similar en las fronteras internas

{8.10),
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5.3 Discretizacién

La definicién de los segmentos recortados puede realizarse en
cocordenadas del mundo o globales definidas por el usuario. Una vez
definido el segmento, éste se traduce a un slstema de coordenadas
enteras nun ¢ $°. Para esta transformacién, se encuentra el
recténgulo maximo-minimo sobre la difinicién original, se modifica
este recténgulo al cuadrado sAximo definido por sus vértices, con
lo cual se obtiene una reglén rar ¢ 8% & la cual se le aplica una
transformacién ventana puerto al puerto nxn, con lo cual ge
facilitan los algoritmos de definicién del dominlc para el
Beta-spline, sunque queda, en la mayoria de los casos, &rea sin
informacion. En este nuevo sistema se invoca un procedimiento de
converslén por barrido, mediante el cual, se determina el dominio
de la regién (rig s.11). Cada intersecctén localizada medlante
este procedimiento entra en una estructura dinamica del tipo
mostrado en 1la flgura ¢5.t2). En este caso, se aplica una
vartacién & los algoritmes de conversién conoctdes {[201{36],
procediendo de la sigulente forma : ’

oMinimax & la estructura 2

0 Generaclén del espacio nxn € E

O VOi, 1x1, nusero de objetos

O VD}, j§=1, numero de superficies de Ot

0 VIk, k=1, numero de isfas de Dj

YFE y FI de Ik .

Minimax de EG. En este paso se obtlene el rectdngulo miximo
minimo que enclerra & la primitiva, Los casos especiales
se presentan con los sinimax de segmentos de arco,

[} Determina intersecciones de EG en su ainimax,

Esto se puede lograr mediante el generador de la primitiva
o mediante una solucién empleando preferentemente la
representacion paraméirica de las entidades geométricas.
Debe tenerse particulsr cuidsdo con la determinacion de los
vértices singulares en las secciones curvas.

[} Actualiza la estructurs de intersecclones. Debe observarse
que no todas las lineas de barrido que se emplean en la
conversién tendran intersecclénes, Una forma muy efectiva
de asegurarnos que no se revisa posiclones donde no existe
informacién es 6] empleo del minimax.

o Ordenamiento incremsental por cada una de los renglones donde

se localizé interseccién en la estructura de intersecclones,

4]
o]
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Algunos detalles importantes al momento de la conversiéon se
presentan en la determinacioén de la singularidad de un vértice,
esto es, !¢ debe un vértice contarse una o dos veces en la
estructura de interseccion?. Como las entidades geométricas EG

A

P ser geentos de arco, circular o eliptico, la

determinacion de la singularidad de un vértice no es directa, como
lo auestra la figura (8.13). En este caso, se tienen dos segmentos
de arco unidos en el vértice Vi. Si se aplica el criterio de
comparacién de las coordenadas 'y’ entre los vértices Vi-i, Vi, y
Vier [20 pp 234), este vértice debe contarse dos veces, lo cual no
proporciona una solucién correcta. Una sclucién es la generacién
de un vértice de referencia Vr, que, bajo una definicién como la
presentada para un segmento de arco esta dada por :

$r = de - %fplide - $1|) (5.9)

donde se ha encontrado que el valor fps=0.02 es adecuado para
cualquier caso. @r define el Angulo en el cual hay que evaluar el
segmento de arco de la EG para determinar las coordenadas de Vr,
¢t v ¢o definen el &ngulo Inicial y el &ngulo final del segmento
de arco. Para los arcos elipticos esta expresién también es
aplicable.

Una vez que se ha obtenldo el dominto U definido por las
intersecciones almacenadas en la estructura de intersecclones (fig
8.12), éste debe reconfigurarse para realmente aplicarlo como
dominio de una superficie Beta-spiine. Esta modificacién es
necesaria sl consideramsos una superficie Beta-spline de cobertura
completa, esto es, una superficle que interpole a los vértices que
se encuentran en las esquinas de su poligono de control(4). Como U
es un dominio parametrizado (0,1], en la superficle completa no
seria posible representarlo y lograr una cobertura total (rig
s.18)pues 81 valuamos en forma natural el Beta-spline, entonces
solo lograriamos ver la superficle mapeada en la regién definida
por S2, que es el caso natural. lLa finalidad es ver un mapeo
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formado por los segmentos SiUS2USa. Para lograr este efecto, se
crea una expansién artificial de U en 9 regiones parametrizadas de
fo,t), para el caso 3D. As{ se logra un dominio U que se veria
como en la figura (s.15)

Asi, cada una de las nuevas regiones se puede aplicar para la
generacién de cada uno de los 9 segmentos Beta-spline que
constituyen la superficle total, Debe observase que este dominio
no es continuo, por lo cual la valuacién de una expresién
Beta-spline debe realizarse segmento por segmento.
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CAPITULO Vi

- AMBIENTE DE MODELADO



AMBIENTE DE NODELADO

6.1 Descripcitén del asbiente

La teoria de los Beta-splines(JV) y los Segmentos
Recortados(V), ademés de las ideas principales vistas en el
capitulo I] acerca de las superficies, representan la base para el
desarrollo del ambiente de modelado de éste trabajo.
Asi, el amblente se orienta a 1a wmodelacién de superficles de
forma 11bre(2.2), bajo la filosofia de modelado por segmentos que
mantienen continuidad controlada en sus fronteras, en este caso
continuidades G°.
La estructura general del ambiente se muestra en la flgura e.1,
donde se observa la existencia de dos actividades que pueden
desarrollarse en paralelo: la creacién de segmentos recortados Sp,
y la creaclén de mallas de control M,
Los Sn los crea el disefiador sigulendo las reglas indicadas en el
capitulo V sobre segmentso recortados y dominios parametrizados,
donde bésicamente se indica la metodologia para formar grafices
ciclicas que no mantengan intersecciones. Estas graficas se
discretizan y parametrizan mediante algoritmos de conversién por
barrido como se indicé en el capitulo V, para generar finalmente
un dominlio parametrizado Dn. Existe equivalencia uno a uno entre
un Sn y un Dn.
Por otra parte, las mallas M« las proporciona el sistema de
modelado al usuario, primero como un plano sobre el cual se tiene
acceso & un conjunto regular de vértices de control. El disefiador
tiene acceso a funciones de transformacién que actuan sobre los
vértices del plano. Cuando se transforma un vértice, se observa en
video 1la alteracién en tlempo real, manteniendo siempre la
topologia de la malla, Mediante las transformaciones, el disefiador
crea un poligono de control que asemeja 1a forma final deseads

{ver f1g. 6.1).
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A partir de una malla Me, es posible crear diversos poligonos de
control PCr, los cuales pueden almacenarse para ser |lamados
posteriormente y continuar con el proceso de edicién.

Una vez generado un dominfo recortado Dn y un poligono de control
PCr, el diseflador tlene la opclén de mapear Dn hacia PCr, creando
un segmento de superficie de forma libre que es parte de un objeto
Ow (ver fig. 8.1).

Como un Dn requiere 16 vértices de control {ver rig. 4.2) para
lograr su mapeo final, cada PCr generado en el sistema, sera
miltiplo de 16 vértices, dejando libre 1a posibilidad para 1la
creacién de objetos mks complejos que aquellos formados por un
solo segmento de superficie.

La seleccién de opciones del sistema se realiza interactivamente
aprovechando lo mds posible de la estaciéon de disefio RT via el
estandard grafico PHIGS.

Todo e! ambiente se desarrollé bajo el sistema operativo AIX en
lenguaje C.

6.2 Descripcion de un ejemplo de wodelsdo

La figura 8.2 esta compuesta realmente de 6 graficas que muestran
las fases de disefio de una copa empleando éste sistema de dlsefio.

1a primera grafica muestra el poligono de control disefiado para la
generacién de ia copa. El poligono se observa desde el vector
{0,0,1] que representa la posicién del observador y la cusl se
indica por el slstema de ejes dindmicos en la parte inferior
derecha de la pantalia. Paras deformar los vértices que se observan
en el poligono de control, el disefiador primero debe
seleccionarios y posteriormente transforsalos interactivamente. [a
seleccién se reallza aprovechando la propiedad de PHIGS para
asignar el atributo de detectabilidad de una entidad geométrica.

En la parte superior derecha se observa el dominic parametrizado
Dn que se deformara posteriormente sobre el poligono de control.
En la parte inferior }zqulerds, sobre el poligono de control, se
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observa un menu dinsmico del amblente, proporcionando acceso a
alguna de las opclones del sistema. Este tipo de menus aparecen y
desaparecen constantemente a peticién del usuario del sistema.

En ia parte !nferior izquierds se observa una ventana de mensajes
al usuarfo, 1indicandole la accién que debe realizar a cada
momento. En la region inferior izquierda, en color obscuro, se
observan las coordenadas del Gltimo vértice seleccionado. Estas
coordenadas camblian din&micamente al acmento de editar un vértice
de controcl, A la derecha de ésta ventana, se wmuestran opciones
globles a las cuales thne acceso el usuaric en cualquier momento.
También se observan dos valores, en color obscuro, que representan
a los parfmetros Beta ~Bi, B2-. Estos valores varian dinAmicamente
seleccionando la ventana correspondiente mediante el dispositive
de ’plck' de la estaclén de disefio. El rango de valores para los
pardmetros Beta va de -100 a 4100 con valores reales intermedios.

La segunda graflica, muestra el poligono de control después de
diversas transformaciones en el espaclio, asi como la superficle
generada con los valores Bi=1 y f2«5. Observese como la copa
tiende a acercarse a los vértices de control aunque adn en una
forsa muy ligera. También debe observarse una serie de ranuras en
la copa, que son el resultade de deformar el dominio parametrizado
que se observa en la parte superior derecha. Esta copa esté
formada por cuatro segmentos de superficie que mantiene las
continuidades definidas para los Beta-splines.

la tercera grafica se obtuve con el mismo poligono de control pero
con un valor de tensién negativo f2=~5 y un valor de polarizacion
Bi=t. Observese como los segmentos de superficle tlenden a ir en
sentido contrario a los vértice de control al cual estén
asociados. En ésta graflca se generan nueves puntos de inflexién
que equivalen a generar holgura en la superficle.
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INTERFAZ CON EL USUARIO

: , Y
VARIACIONES DE LOS PARAMETROS
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En la cuarta grafica se dejaron en cero ambos parsmetros Beta. El
efecto final sobre la superficie equivale a un cambio en la
separacién de las curvas generadas por la parametrizacién. -Se
observa la concentracién de la informacién en las fronteras de
cada segmento de superficle asi como una separaciéon de la
informacién recortada.

La quinta grafica se generé con valores de £1=90 y 82=0. Se lleva
s observar una ligera inclinacién de la superficle hacia un lado
del poligono de control, generada por el efecto de polarizacién
del factor fi. Ademis observese la concentracién mucho mis marcada
de los segmentos de superficie en las fronteras. Bajo estas
condiciones se esta obligando a la superficle a seguir con mayor
fuerza la direccién de una derivada en las fronteras, de ahi el
efecto de concentracién.

La dltima grafica se generé con los valores fi1a-27 y fB2s0. El
efecto final generado equivale a la aplicailén de tensién muy
grande que obliga a la superficie a 'pegarse’ al poligono de
" control. Pero este efecto no es deltodo exacto puesto que la
superficle ocupa un volimen mayor al definido por el poligono de
control. Observe la diferencia entre la superficie generada y el
poligono.

6.3 Menus del Sistema

El conjunto de opclones que ofrece el sistema se accesan
mediante dos menus bésicos que auxilian en la creacién y
transforsacién de los poligonos de control, en la asociacién de
los dominios recortados, en la generacién de 1la superficie
Beta-spline, en la activacion de un slgoritmo de realismo y en la
obtenciétn de una impresién en 'plotter’ de cualquier infigen del
modelo.
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El primer meni permanece activo durante todo el tilempo, y las
opciones que ofrece se sgeleccionan por medio del teclado de
funciones LPFK (Lighthed Program Function Keyboard){43], o bien
por el ‘Pick' del ‘'ratén’ cuando no esté activo el segundo menui.
Este Gltimo se forma de un bloque de cinco opclones que se
intercasbian de acuerdo a la seleccién realizada, y aparecen en la
pantalla sobre la regién que contiene la imégen del modelo,
desplazéndose segun la posicién del cursor.

El primer meni es general y proporciona acceso directo a las
principales opciones que ofrece el sistema. Se muestra en la parte
inferior de 1la pantalla (primers grafica de la rig 8.2) y lo
constituyen un grupo de 4 comandos bé&sicos: KEW PRINCIPAL; WEW
ANTERIOR; NEWU ACTUAL; FIN.

Menu principsl constituye el medio de mcceso a la raiz del arbol
de menus (rig ©.3), a partir de la cual se tiene acceso a las
opclones:  NODELADO; SUPERFICIES DE  ROTACION; GENERACION DE  SOLIDO;
TRANSFORMACIONES; WAMEJO DE PLOTTER.

Modelado estd constituida por un arupb de opciones mediante las
cuales se manejan los elementos del sistema que intervienen en la
modelacién de las Superficies de Forma Libre. En ella, se lleva a
cabo todo el proceso del disefio interactivo de la forma de la
superficie, desde la seleccién del tamafio de la malla con la que
se va a trabajar, hasta la obtencién de 1a superficie modelada con
efecto de realismo, pasando por la edicién de cada poligono de
control para darle la forma requerida, ademis de la generacién y
control de los parémetros Beta. Las opciones de Modelado son:
POLICONO; DEFORMAR; SPLINES; SOLIDO; MEWU PRINCIPAL

Poligono proporciona 1a posibilidad de definir el tamafio de la
superficle con que se trabajart y el manejo de los archivos
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‘correspondlentes para cargar o salvar la informaclén de los
poligonos de control (PC) wutilizados en el modelado de la
superflcle. Sus opclones asociadas son: POLIGONO ~ NUEVO; POLIGONG
ACTUAL; QUITAR POLICONO; CARGAR ARCHIVO; SALVAR ARCHIVO,

Poligono nuevo crea una malla cuyo tamafio se selecciona de entre
16 posibllidades mostradas en la parte inferior de 1a pantalla,
slendo 316 el numero méximo de poligonos por lado que pueden foraar
l1a walla. Cada poligono se forma por 16 vértices de control. (a
maila ge crea considerando la seleccién antertor, ajusténdose su
escala al maximo puerto en el video,

Una vez creada la malla, es postble trabajar con uno de sus
subconjuntos. El sistema pregunta por la cantidad de poligonos con
que se desea trabajar, para no wmantener presente toda la
informacion y asi agllizar el procesamiento de la informacién,
Poligono nuevo modifica el valor de diversas variables del
sistema, reinicializando las matrices de transformacién y
restaurando los puertos y ventanas originales, Ademés, se puede
selecciénar un nuevo tamafio para la malla, perdiéndose 1a
informacién que pudiese haber de otra mallia previa, por lo cual
debe salvarse la informacién anterior s{ no desea desecharse,

Poligono sctusl despliega toda la malla formada por los poligonos
de control que constituyen el modelo completo. Hay que considerar
que la malla puede fragmentarse para trabsjar con unc o méAs
poligonos, y dependiendo del numero selecclonado al Iniclar
modelado, es la cantidad de informacién grafica presente en 1a
pantaiia. La malla completa solamente se tiene en pantalla cuando
se Indica explicitamente al utilizar los comandos Poligono nuevo,
o Cargar archivo, seleccionando una cantidad de poligenos igual a
los que constituyen la malla. Cuando se trata desplliegar una malla
que no existe, el sistema lgnors e! comando, pero s! la malla ya
ha sido creads con alguna de las opciénes anteriores, entonces se
despliega completamente.
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Quitar poligono elimina de la pantalla de despliegue y del archivo
de datos del plotter la informacién correspondiente a la malla. Es
util cuando se desea tener presente sélamente la informacién de la
superficie generada.

Cargar archivo presenta un - listado de los archivos
correspondientes al tamafio de la malla con que se esta trabajando
y peralte la seleccion de alguno de ellos. Estos archivos debieron
haber sido generados previamente al efectuar la edicién de algin
poligono de control. La selecclén se efectta al posiclonar el
cursor sobre alguno de ellos y oprimir alguna tecla del 'ratén’.
El archivo s6lo contiene la informacién de las coordenadas de los
vértices de alguna malla. lLa informacién sobre los Beta-splines y
los parametros Beta, se almacena y accesa por separado.

Salvar srchivo almacena en disco la informacién del valor de las
coordenadas de cada vértice que forsa la malla con que se esta
trabajando, para poder ser utillzada posterlorsente. Esta
informacién se almacena en un archivo cuyo nombre debe ser
proporcionado por el usuario, con la restriccién que debe tener
una extensién correspondiente al nimero de poligonos que forman la
malla por lado; esto es, si se esté trabajando con una malla
formada de 3 X 3 poligonos de control, un posible nombre para el
archivo en que sea guardada la informacién correspondiente podria
ser ARCH.J, dado que la extensién indica el nimero de poligonos
que constituyen la malla por lado.

Deforasr controla todo el proceso de edicién, en tiempo real, del
poligono actual, y se constituye por cinco opciones: SELECCION DE
VERTICE; DEFORMACTON Y DEFORMAC 10M X2 TRANSFORMACIONES ;

NODELADO.

Seleccién de vértice coloca sobre cada vértice del poligono una
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marca detectable con el cursor, que permite selecclonarlo
directamente. En ese momento, se presenta en la pantalla la
informacion sobre su nimero dentro de la malla y sus coordenadas
con objeto de retroalimentacién.

Deformacién X,Y translada el vértice seleccionado a lo largo de
los eJes X y Y. La deformacién del poligono se reallza por medio
del dispositivo de seleccién definido en PHIGS.Durante el proceso
de deformacién, las lineas que unen al vértice con el resto de la
malla se modifican, siguiendo la direccién correspondiente a la
deformacién del vértice, mientras que la informacién de  su

posicién se muestra en formato de punto flotante en la pantalla.

Deformacion X,2 realiza la funcién similar al caso anterior
intercambiando Y por 2.

Mediante Deformar, se tlene acceso a las facllidades que
proporciona la opcién del grupo de TRANSFORMACIONES que también
pueden ser accesados desde el menu principal. Ademas, existe la

posibllidad de regresar al conjunto de instrucclones de wopeLaDO.

La siguiente opcién del grupo de wobeLabo es Splines, con la cuél
se tiene acceso al grupo de comandos que permiten la generaclén de
la superficie que cubrira el poligono de control y el mapeo de
alguno de los dominios recortados sobre la misma. Para ésto, se
cuenta con las opclones sigulentes: awste Bi; AJUSTE B2; SPLIKE
WUEVO; SPLINE ANTERIOR; WODELADO.

Ajuste 81 y Ajuste B2 son el medio de asignacién a los pardmetros
Beta de control.la selecclén de los valores Beta se logra
colocando el cursor sobre el érea de la pantalla en que se muestra
el valor de los parémetros, y moviendo hacia la izquierda o la
derecha el cursor sobre el cuadro en el que aparece el valor de la
Beta sgeleccionada. El valor del parémetro varia dingmicamente en
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funcién de la direccién del cursor.

Spline nuevo activa el ctlculo de una nueva superficie Beta-spline
empleando el valor de los  parfmetros Beta. La informacién
correspondiente a estos parametros, asi como la de las coordenadas
de cada punto de la superficie generads, se almacenan durante su
calculo en disco, para posteriormente poder ser utllizados. La
curva calculada se despliega mediante lineas en la pantalla una
véz que ha sido generada.

Spline anterior recupera de disco un Beta-spline que haya sido
generado préviamente y que coincida con el segmento de malla con
que se esté trabajando en ese momento. S! dicho Beta-spline no
existe, el comando es ignorado (cuando se genera un Beta-spline
nuevo, el sistema lo salva a disco 'y le asigna un nombre formado
con las caracteristicas proplas del segmento de malla con que se
genera).

La ultima de las opclones de Splines es Modelado, que permite
regresar a esta opclén sin tener que recorrer toda la trayectoria
correspondiente del arbol.

S611do dentro de Modelado, activa el proceso de realismo sobre la
superficle, empleando el vector de luz definido por la posicién
del observador y 1la normal definida por los segmentos
topolégicamente rectangulares de la superficie.

El ultimo comando del grupo de Modelado es Menu principal, con el
cuAl se permite el acceso & la raiz del sistema,

Superficie de rotacién es el siguiente comando de Menid Principal,
el cual, al womento de su selecclén, coloca a  valores
preestablecidos algunas variables dc;l sistema, dejando la matriz
de transformsacion principal como identidad y la ventana y puerto
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con sus dimensiones originales. En segulda, el sistema espera que
el usuario delinee un perff{l bidimensional con el cursor, para que
una vez proporclonado, se genere la superficle de revolucién
correspondiente, la cual se presenta por medio de una figura de
alambre formada por circulos con centro sobre el eje Y y curvas
radiales a dicho eje.

S61ido realiza la misma accién indicada en parrafos anteriores.

Dentro sewu princIPAL, se encuentra Transformmciones con la cual
se tlene acceso 8 1o sigulente: ROTACION;  TRANSLACION;  200M;
RESET,

Roteciones permite la rotacién del modelo, en tiempo real, sobre
alguno de los eJjes coordenados del modelo, permitiendo observar 1a
posicién de éste tomando como referencia la direccién de los ejes
que aparecen en la parte inferior derecha de la pantalla (rig
8.2).  Esta opcién se subdivide & su vez en: ROTACION EN X;
ROTACION EN ¥; MOTACION EN 2; TRANSFORMACIONES; MEWU ANTERICR.

Translacién permite efectuar el movimiento del modelo sobre alguno
de los ejes coordenados.

Zoom permite la transformacién ventana-puerto sobre detalles del
modelo bajo un puerto de cobertura méxima.

Reset nodifica la matriz de transformacién global colocéndola como
identidad, asi como la ventana y el puerto en sus parémetros
iniciales.

Manejo de plotter, dentro de ew pRIxcIPAL, dA de alta una
_estacion de trabajo definida como plotter, enviando la imagen del
modelo hacla el dispositivo de !mpresién. Finalmente desactiva el
dispositivo de Impresién y libera sus recursos.
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CONCLUSIONES

El analisis de ésta tésis confirma que las dos escuelas
principales del Modelado Geométrico tienden a la integracién para
formar esquemas hibridos. En el proceso de integracién, los
esquemas de Superficles de Forma Libre evolucionan para mantener,
como casos particulares, a las superficies cuddricas y asi
incrementar su cobertura geométrica, por lo cual, es importante
revisar con mis cuidado la teoria de las formulaciones racionales

que forman la base para ése incremento de cobertura.

La continuidad de curvatura en la unién de segmentos se esta
convertido en un estandard para la representacién de superficles,
y aunque los Beta-splines la consideran, tiene problemas al variar
su parametro de tenslén Pz, puesto que plerden la continutdad de
K(u). Asi, aunque se logra tensién, se plerde continuidad de
curvatura por lo cusl debe emigrarse a una nueva representacién de
superficies., En este sentido debe retomarse nuevamente el andlisis
de los splines bajo tensién de Scheikert{d46] y las ideas de
Nielson{47] con respecto a las alternativas polinomiales para los
splines bajo tensién. Ninguns de las dos opciones es la mejor pero
quizk sea posible lograr una combinacién de 1los conceptos
fundanentales

Este sistema se contruyd en base a unz estructura Jerérquica,
que si bien se acoplé a las necesidades actuales, es muy posible
que deba emigrar a estructuras mis especializadas, quiz& del tipo
de las estructuras de arista-salteada. Algunos Investigadores
realizan pruebas con éste tipo de estructuras integrando el
concepto de superficles recortadas con el fin de resolver
problemas como la operacién booleana entre obJjetos[41]. Un
problesa que deben resolver es la verificacién topolégica del
objeto que se construye, que es donde las estructuras de
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arista-salteada pueden ayudar.

Con respecto a los segmentos recortados, se demostrd la
posibilidad de considerarlos como dominio de las funcliones
Beta-spline. Actualmente, los segmentos se encuentran codificados
Yy se procesan wmedisnte conversiones por barrido, pero seria
interesante revisar la conversién por otro tipo de técnicas, por
ejemplo mediante la creacién de 'quadtrees’ de la reglén.

Las técnicas de conversiédn por barrido presentan problemas de
imprecisién debido al chlculo de intersecciones. Esta érea, que se
ha estudiado en antlisis numérico, tiene en CAD un campo de
aplicacién muy ampllo.

Por otra parte, el mismo concepto que se empled para mapear el
dominio recortado, ha generado, de manera directa, un sistema para
el wmapeo de texturas aprovechando informacién digitalizada.
También se ha generado un medio para comprimir imigenes utilizando
interpolacién Beta-spline. Ambas son aplicaclones utiles en
diversos campos que tienen que ver directamente con la graficacién

por computadora.

Otra de las aplicaciones que debe seguir a éste trabajo, es
la agregacién de algoritmos de revisién topolégica y geométrica
para considerar la validez de las formas generadas asi{ como
profundizar en la generacién de un esquesa racional. Una
posibllided es trabajar directamente con los poligonos de control,
sunque ésta solo seria una aproximacién s la solucién del
problema. Otra posible solucién puede ser la conversién del actual

q de repr tacién & un q de s6lidos lo cual 1lleva
implicito seguramente la perdida de precisiéon de Ia forma
digefiada.

Por Gltimo, éste ambiente ests demostrando que puede
esplearse como un laboratorio para aprender sobre las tecmlbghs
de Modelado Geométrico y sobre ésa base se segulra trabajando.
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ANEX0S

Conceptos de Geomstris Diferencial

Dada una curva Q(u), el vector tangente unitario T(u) tlene la
misma direccién y sentido que la primera derivada paramétrica pero
con una magnitud unitaria y estd dado por :

T(u)= Q' (u)/{Q' (uw) ], (7.1)
donde Ql(u) significa la i1-ésima derivada de Q con respecto a u.

Cuando la curva est& parametrizada con respecto a la longitud de
arco s, entonces

dQ/ds=T(s), (7.2)
lo cual se demuestra reallzando lo siguiente :
T(s)-dQ/ds-(dQ/du)/(ds/du)-Q'(u)/(ds/du) . (7.3)
Comparando (7.3) con (7.1) se llega a que :
(ds/du)=|Q* {u)|. (7.4

Tamblén se logra la relacién 7.4 con la sigulente igualdad :

u
s(u=f, [Q'(t)]at. (7.5)
Entonces : :

s'(u)s|Q (w}]. (7.6)
Normal Principal
Lema: Sea F:R->R".una funcién diferenciable con magnitud constante
2. Entonces F(u) es ortogonal a .
Prueba: |F(u){=n, entonces F(u)sF{u)=n’, que diferenclada con

respecto a u resulta :
F(u)oF* (u)+F" (u) oF (u)=0, (7.7
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aplicando conmutitividad de producto punto se tlene :
F(u)eF! (u)s0, (7.8)
por lo cual las funcliones son ortogonales.

Aplicando el Lema anterior sobre T(u), se obtiene el vector
ortogonal T!(u), que normalizado representa el vector normal
principal N(u), esto es :

N(u)=T! (u)/| T () | (1.9)

As{, el plano formado por ambos vectores, T(u) y N(u) se denomina
osculatorio, debido a que es el plano con m&s contacto sobre la
curva en el punto Q(u), y sobre €1 descansa el circulo
osculatorio, el cual es el circulo que mejor aproxima a la curva
en el punto Q{u). Mas formalmente, es el circulo cuya primera y
segunda derivada concuerdan con la curva en un punto especifico, y
el cual cae en la regién concava de la curva.
El vector Binormal estd dado por

B(u)=T(u}xN(u), (7.10)
y en unién con el vetor N(u) forman el plano binormal. Los
vectores B(u) y T(u) forman el plano rectificador. Asi, los tres
vectores {T(u), N(u), B(u)} forman un sistema de coordenadas local
para cada uno de los puntos de Q(u).

Curvatura y Vector Curvatura

- El centro del circulo osculatorio se denomina centro de curvatura
c(u) y el radlo del circulo es el radio de curvaturs p(u). La
curvatura k(u) es el reciproco del radio de curvatura. El vector
curvatura K(u) tiene una magnitud igual a k(u) y parte desde el

punto Q(u) hacial c(u), esto es, en la direccién de T!(u), ast :

K(u)=k(u)N(u). (7.11)
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Si el pardmetro u es la longitud de arco s, entonces el vector
curvatura es equivalente a la segunda derivada de Q con respecto a

s, esto es :
Kis)=d®Q/ds® (7.12)

por 1o cual kis)=|d*Q/d%s|.

Por convencién, una curva tiene curvatura positiva si se curvea
hacla la izquierda y negativa si se curvea a la derecha.

En amblentes de CAD, la parametrizacién con longitud de arco no se
utiliza porque la curva norsalmente no se conoce asi, 1a
parametrizacién con respecto & s es dificil de evaluar y debe
encontrarse 1a parametrizacién con respecto a un pardmetro
arbitrario u.

Como :

Ki{s)=(d/ds)(d/ds)q ,
=(d/ds)(Q* (w)/s(u)) ,
=(d/du) ((Q (u)/s’ (u)sst(u)) ,
=[5 (wQ?(u)-Q* (ws?(w I/tst (w)3? . (7.13)

Diferenciando 7.6 se tiene :

82 (u)=(d/du) Q' tu} | ,
=(d/du){Q*(u)e@* (u*’? ,
=1Q" (u)+Q?(ul+QP(u)eQ! (w) 121210 (w) oQ (w31 * /31,
=1Q! (u)eQ?(u} I/1Q' (u) et (W12,
=[Q* ()o@ (u)1/{Qi (u) |
=lQ' (w)eQ*(w)I/stiu) . (7.14)

Sustituyendo 7.14 en 7.13 se obtlene :
(7.18)

K(s)=1Q%(u)-(Qt (u)/s* (W) {G%(u)e Q! (u)/s! (u)))/1s (w12,
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Aplicando 7.1 y 7.6 en 7.15 se obtlene :
K(w)=(Q%(u)-T(u) QP (weT(wI I/ ja (W 2, (7.18)
y k(u)=[K(u}{.
Forma de producto cruz con parametrizacién arbitraria

Los componentes de 1a ecuacién 7.16 pueden transformarse por
trigonometria para obtener una expresién basada en el producto
cruz. El numerador de 7.16 esg :
]Qz(u) {sent ,
como [T(u)|=1, entonces la expresién anterior es igual a :
{T(w | {Q%(u) |senv=|T(u)xQ®(u) |,
que aplicada en k{u) genera la expresién en producto cruz de la
curvatura :
k(ul= | T(u)x@®(w) |/ {Q" (w0} |2 .
Desarrollando 7.11 con 7.10 se tiene :
K(u)=k(u)B(u)xT(u). {7.17)
Como B(u) es normal al plano osculatorio que contiene a Q'(u) y
Qz(u), y es de magnitud unitaria, entonces :
Blul=1Q" (wxQ* (W 1/{Q (wxQP(u}].  (7.18)
Sustituyendo 7.18, 7.1 en 7.17 se obtlene la expresién basada en
producto cruz para el vector curvatura :

K(w=1 (Q* (w)x@* ()@ (W I/|et ) {* . (7.19)
Condiciones para Vector Curvatura igual a cero
- S Qi(u) es diferente de cero y Qi(u) con Q’(u) son linealmente

dependlentes, entonces K(u)=0
- $1 0'(u) y G%(u) son linealmente independlentes, entonces K(u)s0
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S1 estas condiciones no se cumplen, se requiere mas analisis para
determinar el valor de K(u).

Medidas Geométricas Fundamentales

El grado de continuldad de una curva en amblentes CAD/CAM/CAE se
refiere al mayor nivel de diferenclacién en el cual es contlnua.
Formalmente, si una funcién f € C" [a,b), entonces !‘. 120,8,.00,0
existen y son continuas sobre [a,b].

Continuidad de Vector Tangente Unitario y Vector Curvatura

Pueden encontrarse casos donde la primera y segunda derivadas
paramétricas de una curva Q(u) proporcionen inforsacién distinta a
los vectores T(u) y K(u), por lo cual no es lo mismo hablar de
continuidades C" referidas a las derivadas, que de las
‘continuidades G" referidas a T(u) y K(u).

Los siguientes eJemplos {lustran estas situaciones :

a) Dados dos segmentos de linea parametrizados :
Qi (u)=[12u, Qu],
Q2(u)=[4(u+3), 3(u+3)},
su primera derivada esta dada por :
alcuysi2,9],
Qdtwsa,3).
Asi, los dos segmentos, aunque son continuos en T(u), tienen una
discontinuidad (su primera derivada es diferente) en la unién.

b) Dados los segmentos de linea :
Qs (u)=lal2u-v?), bl2u-d®)),
Qz(u)=(as(c-a)u?, b(1-u?)),
su primera derivada valuada en la unién de los segmentos estd
dada por : )
al(n=to, o1,
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ghorato, 01,
As{, estos segmentos se unen con una primera derivada paramsétrica
continua siendo que existe una discontinuidad de T{u) en la unién.

c) Dados dos arcos de circulo :
Qi(u)={a sen((u/z)u’. a cos((l/z)ua)].
Qe(u)={a cos((n/2)v% -a sen((w/2)u®)},
su segunda derivada paramétrica valusda en la unién esta dada por
Qf(1)=l-an®, -anl,
qk(o)=(0. -axl,
la cual es claramente discontinua a pesar de que la curvatura es
la misma en la unién, esto es, K(u) es el mismo en la unié6n.

d) Dados dos segmentos de circulo :
Qi(u)=la cos((x/2)(1-u)®), a sen((x/2)(1-w)?)1,
Qz(u)=[a+b-b cos((r/2)u?), -b sen((w/2)u™)),
su segunda derivada paramétrica valuada en la unién estd dada por
af(1sio, o1,
dco)=to, ol.
As{, mientras que la segunda derivada paraméttrica es continua, el
vector curvatura es discontinuo.

Conceptos de Topologia

S1 X es un conjunto no vacié y F una coleccién de subconjuntos de
X incluyendo el conjunto vacié ® y el conjunto X mismo, entonces
1a coleccion F se denomina una Topologis sobre X si satisface las
sigulentes condiciones:

= La'unién de cualquier nimeroc de subconjuntos de X qué estén en F
también estd en F.
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Simb61icamente
St A € F Vi € M, entonces

Ua eF

1 ¢

- La interseccién de cualesquiera dos subconjuntos de X que estan
en F tamblén estd en F. Simbdlicamente
Si B, C € F, entonces

BnCerF
El conjunto X Junto con la coleccién F conforma un' espacio
topologico.

Un ejemplo de espacio topolégico esta dado por el conjunto :
X={a,b,c,d} ,
Junto con la coleccién de subconjuntos de X :

F={2,{a},{a,b},{a,b,d},X} .

Considerando un espacio Euclidiano de x-dimensiones £%, al cual
pertenecen los puntos X,Y,2, y conjuntos de puntos 4, B, y donde la
distancia entre dos puntos se denota por d(X,Y), se pueden
realizar las sigulentes definiciones :

La vecindad-8 de un punto X, N(X,8) se define como el conjunto de
puntos Y tal que d(X,Y) < 8.

En el espaclo €2 1a vecindad de X es un disco ablerto de radio 3
centrado en X, mientra que en £ en una esfera ablerta.

Intuitivamente, una Transformaci6tn Continua debe preservar la
cercania entre puntos y conjuntos, esto es, si un punto esta cerca
de un conjunto, también un punto transforsado debe estar cerca de
el conjunto transforsado, s! la trasnformacién es la aisma.

Se dice que un punto P es de acumulacién de un conjunto

4, s toda vecindad-3 de X contiene un punto de 4.

Una transformaciébn contimua de un conjunto D a un conjunto R es
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'unn funcién f con dominio D y rango R, tal que para cualquier
punto x € D y el conjunto A c D, 81 z es un punto de acumulacién a
A, entonces f(x) es cercano al conjunto f(A)u{f(y)|y € A}.

Una transformacién topolégica es continua si tiene una Inversa
continua. Se dice que dos conjuntos son topologicamente
equivalentes s existe una transformacién topolégica entre ellos.

Un conjunto es cerrado si éste contiene a todos sus puntos
adherentes. La cerradura de un conjunto A se denota c(4).

Un conjunto es acotado si estk contenido en una vecindad.
Los conjuntos que son cerrados y acotado se dice que son
compactos.

Un conjunto A es conexo s! para cualquier divisién de A en dos
conjuntos disJuntos y diferentes del vacio B, C, uno de estos
conjuntos siempre contiene un punto de acumulacién del otro.

Un conjunto A es abierto si ningin punto de A es de
acurulacién al complemento de A.

El interlor de un conjunto A, denotado por i(A), es el conjunto de
puntos € 4 que no son de acumulacién al complemento de 4.

La frontera del conjunto A, denotada por b(A), es el conjunto de
puntos que son de acumulacién & A y & su complemento.
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