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INTRODUCCION 

Uno de los principales intereses de los países en desarrollo 

se encuentra la plancación de Ja expansión de sus sistemas 

productivos, ya que de esto depende, en gran medida, su economía; 

por ejemplo para incrementar el desarrollo industrial es primordial 

contar con grandes redes eléctricas y de abastecimiento de agua, 

sin embargo realizar proyectos de expansión de esta \ndole requiere 

de grandes inversiones, por Jo que resulta indispensable 

desarrollar modelos que minimicen los costos de inversión. El mismo 

desarrollo industrial requiere de este tipo de modelos y algunos 

otros en los que se maximicen Jos beneficios obtenidos por la 

expansión. La Investigación de Operaciones se ha utilizado para 

este propósito, pero por la complejidad de los problemas muchos de 

los algoritmos sólo proporcionan una aproximación a la solución. 

Entre los primeros trabajos desarrollados para la expansión se 

encuentran los de Manne (24]. Erlenkotter (3], Fong y Srinlvasan 

(31], y otros. Los trabajos desarrollados hasta ahora están 

dispersos y no contemplan el problema por medio de un modelo 

general; por lo que dentro de íos objel 1 vos de este trabajo se 

encuentra el recopilar y analizar los escritos acerca del tema y 

así proponer un modelo general, para después clasificar el problema 

y ubicarlo en el contexto de la Investigación de Operaciones 

mostrando algunos ai gori lmos y las venta,ias, desventajas y posibles 



extensiones que presentan. Para este propósito en el CAP. J se 

ubica el problema en el contexto sistémico, para presentar dos 

tipos de problemas: en uno de ellos el objetivo es minimizar Jos 

costos con restricclones de demanda, s!tuaclones que generalmente 

se presentan en el sector público, el otro es maximizar beneficios 

con restricciones de capital que usualmente corresponden al sector 

privado. A continuación se hace un estudio de las características 

analitlcas de la función objetivo y de las restrlcclones para 

definl r las variables de desición que caracterizan al 

problema,estas variables son: localizaclón tamafio y tiempo de 

expansión. Esto permite proponer un modelo general, pero devido a 

Ja complejidad del espacio generado por las restricciones del 

problema resulta muy difici 1 proponer un método general de 

solución, sin embargo es factible hacer algunas simplificaciones 

que permiten clasificar el problema con el fln de desarrollae 

algoritmos de solución que obtengan la solución óptima o blen una 

aproxlmaciém a ésta. La clasificación se efectúa con bas<:: en la 

variable de localización, si ésta aparece se llama problema de 

localización y si no es nombrado de secuenclación. Los problemas de 

localización son subdivididos en localización simple y 

multilocalización. En estos problemas existen dos posibilidades, 

que la única variable sea la de Jocallzación, en cuyo caso hay dos 

situaciones Jocallzación en el plano o en redes. En el capitulo Il 

se hace un breve estudio sobre localización en redes, usando como 

criterio de optimizacién el 11;;.rriado minlsun: ya que minimiza se el 

parámetro asociado a los ar·cos de la red, y tomando en cuenta sl el 



parámetro es conocido o es una variable alealorla se manipulan 

redes deterministas o probabilistas. Cuando aparece alguna otra 

variable los modelos son tralados en el capílulo 111, en la primera 

parte se analizan algunos modelos de localización simple comenzando 

con un modelo sencillo de economias de escala, después uno con 

costos cóncavos y restricciones de capacidad, finalmenle se 

presenta un modelo con costos múltiples de ordenamiento y 

producción. En la segunda parte de este capitulo se muestran 

modelos de multilocalización que son básicamente de distribución y 

transporte, el primer modelo es una aproximación por medio de 

programación dinámica y el segundo y tercer modelo son sobre 

expansión con capacidad dinámica, los algoritmos propuestos 

determinan una solución inicial con un modelo de transporte, 

determinando después las variables duales con el fin de aplicar a 

esta solución inicial un mélodo heuristico que permita aproximar la 

solución al óptimo. Por último, en el capitulo IV, se describen Jos 

modelos de secuenciación, donde no aparece Ja variabie cie 

localización, los cuales están relacionados con el seclor público. 

En un principio se define el problema y el modelo más simple, el 

cual es resuelto en Ja siguiente sección por medio de programación 

dinámica y por último se analiza una extensión. 



CAPITULO 1 

EL PROBLEMA DE EXPANSION DE CAPACIDAD 

1.1 Conceptualización del problema 

La interacción del desarrollo cientlfico y tecnológico con el 

crecimiento poblacional y otra serle de factores han ocasionado que 

los objetos que componen la realidad se hagan cada vez más comple­

jos debido a que están compuestos por una variedad de elementos con 

diversas caracteristicas y son estudiados por diferentes disci­

plinas. Esto hace imperativo que dichos objetos se estudien bajo un 

enfoque totalitario e interdiscipllnario. 

Un enfoque que actualmente goza de gran popularidad en los 

ambientes cientlficos e ingenieriles, debido a la eficiencia 

mostrada es la Teorla General de Sistemas. Hoy en dia la ciencia y 

la ingenleria abordan sus problemas mediante el enfoque de siste­

mas, el cual se conforma básicamente por dos paradigmas parciales y 

complementarios [13]. 

l. La visión integral de la cosa, que la identifica en la 

realidad por el papel o función, que desempef\a integralmente 

dentro de un conjunto más grande, llamado suprasistema. 

2. El enfoque por componentes de las cosas, que la visualiza 

en la realidad como conjuntos de elementos interrelacionados. 



La primera afirma que un sistema está determinado por la 

función que real Iza en un entorno mayor, como la producción o 

consumo de un bien, para (o proporcionado por) otros elementos del 

entorno. La segunda idea se basa en la estructura del sistema, es 

dec!r, lo identifica como un conjunto de elementos Inter­

relacionados. Sin embargo, para lograr una conceptualización 

adecuada del sistema es necesario definirlo mediante la interacción 

de estos dos paradigmas. Las acciones y las reacciones del sistema 

se conocen comúnmente como entradas y sal idas, por ejemplo los 

bienes, servicios, auxilios, etc. usualmente se les llama salidas; 

entonces estas sal idas son r-esul tado de algún proceso efectuado a 

ciertas entradas que pueden ser r-entas, pr-esupuesto, ventas y 

algunos otros. 

Dentro de la dinámica en que se encuentra un sistema existen 

dos situaciones que llevan a plante.ar- el problema de expansión de 

capacidad. Por un lado, los sistemas que proporcionan bienes o 

servicios básicos a diferentes partes de su entorno, se ven en la 

necesidad de aumentar su capacidad de producción debido a diversos 

factores como el desar-rollo tecnológico, al surgimiento de 

necesidades específicas, el mismo crecimiento del entorno, etc., 

que se traducen en un incremento en la demanda del bien o servicio. 

Esta situación se presenta en el sector público, donde las necesi­

dades de la población hacen Imperativo satisfacer la demanda y, por 

razones obvias se desea llevar a cabo la expansión a costo minimo. 
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.Un ejemplo tlpico es el incremento de las redes hidraúllcas 

para satisfacer la demanda de agua [ 15) en donde, para efectuar 

ésla expansión es necesario diseñar un conjunto de proyectos para 

construir nuevas fuentes de abastecimiento o canales de 

distribución. Específicamente, el problema consiste en seleccionar 

los proyectos y su orden de realización, de manera que los costos 

de expansión sean minimos. 

Por olro lado, los sistemas que producen bienes o servicios de 

consumo con caracterislicas diferentes al caso anterior, esto es, 

cuyo objet! vo es obtener un Incremento en sus beneficios, tienen 

posibilidad de incrementar sus ingresos si expanden su nivel de 

producción. En este caso, que usualmente corresponde al sector 

privado, la política del sistema consiste en maximizar los 

beneficios esperados respecto a la Inversión realizada. 

Un ejemplo que ilustra ésta siluacíón es el de una fábrica que 

produce artículos de plástico y la demanda de dicho artículo crece 

linealmente respecto al tiempo a una razón de ó productos por año. 

El proceso de decisiones consiste en incrementar la capacidad de 

producción en x unidades para obtener un beneficio máximo que jus­

tifique la inversión hecha, o bien se satisface la demanda por 

importaciones añadiendo costos, e Incluso puede existir un factor 

de penalización cuando la demanda no es satisfecha. Las variables 

involucradas en la expansión son: el tamaño de la capacidad 

adicional y el tiempo en que debe realizarse (ver [16)). 

3 



Como resultado de lo propuesto anteriormente se puede entender 

el problema de expansión de la siguiente manera: Determinar las 

dimensiones de la capacidad adicional, los tiempos de expansión y 

localización o multilocalización de la misma, de modo que el valor 

presente de los costos asociados con el proceso de expansión sea 

mlnimo, o bien, el valor presente de los beneficios netos sea 

máximo. 

1.2 formulación General del Problema 

En la sección anterior se plantean dos casos en los que se 

presenta el problema de incrementar la estructura del sistema para 

satisfacer la demanda de las salidas, ésta expansión se realiza de 

dos formas: 

EXPANSION TIPO I) Si se supone que la capacidad del sistema es 

una constante k y que la función de demanda D(t) es no decreciente 

en un Intervalo de tiempo [0,T], y además, D(t)>k para algún 

te[O,Tl. Entonces el problema tipo consiste en determinar el 

inc!'emento t.k, el tiempo t
0 

y el Jugar deseable en que debe 

real izarse la expansión a costo minimo, es decir, 

o bien 

mln Costos de expansión 

s. a Satisfacer la demanda en el periodo [0,T) 

s. a. 

min C(t.kl 

k+t.k?::D( t) 

4 

para toda te[O,T) 



Algunas consideraciones de generalidad sobre este problema 

son: la naturaleza del comportamiento de la función de demanda, que 

no se restringe al caso determínista, sino que se amplia al caso 

estocást leo y el incremento llk que puede efectuarse en etapas, es 

decir, l>k = llk
1
+flk/·· .+llkn en tiempos sucesivos t

1
,. .. ,tn, de tal 

forma que la capacidad del sistema sea una función escalón con 

para Intervalos 

Entre los trabajos de aplicación ya realizados, pueden citarse 

a los siguientes: el problema de satisfacer la demanda de aluminio 

en la India, para un periodo de 30 años, se desea expander la 

capacidad de producción de aluminio, por lo que se deben determinar 

los centros de producción y los tiempos de la expansión de la 

capacidad, este trabajo fué real Izado por Erlenkotter [3] y Manne 

[24]; otro problema consiste en transportar cemento a varios 

centros de demanda, cómo los costos de transporte son muy elevados, 

entonces se propone localizar puntos de distribución en las zonas 

de demanda así como tamaño y tiempos en que se deben instalar. 

Algunos problemas en redes de comunicación consisten en determinar 

el tipo de cable a instalar en la red, en particular supóngase que 

se tienen dos tipos de transmisión y que un cable estándar puede 

ser usado para satisfacer un sólo tipo de transmíslón, mientras que 

otro cable puede satisfacer ambos tipos de demanda; el problema 

consiste en determinar el tamaño y tipo de cables a ser instalados. 
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EXPANS!ON TJPO 11) Sl se supone que la capacidad del sistema 

es una constar.te k y que> la func 1 ón de di; manda D( t) es no 

decreciente en un Intervalo de tiempo !O, T]. y ad<>mii.s, Dl t)>¡.. para 

algún te(O,T). Entonces el problema tlpo Il consiste en determinar 

el incremento Al:, el Uemro t
0 

y el lugar deseable en que debe 

realizarse Ja expansión, de forma la! que se ma>:lmlzen Jos 

beneficios obtenidos por Incrementar el sistema, enlences se tiene 

un problema de la forma 

máx Beneficios por la expansión 

s. a No sobrepasar el capital disponible 

es decir, 

máx B(Ak) 

s. a SA~$[t) para toda te(O,T] 

Como puede observarse no necesariamente se debe satisfacer la 

demanda. pues en este cas0 ic. e:.:pa!1sibri puede ser optativa. En el 

caso de ser ne:esarla la e~:pansit•n se deben contemplar las 

restricciones de dema..'1da del casei anterior ~· las consideraciones 

sobre el incremento en la capacidad. 

Es claro, que de acuerdo cor. las restricciones anteriores el 

interés por desarrollar modelos que permitan planear la expansión 

de los sis lemas, se debe al deseo de optl ml zar el uso de los recur-

sos. Estos n10delos s5r-ve:., com:- J'2 se ha ~nd3cado, pc.r·á determinar-



Con base en la conceptualización anterior, se formula un 

modelo general del problema, para esto se considera una función 

objetivo la cual se considera de la forma: 

F=F(f, f , ... , f ,a:) 
1 2 n 

donde cada f
1
=f

1 
(x=tamaño, w=l!po, T=t!empo, y=lugar) representa 

una función de costo (operación, Instalación, etc.) si se tiene un 

problema del tipo I, y es una función de beneficio (utilidades 

esperadas) si es del tipo II. 

La forma anal ítlca de F depende de las condiciones propias de 

cada problema; cuando se tienen economlas de escala F es una 

función cóncava, pero también puede ser cóncava a trozos, convexa, 

o no presentar ninguna de estas características y, entonces, F es 

aproximada por funcionales lineales. 

Las restricciones más usuales son de 

Capital 

Institucionales 

Geográficas 

Demanda 

Fisicas 

y se comportan de la siguiente manera: 

7 



al Restricciones de Capital 

Gl(;>.Jt'cJt),,; $t 

cJl Capital disponible para el proyecto J en el periodo t 

>.Jl Determina si se asigna dinero al proyecto J en el periodo 

St Capital total disponible en el periodo t. 

Estas restricciones Indican que el dinero invertido en cada 

proyecto seleccionado J (;l,Jt= O, l) en el periodo t no sobrepase el 

capital disponible en ese periodo. Este tipo de restricciones 

aparecen en ambos tipos (l y Ill de problemas. 

b) Restricciones Institucionales 

G (;>. ) = (k, l) t 
2 jt 

Como una observación, el número uno que aparece en la función 

no es un escalar, sino un vector columna cuya dimensión depende del 

horizonte de planeación. 

Esta función incluye restricciones relacionadas con el número 

( k) de pro:,•eclos a realizar por año, con que e 1 pro:.•ecto se 

realizen sólo una vez, también permite excluir las combinaciones de 

proyectos no factibles. Estas restricciones aparecen en ambos tipos 

de problemas: 

c) Restricciones Geográficas 

Estas restricciones no se refieren a la representación de la 

problemática, que básicamente son en el plano o en una gráfica. 
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d) Restricciones de Demanda 

s Volumen almacenado 
J 

en el centro j 

X 
J 

Volumen circulando hacia (o desde) J 

F 
J 

Volumen de producción asignado desde el cent.ro J 

D Demanda total 

Este conjunto de restricciones tienen como objetivo plantear 

ecuaciones que aseguren satisfacer las demandas de servicios o 

productos, aparece en ambos tipos de problemas. 

dl Restricciones Físicas 

G4 (SJ, XJ, FJ, ª•' AJ, JJ, J,) 

ª• = Factor de ganancia en la liga k (si existe la red para el 

problema) 

AJ Determina si hay importaciones en el almacén j 

I J Importaciones al almacén j 

J = Total de importaciones 

En este conjunto de restricciones aparecen cotas sobre la 

capacidad de almacenamiento, capacidad en ligas, balance de masa en 

cada almacén, Las úllimas contienen información que refleja 

detalles de la operación del sistema y aparecen en los dos tipos de 

problemas. 

9 



Algunos factores que se deben considerar, por su Importancia, 

son el horizonte de planeaclón y el tipo de econom\a bajo la cual 

se desarrolla el modelo, en particular, se supondrá de escala. En 

lo que respecta al horizonte, si éste es finito, existe una fuerte 

dependencia entre el horizonte y la pollt!ca de expansión; entre 

las que se encuentran el impacto de la longitud del horizonte sobre 

el tamaño de la expansión más próxima, la posible descomposición 

del problema original en subproblemas independientes con pequeños 

horizontes de planeac!ón, el tiempo en el cual la pol\tica se vuel-

ve estacionaria y Ja equivalencia entre algunos problemas de 

horizonte infinito con algunos de horizonte finito. En lo que se 

refiere al tipo de economía se debe sin duda a que ésta afecta 

directamente la función de costos, la que generalmente se supone 

cóncava, por representar economías de escala, y en la que se lnvo-

lucra un factor de descuento u que refleja la inflación neta, sin 

embargo se debe tener cuidado en la estimación del parámetro u. 

Por lo anterior los problemas llpo 

planteados de la siguiente manera: 

s. a 

PRDBLE!'J, Tl PO 

GI {;\Jt'cjt) :s $t 

G(;\) :s (k,l)t 
2 Jt 

G
3

(SJ, XJ, FJ) ~D 

G4 (SJ, XJ, FJ, ª•' AJ, JJ, J, J 

10 

y JI pueden ser 



s. a 

PROBLEMA TIPO I 1 

Háx f(f ' 
1 

f ,a) 
n 

Gl(;\Jt'cJll :s Sl 

G ( ;\ ) s ( k, 1) l 
2 Jl 

G
3

(SJ, XJ, FJ) ~D 

G4 (SJ, XJ, fJ, ak, ;\J, I J' J, l 

La gran variedad de restricciones hace imposible encontrar un 

método general de solución, sin embargo existen algunos casos 

particulares del modelo en el que, bajo ciertas simplificaciones, 

se pueden obtener soluciones o aproximaciones. La clasificación más 

usual se presenta en Ja siguiente sección. 

Los principales obstáculos para encontrar un método de 

solución general son Ja identificación del conjunto generado por 

las restricciones, y Ja caracterización de los puntos e>:tremos de 

Ja región faclible. En Jo que repecta al conjunto generado por las 

restricciones resulta muy complejo caracterizarlo debido a la gran 

variedad de las mismas, y por ende la caracterización de los puntos 

extremos; además muchos de los problemas de expansión son de 

carácter combinatorio por lo que algunos métodos de solución 

resultan ineficientes. En cada uno de los siguientes cap\ tul os se 

presentan algunos modelos y sus métodos de solución. 

11 



1.3 Clasificación 

E>:lste una gran variedad de problemas a los cuales se puede 

aplicar ésta teorla, pero hay una clasificación [ l que consiste en 

agrupar los problemas de la siguiente manera: Localización Simple, 

Hultilocalizaclón y Secuenclaclón de Proyectos. 

1.3. 1 Localización Simple 

Los problemas de localización toman lugar en el contexto de 

sistemas de transporte, comunicación o de transmisión, y pueden ser 

representados para propósitos anal it leos como redes o en el plano 

cartesiano. Se hace notar que hay problemas en los que la única 

variable es la localización y otros en los que están Involucradas 

otras más. 

En ésta gama de problemas se encuentran todos aquellos en Jos 

que aparece la variable de localización, y una primera 

simplificación se obtiene cuando es la única variable a determinar 

y se desarrolla en el capitulo II. La otra situación que se 

presenta es cuando aparece además alguna de las otras dos variables 

(tiempo y tamaño de la expansión)o ambas. Dentro de los problemas 

de localización se tiene una división según el número de puntos a 

localizar, esto es, si un punto se debe determinar unlcamente el 

problema es de localización simple, y en caso contrario es llamado 

de localización. 

12 



Una de la formulaciones [2] del problema de localización es la 

siguiente: 

Hin + F(y) 

s. a. 

J=l, ... ,n 

y ?: o 

donde 

xJ =Cantidad enviada desde la localización x a la demanda J. 

y Cantidad total que se envia desde la localidad x. 

dJ Costos de transporte al enviar la cantidad xJ desde el nodo 

x hasta el nodo j. 

F(. )=Costos de construcción y operación de la localización x. 

DJ = Demanda en e 1 nodo j. 

Este modelo puede ser extendido aún más, cuando se agregan 

restricciones en la capacidad, sin embargo esto es uno de los 

objetivos del capitulo IIl. 
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La generalización a varios puntos de localización (30] es: 

Hin ¿ ¿ d X + r rl (yl i 
J 1 IJ IJ 

s. a. 

¿ X y 1, 2, 
J 1 J 1 

m 

¿ X D j 1, 2, 
1 1 J J 

n 

X l:: 0 
1 J 

yl l:: o 

donde 

Cantidad enviada desde la localización 1 a la demanda j. 

Cantidad total que se envia desde la localidad j. 

Costos de transporte al enviar la cantidad x
1
J desde el nodo 

1 hasta el nade j. 

F
1
(.) =Costos de construcción y operación de la localización i. 

DJ Demanda en el nodo j. 

n Número de nodos de demanda 

m Número de nodos de localización propuestos. 

Se observa que este modelo representa la problemática de 

encontrar puntos de al macenaml en to para sat l sfacer una demanda a 

costo minimo, y en el cual Ja segunda restricción asegura que se 

satisface Ja demanda total del punto j, y donde las variables y
1 

no 

están acotadas superiormente Jo que indica que no hay cotas en la 

capacidad de almacenamiento. 
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1.3.2. Secuenclaclón de Proyectos 

Los modelos de · secuenclaclón de proyectos aparecen en 

problemas de Inversión, en el que dado un subconjunto fin! to de 

proyectos se desea dar una secuencia de éste de forma que se 

minimicen Jos costos de realización de Jos proyectos, o bien se 

maximice el valor presente del total de los beneficios netos. Las 

variables de decisión que frecuentemente aparecen en estos modelos 

son el tamaño y tiempo de la expansión. 

Como ejemplo se tiene el siguiente modelo planteado en 

términos de Programación Entera y que es usado con mucha frecuencia 

en los problemas de expansión de sistemas hldraúllcos [15] y [18]. 

Supóngase que existen n proyectos para constr!ur un vaso y que 

pueden ser desarrollados en un horizonte de planeaclón dado, el 

problema consiste en determinar que proyectos seran efectuados y en 

que orden, es decir, ¿Cuándo debe ser elaborado cada proyecto? 

El problema consiste en maximizar el valor presente del total 

de beneficios netos y puede formularse como: 

máx [ [ NBsyXsy 
s )' 

de tal manera que el total de desembolsos no excedan los fondos 

disponibles para cualquier llempo y' E Y, 

[ [ Cs Xsy :s; [ $y 
yEY sel y:$y' 
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Y cada proyecto puede ser construido a lo más una vez 

[ Xsy :s l 
y E Y 

para toda sel 

Las variables utilizadas son: 

Y Conjunto de años en los cuales el proyecto debe ser 

llevado a cabo. 

l Conjunto de posibles lugares de los proyectos 

{ l, 2, ... , n}. 

NBsy Valor presente de los beneficios netos si el proyecto 

en el lugar sel es construido en el afio yer. 

Cs Costo de construir un proyecto en el lugar s. 

Sy Fondos disponibles para invertir en el afio y. 

La variable de decisión es: 

Xsy 

si el proyecto en el lugar s es construido en 
en el afio y 

en otro caso 

En este modelo se supone que la demanda a ser satisfecha es 

una función D(T) continua y creciente respecto al tiempo T, la 

demanda inicial D(O) es en principio satisfecha por la existencia 

disponible. 
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1.4 Algunos Enfoques de solución 

En general los métodos de solución no permiten obtener 

soluciones óptimas en el sentido estricto, pues el mundo real es 

mucho más complejo que lo que representan los modelos propuestos, 

sin embargo en algunos casos se obtienen soluciones óptimas. La 

ayuda más sustancial de los modelos es un mejor entendimiento de la 

sensi bl 1 !dad de las sol uc Iones a cambios en algunos parámetros, 

restricciones o criterios. Asimismo por medio de los modelos se 

desea seleccionar entre las mejores soluciones aquellas que 

satisfagan las necesidades y demandas de la reglón en cuestión. 

En lo que respecta a los modelos de locallzaclón en redes 

existen entre otros métodos los siguientes: Enumeración, 

Aproximación por Teorla de Gráficas, Métodos Heurlstlcos y de 

Programación Matemática. 

i) Enumeración. Se determinan las posibles soluciones y se 

comparan hasta obtener la óptima, sin embargo por las 

características combinatorias del problema el número de posibles 

soluciones es (~). Este método se debe al matemático Hakiml [18]. 

li) Aproximación por gráficas. Los resultados más 

satisfactorios obtenidos hasta ahora son para árboles, pero en 

general para redes arbitrarias no hay algoritmos eficientes. 
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111) Métodos Heuristicos. Existen varios métodos de este tipo 

entre los que se encuentran: la partición de conjuntos, el que fué 

desarrollado por Moranzana [26]; aproximación miope propuesto por 

Kuehn y Hamburger [22); y por último el método de ramificación y 

acotamiento propuesto por Jarvinen, Rajala y Sinervo [21). 

lv) Métodos de Programación Matemática. Hay una variedad de 

modelos de ésta clase algunos de ellos primales y otros duales, as! 

como de programación entera. El modelo primal más conocido se debe 

a Bal inski y fué modificado más tarde por ReVelle y Swain; entre 

los modelos de programación entera se resuelven por medio de 

ramificación y acotamiento se encuentran los modelos propuestos por 

Efroymson y Ray [2] y por Fong y Srinivasan [9]; los modelos duales 

son discutidos por Geoffrion [ 14], Held, \lolfe y Crowder [ 191. 

Narula Ogbu y Samuelsson [27), entre otros. 

Existen problemas en los que además de la localización se 

requiere conocer los tiempos y tamaño de la expansión por Jo que se 

deben tomar restricciones de capacidad y por ende la existencia de 

inventarios. Entre los modelos más comunes están los de producción 

determinista con restricciones en los inventarlos y en los que se 

permite la demanda no satisfecha, asi como aquellos en los que los 

costos son cóncavos o convexos, etc.. Los investigadores que más 

han trabajado con estos modelos son Rao y Jagannathan [20], llagner 

y Whitin [32), Florian y Klein [8]. El-Shaleb [l). 
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Los modelos de secuenciaclón están basados en Programación 

Entera y D!námlca, y generalmente sirven para determinar Jos 

tiempos y tamaño de Ja capacldad de la expansión. Entre los autores 

que más han colaborado en el área se encuentran Erlenkotter [4], 

Erlenkotter y Rogers [6) y otros. 

EJEMPLO 

Expansión de Sistemas de Potencia Eléctricos 

Un sistema de potencia eléctrico consiste de un conjunto de 

plantas de generación (térmicas, hidroeléctricas y pos!blemante 

nucleoeléctricas) las que están conectadas a los usuarios por medio 

de una red de transmisión [29]. 

La demanda de este servicio en un horizonte fin! to de tiempo 

es un proceso estocástico no decreciente, ésta incluye pequeñas 

transmisiones que generalmente se asignan al cargador central del 

sistema. En cada periodo Ja demanda puede ser representada por 

medio de una curva de carga, la que proporciona Ja probabilidad de 

que la demanda sea mayor que cualquier nivel de capacidad dado. El 

problema consiste en determinar la expansión óptima de la capacidad 

de manera que Jos costos esperados sean minimizados. 

La función objetivo contiene costos de Instalación y 

operación, los cuales presentan las siguientes caracteristicas: 
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COSTOS 

a) Las plantas hidroeléctricas tienen un costo de instalación 

muy alto .pero su costo de operación por kwh tiende a ser 

insignificante. 

b) El costo de instalación de las plantas térmicas es menor 

que el de las plantas hidroeléctricas, pero el costo de combustible 

es sustancialmente mayor, por unidad de kwh, que el de las plantas 

hidroeléctricas. 

c) Las unidades nucleares llenen un costo Inicial y de 

operación muy elevado, sin embargo a largo plazo el costo del 

combustible es mucho menor que el de una planta térmica común. 

Las caracteri stlcas mencionadas pueden ser ut1 ! izadas para 

minimizar el costo promedio del combustible usado en las plantas 

térmicas y nucleares. 

En la determinación del plan de expansión óptima es de suma 

Importancia el efecto de la economla de escala, ya que el capital 

promedio y los costos fijos de operación por kw de capacidad 

decrementa sustancialmente con el tamafio de la planta, 

aproximándose asintót!camente a una constante para instalaciones 

muy grandes. 
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Para plantear las restriccions es necesario considerar los 

siguientes rubros: Restricciones de capital, restricciones 

i ns t lt uc 1 onal es, res t r 1ce1 enes de demanda (uso doméstico e 

industrial) y restricciones fislcas. 

a) Restricciones de capital. Es el capital disponible por año 

y tipo de planta. 

b) Restricciones Institucionales. Número de plantas que pueden 

ser construidas por periodo de tiempo t. 

c)Restrlcclones de demanda. Para esto se debe conocer la 

operación de las plantas y Ja demanda de cada tipo de usuario. 

OPERACION 

al Las plantas hidroeléctricas son ideales para suministrar 

los requerimentos de cargas pico, puesto que el flujo puede ser 

controlado por las reservas almacenadas en el sistema, con agua 

descargada cuando sea necesario. Con frecuencia su operación es 

interdependiente ya que pueden estar sobre un mismo río y con 

producción limitada de energia. 

b) A diferencia de las plantas hidroeléctricas, las plantas 

térmicas pueden ser usadas continuamente en su máxima capacidad. 
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Con estas caracteristlcas de operación y con Ja demanda se 

pueden construir las restricciones de demanda, que son del 

siguiente tipo: 

Energla mlnlma aceptable para el sistema. 

Funciones de generación de energla por planta. 

Flujo de energia. 

Demanda mínima para cada subsecclón del sistema. 

Energia satisfecha para cada uso desde la planta J en el 

periodo t. 

Restricciones fisicas. Son las relacionadas con el flujo de 

energia y el balance de masa. 

Finalmente cada tipo de planta tiene una vida económica 

significativamente diferente, una planta hidroeléctrica puede tener 

al menos 50 años, una nuclear del orden de 30 años, mientras que 

una térmica dura aproximadamente 20 años. 
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CAPITULO 11 

EL PROBLEKA DE LOCALIZACIOM SOBRE UNA RED. 

Según los criterios de clasificación, vistos en el capitulo 

anterior, cuando la única variable de expansión es Ja localización 

los problemas caen en este grupo y además las restricciones 

consideradas son por ende también de lipo geográlico. Un ejemplo 

lipico de estos problemas es el relacionado con los servicios de 

auxilio como ambulancias, bomberos, puestos de socorro, etc. De 

acuerdo con las caracteristicas del espacio de soluciones el 

análisis de estos problemas se considera en dos categorías: 

A. Localización en el plano 

B. Localización sobre una red. 

La primera está caracterizada por un espacio infinito de 

soluciones, esto es, los puntos pueden estar situados en cualquier 

lugar del plano. 

La segunda es caracterizada por un espacio de soluciones que 

consiste de puntos sobre la red, pueden ser los nodos o puntos 

sobre los arcos. 

En este trabajo sólo se considera el problema de localización 

sobre los nodos de una red. 
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2. 1 Generalidades del problema de localización en Redes. 

Supóngase que se tiene una red de transporte G cuyo conjunto 

de vértices V consiste de {v
1

, v
2

, ••• , v
3

} y asociado con cada liga 

(i,j) del nodo v
1 

al nodo vJ, se tiene un peso o atributo b(i,j). 

Este atribulo denota el tiempo de transporte o viaje, distancia, 

costo, etc., este atributo puede ser determinista o probabilista si 

es una variable aleatoria. 

En muchos problemas de localización, bajo el criterio de 

mínima suma, se supone que para cualquier nodo \'
1 

se tiene asociada 

una razón de demanda g(i) (que puede ser el número de llamadas de 

auxilio por dia, o la probabilidad de que una llamada sea generada 

en una hora), y que por conveniencia se normaliza, es decir 

g(l)+g(2)+ ... +g(n) 1. 

El tiempo promedio de recorrido desde un punto xEG a lospuntos 

v sobre la red es /(x), donde 
1 

/(x) ¿ g(i)t(x, i) 

y t(x, i) es el mlnimo tiempo de recorrido desde XEG hasta v
1
EG. 

Cuando el tiempo de viaje es probabilista el objetivo es 

minimizar la expresión J+(x) = ¿ g(iJt(x, i). donde nx. i) es el 

mínimo tiempo esperado de XEG a v
1
EG. 
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Los puntos x que minimizan ésta expresión o la anterior se 

llaman intermedios. 

En algunos problemas, varios de los atributos de viaje como la 

distancia y las unida<;les de energía "viajadas", son importantes en 

la toma de decisiones, en estos casos el objetivo es optimizar la 

utilidad de lodos los viajes del sistema. 

Puesto que el objetivo es, en general, minimizar distancias y 

tiempos de viaje cabe preguntarse si la red está orientada y/o la 

orientación de los recorridos entre localidades y nodos. Estas 

características hacen el problema más complejo. 

Puntos de demanda y localización. 

Para ambos tipos de puntos existen las siguientes propiedades: 

a) Los centros de demanda y/o local lzación pueden estar en 

cualquier punto de la red o 

b) En un conjunto finito de puntos. 

Se observa que aquellos centros donde hay más demanda son los 

principales contribuyentes en la función de costos del problema 

minlsum. 
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2.2 Clasificación de los problemas de localización. 

Los problemas de localización pueden ser clasificados en 

·,. varias formas: con base en un cri ter lo de oplimal !dad, el que 

considera caracleristicas propias de la función objetivo; según los 

tipos de redes y localización simple o multilocalización, estas dos 

últimas son variaciones en las restricciones del problema. 

2.2. 1 Criterios Hinlsum y Hlnimax (Función objetivo). 

Dado que los tiempos de respuesta es una de las más 

importantes consideraciones en los sistemas de emergencia la 

fi losofia o principio para caracterizar las soluciones puede ser 

minimizar los tiempos de viaje o la función de costo relacionada 

con los tiempos de viaje y distancia recorrida, y posiblemente 

otros atributos. este tipo de criterios son llamados de "mlnima 

suma" (minisum), puesto que se desea local izar si ti os que mini mi zen 

el total de los efectos negativos o maximizar las utilidades por 

prestar algún servicio. Los lugares donde se localizan estos sitios 

son llamados intermedios, otra clase de problemas emplean el 

criterio mlnimax y los puntos a localizar son llamados centros de 

la red. Los modelos que emplean este criterio usan unlcamente 

gráficas y árboles para localizar, y consiste en determinar un 

conjunto de puntos que minimizen la máxima distancia (o tiempo) 

entre los lugares de Incidentes y dichos puntos. 
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Los modelos desarroJ lados para ésla clase problemas son muy 

útl les en los sis lemas de auxi llo, servicios como paradas de 

aulobuses, 1 ocal l zación de buzones, 11 brer!as, bancos, etc. . ¿Cabe 

preguntarse cuál de los dos criterios es más apropiado, y porque 

hacer un análisis de los modelos basados en el cri lerio minisum y 

no en el minimax. Los modelos m!nimax sirven sólo en el caso de 

tener una problemática sobre una gráfica o un árbol, y según el 

número de puntos a localizar el problema se complica por ser de 

carácter combinatorio y 1 os algoritmos desarrollados hasta ahora 

usan matrices que pueden ser de dimensiones muy grandes, 

dependiendo del problema y esto por supuesto resulta poco eficiente 

en términos del tiempo de máquina, sin embargo resultan muy 

apropiados en algunos casos pues toma en cuenta los puntos de 

demanda que están muy alejados, permitiendo así obtener una 

distribución más uniforme de las localidades. Por otro lado los 

algoritmos para los problemas minisum son más eficientes para 

problemas grandes, y a diferencia del caso anterior la distribución 

de las localidades no es muy uniforme. 

2.2.2 Criterio respecto al tipo de red (Restricciones). 

Otro criterio de clasificación se basa en las cualidades de 

los pesos asociados a la red, esto es, la red puede ser 

determinista o probabilista. Si la red es determinista, los pesos 

asociados con nodos y arlst~. no cambian respecto al tiempo y se 

supone que están determinados. Si la red es probabilista los pesos 

asociados con nodos o arcos pueden cambiar respecto al tiempo, Y el 
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estado de la red en el futuro es aleatorio; sin embargo, existen 

casos en los que el estado de la red es estacionario respecto al 

tiempo. Estas redes son de particular interés pues se obtiene el 

comportamiento promedio del sistema. 

El criterio usado aqui es respecto al tipo de red en forma 

conjunta con el número de centros de localización. 

2.3 El Problema tipo 1 y Localización Simple en Redes Determinis­

tas. 

Definición 2.1. El problema de localización simple consiste 

en determinar la localización de un sitio que minimice la función 

/(x). 

Haklmi desarrolló, en 1964, el primer modelo y supuso tiempos 

de viaje deterministas en redes no dirigidas. Hirchandi, en 1975, 

demostró que si la red es dirigida existe al menos una solución 

óptima en un nodo sobre la red. Una de las vcntaJas de las redes 

dirigidas es permitir, entre otras cosas: 

a) La existencia de calles con un solo sentido en los medios 

urbanos. 

b) La diferencia en tiempos de viajes si las calles son de 

doble sentido. 

el La diferencia en tiempos de viaje para diferentes 

vehículos bajo diferentes condiciones. 
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• Definición 2. 2. Un punto x en una red no dirigida G, es un 

intermedio absoluto de G si para cualquier xeG 

Se observa que un intermedio absoluto minimiza el tiempo 

promedio o distancia promedio /(x) desde un punto x EG a puntos 
1 

aleatorios. Si la red es no dirigida se cumple la igualdad t{x,i) = 

tU,x), y entonces el problema consiste en minimizar el tiempo 

promedio desde los puntos aleatorios hacia el punto xeG. 

A continuación se presenta el teorema sobre existencia de 

Intermedios absolutos en redes deterministas no dirlgldas. 

Teorema 2.1. (Hakimi 1964). Existe al menos un nodo en G el 

cual es un intermedio absoluto. 

Demostración (ver [ 17]). 

Si Ja red es orientada t(x, l) 'T- t(l,x), entonces se debe 

diferenciar el objetivo del problema, por un lado se desea 

encontrar un punto x
0

eG que minimize el tiempo promedio J+(x'). Por 

otro lado si se desea minimizar el tiempo promedio de viaje hacia 

el punto yeG, el objetivo es encontrar y• lal que J-fy•) s -J-{y) 

para toda yeG. En donde J-(y) = [ g(i)t(i,y). 
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Se hace notar que no necesariamente se cumple la igualdad 

J+(x) = J-(x). Entonces en redes orientadas para encontrar nuevos 

puntos óptimos en el problema se requieren las siguientes 

definiciones. 

Definición 2.3. Un punto x en una red dirigida determinista 

es un intermedio absoluto externo de G si para toda xeG 

Definición 2.4. Un punto y en una red orientada determinista 

G es un intermedio absoluto interno de G si para cualquier yeG 

Definición 2.5. Cuando existe al menos una trayectoria desde 

un punto xeG a un punto yeG, entonces x es directamente conectada a 

y, ó y es directamente conectada desde x. 

Es posible que se desee minimizar ambos tiempos, es decir 

J(x,y) =E g(i)[t(x, i) + t(i,y)] 

se observa que no necesariamente x = y. 

Si y
0

eG es fija se desea encontrar x'eG tal que 

J(x' ,y
0

) s. J(x,y
0

) para toda xeG. 
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Si x
0

EG es fija, se desea encontrar y'eG tal que 

J(x
0
,y' l :s J(x

0
,y) para toda y€G. 

Si ninguno de los dos es fijo, x ó y, entonces x = y = x es 

un intermedio absoluto, si la red es no orientada. Sin embargo, si 

este no es el caso se requiere una nueva definición. 

Definición 2.6. Un par de puntos x , y en una red dirigida 

determinista G, son intermedios absolutos Jn-ext de G si para 

cualquier x, yeG 

. . 
J(x , y l :s J(x, y). 

El siguiente teorema establece la existencia de estos puntos. 

Teorema 2.2. Un par de puntos Intermedios absolutos ln-ext en 

una red determinista dirigida G corresponden a un par de puntos 

Intermedios interno y externo respectivamente. 

Demostración. Es obvia a partir de la definición de J(x,y). 

Si los puntos x, yeG coinciden, entonces el sitio con minlmo 

tiempo de viaje, en general no corresponden ni a un interno 

absoluto ni a uno externo. 
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Definición 2. 7. Un punto z en una red determlnl sta G es un 

intermedio absoluto de G si para zeG 

. . 
J(z ,z) =" J(z, z). 

2.4. Problema tipo 11 y Localización Simple en Redes Deterministas 

Hasta ahora el objetivo ha sido minimizar la función J(. ), sin 

embargo en algunos casos se maximiza una función de utilidad, esto 

es, se desea localizar puntos que maxlmlzen la util ldad esperada 

para los tiempos de viaje. 

Definición 2. 8. La ut l l i dad esperada para tiempos o 

distancias, desde un lugar xeG a un punto aleatorio está dado por 

¿ g(i)u+(t(x,i)) 
1 

donde u+ (t (x, i )) es la uli ! !dad asociada para tiempos de viaje, 
1 

para pequeños recorridos desde xeG a v 
1 
eG, cuando se genera una 

demanda o solicitud de algún servicio en v
1

• 

. . 
Definición 2.9. Un punlo x (y ) en una red determinista G es 

un intermedio óptimo externo (interno) si para cualquier xeG (yeG) 
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Teorema 2. 3. (Levy 1967) Cuando las funciones de utilidad 

+(-) 
para tiempos de viaje (u

1 
(t(x,i)), son convexas existe al menos 

un nodo de Gel cual es un Intermedio óptimo externo (interno). 

Demostración (Ver [ 17] ). 

Levy tambl én demostró este teorema cuando los atributos son 

costos de transporte, caso en el que el objetivo es minimizar los 

costos de transporte y la función debe ser cóncava, esto perml te 

que el teorema tenga ciertas flexibilidades. Una de ellas es que 

y permiten hacer uso de diferentes funciones de 

utilidad para diferentes puntos de demanda, esto significa que dos 

nodos v
1

, vJ no necesariamente tienen la misma función de utilidad, 

Para reducir el número de funciones de utilidad la población se 

divide en grupos homogéneos, y a cada grupo se le asocia una 

+ -función de utilidad. La otra es que Ju(x) y J}xl es la utilidad 

de sólo un atributo de viaje, lo que resulta apropiado en algunos 

casos como en los servicios de urgencias, donde el tiempo de viaje 

es el costo más importante y representativo. En algunas situaciones 

más de un atributo es de interés y además se consideran recorridos 

redondos, caso para el cual se tiene la siguiente definición. 

Definición 2.10. Un punto z en una red determinista Ges un 

intermedio óptimo generalizado de G si para cualquier zEG 

donde J (z) 
u 

• 
J (z l "' J (z) 

u u 

E g(i)u
1
(w(z,i), w(i,z)) y w(z,i), w(i,z) son los 
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vectores de los atrl butos de viaje asociados con el recorrido en 

redondo entre zeG y v
1
eG. 

Si se supone que el valor de cualquier atributo b en una 

fracción B del arco (i,j) está dado por Bb(l,j) y si las funciones 

de utilidad son convexas, entonces al menos un nodo de la red es un 

punto óptimo, lo que puede ser expresado en el siguiente teorema. 

Teorema 2.4. Cuando las funciones de utilidad para los 

atributos de viaje son convexas existe al menos un nodo de G el 

cual es Intermedio óptimo generalizado. 

Demostración (Ver. [17]). 

Existe una definición analoga a los Intermedios externos e 

internos para el caso de maximizar funciones de ul! 1 !dad. 

Definición 2.11. Un par de puntos x , y en una red 

determinista G son intermedios ópt lmos generalizados 

interno-externo de G si para cualquier x, yeG 

. . 
J' (x 

u 
y ) 2: J' (x, y) 

u 

. . 
J' (x ' Y J 

u 
E g(l)u

1
(w(x, 1), w(l,y)). 

donde J' (x, y) representa la función de localización para dos 
u 

puntos (ver la def. 2.6. J. 
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En forma análoga al teorema 2.4, si se satisface la condición 

de homogeneidad para cada uno de Jos atributos, existe al menos un 

par de intermedios óptimos generalizados ln-ext sobre Jos nodos de 

la red. 

2. 5. Problema tJpo 1 y Locallzaclón Simple sobre Redes Probabl-

listas. 

En este tipo de redes Ja demanda se supone probabilista, 

entonces la pregunta es: Dónde debe ser localizado un punto sobre 

la red de tal manera que el tiempo promedio de viaje hacia (o 

desde) un centro de demanda aleatorio, y desde (o hacia) este 

centro sea mlnlmo?. En este caso t(x,y) es una cantidad 

probabilista. En general en este caso la red es probabilista y en 

general los atributos son el valor esperado de b(i,j), y se denotan 

por b(i,j). 

Como los pesos b(i,j) no son deterministas el estado de la red 

no es determinista, por lo que un estado difiere de otro por una 

diferencia entre los tiempos de viaje, en al menos una liga. Sea k 

la variable aleatoria que denota el estado de Ja red y sea F (k) la 
k 

función de distribución. Si 'i\Cl.Jl es el peso del arco (i,j) 

cuando k = k entonces análogamente tk(x,y) denota el tiempo más 

corto de viaje desde xeG a yeG y para k = k, y G denota el conjunto 
k 

de posibles estados de la red. 
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En los problemas de localización simple una condlclón para que 

el tiempo esperado de vlaje desde (o hacia) un punto hacla (o 

desde) un centro de demanda aleatoria sea mlnlmlzado, deben exlstlr 

nodos con demanda diferente de cero conectados estocást lcamente 

desde (o hacia) al menos un punto sobre la red. 

Definición 2.12. Un punto xeG es conectado estocásticamente a 

un punto yeG si el tiempo esperado de viaje desde x hacia y es 

finito, es decir, si 

Suponiendo que existe un punto que está conectado estocás-

tlcamente hacia los nodos con demanda cero se puede definir una 

localidad óptima sobre una red probabilista . 

. 
Definición 2.13. Un punto x eG, en una red no dirigida, es un 

intermedio esperado de G si para toda xeG 

donde J+ (x) 

J+(x•) :s J+(x) 

f[E g(iltk(x, n]dFk(k). 

Para redes probabilistas existe el teorema análogo de 

existencia de al menos un intermedio esperado en algún nodo de la 

red y se puede probar que bajo las siguientes suposiciones se 

asegura la existencia de al menos un intermedio esperado en algún 

nodo de la red. 
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Suposición 2. !.a. El valor de cualquier atribulo b en el viaje 

de una fracción 9 de Ja liga (i,J) en el estado Gk' está dado por 

ebk(l,Jl para los posibles estados GkeG¡;_. 

Suposición 2. l. b. El estado de la red es conocida en todo 

instante, aún más, el intervalo de tiempo entre los cambios en el 

estado de la red son mucho más largos que Jos tiempos de viaje 

sobre la red. 

La suposición a. implica que la rapidez de viaje sobre 

cualquier arista es uniforme para cualquier estado de la red, ésta 

suposición también permite que la rapidez de viaje varie entre 

ligas, y ésta rapidez sobre una Jiga dada cambia al variar el 

estado de la red. 

La suposición b. ímpllca que los "viajeros" en el sistema 

conocen todas las rutas viables, y que cada ruta seleccionada 

maximiza la utilidad de los solicitantes del servicio. Esta 

suposición idealiza el sistema cuando los estados de Ja red cambian 

suavemente. 

Con base en estas propiedades se puede establecer el siguiente 

teorema sobre la existencia de intermedios esperados. 
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Teorema 2. 5. Existe al menos un nodo de G el cual es un 

Intermedio esperado. 

Demostración (Ver (17]). 

Para cualquier tipo de intermedios absolutos definidos sobre 

redes deterministas, se puede definir un intermedio esperado sobre 

redes probabilistas. En particular para una localidad simple sobre 

una red dirigida que minimiza el tiempo de viaje esperado desde 

(hacia) una localidad hacia (desde) los puntos v
1 

se puede deflnlr 

un intermedio esperado. Para local izar un centro que minimice el 

tiempo esperado para un viaje redondo entre localidades y centros 

de demanda se puede definir el intermedio esperado. 

En la obtención de los intermedios existe una gran dificultad, 

la determinación de la función de distribución Fk(k) y su 

manipulación. En general se supone que Fk(k) es discreta sobre un 

rango finito, pues esto permite desarrollar algoritmos apropiados 

para redes probabilistas y simplifica la demostración de los 

teoremas de la existencia de óptimos. Asimismo ésta suposición 

implica que la red puede tener un número finito de estados 

ocurrencia P,P,. .. ,P 
1 2 6 

respectivamente y entonces la función objetivo está dada por 

n 

[ Pk [ g(l)tk(x,i). 
k 1 
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Para el problema tlpo 11 se hace análogamente, sólo que se 

define la función objetivo como 

2.6. Hultllocallzaclón en Redes Deterministas. 

Para demostrar la optimalldad de los nodos que son localidades 

se debe suponer que la selección individual de éstas maximiza las 

utilidades esperadas. 

SI m s lt los son local izados sobre un conjunto de m puntos 

Xm = {x
1

, .•• , xm} './ si se desea mlnlmlzar el tiempo de viaje a cada 

localidad x
1 

desde v
1

, se deben seleccionar las localidades más 

próximas. entonces el tiempo esperado para un 

sistema está dado por: 

J+(X ) L g(l)t(l,X ) 
m m 

donde t (i, X ) 
m 

mln{t(l,x ), ... , tU,x )}. 
1 m 

si tlo v 
l 

en el 

Cuando el interés es minimizar el tiempo de viaje a un nodo v
1 

desde la localidad más próxima el tiempo de viaje esperado es: 

donde t (X , 1) 
m 

min{t(x, 1),. .. , t(x, i)}. 
1 m 
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En redes no dirigidas t (X , 1) t(l,X J y por tanto J+(X J 
m 111 m 

. 
Definición 2. 14. Un conjunto de puntos X en una red 

determinista no orientada G es un conjunto de m-intermedios 

absolutos de G si para cualquier X ~ G 
111 

Teorema 2. 6. Existe al menos un subconjunto de m-nodos de G 

el cual es un m-intermedio absoluto. 

Demostración (Ver [ 17) J. 

Definición 2.15. Un conjunto de puntos X en una red 
m 

determinista G es un conjunto de m-intermedios óptimos 

generalizados de G, si para toda X ~ G. 
m 

. 
J (X ) "'- J (X) 

u m u m 

donde 

J (X l 
u m 

y 

u (w(X ,1), w(l,X J) 
1 m m 

Esta última ecuación Implica que los nodos v
1 

son servidos por 

localidades que maximizan la utilidad de los atributos de viaje, 
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y que el punto de partida (xJ) a v
1 

no necesariamente coincide con 

el punto desllno (xk). 

Teorema 2. 7. Cuando las funciones de utl ! !dad son convexas, 

existe al menos un subconjunto de G de m-nodos el cual forma un 

conjunto de m-intermedios óptimos generalizados. 

Demostración (Ver [17]). 

Definición 2. 16. •+ ·-Conjuntos de puntos Xm y Ym en una red 

determinista G son intermedios óptimos m-ln-m+ext de G sl para 

+ -cualquier Xm , Ym s G 

donde 

Una !lustración de ésta definición se encuentra en los 

servicios médicos de urgencias. Por ejemplo, si se tiene una 

estación de ambulancias en el punto xeG y un hospital en el punto 

yeG; se desea localizar algunas estaciones m + y hospital es m - tal 

que la uti l ldad para tiempos de viaje sea máxima. SI una urgencia 

es respondida por la ambulancia más próxima, en términos del tiempo 

de viaje, y después el (o los) paciente[s) es (son) trasladado (s) 

al hospital más próximo, el m in + m ext identifica la 

localización óptima para la red G. 
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o. 

EJEMPLO 1. 

Se supone que en una zona rural, que comprende varlos munici-

pios, se desea establecer un sistema de servicios médlcos, siendo 

de particular interés el servlcio de urgencias. De los censos se 

puede estimar la demanda de servicios de salud en cualquler punto 

de la reglón. Estudios de transporte permiten obtener el tiempo de 

transporte (viaje), distancias y algunos otros atributos de viaj~ 

entre pares de puntos de la reglón. El problema conslste en pla-

near el servicio médico de urgenci'as via ambulancias y sujeto a 

restricciones presupuestales. 

Con el presupuesto disponlble se desea construir las unidades 

médicas necesarias, obtener la asignación de las demandas a un!-

dades, determinar el número y localización de las unidades y 

estaciones de urgencias. El crlterio de optimización contempla los 

beneficios públicos y costos, sin embargo mostraremos una red en 

la que se representa la problemática y en la que sólo se 

consideran los tlempos de viaje. 

0.8 

H +--_0_._8 __ '"'1 

.01 . 32 

fig. 2. 1 
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La solución es Ja siguiente: 

El intermedio absoluto está en el nodo /, y el tiempo esperado 

es de 7.29 min .. 

Para el caso de dos intermedios Jos puntos son los nodos 1 y 

F, con un tiempo esperado de 4.57 min .. 

51 se supone ahora que en Jos puentes en las aristas (/,F) y 

( B, F) se congestionan en horas pico, y que hay horas en que el 

tráfico disminuye considerablemente, esto nos permite obtener tres 

posibles estados de Ja red: l)horas normales, 2)horas pico y 3) 

horas tranquilas (figs. 2.2, 2.3 y 2.4). a ruta de viaje más corta 

de un punto de la red a otro cambia dependiendo del estado de la 

red, y cada estado ocurre durante ocho horas con una probabilidad 

de ocurrencia de 1/3. Se desea obtener a) un intermedio esperado y 

b) 2-intermesdlos esperados. Las tablas de viajes entre dos nodos 

para cada estado aparecen a continuación seguidas por las figuras 

correspondientes. 
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A B e D E F G H J 

A o.o 1. o 4.0 1.0 2.0 2.5 3.5 2.0 3.0 4.0 

B l. o o.o 3.0 l. 44 l. o l. 5 2.5 2.44 2.0 3.0 

e 4.0 3.0 o.o 4.0 2.5 l. 5 1. o 3.5 2.5 2.0 

D l. o 1. 44 4.0 o.o l. 5 2.5 3.5 1.0 2.0 4.0 

E 2.0 l. o 2.5 1. 5 o.o 1. o 2.0 2.0 1. o 2.5 

F 2.5 l. 5 1. 5 2.5 1.0 o.o 1.0 2.0 l. o 1. 5 

G 3.5 2.5 1.0 3.5 2.0 1. o o.o 3.0 2.0 l. o 
H 2.0 2.44 3.5 l. o 2.0 2.0 3.0 o.o 1.0 3.5 

3.0 2.0 2.5 2.0 l. o l. o 2.0 l. o o.o 2.5 

J 4.0 3.0 2.0 4.0 2.5 l. 5 1. o 3.5 2.5 o.o 

labla 2. 1 

.01 .32 .os 

fig. 2.2 

44 



A B e D E F G H 1 J 

A o.o 2.0 6.7 1. o 2.0 4. 7 6.45 2.0 3.0 7.45 

B 2.0 o.o 6.0 2.0 2.0 4.0 5.75 3.0 4.0 6.75 

e 6.7 6.0 o.o 5.7 4.0 2.0 1. o 6.5 5.5 2.0 

D 1. o 2.0 5.7 o.o l. 7 3.7 5.45 1.0 2.0 6.45 

E 2.7 2.0 4.0 l. 7 o.o 2.0 3.75 2.7 2.0 4.75 

F 4.7 4.0 2.0 3. 7 2.0 o.o l. 75 4.5 3.5 2.75 

G 6.45 5.75 1.0 5.45 3.75 1. 75 o.o 6.25 5.25 1. o 
H 2.0 3.0 6.5 l. o 2.7 4.5 6.25 o.o l. o 7.25 

J 3.0 4.0 5.5 2.0 2.0 3.5 5.25 1.0 o.o 6.25 

J 7.45 6.75 2.0 6. 45 4.75 2.75 1. o 7.25 6.25 o.o 

tabla 2.2 

flg. 2. 3 
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-1 A B e D E F G H J 

A o.o 0.3 1.9 0.4 0.9 l. 1 !. 5 O.B 1. 2 l. 9 

B 0.3 o.o 1.6 0.7 0.6 0.8 1.2 1. 1 0.9 l. 6 

e l. 9 l. 6 o.o l. 9 l. 4 0.8 0.4 1.5 l. 1 0.8 

D 0.4 0.7 l. 9 o.o l. o l. 1 l. 5 0.4 0.8 l. 9 

E 0.9 0.6 l. 4 1. o o.o 0.6 l. o 0.7 0.3 l. 4 

F l. 1 0.8 0.8 1.1 0.6 o.o 0.4 0.7 0.3 0.8 

G l. 5 !. 2 0.4 l. 5 l. o 0.4 o.o l. 1 0.7 0.4 

H 0.8 l. 1 1. 5 0.4 0.7 0.7 l. l o.o 0.4 l. 5 

1 l. 2 0.9 1. 1 0.8 0.3 0.3 o. 7 0.4 o.o l. 1 

J l. 9 l. 4 0.8 1.9 l. 4 0.8 0.4 l. 5 l. 1 o.o 

tabla 2.3 

.055 0.2 

flg. 2.4 

En este ejemplo la ruta más corta de un punto a otro depende 

del estado de la red, usando la matriz de tiempos de viaje 

esperados se puede observar el nodo E es un intermedio esperado con 

un tlempo de apro>:imadamente 7.08 min .. Los dos intermedios 

esperados son Jos nodos J y B con un tiempo esperado de 4.47 min. 
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CAPITULO 111 

EL PROBLEMA DE LOCALIZACIÓN GENERALIZADO 

Existen muchos problemas en los que existe la variable 

localización y además el tamaño y tiempo de la expansión, en este 

capitulo se hace una revisión de los modelos de este tipo, cabe 

mencionar que los modelos serán clasificados con base en el número 

de puntos a localizar y generalmente el objetivo es minimizar una 

función de costos. Una de las formulaciones más simples de los 

modelos de local izac!ón es Ja que propone Marks, Revel Je y Liebman 

12°5]. en Ja que las capacidades de las localizaciones son 

restringidas y se consideran como puntos intermedios entre fuentes 

y puntos de demanda. La formulación es la siguiente: 

s. a. 

¿ X "' s k = 1, 2. 
k! k . 

¿ X ¿ X i = 1, 2, 
! !J k! 

¿ 
xk! "' Q!y! 

Du l! ¿ x l! DI j 112, ... 1 

J !J J 

X 
!J' 

X 
k! 

E 1· y y
1
e {O, 1} 

x
1
J =Cantidad enviada desde la localización i a la demanda J. 

y
1 

Cantidad total que se envia desde Ja localidad J. 

p 

m 

n 

c
1
J Costos de transporte al enviar la cantidad x

1
J desde el nodo 

i hasta el nodo j. 
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F
1 
(. )= Costos de construcción ':/ operación de la localización i. 

DJ = Demanda en el nodo j. 

n Número de nodos de demanda 

m Número de nodos de localización propuestos. 

ck
1 

Costos unitarios de transporte de la fuente k a la 

localización j . 
xk

1 
Flujo de la fuente k al punto intermedio 1 

Du Cota superior de la demanda en el nodo J. 
J 

D1 Cota inferior de la demanda en el nodo j. 
J 

p = Número de puntos de oferta 

0
1 

Capacidad de la i-ésima localización 

Sk Oferta en la fuente k 

Un problema menos restringido es el propuesto por Efroymson ':/ 

Ray (2], en el cual las capacidades no están acotadas ':/ los costos 

pueden ser tratados como cargas fijas. 

Estos modelos sirven para problemas del sector público cuando 

hay costos de inversión restringidos ':/ costos de localización 

invariantes. Est.o sugiere que están más relacionados con el 

problema tipo l, sin embargo pueden ser utilizados en el sector 

privado con ciertas modificacones en la función de costos. 

En los párrafos anteriores se mencionó que los problemas de 

localización ':/ expansión son aquellos en los que la variable 

correspondiente ':/ las otras dos aparecen como variables de 

decisión, en las subsecuentes secciones se analisan los principales 
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modelos existentes de esta gama de problemas. 

3.1 Hodelos de Localización Simple 

Primero sa analizan Jos problemas de localización simple en 

Jos que es fácl J determinar el punto para la expansión, en cuyo 

caso el análisis está basado en inventarios. A continuación se 

muestran algunos modelos de inventarios usados en Jos problemas de 

localización simple. 

3. l. 1 MODELO DE ECONOMIAS DE ESCALA 

En los problemas de inventarios [32], cuando Ja cantidad 

demandada en cada periodo es conocida pero diferente y cuando los 

costos por inventario varlan de un periodo a otro es posible hacer 

un inventarlo en el periodo t para satisfacer Ja demanda en el 

periodo t+k. Por ejemplo al considerar una industria que produce un 

producto con N posibles valores g
1 

en alguna de las carac­

terísllcas que posee (color, olor, sabor, etc.). Se supone que los 

costos de manufactura y precios de venta para los N estados son 

constantes sobre todos los periodos y que sólo los costos de 

inventario son relevantes. 

Formulación 

dl Demanda en el periodo t 

it Costo unitario del inventario del periodo t al t+l 

s Costos de orden 
l 

xt Cantidad ordenada o producida 
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Se supone que los costos y demanda son no negativos, el 

problema consiste en determinar los valores \ (t=l,2, ... ,N de 

tal manera que la demanda sea satisfecha a costo mínimo. 

Un método de solución consiste en enumerar 2N-l combinaciones 

de ordenar o no en cada periodo, pero desde luego es más eficiente 

resolver el problema por medio de Programación Dinámica. Sea J el 

inventario final e 1
0 

el inventarlo inicial, entonces 

J = Jo + 1: xt - 1: dt i!: O 
l t 

la ecuación se puede reescribir como: 

donde 

fl(J) =.m~g {il_/ + o(xl)sl + fl+l(J+\-dt)} 
l 

o(x l= 
l ¡ 

0

1 si X >O 
l 

si X =O 
l 

y en el N-éslmo periodo 

3. l. 2 PRODtx:CION DETERMINISTA CON COSTOS CONCAVOS Y 

RESTRJCCJONES DE CAPACIDAD 

Considérese la producción de un articulo durante un intervalo 

de tiempo, se desea satisfacer la demanda del producto en un 

horizonte finito, que consta de n periodos. El nivel de producción 

en el periodo 1 es a lo más c
1 

unidades (restricción de capacidad 

de producción). El problema consiste en determinar las unidades que 
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se deben de Incrementar en cada periodo a costo mlnlmo. Este 

problema [8] es tratado cuando es permitida la demanda no 

satisfecha y cuando no lo es. Se supone que las funciones de costo 

de producción y arrendamiento son cóncavas. 

El plan óptimo, en este caso, de subplanes en los cuales a) el 

nivel del Inventario es diferente de cero en cualquier periodo 

excepto el último y b) el nivel de producción, cuando es positivo, 

está en su capacidad excepto en al menos un punto en el cual es 

menor. 

r1 

X 
1 

P¡ 

hl 

3. 1.2.a MODELO SIN DEMANDA NO SATISFECHA 

Formulación 

min F(x) 
1 

LX)) - L T~ = J 1 

I ;,: O 
! 

Q.:sx :se 
1 ! 

1 

E c ;,: 
J J 

1 

[r 
J J 

Demanda en e 1 periodo i 

Producción en el periodo 

Costo de producción en el periodo 

Costo al arrendar la cantidad I ! 
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i=l, ... , n 

1=1, ...• n 

i=l. ... , n 

i=l, ... , n 

(3. 1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 



Se puede observar que las reslricclones forman un cono 

convexo y como F(x) es cóncava el ópllmo se alcanza en un punto 

extremo. A continuación se presenta una formulación del modelo 

3. 1.2.a con Programación Dinámlca. 

f =o o 

f mln {d + f 1 
lJ tJ UV V 

I = I = O 
U V 

u=O, ... , n-1 

t=u+l, ... ,v-1 

ft = Costo asociado con el plan de producción óptimo para los 

periodos t+l, . .. ,n 

d
0
v= Costo asociado con el siguiente plan óptimo para los periodos 

u+l, .. .,v-1 

3. 1.2.b MODELO CON DEMANDA NO SATISFECHA 

Formulación 

min F(x) 

-E r s 1 
J J l 

Qsx se 
1 1 
1 1 

Le!?: E rJ 

í p(xtl •E htUiJ 
l 

i=o:, a+!, ... , n 

1=1, ... , n 

i=a.+1, ...• n 

(3. 2') 

(3.3) 

(3. 4.) 

donde o: es el último periodo en el que no se satisface la demanda. 
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En este modelo la ecuación (3.2') asegura que las cantidades 

ordenadas deben ser satisfechas en un per lodo a mayor que el 

especificado por el problema, y para asegurar que las soluciones 

sean factibles cuando se permiten demandas no satisfechas la ec. 

(3.4) debe ser reemplazada por la ec. (3.4' ). La función objetivo 

no cambl a pero se hace notar que ahora 11¡ (! 
1

) contiene costos de 

inventarlo si J
1
>0 y costos por la demanda no satisfecha cuando 

1
1
<0, y además h(J

1
) es una función cóncava a trozos. 

3. 1.2.c EXTENSIONES 

En esta parte se extienden los re&ultados de Florlan y Kleln 

(8) al caso de funclones de costo más generales (20], las cuales no 

son cóncavas ni convexas; también se efectúa una caracterlzaclón 

del conjunto de puntos extremos cuando la demanda no satisfecha y 

el nivel de inventarlos están acotados superiormente. 

Formulación 

mln f(x) = ¿ g (x) +E h+(l+) +E h-(J-
1

) 
1 1 1 1 1 

1 1 1 
x +x +1• -I- -1• +l r

1 11 12 1-1 1-1 1 1 

Osx :Se 
11 11 

Qs X 
12 

¡+ ~ ¡/ 
1 1 

¡• l "' o 
1' 1 

o 

i= o:+l, ... ,n-1 
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donde 

x
1 

x
11 

+x
12 

= cantidad producida en el periodo 1 

r
1 

requerimientos en el periodo 1 

1• Inventarlo del periodo 1 al pariodo 1+1 
1 

1
1 

total de demanda no satisfecha desde el periodo 1 al periodo 

1+1 

+ 
w

1 
= inventario máximo que puede ser cargado del periodo 1 al 

periodo 1+1 

w
1 

máxima demanda no satisfecha del periodo 1 al periodo i+l 

h+ Función de costos de inventario (no decreciente, no negativa 
1 

y cóncava) 

h~ Función de costos por demanda no satisfecha 

{3
11

, {3
12 

=pendientes de la función linel a trozos f
1 

(0:S{3
11

:Sf3
1

) 

c
11 

= Punto de rompimiento 

a = Número de periodos en que la demanda no es satisfecha 

g
1 
(y

1
) =Función de costos de producción 

x
11 

cantidad producida en el intervalo [O, c
11

1 

x
12 

cantidad producida en el intervalo [c
11

,1] 

La función de costos de producción es de la forma: 

{ 

K +y 
1 1 

o 

si y
1 

>O 

otro caso 

K
1 

= Costos fijos de producción 

y
1 

f
1
(.) = Función lineal a trozos, convexa, no negativa y 

continua en [O,~) con f
1
(0) =O. 
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La función de costos del inventario 1 = ¡• -1 es cóncava a 
1 1 1 

trozos en (-00,00) lo que induce una función de inventario ¡• 
1 

cóncava y otra por demanda 1
1 

del mismo tipo. 

3. 1.3 INVENTARIOS CON COSTOS MULTIPLES DE PRODUCCION U 

ORDENAMIENTO 

Considérese el problema de planear la producción de un sólo 

articulo sobre un horizonte de planeación finito de N periodos, 

para satisfacer una demanda r
1 

(i=l, ... ,N) en el periodo 1. Sea x
1 

la cantidad producida (ordenada) en el periodo 1, entonces x = 

(x
1

, .• • ,xK) es el plan de producción (23] y asociado con este plan 

se tiene un inventario y = (y
1

, ••• , yK) y para cada periodo y
1 

se 

tiene que 
1 

y = E (x -r ) = y + x - r
1 1 l=l 1 1 1-1 1 

y el plan de producción es factible si 

x?;O (3.5) 

y"= O (3.6) 

Se requiere que la demanda sea satisfecha en cada periodo y 

sin disponer de existencias. La función de costos C
1
(.) 

está formada por costos de orden y de inventario. 

Se observa que y
0
=0 C

1 
(O)=O, entonces la función de costos 

por orden en el periodo i está dada por 
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c;cz mod H
1

) + .H
1
-lz-z mod H

1
l c;cH

1
l 

zi:o 

y tiene la propiedad de que 

u,v l:.0 

(3.7) 

y la función C
1
(.) no es cóncava en [O,.,), un ejemplo de una 

función de costos por ordenamiento está dada en la fig. 3.1. Donde 

• C
1 
(.) es la función ?e costos en el Intervalo [O, lf

1 
l. con .H

1
>0 y 

constante, con las caracter1stlcas de ser no negativa, no 

decrediente y cóncava en el Intervalo. 

r--1 

t-1· 
' 

1 

' 1 

34.¡ 

fig. 3. 1 

K la magnitud del salto en el origen, es decir K =C• (O+). 
1 1 1 

Si la función de costos por ordenamiento está dada por 

c•(z) = K c'l(z) + C
1
z 

1 1 

donde c'l(z) es: 
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ó(z) {: si z=O 

si z>O 

En este ejemplo la función de costos está dada por Ja suma de 

una función escalón que tiene un salto de tamal'io K
1 

cuando se 

tienen H
1 

unidades, y una función lineal con pendiente C
1 

Es posible proponer un caso particular en el que: 

H
1 

Capacidad del vehículo de transporte en el periodo l. 

K
1 

Costo de uso del vehículo en el periodo l. 

C
1
(z) =Costo de ordenamiento de un lole de tamafio zen el periodo 

1. 

En este modelo el costo de transporte es una función del 

número de vehículos requeridos para efectuar el ordenamiento, 

sin tomar en cuenta fracciones de Jos mismos. 

Para procesos industriales con corridas de producción, con 

restricciones de capacidad, donde no es necesario utilizar 

completamente este modelo es apropiado junto con la ec. (3.7). Aqui 

' + K
1 

= C
1
(0 l representa el costo por ordenamiento para la corrida i 

y H
1 

es la capacidad de producción. En general la ec. (3. 7) es 

apropiada en muchos contextos, en los que K
1 

son los costos de 

ordenamiento y C
1
(.) son costos múltiples de ordenamiento. El costo 

del plan de producción x para los N periodos está dado por: 
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El objetivo es minimizar la función ~(x) sujeta a las ecs. 

(3.5) y (3.6), junto con las restricciones de factibilidad. 

3. 1.4.a MODELO CON COSTOS »::JNOTONOS 

Propiedades cualitativas de las politicas óptimas. 

Hipótesis 

1 l t:. e' (u l 2: t:. e' ( v l o :s u :s u+c :s H
1 e 1 e 1+1 

1=1, ... ,N-1 

11) K i!: K 
1 I+! 

1=1, ... ,N-1 

iii) H :s H 
! 1 +1 

1'=1, ... ,N-1 

t:. C
0

(ul = C0

(u+cl - C
1

(ul e 1 1 1 

Si estas hipótesis se satisfacen entonces el modelo es llamado 

de Costos Honótonos. 

En el caso de la función lineal y en medios estacionarios los 

costos marginales decrementan respecto al tiempo, debido a que 

C
1
i!:C

1
+

1 
Si además se satisfacen las hipótesis 1) y 11) entonces 

t:. c'(ol 2: t:. e' (OJ 
e 1 e 1+1 

Se observa que como h
1 
(. l y C

1 
(. ) son semicont i nuas 

inferlormente y no decrecientes entonces~(. les semlcontinua sobre 

el conjunto de programas factibles X, y por ser no decreciente para 

cada una de las N componentes se puede suponer que y H =O en el 

compacto X. 
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Teorema 3.1. Si se satisface la hipótesis (i), entonces existe 

una poltica óptima x tal que 

y
1
_

1
Cx

1 
mod H

1
) O 

Demostración (ver [23]} 

i=l,2, ... ,N 

Teorema 3.2. Si se cumplen todas las hipótesis, entonces 

existe un plan óptimo para el cual 

JN_
1
(x

1 
mod H

1
) =O i=1, .. .,N 

yl < HI i=l, .. .,N 

Lema 3.1. Si se satisface la hipótesis (iii) para los indices 

i, J dados y 1:s1:sJ:sN, entonces existen valores 

yl-1+ xl- rl = Yl 

X "-Ü 
l 

Demostración (ver [23]) 
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Como consecuencia de la demostración existen de manera única 

nómeros x
1
,y

1 
y r

1 
que satisfacen las siguientes ecuaciones 

(3.8) 

(3. 9) 

(3. 10) 

y por los teoremas 3. 1, 3.2 y el lema 3.1 se obtiene el siguiente 

método. 

Hétodo de soluclón 

Tiene como objetivo determinar el conjunto de constantes {c } 
lJ 

que minimicen los costos. 

l. Para cada i (lSiSN) sea 

p(l)={j; 1~1 que satisfacen las ecs. a, b y e} 

2. Para cada jep(i) 

lSt<j 

p(i);t¡¡¡ 

sea e = min {e } cuando 
1 J 1, •••• J l J 

Por el teorema 3. 1 existe una política tal que 

Por el teorema 3.2 existe una politica tal que 
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Por el lema 3. 1 existen e 's tales que 
IJ J 

e Ect(xlJ+[h(yll 
1 J l=I l l 

3. Sea f
1 

el costo mínimo alcanzado en los periodos 

i,1+1, ... ,N cuando y =O. 
1-1 

Como yN=O, para cualquier periodo i (1sisN) existe un primer 

periodo k (isksN) tal que yk=O para algún plan óptimo. Por los 

teoremas 3. 1 y 3.2 

f = min {e + f } 
l 1 J J•l 

1=1, ... , N 

Esta ecuación recursiva es la que sirve para determinar la 

trayectoria mlnima en una red acle! lea, cuyos pesos en Jos arcos 

son Jos costos c
1
J, jep(J) (lsJsN). 

3.1.4.b MODELO CON COSTOS CONCAVOS 

En este modelo la estructura de costos es aún más general en 

lo que respecta a los costos de producción u orden, sin embargo es 

más restringida en lo referente a los costos de arrendamiento o 

inventarios. 

En su estructura es más general que el modelo anterior pues en 

cada periodo está involucrada más de una variable y donde: 

r
1 

requerimentos en el periodo 1. 

y
1 

existencias al final al periodo 1. 
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x
1
k= Cantidad ordenada en el periodo 1 y transportada por el 

vehiculo k (k=l,2,. .. ,T
1
). 

H
1
k= Capacidad del vehículo k en el periodo 1. 

El vector 

representa un plan de producción y se dice que es factible si 

Q!!; X !!; 
Hlk (H >O) 

lk lk 

y 
T 

1 

yl yl-1 + Exlk - r l: 
1 

o 
k=! 

e· (v) = Costo por ordenar v unidades en el periodo 1 por el 
lk 

transporte k. Función cóncava, no decreciente en [O,"') 

ce· coJ=oJ. 
l k 

Costos de inventarlo en el periodo 1. Función cóncava no 

decreciente de y
1
i:o. 

Como c;kc.) y h1(. l son funciones no decrecientes se puede 

suponer que yH=O. 

Sea Z el conjunto de planes factibles, el cual es compacto. Si 

b(Z) es el costo de planear la política Z está dado por: 
H T l • 

b(ZJ = E <E c1kcx1kl + hi (yi l } 
!=! k=! 

la que es cóncava en el compacto Z, por lo tanto b(Z) alcanza su 

valor mínimo en un punto extremo de Z. 
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Propiedades Cualitativas de los Planes Optimos. 

Definicón 3.1. Se dice que un vehículo está parcialmente lleno 

Definición 3.2. Un periodo es llamado punto de regeneración si 

Definición 3.3. Un plan Z tiene un punto de regeneración 

propiamente si 

a) En cada periodo hay a lo más un vehiculo parcialmente lleno. 

b) Entre cada dos periodos, en los que hay vehiculos 

parcialmente llenos, existe un punto de regeneración. 

Es decir, si O< x1k< H1k y os xJl< HJl para alguna i<j,k,t 

entonces y= O para alguna s, iss<j. 
G 

Teorema 3.4. Un plan Z es un punto extremo de Z, si y sólo sl 

ZeZ tiene puntos de regeneración. 

Demostración ver [23]. 

El modelo puede ser especializado si se supone que 

Htk = H 

c;k(.) <(.) 
T

1
H?:[rl 

1sk:<'T 
1 

lsisN 
(3. 11) 

Para cada punto extremo ZeZ se asocia una n-ada x!Z) tal que 
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x
1
(Z) = I;x

1
k (lsk,,,;N). Se dice que Z es equivalente Z' (Z-2' J si 

x(Z) = x(Z' ), de la ec. (3.11) se deduce que ¡¡'(Z) = ¡¡'(Z' l si Z-2'. 

Como las hipótesis (i) y (li) no se supone que se satisfagan, 

no se puede asegurar la existencia de un plan óptimo Z tal que 

y
1

<H (lsisN), sin embargo se puede demostrar el siguiente teorema. 

Teorema 3.5. Si Z es un punto extremo de Z, iSk, y
1
_

1
=yk=O, y 

xt(Z)mod H = O (t=i, ... ,J-1,J+l, ... ,k) para alguna J (isjsk) 

entonces se puede suponer que 

cuando 

donde 

y - q ~H 
l-1 l 

q = o 
t-1 

x (Z) modH 
t 

( x . ( Z) modH - E r ) 
J u 

j:stsk 

Si se interpreta q como el inventarlo al final del periodo 
l-1 

t-1 el cual se debe a que el vehículo parcialmente llenado en el 

periodo j, cuando las existencias del vehículo son usadas primero. 

Esto es, ningun vehículo lleno es empleado en un periodo cuando el 

inventario es registrado. 
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Teorema 3.6. SI e;(.) eº (. ) , l:sJ:sN, entonces existe una 

politica óptima Z la cual es un punto extremo de Z y satisface y
1
<H 

Demostración (ver [23]). 

Como consecuencia de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6 se puede 

obtener el siguiente método de solución. 

Hétodo de solución 

1. Para cada par l:sisk:sN 
k k 

p(i,k) = {j: í rl~ (í rl) modH (isjsk) }~ 0 iep(i,k) 
l=J l= J 

2. Para cada jep(l,k) d = mln {el } 
1 k lk 

(1,1+1,. .. ,k) 

cuando y1_1= yk=O y xl modH=O t=l, ... ,j-1,j+l, ... ,k 

3. Por el leo. 3. C
1
k = min {el } 

JEP(1,kl
1

k 

Encontrar C~k - c;si:sk:sN(í rl modH para la nueva definición de 

rJ, con xl modH = O para J:st:sj y t=j. 

6. Sea 1 =I = {O} 
1-1 k 

1 ={y: y.i:o y= -(í rl modH + í r + ó para alguna tsssk y ó=O, 1} 
t ( m m 
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Si ZeZ es punto el cual satisface el teo. 3.4, entonces ytelt. 

Como Z satisface las hipótesis del teo. 3.4 (y qm<H
1 

1~ll1"k para 

y = nlf - E r nez•. 
• • 

Si y
6

<H, entonces y
6
= y

6
modH= -([ rml modH y 

Yt = -([ r.,l modH + [ rm. 

Sea y <=H entonces y = y modH + H y 
• s • 

Si g (yl = mín {H1 (x-yl C
0

(H) + h Cx-r l + g Cx-r ll 
n n n n n+l n 

donde gk+
1

(0)=0 y desde luego cJ = g (O) + C
0

(([ r l modH) cuando 
1 k 1 J t 

rJ está en su valor original. 

3.2 Hodelos Clásicos para Hultllocalizaclón 

Otra clase muy importante de modelos de localización son 

aquellos donde existen varios puntos a local izar y existen pocos 

modelos para estos problemas, pues su carácter combinatorio los 

hace dificiles de resolver, en general los modelos existentes son 

heuristicos. 
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3.2. 1 PLANEACJON PARA GRANDES SISTEMAS DE HULTJLOCALJZACJON: 

APROXJMACJON CON PROGRAMACJON DINAHICA 

En la década de los sesenta se hicieron muchos trabajos de 

localización de bodegas con modelos estáticos, sin embargo esta 

fof'mulación es inadecuada en situaciones donde ocurf'en cambios 

constantemente respecto al tiempo. Una apr'oximación a las 

soluciones es por medio de Pf'ogf'amación Dinámica, que per'mite 

obtener una solución cef'cana al óptimo cuando el problema es 

pequeflo. Sin embaf'go, Ef'lenkottef' [5] pr'opone un modelo basado en 

una medida de costos anuales, en el que las principales 

suposiciones son las siguientes: 

1) La demanda se incf'ementa respecto al tiempo en cada centro 

de consumo y debe ser satisfecha por la pí'oducclón usual. 

11) Existen f'estricciones en la capacidad y ésta es suficiente 

para satisfacer la demanda inicial. 

111) Los costos variables de opef'ación y distribución son 

propor'cionales a la cantidad abastecida, y los costos unitarios no 

cambian a través del tiempo. 

iv) Los costos de invef'slón par'a la expansión exhiben 

economías de escala y son "aditivamente separables" f'especto a las 

localizaciones. 
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v) La capacidad creada tiene vida infinita. Los costos de 

Inversión incluyen costos de operación, mantenimiento y reemplazo. 

vi) La razón de descuentos es constante. 

vil) El total de costos de operación, distribución y expansión 

deben ser minimizados, en un horizonte In.finito, con restricciones 

sobre la demanda. 

Formulación del Problema 

s. a. 

donde 

D/ t) 

s ( t) 
1 J 

P(z, tl 

E s
1
J ( t),;z

1 
J 

1
L; s

1
J(tl = DJ(t) 

s (t)i!:O 
! j 

1=1, ... ,m 

J=1, ... ,n 

paratoda 1, j 

Capacidad total en el centro de producción i (i=l, ... ,m) 

Razón de demanda en el punto J al tiempo t. 

Razón de producción y distribución desde el centro a la 

localización J, y al tiempo t. 

p
1
J Costos unitarios de producción y distribución para 

abastecer al punto de demanda J desde i. 
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Como se puede observar que éste es un modelo de transporte que 

permite obtener la politica óptima de distribución y producción, 

pero no considera la expansión, por lo que se deben añadir las 

restricciones necesarias: 

(z w) 
g(z,w) = f(w) + J

0
' P'(z+w,tl exp(-rtl dt 

tt(z,w) = exp(-r T(z,w)) 

w = Vector m-dimensional de expansiones de capacidad cuya 

componenete w
1 
"'0 y el resto de las componente son cero, w

1 

corresponde al tamaño y localización de la expansión bajo 

consideración. 

f(w) Costos de inversión para la expansión w. 

T(z, w) Intervalo de l!empo hasta que la próxima expansión es 

requerida después de que w a la capacidad base z. 

pJ Costos minlmos unitarios de producción y distribución para 

abastecer J, suponiendo que hay d!spon!b! 1 !dad en todas las 

fuentes. 

P(~, t) = Razón de costos de distribución y operación variables, al 

tiempo t y costosuni tarlos p; para el centro de demanda J, 

r/v (tl. 
J J 

P(z,t) =Razón de costos de distribución y operación variables al 

tiempo t y para la capacidad dada z. 

P' (z, t) = Razón de costos óptimos de dislri bución y operación 

ajustados P(z, t)-P(~. t). 

g(z,w) = Función que proporciona un ajuste de los costos de 

operación e inversión para la expansión w y capacidad base z, 
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desde que la expansión es hecha hasta que la próxima expansión 

es requerida. 

a(z,w) =Factor de descuento para el intervalo de tiempo entre cada 

expansión. 

El término P' (z+w, t) en g(z,w) es optimizado paramétrlcamente 

cuando el índice de tiempo es incrementado, con base en los Método 

Dual y de Balas e Ivanescu para transporte. 

La aproxlmaclón de costo anual mínimo (HAC) consiste en 

seleccionar con menor indice de costos anuales p(z,w) 

p(z,w) = r g(z,w)/[1-a(z,w)] 

para una capacidad base dada z. 

Al usar esta regla se genera una secuencia de expansiones, con 

base en la capacidad anterior. Para demanda con crecimiento lineal 

y costos de operación cero este procedimiento proporciona una 

secuencia óptima. 

3.2.2 EXPANSJON DE CAPACIDAD DINAHICA EN UNA MULTIREGION 

Este es un modelo propuesto por Fong y Srinivasan [10] y en él 

se considera una reglón con m centros de producción y n centros de 

distribución para sarisfacer la demanda de un articulo. Se desea 

satisfacer la demanda a costo mínimo en un intervalo de tiempo T. 

Las hipótesis en las que se basa este modelo son las siguientes: 
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al El articulo puede ser elaborado en varias reglones, y cada 

una tiene una capacidad inicial, la cual puede ser incrementada al 

principio de cada periodo. 

b) Se supone que una unidad de capacidad ad.icional en 

cualquier periodo tiene una unidad de producción extra, al menos al 

final del horizonte. 

el La demanda en cada mercado puede ser satisfecha por 

cualquier centro de producción o por importaciones, esto último 

ocasiona un costo de penalización. 

d) La distribución desde los centros de producción se realiza 

después de la expansión y Ja capacidad adicional puede ser usada en 

el mismo periodo. 

El modelo permite determinar el plan de producción y 

distribución para satisfacer las demanda a costo mlnimo. 

Formulación del Hodelo 

Hín fil<{~J + DJ<>~ 
ti J 

s. a. 

iE[', tEK 

jEJ', tEK 
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I Conjunto de m reglones 

I' Conjunto con m reglones más que pertenecen a I y una fuente 

ficticia m+l 

J Conjunto de n mercados 

J' Conjunto con n mercados más que pertenecen a J y una mercado 

ficticio n+l. 

K Conjunto de periodos de tiempo, la longitud de cada uno no 

necesariamente es la misma. 

l 
x

1
J Cantidad enviada desde la reglón i al mercado J en el periodo 

l c
1
J Costos de distribución para abastecer al punto de demanda j 

desde la región i. Se incluyen costos de transporte y costos 

variables de producción. 

l 
z

1 
Expansión de capacidad en la reglón 1 en el periodo 

l 
q

1 
Capacidad acumulada en la reglón i tiempo t. 

kt Costos unitarios por añadir capacidad en la región 1, estos 
1 

consisten de costos de construcción más costos de mante-

ni miento. 

La función objetivo contiene costos de transporte y 

penalización por i mportacl enes, costos de expansión y 

mantenimiento, y de capacidad ociosa. 

Las primeras restricciones establecen que Ja producción 

enviada fuera de la región i, en el periodo t, no puede ser mayor 

que Ja producida por la capacidad disponible en Ja región. Las 
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siguientes restricciones establecen que la cantidad enviada al 

mercado j, en el instante t, debe ser igual a la demanda (se 

incluyen importaciones). 

En el modelo se suponen que los costos son lineales, lo que es 

cierto cuando se renta o subcontrata la capacidad extra necesaria, 

o bien cuando los costos de expansion son expresados como cargas 

fijas más una componente proporcional al ta.mafia de la expansión; en 

las pruebas computacionales realizadas ha mostrado ser eficiente, y 

proporciona una buena aproximación a la solución óptima. El me todo 

de solución es propuesto por Fong y Srinivasan (10], es de caracter 

heuristico y consiste de tres etapas. 

Primera Etapa. 

Solución inicial. Se resuelve el problema para cada intervalo 

de tiempo t, es decir, se resuelve un problema de transporte para 

el periodo t y se obtiene una capacidad zt que se añade al 
1 

siguiente periodo, entonces se resuelve el problema para el periodo 

t+l, este proceso se continúa hasta el último periodo. 

Segunda Etapa. 

Cálculo de variables duales. Para cada par de regiones r y s 

se calculan las variables duales u y v, denotando las no 

degeneradas como u y v. Estas variables son usadas en la tercera 

etapa. 
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Tercera Etapa. 

Método Heuristlco. En las etapas anteriores se obtuvieron una 

solución factible Y y las variables duales no degeneradas u, v para 

cada par de reglones, a partir de estas se obtiene una nueva 

solución factible Y' y valor en la función objetivo z• y tal que 

Ar
6
=Z-Z' es máxima. Con base en esto se formula el siguiente 

problema cuya función objetivo es: 

Háx A 
rs 

donde dt es el valor de la razón de decremento en Z debido al 

intercambio de capacidades entre r y s en ót. 

Las restricciones de factibilidad son: 

0
t-1 _ 0 t:szt 

r 
para teK 

_0t-1+ót:szt para teK s 

Q:Sól:sµl 
rs 

para teK 

A este último problema se le llama P (Y) [10]. 
rs 

Al final se resuelve el problema dual D (Y) 
rs 

Min A 
rs 

s. a. 

l l l+l t+ 1 l- l dt -p + ps + p - ps + Tl 
r r 

T T l- T = dT p + ps + Tl 
r 

t l l. TJt ~o p, p, 
r 6 

donde 

~t pt y pt = variables duales 
' r s 

TJt = variable de holgura 
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Este problema puede ser resuelto en una red como un problema 

de flujo a costo mínimo. 

3.2.3 1-KJDELO CON CARGAS FIJAS 

Este modelo también es propuesto por Fong y Srinivasan [11] y 

contiene las mismas hipótesis del modelo anterior más las 

siguientes: 

e) Los costos de expansión se supone que están como cargas 

fijas más un costo proporcional al tamaño de la expansión. 

f) Los costos de transporte se suponen proporcionales a la 

cantidad involucrada. 

El objetivo es determinar el programa óptimo de producción y 

distribución. 

Formulación del Hodelo 

s. a. 

l 

Ex,J 
1 

ie!', teK 

jeJ', teK 
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~l 
1 

sl hay expansión de capacidad en Ja reglón 1 en 
el perlodo l 

en otro caso 

l w
1 

Carga fija lncurrlda en Ja reglón 1 durante el periodo t 

Ht Cota superior sobre Ja expanslón de capacldad en la reglón 1 y 
1 

en el periodo 

Este es un problema de Programación Entera Mixta, que puede 

ser resuelto por las metodologías existentes, sin embargo si el 

número de variables es grande, Jo que sucede generalmente, ocasiona 

que los métodos funcionen en forma def!clente. La metodología 

propuesta [11] es la siguiente: 

Primera Etapa. 

Solución inicial. Se usa Ja melodologla expuesta en el modelo 

anterior, ignorando las cargas fijas para incluirlas al final en el 

valor de Ja función objetivo. 

Segunda Etapa. 

Intercambiar las capacidades entre dos regiones por medio de 

un método heurístico. El modo de operar es análogo al modelo 

anterior y el problema equivalente al Pr
5
(Y) es el siguiente: 
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s. a. 

rlol - ~ 1l o + u: 1/( 1-oll u.. k k k k 
k=r,s,t k=r 1 s,l 

0 t-1_0t,,/ para teK 
r 

_0t-1+0l,,;/ para teK s 

O:Solsµt 
rs 

para teK 

zl-ot-1 +otsut g para teK 
r r r 

2
t+0t-1_0t,.ulg para teK 
B 6 6 

si se realiza alguna expansión en Ja región k 
k=r.s 

en otro caso 

El problema, como puede observarse contiene 2T variables 

binarias y T variables continuas. Por Ja estructura del problema 

Fong y Srinlvasan proponen un modelo de Ramificación y Acotamiento 

basado en el propuesto por Efroymson y Ray [2]. 
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CAPITULO IV 

MODELOS DE SECUENCIACION 

Uno de los objetivos primordiales de los problemas de 

expansión es Ja realización de proyectos para obtener recursos que 

generalmente no se encuentran disponibles; asimismo el funciona-

miento de algunos sistemas se obtiene por medio de una sucesión de 

incrementos en su capacidad, Jo que impl lea grandes inversiones de 

capital en diferentes etapas. Esto significa que Ja expansión se 

realiza en etapas, entonces se debe adicionar la variable tiempo a 

los problemas. Un ejemplo tipico es el de la construcción de una 

presa, para esto se tienen m proyectos de los cuales se eleccinan 

un subconjunto de n proyectos para construir la presa. 

El problema consiste entonces en se 1 eccionar los tiempos en 

que cada uno de los proyectos debe ser real izado sujeto a que la 

demanda de agua debe ser satisfecha en cualquier instante. Se puede 

observar que si n=20 existen 20! formas de secuencias de proyectos, 

como se puede observar este es un problema combinatorio, y el cada 

proyecto depende de Jos proyectos establecidos previamente, cada 

proyecto depende de Jos proyectos establecidos previamente, por 

ejemplo el embalse de un dique puede ser ut i] izado completamente 

hasta que ciertos canales han sido construidos. Asimismo los costos 

de operación pueden depender del conjunto de proyectos establee!-

dos, tal es el caso cuando los proyectos son realizados en 

diferentes puntos, los costos de transporte dependen del conjunto 
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de la localización de los proyectos establecidos. A continua~.}>~ 

~~ analizan algunos modelos de secuenclación de proyectos. ~ ,/}., 

1rr~~ 

4.1. El Problema liásico de Secuenciaclón de Proyectos 

Para planear la expansión de capacidad en los crecientes 

mercados y servicios existen varias metodologlas entre las que se 

encuentran secuencias de expansión generativa recurrente, cálculo 

diferencial y programación dinámica. Una suposición común en estos 

modelos, es que las oportunidades para las posibles expansiones son 

independientes, en cualquier Instante, de las expansiones previas. 

En este modelo [4] se examina la secuenciac\ón de un número 

finito de proyectos para satisfacer una demanda a costo minimo. La 

sucesión óptima puede ser obtenida por medio de programación 

dinámica y por medio de la formulación básica que incluye 

interdependencia de costos entre proyectos que permiten seleccionar 

la escala del desarrollo para los proyectos. La formulación que se 

presenta permite modelar una escala continua de tiempo, permitiendo 

obtener los tiempos de la próxima expansión directamente de la 

información sobre la demanda y capacidad. 

4. 1.2. El problema Simple 

Sea B un conjunto finito de n proyectos de expansión, cada 

proyecto está definido por el par (z
1

, c
1

) donde z
1
>0 es la 

capacidad del proyecto 1, y c
1 

es el correspondiente costo de 

inversión. Las siguientes suposiciones sobre el establecimiento y 
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operación de los proyectos son necesarias para proponer· el modela 

simple: 

1) Los coslos de inversión c
1 

son re! izados al tiempo en que 

los proyectos están terminados y no varían respecto al tiempo. 

ii) La capacidad z
1 

está disponible instantáneamente cuando el 

proyecto i está completado. 

iil) Los castos de operación y distribución son prporcionales 

a la cantidad de capacidad acumulada actualmente e idénticos para 

todos los proyectos. 

iv) La demanda debe ser abastecida de la producción común. 

La capacidad z(t) al tiempo t (t~O) está compuesta por la 

capacidad inicial más la suma de las capacidaddes de los proyectos 

individuales en el instante t. 

Se conoce la proyección de la demanda D(t) y que las 

restricciones de capacidad son suficientes para satisfacer la 

demanda en todo instante, es decir, z(t)~D(t) para t~O. 

La capacidad inicial z(O) se supone igual a la demanda inicial 

D(O), como consecuencia de ésta restricción y de la suposición iv) 

las costos variables de operación no san afectados por la sucesión 

de las expansiones y pueden ser excluidos del modelo. Los costos de 

inversión son descontados al tiempo inicial cero a una razón r>O, 

obteniendose así un factor de descuenta exp(-rt). 

El objetivo es determinar una secuencia de proyectos y los 
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tiempos de realización de cada uno para satisfacer la demanda a 

costo total mlnimo. 

Una primera simplificación es suponer que no todos los tiempos 

óptimos de expansión pueden ser determinados de la proyección de 

demanda y de las principales variables de expansión. Obviamente con 

una tasa de descuento positiva una expansión deberá ser aplazada al 

instante justo antes de que la demanda exceda la capacidad. 

Sea •(z) el tiempo óptimo para la expansión desde el nivel 

zaD(O), entonces 

•(z) sup {D(t)s z} 

Se observa que •(z) es no decreciente respecto a z. Si D(t) es 

continua y estrictamente creciente, como en la siguiene figura, 

entones •(z) puede ser expresada como la función lnv~'..sa de la 

demanda •(z) = D- 1(z). 
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z, 

fig. 4. 1 

Existe una propiedad muy importante en los problemas de 

secuenciaclón, llamada de Tiempos Dominantes, que consiste en lo 

siguiente: Si dos proyectos i, j son tales que z ?;z 
1 J 

entonces existe una sucesión óptima en la cual el proyecto J no es 

"comprometido" antes que el proyecto l. Por medio de ésta propiedad 

se puede determinar un orden parcial suave para la secuencia de 

proyectos, la construcción directa de un orden completo en las 

sucesiones sobre todos los proyectos bajo condiciones generales no 

es posible. 
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Las posibles extensiones de este modelo incluyen diferentes 

niveles de capacidad para cada proyecto, dependencia entre 

capacidades y costos de operaciones que dependen de la sucesión. 

4.2. Secuenciación por medio de Programación Dinámica 

Sea X el conjunto que contiene el indice de los proyectos e 

indica que todos los proyectos han sido propuestos. El estado 0 

Indica que aún no se ha realizado proyecto alguno. 

La nueva función de tiempos de expansión es: 

T(z) = T [z(X) + D(O)] 

donde z( X)= [ z
1

• 

La función de costos es: 

C(X) = mín {c e·rt + C(Xvi)} 
1 

y con la condición terminal o de frontera 

ccx"¡ =o 

para toda xcx· 

donde x· representa el conjunto de todos los proyectos que han sido 

seleccionados. 

La interpretación de la ecuación recursiva es que existe algún 

proyecto iEX que en la próxima etapa debe ser añadido, y el resto 

deben ser ordenados óptimamente. La sucesión óptima está definida 

por el mínimo, sobre todos los proyectos iEX, de los costos de 
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construcción más los costos para sucesiones óptimas de las 

expansiones faltantes. 

Las ventajas computacionales del algoritmo de programación 

dinámica respecto a la enumeración completa de las posibles 

sucesiones es que para n proyectos hay n! sucesiones posibles y 

para cada una de ellas se requieren n cálculos, y por medio de la 

programación dinámica se requieren para la solución 

completa. 

4.2. 1. Extensiones 

En forma inicial se supone que los costos variables de 

operación son despreciables o están relacionados con el nivel 

actual de la demanda satisfecha independientemente del proyecto, ya 

que es frecuente que los costos de operación sean afectados por la 

selección de los proyectos. Para poder expresar la interacción de 

los costos de operación con la selección de los proyectos es 

necesario que Jos costos totales C(X) pueden ser expresados como 

una función P(X,t), en el intervalo de tiempo ;(X) a <(Xvi). 

Asi la formulación del modelo con estas suposiciones es: 

C(X) min {e exp(-rr(X)) + JT(XV!l P(Xvi,t) exp(-rt)dt + C(Xvi)} 
1 T<Xl 
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Si se supone que las capacidades y costos dependen de los 

proyectos, esto se puede incluir al sustituir c
1 

por la función 

costos de inversión C
1
(X)>O, la cual depende del conjunto de 

proyectos seleccionados anteriormente. La interdependencia no 

modifica Z(X) pues si ésta función no es decreciente se afiaden 

nuevos proyectos, es decir, Z(XuJ)~Z(X) para l«X y x~x'. 

Una nueva extensión se puede obtener al considerar secuen­

ciación y escalas de proyectos simultáneamente, esto incluye nive­

les en el vector binario; tal modificación se puede extender aún 

más, es posible extender un proyecto de un nivel i a otro J (l<j). 

Esto implica una extensión a proyectos de niveles múltiples lo que 

incrementa la "dimensión" combinatoria del conjunto de estados del 

proyecto; este aumento no causa muchas dificultades ya que al com­

binar proyectos ordenados, según la propiedad de tiempos dominan­

tes, se puede construir una declaración simple de los estados 

correspondientes a los proyectos con un nivel adicional. 

Todos los resultados hasta aquí desarrollados dependen de la 

siguiente suposición: los tiempos de la próxima expansión puede ser 

determinada de la proyección de demanda y del nivel común de 

capacidad, independientemente de las caracteristlcas de la 

expansión de los proyectos considerados anteriormente. Esta 

suposición puede ser adecuada en algunos casos, pero en otro es 

deseable seleccionar los tiempos, de la próxima expansión, sobre 

las bases de un análisis económico que tome en cuenta las 
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caracterlstlcas de ésta. 

En los modelos que presentan demanda lineal es posible en­

contrar la politlca óptima con Programación Dinámica sin problema 

alguno, pero frecuentemente la demanda no es lineal, y la razón de 

costos de cualquier proyecto depende del tiempo de realización de 

manera que no es posible determinar la polltica óptima por medio de 

los modelos lineales. 

El modelo de Programación Dinámica es útil para resolver 

problemas simples de secuenciaclón con un número pequeño de 

proyectos, sin embargo el número de posibles estados crece 

exponencialmente cuando el número de proyectos crece esto resulta 

una tarea "dificil" para la computadora. Una' alternativa para 

resolver estos problemas es el uso de algoritmos de Ramificación y 

Acotamiento, que permiten eliminar muchas sucesiones factibles. 

4.3. Plan de Inversión Optima con Análisis de Sensibilidad de 

Precios y Demanda Dinámica 

Los planes de inversión para la expansión de capacidad 

involucra el tamaño y tiempo de la expansión, así como la 

coordinación de la toma de decisiones sobre la operación respecto a 

la estrategia considerada. Se desarrolla un modelo [7] que toma en 

cuenta la planeaclón y la política de precios simultáneamente 

a través del tiempo. Las inversiones para nuevas capacidades están 
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caracteristicas de ésta. 

En Jos modelos que presentan demanda lineal es posible en­

contrar Ja politica óptima con Programación Dinámica sin problema 

alguno, pero frecuentemente Ja demanda no es lineal, y Ja razón de 

costos de cualquier proyecto depende del tiempo de realización de 

manera que no es posible determinar Ja politica óptima por medio de 

Jos modelos lineales. 

El modelo de Programación Dinámica es útil para resolver 

problemas simples de secuenciación con un número pequeño de 

proyectos, sin embargo el número de posibles estados crece 

exponencialmente cuando el número de proyectos crece esto resulta 

una tarea "dificil" para Ja computadora. Una' al ternall va para 

resolver estos problemas es el uso de algoritmos de Ramificación y 

Acotamiento, que permiten eliminar muchas sucesiones factibles. 

4.3. Plan de Im•ersión Optima con .Wlisis de Sensibilidad de 

Precios y Demanda Dinámica 

Los planes de inversión para la e>:pansión de capacidad 

Involucra el tamaño y tiempo de Ja expansión, asi como la 

coordinación de Ja toma de decisiones sobre Ja operación respecto a 

Ja estrategia considerada. Se desarrolla un modelo [7] que toma en 

cuenta Ja planeaclón y Ja política de precios simultáneamente 

a través del tiempo. Las inversiones para nuevas capacidades están 
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restringidas a un conjunto finito de proyectos y cada uno de ellos 

tiene costos y caracteristicas de operación diferentes. El orden de 

los proyectos y tiempos de realización junto con las salidas y 

decisiones sobre precios, son seleccionados de manera que se 

maximice el valor presente de los beneficios netos. 

Algunas consideraciones de este modelo son: 

1) Los costos y caracterlsticas de operación son especificados 

individualmente para cada proyecto. 

11) Los tiempos de expansión son determinados por medio de 

criterios analiticos. 

iil) Las decisiones de producción, precio y expansión abarcan 

tiempos y secuencias, las cuales son coordinadas simultáneamente y 

seleccionadas en forma óptima dentro de una escala continua de 

tiempo. 

Hipótesis del modelo. 

a) El conjunto de proyectos considerado es finito y cada 

proyecto i (i=J, .. .,m) está definido por sus costos de inversión 

c
1
>0 y Ja función de costos C

1
(q

1
) que expresa los costos variables 

de operación para una razón de producción de q
1 

unidades del 

proyecto l. La función C
1
(q

1
) es dos veces diferenciable, convexa, 

estrictamente creciente y C
1
(0)=0. 

87 



Los costos de inversión incluyen una renta para el valor 

presente de los costos de reemplazo, mantenimiento y otros costos 

fijos de operación. 

b) El total de ingresos para producir Q unidades al instante 

t está dado por la función R(Q,t), la cual es dos veces 

diferenciable y estrictamente cóncava en Q=Eq
1 

y además R(O. t)=O, y 

se supone que 

b. 1) R(Q, t) y aR(Q,t)lóQ sean funciones dlferenclables y 

no decrecientes en t para ~O. 

b.2) Si Q' ·~o· 

aR(Q'', t)>8R(Q', tJ. 

y R(Q' ', t)~R(Q', tJ entonces 

el Los costos e Ingresos son descontados a una razón constante 

r>O, acarreando as! un factor de descuento exp(-rt l desde el 

tiempo inicial t=O hasta el instante t. 

d) Las decisiones de secuencici6n de los proyectos y los 

tiempos de instalación, así como las decisiones de producción y 

precios deben ser seleccionados de manera que se naxlmicen los 

beneficios netos. 
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Sea un conjunto arbitrario de lnd!ces, Ja razón de 

contribución para el beneficio óptimo operando al tiempo t de los 

proyectos en I es 

n(I, t) 

s. a. (4. l) 

q "'º 1 
para toda leJ 

q "'º 1 
para toda UI 

. 
los valores óptimos ql están caracterlzados de la siguiente manera: . . . 

q >O .. aRCQ , t i1aqt dc
1 
{q

1 
)ldq

1 1 (4.2) 
q·.,o 

. . .. aR{Q , t)/8qt < dc
1 
{q

1 
)ldq

1 1 

Esto significa que cuando la producción es positiva en un 

programa óptimo los ingresos marginales y la razón de costos 

marginales de operación para los proyectos con producción diferente 

de cero son iguales. El precio óptimo está dado por: 

Si ahora i[k] denota que el proyecto i está en el k-ésimo 

lugar en la sucesión de proyectos {i[k]}, donde k = 1, 2, ... , m, 

entonces se pueden definir las variables: 

I• Conjunto de indices de Jos m proyectos 

SI• Conjunto de permutaciones de m indices de los proyectos 

Ik = Conjunto de indices de los k primeros proyectos para una 
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sucesión parlicular. 

I 0 o 

1k+
1 
= 1 k V 1 [ k+ l ] 

I = 1• 
DI 

k=O,l,. . .,m 

•k = Tiempo para inslalar el proyecto k en la sucesión 

' = o o 

T :S T 
k k+I 

Para delerminar los tiempos· óptimos para el problema es 

necesario resolver: 

s. a. (4.3) 

La solución del problema anterior se puede obtener a partir 

del problema relajado, al eliminar la restricción ',,;, 
k k+l 

y 

exigiendo a la función de contribución n(I,t) las siguientes 

propiedades: 

Para cualquier I, i' El, 1' 'l!.Ivi' y t?:O 

n(Ivi'vi' ', t) - n(Ivl'', t) s n(JvJ', t) - n(I, t) 

o bien 

n(Ivi'vi'',t) - n(I,t),,; [n(Ivl',t)-n(J,t)] + [n(Ivi'',t)-n(I,t)] 
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Los tiempos óptimos en el problema relajado se obtienen 

diferenciando la formulación (4.3) y tomando en cuenta Ja siguiente 

restricción 

11(1, ,·(1,i)) -11(1-1, ,·(l,1)) 

Se observa que la adición de nuevos proyectos con tiempos 

óptimos conduce a incrementar las salidas totales y las salidas de 

cada proyecto particular, mientras que para los proyectos ya 

establecidos las salidas se decrementan. 

El modelo presentado aqui puede ser extendido al caso de 

mercados múltiples y distintos espacialmente, siempre y cuande se 

tomen en cuenta los costos de transporte entre fuentes y mercados, 

otra posibilidad es incluir una selección de una escala óptima de 

proyectos. 

Las 1 imitaciones del modelo es que no toma en cuenta los 

cambios tecnológicos, existe la ausencia de decisiones de reemplazo 

y además supone un mundo determinista. La intervención de cambios 

tecnológicos introduce una fuerte interdependencia entre los 

proyectos y las decisiones de tiempo lo que ocasiona que la 

selección de la solución óptima sea dificil de obtener. En el mo­

delo propuesto en ésta sección se supone que las decisiones de 

reemplazo se realizan por fuera y se Incorporan a través de ajustes 

en los costos de inversión, pero al incluir estas decisiones 

expl leí.lamente lmpl !ca que existen proyectos que loman en cuenta 
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oportunldades de reemplazo, todo esto complica el problema. 

EJEHPLO 

Se desea construir una red hidraúl lea para satisfacer una 

demanda de agua durante un perlado de 30 años, el plan contempla 

cuatro proyectos, cada uno de ellos con una capacldad de z
1 

unida­

des y un costo de c
1 

unldades y con una tasa de descuento de a= 5X. 

Se supone que la demanda D(tl es no decreclente y continua en el 

intervalo [0,30), en la siguiente tabla se muestran los datos y la 

fig. (4.2) representa la función de demanda. El objetivo es 

encontrar la secuencla óptima de rea11zacl6n de los proyectos para 

construir la red hldraúllca 

PROYECTO 

A B e D 

Cap. de suministro 2 4 4 7 
z 

1 
unidades 

Costos e 30 50 65 75 
(S) 1 

tabla 4. l 

92 



Demanda 

18 

16 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

2 l¡ 6 8 11) 12 14 Fi 1 R 2íl 22 24 26 28 30 

fig. 4.2 

Se puede observar que si se construyen los cuatro proyectos la 

máxima demanda que puede ser satisfecha es: 

¿z
1 

17 unidades 

La función de costos es: 

E· 
si q :S z 

1 1 

el (q1) si q =O i=l, ... '4 
1 

si q >z 
1 1 

Entonces los posibles valores de c
1
(q) se pueden deducir de la 

tabla 4.1, y su representación gráfica aparece en las figuras 

4.3.a, 4.3. b, 4.3.c y 4.3.d. 
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Costo 
Costo 

sol 50 
rPr:iór 

40 40 :- .1 (' ·?_: i ~·,}_e:-

30 30 

20 regi6n 20 
factible 

10 10 

'"' Cap. r~a:"'. o 2 4 o 2 4 

fig. 4.3.a f!g 4.3.b 

r:osto 

Costo "f 70 70 
regi6n 

6 

:: r 
factible 

región 

50 factible 

40_ 40 

"! 
30 

20 20 

10 10 

1 Cap. Cap. 
o 2 3 4 5 6 7' o 1 2 3 4 5 6 7 

fig 4.3.c fig 4.3.d 

Para enconlrar la sucesión óptima la ec. recursiva es: 

k -~(q-q l f (q) = k (q )(l+r) n +f . (q-q )} 
n 1 n n~' n 

donde n es el número de proyeclos y k es la longitud de la 

secuencia. 

En la tabla 4. 3 aparecen los resultados obtenidos para las 

secuencias faclibles cuando k= 1, .... 4. Se hace notar que para 
n 

k =4 Ja sccue:-icia óptima es {D, B, C, A). 
n 

gq 



n=l n=2 n=3 n=4 

ql kl f k f k f k4 f 
1 2 2 3 3 4 

o o o o o 

1 A 30 {A, O} 30.00 {A, O, O} 30.00 {A,0,0,0} 30.00 

2 A 30 {A, O} 30.00 {A,0, O} 30.00 {A,0,0,0} 30.00 

3 B 50 {B, O} 50.00 {B,0,0} 50.00 {B,0,0,0} 50.00 

4 B 50 { B, O} 50.00 {B,0,0} 50.00 {B,0,0,0} 50.00 

5 D 75 {D,O} 75.00 {D,0,0} 75. 00 { D, O, O, O} 75.00 

6 D 75 {D, O} 75.00 {D,0,0} 75.00 {D,0,0,0} 75.00 

7 D 75 {D, O} 75.00 {D,0,0} 75.00 {D,0,0,0} 75.00 

8 n.f O) {D, A} 97.39 { D, A, O} 97.39 {D,A,0,0} 97.39 

9 n.f O) {D, A) 97.39 {D,A,O} 97.39 {D, A, O, O} 97.39 

10 n.f O) {D, B} 112.31 {D, B, O} 112.31 {D,B,0,0} 112.31 

11 n.f O) {D, B} 112.31 {D,B,O} 112.31 {D,B,0,0} 112.31 

12 n.f O) "' { D, B, A) 129.01 {D,B,A,O) 129.01 

13 n.f O) O) {D, B, .1} 129.01 {D,B,A,O) 129.01 

14 n.f O) O) {D, B,C} 148.50 {D, B, C, O} 148.50 

15 n.f O) O) {D,B,C} 148.50 {D,B,C,O} 148. 50 

16 n.f O) O) {D, B, C, A} 159.81 

17 n.f O) O) {D,B,C,A) 159. 81 

tabla4.3 
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Por último la gráfica del suministro y demanda de agua bajo la 

secuencia óptima es: 

Demanda 

18 

16 

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

4 6 

Capacidad de 
Suministro 

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30l tiempo 

fig. 4.4 
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CONCLUS!OtlES 

En forma inic![!l se d~·:..::--ib.·.~ f-1 probler.:n. de e:,q:a."1slón de 

ópti::.a, s1<1 (';::'::;:.:.re:: u!r<~il~1 s de est;s ¡¡,:.delos no son r:r...:.:: ú~lles 

cuando lti. Cine::r!siór. d(;l p;·ob1err.::::. e~ grande-. Los al¿;nritmos 

destl.rrol )ados po.r-a el cr.:.sn de rr.-.i: ~i)oca! izaci6n son casi siempre 

heur-isticos y genc:raltientü n~ prop~rcionan una solución 6pl1r..a tan 

sólv se: aproxi:::an a ellt:., léd apro>;in<lción resulta muchas veces 

basta~te cerca.I1;::., h::.s ta ahora son pncos los al gorl i.mos de sarro-

llados para este caso. 

En el casci de locali~élc~On en r-edcs e:dsten varios algoritmos 

para redes det.ern~nistas algunos de e>Jlcs fu:lcionan 

paradt:.s de autobuses, l ib:-eric.s, P::.ra el C\!.SO de redes 

de der.sidn.d as.:.iciada u los posibles estados de la red., que c~n.bia 

respect(.' a1 l5e::-po. Pcr- último lo!: a}¿:or-itr:vJs ¡::;...._:--z;. resolver el 

pr·vblerna dt!" sec-ucnc'.aci6n están desa.!--r011andose to:::avia :,.1 los 
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