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INTRODUCCION

Uno de los principales intereses de los paises en desarrollo
se encuentra la planecacidén de la expansiéon de sus sislemas
productivos, ya que de esto depende, en gran medida, su economia;
por ejemplo para incrementar el desarrollo industrial es primordial
contar con grandes redes eléciricas y de abastecimiento de agu;,
sin embargo realizar proyectos de expansién de esta indole requiere
de grandes inversiones, por lo que resulta indispensable
desarrollar modelos que minimicen los costos de inversién. El mismo
desarrollo industrial requiere de este tipo de modelos y algunos
otros en los que se maximicen los beneficios obtenidos por la
expansién. La Investigacién de Operaciones se ha utilizado para

este propésito, pero por la complejidad de los problemas muchos de

los algoritmos s6lo proporcionan una aproximacién a la solucidn.

Entre los primeros trabajos desarrollados para la expansién se
encuentran los de Manne [24], Erlenkotter {3], Fong y Srinivasan
[31}, y otros. Llos trabajos desarrollados hasta ahora estéan
dispersos y no contemplan el problema por medio de un modelo
general; por lo que dentro de los objetivos de este trabajo se
encuentra el recopilar y analizar los escritos acerca del tema y
asi proponer un modelo general, para después clasificar el problema
y ubicarlo en el contexto de la Investigacién de Operaciones

mostrando azlgunos algoritmos y las ventajas, desventajas y posibles



e#tensiones que presentan. Para este propésito en el CAP. 1 se
ublca el problema en el contexto sistémico, para presentar dos
tipos de problemas: en uno de ellos el objetivo es minimizar los
costos con restricciones de demanda, situaciones que generalmente
se presentan en el sector publico, el otro es maximizar beneficios
con restricciones de capital gue usualmente corresponden al sector
privade. A continuacién se hace un estudio de las caracterist&c?s
analiticas de la funcién objetivo y de las restricclones para
definir las variables de desicién que caracterizan al
problema,estas variables son: localizacién tamafio y tiempo de
expansién. Esto permite proponer un modelo general, pero devido a
la complejidad del espacio generado por las restricciones del
problema resulta muy dificil proponer un método general de
solucién, sin embargo es factible hacer algunas simplificaciones
que permiten cIaé@ficar el problema con el fin de desarrollae
algoritmos de soluciébn que obtengan la solucién éptima o bien una
aproximacién a éste. La clasificacién se efectia con base en la
variable de localizacién, si ésta aparece se llama problema de
localizacién y si no es nombrado de secuenciacién. Los problemas de
localizacién son subdividides en localizacién simple y
multilocalizacitn. En estos problemas existen dos posibilidades,
que la unica variable sea la de localizacién, en cuyo caso hay dos
situaciones localizacién en el plano o en redes. En el capitulo II
se hace un breve estudio sobre localizacién en redes, usando como
criterio de optimizacién el llamado minisum ya gque minimiza se el

parémetro ssociado a Jos arcos de la red, y tomande en cuenta si el



parameiro es conocido o es una variable aleatoria se manipulan
redes deterministas o probabilistas. Cuando aparece algunz otra
variable los modelos son tratados en el capitulo 111, en la primera
parte se analizan algunos modelos de localizacién simple ccmenzando
con un modelo sencillo de economias de escala, después uno con
costos concavos y restricciones de capacidad, finalmente se
presenta un modelo con costos multiples de ordenamiento vy
produccién. En la segunda parte de este capitulo se muestran
modelos de multilocalizacién que son basicamente de distribucién y
transporte, el primer modelo es una aproximacién por medio de
programacion dinamica y el segundo y tercer modelo son sobre
expansién con capacidad dinamica, los algoritmos propuestos
determinan una solucién inicial con un modelo de transporte,
determinando después las variables duales con el fin de aplicar a
esta solucién inicial un método heuristico que permita aproximar la
solucién al 6ptimo. Por ultimo, en el capitulo IV, se describen los
modelos de secuenciacién, donde no aparece la variable de
jocalizacién, los cuales estén relacionados con el sector publico.
En un principio se define el problema y el modelo ma&s simple, el
cual es resuelto en la sigulente seccibén por medio de programacién

dinémica y por ultimo se analiza una extensioén.



CAPITULO |

EL PROBLEMA DE EXPANSION DE CAPACIDAD

1.1 Conceptualizacién del problema

La interaccién del desarrollo clentifico y tecnolégico con el
crecimiento poblacional y otra serie de factores han ocasionado que
los obJjetos que componen la realidad se hagan cada vez m&s comple-
Jos debido a que estan compuestos por una variedad de elementos con
diversas caracteristicas y son estudiados por diferentes disci-
plinas. Esto hace imperativo que dichos objetos se estudien bajo un

enfoque totalitario e interdisciplinario.

Un enfoque que actualmente goza de gran popularidad en los
ambientes clentificos e Ingenieriles, debido a 1la efliciencia
mostrada es la Teoria General de Sistemas. Hoy en dia la clencia y
la ingenlieria abordan sus problemas mediante el enfoque de siste-
mas, el cual se conforma basicamente por dos paradigmas parciales y

complementarios (13].

1. La visién integral de la cosa, que la identifica en la
realidad por el papel o funcién, que desempefia integralmente

‘dentro de un conjunto mas grande, 1lamado supraslistema.

2. El enfoque por componentes de las cosas, que la visualiza

en la realldad como conjuntos de elementos interrelacionados.



Lak primera afirma que un sistema esta determinado por la
funcidén que realiza en un entorno mayor, como la producéién o
consumo de un blen, para (o proporcionado por) oiros elementos del
entorno. La segunda idea se basa en la estructura del sistema, es
decir, lo identifica como wun conjunto de elementos inter-
relacionados. Sin embargo, para lograr una conceptualizacién
adecuada del sistema es necesario definirlo mediante la interaccién
de estos dos paradigmas. lLas acciones y las reacciones del sistema
se conocen cominmente como entradas y salldas, por eJjemplo los
bienes, servicios, auxilios, etc. usualmente se les llama salidas;
entonces estas salldas son resultado de algin procesc efectuado a
ciertas entradas que pueden ser rentas, presupuesto, ventas vy

algunos otros,

Dentro de la dinamica en que se encuentra un sistema existen
dos situaciones que llevan a plantear el problema de expansién de
capacidad. Por un lado, los sistemas que proporcionan bienes o
servicios basicos a diferentes partes de su entorno, se ven en la
necesidad de aumentar su capacidad de produccién debido a diversos
factores comc el desarrollo tecnolégico, al surgimiento de
necesidades especificas, el mismo crecimiento del entorno, etc.,
que se traducen en un incremento en la demanda del bien o servicio.
Esta situaclién se presenta en el sector publico, donde las necesi-
dades de la poblacion hacen imperativo satisfacer la demanda y, por

razones obvias se desea llevar a cabo la expansién a costo minimo.



.Un eJemplo tipico es el incremento de las redes hidraulicas
para satisfacer la demanda de agua [15] en donde, para efectuar
ésta expansién es necesarlio disefiar un conjunto de proyectos para
construir nuevas fuentes de abastecimiento o canales de
distribucién. Especificamente, el problema consiste en seleccionar
los proyectos y su orden de realizacién, de manera que los costos

de expansion sean minimos.

Por otro lado, los sistemas que producen bienes o servicios de
consumo con caracteristicas diferentes al caso anterior, esto es,
cuyo objetivo es obtener un incremento en sus beneficios, tienen
posibilidad de incrementar sus ingresos si expanden su nivel de
produccién., En este caso, que usualmente corresponde al sector
privado, la politica del sistema consiste en maximizar los

beneficios esperados respecto a la inversion realizada.

Un ejemplo que ilustra ésta situacién es el de una fabrica que
produce articulos de plastico y la demanda de dicho articulo crece
linealmente respecto al tiempo a una razén de & productos por afio.
El proceso de decisiones consiste en incrementar la capacidad de
produccién en x unidades para obtener un beneficio méximo que jus-
tifique la inversién hecha, o bien se satisface la demanda por
importaciones afiadiendo costos, e incluso puede existir un factor
de penalizacién cuando la demanda no es satisfecha. Las variables
involucradas en la expansion son: el tamafic de la capacidad

adicional y el tiempo en que debe realizarse (ver [16]}.



VComo resultado de lo propuesto anteriormente se puede entender
el problema de expansidén de la sigulente manera: Determinar las
dimensiones de la capacidad adicional, los tiempos de expansion y
localizacién o multilocalizacién de la misma, de modo que el valor
presente de los costos asoclados con el proceso de expansién sea
minimo, o bien, el valor presente de los beneficios netos sea

maximo.

1.2 Formulacién General del Problema

En la seccion anterior se plantean dos casos en los que se
presenta el problema de Incrementar la estructura del sistema para
satisfacer la demanda de las salidas, ésta expansién se realiza de

dos formas:

EXPANSION TIPO 1) Si se supone que la capacidad del sistema es
una constante k y que la funcién de demanda D(t) es no decreciente
en un intervalo de tiempo [0,7], y ademés, D(t)>k para algin
tel0,T). Entonces el problema tipo I consiste en determinar el
incremento Ak, el tiempo to y el lugar deseable en gue debe

realizarse la expansién a costo minimo, es decir,

min Costos de expansién
s, a Satisfacer la demanda en el periodo [0,T)
o bien
min C(Ak)
s. a. k+Ak=D(t) para toda tel0,T)



Algunas consideraciones de generalidad scbre este probleme
son: la naturaleza del comportamiento de la funcién de demanda, que
no se restringe al casc determinista, sino que se amplia al caso
estocéstico y el incremento Ak que puede efectuarse en etapas, es
decir, Ak = Ak1+Ak2+‘..*Akn en tiempos sucesivos tl,....tn, de tal
forma que la capacidad del sistema sea una funcién escalén con
valores k.k+Ak1,k+Ak1+Ak2...‘.k+):'Akl para intervalos (O,LIL

lt1.t2).. cey [Ln,T]. respectivamente.

Entre los trabajos de aplicacién ya realizados, pueden citarse
a los sigulentes: el problema de satisfacer la demanda de aluminio
en la India, para un periodo de 30 afios, se desea expander la
capacidad de produccién de aluminio, por lo que se deben determinar
los centros de produccién y los tlempos de la expansién de la
capacidad, este trabajo fué realizado por Erlenkotter {[3] y Manne
{24); otro problema consiste en transportar cemento a varios
centros de demanda, cémo los costos de transporte son muy elevados,
entonces se propone localizar puntos de distribucién en las zonas
de demanda asi como tamafio y tiempos en que se deben instalar.
Algunos problemas en redes de comunicacién consisten en determinar
el tipo de cable a instalar en la red, en particular supéngase que
se tienen dos tipos de transmisién y que un cable esténdar puede
ser usado para satisfacer un s6lo tipo de transmisién, mientras que
otro cable puede satisfacer ambos tipos de demanda; el problema

consiste en determinar el tamafio y tipo de cables a ser instalados.



EXPANSION TIPO 11) Si se supone gue la capacidad del sistema
es una constante k y que J}a funcién de demandes D(t) es no
decreciente en un Intervalo de tlempo (0,7}, y ademas, D(t)>k para
algun te{0,T}. Entonces el problema tipo Il consisie en determinar
el incremento Ak, el tlempo t, v el lugar deseable en que debe
realizarse Ja expansién, de forma tal que se maximlzen los
beneficios obtenidos por incrementar el sislema, entonces se tiene

un problema de la forma

max Beneficios por la expansion
s. a No sobrepasar el capital disponible
es decir,
max B(Ak)
s, a $SAk=§(t) para toda te{0,T}

Como puede observarse no necesariamente se debe satisfacer la
demande, pues en esie caso la evpansibdn puedes ser oplativa. En el
caso de ser necesaria la expansién se deben contemplar las
restricciones de demanda del casoc anterior ¥y las consideraciones

sobre el incremento en la capacidad.

Es claro, que de acuerdc con las restricciones anteriores el
interés por desarrollar modelos gue permitan planear la expansién
de los sistemas, se debe al desec de optimizar el usc de los recur-
sos. Estos modelos sirven, com: yea se& ha indicado, para determinar

el temafic, el ljuger vy el tiempc en gue se realizaréd ls expansion.

m



Con base en la conceptualizacién anterior, se formula un
modelo general del problema, para esto se considera una funcién
objetivo la cual se considera de la forma:

F=F(f‘, fz""' fn,a)

donde cada fl=f|(x=tamaﬁo, w=tipo, T=tiempo, y=lugar) representa
una funcién de costo (operacién, instalaciéon, etc.) sl se tiene un
problema del tipo 1, y es una funcién de beneficio (utilidades

esperadas) si es del tipo II.

La forma analitica de F depende de las condiciones propias de
cada problema; cuando se tienen economias de escala F es una
funcioén céncava, pero también puede ser codncava a trozos, convexa,
o no presentar ninguna de estas caracteristicas y, entonces, F es

aproximada por funcionales lineales.

Las restricciones més usuales son de
Capital
Institucionales
Geograficas
Demanda
Fisicas

y se comportan de la siguiente manera:



é) Reétricciones de Capital

G (Ajt'cjt) = $L
Cjt = Capital disponible para el proyecto j en el periodo t
Ajt = Determina si se asigna dinero al proyecto j en el periodo t
13 = Capital total disponible en el periodo t.

Estas restricciones indican que el dinero invertido en cada
proyecto seleccionado j (AJL= 0,1) en el periodo t no sobrepase el
capital disponible en ese periodo. Este tipo de restriccliones

aparecen en ambos tipos (I y II) de problemas.

b) Restricciones Institucionales
G(a )= (k1)
2 4t ’
Como una observacién, el numero uno que aparece en la funcién
no es un escalar, sino un vector columna cuya dimensién depende del

horizonte de planeacién

Esta funcién incluye restricciones relacionadas con el numero
(k) de proyectos a realizar por aho, con que el proyecto se
realizen sélo una vez, también permite excluir las combinaciones de
proyectos no factibles. Estas restricciones aparecen en ambos tipos

de problemas:

c) Restricciones Geograficas
Estas restricciones no se refieren a la representaclén de la

problematica, que basicamente son en el plano o en una gréafica.



d) Restricciones de Demanda

v X =D
GS(SJ xj FJ]

S = Volumen almacenado en el centro j

>
i

Volumen circulando hacia (o desde)} j

-
1

Yolumen de produccién asignado desde el centro j

e}
n

Demanda total

Este conjunto de restricciones tienen como objetivo plantear

ecuaciones que aseguren satisfacer las demandas de serviclos o

productos, aparece en ambos tipos de problemas.

d) Restriccicnes Fisicas

a = Factor de ganancia en la liga k {si existe la red para el
problema)
A =

Determina si hay importaciones en el almacén j

—
L]

Importaciones al almacén j

“
Ll

Total de importaciones

En este conjunto de resiricciones aparecen cotas sobre la
capacidad de almacenamiento, capacidad en ligas, balance de masa en
cada almacén, Las ultimas contienen informacién que refleja
detalles de la operacién del sistema y aparecen en los dos tipos de

problenas.



Algunos factores que se deben considerar, por su importancisa,
son el horizonte de planeacién y el tipo de economia bajo la cual
se desarrolla el modelo, en particular, se supondrd de escala. En
lo que respecta al horizonte, si ésle es finito, existe una fuerte
dependencia entre el horizonte y la politica de expansién; entre
las que se encuentran el impacto de la longitud del horizonte sobre
el tamafio de la expansién mas proxima, la posible descomposicién
de]l problema original en subproblemas independientes con pequefios
horizontes de planeacién, el tiempo en el cual la politica se vuel-
ve estaclonaria y la equivalencia entre algunos problemas de
horizonte infinito con algunos de horizonte finite. En lo que se
refiere al tipo de economia se debe sin duda a que ésta afecta
directamente la funcién de costos, la que generalmente se supone
céncava, por representar economias de escala, y en la que se invo-
lucra un factor de descuento a que refleja la inflacién neta, sin

embarge se debe tener cuidado en la estimacién del parametro a.

Por 1o anterior los problemas tipo I y 1I pueden ser
planteados de la siguiente manera:
PROBLEMA TIPO 1
Min F(fi, fz""' f,a)

n

GI(AJL.CJL) s $L
L
GZ(AJL) = (k1)

G(S, X, F) =D
3Ty Ty

10



PROBLEMA TIPO 11
Max F(f, f,..., f ,a)
b 2 n

G(A ,c. )s8§
100 T t
N
Ge(AJL) = (k, 1)
G(S, X, F)=zD
3 ) J B

G(S, X, F,a,a,I,J)
LA A A A |

La gran variedad de restricciones hace imposible encontrar un
método general de solucién, sin embargo exlisten algunos casos
particulares del modelo en el que, bajo ciertas simplificaciones,
se pueden obtener soluciones o aproximaciones. La clasificacién mas

usual se presenta en la sigulente seccién.

Los principales obstaculos para encontrar un método de
solucién general son la identificacién del conjunto generade por
las restricclones, y la caracterizacién de los puntos extremos de
la regién factible. En lo que repecta al conjunto generado por las
restricciones resulta muy complejo caracterizarlio debido a la gran
variedad de las mismas, y por ende la caracterizacién de los puntos
extremos; ademds muchos de los problemas " de expansién son de
carécter combinatorioc por lo que algunos métodos de solucién
resultan ineficientes. En cada uno de los siguientes capitulos se

presentan algunos modelos y sus métodos de solucién.

11



1.3 Clasificacion

Existe una gran variedad de problemas a los cuales se puede
aplicar ésta teoria, pero hay una clasificacién [ ] que consiste en
agrupar los problemas de la siguiente manera: Localizacién Simple,

Multilocallizacién y Secuencliacién de Proyectos.

1.3.1 Localizacién Simple

Los problemas de localizaclén toman lugar en el contexto de
sistemas de transporte, comunicacién o de transmisién, y pueden ser
representados para propdsitos analiticos como redes o en el plano
cartesiano. Se hace notar que hay problemas en los que la unica
variable es la localizacién y otros en los que estan involucradas

otras mas.

En ésta gama de problemas se encuentran todos aquellos en los
que aparece la variable de localizacién, y wuna primera
simplificacién se obtiene cuando es la unica variable a determinar
y se desarrolla en el capitulo II. La otra situaciéon que se
presenta es cuande aparece ademas alguna de las otras dos variables
(tiempo y tamafic de la expansi6én)o ambas. Dentro de los problemas
de localizacién se tiene una divisién segin el numero de puntos a
localizar, esto es, si un punto se debe determinar unicamente el
problema es de locallzacién simple, y en caso contrario es llamado

de localizacién



Una de la formulaciones [2] del problema de localizaclén es la

siguiente:
Min £ d x + F(y)
T 4% ¥
s. a.
Lx =
757
OsstJ J=1, ,n
yz0
donde
X =

! Cantidad enviada desde la localizacién x a la demanda j.

y = Cantidad total que se envia desde la localidad x.

Q
it

3 Costos de transporte al enviar la cantidad X_, desde el nodo

x hasta el nodo j.

F(.)= Costos de construccién y operacién de la localizacién x.

D = Demanda en el nodo j.

Este modelo puede ser extendido aun mé&s, cuando se agregan
restricciones en la capacidad, sin embargo esto es uno de los

objetivos del capitulo IIl.



La generalizacién a varios puntos de localizacién [30] es:

Min ? rd x + § F‘(yl)

s. a.
§ xU = y‘ i=1, 2, , m
F le = D’ ji=1, 2, , n
=0
4
y = 0
donde
xU = Cantidad enviada desde la locallzacién i a la demanda j.
¥, = Cantidad total que se envia desde la loncalidad j.
dlJ = Costos de transporte al enviar la cantidad le desde el nodo

i hasta el node j.

Fl(.) = Costos de construccién y operacién de la localizacién i.

DJ = Demanda en el nodo j.
n = Namero de nodos de demanda
m = Numero de nodos de localizaciéon propuestos.

Se observa que este modelo representa la problematica de
encontrar puntos de almacenamiento para satisfacer una demanda a
costo minimo, y en el cual la segunda restriccién asegura que se
satisface la demanda total del punto j, y donde las variables ¥y, no
estan acotadas superiormente lo que indica que no hay cotas en la

capacidad de almacenamiento.

14



113.2. Secuenciacién de Proyectos

Los modelos de secuenclacién de proyectos aparecen en
problemas de inversién, en el que dado un subconjunto finito de
proyectos se desea dar una secuencia de éste de forma que se
minimicen los costos de realizacién de los proyectos, o bien se
maximice el valor presente del total de los beneficlos netos. Las
variables de decisién que frecuentemente aparecen en estos modelos

son el tamafio y tiempo de la expansion.

Como eJjemplo se tiene el siguiente modelo planteado en
términos de Programacién Entera y que es usado con mucha frecuencia
en los problemas de expansién de sistemas hidraulicos [15] y [18].
Supéngase que existen n proyectos para constriur un vaso y que
pueden ser desarrollados en un horlizonte de planeacién dade, el
problema consiste en determinar que proyectos seran efectuados y en

que orden, es decir, sCuando debe ser elaborado cada proyecto?

El problema consiste en maximizar el valor presente del total

de ‘beneficios netos y puede formularse como:

max ). ¥ NBsyXsy

sy

de tal manera que el total de desembolsos no excedan los fondos

disponibles para cualquier tiempo y'e Y,

E ): Cs Xsy = 2 Sy
veY sel ySy?



Yy cada proyecto puede ser construido a lo mids una vez

L Xsy =1 para toda sel
yeY

Las variables utilizadas son:

Y Conjunto de afios en los cuales el proyecto debe ser

llevado a cabo.

I Conjunto de posibles lugares de los proyectos
{1,2,...,n}.

NBsy Valor presente de los beneficios netos si ;l proyecto
en el lugar sel es construido en el afic yeY.

Cs Costo de construir un proyecto en el lugar s.

Sy Fondos disponibles para invertir en el afio y.

La variable de decisién es:

1 si el proyecto en el lugar s es construido en

Xey = en el afio y

0 en otro caso

En este modelo se supone que la demanda a ser satisfecha es
una funcién D{(1) continua y creciente respecto al tiempo 71, la
demanda inicial D(0) es en principio satisfecha por la existencia

disponible.
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1.4 Algunos Enfoques de solucibn

En general los métodos de solucién no 'perrniten obtener
soluciones 6ptimas en el sentido estricto, pues el mundo real es
mucho més complejo que lo que representan los modelos propuestos,
sin embargo en algunos casos se obtienen soluciones oOptimas. La
ayuda mds sustancial de los modelos es un mejor entendimiento de la
sensibilidad de las soluciones a camblos en algunos parametros,
restricciones o criterios. Asimismo por medio de los modelos se
desea seleccionar entre las mejores solucicnes aquellas que

satisfagan las necesidades y demandas de la regién en cuestion.

En lo que respecta a los modelos de localizaclén en redes
existen entre otros métodos los siguientes: Enumeracién,
Aproximacién por Teoria de Gréaficas, Métodos Heuristicos y de

Programacién Matematica.

i} Enumeracién. Se determinan las posibles soluciones y se
comparan hasta obtener . la  4ptima, sin embargo por las
caracteristicas combinatorias del problema el nimero de posibles

soluciones es (m). Este método se debe al matematico Hakimi [18].
ii) Aproximacién por  graficas. Los resultados més

satisfactorios obtenidos hasta ahora son para &arboles, pero en

general para redes arbitrarias no hay algoritmos eficlentes.
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11i) Métodos Heuristicos. Existen varios métodos de este tipo
entre los que se encuentran: la particién de conjuntos, el que fué
desarrollade por Moranzana [26]; aproximacién miope propuesto por
Kuehn y Hamburger [22); y por ultimo el método de ramificacién y

acotamiento propuesto por Jirvinen, Rajala y Sinervo [21].

iv) Métodos de Programacién Matematica. Hay una variedad de
modelos de ésta clase algunos de ellos primales y otros duales, asi
como de programacion entera. El modelo primal m&s conocido se debe
a Balinski y fué¢ modificado mas tarde por ReVelle y Swain; entre
los modelos de programacién entera se resuelven por medio de
ramificacién y acotamiento se encuentran los modelos propuestos por
Efroymson y Ray [2] y por Fong y Srinivasan (8]; los modelos duales
son discutidos por Geoffrion [14], Held, Hoife y Crowder [18],

Narula Ogbu y Samuelsson [27], entre otros.

Existen problemas en los que ademds de la localizacién se
requiere conocer los tiempos y tamafio de la expansién por lo que se
deben tomar restricciones de capacidad y por ende 1la existencia de
inventarios. Entre los modelos mas comunes estéan los de produccién
determinista con restricciones en los inventarios y en los que se
permite la demanda no satisfecha, asi como aquellos en los que los
costos son céncavos o convexos, etc.., Los lnvestigadores que més
han trabajado con estos modelos son Rao y Jagannathan {20], Wagner

y Whitin [32], Florian y Klein [8], El-Shaieb [1].
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Los modelos de secuenciacién estan basados en Programacion
Entera y Din&mica, y generalmente sirven para determinar los
tiempos y tamafio de la capacidad de la expansion. Entre los autores
que mas han colaborado en el &rea se encuentran Erlenkotter {41},

Erlenkotter y Rogers [B] y otros.

EJEMPLO

Expansién de Sistemas de Potencia Eléctricos

Un sistema de potencia eléctrico consiste de un conjunto de
plantas de generacién (térmicas, hidroeléctricas y posiblemante
nucleoeléctricas) las que estédn conectadas a los usuarios por medio

de una red de transmisién [29].

La demanda de este servicio en un horizonte finito de tiempo
es un proceso estocastico no decreciente, ésta incluye pequefias
transmisiones que generalmente se asignan al cargador central del
sistema. En cada periode la demanda puede ser representada por
medio de una curva de carga, la que proporciona la probabilidad de
que la demandz sea mayor que cualquier nivel de capacidad dado. El
problema consiste en determinar la expansién 6ptima de la capacidad

de manera que los costos esperados sean minimizados.

La funci6én objetivo contiene costos de Instalacién y

operacitn, los cuales presentan las siguientes caracteristicas:
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COSTOS
a) Las plantas hidroeléctricas tienen un costo de instalacioén
muy alto .pero su costo de operacion por kwh tilende a ser

insignificante.

b) El costo de instalacién de las plantas térmicas es menor
que el de las plantas hidroeléctricas, pero el costo de combustible
es sustancialmente mayor, por unidad de kwh, que el de las plantas

hidroeléctricas.

c) Las unidades nucleares tienen un costo inicial y de
operaciéon muy elevado, sin embargo a largo plazo el costo del

combustible es mucho menor que el de una planta térmica comin.

Las caracteristicas mencionadas pueden ser utilizadas para
minimizar el costo promedio del combustible wusado en las plantas

térmicas y nucleares.

En la determinacién del plan de expansién éptima es de suma
importancia el efecto de la economia de escala, ya que el capital
promedio y los costos fijos de operacién por kw de capacidad
decrementa sustancialmente con el tamafio de la planta,
aproximandose asintéticamente a una constante para instalaciones

muy grandes.
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Para plantear las restriccions es necesario considerar los
siguientes rubros: Restricciones de capital, restricciones
institucionales, restricciones de demanda (usc doméstico e
industrial) y restricciones fisicas.

a) Restricciones de capital. Es el capital disponible por afio

y tipo de planta.

b) Restricciones institucionales. Numero de plantas que pueden

ser construidas por periodo de tiempo t.

c)Restricciones de demanda. Para esto se debe conocer la

operacién de las plantas y la demanda de cada tipo de usuario.

OPERACION

a) Las plantas hidroeléctricas son ideales para suministrar
los requerimentos de cargas pico, puesto que el flujo puede ser
controlado por las reservas almacenadas en el sistema, con agua
descargada cuando sea necesario. Con frecuencia su operacién es
interdependiente ya que pueden estar sobre un mismo rio y con

produccién limitada de energia.

b) A diferencia de las plantas hldroeléctricas, las plantas

térmicas pueden ser usadas continuamente en su maxima capacidad.
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Con estas caracteristicas de operacién y con la demanda se
pueden construlr las restricclones de demanda, que son del
siguliente tipo:

Energia minima aceptable para el sistema.
Funciones de generacién de energia por planta.
Flujo de energia.
Demanda minima para cada subseccién del sistema.
Energia satisfecha para cada uso desde la planta f en el
periodo t.
Restricciones fisicas. Son las relacionadas con el flujo de

energia y el balance de masa.

Finalmente cada tipo de planta tiene una vida econo6mica
significativamente diferente, una planta hidroeléctrica puede tener
al menos 50 afios, una nuclear del orden de 30 afios, mientras que

una térmica dura aproximadamente 20 aflos.
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CAPITULO

EL PROBLEMA DE LOCALIZACION SOBRE UNA RED.

Segun los criterios de clasificacién, vistos en el capitulo
anterior, cuando la unica variable de expansién es la localizacioén
los problemas caen en este grupo y ademas las restricciones
consideradas son por ende también de tipo geografico. Un ejemplo
tipico de estos problemas es el relacionado con los servicios de
auxilio como ambulancias, bomberos, puestos de socorro, etc. De
acuerdo con las caracteristicas del espacio de soluciones el

analisis de estos problemas se considera en dos categorias:

A. Localizacién en el plano

B. Localizacidén sobre una red.

la primera estd caracterizada por un espacio infinito de
solucliones, esto es, los puntos pueden estar situados en cualquier

lugar del plano.

La segunda es caracterizada por un espacio de soluciones que

consiste de puntos sobre la red, pueden ser los nodos o puntos

sobre los arcos.

En este trabajo sélo se considera el problema de localizacién

sobre los nodos de una red.
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2.1 Generalidades del problema de localizacién en Redes.

Supéngase que se tiene una red de transporte G cuyo conjunto
de vértices V consiste de (vl, Vi va) y asoclado con cada liga
(i,j) del nodo v1 al nodo VJ, se tiene. un peso o atributo b(i, j).
Este atributo denota el tiempo de transporte o viaje, distancia,
costo, etc., este atributo puede ser determinista o probabilista si

es una varjable aleatoria.

En muchos problemas de localizacién, bajo el criterio de
minima suma, se supone que para cualquier nodo v, se tiene asociada
una razén de demanda g{i) (que puede ser el numero de llamadas de
auxilio por dia, o la probabilidad de que una llamada sea generada
en una hora), y que por conveniencia se normaliza, es decir

g(1) + g(2) +...+ g(n) = 1.

El tiempo promedio de recorrido desde un punto xeG a lospuntos

v, sobre la red es J'(x), donde
S = § gl D)
y t(x,f) es el minimo tiempo de recorrido desde xeG hasta v‘eG4
Cuande el tiempo de viaje es probabilista el objetivo es

minimizar la expresién J'(x) = § g(i)T(x,i). donde T(x,i) es el

minimo tiempo esperado de xeGC a v’eG.
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[ )
Los puntos x que minimizan ésta expresién o la anterior se

llaman intermedios.

En algunos problemas, varios de los atributos de viaje como la
distancia y las unidades de energia "viajadas", son importantes en
la toma de decisiones, en estos casos el objetivo es optimizar 1la

utilidad de todos los viajes del sistema.

Puesto que el objetivo es, en general, minimizar distanclas y
tiempos de viaje cabe preguntarse si la red estd orientada y/o la
orientacién de los recorridos entre localidades y nodos. Estas

caracteristicas hacen el problema mas complejo.

Puntos de demanda y localizacibén.

Para ambos tipos de puntos existen las siguientes propiedades:

a) Los centros de demanda y/o localizacién pueden estar en
cualquier punto de la red o

b} En un conjunto finito de puntos.
Se observa que aquellos centros donde hay mas demanda son los

principales contribuyentes en la funcién de costos del problema

minisum,
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2.2 Clasificaci6tn de los problemas de localizaclién.

Los problemas de localizacién pueden ser clasificados en
varias formas: con base en un criterio de optimalidad, el que
considera caracteristicas propias de la funcién objetivo; segun los
tipos de redes y localizacién simple o multilocalizacién, estas dos

ultimas son variaciones en las restricciones del problema.

2.2.1 Criterios Minisum y Minimax (Funcién objetivo).

Dado que los tiempos de respuesta es una de las més
importantes consideraciones en los sistemas de emergencia la
filosofia o principio para caracterizar las soluciones puede ser
minimizar los tiempos de viaje o la funcién de costo relacionada
con los tiempos de viaje y distancia recorrida, y posiblemente
otros atributos. este tipo de criterios son llamados de “"minima
suma” (minisum), puesto que se desea localizar sitlos que minimizen
el total de los efectos negativos o maximizar las utilidades por
prestar algun servicio. Los lugares donde se localizan estos sitios
son llamados intermedios, otra clase de problemas emplean el
criterio minimax y los puntos a localizar son llamados centros de
la red. lLos modelos que emplean este criterio usan unicamente
graficas y éarboles para localizar, y consiste en determinar un
conjunto de puntos que minimizen la méaxima distancia (o tiempo)

entre los lugares de Incidentes y dichos puntos.
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Los modelos desarrollados para ésta clase problemas son muy
utiles en los sistemas de auxilio, serviclos como paradas de
autobuses, localizacién de buzones, librerias, bancos, etc.. gCabe
preguntarse cuél de los dos criterios es ma&s apropiado, y porque
hacer un an&lisis de los modelos basados en el criterio minisum y
no en el minimax. Los modelos minimax sirven sélo en el caso de
tener una problem&tica sobre una grafica o un arbol, y segin el
numero de puntos a localizar el problema se complica por ser de
cardcter combinatorio y los algoritmos desarrollados hasta ahora
usan matrices que pueden ser de dimensiones muy grandes,
dependiendo del problema y esto por supuesto resulta poco eficiente
en términos del tiempo dg maquina, sin embargo resultan muy
apropiados en algunos casos pues toma en cuenta los puntos de
demanda que estdn muy alejados, permitiendo asi obtener una
distribucién mas uniforme de las localidades. Por otro lado los
algoritmos para los problemas minisum son mas eficientes para
problemas grandes, y a diferencia del caso anterjor la distribucién

de las localidades no es muy uniforme.

2.2.2 Criterio respecto al tipo de red (Restricciones).

Otro criterio de clasificacién se basa en las cualidades de
los pesos asociados a la red, esto es, la red puede ser
determinista o probabilista. Si la red es determinista, los pesos
asociados con nodos y aristas no cambian respecto al tiempo y se
supone que estén determinados. Si la red es probabilista los pesos

asociados con nodos o arcos pueden camblar respecto al tiempo, y el
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estado de la red en el futuro es aleatorio; sin embargo, existen
casos en los que el estado de la red es estacionario respecto al
tiempo. Estas redes son de particular interés pues se obtiene el

comportamiento promedio del sistema.

El criterio usado aqui es respecto al tipo de red en forma

conjunta con el numero de centros de localizaciédn,

2.3 El Problema tipo I y Localizacién Simple en Redes Determinis-
tas.
Definicién 2.1. El problema de localizacién simple consiste
en determinar la localizacién de un sitio que minimice la funcién

Jx).

Hakimi desarrollé, en 1964, el primer modelo y supuso tiempos
de viaje deterministas en redes no dirigidas. Mirchandi, en 18975,
demostré que si la red es dirigida existe al menos una solucién
6ptima en un nodo sobre la red. Una de las venlajas de las redes

dirigidas es permitir, entre otras cosas:

a) La existencia de calles con un solo sentido en los medios
urbanos.

b) La diferencia en tiempos de viajes si las calles son de
doble sentido.

c) La diferencia en tlempos de viaje para diferentes

vehiculos bajo diferentes condiciones.
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Definicién 2.2. Un punto x. en upa red no dirigida G, es un

intermedio absoluto de G s} para cualquier xeG
-
Jix ) = S

Se observa que un intermedio absoluto minimiza el tiempo
promedio o distancia promedio J+(x) desde un punto xleG a puntos
aleatorios. 51 la red es no dirigida se cumple la igualdad t{x,i) =
t{i,x), y entonces el problema consiste en minimizar el tiempo

promedio desde los puntos aleatorios hacia el punto xeG.

A continuacién se presenta el teorema sobre existencia de

intermedios absolutos en redes deterministas no dirigidas.

Teorema 2.1, {Hakimi 1864). Existe al menos un nodo en G el
cual es un intermedio absoluto.

Demostracién {(ver [17}).

Si la red es orientada t{x,i} # 1(i,x}, entonces se debhe
diferenciar el objetivo del problema, por un lado se desea
encontrar un punto x'eG gue minimize el tiempo promedio J+(x.). Por
otro lado si se desea minimizar el tiempo promedio de viaje hacia
el punto yeG, el objetivo es encontrar y. tal que J_(y.) = J(y

para toda yeG. En donde J (y) = [ gli)t(i,y).
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Se hace notar que no necesariamente se cumple la igualdad
+ -
J (x) = J (x). Entonces en redes orientadas para encontrar nuevos

puntos optimos en el problema se requieren las sigulentes

definiciones.

-
Definicién 2.3. Un punto x en una red dirigida determinista

es un intermedio absoluto externo de G si para toda xeG
My = I

»
Definicién 2.4. Un punto y en una red orientada determinista

G es un jintermedio abscluto interno de G si para cualquier yeG
- - -
J Ay ) =J (y)

Definicién 2.5. Cuando existe al menos una trayectoria desde
un punto xe€G a un punto yeG, entonces x es directamente conectada a

¥, ¢ y es directamente conectada desde x.
Es posible que se desee minimizar ambos tlempos, es decir
Jix,y) =¥ gli)ltlx, i) + t(i, )}

se observa que no necesariamente x =y,

St yoeG es fija se desea encontrar x'eG tal que

J(x’.yo) = J(x‘yo) para toda xeG.
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St xoeG es {1Ja, se desea encontrar y'eG tal que
J(xo.y') = J(xo,y) para toda ysG.
L]

Si ninguno de los dos es fijo, x 6 y, entonces x = y = x es
un intermedio absoluto, si la red es no orientada. Sin embargo, si
este no es el caso se requiere una nueva definicién

* *

Definicién 2.6. Un par de puntos x , y en una red dirigida

determinista G, son intermedios absolutos inext de G si para

cualquier x, yeG
. .
Jix , y ) = Jx y)

El siguiente teorema establece la existencla de estos puntos.

Teorema 2.2. Un par de puntos intermedios absolutos in-ext en
una red determinista dirigida G corresponden a un par de puntos
intermedios interno y externo respectivamente.

Demostracién. Es obvia a partir de la definicion de J(x,y).

St los puntos x, yeG coinciden, entonces el sitio con minimo

tiempo de viaje, en general no corresponden ni a un Interno

absoluto ni a uno externo.
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»
Definicién 2.7. Un punto z en una red determinista G es un

intermedio absoluto de G si para zeG
* L]
J(z ,z ) = Jz, z).

2.4. Problema tipo 1l y Localizacién Simple en Redes Deterministas

Hasta ahora el objetivo ha sido minimizar la funcién J(.), sin
embargo en algunos casos se maximiza una funclién de utilidad, esto
es, se desea localizar puntos que maximizen la utilidad esperada

para los tiempos de viaje.

Definicién 2.8. La wutilidad esperada para tiempos o

distancias, desde un lugar xeG a un punto aleatorio esta dade por
+
S = T glidu(tlx, 1)
donde u:(t(x,i)) es la utilidad asociada para tiempos de viaje,
para pequefios recorridos desde xe€G a ‘HEG’ cuando se genera una

demanda o solicitud de algin servicio en v,

k] »
Definicioén 2.9, Un punto x (y ) en una red determinista G es

un intermedio 6ptimo externo (interno) si para cualquier xeG (yeG)

S0 e R ERR)
u u u u
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Teorema 2.3. (Levy 1967) Cuando las funciones de ulilidad
para tiempos de viaje (uT(—Rt(x,i)). son convexas existe al menos
un nodo de G el cual es un intermedio éptimo externo (interno).

Demostraciéon (Ver [171).

Levy también demostroé este teorema cuando los atributos son
costos de transporte, caso en el que el objetivo es minimizar los
costos de transporte y la funcién debe ser cébncava, esto permite
que el teorema tenga clertas flexibilidades. Una de ellas es que
J:(x) y J;(y) permiten hacer uso de diferentes funciones de
utilidad para diferentes puntos de demanda, esto significa que dos
nodos v‘. v) no necesariamente tienen la misma funcién de utilidad,
Para reducir el numero de funciones de utilidad la poblacién se
divide en grupos homogéneos, y a cada grupo se le asocia una
funcién de utilidad. La otra es que J:(x) y J;(x) es la utilidad
de s6lo un atributo de viaje, lo que resulta apropiado en algunos
casos como en los servicios de urgencias, donde el tiempo de viaje
es el costo més importante y representativo. En algunas situaciones
més de un atributo es de interés y ademas se consideran recorridos

redondos, caso para €l cual se tiene la siguiente definicién.

L4
Definicién 2.10. Un punto z en una red determinista G es un

intermedio 6ptimo generalizado de G si para cualquier zeG

J(z) = J(2)
u u

donde Ju(z) =¥ g(i)u‘(u(z,i), w(i,z)) y wlz, i}, w{i,z) son los
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vectores de los atributos de viaje asoclados con el recorrido en

redondo entre zeG y v‘ec

S{ se supone que el valor de cualquier atributo b en una
fraccién 6 del arco (i, j) estd dado por 8b(i,j) y si las funciones
de utilidad son convexas, entonces al menos un nodo de la red es un

punto 6ptimo, lo que puede ser expresado en el sigulente teorema.

Teorema 2.4. Cuando las funciones de utilidad para los
atributos de viaje son convexas existe al menos un nodo de G el
cual es intermedio 6ptimo generalizado

Demostracién (Ver. [17]).

Existe una definicién analoga a los intermedios externos e

internos para el caso de maximizar funciones de utilidad.

. »
Definicién 2.11. Un par de puntos x , y en una red

determinista G son intermedios 6ptimos generalizados

interno-externo de G si para cualquier x, yeG
JUx, y)=J(x, y)
u u
* -
J;(x ,y)=1% g(i)u](u(x,i). wii,y)).

donde J;(x, y) representa la funci6én de localizacién para dos

puntos (ver la def. 2.8.).
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En forma andloga al teorema 2.4, sl se satisface la condicléon
de homogeneidad para cada uno de los atributos, existe al menos un
pur de intermedios éptimos generallzados in-ext sobre los nodos de

la red.

2.5. Problems tipo ! y Locallzacién Simple sobre Redes Probabi-

listas.

En este tipo de redes la demanda se supone probabilista,
entonces la pregunta es: Dénde debe ser localizado un punto sobre
la red de tal manera que el tlempo promedio de viaje hacla (o
desde)} un ceniro de demanda aleatorio, y desde (o hacia) este
centro sea minimo?. En este caso f(x,y) es una captidad
probabilista. En general en este caso la red es probabllista y en
general los atributos son el valor esperade de b{i,j), y se denotan

por b({,j).

Como los pesos b(i,j) no son deterministas el estado de la red
no es determinista, por lo que un estado difiere de otro por una
diferencia entre los tiempos de viaje, en al menos una liga. Sea k

la variable aleatoria que denota el estado de la red y sea F~(k) la
k

funcién de distribucién. Si Sk(i,j) es el peso del arco (i,j)
cuando k = Kk entonces andlogamente Zk(x.y) denota el tlempo mas

corto de viaje desde xeG 2 yeG y para k = k, y G_ denota el conjunto
K

de posibles estados de la red.
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En los problemas de localizaclédn simple una condicién para que
el tiempo esperado de viaje desde (o hacia) un punto hacia (o
desde) un centro de demanda aleatoria sea minimizado, deben existir
nodos con demanda diferente de cero conectados estocésticamente

desde (o hacia) al menos un punto sobre la red.

Definicion 2.12. Un punto xeG es conectado estocasticamente a
un punto yeG si el tiempo esperado de viaje desde x hacia y es

finito, es decir, si

J tk(x,y) dFk(k) <o

Suponiendo que existe un punto que estd conectado estocéas-
ticamente hacia los nodos con demanda cero se puede definir una

localidad éptima sobre una red probabllista.

-
Definicién 2.13. Un punto x €G, en una red no dirigida, es un

intermedic esperado de G =i para toda xeG

J+(x.) = J(x0

donde J'(x) = J[‘g g(i)tk(x.i)]dFk(k)‘

Para redes probabilistas existe el teorema andlogo de
existencia de al menos un intermedio esperado en algun nodo de la
red y se puede probar que bajo las siguientes suposiciocnes se
asegura la existencia de al menos un intermedio esperado en algun

nodo de la red.
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Suposicién 2.1.a. El valor de cualquier atributo b en el viaje
de una fracciébn 6 de la liga (i,j) en el estado Gk‘ est4a dado por
ebk(l,J) para los posibles estados Gk&GE.

Suposicién 2.1.b. El estado de la red es conocida en todo
instante, aun mas, el intervalo de tiempo entre los cambios en el
estado de la red son mucho m&s largos que los tilempos de viaje

sobre la red.

La suposicién a. implica que la rapidez de viaje sobre
cualquier arista es uniforme para cualquier estado de la red, ésta
suposicién también permite que la rapldez de viaje varie entre
ligas, y ésta rapidez sobre una liga dada cambia al variar el

estado de Ia red.

La suposicién b. implica que los “viajeros” en el sistema
conocen todas las rutas viables, y que cada ruta seleccionada
maximiza la utilidad de los solicitantes del servicio. Esta
suposicién idealiza el sistema cuando los estados de la red cambian

suavemente.

Con base en estas propledades se puede establecer el siguiente

teorema sobre la existencia de intermedios esperados.
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Teorema 2.85. Existe al menos un nodo de G el cual es un
Iintermedio esperado.

Demostraciéon (Ver {17]).

Para cualquier tipo de intermedios absolutos definidos sobre
redes deterministas, se puede definir un intermedio esperado sobre
redes probabilistas. En particular para una localidad simple sobre
una red dirigida que minimiza el tlempo de viaje esperado desde
(hacia) una localldad hacia {desde} los puntos v, se puede definir
un intermedio esperado. Para localizar un centro que minimice el
tiempo esperado para un viaje redondo entre localidades y centros

de demanda se puede definir el intermedio esperado.

En la obtencién de los intermedios existe una gran dificultad,
la determinacién de 1la funcion de distribucién FE(R) Yy su
manipulacién. En general se supone que Fi(k) es discreta sobre un
rango finito, pues esto permite desarrollar algoritmos apropiados
para redes probabilistas y simplifica la demostracién de los
teoremas de la existencia de 6ptimos. Asimismo ésta suposicién
implica que la red puede tener un numero finito de estados
G,G.,...,G con - una - probabilidad de ocurrencia Pl'Pz""'P

1 2 s 8

respectivamente y entonces la funcién objetivo estd dada por

s n
Sy =¢ P, L glidt, (x,1).
k i
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Para el problema tipo 11 se hace andlogamente, sélo que se

define la funcién objetivo como
+ 8 n +
J(x) =§ Pk ¥ g(l)u‘(tk(x,i)).
k 1
2.6. Multilocalizacién en Redes Deterministas.
Para demostrar la optimalidad de los nodos que son localidades
se debe suponer que la seleccién individual de éstas meximiza las

utilldades esperadas.

Si m sitios son localizados sobre un conjunto de m puntos

Xm = (xl,...,xm) y-si se desea minimlzar el tiempo de viaje a cada

localidad X, desde v‘. se deben seleccionar las localidades mas
préximas. entonces el tiempo esperado para un sitio v, en el
sistema esta dado por:
JN ) = T glntlix)
X) = L ey,

donde t(i,X ) = min{t(i,x ),...,t(i,x )}..
o 1 n

Cuando el interés es minimizar el tiempo de viaje a un nodo v,

desde la localidad mas préxima el tiempo de viaje esperado es:
JUX ) =T glilt(x , i)
m m

donde t{X ,i) = min{t(x ,i),...,t({x ,i}}.
m 1 m
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En redes no dirigidas t(X i) = t({,X ) y por tanto J+(Xm) =

J(x ).
m
-

Definicién 2.14. Un conjunto de puntos Xm en una red
determinista no orientada G es un conjunto de mintermedios
absolutos de G si para cualquier X &€ G

m
-
Jxy = 5Nx)
»n L]

Teorema 2.6. Existe al menos un subconjunte de mnodos de G
el cual es un mintermedio absoluto.

Demostracién (Ver [17]).

Definicién 2.15. Un conjunto de puntos Xm en una red
determinista G es un conjunto de mintermedios éptimos
generallzados de G, si para toda Xm < G.

J(xXy e (x)
u m U m

donde

Ju(Xm) =7 g(i)u‘(w(xm,i). w(i,Xm)),
ul(w(Xm.I)» u(l,Xm)) = méx(u‘(w(XJ,z'). H(I,Xk))).

Esta ultima ecuacién implica que los nodos v, son servidos por

localidades que maximizan la utilidad de los atributos de viaje,
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y que el punto de partida (xj) a v, no necesariamente coinclde con

el punto destino (xk)

Teorema 2.7. Cuando las funciones de utilidad son convexas,
existe al menos un subconjunto de G de m-nodos el cual forma un
conjunto de m-intermedios 6ptimos generalizados.

Demostracién (Ver [17}).

Definicién 2.16. ConJjuntos de puntos Yo y Yoo en una red
determinista G son intermedios 6ptimos m—in—m+ext de G si para

cualquier Xm+. Ym S G

» [ -
Jxm Y, Yo ) = J'u(xm*, Yo©)
donde

J;(xm*, Yo ) = zgmu!(t(xm*, i), t, yo))

Una ilustracién de ésta definicién se encuentra en los
servicios médicos de urgencias. Por eJjemplo, si se tlene una
estacién de ambulancias en el punto xeG y un hospital en el punto
yeG; se desea locallzar algunas estaciones m+ y hospitales m tal
que la utilidad para tiempos de viaje sea maxima. Si una urgencia
es respondida por la ambulancia mas préoxima, en términos del tiempo
de viaje, y después el (o los) paciente(s) es (son) trasladado (s)

al. hospital mas proximo, el in - m+ext identifica la

localizacién 6ptima para la red G.
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EJEMPLO 1.

Se supone que en una zona rural, que comprende varios munici-
plos, se desea establecer un sistema de serviclos médicos, siendo
de particular interés el servicio de urgencias. De los censos se
puede estimar la demanda de servicjos de salud en cualquier punto
de la regién. Estudios de transporte permiten obtener el tiempo de
transporte (viaje), distancias y algunos otros atributos de viaj?
entre pares de puntos de la réglon. El problema consiste en pla-
near el servicio médico de urgencias via ambulancias y sujeto a

restricciones presupuestales.

Con el presupuesto disponible se desea construir las unidades
médicas necesarias, obtener la asignacién de las demandas. a uni-
dades, determinar el nUmero y localizaci6n de las unidades y
estaciones de urgencias. El criterio de optimizacién contempla los
"beneficios publicos y costos, sin embargo mostraremos una red en
la que se representz la problemadtica y en la que sélo se

consideran los tiempos de viaje

fig., 2.1
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La solucién es la siguiente:

El intermedio absoluto esta en el nodo I, y el tiempo esperado
es de 7.28 min..

Para el caso de dos intermedios los puntos son los nodos I y

F, con un tiempo esperado de 4.57 min..

S1 se supone ahora que en los puentes en las aristas (I,F) y
(B,F) se congestionan en horas pico, y que hay horas en que el
trafico disminuye considerablemente, esto nos permite obtener tres
posibles estados de la red: 1}horas no;males, 2)horas pico y 3}
horas tranquilas (figs. 2.2, 2.3 y 2.4). a ruta de viaje m&s corta
de un punto de la red a otro camblia dependiendo del estado de la
red, y cada estado ocurre durante ocho horas con una probabilidad
de ocurrencia de 1/3. Se desea obtener a) un intermedio esperado‘y
b) 2-intermesdios esperados. Las tablas de viajes entre dos nodos
para cada estado aparecen a continuacién seguidas por las figuras

correspondientes.
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A B c D E F G H I J
A 0.0 1.0 40 1.0 2.0 2.5 35 2.0 3.0 4.0
B 1,0 0.0 3.0 1.44 1.0 1.5 2.5 2.44 2.0 3.0
c 4.0 3.0 00 40 2.5 1.5 1.0 35 2.8 2.0
D 1.0 1.44 40 00 1.5 2.5 35 1.0 2.0 4.0
E 2.0 1.0 25 1.5 00 110 2.0 2.0 1.0 2.5
F 2.5 1 1.5 2.5 1.0 0.0 1.0 2.0 1.0 1.5
G 3.5 2. 1.0 3.5 2.0 t0 00 30 20 1.0
H 2.0 2.44 35 1.0 2.0 2.0 30 00 1.0 3.5
I 3.0 2. 2.5 20 1.0 1.0 2.0 1.0 0.0 2.5
J 4.0 3. 2.0 40 2.5 1.5 1.0 35 2.5 0.0

tabla 2.1

.055

fig. 2.2
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k-“‘k:ﬁ’ﬂ"lbﬂtr}}l

A B [ D E F G H 1 J

0.0 2.0 8.7 1.0 2.0 4.7 6.45 2.0 3.0 7.45
2.0 0.0 680 20 20 40 575 3.0 4.0 6.75
6.7 6.0 0.0 5.7 4.0 20 1.0 6.5 5.5 2.0
.0 2.0 5.7 0.0 1.7 3.7 545 1.0 2.0 6.45
2.7 2.0 4.0 1.7 0.0 2.0 3.7%5 2.7 2.0 4.75
4,7 4.0 2.6 3.7 20 00 175 4.5 3.5 2.75
6.45 575 1.0 5.45 3.75 1.75 0.0 86.28 5.25 1.0
2.0 3.0 8.5 1.0 2.7 4.5 86.25 0.0 1.0 7.25
3. 4, 5.5 2.0 2. 3.5 5.25 1.0 Q. §.25
7.45 .75 2.0 6.45 4.75 2.75 1.0 7.25 6.25 0.0

tabla 2.2

fig. 2.3
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—:n
[
<
o
o
b
[
2
ey
o

A 0.0 .3 1.9 .4 0.8 1.1 1.5 0.8 1.2 1.8
B 0.3 0.0 1.8 .7 0.8 0.8 1.2 1.1 0.8 1.6
c 1.8 1.6 00 1.8 1.4 08 04 1.5 1.1 0.8
D 0.4 0.7 1.9 00 1.0 1.1 1.5 0.4 0.8 1.9
E 0.9 0.6 1.4 1.0 0.0 0.6 i.0 0.7 0.3 1.4
F 1.1 0.8 0.8 1.1 0.6 00 0.4 0.7 0.3 0.8
G 1.5 1.2 0.4 i.5 1.0 0.4 0.0 1.1 0.7 0.4
H 0.8 1. 1. 0.4 0.7 0.7 1.1 0.0 0.4 1.5
1 1.2 0.9 i.1 0.8 0.3 0.3 0.7 0.4 0.0 1.1
J 1.8 1. 0.8 1.8 1.4 0.8 .4 1.5 1.1 0.0
tabla 2.3
.055 0,2 .03

fig. 2.4

En este ejemplo la ruta mas corta de un punto a otro depende
del estado de la red, usando la matriz de tiempos de viaje
esperados se puede observar el nodo E es un intermedio esperado con
un tiempo de aproximadamente 7.08 min.. Los dos intermedios

esperados son los nodos I y B con un tiempo esperado de 4.47 min.
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CAPITULO i

EL PROBLEMA DE LOCALIZACION GENERALIZADO

Existen muchos problemas en los que existe la variable
localizacién y ademds el tamaflo y tlempo de la expansién, en este
capitulo se hace una revision de los modelos de este tipo, cabe
menclonar que los modelos seran clasificados con base en el numero
de puntos a localizar y generalmente el objetivo es minimizar una
funcién de costos. Una de las formulacjones mas simples de los
mp’cielos de localizacién es la que propone Marks, Revelle y Liebman
féS], en la que las capacidades de las localizaciones son

restringidas y se consideran como puntos intermedios entre fuentes

Y puntos de demanda. La formulacién es la sigulente:

MnZFy+Sfc x +SLc x
[ T T T T O T T WS R 5
s. a.
ZxHSSk k=1,2, , P
X =% x i=1,2 ..., o
T 1y ki
z Py * O‘}"
M=zzx =p j=12..., n
i) ]
xU, x, € 'y ¥€ {0,1}
x . = Cantidad enviada desde la localizaci6n i a la demanda j.

y, = Cantidad total que se envia desde la localidad j.

Costos de transporte al enviar la cantidad XIJ desde el nodo

i hasta el nodo j.
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F (.)= Costos de construccién y operacién de la localizacién i.

DJ = Demanda en el nodo j.

n = Numero de nodos de demanda

m = Nimero de nodos de localizacién propuestos.

¢ = Costos unitarios de transporte de la fuente k a 1la

localizacién j

x;‘ = Flujo de la fuente k al punto intermedio !
D? = Cota superior de la demanda en el nodo j.
D; = Cota inferior de la demanda en el nodo j.
p = Numero de puntos de oferta

Ol = Capacidad de la i-ésima locallzacién

Sk = Oferta en la fuente k

Un problema menos restringido es el propuesto por Efroymson y
Ray (2], en el cual las capacidades no estan acotadas y los costos

pueden ser tratados como cargas fijas.

Estos modelos sirven para problemas del sector publico cuando
hay costos de inversién restringidos y costos de localizacién
invariantes. Esto sugiere que estadn m&s relacionados con el

Vproblema tipo I, sin embargo pueden ser utilizados en el sector

privado con ciertas modificacones en la funcién de costos.

En los parrafos anteriores se mencioné que los problemas de
localizacién y expansion son aquellos en los que la variable
correspondiente y las otras dos. aparecen como variables de

decisién, en las subsecuentes secciones se analisan los principales
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modelos existentes de esta gama de problemas.

3.1 Nodelos de Localizaciébn Simple

Primero sa analizan los problemas de localizacién simple en
los que es facil determinar el punto para la expansién, en cuyo
caso e] analisis estd basado en inventarios. A continuacidn se
muestran algunos modelos de inventarios usados en los problemas de

localizacién simple.

3.1.1 MODELO DE ECONOMIAS DE ESCALA

En los problemas de inventarios [32], cuande la cantidad
demandada en cada periodo es conocida pero diferente y cuando los
costos por Inventario varian de un periodo a otro es posible hacer
un inventario en el periodo t para satisfacer la demanda en el
periodo t+k. Por eJjemplo al considerar una industria que produce un
producto con N posibles valores g en alguna de las carac-
teristicas que posee (color, oclor, sabor, etc.). Se supone que los
costos de manufactura y precios de venta para los N estados son
constantes sobre todos los periodos y que s6lo los costos de

inventario son relevantes.

Formulacién
d = Demanda en el periodo t

Costo unitario del inventario del periodo t al t+1

(S
13

Costos de orden

[
"

Cantidad ordenada o producida

=
"
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Se supone que los costos y demanda son no negatlvos, el
problema consiste en determinar los valores X, (t=1,2,...,¥ ) de

tal manera que la demanda sea satisfecha a costo minimo.

Un método de solucién consiste en enumerar 2" combinaciones
de ordenar o no en cada periodo, pero desde luego es mas eficiente
resolver el problema por medio de Programacién Din&mica. Sea I el

inventario final e Io el inventario inicial, entonces
I=]°+Ext—)jdtzo
t t
la ecuacién se puede reescribir como:

fL(I) = min {i _]I + B(XL)SL + ft41(1+xt—dt))

X > t
t
donde
1 si x >0
t
8(x )=
t
0 sl x =0
t
y en el N-ésimo periodo
fN(I) = min {JN_11 + 5(XN)SN)

3.1.2 PRODUCCION DETERMINISTA CON COSTOS CONCAVOS Y
RESTRICCIONES DE CAPACIDAD
Considérese la produccién de un articulo durante un intervalo
de tiempo, se desea satisfacer la demanda del producto en un
horizonte finito, que consta de n periodos. El nivel de produccién
en el periodo i es a lo mas < unidades (restriccién de capacidad

de produccién). El problema consiste en determinar las unidades que
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se deben de incrementar en cada periodo a costo minimo. Este
problema [8}] es tratade cuando es permitida la demanda no
satisfecha y cuando no lo es. Se supone que las funciones de costo

de produccién y arrendamiento son céncavas.

El plan 6ptimo, en este caso, de subplanes en los cuales a} el
nivel del inventario es diferente de cero en cualquier periodo
excepto el ultimo y b) el nivel de produccién, cuando es positivo,
estd en su capacidad excepto en al menos un punto en el cual es

menor.

3.1.2.a MODELO SIN DEMANDA NO SATISFECHA

Formulacién
min F(x) =}, p(x‘) + 7 hx”t)
i i
x - =1 i=1,...,n (3.1)
Dx-Tr=,
I‘ z 0 i=1,....n (3.2)
Osxlscl i=1,...,n {3.3)
i i
Ye zir i=1,...,n (3.4)
3 J
3 3
'r‘ = Demanda en el periodo i
x, = Produccién en el periodo i

p. = Costo de produccién en el periodo i

=
L]

Costo al arrendar la cantidad Is
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Se puede observar que las restricciones forman un cono
convexo y como F{x) es céncava el 6ptimo se alcanza en un punto
extremo. A continuaci6én se presenta una formulacién del modelo

3.1.2.a2 con Programaci6n Dinamica.

fo"O
f =min{d + f} u=0, -1
u uv
I =1 =0
u v
I >0 t=u+l, ..., v-1

f'_ = Costo asociado con el plan de produccién éptimo para los

periodos t+1,...,n

duv= Costo asociado con el sigulente plan 6ptimo para los periodos

u+l, ..., v-1

3.1.2.b MODELO CON DEMANDA NO SATISFECHA

Formulacion
min Flx) = Ep(x‘) + ?_‘, h‘(Il)
-Zr)sll S i=a,e+l,...,n {3.2")
JOlesck‘ i=1,...,n (3.3)
%:c}?- );:rJ i=a+l,...,n (3.4")

" donde « es el ultimo periodo en el que no se satisface la demanda.
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En este modelo la ecuacitn (3.2') asegura que las cantidades
ordenadas deben ser satisfechas en un perlodo a mayor que el
especificado por el problema, y para asegurar que las soluciones
sean factibles cuando se permiten demandas no satisfechas la ec.
(3.4) debe ser reemplezada por la ec. (3.4'). La funcién objetivo
no cambla pero se hace notar que ahora hx(Is) contiene costos de
inventario si Jl>0 y costos por la demanda no satisfecha cuando

I1<O‘ y ademds h(lx) es una funcién céncava a trozos.

3.1.2.c EXTENSIONES

En esta parte se extienden los resultados de Florian y Klein
[8] al caso de funciones de costo m&s generales [20], las cuales no
son cobncavas ni convexas; también se efectia una caracterizacién
del conjunto de puntos extremos cuando la demanda no satisfecha y

el nivel de lnventarios estéan acotados superiormente.

Formulacién

‘, 4 -
)+ }:hl(Ii‘) + T h‘”,‘)

+x _+10 T =T+l =7
11 i2 - -1 § H )
-B x - x +y =0
Bil i1 ﬁlE 12 yl
O=x =c i=1, . n
i1 11
0= x
i2
I+ < w+
i 1
I' " =z0
i i
II=%r =w i= at1,...,n-1
H k i
. -
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X, =X, +x12 = cantidad producida en el periodo i

r = requerimientos en el perlodo i

1

1: = Inventario del periodo i al pariodo 1+1

I; = total de demanda no satisfecha desde el periodo { al periodo
i+1

w: = inventarlo méaximo que puede ser cargado del periodo i al
periodo i+1

w; = mixima demanda no satisfecha del periodo I al periodo i+l

h; = Funcién de costos de inventario (no decreciente, no negativa
y cébncava)

h: = Funcién de costos por demanda no satisfecha

B“, 8’2 = pendientes de la funcién linel a trozos f‘ (OSBHSBIZ)

¢y = Punto de rompimiento

« = Numero de periodos en que la demanda no es satisfecha

gl(y’) = Funcién de costos de produccién

X, = cantidad producida en el intervalo [O,c“]
X, = cantidad producida en el intervalo [c“,ll
La funcién de costos de produccién es de la forma:
K‘+y‘ si yl>0
gl(yl) =
] otro caso
Kl = Costos f1Jos de produccién
y, = [x(‘) = Funcién lineal a trozos, convexa, no negativa y

continua en [0,w) con fl(O) = Q.
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La funciéon de costos del inventario I‘ = I: -I; es coéncava a
trozos en (-o,o} lo que induce una funcién de inventario I:

cobncava y otra por demanda !; del mismo tipo.

3.1.3 INVENTARIOS  CON COSTOS MULTIPLES DE PRODUCCION U
ORDENAMIENTO

Considérese el problema de planear la produccién de un sélo

articulo sobre un horizonte de planeacién finito de N periodos,

para satisfacer una demanda r {(i=1,...,N) en el periodo i. Sea x

i

la cantidad producida (ordenada) en el periodo i, entonces x =

(xi,...,xx) es el plan de produccién [23) y asoclado con este plan
se tiene un inventario y = (yx""'yn) y para cada periodo y, se
tiene que

1
y, = E (x‘-r‘) A A AR

y el plan de produccién es factible si

x=0 (3.5)

y=0 (3.6)
Se requiere que la demanda sea satisfecha en cada periodo y
sin disponer de existenclas. La funcién de costos C’(.)

esta formada por costos de orden y de inventario.

Se observa que y0=0 C‘(0)=O, entonces 1la funcién de costos

por orden en el periodo i esta dada por
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C,(z) = C[(z mod ) + B tz-z mod M) C(K) (3.7)
- 220 i
y tiene la propiedad de que
Ca(" + v),_s Cl(u) + C‘(v) u,vzo

y la funcién Ci(.)‘.no es coétncava en [0,x), un ejemplo de una
funcion de costos por ordenamiento esta dada en la fig. 3.1. Donde
C;(.) es la funcién ?e costbs en el intervalo [0,Hl], con ”1>0 y
constante, con las"caracteristicas de ser no negativa, no

decrediente y concava en el intervalo.

).

A

Thecoodio .

P AHe 3
fig. 3.1

: K1 = la magnitud del salto en el origen, es decir K‘=C:(O’L

Si la funcién de costos por ordenamiento estéd dada por

*
Cl(z? = A‘G(z) +Cz

donde &(z) es:
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1 si z>0

8(z) =
0 si 2z=0

En este ejemplo la funcién de costos esté dada por la suma de
una funcién escalén que tiene un salto de tamafio Kl cuando se

tienen I‘Ii unidades, y una funcién lineal con pendiente C].

Es posible proponer un caso particular en el que:

N
1

K
1

"

Capacidad del vehiculo de transporte en el periodo i.

Costo de uso del vehiculo en el periodo i.
CI(Z) = Costo de ordenamiento de un lote de tamaho z en el periodo

i,

En este modelo el costo de transporte es una funcién del
nimero de vehiculos requeridos para efectuar el ordenamiento,

sin tomar en cuenta fracciones de los mismos.

Para procesos industriales con corridas de produccién, con
restricciones de capacidad, donde no es necesario utilizar
completamente este modelo es apropiado junto con la ec. (3.7}. Aqui
K1,= C;(O*) representa el costo por ordenamiento para la corrida i
y ”1 es la capacidad de produccién. En general la ec. (3.7) es
apropiada en muchos contextos, en los que Kl son los costos de
ordenamiento y C‘(.) son costos multiples de ordenamiento. El costo
del plan de produccién x para los N periodos esta dadoc por:

E{x) =} IC’(X]) + h‘(yl)]
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El objetivo es minimizar la funcién 6(x) sujeta a las ecs.

(3.5) y (3.6), Junto con las restricciones de factibilidad.

3.1.4.a MODELO CON COSTOS MONOTONOS

Propiedades cualitativas de las politicas Optimas.

Hipétesis
L L]

1) Ac Cl(u) z Accln(V) 0=usute S ”1 i=1,...,N-1

ii) Kz K i=1,...,N-1
i 141

iii) M= N i=1,...,N"1
17 Ve

L L] .

Ac Cl(u) = Ci(uﬂ:) - C’(u)

Si estas hipb6tesis se satisfacen entonces el modelo es llamado

de Costos Nonétonos.

En el caso de la funcién lineal y en medios estaclonarios los
costos marginales decrementan respecto al tiempo, debido a que
ClaC“i. Si ademas se satisfacen las hipdtesis i) y 1i) entonces

L L]
Ac CI(O) = A:me)

Se observa que como hl(.) y C‘(.) son semicontinuas
inferiormente y no decrecientes entonces €(.) es semicontinua sobre
el conjunto de programas factibles X, y por ser no decreciente para
cada una de las N componentes Se puede Suponer que yN=0 en el

compacto X.
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Teorema 3.1. Si se satisface la hipétesis (i), entonces existe

una poltica optima x tal que

y‘_l(x’ mod ”1) =0 1=1,2,...,N
Demostracion (ver [23})
Teorema 3.2. SI se cumplen todas las hipbétesis, entonces

" existe un plan 6ptimo para el cual

.VN_I(Xl mod H‘) =0 i=1,...,N

< =
¥, H‘ i=1,...,N

Lema 3.1. Si se satisface la hipdtesis (iii) para los indices

1,j dados y 1sisjsN, entonces existen valores x‘,xlﬂ,...xj.

Yy g ¥y .yJ que satisfacen

yi_1=yj=0 (a)

Yot XS T =Y, (b)

x¥20 (c)
O= yts HL istsj

Demostracién (ver [23])
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Como consecuencia de la demostracién existen de manera unica

nimeros xl.y’ y r que satisfacen las siguientes ecuaciones

x=r oty {3.8)
x mod H‘= (rto yl)mod HL (3.9)
Y =T Y, X, (3.10)

y por los teoremas 3.1, 3.2 y el lema 3.1 se obtlene el siguiente

nétodo,

Nétodo de solucién
Tiene como objetivo determinar el conjunto de constantes (c‘ﬂ

que minimicen los costos.

1. Para cada i {12i=N) sea
pl1)={j; j=i que satisfacen las ecs. a, by c}
0 < yL < Ht Ist<j

plil*e

2. Para cada jep(i) sea c’J = min (clj) cuando
[P

LS AR AL

Por el teorema 3.1 existe una politica tal que

¥,,(x, mod H) =0

Por el teorema 3.2 exliste una politica tal que

yl< Hl
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Por el lema 3.1 existen Cij 's tales que

c =
i

M-

!ct(xt) + LE h‘(yt)

3. Sea fl el costo minimo alcanzado en los periodos

i, i+1,...,N cuando y]_1=0.

Como yN=0. para cualquier periode I (1=isN) existe un primer
periodo k (i=k=N} tal que yk=0 para algin plan 6ptimo. Por los
teoremas 3.1 y 3.2

fx:: min (cU + {)n) i=1,... N

Esta ecuacion recursiva es la que sirve para determinar la

trayectoria minima en una red aciclica, cuyos pesos en los arcos

son los costos c“. Jepli) (1=isN}.

3.1.4.b MODELD CON COSTOS CONCAVOS

En este modelo la estructura de costos es ain mas general en
lo qgue respecta a los costos de produccién u orden, sin embargo es
mas restringida en lo referente a los costos de arrendamiento o

inventarios.

En su estructura es mas general que el modelo anterior pues en
cada periodo esté involucrada més de una variable y donde:
r) = requerimentos en el periodo i.

¥, = existencias al final al periodo i.
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xik= Cantidad ordenada en el periode I y transportada por el

vehiculo k (k=1,2,... ,T‘).

Hlk= Capacidad del vehiculo k en el periedo i.

El vector Z = (x ,...,x X ooy X X, X Lo X
(n' '1Tl' 21’ ’212' N1 N2’ 'NTN)

representa un plan de produccién y se dice que es factible si

0= X, = My (4, >0
y T
A
YRV, P 20
x=1
C:k(v) = Costo por ordenar v unidades en el periodo i por el

transporte k. Funcién céncava, no decreciente en [0, w)
.
(C“‘(O)=0).
h‘(y‘) = Costos de inventario en el periodo i. Funcién céncava no

decreciente de ylZO.

Como C:k(.) v h‘(.) son funciones no decrecientes se puede

suponer que yN=0.

Sea Z el conjunto de planes factibles, el cual es compacto. Si
€{Z) es el costo de planear .}a politica Z est4 dado por:
N
L
€(2) = ¥ A} Clk(xlk) + h,(yl) }
1=1 k=1
la que es cébncava en el compacto Z, por lo tanto £(Z) alcanza su

valor minime en un punto extremo de Z.
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Propiedades Cualitativas de los Planes Optimos.
Definicén 3.1. Se dice que un vehiculo esta parcialmente lleno

si 0<x < M.
ik Tk

Definicién 3.2. Un periodo es llamado punto de regeneracién si

Definici6én 3.3. Un plan Z tlene un punto de regeneracién
propiamente si

a) En cada periodo hay a lo mas un vehiculo parcialmente lleno.

b) Entre cada dos periodos, en los que hay vehiculos

parcialmente llenos, existe un punto de regeneracién.

Es decir, si 0< x1k< ka y 0= ij< HJL para alguna i<j,k,t

entonces YE 0 para alguna s, iss<j,

~Teorema 3.4. Un plan Z es un punto extremo de Z, si y sblo si
ZeZ tiene puntos de regeneracién.

Demostracién ver [23].
El modelo puede ser especlalizado si se supone que

L . ! (3.11)
¢ ) =61 1=4=N

TH= r r

Para cada punto extremo ZeZ se asocla una n-ada x(Z) tal que
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x](Z) = Zklk (1=k=N). Se dice que Z es equivalente Z' (2~Z') si

x(2) = x(2'), de la ec. (3.11) se deduce que €(Z) = €©(2') st 2~2Z'.

Como las hipétesis (i) y (1i) no se supone que se satlsfagan,
no se puede asegurar la existencia de un plan é6ptimo Z tal que

y‘<H (1=i=N), sin embargo se puede demostrar el sigulente teorema.

Teorema 3.5. Si Z es un punto extremo de Z, I=k, ybq=yk=0. y
xt(Z)mod M = 0 (t=i,...,j~1,J+1,...,k) para alguna j {(i=jsk)
entonces se puede suponer que

xt(Z) = xl(ZJ modM

cuando
Yo" qle ist=sk
donde
q,., = 0 ists=j
9., = (xj(Z) mod¥ - ¥ ru) Jst=k

Si se interpreta q,., como el inventario al final del periodo
t-1 el cual se debe @ que el vehiculo parcialmente llenado en el
periodo j, cuando las existencias de! vehiculo son usadas primero.
Esto es, ningun vehiculo lleno es empleado en un periodo cuando el

inventario es registrado.
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Teorema 3.6. Si C:(.) = G.(.), 1=jsN, entonces existe una

politica 6ptima Z la cual es un punto extremo de Z y satisface y‘<H

para 1=jsN.

Demostracién {ver [231]).

Como consecuencia de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6 se puede

obtener el siguiente método de solucién.

Método de solucidn

1. Para cada par 1=<isksN
k x
pli, k) = {J: ¥, r= (L r ) mod (i=j=k) }* o {ep(i,k)

t=y t=)
ol = J
2. Para cada jep(i, k) W min (c‘k) (i,i+1,...,k)
cuando yl_‘= yk=0 y xt modN=0 t=1,..., j-1,j+1,...,k

3. Por el teo. 3. € = min (cJ }
ik ik
Jep(t,x)

4, Sea f=min {C_ +f } n=1,...,N; cuando y =y =0
n nk n-1

k+1 N

5, Fijar 1=i=ksN y jep(i,k), reemplazar rEr- (Y r,) modH.

Encontrar ka - C;siSRSN(Z rz mod¥ para la nueva definicién de
rj, con x, mod¥ = O para ist<j y t=].

6. Sea I, =I = {0}

1

IL=(y: y20 y= ~(T rg mod¥ + ¥ ro+ am para alguna tsssk y 8=0,1}
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Si ZeZ es punto el cual satisface el teo. 3.4, entonces ytelt.
Como Z satisface las hipotesis del teo. 3.4 (y qn<Hl i=m=<k ) para

alguna s t=ssk, Osys= Y- T r‘<2H y ¥= n¥ - % r nez’.

Si y <M, entonces y = ymod¥= -(¥ r ) mod§ y
B 5 B n

¥ = -(Y r.) mod¥ + ¥ r.

Sea yszH entonces Yo=Y, modN + N y

Y, = -(L rm) mod¥ + ¥ r_+ M y encualquier caso yel .

Si g (y) = min (& (x~y) C (M) + h(x-r) + g {x-r)}
n n n n n+l n
= J - *
donde gmto)-o y desde luego .\ = g’(o) + CJ((E rt) mod¥) cuando

rj estd en su valor original.

3.2 MNodelos Clésicos para Multilocalizacién

Otra clase muy importante de modelos de localizacién son
aquellos donde existen varios puntos a localizar y existen pocos
modelos para estos problemas, pues su caracter combinatorio los
hace dificiles de resolver, en general los modelos existentes son

heuristicos.
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3.2.1 PLANEACION PARA GRANDES SISTEMAS DE MULTILOCALIZACION:
APROXIMACION CON PROGRAMACION DINAMICA

En la década de los sesenta se hicieron muchos trabajos de
localizacién de bodegas con modelos estaticos, sin embargo esta
formulacién es inadecuada en situaciones donde ocurren cambios
constantemente respecto al tiempo. Una aproximaciéon a las
soluciones es por medic de Programacién Dinamica, que permite
obtener una soluclén cercana al éptimo cuando el problema es
pequefio. Sin embargo, Erlenkotter [5] propone un modelo basado en
una medida de costos anuales, en el que las principales

suposiciones son las sigulentes:

1) La demanda se incrementa respecto al tiempo en cada centro

de consumo y debe ser satisfecha por la produccién usual.

ii) Existen restricciones en la capacidad y ésta es suficiente

para satisfacer la demanda inicial.

111} Los costos variables de operacién y distribucién son
proporcionales a la cantidad abastecida, y los costos unitaries no

cambian a través del tiempo.

iv) Los costos de Iinversi6tn para la expansiéon exhiben

economias de escala y son "aditivamente separables" respecto a las

localizacjones.
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v) La capacidad creada tiene vida infinita. Los costos de

inversién incluyen costos de operaci6n, mantenimiento y reemplazo.

vi) La razén de descuentos es constante,

vii) El total de costos de operacién, distribucién y expansién

deben ser minimizados, en un horizonte infinito, con restricciones

sobre la demanda.

Formulacién del Problema

donde

Dj(t)

sU(t)

Plz, t) = gin i pU s‘J(tH

1y 1)
I s‘J(t)sz‘ i=1,...,m
{t) = D (t =1,...,n
’Z Sy ) J( 3 J
s‘)(t)ao paratoda i, j
Capacidad tatal en el ceniro de produccion i (i=1,...,m)

Razén de demanda en el punto j al tiempo t.

Raz6n de produccién y distribucién desde el centro i a la
localizacién j, y al tiempo t.

Costos unitarios de produccion y distribucién para

abastecer al punto de demanda j desde i.
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Como se puede observar que éste es un modelo de transporte que
permite obtener la politica éptima de distribucién y produccion,
pero no considera la expansién, por lo que se deben afiadir las
restricciones necesarias:

(z,w)

glz,w) = flw) + fo P’ {z+w, t) exp{-rt) dt

a{z,w) = exp(-r 1(z,w))

w = Vector m-dimensional de expansiones de capacidad cuya
componenete wlato y el resto de las componente son cero, v,
corresponde al tamafio y localizacién de la expansién bajo
consideracion.

f{w) = Costos de inversién para la expansién w.

T({z,w) = Intervalo de tiempo hasta que la préxima expansion es

requerida después de que w a la capacidad base z.

p; = Costos minimos unitarios de produccién y distribucién para
abastecer j, suponiendo que hay disponibilidad en todas las
fuentes.

P(w, t) = Razbtn de costos de distribucién y operacién variables, al
tiempo t y costosunitarios p; para el centro de demanda j,
Z‘pJDj(t).

_P(z,t) = Raz6tn de costos de distribucién y operacion variables al
tiempo t y para la capacidad dada z.

P'(z,t) = Razén de costos Optimos de distribucién y operacién
ajustados P(z,t)-P(w, t).

glz,w) = Funcibébn que proporciona un ajuste de los costos de

operacién e inversién para la expansion w y capacidad base z,
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desde que la expansion es hecha hasta que la préxima expansién
es requerida.
«(z,w) = Factor de descuenio para el intervalo de tiempo entre cada

expansién.,

El término P'(z+w,t) en g(z,w) es optimizado paramétricamente
cuando el indice de tlempo es incrementado, con base en los Método

Dual y de Balas e Ivanescu para transporte.

La aproximacién de costo anual minimo (MAC) consiste en
selecclonar con menor indice de costos anuales p(z,w)
plz,w) = r glz,w)/[1-a(z,w)}

para una capacidad base dada z.

Al usar esta regla se genera una secuencia de expansiones, con
base en la capacidad anterior. Para demanda con crecimiento lineal
y costos de operacién cero este procedimiento proporciona una

secuencia 6ptima.

3.2.2 EXPANSION DE CAPACIDAD DINAMICA EN UNA MULTIREGION

Este es un modelo propuesto por Fong y Srinlvasan {10] y en &1
se considera una regién con m centros de produccién y n centros de
distribucién para sarisfacer la demanda de un articulo. Se desea
satisfacer la demanda a costo minimo en un intervalo de tlempo T.

Las hip6tesis en las que se basa este modelo son las siguientes:
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a) El articulo puede ser elaborado en varias regiones, y cada
una tiene una capacidad iniclal, la cual puede ser Incrementada al

principio de cada periodo.

b} Se supone que una unidad de capacidad adicional en
cualquier periodo tiene una unidad de produccién extra, al menos al

final del horizonte.

c) La demanda en cada mercado puede ser satisfecha por
cualquier centro de produccién o por importaciones, esto Ultimo

ocasiona un costo de penalizacién.

d) La distribucién desde los centros de produccién se realiza
después de la expansién y la capacidad adicional puede ser usada en

el mismo periodo.

El medelo permite determinar el plan de produccién vy

distribucién para satisfacer las demanda a costo minimo.

Formulaci6n del Nodelo

Min D):c'" o ):_‘S_‘,kL:zL
ny W 151

t
Ex: = q‘: + T2t iel’, tek
ﬁ T=1
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Conjunto de m regiones

I’ Conjunto con m regiones mis que pertenecen a I y una fuente
ficticia m+i

J Conjunto de n mercados

J Conjunto con n mercados mas que pertenecen a J y una mercado
ficticio n+1,

K Conjunto de perijodos de tiempo, la longitud de cada uno no
necesariamente es la misma.

x:J Cantidad enviada desde la regitn i al mercado f en el periodo
t

C:J Costos de distribucién para abastecer al punto de demanda j
desde la regién i. Se incluyen costos de transporte y costos
variables de produccién.

z: Expansién de capacidad en la regién i en el periodo t

q: Capacidad acumulada en la regién i tlempo t.

k: Costos unitarios por afiadir capacidad en la regién i, estos
consisten de costos de construccién mas costos de mante-
nimiento.

La funcién objetivo contiene costos de transporte y
penélizacibn por importaciones, costos de expansion Yy

mantenimiento, y de capacidad ociosa.

Las primeras restricciones establecen que la produccién

enviada fuera de la regién i, en el periodo t, no puede ser mayor

que

la producida por la capacidad disponible en la regién. Llas
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sigulentes restricciones establecen que la cantidad enviada al
mercado j, en el instante t, debe ser igual a la demanda (se

incluyen importaciones).

En el modelo se suponen que los costos son lineales, lo que es
cierto cuando se renta o subcontrata la capacidad extra necesaria,
o bien cuando los costos de expansion son expresados como cargas
fijas mAs una componente proporcional al tamafio de la expansién; en
las pruebas computacionales realizadas ha mostrado ser eficliente, y
proporciona una buena aproximacién a la solucién 6ptima. El metodo
de soluci6én es propuesto por Fong y Srinivasan [10], es de caracter

heuristico y consiste de tres etapas

Primera Etapa.

Solucién inicial. Se resuelve el problema para cada intervalo
de tiempo t, es decir, se resuelve un problema de transporte para
el periodo t y se obtiene una capacidad z: que se afiade al
siguiente periodo, entonces se resuelve el problema para el periodo

t+1, este proceso se continda hasta el Ultimo periodo.

Segunda Etapa.

Calculo de varliables duales. Para cada par de regiones r y s
se calculan las variables duales u y v, denotando las no
degeneradas como ; Y ;. Estas variables son usadas en la tercera

etapa.
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Tercera Etapa.

Método Heuristico. En las etapas anteriores se obtﬁvieron una
solucién factible Y y las variables duales no degeneradas ;, :/ para
cada par de reglones, a partir de estas se obtiene una nueva
solucién factible Y' y valor en la funcién objetivo 2’ y tal que
Ar5=2-2' es maxima. Con base en esto se formula el sigulente

problema cuya funcién objetivo es:

_ matat
Max 4 = Td's

donde d' es el valor de la razén de decremento en Z debido al

intercambio de capacidades entre r y s en st

Las restricciones de factibilidad son:

GH—atsz: para tek
—6"1+5"52; para tek
Lt

0s6 =y para tek

A este ultimo problema se le llama Prs(Y) [10].

Al final se resuelve el problema dual DFS(Y)

. _ Lot tot t ot
Min és _Zpl‘zl" +Epszs+z¢”rs
t t t
s. a.
Lot [ ST S S S 1
'Pr“‘PS*’Pr e +¢-m =d
TT T T _ T
prp t¢-m =d
t t t
P, P, ¢, n 20
donde

¢", pL y p: = variables duales
-

nt = variable de holgura
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Este problema puede ser resuelto en una red como un problema

de flujo a costo minimo.

3.2.3 MODELO CON CARGAS F1JAS
Este modelo también es propuesto por Fong y Srinivasan [11] y
contiene las mismas hipoétesis del modelo anterior mé&s las

siguientes:

e) Los costos de expansion se supone que estan como cargas

fijas mas un costo proporcional al tamafio de la expansién,

f) Los costos de transporte se suponen proporcionales a la

cantidad involucrada.

El objetivo es determinar el programa Optimo de produccién y

distribucién.

Formulacién del Modelo

Min ZD:Ct x4 }Ik:'z? + w:c;'
t t

L1y [BIRY]

s. a.
t 0o, L1
X, =q +3z iel’, tek
i) ' 3
g] T=1
t L ;
<. =R el', tek
D\J | J
Lot
zl_H‘c
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1 s} hay expansién de capacidad en la regién I en
t el periodo t

0 en otro caso

t tt
X z =0
1y Ty C]

Carga fija incurrida en la regién i durante el periodo t

Cota superior sobre la expansién de capacidad en la regién i y

- e

en el periodo t

Este es un problema de Programacién Entera Mixta, que puede
ser resuelto por las metodologias existentes, sin embargo si el
numero de variables es grande, lo que sucede generalmente, ocasiona
que los métodos funcionen en forma deficiente. La metodologia

propuesta [11] es la siguiente:

Primera Etapa.
Solucién inicial. Se usa la metodologia expuesta en el modelo
anterior, ignorando las cargas f'ijas para incluirlas al final en el

valor de la funcién objetivo.

Segunda Etapa.
Intercambiar las capacidades entre dos regiones por medio de
un método heuristico. El! modo de operar es andlogo al modelo

anterior y el problema equivalente al P;S(Y) es el siguiente:
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k
t k=r,s,t k=r,s,t
s. a.
t-1
& -8 =z para tek
—a"‘+a‘sz; para tek
t_ ot
0268 =p para tek
rs
Logtel bt
z 8 48 sug para tek
toot-t bt
zs+6 -3 5usgs para tek
1 si se realiza alguna expansién en la regién k
t o =r.s
&y
0 en otro caso

El problema, como puede observarse contiene 2T variables
binarias y T varlables continuas. Por la estructura del problema
Fong y Srinivasan proponen un modelo de Ramificacién y Acotamiento

basado en el propuesto por Efroymson y Ray [2].
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CAPITULO IV

MODELOS DE SECUENCIACION

Uno de los objetivos primordiales de los problemas de
expansion es la realizaclién de proyectos para obtener recursos que
generalmente no se encuentran disponibles; asimismo el funciona-
miento de algunos sistemas se obtiene por medio de una sucesiéon de
incrementos en su capacidad, lo que implica grandes inversiones de
capital en diferentes etapas. Esto significa que la expansién se
realiza en etapas, entonces se debe adicionar la variable tiempo a
los problemas. Un ejemplo tipico es el de la construccién de una
presa, para esto se tienen m proyectos de los cuales se eleccinan

un subconjunto de n proyectos para construir la presa.

El problema consiste entonces en seleccionar los tiempos en
que cada unc de los proyectos debe ser realizado sujeto a que la
demanda de agua debe ser satisfecha en cualquier instante. Se puede
observar que si n=20 existen 20! formas de secuencias de proyectos,
como se puede observar este es un problema combinatorio, y el cada
proyecto depende de los proyectos establecidos previamenie, cada
proyecto depende de los proyectos establecidos previamente, por
ejemplo el embalse de un dique puede ser utilizado completamente
hasta que cliertos canales han sido construidos, Asimismo los costos
de operaciéon pueden depender del conjunto de proyectos estableci-
dos, tal es el caso cuando los proyectos son realizados en

diferentes puntos, los costos de transporte dependen del conjunto
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analizan algunos modelos de secuenclacién de proyectos.

4.1. El Problema Basico de Secuenciacién de Proyectos
Para planear la expansién de capacidad en los crecientes
mercados y serviclos existen varias metodologias entre las que se
encuentiran secuencias de expansién generativa recurrente, calculo
diferencial y programacién dinamica. Una suposicién comin en estos
modelos, es que las oportunidades para las posibles expansiones son

independientes, en cualquier instante, de las expansiones previas.

En este modelo (4] se examina la secuenciacién de un nilmero
finito de proyectos para satisfacer una demanda a costo minimo. La
sucesién optima puede ser obtenida por medio de programacion
dinamica y por medio de la formulacién basica que incluye
interdependencia de costos entre proyectos que permiten seleccionar
la escala del desarrollo para los proyectos. lLa formulacién que se
presenta permite modelar una escala continua de tiempo, permitiendo
obtener los tiempos de la préxima expansiéon directamente de la

informaci6n sobre la demanda y capacidad.

4.1.2. El problema Simple

Sea B un conjunto finito de n proyectos de expansién, cada
proyecto 1 estd definido por el par (zl. Cx) donde z‘>0 es la
capacidad del proyecto i, y ¢, es el correspohdiente costo de

inversién. las sigulentes suposiciones sobre el establecimiento y
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operacién de los proyectos son necesarias para proponer el modelo
simple:

i) Los costos de inversién ¢, son relizados al tiempo en que
los proyectos estén terminados y no varian respecto al tlempo.

1i) La capacidad z, estd disponible instanténeamente cuando el
proyecto i esta completado.

i1ii} Los costos de operacién y distribucién son prporcionales
a la cantidad de capacidad acumulada actualmente e idénticos para
todos los proyectos.

iv) La demanda debe ser abastecida de la produccién comun.

La capacidad z(t) al tiempo t (tz0) estd compuesta por la
capacidad inicial més la suma de las capacidaddes de los proyectos

individuales en el instante t.

Se conoce la proyeccién de la demanda D(t) y que las
restricciones de capacidad son suficientes para satisfacer la

demanda en todo instante, es decir, z(t)zD(t) para tz0.

La capacidad inicial z(0) se supone igual a la demanda inicial
D{0), como consecuencia de ésta restriccién y de la suposicién iv)
los costos variables de operacién no son afectados por la sucesion
de las erpansiones y pueden ser excluidos del modelo. Los costos de
inversién son descontados al tiempo inicial cero a una razén r>0,
obteniendose asi un factor de descuento exp(-rt},

El objetivo es determinar una secuencia de proyectos y los
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tiempos de realizacién de cada uno para satisfacer la demanda a

costo total minimo.

Una primera simplificacién es suponer que no todos los tiempos
6ptimos de expansién pueden ser determinados de la proyeccién de
demanda y de las principales variables de expansién. Obviamente con
una tasa de descuento positiva una expansién deberad ser aplazada al

instante Jjusto antes de que la demanda exceda la capacidad.

Sea T(z) el tiempo 6ptimo para la expansién desde el nivel

zzD(0), entonces
t(z) = sup {D(t)= z}
Se observa que t(z) es no decreciente respecto a z. Si D(t) es
continua y estrictamente creciente, como en la siguiene figura,

entones t(z) puede ser expresada como la funcion inversa de la

demanda t(z) = I '(z).
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I,

Il 3 1

v

T<21.’ T(Zz) T(Za)
fig. 4.1

Existe una propiedad muy importante en 1los problemas de
secuenciacién, llamada de Tiempos Dominantes, que consiste en lo
siguiente: Si dos proyectos 1i,j son tales que zlzz) y C‘SC
entonces existe una sucesidén 6ptima en la cual el proyecto j no es
"comprometido® antes que el proyecto i. Por medio de ésta propiedad
se puede determinar un orden parcial suave para la secuencia de
proyectos, la consiruccidon directa de un orden completo en las

sucesiones sobre todos los proyectos bajo condiciones generales no

es posible,



Las posibles extensiones de este modelo incluyen diferentes
niveles de capacidad para cada proyecto, dependencia entre

capacidades y costos de operaciones que dependen de la sucesion.

4.2. Secuenciaci6bn por medio de Programacién Dindmica
Sea X el conjunto que contiene el indice de los proyectos e
indica que todos los proyectos han sido propuestos. El estado ®

indica que aun no se ha realizado proyecto alguno.

La nueva funcién de tiempos de expansién es:
w(z) = 7 [2(X) + D(0)}]

donde z(X)= } z,.

La funcién de costos es:

™4 6lxui)) para toda XcX'

c(X) = min {c]e'
y con la condicién terminal o de frontera

cix) =0

donde X' representa el conjunto de todos los proyectos que han sido

seleccionados.

La interpretacién de la ecuacién recursiva es que existe algun
proyecto igX que en la préxima etapa debe ser ahadido, y el resto
deben ser ordenados &ptimamente. La sucesién optima estd definida

por el minimo, sobre todos los proyectos igX, de los costos de
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construccién mas los costos para sucesiones O6ptimas de las

expansiones faltantes.

Las ventajas computacionales del algoritmo de programacion
dindmica respecto a la enumeracién completa de Jlas posibles
sucesiones es que para n proyectos hay n! sucesiones posibles y
para cada una de ellas se requieren n célculos, y por medio de la
programacién dinadmica se requieren n2".1 para la solucién

completa.

4.2.1. Extensiones

En forma inicial se supone que ‘los costos variables de
operacién son despreciables o estan relacionados con el nivel
actual de la demanda satisfecha independientemente del proyecto, ya
que es frecuente que los costos de operacién sean afectados por la
seleccién de los proyectos. Para poder expresar la interacciéon de
los costos de operacién con la seleccion de los proyectos es
necesario que los costos totales C{X) pueden ser expresados como

una funcién PIX,t), en el intervalo de tiempo T(X) a t(Xui).

Asi la formulacién del modelo con estas suposiciones es:

T(XU1)

NN P(Xui, t) exp(-rtidt + C{Xvi))

C{X) = min (c‘ exp(-rr(X}) + [
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Si se supone que las capacidades y costos dependen de los
proyectos, esto se puede incluir al sustitulr ¢, por la funcién
costos de inversién cl(x»o, la cual depende del conjunto de
proyectos seleccionados anteriormente. La Interdependencia no
modifica Z(X) pues si ésta funcién no es decreciente se'aﬁaden

nuevos proyectos, es decir, 2Z(Xui)zZ(X) para igX y xsx'.

Una nueva extensién se puede obtener al conslderar secuen-
ciacién y escalas de proyectos simultaneamente, esto incluye nive-
les en el vector binario; tal modificacién se puede extender aun
més, es posible extender un proyecto de un nivel i a otro J (i<j).
Esto implica una extensién a proyectos de niveles miltiples lo que
incrementa la "dimensi6n” combinatoria del conjunto de estados del
proyecto; este aumento no causa muchas dificultades ya que al com-
binar proyectos ordenados, segin la propiedad de tiempos dominan-
tes, se puede construir una declaracién simple de los estados

correspondientes a los proyectos con un nivel adicional.

Todos los resultados hasta aqui desarrollados dependen de la
siguiente suposicién: los tiempos de la préxima expansién puede ser
determinada de la proyeccién de demanda y del nivel comin de
capacidad, independientemente de las caracteristicas de la
expansién de los proyectos considerados anteriormente. Esta
suposicién puede ser adecuada en algunos casos, pero en otro es
deseable seleccionar los tiempos, de la préxima expansioéon, sobre

Jas bases de un anadlisis econdtmico que tome en cuenta las
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caracteristicas de ésta.

En los modelos que presentan demanda lineal es posible en-
contrar la politica 6ptima con Programacién Din&mica sin problema
alguno, pero frecuentemente la demanda no es lineal, y la razén de
costos de cualqulier proyecto depende del tlempo de realizacién de
manera que no es posible determinar la politica d6ptima por medio de

los modelos lineales.

El modelo de Programacion Dinamica es util para resolver
problemas simples de secuenciacién con un numero pequefio de
proyéctos. sin embargo el nimero de posibles estados crece
exponencialmente cuando el numero de proyectos crece esto resulta
una tarea "dificil" para la computadora. Una’ alternativa para
resolver estos problemas es el uso de algoritmos de Ramificacién y

Acotamiento, que permiten eliminar muchas sucesiones factibles.

4.3. Plan de Inversién Optima con Andlisis de Sensibilidad de

Precios y Demanda Din&mica

Los planes de Iinversi6én para la expansién de capacidad
involucra el tamafio y tiempo de 1la expansién, asi como la
coordinacién de la toma de decisiones sobre la operacién respecto a
la estrategia considerada. Se desarrolla un modelo {7] que toma en
cuenta la planeaciéon y la politica de precios simultaneamente

a través del tiempo. Las inversiones para nuevas capacldades estéan
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caracteristicas de ésta.

En los modelos que presentan demanda lineal es posible en-
contrar la politica é6ptima con Programacién Dinamica sin problema
alguno, pero frecuentemente la demanda no es lineal, y la razén de
costos de cualquier proyecto depende del tiempo de realizacién de
manera que no es posible determinar la politica 6ptima por medio de

los modelos lineales.

El modelo de Programacién Dinamica es util para resolver
problemas simples de secuenciacién con un numero pequefio de
proyectos, sin embargo el numero de posibles estados crece
exponenclalmente cuando el numero de proyectos crece esto resulta
una tarea "dificil" para la computadora. Una alternativa para
resolver estos problemas es el uso de algoritmos de Ramificacién y

Acotamiento, que permiten eliminar muchas sucesiones factibles.

4.3. Plan de Inversitn Optima con An4dlisis de Sensibilidad de

Precios y Demanda Dinamica

Los planes de 1inversién para la expansién de capacidad
involucra el tamafio y tiempo de la expansion, asi como la
coordinacién de la toma de decisiones sobre la operacién respecto a
la estrategia considerada. Se desarrolla un modelo {7] que toma en
cuenta la planeacién y la politica de precios simulténeamente

-~ a través del tiempo. Las inversiones para nuevas capacldades estan
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restringidas a un conjunto finito de proyectos y cada uno de ellos
tiene costos y caracteristicas de operacién diferentes. El orden de
los proyectos y tliempos de realizacién Junto con las salidas y
decisiones sobre precios, son selecclonados de manera que se

maximice el valor presente de los beneficios netos.

Algunas consideraciones de este modelo son:
i) Los costos y caracteristicas de operacién son especificados

individualmente para cada proyecto.

i1) Los tiempos de expansién son determinados por medio de

criterios analiticos.

i1if} Las decisiones de produccién, precio y expansién abarcan
tiempos y secuencias, las cuales son coordinadas simulténeamente y
seleccionadas en forma éptima dentro de una escala continua de

tiempo.

Hipétesis del modelo.

a}) El conjunto de proyectos considerado es finito y cada
proyecto i (i=1,...,m) esta definido por sus costos de inversioén
C1>0 y la funcién de costos Cl(ql) que expresa los costos variables
de operacién para una razén de produccién de g, unidades del
proyecto i. La funcién Cx(q‘) es dos veces diferenciable, convexa,

estrictamente creciente y Ci(O)=O.
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Los costos de inversién incluyen una renta para el valor
presente de los costos de reemplazo, mantenimlento y otros costos

fijos de operacién.

b) El total de ingresos para producir @ unidades al instante
t estda dado por la funcién R(Q,t), la cual es dos veces
diferenciable y estrictamente céncava en Q=2q‘ y ademds R(O.t)=0, y
se supone que
b.1) R(Q,t) y 8R(0Q,t)/8Q sean funciones diferenciables y
no decrecientes en t para @=0.
b.2) Si Q=@ y R(Q'’,t)zR(Q', 1) entonces

BR(Q* ", t)>3R(Q, ).

¢} Los costos e ingresos son descontados a una razén constante
r>0, acarreando asi un factor de descuento exp(-rt) desde el

tiempo inicial t=0 hasta el instante t.

d) lLas decisiones de secuencicién de los proyectos y los
tiempos de instalacién, asi como las decisiones de produccién y
precios deben ser seleccionados de manera que se naximicen los

beneficios netos.
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Sea - I un conjunto arbitrario de indices, la razén de
contribucién para el beneficio 6ptimo operando al tiempo t de los

proyectos en I es

n{l,t) = !&\le( R(Q,t)—z ct(qt) }

s. a. (4.1)
Q@=1Lgq,
q‘zO para toda lel
q =0 para toda ig¢J

los valores 6ptimos q: estan caracterizados de la sigulente manera:

) > ale(c)'.t)/aqL = dc,(q,)/dq,

. (4.2)
i

L]
i
. )/dq‘

q =0 s aie(o',t)/aqL < de (g

Esto significa que cuando la produccién es positiva en un
programa o6ptimo los ingresos marginales y la razén de costos
marginales de operacién para los proyectos con produccién diferente

de cero son jguales. El precio 6ptimo estd dado por:

p(@" t) = R(Q", )0

Si ahora ilk] denota que el proyecto i estad en el k-ésimo

lugar en la sucesién de proyectos {i{k]}, donde k = 1, 2,..., m,

entonces se pueden definir las variables:

I

Conjunto de indices de los m proyectos

Sl. = Conjunto de permutaciones de m indices de los proyectos

I
k

u

Conjunto de indices de los k primeros proyectos para una
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sucesién particular.

I =»

o
Iu:: Iku1[k+11 k=0,1,...,m
1Io=1

m
T = Tiempo para instalar el proyecto k en la sucesién
T =0

o
T =T

x k+1

Para determinar los tlempos Optimos para el problema es

necesario resolver:

T
. _ k+1 -rt _ -rT
V(] ,0) = T?¥1T3x>( ¥ IT n(Ik,t) e  dt Ec”k]e }
k' x X
s. a. (4.3)
T st < =t
01 K+l

La solucién del problema anterior se puede obtener a partir
del problema relajado, al ellminar la restriccién tkserl Yy
exigiendo a . la funcién de contribucién n(l,t) las sigulentes
propiedades:

Para cualquier I, i'¢J, i'’¢luvi' y t=0

a(Juitvi'', t) - nlivi’’,t) = a{lui’', t) - n(l,t)
"o bien

a(Iui'ui’’, t) - n(1,t) 5 [ntIui’, t)-n(l,8)) + [n(Iui®, t)-n(l,t))
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Los tliempos optimos en el problema relajado se obtienen
diferenciando la formulacioén (4.3) y tomando en cuenta la siguiente
restriccién

(1, T - -1, T, ) = e

Se observa que la adicién de nuevos proyectos con tiempos
6plimos conduce a increméntar las salidas totales y las salldas de
cada proyecto particular, mlentras que para los proyectos ya

establecidos las salldas se decrementan.

El modelo presentado aqui puede ser extendido al casc de
mercados multiples y distintos espacialmente, siempre y cuande se
tomen en cuenta los costos de transporte entre fuentes y mercados,
otra posibilidad es incluir una seleccién de una escala 6ptima de

proyectos.

Las limitaciones del modelo es que no toma en cuenta los
camblos tecnolégicos, existe la ausencia de decisiones de reemplazo
y ademas supone un mundo determinista. La intervencién de cambios
tecnolégicos introduce una fuerte inlerdependencia enire los
preyectos y las decisiones de tiempo lo que ocasiona que la
seleccién de la solucién 4ptima sea dificil de obtener. En el mo-
delo propuesto en ésta seccién se supone que las decislones de
reemplazo se realizan por fuera y se incorporan a través de ajustes
en los costos de inversidén, pero al incluir estas declsicnes

explicitamente implica que existen proyectos que toman en cuenta
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oportunidades de reemplazo, todo esto complica el problema.

EJEMPLO

Se desea construir una red hidradllica para satisfacer una
demanda de agua durante un periode de 30 afios, el plan contempla
cuatro proyectos, cada uno de ellos con una capacidad de zl unida-~
des ¥y un costo de e, unidades y con una tasa de descuento de a= B5%.
Se supone que la demanda D(t) es no decreciente y continua en el
intervalo {0,30], en la siguiente tabla se muestran los datos y la
fig. (4.2) representa la funcién de demanda. EI objetivo es
encontrar la secuencia dptima de reallizacién de los proyectos para

construir la red hidraulica

PROYECTO
A B c D
Cap. de suministro 2 4 4 7
z, unidades
Costos c‘ 30 50 65 75
(8)
tabla 4.1
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Demanda
y

18
16
14
12

10

1 L1 i 1 1 L 1 A 1 L 4+ Liempo
S 10 1214 16 18 20 22 24 26 28 30

fig. 4.2

ro
(=)

Se puede observar que si se construyen los cuatro proyectos la
maxima demanda que puede ser satlsfecha es:
{?l = 17 unidades

La funcién de costos es:

c, si q]s z,
c,(qx) =40 si q‘=0 i=1,...,4
© si q‘>zl

Entonces los posibles valores de cl(q) se pueden deducir de la
tabla 4.1, y su representacién grafica aparece en las figuras

4.3.a, 4.3.b, 4.3.c y 4.3.d.
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Costo

Costo l
50| ' 50 .
] r Yealion
40 N 40 Tactivie
30 | 30}
20t regidn 20}
factible
10 107
Cap. ) L. can.
0 ] it 0 2 3 ®
fig. 4.3.a fig 4.3.b
) Costo
Coqto . 8”;
70 70*
regibn
factible
60p regién En+
50L factible 50 &
401 40 L
30L 30 4+
204 . 20 +
100 10 L
ot .y L&D, s . - Cap.
1 2 3 4 5 6 7° 0 12 3 4 5 6 7
fig 4.3.¢c fig 4.3.d

Para encontrar la sucesién 6ptima la ec. recursiva es:

£~ (gq) = {c {q )(l+r)"w(q-qn)+f Ag-g )}

n i n n-i n

donde n es el namero de proyectos y kn es la longitud de 1la

secuencia.

En la tabla 4.3 aparecen los resultados obtenidos para las
secuencias factibles cuando kn= 1,...,4. Se hace notar que para

k =4 la secuencia éptimz es {D,B,C, A}.

n

0

a4



n=1 =2 n=3 =4
q, ky fl kz f k3 f, k, f4
0 0 8} 0 o
1 A 30| {4,0) 30.00 | {4,0,0} 30.00 | {4,0,0,0} 30.00
2 A 30{ {40} 30.00 | {4,0,0} 30.00 | {4,0,0,0} 30.00
3 B 5o {B,0} 50.00 | {B,0,0} S50.00 }| {B,0,0,0} 50.00
4 B 50{ {B,0} 50.00 | {B,0,0} 50.00 | {B,0,0,0} 50.00
5 p 78! {D,0} 7s.00 | {D,0,0} 75.00 } {D,0,0,0} 75.00
6 p 75| {D,0} 75.00 { {p,0,0} 75.00 | {D,0,0,0} 75.00
7 p 75| {D,0} 75.00 | {D,0,0} 75.00 { {D,0,0,0} 75.00
8 I o {D,A 97.39 | {D, 4,0 97.33 | {D,A,0,0} 97.38
8 £ o | {D,A 97.39 | {D,A,0} 97.39 | {D,A40,0} 97.38
16( n.f w» | {D,B} 112.31 | {D,B,0} 112.31 | {D,B,0,0} 112.31
11{ n.f o { {D,B) 112.31 | {D,B,0} 112.31 | {D,B,0,0} 112.31
12} nf o © {D,B, A} 129.01 | {D,B,A,0} 128.01
13 nf w ® {D,B, 4} 128.01 | {D,B, 4,0} 128.01
14| nf o ® {D,B,C} 148.50 | {D,B,C,0} 148.50
15{ n.f" ® {D,B,C} 148.50 | {D,B,C,0} 14B.50
16} n.f w ® {D,B,C, A} 1538.81
17} n.f w ® {D.B,C, A} 159.81
tabla 4.3
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Por ultimo la grafica del suministro y demanda de agua bajo la

secuencia 6ptima es:

Demanda

18

16

14 i Capacidad de .
Suministro

12

10

.
t
.
.
'
'
'
'
'
'
'
1
'
'
'
v
.
'
'
'
t
t
I
f
'
4

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30\ tiempo
fig. 4.4
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CONCLUSIONES

En forme inictal se desorine el problema de expansion de
capacidad mostrande odemis unz formulacién genercl de prevlemz, ast

como su clasificzeién. Los pedelos pare los cuales coxice una grun

»

nipere de algeriimos son les de locelizacién simple en el caso

eneralizodo, ¥y en

sin emburge algunes de estos modelos no son

cuando la dimensisén  del  problemz es  grande. lLog algoritmos
.

deszrrollades para el caso de multilocalizacién son casi siempre

heuristicos y generalmente no proporcionan una solucion éptima tan

s0lc se aprowiman a ellw, tal aproximacién resulta muchzs veces

bastante cercanz, hastz shora son pocos los algoriimos desarro-

lluzdos pare este caso.

En el caso de localizacion en redes existen varios algoritmos

para redes determlnistas ¥y algunos de elles funcionan

eficientercrte =alin en redes que contienen un nimere elevado de

en este trabajc no es

locelizacidn debuzonse,

paradas dc  avtobuses, tibrerius, Para el cose  de  redeg

:istenies purs hay una gran

le determinacidn de la funcién
de dernsidad asouclade a los posibles estudos de la red, que canbia
respecte al tierpo. Per dltime log zlgoritmos pura resolver cl

desarrol landose tozaevia y  los

preblera

pucs el problersi per sus
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