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Prólogo 

En este trabajo se estudia la convergencia de series reales sujetas a rc­
ordcnamientos de sus términos; son resultados bien conocidos el que las 
series absolutamente convergentes no cambian su suma bajo ningún reor­
denamiento, y por el contrario las series cÓndicionalmente convergentes se 
pueden arreglar de manera que su suma sea cualquier número establecido 
de antemano. Los conocimientos básicos para éstos resultados, y lo que 
sigue, son: 

o Las dos definiciones de com'ergencia. 

• Si una serie converge entonces la sucesión de sus términos converge a 
cero. 

• En una serie condicionalmente convergente las subseries de los térmi­
nos positivos y negativos son <livergentcs. 

Po<lría pensarse que lrt 1ínicas permutrtciones que no alteran la suma de 
todas las series convergentes son las que actúan como In identidad, excepto 
en un número finito ele términos; se verá que hay muchas -más permuta­
ciones con tal propieclad, aunque la condición han Je cumplir es bastante 
restrictiva. El poder identificar tal conjunto motiva In definición 1: para 
cada conjunto de series considérese el conjunto de perrnut.aciones que dejan 
fijos a todos sus elementos, y dualmente dado un conjunto de permuta­
ciones qué series quedan fijas bajo cada una de estas. Las colecciones de 
conjuntos así obtenidas resultan tener como orden parcial a la contención 
donde, además, par:i. cualesquiera dos elementos existe un máximo y un 
mínimo (lattices). En los teoremas 6, 7, 8 y 9 se dan propiedades de los 
conjuiitos cerrados de la forma (I:a¡)x, que son conjuntos "grandes" de 
permutaciones (generan al total P), y de conjuntos pequeños (I:a;)x+ y 
ir+x. En el capítulo dos se demuestra que la cerradura del conjunto de las 
series alternantes, AJtX+, coinci<le con el espacio vectorial generado por 
Alt ya que toda serie en este conjunto es la suma de dos series alternantes. 



Las figuras usadas necesitan de una descripción: se pretende representar 
segmentos iniciales de N mediante las lineas horizontales, con el número 1 
en el extremo izquierdo; las flechas indicaran dominio y contradominio de 
permutaciones ( 7r, p . .. ) además de sugerir de manera esquemática la acción 
de estas, por ejemplo en la siguiente figura del Teorema 1 se muestran: el 
número n0 , la permutación p, el intervalo inicial [1,max{p- 1(i) 1 i :=:;no}] 
y la imagen del intervalo [1, m], que está formada por los intervalos I 1 , h 
••• 1 Ík· 

m 

l¡ 

no 

¡¡ 



Capítulo 1 

Reordenamientos que 
preservan la suma 

En este capítulo estudiaremos series de números reales y caracterizaremos 
a los rcordenamientos de sus índices que preservan la suma. El teorema· 1 
establece tal caracterización y es la base del estudio desarrollado en este 
trabajo. 

1.1 Un conjunto pequeño de permutaciones 

Dada una serie L: a¡ de términos reales y una permutación p de N (función 
biyectiva de N en N) llamaremos a L: ap(i) un reordenamiento de L: a;. 
Si i,j E.N con i:::; j el intervalo [i,j] es {k EN 1 i:::; k:::; j }. lbdo 
conjunto finito F de enteros es una unión ajena de intervalos no adyacentes, 
denotaremos por v(F) al número de tales intervalos. Una permutación p 
preserva la suma de una serie convergente L: a¡ si la serie L: ap(i) converge 
a la misma suma que ¿a¡, Jo que escribimos como L:ap(;) = L:a;. 

Teorema 1 Una permutación p preserva la suma de toda serie convergente 
si y solo si hay un número k tal que v(p(l)):::; k, para todo intervalo l. 

Demostración: Sean L:a¡ = A y v(p(l)) :::; k para todo l. Dado 
f: > O, hay un n0 tal que para todo n ~ no 



Para cualquier m?: max{p- 1(i)I i::; n0 } el conjunto p((l, m)) es la unión de 
a lo más k intervalos 11 , 12 , ••• , h, el primero de los cuales es un segmento 
inicial que contiene a (1, n0] 

no 
por tanto 

= IL:a1+ ¿a;+···+ I:a¡-AI 
iEl1 iE/2 iEh 

::; li~a¡-AI + l~a;I+ ... + lfet.a¡I 
< i: + 2(k - l)e = (2k - l)i: 

esto es E ap(i) = E a¡. 
Si ahora suponemos que v(p(I)) no está acotado entonces para cada k 

podemos encontrar un intervalo h tal que p(lk) está formado por más de k 
intervalos separados¡ además se puede elegir h tal que todos Jos elementos 
de lk y de p(h) sean mayores que todos los elementos de 11, 12, ... , h-1 y 
de p(l¡), p(12 ), ••• , p(Jk_¡), porque de otra forma podría acotarse a v(p(l)). 
Ahora constrúyase una serie convergente E a¡ poniendo un término igual a 
l/k en cada uno de los primeros k intervalos de p(/k) y un término igual a 
-1/k en cada uno de los primeros k espacios entre los intervalos de p(h), 
todos Jos demás términos son ceros. 
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La serie ¿:a¡ converge porque sus términos distintos de cero se alternan 
en signo y sus valores absolutos convergen de forma monólona a O. Pero 

Lªp(i) = i 
iE/1c 

para toda k, por tanto ¿:ap(i) no converge. 

Denotamos por P al conjunto de todas las permutaciones de N, y por 
Po al conjunto de las permutaciones que preservan la suma de todas las 
series convergentes, caracterizado en el Teorema l. 

Corolario 1 Po no es grupo. 

Demostración: Sean f¡ = [1,2), I2 = [3,6], la= [7,12]. ... , h = 
[nk-l + l, n<J. ... donde llk = k2 + k; h tiene 2k elementos. Definase una 
permutación ( como: 

{ 

2i- k2 +k 
((i) = 

2i- k2 + k -1 

si ( k - 1 )2 < i ::; k2 - k 

si k2 - k < i ::; k2 

( "actúa por intervalos" esto es ((h) = h, fija los extremos de h y en 
los restantes va alternando los de la primera mitad con los elementos de la 
segunda mitad; por ejemplo en !1 = (13, 20]: 

13 20 

( 

13 14 15 16 18 19 20 

el.número k2 está en el centro de h, por tanto (([1, 1.:2]) está formado por 
k intervalos,lo que significa que ( ~ P 0 • Por el contrario, si i E Ik entonces 
(-1([1, i]) consta de cuando más dos intervalos uno de la forma [1, r], donde 
r está en la primera mitad de h, y el otro es un intervalo contenido en la 
segunda mitad de Ik, por tanto C 1 E Po. 

La permutación ( tiene la propiedad de que aplicada a cualquier serie 
convergente ¿:a¡ la transforma en una serie divergente o bien preserva su 
suma ya que 
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esto significa que la sucesión de sumas parciales de E ªWJ contiene una 
subsucesión convergente a la suma de Lªi (para i = n¡, n2, na, ... ), o sea 
que si Lª((i) converge habrá de ser a la misma suma que Ea1; llamemos 
P 1 al conjunto de todas las permutaciones con la propiedad anterior. 

Teorema 2 Toda permutación es el producto de dos pennutaciones de P 1• 

Demostración: Sea p E P. Se contruirán dos sucesiones crecientes 
so < s 1 < s2 < ... , t0 < t 1 < t2 < ... y dos permutaciones 11' y r tales 
que: 11' actúa sobre los intervalos [s1 _ 1 + 1, s1] y r sobre los intervalos 
[tk-I + 1,tk], y p = ur. Sean s0 = t0 =O, t 1 puede ser cualquier entero y 
r la identidad sobre (1, t 1]. 

Tomemos s¡ = max{p(i) l l $ i $ti} y definimos u en [t,t¡J como 
u(i) = pr- 1(i); para los mímeros restantes, los del intervalo [11 +1,s1] (si 
los hay), asignamos a u valores arbitrarios entre los s1 - t1 números del 
intervalo [t, si] que no son de la forma p( i) con i $ t1 • 

N 

t¡ 

i 
1 

1 1 

\ ':k/ / 
/'\' ¡'¡( 

SI 

Ahora tómese t2 = max{p- 1(i) j 1 $ i $ s1} y definase r(i) = u- 1 p(i) 
para toda i > 11 tal que p(i) $ s1; si i E [11 + l,t2] y p(i) > s¡, se asigna a 
r(i) cualquier número en [s1+1,12]. 

J1 t2 
N 

1 

j T 
1 \ 

1 1 \ 
p N 

~/ 
0.. \ 

l <T 

N 
S¡ 
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Ahora s2 = max{p(i) 1 1 ~ i ~ 12} y se define u en [s1 +1 1 s2] de 
la misma forma que en (1, si]. Si alguna vez se igualan 10 y s0 entonces 
lk+I puede ser cualquier número mayor que tk. En las figuras las flechas 
continuas son las asignaciones determinadas por p y las flechl\S interrum­
pidas son las asignaciones arbitrarias (ilustradas de manera monótona cre­
ciente). De ésta forma se pueden construir u y r tales que p(i) = ur(i). 

1.2 Las lattices de conjuntos cerrados 

Definición 1 Llamaremos C al conjunto de todas las series reales conver­
gentes. Si A e C 

A":::: { 1r E P 1 para toda Lªi E A, Lª; = Lª•(i)} 
Si P~P 

p+ = {2.:a¡ E e 1 para toda 'lf E P, Lªi = 2>•(1)}. 
Llamamos a A)( y p+ conjuntos cerrados de permutaciones y de series 

respectivamente; AX+ y p+x son llama.das cerraduras de A y P. Podemos 
considerar a x y + como funciones entre los subconjuntos·de C y P; es 
claro que para cualesquiera A y P se cumple que A ~ A)(+ y P ~ p+x, + 
y x invierten la inclusión, esto es: si A~ By P ~ Q entonces Ax 2 BX 
y p+ 2 Q+. 

Sea A un conjunto cerrado de series, esto es hay un PA ~ P tal que 
P,t :::: A, entonces A" ::: Pf" 2 PA y por tanto A"+ ~ P,t = A; esto 
significa que A es cerrado si y solo si coincide con su cerradura. Se verifica 
la misma propiedad para conjuntos cerrados de permutaciones¡ podemos 
decir que + y X son inversas una de otra cuando actúan sobre conjuntOll 
cerrados. 

La inclusión de conjuntos es un orden parcial en las colecciones de con­
juntos cerrados de permutaciones y de series, además estas colecciones son 
lattices. 

AV B:::: (A" nBx)+, A/\B:::: (A" UB")+ 

PVQ::::(P+nQ+?, P/\Q::::(P+uQ+)" 

Se ve f~cilmente que (Ax n B")+ es el mínimo cerrado que contiene a 
A y B, y (A" U B")+ es el máximo cerrado contenido en A y B. 

Si A es un conjunto cerrado de series y 2:;a;, 2:;b; E A y r, s son 
números reales entonces r2:;a; +s2:;b; E A"+= A, por tanto A es un 
espacio vectorial sobre el campo de los números reales. De las observaciones 
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anteriores vemos que, para conjuntos cerrados A y B, A V B 2 (11 U B) 
(donde (AU B) es el espacio vectorial generado por AUB), A AB = AnB; 
para conjuntos cerrados de permutaciones P y Q: PVQ 2 PUQ y PAQ = 
P n Q. Por el contrario los conjuntos cerrados de permutaciones no tienen 
estructura algebraica ya que solamente P es grupo y Po es semigrupo, como 
se verá más adelante. 

Llamemos AC al conjunto de las series absolutamente convergentes. 
Sea E a¡ E AC y E a¡ =A, si definimos a[ y a¡ como 

at = !a¡) +a¡ y a:- = la;! - a; 
• 2 • 2 

entonces O::; a¡, at ::; ja;! por tanto Eat y ¿:a¡ convergen, digamoo que 
L;a[ = A1 y L:;a¡ = A2 esto es A= A1 -A2 puesto que L;a[- ¿a¡= 
L; a;. Ademas como éstas dos series son de términos no negativos quedan 
fijas bajo cualquier rcordenamicnto entonces E a¡ también. En efecto sea 
p E P, hay un NEN tal que si N::; n entonces 

por tanto 

¡tªp(i)- Al ¡t(a;(i) - a;(;¡)- (A1 -A2)l 

::; lta;(i)-A1l+lta;(i)-A2l<t: 

asi p preserva la suma de I: a¡. 
Si Ea¡ E C \ AC entonces la series Emax(a¡, O) y l:min(a¡, O) son 

divergentes y se puede construir una permutación u tal que L: ª•(i) sea 
divergente, como se muestra en el Teorema 3. Con la notación de la de­
finición 1 se tendrá AC = p+. Es claro que P 0 y AC son los elementos 
mínimos de las lattices definidas anteriormente. 

Teorema 3 Si E a; converge condicionalmente entonces hay una permu­
tación u tal que u rt (L:;a;)x y u- 1 E P 0• 

Demostración: Sean no== O < n1 < n2 < na, ... tales que 

"• L: max(a¡,O) > 1 
i=n11- 1+1 
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esto es posible ya que la serie de los términos positivos de L: a¡ diverge¡ 
sea rt el número de términos positivos de L: a¡ que hay en el intervalo 
[nt-l + 1, nt), en cada uno de estos intervalos u está definida como 

u(nt-l + i) = j¡ si a;, es el i-ésimo término positivo de 
[nk-1+1, nk] 

u(nt-l + rt + i) = j¡ si a;; es el i-ésimo término no-positivo de 
[nt-1 + 1, nt] 

de ésta forma se tiene que 

n.1i- 1 +r1r 

¿: Bq(i) > 1 
i=nk-1+1 

para toda k, por tanto L: Bq(i) no converge. Por otra parte tenemos que 
u-1([nt-l+1, n)) consta siempre de a lo más dos intervalos para cualquier 
n E [nt-1+1, ntl· 

Sea P un conjunto cerrado de permutaciones distinto de P entonces 
AC = p+ ~ p+, además p+ :/: AC porque p+x = P, esto es: hay 
una serie condicionalmente convergente L: a¡ tal que P ~ (Í: a¡)X. Por 
la proposición anterior hay una permutación u tal que u rf. (l:a¡)x y 
u-1 E Po~ P, por tanto P no es grupo. 

Dada cualquier serie convergente ¿:a¡= A se tiene que Po!:;; (l:a¡)x; 
para ver esto elijamos ni, n2, na, ... tales que nt+l - nt > 2k + 1 y si 
i > nt entonces ia;I < 2-2t. Definimos una permutación p como sigue: en 
el intervalo [nt + 1, lit + k] 

en los restantes, hasta nt+1 inclusive, p es la identidad; de ésta forma se 
tiene que v(p([nt + 1, nt + k])) = k y por lo tanto p r/. P 0 • 

IIay un m1 E N tal que si n ~ m1 entonces 

Y hay un m2 EN tal que si nt ~ m2 entonces fk < e/2. 
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Tomemos cualquier n 2; max{m1 , m2}: si p(n) = n entonces 

n n 

¿a,c;>= Lªi 
si n E [nl: + 1, nl: + 2k] entonces 

l
t a,(i) - Al = lt a;+ ¿:;: ªp(i) - Al 

n.ir<•.Sn 

~ lta;-A,~ L;: Jap(l)I 
n1ii<•.Sn 

ó 2k 
< 2 + 22• <e, 

por tanto p E (l: a;)x pero p !/. P 0• 

De manera dual, para cualquier permutación 'Ir se cumple que AC~ 'Ir+; 
sea L: a; una serie condicionalmente convergente y j 1 < }2 < ia < ... una 
sucesión tal que 'lr(j¡) < 1r(h) < 'lr(j3) < ... , la serie L: b; donde 

{ ª• b; = o 
si i = ir(il:) 
en otro caso 

tambien es condicionalmente convergente. Debido a la elección de las J's 
los términos b; distintos de cero aparecen en el mismo orden en las series 
L:b; y L:b•(i)• por tanto L:b; = Eb•(i)· 

Teorema 4 Si 'Ir EP y p E Po entonces 1rp E 'lr+x. 

Demostración: Sea E a¡ =A, ¿a; E 'Ir+ y k una cota para 11(p(J)), 
para todo intervalo 1. 

Uay un N E N tal que si N ~ n < m entonces 

y 
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por tanto para cualquier m 2: max{p- 1( i) 1 i ::; N} se tiene que p([l, m]) 
consta de cuando más k intervalos[¡, h, ... , l; y 

I
Lª.Ci) + Lª•(i) + .. ·+ L ª•(i¡-AI 
iE/1 iE/2 iE/Ai 

li~ª·(i) -Al+ l~ª·(iJj+· .. +l~ª·Ci)I 
< f; 

por tanto 7rp E ¡r+x. 

En la conclusión del Teorema 4 no se puede obtener el producto en orden 
cambiado: consideremos la serie 1-!+ k- t+ i- ~+···y su reordenamiento 
1 + k - ! + i + t - t + · · · donde se suman dos términos positivos y uno 
negativo sucesivamente; sabemos que estas dos series convergen a límites 
distintos. 

Sean 
1 1 1 ¿a¡ == i +o - 2 + o+ 3 +o - 4 + o+ .... 

p E Po dada por 

{ 

i + 1 si i es impar 
p(i) = 

i - 1 si i es par 

y 7r la permutación que deja fijos los números impares y en los pares actúa 
como la permutación del reorderlamiento anterior: 

7r(i)::: { ~+ 2k 
i- 2k 

si i es impar o i::: 2 
si i = 4k 
sii:::8k±2 

entonces se tendrá que :La¡ E ¡r+ pero 

L 1 1 1 1 1 ap<(i) ::: 0 + 1 + 0 + - + 0 - - + 0 + - + 0 + - + 0 - - + •" 
3 2 5 7 4 

y asi p7r r/: ¡r+x. 

Definición 2 Sea :La¡ EC y J ~N, J infinito, decimos que :La¡ converge 
absolutamente sobre J si 

:Lia;I < oo. 
iEJ 
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Siempre existen tales conjuntos, por ejemplo: el k-ésimo elemento de J, 
Ík, puede ser el primer índice i, i > irn con l ::; m::; k - l, para el cual 
O :;f la;I < 2-k. 

Teorema 5 Si ¿a; E C \ AC co11verge absolutamente sobre J,,,. EP la/ 
que ,,.-1 es 111011óto11a sobre N\J entonces 11" E (I:a;)X. 

Demostración: Sea M(n) = max{i 1 i EN\ J y ir-1(i)::; n} 

n M(n) 

Lª<Ci)= Lªi + L{a¡ji>M(n),iEJy,,.- 1(i)$n} 

l:{a¡ 1 i < M(n),i E J y ,,.-1(i) > n} 

todos los índices ir(i) > M(n) con i ::; n deben estar en J debido a la 
elección de M(n); los índices i < M(n) con ir/; lr([l,11]) también deben ser 
elementos de J porque de no ser así ir- 1 no preservaría el orden de estos 
índices respecto a M(n). 

Sean e > O y jo E J tal que para cualesquiera j¡, h E J con Jo < j¡ < h 
se tiene que 

E ia;I <c/2 
jeJ,j¡$j ::;;, 

Ahora hay un N tal que sin > N entonces todos los números de N\11"([1, n]) 
son mayores que j 0 y por lo tanto 

1 

n M(n) l 
Lª.Ci)- La¡ <e 

y como M(n)-+ oo cuando n-+ oo se tendrá que I:a•(i) =:La¡. 

Teorema 6 Sea La; condicionalmente convergente, entonces 

{a) p == (2:a;)x(¿:a;)x. 

{b) Po= {ir E P 1 (I:a;)x ir~ (2:a;)x}. 

Demostración: (a) Sea,,. E P y J ~N tal que Ea¡ converge absolu­
tamente sobre J. Se definen dos permutaciones p1 y p2 en (í: a¡)x tales 
que ñ = PIP2· 
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11"-l(J) 11"-l(N ~ J) 

pi J, ¡.-•, 
p¡¡ 

.l11"T-I 1 
Sobre 11"- 1(J) p2 = T la biyccción monótona entre 11"-1 (J) y N\J, en N\J 
se define a p1 como irr- 1 ; sobre N\J p1 = u la biyección monótona entre 
J y N\J, en ir- 1(N \ J) se define a p2 como u-111". De ésta manera p"j 1 y 
p21 son monótonas sobre N\J y por el teorema anterior p¡,p2 E (L:a;)x. 

(b) Sea 11" E P \Po, se construirá una permutación p E Po (por tanto 
p E (L: a;)x ) tal que p1r !/. (L:a;)x, esto se hará construyendo una sucesión 
creciente U(l), U(2), U(3), ... de manera que p([l,U(i)]) = [l,U(i)] para 
toda i, y se hará ver que para to<la n, p([l, 11]) es la unión de a lo más dos 
intervalos. 

Sea U(l) = O; habiendo definido U(k) y p(i) para i ::; U(k) elijase 
M(k + 1) > U(k) tal que 

M(k+I) 

2: ma.x(a;,O)~k+l, 
i=U(k)+I 

sea n(k + 1) tal que el conjunto 11"([1, n(k + l)J) es una unión de al menos 
M(k+ 1)- U(k) + 1 intervalos el primero de los cuales contiene a [1, U{k)J¡ 
sean ÍU(lo)+l • ÍU(k)+2• ... , iM(k+l) los primeros elementos de los interva­
los anteriores, desde el segundo hasta el número M(k + 1) - U(k) + 1, 
respectivamente; sea N(k + 1) = max{ir(i) 1 i :5 n(k + l)}, nótese que 

U(k) 
1 

U(k) 

M(k+ 1) :5n(k+1) < N(k+ 1) 

M(k+ 1) n(k+ l) N(k+ 1) 

ÍU(k)+I N(k + 1) 
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ahora elegimos simultáneamente L(k + 1) y U(k + 1) tales que 

y 

L(k + 1) > M(k + 1), 

U(k+ 1) = L(k+ l)+N(k+ 1)-M(k+ 1)-1 

U(k+l) l 

L !ad< k+l 
i=L(k+l) 

esto último se puede ya que la sucesión {a¡} converge a O y la suma es sobre 
una cantidad fija de términos, igual a N(k + 1)- M(k + 1). 

Definimos p- 1 en el intervalo (U(k) + l,M(k + 1)] como 

si a¡> O 

en otro caso 

en el intervalo (L(k + 1), U(k + 1)) p- 1 es la biyección monótona sobre 
el conjunto (U(k) + l,N(k + 1)) \ p-1([U(k) + l,M(k + 1))) (el intervalo 
(U(k) + 1, N(k + 1)] excepto algunoo puntos j¡ o bien j¡ - 1) 

para los índices restantes M(k + 1) < i < L(k + 1) definimos 

p- 1(i) = N(k + 1) + i - M(k + 1) 

(biyección monótona sobre el intervalo (N(k+l)+l, U(k+l)]); continuando 
de ésta forma p- 1 quedará definida en todo N. Es claro que si U ( k) < n ::; 
U(k + 1) enbonces p([l, n]) consta de cuando más dos intervalos. 

Considérese ahora ¿:n(k) apr(i)i ir([l, n(k)]) está formado por al menos 
M(k)- U(k-1) + 1 intervalos, sea (1,J(k)) el primero de ellos. 
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U(k - 1) M(k) n k) 

1!1 

p¡ 

U(k - 1) M(k) L(k) U(k) 

n(k) I(k) 

I: ªP•(i)::: 2>p(i) + Í:{a;jU(k -1) < í S M(k) y a¡> 0} 

+ Í:{a;IL(k) $ i $ U(k) y p- 1(i) E 11((1, n(k)])} 

en ésta suma el primer término ¿I(k) ap(i) converge a l:a; porque p E P 0 ; 

el tercer sumando converge a cero puesto que 

V(k) l 
Í:{a¡ 1 L(k) $ í s U(k) y p- 1(i) E 11([1,n(k)])} S L la;I < k' 

i::L(k) 

pero l:{a; 1 U(k - 1) < í $ M(k) y a¡ > O} ~ k, por tanto LªP•(i) 
diverge. 

Corolario 2 Los únicos scmígrupos, cerrados, de permutaciones son P 
y Po. 

Demostración: Sea P un conjunto cerrado de permutaciones distinto 
de P y Po y ,.. E P \Po; sabemos que hay una serie condicionalmente 
convergente l: a¡ en p+, por el Teorema 6(b) hay una permutación p tal 
que p E Po!,<; P tal que p'lr <l. (l:a;)x 2 P. Por tanto P no es cerrado bajo 
composición. 

Teorema 7 Si 1T E P \Po entonces hay permutaciones p1 y p2 tales que 

Po!,<; Ptx ~ ,..+x ~ Ptx !,<;P. 
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Demosti-ación: Para construir Pl se eligen números j 1 < h < Í3 < 
... tales que max{j;, rr(j;)} + 1 < min{i;+1, rr(i;+1)}. Sea I:;a¡ una serie 
condicionalmente convergente y definase I:; b; como 

en otro caso 

Sean no= O, n1, n2, n3, ... tales que 

"• L max(b;,O) > l 
i=n.1i-1+l 

y además para ninguna pareja i, k sucede que j¡ ~ llk ~ rr(j;). 
Ahora construimos una permutación r de manera análoga. a la cons­

trucción hecha en el Teorema 3 esto es: que en cada intervalo [nk-l + 1, nk] 
r enumere primero a los términos j;, rr(j;) tales que bi; > O y en el or­
den en que aparecen en I:; b;; después r es la biyección monótona so­
bre el conjunto de números que no han sido enlistados este conjunto es 
[nk-1 + l,nk] \ {j¡, rr(j;) 1 bj, >O}. 

Es claro que siempre hay una Tllk-l con nk-l < mk-I < nk tal que 

m•-1 

¿ b .. c;> > 1 
i=nJr-1tl 

por tanto I:;bn(i) no converge. Se ha construido r de forma que r- 1 E P 0¡ 

sea p¡ = rrr, como rr = p1 r-
1 y r- 1 E Po se tiene que Pt ~ rr+ pero la 

serie anterior muestra que Pt s; 11'+, por tanto rr+x s; Ptx. 
La permutación p2 se construirá encontrando una u E Po tal que 11'11' it. 

Po y rr+ s; (rru)+. Se definirá una colección de intervalos consecutivoo N¡, 
N2, Na, ... tales que u(Nn) = Nn; cuando n es impar u será la identidad 
sobre Nn y sin es par e i E Nn entonces u([l, i]) será la unión de a lo más 
dos intervalos, asi u E P0• Denotaremos por m(n) = max{i 1 i E Nn} y 
m"(n) = max{rr(i) 1 i E Nn}· 

Sean Ni= {1} y u(l) = 1, supongamos defmido Nn_1: como rr it. Po 
hay un K(11) > m(n-1) tal que rr([l, K(n)]) 2 [1, m"(n-1)] y rr([l, I<(n)]) 
está formado de al menos n + 1 intervalos. Si n es impar hacemos Nn = 
[m(n - 1) + 1, I<(n)] y u la identidad en Nn. Cuando n es par elegiremos 
n números j(n, k) con 1 ~ k::; n tales que 

m"(n - 1) < j(n, 1) <j(n,2) < ... < j(n, 11) < K(n) 

y además rr(j(n, k)) + 1 it. rr([l, l<(n)]) ( los números 11'(j(n, k)) son los 
extremos derechos de los intervalos que forman a rr([l, K(n)]), son al menos 
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n+ 1 intervalos y el primero de éstos contienen [1, m• (n-1)) ). Sea. j'(n, k), 
1 ::; k ::; n, la. enumeración del conjunto 

{ ir- 1 ( ir(j(n, 1)) + 1),. .. , ir- 1 (ir(j(n, n)) + l)} 

esto es 

K(n) < j'(n, 1) < j'(n, 2) < ... < j 1(n, n). 

Sea N,. = (m(n - 1) + 1,j'(n, 11)]. 

m(n-1) 

m"(n-1) 

Sobre N,. definimos u de manera que u(m(n-1)+1), u(m(n-1)+2), ... , 
u(j 1(n, n)) sean los números 

m(n - 1) + 1, m(n - 1) + 2, ... ,j(n, l),j(n, n) + l,j(n, n) + 2, ... 1 

j'(n, 1), j(n, 1) + 1, j(n, 1) + 2,. .. ,j(n, 2), j'(n, 1) + 1,j'(n, 1) + 2, 
... ,j'(n, 2),j(n, 2) + 1, ... , j(n, 3),j'(n, 2) + 1, ... ,j'(n, n). 

de ésta forma Ja permutación u "cubre" de manera creciente al intervalo 
[m(n -1) + 1, j(n, 1)) enseguida al intervalo [j(n, n) + 1,j'(n, 1)] y continúa 
sucesivamente con Jos intervalos (j(n, 1) + 1,j(n, 2)], (j'(n, 1) + 1, j'(n, 2)], 
[.i(n,2) + l,j(n,3)), .. ., (j'(n,n-1) + 1,j'(n,n)); como consecuencia de 
esto los números j(n, k), j'(n, k) son enlistados por u en el siguiente orden 
j(n, 1), j'(n, 1), j(n, 2), j'(n, 2), ... , j(n, n), j'(n, n). Es claro que u E P 0• 

Cuando n es impar se tiene que 

11'u([l,m(n)]) = ir((l,m(n)]) 
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que está formado de al menos n + l intervalos, por tanto trcr lj. Po. Pro­
ponemos a trcr como p2, es claro que tr+ \;:; pt. Definase una serie Lªí 
mediante 

si i = tr(j(n, k)) para algún l :;:: k :;:: n 
si i = tr(j'(n,k)) para algún l:;:: k:;:: n 
en otro caso 

Se han elegido los ní1meros j y j' de manera que La¡ resulte conver­
gente, además Lªí =O. También resulta que Lªi lj. tr+ porque cuando n 
es par 

K(n) 

¿ ª•(i) = i. 
i=m(n-1)+1 

Por el contrario Lªí E Pt ya que para cualquier 1 EN, si definimos a n 
como n = max{j J m(j) :;:: 1}, se tiene que 

cuando n es par, y cuando n es impar 

m(n) l 

L ap,(i) + L ap,(i) 
i=m(n)+l 

m(n) l 

2:: ª«iJ + ¿ ª""(i) 
i=m(n)+l 

o Á¡ 
+ n+ l 

donde Á¡ es O o 1 dependiendo de que 

cardinal( {j(n + 1, 1), ... ,j(n + 1, n + l)} n cr((m(n) + 1, -0)) 
-cardinal( {j'(n + 1, 1), ... ,j'(n + l, n + l)} n cr((m(n) + 1, ij)) 

sea O o 1, respectivamente; esto es, si hasta el número 1, cr ha enlistado 
igual cantidad de j(n+ l,k)'s que dej'(n+ l,k)'s, o bien unaj(n+ 1,k) 
más que j'(n + 1, k)'s. Asi l:ap,(i) =O= Lªi y por tanto tr+ s¡; Pt con 
lo que se tendrá Ptx s¡; tr+x; como p2 lj. Po se cumple que Po s¡ Ptx. 

Las construciones anteriores pueden hacerse repetidamente para obtener 
cadenas infinitas de conjuntos cerrados de permutaciones, tanto ascendentes 
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como descendentes¡ en su lugar se puede dar un argumento de carácter 
combinatorio para ver que hay cadenas de longitud infinita no-numerable, 
lo que da información sobre la lattice de conjuntos cerrados que estan debajo 
de cada conjunto de la forma ir+x. 

Dado cualquier subconjunto de números pares S definase la permutación 
u5 por 

{ 

u(i) si i E N0 y n ES 
u5 (i) = 

i en otro caso 

aqui los intervalos N0 son los usados en la construcción de la permutación 
p2 del teorema 7; las u5 son "partes" de u ya que coinciden con ésta en 
todos los intervalos N,, con s ES, y son la identidad en los demás números. 
Para cualesquiera conjuntos de números pares S y T se cumple: 

l. u 5 E Po: ya que u([l, '1) es [1, i] o bien está formado por dos inter­
valos. 

2. (iru5 )+x 2 (iruT)+x si S ~ T: uT = u5uT\S y como uT\S E Po se 
tendrá que (iru5 )+ s; (iruT)+, aplicando la función x se concluye la 
contención mostrada. 

3. 7ru 5 r/. P 0 : porque para los Nn, con n impar, 7ru5(N0 ) está formado 
por al menos n + 1 intervalos. 

4. (7ru 5 )+x = (iruT)+x si y solo si (SUT)\ (SnT) es finito: ya que dos 
permutaciones que difieren en un número finito de términos dejan fijo 
al mismo conjunto de series. 

5. (iruS)+x y (iruT)+x son incomparables si (S\T) y (T\S) son infinitos: 
la serie definida en el Teorema 7, restringida ahora a los n E (S \ 
T), está en (iru5 )+ pero no en (iruT)+¡ igualmente hay una serie 
en (iruT)+ que no está en (iru5 )+, lo que muestra que (iru5 )+x <t. 
(7ruT)+x y (iruT)+x r/. (irus)+x. 

En el conjunto p(2N) podemos encontrar cadenas y anticadenas (según 
la relación de inclusión) de longitud no numerable como sigue: a cada 
número real positivo :i: le asociamos el conjunto de números racionales me­
nores o iguales que :i:, para cualesquiera dos de éstos conjuntos uno de ellos 
está contenido en el otro y la diferencia entre ambos es numerable, como 
el conjunto de los números raciona.les y el de los números pares son biyec­
tables tendremos una cadena similar a la anterior en p(2N)¡ para formar 
una anticadena (donde cualesquiera dos conjuntos A y B, Ar/. By B <t. A) 
asociamos a cada número real :i:, con O< :i: < 1, el siguiente conjunto N., 

:i: >-+ { 2°(2[n:i:J + 1) 1 n EN} 
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si N, y Ny, con x -:f y, tienen algún elemento en común entonces para 
ciertos p, q EN 

2P(2(pxj + 1) = 2q(2(qyj + 1) 

por tanto p = q y [px] = [qy], así [px] = [py] con lo que tendremos que 
jp:i: - PYI < 1 y necesariamente 

1 p<-­
l:i:-yl 

esto significa que N, y Ny tienen cuando más[~] elementos en común. 

Corolario 3 Si ;r E P \Po entonces en la lattice de conjuntos cerrados 
de permutaciones que eslan entre JT+>< y Po hay cadenas y anticadenas no 
numerables. 

Demostración: Con la construcción del Teorema 7 y las propiedades 
enumeradas anteriormente vemos que basta con tener una cadena de con­
juntos de números pares Sr, con O :'.5 r :'.5 11 tale& que Si = 2N y si r < s 
entonces Sr<; S, y S, \Sr es infinito, tomemos a (JTo-5•)+x como el r-ésimo 
conjunto. 

Para una anticadena tomemos una colección de conjuntos de números 
pares Tr, con O ::; r s 1, tales que si r -f; s entonces Tr \ T, y T, \T. son 
infinitos, los conjuntos (lTuT•)+x son una anticadena según la propiedad 5. 

Teorema 8 Hay permutaciones 1T¡, JT2 , p¡, p2 E P \Po tales que 

(a) 1Ttx y Ptx son incomparables y 1Ttx /\ Ptx ;i2 Po 

(b) 1Ttx y Ptx son incomparables y 1Tt" /\ Ptx = P 0 

Demostración: (a) Como se ha observado anteriormente bastará con 
elegir dos subconjuntos S y T de números pares tales que S \ T y T \ S 
sean infinitos¡ sean JT¡ = JTo-5 y p1 = 1TO'T, es claro que 1Tt" y Pt" son 
incomparables puesto que JT¡ E lTtx y lT¡ ~ Ptx y recíprocamente¡ como 
1TO'SUT E lTi" /\ Ptx y lTO'suT ~Po se ve que 1Ttx /\ Ptx 2 Po. 

(b) Sean B1 = [1,4], B2 = [5,10], Ba = [11,18], B4 = [19,28], ... ; 
JT2 es la identidad en B20 , en B20 _ 1 enlista primero los términos impares 
seguidos de los términos pares: JT2(1) = 1, JT2(2) = 3, JT2(3) = 2, JT2(4) = 4; 
P2 es la identidad en B2n-1 y enlista primero los términos impares de B2n 
segidos de los términos pares: P2(5) = 5, P2(6) = 7, p2(7) = 9, P2(8) = 61 

p2(9) = 81 p2(10) = 10,.desde luego JT2 1 P2 ~Po. 
Como lTtx /\p;x = (JT:iUpt)x y una permutación que preserva !asuma 

de un conjunto de series preserva la suma de cualquier combinación lineal 
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ESn 
SAUil 

TESIS 
OE LA 

de series de éste conjunto bastará ver que C = (4 Up!). Sea L:;a; E C y 

b· _ LieB; a; 

J - IB¡I 

donde 1B¡1 es el número de elcmen tos de B¡, las series L: e; y L: d; definidas 
por 

{ 
2a; - b· 

C¡:: b· 1 
1 

si i E B¡ y j es par 
si i E B¡ y j es impar 

{ 
b· d·- J 

' - 2a;-b¡ 
si i E B¡ y j es par 
si i E B; y j es impar 

convergen a la misma suma que L: a;: primero notemos que para cualquier j 

sean E B; y m(n) = maxB;-i entonces 

n m(n) n 

L e¡::: Ea¡+ L e¡, 
i:=m(n)tl i=rn(n)tl 

cuando n es impar se tendrá 

1 
t c¡I:::; l(n- m(n))b;I:::; 1 L a¡I, 

i=m(n)tl iEB; 

cuando n es par 

1 
t c;I = 1 t (2a¡ - b¡)I:::; 21 t a;I + l(n-m(n))b;I 

i=m(n)tl i=m(n)tl i=m(n)tl 

en ambos casos se observa que L:7=m(n)tl e¡ tiende a cero cuando n crece, 
así L: a¡ = L;c¡. Por la forma en que esta definido e¡ se tiene que e; = c•,(í) 

por tanto L:;c¡ = L:;c.,(1), esto es L;ci E ir;, igualmente se verifica que 
L;d; E pt. Como 2 L:;a; = í.:ci + L;d¡ vemos que L:;a; E (4 U pt). 

Aunque debajo de todo conjunto de la forma rr+>< hay cadenas y antica­
denas no-numerables, estos conjuntos resultan ser "pequeños", esto es: no 
estan situados muy arriba en la lattice de conjuntos cerrados de permuta­
ciones, ya que, al tomar el máximo de cna colección numerable irT", :rri", 
:rrt", ... éste nunca es P. 
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Teorema !l Si {ir,. 1 n EN} y {¿:a¡' 1 n EN} son colecciones numerables 
de permutaciones y de series entonces Vn 1f;l°x ~ P y Vn(l:a?)+x ~C. 

Demostración: Sea j(l, 1) < j(l, 2) < j(l, 3) < ... una sucesión tal 
que ir¡- 1(j(l,l}) < ir¡- 1(j{l,2)} < ir¡- 1(j(l,3)} < ... ,supongamos definida 
la sucesión j(n - 1, i), con i EN, elegiremos la siguiente sucesión j(n, í) de 
manera que {j(n,i) 1 i EN}~ {j(n-1,i) 1 i EN}, j(n,l) < j(n,2) < 
j(n,3) < ... y ademas ir;;1(j(n,l)) < ir; 1(j(n,2)) < ir;1 (j(n,3)) < 
.... Consideremos los términos de la. "diagonal" k(i) = j(i, i), para es­
tos números se cumple que k(l) < k(2) < k(3) < ... y para í ;::: n 
ir; 1(k(í)) < ir;1(k(i + 1)) ( "" altera el orden de una cantidad finita de 
términos k(i) ). La. siguiente serie ¿: b; es condicionalmente convergente 

{ ~ b; :=: 

o 

si í == k(j) 

en otro caso 

además¿: b; E (íl ir;t), por tanto el máximo de los conjuntos ir;tX 1 en ir;t )X 1 
no es P. 

Sea S1 ~N tal que l:a}converge absolutamente sobre S¡, definido Sn-1 
el siguiente conjunto Sn se elige tal que Sn ~ Sn-1 y Ear converge abso­
lutamente sobre Sn; ahora sea Sel conjunto c.uyos elementos son el primero 
de S1, el segundo de 82 1 etc. Así í: a? converge absolutamente sobre S 
y una permutación ir que reordene los elementos de S entre si y sea la 
identidad en N\S ha de estar en íl(L ar)'' 1 por tanto cualquier serie con­
dicionalmente convergente l:b;, donde b; =O para toda. i E N\S, no puede 
estar en [íl(l::ai)x]+. 
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Capítulo 2 

Series alternantes 

Una serie I: a¡ es alternante si la sucesión de Jos valores absolutos de sus 
términos {la;I} converge monótonamente a cero y a;a;+1 ::=;O para toda i. 
Denotaremos por Alt al conjunto de todas las series alternantes. 

Definición 3 Sea S ~N y p la enumeración creciente de S : p(l) es el 
primer elemento de S, p(2) el primer elemento de S \ {p(l)}, etc. S es 
alternante si p( i) toma valores pares e impares alternadamente. 

El balance de S es: 

Todo conjunto no vacío tiene balance distinto de cero, y si S es un 
conjunto alternante tiene balance l. El conjunto {l, 2, 4, 5} tiene balance 
1 pero no es alternante. 

Teorema 10 Sea S ~N y s1 < s2 < s3 < ... los elementos de S entonces 

(a) Si S tiene balance 1 entonces S es la unión de dos conjuntos alter­
nantes, uno de los cuales puede ser vacío. 

(b) Si S tiene balance k entonces S es la unión de k conjuntos de balance 1. 

(c) Si S tiene balance k y S' S:: S tiene balance 1 entonces S \ S' tiene 
balance k-1, k o k+1. 

Demostración: (a) Corno S tiene balance 1 en cualquier lugar de la 
sucesión s1 < s2 < sa < ... hay a lo más dos términos consecutivos pares 
( impares ), además la siguiente pareja de términos consecutivos de igual 
paridad debe ser de números impares ( pares ). De cada una de éstas 
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parejas extraemos uno de sus términos y los conjuntos resultantes serán 
alternantes. 

Ejemplo 

s = 1,2,4,7,8,11,13, ... 

L:<-tJ'''' = -1,0,1,0,l,0,-1, ... 

Si = 1,2,7,8,11, ... 

S2 = ,¡, 13, ... 

(b) Sea Sm el primer término donde la suma L:;(-1 )P(l) alcanza el valor 
k (ó -k) y Bn el primero después de Sm en que se alcanza el valor -(k-1) 
( ó -k + 1 - en el ejemplo Bm = G y Sn = 17), al extraer los términos Sm y 
Bn de Sel balance en los términos Bm+I • sm+2 1 ••• , Bn-1 disminuye en uno 
( aumenta en uno ) y en los posteriores a sn no tiene cambio. Procedemos 
de igual manera en el conjunto •n+i • sn+2 1 ••• obteniendo así un conjunto 
de balance k - l y otro de balance l. 

Ejemplo: k = 3 

s = 2,4,6, 7, ll, 13, 15, 17, 19, ... 

L:(-J)P(I) 1,2, 3, 2, 1, o, -1, -2, -3, ... 

S1 == 2,4, 1 7, ll, 13, 15, , 19, ... 

L:;(-l)'C'> == 1,2, ,1,0,-1,-2, ,-3, ... 

82 = 6,17, ... 

De los incisos (a) y (b) concluimos que un conjunto de balance k se 
puede descomponer en 2k conjuntos alternantes. 

(c) Sean sí < s~ < s~, ... Jos elementos de S'¡ si s~ es par ( impar ) 
al extraerlo de S el balance disminuye ( aumenta ) en uno en Jos términos 
posteriores a sí, como s~ es impar ( par ) al eliminarlo de S el balance 
después de ~ queda igual al balance original en S. Como S' tiene balance 
l hay cadenn.5 de a lo más dos términos consecutivos pares ( impares ) de 
S' y con el argumento anterior vemos que al eliminar todos los términos de 
S' el balance de S \ S' será k + 1, k o k - l. 

Definimos el balance de una permutación ir como el número 

m,;ix{ balance de ir([l, n])}. 

Se calcula el balance de ir([l, n]) para cada n, el máximo de tales balances 
es el balance de ir; si no hay un máximo el balance de ir es infinito. Puede 
haber permutaciones que tomen valores pares e impares alternadamente y 
tengan balance infinito, por ejemplo si ir(l), ir(2), ir(3), ... son los números: 
1, 8, 3, 6, 5, 4, 7, 2, 9, 64, 11, 62, 13, 60, ..• 
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Teorema 11 Altx = {7r E P j 7r tiene balance finito} 

Demostración: Sea 7r una permutación de balance finito l y E a¡ una 
serie en Alt. Para cada n EN definimos a ir-( n) como O o bien como el 
máximo i tal que ir([l, n]) contiene a [1, i]. De ésla manera 

n :ir-(n) 

I>.(i) = I: a¡ + I: a¡ 
jES(n) 

donde S(n) = ir([l, n]) \ (1, ir-(11)]. 
Como ir tiene balance I, S(n) tiene balance a lo más l + 1; Sean S1, 82 1 

... , 821+2 conjuntos alternantes ajenos cuya unión es S(n), en cada uno de 
éstos conjuntos alternantes S¡ se tendrá: 

donde k(j) = minS¡; como k(j);::: ir-(n) se tiene que jakUJI:::; ja.-(n)I por 
tanto 

1 l 
21+2 I 1 I: a¡ :::; I: I: a¡ 

jES(n) . i=l iES; 

:5 (21+2}1a.-(n)I 

tomando n suficientemente grande ésta suma puede hacerse menor que cual­
quier número positivo puesto que los ja¡j convergen a cero. Sustituyendo 
ésta expresión en 'E" ª•(i) 

concluimos que Lª•(i) =Ea¡. 
Supongamos ahora que 7r tiene balance infinito. Se pueden definir dos 

sucesiones n(i) y m(í) con las siguientes propiedades: n(l) =O, m(l) = 2 
y 

i) n(k) y m(k) son pares 

ii) n(k + 1) > n(k) y m(k + 1) > m(k) 

iii) ir([l, m(k + 1)]);? (1, n(k)] 

23 



iv) J 2::{(-1);: i E ir([l, m(k + !)]) y n(k) < i ~ n(k + l)} J;::: m(k) 2 

la propiedad iv) se puede cumplir porque los conjuntos 7r([l, n]) pueden 
tener balance arbilrariamente grande. 

Definase una serie allcrnanle 2:: a¡ de la siguiente manera 

a;= ((-k l); ) donde k = min{j 1 i ~ n(j)} 
m ·-1 

k es el índice de la.'n' más cercana a i mayor o igual que i. Como n(k) es 
par se tendrá que a¡ = -a;+1 cuando i es impar y por tanto ¿:n(k) a¡ = O. 
Para k > l tendremos: 

n(k-1} 

L a¡+ L{ª<(i) 1i~m(k)y7r(i) > n(k-1)} 

= O+ L m((~~i l) + L{ªr(i) 1i~m(k)y7r(i) > n(k)} 
iES 

donde S = {i 1iE7r([l, m(k)]) y n(k-1) < i ~ n(k)}. Por la propiedad iv) 
la suma sobre S tiene valor absoluto mayor o igual qÚe m(k-1). El último 
sumando tiene menos de m(k) términos, todos ellos de valor absoluto menor 
o igual que mhJ• por tanto su valor absoluto no es mayor que l¡ esto indica 

que ¿:m{k) ª•(i) tiende a infinito cuando k crece. 
Enseguida se caracteriza al conjunto Altx+. 

Teorema 12 Si ¿:a; es tal que lima¡= O y 2:: la;+ a;+il < oo entonces 
hay dos series alternantes í::b; y 2:: e¡ tales que a¡ = b; +e¡ para toda i. 

Demostración: Definase A¡ por 

y las series 2:: b; y 2:: e¡ por 

si i es impar y a; ;::: O 
si i es par y a¡ < O 
en otro caso 

b; = (-l)i+I [la;IA; +~la; +a;+il] 

e;= (-1); [la;l(l-A;)+ f la; +a;+il]. 
1=• 
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Sumando 
b; +e; ::::: (-l)'+1 ¡a;!(2D.; - 1) =a;. 

Las series I;b; y I;c; tienen signos alternados y además limb;::::: O= 
lime;, falta por ver que jb;j ~ jb;+d y icd 2: jc;+il· Para b; 

lb;! - jb;+d = la;+ a;+d + D.¡ja;j - D.;+ilªi+tl 

si D.; = O y L>;+1 = 1 entonces a; y a;+1 deben tener el mismo signo y por 
tant-0 ja¡+ a;+II = !ad+ lai+il con lo que jb;j - jb;+1I = ja;j 2: O; cuando 
6.; = 6;+1 =O es inmediato, en los demás casos se tendrá 

y por tanto 

Para e¡ se tiene que 

jc;j - jc;+1 I = ja;+ a;+1 I + ja;j(l - D.;) - ja;+i l(l - A;+1) 

si D.; = l y 6;+1 =O nuevamente a¡ y a;+1 deben tener el mismo signo por 
lo que icd - lc;+il ::::: !ad 2: O, cuando Á; ::::: Á;+i = 1 es inmediato, y para 
los casos restantes 

!a;+1 l(l - Á;+1) = la;+ a;+d + Ja;j 

y por tanto icd- lc;+1l 2: O. 

Teorema 13 I;a¡ E Alt"+ si y solo si lima¡::::: O y I;ja¡ + a;+d < oo. 

Demostraci6m Si lima; ::::: O y I: la; + a;+1 I < oo entonces I: a¡ es la 
suma de dos series alternantes y como Alt"+ es un espacio vectorial que 
contiene a Alt se tiene que I: a¡ E Alt"+. 

Supóngase ahora que I: a¡ es una serie convergente y I: la1+a1+1 I = oo, 
entonces alguna de las series I: la2i-1 + a2;! ó I: la2; + a21+d debe ser 
divergente; digamos que I: ia2;-1 + a2il = oo y hacemos b; ::: ª2i-t + a2¡ 

entonces I: b¡ converge porque 

pero no converge absolutamente, por tanto hay una permutación p tal que 
I: b p(i) no converge. 

Sea 11' la permutación dada por 

11'(2i-' l) = 2p(i) -1 y 11'(2i)::: 2p(i) 
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ir mapea la i-ésima pareja de enteros consecutivos a la p(i)-ésima pareja 
de enteros consecutivos; como consecuencia de ésto tenemos que el balance 
de ir es cuando más 2 ya que ir([l, n]) siempre está formado por intervalos 
cuyo extremo izquierdo es un número impar y cuyo extremo derecho es un 
número par y ademas hay cuando más un intervalo formado por un solo 
número impar; por tanto ir E Altx. Pero 

2n n 

I>•(i> = :l)p(i) 
i=l i=l 

por tanto ¿;a; <f. A1tx+. 
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N 
:La; 
:L" a¡ 
A\B 
1r(1' 
e 
AC 
(A) 
p 

Po 

[i,j] 
p(A) 
[x] 
v(F) 

Notación 

el conjunto de los números naturales. 
abreviacion de ¿:~ 1 a; 
abreviación de r;;>,, 1 a; 
diferencia de conjuntos 
composición de permutaciones: 1ru(i) == ir(u(i)) 
el conjunto de las series reales convergentes 
el conjunto de las series absolutamente convergentes 
el espado vectorial generado por A 
el conjunto de las permutaciones de N 
el conjunto de las permutaciones que preservan 
la suma. de toda serie convergente 
el intervalo de los números natura.les entre i y j 
el conjunto de los subconjuntos de A 
máximo entero menor o igual qne x 
número de intervalos disjuntos no adyacentes que 
componen al conjunto F 
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