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Prélogo

En este trabajo se estudia la convergencia de serics reales sujetas a re-
ordenamicntos de sus términos; son resultados bien conocidos el que las
series absolutamenle convergentes no cambian su suma bajo ningln reor-
denamiento, y por el conlrario las series condicionalmiente convergentes se
pueden arreglar de manera que su suma sca cualquier nimero establecido
de antemano. Los conocimientos bisicos para éstos resultados, y lo que
sigue, son: ’

o Las dos definiciones de convergencia.

» Si una serie converge entonces la sucesién de sus términos converge a
cero.

e En una serie condicionalmente convergente las subseries de los térmi-
nos positivos y negativos son divergentes.

Podria pensarse que Iaiinicas permutaciones que no alteran la suma de
todas 1as series convergentes son las que actian como la identidad, excepto
en un nimero finito de términos; se verd que hay muchas mds permuta-
ciones con tal propiedad, aunque la condicion han de cumplir es bastante
restrictiva. El poder identificar tal conjunto motiva la definicién 1: para
cada canjunto de series considérese el conjunto de permutaciones que dejan
fijos a todos sus elementos, y dualmente dado un conjunto de permuta-
ciones qué series quedan fijas bajo cada una de estas. Las colecciones- de
conjuntos asi obtenidas resultan tener como orden parcial a la contencién
donde, ademds, para cualesquiera dos elementos existe un maximo y un
minimo (lattices). En los teoremas 6, 7, 8 y 9 se dan propiedades de los
conjuitos cerrados de la forma (¥~ ai)*, que son conjuntos “grandes” de
permutaciones (generan al total P), y de conjunios pequefios (3 a;)*+ y

%, En el capitulo dos se demuestra que la cerradura del conjunto de las
series alternantes, Alt*T, coincide con el espacio vectorial generado por
Alt ya que toda serie en este conjunto es la suma de dos series alternantes,



Las figuras usadas necesitan de una descripcidn: se pretende representar
segmentos iniciales de N mediante las lineas horizontales, con el nimero 1
en el extremo izquierdo; las flechas indicaran dominio y contradominio de
permutaciones (7, p . ..) ademds de sugerir de manera esquemadtica la accién
de estas, por ejemplo en la siguiente figura del Teorema 1 se muestran: el
néimero ng, la permutacion p, el intervalo inicial [1, max{p~'(i) |i € np}]
y la imagen del intervalo [1,m], que estd formada por los intervalos Iy, I,
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Ca'pitulo 1

Reordenamientos que
preservan la suma

En este capitulo estudiaremos series de niimeras reales y caracterizaremos
" “a los reordenamientos de sus indices que preservan la suma. El teorema 1
establece tal-caracterizacién y es la base del estudio desarrollado en este
trabajo. ;

1.1 Un conjunto pequeiio de permutaciones

"Dada una serie ¥ a; de términos reales y una permutacién p de N (funcién
biyectiva de N en N) llamaremos a a,;) un reordenamiento de 3 a;.
Sii,7 € Nconi < jelintervalo i,jles {k e N|{i< k <j} Todo
conjunto finito I de enteros es una unidn ajena de intervalos no adyacentes,
denotaremos por v(F) al nimero de tales intervalos. Una permutacién p
preserva la suma de una serie convergente 3 a; si la serie 3 a,(; converge
a la misma suma que " a;, lo que escribimos como J_ a,q) = ) ai.

Teorema 1 Una permulacidn p preservae la suma de toda serie convergenie
st y solo'si hay un nimero k lal que v(p(I)) < k, para todo intervalo I.

Demostracién: Sean 3a; = A y v(p(I)) < k para todo I Dado
€ > 0, hay un ng tal que para‘todo n > no

iu;-—/l
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Para cualquier m > max{p~!(i)] i < ro} €l conjunto p([1,m]) es la unién de
alo mds k intervalos I, Iy, ..., I, el primero de los cuales es un segmento
inicial que contiene a [1, np}

max{p() i<}
1

f

por tanto

m
Z“o(l‘) - A‘

1l

Sa+ e+t Za;—A‘

i€l i€ls 3 M
< w-Al+ a4 413 a
: (3N i€l {343
< e+ 2k—1e={2k-1)c

esto es Ea‘,(;) = Za;. )

Si ahora suponemos que v(p(I)) no esti acotado entonces para cada-k
podemos encontrar un intervalo Iy tal que p(I) estd formado por més de k
intervalos separados; ademds se puede elegir I; tal que todes los elementos -
de It y de p(Ix) sean mayores que todos los elementos de Iy, Iy, ..., -1y
de p(11), p(I2), - - ., p(Jx-1), porque de otra forma podria acotarse a »(p(1)).
__-Ahora constriiyase una serie.convergente Y a; poniendo un término igual a
1/k en cada uno de los primeros k intervalos de p(l;} y un término-igual a
—1/k en cada uno de los primeros k espacios entre los intervalos de p(I}),
todos los demas términos son ceros.
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La serie ) a; converge porque sus términos distintos de cero se alternan
en signo y sus valores absolutos convergen de forma monélona a 0. Pero

Z Ay = 1
i€
para toda &, por tanto - a,q) no converge.

Denotamos por P al conjunto de todas las permutaciones de N, y por
Py al conjunto de las permutaciones que preservan la suma de todas las
series convergentes, caracterizado en el Teorema 1.

Corolario 1 Py no es grupo.

Demostracién: Sean Iy = [1,2), I = [3,6], I = [7,12}, ..., It =

[Pk-1+ 1,ng), ... donde ny = k% + k; I, tiene 2k elementos. Definase una
permutacién ¢ como:
-k 4k si(k=1P2<ig<k~k
(i) =

U kPgb—1 sik—k<i<i?

¢ “actia por intervalos’ esto es ((Iy) = Ii, fija los extremos de I y en
los restantes va alternando los de la primera mitad con los elementos de la
segunda mitad; por ejemplo en Iy = [13,20]:

13 20

13 14 15 16 17 18 19 20

. el.nlimero k% estd en el centro de Ji, por tanto {([1, £2]) estd formado por
k intervalos,lo que significa que ¢ € Pq. Por el contrario, si i € Iy entonces
¢=Y([1,4]) consta de cuando més dos intervalos uno de la forma {1, r], donde
r estd en la primera mitad de Ii, y el oiro es un intervalo contenido en la
segunda mitad de Iy, por tanto (=1 € Py.

La permutacidn ¢ tiene la propiedad de que aplicada a cualquier serie
convergente Y a; la transforma en una serie divergente o bien preserva su

suma ya que
Ny = Ny
Z g = E“((i)
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esto significa que la sucesidn de sumas parciales de Eac(,') contiene una
subsucesién convergente a la suma de Y a; (para i = ny,nz, na,...), 0 sea
que si 3 ag(s) converge habra de ser a la misma suma que Y~ a;; llamemos
P; al conjunto de todas las permutaciones con la propiedad anterior.

Teorema 2 Toda permulacidn es el producto de dos permutaciones de Py.

Demostracién: Sea p € P. Se contruirdn dos sucesiones crecientes
89 <851 <652<...,l <t <ly <...ydospermutaciones oy 7 tales
que: o actia sobre los intervalos {si_y + 1,5:] y 7 sobre los intervalos
[tx—1-+ 1,4k}, ¥y p = o7. Sean sy = tg = 0, t; puede ser cualquier entero y
7 la identidad sobre (1,t,].

Tomemos s; = max{p(i) | L < i <1} y definimos o en [1,1;) como
o(i) = pr~1(i); para los nimeros restantes, los del intervalo {t; + 1,:] (si
los hay), asignamos a o valores arbitrarios entre los s; — ¢; nimeros del
intervalo [1, 51 que no son de la forma p(#) con i < t;.

N

I \“3,\

Ahora témese tp = ma.x{p“(z) | 1i<sa}y defma.se (i) = cr"p(x)
para toda i >t tal que p(i) < 81;811 € [tl + L,t2] y p(3) > 51, se asigna a
(£} cualquier nimero en [s; + 1,13].

b

————— —
.._...__..__.“

-
————




Ahora s; = max{p(1) | 1 € i € 13} y se define o en [s; + 1,54] de
la misma forma que en {1,s1]. Si alguna vez se igualan {; y s¢ entonces
;41 puede ser cualquier ntimero mayor que ;. En las figuras las flechas
continuas son las asignaciones determinadas por p y las flechas interrum-
pidas son las asignaciones arbitrarias (ilustradas de manera mondtona cre-
ciente). De ésta forma se pueden construir o y r tales que p(i) = or{i).

1.2 Las lattices de conjuntos cerrados

Definicidn 1 Llamaremos C al conjunto de todas las series reales conver-
gentes, SiACC

AX = {rr € P para loda Za.- € A,Za; = ZG,(;)}

SiPCP

Pt = {Za; € C| para loda 7 € P,Za.» = ZG,U)} .

Llamamos a AX y Pt conjuntos cerrados de permutaciones y de seties
respectivamente; A¥t y P+¥ son Ilamadas cerraduras de A y P. Podemos
considerar a X y + como funciones entre los subconjuntos'de C y P; es
claro que para cualesquiera A y P se cumple que A C A%t y PC PH* 4
y % invierten la inclusion, esto es: si A C B y P C Q entonces A% D B*
y P+ QF.

Sea A un conjunto cerrado de series, csto es hay un Px € P tal que
P} = A, entonces AX = P}* D Py y por tanto AXt C PF = 4; esto
significa que A es cerrado si y solo si coincide con su cerradura. Se vetifica
la misma propiedad para conjuntos cerrados de permutaciones; podemos
decir que + y X son inversas una de otra cuando actian sobre conjuntos
cerrados. ' :

La inclusidn de conjuntos es un orden parcial en las colecciones de con-
Jjuntos cerrados de permutaciones y de series, ademis estas colecciones son
lattices.

AV B =(A*NB*Y, ANB = (4% uBX)t
PVQ=(PrnQ*), PAQ=(PtuQt)

Se ve facilmente que (A¥ N B*)¥ es ¢l minimo certado que contiene a
Ay B,y (A* U B*)* es el mdximo cerrado contenidoen A y B,

Si'A es un conjunto cerrado de series y. Y. a;, 3.0 € Ay r, 5 son

nimeros reales entonces v Y a; + 8 b € A¥Y = 4, por tanto A es un
espacio vectorial sobre el campo de los ntimeros reales. De las observaciones
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anteriores vemos que, para conjuntos cerrados A y B, AV B 2 (AU B)
(donde {AU B) es el espacio vectorial generado por AUB), AAB = ANDB;
para conjuntos cerrados de permutaciones Py Q: PVQ 2 PUQy PAQ =
PN Q. Por el contrario los conjuntos cerrados de permutaciones no tienen
estructura algebraica ya que solamente P es grupo y Py es semigrupo, como
se vera mas adclante.

Llamemos AC al conjuuto de las series absolutamente convergentes.
Sea -0; € ACy 3 a; = A, si definimos a} y ] como

v ul o ~_ lail =g
Ty % =g

entonces 0 < a7, af < |a;| portanto T 6} y T a; convergen, dlgamos que
Tar=Ary Yaf = Agestoes A = A, — Aq puesto que Saf -Fa; =
Y. ai. Ademas como éstas dos series son de términos no negativos guedan
fijas bajo cualquier reordenamiento entonces 3, a; también. En efecto sea
p € P, hay un N € N tal que si N £ n entonces

n n

- -

Zﬂp(i) A Eap(") Az

<ef? y <ef2

por tanto

n
200 = A

Z(up(a) a(l (Al - Ag)
n
2w~ All +

asi p preserva la suma de ¥ ;.

Si ) a; € C\ AC entonces la series ) max{a;,0)'y 3_ min{a;, 0) son
divergentes y se puede construir una permutacién o tal que Ea,,(;) sea
divergente, como se muestra en el Teorema 3. Con la notacién de la de-
finicidn 1 se tendra AC = P*. Es claro que Py y AC son los elementos
minimos de las lattices definidas anteriormente.

—Az <E

IA

o(d)

Teorema 3 Si Y a; converge condicionalmente enlonces hay una permu-
Hacién o dal queo & (. q;)* yo~! €Py.
Demostraclon. Sean ng =0 < ny < ny < ng, ... tales que

Ny

Z max(a;,0) >1

i=tx-1¥1



esto es posible ya que la serie de los términos positivos de ¥ a; diverge;
sea 1y el niimero de términos positivos de 3 a; que hay en el intervalo
[nk-1 +1,n¢], en cada uno de estos intervalos o estd definida como

o(ne-1 + i) =ji si g, es el i-ésimo término positivo de
[ne-1+1,m]

o(ne-1 +re+i) =3j; siaj; es el i-ésimo término no-positivo de
[ne-1-+1,m]

de ésta forma se tiene que

Ak-14rx

Z Qg(i) >1

i=ng_1+1

para toda k, por tanto Za,(.-) no converge. Por otra parte tenemos que
o~ 1([ny-1+ 1, n)) consta siempre de a lo mas dos intervalos para cualquier
n € [ngog +1,n4).

Sea P un conjunto cerrado de permutaciones distinto de P entonces
AC = Pt C Pt ademds P+ # AC porque Pt* = P, esto es: hay
una serie condicionalmente convergente 3" a; tal que P € (3 a;)%. Por
la proposicién anterior hay una permutacién o tal que o & (L a;)* ¥
e~! € Pg C P, por tanto P no es grupo. '

Dada cualquier serie convergente §,a; = A se tiene que Po ¢ (3" a:)*;
para ver esto elijamos nj, ng, na, ... tales que ng4; = ng > 26+ 1y si
i > ny, entonces |g;| < 2%, Definimos una permutacién p como sigue: en
el intervalo [ny + 1,0y + k]

plng+1i) = ng + 26,
ven[ng+k+1,n+ 2k
plae +k+i)=np +2i-1,
- en Ios,restar;tes, hasta np4: inclusive, p-es la identidad; 'de ésta forma se

tiene que »{p([ni + 1,ni + &£})) = k y por lo tanto p ¢ Py.
Hay un my € N tal que si n > m; entonces

Za;—A

'y hay un mz € N tal que si ny > mg entoncéis 525,- <ef2

<ef2
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Torhemos cualquier n 2> max{m;, ma}: si p(n) = n entonces

E api) = E“‘

si n € [ng + 1, ng + 24) entonces

i

il Nk
IZ%‘)-A Yoait Y a4

ny<ign
Ny ‘
< Za.- - Aj+ E ]a,,(;)l
nagisn
2k
< % + 57% <&

. por tanto p € (2 a))* pero p & Py

De manera dual, para cualquier permutacién i se cumple que ACQ 1r+
sea_ 3" ai una serie condicionalmenteconvergente y j; '< j2< j3 < ... una
sucesion tal que 7(j;) < #(j2) < #(fa) < ..., la serie 3 8; donde

{ ar  sii=a(je)

0 en otro caso

b=

tambien es:condicionalmente convérgente‘ Debido a la eleccion de las 78 '
los términos b; distintos de cero aparecen en el mismo orden en las series
20y Dby, por tanto Tob = 3 by

Teorema 4 Si EP ypE Pu entonces 7p € X,

.. Demeostracién: Sea ):a, A Ya; e 7r+ y k una cota para u(p(I)),

_para todo intervalo 1.
Hay un N'€ N tal quesi N<n < m entonces

fn :
Za,(g)-—A <€/k
y
W
ZGT(;) <E/k
li=n .




por tanto para cualquier m > max{p~'(i) [ { < N} se tiene que p{[1,m])
- consta de cuando mds k intervalos I), fo,..., Ik ¥

m
zaw(.‘) -4 Zﬂ.(i)+zﬂx(5)+“-+ Zar(f)‘A‘

n

ieh -3 P icls

< 2o a = A+ |2 axw| o+ D ax)
ieh i€l ich

< €

por tanto mp € vt %,

En la conclusién del Teorema 4 no se puede obtener el producto en orden
camblado consxdcremos la serie 1— §+ +%—é+- ++ y su reordenamiento
I+f-14t41-1 - donde se suman dos términos positivos y uno .
negat:vo suceswamente sabemos que estas dos series convergen a hmltes
distintos.

Sean ) 1 .
Za;=l+0~§+0+§+0-2+0+'-',

p € Pg dada por
’ i4 1 siiesimpar
(i} =

t=1 siiespar

y = la permutacidn que deja fijos los nimeros impares y en los pares actua
como la permutacién del reordenamiento anterior:

fi snzesnmparot=.2
m(i)=1{ i+2k sii=4k
i~2k sii=8k%2
. entonces se tendra que Yo a; € xt pero
1
Zap,(‘)—o+1+o+3+0——+o+ 4041 +o—;1-+
yasip7r¢7r+" .

Definicidn 2 Sea 3" a; €C y J CN, J infinito, decimos que Ea, tonverge
absalutamcntc sobm J.ost
Zla,l < oo,

. jes



Siempre existen tales conjuntos, por ejemplo: el k-ésimo elemento de J,
J&, puede ser el primer indice i, i > j, con 1 € m < k — 1, para el cual
0 # la;) < 275,

Teorema 5 §i ) a; € C\ AC converge absolutamente sobre J, = €P tal
que 7! es mondtona sobre N\J entonces m € (¥ ai}¥.
Demostracién: Sea M(n) = max{i | i e N\ J y =~1{i) < n}

M(n)

Sai= Y o + Yali> Ma)icsy @) <n)

E{a; i< M(n),iedyx" (i) > n)
todos los indices n{i) > A{(n) con i < n deben estar en J debido a la
eleccién de M(n); los indices i < Af(n) con i ¢ n({1,n]) también deben ser
elementos de J porque de no ser asi =1 no preservaria ¢! orden de estos

" indices respecto a M{n). :

Sean € » 0y jo € J tal que para cualesquiera j),j2 € J con 55 < j1 < j2

se tiene que
3 lal<er2
jet.j1isia

Ahora hay un N tal quesin > N entonces todos los nimeros de N\x{[1, n])
son mayores que jo y por lo tanto

n M(n)

Qx(i) = E al <€
"y como M(n) — ca cuando n — oo se tendra que ¥, aygy = 3oai.
'I‘eorema 6 Sea Ea. condicionalmente convergente, entonces

(ﬂ) P = (Eﬂn)"(zﬂ-)"

.ﬂ}mn{nePHZmeC(EmV.

Demostracién: (a) Sea = € P y-J CN tal que ¥ a; converge absolu-

tamente sobre J. Se definen dos permutaciones pl ypren (Y a.)x tales

que 7= pipa.
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Sobre 7~1(J) p2 = 7 la biyeccidn monétona entre 771 (J) y N\J, en N\J
se define a py como 77~!; sobre N\J p; = o la biyeccién mondtona entre
J y N\J, en #=1(N\ J) se define a g, como ¢~'x. De ésta manera p7! y
p7 ' son mondtonas sobre N\J y por el teorema anterior py, p2 € (3 a;)*.
{b) Sea m € PP\ Pg, se construird una permutacién p € Po ( por tanto
p € (3 a:)* ) tal que pr ¢ (3 a;)%, esto se hard construyendo una sucesién
creciente U(1), U(2), U(3), ... de manera que p({1, U] = [1, U(i)] para
toda 7, y se hara ver que para toda n, p{[1, n]) es la unién de a lo mis dos
intervalos.
Sea U(1) = 0; hablendo definido U(k) y p(i) para i < U(k) elijase
CM(k4 1) > U(k) tal que
M{k+1)
Z max(a;, 0} > k41,
iU (k)+1
sea n(k -+ 1) tal que el conjunto ({1, n(k + 1}]) es una unién de al menos
. M(k+1)~U(k)+ 1 intervalos el primero de los cuales contiene a {1, U{F)};
8€an Jy (k)1 JU(E42) -« Jar(e41y los primeros elementos de los intetva-
- log anteriores, desde el segundo hasta el mimero M{k + 1) — U(k) + 1,
respectivamente; sea N(k 4 1) = max{x(7) | { < n(k + 1)}, ndtese que

M(k+1) <a(k+1) < N(E+1)

| Uk M(E+1)  n(k+1) . N(k+1)
I I \\ I I

‘] ( 1 I .
T g]
UE) Tulky : o N{k+1)

1



ahora elegimos simulldneamente L(k + 1) y U(k + 1) tales que
Lk 4 1) > M(k +1),

Ulk+1) =Lk + 1)+ N(k+1) = M(k+1) = 1

U(k41)

1
Z fa;] < I—"

" i=L(k+1)

esto 1ltimo se puede ya que la sucesién {a;} converge a 0y la suma es sobre,
una cantidad fija de términos, igual a N(k + 1) — M(k +1). '
Definimos. p=* en el intervalo [U(k) + 1, M(k + 1)] como

Fi sia; >0
Pl = :
-1 en otro caso

en el intervalo [Lk+ 1), U(k+1)) p~t es 1a Blyecclon monétona. sobre

el conjunto [U(k) + 1, N(k + 1)}\ p~ 2 ([U(k) -+ 1, M(k + 1)]) (el mtervalo L

[U(L) + 1, N(k+1)) cxcepto algunos puntos j; o bien j; — 1)

Lo uw R N+ Uk+T)
I | , fommen

| ‘ 3 .
' Uk) Mk+1) L+1)  Uk+1)

para los indices restantes A (k + 1) <. < L(k + 1) definimos
P = Nk 1) i = M(E+1)

" (biyéceidn mondtona sobre el intervalo [N(k+1)+1, U(k+1)]); continuando
de ésta forma p~! quedara definida en todo N. Es claro que si U(k} < n <
. U(k+1) entonces p([1,n]) consta de cuando més dos intervalos. )

Considérese ahora sl )ap,,(.), x([1,n(k)]) est4 formado por al menos
ME)-Uk=1)+1 mterva]os, sea [1,1(k)] el primero de ellos.

12



U(i -1) Mi(k) L(k) (k)

n(k) (k)
S amm = Y auy + 9 {alUlk—1) <i< M{E)y a; >0}
4 3 Aallk) i UK) y p7' (i) € n({1, n(B)])}

. . I Ik
en ésta suma el primer término ) *) i) converge a 3, a; porque p € Po;
el tercer sumando converge a cero puesto que

vE)
@ IIW i< U@y ) e am € Y <,
i=L(k)

pero 3 {a; | U(k —1) <i < M{k}ya; > 0} > &, por tanto 3 am)
diverge. i

Corolario 2 Los inicos semigrupos, cerrados, de permulaciones. son P
Y PQ.

- Demostracién: Sea P.un conjunto cerrado de permutaciones distinto
de Py Pgy m# € P\ Pg; sabemos que hay una serie condicionalmente
convergente 3 a; en P+, por el Teorema 6(b) hay una permutacién p tal -
que p € Py G P tal que pr € (3 a;)* D P. Por tanto P no es cerrado bajo
composicién,

Tecorema 7 Sé 7€ P\ Pg entonces hay permulaciones py y pa tales que
PoGa* G Ga* GP.

13



Demostracién: Para construir py se eligen numeros j; < jo < j3 <
. tales que max{j;, #(ji}} + 1 < min{jit1, #(ji+1)}. Sea 3" a; una serie
condlcxonalmentc convergente y definase Y b; como

a  sii=n(j)
b" =
0  cn otro caso

Sean ng =0, ny, na, ng, ... tales que
Ny

Z max(¥;,0) > 1

i=nyas+l1

y ademds para ninguna pareja f, k sucede que j; < mp < #(4;).

Ahora construimos una permutacién 7 de manera analoga a la cons-
truccion hecha en el Teorema 3 esto es: que en cada intervalo [ny_y +1,ny)
T enumere primero a los términos f;, 7(j;) tales que 4;, > 0y en el or-
den en que aparccen en 3" b;; después 7 es la biyeccidn mondtona so-
bre el conjunto de niimeros que no han sido enlistados este conjunto es-
(ne—1 + Line] \ {Ji, (i) | b5, > 0}.

-Es claro que siempre hay una my_, con ng_y < mi.y < ny tal que

Mkt

Z byr(iy > 1

[ TR 3

por tanto ) b"(,-) no converge. Se ha construido T de forma. que r~t € Py;

" sea py = T, COMO T = pl-r 1y r~1 € Py se tiene que pf C #% pero la
‘serie anterior muestra que pl G #t, por tanto n+* ¢ p+ )
- La permutacién p, se construird encontrando una ¢ € Pg.tal que wo ¢
Py y ot ¢ (na)*. Se definird una coleccidn de intervalos consecutivos Ny,
N, N3, ... tales que ¢(N,) = Ny; cuando n es impar o serd la identidad
sobre N,, y si n es par e i € N, entonces o([1,1]) sera la unién de a lo mas
dos intervalos, asi ¢ € Pq. Denctaremos por m(n) = max{i | { € Na} y
m*(n) = max{x(i) | i € N, ).

Sean N1 = {1} y ¢(1) = 1, supongamos definido Nn_1: como « ¢ Pg
hay un K(n) > m(n—1) tal que =([t, K(n)]) 2 [},m"(n=1)] y o([1, K (n)])
estd formado de al menos n + 1 intervalos. Si n es impar hacemos Ny, =
[m(n = 1)+ 1,K(n)] y o la identidad en N,. Cuando n es par eleglremos
n niimeros J(ﬂ k) con 1 < k < n tales que

m*(n—1) < j(n,1) <j(n,2) < ... < j(n,n) < K(n)
y-ademis 7(j(n, k) + 1 ¢ TF([I,‘K(TI)D ( los niimeros #(j(n,k)} son los

extremos derechos de los intervalos que forman a 7([1, K(n)]), son al menos
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n+1 intervalos y el primero de éstos conticne a [1,m* (n—1)} ). Sea j'(n, k),
1 < k < n, la enumeracién del conjunto

{7 (G 1)+ 1), 7 (@1 (nyn) + 1)

esto es
K(n) <j'(n,1) <j'(n,2) < ... < §'(mn).

Sea Ny = [m(n — 1) + 1,5'(n,n)].

I T T N [ 1t t
i i T 1 i

m*(n-1)

Sobre Ny, definimos o de manera que g(m(n-1)+1), o(m(n-- 1)4+2),...
a(j'(n, n)) sean los nimeros

m(n =~ 1+, mn-1y+2,...,5(n,1),i(n,n) + 1,j(n,,n);i-:2, Sy
j'(n‘ l)’j(“' 1) + 1’j("’ 1) +2|' .. ‘j(nl2),j'(n’ 1) + l’ji(nl 1) +2' -
Tean ‘j’(nl 2)73‘(”72) + 11" ',j(nl 3)1]"(,1) 2) + 1| tre 1j'(n’n)'

de ésta forma la permutacidn ¢ “cubre” de mancra creciente al intervalo

[m{n—1)+1, j(n,1)] enseguida al intervalo [j(n, n) +1,j'(n, 1)] ¥ continja

sucesivamente con los intervalos [i(n, 1) + 1,5(n, 2)], {#(n,1) + 1, 7'(n, 2)],

(i(n,2) + 1,5(n, 8)], ..., [#{n,n — 1) + 1, j'(n, n)}; como consecuencia de

esto fos mimeros j(n, k), j'(n, k) son enlistados por ¢ en el siguiente orden

i(n, 1), §'(n, 1), 5(n,2), 5'(n,2), ..., §(myn), 5'(m, n) Es claro que o € Pg.
Cuando n es impar se tiene que

wo ({1, m(m)]) = w({1,m(n)])

15



que estd formado de al menos n + 1 intervalos, por tanto 1o ¢ Pg. Pro-
ponemos a 7o como py, es claro que 7* C pf. Definase una serie Y a;
mediante

L sii=a(j{n,k)) paraalgin 1<k <n
0

sii=a(j'(n,k)) paraalgin 1 <k<n
en otro caso

Se han elegido los niimeros j y j/ de manera que 3 a; resulte conver-
gente, ademas Y a; = 0. También resulta que ) a; & 7% porque cuando n
es par

K(n)
“x(l') =1.
i=mn=-1)+1

Por el contrario ¥ a; € p7 ya que para cualquier ! €N, si definimos a n .
como n = max{j | m{j) < I}, sc tiene que

{
2 0mm =0

cuando n es par, y cuando n es impar

! m(n) . " ‘
i = D Gm@t Y )
i-m(n)+1
m{n)
= D e+ ): Bxa(i)
i=m(n)4+1
- A ‘
- 0+n+1

: donde Ajes 0 o'l dependlendo de que

cardinal ({j(n 4+ 1,1),...,j(n+1,n 4 1)}N o([m(n) + 1L,

—cardinal ({j'(n +1,1),..., 5 (n+ 1,n+ D)} No([m(n) + 1,1))
sea 0 o 1, respectivamente; esto es, si hasta el niimero I, o ha enlistado |
igual cantidad de j(n + 1,k)’s que de j'{n +1,k)’s, o bien una j(n + 1,k)
més que f/(n+1,k)’s. Asi 3 a,,y = 0= Y a y por tanto 7t G p¥ con
lo que se tendrd p"" G 7t%; como p; & Py se cumple que Py G p¥*.

Las construciones anteriores pueden hacerse repetidamente para obtener
cadenas infinitas de’ con]untos cerrados de permutaciones, tanto ascendentes
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como descendentes; en su lugar se puede dar un argumento de caracter
combinatorio para ver que hay cadenas de longitud infinita no-numerable,
lo que da informacién sobre la lattice de conjuntos cerrados que estan debajo
de cada conjunto de la forma 7t*®.
Dado cualquier subconjunto de niimeros pares S definase la permutacién

o5 por

ofi) siieN,yneS§

o5@{) =

i en otro caso
_ aqui los intervalos N,, son los usados en la construccién de la permutacién
pz del teorema T; las ¢° son “partes” de ¢ ya que coinciden con ésta en
todos los intervalos N, con s € §, y son la identidad en los demés nitmeros.
Para cualesquiera conjuntos de nimeros pares S y 7' se cumple:

1. a5 € Py: ya que o{[1,1]) es [1,1] o bien esté formado por dos inter-
valos.

2. (maS)t* 2 (meT)** i S G T: oF = 0507V y como 6T\ € Py se
tendrd que (ro¥)* C (maT)*, aplicando la funcién x se concluye la
contencién mostrada.

3. mo% ¢ Py: porque para los Ny, con n impar, waS(N,.) estd formado
_por al menos n 4 1 intervalos.

4. (raSyt* = (meTy+* siy solosi (SUT)\ (SNT) es finito: ya que dos
permutaciones que difieren en un nimero ﬁmto de términos dejan ﬁ_]o
al ‘mismo conjunto de series.

5. (waf)** y (xaT)** son incomparables si (S\T) y(T\S) son mﬁmtos
la serie definida en el Teorema 7, restringida ahora a losn € (S
T), estéd en (xo°)* pero no en (1r:rT) ;- igualmiente hay una serie
en (o7 )t que no estéd en (7o5Yt, lo que muestra que (roSytx ¢
(raTY** y (raTYHX ¢ (moS Y.

En el conjunto p(2N) podemos encontrar cadenas y anticadenas (segun‘
la relacion de inclusién) de longitud no numerable como sigue: a cada
“mimero real positivo z le asociamos el conjunto de niimeros racionales me-
nores o ignales que z, para cualesquiera dos de éstos conjuntos uno de ellos
esta contenido en el otro y la diferencia entre ambos es numerable, como
el conjunto de los nimeros racionales y el de los niimeros pares son biyec-
tables tendremos una cadena similar a la anterior en p(2N); para formar
una anticadena (donde cualesquiera dos conjuntos Ay B,A¢ By B¢ A)
asociamos a cada mimero real z, con 0 < z < L, el siguiente conjunto Ny

z— {2"(2[nz]+1)[neN}
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si Ny y Ny, con z # y, lienen algin elemento en comin entonces para
ciertos p,q €N
2°(2[pa] + 1) = 29(2[qy] + 1)

por tanto p = ¢ y [pz] = [qy], asi [pz] = [py] con lo que tendremos que
Pz — py| < 1 y necesariamente

1
P
ER]

esto significa que N y Ny tienen cuando mds [Fri_vf] clementos en comiin.

Covolario 3 Si w € P\ Py entonces en la latlice de conjuntos cerrados
de permuiacioncs gue cstan enire 7% y Py hay cadenas y anticadenas no
numerables.

Demostracién: Con la construccidn del Teorema 7 y las propiedades
enumeradas anteriormente vemos que basta con tener una cadena de con-
juntos de nimeros pates Sy, con 0 < r < 1, tales que Sy =2Nysir<s
entonces S, G S, ¥ 55\ S es infinito, tomemos a (77 )** como el r-ésimo
conjunto. :

Para una anticadena tomemos una coleccién de conjuntos de nimeros
pares Ty, con 0 € r < 1, tales que si r # s entonces T, \ T, y T, \ T} son
infinitos, los conjuntos (e 7*)t* son una anticadena segiin la propiedad 5.

Teorema 8 Hay permulaciones my, w2, p1, p2 € P\ Po tales que

(a) 7% y aT* son incomparables y 7F* A p}* 2 P
(b) ©}* y p* son incomparables y i % A pE* = Py

- Demostracién: (a) Como se ha observado anteriormente bastard con
clegir dos subconjuntos S y T de niimeros pares tales que S\ T y T\ §
sean infinitos; sean 7y = 7% y p; = 707, es claro que xF* y p'l"x son
incomparables puesto que 7y € 7F* y w1 £ pf* ¥ reciprocamente; como
7T € X A pt* vy 7aSYT ¢ Pyse ve que 1f X AptX PP

(b) Sean By = [1,4], By = [5,10], Bs = [i1,18], By = [19,28], ...
wp 8 la identidad en By,, en Bj,.; enlista primero los términos impares
seguidos de los términos pares: ma(1) = 1, 79(2) = 3, m2(3) = 2; m2(4) = 4;
p2 es la identidad en Bi,..y y enlista primero los términos impares de By,
segidos de los términos pares: p3(5) = 5, p2(6) = 7, p2(7) = 9, p2(8) =6,
p2(9) = 8, p2(10) = 10, desde luego w3, p2 ¢ Po.

Como 7§ * Ap3* = (w3 Up)* y una permutacion que preserva la suma
de un coujunto de series preserva la suma de cualquier combinacion lineal
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ESTh TESS H® BEBE
SALR DE LA 513LIBTECA

de series de éste conjunto bastard ver que C = {x3 UpJ). Sea T 0, €C y

by = EiEBia‘.
R

le[

donde | Bj| es ¢l nimero de elementos de 8, las series § ¢ ¥ 3 di definidas
por

o = 20;—b; siie Bjyjespar

PTG sii € B; y j es impat

di = b; siiGB;y]:csPar
! 2a;—b; sii€ Bjyjesimpar
convergen ala misma suma que 3 a;: primero notemos que para cualquier j
Sa=a= T,
ieB; igB; i€B;

sea n € B; y m(n) = max B;._; entonces

n m(n) n m{n}) n
Zcizz:c,--i- E c;:za.‘—f Z Cis
f=min}+1 i:m(n)-}-l

cuando r es impar se tendra

n
Y al<im-mE)bi< |y e,
izmin)+l ) {€B;
- ¢uando n es par '
“n. - n , n e
1S al=| O Ca-tc2| 3 af+in-mml
i=m{n)+1 fzmin}+1 immin)4l - ’ :

" en ambos casos se observa que 3 iemgnyy1 i tiende 2 cero cuando n crece,
asf Yo a;-= Y ;. Porla forma en que esta definide ¢; se tiene que ¢; = Crali}
-por tanto Y ¢ = Jocx,(i) esto es I € wF, igualmente se verifica que
S di € pF. Como 23" ai = Y ¢ + Tod; vemos que S € {7F Upd).
Aungue debajo de todo conjunto de la forma 7+* hay cadenas y antica-
denas no-numerables, estos conjuntos resultan ser “pequefios”, esto es: no
estan sitvados muy arriba en-la latbice de conjuntos cerrados de permuta-
ciones, ya que, al tomar el miximo de una coleccidn numerable b, wix,

73, ... éste nunca es P.
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Teorema 9 Si {m, | n €N} y {0} | n €N} son coleceiones numerables
de permulacioncs y de series entonces \f, 73X G P y V/ (af)t* ¢ C.

Demostracidn: Sea j(1,1) < j(1,2) < §(1,3) < ... una sucesién tal
que n7H{5(1,1)) < 77 (G(1,2)) < 77 (5(1.3)) < ..., supongamos definida
la sucesidn j(n ~ 1,1), con i €N, elegiremos la siguiente sucesién j(n,1) de
manera que {j{n,i) | i € N} C {i(n—1,i) }i e N}, j(n,1) < i{n,2) <
i(m3) < ...y ademis a3tGim 1) < mpi(in,2)) < 73} (i(n,3) <

. Consideremos los térininos de la “diagonal” k(f) = j(i,4), para es
tos nitmeros se cumple que £(1} < &(2) < k3) < ...y parai > n
w (k@) < 77Y(k(i + 1)) ( 7. altera ¢l orden de una cantidad finita de
términos k() ). La siguiente serie ) b; es condicionalmente convergente

B0 = k()
0 en otro caso

ademas Y 4; € {(}=F), por tanio el mdximo de los conjuntos w*, (= )%,
noes P,

Sea S; TN tal que 3" a}converge absolulamente sobre Sy, definido S,y
¢l siguiente conjunto $; se elige tal que S, € Su~y ¥ ¥ a converge abso-
lutamente sobre S,,; ahora sea S el conjunto cuyos elementos son el primero
de 51, el segunde de Sa, ete. Asi 3o converge absclutamente sobre §
y una permutacién 7 que reardene los clementos de S entre si y sea la
identidad en N\S ha de estar en {}(3° a7)*, por tanto cualquier serie con-
dicionalmente convergente 3 b;, donde b, = () para toda § € N\S no puede
estar en [ al)*}t.
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Capitulo 2

Series alternantes

Una serie 3 dq es alternante si la sucesidn de los valores absolutos de sus
términosg {]a;|} converge mondtonamente a cero y a;ja;+1 < 0 para toda 1.
Denotaremos por Alt al conjunto de todas las series alternantes.

Definicién 3 Sea S CN y p la enumeracidn creciente de- S : p(1) es. el
primer clemento de S, p(2) el primer elemento de S\ {p(1)}, etc. S es
ellernante si p(i) loma valores pares e impares allernadamente.

El balance de S es: .

max{
Todo conjunto no vacio ticne balance. distinto de cero, y si § es un

-conjunto alternante tiene balarice 1, El conjunto {1, 2, 4; 5} tiene balance
1 pero no es alternante,

E‘.:(_l)p(l)

=1

1L cardinal(S)}

Teorema 10 Sea S CN y 51 < 59 < 53 <... los elementos de S entonces

(a) Si S tiene balence I entonces S es la unién de dos conjunios alter-
nantes, uno de los cuales puede ser vacio.

(b) SiSiiene balance k entonces S es la unidn de k conjunios de balance 1.

(c) Si S iiene balance k y S" G S tiene balance 1 enfonces S\ S tiene
balance k-1, k o k+1.

Demostracién: (a) Como § tiene balance 1 en cualquier lugar de la
‘sucesién 8; < sy <'s3 < ... hay alo méds dos términos consccutivos pares
( impares ),"ademds la siguiente pareja de términos consecutivos de igual.
paridad debe ser de nimeros impares ( pares ).' De cada una de éstas
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patejag extracmos uno de sus términos y los conjuntos resultantes seran
alternantes.

Ejemplo
S = 1,2,4,7,8,11,13,...
TY-1p® = -1,0,1,0,1,0,~1,...
S = 1,2,7,8,11,...
S = 4,13,...

(b} Sea s, el primer término donde la suma Y(—1)7() alcanza el valor
k (G —k) y sn el primero después de sy, en que se alcanza e} valor —(&— 1)
(6 ~k+1—en el ejemplo s, = 6y 5, = 17), al extraer los términos &, y

sn de S el balance en los términos 6m 41, Sm42y + .+, 8n—1 disminuye en uno
{ aumenla en uno ) y en los posieriores a s, no tiene cambio. Procedemos
de igual maneta en el conjunto spi1, Sni2, ... obteniendo asf un conjunto
de balance k - 1 y otro de balance 1.
Ejemplo: & =3
. S5 = 2,4,6,7,11,13,15,17,19,...
Y- = 1,2,3,2,1,0,-1,-2,-3,...
S5 = 24,,7,11,13,15, ,19,...
E(-])F(') = 1,2,,1,0,-1,-2, ,=3,...
Sy = 6,17,...

De los incisos (a) y (b) concluimos que un conjunto de balance k se
puede descomponer en 2k conjuntos alternantes.

(c) Scan 5} < sy < sf, ... los elementos de 5'; si s} es par ( impar’)
al extraerlo de S el balance disminuye ( aumenta ) en uno en los términos
. posteriores a &%, como 55 es impar ( par } al eliminarlo de § ¢l balance
después de s, queda igual al balance original en S. Como §' tiene balance
"1 hay cadenas de 2 lo mds dos términos consecutivos pares { impares ) de
S’ y con el argumento anterior vemaos que al eliminar todos los termmos de .
S’ el balance de S\ S sera k+1, ko k—1.

Definimos el balance de una permutacién # como el nimero

m'ixx{ balance de #({1, n]}}.

Se calcula el balance de ({1, n]) para cada n, el miximo de tales balances
es el balance de ; si no hay un maximo el balance de 7 es infinito. Puede
haber permutaciones que tomen valores pares e impares-alternadamente y
tengan balance infinito, por ejemplosi w(1}, m(2), (3), . .. s0n los nitmeros:
1,8,3,6,5,4,7,2,9, 64,11, 62, 13, 60, ..,
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Teorema 11 Alt® = {x € P | = tiene balance finito}

Demostracién: Sea 7 una permutacién de balance finito I'y ¥ a; una
serie en Alt. Para cada n €N definimos a 77 (n) como 0 o bien como el -
maximo i tal que #([1, n}) contiene a [1,4]. De ésta manera

x=(n)

Za’r(i)= z ai + E aj

jes(n)

donde S(n) = ({1, n]) \ {1, 7~ {n)}.
Como = tiene balance I, S(n) tiene balance a lo mids I+ 1; Sean Sy, Ss,
.» S2142 conjuntos alternantes ajenos cuya unidn es S(n), en cada uno de
éstos conjuntos alternantes Sj s¢ tendrd:

T

iE5;

< lawgyl

donde k{7) = min 5j; como k(j) > ™ (n) se tienc que lag(y] < ax-(n)} POr
tanto ' .

2142

DT EE S DI

jestn) | j=1 |{e5;
. (2{[""2)‘“!'(")[

[TaN

in

tomando n suficientemente grande ésta suma puede hacerse menor que.cual-
quier mimero positivo puesto que los |a;| convergen a cero. -Sustituyendo
ésta expresionen 3" ax(i)

x~(n})

n
Doty = 2 G

concluimos que ¥ axci) = ¥ ai.

Supongamos ahora que 7 tiene balance infinito. Se pueden definir dos
sucesiones n{i) y m(i) con las siguientes propiedades: n{1) =0, m{1) =2
y o :

< @7+ 2)|ag-(m

i) n(k) y m(k) soln pares
i) alk+ 1) > n(k) y m(k +1) > m(¥)
iif) m{[1,m(k + 1)) 2[1,n(k)]
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) [Z{(=1) sien([,mk+ 1)) y n(k) <i<nlk+ 1)} 2 m(k)?

la propiedad iv) se puede cumplir porque los conjuntos x([1,n]) pueden
tener balance arbitrariamente grande.
Definase una serie alternante 3 a; de la siguiente manera
a; = el donde k =min{j|i < n(j)}
m(k—1) =
k es el indice de la ‘n’ mds cercana a i mayor o igual que i. Como n(k) es

par se tendra que a; = —a;41 cuando { es impar y por tanto ):"(k)
Para k > 1 tendremos:

a; = 0.

m(k) n(k—1)

as(i) 2 ait+ ) fae [ S mk) y 7(i) > n(k = 1)}
0+ Z ( 1) + E{a'(') i< m(k) y (i) > n(k)}

|ES

donde S = {i | i € a([1, m(k)]) y n(k—1) < i £ n(k)}. Por la propiedad iv)
la suma sabre S tiene valor absoluto mayor o igual que m(k ~ 1). El dltimo
sumando tiene menos de m(k) términos, todos ellos de valor absoluto menor
o igual que #, por tanto su valor absoluto no es mayor que 1; esto indica

que Z’"(") ag() tiende a infinito cuando k crece.
Enseguida se caracteriza al conjunto Al*F,

Teorema 12 5i Y a; es tal que lima; = 0 y 3" fa; + a441] < oo entonces
_hay dos series alternanies 3 b; y 3. ¢; tales que a; = b; + ¢; para toda i.

Demostracién: Definase A; por

Aj=4¢ 1 siiesparyg; <0

1 sides imphr ya; 20
0 en otro caso

ylasseries. b; y 3¢ por

b = (—1)"+ {Ia-‘IAi +3 +aj+x|] :

j=i

=(~ 1)' l:]“lKl ~45) + EI“J + a)+1|:l

j=i
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Sumando .
b + o = (—1)'+1|a.~|(2[.\.; - 1) = .
Las series ) _b&; ¥ 3 ¢; tienen signos alternados y ademds limb; = 0 =
lime;, falta por ver que b} > jbgi} ¥ leil 2 leis]. Para by
[bi] = {bigt] = lai + aipa] + Aglai} = Appalaiga]

si A; =0y Aj41 = 1 entonces a; y a;4; deben tener el mismo signo y por
tanto |a.~ + aiyy| = lail + laj41] con lo que 4] ~ |big1] = {ai| > 0; cuando
A; = Ay = 0 es inmediato, en los demds casos se lendrd
Apprldip] < aq + aig |+ lai]
y por tanto
: ol = a4} 2 0.

Para ¢; se tiene que
leil = leipt] = lai + il + lail(l ~ A3} ~ i1 (1~ Aiya)

si A; = 1y Ajy1 = 0 nuevamente a; y a;41 deben tener el mismo signo por
lo que legf ~ {eiga] = lail > 0, cuando A; = A,.H = 1 es inmediato, y para
los casos restantes :

faiga (1 = Aia) = lai + aipa] + Jail
y por tanto {e;f — Jeixt} > 0. »
Teorema 18 N e Al siy solo silima; = 0 ¥ 3 |a; + gia] < oo

Demostraclén. Sl ma; =0y Yo lai +aj41) < o0 entorices Ea. esla
suma de dos series alternantes y como Alt** es un espacio vectorial que
contiene a Alt se tiene que 3 a; € Alg* ¥,

: Supédngase ahora que 3 a; es una serie convergente ¥ 3 ai+aiq1| = 0o,

entonces alguna de las series T lazi—; -+ a2 6 3 |az + azis1] debe ser
“divergente; digamos que 3 |agi_1 + aa;] = 0o y hacemos b; = az;_1 + as;
entonces Y b; converge porque

2n
Sh=Ya
pero no converge a.bsolutamente, por tanto hay una permutacion p tal que
2. btiy no converge,
Sea T ia permutacién dada por

m(2i— 1) =2()~1 y =(20)= Qp(i)
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« mapea la i-ésima pareja de enteros consecutivos a la p(i)-ésima pareja
de enteros consecutivos; como consecuencia de ésto tenemos que el balance
de 7 es cuando mas 2 ya que 7([1, n]) siempre estd formado por intervalas
cuyo extremo izquierdo es un mimero impar y cuyo extremo derecho es un
nimero par y ademas hay cuando mas un intervalo formado por un solo
niimero impar; por tanto # € Alt*. Pero

2n n
Yoaniy = 2 b

=1 (=1

.por tanto Soa; @ Alt*T,

% -



Natacion

el conjunto de los nimeros naturales.

abreviacién de ¥ a;

abreviacion de 3| @i

diferencia de conjuntos

composicién de permutaciones: wo(i) = a{o(i))
el conjunto de las series reales convergentes

el conjunto de las series absolutamente convergentes
el espacio vectorial generado por A

¢l conjunto de las permutaciones de N

el conjunto de las permutaciones que preservan
la suma de toda setie convergente

el intervale de los niimeros naturales entre 1 y J
¢l conjunto de los subconjuntos de A

maximo entero menor o igual que z

nimero de intervalos disjuntos no adyacentes que
coraponen al conjunts F .

7



Referencias

1. Q. F. Stout, On Levy’s duality between pérmutations and convergent
series, J. London Math. Soc. (2) 34 (1986) 67-80.

2. -F. W. Leﬁy, Rearrangement of convergent series, Duke Math. J. 13
(1946) 579-585.

3. P. A. B. Pleasants, Rearrangements that preserve convergence, J. Lon-
don Math. Soc. (2) 15 (1977) 134-142,

4. P. Schaefer, Sum-preserving rearrangements of infinite series, Amer.r
Math, Monthty 88 (1981) 33-40.

5. W. Rudin, Principios de andlisis matemdtico, Ed. McGraw Hill, 3a
edicidn, México 1980.

6. J. Dieudonné, Foundations of modern analysis, Academic Press, 2a

ed. N Y. 1980,

7. S. C. Suxena, S. M. Shaly, Introduction to real variable thesry, Intext
Ed. Pub., Penn, 1972.

8. ‘W. Sierpinski, Cardinal and ordinal numbers, Paistwowe W. N, 1958.

o



	Portada
	Texto
	Referencias



