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INTRODUCCICN

Como es bien conocido, los métodos de la investigacién de operaciones
son Utiles para obtener politicas optimas o declsiones adecuadas, que
mejoren el funcionamiento de un sistema en general, A la lnvestlgéclén
de operaciones la podriamos definir como: la aplicacién del método
cientifico a la solucién de problemas relaclonados cen el control de
orgunlzaciones o slistemas a fin de que se produzcan soluclones que mejor
satlsfagan los objetlvos fljados. Para hacer mas clara la esencia de la
investigacién de operacliones podemos describir sus caracteristicas de la
sigutente manera: EI enfoque principal de 1la lnvestigacién de
operaciones ¢s en la toma de decislones y la planeaclén; $Sus 4reas de
aplicaclén son a problemas que tlenen que ver con la conducclén y
coordinacién de operacliones y actividades de cualquier organizaclién; En
el enfoque metodoléglco, el proceso de solucién comlenza con la
observacién cuidadosa y el planteamlento del problema, para poder
construir un modelo que trate de abstraer la esencla del problema; El
objetivo es encontrar una soluclén 6ptima al problema que estemos

tratando.

Antes de aplicar algtin mnétodo de solucién, para algin problema en
particular, necesitamos disponer de un modelo. En este sentlide el
modelar se convierte en una fase Iimportante de la lnvestigaclén  de
operacliones, El construir un medelo, ayuda a colocar los aspectos
comple jos e inclerios de un problema en una estructura légica que es
adecuada para el andlisis formal. El modelo especifica las alternatjvas
de . declisién y sus consecuenclas antlclipadas para todos los eventos
poslibles que puedan ocurrir, indica los datos importantes para anallzar

las alternativas y conduce a conclusliones generales que tlenen sentido



en el contexto del problema. En resumen, un modelo es un vechiculo para

legrar una visitén bien estructurada de la realldad.

Los modeles se pueden clasiflicar como icénicos, analogos o simbélicos.
Los modelos lcénicos son la representacién fisica, a escala, de un
sistema real. Por ejemplo, un barco de juguete es un modelo icédnice de
uno real. Los modelos andlogos esenclalmente requleren 1a sustitucién de
una propledad por otra con ¢l fin de pernitir la manipulaclién del modelo
y, después de resolver el problema, la solucién se relnterpreta de
acyerdo al sistema original. Por ejemplo, un modelo de redes eléctricas
puede utllizarse como un medelo andlogo para el estudlo de flujos enh un
sistema de transporte. Los modelos simbblicos o matematicos utilizan un
conjunte de simbeles matemAtlcos y funclones, para representar las
variables de decisién y sus relaclones, para describir el comportamiento
del sistema. Este tipo de modclos caen en el campo de la llamada
Programacitn Matemdtica.

. El desarrollo de la computacién ha permltido, también, el desarrollo de
los modelos de simulacién y los métodos heuristicos. Los modelos de
simulacién son programas de computadora que hacen una replica © simulan
el comportamlento del slstema real. Gencralmente se utilizan para
simular slstemas donde tenemos incertidumbre y que, uademas, son lo
suficientemente complejos para poder hacer un modelo matematico de
ellos. Cuando el esfuerzo computacional de algin tipo modelo es muy
elevado, se disponen de los métodes Theuristicos, los cuales,
esencialmente emplean reglas intultivas o légicas, o blen, utilizan
clertas guias para tratar de generar nuevas estrategias que se traduzcan
en soluciones mejoradas para el sistema real. Este tipo de métodos, por
su naturaleza, no pretenden obtener soluclones éptimas y son muy

utilizados cn Inteligencin Artificial,

El gran potenciml de aplicacién de la investigacién de operaclones, ha
mot lvado un creclente desarrollo teérico de esta disciplina, sobre todo
en lo que respecta a la programaciédn matematica. El problema general de
la programacion matemdtica consliste en optimizar una funcién (objetivo)

f sujeta a restrlicciones que definen un conjunto de factibilidad S, a



saber:
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La teoria de la programaclion matemidtica se ha diferenciado por dreas de
estudio que proporcionan métodos adecuados de soluciéon al problema
anterior, segun sean la forma de la funcién objetive ( y la del conjunto
de restricciones que determinan a S, por ejemple: Cuando la funclén [ es
lineal y S esta determinade por un conjunto de restricciones lineales,
tenemos un problema de programacién lineal. Un método de solucién, para
este tipo de problemas, fué desarrollado por Ceorge Dantzig, en 1847,
creando el llamado méteodo Simplex, que es el mas conocide y desarrollado
de la programacién matemdtica por su sencillez y porque, en muchas
aplicaciones, un modelo lineal es sufliclentemente satllsfactorlo. Cuando
la funcién f es no-lineal o el conjunto S estd determipado por
restricciones no-linecales tenemos wun problema de la programacién no
lineal, donde Kuhn y Tucker obtuvieron \importantes resultados que
permitieron el uso préactico de esta técnica, como fué dar condliciones
suficientes para la existencia de un 4ptimo. En el caso, en que la
funcién objetivoe y las restricclones sean lineales pero se requleran
scluclones enteras, se tlene un problema de programaclién lineal entera,
donde Gomory fué el principal aportador, y donde se han desarrollado
diferentes algoritmos de cortes (los mas de tipo heuristico) para
resolver problemas de este tipo. Estas tres areas cubren un amplio
espectro de los problemas que podemos encontrarnos en una organizaclén o

sistema.

LA PROGRAMACION DINAMICA

Otro importante método de soluclén es la programacién dinamlca. ' Cuyos
fundamentos formales fueron estudiados ampliamente por Richard Bellman,
de quién recibe su nombre. Bellman fué el primero en apreclar el amplio

rango de apllcabilidad de esta forma de optimlizacién y publicé sus



primeros trabajos al respectc en 1957. Desde entonces han aparecido
otros escritos que han servido para cimentar y extender esos trabajos

iniclales y colocarlos en un amplio contexto.

La pregramacion dinamlca es una técnica poderosa de optimizaclién Utll
para resolver una gran variedad de problemas, que en a]gﬁnas casos ho
pueden ser soluclionados por otras técnicas, o blen, porque resulta ser
el método mas adecuado de soluclén como en los problemas de control. Sin
embargo en la practica la programacién dindmica no es muy popular,
debldo a diferentes causas, de las cuazles mencionaremos algunas de las

m&s Importantes a continuacién:

a) El problema de la dimensionalidad de la programacién dinamica. Donde
el esfuerzo computaclonul puede llegar a ser muy alto en comparacién con

otras técnlcas.

b} La escasez de paquetes de computo de uso generalizado. Software para
aplicaciones generales abundan en las #freas de programacién lineal
{principalmente), no lineal y redes, en comparaclén con los paquetes

disponibles de programcién dinamica.

c) Ante la escasez de paqueteria generalizada, los usuarles (por
ejemplo, investigadores} se enfrentan con ia dificultad de desarrollar
un programa especlal para cada problema en particular. Ademds esta
tedlosa aplicacién de la programacién dinamica requiere de una
comprensiéon completa de ésta y de la habllidad necesaria  para
desarrollar un cédigo eficiente.

Los inconvenientes anteriores sl no son t{odos, si son los mas
relevantes, pero no por éstos hay que descalificar & la programacién
dinamica, por ejemplo el problema de la dimenslonalidad, considerado su
mayor desventala, en nmuchas ocasiones puede ser superado, por lo que
vale la pena tomar en cuenta a la programacién dindmica en la solucién
de problemas. También es factible generar un algoritmo general de esta
técnica y, ademds, este algoritmo es particularmente atractive para ser

implementado en microcomputaderas como se vera a contlnuacién.



Varios proyectos de disefioc y problemas operacionales pueden ser vistes
como un procesoc secuencial de decisién por etapas. La programacién
dinamica es idenl para resolver probiemas de multletapas donde cl
esfuerzo computacional tlerne aproximadamente un incremente lineal con
respecto al namero de etapas. Esto es ldeal para microcomputadoras donde

el tiempo de proceso es importante.

Cuando las variables de declisién son discretas y enteras, como ocurre
frecuentemente en problemas de planeaciédn y disefio, entonces tenemos un
posible campo de utillzacién de la programacién dindmlca, ya que esta es
aplicable a un amplio rango de problemas de programacién entera. FEsto
constituye una ventaja para procesos en microcomputadoras, puesto que no
se requiere un alto grade de precisién, en comparacién con la
programacién lineal en donde el grado de precisién requerlido es elevado,

para. la lnversién de matrices y cdlcules con nlmerecs reales.

En la programacién dinamica la relaclén funclonal entre la funcién
obJetivo y las restricciones no tlenen condicleones, pues, ¢stas pueden
ser no lineales, ne convexas y a veces hasta discontlnuas. Las 4reas de
ingenieria y dlrecclén, en particular, pueden ser 4reas de aplicaclén de
la programacion dindmlca, ya que, se requlieren técnicas de optimizaclén
que puedan incorporar sistemas tan realistas como sea posible, mis que

forzar a simplificacieones ¢ ideallzaciones del sistema de lnterés.

Varios sistemas realistas son altamente regulados, lo que significa un
gran nuimero de restricclones y un numero reduclidoe de posibles politicas
de decisioén, o sea, un nimeroc pequeiio de comblinaclones de decisiones
discretas factibles. En este tipo de casos la programacién dinamica
constituye una ventaja con respecto a otros métedos dado que el tiempo

de procesoc es reducido.

A diferencia de otras técnicas de la programacién matematica, la
programacién dinamica produce politicas de decislén "retroalimentadas”,
lo cual permite flexibilidad en el seguimiento (control} de comple)os
sistemas, donde la declisién éptima factible de wuna etapa esta

condicionada a la situacién (estado) del sistema en ese. momento, Este



tipo de politicas flexlbles son atractivas, partlcularmente, para

resclver problemas estocdsticos y de miltiples objetlivos.

Un algoritmo de programacién dindmica es ldeal para ser implementado en
microcomputadoras. Pues como habiamos menclionado, una desventaja de la
programacién dindmica, y quiza la mayor, es el problema del
dimensionamiento, donde enormes requerimientos de memoria principal
pueden ser requeridos en problemas con varias varlables de estado. Sin
embargo, hasta la fecha la mayoria de los trabajos de la programaciédn
dinamica han sido Implementados en los princlpales sistemas de computo,
con una alta precisién (hasta palabras de sesenta bits) pero con
limitaciones en la memoria principal (e.g.,menos de 300 k bytes). Por
otra parte las microcomputadoras pueden tener palabras de 16 bits, 1lo
cual es sufuciente precisién para la mayoria de aplicaclones de la
programacién dinamica, pero una capacidad mayor de direccionamiento en
memoria principal, que en algunos casos puede ser hasta de 3 Mb., Con
microprocesadores tales como el Intel 80286 existe un potencial de

direccionamiento de 32 Mb de memoria virtual.

Con respecto a las aplicaciones en situaciones reales, la programacién
dinimica se encuentra mas limitada que otras 4reas de optimizacién de la
investigacién de operaclones, ya que el tamafio de los problemas reales
frecuentemente es muy grande para ser atacados por esta técnlca, debido
al gran esfuerzo computacional requeride. Sin embarge lo anterior no
qulere declr que la programacién dindmlica deba ser vista como una Area
de interés tedrico exclusivamente, puesto que, por un lado, existen
problemas reales que se han modelado con programaclén dinamica, por
ejemplo podemos citar un andlisis sobre la reserva petrolera de E.E.U.U.
y la reduccién de importaciones del mismo, hecho por Chao y Manne [11;
el estudio reallzado por Kilmer, Spreen y Tilley sobre la localizaclién
optima de plantas empacadoras de citrices para el este de Florida {2l;
también, un trabajo de planeacién para la generaclén de energia
eléctrica, elaborado por Evans y Morin [3). Todos estos trabajos se han
modelado con programacién dinamica. Por otro lado, para aumentar el
rango de aplicacién de la programacién dinamica, se estan desarrollando

métodos aproplados para bajar el grado de complelidad computaclonal de



esta técnica, de los cuales podemos menclonar a la programacibdn dinamica
incremental, desarrollada por Larson {4]; tamblén hay un métede hibride
de programacién dindmica con ramificacién y acotamlento, el cual ha slde
propuesto por Morin y Marsten [5) (el trabajo sobre la generaclén de
energia eléctrica, de la referencla {3], esta disefindo para utillzar este
método hibrido); por ultimo, podemos menclonar un método heuristico para
aplicarse a la programacidn dinimica multi- objetive, propuesto por
Kornbluth {6]. Por lo anterior podemos concluir que la programaci6n
dinamica puede ser util en la practica, Justificandose asi su estudlo

dentro de la investigaclén de operaciones.

Antes de definir el objetivo de este trabajo, como experiencla personal
podria decir que la motlvaciéon inicial que me condujo a desarrcllar este
trabajo fué darie un poco de publicidad a la programacién dinamica (lo
que es un objetivo en si), pués, observé que para mis compafiercs este
métode no era de su agrado, en comparacién con otros de la investigacién
de operaciones, debido a la diflcultad de modelar los problemas y en

consecuencia la dificultad de encontrar la funclén recursiva.

El cbjJetivo de esta tesis es: mostrar la estructura y componentes de la
programacién dindmica en su forma determinista y estocastica presentar
el paquete CSUDP (esto es un paquete generalizado de programaclén
dinamica) y su aplicacién. El trabajo se desarrolla de la manera
siguiente: en el capitulo ! se presentan los principios bAsicos de la
programacién dindmica, explicados por medlio del modelo determinista. En
el capitulo 2 se describe la programacién dinamica estocdstica y su
aplicacién en log procesos de Markov con gananclas. En el capitulo 3 se
presenta el paquete CSUDP, describlendo sus caracteristicas y
funclonamlento, asi como opciones de uso. Por ultimo en el capitule 4 se
dan ejemplos de apllcaclones de la programacién dindmlca; estos eljemplos
estan resueltos a "mano" y por medio del paquete (CSUDP) con el fin de

‘que las soluciones también sirvan como ejemplo a los otros capitules.



CAPITULO 1

LA PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA

Los fenémenos que suceden en la naturaleza en un sentide general, estan
condicionados por causas o leyes que el hombre siempre & pretendido
conocerr o descubrir a lo largo de la historia. De esta manera,
dependiende del grade de conocimiento que se tenga acerca de un fenétmeno
en particular, éste se puede conocer con exactitud o no. En este sentlido
los fenomenos se clasifican en deterministicos o estocastlcos. Los
problemas de optimlzacién que nos Interesan se pueden clasificar también

de estas dos formas.

En este capitulo se describen las caracteristicas y los componentes
b&slcos de 1la programacién dindmica asi como algunos aspectos
metodolégicos que subyacen en dicha técnica. El capitule se desarrolla
como sigue: En la primera secclén se describen los conceptos bésicos de
estado, etapa y declsion entre otros, mientras que en la segunda secclén
se anallzan la relaclén de recurrencla asi como algunes resultados
utiles., En la tercera seccién se anallza el mélodo de la programacién
dinimica hacla adelante y hacla atrds. Flnalmente, en la cuarta seccién
se describen 1los aspeclos: metodoléglcos para la formulacion de

problemas.



1.1 COMPONENIES BASICOS

La programacién dinénica es un método de optimizacién que puede resolver
una amplla gama de problemas de manera eflclente y satisfactoriz. EIl
procedimiento general consiste en dividir el problema original en n
subproblemas que s resuelven secuenclalmente para obtener una solucién
6ptima que se compone de n acclones o decisiones {una por etapa)
denominada politica de deciston. Como es de esperarse, el problema

original debe tener una clierta estructura matematica.

Dadas las caracteristicas esenciales del métedo de la programacion
dindmica es necesario visualizar el problema orlginal como un sistema
secuencial, en el que hay que precisar conceplos tales como etapas,
estados, decisiones y la relaclén de recurrencia. Todo esto nos
proporciona las Dbases para aplicar un algoritme de programaclén

dinamica.

ETAPA

En un problema dindmico, o susceptible de modelarse con programacién
dinamica, la estrategia a seguir es dividir el problema principal en n
“subproblemas” mAs simples que llamaremos etapas. Estas etapas se
resuelven en un orden secuencial y , por lo tanto, para poder deterninar
la solucién éptima de una etapa se requiere disponer de la solucién
6ptima de la etapa anterior, Por ejemplo, en el problema de asignaclén
de recursos flnancieros a cuatro proyectos {ver ejemplo 3, apartado
4,3}, donde el objetivo es en reducir los tlempos de construccién de los
cuatro proyectos, el problema principal se descompone en cualro
subproblemas mas simples, y que consiste en resolver primero para un
sélo proyecte después para dos proyectes {el anterior y uno mas) y asi
suceslvaménte. De esta manera estar en la ectapa ¢ significa tomar en

cuenta tos primeros { proyectos.

En la figura 1 se muestra, de manera general, las partes princlpales de

un algoritmo de programacién dindmica.



¢ datos generales

ETAPA 1] ¢——|* solucidn dptima

etapa {!1-1)

+1

gol. optima

ETAPA 1

DECISIONES OPTINAS SECUENCIALES

figura 1

ESTADO

En los problemas de la vida real es frecuente prever las distintas
sltuacliones con las que pudieramos encontrarnos antes de conslderar
todas las alternativas de accién. Lo anterior se refleja en los
problemas planteades con programacién dinamica., Especif'icamente, es
posible tener varlas sltuaclones distintas, para cada etapa |, que
llamaremos estados posibles de la etapa {. Tales estados ref'lejan clerto
tipo de informacién sobre el problema" Los estados deben ser
identificados desde el principlo para ser analizados exhaustivamente y
se puede decir que su lidentificacién es parte del arte de modelar, el

problema, usando programacién dinamica.



En general se denotard a S‘ come el conjunto de todos los estados

pesibles de la ctapa {, cspecificamente
5 = { x / x es un estado posible de la etapa I }

donde Sl puede ser discreto o continuo., También se tomard a x como la
variable de estado de la etapa actual o que estemos trabajando, o blen
cuando queramos ser preclsos diremos que X, es la variable de estado de
la etapa {. En el problema de asignaclén de recurses financieros, estar
en el estado x, significa que se dlsponen de x, miles de pesos para
repartir entre los primeros { proyectos., Dade que los recursos se

asignan en partidas de $5,000.00, tenemos que

5,= {0, 5000, 10000, ...,35000} ; &=1..3

S,= {35000}
DECISION

En la programacién dinamica para resolver la etapa { se necesita
disponer de Ia soluclén 6ptima de la etapa anterior i~1 y esto nos
indfca una relacién entre los estados posibles de cada etapa. Esta
relacién se da por medio de acclones o decisiones, sobre las cuales se
realiza el procesec de optimizacién ,es decir, para cada estade exlste un
conjunto de alternativas de declislén que pueden ser adaptadas a partir

de ese estado.

Para determinar la declsién optima de la etapa | la programacién
dinamica ldentifica a cuales estados de la etapa i-1 es posible llegar
desde el estado Xy elegir la acclén méds adecuada quekoptlmlce los
"recursos* para las primeras { etapas. Por lo anterlor podemos conclulr
que la solucién 6ptima de la etapa ! consiste en encontrar una politica
6ptima de. decisién (para las primeras ¢ etapas) para cada uno de los
estados posibles de la etapa & Esto es factible s6lo sl se cumple el

principio de optimalidad de Bellman que enunciaremos mas adelante.

Supongamos que estamos considerando una decisién u‘ y un estado x‘

11



fijos, de ia etapa {, sl la accion u, puede ser adoptada (segun el
contexto del problema) desde el estado xl Yy, ademas, la consecuencla de
esa acclén es encontrarse en un estado posible de la etapa anterior (-1,
entonces se dird que dicha acclén u1 es una decislbdn factible para et
estado xl o simplemente ,de manera mas general, una decislién factible

para la etapa {. Definimos a

D(x) = { u / ues una declslén factible para el estado x }

b=U D(x)
1
*€S
1
o sea, Dx es el conjunto de decisiones factibles de la etapa (. En
general diremos que u es la varlable de decisién de In etapa que estemos
tratando, o blen, cuando queramos precisar definiremos a u, como 1a
variable de decisién de la etapa (. Tamblén diremos que u: es. una
decislon 6ptima para la etapa L Por ejemplo, en el problema de
asignaclén de recursos financleros, en la etapa 2, si x = 10,000. el

conjuntoc de decislones factibles para ese estado sers
D(x)= {0, 5000, 10000}
y el conjunto de decisiones factibles para cualquler etapa L es

b= {o, s000,,..,35000} = 1..4.

Para dar una idea gr&flca de como se relaclonan los tres conceptos
anteriores supengamos que tenemos la red de la figura 2, entonces los
nodos corresponden a los estados, los arcos a las decisiones. y una etapa
se compone del conjunto de nodos, tales que para cada estado posible ¥,
de esa ectapa, todos los predecesores de x pertenecen a la ctapa
anterior. En esta representacién el problema usual de 1la progrmr.acfén
dindmica consistird en encontrar el camino mas corto entre el nodo 1y
el node 14, sl el problema consiste en minimizar, o bien, el camino mas
largo s! queremos maxlimlzar. La distancia entre los nodos viene dada por

los nimeros entre paréntesis. Por ejemplo, para la etapa 2 tenemos que

$,= {4, 5, 6} D)= {(2,4)} D(5)={(2,5), (3,5)} D(6)={(3,6)}

y b= {(2,4), (2,8), (3,5), (3.6}}

12



7 : \:» y I \?x
AL 6o i3)
(1) :\S\?’E(J)/f\"’f 7
(i) (q)/ (IO) (l!) 4~  eutadon
= (215~ (23, 220N\ (11 —=
{8 i {8 i \f] / ~ — declstonts
(é)\‘ te) (E)\ (2) (i)
(2)! (4)]
(E)/ (ﬂ)/
R TR ; s g otapesn

RELACION ENTRE DECISIOKES Y ESTADOS

figura 2

TRANSICION ENTRE ESTADOS

Hemos visto que la esencla de la programacién dinamica es resolver los
problemas por etapas donde, por medio de las accleones factibles de cada
etapa, existe una relaclén entre los estados, En otras palabras,
conociendo el estado actual y la decisién adoptada, podemos identificar
el - estado de procedencla. Esta relacién la podemos expresar con la
llamada funcioén de transicién (t):

X = tl(xi.u’) (1.1

donde: x €5 X, € Sn‘ u € Dl; tl:Ulw—) S:-:

1=1 i=1

El conjunto Ulc S‘x D‘. se define de la sigulente manera:
Ul= {(x,u) | para cada x, x ¢ Sx’ se tlene que u ¢ D(x}}

Craficamente podemos representar la relacién entre estados como  se

muestra en la figura 3.
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TRANSICION ENTRE ESTADOS

figura 3

Por ejemplo, en la red de la fligura 2, tenemos que

tl(xl,ul) = tl(k.(J,k)) =J= X i = 1..8
donde ‘cl dominio de tl es
ul={(k.u.k) | kes y (J.k)eDl} =1..6
para el problema de asignacién de recursos tendriamos
Ll(xl,ul] =X u=x =1,..4

el dominio de U es
U= {(x,u} | para cada x € §, se-liene que u = x, ue D’}

U= {{x,u) | para cada x ¢ S, se tlene que u = x, u e Dl}r =2..4



UTILIDAD

En un problema dec declsién generalmente sucede que al reallzar una
accidn ante una slituacién determinada se inclde en un "costo" o blen en
una “ganancia", que genéricamente llamaremos utilidad. La utilidad es el
recursc que queremos optimizar y que puede ser dinero, tilempo,
distancia, disponibilidad de un insumo, etc.. En términos de nuestro
lenguaje diremos que r‘(x,u) representa la utilidad obtenida en la ectoapa

i cuando nos encontramos en el estado x y tomamos la decisioén u.
[":Ul — R

Por ejemplo, en la red de la figura 2, 1'3(7,(5,7))= 5 f5(12,(9,12))= 2;

en el problema de asignacién de recursos, por ejemplo, fztx, 10)= 13 con
x= 10, x e Sz.

1.2  RELACION DE RECURRENCIA

De todas las partes de la programacion dinamica el concepto de 1la
relaclén de recurrencla es el mas imporiante, puesto que, en ella se ven
representados todos los demds elementos y sus interrelaclones. Ademis es
con esta relaclén como podremos encontrar una funclén para calcular el
valor éptimo de todos los estados posibles de cada etapa. Debido a la
importancia que tlene esta funcién, se presentarh de manera formal. En

lo sucesivo se supondra que se desea maximizar la siguiente funcién:

Jx) = Max { g (f (x,udf  dx _u Y.onf (xau)) boo(1L2)
a

n s.a.

X = t‘(x‘,u‘): =2,..,n

donde dn constituye una politlica de decisién.

Definicion 1.1 Una politica de decisién, para las primeras k etapas, de

un estado x es una secuencie de decisiones, que podemps representar. con
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un vector

4 (x) = (u‘.uz,...,uk)

donde ul es la decisién de la etapa i, i=1,2,..,k, ¥y x es un estado de
“la etapa k. S ademas u, es factible para el estado X de la etapa ,
para toda {= 1..k, entonces diremos que dk(x) es una politica de

declsién factible para el estado x.

Escribiremos dnlcamente d¥ en vez de dk(x) cuande no existan
ambigliedades sobre el estado x de referencla. En general, cuando digamos
politica de decision nos referiremos a una politica de decision factible
para el estado x de referencla, Por ejemple, en la red de la flgura 2,
si tenemos como funclén de transicién a L‘(k,(,j.k)) = J, la politica de
decisién d‘(9)= ((1,2),(2,5),(5,7),(7,9)) es una politica de decisiéon
factible pero d‘(9)= ((1,2),(2,5),(5,8),(7,9)) no lo es dado que
t‘(g.(7,9)) =7 y el arco {5,8) no es una decislén factible para el nodo
7. Por el mismo razonamiento, en el problema de aslgnacién de recursos
financieros, la politica d3(20)= (5, 10, 10) no es factible {dade que
t3(20, 10)= 10 y t2(10,10)= 0.=) en camblo d3(20)= (5, 5, 10) s§ lo es.

S1 queremos aplicar el algoritmo de la programacién dindmica se deben

verificar las tres condiciones sigulentes:

a) Para todo estadoe X ¥ decisién factible u, de esec estado, debe

existir una funcién de transicién

X = tx,u) L=1..n

b) la funcisén ¢n debe ser una funcién separable. Diremos que la
funcién én(f"(xn,un),....fl(xl.ul)) es separable si exlste una funcién

¢, tal que, para toda ", &2..n se tlene que
¢1(f1(x|'u:)""'{1(’(1'"1” =
=¢.(f (xudy ¢ (F (x_u deeef (xud))

1-1" -1
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c) Se cumpla el principle de optimalidad de Bellman que dlce:

Una politica de decisién debe tener la propiedad sigulente: dados una
decisién y un estado Inlcial, las decisiones restantes deben
constitulr una politica ¢ptima con respecto al estadc resultante de

Ia presente decisién y estade actual.

Proposicidn 1.2 Sea Jl(xl.dl) el valor del estado x, cuando se slgue una
politica de decisién d‘, St

Jl(xl'dl) = ¢1(f|(";'“x)""'{1(“':'“1”' v i

donde d1= (ul.u ..ul) y ¢l es una funcion separable, entonces

2"
Jl(xl,d‘) se puede representar recursivamente como

J, 0 ) = e (U, (x d ) (1.3)

Prueba. Por hipétesis tenemos que existe una funcioén ¢ tal que

J1<xl’d1) = \o(fl(xl.ul}. ¢|_1(!l_1(xl_l.ul-1),....fl(xl.ull)) (1.4}

y por definlclén tenemos que

Jogtxped )= F Ux e ) S (xe)) (1.5)
por lo tanto sustituyendo 1la ecuacion (1.5} en la ecuaclédn (1.4)

obtenemos la ecuacién (1.3).

La relacién de recurrencia en que se basa la programacién dinamlica
{ecuacion (1.3)) consiste en calcular la funcién Jl(xn'dx) (de la etapa
actual) en términos de una similar pero de “grado” menor (elapa
anterlor). Para efecto de saber cuando disponemes de una politica optima
de decisi6n diremos que: d: es una politica 6ptima de decisién para las

primeras { etapas, desde un estado x,, s} para toda politica dl tenemos

1
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que

1) Jl(x‘.d:) z J‘(xl,dx) caso maximizar

i1) J’l(x,,d:) E Ji(x‘.dl) caso minimizar

En base a esta notacién podemos interpretac el principlo de optimalldad
de Bellman de la sigulente forma : para toda politica de decisién d‘ de
un estado X, de la etapa i se tlene que

.
dl(xl] ® (d\-x‘ L et - Ty

-
donde: d‘_l constltuye una politica 6ptima de declsién para algan estado
X, de la etapa anterior tal que

i ” tl{xl'ul)

cada vez que se verifique lo anterlor diremos que se cumple con la
condicion de optimalidad.

Proposlicibn 1,3 Sea Jl(x|.d‘) = ¢,(fl(x‘.ul),.,..Il(xl,u‘)) donde: 4’1
es una funcién separable y d|= (ux,uz,..,u‘) cumple con la condlcién de
optimalidad. Si

Jl(xl) = M::x { ¢I(f‘(xi.u’).u..f,(xl,ul))}
1

s.4.

x } J=2..¢

PRI
entonces J,(x’) se puede calcular recursivamente como

Ji(x') = M%x { ¢(fl(xl,ul),J’_ (xl_t))} (1.6}

5.8,

1
x =t (x.ul

donde la funcidén ¢ (asociada a la funclén separable ¢|)‘ cumple con la
sigulente propledad: si b = ¢, entonces ¢la,b) = ¢f{a,c) (no decreclente
en el segundo arguments), para toda a.



Prueba. Por hlpdtesls tenemos que

Jl(xl,(dl_‘.u‘)) = ¢|([|(xl'u|)"‘"fx(xx'ux))

como ¢l es separable se tiene que

Jl(xl.(dl‘l.ul]) = d(fx(xl.u‘),Jl_ltxl_‘.dl_l))

por otro lado como dl cumple con la condicién de optimalidad se tliene
que: d‘= (d:_l.u‘]; donde d:_l constituye una politica o6ptima para un

estado X,_4» por lo tanto tenemos que

J‘(xl.d') = Jl(xl,(dl_i,ul)) = ¢ (fl(x|.u|),Jlkl(xl“‘,dl_l)) (1.7}

5. a.
x|-1= "x(xl'us)

por definicién tenemos que
.
Jl(x|)=M:x{ Jlxd) = a(x.d ) (1.8)
1

como d|= (d:_‘,ul): para toda politica dl (obgervese que la politlca
6ptima d:_‘ no es la misma para toda dl). En particular para la politica

optima d; tenemos que

de donde tenemos que
Jx,dl) = J (x, (a7 u) =g :
Jxd) =0 (x(d L)) REMCNIR)

= ¢(f‘(xl,u‘),JI'_l(xlﬂ,dl_‘))
Ss.a,
®o= ttxey)

= ¢'u1(Xl‘ux)'J|-1(x|-1'd1-1” = Jl(xl,dl)
s.a.
X = tl(xl,u‘)

dek la desigualdad anterlor, observamos claramente que, en la etapa ¢,

basta maximizar sobre el conjunto de decisiones de esa etapa, puesto que
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disponemos de la politica o¢ptima de cualquier estado resultante

{principlio de optimalidad), o sea que

Max | J(x.,4) b= Max | J(x. (& Lu)) b (1.9)
d u
i {

resuniendo tenemos que

Jtx) = Hjx {J(xd) } por (1.8)
1

ax | J (x4 Lu))} por  (1.8)
u

! L]
H%): {6t tx ) J (e hd 1) F o por (1L7)

i

s.a.

X _ = t‘(xl,ul)

M%T{ ¢ teu) g x 0} por (1.8)

s.8,
L t‘(x‘,u‘)
La ecuacién (1.6) es la llamada funciéon recursiva y con ella, como se ha
demostrédo en la proposicion anterior podemos calcular el méximo de la
ecuacion (1.2) resolviendo recursivamente las n funciones J\"’z"""’n '
con la condicion de que wn sea una funcién separable (con ¢ no
decreciente en el segundo argumento) y de que para toda politica d‘

(i=1..n) se cumpla la condicién de optimalidad.

Concluyendo, la programacién dindmica consiste en resolver los problemas
de .optimizacién por medlo de las funclones recursivas que acabamos de
presentar. Para los problemas de minlmlzacldn estas funciones tienen
exactamente la misma forma y se¢ puede comprobar facilmente procediendo
de ﬁna manera analoga. Hay que observar que como JI esta definida
recursivamente en términos de J‘_‘. cuando { es igual a uno tenemos una
funcién J0 que corresponderia al valor maximo de la etapa cero que no
existe, por lo que su valor no se calcula recursivamente sino que se da

por definicién de acuerdo con las caracteristicas del problema. La
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funcién JQ se conoce como la CONDICIGN DE FRONTERA ya que con ella
iniclamos el proceso de soluci6n y generalmente se le define de manera

que se cumpla la sigulente igualdad

«p‘(fl(xl,ul)) = ¢(fl(x‘.ul).Ju(xo))

1.3 FORMA HACIA ATRAS Y FORMA HACIA ADELANTE

En la programacién dindmica exlsten dos formas de -resolver los
problemas, una de atrds hacla adelante (forward) y otra de adelante
hacia atrds (backward). Estas noclones se dan en relacién al tlempo o de
un origen y un destino. En algunos problemas se pueden aplicar
cualesquiera de las dos formas indistintamente y en otros se adectia una
forma mas que la otra o simplemente s6lo es posible aplicar alguna de
las dos, como en los problemas estocasticos, donde so6lo es posible

aplicar la forma hacla atras.

Sypongamos que tenemos un problema dindmico, que podemos representar
estructuralmente con la gréafica de la figura 4; y que es susceptlble de
ser resuelto por las dos formas. Si aplicamos la forma hacia adelante
tendremos las slgutentes caracteristicas: las etapas se numeran en
términos de “periédos recerridos" como se muestra en la figura 4. El
proceso de solucién empleza en el estado (nodo) (0,1) y termina en el
estado {n,3). La funcién recursiva es del tipo de la ecuaclén {1.8}. Por
la estructura del problema, en donde las decisiones (arcos) "van" hacla
“adelante", y la caracter{stica de la programacién dinamica de que: dado
un estado, se determina desde cuantos estados de la etapa anterlor es
posible llegar a él1. Entonces intuitivamente diremos que aplicar esta

forma es como “caminar” hacia adelante "mirando" hacla atras.

Si desarrollamos la forma hacia atrds, sus caracteristicas son: las
etapas se numeran en términos de "periédos por recorrer” como se muestra
en la flgura 5, El proceso de soluclén empieza en el estado (0,3) y
termina en el estado (n,1). La funcién recursiva es del tipo de la

ecuacién (1.6). Por las mismas razones expuestas para la forma hacia
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figura 4

adelante, aqui diremos que Intultivamente éste procedimlento-es como
“caminar" haciz atrds "mirando" haclia adelante. Por ejemplo, en la red
de la filgura 2, s! las etapas sc numeran al revés, entonces el periodde

dos correspondera a la etapa cuatro, con un conjunto de estados

5= {4,5.6}
que es el mismo que teniamos, en un ejemplo anterlior, para la etapa dos
con la forma hacia adelante, cuando se explicaba 1o que eran las etapas,
estados y decisiones; pero aqui el conjunto de decisiones factibles de
cada estado es diferente, a saber

D(a)= {{4,7}}; D(8)= {(5,7),(5,8)} y D(6)= {(6,8)}

por lo tanto

D= {(4,71,(5,7),(5,8). (6,81}
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figura §

la funcién de transicién para cada etapa es

tl(xl'ul) = tl(k.(k,m)) =mo=x =1,.8
donde el dominio de t‘ es
U= {k,(k,m) | ke S vy (km)eD} =1..86

Come comentarios podemos decir que la diferenclia entre ambas formas es
de concepto Unicamente, como se observa comparando: la numeracién de
‘etapas (perlédos recorrides v.s. periédos por recorrer); como se obtlene
la solucién (de atrés hacia adelante v.s, de adelante hacla atras); y la
perspectiva del problema (“"visién" hacja atrds v.s, “visién" hacia
adelante). Mientras que formalmente no existe diferencia alguna ya que

anbas formas las podemos trabaJar‘ con la misma funcién recursiva.
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La diferencla de concepto entre la forma hacla adelante y hacla alrds es
sln embarge muy importante por que, sl bien, con ambas formas obtencmos
las mlsmas soluclones, la interpretacién de los resultados Intermedlos
es distinta y, por tanto, importante cuando nos interesan éstos. Por
ejemplo, en la red de la figura 2 con la forma hacla adelante tendriamos
el camino mas corto del nodo 1 a cada nodo de la red. En cambio con la
forma hacla atras tendriamos el camino mds corto de cada nodo de la red
al nodo 4.

También la diferencia de concepto hace que la forma hacia atrés sea mas
utilizada, pues fintultivamente, esta forma se adapta en general mas
naturalmente a la estructura de los problemas reales, como podemes
observar en el eJjemplo de la red, con la forma hacia adelante una
decisién es elegir ¢l arco por medio del cual se va a llegar al estado
{nodo) en que ya nos encontrames, lo que desde el punto de vista de
recorrer un camino es absurdo, pues, el camino a ege estado "ya se
recorri6”, en cambio con la forma hacla atrds seria elegir el arco por
el cual vamos a llegar a un estado del periédo siguiente.

Las caracteristicas formales de la forma hacia atrds, si nos basamos en
la gréafica de la figura 4 son: las etapas se numeran de manera "natural"
hacta adelante, con lo que el proceso de solucién empezaria en el estado
{n.3) y terminarfa en el estado {0,1). La funcién recursiva se

expresaria como

Jiix) = Mzu: (min} { ¢, (!l(xl,u,),J“](le) 4 (1.10)
s.a.
L tl(xl.ul)
con una condicién de frontera Jm1 . Es féacil mostrar que la ecuacién

(21.10) tiene las mismas propledades que la ecuacién (1.6), puesto que,
s6lo se ha efectuado una redefinicion de indices. A la ecuaclon (1.10)
la definen en algunos textos de Investigacién de operaclenes come: la

rorma hacla atras de la ecuacion recursiva de la programaclén dindmica,
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1.4 FORMULACICN DE UN PROBLEHA

En este apartado se intenta dar un esquema general de los pasos a segulr
en la aplicacién de la programacién dinamica para el planteamiento y
soluclén de problemas, la secuencla de estos pases pretende ser
unicamente una gufa informal de una manera practica y sistemdtica de
proceder; y de ninguna manera un procedimiento rigido que se deba segulr
al ple de la letra.

En primera instancia necesltamos determinar s| nuestro problema puede
ser resuelto medliante la programacién dinamlca, para ello necesitamos
identificar cuatro elementos bdsicos que son: las etapas, los estados,

las declsiones y la relacién de recurrencia de la sigulente manera:

a.1} Definir claramente lo que slignifica estar en la etanpa { del

problema,

a.2) Definir el significade de "encontrarse* en el estado X, de la etapa
L

a.3) Definlr las acclones o declisiones factibles,
a,4) Definir el significado que tlene la funcién recursiva Jx(x) para
un estado x, de la etapa { cuando se sigue una polittca 6ptima de

decision.

Posteriormente para poder aplicar el algoritmo de la programacién

dindmica se necesita:

b.1) Especificar. los valores numéricos o nominales de los - estados

posibles de cada etapa, o sea deflinir S| para cada {, (= 0..n
b.2) Dar el significado y los valores numéricos o nominales de las

~decisiones que se pueden efectuar a partir de los estados posibles
de cada etapa, o sea definir D’ para cada L, U ='1..n.
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b.3) Dar explicitamente la funclén de transiclén de estados

=t u
X T i)

bh.4) Dar la utilidad asoclada a cada decislién poslble, para cada uno de

los estados, de cada etapa, representada por f|(x’.ul).

b.5) Dar explicitamente la funcién recursiva

Jx}) = Mg)lc Min) { ¢ (f (x,u).g _(x D}
s.a.
X =t xe)
o bien

g fx) = Mg:lc (MIn) { o(flx,u)d (¢ (x,u)) }

b.8) Definir el valor de la condiclén de frontera Jo(xol.

Finalmente, cuando se ha encontrado la funcidn Jn(x:) que estamos
buscando se tiene a la mano u:. con ella podemos encontrar su estado

1

asociado x:_ = tn(x:.u;) e identificar u;_l y asi, sucesivamente, hasta
obtener todas las decisiones u: (i=1..n) que componen la politica éptima

de decisién. Puede suceder que la soluclén no sea unica. Como elemplos:

de la forma hacia adelante ver el problema 4.2; de la forma hacia atras

ver el problema 4,1,
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CAPITULO 2

LA PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA

Ante la 1mposibilidad de llegar a obtener un coneclmiento completo de
todos los fenémenos y procesos que ocurren en el mundo, ya sean
naturales o sociales, determinan que en la vida dlaria nos enfrentemos a
la Incertidumbre en un sinnimero de situaciones, las cuales, en algunos
casos es deseable conocer o controlar. Para tal efecto se han
desarrollado técnicas estadisticas que nos ayudan a obtener un
conocimiento aproximado de las caracteristicas de estos fenbmenos o
procesos. La programacién dinamica permite Incorporar estos elementos de

incertldumbre en su estructura y manejarlos de manera adecuada.

En este capitulo se contempla la aplicacién de la programacién dinémica
en problemas estocasticos, para este fin el capitulo se estructura en
tres partes. En la primera parte se def'ine a la ecuaclén recursiva de la
programacion dinamica, cuando tenemos Incertidumbre en el sistema. En la
segunda parte se describen algunas propledades de las cadenas de Markov,
finitas e infinitas, y su relacion con la praogramacién dindmica. Por
ultimo, ia tercera parte es un apéndlice que consta de algunos conceptos

y propledades utilizados en la segunda parte.
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2.1  CONCEPTOS Y COMPONENTES BASICOS

En el anallsis de los problemas determlnisticos hemos visto que dado un
estado y una decision es posible conocer el estado resultante en la
etapa anterlor por medio de la funclén de transicion. Sin embargo no
siempre es posible determinar con certeza ese estado resultante, como es
el caso de los problemas estocasticos, puesto que el proceso dinamico
depende, en parte, de la ocurrencla de un evento que no podemos
controlar nl tampoco predeclr con exactltud, por ejemplo, supongamos que
deseamos determinar la politica 6ptima de ordenes de un inventario, que
debe satisfacer la demanda de los préximos N periodos, de tal manera que
los costos de operaclién del fnventarlo sean minimos. lLas érdenes se
sollcitan al inlclo de cada perfodo y son surtldas Inmediatamente.
Resolviendo este problema con la forma hacia atras de la programacién
dinamica, definiremos a la etapa ( como el nimero de perlodos que faltan
por recorrer y al estade x, como el nivel del inventario al inicio de la
etapa {. De esta manera el nivel de Inventario del perfodo siguiente
{etapa anterior) se puede determinar medlante la siguiente relacién
x = Xt u- dl donde u v dl representan la cantldad ordenada y la
demanda, respectivamente, de la etapa (. De aqui podemos observar que si
la demanda es deterministica (conocida para todas las etapas del
proceso), la parte derecha de la ecuaclén anterfor representa la funcién
de transici6n del sistema. En cambio si la demanda es desconocida, no
podremos determinar el estado resultante, debllitandose asi la relacién
de recurrencia, base de la programacién dinamica. Sin embarge, la
programacién dlndmica también puede atacar este tipo de problemas
introduciende algunos camblos para adaptarse a la nueva situvacién, que

discutiremos a continuaclén.

FUNCION DE TRANSICION

Obsérvese, del ejemplo anterlor, que podriamos determinar el nlvel
inicial del inventario, del periodo sigulente, s! conocléramos todos los
valores posibles de la demanda. En general tenemos que, s! conocemos la

totalldad de los diferentes eventos probables (desconocidos) que pueden
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llegar a suceder en cada etapa del proceso, tendremes los elcmentos
suficientes para decir: que dada una decislén u ¥ un evento probable r,
podemos determinar, a partir de un estado xl de la etapa {, el ecstado
resultante X de la etapa anterlor, o sea

X tl(xl'ul'rl)

FUNCION DE UTILIDAD

Es natural pensar que un evente , del cual depende parte del proceso,
tamblén influya en las utilidades del mismo, por tanto, debe ser tomado

en cuenta para determinar la utillidad {l(x‘,ul.rl) de cada etapa.

FUNCION RECURSIVA

Procediendo con el mismo criterio que en el caso deterministico, se

podria pensar que la funcién recursiva vendria dada por

J(x) = M::)‘c (o Min) { ¢({1(x!.ul.rl),Jl_‘(x‘_‘))}

S. 3.
%= tixu,r)
Ahora bien, la finalidad es tenmer en este momento algin conocimiento
aproximado, en términos de valores esperados, de lo que va a suceder con
el sistema, por lo tanto, no se obtiene ninguna ventaja deflnlendo la
utilidad de esta manera; puesto que s6lo podriamos conocer la posible
ganancia maxima (o costo minlmo) después de que se hubleren completado
‘135 n etapas del proceso. Sin embargo, ‘disponemos de todos leos elementos
que requerimos para reallizar nuestro objetive. Para elle es necesario
asignar una medida de probabilidad a cada uno de los eventos >dc tal
manera que, en cada etapa, la suma de sys probabllidades sea igusl a

uno. Tendremos asi una varlable aleatoria R‘ bien definida para cada una
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de las etapas y de esta forma definiremos el valor 6ptimo de un estado
como: el valor 6Optimo esperado para ese estado. Asi tenemos que

gty = Mﬁ:: {o Min) { E (8(f (x ,u R).J_{x M} 2.2)

s.a.
= R
L t!(xl.ul. l)

o sea

Jlx) = M‘;”“ { ?P[Rffu] ¢(f‘(xl,U‘.r”).J‘_i(x‘_‘))}

S. a.

%, _® Ll(xl,ul,r”)

Es importante hacer notar que en los problemas cstocasticos sdélo es
posible aplicar la forma hacia atras de la programacién dinidmica, pues,
como lo habiomos visto en el apartado 1.3 (en la difercncia de fondo de
ambas formag) la forma hacla atrds es como “caminar" hacia atrdas
"mirando” hacla adelante, lo que aqui se interpretartia como proyectar
hacla el futuro; en camblo, con la forma hacia adelante obtendriamos una
“proyeccion® hacla el pasado, 1o que carece de sentido, ya. que,
supondria conocer con certeza el estado futuro {resultante} y no saber
en cual . estado presente nos encontramos, lo gue claramente no es

posible.

2.2 PROCESOS DE MARKOV Y PROGRAHMACION DINAMICA

Se ha definide la ecuacién recursiva de la programacién dinfmica
estocastica (PDE) extendiendo de manera natural las ideas del capitulo
anterrior,' agregande Unicamente una. variable aleatoria a las funciones
definldas anteriormente de una manera matemalica mas que conceptual, con
la intencién de destacar que: lo Importante en la aplicacién de 1a
programaciéon dinamlca es la ldentificacién de etapas, estados y la
relaclén de recurrencla. Sin embargo este punto de vista puede resultar
deflcliente, en virtud de la variedad de problemas donde es mas natural y

satisfactorio plantearlos como procesos de Markev. Por otra parte, con
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el enfoque anterior, el horlzonte a planear debe ser finito y blen
deflinido, perdiéndose de vista la aplicacién de la programacién dinamica
en la bisqueda de politicas estaclonarlas 6ptimas, las cuales, en buena

medida, amplian el campo de mplicaclién de la programacién dinamica.

Las propledades y los resultados que se expondran en lo sucesivo,
relacionadas con los proceses de Markov, se darén sin prueba puesto que
Se necesitaria un desarrollo extenso y formal de la teoria, lo cual estd
fuera de los objetivos de esta tesis. Al final del capitulo se incluye
un apéndice donde se dan algunas definiclones de conceptos y propledades
mencionadas en este apartado. En lo sucesivo supondremos que: el

conjunto E es el espaclo de estados; y que p(", representa la

3]
probabllidad de pasar del estado & al estado J en n etapas.

PROCESOS FINITOS DE MARKOV

Sea Zx'zz““'zn un proceso estocastico, donde la variable aleatoria Zk
(k=1..n) toma valores sobre un conjunto E; y donde pucde suceder que el
valor de . la variable aleatoria 2k dependa de los valores tomodos por de
las varlables aleatorims anterliores, lo cua)l, podemos expresar con una

probabilidad condicional

Prob { 2 en | 21=J1,22=J2.4..,Zk=_jk) k=1..n

Definielbn 2.1 Un proceso estocastico ez un proceso de Markov o una

cadena de Markov, sl

Prob(dez‘j‘ux { Z‘=J1....,Zk=_jk) = Prob(zu‘f‘)uq i z=) ‘
para todo k = 1..n.
Supangamos que E = {1,2,...,mn} y que
m
‘ngPl‘ob ( an=_] l Zk= t)=1 v L,jeE

31



entonces la probabilidad condictonal es una probabilldad de transicioén,
que Tepresentaremos como pl " ,cuando queramos identificar la etapa o

tiempo en que se realiza la transiclén

Prob (2, =3 |2, =1)=p k= 1..n-1

PROCESOS DE MARKOY CON GANANCIAS

Supongamos que tenemos un proceso de Markov donde se gencra una utilidad
o costo, ck(L,J), cuando pasamos del estado ! de lo etapa k al estado
de la etapa k+l. Si definimos el wvalor, f(l}, de un'estado L como el
promedio (la esperanza) total de las utilidades de las etapas restantes

{incluyendo la etapa k), tendremos que:

m
00 = T Py #6100, ()

Supongamos que disponemos de un conjunto [ de decisiones, donde la
utilidad y la probabilidad de transicién dependen de la accién eleglda,
entonces el valor 6ptimo de un estado se puede obtener como

-
J (8) = Max {t p”;k(u) ¢(ck(L,J,u).Jkﬂ(J))} (2.3)
uel 1=1

para k = 1..n, con Jml como condicién de frontera. Como podemos
observar la ecuacién (2.3) tiene la misma forma que la ecuaclién
recurslva'(z.z) de la programacién dinamica estocastica, sclo que en la
forma hacia atras, por lo que podemos utlilizar la programacion dinamica
para resolver este tipo de problemas.
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PROCESOS INFINITOS DE MARKOV CON GANANCIAS

Hasta el momento nos hemos enfocado a la busqueda de politicas de
decisklén  6ptimas para  procesos, donde el horizonte a plancar se
encuentra bien dellmitado por ser finito. Pero gqué sucede cuando ese
horizonte no estad blen defirido, por ser muy extenso?. ¢seré posible
encontrar una solucién teéricamente aceptable?. Una respuesta a la
segunda pregunta la podemos encontrar en la busqueda de politicas
estacionarias. Pero antes deflniremos algunos conceptos que nos seran de
utilidad.

Definicibn 2.2 Un proceso de Markov es hamogeneo o estacionario, si la
probabllidad de transicléon pU es estacionaria, donde

pJ=Pmb(2m=J|2=L) neNylJeE

i 1

Definleibn 2.3 Una utilidad es estacionaria si no depende del tlempo, o
sea, si

cn(L,J) =¢f{l,J}) ¥ ne Nyparacada (,J€E
Considérese un proceso estacionario de Markov de un sistema ergoédico
completo, con un espacic de estados E = {1,2.....m} y con matriz de
transcion P, en donde se genera una utilidad estaclonaria c(i,)) cada
vez que el sistema hace una transicién del estado ¢ al estade J. Por
dltimo supdngase que e] proceso consta de n etapas y que la funcién ¢ es
de la siguiente forma

¢lell, ), () = eli, J) + 1))

entonces tendremos que

L] "
£y =T p el J)+ ¥ op £ (3
k Y jop Mk

L]
S1 definlmos a v= T p] cly,
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M
entonges £ =y 1?1 Py, £,

ahora bien, sean

1) Fk = (rX(L)) vector columna & = 1.

4) V= (v‘) vector columna L= 1..m

de esta manera podemos escriblr el

valor de todos
notaclén matricial obteniendo que

los estados en

I"k=V+}’Fbl k=1..n
podemos redefinir los indices (haciendo k = n+1 ~ {, { = 1.,.n) de tal
manera que
I-‘k=\ld>}’f"k_l k=1..n

como el proceso tlene n-etapas observemos (con los indices redefinidos)
que:

F1=V+PF0
= - 2
FZ—V+PF1-V+PV+P Fo

rn=V+PV+P2V+‘,.+P“'1V+P"FO

=(I+P+PP e, +P" Ny P

donde Fn representa la utilidad esperada, de todos los estados, para el
proceso completo. Aplicando la lgualdad de la ecuacion (A.1) tenemos que

F=(nS+Y)Y+SF
n n n n 0
F=nV+YV+SF
n n n n ¢
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Si tomamos el limite de F cuando n — =, entonces Fn - w, debido al
n

primer sumando de Fn‘ Pero supongamos que aplicamos el limite obteniendo

la siguiente expresién

F¥ = nSY + YV + 5F, (n w) (2.4)

donde IImS=8Sy limy=Y
nh @ n <

La 1mportancia de la ecuaclén (2.4) radica en que F” representa un valor

asintético para .F‘n en sistemas ergédicos.

Cuando decimos que F® representa un valor asintético para F" queremos

decir que:

rn-x“” = fnll) shnsv o tyv o+ slro(n); v n..
o blen

fn_lm z fn(n) Z2ns v oty o+ Slfo(l): Y n

Por ser nSY el elemento de F° que crece, conforme el numero de ctapas
crece y por el slgnificado de la matrlz Y diremos que:

i) g = SV es el vector de ganancias.
Uu) w=\yv es el vector de sesgos,
Asi tenemos que F = ng + w+ SFQ {n o) (2.5}

POLITICA OPTIMA

Seglin podemos observar, para llegar a la expresidn de la ecuacién {2.5)
hémos supuesto que el proceso y las utllidades generadas en el mismo son
estacionarios. La razén de haber hecho estas hipétesis es fx:rl‘ectamente
entendible s1 tomamos en cuenta que el niumero de etapas tlende a
infinfto. En consecuencia seria razonable pensar también que una

politica estaclionaria es la adecuada para uh proceso de tales
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caracteristicas. De lo anterlor surge la slgulente pregunta: gsUna
politica estuclionaria es la mejor politica?. La respuesta es si, aunque
por dificultades técnteas no haremos la prueba pero este hecho se
encuentra plenamente Justiflcado por Mine y Osakl (Mine, H. and

Osaki,s., Markovian declalon Processes).

Como comentario diremos que algunos autores (por ejemplo, White, D. 4.,
Dynamic Programming.1963) consideran que, para sistemas periédicos, una
poiitica no-estaclonaria es superior a una estaclonaria, Quedando lo
anterior sujeto al grado de conocimiento que se tenga acerca del
proceso, pues Mlne y Osakl mostraron tamblén que una politica

estaclonaria es superior a una no cstacionaria aplicada aleatoriamente.

Como aqui{ tenemos Incertidumbre en el sistema no podemos contemplar
politicas de decisién como las definidas en el capitulo 1. Pero podemosn
reinterpretar la definicién 1.1 de la sigulente manera:si dk(x) es una

poiftica de declsién, du(X) = (ul.u ,....uk) , entonces u, representa la

decisi6n a tomar para el estado : en la etapa i, (=1..k, en vez de
representar la decisién de la etapa ! Onicamente, como en el caso
deterministico. 0 sea, para un proceso de Markov, una politica de
decisién es aquella donde disponemos de una acclién a seguir para cada
unc de los estados posibles, en cada una de las etapas. Pero ya que
hablamos de politicas estacionarias conviene definir lo que entenderemos

por este tipo de politicas.

Definiciébn 2.4 Una politica de decisién para un estado x es

Vestaclonarla. si la accién a seguir para el estado x es Ja mlsma en

todas las etapas.
Es deecir, si dk(x) = (ui.uz,...ui) es una politica de declsién
estacionaria, entonces tenemos gue 4= u ., para toda L.J € {1..k}, o

sea que dk(x) = {u,u,..,u), por ic que a una politica de decislén
estacionaria la representaremos con un escalar, dn(x) = u, unicamente.

Observacion: Aun cuando la definicién anterior esta dada para un numero

finito de etapas (por como habjamos definldo una politica de decisién
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para un estado X en el capitulo 2), ésta puede extenderse facllmente a

un numero infinito de etapas observando que

d{x) = d (x) =
0

Definicibn 2.5 Una politica de decisién es estaclonarla, sl es-

estacionaria para todos los estados posibles del proceso.

A una politica estaclonarla la representaremos con un vector columna u,
donde el l-ésimo elemento de u representa la acclén a segulr para el
estado L en cualquier ctapa del proceso. Con lo que, segin la ecuaclén

(2.8) tenemos que
F™(u) = nglu) + wlu) + SF, (u) (h — @) (2.8)

esta ecuacién representa la utilldad "esperada” de Fn bajo la politica

estacionaria u, cuando n — w.

La ecuacién (2.6) es la ecuacién que finalmente nos interesaba obtener,

pues con ella ya estamos en condiciones de preguntarnos sobre una

politica estacionaria 6ptima. Pero antes de definir cuando disponemos de

una politica 6ptima de este 'tipo, haremos un par de observaclones:

1} Como hemos supuesto que el numero de ctapas tlende a tinfinito,
podemos pensar que el proceso ninca termina, por lo que haremos a
I-‘D= 0, para no tomarlo en conslderacién y facilitar nuestro analisls,

obteniendo asi que:
Fo(u) = nglu) + wlu) {n > o) (2.7)

2

~—

Por otra parte vemos que, a causa del primer término de la ccuacion
(2.7), F®(u) crece indefinidamente bajo cualquier politica de
dectsién, Entonces, si suponemes que nuestro objetivo es maximizar,
nos interesara aquella politica que haga crecer a F°(u) lo més ripido
pesible.
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Defintcibn 2,6 Una politica estaclonaria u es bptima, sl para toda

politica estaclonaria u tenemos que
glu’) = glu)
L[]
y si para alguna politica z tenemos que g(u} = g(z), entonces
necesariamente se cumple que
.
wiu ) & wi(z)
- L3
donde glu ) z glu) y wlu) =z w(z) significa que
() =g (u) w)ewlz) =1
g, (u, g, (v y o owla vz, = 1,.m
Una politica asi definida siempre existe, comc lo demostraron Mine y
Osakli.
LA PROGRAMACION DINAMICA Y POLITICAS ESTACIONARIAS
La ecuaci6én recursiva de la programacién dinimica es Utll para encontrar
politicas estacionarias de ganancla o6ptima, puesto que, si tenemos un
sistema de estados ergddico completo de un proceso homogenco de Markov

con utilidades estacionarlas, entonces la ecuaclén (2.8) converge hacla

una politica estacionaria.

J ) = Max v (u) » 1?1 P, ) J (0} (2.8)

m
donde V‘(u) = 3 p”(u)c(L.J) es la utilidad esperada cuando se parte de
J=1

un estade Ly c(l,}) es la utilidad estacionaria que se genera cuando el

sistema pasa de un estado ! a un estade J con probabilidad p”.
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Ademis el algoritmo de la programaci6n dinamlca resulita muy préctico
para la busqueda de este tipo de politicas, pues la experiencia
computaclonal a mostrado que su convergencla puede ser muy réplda

(incluso de tres o cuatro lteraclones Unicamente),

Hestins {Hastlngs, N. A, J.. Operatlons Research} nos ofrece una forma
de saber que tan cerca nos encontramos de una politica estaclonaria

6ptima, de la sigulente manera.

Sean:
ek(l.) = Ju(t) - Jk”I(L)

n

k,ymin

Hin {s (1)}
1

i

k,max M?x {ek(“}

g, la ganancia que se obtiene mediante la politica
estaclonaria determlinada con el algoritmo en la etapa
k.

3 la ganancla con la politlca estacionaria 6ptima,

entonces tenemos que

.
= g =0
k,min g=g kymax

por lo tanto

- s 9 -8
8 g k,max k,»in

Para concluir haremos la observaciétn de que el algoritmo garantiza que
hemos encontrade una politica estacionaria de ganancia Optlmé, s1
N ek'm= 0. Pero no garantiza que ésta sea la politica
estaclonaria optima de la definicién 2.6, pues no sabemos nada acerca el
sesgo. Sin embargo para fines practicos la relevancla de este hecho es
menor cuanto mayor sea el nimero de etapas.
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APENDICE
(CAPITULO 2) -

En esta parte trataremos de formalizar en deflniciones clertos
conceptos, contenidos en el capitulo, vutiles para la exposicién de los
procesos de Markov. Puesto que un proceso de Markov es un ‘tipo de

proceso estocéstice, empezaremos por definir a éste.

Definicibébn A.1 Sea E ¢ R un conjunto donde toma sus valores una varlable

aleatoria Z y sea T un conjunto de findices. Dlremos que la sucesion de

variables aleatorias 2'. ,2L ,2l ... constltuyen un proceso estochstico,
1 2 3
s1
4] tke'l' k=1,23,...
w tk < tkﬂ

Diremos que el conjunto E es el espaclo de estados del procese. También

dirémos que:

v z=/{ zZ /ken } es un proceso estocastico infinito (de tiempo

discreto) .

U) St TeNyTes finito entonces 2 = { Zk / xeT } es un proceso
estocastico finits. S1 la cardinalidad de T es de n elememtos

diremos que el proceso se compone de n etapas.

Pensando en estados y etapas de un proceso estocadstico, haremos las
sigulentes definiclones, donde, por comodidad, supondremos que’ el
conjunto de estados, E, es finito; E={ 1, 2,3, ... ,m } .

Definicién A.2. Sea p:;" = P2, = J | 2= i 1a probabilldad de pesar

del estado ! al estado j en n etapas. Diremos que esta probabllidad es .
una probabilidad de transicibn, si para cada estado & fljo, L € E,
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tenemos que

LRI R R
JeE

Ademds se dlce que p:';l ¢s estaclionaria s! se tlene que

p(")= L Plz =J] zs= i = ):E Pz = J | z=i); paracadake®N
J€

o sea que la probabllidad de translclién p::) es Independiente del
tiempo.

Definicibn A.3 Sea P una matriz cuadrada de m x m y sea p” el elemento

(L, J) de P, entonces diremos que P es una matriz de transicibn si

3] Oﬁp”51 v LJeE
m
w ¥ op. =1 YicE
3]
1=1

Es costumbre declr que plJ representa la probabilidad de pasar del

estado ! al estado J en un paso (o etapa).
Proposicibn A.4 Si P es una matriz de transicién entonces:

1) P® es una matrlz de transiclén. Y si el proceso tiene probabilldades
estaclonarias, entonces el elemento (1,J) de P" representa la

probabilidad de pasar del estado L al estado J en n-etapas. Observese
que en este caso podemos cédlcular recursivamente a p:;‘).

{1}
PU =p

n
(2) -
Py z: P

(n}
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i) La matriz P es Cesaro sumable o sea

Lim (P+P%+ ... +P") = &

n w 23

Donde S es la llamada matrlz fiJja asocliada con la matriz P. El elemento
{{,J) de S representa la probabilidad de encontrarnos en el estado J en
alguna etapa escogida aleatoriamente, hablende empezado cl sistema en el

estado &.

Sea Y=Y (P S) (A1)

entonces Y se define como la matriz fundamental asoclada con la matriz
P. Donde el elemento ({,3}) de Y representa el promedlo de visitas
“extras" (de mas o de menos) al estado J, para un sistema que empieza en
el estado l y conti{nta indefinidamente. Y es una especle de desviaclén
(sesgo),

Hablar de estados y de probabilidades de transicién entre ellos, nos
induce a descubrir diferentes tipos de estados, los cuales, segin sus

propledades, se pueden clasificar de la sigulente forma

TRANSITORIOS
ESTADOS
: ABSORBENTES
RECURRENTES PERIODICOS
ERGODICOS

Antes de definir cada estado considerese la siguiente probabilidad '

(“)— = = [ = -
q. = P[Zn ¢ Z=4L2*{ k=1.n 1]
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(n}
ql

efectie exactamente en n etapas, dado que el estado iniclial del procesc

representa la probabllidad de que el primer retorno al estadoe { se
es ese estado L.

Definicibn A.5 Un estado { es transitorlo si

2 in)
n
nz:lql !

La definicién anterior qulere decir que cuando hemos abandonado un
estado transitorio, el retorno a éste puede no volver a ocurrir durante
el resto del proceso. Por elemplo, en la matrlz {a)} de la flgura 7, el

egstado 1 es transitorio.

Definicibn A.6 Un estado L es recurrente si no es transitorlo, o sea si

o tm
n
Lq =1

n=1

Lo anterior significa que estd garantizada la permanecia o al menos un

eventual regreso al estado original.

Definicibn A.7 Un estade { es absorbenie si Py = 1.

La definicién anterior significa que cuando caemos en un estado
absorbente, permaneceremos en ¢l durante el resto del proceso. Por

ejemplo, en la matriz (b) de la figura 7, el estado 2 es absorbente.

Definicldén A.8 Un estado { es peribddico, de periodo «. Sl para cada

tiempo k, que no pertenece al conjunto {a, 2a, Ja, ... }. se tlene que
p:‘:)= 0. Donde o es el maximo comin divisor del conjunto de las n 2 1

tales que p:'l" > 0.

Como podemos observar de la definlclén anterior un estado perlédico es
aquel que no puede ocurrir mas que en clertos perlodos de tlempo. Por
ejemplo, en ta matriz {a), los estados 2, 3 y 4 son peri6dicos, de
periodo 2.
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figura 7

Definlclén A.9 Un estado I es aperiddico, si el periodo es uno. Ademas

s} el promedio de primer retorno al estado i es finito, o sen

o
Enq‘" <o

n=1

entonces se dice que el estado { es ergbdico.

En la definicién anterlor vemos que un estado ergédico puede ocurrir en
cualquier momento del proceso. Por eJemplo, en la matriz (b), log
estados 1, 3 y 4 son ergddicos.

Definlcibn A, 10 Diremos que un sistema es ergddice bajo una poittica de
decision, sl todos sus estados son ergédicos o si existen solo algunos

estados transitorios bajo esa politica,

Definicibn A.11 Diremos que un sistema es ergbdico completo, s! es

ergédico bajo cualquier politica de decisioén.

Proposlcibn A.12 51 P es una matriz de transicién de un sistema

ergédico, entonces P tiene las slgulentes propledades:

) Lim (Ps PP« ... sP") = Lim P" - S; donde S tlene todos' sus
nw n n o renglones fguales.

u) sp="Pps=8

w s=s5=5"
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CAPITULO 3

EL PAQUETE CSUDP

Existen varlos aspectos significatives de la programacion dindmica que
pueden ser efectivamente explotades en un software generalizado de
aplicacién, este es el caso del paquete CSUDP (Colorado State Unlversity
Dynamic Programming). El cédigo generalizado CSUDP de . programacién
dindmica requiere mas del |wusuario que, digamos, un paquete de
programacién lineal, es decir, un usuario de un paquete de este tipo no
necesita tener conocimiemto del método simplex para poder utillzarlo. En
camblo el uso de software generalizado de programacién dindmlca requiere

cuando menos una comprension de este método para poder utllizarlo.

La finalidad de este capitulo es describir las caracteristicas y
funcionamiento del programa CSUDP, para ello el capitulo se desarrolia
de la siguiente manera: la primera secclén presenta una breve historia
del paquete y algunas de sus caracteristicas principales; la segunda
seccién muestra en detalle las diferentes opcicnes del CSUDP; la tercera
seccién describe las subrutinas STATE, OBJECT y READIN, que son
programadas per el usuario; por ultimo, la cuarta secclén se reflere a
las - facllldades del CSUDP para resolver problemas estocadsticos

unidimenslonales.
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3.1 CARACTERISTICAS GENERALES

El autor del CSUDP, John W. Labadle, se percaté de la necesidad de
disponer de un software generallizado de programacion dinimica mientras
ensefiaba cursos de postgrado de ingenleria en la Universidad del estado
de Colorade (CSU). El habia percibldo que varlas personas, qulenes
pedian hacer un uso efectivo de la pregramacién dindmica en dlstintas
4areas como sistemas de planeacién, dlrecciéon y disefio, fueron desalen-

tadas a utllizarla por la falta de un cédigo general.

Primeramente, en 1875, Labadle desarrollé un pequefio cédige en FORTRAN
para resolver problemas de aslignacion de recursos acompafiandelo con un
programa general para resolver problemas de control éptimo. Estos dos
programas fueron implementados Juntos dentro de un programa 1lamado
DYNPRO, en 1977, los cuales f{ueron mejorados para incluir problemas
egtocistices y tamblén se les anexd un efliclente tomador de datos. Un
cédigo multidimenslonal llamado INCDP fue entonces desarrollado bajo la
direccién de Labadie y posteriormente combinado Junto con DYNPRO dentro
de un cddigo comprensible llamado CSUDP (Labadie and Shafer, 1980), desde
entonces los esfuerzos se han concentrade en adaptar el paquete al uso
en microcomputadoras, como se describe en Labadie,Et.(19B4) y Labadie
and Chou(1886).

La versién actual del CSUDP ha sido utlilizada como una herramienta en
cursos a nivel de postgrado y licenclatura en la universidad de Colorado
{CSU) en: las &reas de ingenleria civil ¢ ingenieria mecdanlica; los
departamentos de Ingenieria de Agricultura y Quimica; as{ como en
sistemas de ingenleria en general; el departamento de Matemiticas y
Economia de Agrlicultura. Ademds el pagquete ha sido muy utilizado en
investigaclones de sistemas de recursos hidraulicos y el manelo de
recursos naturales. El c6digo ha slde distribuldo a nlvel nundial a
varias universidades y empresas privadas, e Implementadc en una gran

variedad de equipos de computo.

La més reciente versién del CSUDP est4a escrita en FORTRAN 77,

especificamente para la IBM (computadora personal} y el compilado se
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realiza con el slistema microsoft fortran versién 3.20, el cual es
necesario para compllar las subrutinas que elobora el usuarlo y crear el
codigo objeto, que debe llgarse con el cédigo general. Dos versiones del
cbdigo objeto del CSUDP estan disponlblgs, una de las verslones requlere
de un coprocesador INTEL B087 MATH y la otra puede trabajarse sin este
requerimliento. Para el uso del paquete, se debe tener un minimo de 256k
bytes de memoria principal pero para problemas grandes se recomienda
disponer de 640k bytes para emular, en memoria principal, el acceso a
disco.

El programa CSUDP ha sido disefiado para dar la maxima flexibilidad al
usuario para resolver una amplia gama de problemas de decisién
secuencial. Para este {in el usuarlo debe desarrollar tres subrutlinas
(READIN, STATE y OBJECT), que esenclalmente permliten simular el compor-
tamiento del sistema y calcular el valor de las gananclas o costos de

cada etapa asi como el valor de la funcion objetivo.

decisidn
u u u
1 H
l estado l ' estade l
X X X ——————e X e
1 etapa 2 - I etapa X|01 N N etapa xnol
1 entrada 1 sallda & N
f (x ,u
1( v l) fl(xl.u|) f“(xn,u“)

utiiidad de
ta etapa 1

TIPICA ESTRUCTURA POR ETAPAS
PARA PROBLENAS SECUENCIALES DE DECISION

flgura 8

En la figura 8 se representa un tipico problema secuencial por etapas,

donde ‘una ganancla o costo se produce en cada etapa. la ‘transiciéon de
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una etapa a la otra se efectua come la transicién de estados (xl) de
etapas contiguas, medlante declslones Independlentes (ul) ejecutadas en
cada etapa. 0 sem, la relaclon entre etapas se debe expresar como una
relacién entre estados. Esta relacién la definimos con la funcién de
transicidn de estados
Xa= bl

El paquete CSUDP resuelve problemas de multietapas con la forma “hacia
atras" (backward) de la funcién recursiva. Sin embarge es posible, para
el usuarlio, resolver problemas en la forma "hacia adelante” (forward,
donde X, = tk(xk.uk), k = 1..N) invirtiendo los estados de entrada y
salida; y redefiniendo findlces (i{=N+1-k; para obtener la funcién de

transicion X T tl(xl,ul). i=1,..,N). Problemas de una dimensién como

+1
los llustrades en la flgura 8 son resucltos medlante el procedimiento
estandar, de la programacién dinamica, mientras que problemas con
vectores de estado multidimensionales son resueltos por el método de la

programacion dinamica incremental (Larson 1968),

El CSUDP puede resolver también problemas estocdsticos, y lo puede hacer
de dos formas distintas, con respecto a la transicién entre etapas. Una
forma es tener una estructura de varlables aleatorias independlentes
-(por eJemplo, en un problema de control de !nventariog la demanda
esperada es Independlente del nivel del inventarlo). La otra consiste en
suponer que la ocurrencia de cada estado, de una etapa, depende de los
estados de la etapa anterior segin una funcién de distribucién de
probabilidad (procesos de Markov}. Ciertas clases de problemas de
decision, vistos como procesos estaclonarios de Markov, pueden ser
resueltos por aproximaciones suceslvas. Donde polftlcas estaclonarias
pueden ser halladas en un numerc finlto de lteraciones, cn sistemas

ergédlcos y periédicos.

OPCIONES DE LA FUNCION OBJETIVO

Para problemas deterministicos, los slgulentes tipos de la funcién

objetivo pueden ser considerados :
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L]
TIPO 1 J,(x,) = Min (o Max) { § 1, (x . u)} (3.1)

i=1
L}

J (x)=Hin | M:x {6, e u), . F Oxu ) b
¥ (3.2)

Jl(xl)fﬁax { H:n IEACRTR PR MERURE

N

TIPO 2

]
TIPO 3 J () = Min (0 Max) { TT £ (x, u) } (3.3)
4

1=1
N

Donde du= (uz""un) es una politica de decisién (ver capftulo 1).

En el CSUDP todas las funclones !l(xl,ul) deben ser positivas, para el
uso de la funcién del tlpo 3. Como el CSUDP define a la condlecién de
frontera, er(xnu) = 0, entonces cualquier beneficio o costo adictonal

del estado Xy B€ puede inclulr en la funcién de utllidad f"(x“.uN).

1
Note que utilizando el CSUDP, en la forma hacia atras, la etapa (
representa el periodo { del sistema (indexado en forma natural),
mientras que, en la forma hacla adelante, la etapa ( representa el
nimero de periodos que faltan por recorrer en la evolucién del proceso.

El usuario debe introduclir los datos tomando lo anterlor en cuenta.

LAS ECUACIONES DE TRANSFORMACION DE ESTADOS

La ecuaci6én de transicién de estados es suministrada por el usuario en

ia subrutina STATE, en la forma general:

= tt(xl.u'). (i=1..N)

suponiendo que tenemos como funcién recurslva a:

Jx(xl)= Mﬁ’: {¢([l(xl'ul)'Jlol(xlol))} (3.4

s.3
X" tl(xl.ul)
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En algunos casos puede ser ventajoso expresar la ecuacién de transicién
de estados en forma invertida, es decir resolverla para la variable de
decision u, en vez de la variable de estade X, €S decir, expresarla

cone

= 7! =
u = 15l (xl,xhl), i=1..N

de esta manera la optimizacién se realiza directamente sobre la variable

de estado X, con lo que la ecuacién recursiva se expresaria como

J (x))= &1?):1{¢( flxu ) g D (3.5)
.2

-1
[
. t (xl.xm)

obteniendose también, con esta nueva forma, el valor 6ptimo de 1la

funcién objetivo, como lo demuestra la sigulente propeslcién:
Propocisibp 3.1 Las ecuaclones (3.4) y (3,5) son equlvalentes,

Prueba. (=) Supongamos que tenemos la ecuacién (3.4), a ésta la podemos

expresar como

J‘(x‘)=M€3l<{¢(rl(xl,u‘),JM(tl(xl.ul])} (3.8)

en la ecuacién (3.8) vemos claramente como la variable u afecta a ambos
argumentos de la funcién ¢(-). Ahora bien supongamos que existe una

relacién uno a uno entre ul y x“ entonces podemos expresar a u, como

1
funcién de X ¥y x . osen

)y i=l..N 3.7y

la funcién (3.7) se cumple para toda u, ., en particular para el valor
optimo u: , & la cual le corresponde uno y sélo un valor de la variable

.
de estade x,,, due denotaremos por Xy De donde tenemos que

Mgf {¢(f‘(xs.ux).J“l(t‘(xl,xl)))} = gUf (x,u),J | (F (x,u)))
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- - . .
= plrlx,t, Gpx 000, G0

como la funcién (3.7) es uno a uno entonces no ex!ste un estado x;.j ta}

que
. -1 N ; 1}
(xM)) < ¢(1‘l(x‘.t, (xl.xm)).J (x )

1+1 14y

o -1 .
¢(Il(xl.!:i (x‘.xm)).JM

por lo tanto tenemos que

=1 .
th(xn't: (xt'xnx))"]h V1 1+l i

l(x"“))=gg?:<lw<r‘txi.c;’<x,.x NI D

= Yax {¢ (fl(xl.ul).J"l(x
141
s.a.

-1
u= tx (x‘.xlﬂ)

Dt

b

el reciproco se demuestra de una manera andloga.

El resultado anterlor nos muestra que para pasar de la forma estandar ¥
la invertida o viceversa unlcamente se necesita modificar la funclién de
transiclién de estados, sin tener que modificar la funcién de utilidad ni
tampoco la ecuacién recursiva, lo cual es muy conveniente. También puede
apreclarse en la ecuacién (3.5) que cuande optimlzamos scbre la variable
X (la variable de estado de la etapa calculada previamente), la
variable de decislén 4, pasa a ser una variable dependiente. Una ventaja
particular de esta forma es que las relaciones de translcién entre
estados se pueden expresar como funclones Implicitas del estado
resultante, lo cual a veces es conveniente, por eJlemplo, consldérese el
problema de operacién de una presa (ver figura 9), donde la relaclién de
transicién de estados estd dada por

X, 5K U r elz(xl.xm) (3.8)
donde; X, es lo almacenado en la presa al principlo del mes ¢(; u es la
cantldad de agua llberada para el consumo durante el periodo; r, es el
fluJe no regulado del mes; e, es la tasa de evaporaciéon (por ejemplo,
metros cubicos por mes); y A es el area promedio de la superficie del

vaso de la presa durante todo el mes &,
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(Alx)) + Mx“ ))

R
flujos de evaporaclén
entrada area de la ‘; g
superficie
N st) i Bgua
simacenamtents X, liberada

EJEMPLO OEL SISTENA DE TRANSFORHACION
DE ESTADO-BALANCE DE LA WASA DEL VASD

figui'a 9

donde: - A(x) significa el drea de la superficie del vaso, 2l nivel de
almacenamiento X, tomada de los datos elevaclén-drea-capacidad
efectuados en el lugar. Come podemos ver, x,,, 8parece en ambos lados de
la ecuacién de transicién (3.8) y se podria requerir de un proceso
iterativo para determinar xm. sin embargo esta ecuaciédn se invierte
facilmente, quedando: = x - X +r- elA(x‘,xhl). De esta manera, se

efectia la optimizaclon directamente con respecto a LI

En problemas unldimensionales el usuarioc tlene la opclén de definic la
funclén de transformaclén de estados enlre la forma invertida o la forma
estandar (no. invertida). Pero en los problemas muliidlmensionales la

funcién de transicléon slempre debe ser expresada en la forma invertida.

3.2 DESCRIPCION DE RESTRICCIONES Y OPCIONES

En el CSUDP, las variables de estado y declslén se representan de forma

numérica, asi tenemos que las restriccienes para estas variambles se
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expresan con una cota Inferlor y una cota superlor, esto es:

= x =x (L=1,2,..,N+1) (3.9}
1, max

bymln 1

u u su {i{=1,2,..,N) (3.10)

=
j.min 1 L, max
donde (3.9) y (3.10) representan el conjunto de estados Sl y el conjunto
de declisiones Dlrespectlvamente de la etapa { {ver caplitulo 1). Notese
que para los estados se define una etapa de mis, esto es porque a la

condicién de frontera se le considera como una etapa.

De ser necesario, restriclones adiclonales pueden ser consideradas en
una o varias etapas del proceso, Por ejemplo, supongamos que tenemos un
nimero s de restricciones adiclionales para cada etapa, las cuales
podemos representar como un vector de R donde hl(xl.ul) s 0, &= 1,..,N;
entonces requerimos de una funcién de penalizaclén w|(~), que se asigna
a una varlable PNALTY

wl(hi(xl,ul)) si h”(xl,u') > 0, para algun j=1,..,s
PNALTY=
0 en otro caso

donde wl(-) es una funclén especificada por el usuarie en la subrutina
OBJECT. De esta forma, el CSUDP suma automdticamente el térmlno PNALTY a
la funelén de utilidad, ftfxl,u,), en problemas de minimizacién (o lo
resta en problemas de maximizacién), Esta operacién tlene efecto s6lo en
la etapa ¢, pues el CSUDP resta (o suma) dicho término antes de pasar a
la etapa sigulente. Para el caso en que se desee acarrear la
penalizacién, en calculos subsecuentes del proceso, el CSUDP- permite
sumar - {0 restar) directamente el término PNALTY a Ia funcién de
utillidad,

El! usuario debe tener cuidado al definir las cotas, pues el CSUDP
suspende el proceso de optimizaclién, si ha ocurrido una §nfactibilidad,
desplegando un mensaje donde declara la etapa en la cual ha ocurrido el

error. En estos casos el usuario debe relajar una o mas cotas y probar
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de nuevo. A menudo es Gtll, ademds de redefinir las cotas mas alla de
los limites deseables, inclulr penallzaciones en la funcién objetivo con
el fin de descubrir las violaclones a los limites origlnales. Las cotas
relajadas permitiran al CSUDP completar la solucion. Ast el usuario

podra determinar si el problema ha sldo planteado lncorrectamente.

DISCRETIZACION

Como se vic en el parrafo anterior, los conjuntos de estados (Sl) y de
decisiones (1)‘) posibles se proporclonan en forma de intervales, por
medio de las varlables Xy respect ivamente. Estas varlables sélo
pueden tomar valores dlscretos, para poder ser manejados por el paquete.
Adn cuando teéricamente las varlables de estado o de decisién fueran
continuas se puede definir una dlscretlizacién, lo suficientemente fina,
que proporclone una solucién aproximada, util para problemas practicos.
También se requiere definir los estados y decislones de manera que dicha
discretlizaclién sea uniforme en ambas variables, lo que generalmente ez

posible.

Una discretizacién uniforme para la variable de estade se efectia
mediante la constante DELX, que es la misma en todas las etapas. 51 para
algun problema esto fuera inaproplado, entonces es posible escalar los
¢stados y las ecuaclones de transiclén de estados, de manera acorde, en
la en la subrutina STATE. Por su parte, la variable de decisiéon es
discretizada mediante la constante DELU.

Cuande es utlilizada la forma Invertida (lo que qulere declir que la
optimizacién se efectua con la variable de estado xh|) el wvalor
resultante de la variable de decisién (recuerde que en el caso invertido
se tiene que u= t:l(xl.xh‘)] es redondeado a un valor que concuerde
con la discretizacién efectuada mediante la variable DELU., Por lo tanto,
lo mejor es hacer a DELU lo mas pequefic que se pueda, a menos que lasr
decislones deban ocurrir en Iincrementos discretos determinados. Por
supuesto, en este ultimo caso lo meJor es utilizar la forma no invértida,

cuando sea posible.
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La seleccién de DELX es extremadamente Importante, dade que afecta el
tiempo de eJecuclén, los requerimientos de memoria y la precislén de la
soluclén. El dimenslionamiente del CSUDP requiere, para los problemas
unidimensionales, que DELX y las Cotas de los Intervalos sean
seleccionados de tal manera que se cumpia la slgulente deslgualdad:

(x

- X
1,max i,aln

DELX

Cuando el esfuerzo computacional es demasiado grande se dispone de una
opclén de "empalme", con la cual el usuario puede reduclr en gran medida
el mimero de cllcules. En esta modalldad, se especifica un intervalo
“burdo” inicial con discretizacién DELXI, y otro intervalo final con
discretizacién DELXF, donde DELXF < DELXI. Tamblen se selecciona un
parémetro SPLICE > 1. Con estos tres valores (DELXI, DELXF y SPLICE) el
. CSUDP realiza una serie de {teraciones, donde para cada iteracién k se

tiene que:

a) Después de haber encontrado una soluclén éptima sobre todas las
etapas en la 1teracién k-1, se define un nuevo “corredor” mis estrecho
al rededor de esta solucién y se calcula una nueva constante de
discretizacién DELX, para la iteracién k, de la sigulente forma:
pELx‘*-H!

DELX'¥)=—————  donde DELX

SPLICE

9 o peLxt (3.11)

b) El proceso se detlene cuando DELX“‘) s DELXF.

El uso de la opclén de “"empalme" puede reducir significativamente el
tiempo de ejecucién, pero existe el riesgo de no encontrar la solucién
6ptima global si no se procede con sumo culdado en la definlcién de los

parametros.
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corredor factible

s

x } pELx‘
0 —

XMULT = 1
pELX** ¢ SPLICE = 2
winf—- — — =« — 0 S — = =T o — e m e — = =

1 | 1 | 1

2 3 cee 1 tee N

ETAPAS
figura 10

Con esta opcién de empalme es poslble controlar el tamafio del corredor
que se forma al rededor de la solucién éptima de la lteracién previa (o
sea el tamaflo de la nueva reglon de esha:cios factibles) por medio de un
parametro entero XMULT = 1. Esto es, para la iteraclén k, los estados X,

serén restringldos a varlar en el sigulente intervalo

(k=11 _

Max{x‘

1
x, s Min { x e XMULT-DELX, x

XMULT- DELX, x bsx
f,mln

i,max }

donde x:“‘.'“es la soluclon éptima encontrada en la iteracién anterior
(k-1). S1 la solucién 6ptima de la iteracion k (x

sobre la frontera del ‘"corredor", en cualesqulera de las etlapas,

) se encuentra

entonces el empalme no ocurre en la sigulente iteracion. Soélo si el

estado resultante, de cada etapa, se encuentra completamente en el
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interior del corredor se reduce DELX. La figura 10 ilustra la forma como
trabaja el “enpalme" y de como los estados estén restringldos a

permanecer dentro del corredor definido para la iteraclén k.

St en uma iteracién, el valor de la funclién objetivo es una repeticién
del valor de la funcién obJetivo de la lteracién previa, entonces se
asume que ha ocurrido una convergencia a un 6ptimo local, terminando el
proceso de optimizacién., En otro caso, se define un nuevo corredor con

XMULT incrementos por arriba y por abajo de la solucién x:(k)

encontrada
y el proceso continda. Debe notarse que la opcion de empalme sdlo es
ventajosa cuando se buscan politicas éptimas ablertas. las politlcas
retroalimentadas estaran restringidas al pequefio nimerc de estados del
“corredor" final y por lo tanto podrian no ser de utilidad. Por ultimo,
sl se sospecha haber encontrade un punto silla en vez de un o6ptimo
local, se dispone de una opcién de rompimiento de empates , la cual

podria hacer que el proceso de soluclon contlnte.

FUNCTON DE UTILIDAD OPTIMA

Para problemas unidimensionales, las funciones J‘(x‘) evaluadas con-el
CSUDP representan la ganancia mdxima (costo minimo) total para un
proceso secuenclal de declsién que empileza en la etapa I, en el estadoe
¥, ¥ que continda hasta la etapa N. Este es, la funclén J|(x1)
representa una funcién recursiva de la forma hacla atras, donde las

etapas estdn indexadas de forma natural, o sea

J )= Hﬂ’: {otf (xu), 0t 1)} (t=1,2,..,0)

‘donde ¢(+) puede representar a cualesqulera de los tipos de las
ecuaclones {3.1),(3.2) y {3.3). La optimizacldn esta sujeta a:

[A] xm=t(x‘.ul)
i) x‘.m“s X, = x‘.w‘ (i=1,2,..,N+1)
LiL) u"m“s u s Y (i=1,2,..,N)
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e indirectamente (si hubiera términos de penallzacién)

Le) hl(x‘,ul) =0 (=1,2,..,0)

La soluclén del proceso comjenza con la condiclén de frontera:

”(XN”)=O. para cualquler estado Kyay* En case de tener costos ter-

minales para los estados qu' éstos pueden ser incluldos en la etapa N.

Obsérvese que el valor Jm(xnu) estA almacenado s6lo para los valores
discretos de las X, def'inides en la etapa i+1, por lo que no existe
garantia de que la funcién de transieién, xn1= tl(xl.u‘). calculada
calga exactamente en alguno de esos valores discretos.. En estos casos el
CSUDP efectia una Interpolacién lineal {fligura 11) a menos que la opcién

de empalme haya sido utilizada.

valores
O0f———— almacenados
valor on la etapa {+1
de
lntnrpo]ach’m |

1+1

!
|
o |
t
|
]

caleule do x" en ‘la etapa

+1

fligura 11
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Para los problemas resueitos en 1a forma invertida (funcion de
transicién u‘=t:‘(x|,xlﬂ)) no existe la necesidad de interpolar, puesto
que, el CSUDP garantiza que la optimizaclén se reallza uUnlcamente sobre

aquellos valores L evaluados en la etapa ({+1).

Sl el valor de la funclén de utlilidad f() involucra valores tabuladoes
para los valores discretos de la variable de decisién u, cntonces la
interpolacién de f{+) debe ser codificada por el usuario en la subrutina

OBJECT,

En el caso unidimensional la optimizacién se efectua sobre todes log
valores discretos u, {6 xhl) para asegurar que se alcanza un Optime
global. E! pagquete almacena sdlo estados factibles para los calculos de

la siguiente etapa.

Al término de cada etapa, los valores: J!(xl) y u:(x‘) (o x:‘l(xl) para
el caso invertido); son almacenados para célculos posteriores. Como
Jl(xl) serA utllizada inmediatamente en la etapa sigulente (i~1), ésta
se guarda siempre en memorla princlpal, mientras que las politicas
6pt imas u:(xx) se almaceran en un archive en disco, puesto que sélamente
son utllizadas durante el "rastreo de regreso" después de que todas las

etapas han slido calculadas,

El CSUDP obtiene la politlca éptima de cada estadoe (xl) de la etapa uno,

aplicando el “rastreo de regreso" de la sigutente forma:
Forma no invertida:
Paso 1. Se selecciona un valor determinado de xa; =1,

Paso 2. Se lee u:(x‘) del archivo de disco (donde: de ser necesarlo, %,

se redondea al valor mAs cercano del intervalo generado por DELX).

Paso 3. Se llama a la subrutina STATE para obtener x:”; x =x

Paso 4. Si: & = N entonces terminar. En otro caso L = {+1; ir al paso 2,
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Forma invertida:

Paso 1. Se selecclona un valor determlinade de X, =1

Paso 2. Se lee x:d(xl) del archlvo de disco.

.
Paso 3. Se llama a la subrutina STATE para obtener uioX E R

Paso 4. Si: ¢ = N entonces terminar. En otro caso ¢ = (+1; {r al paso 2.

Este proceso se repltie para cada valor que puede tomar la variable X en
la primera ectapa, o sea, para todos los estados iniclales. Para los
problemas no linveriidos o estandar la subrutina OBJECT es llamada
durante el proceso de rasireo para oblener una determlnacibn precisa de
la utilidad total, dado que Jx(xx) podria contener alguna inexactltud,
per ejemplo, debldo al posible uso de la interpolacién durante el

proceso de 6ptimizacion.

PROCEDIMIENTO PARA ROMPER ENPATES

E! CSUDP dispone de una opci6bn para romper empates en el caso de gue no
haya una soluciébn unlca. E1 paquete guarda la primera solucién
encontrada, o blen, puede guardar la Gltima solucldn, de acuerdo con la
opclén que el usuario haya eleglido. De esta forma es posible determinar
si se ha encontrado una solucién Gnica, repltiendo el procedimiento para
romper empates, N&tese que cuando la solucién ne es unica, el programa

sélo puede determinar dos de ellas.

PROBLEMAS HULTIDIMENSIONALES

Los problemas multidimensionales (donde Ia dimensién del vector de
estados es mayor que uno) la optimlzaclén se reallza medipnte el método
de la programacién dinamica incremental (Larson, [41), por lo tanto
.deben proporcionarse 'al programa trayectorias iniclales de estado
factibles xm), fijando siempre el tamafio del corredor que circunda a

1]
las soluciones sucesivas x::) con el parametro XMULT = 1. Esto significa
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que se evaltan en cada Iteracién un maximo de 3" estados discretos
factibles, donde m es la dimenslén del vector de estado X, En la
iteracién k tenemos:

(k-1)

o ual 5 %,5 min 0V 5 pELX, x ]

max {x 1) 1 19,50

- DELX, x
Ly

(i=1,..,N; J=1,..m)

donde el vector de estado en la etapa ¢ es x = (xu). J=1,...m. Los
estados se restringen entonces a permanecer dentro del corredor
correspondiente de 1la fteraclon k., St la soluclén obtenida en Ia
fteracion actual es la misma de la etapa anterior, se asume que se ha
convergido a un 6ptimo local discreto. De no ser este el caso, se defline
un corredor nuevo con un lincremento DELX'™ hacia arriba y hacla abajo

de la nueva solucién x:”.

repitiendose el proceso como se habia
explicado anteriormente. De igual forma la opcién para romper empates
puede usarse para continuar el proceso, si se sospecha haber encontrade
un punto silla en vez de un 6ptimo local, Tamblén, en este caso,esté
disponible la opcién de empalme, por medio de la cual, una vez que se ha
presentado la convergencia para un determinade DELX, se calcula, por
medio de la ecuacién (3.11), una DELX mas refinada y el proceso vuelve a

repetirse.

No necesarliamente las solucliones suceslivas x::) han de producir valores
factibles u, en la forma Invertida (unlca forma permitida en el caso
multidimensional), por lo que se tiene la facilldad de utilizar términos
de penalizaclén que permitan violaclones minimas al conjunto de deci-

slones factibles. Un término de penalizacién comunmente utllizado es:

PNTYU

L}

100 ((max (Qu, - uUn/msLul2

ymin

2
= 0 -
PNTYU = 100 [(max (O,u ul,"“))/DELU]
El uso de los términos de penalizaclén permite generar, en princlpio,
estados no factibles los cuales se espera convergan a estados factibles.
Existe el peligro de que no haya convergencla si las trayectorias

iniclales son extremadamente malas.
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En la versién actual del cédigo unlcamente puede usarse la forma
invertlda y una dimensién madxima de cinco para el vector de estados.
Tamblén se debe recalcar que las dimensiones del vector de decision y
del vecter de estado deben ser lguales. S! para clertos problemas
existiera disparidad, ésta se pucde remedlar facilmente afladiendo
variables “falsas"” (dummy} de eslados o decisiones, segun sea lo

apropiado.

3.3 SUBRUTINAS QUE PROPORCIONA EL USUARIQ

Al explicar el funclonamiento y la estructura de la programacion
dingmica, se han {dentificado clertos elementos comunes a todos los
problemas, suceptibles de ser solucienados por medio de esta técnica, a
saber: las etapas, los estados, las decisiones, la funcién de utilldad,

fa funcién de transicién y la funclén recursive.

Con excepcién de las funciones de utilidad y transicion, las
caracteristicas de los demds elementos (come son: numero de etapas,
intervalos para las variables de estado y de decisién, y tipo de funcién
recursiva) se proporcionan por medio de un archivo de datos, el cual se
construye por medlo del programa ejecutable SETUP, que va pldiendo los
distintos datos y los formatea de manera adecuada para que puedan ser

entendidos por el CSUDP.

Como es de esperarse, las funciones de transici6on y utilidad pueden
variar, en mucho, para cada problema en particular, dado que, en la
programacién dindmica estas funclones no requieren de una estructura
definida. Por lo tanto no son suceptibles de ser construldas por medio
de datos o, en c¢aso de ser posible, podria resultar upn proceso muy
arduo. Por tal motive estas funciones se suministran directamente por

medio de subrutinas codificadas en fortran 77.

SUBRUTINA STATE

El propésito de esta subrutina es suministrar la Funcién de Transiclén
de Estados
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X5 tl(xl.u’) forma estandar

& u=t (x,%x ) forma {nvertida

donde las siguientes variables en FORTRAN se reservan para el uso del

cédigo del CSUDP y que representan lo que a contlnuacién se lista:

]

etapa actual.

X= xl estado de la etapa actual.

X1 = % estado de la etapa sigulente.

U= u, decision de la etapa mctual.

J = enters para la tabulacién de los valores discrelos de %, {e. L.,
i J=2 a x +DELX, etc.)

smin 1ymin

K = entero para la tabulaclén de los valores discretos de xhl(e‘l..,

l&l.nln: J=2 8 xlOl,nln+Dm' ete.)
L = entero para la tabulaclén de los valores discretos de u {e.l.,

v L=2 au +DELU, etc.)
1,min

J=1 corresponde a ,
K=1 corresponde a x

L=1 corresponde a u
po I,min

Todas las variables anteriores sélo pueden tener el uso definido arriba.
Para esta subrutina y la subrutina OBJECT, en los - problemas
unidimenslionales debe inclulrse la sigulente etliqueta COMMON:

COMMON/ONEDEM/X, X1, U, F, I, J,K, L, R,PNALTY

Variables de entrada y de salida de la subrutina STATE son:
* Para el caso no Invertido:
variables de entrada = I,J,X,L y U

variable de salida = X1 ;

* Para el caso invertido:
variables dec entrada = I,J,K,X y X1

variable de salida = U
Note que en los problemas unidimensionales cualquler variable aleatoria

que deba aparecer en la subrutina STATE y/o0-en la subrutina OBJECT se
Introduce a las subrutlnas via la etiqueta COMMON/ONEDHM.
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Para los problemas multldimensionales debe incluirse la sigulente
etiqueta COMMON:

COMMON/MULTDH/X(5), ¥1(5) ,U(5),F,1,J(5),K(5),L(5), PNALTY

Para resolver problemas hacla adelante, la etapa actual se define como

las etapas que faltan por recorrer, de tal manera que:
I =N-1II +1

donde TI es la etapa actual., Por lo tanto el estads de entrada X es
ahora x“‘. el estado de sallda X1 es xl. y agimismo la J y la K se

camblan en la definiclén,

SUBRUTINA OBJECT

El propdsito de la subrutina OBJECT es suminlstrar al CSUDP la funcién
de utllidad fl[xl.ul), para esto se utlliza la varlable F, que el
paquete reconoce como el valor de la funcién de utilidad de la etapa
actual. El pardmetro F es el paréametro de salida de esta subrutina.

Inmedlatamente después de la subrutina STATE se hace una llamada a la
subrutina OBJECT unicamente s{ U para el caso invertldo o X1 para ‘el
caso no invertide son factibles. Los presentes valores se pasan a la
subrutina OBJECT para que caleule la funclén obletive, También estén
disponibles para esta subrutina los valores enteros J,K y L, asi como
otros cdlculos de la subrutina STATE, ya que, ésta es la sollicitada en
primer lugar, Lo anterlor permite que se tabulen log datos de - las
subrutinas STATE y OBJECT, si as{ se desea.

SUBRUTINA READIN
De ser necesarlo proporcionar datos adiclonales a las subr;\tlnas STATE ¥y
OBJECT, por elemplo: valores tabulados de la funcién. de utlllidad; es

posible hacerlo con la subrutina READIN.

Los datos suministrades con esta opcién pueden ser leidos de un archlve
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de datos ya existente, o blen, concatenar éstos al final del archivo de
datos del CSUDP {creados con el programa SETUP), aunque el wusuario
deberd formatearlos. S1 este fuera el casec, los datos seran leldos de la

unidad de archivo 5.

Los datos leidos con esla subrutina pueden pasarse a las subrutinas
STATE y OBJECT via etlquetas, con bleoque COMMON, creadas por el usuario.
De cualquier forma, aun cuande no se reguieran de datos adiclomales,
slempre se deberd declarar la subrutina READIN. Si éste fuera el caso,
es posible construlr la subrutina con declaracliones ne ejecutables, por

eJemplo

SUBROUTINE READIN
RETURN
END

3.4 PROBLEMAS ESTOCASTICOS Y EXTENSIONES
En la presente versién del cédigo, dnicamente pueden ser resueltos

problemas estocdsticos unidimenslonales. Para esta clase de problemas,

i1a funcién objetivo sblo puede ser del tipo 1 y 3, es decir:

.4
Tlpo 1 Min (o Max) E [ z rl(xl.u‘,Rl)} (3.12)
1 1=1
H
Tipo 3 Min fo Hax) E [T 0%, ul,Rl)] (3.13)
1 1=1

donde E {+] representa la esperanza y R‘ es una varliable esleatorla
discreta con funcién de distribucién conocida, la cual puede ser
independiente, o bien, estar condicionada a los resultados de la etapa
anterior (cadenag de Markov)., Como comentarlo se hace notar que en
problemss estocdstlicos el éplimo no est& garantizado cuando se utilizan
functones objetivo del tipo 2 (Nemhauser, 1870), ver ecuacidn (3.2).
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Aqui también es posible utilizar la forma no invertida de la funcién de

transicién (u‘= tl'i(x“x 'Rx)' {i=1,2,..,N)). Lo interesante en éste

ultimo planteamiento esldobservar que la varlable de control u, se
considera, en este caso, como una variable aleatoria en vez de Xig ¥
que sobre ésta wltima se reallza el proceso de optimizacién, lo que
supondria que el factor aleatoric es perfectamente pronesticable en la
etapa {, o blen, que es un fenomeno distribuido a lo largo de la etapa @
pero conslderado de manera abultada, por ejemplo: en el problema de
operacién del vaso de una presa, sl se suministra el nlvel (6ptimo)
x:u(xl) (x:.1 como funcién del nivel X, inicial) que debe tener la
presa al final del mes, entonces el operador puede ajustar las entreggs
diarias, basandose en las entradas al vaso obscrvadas a diarlo, para
obtener as{ un nivel lo m&s cercano posible a xl'n. al principlo del

sigulente mes.

Normalmente para los problemas estocdsticos no es poslble dar unma

politica de declsién explicita como resultade del proceso de rastreo

hacla amdelante, puesto que %, es una varible aleatoria, por lo tanto
.

deben disponerse de todas las politicas de control u‘(xl). Sin embargo,

en la forma invertida, un tipo de rastreo hacia atras puede aplicarse
.

por que las x|.|(’ﬂ) éptimas son almacenadas, ya que aqui los elementos
aleatorios son las desiclones u. La funcién recursiva para la forma no

invertida es:
9
J‘(xl)=M€.)l<(o Min) {kglpl(Rl;rlk) e ([‘(xl.ul,rlk)..lhl(xm’k))] b
5.2,

'3 =t (% r
P AL L

donde la funclén ¢(:) corresponde a uno de los tipos de relaclones dadns
en (3.12) y (3.13). El subindice "k" en Kk significa que %,
también es una variable aleatoria. Para la forma invertida tenemos:

v

1

a
!
Ji(xl)=ui.;‘(f¢: Min) {kZ:lp‘(Rl;ru)[«# (r tepu e 000tk D]}

s.a,

-1
Y t'l (xl'le'rlk)

66



en este case la decisisn se consldera ahora aleatorla, En ambos casos,
ias probubilidades, pl(Rik-‘-r‘u). son independlentes para cada poslble
valor de le. donde

4

Epl(le':rlk)ﬂ para i=},2,...N
k=1
EL CSUDP puede aceptar tamblén probabjlidades condiclonadas a la

variable aleatoria anterlor:

q
1
Jl(xl'rl-l)zga;((:(to H;n){ L pl(nlkzrlklnl-lnrl-l)[¢(fl(xl’u('rlk)'
1 %14 k=1
’Jlfl(xhl'rlk”]}
donde
Y
k):jlpl(ﬁuzrlkfﬂ’_fr']_l) = 1, para cada valor LR =i..N

ANALISIS DE RIESGO

Una caracteristica dtll del programa para los problemas estocastlcos es
su capacidad para incluir riesgos condiclionados (es d;:c.ir, condlclonados
al estado actual X, del sistema). Con estos riesgos las restricclones
pueden violarse con clerta probabllidad sin que el CSUDP declare una
solucién no factible, Siempre y cuando esta probabilldad no rebase una

probabilidad maxima, especiflcada por el usuario.

En Ia forma no lnvertida o estandar el usuario especifica los parametros

Pnln (PL) y me (P") de manera que las X,y las u, dadas se consideran

factlbles mientras PL y PH cumplan con lo sigulente:

kELP‘(R“=r‘k)SPL'€=L”,N (3,14)
kEHP‘(B“:r“‘)sp"'l:l.”'N (3.15)
. 1
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donde

L={kl k=1,..,q,; X = t‘(x.,u',r“) <y }

143,k 1,min

H1= { ki k=1,‘..q|; xhx.k = t‘(x’.u‘.rul ? Xl.ux }

para teoda {=1,.. N

Esto es, se permiten les nlveles de riesgo PL para violar la cota
inferior en el estado X, Y P“ para violar la cota supertor en el nlsmo

estado x Oblamente, si PL= P“= 0, las cotas superior e inferior

141°
deben satisfacerse para todos los posibles valores de R“. Para la forma
invertida, tenemos:

b

L=k bkt qs u = 0 x

<y
1 13 'rlk)

1 i,min

-1
=t 3 r >u
x 1 (xl'*nx' \k) 4, max }

para toda =1,,. N

La versidén actual del coédige trunca las politicas uy (forma invertida) o
log estados buscados X (forma no invertida) hacia las cotas violadas
slempre y cuando (3.14) y (3,15} se satisfagan; y la funclén objetlivo se
calcula con esos valores truncados., Probabllidades condiclonales también

pueden considerarse en (3.14) y (3,15),
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CAPITULO 4

PROBLEMAS DE APLICACION

En este capitulo se presentan algunas aplicaclones de la programacién
dinamlica. Como se ha menclonado, éste método de optimlzacién es muy
poderoso, sobre todo, en problemas donde se requiera ejercer un control
sobre l1as etapas del slstema. En este capitulo se presentan cuatro
problemas, a saber: el problema de reemplazo, un problema de 1la
planeacién de la produccién, un problema de asignacién de recursos y un
problema de inventario estocastico. En los eJemplos de estos problemas,
la soluclén se presenta de dus formas; una efectuada a mano, cuyos
calculos se encuentran resumides en tablas; y la otra forma es la
soluclén obtenids por medio del paquete CSUDP. Con excepcién del
problema de inventario, cuya solucién se presenta, Unicamente, por medio
del programa CSUDP.

4.1 EL PROBLEMA DE REEKPLAZO

En las 4reas de produccién de blenes y serviclos son determinantes les
medios materiales, con los cuales estas Industrlas realizan su objetivo.
Las principales carateristicas de un blen material, que representan un
interés econdmico son: el valor del bien al momento de comprarle o costo
de adqulsicién; los recursos empleados para mantencr en buenas

- condlciones el bilen o costo de mantenimiento; el tiempo maximo estimado
de productividad o vida util del blen; la paulatina pérdida de valer,
que el blen sufre, debldo al desgaste por el uso y paso del tiempo.
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51 un blen materlal es imprescindible para el funciopamicnto de una
empresa, éste debe ser reemplazado al final de su vida dat!l o antes, con
el fin de tener una contlnuidad en la produccion o servicle prestada.
Esta sustitucion representa un costo, por lc que es de interés disponer
de una politica de reemplazo que minimice costes. En sintesis podemos
decir gue el problema de reemplaze consiste en encontrar el momento o
tlempos., en que se debe sustitulr un blen por otro de las mismas
caracteristicas de manera que, en un periodo determinado de tiempo, los

costos asoclades a todo el proceso sean minimos.

E)l modele basico de reemplazo, a considerar, consiste en: revisar
perlodicamente una méqulina para repararla o reemplazarla por otra. El
costo de reparaciéon depende del tlempe que 1a maqulna lleva produciendo,
o blen, sl se declde desecharla comprar una nueva., Se desen tener una
politica de reemplazo que minimice los costos para los préximes n
periodos, al final de los cuales la maquina gque esté en operacléon es
desechada. Tenlendo en cuenta que una méquina tiene como méximo una vida
util de m periodos. Podemos proceder a deflnir algunes pardmetros y
variables de declsién como sligue: sea ca := coste de adquislclén de una
maquina nueva; co (x} := costo de mantenimleato de una maquina con Xx
periodos de uso; vr (x) := valor de rescate de una migquina con X
pertados de uso; y u la variable de decisién

0 si se reemplaza
donde u ;=

1 sl se mantiene

Entonces el problema de reemplazo s¢ plantearia como sigue:

n

Minlmizar ‘E:lc‘(xl,u‘) - W(xnu] ‘ (4.1}
s.a o
X t(xi.u’) Lal.,.n
15x‘sm L =1.. n#l

¥ €1 vy u‘e{o,l}
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donde:

ca - vri{x ) st u=0
1 )
::'(xl.ul) =
colx ) sl u=1
1 1
1 31 ul= 0
t (xl.ul) =
xlﬂ sl u= 1

Aqui x, es la edad de la maqulna al linlclo del Intervalo de tlempo a
planear. Este problema se puede resolver con programacién dinamica, por
lo que, procediendo come se Indica en el apartado 1.4, este modelo

basico planteado en la forma hacla atras quedaria come slgue:

- Las etapas son los periodos de tlempo que faltan por recorrer, al

principlo de los cuales se puede cfectuar el reemplazo o no.

- Los estados (x‘) representan la edad o periodos de uso de la miqulna,

al principlic de cada etapa.

- Jl(x‘) representard 1a politica de reemplazo de costo minimo, para los

altimos { periodos, cuando la maquina tlene en ese momento unaedad X,
Sl la varlable de declisién u, es:

0 sl se reemplaza
1 si se mantiene

y el costo total c‘(xl,u‘) viene dado por:

. ca~ vr(x ) sl u‘=0
cl(x’.ul) = !

co(x!) st u =1

- entonces la ecuacldn recursiva es
J(x) = Hlljn {etxu) sy (x )}
' -
S.8
X _ = (xl)(ul] +1

15","“» &=1..n

x e , ulE{O.l}
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Elemplo 1: una maqulna en una planta de produccién es Inspeccionada
anualmente y se le da maatenimlento o blen es reemplazada por una
maquina nueva. El coste de reparacién y el valor de rescate de la

mAquina segin su antigliedad se muestran en la sigulente tabla:

datos problema de reemplazo (en miles)

EDAD (afies) 1 2 3 4
(CO) COSTO MANTENIMIENTO 7 3 g -
(VR) VALOR DE RESCATE 10 5 2 o

E! costo de una maquina nueva es de $20,000. El tiempo que resta de vida
- a toda la planta son cince afios, al flnal de los cuales la miquina que
esté funcionando es desechada, Determine un plan de reemplazo a costo

minimo si:

a)} la mdqulna cumple un afloc en su préximo anlversaric
b) la maquina cumple dos afios en su préoximoe anlversario
c} 1a maquina cumple tres afios en su préximo aniversario

d) la madqulna cumple cuatro afios en su proxime anlversaric

Solucién:

Estar en la etapa ! signlfica que faltan { afios por recorrer; estar en
el estado X, de la etapa {, significa que la maquina tlene la edad X, al
inicio del afio {(n+1) - J}(xl) representa el costo (minimo) de una
politica dptima de reemplazo para los préximos I afios, de una maquina de

edad X, La declision a tomar en la etapa { es:

o] reemplazar
u=
! 1 mantener
El costo asociado con el presente estado y accién es: 4

20~ VR(x‘) si u =0
cl(x‘,ul) = !

Co(xl) 51 u =t



la ecuacién de recurrencla es

Jx ) = P:in {e e u) +J ()}
'
s.a.
xl_‘=(x’)(ul)+1 t=1..§
1 s X, 54 tL=0.. 58
la condlclén de frontera es Jo(xl) = -VR(xl). En base a esta notaclén

estamos buscando: a) JS(I): b) Js(z); c) J5(3) y d) J5(4).

Los célculos resumidos se muestran en las tablas slgulentes:

ul
xll 0 1 Jl(x ) I u:
1 2 0 0
2 ! 5 1 1 ’ 1
3 l B g g8 | o
41 10 - 10 | o
u2
.
le 0 1 I Jz(xa) | u,
17 10 8 g 1
2y 15 1 11 1
3 18 19 18 Q
4 20 -= 20 g
u(l
.
X, 0 1 | Ja(xs) l u,
1.1 18 18 - 18 0,1
2] 23 2t 21 1
3!l 26 29 26 0
4 28 -= 28
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.
x‘l 0 1 J, (x‘) I u,
1 28 28 28 0,1
2 jele] 29 29
3 36 37 36 0
1 38 - 38 0 )

s

-
%y 0 1 "5 ( st ug
1 38 36 36 1
2 43 33 39 1
3 48 47 A6 [¢]
4 48 -~ 48 [¢)

Procediendo como se indica en el apartade 1.4, tenemos que la solucién

6ptima esta dada por:

La soluclén dptima para el inciso: a) es

afio acclén coste
1 mantener T
2 mantener 3
3 reemplazar 18
q mantener 7
5 mantener
3] rescate -2
36

para el inciso b) hay dos soluciones una de ellas es:

afio accién costo

i mantener 3
2 reemplazar 18
3 reemplazar 10
4 mantener T
S mantener 3
6 rescate -2

39
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para los Inclsos ¢} y d} hay tres politices de decision, que son las

mismas, una de ellas es:

cl d)
afio accion costo costo
1 reemplazar 18 20
2 reemplazar 10 10
3 reemplazar 10 10

4 mantener 7

5 mantener 3

6 rescate -2 -2
46 48

Soluclién por medio del paquete CSUDP:

Las subrutinas STATE, OBJECT y READIN, que proporcionpa el usuarie, se

compilan en un archive de fortran77, para este ejemplo tenemos:

(REMP. FOfi: nombre del archive en este ejemplo}

C ** PROBLEMA DE REEMPLAZO
c L]
SUBROUTINE STATE
COMMON/ONEDW/X, X1, U, F,1,J,K, L, R, PNALTY
C ** TFORMA NO INVERTIDA
¥ =X*U+1,
RETURN
END
c L
SUBROUTINE OBJECT
COMMON/ONEDM/K, X1, U, F, 1, J, K, L, R, PNALTY
DIMENSION VR{4),C0(4)
DATA VR/10.,5.,2.,0./
DATA CO/7.,3.,9.,100./
IX = IFIX(X)
1F (U.EQ.0.) F
IF (U.EQ.1.) F
IF (1.EQ.5) F
RETURN
END

20. - VR{IX)
CO(1X)
F - VR(IX+1)

a4 n

SUBROUTINE READIN
RETURN
END
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Una vez complladas, sin errores, estas subrutinas se llgan con el
programa objeto DYNPRO (REMP+DYNPRO)}, para obtener el programa
ejecutable (REMP.EXE). Antes de ejJecutar este programa, se debe crear
por medioc del programa SETUP.EXE, un archive de datos donde se
especifiquen las caracteristicas de la optimizaclén. (Recuerde que los
datos adicionnles de un problema, como pueden ser costos etc., se pueden
concatenar, debidamente formateados, al final del archlvo de datos
creado por SETUP y éstos se leen con el dispositivo de entrada nimero 5;
o blen , los datos pueden ser leldos de un archivo ya exlstente de
datos; o blen, como en este elemplo, definirlos directamente en las
subrut Inas, lo que generalmente no es aconhsejable, ya que,si camblara

alguno de los datos del problema habria que complar y ligar nuevamente).

(ejemplo de como funciona el programa SETUP)

L Ry T T R Y PR 2]

* GENERALIZED DYNAMIC PROGRAMMING FOR MICROCOMPUTER *
Ll

PROGRAM CSUDP .
. COLORADO STATE UNIVERSITY .
¢ JOHN W. LABADIE .

L R T I R R T A Y Y ]

ENTER 0: TO CREATE NEW DATA FILE
ENTER 1: TO READ AND EDIT AN EXISTING DATA FILE
o]

TYPE IN DATA FILE NAME : REMP.DAT (nombre del archivo de datos
que estamos creando)

ENTER TITLE FOR THIS PROBLEM (UP TO 70 CHARACTERS):
Problema de Reemplazo

IF MINIMIZATION PROBLEM, ENTER 1

IF MAXIMIZATION PROBLEM, ENTER -1:

1

ENTER 1: IF TYPE 1 OBJECTIVE (ADDITIVE)

ENTER 2: IF TYPE 2 OBJECTIVE (MAX(MIN) OR MIN(MAX))
ENTER 3: IF TYPE 3 OBJECTIVE {MULTIPLICATIVE):

1

-ENTER DIMENSION FOR STATE VECTOR:

1

ENTER 0: IF STATE EQUATION IN NONINVERTED FORM
ENTER i: IF STATE EQUATION EN INVERTED FORM

0

IS THIS A STOCHASTIC PROBLEM? (Y OR N)

n

ENTER NUMBER OF STAGES:

5
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PRINTOUT OPTIONS FOR OPTIMAL POLICIES:

ENTER 1: FOR OPTIMAL OPEN LOOP POLICIES ONLY
ENTER 2: FOR OPTIMAL FEEDBACK POLICIES CNLY
ENTER 3: FOR BOTH OPTIONS

3

ENTER O: IF SELECTING FIRST TIE IN OPTIMIZATION
ENTER 1: IF SELECTING LAST TIE IN OPTIMIZATION

o]

ENTER DELU: DISCRETIZATION INTERVAL FOR DECISION(S) U:
1.

DO YOU WANT SPLICING IN THE STATE SAPCE? (Y OR N):

n

ENTER STATE DISCRETIZATION INTERVAL DELX:

t.

UPPER AND LOWER BOUNDS ON STATE AND DECISION VARIABLES

FOR STATE  DIMENSION NO. 1.,
IN HOW MANY STAGES DO THE LOWER BOUNDS
ON THE STATE VARIABLE CHANGE? (BE SURE TO
ALWAYS INCLUDE THE 1ST STAGE IN YOUR COUNT: 1
ENTER STAGE NO. AND CORRESPONDING BOUND: 1 1
FOR STATE DIMENSION NO, 1.
IN HOW MANY STAGES DD THE UPPER BOUHDS
ON THE STATE VARIABLE CHANGE? (BE SURE TO
ALWAYS INCLUDE THE 1ST STAGE IN YQUR COUNT: 1
ENTER STAGE NO. AND CORRESPONDING BOUND: 1 4
FOR DECISION DIMENSION NO, ...
IN HOW MANY STAGES DO THE LOWER BOUNDS
ON THE DECISION VARIABLE CHANGE? {(BE SURE TO
ALWAYS INCLUDE THE 1ST STAGE IN YOUR COUNT: 1
ENTER STAGE NO, AND CORRESPONDING BOUND: 1 0
FOR DECISION DIMENSION NO. 1.,
IN HOW MANY STAGES DO THE UPPER BOUNDS
ON THE DECISION VARIABLE CHANGE? (BE SURE TO
ALWAYS INCLUDE THE 1ST STAGE IN YOUR COUNT: 1
ENTER STAGE NO, AND CORRESPONDING BOUND: 11

ENTER: FOR:
[¢] TERMINATING DATA EDITING.
1 NEW PROBLEM TITLE.
2 MINIMIZING OR MAXIMIZING OBJECTIVE.
3 CHANGING TYPE OF OBJECTIVE FUNCTION.
4 INVERTED O NONINVERTED STATE EQUATION.
] STOCHASTIC OR DETERMINISTIC PROBLEM.
8 CHANGING NO. OF STAGES.
7 CHANGING NO. OF ITERATIONS (MULTIDIM. ONLY).
8 DIFFERENT PRINTOUT OPTION. L
9 CHANGING THE TIE BREAKING OPTION.
10 NEW DECISTON SPACE INCREMENT DELU.
11 NEW STATE SPACE INCREMENT DELX.
12 ALTERING BOUNDS ON VARIABLES.
13 NEW INITIAL STATE TRAJECTORY (MULTIDIM. GNLY).
11 NEW PROBABILITY DISTRIBUTIONS (STQCH. ONLY).

0 Stop -~ Program termlnated.

7



En segulda se despliega la soluclén del problema en los dos formatos
disponibles de Impresién, que son: politicas abiertas, equivalentes a la
parte derecha de las tablas, hechas a mano, donde se resumen los
cdlculos; y politicas retroalimentudas, eguivalentes a l1a soluclén

cuando se ha efectuado el rastreo de regrese de las etapas.

Title : Problema de Reemplazo

ShAEUNEENIEs It sUNRINIGUNASRIRBURSEROIRER

1 Dimenslonal Problem
Minimization Problem
Objeclive is Summation Type
Deterministic Optlimization
Problem Assumed Non-Invertible
First Tie Value Taken
Spltcing will not Ocecur

Number of Siages = B

L N A A I A R A e I
LR R I A A B R R I S

ANSSEALUTANENSANBENUNGRN T RIIIINRSURSEN NS

Interval for X' = 1,000
Interval for U = 1,000

Upper and Lower Bounds on X(I+1) and U(I)

I XMIN(I) XMAX(1) UMIN(I) UMAX{( I}
1 1.000 4.000 . 0000 1.000

2 1.000 4,000 L0000 1,000
3 - 1.000 4.000 L0000 1.000
4 1.000 4.000 . 0000 1.000

5 1,000 4.000 . 0000 1.000

5 1.000 4.000
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Optimal Policles

sevsressvens
- .

* Stage 5 *
- *

X{ 8} 1,0000
Uixt 50 1.0000
X*{ 8) 2.0000
F(X({ 5} 2.0000

Optimal Policles

LTI LYY 1
- .

® Stage 4 *
. -

smevssensnna

X({ 41 1,0000
U(X( 4) 1.0000
X*( 51 2.0000
F{X{ 4) 8.0000

Optimal Policles

dsamendnavas

b .
* Stage 3 *
* *

Servsnuansany

X( 3) 1.0000
Ulx( 33 .oo0oad
X*{ 4) 1.0000
F(X( 3) 18.000

Optimal Pollcles

arasriaveve
. [

* Stage 2 *
a u

sbensnEassnde

X( 2} 1,000G
u{x( 2) .00000
%x*{ 3) 1.0000
F(X( 2) 28.000

2.0000
1.0000
3.0000
1.0000

2.0000
1.0000
3.0000
12.000

2.0000
. 00000

1.0000

23.000

2.0000
1.0000
3,0000
29.000

3.0000
1.0000
4.0000
9.0000

3.0Q00
.00000
1.0000
20.000

3.000C
00000
1.0000
26.000

3.0000
.00000
1.0000G
38,000

4,0000
.00000
1.0000
13.00C

4.0000
,00000
1.0000
22.000

4.0000
.00000
1.0000
28.000

4.0000
. 00000
1. 0000
38.000

ESTA YESIS WO DEBE
SAR BE LA oiduETECA



Optimal Policles

.
.
* Stage 1 *
.

X( 1) 11,0000
Uulx( 1) 1.0000
X*( 2} 2.0000
F(X{ 1) 36.000

2.0000
1.0000
3.0000
39.000

3,0000
. 00000
1.0000
46.000

OPTIMAL SOLUTION FOR X(1) = 1.00000

-

X

1. 000000
2.000000
3.000000
1.000000
2.000C00
3.000000

OUl & WM -

MINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALLUE =

U

1. 000000
1. 000000
. 0000000
1. 000000
1. 000000

MINIMUM QOBJECTIVE VALUE =

F

7.000000
3. 000000
18.00000
7.000000
1. 000000

36. 00000

OPTIMAL SOLUTION FOR X(1} = 2.00000

-

Xe

2.000000
3.000000
1.000000
1.000000
2.000000
3.000000

DU PN -

MINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE =

ue

1. 000000
. 0000000
. G000000
1. 000000
1. 000000

MINIMUM OBJECTIVE VALUE =

F

3, 000000
18.00000
10. 00000
7. 000000
1.000000

39.00000

OPTIMAL SOLUTION FOR X(1) = 3.00000

-

X*

3. 000000
1.000000
1.000000
1.000000
2.000000
'3. 000000

DU W N -

MINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE =

u*

0000000
0000000
. 0000000
1. 000000
1.000000

MINIMUM OBJECTIVE VALUE =

F*

18, 00000
10, 00000
10. 00000
7.000000
1. 000000

46.00000

4.0000
. 00000
1.0000
48.000

36. 00000

39.00000

486, 00000



OPTIMAL SOLUTION FOR X{1) = 4,00000

1 X* u* F*

1 4.000000 . 0000000 20. 00000

2 1.000000 . 0000000 10. 00000

3 1.000000 . 0000000 10. 00000

4  1.000000 1.000000 7. 000000

§  2.000000 1,000000 1. 000000

6  3.000000

MINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE =  48,00000

MINIMUM OBJECTIVE VALUE =  48.00000

4.2 UN PROBLEMA DE LA PLANEACION DE LA PRODUCCION

Para cualquier industria, en particular la de produccidn de blenes, una
condlclén necesaria para su subsistencia es que sea rentable. Ademds sl
se trata de una empresa con fines lucratlvos, las ganancias obtenidas
por ésta deben ser atractivas para sus duefios y para ello se necesita de

una organizaclén eficliente.

La cantidad a producir de un blen determinado depende de varlos factores
tales como la capacidad de produccién instalada, materia prima
disponible, capacidad de almacenaje, la demanda esperada del blen, etc..
S1 se estiman o conocen con anticlpaclén los princlipales factores a que
nos referimos se puede disefiar un plan de produccién {que ademds sirva
de control) que repercuta positivamente en el objetivo econdémlco de la

empresa.

En base a lo. snterlor diremos que el problema de la plancacién de la
produccidén consiste en determinar, para un Intervalo de tlempo, la
cantidad de bienes que se han de produclir bajo clertas condiclones
materinles y de mercado, de tal manera que se minimicen costos o se

maximicen gananclas.
El modelo bé&sico deterministico consiste eh planear la produccién de un

articulo para un horizonte de tiempo de n perlodos, donde la demanda es

conoclda en cada pericdo. La demanda puede ser satisfecha Unicamente por
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la produccién del periedo actual o por productos que hayan slde
fabricados en periodos anterlores y que estén almacenades. Suponemos que
@l modelo Incluye cogstos de producclén y de almacenaje y que el nlvel de
inventario debe ser cero al principlo y al flnal del horlzonte. EIl
objetlvo es llevar un control de la produccién de tal manera que se

satisfaga la demanda a un costo minimo.

Para este problema definlremos a: d‘ como la demanda en el periode ;
ch(U) el costo de producir u unldades durante el perlodo U ¥y cal(x)
come el costo de tener almacenadas x unidades al iniclo del periodo i,

Entonces el problema consliste en:
n
Minimizar L (ep(u) + ca (x))
1=1

5.8.
xl:xh'lzo
xm=x"+u-d t=1..n
u‘zO ¥ u!eZ t=1..n

En programaclén dindmlica, utilizando la forma hacla atrds pero con las
etapas indexadas hacia adelante,el problema se plantearia de la manera
sigulente: estar en la etapa !, significa estar en el periocdo I; estar
en el estado X de la etapa {, significa tener un nivel de inventario x
al Inicio del periods Jl(xl) es el costo minimo de un programa de
produccién para los ultimos (n+1) - L periodss, a partir de un nivel de
inventario de Xy la variable de decislion u es el nimero de articulos
que se producen en la etapa {. Asi tenemos que la ecuaclén recursiva

viene dada por:
J(x) = Min{ cplu)+calx)+J (x )}
X =xl+u--dl L=1..'n
ulz Oy ue z

con una CONDICION DE FRONTERA de Jnvl(o) = 0,
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Ejemplo 2: un constructor de yates tlene los pedidos mensuales que se

muestran en la tabla slgulente:

ORDENES DE YATES
(1) (2} (3) (1) (8 (6)
MES FEB MAR ABR MAY JUN JUL
No. de YATES 1 2 5 3 2 1

El1 fabricante puede construlr hasta cuatro yales en cualquier mes y
puede almacenar a le mds tres. S{ se construye al menos un bote en un
mes, se tiene un sobre costo de $40,000.00 mas $100,000.00 por cada yate
construldo. El costo de almacenamiento por unidad es de $10,000.00.
Suponga que todas las drdenes deben ser satlsfechas y que el numero de
unldades almacenadas es cero al principlo y al final del periédo. sEn
que meses y en que cantidades los botes se deben construlr si los costos

deben ser minimlzados?.

Soluclon:

Estar .en la etapa | significa estar en el mes {. Mientras que estar en
el estado X, de la etapa I significa que se tlene un nivel de inventario
de x, yates, al iniclo del mes (. Por otra parte, Jl(xl) es el costo
(minimo) de una politica é&ptima de produccion, para los Gltlmos 7-i

meses, cuande se tlene un inventario de X yates en el mes (.

sean: u el namero de yates que se producen en el mes {; d‘ la demanda
en el mes (; cl(x|,u|) el costo total de tener un inventarioc de X,
yates, al iniclo del mes {, y de producir una cantidad de ul en ¢! mismo

mes. Entonces

clx,u) = IO(XI) si l'll =0 ( cifras
tor 10(x,)+100(u )+20 i u > 0 ™1
La ecuacién recursiva viene dada por
Jl(xl) = M‘I.n { cl(xl'ul) * an(xux) ¢ .
1
S.a.
J-clﬂ=-xl+ul-dl L=1..8

Osxls3, L=2..8

%= x_,= 0; 0= ul = 4 Xy e 2; {=1..8

83



En términos de ésta notaclén estamos buscando Jl(O) y la condiclén de

frontera es J_,(D) =0

Los caleculos se muestran en las slguientes tablas:

Xg ) Ugs 0 1 2 3 4 Ja(xs) g
0 - 140 - - - 140 1
1 ¢ - - - - 10 0 .
®g | ugs o] 1 2 3 4 J (xs) u
0 - -~ 380 35G - 350 3 *
1 - 230 260 - - 260 2
2 160 170 - - - 1680 o
3 40 - - - - 40 0
%, | v, 0 1 2 3 4 J4(x4) u,
0 - - - 690 700 590 3 .
1 - - B00 610 610 600 2
2 - 510 520 520 500 500 4
3 380 430 430 410 - 380 4]
.
Xy | Ygm 0 1 2 3 4 Ja(x__‘) u,
1 - - - - 1140 1140 1 b
2 - - - 1050 1060 1050
3 - - 860 97_0 870 260
.
x, | u,- 0 1 2 3 4 Jz(xz) u,
0 - - - 1480 1480 1480 3
1 - =~ 1330 1400 1410 1390 2
2 - 1300 1310 1320 - 1300 1
3 1170 1220 1230 - - 380 o *
0 1 2 3 J{x) :
X, U= 4 ,(xl v,
0 - 1620 1630 1640 1610 1610 4 *

84



la solucién optima es:

febrero
marzo
abril
wayo
Junio
Julls

yates por € 0os T O
fabricar INY, PROD. TOTAL
4 o 410 440
[+] 30 0 30
L} 10 440 460
3 310 340
3 o 340 a40
[} 10 o 10
1810

Soluci6on por medio del paquete CSUDP:

C o»
[ol L]

C #»

C »s

C s

C »e

Title :

TEMA: PLANECION DE LA PRODUCCION

SUBROUTINE STATE

COMMON/ONEDM/X, X1,U,F, I,J,K, L, R, PNALTY

DIMENSION D(&)

DATA D/}.,2.,5.,3.,2.,1.7
D(I) ES LA DEMANDA EN EL MES I (i=1,..,6)

X1 =X+ U~ D)
RETURN
END

SUBROUTINE OBJECT

COMMON/ONEDM/X, X1
DIMENSION D{7)
LOS COSTOS ESTAN

JU,F, I,J,K,L, R, PNALTY

EN MILES

IF (U.EQ.0.0) THEN

F=10."X

ELSE

F = 100."U + 10."
ENDIF

RETURN

END

X + 40.

SUBRQUTINE READIN

RETURN
END

Problema de la Planeacion de la Produccién

HEROIRBAOIUIUBRGURIIUI RTINS IBPER b

1 Dimensional Problem
Minimization Problem

Objective 1s Summation Type

Determinlstic Optimlzation

Flrst Tie Value Taken
Splicing will not Ocecur
Number of Stages = 6

-
L
-
-
- Problem Assumed Non-invertible
.
»
»
a

s a8 & 28

(L R Y R R P I T L R NN P Y Y]
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1.000
1.000

Interval for X
Interval for U

Upper and Lower Bounds on X(E+1) and U(I)

I XMIN(T) XHAX (1) UMIN(T) UMAX(T)
1 . 0000 . 0000 . 0000 4.000
2 . 0000 3.000 . 0000 4.000
3 . 0000 3. 000 . 0000 4,000
4 . 0000 3.000 0000 4.000
5 . 0000 3.000 - .0go0 4,000
5] . 0000 3.000 . 0000 4.000

7 . 0000 . 000G

OPTIMAL SOLUTION FOR X{1) = .000000

1 X U F*

1 . 0000000 4. 000000 440.0000
2 3.000000 . 0000000 30. 00000
3 1.000000 4. 000000 450. 0000
4 .00000O0 3.000000 340.0000
5 0000000 3. 000000 340, 0000
6 1.000000 . 0000000 10, 00000
7 .0000000

MINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE =  1610.000
MINIMUM OBJECTIVE VALUE = 1610. 000

4.3 PROBLEMA DE ASIGNACION DE RECURSOS

En el desarrolio de cualquier actividad se requlere disponer de las
condiclones materlales adecuadas para poder reallzarla, por ejemplo,
para producir clerto tipo de articulos es necesario disponer de un
tocal, maquinaria, mano de obra, materias primas eﬁc.. En general, el
" problema de aslgnacién de recursos conslste en distribuir les recursos
escasos de tal manera que se optimice una funcién de utilidad asoclada a
éstos. En general estos recursos pueden ser

materlas primas, capltal, mano de obra, tiempo, espacio, capacidad etc..

En el modelo basico de asignacién de recursos se tlenen m recursos que

se distribuyen entre n usos diferentes, donde g‘(u“.u2 ....,um) es la

'
utilidad obtenida por aslgnar una comblnacién determinada de los
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recursos, uj‘, al i-ésimo uso. Se dispone Unicamente de una cantldad cJ
del recurso J, J = 1 ..m. De esta manera, el problema se representaria
como:
n
Maximizar (Minimlzar) T gl(u”.uz‘., o )

1
1s1
s.a.

u +u ... +0u_ Sc J=1..m

En lag mas de las veces la utilidad se mide a través de un producto que
utiliza les recurses y no directamente per medlo de éstos. Con lo que el
modelo basico se relnterpretaria como: asignar m recursos a n productos,
donde 81(‘";) es la utilidad obtenlda por una cantldad w, del producto {;
y uj(u‘) es la cantldad que se.necesita del recurso ) (J = 1 .. m) para
poder tener una cantidad w del producto ¢ (L = 1 .. n). Se dispone
unicamente de una cantidad z:-1 del producto J, J = l..m. De esta forma,

el problema se representa como:

n
Maximizar [ g (u))
1=
s.4a.

uj(ul) + u;(“z) LI uj(un) = cJ J=1..m

El planteamiento en programacién dinamica es el siguiente:

vEstar en la etapa {, significa que los recursos disponibles se
distribuyen entre los primeros U usos (productos)., Estar en el estade
(x, %0
cantidad x}l del J-ésimo recurso, J = 1,.m, para distribulrse entre los

.,xm) de la etapa {, significa que se ‘dispone de una

primeros & usos (productos), Jl(x“,xz‘....,xml) es la utilidad optima

que se puede obtener, distribuyendo las cantidades disponlbles de los m

recursos entre los primeros ! usos (productos), lLa ecuacién recursiva

para el primer case vlene dada por:

ax )= Hax{gl(xll....,xml)+Jl_( —

RLTTRY n(I—L))}
u
1
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Xio-n™ X7 Uy J=t..m
x“st J =1 m
05u”5x“ J=1..m

para el scgundo caso la ecuacldn recursiva es:

Sl x ) = ::ax 1 g (0 * Iy K }
]
s.a.
x“l_”=x“- uJ(ml) J=1..m
x“ = c] J=1..m
Osuj(ul)sx“ J=1.. m

Elemplo 3: Una compafila constructora tlene cuatro proyectos en
construcelén, de acuerde con la actual distribucién de la mane de obra,
equipo y materiales los cuatro proyectos pueden ser términados en 15,
20, 18, y 25 semanas. El adminlstrador qulere reducir los llempos para
termlpar los proyectos y ha decldido repartlr entre todos los proyectos
un adliclional de $35,000.00, Los tiempos de termlnacién come funciones

del fondo adicional asignado a cada proyecto se muestran en la tabla

sigulente:
s
FONDES
ADICIONALES TIEHPO DE TERNIHACION {SEHANAS)
¢ x 1000 ) PROYECTOS
1 2 3 4
0 15 20 18 28
s 12 18 18 21
10 10 13 12 18
15 8 11 10 18
20 7 ] 8 14
25 ] 8 8 12
30 5 7 7 11
as 1 7 6 10

Supéngase - que los fondos adiclonales sdlo. pueden ser distribuldos .en
bloques de $5,000. ¢Como podrian ser repartidos los $35,000 pesos, de

manera que 1os cuatro proyectos se reallcen en un tlempo total minimo?
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Soluclioén:

Estar en la etapa (, significa considerar uUnicamente los primeros U
proyectos; y estar en el estado xl de la etapa {, slgnifica que se
asignan x, mtles de pesos a los primeros i proyectos. Por otra parte
J‘(xl) es el tiempo minimo total de duraclién de los primeros {
proyectos dado que se le aslignan x, miles de pesos. La variable de
decisién u, significa que asignamos u, miles de pesos al proyecto (.
tl(xl,ul) es el tiempo de duracién del proyecto L dado que se le aslgnan
u miles de pesos de un disponible de x,. En términos de esta notaclién

estamos buscando J‘[ES). La. ecuacién de recurrencla viene dada por

Jl(xl) = Hin | Ll(xl,u‘) + Jl_‘(x‘_l) i

La condlcién de frontera es Jo(xl) = 0.

Los cAleulos se muestran en las tablas sigulentes:

ETAPA 1
x, v =0 5 10 15 2 25 30 35|J(x)] u
0 5 - - - - - - - 15 | o
5 - 12 - - - - e . 12 | 8
10 T 1 T 10 |10
15 - - - 8 - - - - 8 {15
20 - e e e T e - - 7. | 20
25 S 6 | 25
30 - - - - - - 5 - 5 |30
35 L 4 |as
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.
X, | v, = 0 5 10 15 20 25 30 35 Jn(xz) u,

35 - - - - - - - 35 0

32 31 - - - - - - 31 3]
10 30 28 28 - - - - - 28 5,10
15 28 26 25 26 - - - - 25 |10
20 27 24 23 23 24 - - - 23 10,15
25 26 23 21 21 21 23 - - 21 10,15,20
30 28 22 20 18 198 20 22 - 19 15,20
35 24 21 19 i8 17 18 19 22 17 20
ETAPA 3

.

LI [¢] § 10 18 ?O 25 30 35 Ja(x:) uy
0 53 = = = = = = - 53 ")

43 50 - - - - - - 49 o]
10 46 46 47 - - - - - 46 0,5
15 43 43 43 45 - - - - 43 0,5.10
20 41 40 40 41 44 - - - 40 5,10
28 39 38 37 38 40 43 - - a7 10
30 37 37 35 35 37 38 42 - 35 10,15
35 35 34 33 33 34 36 38 41 33 10,15
ETAPA 4

.

X v = 0 § 10 15 20 258 30 35 Jl(x4) u,
35 3] 668 55 86 . 57 58 60 63 58 10

la solucién optima esta dada. por

PROYECTO
1

2
3
4
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Soluclén por medle del paquete

o
C **
C **

110
10

PROBLEHA DE ASICNACION DE RECURSOS
FINANCIEROS A CUATRO PROYECTQS EN CONSTRUCCION

SUBROUTINE STATE
COMMON/ONEDM/K, X1, U, F, I, J,K, L, R, PHALTY
X1 =%X-U

RETURN

EHD

SUBROUTINE OBJECT

COMMON/ONEDM/X, X1, U, F, 1, J, K, L, R, PNALTY
COMMON/TRANS/XTEMP(8, 4)

F = XTEMP(L, 1)

RETURN

END

SUBROUTINE READIN
COMMON/TRANS/XTEMP(8, 4)

OPEN {15,FILE="DATOS.asi’, STATUS="OLD' , FORM="FORMATTED" )
REWIND 15

DO 10 JJ=1,8

READ (15,110) (XTEMP(JJ,I1), [I = 1,4)
FORMAT (10X, SF5, 1)

CONTINUE

CLOSE (15)

RETURN

END

SUSESSILANSNIEBUSINUNNONIDINRESANRURSIES

1 Dimensional Problem
Minimization Problem
Chjective ls Summatlon Type
Deterministic Optimization
Problem Assumed Non-Invertible
First Tie Value Taken
Splicing will not Occur

Number of Stages = 4

& 2 8 A% e 80 = 2R e s

.
.
.
.
.
.
-
.
.
L]
.
.
L]
-«
.
.
.
L]

Interval for X = 5.000
Interval for U = 5,000
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Upper and Lower Bounds on X{I+1) and U{I)

1 XHIN(I) XMAX(1)
i 35.00 35.00
2 .0000 35.00
3 .0000 35.00
] . 0000 35.00
5 .0000 . 0000

UMIN(I)

. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

OPTIMAL SOLUTION FOR X(1) = 35.0000

1

1
2
3
4
5

X

35. 00000
30. 00000
20, 00000
10, 60000
. 0000000

u*

§.000000
10. 00000
10. 00000
10. 00000

HMINIMUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE =

MINIMUM OBJECTIVE VALUE =

55.00000

F*

12.00000
13.00000
12.00000
18. 00000

UMAX(1)

35.00
35.00
35.00
35.00

§5. 00000

Ejemplo 4: una fébrica puede producir mercancias del tipo A,

obteniendo las ganancias que se muestran en la tabla 1.

By C

Los articulos

requleren de las materias primas X e Y en las cantidades que se muestran

en la tabla 2

TABLA 1

Cananclags que se obtlenen por vender

distintes cantldades do worcancias

PRODUCTO
HUMERO DE A B c
PRODUCTOS (1) (2) (3)
1 ] 8 10
2 ] 12 i8
3 12 17 25
) TABLA 2
requerimlenton de materiam primas Py
PRODUCTOS
KUHERD DE A 8 ¢
PRODUCTOS X Y X Y X Y
13 2 1 1 1 1 2
2 k<] i 2 2 2 <
a3 3 2 3 2 2 4
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se disponen uGnicamente de 4 unidades del matertal X y de 4 unldades del
material Y, ¢ Cusntos articulos de cada tlpo deben producirse para

obtener la maxima ganancia ?

Estar en la etapa i, significa que se reparten las unidades disponlbles
de las materias primas X e Y entre los primeros L productos. Encontrarse
en el estado x = (xl‘xz) de la etapa {, significa que dispengo de x
unidades del materfal X y X, unidades del materlal Y para repartirlos
entre los primeros ! productos. Asimismo J‘(x) es la ganancla mhxima que
se puedesobtener entre los primeros ! productoes dado el estado x de la
etapa {. La varliable de decisidn es u = (ul,uz) donde u yu, es la
cantidad de material X e Y, respectivamente, que se utiliza para poducir
articulos del tipo L Por otra parte gl(u) es la ganancla que se obtlene
per aslgnar la combinaclén, u, de recursos para produclr articulos del
tipo ¢ en la etapa L En térmlnos de esta notacién estamos buscando

Ja((d,t}]).l.a ecuaclén recursiva viene dada por:

Jl(x) = M‘:x { g,(u) + JH(x -u) }
S, 8.

05xks 4, =12

osuksxk, k=12

Dado que sl no se fabrican articulos no hay gananclas, entonces 1la

condicién de frontera viene dada por Jo(x) = 0 para todo estado x,

Antes de elaborar los chlcules vamos a resumir en una tabla los posibles
valores de g, para las distintas combinaciones de materlal X e Y

‘aslgnadasr al producto 1

producto 4 (1) g,
si u =1 o6 u, = 0 ’
si u, = 2 v u, =1

s uy 23 ¥ u, = 1 g
si u z3 y uzz 2 12
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producto B (2) g,
si u =0 6 u =0 4]
1 2
= = z =
s} (u1 Uy uzll 6 (u1 Ly u, iy 5
si u, = 2 v u, = 2 12
sf u 23 y u, z2 17
i 2
producte € (3) g,
si u = c o u, = t o}
= u = =1 u_=
si {Ul 1y 2 2y o (ul ¥ Uy 2} 10
z 1
si u, 2 oy u, = 3 8
z u x4
s u, 2 vy N 25
ETAPA 1
{RADDUCTOS TERNIHADOS) . .
x‘ xz ] 1 2 3 Jl(xl u‘ uz
{0,3)] 10,4) [} - - - [ o o
2 [+ ] - - - o Q o]
2 [1,41 o s - - s 2 1
3,41 Q 0 - - - o o -1
13,41 1 0 s 8 g 3 t
12,41 (2,41 o ] 8 12 12 3 2
ETAPA 2
(PRODUCTDS TERHINADOS) .
[+} 3
z‘ x2 1 2 lex! ul u2
o fo,4} o - - - o 0 Q
1 4] [+] - - - 4] 0 0
1 (1,4]) [ (] - - 8 H 1
2 o [ - - - a >} 0
2 1 & 8 - - 8 1 [}
2 12,41 B [} 12 - 12 ? 2
3 [+] ] - - - [4] [¢] o
a 1 8 8 - - 9 [} 0
a {2,1) 12 1% 12 17 17 a 2
3 -} [} - - - o o )
4 1 9 8 - - 9 2} °
4 2 2 15 12 17 17 a 2
1 (3,4 12 18 17 17 te P 1
ETAPA 3
(PRODUCYDS TERNWIKADAOS! . .
3
xl x2 [} 1 2 J2lx) ul u2
4 4 18 27 24 25 27 1 2
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la solucién éptima estd dada por

Hacer: 0 art. del producte A
q w " B
P " " c

Soluclién con el paquete

C ** PROBLEMA DE ASIGNACION DE RECURSQS
C ** FINANCIEROS A CUATRO PROYECTOS EN CONSTRUCCION
C as
SUBROUTINE STATE
COMMON/MULTDM/X (5), X1(5),U(5),F, I, J(5),K(5), L{5),PNALTY
DO 10 JD = 1,2
U{Jp) = X(Jp) - X1(JD)
10 CONTINVE
RETURN
END

SUBROUTINE OBJECT
COMMON/MULTDM/X (5), X1(5),U(5),F, I,J(5),K(5), L(5), PNALTY
co T0 (1,2,3), 1
IF ((U(1).LE.1.0) .CR. (U(2).EQ.0.0)) THEN
F=0.0
RETURN
ELSE
IF ((U(1).EQ.2.0) .AND. {U(2).GE.1.0)) THEHN
F = 5.0
RETURN
ELSE
IF ((U{1).GE.3.0)} .AND. (U(2).GE.2.0)) THEN
F = 12.0
RETURN
ELSE
F=290
RETURN
ENDIF
ENDIF
ENDIF
2 IF ({¥(1).EQ.0.0) .OR. (U(2).EQ.0.0)) THEN
F=0.0
RETURN
ELSE
IF ((U(1).EQ.2.0) .AND., (U(2).GE.2.0)) THEN
F =120
RETURN
ELSE
IF ((U(1).GE.3.0) .AND., {W(2).GE.2,0)) THEN
F =170 ’
RETURN
ELSE
F =8.0

W
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RETURN
ENDIF
ENDIF
ENDIF
1 IF ({U{1).EQ.0.0) .OR, {U(2).LE.}.0)} THEN
F=00
RETURN
ELSE
IF ({U{1).GE,2.0) .AND. {U{2).EQ.3.0)) THEN
F = 18,0
RETURN .
ELSE
IF ((U(1).CE.2.0) .AND. (U{2).GE.4.0)} THEH
F = 25.0

END

~ SUBROUTINE READIN
RETURN
END

Title : PROBLEMA DE ASICNACION DE MATERIAS PRIMAS

seFsanveisERRSsUARENSLITLIVNASUREIISINNRD

2 Dimensional Problem
Maximlzation Problem
ObJective 1s Summation Type
Deterministic Optimization
Problem Assumed lnvertible

First Tie Value Taken

[ ER A S O T NN N S A S R ]

Number of Stages = '3

[
«
.
»
.
L]
[
L]
.
.
»
L]
.
-
-
L]

TP AGUSR R I NI SAGUR A EAIIERARPRERERRAESY

Initial Interval for X = 1.000
Final Interval for X = 1.000
Order of Accuracy for U = 1.000
SPLICE = 1.000
Maximum No, of Iterations = 20
IPRINT Option = 2

96



Upper and Lower Bounds on X{I1+41,JD) and U(I,JD)

1 Jb XMIN(I, JD) XMAX(1,JD) UKIN(I,JD) UMAX( I, JD)
1 1 4,000 4.000 .0000 2.000

1 2 4.000 4.000 . 0000 4.000

2 1 . 0000 4.000 . 0000 3.000

2 2 . 0000 4.000 .0000 2.000

3 1 .0000 4.000 . 0000 3.000

3 2 . 0000 4,000 .0000 2.000

4 1 . 0000 4.000 .

4 2 . 0000 4.000

Inttial Trajectories :

I X(I,1) X(1,2) .

RN S SN E AN RGN N USSP RO TN IR I SRR AN IR B EURRURONI I FUSTRONNRNAI RPN R TIEEN

1 * 4.000000 4.000000

2 * 4.,000000 4.000000

3 * 4.000000 4.000000

4 * 4.000000 4.000000
Iteration 1

Current Trajectories :

1 X(1,1) X(1,2) B

NSRS S R C AN R AV IR RSN RN R R A RN NSRRI S AN N NSNSV ABUR AN ISR NENP RSN
[]

1 4.000000 4.000000
2 " 4.000000 4.000000
3 * 3.000000 3.000000
4 * 3.000000 3.000000

‘Decision Variables

1 u(r1, 1} u(I1,2) *

R Y L L L R R I e Y]
- . .

1 * ,0000000 .0000000
2 ' 1.000000 1.600000
3 * .0000000 .0000000

ObJective Value = B.0000000
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Iteration 2
Current Trajectorlies

I X(I,1) X(1,2) "

NS AN UGN E AT RSN ORISR T UR SN AN NN NRS NSNS P ISP IR NNEREsONISOD
»

1 * 4.000000 4.000000

2 " 4.000000 4. 000000 h
3 * 2.000000 2.000000
4 * 2,000000 2. 000000

Declslon Variables

1 u(L, 1) u(1,2) *

F SN GE NSNS NN RNt SRR N VSN RACOUR AN SRR RsNENRESSRRRNOT
L]

1 * .0000000 . 0000000
2 " 2.000000 - 2,000000
3 * 0000000 . 0000000

~

ObJective Value = 12.000000

Iteration 3
Current Trajectories :

I X(1.1) X(1,2) *

A I B AR IR A GO U AN NS R U NN NI IV S S E USSR S AP PRI RESS AN NS R ERRATSNERY
.

1 * 4,000000 4. 000000
2 ' 4.000000 3. 000000
3 *. 1.000000 1. 000000
4 " 1.000000 1. 000000

Decision Variables

I u(1,1) ul1,2) .

Yy Y Y P Y T L Y Y P YT RYTI I
-

1 " .0000000 1.000000
2 * 3.000000 2., 000000
3 * 0000000 . 0000000

ObjJective Value = 17,000000
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Iteration 4

Current Trajectorles :

I X(1,1) X(1,2} .

R Y Ty e ey e e T T A AR Y

1 ® 4,000000 4.000000
2 * 3.000000 2. 000000
3 * .0000000 . 0000000
4 L

. ¢000000 . 6000000 .

Decision Varlables

I u(r, 1) u(r,2) *

NS AN N RSN N U NG RN SN AN NSNS OSSN N SRR NI ISP RSN ENNIASUAEROSRISNEN
.

1 * 1,000000 2.000000
2 * 3.000000 2.000000
3 * .0000000 . 0000000

Objective Value = 27.000000

*¢* Optimal Solution ***

Iteration 4
Final Trajectories :

I X(I,1) X(r,2) *

AEB NSNS AT N ISR AN NSRRI ARG I T ORGP NSRRI E TR RN ES SRV
.

1 * 4,000000 4.000000
2 % 3,000000 2.000000
3 * .0000000 . 0000000
4. * .0000000 . 0000000

Deciston Variables

I U1, 1) wWI,2) . i

L Ry Ly sy T R T Y Y PRy Y
- .

t * 1,000000 2.000000
2 * 3.000000 2.000000
3 * .0000000 . 0000000
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Objective Function Values

1 F(I) *

L R R Ty Y R R T A T ]

1 * 10.00000
2 * 17.00000
3 * .0000000

ObJjectlive Value = 27.000000

4.4 PROBLEMA DE UN INVENTARIO ESTOCASTICO

En un slstema productlvo, el manejo adecuade de los Inventarlos es
necesario cuando se tienen recursos escasos Yy sc desea hacer un uso
eficiente de 1a infraecstructura disponible. E! problema basico de
inventarlos consiste en determinar un nivel de {nventarlo oOptimo que
minimice los costos de operacién, o blen, que maximice las gananclas que
se obtienen por Ia venta de productos, considerando ios costos por
mantener el Inventario. Las restricciones de este tipo de problemas
pueden ser: capacldad de almacenamlento; capacldad de compra; problemas
de operaclén, segun el volumen de los productos, elcétera. También, otro
tipo de restricclones externas, como son: demanda esperada; tlempo de
entrega de las mercancias ordenadas; cantldad minima por orden;
etcétera. Ademias podemos encontrarnos con politicas de operacién ya
definlidas, por ejemplo: cubrir el total de la demanda o penallzar por la
demanda no cublerta debldo a que se terminen las existencias o mantener
siempre un minimo de inventarlo para las emergencias, etec.. En general
el manejo de inventarios es senclllo cuando la demanda de articulos es
deterministica, sin embargo, el problema se complica cuandoc tenemos que

hacer frente 2 una demanda estocastica.

Debldo a: 1la gran variedad de proble~as de inventarios que pueden
existir, las diferentes politicas de opcracién de[‘ln‘i‘das para - un
problema en partlcular y demds restricciones; no se planteard un
problema de Inventario tipo en general, sino que se propone
directamente, como {lustraclén, un ejemplo donde la demanda es

estocéstica, que es el caso Interesante.
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Elemplo 5. Un revendedor puede ordenar tanques de gas al iniclo de cada
semana y recibler la entrega al principlo de la otra. Cada cilindro
cuesta $10 y es vendldo en $18. Adem&s hay un cargo fijo de %5 por cada
orden de entrega.

Existe un costo de almacenamiento de $1 por cads tangque que permapece en
bodega durante una semana completa. La demanda de los tanques en la
semana n es una varjable aleatoria Rn que toma el wvalor r con
probabliidad pn(r) { pn(r) = P {Rn= r} ) como se muestra en la tabla
sigulente.

inventario estocdstico

provabilidad de ia demanda pn(r)

demanda semana n
r 1 2 3 4 5 6
0 0.3 a.5 0.3 g.1 0.1 0.8
1 0.3 0,5 0.5 0.2 0.2 0.4
2 0.4 s] 0.2 0.4 03 0.1
3 [¢] o [¢] 0.3 0.4 0

La demanda que no es satisfecha inmediatamente se plerde. Los tanques
que no son vendidos al Tipa)l de la sexta semana tlenen un valor de
‘rescate de $8 . Determinese una politica 6ptima para elaborar las
érdenes.

Soluclén:

Estar en la etapa { significa estar en la semana {. El estado %, de la
etapa & ,es el nivel de inventaric al iniclo de la semana ¢ La variable

de decision u, es ordenar u, cllindros al inicio de ia etapa L.

g‘(x!.ul.r) es la ganancia obtenida en la etapa i, dada una demanda de L
tanques, considerando una existencia de %, ¥ que se efectia una orden de

u,  tanques. Jx (xl) es 1la ganancia maxima esperada cuando nos

|
encontramos en la semana { con un nivel de inventario de X,
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Como no se menclonu un nivel de {nventario Iniclial, no se tlene una

funcién Jl(xl) especifica que calcular. La utilidad por etapa viene dada
por las ganancias de la demanda menos el costo de almacenamlento de los

tanques que no se venden menos el costo de hacer una orden, o sea que

i8r - (xl- r) si Osr s %,
g, (% .0,r} =

18x sir»x
1 1

) t8r - (xl- r} - (10u1+5l 51 03 r = x
g‘(xl,ul.r) =

1Bx’ - (10ul+ 5} st ro> %,
(xl-r')wl si Osr s X,

X o= (1)

fed
u si r»> X,

1a ecuacién viene dada por

Jl(xl) = Mlalx E[ g‘(xl‘ul,r) + an‘xm) ]
1
de donde

*x -1

1 N
“‘[xh‘)] =r)=:o Jm(xl-rwul) P [R|= rl+ % Jhl(u‘? P [R1= r)

E L

r=x
1

X

t
=r§0 Jm[x‘-ri‘ul) P (R!= r} + Jlﬂ(ul) P [R‘>xl]

x
1

E [gl(xl.ul.r‘)] = 7 [18r - (x‘-r) - (10ul+SJ] P [R‘= r] +

r=0
H
+ ¥ [iﬂxl— (10ul+5)] p [Rl= r]
rox 4%
1
*
L N -
=18 {L rP[R=r]+x L P[R=r] b=
r=0 l|-=x|t| !

x

x
1
- {xlrgu PR= - r PRSI} - (10445)
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por lo tanto

x x

H !
E [g,(x u,.#)) = 18D P (R = r] - LP (R < rl - (104 +5)

ra1 r=1

resumiendo la ecuaclén recursiva quedaria como

x x
i 1
Jl(x’) = Max { 18[ P (Rlz rl~TP [R|< r] - (IOule)I“.em)(ul) +
u, r=1 r=t
X

1
+ 5 Jm(x‘-Nul) P (er- rj + Jm(ul) P [Rl>xl] b=

r=0
1 si ul >0
TN T

0 st u =0

donde

Solucioén: -

Elemplo 6 Muchas veces este tipo de problemas se plantean en términos de
probabllidades de transicién entre los estados posibles de ctapas
contiguas (cadenas de Markov). Para plantear el problema anterior en

estos términos defliniremos a pl(xl,x .ul) como la probabilidad de

141
transicién de pasar del estado X, al estado X tomando la acclén u,

para ser pl(xl,x ,ul) probabilidad de transicién, debe cumplir con las

fe1
sigulentes condiclones:

1) 0= pl(xl.xl 1'"1) =1

+

2} . L oplx,x uld=1 para cada x ¥y u, Fijas
T+l

ahora blien para deduclr p|(xl,x ,ul), a partir de los datos

1+l
disponlbles del eJemplo 5, supongase que ul = 0, entonces la
probabilidad de pasar a un estado X 0 desde un estado X, es fgual a la
probabllidad de la demanda requerida ’
pl(xx.xm.ol =P [RI =x - X '] =P[R =r)
s.a,

> O = ; = -
Xin PR SR T EX X
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cuando el estado resultante X,,, ©s cero puede ser que la demanda haya

excedido a la oferta, por lo que se Llene que
P {%,0,0) =P[R =x]

resumiendo se tiene que

P[R|=xl-x ] sf 0<x E Y

- 11 1+1 1
Pl(xl.xm.o) = P IRE %] o oy . 0
1 i *a©
o] en otro caso

nétese que p (x ,x ,0) cumple con las condiclones 1) y 2), ahora blen
171 M

si u, > 0 de la ecuaclén (1) se tiene que Xy 5% T + u,

despejando a r tenemos que

= P [R|= %= (:xm ~ u‘) 1= pl(xl.(xm— ui),O)

por lo tanto

Py %% o) = p (x, [x, - v)),0)

sustituyendo en la ecuacién (2) se tlene que

‘ x‘ -
J(x)Hax{ 18)]P[R= r}—ZP[R< r} - (10u+5)l )(u) +
r=1 r=1

l
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o bien
5 *y
J, e Y=bax { 18L P {R= r] - P [R<r} - (10u+5)]

u r=) r=i
{

(1.2".}(“1) ¢

*
+ L J - e s e ) p x(x- m).0) +
r=0

la condiclén de frontera estd dada por el valor de rescate de los
tangues Joixo) = on. los chleulos para este problema san muy extensos
para poder consignarlos aqui en tablas, pero la politlca oOptima de

elaboracién de las ordenes se muestra @ conlinuacidn:

i

serana estado .., accion
1 x .
1 [
x, =1
2 v B
X = 1
3 Q 2]
1 5
2 4
%, z 3 [¢]
4 0 3
1 k]
2 3
3 2
X, =4 a
8 x‘ z0 0
8 X =0 0
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En segulda se presenta la soluclén cobtenida por el paguete CSUDP, Ia
cual es idéntlica a la soluclén que se acaba de presentar. Primero se
muestra la codificacién de las subrutlnas STATE, OBJECT y READIN:
después se proporciona el llstado de soluciones. Por cuestiones de
espaclo se enlistan unicamente los plimeros clnco estados de cada ctapa
pero, en reallidad, el numero de estados considerados para el proceso dg

solucién, los muestra el paguete en llstado correspondiente.

SUBROUTINE STATE

COMMON/ONEDM/X, X1,U,F, I, J,K,L,R,PNALTY
X1=X+U-R

IF (R.GT.X) Xt = U

RETURN

END

SUBROUTTHE QBJECT

COMMON/ONEDW/X, X1,U,F, I,J,K,L, R, PNALTY
COMMON/DATO/ IN
C ** DONDE N1 ES EL NUMERO DE ETAPAS

IF (R.LT.X) THEN

F=18.*R - (X - R}

IF (I.EQ.IN) F = F + B*"(X - R)
ELSE

F =18.*X

END IF

IF (U.GT.0) F = F - (10, *U+5)
RETURN
END

SUBROUTINE READIN

COMMON/DATO/IN
REWIND 5
READ (5, 100)IN : . :
WRITE (*,200)IM . R,

100 FORMAT{/, 45X, 15} . . - ; o

. 200. FORMAT(/,* ' NUMERO DE ETAPAS’, I5,/} g
RETURN ' )
END
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Title :

Stechastic Analysis - Random Variables and Probablllties

PROBLEMA DE INVENTARIO ESTOCASTICO

PEAEG RN I TRV ARNSIE SRS estrapn AR

1 Dimensional Problem
Maximlzatlon Problem
Objective is Summation Type

Stochastic Optimization

First Tle Valué Taken

Splicing will not Occur

® 8 B 2 & sk E B s Ao

Number of Stages = 6

[ ]
.
L]
.
’
L]
[
[
. Problen Assumed Non-Invertible
.
.
.
.
L]
.
[ IEREET TR ERRNRARSE IR LSRR NY]

Interval for X = 1,000
Interval for U= 1.000"

VIS ACEIUNC IR ERUN SN AU RRIRVR RSN

- L]
* Risk Level for XMIN(I+1) = .0000 *
¢ Risk Level for XMAX(T+1) = ,0000 *
L] -

SENNSUOUASERIERLRIO U IaRAReR Ui EnDade

—

~N MW

.000( .300) 1.000( .300) 2.000( .400)
.000( .500) 1.000( .500)

.000( .300) 1,000( .500) 2.000( .200)
.000( . 100) 1.000{ .200) 2.000( .400)
.000( . 100) 1.000( .200) 2.000( .300)
.000( .500) 1.000( .400) 2.000( .100)

Upper and Lower Bounds on X(I+1) and U(I)

XMINCI) XMAX(1) UMIN(I)
.0000 5,000 .0000

. 0000 10.00 . Q000

. Q000 15.00 . 0000

. 0000 20.00 . 0000
.0c00 25.00 . 0000

. 0000 30.00 . 0000

. 0000 35.00
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3.000( .300)
3.000( .400)

M(I)

5.000
5.000
5.000
5.000
§.000
5,000



Optimal Policles

ssaassasness

- L
* Stage 6 *
L] L]
aeNPEaBERR R
X( 8) .00000 1.0000
U(X( 8) .00000 .00000

F(X( 8) .00000 12.500

Optimal Pollcles

(LI TYYY Y RY ]

* Stage §5 *

L] .

[ IR EEEY Y )

X( 8) .00000 1.0000
U(xX( 5} .00000 . 00000
F{X{ 5) .00000 17. 350

Optimal Polictes

* Gtage 4 °
2 -

sRucasuRRENS

X( 4) .00000 1.0000
U(X( 4) 3.0000 3.0000
F(X( 4) 10.630 27.583

Optimal Pollicles

* Stege 3 *
- -
YREREREFROS NS

X( 3) .ooo00 1. 0000

u(X( 3) 5.0000 5.0000
F(X( 3) 21.132 35.862

2.0000
.00000
20. 800

2.0000
. 00000
32.960

2.0000
3.0000
42.233

2.0000
4.0000
46. 442
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3.0000
. 00000
27.600

3. 0000
. 00000
45.630

3.0000
2.0000
6§3.132

3.0000
. 00000
56,873

4,0000
. 00000
34.600

4.0000
. 00000
54.160

4,0000

. 00000
65.031

4,0000
. Q0000
87.622

§.0000
. 60000
41,600

5. 0000
. 00000
60,600

5. 0000
. 060000
76.132

5.0000
. 60000
78.082



Optimal Pollcies

* Stage 2 *
. .

mEssRRURSaeR

X( 2) .00000
U(X( 2} 5.0000
F(X( 2) 23.082

Optimal Pollcles

® Stage 1 *
L] -

S2ensnssnsne

X( 1) ,00000
Ulx( 1) 2.0000
F(X( 1} 23.852

1.0000
.00000
36.987

1.0000
. 00000
39,556

2.0000
.00000
48.652

2.0000
. 00000
63.827
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3.0000
. 00000
58.0587

3.0000
. 00000
84.712

4.0000
. 00000
67.647

4. 0000
. 00000
74.072

5.0000
.00000
77.352

§.0000
- 00000
82.623



CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una herramlenta Importante de
optimlizaclén: la Programacién Dinamica. Se anallzd su estructura
general, describiendo sus componentes y poniende énfasis en su propledad
recursiva, que, como se observa en los ejemplos desarrollados, reduce en
gran medida el esfuerzo computacional de problemas de tipo combinatorio.
También se destacté lo adecuado de seguir un procedimiento ordenado para
el planteamlento de problemas, pues de esta forma se identifican con
mayor facilidad sus componentes para definir la funcién recursiva, con
la cual se realizan los célculos. Aqui es importante destacar otra
propledad de la programaclén dindmlica, que es la de ser Intultiva, es
declr, = para resolver un problema por este método necesitamos,
preponderantemente, "echar manc" de la intulcién y no de estructuras

matemiticas elaboradas.

Otro punto desarrollado es ver cémo la estructura de la programacién
dindmlca se adapta muy blen a problemas que tlenen incertidumbre en su
sistema, mostrande as!{ la versatilidad de este modelo, sobre todo,
porque puede combiparse con otras herramientas como se mostréd en el caso
de las cadenas de Markov con ganancias, en donde es Gtll para buscar

politicas de ganancia 6ptima.
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Posteriormente "se presenta el paquete CSUDP, que permite resclver
problemas de programacién dinamica de manera general. Se describleron
las caracteristicas del paquete y el modo de aplicarlo a problemas
practicos. Se pudo observar que el paquete es poco atractivo en su
presentaclén y complicado en st uso, en comparacién con otros paquetes
similares de modelos de dptimizacién diferentes. Pero no se le puede
descaliflcar por esta clircunstancia, dadas sus caracteristicas de uso
general dentro de la programaclén dinamica, ya que paquetes de este tipo
ne abundan. Por Gltime se proporcleonaron algunos ejemplos de aplicacidn
que flustran las posibilidades practicas de la programacién dinamica y

del paquete presentado en esta tesls.

Con lo expuesto en este trabajo, vemos que la programacién dinémica es
una herramlentz importante de la Invesligacién de operaclones que debe
tomarse en cuenta en la soluclén de problemas dindmicos, como pueden ser
los problemas de control. Aunque la apllicacién de la programacién
dinédmlica a problemas reales es escasa, considero que esta técnica puede
popularizarse mds, conforme se difundan paquetes generallizados de
programacién dindamica, como el presentado en este trabajo, o bien,
porque se presente comblnada con otros métodos como son: el de
ramificacién y acotamlento (Branch and Bound)} y el de la programacién
dindmica incremental.
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