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INTRODUCCION 

Como es bien conocido, los métodos de la 1nvest1gacl6n de operaciones 

son útiles para obtener politlcas óptimas o decisiones adcc1mdas, que 

mejoren el funcionamiento de un sistema en general. A la 1nvestlgaci6n 

de operaciones la podrlamos definir como: la apl 1cac16n del método 

clentiflco a la solución de problemas relacionados con el control de 

organl;!aclones o sistemas a fin de que se produzcan soluciones que mejor 

satisfagan los objetivos fijados. Para hacer más clara la esencia de la 

investlgaclón de operaciones podemos describir sus caractcristlcas de la 

siguiente manera: El enfoque principal de la 1nvest1gac16n de 

operaciones es en la toma de decisiones y la planeaclón; Sus áreas de 

apl1cacl6n son a problemas que tienen que ver con la conducción y 

coordinación de operaciones y actividades de cualquier organización; En 

el enfoque metodológico, el proceso de solución comienza con la 

observación cuidadosa y el planteamiento del problema1 para poder 

construir un modelo que trate de abstraer la esencia del problema¡ El 

objetivo es encontrar una solución óptima al problema que estemos 

tratando. 

Antes de apllcar algún mótodo de ~oluci6n 1 para algún problema en 

particular, necesitamos disponer de un modelo. En este sentido el 

modelar se convierte en una fase Importante de la tnvestigaclón de 

operaciones. El construir un modelo, ayuda a colocar los aspectos 

complejos e lnclerlos de un problema en una estructura lógica que es 

adecuada para el análisis formal. El modelo especifica las n.lternatlvas 

de decisión y sus consccucnclas anticipadas para lodos los eventos 

posibles que puedan ocurrir, lndlca los datos importantes para analizar 

las al terna.ti vas y conduce a conc l us tones generales que t lenen sent 1 do 



en et contexto del problema. En resumen, un modelo es W'\ vchlculo para 

lograr una vlslón bien estructurada de lu. real 1dad. 

Los modelos se pueden claslftcar como lc6nlcos, análogos o simból leos. 

Los modelos lcónicos son la representación fisica, a e~cala, de un 

slslcma real, Por ejemplo, un barco de juguete es un modelo lcónlco de 

uno real. Los modelos análogos escnclalmcnle requieren la sustitución de 

una propiedad por otra con el fln de pe:rmltlr la man1pulaclón del modelo 

y, después de resolver el problema, la solución se relnterpreta de 

acuerdo al sistema original. Por ejemplo, un modelo de redes eléctricas 

puede ut11 lzarse como un modelo análogo para el estudio de flujos en un 

sistema de transporte. Los modelos simból lcos o matcmát leos utl l lzan un 

conjunto de simbolos matemáticos y funciones, para representar las 

variables de decisión y sus relaciones, para describir el comportamlento 

del slstema. Este tlpo de modelos caen en el campo de la llamada 

Programación Katemát lea. 

El desarrollo de ln. computación ha pcrmltldo, también, el desarrollo de 

los modelos de simulación y los métodos heurlst leos. Los modelos de 

simulación son programas de computadora que hacen una replica o simulan 

el comportamiento del sistema real. Generalmente se uti llzan para 

simular sistemas donde tenemos incertidumbre y que, a.demás, son lo 

sutlclcntcmente complejos para poder hacer un modelo matemático de 

ellos. Cuando el esfuerzo computacional de algún tipo modelo es muy 

elevado, se disponen de los m&todos hcuristicos, los cuales, 

esencialmente emplean reglas lntultlvas o lógicas, o bien, utilizan 

ciertas guias para tratar de generar nuevas estrategias que se traduzcan 

en soluciones mejoradas par"a el sistema real. Este tipo de métodos, por 

su naturaleza, no pretenden obtener soluciones 6ptlr:'las y son muy 

ulil izados en lnteligencln Artificial. 

El gran potencial de apl icac16n de la lnvcsl1gaclón de operaciones, ha 

motivado un creciente desarrollo teórico de esta dlsclpl ina, sobre todo 

en lo que respecta a la programaclón malemátlca. El pr"oblema general de 

la programación mat.emátlca consiste en optimizar una función (objetivo) 

f sujeta a restrlcclones que definen un conjunto de facllbll ldad s. a 
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saber: 
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La teoria de la programación matemática. se ha dlferenclado por áreas de 

estudio que proporcionan métodos adecuados de solución al problema 

anterior, según sean la forma de la función objeU.vo f y la del conjunto 

de restricciones que determinan a S, por ejemplo: Cuando la función f es 

lineal y S est.á determinado por un conjunto de restricciones lineales, 

tenemos un problema de programación lineal. Un método de solución, pn.ra 

este tipo de problemas, fué dcsa.rrollado por Gcorgc Dantzig, en 19'17, 

creando el llamado método Slmplex, que es el más conocido y desarrollado 

de la programación matemática por su sencl l lez 'i porque, en muchas 

aplicaciones, un modelo lineal es suficientemente sallsfactorlo. Cuando 

la función f es no-1 ineal o el conjunto S está dclermlnado por 

restricciones no-lineales tenemos un problema de la programactón no 

lineal, donde Kuhn 'i Tucker obtuvieron importantes resultados que 

permitieron el uso práctico de esta técnica, como fué dar condiciones 

suficientes para la existencia de un óptimo. En el caso, en que la 

función objetivo y las restricciones sean lineales pero se requieran 

soluciones enteras, se tiene un problema de programación lineal entera. 

donde Gomory fué el principal aportador 1 'i donde se han desarrollado 

diferentes algoritmos de cortes (los mas de tipo heuristico) para 

resolver problemas de este llpo. Estas tres áreas cubren un amplio 

espectro de los problemas que podemos encont.rarnos en una organización o 

sistema. 

LA PROGIWIACIOH DIHAKlCA 

Otro importante método de solución es la programación dinámica. Cuyos 

fundamentos formales fueron estudiados ampllamenle por Richard Bellman, 

de quién recibe su nombre. Bel lman fué el primero en apreciar el ampl lo 

rango de apllcabllldad de esta forma de opllmlzncl6n y publicó sus 
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prlmc'ros trabajos al respecto en 1957. Desde entonces han aparecido 

otros escritos que han servido para cimentar 'I extender esos trabajos 

iniciales y colocarlos en un ampl lo conlexto. 

La programación dinámica es una técnica poderosa de opllmlzaclón úll l 

para resolver una gran variedad de problemas, que en aJg~nos casos no 

pueden ser solucionadm; por otras técnicas, o bien, porque rcsul ta ser 

el método más adecuado de solución como en los problemas de control. Sin 

embargo en la práctica la programación dinámica no es muy popular, 

debido a diferentes causas, de las cuales mencionaremos algunas de las 

más Importantes a conUnuaclón: 

a) El problema de la dimensional ldad de la programación dinámica. Donde 

el esfuerzo computacional puede llegar a ser muy al lo en comparación con 

otras técnicas. 

b) La escasez de paquetes de computo de uso general 1 zado, Software para 

apl lcacioncs generales abundan en las áreas de programación l 1neal 

(principalmente), no lineal y redes, en comparación con los paquetes 

disponibles de programclón dinámica. 

e) Ante la escasez de paqueterla generalizada, los usuarios {por 

ejemplo, investigadores) se enfrentan con la dificultad de desarrollar 

un programa especial para cada problema en particular. Además esta 

tediosa apl lcación de la programación dinámica requiere de una 

comprensión completa de é~ta y de la habllldad ncccsarla para 

desarrollar un código eficiente. 

Los inconvenientes anteriores sl no son lodos, si son los más 

relevantes, pero no por éstos hay que descalificar a la programación 

dinámica, por ejemplo el problema de la dlmenslona.1 idad, considerado su 

mayor desventaja, en muchas ocasiones puede ser superado, por lo que 

vale la pena tomar en cuenta a la programación dlnámlca en la solución 

de problemas. También es factible generar un algoritmo general de esta 

técnica y, además, este algoritmo es particularmente atractivo para ser 

implementado en mlcrocomputadoras como se verá a conttnuaclón. 



Varios proyectos de diseño y problemas operacionales pueden ser vlslos 

como un proceso secuencial de decisión por etapas. La programación 

dinámica es ldeal para resolver problemas de 1null!.etapas donde el 

esfuerzo compulac1onal tlcr.e aproxlmadnmente un lncrcmcnlo 1 ineal con 

respecto al número de etapas. Esto es ideal para mlcrocomputndoras donde 

el llempo de proceso es Importante. 

Cuando las variables de decisión son discretas y enteras, como ocurre 

frecuentemente en problemas de planeaclón y diseño, entonces tenemos un 

posible campo de ut111zac16n de la programación diné.mlca, ya que esta es 

apl lcablc a un ampl lo rango de problemas de programación entera. Esto 

const 1 luye una ventaja para procesos en microcompuladoras, puesto que no 

se requiere un alto grado de precisión, en comparación con la 

programación 1 inca} en donde el grado de precisión requerido es elevado, 

para la inversión de matrices 'l cálculos con números reales. 

En la programación dinámica la relación funcional entre la función 

objetivo y las restrlcclones no tienen condtcloncs, pues, éstas pueden 

ser no lineales, no convexas y a veces hasta dtsconttnuas. Las áreas de 

ingenteria y dlrecclón, en partlcular, pueden ser áreas de apl lcactón de 

la programación dinámica, ya que, se requieren técnicas de opt1mtzac16n 

que puedan incorporar sistemas tan real lstas como sea posible, más que 

forzar a slmpllf1cac1ones o idealizaciones del sistema de interés. 

Varios sistemas real ista.s son al lamente regulados, lo que significa un 

gran número de rcstriccloncs y un número reducido de post bles poli tlcas 

de decisión, o sea, un número pequeño de comblnaclones de decisiones 

discretas factibles. En este tipo de casos la programación dinámica 

constituye una ventaja con respecto a otros métodos dado que el tiempo 

de proceso es reducido. 

A diferencia de otras técnicas de la programación matemática, la 

programación dinámica produce pol 1 l lcas de decisión "retroal !mentadas", 

lo cual permite flexlbllldad en el scgulmlenlo (control) de complejos 

sistemas, donde la declsl6n 6ptlma factlble de una etapa eslá 

condlclonada a la slluación (estado) del sistema en ese momento. Este 
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tipo de polltlcas flexibles son atractivas, partlcularmenle, para 

resolver problemas estocá.st1cos y de múltiples objetivos. 

Un algoritmo de programación dinámica es ideal para ser implementado en 

microcomputadoras. Pues como hablamos mencionado, una desventaja de la 

programación dlnámlca, y qutza la mayor, es el problema. del 

dlmcnsionamlento, donde enormes requerimientos de memoria principal 

pueden ser requeridos en problemas con varias variables de estado. Sin 

embargo, hasta la fecha la mayoria de los trabajos de la programación 

dinámica han sido implementados en los principales sistemas de computo, 

con una alta precisión (hasta palabras de sesenta blts) pero con 

11mitac1oncs en la memoria principal (e. g., menos de 300 k bytes). Por 

otra parte las mlcrocomputadoras pueden tener palabras de 16 bits, lo 

cual es sufuclente precisión para la mayoria de aplicaciones de la 

programación dinámica, pero una capacidad mayor de dlrcccionamicnto en 

memoria principal, que en algunos casos puede ser hasta de 3 Mb. Con 

microprocesadores tales como el Intel 80286 existe un potencial de 

dlreccionamlento de 32 Mb de memoria virtual. 

Con respecto a las aplicaciones en situaciones reales, la programación 

dinámica se encuentra más limitada que otras áreas de opt.tmlzaclón de la 

investigación de operaciones, ya que el tamaño de los problemas reales 

frecuentemente es muy grande para ser atacados por esta técnica, debido 

al gran esfuerzo computacional requerido. Sin embargo lo anterior no 

quiere decir que la. programación dinámica deba ser vista como una área 

de interés teórico exclusivamente, puesto que, por un lado, existen 

problemas reales que se han modelado con programación dinámica, por 

ejemplo podemos el tar un anál lsis sobre la reserva petrolera de E. E. U. U. 

y la reducción de Importaciones del mismo, hecho por Chao y Manne [ l]; 

el estudio realizado por Kllmer, Spreen y Tllley sobre la localización 

óptima de plantas empacadoras de cltrlcos para el este de Florida [2]; 

también, un trabajo de planeact6n para la generación de energla 

eléctrica, elaborado por Evans y Horln (3). Todos estos trabajos se han 

modelado con programación dinti.mica. Por ot.ro lado, para aumentar el 

rango de aplicación de la programación dinámica, se estan desarrollWldo 

métodos apropiados para bajar el grado de complejidad computacional de 
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esta técnica, de los cuales podemos mencionar a la programac16n dlná.mlca 

incremental. desarrollada por Larson [4]; también hay un método hibrldo 

de programación dinámica con ramlflcnc16n y acotnmlcnto, el cual ha sldo 

propuesto por Horln y Harstcn [5) (el trabajo sobre la generación de 

energla eléctrica, de la referencia [3], está diseñado para utilizar este 

método hlbrldo)¡ por Ultimo, podemos mencionar un método heuristlco para 

aplicarse a la programacl6n dinlimlca multi- objetivo, propuesto por 

Kornbluth [6}. Por lo anterior podernos concluir que la programación 

dinámica pueda ser útil en la práctica, justificándose asi su estudio 

dentro de la invest.lgaclón de operaciones. 

Antes de definir el objetivo de este trabajo, como experiencia personal 

podria decir que la mot.1vac16n inicial que me condujo a desarrollar este 

trabajo fué darle un poco de publicidad a la programación dinámica (lo 

que es un objetivo en s1 ), pués, observé que para mis compafleros este 

método no era de su agrado, en comparación con otros de la lnvesttgaclón 

de operaciones, debido a la dificultad de modelar los problemas y en 

consecuencia la dificultad de encontrar la función recursiva. 

El objetivo de esta tesis es: mostrar la estructura y componentcG de la 

progrrunación dinámica en su forma determinista y estocástica presentar 

el paquete CSUDP (esto es un paquete general!zado de programación 

dinámica) y su apl!caclón. El trabajo se desarrolla de la manera 

siguiente: en el ca.pi tul o 1 se presentan los principios básicos de la 

programación dinámica, expl!cados por medio del modelo determinista. En 

el capitulo 2 se describe la programación dinámica estocástica y su 

apllcaclón en los procesos de Harkov con ganancias. En el capitulo 3 se 

presenta el paquete CSUDP, dcscrlb1endo sus caracleristlcas y 

funcionamiento, asi como opciones de uso. Por último en el capitulo 4 se 

dan ejemplos de apl!caclones de la programación dinámica: estos ejemplos 

estan resueltos a "mano" y por medio del paquete (CSUDP) con el fin de 

que las soluciones también slrvan como ejemplo a los otros capitulas. 
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CAPITULO 

LA PROGRAMACION DINAMICA DETERMINISTICA 

Los fenómenos que suceden en la naturaleza en un sentido general, están 

condicionados por causas o leyes que el hombre siempre a pretendido 

conocer o descubrir a lo largo de IA. historia. De esta manera, 

dependiendo del grado de conocimiento que se tengo. acerca de un fenómeno 

en particular, éste se puede conocer con exactitud o no. En este sentido 

los fenómenos se clasifican en determlnistlcos o estocásticos. Los 

problemas de optlmlzaclón que nos interesan se pueden clasificar también 

de estas dos formas. 

En este capitulo se describen las caracleristlcas y los componentes 

básicos de la programación dinámica asi como algunos aspectos 

metodológicos que subyacen ~n dicha técnica. El capltulo se desarrolla 

como sigue: En la primera sección se describen los conceptos básicos de 

estado, etapa y decls16n entre otros, mientras que en la segunda sección 

se analizan la relación de recurrencla asi como algunos resultados 

útiles. En la tercera sección se anal iza el método de la progrwnaclón 

dinámica hacia adelante y hacia atrás. Finalmente, en la cuarta sección 

se describen los aspectos· melodológlcos para la for-mulac16n de 

problemas. 
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1. 1 COMPONEIITES BASI CDS 

La programación dinátlica es un método de opllmizac16n qun puede resolvt!r 

una ampl la gnma de problemas dr: manera eflclente y sal!sfactorla. El 

procedlmlento general consiste en dividir el problena orip,lnal ~n n 

subproblemas que s~ resuelven ser:ucnclalmenle para obtener una solución 

óptima que se compone de n acciones o dcctsloncEJ {una por etapa} 

denominada politlca de decisión. Como es de cspcran;e, r.l problema 

original debe tener una cierta (.!Structura matemática. 

Dadas las caracterlsllcas esenciales del m6todo de la programación 

dinámica es necesario visualizar el problema original como un st~;tema 

secuencial, en el que hay que precisar conceptos tales como etapa5, 

estados, decisiones y la relación de rccurrcnclo.. Todo esto nos 

proporciona las bases para apl !car un nl~ot·I tmc de programación 

dinámica. 

ETAPA 

En un problema dlnó.mtco, o susceptible de modelarse con programación 

dinámica, la estrategia a seguir es dividir el problema principal en n 
11subproblemas 11 más simples que llrunaremos etapas. Estas et.upas se 

resuelven en un orden secuencial y , por lo tanto, para poder determinar 

la solución óptima de una etapa se requiere disponer de la solución 

óptima de la etapa anterior, Por ejemplo, en el problema de asignación 

de recursos financieros a cuatro proyect-:>s (ver ejemplo 3 1 nparlado 

4.3), donde el objetivo es en reducir los tiempos de construcción de: los 

cuatro proyectos, el problema pri ne ipal se descompone en cuatro 

subproblemas más simples, y que consiste en resolver primero para un 

sólo proyecto después para dos proyectos {el anterior y uno más) y a.si 

sucesivamente. De esta maneí'n estar en la etapa L signiflcn tomar en 

cuenta los primeros l proyectos. 

En la figura 1 se muestra, de manera general, las partes principales de 

un algorl tmo de programación dl námlca. 
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ESTADO 

T 

r 
l 

sol. optima 

ETAPA t 

HO 

<-- • 
dolo& qen!'rroles 

soluclOn Ort1m11 

etapa { 1-1 l 

DEC I 5 I OHES OPTI HAS SECUENCIALES 

figura 1 

En los problemas de la vlda real es frecuente prever las dlstlnto.s 

situaciones con las que pudleramos encontrarnos antes de considerar 

todas las alternativas de acción. Lo anterior se refleja en los 

problemas planteados con programación dinámica. Especlficamentc, es 

posible tener varias situaciones dlstlntas. para cada etapa l, que 

llamaremos estados posl bles de la etapa l. Tales estados reflejan cierto 

tipo de información sobre el problema. Los estados deben ser 

ldentlflcados desde el principio para ser nnal izados exhaustivamente y 

se puede decir que su ldentlflcación es parte del arle de modelar, el 

problema, usando programación dinámica. 
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En general se denotará a s
1 

como el conjunto de todos los estados 

posibles de la etapa l, cspcclficamente 

5
1 

= { x I x es un estado posible de la etapa l t 

donde S
1 

puede ser discreto o continuo, TamblCn se tomará a x como la 

variable de estado de la etapa actual o que estemos trabajando, o bien 

cuando queramos ser precisos diremos que x
1 

es la variable de estado de 

la etapa l. En el problema de asignación de recursos financieros, estar 

en el estado x
1 

significa que se disponen de x
1 

ml les de pesos para 

repartir entre los primeros l pro)'cctos. Dado que los recursos se 

asignan en parl idas de $5, 000. 00, tenemos que 

DECISION 

s,: jo, 5000, 10000, ...• 35000 f 
S

4
: j35000f 

l: 1 .. 3 

En la programación dinámica para resolver la etapa l se necesita 

disponer de la solución 6ptlma de la etapa anterior L-1 y esto nos 

indica una relación entre los estados posibles de cada etapa. Esta 

relación se da por medio de acciones o decisiones, sobre las cuales se 

realiza el proceso de optlmlzación ,es decir, para cada estado existe un 

conjunto de al terna ti vas de dec lslón que pueden ser adoptadas a part lr 

de ese estado. 

Para determinar la decisión óptima de la etapa l la programación 

dlnfunlca Identifica a cuales estados de la etapa l-1 es posible llegar 

desde el estado x
1 

y elegir la acción más adecuada que optimice los 

"recursos" para las primeras l etapas. Por lo anterior podemos concluir 

que la solución óptima de la etapa l consiste en encontrar una polltlca 

óptima de decisión {para las primeras L etapas) para cada uno de los 

estados posibles de la etapa l. Esto es factible sólo si se cumple el 

principio de optima} tdad de Bellman que enunciaremos más adnlante. 

Supongamos que estamos considerando una decisión u
1 

y un estado x
1 
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fijos, de la etapa l, si la acción u
1 

puede ser adoptada (según el 

contexto del Problema) desde el estado x
1 

y, además, la consecuencia de 

esa acción es encontrarse en un estado posible de la etapa anterior l-1. 

entonces se dirá que dicha acción u
1 

es una declsibn fnclible para el 

estado x
1 

o simplemente ,de manera más general, una dec\s16n factible 

para la elapa l. Definimos a 

D(x) = { u / u es una declsl6n factible para el estado x ~ 

y 
D

1
=UD(x) 
xes, 

o sea, D
1 

es el conjunto de decisiones factibles de la etapa l. En 

general diremos que u es la variable de decisión de la elapa que estemos 

tratando, o bien, cuando queramos precisar definiremos a u
1

• como la 

vnrlable de decisión de la etapa l. También diremos que u
1 

es una 

decisión óptima para la etapa l. Por ejemplo, en el problema de 

asignación de recursos financieros, en la etapa 2, si x :::: 10, 000. el 

conjunto de decisiones factibles para ese estado será 

D(x)= {o, 5000, 10000} 

y el conjunto de decisiones factibles para cualquier etapa l es 

D
1
= {O, 5000, ... ,35000} l= l. . 4. 

Para dar una idea. gráfica de como se relacionan los tres conceptos 

anteriores supongamos que tenemos la red de la figura 2, entonces los 

nodos corresponden a los estados, los arcos a las decisiones y una etapa 

se compone del conjunto de nodos, tales que para cada estado posible x, 

de esa etapa, todos los predecesores de x pertenecen a la etapa 

anterior. En esta representuclón el problema usual de la progrrur.aclón 

dinámica consistiré.. en encontrar el camino más corto entre el nodo 1 y 

el nodo 14, si el problema consiste en minimizar, o bien, el camino ~á.s 

largo si queremos maximizar. La distancia entre los nodos viene dada por 

los números entre paréntesis. Por ejemplo, para la etapa 2 tenemos que 

S
2
= {4, 5, 6~; 0(4)= {(2,4lf; D(5)={C2,5), (3,5lf; 0(6)= {(3,6)~ 

y D
2
= {(2,4), (2,5), (3,5), (3,6lf 
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RELACIOH ENTRE DECISIONES Y &STADOS 

figura 2 

TRANS!C!ON ENTRE ESTADOS 

Hemos visto que la esencia de la programación diná.mlca es resolver los 

problemas por etapas donde, por medio de las acciones factibles de cada 

etapa. existe una relación entre los estados, En otras palabras, 

conociendo el estado act.ual y la decisión adoptada, podemos Identificar 

el estado de procedencia. Esta relación la podemos expresar con la 

llamada función de transición ( t): 

(l.!) 

donde: 

El conjunto U
1
c S

1
x D

1
, se define de la siguiente manera: 

U
1
= {(x,u) j para cada lC, X E 5

1
, se llene que U E D(x)~ 

Gráficamente podemos representar la relación entre estados como se 

muestra en la figura 3. 
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ET A P A 

l - 1 

ET A P A 

estado declslOn 

JI < ---1----- - 1 

J2 < ---1----- - 2 

J3 < ---1----- - 3 

TRANSICION ENTRE: ESTADOS 

figura 3 

estado 

Iü 

Por ejemplo, en la red de la figura 2, tenemos que 

donde el dominio de t
1 

es 

U
1
= {Ck,(J,k) k e 5

1 
y (J,k) e D

1
} 

para el problema de asignación de recursos tendriamos 

l= l.. 6 

l= l. .6 

l= 1, .. 4 

el dominio de U
1 

es 

Ut {(x,u) j para cada X E 5
1 

se llene que u= x, u E D
1

} 

LJ
1
; ~(x,u) 1 para cada x e S

1 
se llene que u :s x, u e D1 ~ 

14 

l= 2 .. 4 



IITILIDAD 

En un problema de decisión generalmente sucede que al realizar unn 

acción ante una sltuac16n determinada se incide en un "costo" o bien en 

una "ganancia", que genéricamente llamaremos utilidad. La utilidad es el 

recurso que queremos optimizar y que puede ser dinero, tiempo, 

distancia, dlsponlbllldad de un insumo, etc .. En términos de nuestro 

lenguaje diremos que r, (x,u) representa la utilidad obtenida en lo. ctn.pa 

l cuando nos encontramos en el estado x y tomamos la dcclslón u. 

f :U -> ~ 
1 1 

Por ejemplo, en la red de la flgura 2, f/7,(5,7))= 5; f
5
(12,(9,12))= 2; 

en el problema de o.slgnaclón de recursos, por ejemplo, f
2
(x, 10)= 13 con 

X ?: 10, X E S
2

. 

1. 2 RELACION DE RECURRENC! A 

De todas las partes de la programaclón dlnámlca el concepto de In 

relación de recurrencla es el más importante, puesto que, en el la se ven 

representados todos los demtls elementos '/ sus 1nterrelaciones. Además es 

con esta relación como podremos encontrar una función para calcular el 

valor óptimo de todos los estados posibles de cada etapa. Debido a la 

importancia que tiene esta func16n, se presentará de manera formal. En 

lo suces1vo se supondrá que se desea maxi1:1izar la siguiente función: 

Max 
d 

n s.a. 
l= 2, .. , n. 

donde dn constituye una politlca de decisión. 

(l. 2) 

Deflnlclon 1.1 Una politlca de declslón, para las primeras k etapas, de 

un estado x es una secuencia de decisiones, que podemos representar con 
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un vector 

donde u
1 

es la dec1sl6n de ln etapa l, l=l, 2, .. , k, ';/ x es un estado de 

la etapa k. 51 además u
1 

es factible para el estado x
1

, de la etapa l, 

para toda l= 1..k, entonces diremos que dk(x) es unn. po11t1ca de 

decisión factible para el estado x. 

Escribiremos únicamente dk en vez de dk(x) cuando no existan 

amblgUedades sobre el estado x de referencia. En general, cuando digamos 

pol1tlca de dectslón nos referiremos a una polltlca de declslón fnctlble 

para el estado x de refcrcncla. Por ejemplo, en la red de la figuro. 2, 

si tenemos como función de transición a \!k,(j,k)) = J, la polltlca de 

decisión d.'9l= ((1,2),(2,5),(5,7),(7,9)) es una polltlca de decisión 

factible pero d.C9l= ((1,2),(2,5),(5,8).(7,9)) 110 lo es dado que 

t.'9, (7, 9)) = 7 y el arco (5, 8) no es una declsl6n factible para el nodo 

7. Por el mismo razonamiento, en el problema de asignación de recursos 

financieros, la polltlca d
3

(20)= (5, 10, 10) no es factible (dado que 

t
3

(20, 10)= 10 y t
2
(10, 10)= O.=) en cambio d

3
(20)= (5, 5, !Ol si lo es. 

SI queremos aplicar el algorl tmo de la programación dinámica se deben 

vcrlflcar las tres condiciones siguientes: 

a) Para todo estado x
1 

y decisión facllble u
1 

de ese estado, debe 

existir una función de transición 

l = l.. n 

b) La func16n 4'n debe ser una función separa.ble. Diremos que la 

función \6n(fn(xn,un), ... ,f1(x1,u1)) es separable si existe una función 

f>, tal que, para toda l, l.=2 .. n se t lene que 
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c) Se cumpla el principio de optima! !dad de Be liman que dice: 

Una polltica de decisión debe tener la propiedad slgulcnlc: dados una 

decisión y un estado lnlctal, las decisiones restantes deben 

constituir una politlca óptima con respecto al estado rcsul tante de 

la presente decisión y estado actual. 

Proposlclbn 1.2 Sea J
1
(x

1
,d

1
) el valor del estado x

1 
cuando se sigue una 

polltlca de decisión d
1
. 51 

1/ l 

donde d
1
= (u

1
,u

2
, .. ,u

1
) y f/¡

1 
es una función separable, entonces 

J
1
(x

1
,d

1
) se puede representar recursivamente como 

(l. 3) 

Prueba. Por hipótesis tenemos que existe una función </> tal que 

y por deflnlclón tenemos que 

por 1 o tanto sustl t uyendo 1 a ecuac l ón ( l. 5) en 1 a ecuac l ón (l. 4 J 

obtenemos la ecuación (l. 3). 

La relación de recurrencla en que se basa la programación dinámica 

(ecuación (1.3)) consiste en calcular la función J
1
(x

1
,d

1
) (de la etapa 

actual) en términos de una slml lar pero de "grado" menor (e lapa 

anterior). Para efecto de saber cuando disponemos de una polltlca óptima 

de decls16n diremos que: d: es una poli t1ca óptima de decisión para las 

primeras l etapas, desde un estado x
1
, sl para toda pollttca d

1 
tenemos 
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que 

1) J
1
Cx,,d:l "J

1
(\,d

1
l caso maximizar 

caso mlntmlzar 

En base a esta notación podemos Interpretar el principio de optimalldad 

de lle! !man de la siguiente forma : para toda pol l llca de decisión d1 de 

un estado x
1 

de la etapa l se llene que 

d
1
{xll = {d:_

1
,ul)=- {u~,u:, .. ,u:_1,u1) 

. 
donde: d

1
_

1 
constituye una pallt!ca óptima de decisión para algún estado 

x
1
_
1 

de la etapa anterior tal que 

cada vez que se verifique lo anterior diremos que se cumple con la 

condición de optlmalldad. 

Propos!cibn 1.3 Sea J
1
(x

1
,d

1
) = 4>

1
(f

1
!x

1
,u1),. .. ,f

1
(x1,u

1
)) donde: <f\ 

es una función separable y d
1

::i: (u
1
,ua····u

1
} cumple con la condición de 

optlmalldad. Si 

Hax 

d l 

entonces J
1 
(x

1
) se puede calcular recursl vamente como 

s.a. 

(1.6) 

donde la función 4> (asociada a la función separable 4>
1 
J. cumple con la 

siguiente propiedad: si b >: e, entonces \l(a, b) ~ ¡l(a,c) (no decreciente 

en el segundo argumento), para toda a. 
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Prueba. Por hipótesis tenemos que 

como <JJ
1 

es separable se t lene que 

J
1
Cx

1
, (d1-1,u

1
Jl = <PCf

1
Cx

1
,u

1
),J

1
_

1
Cx

1
_

1
,d1-1ll 

por otro la~o como d
1 

cumpl: con la condición de opttmal idad se tiene 

que: d
1
= (d

1
_
1
,u

1
); donde d

1
_
1 

constituye una politlca óptima para un 

estado x
1
_

1
, por lo tanto tenemos que 

J
1
(x

1
,d

1
) = J

1
(x

1
,c<_

1
,u

1
ll = <P (f

1
Cx

1
,u

1
l,J

1
_

1
Cx

1
_

1
.<_

1
ll (1.7) 

s.a. 
x

1
_

1
= t.

1 
(x

1
,u

1
) 

por def!nlclón tenemos que 

J
1

Cx
1
l = Max ~ J

1
Cx

1
,d

1
l f = J

1
Cx

1
,d°

1
l 

di 

(l. 8) 

como d1=. (d~_ 1 ,u 1 ): para toda politlca d1 (observese que la pol1tlca 

óptima d
1
_
1 

no es la misma para toda d
1
). En particular para la pol I t!ca 

óptima d: tenemos que 

de donde tenemos que 

J
1
Cx,,d;l = J

1
Cx

1
,cct;:

1
,u;n "J

1
Cx

1
,(d;_

1
,u

1
)) 

,P(f
1 
(x

1
, u

1
) ,J

1 
_/ x

1 
_

1
, d;_

1
)) 

s.a. 
x

1
_

1
= t

1
Cx

1
,u

1
) 

",P(f
1

Cx
1
,u

1
),J

1
_

1
Cx

1
_

1
,d

1
_

1
ll = J

1
(x

1
,d

1
l 

s.a. 
x

1
_

1
= t

1
Cx

1
,u

1
) 

de la desigualdad anterior, observamos claramente que, en la etapa l, 

basta maximizar sobre el conjunto de declslones de esa etapa, puesto que 
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disponemos de la poli tlca 6pt lma de cualquier estado rcsul ta.nte 

(principio de optlmalldad), o sea que 

Max ~ 1
1
(x

1
,d

1
) f = Hax 

di u\ 

resumiendo tenemos que 

1
1
(x

1
) = Hax l 1

1
(x

1
,d

1
) 

di 

Hax l J 1(x1,(d;_,.u1ll f 
u 

1 • 
~ l ~ {f

1
(x

1
,u

1
l,J

1
_

1
(x

1
_

1
,d

1
_

1
)) 

1 

s.a. 

MaxJ~(f(x,u),J (x )) u, l l l 1 l-1 1-1 

s.a. 
x

1
_

1
= t

1 
(x

1
,u

1 
l 

(l. 9) 

por (1.B) 

por (1.9) 

por ( 1. 7) 

por (l.B) 

La ecuación (1.6) es la llamada funcl6n recursiva y con ella, como se hn 

demostrado en la proposlc16n anterior podemos calcular el máximo de la 

ecuación {t.2) resolviendo rccurslvamcnle las n funciones J
1
,J

2
, ... ,1

0 
1 

con la cond1c16n de que f/1
0 

sea una función separable (con <fJ no 

decreciente en el segundo argumento) y de que para toda politica d
1 

(bl..nl se cumpla la condición de optlma\ldad. 

Concluyendo, la programación dlnamlca conslsle en resolver los problemas 

de optimización por mcdto de las funciones recursivas que acabo.mas de 

presentar. Para los problemas de mlnlmlzac16n estas funciones llenen 

exactamente la mlsma forma y se puede comprobar fácl ltnenlc procediendo 

de una manera análoga. Hay que observar que como J
1 

está definida 

recursivamente en términos de J
1
_

1
, cuando l es igual a uno tenemos una 

función J
0 

que correspondcrta al valor máximo de la etapa cero que no 

existe, por lo que su valor no se calcula recursivamente sino que se dn 

por definición de acuerdo con las caraclcr1stlcas del problema. La 
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función J
0 

se conoce coc.o la COllDlC!ON DE FRONTERA ya que con el la 

iniciamos el proceso de solución y generalmente se le define de manera 

que se cumpla la siguiente igualdad 

1.3 FORMA HACIA ATRAS Y FOl1MA HACIA ADELANTE 

En la programación dinámica existen dos formas de resolver los 

problemas, una de atrás hacia adelante {forw-drd) y otra de adelante 

hacia atrás (backward). Estas nociones se dan en relación al tiempo o de 

un origen y un destino. En algunos problemas se pueden aplicar 

cualesquiera de las dos formas indlstlntamcnte y en otros se adecúa una 

forma más que la otra o simplemente sólo es posible aplicar alguna de 

las dos, como en los problemas estocásticos, donde sólo es posible 

aplicar la forma hacia atrá.s. 

Supongamos que tenemos un problema dinámico, que podemos representar 

estructuralmente con la gráfica de la figura 4¡ y que es susceptible de 

ser resuelto por las dos formas. Si apl leamos la forma hacia. adelante 

tendremos las siguientes caracter1stlcas: las etapas se numeran en 

términos de "perlódos recorridos" como se muestra en la figura 4. El 

proceso de solución empieza en el estado (nodo) (O, 1) y termina en el 

estado (n,3). La función recursiva es del tipo de la ecuación (1.6). Por 

la estructura del problema, en donde las decisiones (arcos) ºvan" hacia 

.. adelante", y la caracter1st1ca de la programación dinámica de que: dado 

un estado, se determina desde cuantos estados de Ja etapa anterior es 

posible llegar a él. Entonces lntultlvamente diremos que aplicar cr;ln 

forma es como ºcaminar" hacia adelante "mirando" hacia atrás. 

Si desarrollarnos la forma hacia atrás, sus caracteristlcas son: las 

etapas se numeran en términos de "perlódos por recorrer" corno se muestra 

en la figura 5, El proceso de solución empiez11 en el estado (0,3) y 

termina en el estado (n, I ). La función recursiva es del tipo de la 

ecuación (1.6). Por las mismas razones expuestas para la forma hacia 
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ESTA DOS 

3 -

2 -

1 -

ETAPAS 

n-1 

HUKERAClOH DE ETAPAS HA.CU AOELAHTE 
(PERIODOS RECORRIDOS) 

figura 4 

adelante, aqui dlremos que lntultlvamente éste procedimlento es como 

"caminarº hacla atrás "mirando" hacia adelante. Por ejemplo, en la red 

de la flgura 2, sl las etapas se numeran al revés, enlences el periódo 

dos corresponderá a la etapa cuatro, con un conjunto de estados 

s,= {4,5,6} 

que es el mismo que tentamos, en un ejemplo anter1or, para la etapa dos 

con la forma hacia adelante, cuando se explicaba lo que eran las etapas, 

estados y decisiones; pero aqui el conjunto de decisiones factibles de 

cada estado es diferente, a saber 

0(4.)= j(4, 7) h 0(5)= { (5, 7), (5,8) f y 0(6)= { (6, 8)} 

por lo tanto 

0
4
= j (4, 7), (5, 7), (5,8), (6,8) f 
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ESTA.DOS 

3 -

2 -

1 -

n-1 n-2 

HUHERACIOH DE ETAPAS HACIA A.TRAS 

(PERIODOS POR RECORRER) 

figura 5 

la función de transición para cada etapa es 

donde el dominio de t
1 

es 

X 
1-1 

U
1
= j(k, (k,m) 1 k E 5

1 
y (k,m) E D

1 
~ 

ETAPA.5 

o 

l= l. .6 

l= !. . 6 

Como comentarlos podemos decir que la diferencia entre ambas formas es 

de concepto únicamente, como se observa comparando: la numeración de 

etapas (perlódos recorridos v.s. perlódos por recorrer); como se obtiene 

la solución (de atrás hacia adelante v.s. de adelante hacia atrás); y la 

perspectiva del problema ( 11 vlslón 11 hacia atrás v.s. 11 vislón 11 hacia 

adelante). Mientras que formalmente no existe dlferencl'a alguna ya que 

ambas formas las podemos trabajar con la misma función recursiva. 
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La dlferencla de concepto entre la forma hacia adelante y hacia atrás es 

sin embargo muy Importante por que, sl bien, con ambas formas obtenemos 

las ml~mas soluciones, la lntcrpretac16n de los resultados Intermedios 

es distinta y, por tanlo, Importante cuando nos Interesan éstos. Por 

ejemplo, en la red de la figura 2 con la forma hacia adelante tendríamos 

el camino más corto del nodo 1 a cada nodo de ln red. En cambio con la 

forma hacia atrás tendr1amos el camino más corto de cada nodo de la red 

al nodo 14. 

También la diferencia de concepto hace que la forma hacia atrás sea mé.s 

utl 1 lzada, pues lnlul tl vamente, esta forma se adapta en general más 

naturalmente a la estructura de los problemas rcn.Ies, como podemos 

observar en el ejemplo de la red, con la forma hacia adelante una 

decisión es el eglr el arco por medio del cual se va a llegar al estado 

(nodo) en que ya nos encontramos, lo que desde el punto de vista de 

recorrer un camino es absurdo, pues, el camino a ese estado "ya se 

recorrió", en cambio con la forma hacia atró.s seria elegir el arco por 

el cual vamos a llegar a un estado del pcriódo siguiente. 

Lns caracteristicas formales de la forma hacia atrás, sl nos basamos en 

la gráfica de la figura 4 son: las etapas se numeran de manera "natural" 

hacia adelante, con lo que el proceso de solución empezarla en el estado 

(n. 3) y terminarla en el estado (O, 1 l. La función recursl va se 

expresarla como 

[!.10) 

s.a. 

con una condición de frontera Jn•l . Es fácl l mostrar que la ecuación 

(1.10) tiene las mismas propiedades que la ecuación (1.6), puesto que, 

sólo se ha efectuado una redeflnlclón de Indices. A la ecuación ( 1.10) 

la definen en algunos textos de Investigación de operacloncs como: la 

forma hacia atrás de la ecuación recursiva de la programación dlnátnlca. 
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1. 4 FORMULACION DE UN PROBLEMA 

En este apartado se intenta dar un esquema general de los pasos a seguir 

en la aplicación de la programación d1namlca para el planteamiento y 

solución de problemas, la secuencia de estos pasos pretende ser 

únicamente una gula Informal de unu manera práctica y slste~lica de 

proceder: y de ninguna manera un proccdlmlento rlgldo que se deba seguir 

al ple de la letra. 

En primera instancia neces 1 tamos determinar si nuestro problema puede 

ser resuelto mediante la programación dinámica, para el lo necesitamos 

identificar cuatro elementos bá.sicos que son: las etapas, los estados. 

las decisiones y la relación de recurrencla de la siguiente manera: 

a.1) Definir claramente lo que significa estar en la etnpa l del 

problema. 

a. 2) Definir el significado de "encontrarse" en el estado x
1 

de la etapa 

l. 

a.3} Definir las acciones o decisiones factibles. 

a.4) Definir el slgn!f!cado que tiene la función recursiva J
1
(x) para 

un estado x
1 

de la etapa l cuando se sigue una politlca óptima de 

declslón. 

Posteriormente para poder apl !car el algoritmo de la programación 

dlntunlca se necesl ta: 

b. 1) Especificar los valores numéricos o nominales de los estados 

posibles de cada etapa, o sea definir s
1 

para cada l, l = o .. n 

b. 2) Dar el slgnlflcado y los valores numéricos o nominales de las 

decisiones que se pueden efectuar a partir de los estados posibles 

de cada etapa, o sea definir' D
1 

para cada l , l = t. .n. 
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b. 3) Dar cxpl1ci tamente la función de transición de estados 

b.4) Dar 111 utilidad asociada a cada decisión posible, para cada uno de 

los estados, de cada etapa, representada por f
1 

( x
1

, u
1
). 

b. 5) Dar expl ici tamente la función recursl va 

o bien 

J
1

Cx
1
J = ~ CMin) { .p cr

1
Cx

1
,u

1
J.J

1
_

1
Cx

1
_

1
l>r 

1 

s.a. 

b.6) Definir el valor de la condición de frontera J
0

Cx
0

). 

Finalmente, cuando se ha encontrado la función Jn (x~) que estamos 

buscando se tiene a la mano u•, con ella podemos encontrar su estado 
o o • n • 

asociado xn-t = tn(xn,un) e identificar un-t y asl, sucesivamente, hasta 

obtener todas las decisiones u; ( l=I.. n) que componen la poi! tlca óptima 

de decisión. Puede suceder que la solución no sea única. Como ejemplos: 

de la forma hacia adelante ver el problema 4.2¡ de la forma hacia atrás 

ver el problema 4. l. 
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CAPITULO 2 

LA PROGRAMACION DINAMICA ESTOCASTICA 

Ante Ja lmposibi ! !dad de llegar a obtener un conocimiento completo de 

todos los fenómenos y procesos que ocurren en el mundo, ya sean 

naturales o sociales, determinan que en la vlda diada nos enfrentemos a 

Ja incertidumbre en un sinnúmero de situaciones, las cuales, en algunos 

casos es deseable conocer o controlar. Para tal efecto se hnn 

desarrollado técnicas estadlstlcas que nos ayudan a obtener un 

conoclmlento aproximado de las caracterlstlcas de estos fenómenos o 

procesos. La programación dinámica perml te incorporar estos elementos de 

incertidumbre en su estructura y manejarlos de manera adecunda. 

En este ca.pi tul o se contempla la apl lcaclón de la programación dinámica 

en problemas estocá.sticos. para este fin el capl tul o se estructura en 

tres partes. En la primera parte se define a la ecuación recursiva de la 

programación dlná.mlca, cuando tenemos lncert.ldumbre en el sistema. En la 

segunda parta se describen algunas propiedades de las cadenas de Harkov, 

finitas e Infinitas, y su relación con la programación dinámica. Por 

último, la tercera parte es un apéndice que consta de algunos conceptos 

y propiedades utl llzados en la segunda parte. 
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2. 1 CONCEPTOS Y COl'IPONENTES DAS! COS 

En el anál lsis de los problem<.t.S determlnistlcos hemos visto que dado un 

estado y una decisión es posible conocer el estado resultante en ln 

etapa anterior por medio de la función de lranslclón. Sln embargo no 

siempre es posible determinar con certeza ese estado resultante, como es 

el caso de los problemas eslocá.stlcos, puesto que el proceso dinámico 

depende, en parte, de la ocurrencia de un evento que no podemos 

controlar nl tampoco predccl r con exactl tud, por ejemplo, supongamos que 

deseamos determinar la pol 1 tlca óptima de órdenes de un inventarlo, que 

debe satisfacer la demanda de los próximos N periodos, de tal manera que 

los costos de operación del inventarlo sean mlnlmos. Las órdenes se 

sollcltan al lntcto de cada perlado y son surtidas lnmedlatamente. 

Resolviendo este problema con la forma hacia atrás de la programación 

dinámica, definiremos a la etapa l como el número de periodos que faltnn 

por recorrer y al estado x
1 

corno el nivel del Inventarlo al lnlclo de la 

etapa l. De esta manera el nivel de Inventarlo del periodo siguiente 

(etapa anterior) se puede determinar mediante la slgutcnte relación 

x
1
_

1
::: x

1
+ u

1
- d

1 
donde u

1 
y d

1 
representan In cantidad ordenada y la 

demanda, respectlvrunente, de la etapa l. De aqul podemos observar que si 

la demanda es determlniotlca {conocida para todas las etapas del 

proceso), la parle derecha de la ecuación anterior representa la función 

de transición del sistema. En cambio sl la demanda es desconocida, no 

podremos determinar el estado resultante, debi 1 i tándose asl la relación 

de recurrencia, base de la programación dinámica. Sin embargo, la 

programación dinámica también puede atacar este tipo de problemas 

introduciendo algunos cambios para adaptarse a la nueva si tuaclón, que 

discutiremos a continuación. 

FllNCION DE TRANSIC!ON 

Obsérvese. del ejemplo anterior, que podrtamos determinar el nivel 

lnlclal del inventarlo, del periodo siguiente, si conociéramos todos Jos 

valores posl bles de la demanda. En general tenemos que, sl conocemos la 

totalidad de los diferentes even~os probables (desconocidos) que pueden 
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llegar a suceder en cada etapa del proceso, tendremos los elementos 

suflclentes para decir: que dada una declslón u
1 

y un evento probable r
1 

podemos determinar, n part lr de un estado x
1 

de la etapa l, el estado 

resultante x
1
_1 de la etapa anterior, o sea 

FUNCION DE IITI LIDAD 

Es natural pensar que un evento , del cual depende parte del proceso, 

tamblén influya en las utllldades del mlsmo, por lanlo, debe ser tomado 

en cuenta para determinar la uttlldad f
1
(x

1
,u

1
,r1) de cada etapa. 

FUNCION RECURSIVA 

Procediendo con el mismo crlterlo que en el caso determlnlstlco, se 

podrla pensar que la función recursiva vendria dada por 

s.a. 

Ahora bien, la finalidad es tener en este momento algún conoclmlent.o 

aproxlmado 1 en términos de valores esperados, de lo que va a suceder con 

el sistema, por lo tanto, no se obtiene ninguna ventaja dcflnlendo la 

uti l ldad de esta manera; puesto que sólo podriamos conocer la posible 

ganancia máxima (o costo mínlmo) después de que se hubieren completado 

las n etapas del proceso. Sin embargo, d1sponcmos de todos los elementos 

que requerimos paru realizar nuestro objetivo. Para ello es necesario 

asignar una medida de probabl l ldad a cada uno de los evento~ de tal 

manera que, en cada etapa, la suma de sus pro babi l idadcs sea igual a 

uno. Tendremos asi una variable aleatoria R
1 

bien definida para cada una 
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de las etapas 'i de esta forma definiremos el valor óptimo de un estado 

como: el valor óptimo esperado para ese estado. Asl tenemos que 

o sea 

~(o Hin) j E [4>Cf
1

(x
1
,u

1
,R

1
l,J

1
_

1
Cx

1
_

1
lllf 

1 

s.a. 

s.a. 

{2.2) 

Es importante hacer notar que en los problemas cstocástlcos sólo es 

posible aplicar la forma hacia atrás de la programación dinámica, pues, 

como lo habio.mos visto en el apartado l. 3 (en la diferencia de fondo de 

ambas formas) la forma hacia atrás es como "caminar'' hacia atrás 

"mirando" hacia adelante, lo que aqul se intcrpretaria como proyectar 

hacia el futuro¡ en cambio, con la forma hacia adelante obtendrlamos una 

"pro<¡ecci6n" hacia el pasndo, lo que carece de sentido, ya que, 

supondria conocer con certeza el estado futuro (resultante) y no saber 

en cual estado presente nos encontramos, lo que claramente no es 

posible. 

2. 2 PROCESOS DE MAl!KOV Y PROGRAHAC!ON DINAMJCA 

Se ha definido Ja ecuación recursiva de Ja progrrunacl6n dlné.lnlca 

estocásllca (PDE) extendiendo de manera natural las Ideas del capitulo 

anterior, agregando únicamente una variable aleatoria a las funciones 

definidas anteriormente de una manera matemática más que conceptual, con 

la intención de destacar que: lo importante en la aplicación de la 

programación dinámica es la identificación de etapas, estados y la 

relación de recurrencia. Sin embargo este punto de vista puede resultar 

deficiente, en virtud de la variedad de probl,e~as donde es más natural y 

satisfactorio plantearlos como procesos de ~.rkov. Por otra parte, con 
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el enfoque anterior, el horlzonte a planear debe ser f\n\ to y blcn 

dcflnldo, perdiéndose de vlsla la apl lcaclón de Ja programación dlm\mlca 

en la búsqueda de politlcas estacionarlas óptimas, las cuales, en buena 

medida, ampllan el campo de apl icac16n de la programación dtnfunica. 

Las propiedades y los resultados que se expondrán en lo sucesivo, 

relacionadas con los procesos de Harkov, se darán sln prueba puesto que 

se necesitarla un desarrollo extenso y formal de la teorla, lo cual está 

fuera de las objetivos de esta tesis. Al final del capitulo se lnclu)le 

un apéndice donde se dan algunas definiciones de conceptos y propiedades 

mencionadas en este apartado. En lo sucesivo supondremos que: el 

conjunto E es el espacio de estados; y que p:;• representa la 

probabilidad de pasar del estado l ni estado J en n clnpas. 

PROCESOS FI 11! TOS DE HARKOV 

Sea zl. 22, .•. 1 zn un proceso estocástico, donde la variable aleatoria zk 

(k=l.. n) loma valores sobre un conjunto E; y donde pul!dc suceder que el 

valor de la variable aleatoria Zk dependa de los valores lomudos por de 

las variables aleatorias anteriores, lo cual, podemos expresar con una 

probabi lldad condicional 

k = l.. n 

Oefinlclbn 2. 1 Un proceso estocástico es un proceso de Harkov o una 

cadena de Markov, s l 

Prob(Z.,1=J.,1 1 Z1=J1, ... ,Zkjk) = Prob(Z.,1=Jk•I j Zkjk) 

Supongamos que E = ~ J, 2, ... , m ~ y que 

E Prob ( 2.,,=J .¡ z,= l ) 
J=t 

31 

para todo k = 1. . n. 

V l,.JeE 



entonces la probabll idad condicional es una probabi l ldad de transición, 

que representaremos como p
1

J;k ,cuando queramos ldentlflcar la etapa o 

tiempo en que se real iza la transición 

Prob ( z,,,=J Zk = l ) PIJ;k k 1.. n-1 

PROCESOS DE MARKOV COH GANANCIAS 

Supongamos que tenemos un proceso de Harkov donde se genera una utl l 1dad 

o costo, ck ( l, J), cuando pasamos del estado l de la etapn k o.l estado J 
de la etapa k+l. 51 definimos el valor, f(l}, de un 'estado l como el 

promedio (la esperanza) total de las utilidades de las etapas restantes 

(incluyendo la etapa k), tendremos que: 

t,co ¡; p 11 , • .pcc.Cl,JJ,f,,1(Jll 
J=! 

Supongamos qui:! disponemos de un conjunto D de decisiones, donde la 

utllldad y la probabilidad de lranslclón dependen de lo. acción elegida, 

entonces el valor óptimo de un estado se puede obtener como 

. 
Jk(l) = Hax {E p11 ,,Cu) 4J(ck(l,J,u),Jk•t(J))~ 

ueD J=t 
(2.3) 

para k = 1 .. n, con Jn+t como condición de frontera. Como podemos 

observar la ecuación (2. 3) tiene la misma forma que la ccuaclón 

recursiva (2.2) de la programación dinámica estocástica, solo que en la 

forma hacia atrás, por lo que podemos ut i 11zar la programación dinámica 

para resolver este tipa de problemas. 
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PROCESOS INFINITOS DE KA!lKOV COll GAllANCIAS 

Hasta el momento nos hemos enfocado a la búsqueda de poliUcns de 

dcclslón óptimas para procesos, donde el horizonte n. planear se 

encuentra bien del lml lado por ser flnl to. Pero ¿qué sucede cuando ese 

horizonte no está bien dcf1r,\do, por ser muy extenso?. ¿será posible 

encontrar una solución teóricamente aceptable?. Una respuesta a la 

segunda pregunta la podemos encontrar en la búsqueda de pol1tlcas 

estacionarlas. Pero antes deflnlrcmos algunos conceptos que nos serán de 

utl lldad. 

Dcftnlcl6n 2. 2 Un proceso de Markov es homogeneo o estacionarlo, sl la 

probabll 1dad de translclón p
1
J es estacionarla, donde 

n E N y l,J E E 

Der!n!c!bn 2.3 Una utilidad es estacionarla si no depende del tiempo, o 

sea, si 

e ( l, J) 1/ n E N y para cada l, J E E 

Considérese un proceso estacionarlo de Markov de un sistema erg6dlco 

completo, con un espacio de estados E = {1,2, ... ,m~ y con matriz de 

transclón P, en donde se genera una utl lldad estacionarla c(l, Jl cada 

vez que el sistema hace una transición del estado l al estado J. Por 

último supóngase que el proceso consta de n etapas y que la función 4> es 

de la siguiente forma 

.p(c(l,J),fCJ)) c(l, Jl + f(J) 

entonces tendremos que 

SI definimos a 

r.ltJ E p1J cll,Jl + E PIJ r.,,cJJ 
J=l J=l 

v= 
1 E PIJ e{(, J) 

J=l 
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entonces 

ahora blen 1 sean 

L) 

U) 

V + 
1 

vector co 1 umna 1..m 

vector columna l = l .. rn 

de esta manera podemos cscrlblr el valor de lodos los estados en 

notación matrlclal obteniendo que 

F =V+PF 
k k+1 

podemos redefinir los indices {haciendo k 

manera que 

F =V+PF 
k lc-t 

l.. n 

n+ 1 - l, l l.. nl de tal 

k := l.. n 

como el proceso tiene o-etapas observemos (con los indices redefinidos) 

que: 

F
1 

= V + P F
0 

F
2 

= V + P F
1 

= V + P V + P
2 

F
0 

F n = V + PV + p"y + .. • + Pn-ly + p"f 
0 

= ( I + P + P2 + , . . + Pn-1) V + P°F 
o 

donde Fn representa la utilidad esperada, de todos los estados, para el 

proceso completo. Aplicando la Igualdad de la ecuación (A. l) tenemos que 
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51 tomamos el 1 imite de F cuando n .--+ OJ, entonces F ~ co, debido al 
n n 

primer sumando de F". Pero supongamos que apl leamos el l lmllc obteniendo 

la siguiente expresión 

f'Q) = nSV + YV .. sr o ( n <n) (2. 4) 

La importancia de la ecuación (2. 4) radica en que r(ll representa un valor 

asintótico para F en sistemas ergódtcos. 
n 

Cuando decimos que fo:¡ representa un valor asintótico para Fn queremos 

decir que: 

o bien 

Por ser nSV el elemento de Fo:> que crece, conforme el número de etapas 

crece y por el slgnlflcado de la matriz Y diremos que: 

l) g = sv es el vector de ganancias. 

Ul 11 = YV es el vector de sesgos. 

Asi tenemos que Feo == ng + w + SF
0 

(n .,¡ (2.5) 

POLI TI CA OPTI HA 

Según podemos observar, para llegar a la expresión de la ecuación (2. 5) 

hemos supuesto que el proceso y las utl lldadcs generadas en el mismo son 

estacionarlos. La razón de haber hecho estas hipótesis C!i perfectamente 

entendlble si tomamos en cuenta que el número de etapas tiende a 

infinito. En consecuencia seria razonable pensar también que una 

politlca estac1onar1a es la adecuada para un proceso de tales 
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caracleristicas. De lo anterior surge la slgulenle pregunta: ¿Una 

polltica cstucionarla es la mejor politica'!. La respuesta es si, aunque 

por dificultades técnicas no haremos la prueba pero este hecho se 

encuentra plenamente justl f1 cado por H1nc y Osak 1 { Hl ne, H. and 

Osakl,s., Harkovlan dcclslon Processes). 

Como comentario diremos que algunos autores (por ejemplo, \·lhite, D. J., 

Dynamlc Programmlng.1969) consideran que, para sistemas periódicos, una 

politica no-estacionarla es superior a una estacionarla. Quedando lo 

anterior sujeto al grado de conocimiento que se tenga acerca del 

proceso, pues Hlne .Y Osakl mostraron también que una politlca 

estacionarla es superior a una no estacionaria apl !cada aleatoriamente. 

Como aqui tenemos lnccrtldumbre en el slslema no podemos contemplar 

po11t1cns de decisión como las definidas en el capitulo l. Pero poc.icmo!; 

re interpretar la definición l. 1 de la siguiente manera: si dk (x) es una 

pol1tica de dcclslón, dk(x} = (u
1
,u

2
,. .. ,uk} , entonces u

1 
representa la 

decls16n a tomar para el estado x en la etapa l, l=t .. k, en vez de 

representar la decisión de la etapa l únicamente, como en el ca.so 

deterministlco. O sea, para un proceso de Markov, una polftlca de 

declsi6n es aquella donde disponemos de una acción a seguir para cada 

uno de los estados posibles, en cada una de las etapas. Pero ya que 

hablar.:os de politlcas estacionarlas conviene definir lo que entenderemos 

por este tipo de polltlcas. 

Deflnlc16n 2.4 Una pollllca de decisión para un estado r es 

estacionarla, sl la acción n. seguir para el estado x es la mlsma on 

todas las etapas. 

Es decir, si dk(x) (u
1
,u

2
, •• ,u,> es una pol itlca de decisión 

estacionarla, entonces tenemos que u
1 
= u J , para toda l, J e ~l. . k >· o 

sea que d•(x) = (u, u,. .. u), por lo que a una pol I t lea de d<:clsión 

estacionarla la representaremos con un escalar, dn{x) = u, únicamente. 

Observación: Aun cuando la definición anterior está dada para uri número 

finito de etapas (por como hablamos definido una poi ltlca de decisión 
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para un estado x en el capitulo 2), ésta puede extenderse facllmcnte u 

un número l nfl nl to de etapas observando que 

d(x) llm d (x) 
n m n 

ltm u = u 
n " 

Deflnlclbn 2.5 Una polittca de decisión es estacionarla, si e~ 

estacionarla para todos los estados posibles del proceso. 

A una pol1tlca estacionarla la representaremos con un vector columna u, 

donde el l-éslmo elemento de u representa la acción a seguir para el 

estado l en cualquier etapa del proceso. Con lo que, según la ecuación 

(2. 5) tenemos que 

F"(u) ng(u) + w(u) + Sf
0
(ul (n -> w) (2.6) 

esta ecuación representa la utlllda.d "esperada" de Fn bajo la polil1ca 

estacionarla u, cuando n -+ ca, 

La ecuación (2. 6) es la ecuación que finalmente nos interesaba obtener, 

pues con ella ya estamos en condlclones de preguntarnos sobre una 

pol1tica estacionarla óptima. Pero antes de definir cuando disponemos de 

una politica óptima de cste·lipo, haremos un par de observaciones: 

1) Como hemos supuesto que el número de etapas tiende a lnflnlto, 

podemos pensar que el proceso núnca termina, por lo que haremos a 

F
0
= O, para no tomarlo en consideración y facilitnr nuestro análisis, 

obteniendo asi que: 

r"Cul ng(u) + w(u) (n _, ,,¡ (2. 7) 

2) Por otra parte vemos que, a causa del primer término de la ecuación 

(2. 7), F'"(u) crece Indefinidamente bajo cualquier politica de 

decisión. Entonces, si suponemos que nuestro objetivo es maximizar, 

nos Interesará aquella polltica que haga crecer a r°'(u) lo más rápido 

posible. 
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Oeflniclbn 2.6 Una politlca estacionarla u es óptima, sl plll'a toda 

politlca estacionarla u tenemos que 

g(u
0

) ~ g(u) 

y s\ para alguna politlca z tenemos que g(u•} 

necesar 1 amente se cumple que 

w(u
0

) ~ w(z) 

donde g(u•) ~ g(u) Y(u
0

) ~ y(z) significa que 

g(z) 1 entonces 

l= l.. m 

Una pol ltlca asi definida siempre existe. como lo demostraron Hlne y 

Osak!. 

LA PROGRAMACION DINAMICA Y POLITICAS ESTACIONARIAS 

La ecuación recursiva de la programación dintunica es úti 1 para encontrar 

politlcas estacionarlas de ganancia óptima, puesto que, si tenemos un 

sistema de estados ergódlco completo de un proceso homogeneo de Harkov 

con utilidades estacionarias, entonces la ecuación (2.8) converge hacla 

una politlca estacionarla. 

. 
H¡¡x j v

1
(u) • E p

1
,(u) Jk_ 1 (Jl~ 

J=I 
(Z.B) 

donde v
1 
(u) = E p (u)c(l, J) es la utl lidad esperada cuando se parle de 

J=I IJ 

un estado L y c(l,J) es la utilidad estacionarla que se genera cuando el 

sistema pasa de un estado l a un estado J con probabl l idad p
1
j' 
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Además el algoritmo de la programación d!námlca resulta muy práctico 

para la búsqueda de este llpo de políticas, pues la experiencia 

comp~taclonal a mostrado que su convergencia puede ser muy rápida 

(incluso de tres o cuatro iteraciones únicamente). 

Hastlns (Hastlngs, N. A. J .. Opcratlons Research) nos ofrece una forma 

de saber que tan cerca nos encontramos de una. politlca estacionarla 

óptima, de la siguiente manera. 

Sean: 

e = Hin je (l) ~ 
k,mln l k 

e =Maxje(l)~ 
k,max l k 

gk Ja ganancia que se obtiene mediante la poJ!tlca 

estacionarla determinada con el algoritmo en la etapa 

k. 

g Ja ganancia con la pol!tlca estacionarla óptima. 

entonces tenemos que 

por Jo tanto 

g -gse -e 
k 1 11AX k,mln 

Para concluir haremos la observación de que el algoritmo garantiza que 

hemos encontrado una polltlca estacionarla de ganancia óptima, si 

ek,IMx- ªk,mln O, Pero no garantiza que ésta sea la politica 

estacionaria óptima de la definición 2. 6 1 pues no sabemos nada acerca el 

sesgo. Sin embargo para fines prácticos la relevancia de este hecho es 

menor cuanto mayor sea el número de etapas. 
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APENDICE 
(CAPITULO 21 

En esta parte trataremos de formal b·ar en dcflnlctones ciertos 

conceptos, contenidos en el capi lulo, útl les para la exposición de los 

procesos de Harkov. Puesto que un proceso .. de Ha.rkov es un tipo de 

proceso estocástico, empezaremos por definir a éste. 

Deflnlclbn A. l Sea E e IR un conjunto donde toma sus valores una variable 

aleatoria Z y sea T un conjunto de indices. Oiremos que la sucesión de 

variables aleatorias 2 Z Z ... constlt.uyen un proceso ectoclistico, 
tl. t2

1 
lJ 

si 

l) k = 1,2,3, ... 

Diremos que el conjunto E es el espacio de estados del proceso. También 

dl rémos que: 

l) Z = { Zk I k E ll fes un proceso estocástico Infinito (de tiempo 

discreto) . 

U) SI T e ll y T es finito entonces Z = { Zk I k e T f es un proceso 

estocástico f!nl to. SI la cardinalidad de T es de n elememtos 

diremos que el proceso se compone de n etapas. 

Pensando en estados y etapas de un proceso estocástico, haremos las 

s1gulcntes deflnlclones, donde, por comodl_dad, supondremos que el 

conjunto de estados, E, es flnl to: E • { 1, 2, 3, . . . , m f . 

Deflnlclbn A. 2. Sea p:~l = p[z.,.= j 1 z.= l]: la probabl lldad de pasar 

del estado l al estado j en n etapas. Diremos que esta probabl l ldad es 

una probabilidad de translclbn, si para cada estado l fijo, l e E, 
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tenemos que 

¡:p¡z =JiZ=']=I 
JEE k+n k 

Además se dice que p~;I es estacionarla st se tiene que 

p1
1

"J
1= l: P[Zk•n= J ¡ Z = l] = l: P[Z = j 1 Z

0
= l]; para cada k e l'l 

JEE k JEE n 

o sea que la probabilidad de transición p:;1 es Independiente del 

tiempo. 

Oeflnlctbn A.3 Sea Puna matriz cuadrada de m x m y sea p11 el elemento 

(l, J) de P, entonces diremos que P es una matriz de translclbn sl 

l) V l, J e E 

U) V le E 

Es costumbre decir que p
1
J representa la probabilidad de pasar del 

estado l al estado en un paso (o etapa). 

Proooslclbn A. 4 51 P es una matriz de transición entonces: 

l) P" es una matriz de transición. Y si el proceso llene probabilidades 

estacionarlas, entonces el elemento (l,J) de P0 representa la 

probabl lldad de pasar del estado l al estado J en n-etapas. Observcse 

que en este caso podemos cálcular recursivamente a p:;'. 
(1) 

PIJ = PIJ 

p:~) = i: plk pkJ 
k=l 
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U) La matriz P es Cesaro sumable o sea 

Llm (P+P2 + +P,~) = S 
n 

Donde S es la llamada matriz fija asociada con la matriz P. El elemento 

(L, J) de S representa la probabl l idad de encontrarnos en el estado J en 

alguna etapa escogida aleatoriamente. habiendo empezado el sistema en el 

estado l. 

Sea y = E (P"- SI (A.1} 
n=O 

entonces Y se define como la matriz fundamental asociada con la matriz 

P. Donde el elemento (l, J) de Y representa el promedio de visitas 
11extras" (de más o de menos) al estado J, para un sistema que empieza en 

el estado l y continúa indefinidamente. Y es una especie de desviación 

(sesgo). 

Hablar de estados y de probabl l ldades de transición entre el los, nos 

induce a descubrir diferentes tipos dr? estados, los cuales, según sus 

propiedades, se pueden claslflcar de la siguiente forma 

orr=j 
TRANSITORIOS 

•RECURRENTES { 

ABSORBENTES 

PER!ODICOS 

ERGODICOS 

Antes de definir cada estado consldercse la siguiente pro babi 1 !dad 
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q~n> representa la probabl l ldad de que el primer retorno al estado l se 

efectúe exactamente en n etapas, dado que el estado lnlclal del proceso 

e:; ese estado l. 

Oeflntcl6n A.5 Un estado' es transitorio sl 

La def1nlc16n anterior quiere decir que cuando hemos abandonado un 

estado transitorio, el retorno a éste puede no vol ver a. ocurrir durante 

el resto del proceso. Por ejemplo, en la matriz (a} de la figura 7, el 

estado 1 es transitorio. 

Definlc16n A.6 Un estado les recurrente si no es transitorio, o sea si 

~ (n) 
l.. q, 

n;:;1 

Lo anterior significa que está. garantizada la permanecla o al menos un 

eventual regreso al estado original. 

Definic16n A. 7 Un estado l es absorbente si l. 

La deflnlclón anterior significa que cuando caemos en un P.stado 

absorbente, permaneceremos en él durante el resto del proceso. Por 

ejemplo, en la matriz (b) de la figura 7, el estado 2 es absorbente. 

Deflnlclbn A.8 Un estado l es peribdlco, de periodo o:, SI para cada 

tiempo k, que no pertenece al conjunto ~«. 2cr:, 3cx., ... ~. se tiene que 
(k) 

p11 = O. Do~de a es el máximo común dlvlsor del conjunto de las n ~ 1 

tales que p1 ~> > O. 

Como podemos observar de la deflntclón anterior un e!;tado periódico es 

aquel que no puede ocurrir más que en ciertos perlados de tiempo. Por 

ejemplo, en la matriz (a), los estados 2, 3 y 4 son periódicos, de 

periodo 2. 
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2 3 2 3 

!. o o o o 
2 

2 o o o o o 

3 o o o 3 o o o 

4 o o o o o 

(a) (b) 

figura 7 

Def1nlcl6n A. 9 Un estado l es aperibdlco, si el periodo es uno. Además 

sl el promedio de primer retorno al estado l es finito, o sea 

"' E nq<nl < co 

n=l 
1 

entonces se dice que el estado l es ergbdico. 

En la definición anterior vemos que un estado crgódlco puede ocurrir en 

cualquier momento del proceso. Por ejemplo, en la matriz (b), los 

estados 1, 3 y 4 son ergódlcos. 

Deflnlc16n A.10 Diremos que un sistema es ergbdico bajo 1.1na po!itlca de 

decisión, sl todos sus estados son ergódlcos o si existen sólo algunos 

estados transl torios bajo esa poli lica. 

Oef1nlc16n A. 11 Diremos que un sistema es ergbdico completo, sl es 

ergódlco baJo cualquier poli tlca de decisión. 

Proooslc16n A. 12 Si P es una matriz de transición de un sistema 

ergódlco, entonces P tiene las slgulentcs propiedades: 

l) Llm 
n"' 

(P + p 2 •.. +P") e Llm Pn S; donde S t lene todos sus 
n n "' renglones iguales. 

U) SP = PS = S 

Ull s = s2 = s" 
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CAP 1 TUL O 3. 

EL PAQUETE CSUDP 

Existen varios aspectos slgnlflcallvos de In progrnmaclón dlnó.mlca que 

pueden ser efecli vamcntc cxpl otadas en un software gcncrall zado de 

apllcaclón, este es el caso del paquete CSUDP (Colorado State Unlverslty 

Dynamlc Programmlng). El código general Izado CSUDP de programación 

dinámica requiere más del usuario que, digamos, un paquete de 

programación l lneal, es decir, un usuario de un paqucle de este tlpo no 

necesl la tener conoclmlemto del método Glmplex para poder ut i 1 lzarlo. En 

cambio el uso de software generalizado de programación dinámica requiere 

cuando menos una comprensión de cslc método para poder ut 111 zar lo. 

La finalidad de este capitulo es describir las caracterlstlcas y 

funcionnmlcnlo del programa CSUDP, para el lo el capitulo se desarrolla 

de la siguiente manera: la primera sección presenta una breve historia 

del paquete y algunas de sus caracteristlcas principales; la segunda 

sección muestra en detalle las diferentes opciones del CSVDP; la tercera 

sección describe las subrutinas STATE, OBJECT y READIN, que son 

programadas por el usuario¡ por últlrno, la cuarta. sección se refiere a 

las facl lldades del CSUDP para resol ver problemas estocásticos 

untdlmenslonalcs. 
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3.1 CARACTERISTICAS GENERALES 

El autor del CSUDP, John \.1, Labadle, se percató de la necesidad de 

disponer de un sofl\.la.re generalizado de programación dinámica mientras 

enseñaba cursos de postgrado de lngcnlerla en la Universidad del estado 

de Colorado (CSU). El habia perclbldo que varlas per·sonas, quienes 

podian hac.:er un uso efectivo de la programación dlnó.mlca en dlsllntas 

áreas como sistemas de plancaclón, dirección y diseño, fueron desalen­

tadas a utilizarla por la falta de un código general. 

Primeramente, en 1975, Labadlc dcsa.rrol 16 un pequeño código en FORTRAN 

para resol ver problemas de as 1 gnacl ón de recursos acompafíand(') lo con un 

programa general para resol veL problemas de contra 1 ópl lmo. Estos dos 

programas fueron implementados juntos dentro de un programa llamado 

DYNPRO, en 1977, los cuales fueron mejorados para incluir problemas 

estocá.sticos y también se les anexó un eficiente tomador de datos. Un 

código multld1mcnslonal llamado IUCDP fue entonces desarrollado bajo la 

dirección de Labadic y posteriormente combinado junto con DYNPRO dentro 

de un código comprensible llamado CSUDP (Labadle and Shafer, 1980), desde 

entonces los esfuerzos se han concentrado en adaptar el paquete al uso 

en microcomputadoras, como se describe en Labadle,Et. (1884) y Labadie 

and Chou(1986). 

La versión actual del CSVDP ha sido ul l l 1zada como una herramienta en 

cursos a nivel de postgrado y licenciatura en la universidad de Colorado 

(CSU) en: las áreas de lngenleria clvl l e lngenieria mecánica; los 

departamentos de 1ngenier1a de Agricultura y Quimlca¡ as1 como en 

sistemas de ingcnicria en general; el departamento de Hatcmátlcas y 

Econamia de Agricultura. Además el paquete ha sido muy utl lizado en 

investigaciones de slst.ema~ de recursos hidráulicos y el manejo de 

recursos naturales. El código ha sido distrlbuldo a nivel mundial a 

varias universidades y empresas privadas, e implementado en una gran 

variedad de equipos de computo. 

La más reciente versión del CSUDP esta escr!la en FORTRAN 77, 

espcclflcamente para la IBH (computadora personal l y el compilado se 
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reall za con el sl sterna microsoft fortran versión 3. 20, e 1 cual es 

necesario p~tra cornpllar las subrulina!:l que ~labora el uzuarlo ',/crear el 

código objeto, que debe l lgarse con el código general. Dos versiones del 

código objeto del CSUDP están dlsponlbl~s, una de las versiones requiere 

de un coprocesador INTEL 8087 MATH y la otra puede trabajarse sln este 

requerimiento. Para el uso del paquete, se debe tener un m1n1rno de 256k 

bytes de memoria principal pero para problemas grandes se recomienda 

disponer de 640k bytes para emular, en memoria principal, el acceso a 

disco. 

El programa CSUDP ha sido diseñado para dar la máxima flexibilidad al 

usuario para resolver una amplia gama de problemas de decisión 

secuencial. Para este fin el usuaplo debe desarrollar tres subrutina.o; 

(READIN, STATE y OBJECT), que esencialmente permiten simular el compor­

tamiento del sistema y calcular el valor de las ganancias o costos de 

cada etapa as1 como el valor de la función objet1 va. 

declalOn 

es lado est.ado 

_j_,l-;¡-;¡;;-1 ~ . . . ~ ¡-;¡-;¡;;-¡ ~ . . . XN 1-;¡-;¡;;-I X H. l 
1 entrada --'--salida ~ N -Jo 

ut.llidad de 

la et.apa 

TIPICA ESTRUCTURA POR ETAPAS 

PARA PROBLEMAS SECUENCIALES DE DECISlOH 

flgurn 8 

En la figura 8 se representa un tipico problema secuencial por etapas. 

dOncte una ganancia o costo se produce en cada etapa. La transición de 
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una etapa a la otra se efectua como la transición de estados ex.) de 

etapas contiguas, mediante dcclslones 1 ndepcndlentcG (u
1

) ejecutadas en 

cada etapa. O sea, la rel~clón entre etapas se debe expresar como una 

relación entre estados, Esta relación la definimos con lt; función de 

translctOn de estados 

El paquete CSUDP resuelve problemas de multlctapas con la forma "hacia 

at.rás" (backwardJ de la función recursiva. Sin embargo es posible, para 

el usuario, resolver problemas en la forma "hacia adelante" (forward, 

donde xk_
1
= tk(xk,uk), k = 1 .. N) invirtiendo los estados de entrada. y 

sal1da; y redefiniendo indices (l=N+l-k; para obtener la función de 

transición x
1

+
1 
= t 

1 
(x

1 
,u

1
), l=l, .. , N). Problemas de una dimensión como 

los Ilustrados en la figura B son rcsuel tos mediante el procedimiento 

estandar .. de la programación dinámica, mientras que problemas con 

vectores de estado mullidlrnenslonales son resueltos por el método de la 

programación dinámica incremental (Larson 1968). 

El CSUDP puede resolver también problemas estocásticos, ';/ lo puede hacer 

de dos formas distintas, con respecto a la transición entre etapas. Una 

forma es tener una estructura de variables aleatorias Independientes 

(por ejemplo, en un problema de control de inventarlos ln demanda 

esperada es independiente del nivel del Inventarlo). La otra consiste en 

suponer que la ocurrencia de cada estado, de una etapa, depende de los 

estados de la etapa anterior según una función de distribución de 

probabl l ldad (procesos de Harkov}. et ertas clases de problemas de 

decisión, vistos como procesos estacionarlos de Markov, pueden ser 

resueltos por aproximaciones sucesl vas. Donde pol 1 ticas estacionarlas 

pueden ser halladas en un número finito de iteraciones, en si!itemas 

ergód!cos y periódicos. 

OPCIONES DE LA FUNCION OBJETIVO 

Para problemas determlnlstlcos, los siguientes tipos de Ja función 

objellvo pueden ser considerados 
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TIPO 1 

TIPO 2 

TIPO 3 

J
1
(x

1
)=Hln j 

J (x )=Hax 
1 1. 

J ex) 
1 1 

Hin (o H.-ix) 

"• 

Hax J<, '.,. "• <. .. ''.' .,. "•' ª) d 
H 

Hln 1 r, ex,. u, l •.. .r .ex •. u.> H 
d • 

Hln (o Haxl j IT f
1
(x

1
, u

1
) } 

dN 1 =l 

(3. 1) 

(3.2) 

(3.3) 

Donde d•= (u
1
,. .,u") es una polltlca de declslón (ver capitulo !). 

En el CSUDP todas las funciones !
1
(x

1
,u

1
) deben ser positivas, para el 

uso de la función del tipo J. Como el CSUDP define a la condlclón de 

frontera, JN•l (xH•l) = O, entonces cualquier beneficio o costo adicional 

del estado xN•I se puede incluir en la función de ut.llldad f/xN,uN). 

Note que utilizando el CSUDP, en la forma hacia atrás, la etapa 

representa el periodo l del sistema (indexado en forma natural}. 

mientras que, en la forma hacia adelante, la etapa l representa el 

número de periodos que faltan por recorrer en la evoluc16n del proceso. 

El usuario debe lntroduclr los datos tomando lo anterior en cuenta. 

LAS ECUACIONES DE TRANSFORMAC ION DE EST AIJOS 

La ecuación de transición de estados es suministrada por el usuario en 

la subrut lna STATE, en la forma general: 

suponiendo que tenemos como función rccursl va a: 

J, ex,)= H;:x j.;cr, <x,. u,) .J,., <x,.,)) t 
l 
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En algunos casos puede ser ventajoso expresar la ecuación de transición 

de estados en forma invertida, es declr resol verla para la variable de 

decisión u,. en vez de la variable de estado x , es decir. expresarla 
l•I 

como 

l=I.. N 

de esta manera la optimización se realiza directamente sobre la variable 

de estado x
1
• 1, con lo que la ecuación recursiva se expresar1a como 

J
1
!x

1
l= \;!"-" j<,6! !

1
lx

1
,u

1
),J

1
•

1
lx

1
•

1
llf 

l •1 

(3.5) 

obtenlendose también, con esta nueva forma, el valor óptimo de la 

función objetivo, como lo demuestra la siguiente proposición: 

Prowclslbn 3.1 Las ecuaciones (3. 4) ';/ (3. 5) son equl val entes. 

Prueba. e .. J Supongamos que tenemos la ecuación e3. 4), a ésta la podemos 

expresar como 

J, ex, )=~j\6!f, ex,' u, J.J,., \ t, ex,' u,)) f 
l 

e3.6) 

en la ecuación (3. 6) vemos claramente como la variable u
1 

afecta a ambos 

argumentos de la función <,6e •). Ahora bien supongamos que existe una 

relación uno a uno entre u
1 

y xt+t, entonces podemos expresar a u
1 

como 

función de x
1 

y x
1 

•
1 

o sea 

l=I.. N e3. 7) 

la función e3. 7) se cumple para toda u , en particular para el valor 
• 1 

óptimo u
1 

, a. la cual le corresponde uno y sólo un valor de la variable 

de estado x
1
+

1 
que denotaremos por x~+t , De donde tenemos que 

Max j\6ef
1
(x

1
,u

1
),J

1 1
et ex ,x )))l = <,6ef ex ,u

0

),J (t ex ,u
0

))) u, • l l l ( l l 1 1+1 1 l 1 
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como la funcl6n (3. 7) es uno a uno entonces no existe un estado x~. 1 tal 

que 

por lo tanto tenemos que 

Ql(f
1 
ex,, t;'ex,, x;,, l l, J

1
,

1 
ex;,

1 
l l=~x i<i1er

1 
Cx

1
, t;1 ex

1
, x," l l. J1" ex,".¡ l ~ 

1 •1 

~ i<P cr,cx,.u,J,J,,,cx,,,llf 
l•I 

s.a. 
u1= t~1(x1.x1+1) 

el reciproco se demuestra de unn manera análoga. 

El resul lado anterior n.os muestra que para pasar de la forma estandar E\­

la invertida o viceversa únicamente se neces1 ta modificar la función de 

transición de estados, sln tener que modificar la función de utilidad ni 

tampoco la ecuación recursiva, lo cual es muy conveniente. También puede 

apreciarse en la ecuación (3.5) que cuando optlmlzamos sobre la variable 

xi+J (la variable de estado de la etapa calculada previamente), la 

variable de declslón u
1 

pasa a ser una variable dependiente. Una ventaja 

particular de esta forma es que las relaclones de translclón entre 

estados se pueden expresar como funciones lmpl lcl tas de 1 estado 

resultante, lo cual a veces es conveniente, por ejemplo, considérese el 

problema de operación de una presa (ver figura 9). donde la relación de 

transición de estados está dada por 

(3.8) 

donde: x
1 

es lo almacenado en la presa al prlnclpio del mes l; u
1 

es la 

cantidad de agua llberada para el consumo durante el perlado; r
1 

es el 

flujo no regulado del mes; e
1 

es la tasa de evnporaclón (por ejemplo, 

metros cúbicos por mes)¡ y A es el area promedio de la superficie del 

vaso de la presa durante todo e 1 mes L. 
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_ (A(x
1

J + A(x
1

,
1

lJ 
A(xl, x

1
,

1 
)=----2~--­

asa de 
evaporac l ón 

EJtHPLO DEt. SISTtJU, DE TRAHSfORKACION 

DE: .ESTA.DO .. BALl.HCE DE LA. HASA DEL VA.SO 

rlgura g 

donde: A(x) slgnlflca el área de la superficie del vaso, al nivel de 

almacenamiento x, tomada de los datos elcvacl6n-á.rea-capac1dad 

efectuados en el lugar. Como podemos ver, xJ+l aparece en ambos lados de 

la ecuación de lranslclón (3. 8) y se podrla requerir de un proceso 

iterativo para determinar xH·J' sln embargo esta ecuación se lnvlerte 

fácilmente, quedando: u1 = x 1 - xi. 1 + r 1 - et A<x 1, x,. 1). De esta manera, se 

efectúa la opt1m12ac16n directamente con respecto a x
1
•

1
• 

En problemas unidimensionales el usuario llene la opción de definir la 

función de transformación de estados enlre la forma invertida o la forma 

estandar (no Invertida). Pero en los problemas multldlmenslonales la 

función de transición siempre debe ser expresada ~n ln. forma invertida. 

J, 2 DESCRIPCION DE RESTRICCIONES Y OPCIONES 

En el CSUDP, las variables de estado y decisión se representan de forma 

numérica, as1 tenemos que las restricciones para estas variables se 
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expresan con una cota Inferior y una cota superior. esto es: 

(l=I, 2,.. ,N+I) (3. 9) 

u .:su .:s u (l=I, 2,. .. ti) (3.10) • 
1 ,mln l.. l ,111ax 

donde (3. 9) y (3. 10) representan el conjunto de estados S1 y el conjunto 

de decisiones D
1
respectlvamente de la etapa l {ver capitulo 1). Nótese 

que para los estados se define una etapa de más, esto es porque a la 

condición de frontera se le considera como una etapa. 

De ser necesario, restrtclones adlclonales pueden ser consideradas en 

una o varias etapas del proceso, Por ejemplo, suponga.mas que tenemos un 

número s de restrlcclones adlclonales para cada etapa, las cuales 

podemos representar como un vector de R6 donde h
1
{x

1
,u

1
) ::s O, l= 1, .. ,N; 

entonces requerimos de una función de penallzaclón w
1
(·). que se asigna 

a una variable PNALTY 

{

"' (h (x ,u)) 
PNALTY= 

0

1 1 1 1 
sl h

11
Cx

1
,u

1
J >O, para algún J=l, •. ,s 

en otro caso 

donde w1 ( ·) es una !"unción especificada por el usuario en la subrutina 

OBJECT. De esta forma, el CSUDP suma automáticamente el término PNALTY a 

la función de utilidad, f
1
(x

1
,u

1
), en problemas de minimización (o lo 

resta en problemas de maxlmlzaclónf. Esta operación tiene efecto sólo en 

la etapa l, pues el CSUDP resta (o suma) dicho término antes de pasar a 

la etapa siguiente. Para el caso en que se desee acarrear la 

penal lzación, en cálculos subsecuentes del proceso, el CSUDP permlt.e 

sumar (o restar) directamente el término PNALTY a la función de 

utl lldad. 

El usuario debe tener cuidado al definir las cotas, pues el CSUDP 

suspende el proceso de optimlzación, si ha ocurrido una lnfacttbllldad, 

desplegando un mensaje donde declara la etapa en la cual ha ocurrido el 

error. En estos casos el usuario debe relajar una o más cotas y probar 
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de nuevo. A menudo es útll, además de rcdcflnlr las cotas mas nllá de 

los limites deseables, lnclulr penallzaclones en la función objetivo con 

el fln de descubrir las vlolaclones a los l lmitcs or\glnales. Las cotas 

relajadas perrnltlrán al CSUDP completar la solución. As1 el usuario 

podrá determinar sl el problema ha sldo planteado lncorrectamenle. 

D!SCRETIZACION 

Corno se vio en el párrafo anterior, los conjuntos de estados (Sl) y de 

decls1..ones (D,) posibles se proporcionan en forma do intervalqs, por 

medio de las variables x
1 

y u
1 

respectivamente. Estas variables sólo 

pueden tomar valores discretos, para poder ser manejados por" el paquete. 

Aún cuando teóricamente las variables de estado o de decisión fueran 

continuas se puede definir una discretizac16n, lo suflc\entcmcnte fina, 

que proporcione una solución aproximada, útll para problemas prácticos. 

También se requiere definir los estados y decisiones de manera que dicha 

discretlzaclón sea uniforme en ambas variables, lo que generalmente es 

posible. 

Una dlscretizaclón uniforme para la variable de estado se efectúa 

mediante la constante DELX, que es la misma en todas las etapas. 51 para 

algún problema esto fuera inapropiado, enlences es posible escalar los 

estados y las ecuaciones de transición de estados, de manera acorde, en 

la en la subrutina STATE. Por su parte, la variable de decisión es 

dlscretlzada mediante la constante DELU. 

Cuando es utilizada la forma invertida {lo que quiere decir que la 

optimlzaclón se efectua con la variable de estado xl+l) el valor 

resultante de la variable de decisión (recuerde que en el caso invertido 

se tiene que ul= t;1
(x

1
,x

1
•
1
ll es redondeado a un valor que concuerde 

con la dlscretlzaclón efectuada mediante la varlable DELU. Por lo tanto, 

lo mejor es hacer a DELU lo más pequeflo que se pueda, a menos que las 

declslones deban ocurrir en incrementos discretos determinados. Por 

supuesto, en este últlmo caso lo mejor es utll lzar la forma no invertida, 

cuando sea posible. 
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La selección de DELX es exlremadamente importante, dado que afecta el 

tiempo de eJecuc16n, los rcquerlmlentos de memoria y la preclslón de la 

solución. El dlmenslonamiento del CSUDP requiere, para los problemas 

unidlmens tonales, que DELX y las Cotas de los intervalos sean 

seleccionados de tal manera que se cumpla la siguiente desigualdad: 

(X - X ) 
1, max t, 111 n 

"' 101 l = !,. . ,N 
DELX 

Cuando el esfuerzo computacional es demasiado grande se dispone de una 

opción de 11 empalm~", con la cual el usuario puede reducir en gran medida 

el número de cálculos. En esta modalidad, se espcclflca un intervalo 

"burdo" inicial con dlscrellzación DELXI, y otro intervalo final con 

dlscretlzaclón DELXF, donde DELXF < DELXI. Tarnblcn se selecciona un 

parrunetro SPL!CE > !. Con estos tres valores CDELXI, DELXF y SPL!CE) el 

CSUDP realiza una serle de ltcraclones, donde para cada 1 teración k se 

tiene que: 

a) Después de haber encontrado una solución óptima sobre todas las 

etapas en la iteración k-1, se define un nuevo ºcorredor" más estrecho 

al rededor de esta solución y se calcula una nueva constante de 

dlscretlzaclón DELX, para la Iteración k, de la siguiente forma: 

DELX<k-ll 
DELX1 

kl ------

SPLICE 
donde DELX101 DELXI 

b) El proceso se detiene cuando DELX1"1 "' DELXF. 

(3.11) 

El uso de la opción de "empalme'' puede reducir slgnlflcatlvamente el 

tiempo de eJecucl6n, pero existe el riesgo de no encontrar la solución 

óptima global si no se procede con sumo cuidado en la defl nlclón de los 

parrunetros. 
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º··· ------¡-º'. '.."'."'.\( :- ~.;.; ;,.;;,;,;, 

X1 ¡ !~!(/¡ /;·~=}DELXCkl 
Y!~~ XMULT = 1 DELXCk•llc 1/ /~ SPLICE = 2 

x•ln - - - - - - b ~ - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

ETAPAS 

figura 10 

Con esta opción de empalme es posible controlar el tamafio del corredor 

que se forma al rededor de la solución óptima de la iteración previa (o 

sea el trunaño de la nueva reglón de estados factibles) por medio de un 

parámetro entero XHULT :!!:: 1. Esto es, para la 1 teraclón k, los estados xl 

serán restringidos a vo.rlar en el siguiente intervalo 

x•(k-tJ_ XMULT·DELX, x 
l l ,ml n 

r :S X 
1 

donde x:tk-t)es la solución óptima encontrada en la 1terac16n anterior 

(k-1). 51 la solución óptima de la iteración k cX:'k)l se encuentra 

sobre la frontera del "corrcdor 11
, en cualesquiera de las etapas, 

entonces el empalme no ocurre en la siguiente 1 teración. Sólo si el 

estado resultante, de cada etapa, se encuentra completamente en el 
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interior del corredor se reduce DELX. La figura 10 llustra la forma como 

trabaja el "empalme" y de como los estados están restringidos n 

permanecer dentro del corredor definido para la itc1·ac\6n k. 

Si en una ltcraclón, el valor de la función objetivo es una repctic16n 

del valor de la función objetivo de la tterac16n previa, entonces se 

asume que ha ocurrido una convergencia a un óptimo local. terminando el 

proceso de optlmlzación. En otro caso, se define un nuevo corredor con 

XMULT incrementos por arriba y por abajo de la solución x:lkl encontrada 

y el proceso contlnúa. Debe notarse que la opción de empalme sólo es 

ventajosa cuando se buscan poli tlcas 6pt \mas abiertas. Las pol ltlcas 

rctroallmcntadas estarán restringidas al pcqucfio número de estado~ del 

"corredor" final y por lo tanto podrian no ser de ut111dad. Por último, 

si se sospecha haber encontrado un punto sil la en vez de un 6pt1mo 

local 1 se dispone de una opción de rompimiento de empates , la cual 

podrla hacer que el proceso de solución continúe. 

FVNCJ DN DE UT 1 LI DAD OPTI KA 

Para problemas unidimensionales, las funciones J
1 
(x

1
} evaluadas con ·el 

CSUDP representan Ja ganancia máxima (costo mlnlmo) total para un 

proceso secuencial de declsl6n que empieza en la etapa t, en el estado 

x
1

, y que continúa hasta la etapa N. Esto es, la función J
1
(x

1
! 

representa una función recursiva de la forma hacia atrás:, donde las 

etapas están indexadas de forma natural, o sea 

J (x l = Hax j<f>{f (x ,u l,J (x ))~ 
l 1 u

1 
t 1 1 l•t t+l 

(l=l, 2,.. ,NJ 

donde t/>( •) puede representar a cualesquiera de los tipos de las 

ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3). La optimización está sujeta a: 

l) x,.
1
=t(x

1
,u

1
) 

U) X :1 X 
l,mln l 

:1 X 
l 1t!llJX 

(t=l,2, .. ,N+ll 

lU) u :1 u :1 u (M,2,..,N) 
l ,mln l l,TMX 
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e indirectamente (si hubiera términos de penalización) 

lu) Cl=l,2, .. ,NJ 

La soluc16n del proceso comienza con la condiclón de frontera: 

JN+t (xN+t )=O, para cualquier estado xH+i • En ca.so de tener costos ter-

minales para los estados XN+t' éstos pueden ser 1ncluldos en la etapa N. 

Obsérvese que el valor J
1
+

1 
(x

1
•

1
) está almacenado sólo para los valores 

discretos de las x
1 

.. 
1

, definidos en la etapa l+l, por lo que no existe 

garantla de que la función de transición, xl+1= tl ex, 1 u,), calculada 

caiga exactamente en alguno de esos valores discretos. En estos casos el 

CSUDP efectúa una interpolación lineal {figura 11) a menos que la opción 

de empalme haya sido utilizada. 

valor 

de 

lnlcrpolacl6n ----/ 
o 1 

1 
1 

/º ...... . 
Of--- almacena.do• 

on la. ot.apa l+l 

cálculo do IX 
l•I 

en 111 etapa 1 

figura 11 
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Para los problemas resueltos en la forma lnvertlda (función de 

translclón u 1 =t~
1 (x 1 ,x 1 • 1 )) no existe la necesidad de interpolar, puesto 

que, el CSVDP garantiza que la opUmlzaclón se reallza únicamente sobre 

a.que l los valores x
1 
+t evaluados en la etapa ( l+ 1). 

51 el valor de la función de utll ldad f( ·) involucra valores tabulados 

para los valores discretos de la variable de decisión u, entonces la 

interpolación de f(·) debe ser codificada por el usuario en la subrutina 

OBJECT. 

En el caso unldlmensional la optimización se efectúa sobre todos los 

valores discretos u
1 

(6 xl+t) para asegurar que se alcanza un óptimo 

global. El paquete almacena sólo estados factibles para los cálculos de 

la siguiente etapa. 

Al término de cada etapa, los valores: J
1 
(x

1
) y u;(x

1
) (o x:.

1 
{x1) para 

el caso invertido); son almacenados para cálculos posteriores. Como 

J
1 

Cx
1

) será utl llzada inmediatamente en la etapa siguiente (l,-1 L ésta 

se guarda siempre en memoria principal, mientras que las politicas 

óptimas u:(x
1

) se almaccr.an en un archivo en d!sco, puesto que sólamcnt.c 

son utilizadas durante el "rastreo de regreso" después de que todas las 

etapas han sido calculadas. 

El CSUDP obtiene la politlca óptima de cada estado (x
1

) de la etapa uno, 

aplicando el 11 rastreo de regreso" de la siguiente forma: 

Forma no invertida: 

Paso 1. Se selecciona un valor determinado de x
1

; l;:;l. 

Paso 2. Se lee u;(x
1

) del archivo de disco (donde: de ser necesario, x
1 

se redondea al valor más cercano del intervalo geneÍ-ado por DELX). 

Paso 3. Se llama a la subrutina SfATE para obtener x
1 
•I; xl+

1 
X 

1 +l 

Paso 4. SI: l = N entonces terminar. En otro caso l = l+I; Ir al paso 2. 
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forna invertida: 

Paso l. Se sclecclona un valor determinado de x
1

; l.=1. 

Paco 2. Se lee x· (X) del archlvo de disco. 
l+I 1 . 

Paso 3. Se llama a la subrutina STATE para obtener u
1

¡ x
1

•
1 

X 
l•I 

Paso 4.. 51: l = N entonces terminar. En otro caso l = l+1; ir al paso 2. 

Este proceso se repl te para cada valor que puede tomar la variable x
1 

en 

la primera etapa, o sea, para todos los estados 1nlc1ales. Para los 

problemas no invertidos o estandar la subrutina ODJECT es llamada 

durante el proceso de rastreo para obtener una determlnac16n precisa de 

la utilidad total, dado que J
1
!x

1 
l podrla contener alguna Inexactitud, 

por ejemplo, debido al pos! ble uso de la !nlerpolaclón durante el 

proceso de óptlmlzaclón. 

PROCEDIHIENTO PARA ROHPER EHPATES 

El CSUDP dispone de una opción para romper empates en el caso de que no 

haya una solución única. El paquete guarda la primera solución 

encontrada, o blen, puede guardar la última solución, de acuerdo con la 

opclón que el usuario haya elegido. De esta forma es poGible determinar 

si se ha encontrado una solución única, replllcndo el procedimiento para 

romper empates, Nótese que cuando la solución no es única, el programa 

sólo puede determinar dos de el las. 

PROBLEMAS MULTIDIMENSIOllALES 

Los problemas mul tidlmcnslonales (donde la dimensión de1 rvector de 

estados es mayor que uno) la optlmlzaclón se realiza medh,Ulle el mó-todo 

de la programación dlnám!ca Incremental (larson, [ 4]), por lo tanto 

deben proporcionarse al programa trayectorlas iniciales de estado 

factibles x10>, flJando siempre el lamailo del corredor que circunda a 
IJ lkl 

las soluciones sucesivas x
1
J con el parámetro XMULT = l. Esto significa 
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que se evalúan en cada iteración un máximo de 3• estados discretos 

factibles, donde m es la dimensión del vector de estado x
1

• En la 

ltcración k Lcnemos: 

(l=I, .. ,N; J=I,. .ml 

donde el vector de estado en la etapa les x
1 

= (x
11

), J=l, .. ,m. Los 

estados se restringen entonces a permanecer dentro del corredor 

correspondiente de la 1 teraclón k. 51 la solución obtenida en ln 

1 teraclón actual es la misma de la etapa anterior, se asume que se ha 

convergido a un óptimo local discreto. De no ser este el caso, se define 

un corredor nuevo con un incremento DELXlkl hacia arriba y hacia abajo 

de la nueva solución x:kl, replllendose el proceso como se habla 

explicado anteriormente. De Igual forma la opción para romper empates 

puede usarse para continuar el proceso, s1 se sospecha haber encontrado 

un punto silla en vez de un óptimo local. Tamblón, en este caso,está 

disponible la opción de empalme. por medio de la cual, una vez que se ha 

presentado la convergencia para un determinado DELX, se calcula, por 

medio de la ecuación (3.11), una DELX tnás refinad~ y el proceso vuelve a 

repetirse. 

No necesariamente las soluciones sucesivas x<kl han de producir valores 
lj 

ractiblcs u
11 

en la f"orma Invertida (única f"orma permitida en el caso 

multidimenslonal), por lo que se tiene la facilidad de ut!llzar términos 

de penalización que permitan violaciones mlnlmas al conjunto de deci­

siones factibles. Un término de penallzaclón comunmcnte utll izado es: 

PNTYU = 100 ( (max (O, u - u ) ljDELUJ
2 l 

IJ,•ln lj 
6 

PNTYU = 100 ((max (O,u
11 

- u
1
J,••.Jl/DELU]

2 

El uso de los términos de pcnallzaclón permlte generar, en principio, 

estados no factibles los cuales se espera convcrgan a estados f'actlbles. 

Existe el pel lgro de que no haya convergencia si las trayectorias 

iniciales son extremadamente malas. 
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En la verslón aclual del código únkamente puede usarse la forma 

invertida 't una dlmens\6n máxlma de cinco para el vector de estados. 

Tamblén se debe recalcar que las dimensiones del vector de decisión y 

del vector de estado deben ser iguales. Sl para ciertos problemas 

exlsllera disparidad, ésta se puede remediar fácilmente af\adlcndo 

variables "falsas'' (dummy) de estados o decisiones, según sea lo 

apropiado. 

3. 3 SUBRlfl'INAS QUE PROPORC!OJIA EL USUARIO 

Al explicar el funcionamiento y la estructura de la programación 

dlná.mlca, se han ident.1flcado clerlos elementos comunes n. todos los 

problemas, suceptibles de ser solucionados por medio de cst.n técnica, a 

saber: lns etapas, los estados, las decisiones, la función de utilidad, 

la función de transición ':I la función recursiva. 

Con excepción de las funciones de utll \dad y transición, las 

caractcristicas de los de.más elementos (como son: número de etapas, 

intervalos para las variables de estado y de declslón, y tipo de funclón 

recursiva) se proporcionan por medlo de un archivo de datos, el cual se 

con~truye por medio del programa ejecutable SETUP, que va pidiendo los 

distintos datos y los formatea de manera adecuada para que puedan ser 

entendidos por el CSUDP. 

Como es de esperarse, las funciones de transición y utilidad pueden 

variar, en mucho, para cada problema en particular, dado que, en la 

programación dinámica estas funclones no requieren de una estructura 

definida. Por lo tanto no son succptlbles de ser construidas por medio 

de datos o, en caso de ser posible, podr1a resultar un proceso muy 

arduo. Por tal motivo estas funciones se sumlnlstran dlrectamenle por 

medio de subrut lnas codl flcadas en fortran 77. 

SUDRUf!NA STATE 

El propósito de esta subrutina es suministrar la función de Translcl6n 

de Estados 
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6 

xi.
1
= t,Cx

1
,u

1
} 

u1= t~1{x1,x1+1) 

forma estandar-

forma 1 nvert ida 

donde las siguientes variables en FORTRAN se reservan para el uso del 

código del CSUDP y que representan lo que a conl1nuacl6n se lista: 

I = etapa actual. 

X = x
1 

estado de la etapa actual. 

Xl = xl+t estado de la etapa siguiente. 

U= u
1 

decisión de la etapa actual. 

J = entero para la tabulación de los valores discretos de x1 {e. l., 

J=l corresponde o. x
1 
,intni J=2 a x

11111
n+DELX, etc.) 

K = entero para la tabulación de los valores discretos de x
1

+l (c. l., 

K=l corresponde a xt+t,iiln; J=2 a x
1

•
111111

n+DELX, etc.) 

L = entero para la tabulación de los valores discretos de u
1 

(e. l., 

L=l corresponde a ul,mtni L=2 a u
1111110

+DELU, etc.} 

Todas las variables anteriores sólo pueden tener el uso definido arriba. 

Para esta subrutina y la subrutina OBJECT, en los problemas 

unidimensionales debe Incluirse la siguiente etiqueta COMMON: 

COHHON/ONEDEWX, XI, U, F, l. J, K, L, R, PNALTY 

Variables de entrada y de salida de la subrutina STATE son: 

• Para el ca.so no invertido: 

variables de entrada = l, J, X, L y U 

variable de sal Ida = Xl 

• Para el caso invertido: 

variables de entrada= l,J,K,X y Xl 

variable de salida = U 

Note que en los problemas unidimensionales cualquier variable aleatoria 

que deba aparecer en la subrutina STATE y/o en la subrutina OBJECT se 

Introduce a las subrutinas vla la etiqueta COMlf)N/ONEDH. 
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Para los problemas multldlmenslonales debe incluirse la siguiente 

etiqueta COHIDN: 

COHl-IJN/HULTDH/X(5), XI (5), U(5), F, ! ,J(5), K(S), L(S) ,PNALTY 

Para resolver problemas hacia adelante, la etapa actual se define como 

las etapas que faltan por recorrer, de tal manera que: 

=N-!l+I 

donde J 1 es la etapa actual. Por lo tanto el estado de entrada X es 

ahora x
1

•
1

, el estado de sal lda Xl es x
1

, y asimismo la J y la K se 

cambian en la definición. 

SUBRlTl'INA OBJECT 

El propósito de la subrullna OBJECT es suministrar al CSUDP la función 

de utllldad f
1

Cx
1
,u

1
), para esto se utiliza la variable F, que el 

paquete reconoce como el valor de la función de utilidad de la etapa 

actual. El parámetro F es el paré.metro de sal ida de esta subrutina. 

Inmediatamente después de la subrutina STATE se hace una llamada a la 

subrutina OBJECT únicamente si U para el caso invertido o Xl para el 

caso no invertido son factibles. Los presentes valores se pasan a la 

subrutina OBJECT para que calcule la función objetivo. También "stán 

disponibles para esta subrutina los valores enteros J,K y L, asi como 

otros cálculos de la subrutina STATE, ya que, ésta es la solicitada en 

primer lugar. Lo anterior permite que se tabulen los datos de las 

subrutinas STATE y OBJECT, si as! se desea. 

SUBRlTl'INA READIN 

De ser necesario proporcionar datos adicionales a las subrutinas STATE y 

OBJECT, por ejemplo: valores tabulados de la función. de utl lldad; es 

posible hacerlo con Ja subrutina READIN. 

Los datos suministrados con esta opción pueden ser leidos de un archivo 
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de datos ya existente, o blen, concatenar éstos al final del archivo de 

datos del CSUDP (creados con e 1 programa SETUP), aunque el usuar lo 

deberá. formatearlos. Sl este fuera el caso, los datos scran leidos de la 

unidad de archivo 5. 

Los datos leidos con esta subrutina pueden pasarse a las subrutinas 

STATE y OBJECT vla etiquetas, con bloque CO~N. creadas por el usuario. 

De cualquier forma, aun cuando no se requieran de datos' adicionales, 

siempre se deberá declarar la subrutina READlN. Si ést.c fuera el caso, 

es posible construir la subrutina con declaraciones no ejecutables, por 

ejemplo 

SUBROlJf!NE READIN 

IUITURN 

END 

3. 4 PROBLEMAS ESTOCASTICOS Y EXTENSIONES 

En la presente versión del código, únicamente pueden ser resueltos 

problemas estocásticos imldlrnenslonales. Para esta clase de problemas, 

la función objetivo sólo puede ser del tipo 1 y 3, es decir: 

Tipo 1 Hin (o 1-fax) 
E [ i 1 1(x

1
,u1 ,R

1 
>] (3.12) 

u 
1 

Tipo 3 H~n (o Haxl E [ T 1
1 

(x
1

, u
1 

,R
1 

)] (3.13) 
l '=1 

donde E [ •] representa la esperanza y R
1 

es una variable aleatoria 

discreta con función de dtstrlbuc16n conocida, la ctiál puede ser 

1ndependlente, o bien, estar condlclonada a los resultados de la etapa 

anterior (cadenas de Harkov). Como comentarlo se hace notar que en 

problemas estocásticos el óptlmo no está garantizado cuando se utl llzan 

funciones objetivo del tipo 2 !Nemhauser, 1970), ver ecuación (3.2). 
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Aqu\ también es posible uLllizar la forma no invertida de la función de 

transición (ut= t~1 Cx 1 ,xl•t'R1 ). (l=l,2, .. ,N)). Lo lnLeresanLc en éste 

último planteamiento es observar que la variable de control u
1 

se 

considera, en este caso, como una va1lable alcatoda en vez de x
1

•
1

, ya 

que sobre ésta última se realiza el proceso de optimlzaclón, lo que 

supondria que el factor aleatorio es perfectamente pronosticable en la 

etapa l, o bien, que es un fenómeno distribuido a lo largo de la etapa l 

pero considerado de manera abultada, por ejemplo: en el problema de 

operación del vaso de una presa, si se suministra el nivel (óptimo) 

x;.
1 

(x
1

) (x~+l como función del nivel x1 lnlclal) que debe tener la 

presa al final del mes, entonces el operador puede ajustar las entre~ 

diarias, basándose en las entradas al vaso observadas a diario, para 

obtener asl un nivel lo más cercano poslble a x~•l' al prlnclp1o del 

s igu1ente mes. 

Normalmente para los problemas estocá.st\cos no es paslble dar una 

politlca de declsión explicita como resultado del proceso de rastreo 

hacla adelante, puesto que x
1 

es una var1 ble aleat.~rla, por lo tanto 

deben disponerse de todas las polltlcas de control u
1 
(x

1
). Sln embargo·, 

en la forma invertida, un tipo de rastreo hacia atrás puede aplicarse 

por que las x;.
1 
(x

1
) óptimas son almacenadas, ya que aqui los elementos 

aleatorios son las deslclones u
1
. La runclón recurslva para la forma no 

lnvertlda es: 

ql 

J1 (x 1 )=~(o Hin) l,~1p 1 (R1 .=r 1 ,l(i> Cf1(x1,u1,r1,J,J1, 1(x1,
10
,ll) 

s.a. 

donde la función .¡,( ·) corpesponde a uno de los tipos de relaciones dadas 

en (3.12) y (3.13). El sublndlce "k" en x
1
,
1
,k significa que x

1
., 

también es una varlable aleatoria. Para la forma lnvert ida tenemos: 

., 
J 1 (x 1 )=~(o Hin) j E p 1(R1 .. r 1,l[i> (f1(x1,u1,,r,.J,J

1
.,(x1.,ll] 

l +1 lf.=1 

s.a. 
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en este caso la dcclslón se consldcru ahora aleatoria. En ambos casos, 

las probabilidades, p
1
(R

1
k=r

1
k). son independientes para cada poslblc 

valor de H
1
k, donde 

ql 

¡: r, rn,.=r,.)=1 
k"'t 

para .i.=1,2, .. ,N 

EL CSUOP puede aceptar también probabl lidades condlclonadns a la 

variable aleatoria anterior: 

ql 

1
1 
ex,, r1-1 l=tf1f~º H¡nJl l: p

1 
CR

1
.=r,. JR

1
_

1
°r

1
_

1
) [~Cf 1 ex,, u

1
, r 

1 
k), 

1 1 +1 k"'l 

,1
1

•
1

ex
1

,
1
,r,.ll]f 

donde 

q 1 

¡: p
1 
en,.=r,.JR

1
_

1
=r

1
_

1
) 

k=l 

1, para cada valor r 
1
_

1 
l=l .. N 

A!IALISIS DE RIESGO 

Una caractcr1stlca útil del programa para los problemas estocásticos es 

su capc-.r-:.!rlad para Incluir riesgos condicionados (es decir, condlclonados 

al estado actual x
1 

del sistema). Con estos riesgos las restrlcclones 

pueden violarse con cierta probabilidad sin que el CSUDP declare una 

solución no factible. Siempre y cuando esta probabilidad no retase untt 

probabll!dad máxima, especificada por el usuario. 

En la forma no invertida o estándar el usuario especifica los parámetros 

Pmln (PL) Y P1M.x (P11 ) de manera que las x
1 

y las u
1 

dadas se consideran 

fnctlbles mientras P L y P H cumplan con lo siguiente: 

E p cn,.=r .)~P ,l=l, .. ,11 
kELI l 1 L 

e3.14) 

e3. !5) 
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donde 

L = 
1 

para toda l=l, .. ,N 

X 
t+l,'k 

Esto es, su permiten los niveles de riesgo PL para. violnr la cola 

inferior en el eslado x
1

,.
1 

y P
11 

para violar la cola superior en el mlsmo 

estado xl+1. Oblamentc, sl PL= PH= O, las cotas superior e lrú'erlor 

deben satisfacerse para todos los pos\blcs valores de R
1
k. Para la forma 

1nvertlda, tenemos: 

para toda l=l, .. ,N 

La versión actual del código trunca las polltlcas u
1 

(forma lnvertldal o 

los estados buscados x
1

•
1 

(forma no 1nvcrtlda) ha.eta las cotas violadas 

siempre 'J cuando (3.14) 'J (3.15) se satisfagan; 'J la función objetivo se 

calcula con esos valores truncados, Probabll idades condlclonales también 

pueden considerarse en (3.14) y (3.15). 
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CAPITULO 4 

PROBLEMAS DE APLICACION 

En este cap! tul o se presentan algunas apl lcaclones de la programación 

dinámica. Como se ha mencionado, éste método de opt1mlzac16n es muy 

poderoso, sobre todo, en problemas donde se requiera ejercer un control 

sobre las etapas del sistema. En este capitulo se pI""csentan cuatro 

problemas, a saber: el problema de reemplazo, un problema de la 

planeaclón de la producción, un problema de aslgnaclón de recursos y un 

problema de Inventarlo estocást leo. En los ejemplos de estos problemas, 

la solución se presenta de dos formas: una efectuada a mano, cuyos 

cálculos se encuentran resumidos en tablas; y la otra forma es la 

sol uclón obtenida por medio del paquete CSUDP. Con excepción del 

problema de inventarlo, cuya solución se presenta, únicamente, por medio 

de 1 programa CSUDP. 

4. 1 EL PROBLEMA DE REEMPLAZO 

En las áreas de producción de bienes y servicios son determinantes los 

medios materiales, con los cuales estas industrias realizan su obJet1vo. 

Las principales ca.ratertsllcas de un blen mn.terlal, que representan un 

interés económico son: el valor del bien al momento de comt)rarlo o costo 

de adqulslclón; los recursos empleados para mantener en buenas 

condiciones el bien o costo de mantenimiento¡ el tiempo máximo estimado 

de productividad o vida útil del bien; la paulatina pérdida de valor, 

que el bien sUfre, debido al desgaste por el uso y paso del tiempo. 
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Sl un bien mat.erlal es 1mpresclndlble para el funcionamiento de una 

empresa, éste debe ser reemplazado al final de su vida üt1 l o antes, con 

el fin de tener una continuidad en la producción o servicio prestado. 

Esta sust ltución representa un costo, por lo que es de interés disponer 

de una pol1Uca de reemplazo que minlmlce costos. En sintcsls podemos 

decir que el problema de reemplazo consiste en encontrar el momento o 

tiempos, en que se debe susU tu1r un bien por otro de las mismas 

caracter1stlcas de manera que, en un periodo determinado de tiempo, los 

castos asociados a todo el proceso sean mintmos. 

El modelo básico de reemplazo. a considerar. consiste en: revisar 

perlódlcamente una máquina para repararla o reemplazarla por otra. El 

costo de reparación depende del tlempo que la máquina lleva produciendo, 

o blen. si se decide desecharla comprar una nueva. Se desea tener una 

polHlca de reemplazo que minimice los costos para los próximos n 

periodos. al final de los cuales la maquina que esté en operación es 

desechada. Tenlendo en cuenta que una máquina t lene como má.Xlmo una vlda 

'1tll de m periodos. Podemos proceder a definir algunos parámetros y 

variables de decisión como sigue: sea ca : = costo de adqulsiclón de una 

má.qulna nueva: co (x) : ~ costo de mantcnlmlento de una máquina con x 

perlados de uso; vr (x) ; = valor de rescate de una máquina con x 

perlados de uso; y u la variable de dcclslón 

donde u ,~ {: si se reemplaza 

si se mantiene 

Entonces el ppoblema de reemplazo se plantea.ria como sigue: 

n 
Hlnlmlzar ¡;e (x ,u ) - vr(x l 

t=t l l l n•l 

s.a 

x
1

•
1
= t(x

1
,u

1
) 

1 .:s x
1 
~ m 
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donde: 

{ ca - vr(x
1

} sl u= o 
c,cx,.u,) 

1 

co(x
1

) sl u= 
1 

t cx,,u,) = { 
l sl u= o 

1 

X+! si u= 
1 1 

Aqul x
1 

es la edad de la máquina al lnlc1o del intervalo de tiempo a 

planear. Este problema se puede resolver con programación dinámica, por 

lo que, procediendo como se lndlca en el apartado l. 4, este modelo 

básico planteado en la forma hacia atrás quedaria como sigue: 

- Las etapas son los periodos de tiempo que faltan por recorrer, al 

principio de los cuales se puede cfect.uar el reemplazo o no. 

- Los estados (x
1

) representan la edad o periodos de uso de la máquina, 

al prlnclplo de cada etapa. 

- J
1
(x

1
) representará la polittca de reemplazo de costo minlmo, para los 

últimos l perlados, cuando la máquina tiene en ese momento una edad x
1

• 

Si la variable de decisión u es: 
1 

s 1 se reemplaza 

si se mant lene 

y el costo total c
1 

Cx
1
,u

1
) viene dado por: 

{ ca- vr(x ) sl u =O 
c/r

1
,u

1
) = 

1 1 

co(x
1

) si u =1 
1 

entonces la ecuación recursiva es 

s.a 
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E templo 1: una máquina en una planta de producción es lnspecctonn.da 

anualmente y se le da ma'.1tenimlento o bien es reemplazada por una 

máquina nueva. El costo de reparación y el valor de rescate de ta 

máquina según su antigüedad se muestran en la siguiente tabla: 

dalos problema de reemplazo (en mi les) 

EDAD (aftos) 2 3 4 

(CO) COSTO MANTENIMIENTO 

( VR l VALOR DE RESCATE 

7 

10 

3 

5 

9 

2 o 

El costo de una máquina nueva es de $20.000. El tiempo que resta de vida 

a toda la planta son cinco años, al final de los cuales la máquina que 

esté funcionando es desechada. Determine un plan de reemplazo a costo 

mlnimo si: 

a) la máquina cumple un ario en su próximo aniversario 

b) la máquina cumple dos nfi.os en su próxima aniversario 

e) la máquina cumple tres afias en su próximo aniversario 

d) la máquina cumple cuatro arios en su próximo aniversario 

Solución: 

Estar en la etapa l significa que faltan l afias por recorrer; estar en 

el estado "• de la etapa l, significa que la máquina tiene Ja edad "• al 

!nielo del año (n+l) - l; J
1 

(><
1 
J representa el costo (mini mol de una 

polltlca óptima de reemplazo para los próximos l afies, de una máquina de 

edad x
1

• La decisión a tomar en la etapa l es: 

u= { o 
1 1 

reemplazar 

mantener 

El costo asociado con el presente estada y acción es: 

si u =O 
1 

si u=! 
1 



la ecuación de recurrencln es 

J
1
ex

1
l Hin 

u 
e, ex,. u,) + J ex ) 

1-1 1-1 

1 

s.a. 
X 

1-1 
= ex,JCu,J + 1 l = 1 5 

1 S X 
1 

s 4 l = o 5 

la condición de frontera es J
0

(x
1
) = -VR(x

1
). En base a esta notación 

estamos buscando: a) J
5
ell; b) J

5
[2); el J

5
e3J '/ d) J

5
[4). 

Los cálculos resumidos se muestran en las tablas siguientes: 

u, 

xij o J
1

ex
1
l 

. u, 

1 
o 2 o o 

2 5 

3 

1 
8 9 8 o 

4 ID 10 o 

"2 . 
x2I o J2ex2) "2 

ID 8 8 

2 15 11 11 

3 18 19 18 o 
4 20 20 o 

u 3 

x3¡ o J,Cx") 
. 

u3 

18 18 18 0, 1 

2 23 21 21 

3 26 29 26 o 
4 28 28 o 
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u • . 
x,¡ o J, ex,) u • 

1 28 28 28 O,! 

2 33 29 29 

3 36 37 36 o 
4 38 38 

us . 
x. 1 o Js(xsJ u s 

38 36 36 

2 43 39 39 

46 47 46 o 
4 48 48 o 

Procedlcndo co'mo se indica en el apartado 1.4, tenemos que la solución 

óptl ma es ta dada por: 

La solución óptima para el Inciso: a) es 

af\o acción costo 

mantener 7 

2 mantener 3 

3 reemplazar 18 

4 mantener 7 

5 mantener 3 

6 rescate -2 

36 

para el inciso b) hay dos soluciones una de ellas es: 

afio acción costo 

mantener 3 

2 reemplazar 18 

3 reemplazar 10 

4 mantener 7 

5 mantener 3 

6 rescate -2 

39 
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para los incisos e) y d) hay lt'CS polltlcns de decisión, que son las 

mismas, una de el las es: 

c) d) 

año acc16n costo costo 

reemplazar 18 20 

2 reemplazar 10 10 

3 reemplazar 10 10 

mantener 7 7 

5 mantener 3 7 

6 rescate -2 -2 

46 48 

Solución por medio del paquete CSUDP: 

Las subrut1nas STATE 1 OOJECT y R.E:ADIU, que proporciona el usuario, se 

compl lan en un archivo de forlran77, para este ejemplo tenemos: 

(REH!'. FOf.: nombre del archivo en este ejemplo} 

C PROBLEMA DE REEMPLAZO 
e 

SUBROUTltlE STATE 
COMHON/ONEDHIX, XI, U, F, I, J, K, L, R, PNALTY 

C • • FORMA NO l NVERT IDA 
Xl = X • U + l. 
RETURN 

e •• 

e • • 

END 

SUBROUTINE OBJECT 
COHliJN/ONEDH/X,Xl, U, F, 1, J, K, L,R,PNALTY 
DIHENSION VR(4},C0(4} 
DATA VR/10., S., 2., O./ 
DATA C0/7. ,3. ,9., 100./ 
IX = IFIX(X) 
IF (U. EQ. O.) 
lF (U. EQ. l. l 
lF (l.EQ.5) 
RETURN 

F = 20. - VR(lXl 
F = CO(IX) 
F = F - VR(lX+l} 

END 

SUBROUTINE READlN 
RETURN 
EllD 
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Una vez compiladas, sln errores, estas subrutinas se ligan con el 

programa objeto DYNPRO { REKP+DYNPRO), para obtener el programa 

ejecutable {REHP. EXE). Antes de ejecutar este programa, se debe crear 

por medio del programa SETUP. EXE, un archl vo de dalos donde se 

especifiquen las caracterlsl1cas de la optimización. {Recuerde que los 

datos adiclonnles de un problema, como pueden ser coslos etc., se pueden 

concatenar, debidamente formateados, al final del archivo de datos 

creado por SETUP ':I éstos se leen con el dispositivo de entrada número 5; 

o blen , los datos pueden ser leidos de un archivo ya existente de 

datos: o bien, como en este ejemplo, definirlos directamente en las 

subrutinas, lo que generalmente no es aconsejable, ya que,sl cambiara 

alguno de los datos del problema habría que complur y ligar nuevamente). 

(ejemplo de como funciona el progrnma SE.l'UP) ...................................................... 
' GENERALIZED DYNAMIC PROGRAHHING FOR MICROCOMPlITER ' 

PROGRAM CSUDP 
COLORADO STATE UNIVERSITY 

JOHN 11. LABAD I E 

ENTER O: TO CREA TE NE\/ DATA fI LE 
ENTER 1: TO READ ANO EDIT AN EXISTING DATA FILE 
o 

TYPE IN DATA FILE NAME REMP. DAT (nombre del archivo de datos 
que estamos creando) 

ENTER T ITLE FOR Tlll S PROBLEM ( UP TO 70 Cl!ARACTERS) : 
Problema de Reemplazo 
IF MINIMIZATION PROBLEM, ENTER 1 
IF MAXIMIZATION PROBLEH, ENTER -1: 
1 
ENTER !: IF TYPE 1 OBJECTIVE (ADDITIVE) 
ENTER 2: IF TYPE 2 OBJECTIVE (MAX(MINJ OR MIN(MAX) l 
ENTER 3: IF TYPE 3 OBJECTIVE (MULTIPLICATIVE): 
l 
ENTER DIMENSION FOR STATE VECTOR: 
1 
ENTER O: IF STATE EQUATION IN NONINVERTED FORM 
ENTER 1: 1 F ST ATE EQUA TI ON IN IN VERTED FORM 
o 
IS THIS A STOCHASTIC PROBLEM? (Y OR Nl 
n 
ENTER NUMBER OF STAGES: 
5 
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PRINTOtrr OPT!ONS FOR OPT!MAL POLICIES: 
ENTER !: FOR OPT!MAL OPEN LOOP POLICIES ONLY 
ENTER 2: FOR OPTJMAL FEEDBACK POLICIES ONLY 
ENTER 3: FOR BOTI! OPTIONS 
3 
EllTER O: IF SELECTJNG FIRST TJE IN OPTIHl2ATION 
EN TER 1 : IF SELECTI NG LAST TI E IN OPTI H 12A TI 011 
o 
ENTER OELU: OISCRETIZATION INTERVAL FOR OECISJON(S) U: 
!. 
00 YOU llANT SPLICING IN Tl!E STATE SAPCE? (Y OR Nl: 
n 
ENTER STATE OISCRETIZATION INTERVAL DELX: 
t. 
UPPER ANO l.01/ER BOUNDS ON STATE ANO DEC!SJON VARIABLES 

FOR STATE DIKENS!ON NO. l. .. 
IN 11011 MANY ST AGES 00 THE LOllER BOUNDS 
ON THE STATE VARIABLE CllANGE? (DE SURE TO 
ALllAYS INCLUDE Tl!E IST STAGE IN YOUR COUNT: 1 
ENTER STAGE NO. ANO CORRESPONDING BOUND: 1 1 

FOR STATE DIHENSION NO. l. .. 
IN 11011 HANY STAGES 00 TllE UPPER BDlJl/DS 
DN TllE STATE VARIABLE CllANGE? (DE SURE TO 
ALllAYS INCLUDE TllE IST STAGE IN YOUR COUNT: 1 
ENTER STAGE NO. ANO CORRESPONOING DOUND: 1 4 

FOR DECISION DIHENS!ON NO. !. .. 
IN HOll HANY ST AGES 00 TllE LOllER BOUNDS 
ON TllE DEC!S!ON VARIABLE CHANGE? (BE SURE TO 
ALllAYS INCLUDE THE IST STAGE IN YOUR COUNT: 1 
ENTER STAGE NO. ANO CORRESPONDING BOUND: 1 O 

FOR DECIS!ON DIKENSI ON NO. l. .. 
IN 11011 MANY STAGES 00 TllE UPPER BOUNDS 
ON TllE DECIS!ON VARIABLE CHANCE? (BE SURE TO 
ALllAYS INCLUDE TllE lST STAGE IN YOUR COUNT: 1 
ENTER STAGE NO. ANO CORRESPONO!NG BOUND: 1 1 

ENTER: FOR: 
O TERM!NAT!NG DATA EDIT!llG. 
1 NEI/ PROBLEM TI TLE. 
2 M!NIM!Z!NG OR MAXIM!Z!NG OBJECTIVE. 
3 CHANG!NG TYPE OF DBJECTJVE FUNCT!ON. 
4 INVERTED O NONINVERTED STATE EQUATIDN. 
5 STOCHASTIC OR OE'fERMINISTlC PROBLEM. 
6 CHANGING NO. OF STAGES. 
7 CHANG!NG NO, OF ITERATIDNS (MULTID!M. ONLYJ, 
8 DIF'FERENT PRINTOUT OPTION. 
9 CHANG!NG THE TIE BREAK!NG DPTION. 

10 NEI/ DEC!S!ON SPACE INCREMENT DELU. 
11 NEI/ STATE SPACE JNCREMENT DELX. 
12 ALTERING BOUNDS DN VARIABLES. 
13 NEI/ INITIAL STATE TRAJECTORY (MULT!DIM. OllLYJ. 
14 NEI/ PROBAB!LITY D!STRIBUT!ONS (STOCH. ONLY). 

O Stop - Program terml nated. 
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En seguida se despl lega la solución del problema en los dos formatos 

disponibles de impresión, que son: politlcas abiertas, equivalentes a la 

parte derecha de las tablas, hechas a mano, donde se resumen los 

cAlculos; y pol1l1cas retroal1menta.das, cquivalenles a la solución 

cuando se ha -efectuado el rastreo de regreso de las etapas. 

Tltle 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

Problema de Reemplazo 

l Dtmenslonal Problem 

Hlnlmlzatlon Problem 

Objecllve ls Summatlon Typc 

Determlnlstlc Optlmlzation 

Problem Assurned Non-Invertible 

Flrst Tle Value Taken 

Spl Lclng wl l l not Occur 

Number of Slages = 5 ........................................ 
1 nterval for X = t. 000 
Interval for U = t. 000 

Upper and Lower Bounds on X(I +1) and U(!) 

XMIN( !) XJ.!AX(I) UHIN(I) 

1.000 4.000 ·ºººº 1.000 4.000 .0000 
1.000 4.000 .0000 
1.000 4.000 .0000 
1.000 4.000 ·ºººº 1.000 4.000 

76 

IJHAJ(( 1) 

1.000 
!.000 
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Optima! Poi !eles 
----------------............ 
• Stage s • . . ............ 

X( 5) l.ºººº 2.0000 3. 0000 4..0000 
U(X( 5) 1.0000 l.ºººº 1.0000 .00000 
x•< 6) 2.0000 3. 0000 4. 0000 l. 0000 

F(X( 5) 2. 0000 J.ºººº 9.0000 13,000 

Optlmal Poi !eles 
----------------............ 
• Stagc 4 • . . ............ 

X( 4) l. 0000 2.0000 3.0000 4.0000 
U(X( 4) l. 0000 ¡, 0000 ·ººººº ·ººººº x•c si 2.0000 3.0000 1.0000 l. 0000 
F(X( 4) 

8. ºººº 12.000 20.000 22.000 

Optima! Pollcles 
----------------............ 

• Stage 3 • . . ............ 
X( 3) l. 0000 2.0000 3.0000 4.0000 

U(X( 3) ·ººººº . 00000 ·ººººº .00000 
x•c 4l l. 0000 l. 0000 1.0000 l. 0000 

F(X( 3) 18.000 23.000 26.000 28.000 

Optima! Poi lelos 
----------------............ 
• Stage 2 • . . ............ 

X( 2) l. 0000 2. 0000 3.0000 4.0000 
U(X( 2) .00000 !. 0000 ·ººººº ·ººººº x•c 3l l. 0000 3. 0000 !. 0000 l. 0000 
F(X( 2) 28.000 29.000 36.000 38.000 

79 

ESHi TESI~ NO DEBE 
SALIR 9t LA dl81JOTECA 



Optima! Po!lc!es 

• Sta.ge 1 • . . ............ 
X( ll 1.0000 

U(X( 1l 1. 0000 
x•c 2> 2.0000 

F(X( 1 l 36. 000 

2.0000 
1.0000 
3. 0000 
39. 000 

3.0000 
.00000 
1.0000 

46. ººº 
OPTIMAL SOLlITJON FOR XCI) = 1. 00000 

x• u• F" 

1. ºººººº 1. ºººººº 7.000000 
2 2.000000 1. 000000 3.000000 
3 

3. ºººººº . 0000000 18. 00000 
4 1.000000 

1. ºººººº 7. ºººººº 5 2.000000 1. 000000 
1. ºººººº 6 3.000000 

4.0000 
.00000 

1. ºººº 48. 000 

HINIMUH INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE = 36. 00000 
HINIMUH OBJEC1'IVE VALUE = 36. 00000 

OPTI MAL SOLlIT ION FOR X ( 1 ) = 2. 00000 

x• u• Fª 

1 2.000000 1. 000000 3.000000 
2 

3. ºººººº . ººººººº 18.00000 
3 

1. ºººººº .0000000 10. 00000 
4 1.000000 1.000000 

7. ºººººº 5 2.000000 1. 000000 1.000000 
6 3.000000 

MINIMUH INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE = 39. 00000 
HINIMUH OBJECT!VE VALUE = 39. 00000 

OPT l MAL SOLlIT ION FOR X(! ) = 3. 00000 

x• u• Fª 

1 
3. ºººººº ·ººººººº 18.00000 

2 
1. ºººººº .0000000 10.00000 

3 l. 000000 . 0000000 
10. ººººº 

4 1. 000000 
1. ºººººº 7.000000 

5 2. 000000 
1. ºººººº 1. 000000 

6 3. 000000 

HINIMUH !NTERPOLATED OBJECTIVE VALUE = 46. 00000 
HINIMUH OBJECTIVE VALUE = 46.00000 
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OPTIMAL SOLl!r!ON FOR X( 1) 
4. ººººº 

x• u• ,. 
1 4.000000 ·ººººººº 20.00000 
2 t. 000000 . ººººººº 10. 00000 
3 l.ºººººº . ººººººº 10. 00000 
4 1.000000 1. 000000 

7. ºººººº 5 2.000000 1.000000 t. 000000 
6 3.000000 

MINIHUM INTERPOLATED OBJECTIVE VALUE = 48. 00000 
MINI HUM OBJECTIVE VALUE = 48. 00000 

4. 2 UN PROBLEMA DE LA PLAllEACI ON DE LA PRODUCCION 

Para cualquier 1ndustr1a, en particular la de producción de bienes, una 

cond1cl6n necesaria para su subsistencia es que sea rentable. Además sl 

se trata de una empresa con fines lucrativos, las ganancias obtenidas 

por ésta deben ser atractivas para sus duei\os y para ello se necesita de 

una orga.nlzac16n eficiente. 

La cantidad a producir de un bien determinado depende de varios factores 

tales como la capacidad de producción instalada, materia prima 

dlsponl ble, capacidad de almacenaje, la demanda esperada del bien, etc .. 

51 se estiman o conocen con antlclpaclón los principales factores a que 

nos referirnos se puede dlsef\ar un plan de producción (que además sirva 

de control) que repercuta positivamente en el objetivo económlco de la 

empresa. 

En base a lo anterlor diremos que el problema de la plan.:?ación de la 

producción consiste en determinar, para un intervalo de t lempo, la 

cantidad de bienes que se han de producir bajo ciertas condiciones 

materiales y de mercado, de tal manera que se mlnlmicen costos o se 

maximicen ganancias. 

El modelo básico determlnlstlco consiste en planear la producción de un 

articulo para un horizonte de tiempo de n periodos, donde la demanda es 

conocida en cada perlado. La demanda puede ser satisfecha únicamente por 
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la producción del perlado actual o por productos que hayan 5}do 

fabricados en perlados anteriores y que estén almacenados. Suponemos que 

el modelo incluye costos de producción y de almacenaje y que el nivel de 

Inventarlo debe ser cero al principio y al flnal del horlzonle. El 

objetivo es ! levar un control de la producción de tal manera que se 

satisfaga la demanda a un costo mlnlmo. 

Para este problema deflnlremos a: d
1 

como la demanda en el periodo l; 

cp
1 
{u) el costo de producir u unidades durante el perlado l; y ca

1 
(x) 

como el costo de tener almacenadas x unidades al Inicio del perlado l. 

Entonces el problema consiste en: 

Hlnlmlzar 

s.a. 

¡; (cp
1
(u

1
) + ca

1
Cx

1
)) 

1•1 

X= X = 0 
l n•l 

x =x+u-d 
1+1 l l l 

l = n 

l = n 

En progrrunaclón dinámica, ut 11 lzando la forma hacia atrás pero con las 

etapas indexadas hacia adelante,el problema se plantearla de la manera 

siguiente: estar en la etapa l 1 significa estar en el periodo l; estar 

en el estado x
1 

de la etapa!, slgnlfica tener un nivel de inventarlo x
1 

al !nielo del periodo l; J
1 

Cx
1

) es el costo mlnlmo de un programa de 

producción para los últimos (n+!) - l periodos, a partir de un nivel de 

inventarlo de x
1

; y la variable de decisión u
1 

es el número de articules 

que se producen en la etapa l. Asl tenemos que la ecuación recursl va 

viene dada por: 

s.a. 
x =x+u -d 

1+1 l l 
l = l.. n 

X= X ::: 0 
1 n•t 

con una CONDICION DE FRONTERA de J (O) O, 
n•t 
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Elemplo 2: un constructor de yates tiene los pedidos mensuales que se 

muestran en la tabla siguiente: 

ORDENES DE Y A TES 

(!) (2) (3) (4) (5) (6) 

HES FEB MAR ABR HA Y Jutl JUL 

No. de YATES 5 2 

El fabricante puede construir hasta cuatro yates en cualquier mes y 

puede almacenar a lo más tres. 51 se construye al menos un bote en un 

mes, se tiene un sobre costo de $40,000.00 más SI00,000.00 por cada yate 

construido. El costo de altnacenrunicnto por unidad es de $10,000.00. 

Suponga que todas las órdenes deben ser satisfechas y que el número de 

unidades almacenadas es cero al principio y al final deJ pcrlódo. ¿En 

que meses y en que cantidades los botes se deben construir $1 los costos 

deben ser mlnlmlzados?. 

So!uclón: 

Estar en la etapa. l slgnlflca estar en el mes l. Mientras que estar en 

el esta.do x
1 

de la etapa l slgnlflca que se tiene un nivel de inventario 

de x
1 

yates, al lnlclo del mes l. Por otra parte, J
1 
(x

1
) es el costo 

(minimo) de una politlca óptima de producción, para los últimos 1-l 

meses, cuando se tiene un inventarlo de x
1 

yates en el mes l. 

sean: u
1 

e 1 número de yates que se producen en e 1 mes l; d 
1 

1 a demanda 

en el mes L; c
1 
(x

1
,u

1
) el costo total de tener un inventarlo de x

1 
yates, al inlcio del mes l, y de producir una cantidad de u

1 
en el mismo 

mes. Entonces 

{ 

10(x
1
J 

e (x ,u) = 
1 1 1 

!O(x,J+IOO(u,J•40 

si u1 =o 

s1 u
1 

> O 

La ecuación recursiva viene dada por 

J
1
(x

1
) 

s.a. 
x =x+u-d 

l+l 1 1 l 
O .:s x

1 
~ 3, 
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En términos de ésta notación estamos buscando J
1 
{O) y Ja condición de 

frontera es J
7

(0) = O 

Los cálculos se muestran en las siguientes labias: 

J•{xsl 
. 

X u = o 2 3 4 u. 6 6 

o 140 140 

o 10 o 

X u • o 2 3 4 Js{xsl us s s 

o 380 350 350 3 

290 260 260 2 

2 160 170 160 o 
3 40 40 o 

x, u • • o 2 3 4 J {x l • • u, 

o 690 700 690 3 

600 610 610 600 2 

2 510 520 520 500 500 4 

3 380 430 430 410 380 o 

o X 3 u = 3 2 3 4 J3 !x,J 
. 

u3 

- 1140 1140 4 

2 - 1050 1060 1050 3 

3 960 970 970 960 2 

o 2 3 4 J2Cx,J 
. 

x2 u • u2 2 

o - 1480 1490 1480 3 

- 1390 1400 1410 1390 2 

2 - 1300 1310 1320 1300 

3 1170 1220 1230 380 o 

x, u • 
1 

o 2 3 4 J, <x, l 
. 

u, 

o - 1620 1630 1640 1610 1610 4 . 
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la solución óptima es: 

febrero 

abrl 1 
.. ,o 
junio 

jullo 

yales por 

fabrlcar 
e 

JNV. 

"" 10 

10 

Solución por medio del paquete CSUDP: 

C TEMA: PLANEC 1 otl DE LA PRDDOCC 1 otl 
e •• 

SUBROlTf 1 NE ST ATE 

o s 
PROD. 

uo 
o 

uo 
310 

310 

COM»'.lN/ONEDWX, Xl, U, F, l, J, K, L, R, PNALTY 
DIHENSION D(6) 
DATA DIJ. ,2. ,5. ,3. ,2., 1./ 

T 

C " D(I) ES LA DEMANDA EN EL HES 1 (1=1, .. ,6) 
Xl = X + U - D( 1) 

e" 

RETURN 
END 

SUBROlTf!NE OBJECT 
COMHON/ONEDWX, Xl, U, F, 1, J, K, L, R, PNALTY 
DIHENSJON D(7) 

C " LOS COSTOS ESTAN EN HILES 
IF (U. EQ. O. O) THEN 

e" 

F = 10. 'X 
ELSE 
F = 100. 'U + 10. 'X + 40. 
ENDIF 
RETURN 
END 

SUBROlTf!NE READIN 
RETURN 
END 

o 
TOTA.t. 

"º 30 

<60 

3<0 

3'0 

10 

1610 

Tille : Problema de la Planeaclon de Ja Producción ........................................ 
1 Dimensional Problem 
Hlnlmlzatlon Problem 

Objectlve Is Summatlon Type 
Determlnlstlc Optlmlzatlon 

Problem Assumed Non-Invertible 
Flrst Tic Value Tnken 

Spllclng wl 11 not Occur 
Number of Stages = 6 ........................................ 
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1 
2 
3 
4 
5 
6 

7 

lnterval far X = l. 000 
1 nterval far U = l. 000 

Upper and Lower Bounds on X( 1+1) and U( l) 

XH!ll(l) XMAX( !) UHIN( l) 

.0000 .0000 . ºººº .0000 3.000 .0000 

. 0000 3.000 ·ºººº .0000 3.000 ·ºººº .0000 3.000 .0000 

.0000 3.000 . 0000 

·ºººº .0000 

OPTI MAL SOLlJfl ON FOR X ( 1 ) . ºººººº 
x• u• F' 

1 .0000000 4. 000000 440. 0000 
2 3.000000 ·ººººººº 30. ººººº 
3 l.ºººººº 4. ºººººº 450.0000 
4 ·ººººººº 3. ºººººº 340.0000 
5 .0000000 3. 000000 340. 0000 
6 

!. ºººººº . 0000000 10. 00000 
7 ·ººººººº 

HINIMUH INTERPOLATED OBJECTIYE VALUE = 1610.000 
HINIMUH OBJECTIVE VALUE = 1610. 000 

4. 3 PROBLEMA DE ASIGNACION DE RECURSOS 

Ul1AX( ¡ l 

4.000 
4.000 
4.000 
4.000 
4.000 
4.000 

En el desarrollo de cualquier actl vldad se requiere disponer de las 

condlclones materiales adecuadas para poder real izarla, por ejemplo, 

para producir cierto tipo de articulas es necesario disponer de un 

local, maquinaria, mano de obra, materias primas etc.. En general 1 el 

problema de asignación de recursos consiste en dlslrlbulr los recursos 

escasos de tal manera que se optimice una función de utilidad asociada a 

éstos. En general estos recursos pueden ser 

materias prlm~, capital, mano de obra, tiempo, espacio, capacidad etc .. 

En el modelo básico de asignación de recursos se llenen m recursos que 

se distribuyen entre n usos dl fcrentes, donde g
1 

Cu
11

, u
21

, ... , u=1) es la 

utl lldad obtenida por asignar una comblnaclón determinada de los 
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recursos, uJI' al l-éslmo uso. Se dispone únicamente de una cantidad cJ 

del recurso j, J = 1 .. m. De es la manera, el problema se reprcsentaria 

como: 

Maximizar (Minimizar) 

s.a. 

n 

E gl{utl,u2l''''' 0 m1) 
1=1 

u+u+ ... +u ::se 
JI )2 Jn J 

J = 1 .. m 

En las más de las veces la utl l idad se mide a través de un producto que 

utiliza los recursos y no directamente por medio de éstos. Con lo que el 

modelo básico se reinterpretar1a como: asignar m recursos a n productos, 

donde g
1 
(w

1
) es Ja utl l ldad obtenida por una cantidad w

1 
del producto l; 

y uJ(w
1
) es Ja cantidad que se-necesita del recurso J (J = 1 .. m) para 

poder tener una cantidad w
1 

del producto l (l = 1 . . n). Se dispone 

únicamente de una cantidad c
1 

del producto j, j = l. .m. De esta forma, 

el problema se representa como: 

Maximizar E g
1 

(w
1

) 
l •1 

s.a. 

El planteamiento en programación dinámica es el siguiente: 

1 .. m 

Estar en la etapa l, signlflca que los recursos disponibles se 

distribuyen entre los primeros l usos (productos). Estar en el estado 

(x
11

, x
21

, ••• , x.
1

) de la etapa l, significa que se dispone de una 

cantidad xJ
1 

del J-éslmo recurso, J = l. .m, para distribuirse entre los 

primeros L usos (productos). J
1 
(xll, x

21
, ... , xm

1
) es la utll ldad óptima 

que se puede obtener, distribuyendo las cantidades disponibles de los m 

recursos entre los primeros l usos (productos). La ecuación recursiva 

para el primer caso viene dada por: 

J1(x11 1 ''' 1 xml) = Hax { gl(x11'''"'xm1) + J1-1(xlll-t>""'"'x11.c1-1>)} 
UJI 
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s.a. 
X 

J( 1-1) X -
JI 

u 
JI 

X s e 
JI J 

os 
"JI 

S X 
JI 

para el segundo caso la ecuación recursiva es: 

J,(x11' • • • ,x1111} 

s.a. 

Hax 
u 

J 

X S e 
JI J 

0 S UJ(w1) s XJl 

m 

m 

m 

m 

m 

m 

E !emplo 3: Una compañia constructora tiene cuatro proyectos en 

construcción, de acuerdo can la actual dlstrlbuclón de la mnno de obra, 

equipo y materiales los cuatro proyectos pueden ser lérmlnados en 15, 

20, 18, y 25 semanas. El adminlslrador quiere reducir los llcmpos para 

terminar los proyectos y ha decidido repartir entre todos los proyectos 

un adicional de $35, 000. OO. Los tiempos de terminación como funciones 

del fondo adicional asignado a cada proyecto se mucstr"an en la tabla 

siguiente: 

FONDOS 

ADICIONALES 

( X 1000 ) 

to 
IS 

20 

2S 

30 

3S 

TIEMPO DE TERHtHACION (SEKAHAS) 

PROYECTOS 

2 3 4 

IS 20 18 25 

12 'ª IS 21 
10 13 12 IB 

a 11 10 tB 

7 a H 
12 

ti 
10 

Supóngase que los .fondos adicionales sólo pueden ser distribuidos en 

bloques de $5, 000. ¿Como podrian ser repartidos los $35, 000 pesos, de 

manera que los cuatro proyectos se realicen en un tiempo total mlnlmo? 
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Solución: 

Estar en la clapa l, slgnlflca considerar únicamente los primeros l 

pr"oyectos; y estar en el estado x
1 

de la etapa l, slgnlflca que se 

asignan x
1 

ml les de pesos a los primeros l proyeclos. Por otra parle 

J
1 

(X
1

) CS el tiempo mlnlmo lolal de duración de los primeros l 

proyectos dado que se le asignan x
1 

ml les de pesos. La variable de 

dcc~s16n u
1 

significa que asignamos u
1 

ml les de pesos al proyecto l. 

tl ex,. ul) es el tiempo de duración del proyecto l dado que se le asignan 

u
1 

ml les de pesos de un dlsponlble de x
1

• En términos de esta notación 

estamos buscando J,(35). La ecuación de recurrencla viene dada por 

J (x l 
1 1 

s.a. 
X = X - U 

1-1 l 1 

0 ::S U ::S X 
1 1 

La condlclón de frontera es J
0
(x

1
) = O. 

Los cálculos se muestran en las tablas siguientes: 

ETAPA 

x, u, =o 5 10 15 20 25 30 35 J
1
(x

1
) 

o 15 15 

5 12 12 

10 10 10 

15 8 8 

20 7 7,. 

25 6 6 

30 5 5 

35 4 
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15 
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25 
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ETAPA 2 

"2 
u =o 

2 
10 15 20 25 30 35 J (x l u 

2 2 2 

o 35 35 o 

5 32 31 31 5 

10 30 28 28 28 5, 10 

15 28 26 25 26 25 lQ 

20 27 24 23 23 24 23 10, 15 

25 26 23 21 21 21 23 21 10, 15,20 

30 25 22 20 19 19 20 22 19 15,20 

35 24 21 19 18 17 18 19 22 17 20 

ETAPA 3 

x, u =o 
3 

5 10 15 20 25 30 35 J
3

Cx
3

l u 
3 

o 53 53 o 
5 49 50 49 o 

10 46 46 47 46 0,5 

15 43 43 43 45 43 0,5, 10 

20 41 40 40 41 44 40 5, 10 

25 39 38 37 38 40 43 37 1Q 

30 37 37 35 35 37 39 42 35 10, 15 

35 35 34 33 33 34 36 38 41 33 10, 15 

ETAPA 4 

= o "• u • 5 10 15 20 25 30 35 J, ex,) 
. 

u • 
35 58 56 55 56 57 58 60 63 55 1Q 

la soluclón óptima está dada por 
CAKTIDAD 

PROYECTO ASIGNADA 

5,000 

2 10, ººº 
10,000 

10,000 
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Solución por medio del paquete: 

C PROBLEMA DE ASIGNACIDN DE RECURSOS 
C FINANCIEROS A CUATRO PROYECTOS EN CONSTRUCCION 
c 

SUBROIJflNE STATE 
COMMON/ONEDWX, XI, U, F, 1, J, K, L, R, PllALTY 
Xl = X - U . 
RETUR!l 
ErlD 

e •• 

e •• 

SUBROIJflNE OBJECT 
COHHON/ONEDWX, XI, U, F, 1, J, K, L, R, PNALTY 
COHHON/TRANS/XTEHP ( 8, 4 ) 
F = XTEHP(L, 1) 
RETURN 
END 

SUBROIJflNE READIN 
COHHON/TRANS/XTEHP ( 8, 4 ) 
OPEN ( 15, FILE=' DATOS. asl', STATUS=' OLD', FORH-=' FORHATTED') 
RE\l!ND 15 
DO 10 JJ=!,8 
READ (15, 110) (XTEHP(JJ, JI), 11 = 1,4) 

110 FORMAT( IOX, 5F5. 1) 
10 CONTINUE 

CLOSE ( 15) 
RETURN 
END 

1 Dimensional Problem 

Mlnlmlzatlon Problem 

Objectlve Is Summatlon Type 

Oetermlnlstlc Opt lml zat Ion 

Problem Assumed Non-Invertible 

Flrst Tle Value Taken 

Spl lclng wl 11 not Occur 

Number of Stages = 4 ........................................ 
lnterval for X = 5. 000 
lnterval for U = 5. 000 
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1 
2 
3 
4 
5 

Upper and Lower Bounds on X(J+!) and U(!) 

XHIN(I) XMAX(!) 

35.00 35.00 
.0000 35.00 

·ºººº 35.00 

·ºººº 35.00 

·ºººº ·ºººº 
OPTIHAL SOL!Jf!Oll FOR X( J) 

x• 

J 35.00000 
2 30.00000 
3 20.00000 
4 10.00000 

5 ·ººººººº 

u• 

5.000000 
JO. 00000 
JO. 00000 
JO. 00000 

UHIN( !) 

·ºººº ·ºººº .0000 

·ºººº 
35. 0000 

F' 

J2. ººººº 
J3. ººººº 
12. 00000 

18. ººººº 

UHAX(I) 

35.00 
35.00 
35.00 
35.00 

HIN!HUH !NTERPOLATED OBJECTIVE VALUE = 55. 00000 
HINIHUH OBJECTIVE VALUE ~ 55. 00000 

E lemplo 4: una fábrica puede producir mercanclas del tipo A, B y C 

obteniendo las ganancias que se muestran en la tabla 1. Los articules 

requieren de las materias primas X e Y en las cantidades que se muestran 

en la tabla 2 

TABU. 1 

Ganancias que ae obtienen por vender 
dlst.Jnlas cantidades de ID!!rcanclaa 

PRO DOCTO 
NUMERO DE a e 
PRO DOCTOS ( 1) (2) (3) 

10 

12 ID 
12 17 2S 

TABLA 2 
requerlmlentoo de au1terl11a prl•aa 

NUMERO DE 

PRODUCTOS 

l 

PRODUCTOS 

• 
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se disponen únicamente de 4 unidades del material X y de 4 unidades del 

material Y. ¿ Cuántos articulas de cada tlpo deben producirse para 

obtener la máxima ganancia ? 

Estar en la etapa l, slgnlflca que se reparten las unidades dlsponlbles 

de las materias primas X e Y entre los primeros l productos. Encontrarse 

en el estado x = (x
1
,x

2
) de la etapa l, significa que dispongo de x

1 

unidades del material X y x
2 

unidades del material Y para repartirlos 

entre los primeros l productos. Asimismo Jl (x) es la ganancia zOCi..xima que 

se puecte..~.obtcncr entre los primeros l productos dado el estado x de la 

etapa l. La variable de decielbn es u = (u
1
,u

2
) donde u

1 
y u

2 
es la 

cantldad de material X e Y, respectivamente, que se utiliza para poduclr 

arliculos del llpo l. Por otra parte g
1 
(u) es la ganancia que se obtiene 

por asignar la comblnaclón, u, de recursos para producir artlculos del 

tipo l en la etapa l. En términos de esta notación estamos buscando 

J
3
((4,4)).La ecuación recursiva vlene dada por: 

J
1
(x) = Hax { g

1
(ul + J

1
_

1
Cx - u) ~ 

u 
s.a. 

k = 1,2 

k = 1,2 

Dado que si no se fabrican art iculos no hay gananclas, entonces la 

condición de frontera viene dada por J
0
(x) = O para todo estado x. 

Antes de elaborar los cálculos vamos a resumir en una tabla los posibles 

valores de g
1 

para las distintas combinaciones de material X e Y 

asignadas al producto L 

producto A (1 l gl 
si u, s 1 6 u = o 'O 

2 

si u1 • 2 u " 5 
2 

si ul "3 u . 9 
2 

si u1 "3 u 
2 " 2 12 
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producto D l2) g2 

si u 
1 

= o ua • o o 

si {U
1

=1 y U,")} 6 {u •1 y u,=ll 6 
1 

si u 
1 

= 2 u 
2 

• 2 12 

si u, • 3 u, • 2 17 

producto e t:il gJ 

si u = o 
1 

6 u "' 1 o 
2 

si {u
1

=1 y u
2
•2} 6 {u 01 y u,=2> 10 

1 

si u • 2 
1 "2 • 3 18 

si u, • 2 u. • 4 25 

ETAPA 
(PRODUCTOS TE:RKIKADOSl . . 

1 "2 
1 3 J 

1 
( xl u 

1 "2 

{0,1) t º• 4 J o ':'. o 
2 o o ¡¡ 

(1 ~ tl 5 5 

r :i. ·11 o o o 
13, 41 t 5 9 1 

t :3, 4) ( 2, < 1 • 12 12 2 

ETAPA 2 
(PRODUCTOS TERH 1 NAOOS) 

"1 
. 

2 
1 

2 
. J 1 1 u 

1 u2 

o (O, t} o - - - o o o 
1 o o - - - o o o 
l (1," 1 o 8 - - 8 1 1 

2 o o - - - o o o 
2 1 6 B - - a 1 1 
2 ) 2,. ( s B 12 - 12 2 2 

3 o o - - - o o o 
3 1 8 8 - - • o o 
3 (2,0 12 11 12 17 17 3 2 

' o o - - - o o ¡¡ 

' 1 o 6 - - 9 o o 

' 2 12 IS 12 17 17 3 2 

• {3,t l 12 !B 17 17 18 1 1 

ETAPA 3 
CPRODUCl'OS TERMINA.DOS) 

ID 27 24. 25 27 
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la solución ópl lma está dada por 

Hacer: O art. del producto A 

3 B 

c 

Solución con el paquete 

C •• PROBLEMA DE ASIGNACION DE RECURSOS 
C •• FINANCIEROS A CUATRO PROYECTOS EN CONSTROCCION 
c •• 

SUBROlITINE STATE 
COHHON/HULTDWX(5), X1(5), U(5), F, 1, J(5) ,K(5), L(5), PNALTY 
DO JO JO= 1,2 
U(JD) = X(JDJ - XI (JO) 

10 CONTINUE 

c •• 

RETURN 
END 

SUBROlITINE OBJECT 
COHHON/HULTDWX(5), X! (5), U(5), F, I, J(5), K(5), L(5), PNALTY 
GO TO (!,2,3), I 

3 IF ((U(!).LE.1.0) .OR. (U(2).EQ.O.O)) TllEN 
F =O.O 
RETURN 

ELSE 
IF ((U(!).EQ.2.0) .ANO. (U(2l.GE.!.0)) THEN 

F = S.O 
RETURN 

ELSE 
IF ((U(!).GE.3.0) .ANO. (U(2).GE.2.0)) THEN 

F = 12.0 
RETURN 

ELSE 
F = 9.0 
RETURN 

ENDIF 
ENDIF 

ENOIF 
2 IF ((U(l).EQ.O,O) .OR. (U(2).EQ.O.O)) THEN 

F =O.O 
RETURN 

ELSE 
IF ((U(l),EQ.2.0) .ANO. (U(2).GE.2.0)) THEN 

F = 12.0 
RETURN 

ELSE 
IF ((U(!J.GE.3.0) .ANO. (U(2J.GE.2.0)) THEN 

F = 17.0 
RETURN 

ELSE 
F = 6.0 
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Tltle 

RETURN 
OIDIF 

ENOIF 
ENDIF 
IF ((lJ(IJ.EQ.0.0) .OR. (lJ(2).LE. l.O)) THEN 

F =O.O 
RETURN 

ELSE 
11' ((U(ll.GE.2.0) .ANO. (U(2).EQ.3.0)) THEN 

F = IS.O 
RETUR!l 

ELSE 
IF ((U(l).GE.2.0) .ANO. (U(2).GE.4.0)) THEtl 

F = 25.0 
RETURN 

ELSE 
F = 10.0 
RETURH 

ENDIF 
ENDIF 

EHDIF 
RETURll 
EHD 
SUBROtrr!NE READIN 
RETURll 
END 

PROBLEMA DE ASIGNACION DE MATERIAS PRIMAS 

........................................ 
2 Dlmenslonal Problem 

Max!mlzat Ion Problem 

ObJectlve Is Summat!on Type 

Determln!stlc Optlm!zatlon 

Problem Assumed Invertible 

Flrst Tle Value Takcn 

Humber of Stages = 3 

········································ 
Inlt!al Interval for X = 1.000 
Flnal lnterval for X = 1. 000 

Order of Accuracy for U = !. 000 
SPL!CE = !. 000 

Hax!mum No. of !teratlons = 20 
JPRINT Optlon = 2 
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Upper and Lower Bounds on X(l+l,JD) and U(J.JD) 
--- --------------------- ----------- --- - ---- - ---

JD XHIN( l, JO) XMAX(!, JO) UMIN( !,JO) UMAX( l, JD) 

1 4.000 4.000 ·ºººº 2.000 
1 2 4.000 4.000 .0000 4.000 
2 1 .0000 4.000 .0000 3.000 
2 2 .0000 4.000 .0000 2.000 
3 ·1 ·ºººº 4.000 ·ºººº 3.000 
3 2 ·ºººº 4.000 .0000 2.000 
4 1 .0000 4.000 
4 2 ·ºººº 4.000 

!ni t!al Trajectorles : 

X(!, 1) X(l,2) ............... ··································· ..................... . 
1 • 4. 000000 
2 • 4. 000000 
3 • 4. 000000 

4 • 4. ºººººº 

Current Trajectorles 

X(!,1) 

4.000000 
4.000000 
4.000000 
4.000000 

Iteratlon 

X(!, 2) ........................................................................ 
1 • 4. 000000 
2 • 4. 000000 
3 • 3, 000000 

4 • 3. ºººººº 

Declslon Variables 

U(!, 1) 

4.000000 
4.000000 
3.000000 
3.000000 

U(l,2) ....................................................................... , 
1 
2 
3 

·ººººººº l. 000000 

·ººººººº 
.0000000 
l. 000000 

·ººººººº 
Objcctlve Value ;o 6.0000000 
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Current TraJectorl es 

X(l, 1) 

1 4.000000 
2 • 4. 000000 
3 2.000000 

2.000000 

Dcclslon Variables 

U(!, 1) 

lterallon 2 

XCl,2) 

4. 000000 
4. 000000 
2. 000000 

2. ºººººº 

U(l,2) ········································································ 
1 .0000000 
2 • 2. 000000 

3 ·ººººººº 
. ººººººº 
2. ºººººº 
·ººººººº 

Objectlve Value = 12.000000 

Iteratlon 3 

Curren!:. TrnJectories 

X( I.1) X(l,2) ........................................................................ 
1 
2 
3 

• 4.000000 
• 4. 000000 

1.000000 
l. 000000 4 • 

Dcclslon Variables 

U(I, 1) 

4.000000 
3.000000 

1. ºººººº 1.000000 

U( l,2) ......................................................................... 
1 .0000000 
2 • 3. 000000 

3 ·ººººººº 
1.000000 
2. 000000 

·ººººººº 
Objectlve Value = 17.000000 
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ltcratlon 4 

Current Trajectorles 

X( I, 1) X(l ,2) ........................................................................ 
1 4.000000 
2 • 3.000000 
3 • . 0000000 

4 . ººººººº 
Decl slon Variables 

U(I, I) 

4.000000 
2.000000 

·ººººººº . ººººººº 

U(l,2) ........................................................................ 
1 
2 • 
3 • 

1. ºººººº 3. OOoooQ 

. ººººººº 
2.000000 
2.000000 

·ººººººº 
ObJectlve Value = 27.000000 

Optima! Solutlon 

Iteratlon 4 

Final Trajectorles 

X(I, !) XC!,2) ........................................................................ 
1 • 4.000000 

2 • 3. ºººººº 
3 • ·ººººººº 
4 • . ººººººº 

Declslon Variables 

U(I, I) 

4.000000 
2.000000 

·ººººººº ·ººººººº 

U(I,2) 

········································································ 
1 • l.ºººººº 
2 • 3. ºººººº 
3 • ·ººººººº 

2.000000 
2.000000 

·ººººººº 
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Objec l l ve Funct 1 on Va 1 ues 

f( 1) 

................................................................. , ••••• *. 

1 10.00000 
2 • 17.00000 

3 • ·ººººººº 
ObJectlve Value = 27.000000 

4. 4 PROBLEllA DE UN IllVEITTARIO ESTOCASTICO 

En un sistema productivo, el manejo adecuado de las Inventarios es 

necesario cuando se tienen recursos escasos y se desea hacer un uso 

eficiente de la Infraestructura disponible. El problema básico de 

Inventarlos consiste en determinar un nivel de Inventario óptimo que 

minimice los castos de operación, o bien, que maximice las ganancias que 

se obtienen por la venta de productos, considerando los costos por 

mantener el Inventarlo. Las restricciones de este tipo de problemas 

pueden ser: capacidad de almacenamiento: capacidad de compra¡ problemas 

de operación, según el volumen de los productos, elcétera. También, otro 

tipo de restricciones externas, como son: demanda esperada; tiempo de 

entrega de las mercanclas ordenadas; cantidad mlnlma por orden; 

etcétera. Ademá.s podemos encontrarnos con pol 1 t leas de operación ya 

definidas, por ejemplo: cubrir el total de la demanda o penallzar por la 

demanda no cubierta debido a que se terminen las existencias o mantener 

siempre un mlnlmo de inventarlo para las emergencias, etc.. En general 

el manejo de inventarlos es Genclllo cuando la demanda de articulas es 

determlnlst.lca, sin embargo, el problema se compl lea cuando tenemos que 

hacer frente a una demanda estocástica. 

Debido a: la gran variedad de proble .. "'15 de inventarlos que pueden .. 
existir, las diferentes po!ltlcas de optraclón definidas para un 

problema en particular y demás restricciones; no se planteará. un 

problema de Inventarlo tipo en general, sino que se propone 

directamente, como ! lustración, un ejemplo donde la demanda es 

estocást~ca, que es el caso Interesante. 

100 



Etemplo 5. Un revendedor puede ordenar tanques de gas al inicio de cada 

semana y recibir la entrega al prlnclp1o de la otra. Cada ci l lndro 

cuesta S!O y es vendido en SIB. Además nay un cargo fijo de $5 por cada 

orden de entrega. 

Existe un costo de almacenrunlento de $1 por cada tanque que permanece en 

bodega durante una semana completa. La demanda de los tanques en la 

semana n es una variable aleatoria R
0 

que toma el valor r con 

probabilidad pn(r) p
0
(r) = P {R

0
• r) ) como se muestra en Ja tabla 

siguiente. 

inventario estocástico 

probabl l!dad de la demanda pn(r) 

demanda s e m a na n 

r 2 3 5 6 

o 0.3 0.5 0.3 0.1 0.1 o.s 
1 0.3 0.5 0.5 0.2 0.2 0.4 

2 o. 4 o 0.2 0.4 0.3 0.1 

3 o o o 0.3 0.4 o 

La demanda que no es satisfecha Inmediatamente se pierde. Los tanques 

que no son vendidos al final de la sexta semana tienen un valor de 

rescate de sa . Determinese una polltlca 6pl1mo. para elaborar !ns 

órdenes. 

Soluclón: 

Estar en la etapa l significa estar en la semana l. El estado x
1 

de la 

etapa l , es el ni ve! de Inventarlo al !nielo de la semana l. La vario.ble 

de decisión u
1 

es ordenar u
1 

el l lndros al lnlclo de la etapa l. 

g1(x1,u1,r) es la ganancia obtenida en la etapa l, dada uria demanda de r 

tanques, considerando una existencia de x
1 

y que se efectúa una orden de 

u1 tanques. J 1 (xl) es la ganancia máXlma esperada cuando nos 

encontramos en la semana l con un nivel de inventario de x
1 
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Como no se menciona un nivel de inventarlo lnlclal, no se tiene una 

función J
1 
(x

1
) especifica QUf! calcular. La uti] ldad por etapa viene dada 

por las gananclas de la demanda menos el costo de: almaccnamlcnlo de- los 

tanques que no se venden menos e 1 costo de hacer una orden, o sea que 

{ 18r - (x - rl 
g

1 
(x

1
,0, rl • 

1 

!Bx, 

{ 18r - (x
1

- r) 
gi (x1 ,u·l, r) ~ 

!Bx - (!Ou + 
1 1 

{

(x -r)+u 
1 1 

X 
l•l u, 

la ecuación viene dada por 

de donde 
X -1 

si os r :s X 
1 

si r > X 
1 

- ( !Ou
1 
+5) si o:s r :s 

5) si r > X 
1 

si Q.:s r :s x
1 

(1) 

1 N 

X 
1 

E [J1, 1(x .. 
1
l] =E J

1
,
1

Cx
1
-r+u

1
l P [R

1
= r] +E J

1
,

1
(u

1
J P [R

1
= r] 

r=O r=x 
1 

., 
E 

r:..O 

·, 
E [g

1
(x

1
,u

1
,rl] =E [!Sr - (x

1
-rl - (10u

1
+5)] P [R

1
= r] + 

r=O 

N 

E [18x
1
- (10u

1
+5)] P [R

1
= r) 

r=x +1 
1 

xi N 

18 j l: r P [R
1 
= r] + x

1 
E P [R

1 
= r] } -

r=a· r=x •1 
1 

x
1 

x
1 

- jx1 E P [R.= r] - E r P [R.= rlf - (10u1 +5) 
r=O r::O 
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por lo tanto 

xi xJ 

E [g1(x1,u1,rl] l~~/ [H/ r] -r~/ [R1< r] - (10u 1+5l 

resumiendo la ecuación recursiva quedarla como 

J (x ) 
1 1 

donde 

Solución: 

Hax 
u, 

xi x1 

1~~1P [R1> r] -r~tp [R1< r] - (10u1+5)!{ 1,
20 

.. }(u1) + 

\ 
+}.: J

1
•

1
Cx

1
-r+u

1
l P [R

1
= r] + J

1
,
1
(u

1
l P [R

1
>x

1
] ~ (2) 

r=O 

{~ 

Elcmplo 6 Muchas veces este tipo de problemas se plantean en términos de 

probabl l ldadcs de trnnslclón entre los estados posibles de etapas 

contiguas {cadenas de Ma.rkov). Para plantear el problema anterior en 

estos términos definiremos a p1 Cx1, xl+t' u
1

) como la probabt U dad de 

transición de pasar del estado x
1 

al estado x
1

• 2 tomando la acclón u
1

, 

para ser p
1
(x

1
,xl+

1
,u1) probab1lldad de t.rans1c16n, debe cumplir con las 

siguientes condiciones: 

para cada x
1 

y u
1 

fl jas 

ahora bien para deducir p
1 
(x

1
, xJ+t' u

1 
L a partir de los datos 

disponibles del ejemplo 5 1 supongase que u
1 

O, entonces la 

probabilidad de pasar a un estado x
1
•
1 

desde un estado x
1 

es igual a la 

probabll ldad de la demanda requerida 

p
1
(\,x,.

1
,0) = P [R

1 
= x

1 
- x

1
"] = P [R

1 
~ r] 

s.a. 
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cuando el estado resultante x
1
•
1 

es cero puede ser que la demanda haya 

excedido a la oferta, por lo que se tiene que 

resumiendo se tiene que 

l 
P [R1 = x1 - x1 •l) 

P [R
1

;o x
1
) 

o 

si 0 < X :S X 
1•1 1 

si x 1+1= O y x
1

ii:: O 

en otro caso 

nótese que p
1

Cx
1
,x

1
.,

1
,0) cumple con las condlclones 1) y 2), ahora bien 

si u
1 

> O de la ecuación ( 1) se tiene que xt+t x
1 

- r + u
1 

despejando a r tenemos que 

tomando probabilidades se obtlcne 

por lo tanto 

sustituyendo en la ecuación (2) se tiene que 

"1 xi 

J (x )=Max 
l 1 ul 

1~~1 P [R1" r) -r~1P [R1< r) - CIOu 1 +5ll¡ 1 ,~· ... )Cu1) + 
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o bien 

J (x )=Max 
l l u, 

kl >el 

1~~1 P [R1• r] -,~,P [R1< r) - oou,1+5lI 1,, 2 , •• l·cu 1 l + 

., 
+E J,,,<x,- r + u,l P,cx,. ex,- r),0) ~ 

r=O 

la condlclón de frontera está dada por el vaJor de rescate de los 

tanques J
0

(x
0

) ; 8x
0

. Los cálculos para este problema son muy extensos 

para poder consignarlos aqul en tablas, pero la pol ltlca óptima de 

claborac16n de las órdenes se muestra a continuación: 

semana estado a.cclon 

xi ul 

o 2 

xi "1 o 

2 o 5 

"• "1 o 

3 o 5 

l 5 

2 4 

x, "3 o 

o 3 

2 3 

3 2 

" " 4 o 
l 

5 X "o o 
1 

6 x, "o o 
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En seguida se presenta le. solución obtenida por el paquete CSUDP, la 

cual es idéntica a la solución que se acaba de presentar. Primero se 

muestra la codlflcaclón de las subrutinas STATE, OBJECT y READIN; 

después se proporciona el listad_? de soluciones. Por cuestiones de 

espacio se enl lstan únicamente los p1·Jmcros cinco estados de cadn .. etapa 

pero, en realidad, el número de estados considerados para el proceso crt: 

solución, los muestra el paquete en l lstudo correspondiente. 

SUBROUfJNE STATE 

COH!-1'.JN/ONEDWX, XI, U, F, I, J, K,L, R,PNALTY 
XI = X + U - R 
IF (R.GT.X) XI = U 
llEíURN 
END 

SUBRO\If !NE OBJECT 

COH!-()N/ONEDWX, XI, U,F, l ,J, K, L, R, PNALTY 
COHMJN/DATO/IN 

C •• OONDE NI ES EL NUMERO DE E:fAPAS 
IF (R.LT.X) TllEN 
F = !B. •R - (X - R) 
IF (I.E:Q. !N) F = F + s•rx - R) 

ELSE 
F = 18. •x 

END IF 
IF (U.GT.O) I' = F - r10.•u+s1 
RETURN 
END 

SUB RO Uf !NE READ IN 

COMWJN/DATO/IN 
REWIND 5 
READ (5, IOO)IN 
WRITE (", 200) IN 

100 l'ORHAT{/, 45X, IS) 
200 FORMAT(/,' NUMERO DE ETAPAS', IS,/) 

RETURN 
END 

106 



Tltle PROBLEMA DE INVENTARIO ESTOCASTICO 

l Dimensional Problem 

Maxim1zat1on Problem 

Objcct l ve Is Summallon Type .-
Stochast!c Optlmlzatlon 

Problem Assumed Non-Invertible 

flrst Tle Va!uc Takcn 

Spl lc!ng wll l not Occur 

Number of Stages = 6 ........................................ 
Intcrval far X ~ 1,000 
1 nt crval for U = l. ooo-........................................ 

Rlsk Leve! for XHIN(l+I) 
Rlsk Leve! far XHAXCl•l) 

.0000 

·ºººº ........................................ 
Stochastlc Analysls - Random Variables and Probablllties 

.000( .300) l. 000( .300) 2.000( . 400) 

2 .000( .500) l. 000( .500) 

3 .000( .300) l. 000( .500) 2.000( .200) 

4 .000( .100) l. 000( .200) 2.000( . 400) 

5 .000( .100) l. 000( .200) 2.000( .300) 

6 .000( .500) 1.000( . 400) 2.000( .100) 

Upper and Lower Bounds on X(l+l) and U(!) 
-----------------------------------------

XHIN( 1) XHAX(I) UHIN(I) 

1 ·ºººº 5.000 .0000 
-2 ·ºººº 10.00 ·ºººº 3 ·ºººº 15.00 .0000 

4 ·ºººº 20.00 ·ºººº 5 ·ºººº 25.00 .0000 
6 .0000 30.00 .0000 
7 ·ºººº 35.00 
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3.000( .300) 

3. 000( • 400) 

UHAX(I) 

5.000 
5.000 
5.000 
5.000 
5.000 
5.000 



Optlmal Pollcles 
----------------............ 
• Stage 6 • . . 
············ 

X( 6) ·ººººº 1. ºººº 2. ºººº 3.0000 4.0000 5. 0000 

U(X( 6) .00000 ·ººººº .00000 ·ººººº . 00000 . 00000 

F(X( 6) . ººººº 12. 500 20. 600 27. 600 34. 600 41. 600 

Optima! Pollcles 
----------------............ 
• Stage 5 • . . ............ 

X( 5) ·ººººº 1. ºººº 2.0000 3. 0000 4. 0000 5.0000 

U(X( 5) ·ººººº ·ººººº ·ººººº ·ººººº . 00000 .00000 

F(X( 5) ·ººººº 17.350 32. 960 45.630 54.160 60. 600 

Optima! Pollcles 
----------------............ 
• Stage 4 • ............ 

X( 4) . ººººº 1. 0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 

U(X( 4) 3.0000 3.0000 
3. ºººº 2.0000 .00000 . 00000 

F(X( 4) 10.630 27. 583 42. 233 53.132 65.031 76.132 

Optima! Po! !eles 
----------------............ 
• Stage 3 • . . ............ 

X( 3) ·ººººº 1. ºººº 2. 0000 3. 0000 4.0000 5.0000 

U(X( 3) 5.0000 
5. ºººº 4.0000 ·ººººº .00000 .00000 

F(X( 3) 21. 132 35. 862 46. 442 56.673 67.622 78.082 
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Optima! Poi !eles 
----------------............ 
• Stage 2 • . . ............ 

X( 2) .00000 l. 0000 2.0000 3.0000 4.0000 S.0000 

U(X( 2) 5.0000 .00000 .00000 . 00000 ·ººººº .00000 

F(X( 2) 23.082 36. 997 48. 652 58.057 67. 647 77.352 

Optlmal Poi !eles 
----------------............ 
• Stage 1 • ............ 

X( !) ·ººººº 1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 

U(X( !) 2.0000 ·ººººº .00000 .00000 .00000 .00000 

F(X( 1) 23.652 39.556 53. 827 64. 712 74. 072 82.623 
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CONCLUSIONES 

En este trabajo se ha presentado una herramlenla importante de 

optimlzaclón: la Programación Dinámica. Se analizó su estructura 

general, describiendo sus coi'nponcntes y poniendo énfasis en su propiedad 

recursiva, que, como se observa en los ejemplos desarrollados, reduce en 

gran medida el esfuerzo computacional de problemas de tipo combinatorio. 

También se destacó lo adecuado de seguir un procedlmlenlo ordenado para 

el planteamiento de problemas, pues de esta forma se ldentlflcan con 

mayor fac1 l ldnd sus componentes para definir la función recursl va, con 

la cun.l se real izan los cálculos. Aqul es importante destacar otra 

propiedad de la programación dinámica, que es la de ser lntul t l va, es 

decir, para resolver un problema por este método necesitamos, 

preponderantemente, 11 echa.r mano" de la intuición y no de estructuras 

matemá.tlcas elaboradas. 

Otro punto desarrollado es ver cómo la estructura de l&. programación 

dinámica se adapta muy bien a problemas que tienen incertidumbre en su 

sistema, mostrando asl la versat1 l ldad de este modelo, sobre todo, 

porque puede combinarse con otras herramientas como se mostr6 en e 1 caso 

de las cadenas de Markov con ganancias, en donde es útil para buscar 

politlcas de ganancia óptima. 
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Posteriormente se presenta el paquete CSUDP. que permite resolver 

problemas de programación dinámica de manera general. Se describieron 

las caracterlstlcas del paquete y el modo de aplicarlo a problemas 

prácticos. Se pudo observar que el paquete es poco atractivo en su 

presentación y compllcado en su uso, en comparación con otros paquetes 

slffiilares de modelos de óptlmizaclón diferentes. Pero no se le puede 

descal iflcar por esta circunstancia, dadas sus caracterlsllcas de uso 

general dentro de la programación dinámica, ya que paquetes de este tipo 

no abundan. Por último se proporcionaron algunos ejemplos de aplicación 

que ilustran lo.s posibilidades prácticas de la proeramación dinámica y 

del paquete presentado en esta tesis. 

Con lo expuesto en este trabajo, vemos que la programación dinámica es 

una herramienta importante de la lnvesl1gac16n de operaciones que debe 

tomarse en cuenta en la solución de problemas dlná.micos. como pueden ser 

los problemas de control. Aunque la apl 1caclón de la programación 

dinámica a problemas reales es escasa, considero que- esta técnica puede 

popularizarse más, conforme se difundan paquetes generallzados de 

programación dimimica, como el pres.entado en este trabajo, o bien, 

porque se presente combinada con otros métodos como son: el de 

ramificación y acotamiento (Branch and Bound) y el de la programación 

dinámica Incremental. 
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