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CAPITULO l. 

1 , l lmlODIJCCI OH. 

l. l. CONSIDERACIONES GENERALES~ 

Un caso particular y de gran interés en el análisis de vibración 

forzada en medios continuos, lo representa el estudio del efecto producido 

por el paso de cargas vlaJando a través del claro de vigas. Los tipos de 

carga y condiciones de apoyo en la vlga son de diversa. naturaleza, stn 

embargo para una apllcaclón practlca lnmedlata enfocaremos nuestra 

atención a una carga concentrada que vlaJa a velocidad constante, a lo 

largo de una visa 5lmpleaente apoyada. Ver flg. ( 1.1. 1). 

El estudio de cargas m6vl les se lnlcia en el siglo XIX con la 

construcc16n de puentes ferroviarios, surgiendo asl uno de los probleaas 

Ingenieriles tlplcos de estructuras bajo acciones dlné.alcas. En esa época 

se establecieron dos puntos de vista de ant.llsls y dlsel\o: uno consideraba 

el efecto de la carga ~vil parecido al de Impacto f el otro establecla 

que el paso a gran velocidad de una loco1K>tora a través de un puente, no 

peraltia el tJeflPO sufJcJente p•r• la deforucJón coapleta de la 

estructura. 

Teórlca.J1ente 1 el proble11& de cargas dlnAllllcas en puentes rue atacado 

para el caso en el que la usa de la viga &e consideraba pequen.e.a 

co111parada con la 118.Sa de la carga viajera. La soluc16n aproximada original 

se debe a R. \Jl 11 ls ( 1849) y unos de los primeros experimentadores en estE: 

cupo fueron Sir Ceorge Stokes (1849) y H. 21-rmann (1896). 

El otro caso extre11e. en el que la usa de la carga es pequefta 

co11pa.rada con la usa de la vtga, fue originalmente examinado para una vl-

8ª simple.ente apoyada y una carga vlaJera a velocidad constante por A. N. 

Krylov en 1905, usando el método de expansJOn de elgenfuncJones. Has 

tarde s. P. Tlmoshenko ( 1908), A. H. Lo_,, ( 1935) y N. C. Sondar 

1 Reí.f6) 1 P•rl.19, pp.UB-tl9 1 rar.181 1 P•rt.1 1 pp.3 .. 10, t11it.(ISJ, 

Ch•p,4, pp.363-365, 



( 1954) resolvieron este caso con la ayuda de funciones de Green y con 

ecuaciones Integrales respectivamente. Posteriormente, en 1908 y 1922, 

Tlmoshenko proporc1on6 la solución al problema de una fuerza m6vl 1 

armónica. 

Hay que hacer notar que el caso que toma en cue_nta las masas de la 

carga y la viga slmulté.neamente, resulta complicado y no ful! 

resuelto sino hasta mucho tiempo después. En prliner término lo examinaron 

H. Saller (1921) y H. H. Jeffcott (1929) quienes proporcionaron un método 

iterativo, que en algunos casos dlvergia. Más adelante se presentó un 

mttodo a base de serles de Fourler con coeficientes desconocidos para la 

trayectoria de una carga concentrada de magnitud constante, actuando sobre 

una viga. Este 116todo fue Introducido por A. Schallenka.op ( 1937 l, V. H. 

Huchnlkov C 1953) y H. Ya. R;r,uanova C 19S8) quienes presentaron la solución 

a dlcho probleaa .edlante el método de ecu.aclones lntegr•les. Posterior • 

mente J. Naleszklewlcz (1953) Utilizó el atodo de Galerkyn y V. V. 

Bolotln e 1961} el método •proxilll.tdo de soluciones aslnt6tlc•s en 

cuadraturas. 

Un caso especial, auy 11 ustratl vo del estado del arte en dtsel\o de 

puentes de ferrocarril, se debe al trabajo de Sir Charles In¡¡lls quien 

utlllza un análisis arlklnlco. En octubre de 1928, ln¡¡Ils publica• en el 

reporte al Bridge Stress Coultte de ln¡laterra lo siguiente: 

.. ·,estoy involucrado en el desarrollo de un uiállsls matem.tJco 

satlsfactorlo, en el que (por medio de las evldenclas de campo) se modelu 

un problema y se ajusta con los hechos, hasta convertir dicho modelo en 

una Jierramlenta de razonable slmpllcldad y utllldad práctica ..• 

. • . El anAllsls de vlbraclón de puentes es consider11blement1 

compJJcado debido a que el golpeteo transmltldo por las ruedas del 

ferrocarrll, produce oscilaclones que se mueven a lo largo del puente. Uu 

.Rtodo poderoso y elegante para tomar en cuenta este movlmlento es el del 

anállsls armnlco ..• 

Esta teorta se utll lz6 para el análisis dlnánlco de puentes ferrovla-

2 Rer. 11s1 , pp.:164·385. 
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rlos ante el paso de locomotoras de vapor. Toma en cuenta el efecto de ro­

damiento del ferrocarril, es decir, las oscilaciones producto del 

movimiento a lo largo del puente. Los resultados te6rlcos de C. Inglis. 

que tienen una eKcelente concordancia con los obtenidos experimentalmente, 

fueron comparados más tarde (1956) por A. H. Chllver, K. Mise y S. Kunll 

con la ayuda de funciones eliptlcas. Ademas lnglis comenta la naturaleza 

"caprichosa" del impacto, lo cual lo hace dlficll de calcular. 

Los problemas relacionados con el efecto de cargas móviles sobre 

puentes de carreteras, fueron estudiados por tratados claslcos escritos 

pcr: lnglls (1934), B. BrUcklllann (1955), Kolousek (1956),1. l. ICazel 

(1960) y L. Fryba (1960). 

En 19533 se publlc6 una nota de gran Importancia sobre el efecto 

de cargas puntuales in6vl les sobre vigas simplemente apoyadas. Se 

establecieron el máximo valor de la relación entre la deflex16n dinámica 

y esté.tlca, asl ca.a la velocidad y la posición de la carga en el claro a 

la cual ocurrlrla tal aáxl90. Sln eabargo la lmportanc la de esta 

Investigación pas6 desapercibido y no tuvo el !•pacto ni la atención del 

ingeniero de dlsel\o de puentes, debido probablemente e. la brevedad de esta 

nota técnica (menos de una pAglnaJ. 

El estudio de cargas móviles tiene aplJcaclones en el can.:;io de lb 

lngenleria Clvll de puentes ferroviarios y carreteros, puente!.. 

suspendidos, rleles, dur11lentes, grúas vlaJeras, cables, teleféricos, 

plst.as, trenes subterré.neos, túneles y tuberias. Además este enfoquu 

puede ser de gran ayuda en otras lngenlerias t.ales como Hecé.n!ca, Naval, 

Aeronáutlc1. y Esp.:iclal. 

51 se toma en cuenta el avance que han experimentado las ramas del 

transporte', tanto en estructw-as como en las caracter1stlcas de lo~ 

3 Rer.l71, ea uM nota •claretorl• sobre la deflclench del crlt~rlo 

que rlQ• el valor del .tud.o .recto, p.552. 
4 Aef. 11J 1 en dtverso• pa.i•e• del •undo •• aaté. tnvnll9ando 'I desa -

rrollando un vehículo 111a9néllc4-nle levitado. tnaa)'e• rulludoa en el -
Centro de Pruebas de lo• Ferrocarriles lactonsles Japoneses loqraron pro -
bar con éxito un sólo vehicu10, a un. veloctddd de 517 11.,.h, pp.265·271. 



vehiculos (rapidez y masa), es fácil notar la importancia y el alcance del 

tópico en cuestión, lo cual Justifica una mejor comprensión del problema. 

En un futuro inmediato no sólo se consideraran cargas m6vi les a 

velocidades subs6nlcas sino también a velocidades supersónicas, ya que 

desde el punto de vista de la investigación clentlflca se debe mantener el 

interés por el desarrollo moderno y tan profundo corno sea posible, del 

conocimiento de nuestro entorno (Rer.1e1, p.o). 

1.2. OBJU/VOS. 

Se desarrollara de manera comprensible un 11adelo aatemá.tlco que 

represente una ruerza puntual viajando a través del claro de una viga 

sl11ple11ente apoyada. La respuesta dlnblca (deflexJ6nJ se deteralna.ra. 

mediante el enfoque clásico de representac16n modal o exp•ns16n modal. El 

objetivo prlnclpal sert el de obtener la impedancia estática y dinámica de 

visas slmple .. nte apoyadas. 

Se ven. que es posible obtener una serle de noaogruas ütlles en el 

dl&et\o de slsteeas de e~te tipo. Dichos 0090gr8.IBS rerleJar;in la respuesta 

del 90delo ante variaciones de parUietros tales co11e el claro de la viga, 

geoaetrla de la sección transversal, velocidad a la que viaja la ruerza 

sobre la viga y el aaortlguutento en el slste11a.. 

Es l•portante mencionar la ventaja del ltlétodo de la expansión IDOdai 

pues permlte mediante la lntegrac16n de ecuaciones, la extensión dt­

este estudio para dlrerentes condiciones de apoyo de la viga y diversa::; 

dlstrlbuclones de carga sobre su claro. 

l. 3. CONCEPTOS. 

lfovlmlento per16dlco5• Se l laaa 110vlmlento periódico a aquel que se 

replte en Intervalos de tlempo T Iguales¡ sl este 110vl111lento se representa 

por la fwicllm x=x(t), entonces, para todo t, x{t)=x(t+T) (t19.ILJ,1l). 

s,0,1,e,e Rer.flS), pp.1~0. 



Vlbraclones~ Los movimientos producidos en un sistema elástico por la 

acción de fuerzas de excitación, se llaman vibraciones. 

Perlado r? Al tiempo T se le nombra perlado de la vlbrac16n. 

Ftecuencla8
f. El reciproco del periodo f=1'7 se le denomina 

frecuencia de la vlbraclón. 

/lovlmlento araónlco slmple~ Es la forma más simple del movimiento 

per16dlco, puede expresarse siempre en términos de senos y cosenos. En 

general, las funciones periódicas se representan por serles de funciones 

armónicas nombradas serles de FourJer~ 0 Las serles de Fourler se uÚllzan 

además para representar las funciones definidas sobre un intervalo finito 

dad.o. En la pré.ctlca, casi todas las funciones lnvolucradas en problemas 

de lngenlerla pueden representarse por serles de f'ourler (nc¡.(1.3.'2)). 

Slstem.a.s vJbra.torlos~ 1El tema de vibración trata con t:l movimiento 

oscllatorio de sistemas dináaicos. Un &lsteaa dlné.mlco es una comblnac16n 

de materia que tiene .masa y cuyas partes experimentan un 11<>vl111.iento 

relatlvo. Todoa loa cuerpos son capaces de vibrar al tener usa y 

elastlcldad, la usa es inherente al cuerpo y la elasticidad se debe a la 

resistencia al IK>Ylmlento relativo de las partes del cuerpo. El movimiento 

oscllatorlo del slsteaa puede aer desagradable, trivial o necesario para 

ejecular una tarea. El objetivo del dlsefto es gobernar la vibra.cl6n cuan­

do resulta desagradable y realzarla cuando es de ut l l lda.d 1 aunque en 

general las vlbraclones son Indeseables. 

Elementos de un slstema vJbr•torJo~ 2 Los elementos que constituyen u1, 

sistema vlbratorlo son idealizados y l laaados aasa ll, rlgldez k (constante 

d• resorte), uortlguulento e y r ... rza. de •~cita.cien rttl (I1,.0,3.>J). 

Los tres prl11eros ele•ntos describen el slsteaa. flsico. La energla se 

almacena en la masa y el resorte y parte de ella 1e disipa en el 

B.1110rtlguador. La energla entra al slateaa a travb: de la apl icaci6n de un& 

10 El •o•l•l•nlo armónico 11h1pllrlca algunos anAll•la 11\.llh:ando 

lores para represenLar dicho aovl•lent.o. 

11,1'2,13 Ref,(9), pp.1•6. 
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fuerza de excitación. 

Frecuencla natural! 3
Es una propiedad del sistema y depende de los 

valores de m y k , siendo Independiente de las condiciones iniciales o la 

amplitud de oscilación. La frecuencia natural describe la proporcl6n 

de lntercamblo de energia11 entre dos elementos, estos son la masa y la 

rlgldez. 

Sistemas llneales~s Los sistemas idealizados como masa concentrada, 

resorte lineal y amort iguamlento viscoso son llamados l lneales¡ una 

propiedad importante de estos sistemas es que siguen el prlnclplo de 

superposlclón. Es decir, el movimiento resultante del sistema debido a la 

apllcaclón simultánea de algunas excltaclones, es una combinación lineal 

del movimiento esperado para cada una de las excitaciones actuando por 

&epa.rada. 

Amortlguamlento!
8 

Caracterlstlcas deJ amortJguuJento. Todos los 

sistemas estructurales dlnUlcos tienen aaortlguaailento en algt'.ln grado, 

sin embargo el efecto no es slgniflcatlvo si la duración de la carga es 

corta y si adellás s6lo la úxlM respuesta dlnialca es de lnter6s. El 

amortiguamiento ser& de gran laportanci• sl existe un estado continuo de 

vibración. De hecho, sl se proporciona suficiente aaortiguaalento, 1&. 

vlbraclón se elimina completamente. El BJ10rtlguamlento se presenta d~ 

diversas ferinas: pérdida de energia asociad.a con desl lzaalento de conexlo­

nes estructurales entre miembros o entre la estructura y los soportes, 

en algunos casos el amortlguamlento puede deberse a la resistencia al 

movlmlcnto producido por el alre u otros fluidos alrededor de lri 

estructura. El efecto de amortJguamlento es de oposJcJ6n al movJ.mJentc 

producido por la fuerza y por Jo tanto, 11 amplitud de la respuest<J 

decrece. 

A.'DOrtJguamlento vlscoso, Para propósitos de anallsls, el 

14 Ca•blo de energia pot.cnclal a cinética del resorte y catlblo de 

eneroia cinética a pot.enclal de la •aH en el slst.c ... , debidos a un 

despla2a•l•nta de la .... dasde el equlllbrlo t'st.át.lr.o. 
15 Ref,(9), p.I. 

18 ReC.111. pp.17-18. 



amortiguamiento estructural se supone de tlpo viscoso; es decir, la fuerza 

de amortiguamiento es opuesta pero proporcional a la velocidad. Por lo 

tanto, la fuerza de amortiguamiento aplicada a una masa concentrada se 

expresa como slgue: 

fuerza de amort JguamJento = -c$t 

en donde Y es la velocidad de la masa y c es una constante . El signo (-) 

lndlca que la fuerza es siempre opuesta a la dlreccl6n de la velocidad. 

AmortJguamlento crltlco. Es dlficll obtener la magnitud del 

coeficiente c, por esta raz6n se introduce el concepto de amortlguamlento 

critico. Este es la cantidad de amortiguamiento que ell11lna co•pleta.mente 

la vibracl6n, se representa por la siguiente expresión: 

ccr· 2/;;' 

en donde k 'I •·. son la rlgldez y la aa.sa del sistema respectiva.ente. El 

concepto de aaortlguuiento crltlco es ütll ya que se puede expresar con 

facilidad la cantidad de aaortlguamlento, como un clerto porcentanJe del 

crltlco: 

VJbrac16n llbre~ 1Se produce cuando un slsteaa osclla baJo la 

accl6n de fuerzas inherentes al •ls.a sistema y cuando las fuerzas de 

excltaclón externas no existen. Las vibraciones libres describen el 

co•port!ll'lento natural o los modos naturales de vlbraclOn de un slstellll18
. 

V1brac16n forzada~ 9 
Es la vlbracl6n que ocurre debido a la exc1tacl6r. 

de fuerzas externas en el sistema fislco. Cuando la excltaclón e!> 

oscllatorla. el slsteu est6. forzado a vlbrar a la frecuencia d~ 

excl tac Ion. 

Reson.ancla~0 ocurre cuando la frecuencia de excltaci6n coincide con 

una de las frecuencias naturales del slstea. Para mantener la~ 

vlbraclones de un slstelfla no amortiguado en su frecuencia natural, no se 

17 Rttr. ( 121, pp.t-2. 

18 Es declr, .,lbraré. en un.a o~ de •us frecuencias natw-•loa. 
tQ Ref.(12), p.2. 

20 Ref,(91, pp.7•8, 
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necesita la entrada de energia. Asi, cualquier entrada de energia 

establecerá la elevación de la amplitud y la amplttud en resonancia de un 

slstema no amortiguado se incrementará sin limite. En un sistema con 

amortiguamiento, la entrada de energia se dislpa con el amortlguamlento; 

por lo tanto, la amplttud de la vibración en resonancia para slstemas cou 

•mortiguamJento es flnlt• y está determinada por la cantidad de 

amortlguamiento en el slstetlJll. 

Grados de libertad~ 1 El número de coordenadas lndependlentes 

requeridas para descrlblr el -.ovl111.lento o conflguraclón de un sistema, 

se deno•ina na.ero de grados de libertad del slste.ma. La configuración se 

define como la locallzaclón geo.m6trica de todas las masas del slsteaa. 

pJ4ca~ 2 Una placa es una lbina de 11aterial elástico la cual se halla 

en un plano. Las placas tienen rigidez a flexión coao resultado de su 

espesor y la elasticidad del uterli1l de la placa. Durante la vibración 

transversal, las placas se deforun lntclalmente por flexión perpendicular 

a au propio plano. 

C•sc•r6n~3 
Cascarón o estructura de pared delgada ea un cuerpo 

trldlmenslonal en el que el espesor es pequer.o comparado con las 

dleenslones de su superficie. Un cascarón queda. geo11Hrlca.ente definido 

por una superflcle Mdla y un espesor en cada uno de los puntos de dicha 

superficie. 

Impacto~' Se conoce coao el efecto que produce la apltcaclón súbita 

de una fuerza. Cuando se apl lea repentina.ente una fuerza sobre un cuerpo 

elástico, se produce una onda de esfuerzos que se propaga a traves del 

cuerpo. 

21 lbld••· p.25, rer.u21. p.2. 
z2 hr.teJ, p.233. 
23 hr, f 3J • pp.Z-3. 
2t Ref.(tOJ, pp.672-573. 
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Flg. (1.1.1) Cargo concentrado desplozondose •velocidad constante 

1 tr1vi1 del c11ro de un1 vlg1 simplemente apoyada. 

P
0 

m1gnltud de 11 fuerza de excltacl6n 

v
0 

velocidad consunte 1 la cu11 vl1j1 la carga P 
0 

1 • v
0

t dfst1nci1 a la que se encuentr• 11 carga P
0

, medida 

desde el 1poyo Izquierdo 

1 cloro de lo vlg• 

E ..Sdulo de Young 

1 momento de lnercl1 de 11 secc16n transversal 

"'11111 por unld1d de longitud de 11 vlg1 

Flg. (1.).1) Hovlmlento per16dlco. 
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Flg. (1.3.2) "ovlmlento orm6nfco sl~fe. 

A a~J Jtud de la oscflacl6n 

w frecuenc(a drcu11r 

·PAse""1t desplaHmlento 

Po1lcl6n de 

equ 11 J brlo 
mamu l Fuerza de est.litfco 

O excl tacl6n 
oespla~amJent! F!tl 

Flg. (1.3,3) Elementos de un sistema vi~ratorio. 

lO 
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CAPITULO l! . 

2. REVISION DE LITERATURA 'IECllICA. 

El tema de cargas movlles se aborda generalmente en la llteratura 

dedicada a la Dlné.mlca Estructural y Teorla de Vlbraclones: aunque se 

pone de relieve la importancia del tópico, los aná.llsls presentados mues­

tran carencias y falta de precls16n en el enfoque. 

El caso de una carga puntual vlaJando a través del claro de una viga 

slaple11ente apoyada, se aborda como el problema representativo de cargas 

s,vJles. Este caso es el de ~r aplicac16n prActlca (puentes de carrete­

ras y ferroviarios) y debido a la sencillez del probleaa su solución 

peralte la comparacJ6n con slsteus de .mayor complejidad. El interés se 

centra en las vibraciones y la respuesta del slsteaa se deteralna por 

»edlo de los desplazu.lentos dllli\illcos (deflexlón). La teoria que se 

presenta en este tipo de literatura se considera estrechulente ligada a un 

fenót11eno de JIOJMcto y sólo algWk>S autores incluyen correctuente lo que 

se denoalna f1ctor de ·~llflcacl6n dl1Ulca áxlmo. 

Los textos de fryb• (Rsr.t1)) 'i SoedeJ (Rer.11u) son fundamentales 

en el desarrollo de este tr&b&jo; el prlaero es un lJbro especJallzado en 

el estudio de vlbraclones producidas por cargas ll6vlles sobre cuerpos y 

estructuras, Fryba enfatiza la necesidad de coaprender meJor este tipo dt: 

probleau ya que en un futuro próxlmo su apl lcaclón será de yrovecho en la 

Ingenlerla Clvll, Hecinlca, Naval, Aeron&utlca y Espacial. Del texto dt!' 

Soedel se toaar*. el a&todo de represent•cl6n modal para obtener la solu­

ción del slsteaa en vtbraclón forzada. Este ~todo es de apllcac16n fé.cll 

y tiene la ventaja de extender el estudio a diversas estructuras. 

Enseguida se observarl que el probleu. de la carga concentrada vla .. 

Jando a través del claro de una viga se ha resuelto cualltattvazriente y 

pocos textos proporcionan algunos anAl lsls nuaérlcos. Sln e11.bargo 1 un 

estudio cuantitativo y cualltatlvo para el efecto lllU'lmo no se ha 

realizado. Dos articulas publicados en revistas especlallzadas, ref. (1) y 

rer. (7), vienen a dar un nuevo Impulso •1 estudlo de c•rgas móvlles. 

11 



Biggs26 
{ 1964) plantea la solución para el caso en donde una fuerza 

concentrada constante F vlaja a través del claro de una viga simplemente 

apoyada a velocidad constante (flg, 1.1. ll. A partir de la ecuación modal 

de movimiento con amortiguamiento A=O y para una carga concentrada, esta 

ecuación se escribe como: 

(2.1) 

en donde es la frecuencla natural del sistema, 

;
0

lx)•sen(nllXIJ) es la fwu:l6n de foroa 110dal para el n-éslllO modo y 

e, es la dlslancla a la fuerza, medida desde el apoyo lzqulerdo de la 

vlga, crvt es función del tleapo, t se alde desde el instante en el que 

la fuerza entra al claro. ta solucl6n aodal esti expresada. por 

A •A (Dl.f') 
n n•t. n 

(2.2) 

en donde A 2F 
n•t.·~ (2.2.1) 

esU. deter•lnada
28 

por ~a slsulente fwu:l6n: 

(DLF) •--
1
--Ísenll t-~enw t) 

n 1-D2/w2 l' n '°'n n 
n n 

(2.2.2) 

en do~e an = n~ es la frecuencia de excllaclOn. 

Sustituyendo la ec.(2.2) evaluada por las ecs. (2.2.1) y (2.2.2) y 

coablnando los 110dos de acuerdo a la siguiente expresl6n 

• 
'l"'r A f (x), obtenelllO& la solucl6n total para la deflexl6n: L n n 

n•I 

2F • 1 ( º• J nwx Y"-1-í ---- sen O t - -- sen "" t sen-1-. a n•l ,.,Z.g2 n '"'n n 
n n 

25 Ref, ( 4 >, B.2 "Conal&nL rorc111 1ttLh Con1hnt YeloclLy", pp.315-318. 
26 foclor de corqo dlná.ka para el •hle-.a oqulvalenle de un qrodo 

del n-é•lmo mdo, 
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Por otra parte, la solución para el caso con amortiguamiento se puede 

demostrar que tiene la siguiente forma: 

e 2fJ O cos w t + --(2fJ -o -t.1 )sen w t -~. t ( íln 2 2 2 . l] 
n n n Wn n n n n 

(2.4) 

en donde fJ/""n es la fracc16n de a.r.orttguu.lento critico para el n-éslmo 

eodo de vibrar. 

Blggs cotnctde con otros autores al aflraar que para la aayorta de 

de las visas conslder~ en dlsefto, el aaorttguaatento es pequet\o y a 

aenudo se puede despreciar, especlalaente si el Interés se enfoca a los 

primeros ciclos de la respuesta en cualquier 11edo. El autor concluye que 

la poslbllltUd de resonAncla en el slstem no es Japortante por dos 

razones: prlaero, la carga sólo ezlste para un número llmltado de clclos, 

ea decir, la duración de la carp en el primer 80do es de un aedlo ciclo. 

Por lo tanto, la condlclón de resonancia para el primer nodo seré.: 

w
1
-01, en donde "'¡9~ Y 0

1
1: ~ 

asl --1L. __!!__ 
r, l 

(2.5) 

Se¡undo, para reson&ncJa en los distintos modos, la carga debera 

desplazarse a velocidad.es extreaaduente altas. Sl despejamos v de la ec. 

(2. 5) obtenemos 

(2.6) 

Las ecs. (2.3} y (2.4} se aplican •lentras la fuerza está sobre la 

vtga. La vlbraclón lJbre ocurre después y se puede obtener utlllzando como 

condiciones tnlctales,a aquellas que llenen lugar en el Instante en que I& 

fuerza sale del claro. 

Blggs propone que ade~ de la relación entre los desplazamientos di-
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f'lámico y estático al centro del claro, también se considere la. relación 

entre los momentos dinámico y estático, ya que existe proporcional ldad 

entre la deflexl6n y el momento flexlonante esté.tico al centro del claro. 

Este autor proporciona además un estudio de vlbracl6n en puentes 

debido al tránsito de vehiculos, en los que se apllc~ la teorla expuesta 

anteriormente. Dicha teoria se utiliza respetando una serle de 

suposiciones~7 Por medio de r-esultados experimentales y teóricos , Biggs 

comprobó la validez del aná.llsls viga-puente, aunque para el dlset'!.o 

pr6.ctlco de puentes el enfoque eaplrico al valuar el factor de 1mpacto2~ 
seguirá apllcandose ya que el anillsls presentado anterloraente tiene 

severas llmitaclones~9 

Hlnklo, lloro• 1 Too30 
( 1978) presentan un anAl lsls 110dal para 

resolver la ecuación diferencial de una viga slapleiaente apop.da en 

vibración forza.di! A aanera de ejeaplo dichos autores conslcleran el caso 

de una fuerza concentrada 116vll, sobre dicha viga, con velocidad constante 

para idealizar un puente (fig.1.1.1) "I calculan las deflexlones en este 

sistema con BJ10rtlguaalento nulo "I concUclones lnlclales cero. 

ta ecuación diferencial particular del sisteaa.
32

, para el caso de un 

slste.a continuo es 

H(U)+L(ul=F!x, t) (2. 7) 

donde M "I L ya se consideraron coso operadores dlferenclales lineales y 

F(x,t) es la fuerza de exc1tacl6n. La dcflexl6n u(x,t) ser&: 

u(x,t). r •,lxl q,ltl r .• 

27 R•f·l•l, toa•r la rl9ldU del• v19a equlvalenle a la rlQldeZ del 
pl•o 1 con•ld•r•r a61o al .odo rundaeantal vl11a-puente, ldeellzar •1 vebi .. 
culo coeo un alet.aaa de un i;rado y aplicar •I peH del vahiculo •n eu 

cent.ro ele ••••• p.32t. 
28 lbldoe, al efecto dlné.alco •• toM en cuanta como un lncra•nto de 

1• car11a viva e1t6.tlca, en función del claro del puentt, p.327. 
29 ld••· 
30 Re(. (91, "Unduped Forced Vlbratlon-Modal Analy•I•", pp. 285·288, 

:11 Reauelven 1o9 c .. 01 para laa ruerza11 concentrada, dlst.rlbulda unt­
roraeaente y concentrada ~vi l. 

32 La solucl6n coeploaentarla e• cero al el •l•\.eAA aatá en reposo, 
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la ec. (2. 7) puede desacoplarse sustituyendo la ec. (2.8} en la ec. (2. 7) y 

usando las propiedades de ortogonal idad33 , se puede mostrar que 

1 
m11 ij 11 +k11 q11 ~f F(x,tl\1

1
(x)dx=Q (t) 

o 1 
(2.9) 

en donde Q1 ( t} se conoce como la fuerza generallzada del 1-ésimo modo. 

El puente se ldealJza como una \•Jga unlfor/De simplemente apoyada de 

masa/longitud m. La fuerza concentrada F 0 se apllca en x=(=vt para 

osvt:SJ. La fuerza Q
1
(t) de la ec.(2.9) es 

o, a (r.6(x-vt) h ( vt )dx 

para ostsJ/v 

para t>llv 

La solución particular se obtiene par .,dio do la Integral de 

convoluc16n. As!. para OstsJ/v, q
1 
(t) para el 1-l!tslw.o 1raOdo es 

q {t)•--
1-J' (F ,,j2' sen 

17' )sen w¡t-tl dt 
1 •11""1 o 

V'2 'º 1 [ ) •---- --- a sen w t-c.i sen a t aJw 2 2 1 1 1 1 
1 a -c.i 

1 1 

(2.10. 

en donde a
1
•1•v/l . Sustituyendo la ec. (2.10} en la ec. (2.8) obtenemos 

u(>c, t}za'r ~Jo --1--(a sen u t-w sen a t)sen 
1

"
1

x (2. llJ L •w 2 2 1 1 1 1 
l•l 1 a -w 

1 1 

YoUerra34 ( 1965) en su estudio de vtbraclón de sJstemas continuos, 

utlllza el m6todo de ané..llsls arimnlco para obtener la respuesta de urut 

viga uniforme a una carga concentrada 116vl 1. Considera una vtgtt 

33 Ver ec.IJ.t.t.111 y el punto J.2.1 "Orto9on•lldad entre fW\Clon .. N, 

Jt Rcf, C 15J, Chap,•,"Vlbrttlol'la of ContlnllOUS S1•h•"• pp.:>BJ•m. 
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simplemente apoyada de longltud L y de rigidez a la flexión El. Las 

condlclones lnlclales en un instante t, son: 

wlx,Ol= ~~ lx. Ol=O 

Para determinar la respuesta de la viga sujeta a una carga externa que 

varia armónica.mente con el tlempo, se utlllza la expreslón35 

plx, t) • p(x) sen(..,t) (2.12) 

El método de anál1sls araPnlco consiste en expandir la función p(x) 

en una serle de Fourier y determinar la respuesta de la vlga para cada una 

de las componentes arll6nlcas de p{x, t). 

51 se considera el caso de una carga concentrada P 
0 

avanzando a lo 

largo de una viga, con velocidad constante v 
0 

(flg. l. l. 1). En el Instante 

t la carga P
0 

esl~ a una distancia a•v
0

t medida desde el apo~o Izquierdo, 

entonces la distrlbuclón de carga en este instante puede representarse por 

la ser le ar.tinlca: 

2P • r ] p{x,tl•T [sen n~ sen ru.i
0
t 

n•l 
y la respuesta39 de la Viga sin aaortlguamlento seré.: 

sen -L- [ w0 ) 2PL
3

m nwx [ ) 
w{x, t, )•--,-º- L ----:"'""-,:-- sen WJ0t- "ñW-", sen n

2
w1 t 

• w El n•l n'-[ :: r 
••• en donde w

0
=-L- .... 1 ;1 (+r 

(2.13) 

(2.14) 

Volterra37 plantea el probleM de v1brac1ón en una via de 

ferrocarrll, que es la continuación del estudio de cargas móviles sobre 

36 lbldea, J.6 "Appltcallon ol Trl9ono•trlc Serle• lo lho Sludy or 
Derlecllon or Bea11•", pp.29--JS. 

38 lblde•, "er ec.14.7.9), p.367. 

:J7 Olro• co•o• de ruerias 11Ó'ttlos qU6 estudia t51 !!utor •on le Cfll'Q4 

unlroraeiaente distribuid• y un pulso concentrado, vlaJando a tra.véu del 
claro da una Ylqa slmplemonte apo)lada. 
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vigas slmplemente apoyadas. Para el caso de una fuerza concentrada 

moviendose con velocidad constante a lo largo del riel, S. Tlmoshenko 

determinó la velocidad critica, es decir, la rapidez a la cual la 

deflexión de un riel bajo una carga se convertirá en infinita. La vla de 

ferrocarril se ldeallza como una vlga de extenslón lnflnlta y de rigidez a 

la flexlOn El constante, descansando sobre un suelo ell\stlco38• Asl, la 

velocidad crttlca que obtuvo TlmoshenJco, se representa por: 

• 
V ,/ 4E!k 
cr •2 

(2.15) 

en donde k es el módulo de la claentaclOn y a es la aasa por unidad de 

lon¡l tud de la viga. 

La deflexl6n esttt.tlca 116Xh1a es cw .. ,J ... ~ PPl2k y la deflexl6n dl -

ntt.alca ..UCI• es 

(w ) 
(W ) • --ª-'-º-ª-ª-

din-. ¡y-
11-~--

vª 
cr 

(2.16) 

en donde P es la carga externa concentrada movlendose con una velocidad 

constante v 
0 

y 

Volterra hace notar la dlscrepancla entre los resultados obtenidos. 

por medio de este anál tsts y los que se obtuvieron experimentalmente. La 

razón, segím dicho autor, se debe a que teOrlcamente la vta de ferroco.rrl l 

se consideró apoyada conttnuaaente y sln embargo, esto no se cWllple en l& 

real ldad ya que la \'1.t no desc.;.nsa dJrectatDente sobre el balasto, sino 

sobre los durmientes. Por lo tanto, hay una oscl laclón vertical de la 

carga que se produce por el movimiento de dur11lente a durmiente, la cuaJ 

no conslderó Tlmoshenko en su anállsls. 

:.19 Aef.1151, E. Winkler desurollÓ lo l11orlo de flairl6n de vlqu d1111-

~en:>tllndo :sobre una chcnl4clÓn elé.sllca continua. Ltll rucctén iior unidad 

de J onQ J l ud 11c repr,.aenla "ºt kw, en donde w e11 1 a deíle.11 ón y ir. Cio un. 
canslanle l la11oda módulo de 14 cl11enlacl6n, p.'.J74.. 
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Soedel 
39 

( 1981} apl lea la función de lnf Juencla dlná.mlca en medios 

continuos. para resolver el caso de una carga puntual viajando sobre un 

cascarón cllindrlco simplemente apoyado. La ventaja de la función de 

lnfluencla dlnámJca•
0 

en el anállsls de estructuras, es que una vez que la 

función de lnfluencla de la estructura se deflne, entonces una comblnaclón 

lnftnlta de cargas pueden tratarse mediante un proceso de integración. 

La funcJón de lnfluencla dJnámlca de un ce.scarónu describe la 

respuesta de cada punto del cascarón, a un impulso unltarlo aplicado en 

otro punto. En el caso de vigas vibrando transversalmente, la función de 

ir.fluencia es unldlrecclonal. Esto es, el l•pulso unitario se aplica en la 

dirección transversal y la respuesta es en la 11lsr.a dirección. 

Para ta apllcacl6n de una carga puntwil vlaJando a travh del claro 

de una viga slepl .. ente apoyada, se utilizara la funcl6n reducida, 

desarrollada para un cascar6n clt lndrlco, que es : 

J
t. -a.et-te> e e e 

l•(t)• 
0 

e sen 1.<t-t )sen at dt 

e • (( sen 7 t+a cos 7 t)-a cos cxt-~ sen cxt (a +YJ )+ [[ 
-a t ) 2 2 

Ir k k k k k kk 

39 Aof, ( 11), Chap.11 "The Dynulc Jnflu.nce 1Creen 1•) runcllon", 
pp. 228 ... 213. 

tO Jblde•, a e•te llpo da funclon•e u le• deno•ln. funciones de 
Green, p•r& este c•eo •• conoceré. como la ftmelÓn de Green dln6..lca del 
c••c•rÓn 1 p.2JO. 

41 Jblde•, uno de lo• prlaero• en utilizar ••l• técnica fue Collls 
qultn calculó lo re1pues\.a de un cosc•tÓn • Wl4 ondo vhjcr• i;to pro· 
•IOn, p,2:19. 
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en donde: 
knv 

<t=-1-

ª1c = c;kwlc 

~k = a.-1. 

TJll a a:+rk 

Por lo tanto la respuesta42 
para la viga con amortlguamlento será: 

(2.18) 

2F 
en donde A

0 
= ril't k 1 , F=magnltud de la fuerza e 111; ( t) esté. dada por la 

ec. (2. 17). 

Del denominador de la ec. (2. 17) se observa que 1:::1. resonancla13 

ocurre cuando Q.sJ
111 

, entonces todas las velocic1ades 

Jw, 
V•--

00 
(2.19) 

deben evitarse. Lo anterior puede verse por 11edlo de los perlados; el 

tleapo que toma. la carga móvll para atravesar el cilindro es 

T • ..!:..._ 
V 

(2.20) 

Ya que T11 ~: ce.a 11 es una frecuencia de excltac16n, su perlado 

r.·+ r c .. 1,2,0, .. 1 (2. 21) 

Esto slgnlflca que sl la carga tarda T segundos para atr-.ivesnr el 

clllndro, los perlados posibles de resonancia son 2T, T, (2/3Jr, (2/4}T, 

etc. 

Un punto interesante, entre otros, en el texto de Soedel lo representa 

el siguiente enunciado : la •pUcacJón súbita de una carga esté.tlca en un 

medlo contlnuo. produce en el HmHe dos veces la magnltud de los 

t.2 Soed11 I deno•IM sl11l11-• reducido• • lu plM:1111 1 •ni l lo•, vl9as 

y barroa. El enfoque para e•los •lolll-• e• parecido •I de c .. carone11. 
tJ Ver capllulo tr, e:cs. (2,51 y <2.B.J. 
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esfuerzos que se presentarlan por la apllcac16n gradual de tal fuerza. El 

primero en establecer este valor fue Krylov en 1898 Crer.<11>, e.e "Step 

and Impulso Responso, pp.210·212). En su momento oportuno, se mostrará la 

lmportancla fundamental que este l lml te adquiere. 

Fryba 44 
( 1972) considera dos lineas que pueden ~egulrse al real1z~ 

el examen teórico de sólldos 'I elementos sujetos a cargas móviles. En la 

primera, la exp•ns16n de serles se utiliza para elementos de longitud 

flnlta y proporciona soluciones relatlvuente fé.clles, aunque para 

velocidades mu'/ grandes se tienen problemas de convergencia. La segunda 

linea se aplica a sólidos 'I elementos de grardes dlmenslones ( longltud 

lnflnJta) y considera sólo la vlbraci6n estacionarla del cuerpo. Este 

llétodo tiene la ventaja de proporcionar Wla solucl6n en forma cerrada, 

aunque en muchos casos complejos dicha solución se dlflculta. 

La aayoria de los problemas que plantea Fryba son resueltos por méto­

dos de ecuaciones Integrales. Para las coordenadas en el espacio se utlll­

za la transformac16n de Fourler y para las coordenadas en el tle•po se 

aplica la transform.tcl6n de L•place-Carson. 

En el análisis que fryba realiza de una viga slapleilente apoyada 

sujeta a una fuerza .Ovil (flg. 1.1.1), adopta las siguientes suposlclo· 

nes (Aar.<e1, p.p.13-H) 1 

A·) El comportamiento de la vlga &e describe por las ecuaclone~ 

diferenciales de Bernoulll-Euler; la ley de Hook.e, la hipótesis de 

Navler y el principio de Salnt-Venant pueden aplicarse. La viga tie­

ne una sección transversal constante y una masa constante por unidad 

de longitud. 

B) La masa de la carga 96vi 1 es pequel\a. co•p&rada con la de la vlga; 

esto significa que no se consideran los efectos gravltaclonales de 

la carga. 

CJ La carga se mueve a velocidad constante, de izquierda a derecha. 

0) El uortlguaAlento de la viga es proporcional a la velocidad de 

vibración. 

4. Ref. (e 1 1 CMp. 1, pp.13·32, Chap. 2, pp.3l•43. 
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E) Los cálculos se realizarán tomando en cuenta que para una viga 

simplemente apoyada la deflexi6n y el momento flexionante en los 

extremos son nulos, además la viga está. en reposo en el instante en 

que arriba la fuerza. 

Entonces, el problema se describe por la siguiente ecuacl6n: 

EJ av'Cx,tl +µ av
2

Cx,tl +2µw Bv(x,t) •6Cx-ct)P 
ax' at2 

b at 

Las condlclones de frontera son 

v(O, tl-0 

B
2

vCx, t l 1 -o 
8x2 x•O 

y las condlclones lnlclales 

v(x,Ol-0 

en donde: 

v(l, l)-0, 

2 

~1-0 ax2 x1:1 

Bv(x, tl 1 -O 
at , .. 

(2.22) 

(2.22. ll 

(2.22.2) 

v(x,t) • deflexl6~ de la viga en un punto x y tiempo t, oedlda desdo 

la posición de equll lbrlo. 

E • 116dulo de Young. 

J • 110mento de inercia constante de la sección transversal de 

la viga. 

µ • usa constante por unidad de longltud de la vlga.. 

ub • frecuencia circular de amortlguaalento de la viga. 

P w fuerza concentrada de magnitud constante. 

l • claro de la vlga. 

e :e rapidez constante de la carga viajera. 

a(xJ se le llaa FuncJ6n ( lapulso, tallbJén delta) de Dlríilc, que en 

nuestro caso expresa la carga concentrada como slgue 

P(x, tl•d(x)P (2.23) 

Las propiedades de la delta de Olrac 1 se expresan por las siguientes 

relaciones: 
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e ó(x) dx = l 

r.:ó(x-al f(x) dx=f(a) 

para ~<a<b 

para a<~<b 

para a<b<~ 

(2.24) 

(2.23.2) 

Las relaciones fundamentales de fourler para la transformación de la 

integral del seno son 

-J' Jmc VCJ,tl- v(x,t)sen-
1
- dx, J•l,2,3, ... 

o 
2 m J 

v(x, t l•¡[ V(J, t )sen-T-
J•l 

(2.24) 

Utll Izando las condiciones de frontera y las propiedades de la 

función de Dlrac y •ultlpllcando cada t6ralno de la ec. (2.22) por 

sen(J•x/1) e integrando con respecto ax entre O y 1, obtene.as 

•• ~ V(J,t)+µV (J,t)+2µwV(x,t)•Psen J•c
1
t 

¡• b 
(2.25) 

en donde la frecuencia clrcule.r del J-éslmo 110do de vlbrar de una viga 

sl111plenw:nte apoyada es 

,} i=~ ....!::!_ su correspondiente frecuencia natural es 
IJl ¡• µ ' 

f .~.A [ ~ ]'12 
IJl 2• 21 2 ~ 

y la frecuencia circular se denota por 

•e --r-
Utll1zando las expresiones anteriores, la ec. (2.25) se convierte en 

•• • 2 p 
V (J, tl+2w•V CJ, tl+w

111
V(J, tJ=µsen!Jwtl (2.261 

Apllcando el método de Laplace-Carson a la ec. (2. 26) y utl llzando la 
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ec. [2.24) obtenemos la soluclón para el caso en estudio (t:sT) 

" 1 [ vCx,tl=vJ -~------~- J'cJ2-.,2Jsen Jwt-
J=t J' lJ2 CJ 2

-ct
2

l+4.211
2

] 

Ja[J2u2
- .. • l-211

2
) 

cJ'-ll2i ,,. e b sen w;JJt-2Ja¡J cos Jwt-e b ces c.i~ 11 t] sen~ 
-w t ( -w t J 

[2.27) 
en donde 

T 1/2 

".-"'-. __ e __ • _1_11_ = .s..!_(.l!..._) • _e_ 
"'111 2 f111 1 2r • EJ ccr 

w 12 112 

11 = -·- = i__[~J = -"-
CJ(1J •ª EJ 2• 

son parállietros adlmenslonales caract.er1stJcos del efecto dL! rapidez (a.) 'I 

el efecto de 1UDOr!J¡¡ualen!o [/J). Adelllls: 

T
111 

• l/f
111 

es el Pl'lMr periodo de vibración libre. 

T • lle es el tiempo en que la fuerza atraviesa. la viga . 

• [ EJ )'"' e s 2f J=-, -- es la velocidad critica. 
cr CU ~ 

ó • w/fco es el decre11ento logarltalco del amortlgua.mlento del 

slste11&. 

PJ 3 2P 2PJ3 
v

0 
• ~ íl ---;;¡- = •tEJ en donde v

0 
designa la dcflexl6n en 

jJ ( 1J 

la mitad del claro de la vlga, cargada con una fuerza está.tlca 

P en el punto x•112. 

La frecuencia circular de una viga aaortiguada para el caso 

subcr 1t 1 co es 1 

Fryba analiza los casos especiales en los que lntervlenen el valor de 

los paré.metros ex y fJ, estos son: 

al Caso está.tlco Cct~OJ. 
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b) Caso sJn amortJ¡;uamJento (/!=O; a+J, a=n). 

e J caso arort J¡¡uado 

SubcrltJco (afJ, ~<l;a=n, ¡¡el). 

Critico (/l•ll"=n2l. 

Supercrltlco (/l>llcr). 

Las ¡r6.ficas de fryba. ilustran el efecto de a. y 13 en la respuesta 

vura,t.J/v
0 

• en función de la poslc16n de la carga (ct/J). Los valores 

para o: son O, 0.5, 1 y 2 y para 11 0,0.1. 1 y 2. Con respecto a cada uno <le 

los casos anteriores, se proponen sl11pl1flcaclones de la ec. (2.27). 

fryba concluye que el aaort1guaalento no es de gran l•portancla¡ en 

cuanto a la rapidez. para el caso de veJocJd.ad subcr1t1c•, a.<1 1 la 

defleirl6n láirJ... ocurre en la altad del claro de la Ylp y se produce 

cuarulo la car¡a está alrededor de este punto. Para el caso supercr1tlco, 

~1. el M.>c:lJJtO ocurre ha.ata el Instante en que t=T, es decir, cuando la 

fuerza 116vll sale de la viga. 

Fryba observa que la de( le:z16n dll&lrlc• IZIU'Ju esté. asociada con 

valores de a; entre O. 5 a o. 7, para aa¡nl tUdes mayores de « nota que la 

d~I Je:d6n t1ende rl.t.pldaaente • cero y que para valores iaenores de a, la 

def JexJOn es prM:t 1eamente tgual a la del 1exl6n estlitlca. 

Referente a su apllcac16n a. puentes, el autor explica la relac16n 

entre el análisis de cargas vla.Jeras sobre vtgas y puentes ferro'llarlos 'i 

carreteros. Hace notar que los puentes general.ente están slapleaentt 

apoyados, tienen una aasa aucho llAs grande que la aasa del vehlculo ~ °' 
muy baja su prlmer rrecuencla natural. Por lo tanto los efectos de los 

vehlculos pueden re-.plazarse por los efecto& de las cargtLS vlaJeras. 

Tomando en cuenta que para puentes con grandes claros eJ 

amortiguamiento es pequel\o, la siguiente rorzula pue<le utilizarse con 

fines prl!ctlcos pues proporciona satisfactoriamente la deflex16n dlnamlca 

(2.28) 
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En un apartado de su 11bro15
, F'ryba compara la fórmula {2.28) con 

resultados experimentales. Este análisis slmpllflcado muestra la valldez 

de la teorla expuesta anteriormente. 

Adeús el autor dedica un capituloce al coeflclente dlnámlco, que en 

la pré.ctlca se define como la relación de la deflexlón dlné.mlca mé.Xlma a 

la deflexl6n estática en la 111.l taG del claro de la viga 

ó ll&X. vt112,t1 

VO 
(2.29) 

Ca.a en el caso anterlor co•para los resultados teóricos con los 

experlaentales, observando gran sl•llltud. 

ElchaM" (1953) hace notar la discrepancia que existe en los 

crlterloa para evaluar el UX:lmo efecto de una fuerza 116v11 sobre una vlga 

sl•ple111ente apoyada. L. E. Goodan'° afirma que la def lexJ6n /llfurJma 

dltámlc• no ocurre en el Instante en f1W! l• c•rs• sale de Ja vls•. como 

propuso Tlw:>shenko411
, slno que ocurre apro•lmadamente a tres Cu.u'tos del 

claro de b V1ga. Esto' l•pllca que el factor correcto de ampllflcac16n 

aiJJDO sea consJdera.bJemente u.yor al que aparece en la l lteratura y que 

su correspondJente velocJd.ld sea en gran medJda ll!t!nor a la denominada 

velocldad de resonancl•. 

Sl deflnl.as el factor de aapllflcaclón cono 

A • _2._ = ~f lex16n dlnámlca aUJru. · 
t.t

81 
DefJexJOn l!áxJma estátlca deblda a una carga concentrada. 

podemos obtener una expresión, conslderando sólo el prl111Cr modo, la cual 

Elchaann representa por 

A=~ sen(avt/J)-(.v/w1 J)sen(w1 tl 

•' l-(av/w1 J)
2 

15 lblde•, Part 11, pp.28•31. 

16 lbldea, Part lll "lklYlnQ Karmnlc Force .. , pp.:r.J·IJ. 
47 Re(,(7), p.562. 

4.8 Ide•. 
19 fiel, l 1J1, "ll0Yln4 Conat•nl. Forcew, pp.352·3'"~. 
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en donde v=velocldad de la fuerza constante, l=claro de la viga y w
1 

es la 

prlmera frecuencia natural de la viga. Se considera sólo el primer modo ya 

que la serle para la solución de la deflex16n converge rápldamente50
• Esta 

contiene el factor i-4
, en donde 1 denota el orden del modo. 

Definiendo las cantldades adlmensionales fl=w
1
1/v,_ un factor que varia 

inversamente con la velocidad y k=vt/l, que define la poslclón de la 

fuerza sobre la vlga en cualquier tle.mpo t. Entonces 

o 

A•~ sen nk-(n/~)sen ~k 

•' 1-(a/~) 2 

Diferenciando con respecto a k 

wcos nk-wcos P:k 

1-(w/~) 2 

Asl que para un valor estacionarlo 

•k.=2n•~f3k 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(El slmbolo n denota algiln entero). Exulnando la ec. (2.32) observamos 

que n debe ser posltlvo, por lo tanto, debe usarse el signo positivo en la 

ec.(2.33). Las posibilidades Jlés Importantes son n-0 y n=l. Tlmoshenkos 1 

estudió el caso para n-0, que implica fJ=K. Tl110shenlco afirma que para tJ=• 
y k•1, .la fuerza sale de la viga y el factor de ampllflcacl6n es t. 547. 

Este valor se usó en la literatura COllO el factor de a11pllflcacl6n máximo. 

El caso n~l, sin embargo, tiene un factor de amplJ!Jcacl6n mayor. 

caso k=2rr/h1+fl) y sustituyendo en la ec.(2.31) , resulta 

A=~ sen[2w/( 1+~/lf) }-(•/~)sen[2~/( l+~/•l] 
•• !-(•/~)· 

En estv 

(2.341 

Esta función llene como m.r1mo un valor de l. 743 para 1)=1.64w:. 

Por lo tanto la def1exl6n dlrá.mlca l!l\xlma es aproximadamente 1. 743 veces 

el valor de la defled6n esté.tlca. Esto ocw-re cuando la velocidad es tal 

SO Ibtde•, ''Pulul\1"19 force'\ ec:•. (JI, 191 y lhl, pp.350-35\. 

91 lblde•, pp.355-356. 
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que el tiempo de tré...nslto es de O. 82 veces el periodo fundamental del 

claro. El valor correspondiente de k es O, 757, lo cual s1gnlf1ca que la 

fuerza pasa aproxlrnadamente por el punto situado a tres cuartos del claro 

de la vlga, en el lnstante que la deflexl6n llá.xlma ocurre. 

Roark y Younc
62 

{1975) presentan los result~dos obtenldos por 

E1chmann
53 

y en la parte dedicada al comportamiento de cuerpos bajo 

esfuerzos dlnA.zlcos mencionan algunas caracterlstlcas del lmpacto54
• 

Resaltan la necesldad de conocer la carga de impacto para el dlsel\o de 

un miembro que deberá resistir algUn tipo de fuerza (estátlca y dinámica). 

Este dlsei\o debe toaar en cuenta que el miembro absorve determinada 

c•nt ldad de energt.. 

Cuando una fuerza se apl lea repentlnamente56 
a un cuerpo el6.stlco 

(coma por un golpe), una onda de esfuerzos se propaga atravesando al 

cuerpo con una velocidad 

v./ 386, 4E ln/s 
a (2.35) 

donde E es el aódulo de elasticidad del uterlal en l lt•ras por pulgada 

cuadrada y a es la densidad del .aterlal en libras por pulgada cOblca. 

Cuando una Viga unlfor11e elástica simple.ente a.poyada está sujeta a 

un impacto longltudlnal por un cuerpo rlgldo a:.ovlendose con velocidad v, 

una onda de esfuerzos de comprensl6n de intensidad 

52 R.r .110>, p,576. 

s:J Rer.111, p.se2. 
54 Rer.1101, t."DynHlc lo•dlng'", dlvlden en doe cet.egorl.111 9t-nerale• 

l• cerQ• de l•p•Cto: I• prl•r• considere una .... rel•llv••ente grande 
•n •ovl•l•nto lent.o 9olpe&ndo W\a v19a o barra, le enerqla clnét.lc• del 
•o•l•l•nt.o de 1• ••• H ••iaM •• convlert.e en enerqia de deforMct6n en 
la Ylq• y 1• deflntOn H parecida• I• Ht.átlce. Un caeo .. peclal den­
t.e car9• 1 9en•r•l-nl• denoaldado car9a aÚ.blt.a, ocurre cu•ndo una .noa 
que no eatá en .o•l•l•nto H llblre rep•nll~nlfl sobre la viga. [sta 
produce aproal aad ... nte •1 doble de. eefuerzoe que el de 1• c:ar·9• apl lcad.1 
9radualaent.e. CI ee9undo C•eo de car9a de l•pacto ce pre .. nta CIHndo la 

•••• de l• car9• •• lnflnlt••nte M)"Or al del •lellbro. L4s ond.45 de e111 • 

fuer;r.o viajen • t.r•vé• del ale.tiro durante el Impacto y conllnuan •ÚR 

despues del rebate, pp.18-19. 

SS lbldea, pp.S72·57:l. 
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cr • TE lb/ln2 (2.36) 

se propaga. Se puede observar de las ecs. {2.35) y (2.36), que la 

intensidad del esfuerzo es independiente de la masa del cuerpo m6vl 1 1 pero 

la extensión de la zona esforzada o el volumen del material suJeto 

simultáneamente a este esfuerzo, dependen de la masa del cuerpo móvil. 

Si se considera que los esfuerzos debidos al impacto se distribuyen 

en .todas las partes de cualquier cuerpo elástico como en el caso de wus. 

carga esU.tlca, se puede mostrar que la deformación vertical d1 y el 

esfuerzo a
1 

que se producen en tul cuerpo (barra, vlga, armadura, etc.) 

pcr el lapacto vertical de un cuerpo cayendo con un peso h, son aás 

¡¡randes que le. defor11ael6n d 'I el esfuerzo " producidos por el alsmo peso 

del cuerpo, aplicado collO una carga est•Uca en la relacl6n68 

d, ti 1 r--r¡-­
-d- • ~e l+V' 1+2+ (2.37) 

51 h•O, teneaos el caso de carsa só.blta y (d
1
/d)•(O'/t1)•2, co11a se 

considera usualaente. 

se Jbld••, p.&7S. 
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CAPITULO lll. 

3. llJDELO llATEllAT!CO. 

En este capl tul o se presenta el método de operadores con expanslón 

modal aplicado a la vlbraclón forzada de medlos contlnuos, con el propósi­

to de utlllzarso como una primera apllcaclón al estudlo de vlgas. El 

método se slmpl lflca manejando algunas expresiones del Anallsls de Fourler 

para lo cual se supone que existen las llamadas Serles de fow-Jer 

Generallzadas para cualquler condlclón de frontera. En base a este método 

se obtiene un modelo aatea&tlco que representa entre otros problemas, el 

efecto de una carga concentrada viajando a través del claro de una viga 

slaplemente apoyada.. La solución incluye el caso UJOrtlgtUdo y el caso no 

aeortl~do. Una vez que se obtienen dichas expresiones, nuestra atención 

se enfocar6. al •nlllsls 11W16rlco para obterutr el efecto m.rJAJ en el 

sistema de una carga puntual viajando a velocidad constante. 

3.1. VIBRACION FORZADA CN llCDIOS CONTINUOS. 
57 

Es de lnte~s fundaaental para la lna•nlerla. el estudio de la 

vlbraclón forzada en medios continuos¡ conociendo los clgenvalores y los 

elgenvectores es posible obtener la soluc16n forzada en términos de dichos 

ele.entos. Este enfoque se l laaa representaclOu r:>Vdal o erpanslón mod•l y 

data del trabaJo de Bernoulll en 1747. 

Las fuerzas se suponen independientes del llliOVlmlento del ccnt1nuo y 

es por lo tanto aplicable a slstena.s conservativos, cstA. es uru. 

aproxlmaclón admisible para la aa.yorla de Jos casos de vlbraclón de 111edlob 

continuos en lngenlerla. 

J. l. l. ti factor de partJcJpaclón mod.al. 

Una fuerza excitará los modos naturales de un continuo en diversas 

57JR•f,(lll, Chap.B "forc•d Vibrallons o( Shelh by Mod•I Elt~nalon" 1 
PP. 1 ae~200. 
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cantidades. La magnitud de partlc1pac16n de cada modo en la respuestJ 

total dlnámlca está deflnlda por el factor de partJclpacJ6n cx>dal. Este 

factor puede ser cero para ciertos inodos y puede acercarse a grandes 

valores para otros, dependiendo de la naturaleza de la excitación. 

En sentido matemático, los modos naturales de un ~onllnuo representan 

un grupo lnfinlto de funciones ortogonales que satisfacen las condlclones 

de frontera de tal continuo¡ este espacio funcional multldlreccional puede 

usarse para representar cualquier respuesta de la estructura. En el caso 

de slsteu.s con grados flnltos de libertad, el espacio funcional es de 

dlaensi6n finita y el númf:ro de vectores o inodos naturales es igual al nú­

nero de grado& de llbertad. Para sistemas continuos el no.ero de grados de 

libertad es Infinito. Esto significa que para el problema de equilibrio de 

slsteaas continuos trldlaenslonales, la soluc16n general para los 

desplazaalentos aer& una serle lnf'ln1ta. del slgulente tipo: 

(J.1.1.1) 

en donde J•l, 2, 3. Las variables U
1

1l son las componentes modales naturales 

en las tres direcciones prlnclpales. Los factores 110dales l]k no se conocen 

y tienen que deter•lnarse de la siguiente aanera. 

Las ecuaciones de movlmlento son de la forma: 

(J. l. l. 21 

en donde i\ es un factor de BJDOrtig\Ja.Jlllento viscoso equivalente. Este 

factor se considera lgual en las tres direcciones prlnclpales; lo cual no 

es necesariamente cierto. Debido a que los valores de amortlguamlento sor; 

notorulente dlficlles de obtener teóricamente y en vista de que se tendrá. 

un uyor valor cualltatlvo que cua.ntltatlvo (a.demás un factor de 

&JDOrtlgua.mlento uniforme ofrece ventajas en el cálculo). se decidió 

adoptar un factor de aaort1guu1ento uniforme. (Rlr.llt>, lo• operador•"' 
Ll •• deí\nan d• •cuerdo •l probl••• que 111 d11ea analizar) 

Vemos de nuestras ecuaciones de movlmlento para medios continuos, que 

al sustituir la ec. (J.1.1.1) en la ec. (J.1.1.2), resullará 

JO 



(3.1.1.J) 

Sln embargo, de nuestro anállsls de eigenvalores sabemos que 

Sustituyendo la ec. anterior en la ec. (3.1.1.J) resulta .. 
} (phl;1t +;\l]k +phw:lJ1t}U11t =q, r .• 

(3.1.1.4 l 

(3.1.1.5) 

Va que sabeaos que los modos naturales U
1

1t son ortogonales, procede -

re110s como en un •nállsls de Fourler tomando ventaja de Ja ortogonaJld&d 

de las funclones U
1
P Multlpllcuos ubos lados de la ec.(3.1.1.5) por Wl 

110do u
1
P, en donde p, en seneral, es igual o no a k y se obtiene 

(3.1.1.f) 

La cual ~n foru e~pandlda se puede escr1blr como slgue: 

(3. l. l. 1l 

(3. l. l. • ) 

(3.!.1.9) 

Swaando las ecs. (3.1.1. 1 ), (3. l. l. 1) y (3, l. t. 9 l e Integrando so -

bre la superflcle del medlo contlnuo y a lo lu.rgo de las coordenadas a1 y 

a
2

, nos quedaré. la siguiente expreslOn: 

~• (ph~ +M +phc}~ >f f (U U +U U +U U )A A del del e 
1t 1t lf. lt lit lP 2k 2P 31l 3P 1 2 1 2 

=1 ª2 Clt 

(3.1.1.10 l 
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Utillzando las condlclones de ortogonalldad, definidas por las 

siguientes ecuaciones: 

(3.1.1.11) 

en donde 

a • 
[

1 sl p;k 

•• o sl p#k 
(3. l. l. IZJ 

podemos suprimir la swnatoria68 ya que todos los términos se el1ailnan 1 

exceptuando el t6rm.ino para el cual p-k. Obteniendose lo siguiente: 

(3.1. l. IJJ 

en donde 

y con 

(3.1.1.14 J 

Asi, si toUJIOs k t6rm1nos de la o las serles de ezpansJón mod.Al como 

apro•lma.clón a un espaclo completo lnf.Jnlto, resolveremos la ecuación 

definiendo los factores de part1clpac16n modal para k funclones de 

partlc1pac16n. Las funciones que deben conocerse son las fuerzas q 11 q
2 

y 

q31 las. componentes modales Uu:' U
2

k y U
3

k y las frecuencias wlll.. Ademas 

deben conocerse la densidad de masa por unidad de superficie del medio 

continuo y el factor de aaortlguulento .\ (se estima). 

3.1.2. Condlclones 1n1c1ales. 

Dos condlctones lnlclales para cada factor 11adal de participación se 

requieren para la soluclón completa de la ec.(3.1.1. IJ)¡ estas son los 

despl•zamlentos lnlclales U
1 
(«tªi 10) y las velocidades lnlclale~¡ 

0
1
{«

1
,a

2
,0), que se deben especificar para todos los puntos del continuo. 

En muchos casos prá.ct1cos las velocidades lntctales son cero, excepto para 

50 lbldea, 5.B "The Ortho9one.llty Property oí N;1tural Kodes", 

ec•. IS.B.22) y l6,8,2JJ, p,108, 
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problemas en donde ocurre un camblo per16dlco de condlclones de frontera. 

Cuando se qulere conocer la respuesta transltorla y se especlflcan 

las condlclones lnlclales, convert lmos estas condlclones en condlclones 

lnlclales del factor de p•rt1clpac16n modal, las cuales son lJk y ~Ir.en 

t=O. De la ec. (3.1.1.1), escribiremos 

C3. l.2.1) 

y 

m 

~,c .. , ... 2.oi=I' ~.coJU,.c .. , ... 2> C3.1.2.2J 
to •• 

Estas ecuaciones deben resolverse para ~.coJ y ,j•COJ. Hultlpllcando 

la ec.C3.l.2.I) por u,.cu
1
,u

2
), en donde pfk o P"k resulta 

m 

u,c .. , ..... 01u, ·I' ~.co1u,.u, C3. l.2.3) 
p i'-1 p 

En foraa expandida, para J•I, 2 y 3 

C3.l.2.4) 

C3. l.2.5) 

C3. l.2.6) 

Suaando estas ecuaciones e integrando sobro la superficie del 

aedlo continuo 

J J [u Cu•" ,O)U +u Cu ,a .. OJU2 +u Cu•" ,O)U3 ] \A2 du1 114 = 
ª1 ª2 1 1 2 1p 2 t p 3 1 2 p 2 

.. 
\' ~.Col J J CU1.u1,•U .. U2 .. U,.U:lP) A1A2 du1 d•2 C3. l.2. 7) 

t'=rs "2 "1 

Por ortogorulldad de la ec.(3.l.1.11), ellmlnamos la sumatoria ya que 

el lado derecho de la ecuación es cero para cualquier p excepto pak. 

Entonces obtenemos: 
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en donde Nk resulta de la ec.(3.l.l.14). 

Siguiendo el mlsao procedl11.lento, resolvereDOs ~a ec. (3.1.2.2) para 

la segunda condlcl6n Inicial: 

3.1.3. SoJucJ6n de Ja ecuacJ6n del factor de partJcJpacJ6n llOdaJ. 

La ecuacló'! del factor de parllclpacl6n 90dal es la ecuación de un 

oscl lador slaple. Asl, lnterpretare110s la vlbracl6n forzada del continuo 

considerando a éste COMO compuesto de osclJaclones slmpJes, donde cada 

o&cllador consiste en el medio continuo restrlngldo a vibrar en uno de awo 

90dos naturales. Todas estas oscllaclones responden slaultáneaaente 'i la 

vlbracl6n total del continuo, es slapleMnte el re1ultado de la adición 

(superposlcl6n) de todas las vJbncJones JndJvJduaJes. 

La ecuación del oscilador slaple se resolveri por aedlo de la t6cnlca. 

de transformacJ6n de hpJace. Se obten.dr"i la solución para a.ortlguaalento 

subcritÍco59 ya que es el caso de llás laportancla en apllcaclones a 

slateaas estructurales. 

La ecuacl6n del foctor de partJcJpacJ6n rx>daJ (3.1.1. ll) puede escri­

birse cofliO 

(3. !.3.1) 

en donde 

59) Jbld••• ver c-.io critlco y •upercrlllco, pp,206·207. 
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___ 11_ 
~. 2pluJ. [3.1.3.3) 

<a se conoce como el coefJcJente de amortJguamJento modal, y es 

idéntico al coeficiente de amortigua.lento en el problema de un oscllador 

slmple. 

Utilizando la transforucJ6n de Laplace en la ec, (3.1.3.1), nos 

peralte resolver para el factor de partlclpaclón modal en el dominio de 

!..aplace: 

[3. l.J.4) 

La transformacl6n Inversa depende de si el término (1-~'J es 
2 • 

positivo, cero o negativo. El caso en que (!-~_> es posltlvo, c11ando ~.<l. 

es el 11'5 co11ün ya que ea •Y.Y d1f1c11 que un sistema continuo o discreto 

se aaortlgue arriba de tal valor. Este caso Si! deno11lna subcrltlco, el 

caso crl t Jco ocurre cuando ('
11 
•1 y el u.ort lguaml en to supercrl t leo t lene 

Ju¡ar cllando ~.>!. 

Para el caso subcrltJco [(<!) deflnl110• un mlllero real y positivo 7• 

1•""'•~ • 
[3.1.3.5) 

y la transforaaclón inversa de laplace de la ec. {3.1.3.4), nos dará el 

siguiente resultado: 

(3.1.3.6) 

La solución se expresa en la foraa de la Integral de convoluclón, ylt 

que la función de fuerza F'lt(t) es hasta este punto arbitrarla. Cuando esta 

se conoce, la integral de convolución puede evaluarse, También se podrla 
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uti llzar la transformación Inversa de Laplace de la ec. (3. 1. 3. 4), con una 

función de fuerza conocida. 

Debe notarse que las vlbraclones causadas por las condiciones 

lniclales 1 son oscl latorlas pero decaen eJCponenclalmente con el tlempo. 

Cuando la integral de convolución se evalua para una f.uerza especlflca, se 

dividirá en una parte transltorla y posiblemente en una parte estaclonarla 

s! la fuerza es periódica. La parte transitoria decaerá exponenclal11ente 

con el tle-.po. 

Un caso especial de considerable lnter6s tf!cnlco sucede cuando el 

•mortlgtUJJlento es milo. La solución se reduce a 

senwt 1 L 

~ Ctl•~ COlcoa w t+ij (Ol---•- + --I F"0CTlsen w0(t-TJdT 
111 11 ~ ti w, w

11 0 
(3.1.3.7) 

Va que Ja ma:fOr!a de las estructw-as est&n l!geruente uort!guadas, 

Ja ec.(3.1.3.7) se ut111za pera est!Mr Wla respuesta aproxluda con un 

cilculo relatlvUte:nte sl•ple. 

3. 1. 4. Vlbr•clón forzAda en plac•s
80

• 

En el caso especial de una placa, el proble&a se slapliflca para una 

soluclóii con movlalento transversal dominante co90 sigue: 

(3.1. 4. 1) 

en donde 

(3, l.4.21 

La solución para un medio con cargas en su plano, lnvoh1crará la 

siguiente función: 

so lblde•, B.t. .. Reduced Sy•lea", p,209, 
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(3.1.4.3) 

en donde 

(3.1.4.41 

Para aproxl11&clones de cascarones y placas, cuando los aodos trans -

versales son doalnantes, las ecs. (3. 1. 4. l) y (3. 1. 4. 2) se apllcan. Esta 

es una buena aproKl.acl6n ya que ¡u,.¡. ¡uª¡, ¡u .. ¡ para mod~s con 

aavl•lento transversal doalnante. 

3.1.5. VJbncJ6n Ion/MU en vJ1u
91

• 

Para la vibración transversal de wia viga 

(3, !. 5. !) 

en donde 

(3.1.5.2) 

3.2. ANALISIS DE FWRIE~. 

3.2. l. Orto¡¡omlJdad entre funclones. 

Dos funciones f
1 

y f
2 

se dlcen ortogonales en un intervalo a.sx::;;b si 

( r
1
Cxlr

2
Cxl dx~o 

Un conJunlo de funciones de valores reales ;
0

Cx), f
1
(x), ;

2
Cx} 1 ••• , 

se dlce ortogonal en un intervalo asxsb &l 

81 lbld••· p.209. 
62 R1f.(Jtl. 

r ; Cxl; Cxl dx [ aO 
• • n +o 
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3.2.2. Norma. de una funcl6n. 

Al número positivo l lt.lxl l l'•f:~:lxl dx se le llama norma cuadrada 

de fn(xl y a 

11;.txl 11=/ S: ~:(xl dX se le conoce como la norma de la función 

•n(x). 

3. 2. 2. t. Conjunto ortonormal. 

Cuando 11•.lxlll•l para n-0,1,2, .... el conjunto (;.txl) se dice 

es ortonor..al en el intervalo de definición. 

3.2.3 .. coeflclentes de fourler, 

Cualquier conjunto ortogonal de funciones (•. (x)), n=O, 1, 2, 

puede noraalizarse, esto es, puede transforaarse en un conjunto ortonoraal 

dividiendo cada fW1CIOn por su nora. 

SI (•. (x)) es un conjunto ortoaonal Infinito de fwiclones, que 

satisfacen condiciones de frontera arbitrarlas en un lntervalo ux.:1b, y 

f(x) es· una funcl6n deflnlda en el intervalo asxsb, tal que se puede 

expresar co.o la comblnacl6n lineal de los ele1>entos •n (x) como slgue: 

entonces al multlpllcar la ecuaclOn anterior por •.(x) e integrando sobre 

el intervalo de deflnlcl6n, de x•a hasta x=b, obleneaos lo slgulente: 

e r. (xJ; (x) dx + ••• . . . • 
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Por ortogonalidad, cada término en el lado derecho de esta ecuacton 

es cero, exceptuando cuando tn=n. En este caso 

rf(xl; (x) dx= c r·· (x) 2 dx 
a n n a. n 

se deduce que los coeflcientes requeridos son: 

b f. f(X)fn (X) dx 

b 

J;.(xl
2 

dx 

, n=0, 1,2, ... , 

3.2.4. Serle de Fourler ¡ener1Jlzada. 

f(xl•~ e f (xl 
~-0 D D 

(3. 2.4. 1l 

en donde 

b 

J_r<xlfn (xl dx 

11•. (M) 11• 
(3.2.4.2) 

•.<xl debert satisfacer condiciones de frontera arbitrarles, como ya 

se eapecif1c6. 

La serle (3. 2. 4. l) con coeficlentes (3. 2. 4. 21, se llama ser le de 

Four.ler generalizada.. 

3.3. ANAL/SIS DINA/llCO DE UNA VIGA SlttPLEffEl(['E APOYADA CON UNA 

CARGA PU!ffUAL VIAJANIXJ A TRAVES DE SU CLARO. 

La respuesta del sistema se deter11\nará por medio de la def1exl6n 

DáXl&a de la viga conslderandose63 un an.1llsls elAstlco. La sección 

transversal es constante ~ la rlgldez de la viga a flexión es El. La rr.a.sa 

de la carga se considera muy pequena co•parada con la 1118.SB. de la vlga. El 

amortlgUAJDlento es de tipo viscoso y la velocidad a la que se desplua la 

B:l Ye-r C.r.{*iLUIO IJ, 
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fuerza es constante. Las condiciones lnlclales y las de frontera son 

iguales a cero&t.. (Ver flg.1.l.1). 

Las ecs. (3.2.4.1) y (3.2.4.2) se pueden escrlbir65 como sigue: 

c • • 
<f(xl,;Lxl> 

<;¡xl.;¡xl> 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

en donde ck son los coeficientes de la serle (3.3.1). •
11
(x)=sen k~ es la 

función coordenada de ia viga slaple .. nte apoyada y f(x) es la función de 

carga. AdellAs, para dos funciones arbitrarlas g
1 
(x) y g

2
(x) definidas en 

el intervalo (a, b), se tendr• que: 

ULl llzando la ec. (2. 23) que e•pres• la carga concentrad& por medJo de 

l• funclón de Dlnc y la ec. (2. 23. 2) que represent• las propledAdes de 

esta tunc16n, para obtener los coeficientes teneaoa 

<f(xl,;, (x)> • (P
0

(a1x-I¡) ]90n k~ dx 

k•I; kwv0t 
:a P

0
sen-1- :a P

0
sen-1-- (3.3.3) 

en donde P
0
=magn1tud de la fuerza y ~ sera remplazada por v0t, para 

representar el 110Vl11lento de la carga a velocidad constante v0. Por otro 

lodo, 11;,(x) 11ª se obtlene86 coao sigue: 

<;,<xl,;,lxl> • (sen
2 k~ dx • + 

8& Id••• •c•.12.22.tJ y l2.22.21. 
6!1 ReC.Cttl. 
ee Dl•crepencl• y conruel6n enlre lo• dlwerso• •utor••· 
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Sustituyendo las ecs. l3.3.3) y (3.3.4) en la ec. (3.3.2) obtenemos: 

2P
0 

k1'V
0

t 
c• • - 1- sen --1 - (3.3.5) 

La función de carga se obtiene sustituyendo la ec. (3.3.5) en la ec. 

(3. 3. 1 >. entonces 

k1'Vo 
er. donde ª• =-1-

2P • kwx 
flxl • -+ r ••nl11.tl sen-¡­r .• 

De los oca. lJ.1.4.1), (J.1.4.2) y (J.J.2) se obtiene 

-~ f'. • 

(3.3.6) 

(J.3.7) 

en donde a es la masa por unlda.d de longitud. Entonces de la ec. (2. 22. 2) 

y sustituyendo la oc, (3.J. 7) en la ec. (3.1.J.6), obteno1110s: 

1 J' -a,Ct·<l 
'11 {t)•-- e e sen '1 (l-T) dt' 

k '•ª o 11. 11 
(3.3.8) 

en donde: 

~. ( tJ • factor de partlclpacl6n aodal. 

w• • / ;t (4)2

• frecuencia natural del sistema para el 
k-6slmo 110do de vibrar. 

;\ • fraccl6n del uortlgllalllento crltlco. 

(k • 2!wk • factor de &JIOrltguulento modal. 

1, = "•~ (para el coso aubcrltlcol. 
• 

Sustituyendo la ec. (3.3.5) en la ec. (3.3.8), se obtiene: 
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(3.3.9) 

Integrando esta Olt1aa ecuacl6n: 

- a ces 7 t}+ a. cos « t + l sen a tJ Íaª+~ªJ] 
11 11 11 11 • 11 ( 11 ll 

(3.3.10) 

en donde 

De la ec. (3.1.1) la deflexl6n Hr~ 

(3. 3.11) 

Pa.ra el caso en el que el amortlguaalento es cero (A-O). a
11
-0 

711•"'11. , entonces la ec. (3.3.11) se reduce a la slaulente expres16n: 

(3.3.12) 
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CAP!Tin.0 IV. 

4. ANAL!SIS NIJllERICQ, 

El siguiente estudio conslsllrá en variar los parámetros del sistema 

modelado en la etapa anterior, para ello se utlllzarán las expresiones 

(3.3.6) y (3.3.12) que representan la función de carga y la deflexl6n 

dinámica en el sistema sln aaortlguaalento67
, respectivamente. 

Los parámetros a variar son: 

A) Velocidad a la que vlaJa la carga sobre la viga (v
0
). 

8) Geo-.etrla de la sección transversal, por aedlo de la lnercla ( I). 

C) Claro de la viga (l). 

La tabla (4. J. I) muestra los valores de la longitud entre los apoyos 

de la viga. Para el anill&lc se utilizaron perfiles de acero tipo !/", con 

116dulo de elasticidad E•JO 000 000 (lb/ln2>. en la tabla (4.1.2) se prese~ 
tan las caracterlstlcas de las 1ecclones utilizadas. El rango de varla­

c16n de la i,,:elocldad .es de 1 a 100 000 (In.Is) y la carga tiene una 

agnltud P
0
•t0 000 lbs. 

Nuestro principal objetivo H obtener la respueota dlnáalca del 

sistema, toaando colk> referencia el MxlllO esU.tlco. 

Al lnlclo se probará nu-6rlcaaente la convergencia de la serle que 

representa la funclOn de carga, posteriormente se calculará la deflexl6n 

dlnAmlca del sistema para observar el comportamlenlo de ésle ante el Ca.JD -

blo de poslclón de la carga al lr viajando a cierta velocidad constante. 

La slgulente etapa conslstlri en obtener la envolvente de los 

desplazulentos dlnámlcos U.Xlmos, calculados para cada velocidad dt: 

crucero anallzada. 

87 El efeclo de ••orll9ua•lenlo H deaprecl•, lo •nlerlQr ae 
jusllílca desde el punlo de YlsLa hÓrlco, .-er capitulo 11. 

Ade•ás un análisis nusérlco que se rHIUÓ para el caso 11ubcrl • 
Llco aoslrÓ la pequefta diferencia con el caso M amort.19u.:.d;;i.. 

88 Ref.12), Chapler J ''W Shapes", Dt•en.tora And Ptoperlles, 

pp.15·29. 

43 

1 

·\ 



l
1

c1nJ. 200 300 500 800 1200 2000 

Tabla (4.1. 1l Claro "l" de la viga . 

l w . d le In•, .. 
1 1 

m 

1 36x300 36 20300 0.0647 
2 30x211 30 10300 0.0455 
3 24xl62 24 5170 0.0349 
4 33xl30 33 6710 0.0280 
5 30xl73 30 8200 0.0373 
6 2Ixl47 21 3630 0.0317 
7 21x 93 21 2070 0.0201 
8 21x 57 21 1170 0.0123 

Tabla (4.1.2) Propiedades perfiles 11. 

Una vez que se detecten los Mxl80s para cada envolvente, con su 

respectiva poslcl6n 1 tleapo y velocldad a la que ocurren, se repctlrá el 

•h110 allá.lisis para cada perfil y lona! tud. 

Finalmente se pretende enunciar una ley que describa el deplai:Rlllento 

dl~lco aixlao en el slateaa en fWlClón de la longitud, sección 

transversal y velocidad. Para esto, adoptando un criterio práctico, se 

proporc1onar"1 noaograu.s de dlsefto que representen el erecto máximo. 

4.1. ANAL/SIS D/llA/llCO DE UNA VIGA SI/IPLEHEhTE APOl'AlJA CON UN.i 

CARGA PUNTUAL VIAJANDO A TRAVES DE SU CLARO. 

4.1.1. Representacl6n de la carga por medlo de una serle deo 

Fourler. 

Para probar la convergencia de la serle (3.3.6) se utilizó un sistema 

con valores arbitrarlos, por slmpllcldad se to-6 un valor unitario de 1& 

magnitud de la carga vlaJero., el claro de la vlga es de cien pulgadas. El 
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análls1s se realiza alrededor del punto situado a treinta pulgadas del 

apoyo Izquierdo. La tabla (4.1.1.1) y las gr!l.flcas (4.1.1. I) a la 

{4.1.1.5) muestran la magnitud de la carga ante la varlac16n del número 

de coefJcJentes de Fourler "k". 

Xc lnl. 
tfaQnltud de la reapu•ala Po llb). 

lr.•10 lr.•25 lr.•50 lr.•76 lr.•100 

21 0.012 0.028 0.040 0.014 o 
22 o. 026 0.010 0.000 0.010 o 
23 0.040 -0.022 -o.oso -0.036 o 
24 0.054 -0.048 º·ººº 0.048 o 
25 0.068 -0.049 0.068 -0.035 o 
28 0.079 -0.010 0.000 -0.010 o 
27 0.089 0.065 -o. 110 0.079 o 
28 0.096 0.155 0.000 -0.155 o 
29 0.099 0.229 0.322 0.215 o 
30' 0.100 0.260 0.500 0.760 1 
31 0.097 0.235 0.315 0.220 o 
32 0.091 0.163 0.000 -0.163 o 
JJ 0.083 0.070 -0.103 0.094 o 
34 0.073 -0.010 0.000 -0.010 o 
35 0.060 -0.054 0.060 -0.040 o 
J6 0.047 -0.056 0.000 0.056 o 
37 0.034 -0.027 -0.042 -0.041 o 
38 0.022 0.010 o.ooo 0.010 o 
.39 0.010 0.034 0.032 0.020 o 

Tabla (4. l. 1.1 l Hagnl tud de la carga viajera, ante la varlacl6n 

de los coeficientes "k". 

k 10 25 so 75 100 200 'ºº 700 

P
0 

0.1 0.25 0.5 O. 75 1.0 2.0 4.0 7.0 

Tabla (4.1.1.2) Magnitud de la carga 1!16vl 1 en el punto xs30 In, 

ante la varlac16n de los coeflclentes "k". 

De estas figuras se observa que la serle converge blen hasta un 

valor de k•lOO, sl 1e au.enta el mlaiero de coeficientes, la aagnltud de l&. 

carga en X"30 Clnl tiende al Infinito, como se ve en la tabla (4.1.1.21 y 

la figura (4.1.1.61. 
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No. de coef.•10, l•lOO (in l . 
.a 1. 5 
... 

• 0.11 
N 
L • 0.3 J ... 
• -0.3 

• u 
-0.11 

u 
J .. .. -1.5 1 ' 1 

e: 
11 o 20 "'º 60 BO 100 • Dl•t•ncl• . ,. . en •l cl•ro d• 1• vlg• ( Sn) . 1: 

Flg.(4.1.1.1) Magnitud de 11 carga para k•IO., 

No. de coef,•25, 1•100 (1nl. 
.a 1.s 

• o.a 
N 
L • 0.3 J ... /\ 
• -0.3 ... 
• u -o.a 
u 
J .. .. -1 .s 
e: 
11 o 20 "º 60 90 100 • Dl•tancS• . ". 1: •n •l clero d• l• vSge ( Sn). 

Flg. (4.1.1.2) Hagnltud de 1• c1rga pare k•25. 
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No. de coef.•50, 1•100 C 1n l • 
íi 1.6 

• o.a 

" L • 0.3 ~fj ;¡ .. 
• -o.s 

. . 
• 'D 

-o.a 
'D 
;¡ .. .. -1.S 
e 

, , 
11 o 20 40 80 eo 100 • 01at.anc1a •x• ¡: ª" •l cl•ro a. l• vlge ( ln). 

Flg.(4.1.1.)) llagnltud de lo corgo pora k•50. 

No. de coef.•75, 1•100 C in l. 
.D 

1.6 
... 

• o.a 

" L • 0.3 ;¡ .. 
• -0.:!I ... 
• 'D -o.a 
'D 
;¡ .. .. -1.S 
e 

20 11 o 40 80 eo 100 

• Dl•t•ncl• .... •n •l cl•ro a • l• Ylga (lnl. ¡: 

Flg. (4, 1.1.4) "•gnl tud de la carga para k•75. 
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jj ... 

• .. 
L • ;¡ ... 
• ... 
• ,, 
'D 
;¡ .. .. 
e a • J: 

jj ... 

• .. 
L • ;¡ ... 
• 
• ,, 
,, 
;¡ .. .. 
e a • J: 

No. de coef,•100, 1•1001 inl . 
1.5 

0.11 

0.3 

-0.3 

-o.a 

-1.s 
o 20 •O &O 1!10 100 

Ol•t.•ncl• . ... en el e lar-o d• l• Yl¡¡e (In). 

10.0 

1.0 

0.1 

o.o 
10 

Flg. (~.1.1,5) "•gnltud de 11 carga por• k•100, 

1•100 linl. 

100 1000 
Nurn•r-a d• coeflcl•nt.•• "I< •• 

Flg,(~.1.1.6) "•gnltud de la carga en el punto x•30 

ante la varfac16n de los coeficientes 11 k11
• 
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Además de las figuras (4.1. l. ll a la (4.1.1.5), puede observarse que 

conforme se aumente el valor de "k", la magnitud tlende a concentrarse en 

el punto x = 30 {ln) con amplitud lnflnlla y picos de amplitud cada vez 

más angosta (ver pi coa en la. f19ur.n (4.1. l. ti • la U. l. t.SJ). 

Lo anterior se explica de la defin1c16n de la func16n Delta69, ya que 

este tipo de función tiene un Brea unltarla evaluada. en el intervalo de 

lntegracl6n. Asl 1 en el l lalte cuando el valor del ancho del pico, por 

ejemplo de la figura (4.1.1.5}. tiende a cero, la amplitud tlende al 

lnflnlto y sln embargo se debe conservar un valor finito de la norma del 

pulso e igual a 1.0. Esto es, el área bajo las curvas de las figuras 

(4.1.1.1) a la (4.1.1.5). seguirá siendo Wlllarla. 

4.1.2. Defleitl6n dlné.lllc•. 

El crlterlo para evaluar la convergencia de la serle (3.3.12) es 

parecido al que se utlllz6 en el lnclso anterior y sólo deberé. adlclonarse 

la Influencia del valor de la velocidad v
0

• 

una carga móvll desplazandose a baJa velocidad sobre el claro de una 

vlga slmple.ente apoyada, produce el alsmo efecto que esta fuerza 

producirla aplJc•d• est6.ttcaaente. Por lo tanto, para escoger el número 

necesario de coef1cientes de FourJer para deter11lnar la respuesta dlnámlca 

del slsteaa de aanera satlsfactorla, se calcularán las dcflexlone5 

dlnámlcas causadas por una carga, viajando a l ln/s para diferentef. 

valores de •k'", comparando ~stas con las deflexlones esté.tlcas 

correspondientes. 

La deflexl6n esté.tlca lll\xlaa. 70 para una carga concentrada actuando 

sobre una vlsa simple.ente apoyada, ocurre al centro del claro y se denota 

por la s lgulente expresión: 

a ~ 4BnE'l (4.1.2.1 l .... 
89 Reí.(12), Cl~p. 4. .. Tranalenl Vlbro.tlon .. , pp.79-BJ, ver en el 

Capitulo ll de uta lnls la ec. 2.2J,t. 
70 Cleclr.,t;\u·t, "Kanual de TÓra.11•• técnica•"• Repr••ent.aclonos y Ser­

c:los de Jnc;¡enlerla, S.A., México, O.r., 1Ba. ad., 1901, p.Pt. 
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en donde f es la magnitud de la fuerza, l es el claro de la viga y El es 

la rigidez a flexión de la viga. 

En general, se encontró que para el problema en estudio, un número de 

k•20 proporcionaba una aproxlma.cl6n71 adecuada. 

Para iniciar el cálculo de los desplazamientos dlnAmlcos de una viga 

::c:;:
1

;b1
1

:r;:~:: :: ~:;178~.":o: !: l:~lrc"lae:=;~7; 1

;:~ E:t:~l:~ 
del claro de la viga estt etiquetado como 15•1200 In, la magnitud de la 

carga aplicada es P
0
•10000 lb y las velocidades del anal !sis son v0 1. 

100, IOOO, 2500, 3500, 5100 'I 10000 !nis. 

La deflexl6n estt.tlca &6.xl•, evaluada por la expresión (4.1.2.1) es 

(para este caso} ªe-.• 2.32 ln. 

Las fl¡uraa (4.1.2.ll a la (4.1.2.7) Ilustran laa deforaclones 

ad.optadas por la vlp al paso de la carga viajera con velocldad v
0

. Las 

lineas punteadas corresponden a los desplazulentos que ocurren en el 

Intervalo osts(J/2v
0

), de O a l/2, 'I laa lineas continuas corresponden a 

los desplazaalentos en el Intervalo ll/2v
0
J<ts(l/v

0
). 

En. cacia una de las figuras siguientes, la curva ldenl lflcada por "d" 

corresponde a la 1Mxl11a deflexlOn dlnálllca adoptada por la viga a 

clerta velocidad. 

El Jnaxlao desplazulento dln.blco, su locallzaci6n exacta y el tiempo 

en el que ocurre dicha deflex16n Mxtu., estan dados en la tabla 

(4. 1.2. 1). 

71 Se probaron punlo• x • 0.25 y o.so 1. Par• la r•spu.ste .iJllaa 
d~I ceso ••tát.lco se pwden hacer reduccton .. por I• ••ror parllclpa .. 
cl6n del •odo r~ .. nh.l, sin •.ti.lroo p&ra lo• de•á• punlo• •n el ch .. 
ro de l• vlt,ta 1 d•b.n lo-rse •n cu.nt.a I•• deaás •r•ÓnlcH, ver reíeu~ 
cla CUJ. 

50 



V•l ( 1 n/IS) , 
e .. 3.0 

o 1 , IS u .. 
E •• 0.6 e 
;; 
o -o.& ., 
e • -1 ,(! E • " • -3.0 ... 
A o 300 600 900 1200 
• Ol•t•ncS• . ... •l claro d• l• "lg• (ln) • • •n 
Q 

flg. (4.1.2.1) Deflexl6n dlnimlca, perfl 1 WJ, claro 15, v•l ln/s. 

- V•lOO (1n/e). e 3.0 

o 1 •• u .. 
1 .. 0.11 e .. 
'D 

o -o.& ., 
e • -1.8 .. 
E • " 1 -3,0 .. 
A o 300 600 900 1200 • Cl•t•nc1• . ". • •n •l clero d• l• vlg• (ln), 
o 

F!g, (4.1.2.2) Cefle•l6n dlnimlca, perfil Wl, claro 15, v•100 ln/s, 
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- v-1000 ( 11"1/S), 
e 3.0 .. 
o l .e u .. 

·= o.a e .. 
11 

o -o.s .. e • .. -1.a 
E • 
" • -3.0 ,., 
D. o 300 800 1100 H!OO • DS•t•ncsa . ... • •n •l cl•ro de 1• "SCI• Un>. 
Q 

flg. (4.1.2.3) Deflexl6n dlnlmlca, perfl 1 WJ, claro IS, v-1000 ln/1. 

V•2500 (in/al. e "·º .. 
o Z 1 4 o .. 
E •• o.e e .. 
1' 

D -o.e .. 
e • -2.4 .. 
E 
11 
11 • -~.o ., 
a. o 300 600 900 l<!OO • D1•t•nc1• • "IC • •n •l cl•ro d• l• V!ge (in)• 

Q 

fig.(4.1.2.4) Deflexión dinámica, perfil 113, claro 1 S, v•2500 ln/s. 
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V•3600 (tri/e). 
4.& 

e: 2.7 .. 
o 
u .. 

"' E o.a .... •• e: .. 
11 

o .. -o.a e: 
• .. 
E • ~ • ... -2,7 
CL • • o 

o 300 600 ªºº 1200 

Dletencle •x• en •l cle~o de le vsae llnl. 

Flg. (4.1.2.5) Oeflexl6n dinámica, perfl 1 W3, claro 15, v•3500 ln/s. 



~ 4.0 

g 2.4 .. 
·: e .. 

11 

o.e 

o -o.e .. e 
! -2.4 
E • " • -4.0 .. 
D. o 
: Dl•t.•ncl• 
e 

V•6100 (in/11), 

300 seo 1100 1200 
••• en •l cl•ra d• l• v!g• (In) . 

Flg.(4.1.2.6) Deflex16n dlnimlca, perfil W3, cloro 15, v•510D ln/s, 

e e.o 

g 1.2 .. 
E 
•! o.~ .. 
11 

D -0.4 .. 
e 
! -1.2 
E • " • -2.0 .. 
D. o • • e 

Dl•t.ench• 

v-10000 (in/11). 

300 seo 1100 ~200 

•x• •n •l cl•ra d• l• viga (In) • 

Flg.(4.1.2.7) Deflexlón dln&mlca, perfil W3, claro 15, v•10000 ln/s. 

54 



v
0
t1ntal. ~< rrac. de 11. t< si. 6 

din 
( lnl, 

1 o.so 600. 00 2.J2 
100 o.so 6.00 2.J6 

1000 0.60 o. 72 2.6J 
2SOO 0.6J O.JO J.89 
JSOO o. 77 0.26 4.0J 
SlOO 1.00 0.2J ·J.69 

10000 1.00 0.12 1.96 

Tabla (4.1.2.1) H:lxlmo desplazamiento d!nám!co 6dln ante el cambio de 

de la velocidad v
0 

y la posición de la carga ( en 

el tiempo t. 

Se observa de la tabla (4.1.2.1 l que para una velocidad entre 1 '/ 100 

!nis, el. desplazu!enlo d!nám!co Oláx!llO es Igual al estlitlco máx!ao '/ 

ocurre cuando la carga est6. al centro del claro. 

Para la velocidad de 1000 !nis la deflex!ón d!nlim!ca máxima, es 

llgera11ente uyor a la deflexlOn está.tlca Dxlma y sucede cuando la carga 

recorrió un poco Ms de. la •ltad del claro. 

A una velocidad de 2500 ln/s ya se presenta un incremento 

considerable en la deflexlón dhlé.alca y se nota que la poslclón de la 

carga cuando ocurre el mtx1mo desplazaalento, se corre a la derecha 

conforme se aumenta la velocidad. 

Para el caso en que se alcanza la 1116.xl:ta. dcfl~xl6n dlnamlca en el 

sistema, v
0
=3500 ln/s, la carga se ubica en un pw1to cercano a los lre~ 

cuartos del claro de la viga. 

Finalmente, para las velocidades 5100 y 10000 ln/s, el desplazamiento 

dtnhlco mAxlmo ocurre en el instante en que la carga snle del claro de ha 

vlga, ubos desplazamientos son menores a la deflexlón dinámica m.ixlma del 

sistema. Es importante notar que para una velocidad de 10000 1n/s lu 

deflexlón dinámica es ya menor al desplazamiento está.tlco máximo. En la 

flg. {4.1.2.BJ se muestran estos resultados en forma de una curwJ 

etiquetada con eJ nombre W3. 
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Procediendo de igual manera que en el caso del perfil W'J, se real1zO 

el anal isls de los perfl les \11, W'2, \14 y \15 , los resultados para estas 

secciones transversales se muestran en la tabla (4.1. 2. 2) y la figura 

(4.1.2. 8). 

Para determinar el máximo valor de cada envolvente, consideraremos 

que éste ocurre en un s1ste:aa sln amortiguamiento, cuando se iguala la 

frecuencia de excltac16n a la frecuencia del sistema. Esto es 

v0 l In/•). 

"' 
Des 

1 o. 5911 
100 o. 5948 
300 0.6124 

1000 0.6613 
1500 
2500 0.8441 
3000 0.9070 
3500 0.9791 
4000 o. 9937 
4200 
4300 
4400 
5000 1.0275 
5100 •l. 0275 
5500 1.0215 
6000 o. 9935 
7000 o. 9579 

10000 0.7618 
15000 0.4815 
20000 0.2950 
30000 o. 1190 
40000 0.0853 
50000 0.0506 
60000 0.0398 
80000 0.0238 

100000 0.0155 

« .... • • 

lazaalento d1náJD1co milxlmo l l ni• J. 

•• ., •• 
1.1651 2. 3214 l. 7885 
1.1723 2.3616 l. 7983 
l. 2139 2.4009 1.8625 
l. 3562 2.6265 2.0802 

3.0315 
l. 7873 3. 8629 2. 7338 
l. 9211 3. 9957 2.9460 
1.9843 •4. 0345 3.0081 
2.0031 3.9398 3.0980 
2.0248 3.1061 

•2.0251 3.1091 
2.0245 •3.1087 
1.9927 3. 7028 3.0753 

l. 9501 3. 5985 3.0095 
!. 8795 3. 4158 2.9234 
l. 7817 2.9362 2. 7718 
l. 2464 1. 9606 1.9797 
o. 7483 º· 9756 1.2072 
0.4203 0.4726 0.6857 
0.1969 o. 2785 0.3145 
0.1184 0.1636 0.1941 
0.0802 0.1041 0.1302 
0.0553 0.0767 0.0907 
0.0334 o. 0452 0.0525 
o. 0225 0.0301 0.0355 

(4. 1.2.2) 

•S 

1.4636 
1. 4838 
1. 5052 
1.6957 

2.2456 
2.4335 
2.5035 
2.5413 

•2. 5437 

2.4981 

2.4382 
2. 3428 
2.2203 
1.5367 
0.9152 
0.5106 
0.2428 
0.1431 
0.0990 
o. 0667 
0.0413 
0.0277 

• DeílexlÓn dlná•lca •áxl•a en •1 •l•t••• para •l per(l l Wl. 

Tabla (4.1.2.2) Envolvente de deflexlones dlnáJnlcas máximas ante el 

cambio de la velocidad v
0

, perfiles WI, W2, WJ, W4 y 115. 
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en donde 

kltV
0 "• = -l- (11•1,2,3,,,,) (4. 1.2.3) 

y 

(4.1.2.41 

Para obtener la "velocidad de resonancla" se sust1tuyen las ecs. 

(4.1.2.3) y (4.1.2.4) en la ec. (4. \.2.2), despeJando v
0 obtene11Ds lo 

s1sulente: 

(4.1.2.5) 

Asl, la expresión anterior representa la velocidad a la cual se 

espera una .. pi lflcacl6n del desplazaalento dlnaalco. 

En la tabla (4. l.2.3) se •uestran las velocidades de resonancia para 

los lllOdos K•I, 2 y 3 para los perfiles 111, 112 y 113. 

- \.1
1 

( lnt), 
Velocidad critica Ve< ln/•J, 

1 .. , ... ••3 
1 20300 8032.0 16064.0 24096.1 
2 10300 6822.5 13645.0 20467.4 
3 5170 5519.0 11038.0 16557.0 

Tabla (4. l.2.3) Velocidades de resonancia para los perfiles 

111, 112 y 113, k•I, 2 y 3. 

Para \lustrar el efecto del cambio de la velocidad v0 en la deflexlón 

dlnám.ica del sistema en estudio, enfocare110s nuestra atención a la 

conflguraclón de la envolvente correspondiente al perfil W'J, ver figura 

(4.1.2.8). 
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Se observa que la envolvente consta al lnlclo de una linea recta, 

como se mostró anteriormente, entre los desplazamientos correspondientes a 

las velocidades entre 1 y 100 in/s. Estos desplazamientos no varlan 

slgniflcatlvamente y se cantlenen constantes en una magnitud aproximada al 

valor del máximo desplazamiento estátlco (2.32 lnl. 

Entre las velocidades de 100 y 1500 ln/s, ocurre un cambio gradual, 

para v
0
=1500 in/s se tiene un desplazamiento dlná.mlco de aproximadamente 

3.03 In, éste representa un Incremento del treinta por ciento con respecto 

al máximo estático. 

En este pwito Cv
0
=!500 ln/s) las deflexlones dlnáJDlcas experlaentan 

un cad>lo signiflcatlvo al aumentar progreslvaaente la velocidad hasta 

3500 ln/s, en donde finalmente ocurre el valor aáxlllO. Este Incremento en 

los dcsplazam.lentos es notorio. La deflerlón dlné.mlca IIl\xlma en el sistema 

es de 4.03 Jn y representa 1. 74 veces el valor de la deflexl6n esté.tic.a ...,, .... 
Por últlao, la CW'va decrece hasta describir una linea recta que 

tiende rápldamente a cero. 

Al llegar a este punto hay que revisar el concepto clásico de 

velocidad de resonancia en el slsteaa. 

Se nota de la figura (4.1.2.8) que cuando la primera veloclddd dt· 

resonancla se alcanza, vr= 5500 ln/s , la ampllflcación aá.riaia de ld 

respuesta ya ocurrl6 a una velocidad v
0

a 3500 ln/s. 

Para la primera velocidad de resonaricla, v
0

a 3500 ln/s, se presenta 

una deflexl6n dln!Jalca de aproxhaada.aente 3.6 in, lo cual representa s6lo 

un incremento del clncuenta y cinco por ciento de ln deflexi6n estáticd 

máxima. 

Para la segunda y tercera ve locldad de resonancia ocurre lo mlsma, 
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11000 y 16500 ln/s respectivamente, aUn cuando los desplazamientos 

dinámicos correspondientes a estas velocidades están por abajo del valor 

de la ULaxlma deflexi6n estática. 

Surge as1 la necesldad de 1dentlf1car el instante y la velocidad a la 

que ocurre la mayor respuesta del sistema. Por lo tanto, denominaremos 

"velocidad critica" a aquella velocidad para la cual la deflexlón dinámica 

..Ulma se presenta. En el caso del perfil W3, la velocidad crltlca ve es 

igual a 3500 ln/s co.90 ya se 1aOStr6. 

El coaportulento anterior es &lmllar al que se presenta en los dellá5 

perfiles en función de awi respectivos valores del 110•nto de Inercia ( 1) 

y 11&&a por unidad de lona! tud (al. Ade..U se puede observar de la flgW'& 

(4.1.2.8) 1 que la configurac16n de las envolventes en sua diversas etapu: 1 

presenta proporclonalldad entre sus valores12
. 

4.1.3. Efecto Dixlar> "factor de ampllfJcacJ6n". 

Utlllzando los espectros de las deflexlones dlnáJIÍcas con el cambio 

de la velocidad de crucero v
0

, se compararAn tanto las deflexlones 

dlnálalcas llá.Xlaas contra los desplazamientos est6.tlcos lléxlJnOs COIDO las 

velocidades de resonancia (k=l) contra las velocidades crttlcas, para cada 

perfil. Además se mostrará el lnstante en que ocurre el efecto mé.xloo, 

para determinar la poslc16n de la carga vlaJera "I el punto sobre la vlgti 

donde se presenta dicho efecto. En la tabla (4. !. 3. 1 l se Ilustra lo 

anterior y se observa 

72 L•• r•ctH d•I Inicio y (h1oal d• IH •nvolv.nU• .on pré.cllca•nt.o 
parolel••· Hay qu• to••r •n cuenta l• precisión del anAll•I& ent.n punto 
y punto, asl coui loa valores d• l v •para cada. perCll. 
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111 ll ln 
4

). 
•De-flexiones c5dmax ••Velocidad. ~ lts), i¡( 11 c5e•o.x Ódux &;';; Vr Ve ve xt21 

1 20300 0.59 1.03 l. 74 8032 5100 1.57 0. !8 0.77 0.53 
2 10300 1.16 2.02 l. 74 6822 4300 l. 59 0.21 o. 76 0.53 
3 5170 2.32 4.03 l. 74 5519 3500 1.58 0.26 0.77 0.53 
4 6710 l. 79 3.11 l. 74 7019 4400 l. 60 0.21 o. 76 0.53 
5 8200 l. 46 2.54 1. 74 6723 4200 1.60 0.22 o. 76 0.53 

• ln. 
lnls. 

(ti y (21 fracclÓn do l. 

Tabla (4.1.3.1) factor de ampllflcacl6n. 

que para todos los perfl les se mantiene un valor constante de la r•zOn 

entre los desplazamientos dJnimico y est6.tJco 116.dmos, este valor es de 

l. 74 y lo l la.aremos el "factor de ampJlf lcacJ.6n". De foraa s\m\ lar, 

ex\ste proporcl6n entre la veloc:idad de resomnci. y la velocidad critica, 

la razón entre estas veloc\dades es de aproxhiada.mente 1.6. La. defledOn 

dJlá.mJc• aiJ:Jma ocurre en un punto cercano aJ centro del claro • cuando b 

carga vhjera se ubJca sobre un punto situado a casl tres cuartos del 

cbro de Ja viga. 

Anterior.ente se 110str6 la rela.cl6n que existe entre el 

desplazaalento lléJdllO dl!lUlco y el IWtlllO estitlco ante la varl:icl6n de 

la velocidad v
0 

y eJ momento de lnercla 1 1 manteniendo constante el valor 

del claro de la vlga. A contlnuacl6n se presentarán los resultados que se 

obtuvieron en un ané.llsls parlMtrlco pera otros valores del cl?.ro "l" de 

la viga, con el fin de comprobar que el factor de ampl1ficac16n St! 

mantlene constante ante la va.riac16n de los parámetros del slstea:a. Esto 

lmpllca proporcionar la veloclda'1 crlllca Clnstante en que sucede el 

mAxlmo) y por tanto la ublcaclón de la carga sobre el claro de la viga. 

Para descrlblr el comportamlento del slstew utJUzare.mos una 

representación gráflca, fa que el anitllsls parámetrlco dei::iuestra 1'1 

proporción que existe en la Má.Xlma respuesta ante la variacl6n del .toomento 

de Inercia y el claro de la viga, ver labias (4.1.3.2) a la (4.1.3.9). 

Las figuras (4.1. 3.1 l, (4. l. 3. 2) y (4. l. 3. 31 son rioaiograr..as que 
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sirven para calcular el valor de la deflexión estática, dinámica y por 

impacto respectivamente, para un perfil dado ante la vartac16n del claro 

"l" de la viga . Los nomogramas de las figuras (4.1.3.4). (4.1.3.5) y 

(4.1.3.6) representan el valor de la deflexlón estática, dinámica y por 

impacto respectivamente, para un claro "l" da.do ante la varlact6n del 

momento de inercia "!". Las figuras (4.1.3. 7) y (4.1~3.8) son nomogra.mas 

que representan el valor de la velocidad critica para Wl perfil dado ante 

la varlac16n del claro "l" y el valor de la velocidad cri tlca para un 

claro "l'" dado ante la variación del momento de inercia "I'". 

El valor de la deflexl6n producida por la apllcacl6n repentina de una 

carga, se consideraré. en el llmlte como dos veces la magnitud de la 

deflexlón producida por esta carga apl1cada eslátlc&IM!nte. Por lo tanto en 

nuestro estudio el desplaza.miento por impacto es el doble del valor de la 

deflexlón est,Uca. (Slsleaa de comportaalento elástico). 

Je In>. 
Desp lazaalento est6.t1co Mxlmo ( 1 n). 

•• •• W3 •• •• 
200 0.0027 0.0054 0.0107 0.0083 0.0068 
300 0.0092 0.0182 0.0363 0.0279 0.0229 
500 0.0428 o. 0843 0.1679 0.1294 0.1059 
900 0.1752 0.3452 0.6977 0.5299 0.4336 

1200 0.5911 !. 1650 2. 3211 l. 7884 1.4634 
2000 2. 7367 5. 3937 10. 7458 8.2795 6.7751 

Tabla (4. 1.3.2) Despla2011lento estatlco IW<lmo para el perfil 

Wl ante la varlacl6n del claro "l" de la viga. 

J( lnl. 
Desplazamiento dinámico Mximo ( lnJ. 

•• •• W3 •• •• 
200 o. 0048 o. 0094 0.0187 0.0144 o. 0118 
300 0.0161 0.0316 0.0630 0.0486 0.0397 
500 0.0743 0.1465 0.2919 0.2249 0.1840 
800 0.3045 0.6001 l. 1955 0.9211 o. 7537 

1200 1.0276 2.0252 4. 0347 3.1087 2. 5439 
2000 4. 7573 9.3759 18.6793 14.3923 1 !. 7771 

Tabla (4.1.3.3) Desplazamiento dlnAmlco mtixlmo para el perfil 

Wl ante la variación del claro "1• de la vlga. 
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JUnJ. 
Desplazamiento por impacto < 1 n). 

•2 ., WI •• •• 
200 0.0055 0.0108 0.0215 0.0166 0.0136 
300 0.0185 0.0364 0.0725 0.0559 0.0457 
500 0.0855 0.1686 0.3358 0.2587 0.2117 
800 0.3503 0.6904 l. 3755 l. 0598 0.8672 

1200 1.1823 2.3301 4.6422 3. 5768 2. 9268 
2000 5. 4735 10. 7875 21. 4915 16.5590 13. 5501 

Tabla (4.1.3.4) Despla20mlento por Impacto para el perfil 

Wi ante la varlacl6n del claro "J 11 de la viga. 

lC lntJ 
Desplazaalento esté.tlco mtuc:liao ( 1 ni. 

11 12 13 .. 16 IB 

5170 0.0107 0.0363 0.1679 0.6877 2. 3211 10. 7458 
6710 0.0083 0.0279 0.1294 0.5299 1. 7884 8.2795 
8200 0.0068 0.0229 0.1059 0.4338 l. 4634 6. 7751 

10300 o. 0054 0.0182 o. 0843 o. 3452 1.1650 5. 3937 
20300 0.0027 . 0.0092 0.0428 0.1752 o. 5911 2. 7367 

Tabla (4.1.3.5) Desplazaalento est6tlco lláxloo para el clnro 11 

ante la varlaclón del momento de lnercla "'1"'. 

lt lnf,) 
Oesplazulento dlnúllco lláxlmo 11 nJ. 

11 12 13 .. 15 IH 

5170 0.0187 0.0630 0.2919 1. 1955 4. 0347 18.6793 
6710 0.0144 0.0486 0.2249 0.9211 3. 1087 14. 3923 
8200 0.0118 0.0397 0.1840 º· 7537 2. 5439 11.7771 

10300 0.0094 0.0316 0.1465 0.6001 2.0252 9.3759 
20300 0.0048 0.0161 0.0743 0.3045 1.0276 4. 7573 

Tabla (4.1.3.G) Desplaaamlento dlnamlco lláxlmo para el claro ll 

ante la variación del momento de inercia "l"'. 
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ll In 
4 

J 
Desplazamiento por impacto l tnl. 

11 12 13 11 15 1 B 

5170 0.0215 0.0725 o. 3358 l. 3755 4.6422 21. 4915 
6710 0.0166 o. 0559 o. 2587 1.0598 3. 5768 16. 5590 
8200 0.0136 0.0457 o. 2117 o. 8672 2. 9268 13.5501 

10300 0.0108 0.0364 0.1686 0.6904 2.3301 10. 7875 
20300 0.0055 0.0185 0.0855 o. 3503 l. 1823 5. 4735 

Tabla (4.1. 3. 7) Desplazamiento por Impacto para el claro l1 

ante la varlacl6n del mo11ento de inercia "I", 

Jl In). 
Velocidad crltlca l lnl•I. 

•• WI •• •• •• 
200 20696.3 26323.4 25212.3 25584.3 30120.1 
300 13797.5 17549.0 16808.2 17056.2 20080.1 
500 8278. 5 10529.4 10084.9 10233. 7 12048.0 
800 5174.1 6580. 9 6303.1 6396.1 7530.0 

1200 3449.4 4387.2 4202. l 4264.0 5020.0 
2000 2069.6 2632.3 2521.2 2558. 4 3012.0 

Tabla (4.1.3.8) Velocidad critica para el perfil WI ante 

la varlacl6n del claro • J" de la vlga. 

111n•1 
Velocidad. crlllca 11 nt•J. 

11 12 13 lt 15 IB 

5170 20696.3 13797.5 8278.5 5174.1 3449.4 2069.6 
6710 26323. 4 17549.0 10529.4 6580.9 4387.2 2632.3 
8200 25212. 3 16808, 2 10084. 9 6303.1 4202.1 2521. 2 

10300 25584.3 17056.2 10233. 7 6386.1 4264.0 2558.4 
20300 30120.1 20080. l 12048.0 7530.0 5020.0 3012.0 

Tabla (4.1.3.9) Velocidad critica para el claro ll ante 

la varlacl6n del momento de lnercla "I". 
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De las figuras {4.1.3.1), {4.1.3.2) y {4.1.3.3), se observa que las 

deflexlones mayores corresponden al perfil con menor momento de inercia, 

W3, y las defle:dones menores ocurren para el perfil con mayor momento de 

lnercla, IJL Como se esperaba, las deflexlones aumentan ante el decremento 

del momento de lnercla "I" y el incremento en el claro .. l .. de la v\ga . 

Las rectas que describen las deflexlones para estos perf1 les son paralelas 

de pendiente positiva. El comportamiento anterior tam.blén se manifiesta en 

los casos que Ilustran las figuras {4.1.3.4), {4.1.3.5) y (4.1.3.6). Estas 

rectas ta11blén son paralelas pero de pendiente negativa. 

La velocidad critica tiene una magnitud aayor conforme se dlsmlnuyc 

el claro de la viga y se auaenta el aomento de lnercla de la seccl6n 

transversal. Para el caao del perfil W4, ver figura (4. 1. 3. 7) y tablas 

{4.1.2) y {4.1.3.1), lo anterior no se cU11ple. Para. Justificar esta 

Incongruencia debe110s notar da la ecuación {4.1. 2.4), que el valor de la 

aasa por unidad de longl tud "•", debe toaarse en cuenta. Para los perfl le& 

tlpo W no existe proporcionalldad.'13 entre los valores de 11 1" y "•11
• como 

serla en el caso para secciones rectangulares. por ejemplo. Esto efecto se 

Ilustra .. Jor en la flguni {4. t.3.8). El valor de la Inercia 

corresponcUente al perfil W4, 1-S710 ln1
, produce un lncremento aayor de 

la velocidad crltlca con respecto al que experl•ntan loa perfiles W6, 'rt1 

y W8; 6ste valor de la velocldad desciende notonudente para el caso del 

perfil WS, para despu6s au.entar gradualr.ente. La proporcl6n que t:xlste en 

el comporta.lento del slsteu, se refleja en las rectas paralelos que 

describen la velocidad critica. 

Unas curvas que tienden a un coaporlMlento lineal en eje!. 

logarilmlcos71
, pueden aJustarse mediante el método de minlmos cuadrado=. 

por una regresión potencial del stgulente tlpo: 

'I • A x9 

In y : In A + B In X 

73 Entr-e el per-alle "d" y el espesor- del 1111114 'f lo• (l&l\nes. 

7t. ReL(tll. 
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D 

y = a + bx 

en donde a es la ordenada al origen y b es la pendiente de la recta, en 

ejes 1oga.ritmicos. 

Para nuestro estudio no es necesario ajustar las cur-vas de 

desplaiamlentos y velocidades. pues gráflcamente75 pu.ede notarse que las 

rectas que descrlben el comporta.mJento del slste& son paralelas. Asl, 

para obtener el valor de la pendiente de las rectas en las flg~as 

(4.!.3.IJ a la (4.1.3.7), tomare11as los puntos extremos para cualquier 

recta, por lo tanto: 

tg 6 • • • b • ln yt - ln y0 

ln x
1 

... In .r
0 

en donde .r
1 

representa el valor de la abscisa para cualquier punto H.r.y) 

de la recta en estudio y y
1 

es el correspondiente valor de la ordenada. 

Las rectas de lu rlguras (4.1.3.1), (4.1.3.2) )' !•.t.3.3i son 

paralelas entre sl. ver f!g. (4.1.3.9), a este caso lo Identificaremos 

co11<> el l. Do """"ra s!•llar el caso lI representará las rectas de las 

figuras (4.1.3.4), (4.1.3.5) y (4.1.3.6) y el caso 111 el de las rectas de 

la figura (4.1.3. 7). La finalidad de lo anterior es para obtener la 

pendiente de las rectas y por tanto su lncl!naclón, ver tabla (4.1.3.10). 

Caso Pendiente b Anaulo de Inclinación e 

1 3 11'.s· 
ll -1 -45'.o• 

111 -1 -45'.o· 

Tabla (4.1.3.10) Pendiente y angulo de lncllnaclón para las rectas 

de los casos l. 11 y 111. 

?5 Par• que pQIJda •dlr..., dlr•ct-.nh el é.no;ulo de ln.::Unact6n do t .. 
recte• (pendlent.•1 1 d•biln qrartcllf'"" est .. recta• en •J•• Jo9arlt.•lto• con 
a;ual nÜfHt'O de cl<:lo• y lonqHud" •Je. 
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CAPITULO V. 

S. CONCLUSIONES. 

La deflexl6n dlnálalca JDAxlma, producida por una carga concentrada 

viajando a través del claro de una vlga simplemente apoyada, se puede 

determinar por medio de la velocidad crltlca ve como se verá enseguida. 

Se comprobó que la aapllf1cacl6n de la respuesta en un sistema (s ln 

a.ortlgU&!llento) de est~ Upo, no ocurre cuando la carga se desplaza a la 

velocldac:I de resonancla vr para. cualquier llOdo. 

El anAllsls p!U'Uélrlco muestra que el desplazaalenlo dln.t.lco máximo 

ocurre a una velocidad, ve, •nor a la velocidad de resonancia para el 

prl•r aoodo. Para velocidades baju la deflexl6n dlnulca tiende al 

desplazulento est&llco, correspondiente al punto de anál lsls. La 

respuesta para velocidades U}'ores a la crl tlca (la velocidad de 

resonancia para el k-éslao aodo está lnclulda} tiende ré.pldattnte a cero. 

De hecho, cuando la carga se desplaza a la Gegunda velo~ldad dt: 

resonancia, la deflex16n dln&.lca es menor al desplazs.t1lento estátlco 

aiáxlmo (para la carga puntual en cuestl6n). 

Asl. para nuestro estudio tenemos dos puntos de refcrencla. 

Oetermlnareaos la mixlma deflexlOn dlná.m1ca del slste1m1 en funclQn del 

desplazamiento esté.tlco m.fucliao y la velocidad critica en función de la 

ve 1 oc l dad de resonanc la. 
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Es importante mencionar la relación que existe entre la deflex16n 

esté.tlca, dlnAmlca y por Impacto, ver figuras (4.1.3.9) y (4.1.3.!0l. La 

respuesta dlná.mlca está acotada entre los valores estático y por impacto. 

Es declr, la M.xlma deflexl6n dinámica en el sistema es siempre mayor a la 

deflexi6n estática &áxlma y debe ser menor al desplazamiento producido por 

lapacto. 

Resualendo: el factor de apl1!1cacl6n dJ.né.mJca aB..rJmo tlene un valor 

de l. 74 y la veloc!dad crltlca es 0.625 del valor de la veJocJdad de 

resollAllCJI para el prl•r -o. La de!le~!On d!nulca /JIU! .. ocurre en wi 

punto cercano a .1& 11lt'4 del claro, cu.amo 1& carg& se ublc• a cuJ tres 

cuartos del cl•ro de 1• vJ¡a, Esto es: 

a • 2 a 
por ll!PK\O .... 

a •i.na - -
V • ~ • 0.625 V • 0.&2SI ¡ El 

e 1.6 rl -r- • 

x • o.s:u 
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