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CAPITULO I.
1. INTROBUCCION.
1.1. CONSIDERACIONES GENERALES'

Un caso particular y de gran interés en el an;illsls de vibracién
forzada en medios continuos, lo representa el estudio del efecto producido
por el paso de cargas viajando a través del claro de vigas. Los tipos de
carga y condiclones de apoyo en la viga son de diversa naturaleza, sin
embargo para una aplicacién practica Inmedlata enfocaremos nuestra
atencién a una carga concentrada que viaja a velocldad constante, a lo
largo de una viga slamplemente apoyada. Ver fig. (1.1.1).

El estudio de cargas méviles se inicia en el siglo XIX con la
construccién de puentes ferroviarios, surglendo asi unc de los problemas
ingenieriles tiplcos de estructuras bajo acclones dindmicas. En esa época
se establecleron dos puntos de vista de anslisis y disefio: uno conslideraba
el efecto de la carga n_dvll parecido al de Izpacto y el otro establecia
que el pago a gran velocidad de una locomotora a través de un puente, no
peraitia el tiempo suficiente para la deformaclén coxpleta de la

estructura.

Teéricamente, el problema de cargas dinaAmicas en puentes fue atacado
para el caso en el que la masa de la viga se consideraba pequefiu
comparada con la masa de la carga viajera. La soluclién aproximada original
se debe a R. Willis (1849) y unos de los primeros experimentadores en este
campo fueron Sir George Stokes (1848) y H. Zimmermann (1836).

El otro caso extremo, en el que la =masa de la carga es pequefia
comparada con la wasa de la viga, fue originalmente exasinado para una vi-
ga simplemente apoyada y una carga viajera a velocldad constante por A. N.
Krylov en 1905, usando el método de expansion de elgenfunclones., Mas
tarde S. P. Tiooshenko (1808), A. N. Lowan (1935) y N. G. Bondar

1 Ref.{S5), Part.19, pp.418-419, rof,.(8), Part.1, pp.2=10, raf.{4S},
Chap.4, pp.3B3-365,



(1954) resolvieron este caso con la ayuda de funciones de Creen y con
ecuaciones integrales respectlvamente. Posteriormente, en 1308 y 1922,
Timoshenko proporciond la solucién al problema de una fuerza mévil
arménica,

Hay que hacer notar que el caso que toma en cuenta las masas de la
carga Yy la viga slinoultédneamente, resulta complicado y no fue
resuelto sino hasta mucho tiempo después. En primer término lo examinaron
H. Saller (1921) y H. H. Jeffcott (1929) quienes proporclonaron un método
iterativo, que en algunos casos divergia. MAs adelante se presenté un
método a base de series de Fourfer con coefliclentes desconocidos para la
trayectoria de una carga concentrada de magnitud constante, actuando sobre
una viga, Este método fue Introducldo por A. Schallenkamp (1937), V. M.
Muchnlkov (1953) y M. Ya. Ryazanova (1958) quienes presentaron la solucién
a dicho problema medliante el método de ecuaclones Integrales. Posterior -
mente J. Naleszklewlcz (1953) utilizé el método de Galerkyn y V. V.
Bolotin (1961) el woétodo aproximado de soluciones asintéticas en
cuadraturas,

Un caso especial, muy llustrativo del estadoc de! arte en disefio de
puentes de ferrocarril, se debe al trabajo de Sir Charles Inglls qulen
utillza un anallsis arsénico, En octubre de 1928, Inglis publlclz en el
reporte al Bridge Stress Comaltte de Inglaterra lo sigulente:

..vestoy lnvolucrado en el desarrollo de un anAllsis pnatemAtico
satisfactorio, en el que (por medic de las evidencias de campo) se modelu
un problema y se ajusta con los hechos, hasta convertir dicho modelo en
una herramienta de razonable simplicidad y utilldad practica...

...El antlisls de vibracién de puentes es considerablement:
compllicado debido a que el golpetec transmitido por las ruedas del
ferrocarril, produce oscllaciones que se mueven a lo largo del puente. Un
método poderoso y elegante para tomar en cuenta este movimlento es el del
analisls armdnico...

Esta teoria se utilizé para el anallsis dinsmico de puentes ferrovia-

2 Ref.(15), pp.364-065,



rios ante el paso de locomotoras de vapor. Toma en cuenta el efecto de ro-
damiento del ferrocarril, es decir, las oscilaclones producto del
movimiento a lo largo del puente. Los resultados teéricos de C. Inglis,
que tlenen una excelente concordancia con los obtenidos experimentalmente,
fueron comparados mas tarde (1956) por A. H. Chilver, K. Mise y S. Kunii
con le ayuda de funclones elipticas. Ademas Inglis comenta la naturaleza

"caprichosa" del impacto, lo cuzl lo hace dificil de calcular,

Los problemas relacionados con el efecto de cargas méviles sobre
puentes de carreteras, fueron estudlados por tratados clasicos escritos
per: Inglis (1934), B. Brickmann (1855), Kolousek (1956),[. [. Kazel
(1960) y L. Fryba (1960).

En 1953:l se publicé una nota de gran !mportancia sobre el efecto
de cargas puntuales moviles sobre vigas simplemente apoysdas. Se
establecleron el maximo valor de la relacién entre la deflexién dinamica
y estatlica, asi{ como la velocidad y la posicién de la carga en el claro &
la cual ocurriria tal mAximo. Sin embargo la ipportancia de esta
investigacion pasé desapercibida y no tuvo el impacto nl la atencién del
ingeniero de diseflo de puentes, debido probablemente a la brevedad de esta
nota técnica (menos de una pAgina).

El estudio de cargas mdviles tlene aplicaciones en el canno de la
Ingenleria Civil de puentes ferroviarios y carreteros, puentes
suspendidos, rieles, durmlentes, grias vinjeras, cables, teleféricos,
pistas, trenes subterraneos, tuneles y tuberias. Ademss este enfoque
puede ser de gran ayuda en otras Ingenlerias tales como Mecanica, Naval,
Aeronautica y Espacial.

Si se toma en cuenta el avance que han experimentado las ramas del
transporte'. tanto en estructuras como en las caracteristicas de los

3 Ref.{7), es una nota aclaratoria sobre la deficiencla del criterlo
que rige el valor del mdximo sfecto, p.562.

4 Ref.i1}, en diversos paises del mundo se estl investigande y desa -
rrollands un vehiculo magnéticamente levitado. Ensayes reallzodos cn el -
Centro de Pruebas de Jos Ferrocarriles Keclonsles Japoneses lograron pro -
bar con €xito un sOlo vehiculo, a una velocidad de 517 kw/h, pp.268-277.



vehiculos (rapidez y masa), es facll notar la importancia y el alcance del
tépico en cuestioén, lo cual Justifica una mejor comprensién del! problema,
En un futuro inmediato no so6lo se consideraran cargas méviles a
velocidades subsénicas sino tamblén a velocidades supersoénicas, ya que
desde el punto de vista de la investigacién clentifica se debe mantener el
interés por el desarrollo moderno y tan profunde como sea posible, del

conocimiento de nuestro entorno (Rer.(e), p.8).
1.2. OBJETIVOS.

Se desarrollara de manera comprensible un modelo matemitlco que
represente una fuerza puntual viajando a través del claro de una viga
simplemente apoyada. La respuesta dinamica (deflexién) se determinara
mediante el enfoque claslico de representacién modal o expansidn modal. El
objetivo principal sert el de obtener la lmpedancia estatica y dindmlca de
vigas simplemente apoyadas.

Se vers que es posible obtener una serie de nomogramas utlles en el
disefio de sistemas de es}c tipo. Dichos nomogramas reflejaradn la respuesta
del modelo ante variaciones de pardmetros tales como el claro de la viga,
geometria de la secclén transversal, velocldad a la que viaja la fuerza
gsobre la viga y el amortiguamiento en el sistema,

Es laportante menclonar la ventaja del método de la expansién modal
pues permite mediante 1a integraclén de ecuaclones, la extensién de
este estudlo para diferentes condiclones de apoyo de la viga y diversas
distribuciones de carga sobre su claro.

1.3. CONCEPTOS.
Novialento perlédlcos. Se llama movimlento perlédico a aquel que se

repite en Intervalos de tlempo T Jguales; sl este movimlento se representa
por la funclon x=x(t), entonces, para todo t, x(t)=x(t+T) (r1g.¢1.3.11).

5,68,7,8,8 Rel.(15), pp.1-0.



vibraciones® Los movimientos producidos en un sistema elastico por la

accién de fuerzas de excitacién, se llaman vibracliones.
Per fodo T:' Al tiempo T se le nombra periodo de la vibracién,

Fi'ecuenclaaf. El reciproco del perlodo f=l/_‘l‘ se le denomina
frecuencla de la vibracién.

Novimiento armbdnico slmple? Es la forma mas simple del movimliento
periédico, puede expresarse slempre en términos de senos y cosenos. En
general, las funciones perid¢dicas se representan por series de funciones
arnénicas nombradas series de Fourler!® Las series de Fourler se ut-.lllzan
ademis pera representar las funclones definidas sobre un intervalo finito
dade. En la practica, casi todas las funclones lnvolucradas en problemas
de Ingenleria pueden representarse por series de Fourler (riqg.(1.3.21).

Sistemas vibratorios''El tema de vibracién trata con el movimiento
oscllatorlo de sistemas dindmlcos. Un sistema dinimico es una combinacién
de materia que tiene masa y cuyas partes experimentan un movimiento
relativo. Todos los cuerpos son capaces de vibrar al tener masa y
elasticldad, la masa es Inherente al cuerpo y la elasticidad se debe a la
resistencia al movimlento relativo de las partes del cuerpo. El movimiento
oscllatorio del sistesa puede ser desagradable, trivial o necesario para
ejecutar una tarea, E] objetivo del dlsefic es gobernar la vibraclon cuan-
do resulta desagradable y realzarla cuando es de utllldad, aunque en
general las vibraciones son indeseables.

Elementos de un sistema vibratorio}? Los elementos que constituyen un
sistema vibratorlo son ldeallzados y llamados masa m, rigidez k (constante
de resorte), amortliguamlento ¢ y fuerza de excltaclén F(t) (rig.(1.3.31).
Los tres primeros elementos describen el sistema fisico. La energia se
almacena en la masa y el resorte y parte de ella se dislpa en el
amortiguador. La energia entra al sistema a través de la aplicacién de una

10 El movisiento arsdnlco sisplifica algunos anfllists utillzando vec-
tores para representar dicho acvimlento.
11,12,13 Ref.(9), pp.1-G.



fuerza de excitacioén.

Frecuencia natural}:’&s una propledad del sistema y depende de los
valores de m y k , siendo Independiente de las condiclones iniciales o la
amplitud de oscllacién. lLa frecuencia natural describe la proporcién
de Iintercamblo de energia" entre dos elementos, estos son la masa y la

rigldez.

Sistemas Uneales.‘s Los sistemas ildealizados como masa concentrada,
resorte lineal y amortiguamiento visceso son llamados lineales; una
propledad importante de estos sistemas es que siguen el principlo de
superposicién. Es decir, el movimiento resultante del sistema debido a la
aplicacién simultanea de algunas excitaclones, es una combinaclén lineal
del movimlento esperado para cada una de las exclitaclones actuands por

separado.

Amortlg!.wlﬂentofu Caracteristicas del amortiguamiento., Todos los
sistepas estructurales dinsmicos tlenen amortiguamlento en algun grado,
sin embargo el efecto no es significativo sl la duraclén de la carga es
corta y si ademis s56lo la méxima respuesta dintmica es de interés. El
amortiguamiento serd de gran lmportancia si existe un estade contlnuo de
vibraclén, De hecho, sl se proporclona suficlente amortiguanlento, lu
vibraclén se elimina completamente. El amortiguamiento se presenta de
diversas formas: pérdida de energia asociada con desllzamlento de conexio-
nes estructurales entre miembros o entre la estructura y los soportes,
en algunos casos el amortiguamlento puede deberse a la resistencia al
movimiento producido por el alre u otros fluldos alrededor de la
estructura. El efecto de amortiguamiente es de oposlcién al movimientc
producido por la fuerza y por lo tanto, la amplitud de la respuesta

decrece.
Amort iguamiento  viscoso. Para propdsitos de analisls, el

14 Cambio de cmrqh potenclal & clnética del resorte y camblo de
energia cinética a potenclal de {a masa en el slstema, dabidos a un
desplazasiento de a mava dasde e} equillbrlo estdtlco.

15 Ref.(8), p.¢.

18 Ref.(4), pp.17-18.



amortiguamiento estructural se supone de tipo viscoso; es decir, la fuerza
de amortiguamiento es opuesta pero proporcional a la velocidad. Por lo
tanto, la fuerza de amortiguamiento aplicada a una masa concentrada se
expresa como sigue:

Fuerza de amortiguamiento = -c§

en donde ¥ es la velocidad de la masa y ¢ es una constante . El signo {(-)

indica que la fuerza es slempre opuesta a la direccidén de la velocidad.

Amortiguamiento critico. Es dificil obtener 1la magnltud del
coeficiente ¢, por esta razén se introduce el concepto de amortiguamiento
critico. Este es la cantidad de amortiguamiento que elimina completamente

la vibracién, se representa por la siguiente expresién:

c = 2V km
en donde k y m, son 1a rigidez yc;n masa del sistema respectlivamente. E)
concepto de amortiguamiento critico es util ya que se puede expresar con
facilidad la cantidad de amortiguamiento, como un clerto porcentanje del
critico:

A= c/c"

Vibracion libre!7se produce cuando un slstema oscila baJo la
acclon de fuerzas inherentes al mismo sistema y cuando las fuerzas de
excitaclén externas no existen. Las vibraciones llbres describen el

comportaniento natural o los modos naturales de vibracioén de un sistema’®.

Vibracibn forzada!® Es la vibracisén que ocurre debldo a la excitacion
de fuerzas externas en el sistema fisico. Cuando la excitacién es
oscilatoria, el sistema estd forzado a vibrar a la frecuencia de

excitacion,

Resonancia®® Ocurre cuando la frecuencia de excitacion coincide con
una de las frecuencias naturales del sistema. Para mpantener las
vibraciones de un slstema no amortlguado en su frecuenclia natural, no se

17 Ref.(12), pp.t-2.

18 Es decir, vibrar en uns o mis de sus frecuenclas naturales.
18 Ref.(12), p.2.

20 Ref.(9), pp.7-8.



necesita la entrada de energia. Asi, cualquler entrada de energia
establecera la elevacién de la amplitud y la amplitud en resonancla de un
sistema no amortiguado se lncrementard sin limite, En un slstema con
amortiguamiento, la entrada de energia se disipa con el aportiguamiento;
por lo tanto, la amplitud de la vibracién en resonancia para sistemas con
amortiguamlento es finita y estéa determinada por la cantidad de
amortiguamiento en el sistema, ’

GCrados de Iibertad®'El numero de coordenadas {ndependientes
requeridas para describir el wmovimiento o configuracién de un sistema,
se denomina nimero de grados de libertad del slistema. La conflguracisén se
define como la localizacién geométrica de todas las masas del sistema,

Placa®® Una placa es una lamina de material elAstico Ia cual se halla
en un plano, Las placas tienen rigldez a flexion como resultado de su
espesor y la elasticldad del material de la placa. Durante la vibracién
transversal, las placas se deforman inicialmente por flexlon perpendicular
a su propio plano,

Clsclrbn?: Cascarén o estructura de pared delgada es un cuerpo
tridimensional en el que el espesor es pequehio coaparado con las
dimensiones de su superficie. Un cascarén queda geométrlicamente definido
por una superficle media y un espesor en cada uno de los puntos de dicha
superficle.

lmpacto.“ Se conoce como el efecto que produce la aplicacién subita
de una fuarza. Cusndo se aplica repentlnamente una fuerza sobre un cuerpo
elastico, se produce una onda de esfuerzos que se propaga a través del
cuerpo.

21 ibldes, p.25, rer.i12), p.2.
22 Ref.(6), p.233.
23 Ref.(3), pp.2-3.
24 Ref.(10), pp.672-673.
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Flg. (1.1.1) Carga concentrada desplazandose a velocidad constante
a través del claro de una viga simplemente apoyada.
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Fig.{1.3.1) Movimlento periédico.



Fig.(1.3.2) Movimiento arménico simple.
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CAPITULO II.
2. REVISION DE LITERATURA TECNICA.

El tema de cargas mbviles se aborda generalmente en la lliteratura
dedicada a la DinAmica Estructural y Teoria de Vlb_uclones: aunque se
pone de relieve la importancia del tépico, los andlisis presentados mues-
tran carencias y falta de precisién en el enfoque.

El caso de una carga puntual viajandc a través del claro de una viga
simplemente apoyada, se aborda comoc el problema representativo de cargas
mbviles. Este caso es el de aayor aplicacion practica (puentes de carrete-
ras y ferroviarios) y debido a la senclllez del problema su solucién
peralte la comparaclén con sistemas de mayor complejidad. El interés se
centra en las vibraclones y la respuesta del sistema se deteramlna por
medlo de los desplazamientos dlmimicos (deflexién). La teoria que se
presenta en este tipo de literatura se considera estrechamente ligada a un
fendmeno de Ippacto y s6lo algunos autores incluyen correctamente lo que
se denomina factor de asplificaclén dinkmica mAxioo.

Los textos de Fryba (Rer.t®)} y Soedel (Rer.(11)} son fundamentales
en el desarrollo de este trabajo; el primero es un libro especlalizado en
el estudio de vibraclones producidas por cargas moviles sobre cuerpos y
estructuras, Fryba enfatiza la necesidad de comprender mejor este tipo dc
problemas ya que en un futuro préximo su aplicacion sera de provecho en la
Ingenieria Clvil, Mecanica, Naval, Aerondutlca y Espacial. Del texto de
Soedel se tomard el método de representacién modal para obtener la solu-
clén del sistema en vibracién forzada. Este método es de aplicaclén facil
y tlene la ventaja de extender el estudio a diversas estructuras.

Ensegulda se observard que el problema de la carga concentrada vila-
Jando a través del claro de una viga se ha resuelto cualltativamente y
pocos textos proporcionan algunos anAlisis numéricos. Sin embarge, un
estudio cuantitativo y cualitatlvo para el efecto miximo no se ha
realizado. Dos articulos publicedos en revistas especializadas, ref.(1) y
ref.(7), vienen a dar un nuevo Impulso al estudioc de cargas msviles,



2% (1g54) plantea la soluclén para el caso en donde una fuerza

Biggs
concentrada constante F vlaja a través del claro de una viga simplemente
apoyada a velocidad constante (flg. 1.1.1). A partir de la ecuacién modal
de movimiento con amortiguamiente A=0 y para una carga concentrada, esta

ecuaclén se escribe como:

F¢ (c)
PR SUSAELA. WS A 2.1)
A oo J.l 2
o m[Qn(x)]dx
en donde o’n? es la frecuenclia natural del sistema,
12

On(x)-sen(nlxll) es la funcién de forma modal para el n-ésimo modo y
c, es 1a distancia a la fuerza, medida desde el apoyo izqulerdo de 1la
vigs, cr-vt es funcién del tlempo, t se mide desde el instante en el que

la fuerza entra al claro. La sclucién modal estd expresada por

AA L (DLF)" (2.2)
2F

en donde A . {2.2.1)
net -'“2

n
Y (DLF)n est4 determinada’® por 1a slgulente funcién:

(OLF) =t [son) e seni ¢
n w n {2.2.2)

2,2 n
1 nn/un n

es 1a frecuencia de exclitacleén.

en donde @ = n:v
n

Sustituyendo la ec.(2.2) evaluada por las ecs. (2.2.1) y (2.2.2) y

combinando los modos de acuerdo a la slgulente expresién

"
y-): Anon[x). obtenemos Ia solucién total para la deflexion:
Ay

o
y..?f_z ._JF_[sen at - u" sen ont]sen n;x (2.3}
) a

25 Ref.(4}, 8.2 "Constant Force with Constant Velocity", pp.315-318.
28 Factor de carga dinfmica para el sigtema oquivalente do un grade
del n-ésim podo.

12



Por otra parte, la solucitn para el caso con amortiguamiento se puede

demostrar que tlene la siguiente forma:

N
y 55 Z zeninnx/l) 5 i‘(uz-ﬂz)sen Nt-280cos It +
i (Pepdeag@)® | " P n me e
n o an
-8t Y] :
e " [2!3 fcos wt + —2(28%-0%-u?)sen w t]] (2.4)
an n Un n R oa n

en donde Bn/un es la fraccién de awortiguamlento critico para el n-ésimo
nodo de vibrar.

Biggs colnclde con otros autores al afirmar que para la mayoria de
de las vigas conslderadas en disefio, el amortiguamiento es pequefio y a
menudo se puede despreciar, especialmente s! el Interés se enfoca a los
primeros ciclos de la respuesta en cualquier mwodo. El autor concluye que
la posiblllidad de resonancia en el sistema no es Importante por dos
razones: primero, la carga s6lo existe para un nimero limitado de ciclos,
es decir, la duracién de la carga en el primer modo es de un medlo ciclo.
Por lo tanto, 1a condicién de resonancia para el primer modo sera:

2z v
ul-ol. en donde u’-T y nl= ]

ast 2x L _w (2.5)
T 1
1
Segundo, para 7 ia en los distintos modos, la carga debera

desplazarse a velocidades extremadamente altas. Si despejamos v de la ec.
(2.5) obtenemos

w2l (2.5)

1
Lag ecs.(2.3) y (2.4) se aplican atentras la fuerza esta sobre la
viga. La vibracién 1libre ocurre después y se puede obtener utilizando como
condiciones iniciales,a aquellas que tienen lugar en el Instante en que la

fuerza sale del claro.

Biggs propone que ademas de la relacién entre los desplazamientos di-



famico y estatico al centro del clare, también se considere la relacién
entre los momentos dinamico y estatlco, ya que existe proporclonalidad
entre la deflexién y el momento flexionante estatico al centro del claro.

Este autor proporciona ademés un estudio de vibracion en puentes
debido al tréansito de vehiculos, en los que se aplica la teoria expuesta
anteriorpente. Dicha teoria se utiliza respetando wuna serle de
supostclones.“ Por medio de resultados experimentales y teéricos , Biggs
comprobd la validez del andlisls viga-puente, aunque para el dlsefio
practico de puentes el enfoque eapirico al valuar el factor de Imp.:ctcz,a
seguird apllcandose ya que el analisls presentado anteriormente tlene

severas limitaciones "

Hinkle, Morse y 180 (1978) presentan un andlisis modal para
resolver la ecuacién diferencial de una viga simplemente apoyada en
vibraclén !‘orz‘udg.I A manera de ejemplo dichos autores consideran el caso
de una fuerza concentrada mévil, sobre dicha viga, con velocidad constante
para idealizar un puente (fig.1.1.1) y calculan las deflexiones en este
sistema con amortiguamiento nulo y condiciones iniciales cero.

La ecuaclién diferencial particular del slslena“. para el caso de un
sistema continuo es
M) +L(u)=F{x, t) (2.7
donde N y L ya se consideraron como operadores diferenciales.lineales y
F(x,t) es la fuerza de excitaclén. la deflexién u(x,t) sera:

L]
ulx, t) =; ¢,(x) q (t) (2.8)
=1

27 Ref.(4), tomar la rigldez de la viga equivaiente a la rigldez del
piso, considerar s0lo ol modo fundamental viga-pusnte, idealizar el veni-
culo como un siwtema de un grado y aplicar el peso del vehiculo en eu
centro de masa, p.J2¢.

28 Ibldem, el efecto dinflalco we toms en cuenta coma un |ncressnto de
1a carga viva estétlca, on funciOn del clarc del puents, p.327.

28 ldews.

30 Ref.(8),"Undamped Forced Vibration-Modal Analysis™, pp.285-288,

31 Resusiven los casos para las fusrzas concentrads, distribulda uni-
formements y concantrada mbvil.

22 La soluci®n complesentaria ez cero si cl wistena estd en reposo.




la ec.(2.7) puede desacoplarse sustituyendo la ec.(2.8) en la ec.(2.7) y
usando las propledades de ortagonalldad“, se puede mostrar que

1
m“q“¢k“q“=J.OF(x,t)ol(x)dx=Ql(t) (2.9)

en donde Ql(t) se conoce como la fuerza generallzada del 1-ésimo modo.

El puente se lidealiza como una viga uniforme simplemente apoyada de
masa/longitud m. La fuerza concentrada Fo se aplica en x=§=vt para
Osvts!. La fuerza QI('.) de la ec.(2.9) es

1
Ql’fo[”u""“"‘ )]ol (vt)dx
[ Fu’;“’“ para Ostsl/v
x

o para t>1/v

en donde ql(vt)-/ 2 sen (iavt/i), -“nl ¥ UfﬂEl(ll)./(ml‘).

La solucién particular se obtiene por medio de la integral de
convoluclién. Asi, para Ostsl/sv, q‘(t) para el [-éslwc modo es

3
1 inve
ql(“"—'—-“ul ‘fo [F 2" sen— ]sen wft-t) dt

va I;o 1
= nlu| L [alsen ult v sen alt] (2,10,
[

en donde u‘-lxv/l . Sustituyendo la ec.(2.10} en la ec.(2.8) obtenenos

o 2F
[ 1 Inx
u(x,t)nz s ) [alsen ult-ulsen nlt]sen i (2.11
151 \ a -u)

Volterra™ (1965) en su estudlo de vibraclén de sistemas cont inuos,
utiliza el mbtodo de amdllsis arpbnico para obtener la respuesta de una
viga uniforme a una carga concentrada a6vil. Consldera wuna viga

33 Ver ec.(3.1.1,12) y el punte 3.2.1 “Ortogonalidad entre Funciones®.
34 Ref.(15), Chap.4,"Vibrations of Continuous Symteas™, pp.08I-I77.



simplemente apoyada de longitud L y de rigidez a 1a flexién EI. Las

condiciones iniclales en un instante t, son:
L -
w(x.o)—-aT(x.O)-O
Para determinar la respuesta de la viga sujeta a una carga externa que
varia arménicamente con el tiempo, se utiliza la expresk()n:'s

plx,t) = plx) sen{ut) ' (2.12)

El método de an4lisls armdnico consiste en expandir la funcién p(x)
en una serie de Fourler y determinar la respuesta de la viga para cada una

de las componentes arménicas de p(x,t).

a lo

S{ se considera el caso de una carga trada Pn
largo de una viga, con velocidad constante vD (fig. 1.1.1). En el instante
t la carga Po estA a una distancla a-vot nedida desde el apoyo izquierdo,
entonces la distribuclén de carga en este instante puede representarse por
1a serie araénica:

Py 2 e
T n)-:lsen[T]sen ot (2.13}

pix, t)=

la respuesta’® de la viga sin amortiguamiento sera:
Y P

ZPOL:' i sen
wix, t,) E
. w'El e nl_[ o 32 l

1

DX [

[%)
o 2
en nuot—[ oy ]sen n ult] (2.14})

L 1

v 2
en donde W= e y ww —?—— [-%—]

Volterra:n plantea ¢l problema de vibraciébn en una via de
ferrocarril, que es la continuacion del estudlo de cargas méviles sobre

36 Ibldem, 1.8 “Application of Trigonometric Serles to the Study of
Deflectlion of Beams™, pp.28~3S.

96 Ibldem, ver ec.(4.7.9), p.367.

37 Otros cosos de fuerzas a®viles que estudla ts! autor son 1a carga
uniforsemente distribulda y un pulse concentrado, viajando a travéas del
claro de una viga alpplemente apoysda.
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vigas slmplemente apoyadas. Para el caso de una fuerza concentrada
moviendose con velocidad constante a lo largo del riel, S. Timoshenko
determiné la velocidad critica, es declr, la rapidez a la cual la
deflexién de un riel bajo una carga se convertira en infinita. La via de
ferrocarril se idealiza como una viga de extensién Infinita y de rigldez a
la flexlén EI constante, descansande sobre un suelo»e]&stlcow. As{, la
velocldad critica que obtuvo Timoshenko, se representa por:
[
v A ———— (2.185)

en donde k es el médulo de la clmentacién y m es la masa por unidad de
longitud de la viga.

La deflexién estatica maxima es (u”
ndmica mixima es

‘)__= PB/2k y la deflexién df ~

(w2}

W
st max

(u‘ln)__- = (2.16)

v

Jm———

er

en donde P es la carga externa concentrada moviendose con una velocldad

X
<€l

constante v, ¥

Volterra hace notar la discrepancia entre los resultados obtenldos
por medlo de este anallsis y los que se obtuvieron experimentalmente. Lu
razén, segun dicho autor, se debe a que teéricamente la via de ferrocarril
se conslderé apoyada continuasente y sin embargo, esto no se cumple en la
realidad ya que la via no descansa directamente sobre el balasto, sino
sobre los durmientes. Por lo tanto, hay una oscilacién vertical de la
carga que se produce por el movimiento de durmiente a durmlente, la cual
no conslderé Timoshenko en su anallsis,

3B Ref.(15), E. Winkler desarrollG la teorla de FlexiOn de vigas des-
cansaondo sobre una clmentactOn ellstlica contlnua. La reaccién por unidad
de longltud se represanta por ke, en donde w es la deflexidn y k ¢ una
constante 1lanoda widulo de la clmentaci®n, p.374.



Soede1®® {1981) aplica la funcién de Influencia dinAmica en medios
continuos, para resolver el caso de una carga puntual viajando sobre un
cascarén cilindrico simplemente apoyado. La ventaja de la funcién de
inf luencia dinamica*® en el analisis de estructuras, es que una vez que la
funcién de Influencla de la estructura se deflne, entonces una combinacién

Infinita de cargas pueden tratarse mediante un proceso de integracién.

La funclén de influencia dinmica de un cascarén'' describe la
respuesta de cada punto del cascarén, a un impulso unitarlo aplicado en
otro punto. En el caso de vigas vibrando transversalmente, la funcién de
influencia es unidireccional. Esto es, el impulsc unitario se aplica en la
direccién transversal y la respuesta es en la misma direccién,

Para la aplicaciéon de una cargs puntual viajando a través del claro
de una viga .sisplemente apoyada, se utilizara la funcién reduclda,
desarrollada para un cascarén cllindrico, que es :

vo-a (tth)

Il(”.jo e sen 1.((.-?.')sen at’ at’

1

2 [n: 0253 (uzwf )+l 12-1: ) 2]
-at 2 2
[e . (E. sen 7 t+a cos 1.t)-a.cos at-€ sen “"](“x"'u"

-at
[e * (ntsen 1.t-a.cos 1.t)'a.cos nun.sen ut](ni’if)] (2.17)

38 Ref.{11), Chap.9 "The Dynaslc Influence (Green’s} Function®,
Pp.228-243,

40 Ibidem, & este tipo de funciones se les denomins funciones de
Creen, para este caso se conocerfl como la funciOn de Green dinfaica del
cascardn, p.230.

4% lbidem, uno de jos priserom en utillzar emta técnica fue Cottls
quien calcul® !a respuesta de un cescerOn & una ondoe viajera de pre -
#16n, p.230.



en donde:
_ kav
I

a = W
k ckk

Ek = a-1k

n B ary

k [

Por lo tanto la respuesta‘z para la viga con amortiguamlento sera:

- kXX
u(x,t) AOI.(t) sen— (2,18}
en donde A;;—FI. F=magnitud de 1a fuerza e I.(t) estd dada por la
3
ec. (2.17).

Del denominador de la ec. (2.17}) se observa que 1z resonancia‘?
ocurre cuando ay entonces todas las velocidades

lul
v — (2.19)

deben evitarse. Lo anterior puede verse por medio de los periodos; el
tiempo que toma la carga mévil para atravesar el cilindro es

L
T= - (2.20)

Ya que Ti-%- y como a es una frecuencla de excitacién, su periodo
&

T -2 T (ee1,2,3,.0 (2.21)
a« B

Esto slignifica que si la carga tarda T segundos para atravesar el
cilindro, los perlodos posibles de resonancta son 2T, T, (2/3)T, (2/4)7T.
etc.

Un punto Interesante,entre otros, en el texto de Soedel lo representa
el siguiente enunciado : la aplicacién subita de una carga estatica en un
medio continuo, produce en el limite dos veces la magnitud de los

42 Soedal dsnomina slatemas reducidos & Las placas, anilios, vigss
y barran. El enfoque para ostos wistewas es parscide el de cascaranes.
43 ver cepltule If, ecs. (2,5) y (2.8.).



esfuerzos que se presentarian por la apllcaclén gradual de tal fuerza. El
primero en establecer este valor fue Krylov en 1898 (rer.{11), 8.8 *“Step
and Impulse Response, pp.210-212). En Su momento oportuno, se mostrara la

Importancia fundamental que este limite adquiere.

Fryb-“ (1972) consldera dos lineas que pueden seguirse al realizar
el examen tedrico de sdlidos y elementos sujetos a cargas méviles, En la
primera, la expansién de serles se utlliza para elementos de longitud
finita y proporciona soluclones relativagente féaciles, aunque para
velocidades muy grandes se tlenen problemas de convergencia. La segunda
linea se aplica a s6lidos y elementos de grandes dimensiones (longitud
Infinita) y considera sélo la vibracién estacionaria del cuerpo. Este
método tiene la ventaja de proporcionar una soluclién en forma cerrada,
aunque en muchos cascs complejos dicha solucién se diflculta,

La mayoria de los problemas que plantea Fryba son resueltos por séto-
dos de ecuaciones integrales. Para las coordenadas en el espaclo se utili-
za la transformaclén de Fourler y para las coordenadas en el tlempo se
apllca la transformacién de Laplace-Carson.

En el analisls que Fryba reallza de una viga slapleaente apoyada
sujeta a una fuerza mévil (fig. 1.1.1), adopta las sigulentes suposicio-
nes (Ref.(8), p.p.13-14) 1

A) El comportaniento de la viga se describe por las ecuaciones

diferenciales de Bernoulli-Euler; la ley de Hooke,la hipéttesls de

Navier y el principlo de Saint-Venant pueden aplicarse. La viga tie-

ne una seccién transversal constante y una masa constante por unidad

de longitud.

B) La masa de la carga mdvll es pequefia comparada con la de la viga;

esto significa que no se consideran los efectos gravitacionales de

la carga.

C) La carga se mueve a velocidad constante, de izquierda a derecha.

D) Ei amortiguaniento de la viga es proporclonal a la velocidad de

vibracton.

A4 Ref.(B81, Chap, 1, pp.13-32, Chap. 2, pp.33-42,
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E) Los calculos se realizaran tomando en cuenta que para una viga
simplemente apoyada la deflexién y el momento flexlonante en los
extremos son nulos, ademds la viga estd en reposo en el instante en

que arrtba la fuerza,

Entonces, el prablema se describe por la slgulente ecuaclén:

‘4 2
EJ av ():.t) " v (:,t) '2‘"":: 8vix,t) =8{x-cL)P (2.22)
ax ot at
Las condiciones de frontera son
v(0,t)=0 H v(1,t)=0,
2 2
Lvxt) | e : Lvlnt) ' L0 (2.22.1)
ax ax *
y las condiciones iniclales
v(x,01%0 ; M—I -0 (2.22.2)
at b

en donde:
vix,t) = deflexibr'n de la viga en un punto x y tiempo t, medida desde

la posicién de equilibrioa.

E = mbdulo de Young.

J = momento de inercia constante de la seccién transversal de
la viga.

# = masa constante por unidad de longitud de la viga.

C frecuencia circular de amortiguasmicnto de la viga.

P = fuerza concentrada de magnitud constante.
1 = claro de la viga.
¢ = rapldez constante de la carga vialera.

&8(x) se le llama Funcién (lmpulso, también delta) de Dirac, que en
nuestro caso expresa la carga concentrada como sigue

Pix, t)=8({x)P (2.23)

Las propledades de la delta de Dirac, se expresan por las slgulentes

relaciones:
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«
I 5(x) dx = 1 (2.20)
-

®
J' s(x-a) £(x) dx=f(a)
-

b o para £<a<b
J‘s(x-s) £(x) dx={ £()  para a<g<d (2.23.2)
. 0 para ac<b<g

Las relaclones fundamentales de Fourler para la transformacién de la
integral del seno son

1
V(J.t)=f vix,t)sen J'l"‘ dx , J=1,2,3,...
0

vix,t)=2f v(y,t)sen-2X (2.24)
J=1

Utillzando las condiclones de frontera y las propledades de la
funcién de Dirac y multiplicando cada término de la ec.(2.22) por
sen(Jex/1) e integrando con respecto a x entre 0 y I, obtenemos

L] . .
Lf——m VO3 el (3,8) 020 V0x, t)=Psen J"j‘ (2.25)
1

en donde la frecuencla clrcular del j-ésimo modo de vibrar de una viga
sinplemente apoyada es
[}
2 Jn EJ

—>- , su correspondiente frecuenclia natural es
e M

w 2 12

£ = é“ AL [EJ ]
[$1] x 212 m

y la frecuencia circular se denota por

e
1

Ut1lizando las expreslones anterlores, la ec.{2.25) se convierte en

Vo(gtrezn ¥ (J.:)culeV(J.nex—z—sen(Jm) (2.26)

Aplicando el método de Laplace-Carson a la ec.(2.26) y uttlizando la
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ec. (2.24) obtenemos la soluclén para el caso en estudio (tsT)

e 1 2 2 2
vix,t)=v JHJ)%-a")sen Jut-
og;, JEIJZ(Jzﬂxz)MuszI

Jalg292-a?)-28%  -ut ot
e ® sen u;“t-z.]aa[cos Jut-e 4 cos W' t] sen Jmx

(Jc_ﬁz)x/z (§1] 1
(2.27)
en donde
w2
w [ (1) cl (u c
T S T ‘-'[T;J‘] ® e
1) 1) cr
2 172
. v, . ubl [“ ] R °
u“, x? EJ Fi3

son parametros adimenslionales caracteristicos del efecto de rapldez (a) y
el efecto de amortiguamiento (B8). Ademas:
T(” = l/f(” es el primer perlodo de vibracién libre.

T = 1/c es el tiempo en que la fuerza atraviesa la viga.
12
x [ EJ
c. = Zl‘th[-—“-] es la velocidad critica.

4= ub/r(“ es el decremento logaritaico del amortiguamlento del

sistena.
ps° 2p 2pr®
Vo * ~4GET" # ~—=—— = =" en donde Vo designa la deflexién en

2 1
ulu“’ x EJ
la mitad del claro de la viga, cargada con una fuerza estatlca

P en el punto x=1/2,

La frecuencia circular de una viga asortiguada para el caso

subcritico es:
w? a2 <R
o (1)

Fryba analiza los casos especiales en los que Intervienen el valor de

los parametros a y 8, estos son:
a) Caso estatico (a:0).
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b) Caso sin amortiguamiento (B8=0; w$j, a=n}.
¢) Caso amartiguado
Subcritico (ed], Aciia=n, Bei).

Critico (ﬂ=s"=n2)‘

Supercritico { ﬁ>p" ).

ias gra&ficas de Fryba llustran el efecto de « y 8 en la respuesta

vun ”/vo . on funcidn de la posiclon de Im carga {ct/l). los valores
,

para a2 son O, 0.5, 1 y 2 y para 8 0,0.1, 1 y 2. Con respecto a cada uno de
los casos anterlores, se proponen sieplificaclones de la ec.{2.27).

fryba caoncluye que el amortiguamiento no es de gran taportancia; en
cuantc a la rapidez, para el caso de velocidad subcritics, a<l, la
deflexién ohxima ocurre en ia wsitad del claro de la viga y se produce
cuando la carga estd alrededor de este punto. Para el caso supercritico,
azl, el mAximo ocurre hasta el instante en que t=T, es decir, cuande la
fuerza movil sale de la viga.

Fryba obgserva que la deflexion dindeica mhxipa estd& asociada con
valores de « entre 0.5 B 0.7, para magnitudes mayores de « nota que la
deflexién tlende rapidamente & cero y que para valores menores de o, la
deflexiGn es practicamente fgual a la deflexion estatica,

Referente a su aplicacion a puentes, el autor explica la relacitn
entre el andlisls de cargas viajeras sobre vigas y puentes ferroviarios y
carreteros. Hace notar que los puentes generalmente estdn simplemente
apoyados, tienen una masa mucho ais grande que la masa del vehiculo y es
muy baja su primer frecuencia natural, Por lo tanto los efectos de los
vehiculos pueden remplazarse por los efectos de las cargas viajeras,

Tomande en cuenta que para puentes con grandes claros el
amort iguamiento es pequefio, la sigulente formula puede utilizarse con
fines practicos pues proporciona satlsfactoriamente la deflexi6én dinamica

v(x,uwasen wt sen J‘%— (2.28)
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En -un apartado de su l!bro‘s. Fryba compara la férmula {2.28) con
resultados experimentales. Este anilisis simplificado muestra la valldez
de la teoria expuesta anteriormente.

Ademis el autor dedica un capuulo‘s al coeflclente dindmico, que en
la practica se deflne como la relacién de la deflexién dindmica maxima a
la deflexlén estatica en la mitad del claro de la viga
max. v

& t1s2,t)

v
o

(2.29)

Como en el caso anterior compara los resultados teérices con los
experimentales, observando gran similitud.

Eichmann'’ (1953) hace notar la discrepancia que existe en los
criterios para evaluar el maiximo efecto de una fuerza mévil sobre una viga
simplemente apoyada. L.E. Goodnn“ afiraa que la deflexion mAxima
dinkeica no ocurre en el instante en que la carga sale de la viga, como
propuso ‘l‘l-oshenko“, sino que ocurre aproximadamente & tres cuartos del
claro de la v)lu. Esto implica que el factor correcto de ampllificaclén
mAximo sea considerablemente mayor al que aparece en la literatura y que
su correspondiente velocidad sea en gran medida eenor a la denominada
velocldad de resonancia.

Si definimos el factor de amplificacién como

1 Deflexién diramica mhxjma.

[N ® “Deflexion mhxIima estatica deblda a una carga concentrada.

A=

podemos obtener una expresién, conslderando s¢lo el primer modo, la cual
Eichmann representa por

% sen(uvt/l)-(lv/ulI)sen(wlt)
= 5 {2.30)
x l-(xv/ull)

45 Ibidem, Part 11, pp.28-31.

46 Ibidem, Part 11! “Noving Harmonlc Force®, pp.33-43.
47 Ref.(7), p.582.

48 Iden,

49 Ref.(13), “Noving Constant Force®, pp.3S2-358.
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en donde v=veloclidad de la fuerza constante, l=claro de la viga y w, es la
primera frecuencia natural de la viga. Se consldera sélo el primer modo ya
que la serie para la solucién de la deflexién converge mpidamenteso. Esta

contiene el factor 1-‘. en donde I denota el orden del modo.

Definlendo las cantidades adimensionales fi=u‘1/v, un factor que varia
lnversamente con la velocidad y k=vt/l, que define la posicién de la
fuerza sobre la viga en cualquier tiempo t. Entonces

A g? sen nk-(u/B)zen 8k (2.31)
" 1-{n/8)

Diferenciando con respecto a k

:: - 9? RCOS nk-lc:s 8k (2.32)
x 1-(n/B)
As{ que para un valor estacionario

nk=2nngk

k=2nn/(x"8) (2.33)
(El1 simbolo n denota algun entera). Examinando la ec.(2.32) observamos
que n debe ser positivo, por lo tanto, debe usarse el signo positivo en la
ec.{2.33). Las posibilidades mas importantes son n=0 y n=i, Tlnoshenkos‘
estudi6 el caso para n=0, que implica B=x. Timoshenko afirma que para B=n
y k=1, la fuerza sale de la viga y el factor de amplificacién es 1.547.
Este valor se usd en la literatura como el factor de amplificacién maximo.
El caso n=l, sin embargo, tlene un factor de amplificacién mayor. En este
caso k=2n/{r+B) y sustltuyendo en la ec.{2,.31) , resulta

gg SR [2:/( log/x)]- (n/B)sen [23/( ltﬁ/u)l

=t 1-(r/B)2

(2.34)

Esta funcién tlene como rmAximo un valor de 1.743 para f=1.64nx.
Por lo tanto la deflexlén dindmica mixima es aproximadamente 1.743 veces
el valor de la deflexion estatica. Esto ocurre cuando la velocidad es tal

SO ibidem, “Pulsating Force®, ecs. (J), (g} y (W), pp.350-351.
51 Ibldem, pp.355-356.
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que el tiempo de transito es de 0.82 veces el periodo fundapental del
claro. El valor correspondiente de k es 0.757, lo cual significa que la
fuerza pasa aproximadamente por el punto situado a tres cuartos del claro

de la viga, en el Instante que la deflexién mhxima ocurre.

Roark y Ymm.Ez (1975) presentan los resultados obtenidos por
Eichmann® y en la parte dedicada al comport.a.m&en.to de cuerpos bajo
esfuerzos dlnamicos mencionan algunas caracteristicas del mpactos‘.
Resaltan la necesldad de conocer la carga de impacto para el disefio de
un miembro que debera resistir algin tipo de fuerza (estatica y dindmical.
Este disefio debe tomar en cuenta que el miembro absorve determinada
cantidad de energia.

Cuando una fuerza se aplica rapentlnannless a un cuerpo elastico
(como por un golpe), una onda de esfuerzos se propaga atravesando al
cuerpo con una velocidad

v

- 38§. E in/s

(2.35)

donde E es el médulo de elasticldad del material en libras por pulgada
cuadrada y 8 es la densidad del material en libras por pulgada cubica.

Cuando una viga uniforme eléstica simplemente apoyada esta sujeta a
un Impacto longitudinal por un cuerpo rigido moviendose con velocidad v,
una onda de esfuerzos de comprensién de intensidad

§2 Ref.(10), p.576.

53 Ref.(7), p.S82.

54 Ref.(10], 4."Dynssic Loading®, dividen en dos categorias generales
1a carga de lapacto: la primera considers una mass tolativamente grande
en mavimlento lento golpeando uns viga o barra, la senergia cinética det
wovisliento de la mans se asuso we convierte en snergia de deforsaciOn en
ta viga y la deflexiOn ex parecida & [a eotltica. Un caso capecial de ew-
te carga, gensrsimsnte denomidads carga slbita, ocurre cuando una maoa
Que no ostd en moviwiento se libera repentinamente sobre ia vigs. Lsta
produce aproximadamsnta el doble de esfuerzos que ol de la cacga aplicads
graduatmente. El smegqundo casc de carga de impacto se prosenta cusndo la
masa de la cargs es Infinltamente mayor a) de! alemdro. Las ondas de ex -
fuerzo viajan a travéa del mlesbro durante e} impacto y contlnuan atln
desputs del rebote, pp.iB-18.

§5 Ibldeas, pp.572-573,
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o= 4 E 1b/in’ (2.36)
se propaga. Se puede observar de las ecs.(2.35) y (2.36), que la
intensidad del esfuerzo es independiente de la masa del cuerpo mévil, pero
ia extenslén de la zona esforzada o el volumen del material suleto
sinultAneamente a este esfuerzo, dependen de la masa del cuerpo mavil,

S se considera que los esfuerzos debidos al impacto se distribuyen
en todas las partes de cualquier cuerpo eldstico como en el case de unu
carga estatica, se puede mostrar que la deformacién vertical dl y el
esfuerzo o, que se producen en tal cuerpo (barra, viga, armadura, etc.)
por el lapacto vertical de un cuerpo cayendo con un peso h, Son mis
grandes que ia deformacién d y el esfuerzo ¢ producldos por el mlsmo peso
del cuerpo, aplicado como una carga estética en la r~e1u:lbnBa

d e
e S RU AT (2.am

d

S1 hs0, tenemos el caso de carga sibita y (dl/d)-(tr./v)lz. como se

considera usualmente.

50 Ibldes, p.STS.
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CAPITULO III.
3. MODELO MATEMATICO.

En este capitulo se presenta el método de operadores con expansion
modal aplicado a la vibracién forzada de medlios contlnuos, con el propési-
to de utilizarso como una primera apllcacién al e-stud.ln de vigas. El
método se simplifica manejando algunas expresiones del Analisis de Fourler
para Jo cual se supone que existen las llamadas Series de Fourier
Generallzadas para cualquier condicién de frontera. En base a este método
se obtiene un modelo matemAtico que representa entre otros problemas, el
efecto de una carga concentrada viajando a través del claro de una viga
simplemente apoyada. La solucién Incluye el caso amortiguado y el caso no
amortiguado. Una vez que se obtienen dichas expresiones, nuestra atenclén
ge enfocard al andlisis nuskrico para obtenar el efecto miximo en el
sistema de una carga puntual viajando a velocidad constante,

3.1. VIBRACION FORZADA EN NEDIOS CONTINUOS.®

Es de Interés fundamental para la ingenieria el estudlo de la
vibracién forzada en medios contlnuos; conociendo los elgenvalores y los
elgenvectores es posible obtener ia soluclén forzada en términos de diches
elementos, Este enfoque se llama representacion oodal o expansién modal y
data del trabajo de Bernoulll en 1747.

Las fuerzas se suponen Independientes del movimlento del centinuo y
es por lo tanto aplicable a sistemas conservativos, esta es una
aproximacion admisible para la mayoria de Jos casos de vibraclién de medlos
continuos en ingenieria.

3.1.1. El factor de participactén modal.

Una fuerza excitard los modos naturales de un continuo en diversas

S7iRef.{11), Chap.8 “Forced Vibrations of Shells by Modal Expanslon®,
Pp.108-209.
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cantidades, La magnitud de participacion de cada mode en la respuesta
total dinmdmica estd definida por el factor de participacién modal. Este
factor puede ser cerc para clertos modos y puede acercarse a grandes

valores para otros, dependiendo de la naturaleza de la excitacién.

En sentido matematico, los modos naturales de un pontlnuo representan
un grupo Infinito de funclones ortogonales que satisfacen las condiclones
de frontera de tal continuo; este espacio funclonal multidireccional puede
usarse para representar cualquier respuesta de la estructura. En el caso
de sistemas con grados finitos de libertad, el espacio funclonal es de
dimensi6én finita y el numero de vectores o modos naturales es igual al nu-
mero de grados de libertad. Para sistemas continuos el nimero de grados de
1lbertad es Infinito. Esto significa que para el problema de equilibrio de
sistemas continuos tridimensionales, la solucién general para los
desplazamlentos eera una serie infinita del sigulente tipo:

L]
u‘(ahua.t)-znn.(t)un(ul.az) (3.1.1.1)

en donde i=1,2,3. Las variebles Un son las componentes modales naturales

en 1as tres direcciones princlpales, Los factores modales m, no se conocen
y tienen que deterainarse de la siguiente manera,

Las ecuaclones de movimiento son de la forma:

. Ll(u‘,uz.u:‘)-)‘l'xl—(.vhu‘--c‘l (3.1.1.2)
en donde A es un factor de amortiguamlento viscoso equivalente. Este
factor se considera lgual en las tres direcclones principales; lo cual no
es necesarlazente clerto. Debido a que los valores de amortlguamiento son
notoramiente dificlles de obtener teéricamente y en vista de que se tendrd
un mayor valor cualitativo que cuantitativo {adem&s un factor de
aportiguamiento uniforme ofrece ventajas en el calculo), se decidis

adoptar un factor de asortiguamiento uniforme. (Rer.(14), los operadores
Ll se definen de acuerdo al problesss que 8o deses amalizar)

Vemos de nuestras ecuaclones de movimlento para medios contlnuos, que

al sustitulr la ec.(3.1.1.1) en la ec.(3.1.1.2), resultara
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Sin embargo, de nuestro anAllsis de eigenvalores sabemos que

2
Ll(U“.U“,U“)thUkU“ ) (3.1.1.8)

Sustituyendo la ec. anterlor en la ec.(3.1.1.3) resulta

=
Z (phij +Af, +phuln ), =q, (3.1.1.5)
=1

Ya que sabemos que los modos naturales U"l son ortogonales, procede -
remos como en un andllsis de Fourier tomando venta)a de la ortogonalided
de las funciones Ulv, Multipllicamos asbos lados de la ec.{3.1.t.§) por un
modo Ulp' en donde p, en general, es igual o no a k y se obtiene

-

- 0 2
Z_,“’“"."“'u"’h"-"-’“u“‘: =Y, (2.1.1.8)

La cual en fornma expandida se puede escribir come sigue:

-
- 2
z“(phn.ﬂﬂkwhuknl)unu‘ , "9, (3.1.1. 1)
] 2
Z., (phif, #A¥, ¢phusln U U, =g U (3.1.1. 8)
& 2
Z-l(phnk’knk'pmkn.)U“U:pr-qgujp (3.1.1.9)

Sumando las ecs.(3.1.1.7), (3.1.1. 8) y (3.1.1. ) e integrando so -
bre la superficie del medio continuo y a lo largo de las coordenadas @y
a, nos quedera la sigulente expresion:

1k 1P 2k 2F 3k 3P

8 2
an(phn.dﬁl'ahukn.)fa L (U U *U, U, oU U YA, dada =
o 2 1

L L (q,U, U, ,+a, U IA A, da du, (3.1.1.90)
2 1
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Utilizando las condiclones de ortogonalldad, deflinidas por las

siguientes ecuaclones:

Iﬂ Iu (U“U‘PGU,AUZPOU“UJP)A‘AZ dal da2 =6'pka (3.1.1.11)
21
en donde
1 si p=k
L (3.1.1.12)
" lo st opk
podemos supriamir la sumtorla“ ya que todos los términos se eliminan,
exceptuando el término para el cual p=k. Obteniendose lo siguiente:

= A e 2
KA e AL AR (3.1.1.13)
en donde
1
Fu " om J- I (9,U,, 19,00, 49,0y, ) AA, dey day
x ‘a’a
. 2 %
¥ con

2
Nu'fa L (U:-'”z.“’i.’ AA, da  da, (3.1.1.18)
21

Asi, si tomamos k términos de la o las serles de expansion modal como
aproximacién a un espacio completo Infinito, resolveremos la ecuacién
definlendo los factores de participacién modal para k funciones de
partlcipacién. Las funclones que deben conocerse son las fuerzas 9, 4, ¥
a,. las.conponen'.es modales U“, Uzu y U“ y las frecuencias o, Ademds
deben conocerse la dengldad de masa por unidad de superficle del medlo
continuo y el factor de amortiguamiento A (se estima).

3.1.2. Condiciones iniclales.

Dos condicjones inicliales para cada factor modal de participacion se
requieren para la soluclén completa de la ec.(3.1.1.13); estas son los
desplazamientos lIniclales Ul(“l“z ,0) y las  velocidades lniclales
0|(al.nz.0). que se deben especificar para todos los puntos de! continuo.
En muchos casos practicos las velocldades iniciales son cero, excepto para

80 Ibidem, 5.8 “The Orthogonality Properly of Natural Modes",
ecs. (5.8.22) y (6.8.,23), p.108,
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problemas en donde ocurre un cambio periédico de condiclones de frontera.

Cuando se qulere conocer la respuesta transitoria y se especifican
las condicliones iniclales, convertimos estas condiciones en condiclones
iniclales del factor de participacién modal, las cuales son n vy ﬁ.en
t=0. De la ec.(3.1.1.1), escribiremos

@
ul(at.ua,D)-Z“n.(O)U“(ui.az) (3.1.2.1)
Yy
®
ul(al.a2.0)=z 300U (o a) (3.1.2.2)

Estas ecuaciones deben resolverse para nl(O) y ﬂ.(m. Multiplicando
1a ec. (3.1.2.1) por Ulp(u‘,az), en donde ptk o p=k resulta

ul(a‘.aa.o)ulvﬂz n (01U, U (3.1.2.3)
En foraa expandida, pera i*1,2 y 3
-

. “1“'x"a'°’”x,'§_"'.‘°’“n”n, (2.1.2.4)
]

“z“:"’z‘°’”zp'z_l“.‘°’”a.uzp (3.1.2.5)

ua(a,.az.mu”-E (00, (3.1.2.8)

Sumando estas ecuaciones e Integrando sobre la superficle del

wedio continuo

L L [u‘(ul.uz.o)uw ouz(al.az,o)uzpoua(n’,az,o)unp] A‘Az daxl daz =
]
Z "“(O)fu J“x (U, U, $0, U, 00 U) AA, da de,  (3.1.2.7)

Por ortogonalidad de la ec.{3.1.1.11), eliminamos la sunatoria ya que
el lado derecho de la ecuaciéon es cero para cualquier p excepto psk.

Entonces obtenemos:
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1
nk(0)=~Nk—J‘m L [u‘(ul,az,o)u“ ¢uz(u‘,az.O)Unou:(ul,mz.u)U“]A‘Azdaldnz
12 (3.1,2.8)

en donde Nll resulta de la ec,(3.1.1.14).

Siguiendo el mismo procedimlento, resolveremos la ec.(3.1.2.2) para
1a segunda condicién inicial:

. 1 . .
n_(o)--,TJ'a L [u‘(al.az.u)u“ ouz(u‘,az.o)uz.oua(u‘.az,O)U“]AlI\zdaldaz
12 (3.1.2.9)

3.1.3. Solucién de la ecuacién del factor de particlpacién modal.

ia ecuaclbq del factor de participacién modal es la ecuacién de un
oscllador simple. Asi, interpretaresos la vibracién forzada del continuo
considerando a éste como compuesto de oscllaclones simples, donde cada
oscilador consiste en el medio continuo restringldo a vibrar en unc de sus
sodos naturales.Todas estas oscilaciones respond siaulta ey la
vibracién total del continuo, es sisplemente el resultado de la adiclén
(superposici6n) de todas las vibraciones individuales.

la ecuacién del oscilador simple se resolvers por medio de la técnlca
de transformacién de Laplace. Se obtendrd la solucién para amortiguaalento
subcrincoss ya que es el caso de mis {mportancla en aplicaclones a

sistewas estructurales.

La ecuaclén del factor de particlpacién modal (3.1.1.13) puede escri-

birse como
- .2
"h'xu”x"r""x"x'Fx(” (3.1.3.1)

en donde

1
F.(t)-ThN—k-L J'u (,U,,*4,U,,¢9,U;,) AA, da da,  (3.1.3.2)
2 1

58) Ibides, ver case critico y supercritico, pp.206-207.
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A

C'W (3.1.3.3)

(l se conoce como el coeficlente de amortiguamlento modal, y es
idéntico al coeficiente de amortiguamiento en el problema de un oscllador

simple.

Utilizando la transformacién de Laplace en la ec.(3.1.3.1}, nos
peraite resolver para el factor de participacién modal en el dominlo de
Laplace:

F.(s)o n.(O) soZ(huk]ﬂ,k(O)

[ )

La transformacitn inversa depende de s! el téralno (l-c:) es

n (s) (3.1.3.4)

positivo, cero o negativo. El caso en que (I-C:) es positivo, cuando C.<1.
es el més coaln ya que es muy dificil que un sistema continuo o discreto
se amortlgue arrlba de tal valor. Este caso se denomina suberitico, el
caso critico ocurre cuando c.-l y el amortlguaniento supercritico tiene

Jugar cuando C.>1-

Para el caso subcritico ({<1) defin!sos un numero real y positivo 7,

LAY / 1‘(: (3.1.3.5)

y la transforsacién inversa de Laplace de la ec.{3.1.3.4), nos dard el
sigulente resultado:

-cku.t N sen Tnt
nk(L)=e n.(O)cos 1.tt[n.(0)ckuk0nh(0)]——,"———- +
Lot -(kuk(t-t) R
TIOFK(')Q sen 7:“ T)dv {3.1.3.6)

La soluci6n se expresa en la forma de la integral de convolucién, yu
que la funcién de fuerza Fk('.) es hasta este punto arbitrarla. Cuande esta
se conoce, la integral de convolucion puede evaluarse, Tamblén se podria
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utilizar la transformacién inversa de Laplace de la ec.(3.1.3.4), con una
funcién de fuerza conocida.

Debe notarse que las vibraclones causadas por las condiciones
inicliales, son oscilatorlas pero decaen exponenclalmente con el tlempo.
Cuando la integral de convolucién se evalua para una fuerza especifica, se
dividira en una parte transitoria y posiblemente en una parte estaclonaria
s! la fuerza es periédica. La parte transitoria decaera exponenclalmente
con el tlempo.

Un caso especlal de considerable interés técnico sucede cuando el
agortiguaniento es nulo, La solucién se reduce a

sen o.'.

t
n, (t)=n (0)con u‘.hy',.(ﬂ) + -‘IT.—LF.(r)sen ut-tide  (3.1.3.7)

Ya que la mayoria de las estructuras estdn ligeramente amortiguadas,
la ec.(3.1.3.7) se utiliza para estimar una respuesta aproximada con un
calculo relativamente simple.

3.1.4. Vibraclén forzads en plac-sw.

En el caso especial de una placa, el problera se sinpuﬂca para una
soluclén con movimiento transversal dominante como sigue:

1
Ft PhN J‘ I q:UJ. AlAg dal daz (3.1,4.1)
x ‘a’a
en donde
2
”u..(a L‘ un AxAz d“x d"; (3,1.4.2)
1

La solucién para un medlo con cargas en su plano, lavolucrard la
siguiente funcion:

80 Ibidcs, B.4 “Reduced Systes“, p.208.
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1
Fu™ L L (3,U,,*9,U,,) AA, day da, (3.1.4.3)
2 ™
en donde
2 2
N-‘L L (U*U,) AA, da day (3.1.4.4)
2 M

Para aproximaciones de cascarones y placas, cuando los modos trans -
versales son dominantes, las ecs.(3.1.4.1) y (3.1.4.2) se apllcan, Esta

es una buena aproximacién ya que |U1|)]U“|. ju para modos con

al
aovisiento transversal dominante.

3.1.5, Vidbracitn forzads en vuu“.

Para la vibracion transversal de una viga

1
F= [N L L 9.V, AA, dr, da, (3.1.5.1)
21
en donde
2
N:L L Vs MM, 9z, da, (3.1.5.2)
2%

3.2. ANALISIS DE FOURIER™.
3.2.1. Ortogonalidad entre funclones.

Dos funciones fl Yy 1‘2 se dlcen ortogonales en un intervalo as=xsb si

r l‘l(x)l‘z(x) dx=0

Un conjunto de funciones de valores reales ¢ (x), ¢,(x). éz(x). vess
se dlce ortogonal en un intervalo asxsb sl

J,a =0 , nfn
¢ (x}¢ (x) dx
s " $0 , @=n

81 lbidenm, p.208.
82 Ref.(14).
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3.2.2. Norma de una funcién.

b
Al numeroc positivo H¢n(x)‘|2=L¢:(x) dx se le llama norma cuadrada
de ¢n(x) ya

b
||0"(x)||=/ j. ¢:(x) dx se le conoce como la norma de la funcién
. .
9. (x).
3.2.2.1, Conjunto ortonormal.

Cuando HQn(x)l]-l para n=0,1,2, ..., el conjunto [On(x)] se dice

es ortonorzal en el intervalo de definicién.

3.2.3. Coeficlentes de Fourler.

Cualquler conjunto ortogonal de funciones [On(xl]. n=0,1,2, ...,

puede normalizarse, esto es, puede transforsarse en un conjunto ortonorzal
dividiendo cads funclén por su norma.

Sy [On(x)] es un conjunto ortogonal Infinito de funciones, que

satisfacen condiciones de frontera arbitrarias en un intervalo asxsb, y
f(x) es una funcién definida en el intervalo asxsb, tal que se puede
expresar como la combinacién lineal de los elementos on(x) como sigue:

f(x)=c°¢°(x)¢c‘¢‘(x)0. .. ~cn¢n(x)~. ..

entonces al multiplicar la ecuacion anterior por 0_(x) e Integrande sobre
el Intervalo de definicidn, de x=a hasta x=b, obtenemos lo slguiente:

b
rf(x)o_(x) dx=c roo(x)o.(x) dx +c, Iél(x)d.(x) dx ¢...*
a . a

<, I:'"(X)"(x) dx +...
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Por ortogonalidad, cada término en el lado derecho de esta ecuacion

es cero, exceptuande cuando m=n. £n este caso
rf(xM (x) dx= ¢ ro (x)? dx
s n n » n

se deduce que los coeflcientes requeridos son:

b
J‘m)on(x) dx
cs= —:———-—-— , 1=0,1,2,...,
[0 )2 dx
. n

3.2.4. Serie de Fourler generalizada.

-
ftx)=f co () (a2.4.1)
o0
en donde

b
[ rioe a0 ax
cm 2 (3.2.4.2)

[ 2
ls 2]
On(x) debera satisfacer condiclones de fronters arbitrarias, como ya
se especifico.

la serie (3.2.4.1) con coeficientes (3.2.4.2), se llama serle de

Fourier generalizada.

3.3, ANALISIS DINAMICO DE UNA VIGA SIMPLEMENTE APOYADA CON UNA
CARGA PUNTUAL VIAJANDO A TRAVES DE SU CLARO.

La respuesta del sistema se detersinard por medic de la deflexién
mixina de la viga considerandose™ un andlisls clastico. La secclén
transversal es constante y la rigidez de la viga a flexién es El. [a masa
de la carga se considera muy pequefia comparada con la masa de la viga. E}
amortiguamiento es de tipo viscoso y la velocidad a la que se despleza la

83 Yer Capitulo II.
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fuerza es constante. lLas condiciones Iniciales y las de frontera son
iguales a cero®™. (Ver fig.1.1.1).

Las ecs. (3.2.4.1) y (3.2.4.2) se pueden escribir®® como sigue:
w
flx}s) c ¢, (x) (3.3.1)
=0

<f(x),¢£x)>
G (3.3.2)
kxx
1
funclén coordenada de ia viga staplemente apoyada y f{x) es la funclén de
carga. Ademas, para dos funciones arbitrarias g‘(x) y ga(x) definidas en
el intervalo (a,b), se tendra que:

es la

en donde ¢, son los coeficientes de la serie (3.3.1), Ok(x)=sen

<g|(x) f gz(xb = J: xl(x) gz(x) dx

Utilizando la ec.(2.23) que expresa ls carga concentrads por medio de
la funcién de Dirac y la ec.(2.23.2) que representa las propiedades de
esta funcl6on, para obtener los coeficlentes tenemos

1
0,4, » [ 7, [atx-)Jsen- KD ax
o

klvot
= P sen—y (3.3.9)

kn§
1

a
Posen

en donde Potnasnnud de la fuerza y £ sera remplazada por vot, para

representar el movimiento de la carga a velocldad constante Vo Par otro

lado, ]IO“(X)Hz se obtiene®® como sigue:
'
2 kmx 1
<@, (x).g (x)> = Iosen 7 dx = - (3.3.4)

64 ldem, ecs.(2.22.1) y (2.22.2).
85 Rel.(14).
88 Discrepanclia y confusiOn entrs los diversos autorss.
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Sustituyendo las ecs. (3.3.3) y (3.3.4) en la ec. {3.3.2) obtenemos:

. 2P, . kav t
TSR T

(3.3.5)

La funcién de carga se obtiene sustituyendo la ec. (3.3.5) en la ec.
{3.3.1), entonces

Zl“cn & kxx
£lx) = -T—Z sen(at) sen—y (3.3.8)
L1}

kuvo
er donde o=

De las ecs. (3.1.4,1), (3.1.4.2) y (3.3.2) se obtlene

F = —2% (3.3.7)

en donde m» es la masa por unidad de longitud. Entonces de la ec. (2,22.2)
y sustituyendo la ec, (3.3.7) en la ec. (3.1.3.6), obtenemos:
t -a (t-r)

1 ]
'n.('.)- 7 Iocl e sen 1.('. t) dt (3.3.8)

en donde:
“u(” = factor de participaciéon sodal.

2
w" 14 —E—] [—k—:~] = frecuencia natural del sistema para el
k-ésimo modo de vibrar.

A = fraccion del amortiguamiento critico.

[ — = factor de aportiguamlento modal.
3 Znu.

N X I-C: (para el caso subcritlco).

.I - cIHI

Sustituyendo la ec. (3.3.5) en la ec. (3.3.8), se obtiene:
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2P, & -8 (t-1) kv t
nl(t)= wh, Io e sen—y—— sen 1k(t—r) dr

Integrando esta Gltima ecuacién:

PD

ul1k[-:02a:(a:~1:)O(a:-1:)ﬂ

n.(t)

Bt 2, .2
e [ﬁ.un 1‘0. * .'cos 1't]- l.con ult - £lsen a.v. [a.dk] +

-at
) 2 .2
[e [I.uen 1.( 8 cos 1.&.]* 8 cos akt + I.sen a[t] [‘t'EJ

en donde
L= a0,
&=,

De 1a ec. (3.1.1) la deflexitn serd

-
kmx
u(x.l)-g 7 (L) sen -
=t ®

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.2.11)

Para el caso en el que el amortiguamlento es cero (A=Q), n.so y

LT entonces la ec. (3.3.11) se reduce a im sigulente aexpresidn:

2P w x

o 1 XX
u(x.t)=T =|—u——m—[u. sen &, -a sen “k"] sen —
I
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CAPITULO 1V,
4. ANALISIS NUMERICO.

El siguiente estudlo conslistird en variar los parametros del sistema
modelado en la etapa anterior, para ello se utllizaran las expresiones
(3.3.8) y (3.3.12) que representan la funclén de carga y la deflexion
dinamica en el sistema sin anortlgua-lentue’, respectivamente.

Los parametros a variar son:
A) Velocldad a la que viaja la carga sobre la viga (vul.
B) Geometria de la secci6n transversal, por medio de la inercia (I).
C) Claro de la viga (1).

la tabla (4.1.1) muestra los valores de la longitud entre los apoyos
de la viga. Para el andlisis se utllizaron perfiles de acero tipo V“. con
wédulo de elasticidad E=30 000 000 (1b/tn?), en la tabla (4.1.2) se presen
tan las caracteristicas de las secciones utilizadas. EI rango de varia-
cién de la velocidad es de 1 a 100 000 {in/s) y la carga tlene una
sagnitud P =10 000 ibs.

Nuestro principal objetivo es obtener la respuesta dinamica del
gistema, tomando como referencla el mAximo estatico.

Al Inicio se probard numéricamente la convergencla de la serle que
representa la funclén de carga, posteriormente se calculard la deflexién
dinAmica del sistema para observar el comportamliento de éste ante el cam -
blo de posicién de la carga al Ir viajando a clerta velocidad constante.
La slgulente etapa consistirA en obtener 1a envolvente de los
' desplazamientos dinamicos méximos, calculados para cada velocidad de
crucero anallzada.

87 El efecto de amortiguamlento se despracia, io anteriar se
justifica desde sl punto de viata tedrlco, ver capitule II.
Ademds un andlisis nusérice que se real 20 para el caso suberi -
tico mostrd la pequefia diferencla con el caso no amortlguado.

88 Ref.(2), Chapter ! "W Shapes“, Dimensions and Properties,
pp.15-28.
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' 1 2 3 4 s 8
11“"" 200 300 500 800 | 1200 | 2000

Tabla (4.1.1) Claro "1* de la viga.

u: dl 143} n‘) m
36x300 | 36 | 20300 | 0.0647
J0x211 | 30 | 10300 | 0.045S
24x162 | 24 5170 | 0.0349
33x130 § 33 6710 } 0.0280
30x173 | 30 8200 | 0.0373
21x147 | 21 3630 | 0,0317
21x 83 | 21 2070 } 0.0201
21x §7 | 21 1170 | 0.0123

® d{ln)x(ib/ft), de=peralte, 2 2
¢ gass por unidad de longltud, (1b » /in ).

~

DN SN -

Tabla (4.1.2) Propiedades perfiles W.

Una vez que se detecten los maximos para cada envolvente, con su
respectiva posiclén, tiempo y velocldad a la que ocurren, se repetira el
mismo andlisis para cads perfil y longitud,

Finalmente se pretende enunciar una ley que describa el deplazamiento
dlnll-lca siximo en el sistema en funclén de la longitud, secclén
transversal y veloclidad. Para esto, adoptando un criterio practico, se
proporcionardn nomogramas de disefio que representen ¢l efecto maxlmo.

4.1. ANALISIS DINANICO DE UNA VIGA SINPLEMENTE AFGYADA CON UNA4
CARGA PUNTUAL VIAJANDO A TRAVES DE SU CLARO.

4.1.1. Representaclén de la carga por medio de una serie de

Fourler.
Para probar la convergencia de la serie (3.3.8) se 'utlllzé un sistema

con valores arbitrarios, por simplicidad se tomé un valor unitario de la
magnitud de la carga viajera, el claro de la viga es de clen pulgadas. El
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analisis se realiza alrededor del punto situado a treinta pulgadas del
La tabla {4.1.1.1) y las graficas
{4.1.1.5) muestran la magnitud de la carga ante la variacién del numero

apoyo izqulerdo.

de coeficientes de Fourler "k".

(4.1.1.1) a 1la

Nagnitud de la respuesta PO (1b).
Kaim k=10 k=28 k=50 k=78 k=100
21 0.012 0.028 0.040 0.014 o
22 0. 026 0.010 0. 000 0.010 0
23 0.040 { -0,022 | -0.050 | -0.036 0
24 0.054 | -0.048 0.000 0.048 0
25 0.068 | -0.049 0.068 | -0.038 0
26 0.079 | -0.010 0.000 | -0.010 0
27 0.089 0.065 | -0.110 0.079 0
28 0.096 0.155 0.000 | -0,185 0
28 0,089 0.228 0.322 0.215 0
30 0. 100 0.280 0.500 0.760 1
3} 0,097 0.235 0.315 0.220 0
32 0.091 0.163 0.000 | -0.163 [+]
pex] 0.083 0.070 | -0.103 0.084 1]
3] 0.073 ~0,010 0.000 ~0.010 ]
35 0,060 { -0.054 0.060 | -0.040 ]
36 0.047 | -0.058 0.000 0.058 0
37 0.034 | -0.027 | -0.042 | -0.041 b]
pe ] 0.022 0.010 0,000 0.010 [}
39 0.010 0.034 0.032 0,020 4]

Tabla (4.1.1.1) Magnitud de
de los coeficientes "k“.

la carga viajera, ante la variaclén

k

10

25 50

78 100

200 400

700

2]

0.1

0.25] 0.5

0.75| 1.0

2.0 | 4.0

7.0

Tabla (4.1.1.2) Magnitud de la carga mévil en el punto x=30 Ip,
ante la varfacién de los coeficlentes “k".

De estas

figuras se observa que la serle converge bien hasta un

valor de k=100, s! se aumenta el numeroc de coeficientes, la magnitud de la
carga en x=30 (1n) tlende al infinito, como se ve en la tabla (4.1.1.2) y
1a figura (4.1.1.6).
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Megnitud de ls fuerzs (ib).

Megnitud de 1s fuerze (1b).

No. de coef.=10, 1=100 (in).

-
0

]
[ ]
T

-0.3 L

-0.9 L

~-1.5 ! | 1 1

] 20 40 60 ao 100
Distencis "x° sn al) clero de le vigs (in).
Fig.(4.1.1.1) Magnitud de la carga para k=10.
s No. de coef.=25, 1=100 (in).
1.
0.9 -
Tl A\
-0.9 |
-0.9 |
~-1.5 1 ) 1 1
[+ 20 40 [-1~] 80 100

Distoncie "x° en el clero de le vigs (in).

Fig.(4.1.1,2) Magnitud de la carga pars ke25.
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tMegnitud cde le fuerze ()b).

Megnitud de lw fuerze (1b).

No. de coef.=S0, 1=100 (in).

-0.9 |
-0.9 |
-1.8§ ] i ! 1
o 20 40 60 80 100
Distancis “x* en &) clsro de 1w vigs (in).
Fig.(4.1,1,3) Magnitud de la carga para ke50.
s NOo. de coef . =75, 1=100 (in).
1.
0.0 -
0.3 L
Al Lo
vy
-0.3 L
-0.8 L
-1.58 L i 1 i
o 20 40 80 80 100

Distencie “x° en @] clero de ls vigs (in).

Fig.{4,1,1.4) Magnitud de 1a carga para k=75,
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Magnitud de 1ls fuerzes (1b).

(1b) .

Megnitud de ls fuerze

~-0.9

-1.8

Distencis “x

10.0

No. de coef,.=100, 1=100{in).

1 1 1 s
-] 20 40 [-1o] 80 100
° en @l clsro de le vige (in).

Fig. (4.1.1,5) Magnitud de la carga para k=100,

1=100 (4n).

1 1 L1t 1111 1 1 L S O

10 100 1000
Numero de cosficisntes °K°.,

Fig.{h.1.1.6) Magnitud de la carga en el punto x=30
ante la variacién de los coeficientes "k'.
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Ademas de las figuras (4.1.1.1) a la (4.1.1.5}, puede observarse que
conforme se aumente el valor de “k“, la magnitud tiende a concentrarse en
el punto x = 30 {in) con amplitud Infinita y plcos de amplitud cada vez

m&s angosta (ver plcos en las flguras {(4.1.1.1) a la (4.1.1.5)).

Lo anterior se explica de la definicién de la funcién Delta“, ya que
este tipo de funclén tiene un 4drea unitaria evaluada: en el intervalo de
integracion. Asf, en el limite cuando el valor del ancho del pico, por
ejemplo de la figura {4.1.1.5), tiende a cero, la amplitud tlende al
infinito y sin embargo se debe conservar un valor finito de la norma del
pulso e lgual a 1.0. Esto es, el 4area bajo las curvas de las figuras
(4.1.1.1) & 1a (4.1.1.5), seguira siendo unitaria,

4.1.2. Deflexl6n dindmica.

El criterio para evaluar la convergencia de la serie (3.3.12) es
parecido al que se ut11126 en el Inclso anterior y sélo debera adiclonarse
la Influencia del valor de la velocidad Yo
Una cargs movil de;;phzmdose a baja velocidad sobre el claro de una
viga simplemente apoyada, produce el mismo efecto que esta fuerza
produciria aplicada estdticamente. Por lo tanto, para escoger el namero
necesarlo de coeflcientes de Fourier para determinar la respuesta dinimlca
del sistema de manera satisfactoria, se calcularan las deflexiones
dinanicas causadas por una carga, viaJando a 1 in/s para diferentes
valores de “"k*, comparando éstas con las deflexlones estaticas

correspondientes.

La deflexién estdtlica -Axham para una carga concentrada actuando
sobre una viga simplemente apoyada, ocurre al centro del claro y se denota
por la sigulente expresién:

F1’

8 ms” AT ET (a.1.2.1)

89 Ref.{12}, Chep. & “Tranalent Vibratlea“, pp.78-83, ver en el
Capltuto II de esta tesis la ec. 2.23.4.

70 Gieck,Kurt, “Manual de FOrsulas Técnlces", Representaclones y Ser-
clos de Ingenieria, S.A., México, D.F., 18a. ed., 1861, p.P4.
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en donde F es la magnitud de la fuerza, 1 es el claro de la viga y EI es
la rigidez a flexién de la viga,

En general, se encontrdé que para el problema en estudio, un numero de
k=20 proporclonaba una aproxluclbn" adecuada,

Para iniclar el cAlculo de los desplazamientos dlnAmicos de una viga
al cambiar la posicién de la carga "x = § = vot. " en el tiempo "t", se
escoglé arbitrariamente el perfil W3, con una inercia 1=5170 ln‘. El valor
del claro de la viga estd etiquetado como 15+1200 in, la magnitud de la
carga aplicada es Po-mooo 1b y las velocldades del andlisis son A 1,
100, 1000, 2500, 3500, 5100 y 10000 in/s.

La deflexion estatica sAxima, evaluada por la expresion (4.1.2.1) es
(para este caso) 8 " 232 In,

las figuras (4.1.2.1) a Ia (4.1.2.7) ilustran las deforsaciones
adoptadas por la viga ®l pasc de la carga viajera con velocidad Yo Las
lineas punteadas corresponden a los desplazamientos que ocurren en el
intervalo Ost:(UZVO). de 0 a 1/2, y las lineas continuas corresponden a
los desplazamlentos en el intervalo (1/2v°)<ts(1/v°).

En.cada una de las figuras siguientes, la curva ldentificada por "d"
corresponde a la maxima deflexién dinamica adoptada por la viga a
clerta velocidad.

El maximo desplazamiento dinamico, su localizacién exacta y el tiempo
en el que ocurre dicha deflexién aéxima, estan dados en la tabla
(a.1.2.1).

71 Se probaron puntos x = 0.28 y 0.50 |. Pars la respuesta shxima
del caso estltlco se pueden hacer reducciones por la mayor particips -
c16n del modo fundamental, sin embargo para los deafis puntos en el cla-
ro de ia vigs, deben tomarse en cusnta las deafis araOnices, ver rofcn?_
cla {14},

50



Despleszemiento dginemico (in).

Desplezamiento dindmico (in).

Vel (in/s),

-9.0 1 1. 1
-] 300 600 900 1200
pistencie °*x° en el clero de le vige {(in).

Fig.(4.1.2.1) Deflex{dn dindmica, perfll W3, claro 15, ve=1 In/s.

V100 (in/a).

o 300 600 ' 200 1200
Distencies °x° en el clero dge ls vigs {in).

Flig.(k.1,2.2) Deflexi6n dindmica, perfil W3, clarc 15, v=100 in/s,
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Desplezsmiento dinsmico (An).

Desplszamisnto dinwmico (in).

Vw1000 (in/s).

3.0
1.8 L
0.8 L

~3.0 i 14
o 300 €00 800 1200

Distencis “x* en 8l clero de 2 vige (in).

Hg.('i.l.2.3) Deflexidn dinfmica, perfil W3, claro 15, v«1000 in/s.

Ve2500 {in/s).

-2.4

-4,0 l
o] 300 600 800 1200
Distencis "x* sn #) cleroc ge le vige (4in),

Fig.(4,1.2.4) Deflexidn dinsmica, perfil W3, claro 15, v=2500 In/s.
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£5

»

Dasplszemiento dinamico (in).

~-0.9

-2.7

-4.86

V=3800 (in/s).

r
L

e ..
| - v .

i L 1

] 300 6800 200
Distencis “x° en el clero de le vige (in).

Fig.(4.1.2,5) Deflexién dindmica, perfil w3, clare 15, v=3500 in/s.
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»

Desplsxemiento dinamico (in).

»

Desplaszemiento dinsmico (in).

V=5100 (in/s) .,

4.0
2.4 L
0.8 L
li::::_.-—-—""’-:.-"'
~-0.8 L P am—— Lo
P .
—z.ﬂk
-4.0 A —t

-] 300 800 @00 1200
Distencis "x" en el clero de ls vige (in).

Fig.(4.1.2.6) Deflexibn dinimica, perfll W3, claro 15, v=5100 in/s,

V=10000 (in/s).

2.0
1.2
. I
0.4 "
14 .  emmm——— - A :

-0.4 | P —.é
-1.2 L
-2.0 1 1 f

] 300 800 800 3200

Distencis *x° en el clesro de 1w vige (in).

Fig.(h.1,2,7) Deflexién din&mica, perfil W3, claro 15, v=10000 in/s.

54



volinsal. §(rrac. de 1}, tis). Gun(lnl.

1 0.50 600, 00 2.32

100 0.50 6.00 2.36
1000 0.80 0.72 2.63
2500 0.63 0.30 a.88
3500 0.77 0.26 4.03
5100 1.00 0.23 -3.69
10000 1.00 0.12 1.96

Tabla (4.1.2.1) Maximo desplazamiento dinamico 6‘“‘1 ante el cambio de
de la velocidad v, ¥ la posicién de la carga § en
el tlempo t.

Se observa de la tabla (4.1.2.1} que para una velocldad entre 1 y 100
in/s, el'despluniento dindaico mAximo es fgual al estético abxime y
ocurre cuando la carga estd al centro del claro.

Para la velocldad de 1000 in/s la deflexi6én dinAmica maxima, es
ligeramente mayor a la deflexién estdtica mixima y sucede cuando la carga
recorrié un poco mds de.la mitad del claro.

A una velocidad de 2500 In/s ya se presenta un Incremento
considerable en la deflexién dinfmica y se nota que la posicién de la
carga cuando ocurre el méximo desplazamiento, se corre a la derecha
conforme se aumenta la velocidad,

Para el caso en que Se alcanza la maxiza deflaxlén dinamica en el
sistema, v°=:!500 in/s, la carga se ubfica en un punto cercano a los lres

cuartos del claro de la viga.

Finalmente, para las velocldades 5100 y 10000 In/s, el desplazamlento
dinamico mdximo ocurre en el Instante en que la carga sale del claro de la
viga, ambos desplazamlentos son menores a la deflexién dinamica mixima de!l
sistema. Es 1importante notar que para una velocldad de 10000 {(n/s lu
deflexién dlnamica es ya menor al desplazamlento estatico maximo. En la
f1g. (4.1.2.8) se muestran estos resultados en forma de una curva

etiquetada con el nombre W3.
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Procediendo de igual manera que en el caso del perfil W3, se realizé
el analisis de los perfiles W1, W2, W4 y W5 , los resultados para estas
secclones transversales se muestran en la tabla (4.1.2.2) y la figura

(4.1.2.8).

Para determinar el miximo valor de cada envolvente, consideraremos
que éste ocurre en un sistema sin amortiguamiento, cuando se iguala la
frecuencia de excitacién a la frecuencia del sistema. Esto es

@ = w9 {4.1.2.2)

v (inse). Desplazamiento dlnAsico maximo (in/e).
[ V1 [T w3 [T us
1 0.5911 1. 1651 2.3214 1.7885 1,4636
100 0.5946 1.1723 2.3616 1.7983 1.4838
300 0.6124 1.2139 2.4008 1.8625 1.5052
1000 0.6613 1.3662 2.6265 2.0802 1.6957
1500 3.0315
2500 0.8441 1.7873 3.8629 2.7336 2. 2456
3000 0.9070 1.9211 3.9957 2.9480 2.4335
3500 0.9791 1.9843 *4,0345 3.0081 2.5035
4000 0.8937 2.0001 3.8398 3.0980 2.5413
4200 2.0248 3.1061 *2.5437
4300 #2,0251 3.1081
4400 2.0245 *3.1087
5000 1.0275 1,9927 3.7028 3.0783 2.4981
5100 *1,0275
'5500 1.0218 1.9501 3.5885 3.0085 2.4382
6000 0.9935 1.8795 3.4188 2.9234 2.3428
7000 0.8879 1.7817 2.9362 2.7718 2.2203
10000 0.7618 1.2464 1.9606 1.9797 1.5367
15000 0.4815 0.7483 0, 9756 1.2072 0.8152
20000 0.2950 0.4203 0.4726 0.6857 0.5106
30000 0.1180 0.1969 0.2785 0.3145 0.2428
40000 0.0853 C.1184 0, 1838 0.1841 0.1431
50000 0.0508 0.0802 0.1041 0.1302 0.0830
60000 0.0338 0.0553 0.0767 0.0807 0. 0687
80000 0.0238 0.0334 0,0452 0.0525 0.0412
100000 0.0155 0.0225 0.0301 0.0355 0.0277

* DaflexiOn dinAmica mAxima en e sistema para el perfil Wi.

Tabia (4.1.2.2) Envolvente de deflexiones dindsicas maximas ante el
cambio de la velocidad Vo‘ perfiles W1, W2, W3, W4 y WS,
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Fig.(h.1.2.8) Envolvente de deflexiones dinSmicas miximas ante el cambio de la
velocidad v , perfiles W1, W2, W3, W4 y W5,



en donde

(k=1,2,3,...) (4.1.2.3)

2
o =y EL [.._“"] (4.1.2.4)

3 L 1

Para obtener la “velocidad de resonancia” se sustituyen las ecs.
(4.1.2.3) y (4.1.2.4) en la ec. (4.1.2.2), despejando v, obtenemos lo

gigulente:
v v/ EL [___“" ] {4.1.2.5)

L] 1

Asi, la expresién anterlor representa la velocidad a la cual se
espera una amplificacién del desplazamiento dindmico.

En la tabla (4.1.2.3) se muestran las velocidades de resonancia para
los modos K=1, 2 y 3 para los perfiles W1, W2 y W3,

Woiin'y. Velocidad critica veilnse},
1 1 k=1 k=2 k=3

1 20300 8032.0 | 16064.0 | 24096.1
2 10300 6822.5 | 13645.0 | 20467.4
3 5170 $519.0 | 11038.0 | 16557.0

Tabla (4.1.2.3) Velocidades de resonancla para los perflles
Wi, W2 y W3, k=i, 2y 3.

Para {lustrar el efecto del camblo de la velocidad v, en la deflexion
dinAnica del sistema en estudio, enfocaremos nuestra atencién a la
configuraclén de la envolvente correspondiente al perfil Wl, ver figura
{4.1.2.8).
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Se observa que la envolvente consta al iniclc de una linea recta,
como se mostré anteriormente, entre los desplazamientos correspondientes a
las velocidades entre 1 y 100 in/s. Estos desplazamlentos no vartan
significativamente y se mantienen constantes en una magnitud aproximada al
valor del miximo desplazamiento estatico (2.32 in).

Entre las velocidades de 100 y 1500 ln/s, ocurre un camblo gradual,
para v°=1500 in/s se tiene un desplazamlento dinimico de aproximadamente
3.03 in, éste representa un incremento del treinta por ciento con respecto
al mAximo estatico.

En este punto (v°=1soo in/s) las deflexiones dinamicas experlmentan
un cambio significativo sl aumentar progresivamente la velocidad hasta
3500 in/s, en donde finalmente ocurre el valor siximo. Este Incremento en
los desplazamientos es notorio. La deflexidn dinmdmica mAxima en el sistema
es de 4.03 In y representa 1.74 veces el valor de la deflexiébn estética
ohxioa,

Por ditimo, la curva decrece hasta describir una linea recta que
tlende répidamente a cero.

Al llegar a este punto hay que revisar el concepto clasico de
velocidad de resonanclia en el sistema.

Se nota de la flgura (4.1.2.8) que cuando la prigmera velocidad de
resopancia se alcanza, v.= 5500 in/s , la amplificacion mixima de la
respuesta ya ocurrié a una velocldad Vo= 3500 in/s.

Para la primera velocidad de resonancia, v°= 3500 tn/s, se presenta
una deflexién dinamlce de aproximadamente 3.6 in, lo cual representa sélo
un incremento del clncuenta y clnco por clento de la deflexlén estatica

whxima.

Para la segunda y tercera velocidad de resonancia ocurre o mlsmo,
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11000 y 16500 in/s respectlivamente, aun cuando los desplazamientos
dinAmicos correspondlentes a estas velocidades estan por abaljo del valor
de la méxima deflexién estatica,

Surge asi la necesidad de ldentificar el lnstante' y la velocidad a la
que ocurre la mayor respuesta del sistema, Por lo tanto, denominaremos
“velocidad critica" a aquélln velocidad para la cual la deflexién dinmdmica
mixima se presenta. En el caso del perfil W3, la velocidad critica v, es
1gual a 3500 ln/s como ya se mostrd.

El comportasiento anterior es simllar al que se presenta en los demds
perfiles en funcién de sus respectivos valores del momento de imercia (I}
y masa por upidad de longitud (m). Ademés se puede observar de la figura
(4.1.2.8), que la configuracién de las envolventes en sus diversas etapas,
presenta proporcionalidad entre sus valores’™™.

4.1,3. Efecto mximoc “factor de amplificacién”.

Utilizando los espectros de las deflexiones dinsnicas con el camblo
de la velocidad de crucero vn. se comparardn tanto las deflexlones
dinamicas maximas contra los desplazamientos estdticos maximos como las
velocldades de resopancia (k=1) contra las velocidades critlcas, para cada
perfil. Ademés se mostrara el instante en que ocurre el efecto mAximo,
para determinar la posicién de la carga viajera y el punto sobre la viga
donde se presenta dicho efecto. En la tabla (4.1.3.1) se ilustra lo
anterior y se observa

——————ee

72 Las cectas del Inlcio y flns) de las envolventes son pricticasente
paralelas. Hoy que tomsr en cuenta 1a precisidn del andlisls entre punto
y punto, asi cos los valores de Iy a para cada perfil.
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4 |*Deflexiones | Sdmax |**Velocidad. Ve
W T 5o Baner] Bewax | Ve ve | ve | P S P
1] 20300 | 0.59 | 1.03 1.74 ) €032 } 5100 | 1.57 { 0.18 10.77}0.53
2 10300 1.16 | 2.02 1.74 { 6822 | 4300 | 1.59 | 0.21 {0.76(0.53
3 | 5170 2.32 | 4.03 1.74 | 5519 { 3500 [ 1.58 | 0.26 10,77(0.53
4 ) 6710 1.79 { 3.11 1.74 ) 7019 ) 4400 | 1.80 | 0.21 {0.76}0.53
5 { 8200 1.46 | 2.54 1.74 | 6723 } 4200 } 1.60 | 0.22 [0.76(0.53
® in.
*% in/s.

(1) y (2) fraccibn de 1.

Tabla {(4.1.3.1) Factor de amplificacién,

que para todos los perfiles se mantiene un valor constante de la razén
entre los desplazamlentos dinamico y estético mhximos, este valor es de
1.74 y lo llamsremos el “factor de amplificacién. De forma similar,
existe proporcién entre la velocidad de resonancla y la velocidad critica,
la rezon entre estas velocidades es de aproximadamente 1.6. La deflexion
dindmica méxima ocurre en un punto cercano al centro del claro , cuando la
carga viajera se ubica sobre un punto situado a casi tres cuartos del
claro de la viga.

Anteriorsente se mostré la relacién que existe entre el
desplazamiento méximo dinadmico y el miximo estdtico ante la variacién de
1a velocidad Ve ¥ e) momento de inercia I, manteniendo constante el valor
del claro de 1a viga. A contlnuacion se presentardn los resultadcs que se
obtuvieron en un andllsis parAmetrico para otros valores del claro "1 de
1a viga, con el fin de comprobar que el factor de amplificacién se
mantiene constante ante la variacién de los parametros del slstema. Esto
impiica proporcionar 1a velocidad critica (instante en que sucede el
mAximo) y por tanto la ublcaclon de la carga sobre el claro de la viga,

Para describir el comportamiento del sistema utilizaremos una
representacion graflca, ya que el analisls pardmetrico demuestra la
proporcién que exlste en la maxima respuesta ante la variacién del momento

de lnercia y el claro de la viga, ver tablas (4.1.3.2} a la (4.1.3.9).

Las figuras (4.1.3.1), (4.1.3.2) y (4.1.3.3) son nomogramas que
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sirven para calcular el valor de la deflexi6én estatica, dinamica y por
impacto respectivamente, para un perfil]l dado ante la variaclén del claro
“1* de la viga . Los nomogramas de las figuras (4.1.3.4), {4.1.3.5}) y
(4.1.3.6) representan el valor de la deflexién estatica, dinamica y por
impacto respectlvamente, para un claro "I1“ dado ante la variaciéon del
momento de inercia “I*. Las figuras (4.1.3.7} y (4.1.3.8) son nomogramas
que representan el valor de la velocldad critica para un perfil dado ante
la variaclén del clare “I* y el valor de la velocldad critica para un
claro "1" dado ante la variacién del momento de fnercla “I*.

El valor de la deflexi6n produclda por la aplicacién repentina de una
carga, se considerard en el linmite como dos veces la magnitud de la
deflexién producida por esta carga aplicada estaticamente. Por lo tanto en
nuestro estudio el desplazamiento por impacto es el doble del valor de la
deflexion estatica. (Sistema de coaportamiento elasticol.

Desplazamiento estatico miximo (in).
¥l w2 Lk L} Li:]

200 | 0.0027 | 0.0054 | 0.0107 | 0.0083 | 0.0068
300 | 0.0092 | 0.0182 | 0.0363 | 0.0279 j 0.0229
500 | 0.0428 | 0.0843 | 0.1879 | 0.1294 | 0.1059
800 | 0.1782 | 0.3452 | 0.6877 | 0.5299 | 0.4336
1200 | 0.5811 | 1.1650 | 2.3211 | 1,7884 | 1.4634
2000 | 2.7367 | 5.3937 |10.7458 | B.2795 | 8.7751

Tabla (4.1.3.2) Desplazamiento estatico mAximo para el perfil
Wi ante ia varlacién del claro “1" de la viga.

Despilazamiento dindmlco maximo (in).
[T} [T] W3 [T [

JIREI

200 | 0.004B ! 0.0094 | 0.0187 | 0.0144 | 0.0118
300 | 0.0161 | 0.0316 | 0.0630 | 0.0486 | 0.03397
500 | 0.0743 | 0.1465 | 0.2919 { 0.2249 | 0.1840
800 | 0.3045 | 0.6001 | 1,1955 | 0.8211 | 0.7537
1200 | 1.0276 | 2,0252 | 4.0347 | 3.1087 | 2.5439
2000 | 4.7573 | 9.3759 |18.6793 [14.3923 |11.7771

Tabla (4.1.3.3) Desplazamlento dinamico maximo para el perfil
Wi ante la varlacién de! claro "1" de la viga.
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Despiazamiento por impacto (in}.
4

it Wi A w3 ]

WS

200 | 0.0055 | 0.0108 | 0.0215 | 0.0166 | 0.0136
300 | 0.0185 | 0.0364 | 0.0725 | 0.0559 | 0.0457
500 | 0.0855 | 0.1686 | 0.3358 | 0.2587 | 0.2117
800 | 0.3503 ) 0.6904 | 1.3765 | 1.0598 | 0.8672
1200 § 1.1823 | 2.3301 | 4.6422 | 3.5768 | 2.9268
2000 | 5.4735 [10,7875 }21.4915 |16.8590 |13.5501

Tabla {4.1.3.4) Desplazamiento por impacto para el perfil
Wi ante la variaclén del claro "1' de la viga.

LtinY) Desplazamiento estatico méximo {1n).
11 12 13 14 18 16
§170 | 0.0107 § 0.0363 | 0.1678 | 0.6877 | 2.3211 }10.7458
8710 | 0.0083 | 0.0279 | 0.1284 | 0,5299 | 1,7884 | 8.2785
8200 | 0.0068 | 0.0229 | 0.1059 | 0.4338 | 1.4634 | 6.7751
10300 § 0.0054 | 0.0182 | 0.0843 | 0.3452 | 1.1650 { 5.3937
20300 | 0.0027 {.0.0092 | 0.0428 | 0.1752 | 0.5911 | 2,7367

Tabla (4.1.3.5) Desplazamiento estAtico maximo para el claro Ii
ante la variacién del momento de inercla “1.

Desplazamiento dindmico maximo (in).
11 12 12 18 15 T

5170 | 0.0187 | 0.0830 | 0.2918 | 1.1955 | 4.0347 18.6793
6710 | 0.0144 ( 0.0486 | 0.2249 | 0.9211 | 3.1087 {14.3923
6200 | 0.0118 | 0.0397 | 0.1840 | 0.7537 | 2.5439 |11.7771
10300 | 0.0094 | 0.0316 | 0.1465 | 0.6001 | 2.0252 | 9.3759
20300 | 0.0048 } 0.016% | 0.0743 | 0.3045 | 1.0276 | 4.7573

Iiin'y

Tabla (4.1.3.6) Desplazamjento dinamlco maximo para el claro I!

ante la variacién del momento de inercla "I,

63



Desplazaniento por impacto (in).

1
Itns i1 T2 13 18 15 76

5170 | 0.0215 | 0.0725 | 0.3358 | 1.3755 | 4.6422 {21.4815
6710 | 0.0166 | 0.0553 | 0.2587 | 1.0598 | 3.5768 [16.5590
8200 | 0.0136 | 0.0457 | 0.2117 | 0.8672 | 2.9268 [13.5501
10300 { 0.0108 | 0.0364 | 0.1686 | 0.6804 | 2.3301 10,7875
20300 |} 0.0055 | 0.0185 | 0.0855 | 0.3503 | 1.1823 | 5.4735

Tabla {(4.1.3.7) Desplazamiento por !mpacto para el claro 1}
ante la variacién del momento de inercia "I*,

Velocldad critica (in/s).,
LE] e ws w2 [ 19

200 |20696.3 {26323.4 |25212.3 |25584.3 |30120.1
300 {13797.5 |17549.0 |16808.2 [17056.2 {20080.1
500 | 8278.5 [10529.4 (10084.9 [10233.7 [12048.0
800 | 5174.1 | £580.9 { 6303.1 | 6396.1 | 7530.0
1200 | 3449.4 | 4387.2 | 4202.1 | 4264.0 | 5020.0
2000 | 2069.6 | 2632.3 | 2521.2 | 2558.4 | 3012.0

lciny.

Tabla (4.1.3.8) Velocidad critica para el perfil Wl ante
la variacién del claro “I1" de la viga.

Velocidad critica (in/a}.
1t iz 13 14 15 18

HTEN)

5170 |20696.3 {13787.6 | 8278.5 | 5174.1 | 3449.4 | 2069.6
§710 }26323.4 |17549.0 |10528.4 | 6580.9 | 4387.2 | 2632.3
8200 [25212.3 |16808.2 [10084.9 } £303.1 | 4202.1 | 2621.2
10300 |25584.3 |17086.2 [10233.7 | 6396.1 | 4284.0 | 2558.4
20300 [30120.1 |20080.1 [12048.0 | 7630.0 | 5020.0 | 3012.0

Tabla (4.1.3.8) Velocidad critica para el claro Il ante
ia variaclén del momento de lnercla “I".
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Fig.(4.1,3.1) Deflexién estérica méxima para el perfil Wi ante la variacién
del claro "I",
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Fig.(4.1.3.5) DeflexiSn dinfmica méxima para el claro }i ante la variacién
del momento de inercia "1,
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De las figuras (4.1.3.1), (4.1.3.2) y (4.1.3.3), se observa que las
deflexiones mayores corresponden al perfil con menor momento de inercia,
W3, y las deflexiones menores ocurren para el perfil con mayor momento de
inercia, W1. Como se esperaba, las deflexlones aumentan ante el decremento
del momento de inercla “I" y el incremento en el claro “1* de la viga .
Las rectas que describen las deflexiones para estos perfiles son paralelas
de pendlente positiva. El comportamiento anterior tamblén se manifiesta en
los casos que llustran las figuras (4.1.3.4), (4.1,3.5) y (4.1.3.6), Estas
rectas tamblén son paralelas pero de pendiente negativa.

La velocidad critica tiene una magnitud mayor conforme se disminuye
el claro de la viga y se ausenta el wovento de inercia de la secclon
transversal. Para el caso del perfil W4, ver figura (4.1.3,7) y tablas
(4.1.2) y (4,1.3.1), lo anterlor no se cumple. Para Justificar esta
incongruencia debemos notar de la ecuacién (4.1.2.4), que el valor de la
wasa por unidad de longitud “m”, debe tomarse en cuenta. Para los perfiles
tipo W no existe proporclonnlldadn entre los valores de "I" y "%, como
seria en el caso para secciones rectangulares, por ejemplo. Este efecto se
tlustra mejor en la figura (4.1.3.8). El walor de la \inercla
correspondiente al perfll W4, [=6710 in*, produce un incremento sayor de
1a velocldad critica con respecto al que experimentan 1os perfiles W6, W/
¥y W8; éste valor de la velocldad desciende notoramiente para el caso del
perfil WS, para después aumentar gradualrente. La proporclén que existe en
el comportamiento del sistema, se refleja en las rectas paralelas que
describen la velocidad critica.

Unas curvas que tlenden & un comportamiento lineal en ejes

logaritm\cos". pueden ajustarse mediante el método de minimos cuadrados
por uns regresion potencial del sigulente tipo:

y-Ax'
Iny=1lnA+Blnx

73 Entre e) paralte "d" y el espocor del alma y fos patinew.
74 Ref.{14).
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y=a+ bx
en donde a es la ordenada al origen y b es la pendiente de la recta, efn

ejes logaritmicos.

fPara nuestro estudioc no es necesario aJusQar las curves de
desplazamlentos y velocldades, pues gré.!‘lczunente75 puede notarse que las
rectas que describen el comportamientc del sistema son paralelas. Asi,
para obtener el valor de la pendiente de las rectas en las figuras
{4.1.2.1) a ia (4.1.3.7), tomaremos }os puntos extremos pare cualquier
rects, por lo tanto: ’
in X - In Xy
en donde X representa el valor de la abscisa para cualquier punto i{x,y)
de la rects en estudio y ¥, es e] correspondiente valor de la ordenads.

Las rectas de las figuras {4.1.3.1), {4.1.3.2) y {4.1.3.3} son
paralelas entre si, ver fig. (4.1.3.9), = este caso lo Identificareaos
como el I, De manera sismilar el caso 1l representard las rectas de 1ss
figuras {4.1.3.4), (4.1.3.5) y (4.1.3.6) y &l caso [!1{ el de las rectag de
la figura (4.1.3.7}. La finalidad de lo anterfor es para obtener la
pendiente de las rectas y por tanto su inclinaclén, ver tabla (4.1.3,10).

Caso | Pendiente b | Angulo de lnclinacién @

1 3 710.6°
|84 -1 -45°.0°
1 -1 -45°.0"

Tabla (4.1.2.10} Pendiente y angulo de inciinacion para las rectas
de los casas I, 1 y [11.

75 Para que pueds sadirse directamente ! Anguio de tnclinscidn do les
rectes (pendlentsl, deban gralicsree estam reclas en sfas logaritelcos con
tgual onlinerc de ciclos y longitud de eje.
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CAPITULO V,
5. CONCLUSIONES.

Lla deflexién dinamica méAxima, producida por una carga concentrada
viajando a través del claro de una viga simplemente apoyada, se puede

determinar por medio de la velocidad critica v, como se verd enseguida.

Se comprobd que la amplificacién de la respuesta en un sistema (sin
amortiguamiento) de este tipo, no ocurre cuando la carga se desplaza a la

velocidad de resonancia v, para cualquier modo.

El anslisis paraaétrico muestra que el desplazamiento dinsxico maximo
ocurre & una velocidad, v, senor a 1a velocidad de resonancia para el
primer modo. Para val(;cldld.n bajas la deflexién dindmica tlende al
desplazamiento estatico, correspondiente al punto de andlisis. La
respuesta para velocldades wayores a la critica (la velocidad de
resonancia para el k-ésimo modo esta incluida) tiende rapidamente a cero.
De hecho, cuando la cerga se desplaza a la gegunda velocidad de
resonancla, la deflexién dinAmica es menor al desplazamlento estatlco

maximo (para la carga puntual en cuestlon).

Asi, pare nuestro estudio tenemos dos puntos de referencla.
Determinaremos la mAxima deflexién dindmica del slstera en funclén del
desplazamiento estatlico maximo y la velocldad critica en funcion de la

velocidad de resonancia.
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Es \importante menclonar la relaclén que existe entre la deflexién
estatica, dinamica y por impacto, ver figuras (4.1,3.9) y (4.1.3.10). La
respuesta dindmica esta acotada entre los valores estatico y por impacto.
Es decir, la mixima deflexiétn dindmica en el sistema es slempre mayor a la
deflexion estatlca mixima y debe ser menor al desplazamlento producido por

impacto.

Resualendo: el factor de amplificacion dindmica maximo tiene un valor
de 1.74 y la velocldad critica es 0.625 del valor de la velocidad de
resonancia para el primer modo. la deflexion dindmica mAxima ocurre en un
punto cercano a la mited del claro, cuando la carga se ubica a casi tres

cuartos del claro de la viga, Esto es:

] =28
por lmpacto «hax

&ul 1.74 Bun

v
r1 0.8258  / El
(A w -l 0.626 VgtV

x = 0,53}

£= A 0,761
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