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I N T R o D u e e I g N 

Este trabajo está dirigido especialmente a los alum

nos del 5~ afio de' bachillerato de la Escuela Nacional Pre

paratoria; para abordarlo, el alumno ya debe tener conoci

miento acerca de: distancia entre dos puntos, punto medio 

de un segmento, la pend~.ente de una recta, la ecuación de 

la línea recta, distancia entre un punto y una recta así 

como nociones generales de la ciréunferencia. 

Lo que se pretende es hacer mb accesible a las Mate

máticas en el área de la Geometría Allalltica, indicándole 

cómo debe proceder a los plantewnientoa propuestos ·en re

lación a las fórmulas que debe de utilizar. 

Para tal efecto se ha di viditio a éste en cuatro capí

tulos de la siguiente manera: 

En el primer capítulo se define le que es un lugar 

geométrico y se deocriben lugares geo~étricoo de m!lllera a

nalítica utilizando conocimientos previamente adquiridos 

en el curso. 

En el se¡;undo capítulo se estudia la circunferencia 

como un lugar ¡;eom6trico, se deduce su ecuación conociendo 

el centro y la longitud del radio. Esta ecuación se conoce 

como ordinaria o oonónica. Se presentan algunos ejemplos 



en los que ea necesario encontrar laa coordenadas del cen

tro y la longitud del radio. Además, a partir de una ecua

ción en la forma ordinaria de la circunferencia., se encue!!_ 

tran las coordenadas del centro y la lon¡;i tud del radio. 

Despu~s, a partir de la ecuación ordinaria, se obti e

ne otra, llamada general de J.a circunferencia y q_ue ee de 

la forma: 

x2 + y2 + Dx + Ey + P O 

especificando cómo encontrar las co3rdenadas del centr~ y 

la longitt<d del radio analizando l•s valores .de D, E y P. 

En el tercer capítulo, se estudian familias de cirCIJ!!. 

ferencias que están representadas por ia ecuación: 

analizando lo que 2ucede cuando k toma valores de -1, O y 

diferentes de -1 y o. 

La ·ecuación anterior se pro}tone, au~onien4• que dos 

circunferencias se intersectan cortánQoee en dos puntos; 

se observa que se satisface también ,ara cuando las circll:!. 

ferencie.s son tangentes y para cuanio ne se intereectan en 
ningún punto. 



Si k = -1 entonces se obtiene ia ecuación de une rec

ta:i la que se le conoce como eje raciical. Y se demuestran 

al·¡¡unas propiedades que satisface. 

Por Último en el cuarto capítulo se proponen algunos 

teoremas y lugares geomhricos relativos a la circunferen

cia, los cuales son demostrados o identificados analítica

mente utilizando lo presentado en los tres primeros capÍt~ 

los. Algunos de los teoremas ya han sido demostrados en el 

curso de Matemáticas de 3~ afio de educación media básica u 

tilizando geometría sintética, pero ahora pueden ser inte

resantes para los alumnos de bachillerato las demostracio

nes que aquí se presentan, haciendo así novedoso el c1111po 

•árido" y "abstracto" de las Matemáticas. 
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CAPITULO I 

LUGARES GEOMETRICOS 

1.1. Definición (Lugar Geométrico): 

Un lugar geométri 

co es el conjunto de todos los puntos que satisfacen u,nn 

condición est~blecida. 

1.2. Mediatriz de un segmento en el plru'lo. 

Un ejemplo 

de lugar geométrico es la mediatriz de un segmento cuyos 

extremos son loa puntos A y B. Recordemos que la mediatriz 

es la recta perpendicular al segmento AB que pasa por su 

punto medio. (Ver figura 1.1.) 

punto medio 

I 

I 
I 

- I 

I 

A ~I +---mediatriz _, 
' I 

' I B 

' ' 

I 

Figura 1.1. 

de AB 
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Pero ¿qué condición satisfacen loe puntea de la medi!!. 

triz? 

La condición que satisfacen es que equidistan de loe 

extremos del segmento. Es decir, si elegimos un punto, 11!!_ 

mémosle D, que pertenezca a la mediatiz, la distancia que 

hay de D a un extremo es exactamente la misma que hay de D 

al otro extremo. Veamos por qué. 

Si AB es un segmento y L su mediatriz; por la defi

nición de mediatriz sabemos que J., pasa por el punto me

dio de AB llamémosle M. (Ver figura 1.2.) 

A MI B 

1 
1 
1 

Figura 1.2.) 



Uniendo D con A y con D se forman dos triángulos: 

/::,. AD!J y f:i EDM. ( ll( ) 

8 

Como lJ es el punto medio de AD entonces podemos afir

mar que AM = hlll. 

Sabemos que J.. es perpendicular al segmento AD, pod.!!_ 

moa decir que 1'.:: AJ.!D = ~ DMB ya que son rectos. 

Además los triángulos tienen un lado común DM. 

Entone es 6 AMD = 6, DMD. 

Por lo tanto AD DD. 

Ahora veamos que si D es un punto que no pertenece al 

segmento AD y que además equidista a los extremos, AD DB, 

entonces D pertenece a la mediatriz del segmento AB. 

Tracemos una recta que pane por el punto D y por el 

punto M que es el punto medio de AB. (Ver figura 1.3.) 

Como M es el punto medio del segmento AD, podemos a

firmar que AM = ~'Il. 

JI! • f'i ADI'. es la abreviación de un triángulo cuyos 

vértices son A, D y ¡,;. 
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Entonces /J, ADM = 6 L!DB 

l'or lo tanto <J::::AMD =<)::mm= 90°, es decir, DM es 

perpendicular a All. Concluimos que D pertenece a la media

triz de All. 

Una mediatriz de un segmento ea el lugar geométrico 

de loe puntos que equidistan de los extremos de un segmen

to. 

I 
I 

I 
I 

A 

I 
I 

I 
I 

D 

I' 
I I 

I 

b! 

1 
1 

\ 

1 

Figura 1.3. 

1 
1 

1 

1 

B 

En este trabajo los lugares geométricos se caracteri

zan analíticc.mente y en gen eral mediante una ecuación. As{, 

los puntos que satisfacen dicha ecuación pertenecen a un 

lugar geométrico. 
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Consideremos por ejemplo la recta cuya ecuación es: 

y 2X + 10, 

Si x = 21 entonces y = 2(2) + 10 

T1 (2 114) es un punto de la recta. 

Si x = -5, entonces y = 2(-5) + 10 

s!, T
2

(-5,0) es un punto de la recta. 

4 + 10 14. AeÍ., 

-10 + 10 O. A-

Sabemos que por dos puntos pasa una única recta, en

tonces para trazar la gráfica de la recta anterior, basta 

con trazar la recta que pasa por los puntos que encontra

mos. (Ver figura 1.4.) 

Figura 1.4. 
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Si x = l, entonces y = 2(1) + lO = 12. Si observamos 

la reata que trazamos podemoe darnos cuenta que en efecto 

T
3

(1,l2) está en la recta. 

También pode~os ver que T
4

(-2,6) está sobre la recta; 

veamos qué sucede si en la ecur,ción y = 2x + lO eusti tui

moa la abscioa do este punto. Si x = -2 entonces y'= 2(-2) 

+ 10 = -4 + 10 = 6, lo que ocurre es que obtenemos el va

lor de la ordenada del punto T4 , es decir T4 satisface la 

ecuación. 

Podemos afirmar que y 

gar geométrico. 

2x + 10 es un ejemplo de lu-

En general una recta cuya ecuación sea y 

un lugar geométrico. 

Problema: 

mx + b es 

Hallar el lugar geométrico del conjunto de 

loa puntos que equidistan de los puntos A(J,-8) y B(-5,10). 

Si nos fijamos bien lo que tenemos que encontrar es 

la ecuación de la mediatriz del segmento AB, (Ver inicio 

de esta sección). 

Veamos grlÍficamente lo que debe de ocurrir en la fil@ 



ra 1.5. 

B{-:+10) 

,/ ~ ~diatriz 
del 

·~~,..?-IH-~~~-~ 

segmento AB 

A(3 ,-8) 

Figura 1.5. 
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Si T(x,y) es un punto que está sobre la mediatriz, e~ 

tonces debe cumplir con ln condición de que equidista de 

los extremos del segmento, es decir: 

d(A,T) 

d(B,T) 

d(A,T) 

+ -Jcx-3)2 

v<x-(-5))2 

d(B,T) (11) 

(y-(-8)) 2 

+ (y-10) 2 

M Denotaremos la di"tancia del punto A al punto T c~ 

mo d(A,T). 



vcx-3) 2 + (y+8)2 v cx+5)2- + 
2' (y-10) • 

Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene: 

(x-3) 2 + (x+5) 2 + (y-10) 2 • 

Desarrollando los binomios obtenemos: 

x 2-6x+9+y2+16y+64 

13 

Escribiendo los términos en el primer miembro y des

pués reduciendo términos semejantes se tiene que: 

es decir que, 

-l6x + 36y - 5 2 O • 

Simplificando la ecuación dividiéndola entre -4: 

4x - 9Y + l3 o (l.I.) 

Esta ecuación debe ser la ecuación de la mediatri_z'. 

Comprobémoslo viendo que es perpendicUlar al see;mento AB y 

que además el punto medio de AB satisface la ecuación l.I. 

Recordemos que dos rectas son perpe.ndiculr,rcs ai el 

producto de sus pendientes es -1, es decir, si m1m
2 

-1. 
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Calculemos la pendiente del segmento All: 

Y2 - Y1 10 - (-8) 10 + 8 18 9 
m 

x2 - xl -5 - 3 -8 -8 4 

A 
La pendiente de la recta Ax + lly + C = O es - -. 

ll 

Entonces la pendiente de la recta l.I. es: 

m = - (- ~) = -:~ • 
El producto de las pendientes es: 

Por lo tanto las rectas son perpendiculares. 

Por Último calcularemos el punto medio de AB y veamos 

que sí satisface la ecuación l.I. Recordemos que el punto 

medio T de T1 Cx1 ,y1 ) y T2Cx2,y2) está dado por: 

T ( xl 
+ X2 Y1 + Y2) 

2 

T (~ -8 : 10) (-2 =T -; , +)~T(-1, 1) 

Sustituyéndolo en la ecuación l.I.: 



4x - 9y + 13 4(-l) - 9(1) + 13 

-4 - 9 + 13 
-13 + 13 
o. 

15 

Por lo tanto el lugar geométrico de loa pWltos que e

quidistan de los pWltos A(3,-8) .y B(-5,10) es: 

4x :.. 9y + 13 = O. 
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l.), Mediatriz de un segemento en el espacio. 

¿Cuál · 

será el conjunto de puntos que equidistan de dos puntos que· 

están en el espacio? 

Supongamos que T(x,y,z) equidista de T1 (x1 ,y1 ,z1 ) y de 

T2(x2 ,y2 ,z2), se debe de cumplir entonces que: 

Utilizando la fórmula para calcular la distancia entre 

dos punto dados en el espacio sabemos que: 

Elevando al cuadrado ambos miembroa, desarrollando los 

binomios, sumando términos semejantes al igualar la ecuación 

a cero obtenemos: 

de aquí que, abriendo los paréntesis: 



x' -2xª x +x; +~ -2y" y +y!+ z" -2z, z +z: , 

simplificando: 

-2x 1 x + 2x,x - 2y 1 y + 2y'"y - 2z 1 z + 2z"z + x:+ y,•+ z:- x:- y:- z: O, 

reagrupando 

(-2x, + 2x)x + (-2y, + 2yjy + (-2z, + 2zjz + x~+ y,'+ zi- x:- y,'- z: O. 

Finalmente sustituyendo: 

-2x 1 + 2x, por A, 

-2y,+ 2y, por B, 

-2z,+ 2z, por e, 

Xf. + y,'.f..Z,ª - x,' - y¡ - za' por n; 

obtenemos Ax + By + Cz + D O; ésta es la ecuación de ún plano. ( lt ~· 

« · . Lt'HMANN? C. Geometría Analítica, pag. 342. 
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Por lo tanto el conjunto de puntos que equidistan de 

dos puntos que están en el espacio es un plano. 
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1.4. Lugar georn~trico de todos los centros de los rec

tángulos inscritos en un triáneulo. 

¿Cuál es el lugar geornf 

trico de todos los centros de los rectángulos inscritos en 

un triángulo, si los rectángulos tienen un lado sobre un 

lado fijo del triángulo? 

Figura 1.6. 

Trae emo s al triángulo en 

el plano cartesiano de manera 

tal .que las ce.ordenadas de sus 

v~rtices sean: A(a,O), B(b,O) 

y C(O,c). (Ver figura 1.6.) 

B(~,O) 

Determinemos lns ecuaciones de las rectas que pasan 

por AC y BC, utiliznndo la ecuaci6n: 

y - Y1 

La ecuaci6n de la recta que pasa por AC es: 

y - o 

y 

O - c 

a - O 
e 

- -(x - a) 
a 

(x - a), es decir, 

(1.II.) 



La ecuaci6n de la recta que pasa por BC ea: 

y - o 

y 

O - c 
--- (x - b), 
b - o 

c 
(x - b). 

b 

así que, 

(l.III,) 
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Si el lado fijo del triángulo es AB, el lado opuesto 

del rectángulo es un segmento paralelo al eje de las abac!_ 

sas y cuya ecuaci6n es y= d (l.IV.). (Ver figura 1.7) 

c 
y 

a 

" 1 

Figura 1.7. 

d 

c 
y= (x-bl 
...__.... b 

Así los vértices superiores del rectán¡¡ulo son los 

puntos de intersecci6n de la recta l.!V. con las rectos 

l.II. y·l.III. Para encontrarlos, multipliquemos las ecua-



cienes l.II., i.±p. y 1.IV. por ab: 

aby 

aby 

aby 

abe - bcx, 

e.be - acx, 

abd, 

(J..V,) 

(1.VI.) 

(l. VII.) 

21 

Igualemos las ecuaciones l.V. y l.VII. para encontrar 

la abscisa del punto de intersección de AC con y = d. 

abe - bcx abd, 

bcx abe - abd, 

ad 
X a 

e 

ac - ad a(c - d) 

e e 

Por lo tanto la abscisa del punto de intersección de 

AC con la recta y = d es: 

a(c - d) 
X 

e 

Encontremos la abscisa del punto de intersección .de 

BC con la recta y = d, igualando las ecuaciones l.VI. y 

l. VII. 

abe - acx abd, 

acx abe - abd, 
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bd be - bd b(c d) 
X b 

e e e 

Por lo tanto le. abscisa del pwito de intersección de 

BC con la recta y = d es: 

b(c - d) 
X 

e 

Las ordenadas de ambos pwitos son y d. 

Si ( a(c : d) ' d) y 

son los vértices superiores del rectángulo, entonces las 

coordenadas de los vértices inferiores son: 

y 

Las coordenadas del centro del rectángulo son el pwi

to medio de wia de las diagonales ( • ) 

(Xi + x2 Y1 + 
Y2) ~ T 

2 

t( Una diagonal es el segmento que wie pares de vér~i··· 

ces no consecutivos. 



.(~ 
b(c - d) 

e o 
+ 

2 

T ((a + b)(c 

2c 

- d) 

Por lo ten to las coordenadas del centro son: 

(Ver figura 1.8.) • 

., 
1 

(l.VIII.) 

L-~~-""...;.~~->L~~~~~~~~ - ... 

(~·o) (~·o) 

Figura l.8. 

2) 
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Podemos observar que tunto la abscisa como la ordena

da del centro del recténgulo "dependen'' del va1ar de d, 

Veamos que sucede r1i d = O, ea decir, si la recta 

y d coincide con la base del triéngulo,(Ver figura 1.9.) 

Sustituyamos d =O en l. VIII.: 

('ª + 
b) (c - d) 

2c 
~) Cª + b:~c - O) ' ~) 

Cª + b)c 

20 
o) (~ o) 

Ic que obtenemos es el punto media del lado AJJ del 

triéngulo. La altura del rectángulo ea cero. (Ver figura 

1.9.) 

Ahora veamoe que sucede si y = d pasa por e, os de

cir si d = o. (Ver figura l. 9.) 

Sustituyamos d =e en l.VIII.: 

b) (c - d) 

2c 
~) ((_a_+_b-::-ª---·-c) '~) 
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+ b} ( o } 

2c 

Lo que obtenemos es el punto medio de la al tura del 

triángulo. (Ver figura 1.9.}. La base del rectángulo es C.!1, 

ro• 

• 
1 

y=d c.J' 

~ (o, ~) 
1 

\~.o) 

Figura 1.9. 

'\... y d o 

Despejemos a d de la abscisa y la ordenada del cen

tro del rectángulo. necore.emos que éstas son: 

(a + b} ( c - d) 
X 

2c 
y 

d 

2 
, de donde 
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2CX (a. + b ) (e - d), así que, 

2cx 
e - d. 

a + b 
2CX 

Despejando d, d e (l,IX.) 
a + b 

'rambi~n d 2y (1.x.) 

Se deoea que y quede en ténninoa de x, entonces 1-

gualendo las ecuaciones l.IX. y l.X. tenemos que~ 

2cx 
2y e 

a + b 

despejando y tenemos: 

c ex 
y es decir, 

2 a + b 

Y --º (x -~) 
a + b 2 

esta es la ecuación de una recta. 

Entonces el lugar geométrico que buscamos .es el seg

mer,to cuyos extremos son lo< puntos: 
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y (
a + b ) 

T2 --2--, O 

{Ver figura 1.10.) 

Por lo tanto el conjunto de los centros de los reotá.n

gulos inscritos en un triáneulo tales que uno de los lados 

de los rectángulos está sobre un lado fijo del triángulo, 

es un segmento cuyos extremos son el punto medio del lado 

fijo y el punto medio de la altura del lado fijo. 

Figura 1.10. 
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1.5. El problema del gatito en la escalera • 

Una esca-

lera está apoyada en el suelo .1 i.so y con la pared en cada !! 

no de sus extremos. Supongamos que un gatito flemático está 

sentado en el cent~o de la escalera. ¿Por qué línea se mue

ve el gatito ei la escalera se desliza?(Ver figura 1.11.) 

nera: 

Figura 1.11. 

d 

2 

------- -7 

, : 

; 

; 

d 

2 
Figura 1.12. 

Este problema lo podemos formular de la siguiente ma-

Si tenemos un ángulo recto y un segmento AC de longi-
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tud d, cuyos extremoa están sobre el ángulo; debemos entou 

ces determinar el conjunto de todos loa centroa de loa seg

mentos AC. (Ver figura 1.12.) 

El ángulo ABO siempre es recto, consideremos al recté.a 

gula ABDC, donde AC y BD son las diagonales del rectángulo 

que se bisectan en !1!. Ya que AC se desliza sobre el ángulo 

ABC entonces tendremos diferentes rectfuigulos con diagona

les constantes, AC, veamos las figuras: 1.l)a., l.l)b. y 

l.lJc.: 

A D ------11 
/ 1 

1 

I 
I 

B e 
Figura l. l)a. 

A 

/ 

A 

Figura 1.l)c. 

D --.. 
/, 1 

/ 

e 
Figura l.l)b. 

D 



Como M bisecta las diagonales podemos afirmar que: 

BJI CM 

Entonces B equidista de M en 
d 

2 

d 

2 

unidades. 

30 

Por·,lo tanto el conjunto de centros de los segmentos AO 

es el arco KL de la circunferencia con centro en B y radio 
d • (Ver figura 1.14.) 

L 

Figura 1.14. 
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1.6. Lugar geométrico de los puntos gue equidistan de 

tres puntos que no son Clllinealee. 

Encontremos nl conjunto 

de puntos que equidistan de los tres puntos: T1 , T2 Y T
3

, 

si éstos no son colineales. (!K) 

Desglosemos este problema de la siguiente manera: 

Busquemos primero el conjunto de puntos que equidictan 

a cada par de vértices, es decir las mediatrices; como los 

puntos no son colineoles, las mediatrices no son paralelas 

entonces se intersectan en un punto y éste es el que busc~ 

mos. 

Sólo será necesario hacerlo para dos pares de vérti

ces, veamos por qué: 

Si ~!y M' son las mediatrices de T1T2 y T
2
T

3 
respe!:_ 

tivamente y T es la intersección de M con M', podemos nfi! 

mar por definición de mediatriz que: 

(1.XI.) 

(l .XII.) 

ic. Tres o más puntos son colineales si están sobre la 

misma recta. 
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de las ecuaciones l.XI. y l.XII. obtenemos que: 

Gráficamente lo podemos observar en la figura 1.15. 

Ya que T equidista de los tree puntos podemos afirmar 

que Tea el centro de la circunferencia que pasa por T1 , 

T2 y T3. 

\ 
\ 

\ 

\ 

' -\-

' \ M' 

\ 
Figura 1.15. 

¿Habrá otra circunferencia que pase por T
1

, T
2 

y TJ? 

La respuesta es: No! l Ya que el punto de intersec -
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ción de las mediatrices M y J.!' es único. 

Observación: Dados tres puntos no colineales, existe 

\Ula circunferencia que pasa por los tres puntos. 
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CAPITULO II 

ECUACIOK DE LA CIRCUNFERENCIA 

Por nuestros conocimientos de geometría elemental sa

bemos que la circunferencia es una línea curva cerrada Pl.!!. 

na, cuyos puntos equidistan del centro, 

llemos ahora una definición de la circunferencia más .!l. 

legan te: 

2.1. Definición (Circunferencia): 

Es el lugar geomé

trico de todos los puntos del plano que están a una distll!!, 

cia constante de un punto fijo, A la constante se le llama 

radio y el punto fijo se llama centro. 

2.2. Ecuación de la circunferencia con centro en 

C(h,k) y radio r, 

rncontremos la ecuación de la circunfe

rencia que tiene centro en C(3,-2) y radio r ~ 4. 

Si T(x,y) pertenece a la circunferencia debe de cum

plir con la condición de que la distancia de T a C debe de 

ser 4 unidades. 

d(T,C) 4 
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esto es -J(x - 3) 3 + (y - (-2))2 4 

elevando al cuadrado ambos miembros: 

(z - 3)2 + (y+ 2)2 16. (2.I.) 

esta es la condición que deben cumplir los puntos que equi

distan al punto C(J,-2) en cuatro unidades. 

Dibujemos la gráfica de esta circunferencia de la si-

guiente manera: 

En el plano cartesiano localicemos el punto C(J,'-2), 

haciendo centro en Jl abramos el compás 4 unidades y trace

mos la circunferencia. (Ver fiGura 2.1.) 

Figura 2.1. 
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Podemos ver que el punto T
1 

(7 ,-2) está sobre le. circU!!. 

ferencia, comprobemos que dicho punto satisface ln ecuación 

2.I.: 

+ + 

+ 16 + o 16. 

Por lo tanto T
1 

satisface la ecuación 2.I. 

En general, para encontrar la ecuación de une. circun

ferencia sabiendo cuales son las coordenadas de su centro 

y la magnitud de su radio ¿será neceserio repetir el proc.!!. 

dimiento que anteriormente hicimos? 

La respuesta es: No 

El ·procedimiento lo haremos por Última vez. Supóngase 

que queremos encontrar la ecuacicln de una circunferencia 

cuyo. centro está en C(h,k) y que tiene un radio cuya magn!_ 

tud es de r unidades. 

Si T(x,y) pertenece a este lugar geométrico, satisfa

ce la condición de que la distancia de él al centro debe 

de ser r. 

d(T,C) r. 
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es decir + r 

elevando al. cuadrado ambos miembros tenemos que: 

+ (y - k ¡2 {2.II. ). 

Esta ecuación la utilizaremos para conocer la ecuación 

de una circunferencia que tiene centro en C(h,k) y radio r. 

Dicha ecuación recibe el nombre de ecuación de la circunf~ 

rancia en la forma canónica o ecuación de la circunferen

cia en la forma ordinaria. 

Demos algunos ejemplos: 

Si la circunferencia tiene centro en C(-2 15) y radio 

r = 5, entonces su ecuación es: 

(x - (-2))2 + (y - 5) 2 (5)2 

ea decir, (x + 2)2 
+ (y - 5 )2 25. 

Si la circunferencia tiene centro en C ( ~ , · - ~) 
y radio r = 4, entonces su ecuación ea: 
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(X - ~f + (y-(- ~)r (4)2 

es decir, (X - ~r + (y+ ~r 16. 

Si la circunfernecia tiene centro en e( -8, - ~) 
y radio r = 2, entonces su ecuación es: 

(x - (-8))2 + 

es decir, (x + 8 )
2 2. 

Algo muy interesante también sucederá si nosotros ten~ 

moa una ecuación de la forma 2.11., ya que podemos afirmar 

que es la ecuación de la circunferencia que tiene centro en 

C(h,k) y radio r, siempre que el segundo miembro sea mayor 

que cero. 

Nótese que la abscisa del centro es el término indepe~ 

diente del binomio que tiene el término "x", pero con signo 

contrario; la o.rdenada del centro es el término independie!l 

te del binomio que tiene el término "y", pero también con 

Signo contratio. Mientras que el radio de la circunferencia 
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ea la raíz cuadrada del segundo miembro de la ectmción. 

Demos algunos ejemplos: 

La ecuación (x - 8)2 
+ (y - 3)2 4 representa ~ 

na circunferencia con centro en C(8,3) y radio r ={4, ea 

decir r = 2. 

La ecuación (x ~ 9 )2 + 

una circunferencia con centro 

r ={36, es decir, r = 6. 

(y - ~ ) 
2 

36 representa 

en 
2 

e (-9, %) y rad:i.o 

La ecuación (X + ir + (y + ;)

2 

23 represe_!! 

ta una circunferencia con centro en C (- ~' - ~) y ra-

dio r = ../23. ( lif ) 

Consideremos un caso particular de la ecuación de la 

circunferencia en la forma ordinaria: 

La ecuación de la circunferencia cuyo centro es el or! 

* . Se recomienda que cuando una raíz no sea exacta 

cR 4.795e31s23 ••• > se deje indicada la operación. 
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gen, C(O,O), y radio r unidades. Sustituyendo en la ecua

ción 2.II. tenemos que: 

+ 

+ (2.III. }. 

Podemos concluir que .siempre que se desee conocer la .!!: 

cuación de una circunferencia con centro en el origen y ra

dio r, sólo bastará con sustituir eJ; valor de r en la ecua

ción 2.III. 
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2. 3, Algunos ejemplos. 

En muchas ocasionca, se presen

tan casos en los que aparentemente no se nos proporciona el 

centro o el radio de la circunferencia para encontrar la e

cuación de ésta. !~ostraremoa algunos ejemplos de este tipo 

y cómo resolverlos. 

Ejemplo 2.3.1. 

Si los extremos de uno de los diámetros 

de la circunferencia son T1(3,-8) y T2(-7,2) ¿cuál es la e

cuación de la circunferencia? 

Para poder encontrar la ecuación de la circunferencia, 

es necesario conocer el centro y la magnitud del radio. Co

mo el diámetro es una cuerda que pasa por el centro, calcu

lemos el punto medio del segmento T1T2 para saber cuales 

son las coordenadas del centro. 

X 
Xl + X2 3 + (-7) - 7 -4 

2 2 2 2 
-2 y 

Y1 + Y2 -8 t 2 -6 
-3 y 

2 2 2 

Las coordenadas del centro son C(-2,-3). 



Para conocer la magnitud del radio calcularemos la 

distancia de e a T1 6 de e a T2• 

= -J 

= -J 

2 2 
1 

(xl - x) + (yl - y) 

(3 - (-2))2 + (-8 - (-3)) 

-J (3 + 2 )
2 

+ (-8 + 3 )2 ' 

+ (-5)2 

= -J 25 + 25 

2' 
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Por lo tanto la magnitud del radio es r =.,¡so-', 

Sustituyendo las coordenadas de e y la magnitud dar r!. 

dio en la ecuación 2.II.: 

(x - (-2))2 + (y - (-3))2 

(x + 2 )2 
+ (y + 3 )2 50, 

esta es la ecuación de la circunferencia en la que T1T2 es 

uno de sus diámetros. 
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Ejemplo 2. 3,2, 

Determinemo? la ecuación de la circunf! 

rencia en la que su centro tiene coordenadas C(3,-3) y pasa 

por el punto T(G,-7). 

Como no se nos proporciona·la magnitud del radio, ten! 

moa que calcular la distancia de C a T. 

d(C,T) =v (xa - xT)2 + (Ye - yT)2 

=v (3 - 6 ¡2 + (-3 - (-7))2 

=v (-3 ¡2 + (-3 + 7)2 

=v 9 + (4 ¡2 

=-1 9 + 16 

=-f25 

La magnitud del radio es entonces 5, 

Sustituyendo las coordenadas del centro y el radio en 



la ecuación 2.II. tenemos que: 

(x - h)2 

(x - 3)2 

(x - J )2 

+ 

+ 

+ 

(y - k)2 

(y - (-3))2 

{y + 3 )2 

esta es la ecuación buscada. 

Ejemplo 2. 3. 3. 
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(5)2' 

25, 

~ncontremos la ecuación de la circunfe-

rancia cuyo centro es el punto de intersección de las rec-

tas 5x + 3y + 26 = O y 4x - 9Y - 2 = O y radio r,= 3. 

Para encontrar la ecuación de la circunferencia, tene

mos que conocer las coordenadas del centro, ésto lo logra~ 

moa encontlll.ndo el punto de intersección de lee dos rectas. 

Resolvamos el sistema: 

5x + Jy 

4x - 9Y 

-26 

2 

(2.IV.) 

(2. v.). 

Multiplicando la ecuación 2,IV. por 3 y sumando las e-

cuacionea: 
l5x + 9y -78 
4x - 9Y 2 

19x -76 



Despejando x: 

X= 
-76 

19 

X -4. 
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Sustituyendo en la ecuación 2.IV. 6 2.V. se tiene quo.: 

5(-4) + )y -26' 

ea decir -20 + Jy -26, 

reduciendo términos semejantes Jy -26 + 20, 

Jy -6. 

-6 
despejando y y= 7 

y -2. 

Las coordenadas del centro son C{-4,-2) y la magnitud 

del radio ea r = 3; sustituyéndolos en la ocuaci6n 2.II: 

asi que 

(x - h)2 + (y - k) 2 

(X - (-4) )2 + (y - ( -2) )2 

(x + 4 )2 
+ (y + 2 )2 = 9 

esta es entonces la ecuación buscada. 
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Ejemelo 2. 3. 4. 

Determinemos la ecuación de la circunf!!; 

rencia con centro en C(l0,-8) y que ee tangente a la recta 

X - 2y - 6 = 0. 

En eate planteamiento no se nos proporciona la m'1gni

tud del radio, la obtendremos calculando la distancia del 

centro a la recta, utilizando la ecuación: 

d 

d 

fl(lO) - 2(-8) - El 
..¡ 12 + (-2 ,2' 

\Ax + BL:!:....9 
V A2 + B2 

110 + 16 - 61 
-ri-;4 

20 
entonces la magnitud del radio es r = 

F 
Sustituyendo el centro y el radio en la ecuación 2.II. 

se tiene que: 

(x - h)2 

(x - 10)2 
+ 

+ 

(x - 10)2 + (y+ 8)2 400 

5 
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(x - 10)2 
+ (y + 8 ¡2 80 

es la ecuación de la circunferencia. 

Ejemplo 2. 3. 5, 

Hallemos la ecuación de la circunferen

cia cuyo centro está en el eje Y y que pasa por loo puntos 

En este ejemplo no se nos proporcionan el centro y el 

radio. Sabemos que el centro está sobre el eje Y, podemos 

afirmar que sus coordenadas son C(O,y). Por la definición 

de circunferencia sabemos que: 

es decir, 

..j<o - (-2 ))
2 + (y -6 )~ V (O - 2 )2 + 

con esta ecuación podomoo conocer el valor de y. Elevemos 

al cuadrado ambos miembros de la ecuación, desarrollemos 

los binomios, después reduzcamos términos somejantoe y por 

último resolva~os la ecuación: 



(o + 2 )2 + (y - 6 )2 

4 + y2 - 12y + 36 

-12y + 4y = -36 + 4, 

-8y = -32, así que 

-32 
y 

-8 

y 4, 

( -2 )2 + (y -2 )2 

+ i - 4y + 4, 
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Entonces la ordenada del centro ea 4. Hallemos la mag

nitud del radio calculando la distancia de C a T1 6 de C a 

T2' 

= -J (o - 2 )
2 

+ (4 - 2)2 

=v 4 + 4 

Por lo tanto la m:le;nitud del radio es r ,./8, euetitu-
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yendo el radio y las coordenadas del centro en la ecuación 

2.II., se tiene que: 

en consecuencia, 

y por lo tanto 

(x - h)2 

(x - 0)2 

x2 + (y 

(y - k)2 

+ (y 4 ¡2 

- 4 )
2 

8 

ea la ecuación de la circunferencia. 

2 
r ' 
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2.4. Ecuación general de la circunferenoia. 

La ecua-

ci6n de la circunferencia ne puede representar de otra mo.n~ 

ra; para obtener esta nueva presentación utilizaremos la e

cuación 2.11. de la siguiente manera: 

Se desarrollan los binomios y se iguala a cero la ecu! 

ción: 

(x - h )2 + (y - k )2 r 2 , 

x
2 - 2hx + h

2 
+ y2 - 2ky + k2 - r

2 O, 

ordenando la ecuación tenemos que 

Sustituimos -2h por D, -2k por E y h2 + k2 - r 2 por F 

esto lo podemos hacer ya que h, k y r son constantes. Se 

tiene entonces la ecuación: 

x 2 + ./ + Dx + Ey + F o (2. VI.). 

Esta es la ecuación de la circunferencia en la forma 

general. 

¿Podremos conocer las coordenadas del centro y la mag

nitud del radio de una circunferencia si está representada 



51 

en la forma general? 

Para determinar las coorlenadus del centro y la magni-

tud del radio, lo que haremos es utilizar el método de com

pletar un trinomio cuadrado perrecto, para luego factoriza~ 

lo como el cuadrado de un binimio. r~ediante este procedi

miento tendremos una ecuación en la forma 2.II. en donde n~ 

sotros ya sabemos obtener.laa coordenadas del centro y la 

magnitud del radio de la circunferencia. 

\D2 
E 2 ~ (~2 {~)2 2 

+ Dx 2) +i + Ey ~2) - F, X 

(x + ~r + (y + ~ r D2 E2 
entonces + + F, 

4 4 

(x +~J E) D2 +i - 4F 
es decir +(y+ 2 

4 

ecuación 2. VII. 

Esta ecuación eo semejante a la ecuacién 2.II. Compar! 

mos el numerador del segundo miembro con cero: 

A.) Si 'JÍ- + E2 - 4F es mayor que cero, lo que repre-
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senta la ecuuci6n es una circunferencia con centro en 

e (- ~. -~) 
2 2 

y radio r = -------= -l/n2 
+ E

2 
- 4F~ J D2 + '<

2 4F l 

4 2 

b. ) Si n2 + E2 - 4F ea cero, lo que representa la e-

cuaci6n es un punto con coordenadas e(-~.-;). 

c.) Si n2 + E2 - 4F es menor que cero, no existe un 
punto (x,y) que satisface la ecuación. Se decir es un lugar 

geométrico sin puntos, es el conjunto vacío. 

Veamos un ejemplo para cada caso: 

a. ) x2 + i - Bx + 14y + 1 = O. 

Completando los trinomios cuadrados perfectos tenemos 

que: 

x2 
- Bx + 16 + y2 + 14y + 49 -1 + 16 + 49' 

fact.orizando el primer miembro: 

(X - 4 )2 + (Y + 7 )
2 

64 l 

la ecuación representa una circunferencia con centro en 
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C(4,-7) y radio r = ,(64 8. 

b.) x 2 
+ y2 + 6x - lOy + 34 = o. 

Completando los trinomios cuaclrados perfectos tenemos 

que: 

x2 
+ 6x + 9 + y2 - lOy + 25 -34 + 9 + 25. 

factorizando el primer miembro: 

(x + 3)2 
+ º· 

por lo tanto la ecuación representa una circunferencia con 

entro en C(-3 ,5) y radio r=I'o = O¡ ea decir sólo repre

senta al punto c. 

c.) x2 
+ y2 - 12x - 2y + 50 =O. 

Completando los trinomios cuadrados perfectos tenemos· 

que: 

x2 - 12x + 36 + y2 - 2y + 1 -50 + 36 + 1, 

factorizando el primer miembro: 

(x - 6)2 + (y - 1)2 -13¡ 

el segundo miembro es negativo; y eoto no puede suceder PO! 
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que el cuadrado de un número real siempre es mayor que ce-

ro, y el primer miembro es la suma de dos números positi

vos. Por lo tanto la ecuación representa el conjunto vacío. 

Para conocer el centro y el radio de una circunf eren-

cia que está escrita en la fo·ma eeneral, basta con identi

ficar a los coeficientes D,E y al término independiente F 

y sustituirlos en el segundo miembro de la ecuación 2.VII. 

y comparar con respecto a cera o bien en las fórmulan: 

e(-~. -~)' r 1 v 2 2 - D + E - 4F. 
2 

Hagámoslo con los mismos ejemplos: 

a. ) x2 + / - 8x + 14y + 1 o. 

Entonces D -8, E= 14, F =l. 

e (- (-:) ' - 1:) C(4, -7), 

r = 
1 .¡ (-8)2 + (14 )2 - 4(1) 
2 

1 

2 
(16) 8. 

..: -J 64 + 196 - 4 
2 
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Por lo tanto la ecuación representa una circunferencia 

con centro em C(4,-7) y radie r = 8, 

b.) x2 + y2 + 6x - lOy + 34 0, 

Entonces D = 6, E= - lO, F = 34. 

C (- ~ , - ~-l~)) = C(-3,5), 

1 _, 2 
r=2v(6) + (-10)2 - 4(34) 1-J ' 2 36 + 100 - 136· 

= ~-V 136 - 136 = !_.¡o= _: (O) 
2 2 

o. 

Por lo tanto la ecuación representa ónicamente al pun-

to C(-3,5). 

c.) x2 + y2 - 12x - 2y + 50 O. 

Entonces D = -12, E = -2, F 50. 

C (- (-l:). -(-: ))= C(6,l), 

r = ']:_ Y(-12) 2 + (-2°f - 4(50)' 
2 

= ::,_-r-:;; 
2 

!...,f 144 + 4 - 200 
2 
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la ecuación representa un lugar geométrico sin puntos, es 

decir es el conjunto vacío. 
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Obtener la ecuación de la circunferen

cia. en la forma general que pasa por el punto A(2,2) cuyo 

centro está en el segmento dirigido AB y lo divide en la 

razón r; 2, las coordenad~e de B son (-4,-4). 

Obtendremos las coordenadas del centro utilizando las 

fórlllulas: 

X 
xl + rx2 Y1 + ry2 

y y 
1 + r 1 + r 

2+2(-4) 2 - 8 -6 
X -2. 

1 + 2 3 

2 + 2(-4) 2 - 8 -6 
y -2. 

1 + 2 

Las coorden!ld~n del centro ~on C(-2,-2). 

Calculemos la !!!a.<:;ni tud del radio encontrando la dista!! 

cia de C a A. 

d(C,A) (-2 - 2) 
2' 

+ c-n2 ' 
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-J 16 + 16 

Sus ti tu yendo la magnitud del radio1 las coordenadas del 

centro en la ecuación 2.II. tenemoo que: 

r2 
' 

(x - (-2))2 + (y - (-2))2 

+ (y + 2)2 32. 

Desarrollando los bino:nios, igualando la ecuación a C!!_ 

ro y sumando términos semejantes tenemos que: 

x2 + 4x + 4 + i + 4.v + 4 - 32 o, 

x2 
+ y2 + 4x + 4y - 24 " O 

esta es la ecuación buncada. 

Ejemplo 2.5.2. 

Determinemos las coordenadas del centro 

y la longitud del radio de la circunferencia que pasa por 

los puntos T1 (6,5), T2 (-2,l) y T
3
(0,-1). 

Encontremos la ecuación de la mediatriz del segmento 

T1T2 • Si T(x,y) pertenece a la mediatriz se cumple que: 



ea decir: 

(y - 5 ,2 -J (x -(-2) )2 + 
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2' 
(y - 1) ' 

elevando al cuadrado nmbos miembros, desarrollando los bin2 

mios y reduciendo tér~inos semejantes al igualar a cero la 

ecuaci6n se tiene que: 

(x - 6 )2 + (y - 5)2 X + 2 )2 + 

x2 - 12x + 36 + l - lOy + 25 x2 + 4x + 4 + l - 2y + 1, 

-16x - By + 56 o. 

DividiJndo la ecuación entre -8 obtenemos: 

2x + y - 7 o (2.VIII.) 

Ahora encontre~os la mediatriz del se~mento T2T3 • Si 

T(x,y) pertenece a la mediatriz se cumple que: 

es decir: 



efectuando el procedimiento anterior se tiene quo: 

(x + 2 )
2 

+ (y - 1 ¡2 

x2 
+ 4x + 4 + y2 

- 2y + 1 

4x 4y + 4 o. 

2 
X + 

2 2 
X + y + 2y + 1, 

.Dividien·io la ec1 .. n.ci6n entre 4 tenemos quu: 

X - y + 1 o (2.IX.) 
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El punto de interoecci6n de lao medi~tricee, es el ·can 

tro de la circunfe~encia, se obtiene resolviendo el sistema 

formado por las ecuaciones 2. VIII. y ;i.rx. 

2x 

X 

y 

y 

7 

-1. 

Sumando las ecuaciones obter.omoa: 

Jx 6, X 

y 

X 2. 

Sus ti tuyenrlc x en l ·:i se;:und:.i ecua\:!i6n d~Jl oistemn ob

tene:nos el valor dt~ y. 



X 

2 

y 

y 

-1 

-1, -Y 
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-2 -1, -y -3, y 

Por lo tanto (2,J) son las coordunadae del punto que 

equidista Je los puntos T1 , T2 y T3; ~s decir ea 01 centro 

de la circunferencia. 

El radio de la circunfe,·encü1 os: 

r d(T,T1 ) -J (2 - 6)2 
+ (3 - 5 )2 

-J (-4 ,2 + (-2 ,2' 

..,¡ 16 .¡. 4 

{20: 

3, 

Por lo tanto las coordenadas del c~ntro de la circunf e 

rancia son C(2 ,3) y l:i. lon¡;itud del radio es r ~Fo. -

Ejemnlo 2.5.3, 

Encontremos las cocrdenadae .del centro 

y la longitud del radio de la circunferencia que paoa por 

los puntos T1(-2,-5), T2(-l,O) y T3(-6,l), pero utili-
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zando un procedimiento dife~ente al que hicimos en el ejem-

plo 2.5.2. 

Supongamos qtte la circunferencia tiene la ecuación: 

x 2 + / + Dx + By + F O ( 2. V) 

Ya que los tres puntos pertenecen a la circunferencia, 

deben de satisfacer la ecuación; para determinar los valo

ree de D, B y F sus ti tu.vamos las coordenadus de loa puntos 

en la ecuación 2.V. 

Para T1 tenemos que: 

x
2 + i + Dx + E.v + F O, 

( -2 )2 + ( -5 )2 + D(-2) + E( -5) + F O, 

es decir, 4 + 25 - 2D - 5E + F = O, 

así que, 2D + 5: - F (2. x.) 

Para T2 tenemos que: 

x
2 + / + llx + <:y + F = O, 

(-1)2 + (0)
2 + D(-1) + E(O) + F O, 

ea decir, 1 - D + F = O, 

así que, D - F l. (2. XI.) 

Para T
3 

tennmos que: 
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x2 + y2 
+ Dx + Ey + F = O, 

(-6)2 + (1)2 + D(-6) + E(l) + F O, 

es decir, 36 + l - 6D + E + F = O, 

entonces 6D -E - F = 37, (2. XII.) 

Las ecuaciones 2.X., 2.XI. y 2.XII. forman un sistema 

de tres ecuaciones con tres incógnitas, reaolvámoslo por 

el método de sustitución. 

2D + 5E - F 29 

D - F 

6D - E - F 

1 

)7 

(2. x.) 

¡2.n.l 

(2.XII.) 

Despejemos D de la ecuación 2.XI. y suatituyámosla en 

las ecuaciones 2.X. y 2.XII.: 

por lo tanto 

D - F = l, 

D = F + l. (2.XIII.) 

Sustituyendo Den 2.X. tenemos que: 

2D + 5E - F 29, 

2 ( F + 1) + 5 E - F,. = 29, 

entonces 2F + 2 + SE - F 29, 

reduciendo términos semejantes 5E + F 29. (2.XIV) 
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Sustituyendo D en 2.XII. tenemos: 

6D - E - F 37, 

6 (!' + 1) - E - F = J 7, 

entonces 6F + 6 - E - F 37, 

reduciendo términos semejantes 5F - E 31. (2.XV.) 

Depejamos ahora F de la ecuaci6n 2.XIV. y sustituyámo! 

la en la ecuación 2. XV.: 

es decir 

entonces 

despejando E 

por lo tanto 

5E + F = 27, 

F = 27 - 5E. 

5F - E = Jl, 

5(27- 5E) - E 

1)5 - 25E - E 

-26E = - 104, 

-104 
E 

-26 

E = 4. 

Jl, 

31, 

Sustituyendo E en la ecuación 2.XVI.: 

F 27 - 5E, 

F 27 - 5(4), 

(2.XVI.) 
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F 27 - 20, 

F 7. 

Sustituyendo F en la ecuación 2.XIII.: 

D = F + l, 

D = 7 + .l, 

D = 8. 
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Por lo tanto la ecuación de la circunferencia que paea 

x2 + y2 + 8x + 4y + 7 O. 

Las coordenadas del centro son: 

C(-4,-2). 

La longitud del radio es: 

l ,¡ 2 :.. ,¡ (8)2 
. 

- D + E2 - 4F + (4)2 - 4(7) 
2 2 

~-J 64 + 16 - 28 ~.¡52 ~~ 
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CAPirULO I I I 

FAMILIAS DE CIRCUNFERENCIAS 

).l. Determinación de una circunferencia sujeta a tres 

condiciones dadas. 

Si observamos las ecuaciones ordinaria y 

general de una circunferencia, 

•,;. 

x2 + y
2 + Dx + Ey + F = O, 

vemos que hay tres conotantes arbitrarias: h,k,r y D, E y 

F respectivamente. 

Podemos entonces decir que "analíticamente, la ecuación 

de una circunferencia se determina completamente por tres 

condiciones independientes". ( lll ) 

Y en el sentido ge•aétrico también vimos que una cir

cunferencia es determinada por tres puntos no colineales. 

(1.6.) 

ll< • LEHMANN, C. Geometría Analítica, pag. 106, 
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Una circunferencia que satisface s6lo dos condiciones 

no es única .. Y la ecuación de "eeta11 circunferencia contie

ne una constante arbitraria a la que llamaremos parámetro. 

Esta ecuaci6n representa a un conjunto de circunferencias 

que llamaremos familias de circunferencias. 
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).2. Algunos ejemplos. 

Ejemplo ).2.1. 

La fanilia de circunferencias concéntr! 

cae, cuyo centro común eo C(-3,2), está representada por la 

ecuaci6n: 

en donde k es el parámetro (k:;:,,o). (Ver figura ).l.) 

Fig.ura ).l. 
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filemplo 3,2.2. 

La familia de circunferencias que son 

tangentes a los ejes coordenados del cuarto cuadrante eo r! 

presentada por la ecuación: 

=· 

con k) O; el centro de cada circunferencia es el punto C(k,-k) 

(Ver figura 3.2.) 

·-· 

·f 

Figura 3.2. 
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).3. Análisis de la ecuación 

Supongamos que las ecuaciones de las circunferencias 

º1 y º2 aon: 
2 2 

+ D¡X + Ely + Fl o X + y (J.r.) 

x2 +i + n2x + E2y + F2 = O {J.II.) 

respectivamente y que ee intereectan en loe puntos: 

Multipliquemos la ecuación 3.II. por una constante ar

bitraria k: 

(3.III 

Sumemos las ecuaciones 3.I. y 3.III.: 

x
2 

+ i + D1 x + E1y + F1 + k(x
2 

+ i + D2x + E2y + F2) O 

(ecuación 3.rv. ). 

Veamos que sucede si k toma determinados valorea: , 
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3,3.1. Cuando k = o. 
Si k = O entonces obtenemos la e-

cuaci6n de la circunferencia C¡• 

3. 3. 2. Cuando k = -1. 

Si k = -l, entonces lós términos 

cuadráticos ae anulan y lo que obtenemos es la ecqaci6n de 

una recta a la que llamaremos "eje radical". Esta ;recta ea 

la cuerda común de las circunferencias c1 y c2 , y además es 

perpendicular a la recta que une los centros de c1 y c2• V~ 

amos que es cierto: 

es 

o. (3.V.) 

Recordemos que la pendiente de la recta Ax + By + C O 
A 

B 

Entonces la pendiente de la recta J.V. es: 
,. 

m = (3.vr.) 



73 

Las coordenadas de los centros de las circunferencias 

- :1) y (- - :2) 
respectiva$ente. (Consultar 2.4. ). Determinemos la pendier.te 

de la recta que pasa por ambos centros, utilizando la f6rm~ 

la: 

m = 

- El 
- (- :2) 

El E2 
-- + 

2 2 2 
m 

- Dl -(- ~2) D1 D2 
--+ 

2 2 2 

- El + E2 

(3.VII.) 

- Di.+ D2 

Multipliquemos las ecuaciones 3.VI. y 3.VII. para ve

rificar que el eje radical y la recta que une a los cen

tros son perpendiculares utilizando la condición de que: 

Dos rectas son perpendiculares si el producto.áe sus pen-· 

dientes es menos uno. 
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( D¡-D2)( 
El - E2 

-El + E2) = 

-Dl + D2 
CDl + D2) ( 

El - E2 

-E1 + E2 ) 

-Dl + D2 

-El + E2 -(El - E2 
-1. 

El - E2 El - Ez 

Por lo tanto las rectas son perpendiculares. 

3.3.). Cuando k i O ~ k t -l. 

Si k f. O y k f. -1 

obtenemos la ecuación de una circunferencia: 

x
2 + i + D1 x + E1 y + F1 + k(x2 + i + D2x + E2y + F2 ) =O, 

x2 + y2 + ll¡ X + E1y + F1 + ki + ki + kD2X + kE2Y + kF2 = O, 

(l+k)x
2 

+ (l+k)y
2 

+ (D¡ + kD2lx + (El+ kEzlY + F1 + kF2 =o, 

dividiendo la ecuación entre l+k obtenemos: 

x2 + y2 + D1 + kD2 x + E1 + kE2 y + F1 + kF 2 O. (3.VIII.) 
l+k l+k l+k 

Si sustituimos D por 
E + kE2 E por _1 __ _ ---· 

Fl + kF2 
y F por 

l + k 

l + k l + k 
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obtenemos x2 + / + Dx + Ey + F = O que representa a una 

circunferencia siempre y cuando n2 + E2 - 4F ) O. 

Todas las circunferencias que pertenecen a la familia 

de circunf erenciaa tienen centro en la recta que une a los 

centros de las circunferencias c1 y C2• Comprobémoslo: 

La familia de circunferencias está representada por la 

ecuación 3. VIII. 

x
2 

+ / + X + o, 

entonces los centros tienen coordenadas: 

El + kE2 ) 
2(1 + k) • 

(3.IX.) 

La recta que une a los centros tiene pendiente: 

m 

(ver la ecuación J.VII.); en•onces su ecuación la determin~ 

mes con la ecuación: 
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(J.X.) 

Veamos entonces que el punto representado por 3.rx. s~ 

tisface la ecuación 3. X.: 

- El 
2 

: o, 

-E1 + E2 (-(D1 + kD2) + (1 + k)D1 ) + E1 + kE2 _ ~ = 

-D1 + D2 2( 1 + k) 2(1 + k) 2 

-E1 + E2 ( -D¡ -kD2 + l\ + kDl) + 

-D¡ + D2 2{ 1 + k ) 

¡.;l + kE2 - (1 + k:)El 

2( 1 + k ) 

-E1 + E2 (-k(-D1 + D2 )) + 

-D1 + D2 2 (l + k) 

E1+kE2-r.:1-kE1 

2{ 1 + k) 

-k(-El + ;,:2) 

2(1 + k) 
+ 

k(-r.:l + ¡,;2) 

2(1 + k) 



(-E1 + E2 )(-k + k) 

2(1 + k) 

( -E1 + E2 ) (O) 

2(1 + k) 

o 
2(1 + k) 
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o. 

Si c1 y c2 son circunferencias tangen tea en el punto 

T(x,y}, (T T1 = T2 ), entonces la ecuación J.IV. tambHn 

representa una familia de circunferencias tangentes a c1 y 

c2 en T, siempre y cuando k / -1. 

Si k = 1 entonceo obtenemos la ecuación del eje radical. 

El eje radical pasa por T(x,y), es decir, es tangente común 

Si c1 y c2 no tiene ningún punto en común, la ecuación 

J.IV. representa una familia de circunferencias; para k / -1, 

en donde se debe cumplir que n2 + E2 - 4F) O. Ningún par de 

circunferencias de la familia tiene un punto común con c1 y 

ª2· 

Si k = -1, entonces ne obtiene la ecuación del eje r~ 

dical. El eje radical no tiene un punto común con c1 y c2• 
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).4. La potencia de un punto con respecto a una cir

cunferencia. 
Consideremos a la círcunf erencia con centro 

en el, origen y radio r, su ecuación es x2 + y2 = r 2 ; a la 

rectu que pasa por P(a,o), a) r, y pendiente m, su ecuación 

ea y = m(x - a) que se intersecta con la circunferencia en 

loa puntos A y B; y a la recta que es tangente a la circll!! 

ferencia en el punto T y que pasa por P. (Ver figura 3.3.) 

4 
1 

Figura 3.3. 

Veamos que (PA)(PB) 

A esta relación se le conoce como: La potencia de un 

punto con respecto a una circunferencia. 

Calculemos las coordenadas de A y B, sustituyendo 

m(x - .a) en x2 + y2 r 2 • 
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x2 + (m(x - a)) 2 
= r 2 

r 2 = O 

o (3.xr.) 

Resolvamos esta ecuación utilizendo la fórmula gen~ 

ral para ecuaciones de segundo grado, para obtener las 

abscisas de A y B. 

X 
-(-2am2) :! ~ (-2am2) 2 - 4(1 + m2)(a2m.2 - r 2) 

2(1 + m2) 

2am 2 :!: ·~ 4a2m4 - 4 (a2m2 - r 2 + a 2m4 - r 2m2) 

2(1 + m2 ) 

2am 2 .t 4(a2m4 -Ca2mi! - r 2 + a 2m4 - r2m2)) 

2(! + m2) 

2am2 ;!: 2 a2m4 - a2m2 .. r2 - a2m4 + r2m2 

2(1 + m2) 

l + m2 

ESJA TESIS 
SJWR DE 



e.m2 + r 2 (1 + m2) - 2 2' 
a m 

":!. l 2 
+ m 

2 r 2 (1 + m2) a2m2 1 am 
x2 = 2 l + m 

~ SUsti tuyendo "J. y x
2 

en y = m(x - a) obtenemos lee ordenadas de A y B. 

(em 
2 ~ r 2

(l + m
2

) 
2 21 

ªJ 
+ - a m 

Y1 m 
+ m2 1 

m ( am2 - 1 r2(l + m2) 2 2 

a) - e m 
Y2 

l + m2 

Por._ lo tanto: 

= (am2 + 
~r2 (1 + m2) 2 2 

m ( am2 + J r 2 (l + m2) 2 2 

- a)) - a m - a m, 
A 

+ m2 l l + m2 

CX> 
o 



t- 2 ~ 2 2 am + , r (l+m ) 
d(P,A) 

l + m2 

(a -
am2 + ~ r 2 (l+m2 ) 

2 
1 + lll 

(l + m
2

) ( 1L 

2 
BlD 

(a -
2 

= 1 
1 BlD 

l + m2 

2 2 -am 

-am am + ")' ( (' ~ r2 (l +m2) 
+ O - m 

l + m2 '" ))' - a m 
- & 

- a m ")' m2 ( ª_ -
am + . r (l+m ) 2 ~ 2 2 -am ")' + 

l + m2 

l r 2
(l + m

2
) ' ") ' + - IL m 

l + m2 

~ r
2
(l + m

2
) 22) + - a m 

1 + m2 



= ~(a -

2 r 2 (l+m2 ) 
2 2 

2 
( ( am2 -~r2(l+m2) 2 2 ~ a)r am - - a m - a m 

d(P,B) 
l + m2 

+ O - m 
l + m 

2 

(a -

2 ~ 2 2 am - r (l+m ) - a m 2 2')2 

(a- am -~ r 2
(l+m

2) - a m 2 2 ') 'I 

e + m'· 
l + m2 

~~· 2 2)2 - ~ r 2 (1 + m
2

) - a m 

1 + m2 

_am_2~---~-'~r_2_<1~+~m~2_>~~ª-2~m21) 
l + m 

Calculemos ahora el producto de PA por PB: 

l + m 

'· ( 2 +4r2(r+m2) e.2m2µ ( am2 -Jr2(l+m2) 
(PA) (PB) = ~l + m2 a - am - 1 + .. m2 . a -

l +mi! 1 + m2 

- a m 2 2° ) . 

Q) 
N 



2 4 
a mi 

+ ---
{1+1112) 2 

ª2 2 2 2a2111 2 
a21114 -.. a m! - + 

2 2 2 a 2111 2 (1 + 111:¿) 
a - a 111 + 

l + 1112 

l. + 1112 

r 2 (1 + 1112) 

l + 
2 

111 

r 2 (1 + 1112) 

+ 

(l + 111 

2 2 
a111 

a21112 

- a 111 2 2) 

"' w 



+ 

+ 
2 2 

a m 

Por lo tanto (PA)(PB) 
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1 + m
2 

ª2 (3.XII) 

Cal ;;ule.nos ahora la distancia de P a T. Como PT es t"'!! 

gente a la circunferencia,-f= PTO es recto, entonces el 

PTO es rectángulo. De manera tal que: TO y TP son ca

tetos y OP es la hipotenusa. 

d(T,O) r, ya que TO es un radio. 

d(O,P) a, 

Utilizando el teorema de Pitágorae tenemos que: 

+ (PT)2 • 

2 
r • (3. XIII.') 

Igualando las ecuaciones ).XII y ).XIII. tenemos qtie: 



(PA)(PB) 

Por lo tanto (PA)(PB) 

amos demoetrar. 

2 a 
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2 
r • 

2 
r • 

(PT)2 , esto es lo que queri 

Nótese que no utilizamos para riada que: 

es decir, que no importa si las soluciones de la ecuación 

J.XI son reales o complejas. Cuando no son reales las solu

ciones de la recta que pasa por P no se intersecta con la 

circunferencia, sin embargo la relación: 

(PA )(PB) 

sigue cumpliéndose. 
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).5. ~l eje radical. 

Supongamos que c1 y c2 son dos 

circunferencias que se cortan en los puntos A y B. AB es u

na cuerda de cada una de las circunferencias. Entonces cua! 

quier punto P(x,y) del eje radical es un punto de la misma 

potencia, (PA)(PB), con respecto a las dos circunferencias. 

Podemos entonces definir al eje radical de la siguien

te manera: 

"El eje radical de dos circunferencias es el lugar ge2 

métrico de los puntos cuyas potencias con respecto a las 

dos circunferencias son iguales". ( l< ) 

Como vimos antes (3.4.), no importa si AB no se inter

secta con la circunferencia para que se cumpla la relación: 

(PA)(PB) 

con PT tangente a la circunferencia. 

~ ,SHIVELY, L. Introducción a la geometría moderna, 

pag. 81. 
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3.5.1.EL radio radical. 

Supongamos que tenemos tres ci! 

cunferenciaa no concéntricas y cuyos centros son no colinea

lea, de manera tal que cada par tiene un eje radical. 

Si j., ea el eje radical de la primera y la segunda Ci! 

cunferencia, y J.., es el eje radical de la segunda y tercera 

circunferencia¡ llamémoale P al punto de intersección de ).., 

y ii . Entonces P tendrá potencias iguales con respecto a 

las tres circunferencias, por tanto el eje radicla de la P~I'i 

primera y tercera circunferencias también pasará por P. 

Hemos visto entonces que si tenemos tres circunferen

cias cuyos centros no son colineales entonces los ejes rad! 

cales de las circunf eroncias tomados por pares concurren en 

un punto 6nico al que llamaremos radio radical.(Ver figura 

3.4.) 

radio radical 
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CAPITULO IV 

ALGUNOS PROBLEMAS DE LUGAR~S GEOMETRICOS Y TEOJl!! 

MAS RELATIVOS A LA CIRCUNFER!illCIA 

4.1. Problemas de lugares geométricos relativos a la 

circunferencia. 

4.1.1. Un punto se mueve de tal manera que la suma de 

los cuadrados de sus distancias a loe puntos T1~ 
! 2(-1,0) ea siempre igual a 5. Hallar e identificar la ecua 

oi6n de su lugar geométrico. 

Supongamos que las coordenadas del punto que se mueve 

son P(x,y). Sabemos además que ae cumple la relación: 

x2 - 4x + 4 + y2 + x
2 

+ 2x + 1 + y2 - 5 O, 

2x2 + 2y2 - 2x O, 

2 ·2 
X + y - X 0. 
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Calculemos D2 + E2 -4F y comparémoslo con cero.(Oon

sultar 2.4.) 

(-1)2 + (0)2 - 4(0) 1) o. 

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro: 

1 
y radio r -. 

2 

4.1.2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de 

los cuadrados de sus distancias a las dos rectas: 

3x - y + 4 " O, x + Jy - 7 " O es siempre igual a 2. Hallar, 

identificar y trazar el lugar geométrico de P. 

Supongamos que las coordenadas del punto P son (x,y), 

sabemos también que se cumple la relación! 

( d(P, J., ))2 

- y + 41 2 

+ (-1) 

+ ( d(P, R_,))2 

{!x + Jy -
0

71) 2 

+ \·b2 + 32 

2. 

2 
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9x
2 

+/ +16 +24x -8y -6xy x2 +9/ + 49 -14x -42y +6xy 

c.¡10 >2 + <~ >2 

10x2 + ioi + lOx - 50y + 65 
2. 

10 

x2 2 65 
+ y + X - 5y + - 2 o, 

10 

2 2 45 
X + y + X - 5y + = 0. 

10 

Calculemos n
2 + E2 - 4F y comparémoslo con cero. ( Co,e 

sultar 2.4.): 

2 2 2 2 (45) ' 180 
D + E - 4F = (1) + (-5) - 4 lO = 1 + 25 - lO 

26 - 18 8 >o. 

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro 

en: 

y radio r = 2-J n2 + E
2 

- 4F 
2 

(Ver figura 4. l. ) 

2, 
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o 

Figura 4.1. 

4.1.3. Un punto se mueve de tal manera que la suma de 

loa cuadrados de sua distancias de loa tres puntos T1.t2..Jl.,. 

'!2(3,0) y T3(-2,-2) es siempre igual a 30. Hallar e iden 

tificar la ecuación de su lugar geométrico. 

Supongamos que el punto que se mueve tiene coordenadas 

P(x,y). Además sabemos que se cumple la siguiente relación: 



x2 + (y - 3)2 + (x - 3)2 + i + (x + 2)
2 

+ (y+ 2)
2 = 30, 

desarrollando los binomios: 

x2 + i - 6y + 9 + x2 - 6x + 9 + i + x2 + 4x + 4 + i + 4Y + 4 = 30, 

sumando términos eemejantee: 

3x2 + 3/ - 2x - 2y - 4 o, 

div:i:-dendo la ecuación entre 3 tenemos que: 

+ i 
2 2 

--x --y 
3 3 

4 

3 
= o. 

\O 

"' 



en: 

4 

9 

Calculemos D2 + E2 - 4P y comparémoslo con cero: 

+ 
4 

9 

16 
+ -

4 + 4 + 48 

9 

56 

9 
> o. 
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Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro 

y radio r 

4.1.4. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado 

de su distancia del punto T(l,2) es siempre igual al doble 

de su distancia_de la recta 3x + 4y - 1 = O. Hallar e iden 

tificar la ecuación de su lugar geométrico. 

Supongamos que el punto que se mueve tie~~ coordenadas 

P(x,y). Sabemos que so cumple la relación: 



(d(P,T))2 2(d(P,i) 

( -Jcx -1)
2 

+ (y - 2)2 
2 1 Jx + 4y - i j 

.¡ 9 + 16 

(X - 1 )2 + (y - 2 )2 
6x + 8y - 2 

.Ji5 
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desarrollando los binomios y multiplicando la ecuación por 5: 

5(x
2 

- 2x + 1 + / - 4y + 4) 6x + 8y - 2 , 

5x2 - lOx + 5 + 5y2 - 20y + 20 - 6x -By + 2 O, 

reduciendo términos semejantes: 

5x2 + 5y2 - 16x + 28y + 27 O 

dividiendo la ecuación entre 5: 

16 28 27 
- -x - -y + -- o. 

5 5 

Calculemos n2 + E
2 

- 4F y comparémoslo con cero. (Con

sultar 2. 4.) 



256 

25 
+ 

576 

25 

lOB 

5 

256 + 576 - 540 

25 

292 

25 

95 

)O. 

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro 

es: 

e (- ~· - ~) 

y re.dio r 
1 .j 2 2 -D +E -4F 
2 

_: (292 - 2-¡:T; -j73 
21/25 - 2(5) --5-

4.1.5. Un punto se mueve de te.l nmnere. que su distan

cie. del punto T1(4,2) es siempre igual e.l doble de su dis

tancie. del punto T2(-l,3). He.llar e identificar la ecuación 

de su lugar geométrico. 

Suponga.moa que las coordenadas del punto que se mueve 

son P(x,y}. Sabemos que se cumple la condición: 

v ex - 4 ,
2 + (y - 2 / 2 v ex + 1)2 + (y + 3 ,2 
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elevando al cuadrado: 

(x - 4)
2 

+ (y - 2)2 4( (x + 1)2 + (y + 3 )2 ), 

desarrollando los binomios: 

x2 -8x +16 +/ -4y + 4 = 4(x2 
+ 2x + l + i + 6y + 9), 

x2 -Sx +16 +y2 -4y +4 -4x2 -8x -4 -4y2 -24y -36 = O, 

reduciendo términos semejantes: 

-3x2 - 16x - 3/ - 28y - 20 o, 

dividiendo la ecuación entre -3: 

16 28 20 
+ -x +-y 4- - o. 

3 3 3 

Calculemos D
2 + E

2 
- 4F y veamos cómo es con rela

ción e. cero: 



256 784 80 
--+--+ 

9 9 

256 + 784 + 240 

9 
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1280 > o. 
9 

Por lo tanto oe trata de una circunferencia con centro 
i 

en: 

e ( -~ , - 2: )= e ( - ~· - l: ) 
y radio r = !:-J n2 + E2 - 4F 

2 , 

=----· 
3 

.: {1260' 
21/9 

1 16 
- '-../5 
2 3 

4.1.6. Un punto se mueve'de tal manera que su distan

cia del punto T1 (2,-2) ea siempre igual a un tercio de su 

distancia del punto T2(4,l). Hallar e identificar la ecua

ción de su lugar geométri!:.Q.:. 

Supongamos que el punto que se mueve tiene coordenadas 

P(x,y ). Además sabemos que se cumpl·e la relación: 

1 

3 



J -J (X - 2 )
2 + (y + 2 )

2 

elevando al cuadrado y desa.rrolando los bino13ios: 

9(x2 - 4x + 4 + y2 + 4y +4) = ,/ - Bx + 16 + l - 2y + 1 , 

9x2 - )6x + 9:/ +36y + 72 - x
2 + Bx - / + 2y - 17 O, 

reduciendo términos semejantes: 

sx2 + ey2 - 2sx + JBy + 55 o, 

dividiendo entre 8: 

x2 
+ / 

28 38 
- -x + -y 

8 8 

55 
+ -

8 

simplificando los coeficientes: 

x2 + l 7 19 55 
- -x + -y + -

2 4 8 

o, 

o. 

Calculemos n2 + E2 - 4F y compa.rémoslo con cero.(Consu1 

tar 2.4. ). 

n2 + l'.
2 

- 4F 



en: 

49 361 
+ --

4 16 

55 

2 

196 + 316 - 440 

16 

117 
)O. 

16 

99 

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro 

y radio r 
1 -J 2 2 - D +E - 4F 

1 ¡-;;; - ,¡;;; -~ 
21/ 16 - 2"!4l - -a-· 2 

4,1,7. Un punto se mueve de tal manera que su distancia 

de un punto fijo es siempre igual a k veces su distancia de 

otro punto fijo. Demostrar que el lugar geométrico de P es 

~!!!!~~encia para valoree apropiadoe de k. 

Supongamos que las coordenadas del punto que se mueve 

son P(x,y) y las de loe puntos fijos son T1 (0,0) y T2 (a,O) 

con a ;l. O, 

Sabemos además que se cumple la relación: 
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k-J (x - a)2 + {y - o)2 , 

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuación: 

desarrollando el binomio: 

sumando tdrminos semejantes: 

dividiendo entre .l - k2: 

x2 2 2ak2 a2k2 
+ y - :---:-zx o. 

l - k l - k 

Calculemos D2 + E2 - 4F y compar~moslo con cero: 

4a2
1c4 4a2k2 

= (l-k2 ,2 + ¡:::j7 
4a

2é + (1 - k2 )(4a21c2 ) 

(l-k2 )2 
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+ 
)o (k f 1). 

Por lo tanto la ecuación representa una circunferencia 

con centro en: 

e(-~·-;) 

y radio r ; l~ 2 2 - D + E - 4F 

ak 

l-k2 

2 

con k f L 

4.1.8. Un punto P oe mueve de tal manera que el cuadra 

~o de su distancia de la base de un.triángulo isósceles es 

siempre igual al producto de sus distancias de loe otros 

dos lados. Demostrar que el lugar geométrico de P incluye 

una circurif erencia. 

Supongamos que la base del triángulo está sobre el eje· 

de lne ordenadas, de manera tal que sus extremos son los 

puntos: T1 (0,b) y T2(0,-b). Las coordenadas del tercer 
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vértice son T3(a,O) y las del punto que se mueve son P(x,y). 

Determinemos las ecuaciones de cada uno de sus lados. 

Si 1,, es la recta que pasa por T1 T2 entonces eu ecua

ción ea x = O. 

Si .Q.., es la recta·que pasa por T2T
3 

entonces su ecua

ción es: 

y + b 

ea decir, y+ b 

-b - o 
O - a 

b 
-x, 
a 

(x - O), 



10] 

multiplicando por a: a(y + b) bx, 

ay + ab bx, 

igualando a cero tenemos: bx - ay - ab = O. 

Si Q.. ea la recta que pasa por T1 T3 
entonces su ecua

ción ea: 

b - o 
y - b (x - o), 

O - a 

b 
ea decir y - b - -x, 

a 

multiplicando por -a: -a(y - b) bx, 

-ay + ab bx, 

igualando a cero tenemos: bx + ay - ab o. 

d(P, 9., !xi 

d(P, ..Q., ) 
Jbx - ay ..:.atl 

-J 2 + b2 a 

d(P, t~) 
lbx + ay - abl 

-J ª2 +. b2 

Sabemos que se cumple la siguiente relación: 
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( \xi )2 
1 bx - ay - ab\ \bx + ay - abl 

.¡ b2 + ª2 .¡ b2 + ª2 

Ya que j bx - ay - ab I / bx + ay - ab/ 70, entonces 

de la ecuación anterior obtenemos: 

b2
x

2 - a
2y2 + a

2b2 - 2ab2
x 

b2 
+ a 

multiplicando la ecuación por a2 + b2 : 

sumando términos semejantes: 

dividiendo entre -a obtenemos: 

"2 + 
2 2b2 2 

y +--x-b 
a 

o. 



Calculemos n2 + i;
2 - 4F y comparémoelo con cero: 

( a ¡! o). 
a 

Por lo tanto ae trata de una circunferencia con centro 

en: 

2 a 

1 2b ~ / 2 2' -·---vb +a 
2 a 

Observación: 

Si consideramos que 

( bx - ay - ab )( bx + ay - ab) <- O 

_entonces lo que obtenemos es que el lugar geométrico de P 

es una hipérbola. 
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4.2. Teoremas sobre la circunferencia. 

4.2.l. Todo diámetro perpendicular a una cuerda la di= 

vide en dos partes iguales~ 

./ 
/ 

1 

1 

1 

........_ 1 ,,. 
-.,____.-

\ 

Supongamos que la circun

ferencia tiene centro en el o-

rigen, es decir, au ecuación 

es x2 + y2 = r2 (2.!II). 

Supongamos que la cuerda 

tiene por ecuación x = a. Como 

el diámetro es perpendicular a 

la cuerda sus extremos son los 

puntos: T1 (-r,O) y T2 (r,O). 

El diámetro corta entonces a la cuerda en el punto 

T(a,O). 

Loe puntos de intersección de la cuerda con la circun

·rerencia tienen coordenadas T3(a,b) y T4(a,c). Eatoa puntos 

satisfacen la ecuación 2.III. sustituyámoaloa: 
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restemos la segunda ecuación de la primern, obtenemos ento~ 

cea: b2 - c2 o. 

Factorizando la ecuación anterior tenernos que: 

(b - c)(b + c) = O, 

debe entonces suceder que: 

i.) b - e o 6 ii.) b + e o. 

i.) Si b - c =O, entonces b 

ble. (Ver figura 4.2.) 

e, lo cual no es posi-

ii.) Si b +e= O, entonces b =-c. Despejando b de 

a
2 

+ b
2 

= r2, tenemos que lblfof-r - a
2 

.·Sí b)O ento!! 

cea b =y r
2 

- a
2 

y e = - r - a , S1 b< O enton-
_ / 2 2 ' ces b - V r - a y e = r - a ,, 

Sin pérdida de generalidad supon¿¡a:noa que b) O, es d~ 

cir, b =-Jr2 - a2 
y c -yr2 -a2 •· 

Entonces T3(a,b) 
2' 

a 
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Calculemos ahora la distancio de T o T3 y la distan

cia de Ta T4• 

De las dos ecuaciones anteriores podemos concluir que 

4.2.2. Si por loe extremos de un diámetro se trazan 

dos cuerdas paralelas, estas san ir5uales. 

Supongamos que la circunferencia tiene centro en el o

rigen, es declr, su ecuación es: x2 + / r 2 (2.III. ). 

Suponeam~R que los extremos del diámetro son los ~untos. 

T1(-r,O) y T2(r,O).(Ver figuras 4.)a. y 4.3b.) 

Cada cuerda tiene por extremos: T1 (-r,O) y T
3

(a,b) , 

T2(r,O) y T4 ( c ,d) respectivam•,nte. 

Como T3 y T4 están sobre la circunferencia, entonces 
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cumplen con la ecuación 2.111. Sustituyamoo los puntos T3 
y T4: 

Despejemos b y d de la ecuación: 

Si oberevamoa las figuras 4.3a. y 4.3b. podemos ver que: 

i. ) Si b ) O entonces a. ( O. 

ii.) Si b( O entonces d) O, 

e
t 

Ti 2 
' 

1 
1 4 
1 

Figura 4 .)a. Figura 4.3b. 
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Entonces para el caso i. tene:nos que: b·-Jr2 - az' 
- 1 2 2' y d = - yr c , mientras que para el caso ii. ten~ 

mos que: b 

Sin pérdida de generalidad supongamos el caso ii. Sus

tituyamos b y d en las ordenadas de T3 y T4 respectivamente: 

Como las cuerdas son pare.lelas entonces tiene la misma 

pendiente, utilicemos l~ f6r~ula 

m 
Y1 - Y2 

Xl - X2 

o - <--J.. r2 
2 o --J 2 2' 

- a r - c 

-r - a r - c 

-J r2 - ª2' 2' 
- c 

.,-(r + a) r - c 

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuac.i6n: 

r2 - c2 

(r - c) 



factorizando los numeradores: 

(r + a)(r - a) 

(r + a) 2 

r - a 
entonces 

r + a 

(r + c)(r -e) 

(r - e) 

r + e 

r - c 

multiplicando la ecuación por (r + a)(r - e); 

(r - a)(r - c) (r + a)(r +e), 
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aai que r 2 - (a+ c)r + ac r 2 + (a + c)r + ac 

reduciendo términos semejantes: -(..a + c)r (a + c)r 

dividiendo entre r: -a - c a + c 

entonces - a -a e + e, 

es decir -2a 2c, 

por lo tanto -a c. 

Por lo tanto podemos escribir las qoordenaJas de T4 de 

otra manera sustituyendo c por -a: 



2' 
- c 

2 
- a ). 

Calculemos la distancia de T1 a T3 : 

-J 2 _f:27 2 (-r - a) + (O -(--yr - a )) 

-J (-(r + a))2 + ( Y r2 _ a2' )2 

-\} (r + a)2 + r 2 2 
- a (4.I.) 

Ahora calculemos la distancia de T2 a T4 : 

112 

V (r - (-a))2 + (O - ( ,/ r 2 '- a2 ))2 

(4.II) 

Por lo tanto de las ecuaciones 4.I. y 4.II. podemos d~ 

cir que d(T1 ,T3 ) = d(T2 ,T4 ), es decir, las ;uerdas son 

iguales. 
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4.2.3. Cualquier án¿ulo inscrito en una semicircunferen 

cia es un ángulo recto. 

t 
__...l... __ B 

' . 
Supongamos que la semicir

cunferencia tiene su centro en 

el origen, su ecuación es entog 

-- 1 - ,. 
A 

1 
C ces x 2 + y2 = r2 (2.III. ). 

1 

Suponga~os también que los puntos A, B y C forman el ág 

gula inscrito. Las coordenadas de estos puntos son: A(-r,O), 

B(a 1b) y C(r,O). 

Como los puntos están en la semicircunferencia satisfa

cen la ecuación 2.III., es decir, para el punto "B tenemos 

que: 

despejando b tenemos que 

b 

b <o. 
2' 

- a si 

-J 2 2' lb] =r -a 

b)O 6 b 

o bien: 

,. 

2 - a Si 

Sin pérdida de genralidad supongamos que b) O, es de-

cir b =~· Sustituyendo b en la ordenada de B te-



114 

nemos que B(a,b) B(a,.j r 2 a2' ). 

Determinemos las ecuacionee de las rectas que paaan por 

A y B y por B y C utilizando la f6rmula: 

y - Y1 

Para A y B tenemos que: 

y - o 

es decir: y 

o bien: y 

Para By C obtenemos: 

y - o 

os decir: y 

o - Y r2 - ª2 

- r - a 

2 
- a 

(x + r), 

-y r2 
-~----(x + r), 
-(r + a) 

(x + r) (4,III.) 
r +a 

.¡77' - o 
-'------ (x - r), 

a - r 

V r2 _ a2 
...__ ___ (x - ~). (4.IV,) 

a - r 
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-JT? La pendiente de la recta 4, Ill. es -"----- , y la 

¡re? 
pendiente de la recta 4.IV. ea ~ 

r + a 

a - r 

Multiplicando ambas pendientes tene~os que: 

{yr2 ª2 '\(.Y r2 _ a2 )= 
\ r+a} a-r 

-1. 

Como el prodacto d9 pendientes es menos u~o, .las rectas 

son perpendiculares, es decir, 1( ABC ea recto. 

4.2.4.Si de un punto cualquiera de una circunferencia 

ae traza una perpendicular a un diámetro, la logitud de la 

perpendicular es media proporcional entre las longitudes de 

de los dos sev,mentos en los que divide al diámetro. 

Tenemos que demostrar que: (AD)2 (BD )(DC). 

SuponJamoa que la circunferencia tiene centro en el o-

rigen, entonces su ecuación es x2 + y2 r 2 ' 12.III.). 

Supongamos también que los extremos del diámetro tienen 
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coordenadas Bl-r,O) y Clr,O). 

Ala,b) es el punto de la cir

cunferencia desde el cual se 

traza la perpendicular; como A 

está en la circunferencia ente~ 

ces satisface la ecuaci6n 2.III. 

oo decir, a2 + b2 = r 2 ; despe

jemos b: fb\ =~· Sin 

pérdida de generalidad suponga

mos que b > o, entonces 

b = -J r2 - ª2' • 

Sus ti tuyamoa b en la ordenada de A;. 

Ala,b) Ala, y r 2 - a2 ). 

Dla,Ol ea el pie de la perpendicular. 

Calculemos la distancia de A a D: 

dlA,D) .,j la - al
2 

+ 1y r 2 
- a 

2 

,¡ 02 + ( yr2 - ª2 • ,2 
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2 
- a 

Elevemos al cuadrado di A,D): 

(~)2 2 2 
r - a • 14. v.) 

Calculemos ahora la distancia de B a D y do D a C. Co

mo las ordenadas de los tres puntos son cero utilicemos la 

fórmula 

d(B,D) 1-r - ª' dlD,C) = 1 a - rl . 

Multipliquemos d(B,D) por d(D,C): 

(BD)(DC) = j -r - aj¡ a - rl 2 2 
r - a (4.vr.1 

De las ecuacioneo 4. V y 4. VI. podemos concluir q'ue: 

IBD)IDC). 
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4.2.5. Si se tiene una circunferencia circunscrita a 

cualquier triángulo dndo, entonces el producto de lus longi 

tudas de dos lados cualesquiera del triángulo es igual al 

Eroducto de la longitua del diá~etro por la longitud de la 

~ltura trazada al tercer lado. 

~ 

1 

) 
--,.------~{ -- -

Supongamos que los vért! 

ces del triángulo son los pun

tos T1 (a,O), T2 íb,O) y T31o,c). 

Tenemos que demostrar que: 

dlT1 ,T3 ) d(T2 ,T3 ) = 2rla1tura). 

(ecuación 4.VII. ). 

Determinemos las dintancias de Tl a T3 y de T2 a T3 : 

d(T1 ,T3 ) =vra - O )2 
+ 1 O - e )2 

= -J 2 + c2. a 

d(T2 ,T3 ) .; (b - 0)
2 

+ (O - e )2 ='1 b2 + c2 

La al tura del triángulo es igual a c. 

Para encontrar la longitud del diámetro, determinemos 
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la ecuaci6n de las mediatrices de dos de sus lados y encon

traremos el punto de intersecci6n de éstas para obtener las 

coordenadas del radio y así conocer su longitud. 

Las coordenadas del punto medio de T1T2 san: 

a + b 

o 
2 

La ecuación de la mediatriz de T1T2 es: 

a + b 
X 

2 
(4.VIII.) 

Las coordenadas del punto msdio de T1T3 son: 

(~ 2 ' 

m 

) (~ ~) (~·~) 

O - e 

a - O 

e 

a 

Como la mediatriz es perpendicular al segmento, la 



a 
pendiente de la mediatriz es 

La ecuaci6n de la mediatriz es entonces: 

e 
y -

2 

multiplicando 

c2 
cy -

2 

a 
-(x 
e - ~). 

por e t.anemos: 

2 a 
ax - 2· 

igualando la ecuación a cero: 

ax - cy + 
2 

o. (4.IX.) 
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Determinemos el punto de in.ter~ecc16n de las mediatri

ces 4.VIII. y 4.IX sustituyendo ax (ecuación ~.VIII.} 

en la ecuación 4.IX., para aei conocer la ordenada del PUE 

to. 

a(7) 

2 ª2 c 
- cy + o • 

2 2 

ª2 ab c2 ª2 
+ cy + - o 

2 2 2 2 
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ab 
2 e 

cy + -
2 2 

ab + 
2 e 

y 
2c 

Por lo tanto las coordenadas del centro de la circunf~ 

rancia son: 

(
a + b 

e --- ' 
2 

ab + c
2 

\ • 

2c } 

Calculemos la longitud del radio: 

d(C,T1 ) =J (a- ~r + (o - ab + o
2 J2 

2c . 

=!( 
2 

(- 2r 2a - : - b) + ~ 
2o 

=J(7r a2b2 + 2abo2+ o4 
1 

+ 
4c 

=l 2 - 2ab + b2 a2b2 + 2abc2 + c4 a 
+ 

4 4o 

=J a2c2 - 2abo2 + b2c2 + a2b2 + 2ábc2 + 

4o
2 

' 

04 



V ª2 0 2 + b2 0 2 + a2b2 + 0 4 

2c 

Por lo tanto la longitud del diámetro es: 

2r d 
-J a2c2 + b2c2 + a2b2 + c4' 

e 
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(4.x. J 

Multipliquemos ahora la longitud del diámetro por la 

altura: 

2ro de 
-Ja2c2 + b2c2 + a2b2 + c4 

•e 
e 

r 4.xr.) . 

Por las ecuaciones 4.X. y 4,xr. podemos afirmar qué: 
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2r(altura) 

y es lo que queríao.oa demostrar. 

4.2.6. Si se trazan tangentes a una circunferencia, pa 

ralelas entre sí, que cortan a una tercera tangente en los 

Euntos A y B, entonces las rectas que unen A y B con el cen 

tro son perpendiculares entre sí. 

Supongamos que la circun

~~~~~~-+--'-~~~~~+-ferencia tiene centro en el o-

rigen, ea decir, su ecuación 

es x2 + y2 = r 2 (2.III.), 

Supongamos que las tangen

tes a la circunferencia'paral! 

las entre sí tienen por·ecua-

ción y = r 4. XII. y y = -r 

(4.XIII.) respectivamente. 

Supongamos que T(a,b) es el punto de tangencia de la · 

tercera tangente; como T est~ en la circunferencia, enton-
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cea satisface la ecuación 2. III, es decir, a2 + b2 2 
r • 

Deopejemos b, lbl =-J r2 - a
2

' Sin pórdida de generalidad 

supongamos que b) o, ea decir b 

b en la ordenada de T: 

=-J 2 2' - r - a • Suetituyámos 

T(a,b) T(a,-J r
2 

- a
2 

Calculemoe la pendiente de OT: 

m 
O -V r2 - ª2 

O - a 

2 
- a 

a 

Como el radio OT ee p~rpendicular a la taneente que P! 

ea por T, entonces la pendiente de la tangente as: 

a 
m = 

2 
- a 

y su ecuación es: 

es decir: 
a --J r¿ _ ª21 (x - a) (4.XIV), 
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Determinemos las abscisas de los puntos de intersección 

de las rectas 4.:crr. y 4.xrrr. con la recta 4.xrv. 

Sustituyamos y r en la ecuación 4 .:av.: 

y 

..J r2 

X 

X 

X 

-{77 a 

J r2 2' 
(;z: - a) 

a 
X 

- a 
2 

2 a 

a 

2 r 

- a 

á2 

y 2 2 
- r 

r - a 

2 
- a __ a_2_ 

a 

r-J r
2 2 

- a 

a 

r ,¡;27 
a 

2' 
a 

+ 

+) r2 -

- r 

r2 2 
- a 

a 

2' 
a 

entonces las coordenadas del punto de intersección de las 

rectas 4.XII y 4.IV. son: 

A (-r-2 __ r_~_a _2 ---ª_2 

Sustituyamos y= -r en la ecuación 4.XIV.: 



2' a 
y --J r2 - a 1 

(x - al 

-r --J r2 

a 

X :- + 
a 

X 

2 2 -.¡ r - a 

2' a 
X + - a -J 2 2' r - a 

X : 

_ ¡ 2 2 1 

r V r - a 

a 
+ 

2 2 
r - a 

a 

-J 
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2 a 

r2 2' - a 

entonces las coorclenadas del punto de intersección de las 

rectas 4.XIII. y 4. 4.XIV. son: 

2' ) - a 
' -r 

ra 
La pendiente de OA ea 

2 -J 2 2 r -rr -a 
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- ra 
La pendiente de 08 es 

r2 
+ r~T 

Multiplicando las pendientes de OA y ca obtenemos que: 

c2 ra,~)( 2 

-ra 

r-/r
2 2') r ... /r -a r + - a 

2 2 -r a 
2 2 -r a -r2a2 

r4 - r2cr2 - ª2 l r4 - r4 + r2a2 r2a2 

el producto de las pendientes es -1 , por lo tanto OA es 

perpendicular a OB. 

-1. 
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