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INTRODUCCION

Este trabajo estd dirigido especialmente & los alum-
nos del 59 aiflo de bachillerato de la Escuela Nacional Pre-
paratoria} para abordario, el alumno ya debe tener conoeci-
miento acerca de: distancia entre dos puntos, puntc medio
de un segmento, la penaj_..ente de una recta, la ecuacidn de
la 1fnea recta, distancia entre un punto y uns recte asi

como nociones genergles de la circunferencia.

Lo que se pretende es hacer mds accesible a ias Mate—
méticas en el drea de la Geometria Analitica, indicdndole
cémo debe proceder a los planteamientos propuestos ‘en re-

lacidn a las férmulas que debe de utiiizar,

Para tal efecto se ha dividide a fste en cuatro cepi-~
tulos de la siguiente manera: 7 :

En el primer capftulo se define le que es un lugar
geométrico y se describen lugares geométricos.de manera a-
nalitica utilizendo conocimientos previamente adquiridos
en el curso,

En el segundo capftulo se estudia la circunferencia
comp un lugar geométrico, se deduce su ecuacidén conociendo
el centro y la longitud del radio. Esta ecuscidn se conoce

como ordinaria o oménica. Se presentsn algunos ejemplos



en los que es necesario encontirar las ceordenadas del cen-
tro y la longitud del radio. Ademis, a partir de une ecua-
cidn en la forma ordinaria de la circunferencia, se encuen

"tran las coordenadas del centro y la longitud del radio.

Después, a partir de la ecuacidn ordinaria, se obtie-
ne otra, llamada general de la circunferencia y que es de
la forma:

x2+y2+Dx+Ey+F=0

especificando c¢dmo encontrar las cesrdenadas del centro. y
la longitud del radio analizende leg valores de D, Ey F.

En el tercer capitulo, se estudian familias de circun
ferencias que estén representadas per is ecuacidns:
x2+Y2+Dx+ y + R +k(x2+y2+3x+E F,) =0

1%+ B 1 2 s + Fp) =0

analizando lo gue sucede cuando k tema valeres de <1, 0 y
diferentes de -1 y 0,

La »‘ecuacio'n anterior se promeme, suponiends que dos
circunferencias se intersectan certéndese en dos puntoes;
se observa que se saticface también pars cuando las"circux\ .

ferencies son tangentes y para cuande ne se interaects.n en
ningun pun'to.



Si k = -1 entonces se obtiene 1a ecuascidn de una ‘Tec-
ta.a' la que se le conoce como eje radicak, Y se demuestran
al':gl'mas propiedades que satisface.

Por Wltimo en el cuarto capitulo se proponen algunos
teoremas y lugares geométricos relativos a la clrcunferen—
cia', los cuales son demostrados o identificados snelf{tice=~
mente utilizando lo presentado en los tres primeros cap:ftg
los. Algunos de los teoremas-ya han sido dex'nostradoa en el
curso de Matemdticas de 3° efio de educacidn medis bdsica u
tilizando geometria sintética, pero ahere pueden ser inte—
resentes para los alumnos de bachillerato las demostracio-~
nes que aquf se presentan, haciendo as{ novedoso el campo
"rido" y "abstracto"” de las Matemdticas. '
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CAPITULO I
LUGARES GEOMETRICOS

1,1, Definicidn (ILugar Geométricol:

Un lugar geométri
co es el conjunto de todos los puntos que satisfacen uta
condicidn establecida. -

1.2, Mediatriz de un segmento en el plmno.

Un e;]en:zplb
de lugar geométrico es la medistriz de un segmento cuyoé
extremds son los puntos A y B. Ilecordemos que la mediétriz'
es la recta perpendicular al segmento AB que pasa poi‘ su
punto medio. (Ver figura 1.1.)

4

punto medio

" Figura 1.1.



Pero ;qué condicidn satisfacen loe puntos de la medig
triz?

Ia condicidn que satisfacen es que equidistan de los
extremos del segmento. Es decir, si elegimos un punto, lla
mémosle D, que pertenezca a la mediatiz, la distencia que
hay de D a un extremo es exactamente la misma que hay de D
al otro extremo. Veamos por qué.

Si AB es un segmento y L su mediatriz; por la defi-
nicidn de mediatriz sabemos que L pesa por el punto me-
dio de AB llamémosle M. (Ver figura 1.2.)

1L
I
D

Pigura 1.2.).



Uniendo D con A y con B se forman dos trifngulos:
A apmy Aepy (x)

Como M es el punto medio de AB entonces podemos afir-

may que AM = MB,

Sabemos que 1, es perpendicular al segmento AB, pode
mos decir que < AMD =§< DXB ya que son rectos.

Ademds los tridngulos tienen un lado comin DM,

Entonces [\ amD = A DuB.

Por lo tanto AD = DB.

Ailcra veamos que si D es un punto que no pertenece al
segmento AB y que ademés equidista a los extremos, AD = DB,

entonces D pertenece a la mediatriz del segmento AB.

Tracemos una recta que pase por el punto D y por el

punto K que es el punto medio de AB. (Ver figura 1,3.)

Como M es el punto medio del segmento AB, podemos a—
firmar que AM = NB,

" . A ADN es la sbreviacidn de wn tridngule cuyos

w)_értices son A, Dy M.



Entonces /A aDm = A moB

Por lo tanto {AMD = {DA‘I:B = 90%, es decir; DM es
perpendicular a AB. Concluimos que D pertenece a la media-
triz de AB. ‘

Una mediatriz de un. segmento es el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de los extremos de un megmen=
to. '

D
/ A
/l \
/ \‘
// !
/ \\
4 \

! \
/ A
/ \
/ \

’ \
£ LY
A ) B
Figura 1.3,

En este trebajo los lugares geométricos se cgractéri-
- zan analftiqamente y en general mediante una ecuacidn. Asf,
loa‘ puntos que satisfacen dicha' ecuacidn pertenecen a un

lugar geométrico.
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Consideremos por ejemplo la recta cuya ecuncidn es:
¥y = 2x + 10,

Si x = 2, entonces y = 2(2) + 10 = 4 + 10 = 14. asf,
Tl(2,14) es un punto de la recta.

Si x = =5, entonces y = 2(-5) + 10 = =10 + 10 = 0, A~
sf, Tz(—S,O) es un punto de la recta.

' Sabemos que por dos puntos pasa una 6ni:ca recta, en-
tonces para trazar la grifica de la recta enterior, basta
con trazar les recta que pasa por los puntos gque encontra-
mos. {Ver figura 1.4.)

e

L/ 1i(2,14)

?‘ T3(1,12)
-
‘T4(-2,6) :
T5('510) '

..../‘.,.-.‘-- R

Figura 1.4,
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Si x = 1, entonces y = 2(1) + 10 = 12, Si ebservamos
la recta que trazamos.podemos dmrnos cuenta que en efecto
T3(1,12) estd en la recta.

También podemos ver que T4 (~2,6) estd sobre la recta;
veamos qué sucede 8i en la ecuccidn y = 2x + 10 suatitui-~
pos la abscisa de este punto. 5i % = -2 entonces y = 2(=-2)
+ 10 = ~4 + 10 = 6, lo que ocurre es gue obtenemos el va-~
lor de la oxdenada del puﬁto ’1‘4, es decir T4 satisface 1a

ecuacidn.

Podemos afirmar que y = 2x + 10 es un ejemplo de lu~

gar geoméirice.

- En general una recta cuya ecuacidn sea y =mx + b es
un lugar geométrico.

Problemat
) Hallar el lugar geométrice del conjunto de
los puntos que equidistan de los puntos A(3,-8) y B(-5,10).

51 nos fijamos bien lo que tenemos que encontfar es
1a ecuacién de la mediatriz del segmento AB. (Ver inicio

de esta seceidn).

Veamos grificamerte 1o que debe de ocurrir en la Tigu
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ra 1.5,

B(-510)
—//
-7 e Mediatriz
-7 del
e ) segmento AB
A(3,-8)
Pigura 1.5.

si T(x,y) es un punto que estd sobre.la mediatriz, en
tonces debe cumplir con la condicidn de ‘que equidista de .

" los extremos del segmento, es decir:

a(a,T) = 4&(B,1) (%)
aan = Ven? s g-eon?
aEn = Van? + a0

¥ . Denotaremos la dictancia del punto A al punto_’r [:)
mo d(4,T). ’
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V2 « o2 = f@n? « a0,

Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene:
(x—3)2 + (y+8)2 = (x45)2 (1{—10)2 .
Desarrollsndo los binomios obtencmos:
x2-6x+9+y2+16y+64 = x2+10x+25+y2-—20y+100.

Eseribiendo los términos en el primer miembro y des—

pue’s reduciendo términos semejantes se tiene que:

x2-6x+9+4y 24167464 -x2-10x—25~y°+20y-100 = O,
es decir que,
-16x + 36y - 52 = O,

Simplificando la ecuacidn dividiéndola entre -4

4x -9y +13 = 0 S & 0%

Esta ecuacidn debe ser la ecuacidn de la mediatriz,
Comprobémoslo viendo que es perpendicular.al segmento AB ¥y

que ademds el punto medio de AB- satisface la ‘ecuacidn 1.1,

Recordemos que dos rectas son. perpendicularcs si el

producto ‘de: sus pendientes es -1, es decir, si mm, = <1,
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Calculemos le pendiente del segmento AB:

- - (- 8 18
S h v, 10 -8) 1048 _ 2

_ 5 - - 8
x, %y 5 3 8 4

La pendiente de la recta AXx + By + C =0 es — —.
Entonces la pendiente de la recta 1.I. es:

e

El producto de las pendientes es:

E3- -

Por lo tanto las rectas son perpendiculares. -

Por ¥ltimo calcularemos el punto medic de ARy veamos
que s{ satisface la ecuacién 1.I. Recordemos que el punto .

medio T de T, {x3,¥y) y‘TZ(XZ'yZ) estd ‘dado por:

. xl+x2 i yl+y2
T y
2 2
3-5 8 +10\ . (-2 2 -
T . =T——,—=T(-1,1).
2 2 2 2 /.

Sustituyéndolo ‘en 1la ecUacidn 1.I.:
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4% - 9y + 13 = 4(-1) - 9(1) + 13

= -4 -9 + 13
= «13 + 13
= Q.

Por lo tanto el lugar geoméirico de los puntos que e~
quidistan de les puntos A(3,-8).y B(-5,10) es:

. 4% - 9y + 13 = 0,
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1.3, Mediatriz de un segeménto en el espacio.

JCudl
serd el conjunto de puntosS que equidistan de dos puntos que

estdn en el espacio?

Supongamos que.T{x,y,z) equidiata de Tl(xl,yl,zl) y de

T2(x2’y2'32)- se debe de cumplir entonces que:
a(14,7) = 4a(T,,1).

Utilizando la férmula para calcular la distancia entre

dos punto dados en .el espacio sabemos que:

2 27
Vixx)? ¢ () + (2 = f o o (gopp )+ (22y)°
Elevéndo al cuadrado ambos miembrod, desarrollando los

binomios, sumando términos seme jantes gl igualar-la ecuacién

a cero obtenemos:
PR ) .
‘(x-xl)z + (y~~y1)2 + {z-2,)" = (x-x5)% + (yf-yz)2 + (2-2,)° K

~de aquf que, sbriendo los paréntesis:

.



x*-2x,x +xi +y'—2y.ry +yt 42t =22,z +2] = X1e2x,% 4X}+Y -2y yo4yit 2t 22,7 +aly
simplificando:
2%, x + 2x,x ~ 2y,y + 2y,¥y - 22,2 + 22,2 + X'+ ¥+ B}~ X}~ Y-z} = .O,
reagrupando :
(=2x,+ 2x)x + (~2y,+ 2yJy + (=22, + 22)z + X'+ y'+ z,"- Xiw Y= 28 = 0.
Finalmente sustituyendo:

-2x, + 2%, por A,

~2y.+ 2y, por. B,

-2z ,+ 2z, por C, :

xz + y42! - x! - yt - zf por D,

obtenemos Ax + By + Cz + D = 0; é8ta es 1a ecuacidén de un plano. (x V-

X' . LEHMANN? €. Geometria Analitica, pag. 342.
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Por lo tanto el conjunto de puntos que equidistan. de

dos puntos gue estdn en el espacio es un plano.
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1.4. Iugar geométrico de todos los centros de los rec—

tdngulos inscritos en un tridngulo.

:Cudl es el lugar geomé
trico de todos los centros de los recténgulos inscritos en
un triingule, si los rectdngulos tienen un lado sobre wn
lado fijo del tridngulo?

*G(O,c) Tracemos al tridngulo en
’ el plano cartesiano de manera
tal .que las co.ordenadas de ‘sus
vértices sean: A(a,0), B(b,0)
¥y €(0,c). (Ver figura 1.6.)

|

|

|

|

|

I
- -
A(a,0) B(5,0)

Figura 1.6.

Determinemos las ecuaciones de las rectas que pasen
por AC y BC, utilizondo la ecuacidn:

.- 92
y-yl = (x-xl).

¥ =%

La ecuacidn de la recta que pasa por AC es: .

0 -~c

y-0 = 5 (x - a), es decir,
a -

e ,
¥y = -—(x-a) (1.11.)
) N :
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.La ecuacién de la recta que pasa por BC es:

0-c
y-0 = (x = b), asi que,
b -0

(x ~:b). (1.111.)

P
[{
I
ol e

Si el lado fijo del tridngulo es AB, el lado opuesto
del rectdngulo-es un segmento paralelo al eje de las absci
sas y cuya ecuacidn es y = d (1.IV.). (Ver figura 1.7) -

PR PRI S T

Figura 1.7,

Aef los vértices supenores del rectangulo son los’
'puntoa de interseccxdn de la recta 1,IV. con las T‘F‘ctﬂﬂ B

1.II. y ‘1.III. Para encontrarlos, muliipliquemos las ecua-"
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ciones 1.II., l.i;;I. y 1L.IV. por ab:

aby = abe ~ bex, (2..v.)
aby = =abe - ack, (1.v1.)
aby = abd. ' (1.vII.)

 Igualemos las ecuaciones 1.V. y 1.VII. para encontrar
la abscisa del punto de interseccidn de AC con y = d.

abc ~ bex = abd,
bex = abc -~ abd,

ad ac - ad a(c - d)

Por 1o tento la abscisa del puito de interseccidn de
AC con la recta y = d es:

a(c --d)
X = e o

¢

_Fncontremos la abscisa del punto de interseccidn de

BC-con la-recta 'y = d, igualando las ecuaciones 1.VI. 'y
C1WVIIL :

abc - acx = abd,

acx = - abe - abd,’
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vd be - bd b(c - 4)
¥ =2 b e —— = = .
[+] [ [+4

Por 1o tanto le abscisa del punto de interseccidn de

BC con la recta y =d es:
blc - )
c

Las ordenadas de ambos puntos son y = d.

a{c - d) bl{c - d)
y ¥ —_—, 4
c c

si

gon los vértices superiores del recténgulo, entonces las
‘coordenadas de los vértices inferiores son:
a(c: - d) v(c - d).

y O Y
c c

y O]

; Las coordenades del centro del recténgulo son el'puh:-
to medio. de una de las dimgonales (%)
+ X Y + ¥ "
o[ 2 2 N AN %
2 2

% ., Una diagonal és,el segmento que une pares de vérit..

. ces no consecutivos,
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alc - ) v{c - &)
¢ N c : 0 + 4
T ' =
2 2
(e +b)(c - @) a
P f— )
2c 2

Por lo tento las coordenadas del centro son:

(a + b)(c - &) d
, — {1.VIII.)
2c .
(Ver figura 1.8.).
4
{
(qc-d) d) ! (bgc—d)'vd)
[ ! ' c *
h ~a)
: /} ((a+b;c(c dg' g__)
|
— ) . -—
(agc-dz 0) : (b(c—d) )
e y. 1 c o9

Figurs 1,8,
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Podemos observar que tanto la absclsa como le ordena-—
da del centro del recténgule “dependen” del valor de d.

Veamos que sucede g1 d = 0, es decir, sl la rects

y = d coincide con la base del tridngulo.(Ver figura 1.9.)
Sustituyamos d = 0 en 1.VIII.:

(a + B){e - ) e\ (2 +b)lc - 0) 0

2c 2 2¢c

n

Io gue obtenemos es el punto medio del lado AB del
triéngulo, Le sltura del recidngulo es cero. (Ver figura
1.9.) ‘ '

Ahora veamoe que sucede s1 y = d " pasa por ¢, es de~

cir si d = o. {Ver figura 1.9.)

Sustituyamos 4 = ¢ en 1.VIII,:

(e + b)(c - d) ay (a £b)(c —c) . c ‘
2c ! -2.)

2c 2



(a +0)(0) c /0 c> c
= ey e = —_— =10 , —|.
2) 2c 2 ( 2)

¢

lo que obtenemos es el punto medio de la altura del
tridngulo. (Ver figura 1.9.). La base del rectdngulo es cg

IO,

Figura 1.9,

Despejemos a d "de la abscisa y la ordénada del cen- By

tro del rectdngulo. Recordenos que éstas son:

'_ (e + ) e~ a)
B 2c

d
r Y =“2‘ ) de donde
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2ex = (& + b )ec - 4d), asf que,
ex
= ¢ - d.
a +b
. 2ex

Despejando 4, a4 = ¢ - {1.IX.)
E a + b

fambidn 4 = 2y . (1.X,)

Se desea que y quede en términos de -x, entonces i-
guslendo las ecusciones 1.IX. y 1.X. tenemos que:

‘2ex

ay = g e
a+ b
despejando ¥y tenemos:
cx 3 CIa

;€8 decir, -
a2+ b K

e a+b
Yy = = X e :
a+ b 2

esta es la ecuacidn de una recta.

c
¥ o= e~
2

" Entonces el lugar geométrico que buscamos .és el Beg- '
nerto cuyos extremos son lok ,puntosé '
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c a + b )
g o,-1) . ¥ Uy — 0
1 ) 2 2

(Ver figura 1.10.)

Por lo tanto el conjunto de log centros derlos rectdn~
gulos inscritos en un tridngulo tales que uno de los lados
de .1os rectdngulos estd sabre un lado fijo del triéngulo,
es un segmento cuyos extremos son el punto medio ‘del lado_

fijo v el punto medio de la altura del lado fijo.

Figura 1.10.
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1.5, El problema del gatito en la escalera .

Una esca~-
lera estd apoyada en 2l suelo liso y con la pared en cada 1
no de sus extremos. Supongamo® que un gatito flemdtlco estd
sentado en el centro de la escalera. ¢Por qué linea se mue~

ve el gatito si la escalera se desliza?(Ver figura 1.1l.)

. 2
Figura 1.11, Pigura 1.12.

Bste problema lo podemos formular de la siguiénte ma;

‘nera:

81 tenemos. un dngulo Trecto y un segmento AC de longi-
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tud d, cuyos extremos estdn sobre el 4ngulo; debemos enton
ces determinar el conjunto de todos los centros de los seg-

mentos AC. {Ver figura 1.12.)

El dngulo ABC siempre es recto, consideremos al rectén
gulo AﬁDC, donde AC y BD son las diagonales del recténgulov
que se bisectan en M. Ya que AC se desliza sobre el Angulo
ABC entonces tendremos diferentes rectdngulos con diagona-—
les constantes, AC, veamos las figuras: 1l.l3a., 1.13b. ¥y
l.1l3c.:

A D

e

/

=N

|
|
1
1
1

B - C . B C.
1.13b.

" Figara 1.13c.
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Como M bisecta las diagonales podemos afirmar que:

d
Al = BY = CM = DM = —
2

Entonces B equidista de M en —2- unidades.

Porwlo tanto el conjunte de centros de los segmentos AC

es el arco KL de la circunferencia con centro en B y radio
:— . (Ver figura 1.14.)

Figura 1.14.




31

1.6. Iugar geométrico de los puntos que equidistan de

tres puntos que no_son culineales.

Encontremos al conjunto
de puntos que equidistan de los tres puntos: Tl, T2 Y '1‘3,
si -éstos no son colineales. (%)

Desglosemos este problema de la siguiente menera:

Busquemos primero el. conjunto de puntos que equidictan
a cada par de vértices, es decir las mediatrices; como los
puntos no gon colineales, las mediatrices no son paralelas
entonces se intersectan en un punto y éste es el que buécg

mos,

Sd1c serd necesario hacerlo para dos pares de vérti-
ces, veamos por qué:

Si My M' son las mediatrices .de Nt oy T2T3 respec
tivemente y T es la interseccidn de M con M’, podemos nfir .

mar por definiclon de mediatriz ques

d('l‘l,cr)

d(Ta.T) (]._.KI.)

4l1,,1) = a(ry,m) (1.xII'.)

¥ . Tres. o mds puntos son colineales si estén sob"e la
misma recta.
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de las ecuaciones 1.XI. y 1.XII. obtenemos ques:

d(Tl,T) = d(TB,’I‘).

Gréficamente lo podemos observar en la figura 1.l5.

Ya que T equidista de los tres puntos podemos afirmar

que T es el centro de la circunferencia que pasa. por. Tl',

T2 ¥y T_';‘
T
Ty
g -
\ .'v —— -
—x, M

A .
\ M

A
Pigura 1.5,

¢Hebra otra circunferencia que pase por Tl' T2 ¥y ‘1‘3?

Ia respuesta ess ; No ! Ya que el punto de intersec -
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cidn de las mediantrices M y NM' es inico.

Observacidn: Dados tres puntos no colineales, existe

una circunferencia que pasa por los tres puntos.
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CAPITULO II
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA
Por nuestros conocimientos de geometria elemental sa-
bemos gque la circunferencia es una 1i{nea curva cerrada pla

“na, cuyos puntos equidistan del ceniro.

Demos shora una definicidn de la circunferencia més g

legante:

2.1, Pefinicidn {Circunferencia):

Es el lugar geomé~
trico de todos los puntos del plano que estén a una distan
cia constante de un punto fijo. A la constante se le ilama
radio y el punto fijo se 1llama centro.

2.2. Ecuacidn de la circunferencia con centro en

¢(h,k) y radio r,

Encontremos-la ecuacidn de la circunfe-~
rencia gue tiene centro en CG(3,-2) y radio r =4, '
si T{x,y) pertenece a la circunferencia debe de cum=
plir con la condicidn. de que la distancia de T a C debe de
ser 4 unidades. : :

d(Tyd) = 4
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esto es \/(x -3)3 4 (y - (~2))2 = 4
elevando al cuadrado ambos miembros:
(x -3 + (y+2P = 16. (2.1

esta es la condicidén que deben cumplir los puntos que equi-

distan al punto €(3,~2) en cuatro unidades.

Dibujemos la grdfica de esta circunferencia de la si-

guiente manera:

En el planovcartesiano localicemos el punto €(3,-2),
haciendo centro en 41 abramos el comp4s 4 unidades y trace-

mos la circunferencia. (Ver figura 2.1.)

L

/\\

-2 _ﬂ_¢ﬁL A SO TG S0 A

[ VIR

Figura 2.1.
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Podemos ver gue el punto T {7,-2) estd sobre la ecircun
ferencia, comprobenos gque dicho punto satisface la ecuacidn

2.1.:
-2 ¢ 2?2 = -2 + (2422 =
W2 + ©?2 = 16 4+ 0 = 16.

Por lo tanto Tl satisface la ecuacidn 2.I.

En general, para encontrar la ecuacidn de una cirecun—
ferencia sebiendo cuales son las coordenadas de su centro |
yla‘ magnitud de su radie iseré necesario repetir el proce
dimiento que anteriormente hicimos?

La respuesta es: | No |

El procedimiento lo haremos por dltima vez. Supdngase

que queremos encontrsr la ecuacidn de una circunferencin -

{ euyo. centro -estd en G(h,x) y"que tiene un radio cuya‘ magni
“tud es de r unidades. ‘

Si T(x,y) pertenece p este 1upar geométrico, satiefa~
-ce la condicidn de que la distancia de él al cantro deve

2 de ser  r.

a(r,¢) = r.
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es decir '\/ (x - h)2 + (y - k)2 ER
elevando al cuadrado ambos miembros tenemos que:

(x -0)® + (y-x)% = ¥ (2.11.).

~Esta ecuacién la utilizaremos para conocer la ecuacibn
de una circunferencia que tiene centro en C(h,k) y radio r.
Dicha ecuacifn recibe el nombre de ecuacién de ia‘circunf_e_ .
rencia en la forma canfénica o ecuacidén de la circunferen-
cia-en la forma ordinaria.

Demos algunos ejemplos:

Si 1a circunferencia tiene centro en C(—2 5) y radio

r = 5, entonces su ecuacién es:
(x - (212 « (y-52% = (5)°
2 2
es decir, (x + 2)° + (y-5) = 25.

4
5i la circunferencia tiene centro en C<— Yy - —-')

.y radio r = 4, entonces su ecuacién es:
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4) 2 61\2
es decir, X - — + Y+ — =. 16.
) 9 7

3
54 la circunfernecia tiene centro en C( -8, - -

y radio ‘v = 2, entonces su ecuacién es:

2
(x - (-8)° + (y-(—}-))
Y 4

2
2 3
es decir, (x +8) + (y + -‘;)

(V2" )%,

2.

Algo muy interesante también sucederd si nosotros :teng_'
mos8 una ecuscién de la forma 2.1I., ya que podehos afirmar
que es la eéuacién de la circunferencia que tieney qgntfp en-
C(h,k) y radio r, siempre que ei seg\indb wmiembro sea mayor

que cero.

Nétese que la abscisa del centro es el término indepen
diente del binomio gque tiene el términoc "x", pero con signo
contrario; la ordenada del centro es el término independien
te del binomio que tiene el término "y", pero también con

signo -contratio. Mientras que el radio de la circunferencia
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es. la raiz cuadrada del segundo miembro de 1a ecuacidén.
Demos aigunos ejemplos:

La ecuacién (x - 8)2 + (y - 32 = 4 representa i
na circunferencia .con centro en C(8,3) y radio r ='\/:, es
decir T = 2.

hY

2 .
La ecuacién (x = 9)2 + (y - E) = 36 representa
- una circunferencia con centro en C -9, =} ¥y radio.
2 .
r =\/36, es decir, r = 6. -
1‘2 7 2.
La ecuacidn X + 3- o+ Yy + : = 23 Tepresen

1 .
ta una circunferencia con centro en c (-__, -_) ¥y ra=

dio r=‘/§. (%)

Congideremos un caso particular de . la ecuacidén de la

circunferencia en la forua ordinaria:

La ecuzeién de la circunferencia cuyo centro ed el ori

e .
.M . Se recomienda que cuando. una rafz no sea exacta

(V23 = 4.’79583152'3.. .) se deje indicada ia operadién. =
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gen, ©(0,0), y radio r unidadea, Sustituyendo en la echa-
eibn 2.I1. tenemos que:

(x-0% 4 (y-07F = A2,

x* 4+ ¥ = (2.111.).

Podemos conclulr que .siempre que se desea conocer la e
cuaecidn de una circunferencia con centro en el,origen ¥y.Ta~.
dio r, adlo bastard con sustituir el valor de r en la ecua—

cién 2.II1.
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2.3. Algunos ejemplos.

En muchas ocasiones, se preeen-
tan casos en los que aparentemente no se nos proporciona el
centro o el radio de la cirecunferencia para encontrar la e-
cuacidén de ésta. Mostraremos algunos ejemplos de este tipo

y cémo resolverlos.

Ejemplo 2.3.1.
Si los extremos de uno de los didmetros
de la circunferencia son Tl(j,-B) ¥ T2(-7,2) ¢cudl es la e-.

cuacién de la circunferencia?

Para poder encontrar la ecuacién de la circunferencia,
es necesario conocer el centro y 1la magnitud del radio. Co~
mo el didmetro es una cuerda que pasa por el centro, calcu~
lemos el punto medio del segmento T1T2 para saber cuales

son las coordenadas ‘del centro.

X +x 3+ (=7) - 3-71 -4
x .= 1 2 = = = e = a2 ¥
2 2 2 2
T+t Y -8 + 2 ~6
y = 2272 - = = -3
2 2 2

Las coordenadas del centro son  C(~2,~3).
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Para conocer la magnitud del radio calcularemos la

distancia de C a Ty 6:de C a Tye

d(csml) = '\/ (xl - x)2 + (Yl - Y)a ‘

"

V-2 e (8- ()

i

V3 +2P + (8433
=V R v (52
Por lo tanto la magnitud.del radio.es ; ‘=fvf§3‘ﬁri; 

Sustituyendo las coordenadas-de Cyla magnitud del’rg"

dio en la ecuacién 2.II.:
(x - (207 + (- (=P = (y/50)3,
(x+22 + (v + 3% = s0,

esta es la ecuacidn de la circunferencia en la que TlTé'es'

uno de sus didmetros.
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Ejemplo 2.3.2,
Determinemos la ecuacidén de la circunfe
rencia en 1s que su centro tiene coordenadas C(3,-3) y pasa

por el punto T(6,-7).

Como no se nos proporciona la magnitud del radio, teng

mos que calcular la distancia de C a T.

a(c,T)

1}

-\/ (XC - XT)Z + (YC - YT)2

vV 3-62 ¢ (43- (D7

= \/ (3% + (-3 +7)

=y 9+ (42

=7 9 +.16
=-\/ 25
- s

. _La megnitud del.radio es.entonces 5.

o ';‘S@aﬁituyendo 1as coordenadas del centro y el radio en‘:
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la ecuacién 2.II. tenemos que:

(x -0 &+ (y-w? = 2
(x=-3% + (y-(-30)% = (5)2,
(x =32 + (y+3P = 25,

esta es la ecuacidn buscada.

Ejemplo 2.3.3.

Encontremos la ecuaéién de 1la circunfe-
rencia cuyo centro es el punto de interaeccién de laas reé-;u

tas 5x + 3y +26 =0 y 4x -9y -2 =0 'y radio r. = 3.

Para encontrar la ecuacidn de la circunferencia, tene-
mos gue conocer las coordenadas del centro, ¢sto lo lograre

mos encontmndo el punto de interseccidn de las dos rectas.

Reaolvamoes el sistema:

5x 4+ 3y = 26 . (2.IV.)

2 (2.¥.).

i

4x ~ 9y

Multiplicando le ecuacifn 2,IV. por 3 y sumendo 1a8 e~

cugeciones:
15x + 9y = ~78
4x - Qy = - 2
19 = 76
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Despejando x:

Sustituyepdo en la ecuacién 2.IV. 6 2.V. se tiene Que_:

5(-4) + 3y = -26,
es decir -20 + 3y

= «26,
reduciendo términos semejantes ly = =26 + 20,
ly = -6,
-6
despejando ¥y . y=—
3
¥ o= =2,

Las coordenadas del centro son C(-4,-2) y la magnitud

dely>radio e8. .T'= 3j sustituyéndolos en la ocua@:idn 2,11

(x =0 + (y-u) = 2,
asf que . (x.- (=4) + (y~ (2)® = (35,
(x+4)2,+(y+2)2 =9 '

esta es entonces la ecuacién buscada.
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Ejemplo 2.3.4.
Determinemoa la ecuacidn de la circunfe
rencia con centro en C{10,-8) y que es tangente a la recta

x - 2y - 6 = 0,

En este planteamiento no se nos proporciona la magni-
tud del radio, la obtendremos calculando la distancia del

centro a la recta, utilizando la ecuacion:

a |Ax + By + (|

Va2 4 B2
Loy ~2(-8) - g - RO +16 -6l _E_d._EE
TV (=Y B Vive A5 45
20 '

entonces la magnitud del radic es r = ;7==
5

Sustituyendo el centro y el radio en la ecuacidn 2.II.

se tiene que:

(x-nP + (-2 =

' 2
(x - 102 + (y - (-8)) = 2
‘ Vs,

Cx-10 vy 8? =
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(x—lQ)2 + (y+8)2 = 80

es la ecuacién de la eircunferencia.

Ejemplo 2.3.5.
o Hallemos la ecuacién de la circunferen—
cia cuyo centro estd en el eje Y y que pasa por lod puntos

7,(-2,6) ¥ T,(2,2).

En este ejemplo no se nos proporcionan el centro y el
radio. Sabemos que el centro estd sobre el eje Y, podemos
afirmar que Bus coordenadas son C(O,y). Por la definicién

de circunferencia sabemos que:

a(c,1,) . = da(c,T,)

. es decir,

Vo -2 v (v 67 \f(o-eﬁ v (y-2)

con esta ecuacién podemos conocer el valor de y. Elevemos
al cuadrado ambos miembros de la ecuacidén, desarrollemos
los Binomios, despuds. reduzcamos términos semejantes y por

¥ltimo resolvamos la ecuacién:
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(©+2)% + (y-6F = (2% + (y =27
4+y2-12y+36 = 4+y2—4y+4,
=12y + 4y = =36 + 4,
-8y = -32, as{ que

~32
y = —":8—.
y = 4

Entonces la ordenada del centro es 4. Hallemos lé ‘mag~
nitud del radio calculando la distencia de Ca Ty 6 de C a

T2

a(e,m) =4/ (xg - x)® + lyg - vg)°

=yf(0-27 « (4-27

=V (=22« (22

;V‘Por' 1o tanto la magnitud del redio es  x 5/8‘: sustitu-~ -
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yendo el radio y las coordenadas del centro en la ecuaciédn
2,II., 8e tiene que:
(x -h)2 + (y - k>2

en consecuencia, (x - O)2 + (y - 4)2

L}
L)
-

[

(V8 )2
¥ por lo tanto 2+ (y—4)2 = 8

es la ecuacidén de la circunferencia.
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2.4. Ecuncidén generml de la circunferencia.

La ecun-
cidn de la circunferencia se puede representar de otra mang
ra para obtener eata nueva presentacidn utilizaremos la e~

M

cuacidn 2.1I. de la siguiente manevas

Se desarrcllan los binomiocs y se iguala a cero la ecua
eidn: .
(x»h)2 + (y—k:)2 = ra,
xz—2hx+h2+y2-2ky+k2-r2=0,
ordenande la ecuacidén tenemos.que

x2+y2-th—Zky+h2+k2—-r2=0.

Sustituimos ~Zh por D, -2k por By h2 + k~2 - ra,por b4
este lo podemoa hacer ya que h, k¥ y r son consiantes, Se .
tiene entonces la ecunacidn: ‘

x* + ¥y 4+ Dx + By + P.= 0 (2.V1.4).

Esta es la ecuacidn de la circunferencia en lo forma

general.

(Podremos conocer las coordenadas del centro y la mag-

nitud del radio de una circunferencia si estd repi‘esehmdé
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Para determinar las coorienadas del centro y la magni~
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tud del radio, lo que haremos es utilizar el método de com-

pletar un trinomio cuadrado perlecto, para luego fe;ctorizag

lo como el cuadrado de un binimio. Mediante este procedi-

miento tendremos una ecuacién en la forma 2.II. en donde ng

sotros ya sabemos obtener ‘1as coordenadas del centro ¥y la

magnitud del radio de la circunferencia.

o2 e -
X + Dx H~—1} + + E —_ = L) - F
S \2 v Y3 2 2 '

pY E D E
entonces X + = oy - S e 4 e+ Py

2/ 2 4 4

p¢ E¢ I
es decir X + = +H{y+—| = '

2 2 4

ecuacién 2.VII.

Esta ecuacién es seme jante a la ecuacién 2.‘II.‘ Compare

mos el numerador del segundo miembro con cero:

Al ) 5L 0?48l - 4F es mayor que cero, lo que repre-.
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senta la ecuacién es una circunferencia con centro en

D E
o --é—, -— y radio =

b.) Si ];)2 + E2 - 4F es cero, lo.que representa la e-

. D E
cuacién es un punto con coordenadas [o] (—— -?).
2

) Si o D° + E°

- 4F es menor que cero, no existe un
punto (x,y) que satisface‘ la ecuacidn. S8 decir es un ldgaxf‘

- geométrico sin puntos, es el conjunto vacio.

Veamos un ejemplo para cada caso:

a.) x_2b+y2—8x+14y+1=0. :
“Completando los trinomios }:uédrados perfectos tenemos -
que: ) :

x2 - 8x + 16 +y2+14y+49 = -1 +.16 + 49,
Tacterizando el primer miembro:
(x 4P . (y + 7)2 = 643

la ecuacidén representa una circunferencia con centro en .
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"~ C(4,-7T) y radie T = +/64 = B,

b.) x2+y2+6x—10y+34 = 0,
Completando los trinomios cuadrados perfectos tenemos
que:

x2+6x+9+y2—10y+25= ~34 +9 + 25,
factorizando el primer mienbro:
(x+ 32 + (y-57° = o,

por lo tanto la ecuacién representa una circunferencia con
entro en 0{~31,5) y radio r=V0 = 0; es decir sélo repre-
senta al punto C.

e x2,+y2-12x-—2y+50 = 0.
Completando ios trinomios cuadrados perfectos tenemos-
que: k

¥ L12%x + 36+ yE -2 41 = =50 + 36 + 1,
fapﬁofizando el primer miefmbro:
(x—6)2+ (y-].)2 = -13;

‘el segundo miembro €8 negativo; y é6to, no puede Suceder por .
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que el cuadrado de un nimero resl siempre es mayor que ce-
ro, y el primer miembro es la suma de dos nidmeros positi-~
vos. Por lo tanto la ecuacién representa ¢l conjunto vacio.
¥

Para conocer el centro y el radio de una circunferen-
cia que estd escrita en la forma general, basta con identi-
ficar a los coeficientes D,E y al término independiente P
¥ sustituirlos en el segundo miembro de la ecuacién 2.VII.
¥y .comparar con respecto a cero. o bien en las férmulas:

D E 1 7
C [==y =-— 1, r= — D2+Ez-4F-
2 2 2 )

Hagédmoslo con lot mismos ejemplos:

2

a.) x '+y2-8x+14y+1=0.

Entonces D= -8, £ =14, F =1.
-8/ 14
cl-A=—], - —} = c{4, -7},
\ 2/ -2 S . . S
1 - > o1 - -
e V82 + o) - a1 = —2\/64 + 196 - 4
L .
= —1/256 = 16) = 8.
2 g (

N
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Por lo tanto la ecuacién ryepresenta'una circunfei‘e_ncia

con centro em. C(4,-7) ¥y radic r = 8.

b.) x2+y2f6x-10y+34=0.
Entonces D =6, E= - 10, F = 34.

6 -10
c ("— [ (—“"’)‘)= C(-—3,5),
2 2

1 : : 1 - '
r = __.\/(6)a " (_10)2 -~ 4(34) = ——/ 36 + 100/~ 136
2 . 2

11— 1 1 '
- ?w/ns—l;s =?\/3“,=-5 (0) = o,

’

W

Por lo tante la ecuacién representa fnicamente al puns -

to C{=3,5)..

¢.) x2+y2—-12x-2y+50 = 0.
Entonces D'= -12, E = -2, P =50,°

- -(3)
e -2, o 2
&) o |
r= -2-\/(-12) + (-2F - 4(50) = ?\/144+4—2op-

A -
= — \.-52
e

o(6,1),
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la scugcidn representa un lugar geométrico sin puntos, es

decir es el conjunto vacfo.
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2.5, Algunos e jemplos.

Ejemplo 2,5.1,
Obtener la ecuacién de la circunferen-
cia.en la forma general que pasa por el punto A(2,2) ecuyo
centro est4 en el sesmento dirigido AB y lo divide en la

razén T = 2, las coordenadas de B son {-4,-4).

Obtendremos las coordenadas del centro utilizando las

férmulas;
X, + X ¥y + TV
2

x = 1t y g o= ntTe
1+r 1+
2 4+ 2(-4) 2 -8 -6

x = = = — = 2,
1 +2 3 3
2 4 2(-~4) 2 -8 -6

y = = = ——— = =2,
1+ 2 3 3

Las coordenndas del centro son c(-2,-2).
Calculemos 1a magnitud del radio encontrando. la distan

cia de C a A.

Cate,n) = qf (2 =28 4 (222 < f(a e (R
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= '\VI 16 + 16 = 1/32.

Bustituyendo la magnitud del r_adio, las coordenadas del

centro en la ccuacidén 2.II. tenemos ‘que:

(x - h)2 + (y - LI rz,
(x = (232 + (v = (=227 = (+f32 2,
(x + 2)2 + {y + 2)2 = 32,

Desarrollando los binoaios, igualando 1a ecuacién a cg -

ro y sumando términos semejantes tenemos que:

x2+4x+4+y2+4.'l+4—32=
x2+y2+4x+4y-24'=0 . L ‘_’

esta es8 la ecuacidén buscads.

_ Ejemplo 2.5.2.

Determinemos las coordenadas dél centro
¥y la longitud del radio de la circunferencia que pésa por

los pu-ntos 7,(6,5), Tp(~2,1) ¥ ’1‘3(0,-1).

Encontremos la ecuac:Lén de la mediatnz del segmento

) T1T2' Si I‘(x,y) pertenece a la mediatriz se cumple que-
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d(TlvT) = d(TgvT)'

es decir:

Y O e e AR L IR T

elevando al cuadrado ambos miembros, desarrollando los bing

mics y reduciendo térrminos semejantes al igualar a cero-la

ecuacién se tiene que:

(x-62 + (y-57 = (x+2% + (y-1)2

xz - 12x + 36 +y2 - 10y + 25 = x2

+4x+4+y2-2y+1',‘

~16x -~ -8y - +. 5 = 0.
Dividizndo 1la ecuacién entre -8 obtenemos: ‘
2%+ y -1 =0 - {2,¥111.)

shoTa encontremos la mediatriz del segmento T2T3. Si

T(x,y) pertenece a la mediatriz se cumple que: ) L

a1y,7) = d(TJ;T)'

es decir:

Ve v -1 =0 -,
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efectuando el procedimiento anterior se tiene que:

(x + 2)2 + {y - 12 = & s (y + 1)2-
Paxraryt mty+1l = £ o+ ¥ ey,
4x - 4y + 4 = O,

Dividiendo la ecuacidén entre 4 tencmos que:

X -y + 1 = ¢ (2.I1X.)

El punto de interseccién de lne mediatrices, es el cen
tro de la circunferencia, se.obticne resolviendo el sistema

formado por las ecuaciones 2.VIII. 'y . 2.1I%.

N
»
+
"
-~
«

‘Sustituyende X'en la segunda ecumeién dul sistema ob=

-tenemos el valor da y.
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X - y = =1

-y = -, -y = <2 -, - = -3 ¥y =
Por lo tanto {2,}) son las coordenmdas del punio gue
‘equidista de los puntos Tl' T2 g TJ; as decir es el centro

de la circunferencia.

El radio de la circunflerencia es:

Ve -62 & (3 -5P

=qf (<)% (<2

r o= 4(T,17;)

[

Por lo tanto las coordenadas del.centro de la circunfe
rencia sen C{2.3) ¥y 1a longitud del radio es T = 1/ 20, '

Ejemplo 2.5.3.
o Encontremos las coordenadas del centro
y 1la longitud del radio-dc la circunferencia que pasa por

© los puntos Tl(—2,~5), T5{(-1,0) 'y TJ(-G,I), paro atili- ‘
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zando un procedimicnto diferente al que hicimos en el ejem-

plo 2.5.2.

Supongamos que la circunferencia tiene la ecnacién:

2 4 y2 + Dx + By + P = 0 (2.v)

Ya que lo8 tres puntos pertenecen a la circunferencia,
deben de satisfacer la ecuacidén; para determinar los valo-
res de D, E y F sustituyamos las coordenadas de lo8 puntos

en la ecuacidn 2.V,

Para Tl tenemosg que:
x2 + y2 + Dx+8y + F = 0,
(2% + (=512 + D(=2) + A(-5) + P .= O,
es decir, 4 + 25 - 2D - B5E + F = O,

" as{ que, 2D + 53 ~ F = 29, (2.x.).

Para T, tenemps que:
‘ x2 + y2 + Dx+ By + P =0,
(=17% + (0+ D(~1) + E(0) + F = O,
es decir, 1 -D+ F = 0,

asf que, D-F=1. . (2.%1.)

-Para T3 tenemos que:
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x2 + y2 +Dx + Ey + F = 0,

(-6)% + (1)° + D(=6) + E(L) + F = 0,
es decir, 36 +1 -6D+E +F =0,
entonces 6D ~E - F = 37. (2.%11.)

‘Las ecuasciones 2.X., 2.%¥I. y 2.XII. forman un sistema
de tres ecuaciones con tres incégnitas, resolvémoslo por

el nétodo de sustitucidn.

2D + 58 - F = 29 (2.%.)
D ~F= 1 (2.%1.)
60 - E ~F = 37 {2.%I1.)

Despejemos D de la ecuacidn 2.XI. y suatitdyémoala en

las ecuaciones 2.X, y 2.XII.:

D-~F=1, -
por lo tanto DEFH L. (2.%111.)°

Sustituyendo D en 2.X. tenemos que:
‘ 2D+ 5B - F = 29,
‘2(F + 1) + 5B ~ F,= 29,
entonces ) 2F +2 + 58 ~F = 29,

reduciendo términos geme jantes " 5E + F = 29, (Z.kIv)
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Sustituyendo D en 2.XII. tenemos:

6D - E ~F = 37,
6(F +1) -E -F =37,

entonces 6F +6 =E-F =

i
w
2
-

reduciendo términos semejantes 5F - E

[
w
=
.
—_
n
.
NS

Depe jamos ahora F de la ecuacidn 2.XIV. y Bustituydmog

la en la ecuacién 2.XV.:

5 + F = 27,
F =27 - 5E. (2.xv1.)
5F -E =31,
5(27- 5E) - E = 11,
es deeir 135 - 25E - E = 31,
entonces -26E = - 104,
: : -104
despe jando E E = ———
~26

por lo tanto E =4,

" Sustituyendo E-en la ecuacién 2.XVI.:

F = 27 - 5E,
27 - 5(4);

~
it
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L)
[}

27 - 20,

e
n
-

Sustituyendo F en la ecuacién 2.XIII.:

D=F +1,
* D=17T+41,
D= 8.

Por 1o tanto la ecuacién de la circunferencia querpasé

por los puntos: Tl(-2,—5). Tp(-1,0) ¥ T3(—6,l) es:
x2 + y2 + 8x + dy + T =
Las coordenadas del centro son:

D E\ . 8 é' -
c(-— , __) » c(——, -—‘) =" C(-~4,-2):
2 2 2 2 S

La longitud del radio es:

rs '\/n + B __{(a)2+(4) T

= 1/ 64 + 16 - 28 \/(4)(13)
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CAPITULO III
FAMILIAS DE CIRCUNFERENCIAS

3.1. Determinacidén de una circunferencia sujeta a tres

condiciones dadas, .

3i observamos las ecuaciones ordinaria y

general de una circunferencia,

(x-02 + (y-uf = 1

¥ o
He

x2+y2+Dx+'Ey+F=O,

vemos que hay tres constantes arbiérariaa: h,k,» ¥y D, E ¥

F respectivamente.

Podemos entonces decir que “analiticaménte, la ecuacién .-
de una circunferencia se determina completamente por tres

condiciones independientes". (% )

"Yen el sentido gesmétrico también vimos que una cir-
cunferencia es determinada por tres puntos no colineaiés;
(1.6.)

»

X . LEHUANN, C. Geometria Analftica, pag. 106.
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Una circunferencia que satisface sdlo dos condiciones
no es dnica. Y la ecuacidn de “esta" circunferencia contie-.
ne una constante arbitraria a la que llamaremos pardmetro.
Esta ecuacién representa a un conjunto de circunferencias

que llamaremos familias de circunferencias.
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‘.Jm 3.2. Algunos e jemplos.

Ejemplo 3.2.1.
La famnilia de circunferencias concéntri
cas, cuyo centro comin es C(-3,2), est4 representada por la
ecuacidn: .

(x + 37 + (.v-2.)2 = 2,

en donde k es el parémetro (k»0). (Ver figura 3.1.)

»

-

Figura 3.1. ‘
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Ejemplo 3.2,2.
La familin de ecircunferencias qu1e son
tangentes a los ejes coordenades del cuarto cuadrante es re
presentada por la ecuacidn:

(x—k)2 + (y+k)2 = 1;_2,

con k> 0; el centro de cada circunferencia es el punto C(k,-k)

(Ver figura 3.2.) . , A

X
S

.

-

v

-
1n
-

+

-

-

/6(3,-3)
. 0(4 [y )

v o(5,-5) L
Pl i

Figura 3.2,
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3.3. Andlisis de la ecuacién

2+ 5 # DX + By + Fy o+ k(x5 ¥ Dox .+ Boy + Fy) = O

Supongamos que las ecuaciones de las circunferencias

Cl y €, s8on:

x2 + y2 + Dlx + Ely + Fl

#

0 (3.1.)

2

=+ y2 + Dox 4+ Eyy + Fp = 0 (3.11.)

regpectivamente y gque Be intersectan en los puntos:

hixpayy) v Taleg, vp)

Multipliquemos la ecumcién 3.II. por nna,conaténte A=
S bitraria %:

k(x2 + y2

+ Dox + Epy + Fy) = O, (3.1I1

Sumemoes las ecuaciones 3.I, y 3.IIIL.:

x° 4 y2 +Iyx o+ Ely +Fy o4 k(x + y + DX + By Fa)
 {ecuacién 3SIV.).

Veamos que sucede si k toma determinados valores:
) N -
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3.3.1. Cuando k = 0,

Si k = O entonces obtenemos la e-

cuacién de la circunferencia Cl.

3.3.2, Cuando k = ~1.

Si k = -1, entences 108 términos
cuqdréticos se anulan y lo que obtenemos es la ecdacién de
une recta & la que llamaremos "eje radical". Esta recta es
la cuerda comin de lag circunferencias Cy ¥y Cy, y adends es
perpendicular a la recta que une los centros de Cl y Cae Vg
amos que eS8 éierto:

2 2 2, 2 ‘
Xy ¢ Jyx r By Py o+ k(X7 4 y7 + Dyx 4 Egy + Fp) = 0,

x° +y2 +Dlx+Ely+F1+(—1)(x2 +y2+1}2x+1§2y+1?2)=0,

{py - Dy)x + By ~ Eply + 7y - Fy = O, (3.v.)

Recordemos que la pendiente de la recta Ax + By + C = 0 .
A
eg’ = -
B
Entonces la pendiente de la recta 3.V. es:
Dy = D, .
2
e - -2 "2 (3.91.)
By ~ B . ‘
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Las coordenadas de los centros de las circunferencias

(_31_, _i) y (-2&,-2)
2 2 2 2

respectivamente. {Consultar 2.4.). Determinemcs la. pendierte

Cl y C, son:

de la recta que pasa por ambos centros, utilizande la férmu

la:
¥y = Y
mo= 1 2 .
Xy = Xp
E. E E E
S S - -, 2 - B +E
2 2 2 2
m = = =
e S B S “ht
2. 2 2 2 2
- El + By
= . : (3.VII.)
- D1 + D2 . ‘

‘Multipliquemos las ecuaciomes 3.VI. y 3.VII. para ve—
 rificar que el eje radical y la recta que une a los cen-
tros son perpendiculares utilizando la condicién de que:
Dos rectaé son pérpenqicuiarea si él producto- de sus pen—’

dientes es5 menos uno.
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(_nl-nz) -El+E2)=(—D1+D2 (-E1+E2)
By - B -D; + Dy E; - By ~Dy + Dy
-E, + B —(El - E

= = -1,
By - E By - E

Por lo tanto las rectas son perpendicularss.

3.3.3. Cuando _k # 0 vy k # <1,

54 kA0 Ly k#£-1

obtenemos la ecuacién de una circunferencia:

x2+y2+Dlx+Ely+Fl+k(x2,+y2+D2x+E2y+F2)=0,

x2+y2+Dlx+Ely+F1+kx2+ky2+kD22+kE2y+kF2

o

S,
(l+k)x2 + (l+k)y2 + (D) + kDy)x + (B, + KB, )y + Py + kPy = O,
] 2 1 2 1 2

dividiendo la ecuacidén entre l+k obtenemos:

D, + kD E, + kE P, o+ P
LeP e 2 2x+ 2 2y 4+ 272 _ g, (3.vIIL.)
1+ k 14k 1+x
: +iD, E, + E
Si sustitnimes D por _E €, B por X2
1+ Kk 1T+ %

o+ kP
y F por .L.____,a_;
1l +k
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obtenemos x2 + yz + Dx + By + P = 0 que representa a una

2
eircunferencia siempre y cuando D2 + B - 47 D o.

Todas las circunferencias que pertenecen a la familia
de circunferencias tienen centro en la recta que une a los

centros de las circunferencias C) y C). Comprobémoslo:

La familia de circunferencias esté représentada por la
ecuacién 3.VIII.
2 2 Dy + kD El + kEy Fl + kFy

x" + ¥y + X + ¥+ = 0,
: 1l+%k 1+k 1+k

entonces los centros tienen coordenadas:

Dy + KDy E, + kE,
- , -
2(1 + %) 2(1 + k)

(3.1%.)

La recta que une a los centros tiene pendiente:

-El + E2

M T e =
=Dy + Dy

(ver le ecuacién 3.VII.); entonces su ecuacién la determing‘

. mos con la ecuacidn:

¥ -y o= mlx-x),



% -

v ( El) ~ ~Ey + By (x ( Dl)
R R T N SL-N RN y
2 -»I):L + Dy 2

E -E, + E : D.
Yy +_._];=_..l_._._._2 x +-_1 .
2 -Dl+D2 2
~E, + E D. B
1o ) Ly o2 - o (3.%.)
'D1+D2 2 2

Veamos entonces que el punto representado por 3.IX. ‘88 .

tisface la ecuacifn 3.X.:

-E, + B D E
R < +_1)-y LR,

_Dl + ])2 2 2
T B i S U T Sl B S
~D, + D, 2(1+k) 2 2{2+k) 2
By + By [ (D) + KB)) + (L + k)Dy L, Bt B
<Dy + D, 2(1 +-k) 2{(1 + k) 2
By + Hpf <Dy kD 4 Dy 4+ le) By ¢ XEy ~ (L4 K)By
. + =
=Dy + Dy 2(1 +x ) 2( 1.+ k)

-8, + By ¢ -k(-D; + D) , Ey + By = kg ~ kb

=D, + Dy 2{1 + k) 2(1+k).

Sk(-By + ) + k(-5 + me')
2(1 + %) ' 2(1 + k)




77

(-By + Ep)(-k + k) (B + E)(0) 0

= = = .

2(1 + k) 2(1 + k) 2(1 + k)

Si Cl ¥ CZ‘ son circunferencias tangentes en el punto
T(x,y)y (T = Ty = Ty), entonces la ecuacién 3.IV. también
representa una familia de circunferencias tangentes a Cl Y.

C, en T, siempre y cuando k # -1.

51 k = 1 entonces obtenemos la ecuacidn del éJe radical.
El eje radical pasa por T(x,y}, es decir, es tangenteé comin

de Cl ¥ 02.

Si Cl ¥y €, no tiene ningdn punto en comin, la ecuacién’
3.IV.,representa una familia de circunferencias; para k # —1;
en donde se debe cumplir que D2 + E2 - 4F>0. Ningdn par de !
circunferencias de la familia tiene un punto comin con Cl y

Cpe

5i k = -1, entonces se obtiene la ecuacién del eje ra

dical. El1 eje radical no tiene un pﬁnté comin con Cl ¥ Cge:
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3.4. La potencia de un punto ¢on respecto a una cir-

cunflerencia.,
Consideremos a la circunferencia con centro

“en el origen y radio r, su ecuacién es x2 + y2 = TZ; a la

recta que pasa por P(a,0), a > r, ¥ pendiente m, su ecuacién
es y = m{x ~ é) que se intersecta con la circunferencia en
los puntos A y B; y a la recta que es tangente a la circun

ferencia en el punto T y que pasa por P, (Ver figura 3.3.)

4

1 T

-

_P(;:O)

Pigura 3.3.

Veamos que (PA)(PB) = (PT)%

A esta relacidn se le conoce como: La potencia de.un

punto.con respecto a una circunferencie.

Calculemos 1las coordenadas de A y B, sustituyendo

¥y =mn(x -a) en *2 +'y2 = r2.
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x2 (m{x - a))2 = 22
xz + 2°x% v 2em®x 4 ae? - 2 = 0
(1 + ma)x2 - 2em®x 4 &2 - ¥ -0 (3.X1.)

Resolvamoe esta ecuecidn utilizendo 1z férmula gene:
ral pera ecunciones de segundo grado, para obtener las
abscigas de A y B,

~(~2em?) 2 \J (~2em®)? - 4(1 + 0?) (a%? - 1?)

x.
2L +m )
pen? % q ta%a - 4(a%? - 22 4 o%ad - 2%d)
2(1 + ma)
zam® * d 4(a%n? —(a®m? - r? 4 2%t - r%p?))

2(1 + m2)

2em® t 2 4 alnt - 8%m? ¢ p2 . a2t 32

2(1 +‘m2)

am® ¥ ‘ 22 + m?) - a%n?
2

1‘+1’n

ESVA TESIS o BEBE
R L4 B arm



! Bugtituyendo

¥y

¥,

Por lo tanto:

2
am” -+

r2(1 +m2) ~ a‘nm

1 0+ m2
T
amz - r2(1 +ue) - 222
1+ m2
4 ¥y %, en y-= m(x ~ a) obtenemos las ordenades de A’y B.
! . : -
:mn2 + \Jrz(l +m2) - azma
= m 3 - a
14+ 0m
an? - I:‘2(1 +m?) o 2%p?
= m ‘2 - a
1 +m .

22

2 BT 2 - R

1+ . 1l +n

Cog



an? < \! r2(1 + m2) ~ a’w? [am? -q r2(1 + ma) - a%n? ;
Bo= - ’ s m - &
1+ m2 - 1l + m2 .

Caloulemos ahora la distancia de P s Ay de P a B.

2
; 2
am2 + r2(1+m2) - a2m2 am® 4 r2(1+m2) - afn?
a(B,A) = la - 5 + |0 -n 3 -8
1l +nm 1l +m
2 22, 22\ 2 5.5 oa\2
am® +§ r(1+m°) - &°m 2 an” + | r"(Q4m”) -~ a‘m
=|la - 5 + n°|a- =
1 +m . 3 1oem™
' 2 2\ 2
2 am 4+ r2(1+m2) - azm -
=l (1L+n)| & = - 5
l +m
- 1
> ol s \{rz(1+m2) - a2
= l+m a -
14-1:!12

T



n

a(p,B)

\ 2
1
. 5 am2 - \J r2(1 + m2) azmz
= (L +n°) (&~ 5
1 +m
1
; em® - \[ r?(1 + m?) - aPn?
=N1 +an a - %
1 +m
~ Caleculemos ghora el producto de PA por  PB: '
) en’® + 2(1m?) - 2P\

1+m2~ a

ey
(PAY(PB) = Jl + n? (a -
: 1 +ln-2




33 X
‘J—_E’ 2 'am2 r2(1+m2) - azm-.2 am2 r2(1+m2) - aznx
(N 14m%) 8 = Tyl e 8 - g |
l4m 1+ m2 J.-bm2 1+ mz
2 am2 2 \[ra(l + mz) - a m2 2
(L +n%) a - -
1+m? 1+ n?
( 2y 2 2an? a2t (1 +ad) - a%®
1l +m -3 - [
142 1nd)2 1+ n%)?Z
5 2 2 32m4 r2(1 + mz) - azm?
a%(1 + m%) - 2an? 4 s =
2+4m I 4 n®
24 .2 2 22
. am - r°(l +mn°) + &‘n
8.2 * aam? - Zazma o+
2
Lo+ om
2 22 azmz(l +nd) - ra(l + mz) .
a® - a‘m *
1 + n?
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2
o 22 (1 + mz)(a u? 2)
= a° - a“m” + 5
l+m
= 8.2 - a2m2 + 82m2 - r2
= 82"1‘2 .
Por 1o tanto (PA)(PB) = a° - r2 .  (3.XII)

Cel tulexos ghora la distancia de P a T. Como PT es tan
gente a la circunferencia,):: PIO es recto, entonces el
I’To‘es rectédngulo, De manera tal que: TO y TP son ca-
tetos y OP es 1la hipotenusa.

da(T,0)
a(o,P)

il
H

ya que TO es un-radio.

2,

Utilizando el teorema de Pitdgorse tenemos que:. - .-

8® = 1% 4 (PT)Z.

(pr)? = @ - 1 _ © e (3.XTIT)

Igualando las ecuaclones 3.XII y J.XIII.'teneinos ,qu’e':‘
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(PAY(PB) = a° - 7.
(1=13)2 = o2 - A

Por 1o tanto (PA}(PB) = (PT)Z, esto es lo que queri

_amo"s demoe trar.

Nétese que no utilizamos para nada que:

(—Eama)z ~ 41 ¥ 1112.)(1521112 - ra) >0
es decir, gue nc importa si las soluciones de la ecuacién
3.X1 son reales o complejas. Cuando no son reales 1las solu-
ciones de la recta que pasa por P no se intersecta con la
circuhferencia, sin embargo la relacidén:

(PA)(PB) = (P1)?

. 8igue. cumpliéndose.
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1.5. 71 eje radieal.

Supongamos que Cl ¥y Cp son dos
circunferencias que Se cortan en lo8 puntos A y B. AB es u-
na tuerda de cada una de las circunferencias. Entonces cual
quier punto P(x,y) del eje radical es un punto de la misma

potencia, (PA)(PB), con respecto a las dos circunferencias.

Pgdemos entonces definir al eje radical de la siguien-

te manera:

"El eje radical de dos circunferencias es el lugar geo
métrico de 1los puntos cuyas potencias con respecto a las

dos circunferencias son iguales". (%)

Como vimos antes (3.4.), no importa si AB no se inter-

secta con la circunferencia para que ge cumpla la relaciédn:
(PA)(PB) = (Pp)?

con PT. tangente a la circunferencia.

I ',SHIVELY,,L. Introduccidén a la geometriufmodefna.
peg. 81. : ‘
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3.5.1.EL radio radical.

Supongamos que tenemos tres cir
cunferencias no concéntricas y cuyos centros son no colinea-

les, de manera tal que cada par tiene un eje radical.

si L. es e1 eje radical de la primera y ia‘segunda cixr
cunferencia, y Lz as el eje radicai de la segunda y tercera
.ceircunferencia; llamémosle P al punto de interaedcién ge Lo
¥ Q,z + Entonces P tendrd potencias iguales con respecto a
las tres circunferencias, por tanto el eje radicla de la pri

primera y tercera circunferencias también pasard por P.

Hemos visto entonces que 5i tenemos tres circunferen—
cias cuyos centros no son colineales entonces los ejes radi

cales de las circunferencias tomados por pares concurren en

un punte ¥nico al que llemaremos radio rédical.(Ver figura

Pigura 3.4.
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CAPITULO IV

ALGUNOS PROBLEMAS DE LUGARES GECMETRICOS Y TEORE
MAS RELATIVOS A LA CIRCUNFERENCIA

4.1, Problemas de lugares geomdtricos relatives & la

circunferencia.

4,1,1, Un punto se mueve de tal manera que la spma de

los cuadrados -de sus distancias a los puntos T1(2,0) v

22(~1,0) es siempre igual a 5. Hallar e identificar la ecua

oién de su lLugar geométrico.

Supongamos que las coordenadas del punto que se mueve

son P(x,y). Sabemos ademés que se cumple la relacién:

()’ + (ae,1,02 = s,

(Vix-2%4(g-0F ¥a(fxr1l+(g-0F P=s,

R iaxesrP el a1y o5 =,

2x% + 2y% - 2x = 0,

x2+ A2—x=0.
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Calculemos D2 + E2 ~4F y comparémoslo con cero.{Con-

sultar 2.4.)
D+ B - 4r = (-1)% + (007 - 4(0) =1D> 0.
Por 1o tante se trata de una circunferencia con centro:
D E ( -1 0 )
¢~ -, —})= ¢l-|=h - —}= ¢c{=, 0
( 2’ 2 : 2" 2 ( 2’

1 1 1
Yy radio r = —\/DE+E2-4F = _'\/;? = —_—
2 2 2

4.1.2, Un punto se mueve de tal maners que la suma de

los cuadrados de sus _distancias a las dos rectas:

3x «y+4=0, x+ 3y «7=0ces siempre igual a 2. Hallar,

identificar y trazar el lugar geométrico de P.

‘Supongamos que las coordenadas del punto P.son (x,y),‘
'sabemo's témbién que se cumple la relacién:
2 2
(a(e, %)) + (4(p, L)) = 2,

|3x-y+4l\2 Ix + 3y - 71}?
=S +
Y V1% + 32

#
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9):2 +y2 +16 +24x -8By -6xy x° +9y2 + 49 ~14x -42y +6xy

(y10 )? * (vio )

10x2+10y2+10x—50y+65 )
10 -
65
e x5y — -2 = o,
10
45
x2+y2+x-5y+—= 0.
10

2

Calculemos D2 + E" - 4F y comparémoslb con cero. (Co_n_

sultar 2.4.):
45 . 180
D+ B2 —ar = (1% 4 (=507 ~4 (=)= 14251
10
=26 - 18 = 8§ >0.

Por 1o tanto se trata de una circunferencia con centro

en:

( E ( (-s)) ( 1 5)
C - y =l —}= Cl-=,~—
2 2 . 2 2
: 1 1 '
radioc T = D +E ~ 4F =—-—-\/8 =-\/2 .

(Ver figura 4 W1.)

m| -
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Figura 4.1.

4.1, 3 Un punto se mueve de tal manera que la suma de

;.08 cuadrados de sus distancias de los tres puntos T (Q,})

T5(3,0) - ¥ T3(-21—2) es siempre iguel a 30. Hallar e iden

tificar la ecuacidn de su lugar geométrico.

-Supongémos que.el puntb que 8¢ mueve tiene coordenadas

P(x,y). Ademds sabemss que se cumple la siguiente relacién:



(ae,)? 4 (ae)? + (ar1)? = 30,

(V (x=02 + (=302 %2+ gf(x-32 + (307 P 4 (v (xe2) 4 (2B P =30,
<2 +(y-3)2 + (x—3)2+y2 + (x+2)2+(y+2)2 = 30,

desarrollando los binomlos:

2 2 2

x +y2—6y+9+x2—6x+9+y + X +4x+4+‘y2+4y'+4=30,'

sumando términos seme jantes:
2

3+ ' - 2 - 2y -4 = 0,

dividendo la ecuacién entre 3 tenemos que:

: 2 2 4
x2+y2'--—-x-—y- = 0.

3 3 3

26
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Calculemos D2 + E"‘2 ~ 4P y compardmoslo con cero:

rrew (3 (3 (Y

en:
2 2 11
Cle—y -— )= € —,—] = Cle—y ]},
6 6 3 3
1 1 /56 ‘2\/14 Vl4
y radie r=—D2+E2-4F = i 0= T o
- 2 2 9 6 3

4.1.4. Un punto se mueve de tal manera gque el cuadrado

de su distancia del -punto 1(1,2) es siempre igual al’ doble

de si distancia de la Tecta 3x + 4y = 1 = 0. Hallar e iden

tificar la ecuacién de su lugai geométrico.

Supongames que el punto que se mueve tieneg coordenadas -

P(x,y). Sabemos que se cumple la relacién:



94

(a(e,1)? = 2(4a(p,t)

V - 2 2 2 . 3x+4y—1l
(V-1 + (y-27 ) -2-’—————\/FT .

6x + 8y - 2
(x-—l)2+(:y'-2)2= —_— '

N

desarrollando los binomios y multiplicando la ecuacién por 5:

‘j(x2 —2x+1+y2-4y+4) = 6x + 8y -2,
2 2 ‘
5x° = 10x + 5 + 5y - 20y + 20 -6x -8y + 2 = 0,
reduciendo términos semejantes:
2 2
5x° + 5y° < 16x + 28y + 27 = 0 ,

dividiendo la ecuacién entre 5:

16 - 28 27
x2+y2-————x-——y+—-=0.
5 5 >

Qalculemos D2 + E2 - 4F y comparémoslo con ecero.(Con-

sultar:2.4.)
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2 2
16 28 27
2 4 E ~4F = -—>+ -— -4—)
5 5 5
256 576 108 256 + 576 - 540 202
T S e e
25 25 5 25 25

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro

0 )

28

4.1.5. Un punto se mueve de tal amnera que su distan-

cia del punto T1(4,2) es siempre igual al doble de su dis-

_ tancia del punto To{(-1,3). Hallar e identificar la ecuacién

de su lugar geométrica.

Supongamos gue las coordenadas del punto que se mueve

son P(x,y). Sabemos que se cumple la condicidn:

ae,1,)

2(a(?,1,)).

)

: \/ (x.- 4)2 +(y - 2)2' 2 \/kx £1)% 4 (y + 3)? '
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elevando al cuadrado:
(x -4 « (y-2°7 = 4 (x+107 + (v+3P),
desarrollando los binomios:
x° -Bx +16 o Ay ¢4 = 40 + 2K + 1% ¥ 4+ 6y + 9),
x® -8x +16 +y2 —Ay +4 4x® Bx 4 -4y2 -24y -36 = O,
reduciendo términes semejantes:

2 2

=3x" ~ 16x - 3y° -~ 28y - 20 = O,

dividiendo la ecuscidén entre -~3:

2 16 28 20
X+ ¥y 4 —x + —y 4+ — = 0.
3 3 3

kCalcul‘emos D+ E2 - 4F y vegmosrcdmo es »conr rela-

" .leién & cero:

VI 2 2 o
16 2 .

g2 +32:_Y4‘1_-.-, = (--_)-;. v.a_) -4 -.2.9.'

S TN 3 A3
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256 784 80 256 + 784" + 240 1280

+ —— =

9 .9 3 .8

Hi

Por lo tanto ge trata de una circunferencia-con centro
D B 16 28 8 14

c - y T = Cj~o—y === ci - Ty T
2 2 6 6 3 3

o V5

3

4.1.6. Un punto_se mueve de tal manera que su distan—

cia del punto ’1‘1(2,-2) o8 siempre. izual & un tercio de su -

distancia del punto T,(4,1). Hallar o identificar la ecua-

cidn de su lugar geoméirico.

Supongamos que el punto que se mueve tiene coordenadas

'P(x,y) Ademds sabemos que se cumple la relacldn.

1 .
a(P, 1) = -3- a(e,1,) 6 3d4{?,1y) = 4(P,T,)
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3V -2y a2? = - 0P ey -1
elevandb al cuadrado y desarrolando los binonios:

2+4y+4)=x2—8x+16+y2—2y+1,

9(x2—-4x+4+y
9::2 -36x+9y2+-36y+72—x2 4 8x—y2+2y-17=0,

reduciendo términos gems jantes:

8x2 + 8y2 - 2Bx + 38y + 55 = 0,
. dividiendo entre 8:
28 38 5%
x2+y2—--—-x+——y+—-=0.
8 8 8
simplificando los coeficientes:
5 s 7 19 55
X + ¥y - —%x + —y3 + —— =0
2 4 .8

Calc&lemos D2 +,E2 - 4P y compardmoslo con cera. (Consvu_];
tar 2.4+

b

2 2
' -1 19 55
2 4B - 4F = -_) ¥ ..) _4__)=
2 s 8 :



49 361 55 196 + 316 - 440 117 S
- — R ————— = —— >0,
4 16 2 16 16

Por lo tanto se trata de una circunferencia con centro

1 5 5 1 /117 \/117 1/117
yradio r= —Y D +E =4F 3 —=qf——w T m—— S
2 2 8

16 2{4)

4:,1.7. Un punto se mueve de tal manera que su distancia

de un punto fijo es siempre igual & k veces su distancia de

otro punto fijo. Demostrar que el lixgar geométrico de P es

una circunferencia para valores apropiados de k.

Supongamos que las. coordenadas del punto que se mueve
son P(x,y) y las de los puntos fijos son 7,{0,0) y Ty(a,0)
con .a £ 0O, : »

Sabemos ademds que se cumple la relacidn:

'd(P,Tl) = k (d(P,T5)),
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\/(x-O)2 +(y - 0¥ = k'\/(x-a)z + ly - 02,

elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn:

2 2

x* + ¥y = 1&12((x-a)2 + y2)2

‘desarrollando el binomio:

20?2l - a2 -3 = o,

sumande términos semejantes:
(1 - kz)x2 + (2 - 1:2)y2 - 2ak2x - azkz .= 0,

dividiendo.entre L - k2:

2 2 2 ak2 aaka

R A L
1l -k

1 -k

Calculemos DE + E2 - 4F ¥y éomparémbsio con -cero:

2
'Dz Ez o 2&}(2 ( o )2 4 azke
+ - = |- + - - ’
1 - 1 - %9
422t 4022 1% 4 (1 - @) (4a?)

Taad? T E (18
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102+ 4 - st 4a2i? So (kg1
- - K .
(1 -1 (162

Por lo tanto la ecuacidn representa una circunferencia

con centro en:

D E alc2 .
-— =] = C — o].
2 2 1=k

Q

L 1 [ 4e% 1 2ak
’yradio r——z— D° + E° - 4F = (——Hl-k) _E'I:;Q
ak i1
= con k .
1=K

4.1.8, Un punto P ce mueve de -tal manera gue el cuadra.

do de su distancia de la base de un trifngulo isdsceles es o

siempre igual' al producto de sus distancias de los otros

: ’dos lados. Demostrar que el lugar geomdétrico de P .incluye

una circunferencia.

. Supongamos que la basc del tridngulo esté sobre el eje"
de las ordenadaa, de manera- tal que: sus extremos son los

puntos: '.l‘l(o,b) v Ta(O,-b). Las coordenadas del tercer
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" vértice son TB(a,O) y las del punto que se mueve son P(x,y).

Determinemos las ecuaciones de cada uno de sus lados.

si L. es la recta que pasa por T,T, entonces eu ‘ecua~

cién es x = O,

Si ,Q,;, es la recta que pasa por ’1‘2T3 entonces su ecua-

cién es:

-h -~ 0
Yy+b = ——— (x -0),
0 -a
. b
es decir, y+b = ~—x,
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multiplicando por a: a(y + b) = bx,
ay + ab = bx,
igualando a cero tenemos: bx ~ay - ab = O,

S5i 2,5 es la recta que pasa por T1T3 entonces su ecuﬁn

cidn es:
b
y- = (x - 0},
0 -a
: b
es decir y-b = ~- —x,
a
multipl'ica.ndovpor ~a -aly - b) = bx,
-ay +fab = bx,
igualando a cero tenemos: bx + ay -~ ab. = .0,
a(p, Q-u ) = lxl y

aE L.y J_".’i_-_ﬂ;ﬂ_u_ ST v AT
] 3, = ‘\/—BW' ) SR

lox + ay - atl

]
.

a(®, Ly)

a + b

. - Sabemos qué 58 cumple la sigujente relac‘ién:'
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[bx - ay ~ abl |bx + ay - abl

((x] ? = = T
\/ bv° + 8 \/ﬁb + 8

Ya que l X - ay - ub” bx + ay - ab, 70, entonces

de 1la ecuacién anterior obtenemos:

2 b2x2 - agyz + a2b2 - Zabzx
.= o2 4 a2
. +a

multiplicando 1la ecuacién por 2% + bos

(a?‘ + bz)x2 = vox® - a2y2 + 22? - 23b2x,

voxf - a2y2 + a%0? - 2aplx - (a2 + 1:2)x2 = 0,:
b2x27 - exzy2 + a%b? - 2ap°x - a2x2 - bzxzb = 0,
‘aumando términos aeméjantea:
-a2x2 - azy2 - 2ab’x 4 azbz = 0,
dividiendo entre -z obitenemos:
x2+y2+-—2fx—b2=0.
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Calculemos Da + L-.:2 ~ 4F y comparémeslo con cere:

I)2 +E2

2.\2 4

2p 46

4P = ( ) 4 (0 - a(¥%) =y rad®
a8 8

apt 4+ 4a®p?

= > 0 (a# o)
a

Por lo tanto se trats de una circunferencia con centro

2,2

1 1 4b‘4 + 4a%b
y radio r=-\/n"+m§-4y‘=~« R
2 2 a“
1Y 4h2(b2 +a.2) 1 _\/b ~ \/b
= — B e, b + a 2 — + a5,
2 a 2
Qbsarvacidn:

§i consideramcs gue

(bx - 8y ~ ab){bx + ay - sb) < o,

entoncea lo gue obtenemos es que el lugar geométrico de P

T es unn hipérbol
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4.2, Teoremas sobre la_circunferencia.

4.2,1, Todo didmetro perpendicular a una cuerda la di-

vide en dos partes izuales.

A
N !
e ' 3
s ! 8
! \
! \
( \
Tl i T2 i
{
!
] V4
| -~
e /’
]

Supangamos que la circun-
ferencia tiene centra en el o-
rigen, es decir, su ecuacidn
a8 x° 4 yz = (2.111).

Supongamos que la cuerds
tiene por ecuacién x = a, Como
el didmetro es perpendicular a
la cuerda sug extremos Son los

puntos: Tl(—r,o) ¥y Ty(r,0).

EY didmetro corta entoncea a la cuerda en el panto

Ta,0):"

Los puntos de interseccién de la cuerda con la circun—

‘ferencia tienen coordenadas Ta(a,h) ¥ T4(a,c). Estos puntné

‘safisfacen 1la ecuacidén 2,III. sustituydmoslos:
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restemos la segunda ecuacidén de la primera, obtenemos enton

ces: b2 - 02 = 0.

Factorizando la ecuacidén anterior tenemos que:
(b ~c)(b +c) =0,

debe entonces suceder que:
i.) b~ec = 0 6 it.) b+ c = O.

i,) Si b -c =0, entonces b = ¢, lo cual no es poSi-

ble. (Ver figura 4.2.)

i1i.) Si b + ¢ =0, entonces b = -¢c, Despejando b de

52 + bz = r , tenemos que ib|

ces b =

_\/.—
ces b = \/-—T

Sin pérdida de generalidad supongamos que b 0, es de

¢ir, b ='\/r2-a' 1/ Z 2
: - 2 2
Entonces T3(a,b) = ’1‘3(a,1/ r& - a )

¥ 7 (a,0) = T,(a,-b) = T,(a,-4/ 1% - d
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Calculemos ahora la distancia de T a '1'3 y la distan-
cia de T a ’I'4.

a(r,1y) Ve e s (0-\[F - 2P = V-,

d(T,’i‘4) =\/(a-n)2+(0—>( —'\/rz-az )2 =~fr% =82,

De las dos ecuaciones anteriores podemos cencluir que

TT3 = TT4.

4.2.2, Si por 1lo8 extremos de un didmetro se trazan

dos -cuerdas paralelas, eStas son izuales.

Supongamos que la circunferencia tiene centro en el o=~

rigen, es decir, su ecuacién es: =+ y2 = (2.111.).

Supongamos que 109 extremos del didmetro son los puntos_

Tl(-r,o) ¥y Ty(r,0).(Ver figuras 4.3a. y 4.3b.)

Cada cuerda tiene por extremos: ’I‘l(-r,o) y I‘B(a,ﬁ) s

-

T5(r,0) ¥ T4(c,d) respectivam:nte.

Como Ty v Ty estdn sobre la circunferencia, entonces
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cumplen con la ecuacién 2.1II. Sustituyamos los puntos T3

Mg T4:

2+b2=r2 2

a N c+d2=r2.

Despe jemos b y d de la ecuaciény

[
n
L)
1
b
(=7
i
L]
(]
i
o
.

Si obsrevamos las figzuras 4.3a. y 4.3b. podemos ver gue:
1.) Si b >0 entonces d( 0.

1i.) si b 0 entonces d >0,

Figura 4.3a, : ) Figura 4.3b. :
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Entonces para el caso i. tenemos que: be‘\/rg - az

y 4 = - 1_2 - 02 , mientras que para el caso ii. tene

“mes que: b o= - r‘?—az y & = rz--c2

Sin pérdida de generalidad Supongamos el caso ii. Sus-

tituyamos b y 4 en las ordenadas de T3 y T4 respectivamente:

Ty(a,b) = T3(a,—w/r2 &), me,d) = myle,qf 2 - P

Como las cuerdas son paralelas entonces tiene la misma

pendiente, utilicemos la férmula

Yy = ¥
mo= kT2
Xy = Xp
0= {- ra—az) 0 - 2~
T @ B r -c !
'\/,rz—az ---\[rzr—c:2
Coe(r o+ ow) T -¢

. elevando al cuadrado ambos miembres de la ecuacidn:
i ‘./ N
2. a2 2 _ o8

(r +a)° TS
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factorizando los numeradores:

(r + a)(r - a) (r + c)(r -c)
(r + a)z - (r - e} !
r-a .Tr+¢c
entonces —_— = 1
: r+a r-c

multiplicando la ecuacidn por (r + a)(r = ¢);

(r-».a)(r—c) = (r + a)(r +.¢),
asi que 2 - {a+ clr+ac = 2 . (a + c)r + ac ,
reduciendo té;'minos semejantes: -(a + c)r = ('a +e)r k,v
. dividiendo entre r: ~-a-c¢ =-a+c -,
entonceé —a-a = ¢+ ¢,
eg decizf -2a = 2c,
por lo tanto -a = c

Por 1o tanto podemos escribir 13# coordenadas de Ty de'.

.. 0tra manera sustituyendo c por -a:



Calculemos la distancia de Tl a T3:

ary,ny) = \/(-r -8R s (0 -(qfr? - )P

.\/(—(1; va)? 4 (4 2 - &2 »)2

(4.1.)

: '\/(r+a)2+r2—a2

Ahora calculemos la distancia de T, a ’I‘4:

Vir - (-a)? + (0= Vo= dP))?

'\/(r +a) 4 r? -8 (4.11)

‘d(?21T4) )

1]

© Por lo tanto de las ecuaciones 4.1. y 4.11. podemos dg_'
cir que - d(Ty,Ty) = d(Tp,T,), es decir, las cuerdas mson
iguales.’ C o : e
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4.2.3. Cualquier dnzulo inscrito en una semicircunferen

c¢ia es un dngulo Trectos

t

Supongamos que la semicir-
cunferencia tiene su centro en
el origen, su ecuacién es enton

ces  x° + y2 = r? (2.111.).

Supongamos también que los puntos A, B y C ‘forman el én
‘gulo inscrito. Lae coordenadas de estos puntos son: A(-r,0),

-B(a,b) y C(r,0).

Como los puntos estdn en la semicircunferencia satiafa-.—

cen la ecuacidn 2.III., es decir, para.el punto B tenemos

que:
a2 + b2 = z‘2 »
: 2 2
despejando b tenemoe que |b] =4/ r° - a° o bien:
b o=/ % -a® s b>065=; x'z-a,2 a1

LRGN

Sin pérdida de genralidad supongames que b > 0, es de—

eir b =1/ - a2.>Sustituyendo b en la ordenada de B-te~: -
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nemos que  B(a,b) = B(a,-/ 2 —e? ).

Determinemos las ecuaciones de 1as rectas que pasan por

Ay B y por By C utilizando la férmula:

¥y - ¥

y-y = — {(x-x )’
% =X
Para A y B tenemos que:
0 -~ r2 - aa
¥y «0 72—l (x + 1),
-T -8
. . Ry R
es decir: Ly = (x + 1),
~(r- + a) -
2 2 :
R : r° -a%: :
.o bien: y o= - — (x + 1) (4.1IL.)
: : T+a
Para B y C obtenemos:
r2 -'az - '
y=-0 = (x =),
a~r
R ; 22 . o
es decir: . ¥y = e (x -'1)e (4.1v,)
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La penéicnte de la recta 4.II1. es s ¥ la
r ~-a

pendiente de la recta 4,1V, es R
a-r1

Multiplicando ambas pendientes {tenemos que:

'\/I’Z - .8.2 \/rz - 8.2 Ta - 32 1’2 - &2

r+a [ ac " ¢ —(rz—a

Ny

= -1,
%)

- Come el producto de pendientes es menos uno,.las rectas

son perpendiculares, es decir,¥ ABC es recto.

4.2.4.8% de un punto cualquiera de una circunferencia

8e_traza unajerpehdicular a un didmetro, la logitund de la

‘Eergendicular‘ es _media proporcional entre las longithdes de

de ‘los do8 segmentos en los que divide al didmetro.
Tenemos que demostrar que: (AD)2 = (BD)(DC).

Supongamos que la circunferencia tiene centro en el o- .

. Tigen, entonces su ecuacién es PO y2 = re_/ {2,III.).

Supongamos ‘también gue los exti‘emds del didmetre tienen
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coordenadas B{-r,0) y C(r,0).
Ala,b) es el punto de la cir-
cunferencia desde el cual se
traza la perpendicular; como A
e8td en la circunferencia enton
ces satisface la ecuacién 2.III.

es decir, a2 + b2 = r2; despe-~

jemos b:  [b] =/ r° - a°. Sin

pérdida de generalidad suponga=-

mos que b > 0, entonces

b = r - a" .
Sustituyamos b en la ordenada de Aj;,
Map) = s,y P -8 )
D(a,0) es el pie de la perpendicular, .

» Calc.ulz_emos la distancia de-A a D:

v

darA,Dp). = -\/(‘a-- o o+ (2 -d® »-’- 0)?

=.\[02+‘("r2-5.2)2 '
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Elevemos al cuadrado  df4,D):
() = (Y1 -a IERE Ao (4.v.)

) Calculemos ahora la distancia de Babd ¥ de Dra C. Co-
wo las ordenadas de los tres puntos son cero ubtilicemos la
férmula 4 = le - le .

a(B,p) = |-r - a.l , alp,g) = | a - rl .
Multipliquemos d(B,D) por 4(D,C):
(BD)(DC) = l -r - a“a - rl = P2 52‘ (4.v1))

De 1las ecuaciones 4.V y 4.VI. podemos concluir q'uey: :

(aD)® = (BD)(DC).



118

"4.2.5. 81 se tiene una circunferencia circunscrita a

cuslguier tridngulo dado, entonces el producto de las longi

tudes de dos lados cuslesquiera del iridngulo es iguel al

producto de la longitud del didmetro por la longitud de 1a

altura trazada al tercer lado.

IS
|
'

Suponganos que los vérti
ces del tridngulo son los pun-

tos T,{a,0}, 2,(b,0) y T3(O,c).

Tenemos gue demosirar que: .
d(Tl'_TJ) G(T2'T3) = 2r!altura).
(ecuacibn 4.VII. ).

Determinemos las dictancias de Tl a 1‘3 y de Ty a TJ

almy,y) ;f\/(a-o)zflo-c)z '\/a. e

d(Tz,T '\/(b -0 4 (0-c) ‘=\/ v? . c2‘ .

Le altura del tridngulo es igual a c.

‘Para ‘encontrar la longitud del didmetro, determinemoé‘
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la ecuacién de las mediatrices de dos de sus lados y encon-
“traremos el punto de interseccidn de éstas para obtener las

coordenadas del radio y as{ conocer su longitud.

Las coordenadas del punto medio de Tsz son:

X o+ X y1 t ¥ a+b

2 2 2

La ecuacidén de la mediatriz de T1T2 es:

a+b : : o
x = (4.VIIL.)

Las coordenadas del punto medio de TlT3 son:

Xy + Xy Yt e+ 0 O+ c a o
2 T2 R ?,’?)

La péndiente de T1T3 esg:

yl—y2_0-c [

R == —

X =X a -0 a

Como la mediatriz es perpendicular al‘segmentb,rla .



. : : a
pendiente de la mediatriz es -,
e

La ecuacién de la mediatriz es entonces:

c a a
y= = = —f{x =1,
2 c 2

multiplicando por ¢ tenemos:

o2 2
CY = = B AX = e
2 2’

igualando la ecuacidén a cero:

= 0, , (4.IX)

Deterninemos el punto de inter;eccidn de les mediatrif o
ces 4,VIII. 'y 4.IX sustituyendo a x {ecuacién 4:VITI,)
en la ecuacién 4.IX,, para asi conocer la ordenada del pun

Cto.

N
n

2
32 . 2 32 L
Bt B N - A T T N ¢ BN
2 o2 2
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ab z:2
cy = — + —
2 2
ab+c2
vy = .
2c

Por lo tanto la® coordenadas del centro de la cii‘cdnf_e_

‘rencia son: : 2
’ (a +b ab + ¢ )
c .

2 2¢

Calculemos la longitud del radio:

(' ) \/( a+b)2 (0 ab+022
a(c,T = a - + -
1 2 2¢ |
2 2
(Za—a—b) ab+c2
¢ |- i
2 : 2¢ ]

\/ ( a - b)z az‘bz + 23b02+' 04
. + ———
. 2 .

h

it

dc
o 82 Z 2ap + b2 a2p% + 2a00% 4 ot
= - + -

4 4c

\/ a2c® - 2abe? + v2c? + a2b% + 28be? & of
4c
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\/75202 + b2c2 + azbg + c4

2¢c

Por 1o tanto la longitud del didmetro es:

a2c2 + b202 + aab2 + c4

c

Multipligquemos las distancias dﬂTl,TJ) por d(Tg,TJ):

a(ry 70,230 = a2 4 @ A6+ &

= \/faz+ ca)lb2 + 02)

= '\/azb2 + bzé? + a%0? 4 ot (4+X.)

Multifliquemos shora la longitud del didmetre por-la. ..

aitﬁra:

azc2 + b2c2 + a2b2 + 04

2re. = - de
’ c

a2c? 4 b2e? 4 %p% 4 ot _(axx.) L

n

Por las ecuaciones 4.X. y 4.XI. podemos afirmar que:
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a(my,Ty) 4(T,,T;) = 2r(altura)

¥ es lo que querfanos demostrar.

4,2,6, Si se trazan tangentes a una circunferencia, pa

ralelas entre 8{, que cortan a una tercera tangente en los

puntos A y B, entonces las rectas que unen A ¥y B con el cen

tro son perpendiculares entre si.

Supongamos que la circun-—

A .
/ ferencia tiéne centro en el o-
rigen, . es decir, su ecuacidn

e x° 4 y2 =5 . (2J1II.).

Supongamos que las tangen-
tes a la circunferencia parale

las entre si tienen por écua- .

cién y=r 4.XII. y y=-r

(4.XIII.) respectivamente.
.Supongamos ‘que T{a,b) es elvpunto de tangenqié de l1a ’

‘tercera tangente; como T estd en la circunferencia, enton- .
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cen satisface la ecuacién 2.1II, es dgeir, 52 + b2 = r2
Deope jemos b, lbl = r2 - 52 « 8in pérdida de generalidad

supecngamosS que b)»o, es decir b = r2 - az. Sustituydmos

b en la ordenada de T:

2(a,b) = T(an/ = ~8° ) .
Calcﬁlemos la pendiente de 0T:

¥ - 0_/rz_a2 h.\/rz_az
0 ~'a

m o= =
xl--x2

a

'Cqmo el radio OT es perpendicular a ia tangente que pa

sa por 7, entonces la pendiente de 1la tangente as:

¥y 8u ecuacién es:

y-n = ox-x)

. es-deeir:

yo./r -a" s - (x = a)‘.fi‘(d.XIV).. »g;‘u
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Deterninemos las abscisas de los puntos de interseccidn

de las rectas 4.0JI. y 4.XIII. con la recta 4.XIV.

Sustituyamos y = T en la ecuacién 4.XIV.:

2 2 2 .
- 4frf - & = - x - a)
Y > 2( ’
r© - a
a é2 5 P
x = -1 +4/ 1" ~a%
rz-az' ra-a
2 2 2
Yy rS ~a a
x = o 4 rz_az
a r ~-a ’
a2 r r2-a2 r2-32
X = — - + ,
a a a
2 2 2
r - ryfr-a
x = .
a

entonces las coordenadas del punto - de interseccién‘de las

rectas 4.%II y 4.IV. son:

Sustituyamos y = -r en la ecuacién 4.XIV.:



a
T
./r -a

yr
\/—-—-—* a8 a
a

r

2

a

= e mm—e——— X+

a? 7
= + T + r - a
\/‘ R \/
r - a
2
a 2 2

y -

-r -
/ r2

‘x -

2 2
-a
2 2
r® - a

x
2
a
2-8.2
a
T
+
2
: a

+ T o+ r =~a
W’X‘ - a

‘\' 1‘2 - 5.2 1‘2 - 8.2
x = + s
& a a
™ , I‘z - 8.2

X =

‘\/1‘2—32 1‘2—8
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entonces las coordenadas del punto de interseccidn-de las

rectas 4.XIII. ¥y 4, 4.XIV. ‘son:

o4 r\/r2-a2
B

a

La pendiente de QA es 5 5
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- ra .
La pendiente de 0B es 5 \/ > =5 .
r" + r4f <2

Multiplicando las pendientes de OA y CB obtenemos que;

ra -ra
fomn mannary | T
- r~/ra-a2 P o4 pafr® - &
‘I‘2 B.2 - 1‘2 32 -I‘2 8.2
= = = = ~le
N r2(r2 - a2) LIPS rza‘z r2a?

el producto de las pendientes es =1 , por lo tanto vOA es’ :

perpendicular a OB.
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