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INTRODUCCIOll 

El preoente trabajo oetd baoado en una serie de nrt!culoo publicadoo por 

el Dr. Gorald Beer. El objetivo ha nido prcoentnr el contenido de tales art! 

culos en forma monoKr~fica, os decir con mayor detalle y 01nplicidad que lo 

que normalmente es pooible en un articulo de inveotlgacidn de la naturaleza.­

mioma de ena vin de comunicacién de reoultadoo. Con cato oe p1•ctcnde que loo 

conceptos aquí expueotoe nonn do fAcil cor.iprcno16n incluoive para un eotu­

dia.nte de r.intcmAtlcQo del nivel de licenciatura, quien podrfo cncontrn.r int_!! 

rcoa.ntee ;¡ a~ novodoooo don de loo t.ipoe de convcrr,cncin cxpucotoo r.qu!, ya 

que loo mier.100 no oo incluyen 1Jn loo libreo de a.n~linio trm.lícionnlr:iento ut,! 

lizadoo en loe curoon de licenciatura. 

El trabajo ootd dividido en doo porteo que n. au ve~ i:;uartlD.ll rclnci6n 

entre oi. 

r:n ln primera parte la cual •'lbti.rcn loo don pri:ieroo ccir!tuloo, oc trntan­

albWJOO tipoo onpccicilco de convcrr:cncia. ~ ol cnphulo I oc introduce ol 

concepto de converr:encia topol ~ 1:ictL du unn oucca16n de oubconjuntoo de un º.!! 

pacio métrico (1. 1 d) y ne rclac1onn tal tipo de co:wcrr;cncin con la convor¡;c.!l 

cia Cn rt (7.), ¿id) (el C!OptlCÍO di! loo DUbconjuntoo COrradoO "/no Vi1Cl00 del 

oopacio m6trico (X,d) con ln mi1trica do Hnundorff ~d). :~1 obJotivo do t:nte-

primer cnp! tul o con nioto on e.1tablecl!r condicione o bajo la:; cua]ca noboo ti 
pea de convcreencin coinciden. Talen condicionen uon de vital importancia P!! 

rn el capitulo II, en ol cual oc r:-,ancJrul a lao cr.if1cao do lao funciones ºº.!l 
tinuno de un oopnc10 r.iOtrico X en un capado m6trico Y cor:io aubconJuntoo C!!, 

rrndoo del eopncio producto XA Y. De cota ma."'lera, en ~ntc capitulo oo rcln-­

cionun la converccncin puntual y la convercencin uniforme do oucooionoo (fn) 

en C(X, Y) con ln convoreoncin topo16¡;ica y ln convcrccncin en Uauedorff do­

lne gráficas do loo t6rrninoe fn de hi. oucoo16n, ;¡ 1 De eotablr.ccn condiciones, 

on rolnci6n n loo eapncioo X, Y 'J n la. ouccoi6n mioma, baJO lae cualoo loo -

diforcnteo tipoo do convorecncia coinc1tl1?n, 

ta oc¡;undn po.rtc la conotituycn lQO cnp!tuloo III :J IV. En el capitulo III 

oo utilizo.n loo rcoultndoo proccntndoo on loo dos nntcrioroo para dar vcroi2 

neo o prucbno dietintao do lno cUoicae de loo tcorernno de Dini, Aocoli y 

Stono rcfcrentce al copncio C(X, Y). En el capitulo IV ec r.:D.llejn el oopncio -



ii 

de funciones superiormente scmicontinuae dot~do con una r.i6trica adecuada. P! 

ra definir tal mdtrica De utiliza el concepto de la hipo¿;rrt.f1cn do una fun­

ci6n. l:!n al capítulo tambicn eo incluyen veroioneD do loa tcorer.:nn de Dini y 

Asco li para ente etpncio. 

La dinámica que se ha tr11tad.o de oeguir a lo lnrco dul traba30 en proacn­

tnr una propor.ici6n y dar contraaJomplos po.ru ver que l11n hlpdtt!Ols LdJt~ao­

eon cncncinles pa.r.:a lo. concluoi6n de la proJJO!licitn, el objetivo da coto h<i 

Dido al ro.?afirMar la.o h1pótooin de In propoaici6n para :;ar recordadua con f.!!, 

cilid.i.d on rc!lulta.don pootf?r:i..orea. Au! 1:1iomo en el capH.ulo U oc incluynn -

una acrie de cundrou úond11 ao rclnciona.n loa d1otintou tipos de convcrLcncin 1 

con eato oc pretendo aintctizar los renultndao preacntmloo en tnl capUulo,­

do tnl forma qUl? cor.otituyn. una prácticn referencia. 

Po.ra hacer nutoccntrado ~l trabajo ae ha dec1d1do incluir un npdndice se­

paro.do en variai:r acccioncn, en el cu.:il ne rccuerd1rn alcunno c:aracterizncio­

ncn de loo cap&cion cor:-.pnctoo y d~ loo oubconjuntoa dcnooa en nincurn1 parte, 

Trunbién ae incluyon lno demootro.cionco cl!1dcaa dn loa tcorcman de D1ni y A! 

coli,. Aní r-.iar.m ne JUotíficn.n ciertoo rcoultadoo que fueron utilizadoa en -

lao demootracionca de alc;unao propooicionen quu apnraccn en el cuerpo princ.!, 

pal del trnbnjo. 

Por otro lado, con objeto de facilitar la lectura del trabnjo so inclu¡o­

al inicio del rn.íomo una li;:;tn do loo o1.":'lbo1ou quo oer,1.n nmploaUco, 

Finalmente, dc::wo apravochar ente ocpacio para cxtcrnar mi e:Jtimnci6n ;¡ 

gratitud a.1 J.!. en c. Aneel ~lanuel Cnrril lo Hoyo por oua Vülioono uportacionoa 

e ina.cotablc paciencia cm la rcvioi6n de loa manuacritoD do ente trabajo. 
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CAPITULO 

En ente primer cap!tulo hablaremos de un tipo especial do convergencia do­

oucenioneD de oubconjuntoo de un espacio m6trico X, la llamada convergencia t.!?, 

pol6aica. Así enlomo haren:on uno de la m6trica de Hauadorff para hablar del en­

PllCio formado por loo eubconJuntoo cerrados no vacios de un espacio r:1h~ico J;'. 1 

y relacionar ad la convergencia de elementos de eote nuavo espacio con la con 

vergench. topol!cica de auceoionco di'.! subconjuntoo del espacio X. f:l objetivo 

de esto ee establecer alcunao relaciones importantea entre cutos tipoo de con, 

verg-encia, r.ií&ma.s que aerAn de utilidad en capítulos pootcriorcs. 

COUV.1:.:RGEUCIA TCPOLC.ClCA 

Sean {Y.,d.) un cnpacio m6trico y {Cn)nt.:.«N una succoi6n de oubconju.ntoo de X. 

Definir:ioa: 

Linf(C
0

) .. { x l.O. X; para cada 1:.,. O, Bt(x)r\ Cn ; jJ excepto pa.rn un n~ero finito 

de indicoo nf. 

Leup(Cn) ... \xtX¡ para cnda t).O, B¿{x)ncn f p pnra una infinidad de !ndiccs 

n), 

Linf{Cn) ne llama el l!t:iite inferior de la .ouccoi6n y Lnup(Cn) ne llar.ta el U­

mitc oupcrior de la ouceoi6n. 

Bn re<:alidad en lan definicioneo antcrioroo podemoa substituir las "bolos -

abiertnu 11 de rruiio E. con centro en x (DE(x)) por vecindades de x. de hecho se 

trabajará con vecinó.adca y no con 11 bolan abiertas'' cuando aa! sea conveniente. 

Una prir.iera obsorvaci6n que podornoa hacer ea que tanto el Hr.;ite lnferior­

como el l!oit.c oupcrior preocrvM el orden, es decir, ei {Cn)nl.nl Y (Dn)n" V-.\ -

non don m.icceioneo de uubconjuntoa de X tnlco que C
0 

C.. D
0 

para cada ne rtl, e.u 

toncee Linf(Cn)c Linf(Dn) y Laup(C0)c Laup(Dn)' La juctific11<i6n do este hecho 

ee ait;uo de que para cada t >O y n1; '°' ae tieno D¿(x)(\C11 (. Dt (x)n Dn• Cor.iQ un 

caoo particular da la obucrvnci6n anterior tcnamou que:: 

Linf(int(Cn)) C Linf(Cn) 

:! 

(donde int(Cn) denota nl interior del con3U11to Cn) 



Podr!ar.:oc prc:.,-unt(l.rnoa lo o:i¿,";Jientc: ¿::n ¿;cncra.l ao cunple ln contl.!nci6n on ol 

sentido invct':io? 1 la r11npuct>it. 'JG 1 ~o, cotio ojee;· lo dt: cato podt!r.:on conaídor:...r 

X • l't y l':;.rn c.::.dn n E. 1~ dcfitiir: 

C
0 

• (-l/n,l+l/n) U{2/ 

Tonu1.1on cate.ricen que 

Liuf(íni(Cn)) • Lsup(int(Cn)) • (0,1] 

Du -á.euoTJ.o a_c!lto ojom;ila no poder.;~!: C..Jil,_,.~r<U" r;'.l.e el Ht<:itu i:'lf<.Jrior {aur<.l­

ricr) U: Unr. cuccoi6n de: nultconjuntoa coincid::. con ol l!úito inferior (supa­

rior) d': b u:.::cc:::i6n ele nun ir.tt:rior~n, liin cr.bn:r¡;o, otü: no cr, o! c:~i;o si en 

lu.:;<::.r de ton;;ir en cu ... ,nt.:i el iutc:-ior d.: loG conj:.onto:J t.:n connido.:l'Oi:¡oo ~\\ cor•'!! 

dura, ec d,,:cir: 

Pl:Cft;SIC ICU L 1 

Sa."..11 (7.1 d:) ur. eupncio t1~trico :r (Cn)n f:. •"4 un.a tHJc.:ici4n úu i:;utico:ij::::.tos Uc-

r., ~tcncoa Linf(Cn) • Lii.r(c;;J y Loup(Cn) • Loup(c;;) 

{donde C:: licnot.:. 1~ corr.:idura de en}" 

n.;:.c:·r:¡¡.c1ou 
~.JO:;to que en c. e;:- parn C<:Hl<J. n"" 1N f sa tiene c¡uc Linf(Cn) e Lir.r(~). Pc:t­

otrn. pcrto, O'=<Jt xe Linr{c;;} ;¡ t >O ( ci Lint(C:) = ~ entonce:; la .'.:.fir1,¡a­

ei6n ca for.,ctlic.tn), ?º probarl r¡UO Bt (x.) (\ cll ' 1 u;:cc:ltO para U.H nd;:1...:ro Íiriito 

do !nJicco: n 1 otJ docir, c::dntc i: f 1U iü1 que :3E (x)" en 1 ~ :Ji n ~ ".I~ Co1.10 E/2')0 

~;¡ :x.t; Linf(Si) czi.v~o !1'=: IN: tul 11uc ::Jé/~(x)n C:: </'{.nin 1,::, fijcr:.oo n~ l: ;¡ to:.12, 

moo x0 f. ilt/::O(x)n e:;, e:nto:icu:; ¡;ct.I·..:::.o:; l·r.con\.r.:lr cné Cn t~~l que ~!(:r.n~~11 )<_ f:./?, 

por }o rJ:Ue <l(x,c.,n) (. f., .:J,,;i l\ (~) n Cn f ~ ;1i n ),.. ;;, po:r COllGÍ..,"'.ÜClJ't.O: -

• 
Ur1 r..:.:u~L..to ltiporianttJ que ~;c:rf .. di:. util1d;:.U en lo cuccaivo Cl!. el oi.;u1 ;nt~: 



PROPOSICIO!I I.2 

5cnn (X1 d) un capncio 1:16trico y (Cn )n l n.,i, una suceci6n de oubconjuntoo do)'; 

entoncen tanto Linf(Cn) corno Lsup(Cn) oon aubconjuntoo cerrado!! de X. 

DEr:osTRACIOH 

So probará. quo X - Unf(Cn) j' X - LDup(Cn) con nbiorton en X. 

Si X- Linf(Cn) "' ~ no ha,:r na.da que probru- 1 oi no, Goa x E X - Lln!'(C 0 ) 1 cn­

tonceo exioto !: :>O tal que Bt(x)n C
0 

:1 ~ po.ra una infinidad de índices n, oc­

afirr.ia quo Bt(x) e X - Linf(Cn). En efecto, pucn oi ;¡E Bl(x) entonceo por r.er 

Bl(x) abierto podcmoo encont:-n.r E
1
> O tal que !31:.(j·) e Bt(x), r.le dondu :;e !ic­

ne que 3l ,(:t) í\ en .. ~ para una infinidn.d de !ntlicco n, naí y E: X - Lrnf(Cn),­

do donde nt(x} c. X - Linf(Cn). Concluirnoo c¡uo l. - Linf(Cn) CD abierto en x. 

Por otra pnrto, oi '/.- Loup(Cn) a~' entonces X - Loup(Cn) co abierto, oi º!!. 

to no es ol cano, nea x ~ X - Loup(Cn)' entonce2 existe f.> O tal que 

n,<xl n en ~ ~ 

a6lo p.:i.ra u:1 n~n:ero finito de fodice:J n. Se afirr.in que Dt(x) e X - Loup(C
0
). -

En efecto, puca oi y l Bt (x). podCL"lOU encontrar t" >O tal que Df•Ld e D~(x),­

dc donde nt.(y) n C
0 

f 1 c6lo para un nd...,ero fi:lito de !ndico2 n, por conoi -

cuicntc y e: X - Loup(Cn)' por lo cunl Dt {x) e X - Laup(C
0

), oo decir, el conj~ 

to X: - Loup(C
0

) ea ?biorto en X. • 

Exi ato una fo rea rr:cdin.nte la cual podol!ioD caracterizar a lon clcr.icntoa del 

Ur.i.ito inferior do unn auconi6n de conjuntoo, intuitivarurntc oi un punto port_2. 

nccc al limite inferior, cntonceo n po..rtir de cierto momento cato pwito debo -

cotar arbitra.ria.mente cerca.no n loo términos de la auceai6n 1 formali::a.ndo coto 

teno::ioo: 

PROPOSICIC!I !, 3 

Sonn (X,d) un ODpncio m~trico y (C0 )n\f>.l una aucooi6n do nubconJuntoo no -

vacioo de X. Entonce o, y t Linf(C
0

) oi y o6lo oi e xi oto una ouccoi6n (y
0 

)ni:. ·N­

convorecnto a y con la propiedad de que y n ~ C
0 

para cada n 1, •H • 

ncr.:oSTRACIOU 

:Jupon¡;anoo que {yn)n" r» Eü una auccoi6n que na.tiaface lao l.ip6too1a. !Ala l>O, 



entone•• exioto !1 • •IJ tal que y
0

' ll¡(:r) Di n ~ 11, osi n1(.y)" e,, > ¡í ni n i 11, 

por lo cual y f Linr(C
0 

). 

Invcreru:iente. SQa ;¡ l Linf(Cn) 1 para cada n<..1~ sen 

"'na d(y,Cn) a inf\d(;r,c): e e cnj 

Se atirm.n qua ..... n convorcQ a cero. En cf'cato, oi l> O ;¡ conDidi:irn.r::oLJ Bt¡2 (y}, 

como y~ Linf(Cn) ontoncea ox1oto lh i» ta.l que B¿¡2 (~¡) O en # 't ci n i U, aa!­

par.a. en.da n >, 1l podumoa oncoritra.r x
11 

1;; D¿:¡2 (:r) n en' de donde d(xn,y) ~ ~/2, -

tJO si1;uo ctuo u. n $ d(.xn,y) <. t /2 ai n.:: 11 1 por conoi¡;uicn-:o •< n convcrcc a ce­

ro. Por otra. pa.rte p.'.l.I'a. cadn n .._ (fl '.:l.n ¿_ « n + l/n 1 de donde c:d~tc yn f C
0 

-

tal que d(y,yn)<.. ta. n + l/n. Confndcrl!r.;Oo 1n ouccui6n {yn)n 4-•H' tcnocoo que 

yn ~ Cn pa.rn cada n t. !t~, oo claro qua cata nucca16n convcrco a. ;¡, ya que por -

conotrucci6n d(y 1yn)t...ct
0 

t l/n :; Q..n + l/n conve:r¡;e n coro., • 

1'enction un rccultntio acr.u'?janto al nntcrior para el caoo en que conoid\:rc­

mon el Umi te aupcrior <l•l una aucebi&n de conjuntoo, el c!Jtil dice lo ait,-uic:ntc. 

PROPO:;Ic rc11 I ,4 

Sean (X,d) un copo.cio m6trico ;¡ {Cn)nEM unn ouccnHn Je ouhconJuntou nc,-

vncioCJ de X. Entoncoa y~ Laup(Cn) si y o61o ai oxioto u.·w nucuai6n uatrictn-­

mcnttJ erocicnh (nk)k ~ M cm !l..1 y pu:i.too ;¡i: e: C
0

r. para cadn k tit~ tnl r¡uc: Lt¡)J:l'.:•H 

converge a y. 

DB:.:OZT!IAC ION 

&?a (;tk)kl!<tJ como an el cnuncím:io 1 tor.icmoa E> O a.rb1tr.ario, cr.toncc1:> c;üo-

to ~:th1 to.l quo Jk f. D1 (y) ui k >,.Y., pero CtH:'IO yk l. Cnk' entonce:-: l\(J)t"lC11/· rj 

oi k >,. K, ;¡ como (n.k)J~E.iM eo cntr1ctw:icntc crccicnto ac tiene que DI:. (y)li C
11 

.;. ~ 

para. una infinidat1 de !ndicoo n, de donde y ! Lsup{C
0
), 

lnvcrpa¡,,.;:nto., 3upOnC'WiJOO que Y i¡ 1..aup{ Cn} 1 cntoncca p~ra. cada r.l. (, 1•J !W tiene 

nl/r.i(y) (\ c
0 
•~para unn. infinidad de !ndicea n. Seta :1 1 e n1(J) f'\ cn

1
' donde -

Cn
1 

on el primor t~rmino de lll oucoci6n (Cn)n<:.IN que intoraccta a n1(y), 

Yz ~ D¡¡2(;¡) (\ Cn
2 

, donde n2 > n1 y B1¡ 2 (y) í\ c
02 

p ~ ( n
2 

oxiutc, puco de no 



oor ad B1¡2 (;,.)" en <f ~ u6lo para un ne.mero finito de indices n), podco:'loo-

continuar cuto proceGo pura cada ké: '1"-l, teniendo finalmente ur.n su=esién-

(yk)k Gil\ con Yk t.: e"t: :J (n¡:)•: ,._ l1-\. eotrictar.ionh creciente, 'J, 

(:rt.\ i:.=it\ convcr¡:e a y, pu<;?oto que d(y,yk) ( lfr. paril cada k f 11-J. 

clc.rnr.:ento-

• 
Haota cr.;t.c momento l.O!::OS hecho alt;unü.o ob~C'rVaciones ü.ccrca del l!r.:itc i.,!l 

feriar y ol lil:'lite oup1.:r1or do una ouccui6n de conJW1too, sin or.ibar¡;o, no hor.100 

oota'blecido nincuna re lnci6n entro CEitoa concoptoa. U:i prir.cro que p.Jdcr.ios -

afirr.iar co que oi (en )n ¡;: 
114 

ca unu. oucc:.;16n de nul.iconJW,too du un er:-p<i.clo r·,d-

trice l. oe cumplo que Lin:·(cn) C Loup(Cn)' la incluni6H en el otro ountido cn 

ccneral no 

DEF'IiZlC 10:1 I. 5 

!ican (X,d) un r;r;pacio r..~trico, C un uu't;conJunto de X y (Cn)n e ,
11 

una succ-

oi6n du oubconjw1too de X, oi oucudu que Linf(C0 ) "' Loup{Cn) "' C diror.:oo quo 

(Cn)nlo.it'I convcr.:;e topul6,;1carr.untc: a c. 

OD$HVACIOU 

D.!Lido ;:i. que cm Ct:incr;.il l.inf(C
0

) C Li;up(Cn)' para dl..'tr.o~tr;.r que (Cn)n 1.::: 
1
r-' 

convcr¡;c t 0:ipol6t:1c:i.monto a un oubconjunto C de r. lmot&. probar que C..: Linf(C..,) 

Lou¡i(Cn) L C. 

n) ~ • .i.n x, y doo puntou dictin•.oo do w1 eop.-..c10 r.iGtrico X, conoi,l1.?rcr.:oo la 

oucco1~n (C0 )n ~ 1 ~.¡ dndll por: 

oi n co par 



:E X- ¡x,y}, definamos~ •rn!n{d(x,z). d(y,z)J, cntoncoa PO, y, para to­

dan~ 1u, BE(z) n C0 • ~' ee ai¡;ue quu t ~ Lsup(Cn)' de donde Loup(C0)"' {x,yj, 

Concluimos entonces que (C
0

)
0

c n~ no convori;e topol6gica::icnto. 

Puedo suceder que una ouce1n6n de conJuntoo no vacios converJa topol6gic:i­

mont.c al conjunto vaeio 1 como ujoinplo do ciato oono!doromool 

b)Scn X .. IR y para cadn n•.!I• definirnos Cn • \n\, oc cumplo que ü.nf(C
0

) • 

Loup(C
0

) •O, puoa Di :xtr.i., B1¡
2
(x)n C

0 
:f.~ a lo ciás pnrn un indicen, de -

donde (c
0

)
0

, ••l converco topol~.:icar.icntc a ~. 

c) Sea (x
0

)
0

f ..¡ una ouccoiln de puntoo 1 en u.n c:;i¡.iacio t.16trico X, y nen Xl. X. 

Cono1deremos la ouccoi6n de conJuntoe (en )
0 

l. ,.J 1 donde Cn .. i x
0

1 para cada -

n "•~, entonceu (C
0

)
0

" 1H convorcc topol6,;icil.J'T.cntc n \xl ei y o6lo oi 11l_~i::'r x
0

a x. 

Para convcnccrnoo de oeto oupont;a.n:oo que lirn x = x y tor.icr.ios ~ > o. Como -
n-ta) n 

(xn)n~·N convort;e ax podcrnoo encontrar !1'C. 1 t~ tal ¡¡uc oi n ~ cntoncco x
0

l 1\ (x)i 

de a.qui oc nicuo que Jx\ e Linf(t;n). Por otro lndo, oi y 1 x oe tiene quc -

d(x,;¡) a t ) o, cntoncco onntc J,1.,•i con la prcpiodad de que x
0

l Dl/
2

{x) ni-

n ~ H, de donde x
0 

fl Bf/2 (y) ui n::? !:, :¡por lo tanto Dt/
2

(:,-) r. C
0

"' ?. oi n~ ll, 

no 011;uo qu•J y~ LDup(Cn)' por lo cual Lcup{C
0

) Lb:), aoi Linf(Cn) .. Laup(C
0

) .. \x¡. 

El inverno ne ni,;Uc fd.Cilm!!ntc. 

Tomando on cuontn el ojor:plo LLntcrior 1 podernos concluir quo la convcr¡;cncin 

do una ouceoicSn do puntoo de un copo.cio r.l~trico oc puodo intcrprctnr cor.io un -

car:;o particular de ln convcrconcia topol6{;icn rlo conJuntoo. 

Como w1 óltlmo cor.icnta.rio de cotn occc16n r.icncionamoo que oi oc tienen don­

rn6t.ricro topol6rricru:icnto oquivaluntou pa.rn U."1 conjunto X, cntonc•.!s 1 ln conver­

gencia topol6¡;icn de ouccuioncn de oubconJuntoo de "! en u1Ucpcnd1cntc {to la rr . .é_ 

trica que conn1dcrornon. 



l:ETRICA DE HAUSDC,RFF 

En la oecci6n anterior se conaidcraron succoionoo de subconjuntoc de un cn­

pacio rr.étrico X, en este sentido ser!a conveniente conniderar lo. fai;;il1a de 

subccnJunton no vacios de X y definir en ella una r::~trica adecuada par,'\ poder 

establecer bajo quó condicionen para X la converccncia de olcrne!'ltos de este 

nuevo eapac10 rn6trico coincide con la conver.:;encia topol6,;ica, rle hecho la r.:! 
trien que se definirá en cata familia cu la llamada r:-.étrica do !iaunJorff. 

1/0TAC!OU 

Sea (X,d) un enpacio m6trico, en lo ouceu1vo denotarcmoo por ~~(X) a la 

fa.r.iilia de oubconJUntos no vac100 do X, en d•icir, 1J0 (X) .. \A C X : A Y. ~} 

Tnrnbi~n lli C E (?
0 

(X) y l > O denotaromoo por Bl (cj a la uni~n de toilü.u las 11 b2, 

las cerradas" de radio t. y centro en puntou do C, on oir.Jboloo: 

VEFIUIC IO!\ I. 7 

~i (X,d) co un l!Opacio mOtrico ;¡ A, K f. Q
0

(X), dofinir:iou: 

~tl(A,K). inf \¡c.Q: AcD,[l:J, l:cn,[A]J, y 

Jd(A,K)."' al \l>O: Acs,[i:J, KcB, [AlJ • ~ 
PRCPV~IC IO;l I.8 

Sea (X,d) un oapac10 m6trico. La func16n íd: fJ'.,(X) x (Í'
0

(X) - \~+\J («J 

defino WHl poeudom6tr.ica en (jl
0 

(X). 

DEI;OSTRAC IVU 

So probará qua ue cur..plcn las 01¡;u1entea coni.l1c1onou: 

i) .ld(A,K)), O pnra todoo A, K '' ú'
0

(X) 

ii) Si J.• K cntoncoa ód(A,l:) "'O 

lii) Jd(A,K) • Ód(K,A) po.ra todoa A,l: < (}>0(X) 

iv) .ld(A,K) ~ od(A,C) + Ód(C,K) pnra todoa A, e, 

Claranentc la.o tres primeras condiciones ao tlen<m, para JUDtificar lu dc-

eit;unldad del tri.1.nrrulo (iv), ocan t 1 os ~d(A,C) y t. 2 .. ¿d(c,>:), oi sucedo 

que C 1 • rn o t 2 .. CD la deai¡;ualdad se aicuc inr.icdiatnmente, n!>Í podcmoo 

ouponcr r¡uo E1 <en y E 
2

< UJ , oca n E: r~ arb1tra.r10 ;¡ comridcr~1:100 í'-' ::1 t-.
1
+1/n 

Y ~ • E 2+1/n, aoi oc cumplen lae eicuientce contencioneo: 



e e n~[A) ;; A e n~Ccl 

e e n, [K] y i: e n, LC] 

Tomemos x ~ K arbítrnrio, cxicto e t C tal que d(:xtc} !:' t , pero cor:io 

C C Di'[A) cntonceo oxiote a. l A tal quo d(a,c)~ ~ 1 de a.quÍ: 

d(x1 n)..; l' + i' • L1 + <.2 <· 2/n 

ilDÍ X ~ B¡ t +2, (A] y Be oi¡;uo que K e n, ¡ +2 1 [A}. 
1-t Z ¡n l ... 2 ,n 

AnAl,1cMentc ue prueba qu<t A t Dt
1
+t

2
+2/n [K] • por conaisuiente 

Jd(A, 1:) > f 1+ t 2+2/n 

poro cnto oo. v&lido p.-i.ra todo n Utl, n.oi ~d(A,l:)~ l 1 + t 2 • • 
En rcD.lid<J.d ~d no defino unn r.ii1trica ~n !ll.(X), pue-nto que ui tor.i.:;J::oo 1.= i,;.., 

A .. (O,l) y t: • [O,l], ontonec;:; oJJ cur.pla que J
1
.¡CA,K) Q O y crírl cr.:_b.:•.l\;o, A~ K. 

De o.cuerdo al CJcmplo wrtí!rit;r, pod11rnou pcnonr quu el h(Jcho d~ que ~el. no -

dofinn una m.1tricn en l?t)(X) ce debo a que ol conJwrto í;_,(X) en i;i.uy "t:~rant.lc", -

de hoeho podarnon conoccuir que 1d .oaa una wHric<:i. ni la dc!'inko:::: dnicílt'lc:r'!.o-

oobre aqualloo clcocntoo do r~;..(X) que con aubconjuntoa ccrradoa de x. Dt!noi.c­

moo o eotc con:iunto por '!•{X), !JO decir, 

'J1 (X) si. J A c. i':: A c,¡n currarlo cr. X :¡ A # ~ j. 

PROPOSICIO!I I.~ 

~a (X,d.) u.u copacio f:l~trico, la rl)'stricci6n t.le .~d a ';)'{X) dcf:i.nc un~ r:if 

trien .oobro 'i• (X). A diclJa rcntricci6n tar:U.i~n ln dcnotarcl!',oO por 1id. 

DE:l:OSTflACIOll 

Do a.cuerdo n la. proponici6n !.8 n61o hace fultn probar que ci c. K t 11 (X) 

oon ta.leo quo ód(c,r:) • o cntonecn e ,,. K. 

Para cote rin oca X c. C arb1 t ra.rio ;¡ cupon¡;<i.r.:oo quo x 1 K, corr.o K l)!:t cerrl'.1-

do cnotc ~ > O tal quo B~ [x) ,' 1 t .. ?, pero arrtoncco d(x.,k) > f po..rn toda J: c. K1 

coto oicnifica que X~ nt fr.:] y de aqui quo e J. ª~ [r:J, n:.;i '~d{C,t:) .! E ) o, lo 

que ea un<J. con1.r<!.dicci6n, de donde no dobo tonar que x L ;: :r· por cvnGlt";Utcntc­

C e >; .. A.n6.lo¿;<U:1.ento ac pruebn que J: e e, ':i' llDÍ e • >:. 

• 
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llEF'IllICIO!I I.10 

Sen {X,d) un eopacio mHr!co, La m4trica ~d' 'Í' (X) x i• {X)---4 JI.+ U {0.>f 

oe llruna la t:i~trien do Hauodorff. 

Podr!ru:ios decir alao cidc acerca de cata t:1dtricn, ya hcr:ios visto c¡ue c)d no­

dofino u:rn ¡'!IUrieci on m,(x), ain embnrgo o! lo hace aobre 1• (X), ahora bien, 

podcmoD interprotar a ir (:<) como ol enpo.cio cociente G1't(X)/,...,,, pa.rA unn adecu~ 

dn relnci6n de equivn.lancia en ú'i:.(X), de hecho cota. rela.ci6n de equivalencia -

no define cot'lo: 

DEFil:ICIOll I.11 
Sean (X,d) u.n espacio ml'itrico y A,B t. IJ~.(X), dacimoo que A ,...,D ni y aólo ni 

"A. ii, 
Ea claro que ('-.J define una rel.:u:i6n do aquivnlcncia., pueo: 

i) eo rcflexivn (L'A) 

ii} os oicil1:trica ("A. ii implica ii. 'A} 

ii} es trnnaitiva. ("A. ii y TI. C implican ii. ¡¡ ) 

.Definir.;oo ~;d('A,'B) • <ld(A,B)i donde 1 y ñ non la.o claoco do equivalencia. -

do A y D reopoctivar.ionte y ;.., B "- G>c( X), 

Afir:ia.moe que ~ dcfíno una ciHricn en el cnpacio cociente (1~(X)/- , p~ 

ra ello deber.JOB convenccrnoo do quo ¡d eoté bien definid.a, cote hecho nu aae­

gura en la oiguionto. proposiei6n: 

PROPOSlCIO!I I.12 

Son (X,d) un oopacio m'5trico, J:i catd bion dofinida en el copacio fs~X)/.-. 

DEMOSTRAC 1011 

Tomemoo e, K t:. ~c.(X) arbitrn.rios, doecamoa justíficar c¡uo ~(t.:,K)•dd(C'0 ,i0 ), 

ni e~ eº y K f. Ko. Yen.moa primero que ád(C,K) o Jd(c,K). So puOdl!n prcnon­

tar lo.o si¡;uicntca aituacionoo: 

a) ~d(c,~:) •CD, ni oucodiDra que dd(c,"K) l. co , cntoncen debe exiotir t >O 

pnrn ol cuul ao cut1plo e (. Bt [Y.] ;¡ X e Dr [e], de ln dltirna contcnci6n podc­

moa llfirmn.r quo Y. c. B2( (e], adomáa e C. B2 f [K], puonto que si e f: e entonce o 

existo k ~ T: tal que d(k,c)~ t , pero entoncco podumoo encontrar k'~ K tal 

qua d{k,k}'*t y nai d(c,.k
1
)!: ·2t, de donde el n2t[Y.], como e fuo arbitra-
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rio 1 conclui~o• que Ce s2l[l:), pero oJ hecho de que KC D2f[c] y Ce B2l[K] 

eif;llifica quo &d(c,i:) ~ 2t. 1 lo cual oo una. contradiccidn. 

b) Conoídere~oo a.hora el cuüo en que Óu(c,¡.:)<. CO, oca.n: 

A. [ t > o: e e n,[1:], ;: e ~t[cJ} y E•¡ f >a: e e E1[r:J, "Kcii,[c]J 

Tor.t.tll'.OD e~ A a.rbitra.rio y ni: 't-1, Ge cur-.ple 4uo CcBl[x]c vlf:!Jca~+l/n[r:J~ 
Por otra parte T: C !\+l/n[c] 1 ya que oi k f K' entonces oxioto l:'~ ¡.; . t~l ~ 

que d(k,k') < 1/n. Ader.;ás COI.lo¡.: e Dt [e] exiotc e E e tal.quo ·~(<?;~~}.~E, 
- -·--·-· -·-- ___ ,, ___ -

di! donde d(k,c) ~ l:.+l/n, y de nquÍ k L B(+l/n(c]. ToÍnWldO-~;~o)!~···~~~~~ª-~· 
oc heno que para. todo n l! ··~ t +l/n C: 11 1 an! ~d(i;,}:) ~-F- P~~a ·---1.id~~~~·¿::-E -A, 

do dende dd(c,f:) <; ~d(C, f:J, 

Tor:i~rr.oo al:ora t i.:. n, afir::'On::-,on que E. Tl/n l A para todo. n l: ·~. !:;:;. ufocto, 

tcnc"º" que-¡; e 3¡ [e], pero K c. -¡;c. a, (e](. ºE+l/n[c]. Adcrc . .io oi e L e tlcl 

hecho Uu que e e: nt[T:] pod1:r.oa encontrar k e T: tal que d(c,k)~ E' ;:':TO •.:xi_!! 

to k't:. r; paril el cual d(t:,}:
1

) < l/n, aa! d{c,l:
1 )$. ~ +l/n, por conui~u1e:ritu 

C C B~ +l/n[;:J. lie acuerdo a nucutrn af1n . .:i.cilr. cc.r~cluiríOL" que ~ü(c, K) !: 

para teda t E. n, y dc- a:¡uÍ :¡uc ód(c,1:) ~ ód(c,T:), puro ontcmcúu: 

ód(c,f:) ~ ~d(c,1:) y a d(c,,:) " hu(c,f:) 

De donde ,\d(C,l:) • ,jd(C,K) 

Análo¡:;:amentc ne puede prob.J.r qua: ód(c,t:) .. ó d{C',t:). J1or con::Jl._,"Uicnte te­

nemos que: Ód(C,J.:) .. hd(c,K) ... ~d(C,K') -= J¿,(C
0
,I

0
), y nd Jd •l!:t~ i;1en d,_.fi­

nid.:i en 1?0 (X)/ ....... .:::'ocr1bircr:;i;;a en lo !IUcc::i.ivo ,&1 «n lu1;'1r t!u ~·~. 

• 
Una forr.ia alternativa de c.bf1n1r la m6tricil de H~ur.dorff en·~ (l.) e!;: 

Si A, D f. ')<{X) cntoncen: 

,\d(A, B) •e.ax\ dA(D), tlB(A) f, O' 

óct(;.,n) .. ro 01 dh(;,) =r.i:i o dll(,;) =ce 

dando d,;,(n) • oup l d(x, A): :t. r nJ. 

La dcr:-.oo~rnci~n dll r¡ue <ir.ibü;; ci·~.f1u1cior.•!O definen la r.:üma c6trlc<.J. nu dar~­

en el ap6nL11cc :;. :.::1 lo ouc·~!;lVo cuilndo tru.buJ..:r.ios con la r:i~ ~ric::i. de ii,~usdorff 

utiliznr·~r:::n ln dnf1nic16n r;:u~ cre.;w,oo nea r.1~n cc:1vc111cnií.: oc;;-6.:. LJea el C"-ºº• 



ll 

Teniendo en cuenta al conjunto ~(X) podemoe preguntarnoB por la relaci6n -

que exiote entre la. convcrcencia de sucesiones en el eopacio (-::;;(X), .Sd) y la 

converccncia topoló¡.;1ca de conjuntos pertenecientes a ·~(X), en eote oontido, 

un prir.".(!r resultado noe dice quo la convcrcencia acgdn la cidtrica hd implica 

convergencia topo16gica. 

PROPCSJCIOU 1.1) 

Sean (X,d) un eopa.cio métrico arbitrario y (C
0

)
0

" it-4 una ot.tcesi6n on"t (X) 

tal quo (C
0

)
0

< ~ ~d-converce a C t: i (X). Entonces (C
0

) 0 E tH converce to1>ol~ 

gicrunente a c. 

DE:.;o::wi.c1w 
Lcbe~oo probar que Ce Línf(Cn) y Leup(Cn) C C, 

Sco..'l l.'.~ C ;¡ !:. >O arbitro.Tioo, puouto que (C
0

)
0

l: itl ;d...conver¿:c a C, Cxi,! 

to Jlul tal que ~d(cn,c) <. 1./2 oi n ~ 11, ce uocir, ce D¡¡2 [cn] y ene Dt¡2 [c] 

ai n ~ U, en particular x t Bl/2 [cnl, ao! pnra n ~ U cxiotc c
0 

t. en tal que 

d(x,en) ~ i./2 <.. 1:., de donde Dl(.x) (\en., p lli n),, ti;¡ por cono1i;uicnt11 :tL Linr(cn)' 

pero comC! X fue arbitrario cooc)uimoo que C C Linf(Cn)• Por otra parte Ot:l ti~ 

no que Laup(Cn) ~ p (puco~ Í' e e Linf(Cn) c. Luup(Cn)), &la x • Laup(Cn)' ºº'"º 
C oo un aul.-conJun'to corra.do dti X, para. vor que x E C ha.ata probar que x ea un­

punto de cor.tacto de·c. Con enta fin sea !:. >O arbitrario, se tlvno quo­

Bt/2(x) /\ en ; ~ pa.rn una inf1nídad de !ndiceo n, de donde, para una infinidad. 

de !ndicoa n cxiotc en€. Cn con l.n propiedad que en~ Dl:¡2 (x). Ahora, cor::o 

(Cn)n ~ '"' ~d-convorce a C e xi ate }l t 1u tal quQ Ce l\/2 [en] y C0 <- Dl/2 (e] si 

n ~ 11. As! podemos encontrar n
0 

~ 11 y cn
0 

E. C
00

í\ BE:/2(x), poro corno Cn
0 

C. Dt/2 [e], 

entonces ºn t:: Bt¡2 fc], y aai cx.iatc e~ e tnl que d(cn ,e}.$ t /2, y de aqu! -
o o 

que d(x,c) < t, por lo cllal DE(x) f\ C " ~. Concluimos que x eo un P~"1to de cor! 

tacto de C1 por lo tanto x (. C, y an! Lqup(C0 ) C C. • 
A continuací6n damos un cJcrnplo para ver que en r;c:neral el invu:roo do a~~a­

proposici6n ca falso, an otrae palabra.o. en cencral convorcencia tor«)l6gicn.' no 

implica ~d-convcrgencin. 



12 

l:J¡;f:PLO I.14 

Sea X~~ y para ca-Ja n'=-lf'.J aea en •[O,l] U {nJ, entonccG" (Cn)nt, q con-

verge topoldcicamente a [o, l], puco oi x l: [v, l] y f :> o entonces pa.ra. toda n<: it..¡ 

D¡(x)f\ en; 0 y aoí x • Linf(Cn)' por lo cual [0,1] C Linf(Cn). Por otra po..r-

tc Bi X" fO, l] f entoncea d(.x 1 ro, l }) .e,,; ) 0 1 't.OC';a.J'ldO [ <# 1"111 lv(, l/2J Btl tiene 

!JUC D¡{x) (\ C
0 

~ fl a lo r.i.ic par<i. u:1 indice n 1 o.oí que X 1/ Lsup(Cn}' por.conni-

t;uiunic lcup(Cn) e [o,l], y de ruiuí conclufr,ou la convl!rccncia topd~¿-ica de­

(Cn}nt-'ot a [0 1 1). Sin eribart:o (Cn)n~·t..¡ no Ód-convorcc a [0,11, :,·a que -

~d(c0 ,[o,1]) = n - 1 pura tcdu n•· "' (ruca c0 c B
0

_ 1 l[u,1U y oi O<<~ n-1 

entonce• cnt n,[[o,1U ). 
Obaervando al ejemplo antc:rior potlr!ar.ioa pensar que tnl vez ln causa de quo 

no oe tenca converccncia en Hn.unt.!orft' es porquo el espacio X coneid~rado no oo 

a.cotado, Gin cr.,bar~o cuto no í.!O cierto, pues ad.n con lo. condici6n do qu.c X uaa 

acotado no r·odcr:ion aoq;u!".:i.r r¡uc: cotwcr,;cncia topol6,¡;iea ir.iplt~(UO convc1\;encia 

secón 1.'l r..6trica d·! Haut.dorff. 

:;h!:PLC J, !5 

!;e~ X = (o, 1] (considerado CQr.,o u\ibcupucio de ¡;:) 1 par<~ cada n <-1<-l tlofi.'lit',oa 

en .. { 1/(n+l), iL cntoncco {Cn)n ,, ,,~ conv1.:r¡;i: .,_Op(..llót;iear.amt<.: ol l lj, puos, oa 

cl."lro que Jl! C. Linf{cn) y ni X((O,l) p>dcr..o::i encentrar é ,..,. O ouficilmtc1:;0.u 

te paquciio Uc tal fort:'.n que l.\ (x) • ·, C
0 

! p a. l~ r..fiu para ur. índ;i.co n, do dondo 

x 1 Laup(C11 ) ;¡ entonce:; t.au¡i(Cn) 1: i 1 f. Sin e:1.~bar¿;o, (Cr.)n .~ HJ no -:\d-convarcc­

a flf ;;a que para c1:1da 11f 011 .~~<l(Cn 1 t1;)'"' l - l/(n+l}, 

Un hocho ir1portw1tc oc 'jtce ¡1c¡j.)r-.oa con!H!Clllr que ~1 illvcrcio tic l« pro;ioa1_ 

cidn l.13 :;ca cierto pidiendo <.l.Jur><lCJ Jnp6tl•ain l".:!fvrcn!<!ti al eu¡,,;1cic X, t!e -

hecho la convcrecnc:iu en la n~trica de lW.ur;dcrff j' la cc..nvcrc<.!nciu tof!Ol·~¿;1cu 

non equ1va.l1!ntea cunriclo X oo corr.p¡~cto. 

PROPCSJC !U/ I.16 

~a (X,d) un l'.lapacio 1:-,tJtnco cor.pacto, ni (Cn)n( i>l •.:o unu uucr.:uiln en ·~1(x) 

topo16¿;ica.n.entc convcrccnte a C cnto11ccu (Cn) n 1..: ·~·i '~u-conver~:c a c. 

D.S'. .• CSTl~AC re!; 

5'Jol t __..O arbitrario, oc probar~ qua c:dGtc lli::.tl tal que ce_ :,;:[en):; Cn'- I\(C) 

ni n ;; ¡;, Ccr..o ;.\ ·~o cor~pnctu po1fov.oa encontrar x 1, x:
2

, ••• xr 1:. X con la propic .. 
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AGÍ, ai el? Bl/Z(xk) (\ C po.ra. alcuna. k"' 11 21 ••• ,r, entoncca del hecho que -

C • Linf(Cn) íle ni¿;uo que existe ?lk ~ i!'l tal que Bt:¡2(xk) t' Cn ~ !' si n ),.. Uk,­

ea d~cir que para toda e¿ Bt¡2(xk) ('\ C y n >, llk cxinte en E en tal que -

C ~ BE[cnl 1 si tomnr.;oo J,:l • ir.ax [ !ik: 13{/2 (x})n C (t ~} podo:!r.ien n1w~urnr que pa.r1;1 

toda et C ce tíenc que el Bt(Cn] ~l n--! ¡.;1 y di! aquí que C C nffcn] ai n '!- l-:
1

• 

Por oi.ra parte, so a.fi:nin qu•: CJ:.i::;to ;.;
2 

é:. irt tal que en e I\_(c) si n-! :.:
2

, pueo­

ni co1.o no fuera ciert() podriWnoo encont:rru- U."'la !JUCt.!O.lén {n~;)t: 
1
, I! 

1 
do n~r-.t!!'o3 

na.tur.'..!.lec c~trictar.:1rnt~ crccicnto y una D!.!CC!Ji6n (xk)k f. ,q con xk f: C0 i;. p:u-a 

ce.da kt. u~, tale:> que \.x.k: }:(1t~ s n Dt[cj,,.. '"''poro cor::o X O!l co1:,pocto CXl.nte 

Wla r:Ut,!;Uc~r,:i6n (xY. )st.:iti de (xi)ktirt eonve:rr:;cntc n un punto x:. X, pero ou-
o 

to aianifica que X f: Laup(Cn), :¡ du a.cuerdo Et lao hip6tcsia X t. e, lo ¡ue ir.-.-

plica que :x~. i::. D (x) para o nuflciN1tcr:ii1nh cr:inde, y entonce!:! .x,_ ,_ f1f(cl p.:irn 
~ ' ~ 

s suficicnt<?muntc cra.'lde, lo que Oíl \..lna contradicci~-n, pt.(c:; nal:iwioa que -

{ xkJ (\ D! [el = fJ pnrn todo k ~ it..¡ , .1ní, debe en :::it ir ::2 con la co11dioi6n pe(hda.. 

Si ior.;.amoo t! "=:< f,'",tlX { ¡.¡l'; .. 2f {;(l CU!"'iplo que e ( 1\ [ch] y en e 3( [e] 01 n..;:. ?: • • 
Concluimos QOic primer cnpftulo moncionando ali_.-un.no propicd,:u.hia del C!:apa.r;io 

(
4¡t (:r.), t}d)' talea propiedad.os BiJTM. de utllid.J.d ~n cap!tuloo pc_,utcnorec, 

PllOFColCIO!I I.17 

Soa (.X,dx) un cap:icío m6trico comrlcto., !:::ntonctto ("~·(X), "J.d) eo completo,. 

lJ:.:1.:osTH:,c 10:1 

Soa (An)n!:tt1 unu auceni6n de C.¡uchy er¡ ·j (X). Se proba.rA que (,\,)n-1:1tl ~d-

convcrr,o n A, donde 
y n .to1UT 

n " "'" 
Eo claro que A f.?ll un nuLconjunto cl:!rr.:i.do do X, nví para prohnr J>.J. propooi-

ci6n a61o h..tce rnJt.1 ver que A~ ¡_'\ y que {An)n 1..1'-J 1Sd-convercc a A., P.1.l'a. eu-te 

.fin conoitlerr•mon lo oi;:;uicnte: 
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Para cada r > O existe ll(r) e 1H tal que An c. Br [A
0

} :r Am e Br (A0) si 

n, m l ll(r). (eoto por eer (An)n lrtt una oucesi6n do Caucb.y}. Sea E JO, De -

prob..,.á que sin>, ll(E/4) entonces AnC B,(A] y A C B,[An]' Soan n, m<ll(!/4), 

entonce o: 

An e B,14 (Am) y Ame a,¡4 [An] 

dx( a, A
0

) !- l /4 para toda. a t. A
0 

d,(á, Am) ~ E/4 para toda a'< A
0 

Sean n
0 

>,... N(E/4) fiJa y n
0 

1.. "i < n2 ••• una sucesi6n do n6r.ieroo natura.leo 

tales que: 

Sd( Am' A0 ) ! -fu si o >, nk y k ~ O 
k 2 

Seaa
00

t::. A
00 

a.rbitrarioyoeana
01

cA
01

, a
02

E A
02

, ••• , ªnkt:: Ankt••• con 

la siguiente propiedad: 

d (o ,a ) ~ d (a , A } + _/,._ para k >, O 
X "k+l nk X nk "k+l 2r.:+é 

Sean j > k ) .. 01 entonce o: 

+ d (n ,a ) +.,.+ d (a ,a ) 
X nj-1 nj-2 X "k+l nk 

+d(a ,A )+ ••• +d(a ,A )+ 
X nj-2 nj-1 X nk "k+l 

•E(...)..,....+..!...+ .. ,+-,1.,.,.) 
2J+J. 2J 21~+.:; 

• ++~ ) • E ( ..,..,.,.¡'• + ..!., • .. • + ~ ) 2 + 2]T; 2J 2KT< 

+ 1 ) ;m 

Por lo to.nto 1 oi j ) k >, O oo tiene 

Do donde oe oiguc que (a )j eo wu1 ouccoi6n do Caucby en X, Pucoto que 
Dj ~IN 

X ea completo entonce o (anj) j E. •H. converge a algdn elemento a do X. Ven.moa quo 
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a l:. A. Tenemos que: 

Mí. cualquier vecindad de a intcrnecta a B pnra una infinidad de .fndicee -
nj 

j, eoto in:iplicn que a E Bi para toda i €IN. En efecto, pues ni e.date k { 1N tal 

que a~ Dk entonces coco Bk et cerra.do oxinte una vec:indttd de a que no interse.5. 

ta a. nk.' poro ontoncee tal vecindad. puedo intarotictar aC>lamontc a u.n ndmoro f! 

nito da conjuntoo BnJ (puee Bk J Dk+l ':\ Dk+2~ ••• ), 

ci6n. Mí o. t:: Bi para todn 1 ' IN y por lo tanto & ( 

por lo cual A €''!-(X). 

Adeoiia, puerrt() quo para tocf.n a E A 
no no 

d (a,a ) ~ d (a, o ) 
x n

0 
x nj 

To::iundo nj > n
0 

!le tiene por (:f;; ) que: 

Da d.ondo 

Tomando l!mi to CUéUldo 

d (a ,a ) ~ l. 
x nj n

0 

dx("•ªno) ~ d (•,• ) + t 
X nj 

tiende a tti oo tiene: 

d,(a, •n )$ l 
o 

A
00 

e n1 (A] 

lo ci.ual eo WJn contra.die-

(l) 

O aoo, oo ha probado quo n ~ ll{t/4) implica A
0 

C n, [AJ. 

Por otrn parto, ooa l: ( A;¡ n ~ ?:(t/4), cntoncco 

x(.n .. ll--:r-
n m m ~ n 

ao!, exíotei nn:i é. Am con m ~ n tal quo; 

dx(x,arn) ~ f/3 

Sea .11
0 

€ An tal que dx(ªm'ªn) <. dx(ª~•An) -+ f/3, coco n, m ~ N(f/4) no tione 

dx(ªm•An) ~ E/4 <. f/3 

Do donde: 

dx(x,A0) ~ dx(x,•n} ~ dx(x,•m) + dx(a0,a0 ) < f/3 + E/3 + E/3 • ~ 

Por e:onnig-uicnto: 

A e ne [A) 

De lae contoncioneo (1) y (2) concluimos que: 

(Z) 
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ai n :, 11(l/4) 

Aai (An)n<oJ ~d-oonver¡¡e •A, y por lo tonto (:i< (X), ád) oe comploto. • 

A lo largo drt eoh trabajo Do da:rán ulgunao vcroion~a del tooretnu de Ascolí 1 

pu.a la sii,"'1.lionte propooiei6n se har4 uoo '1e eote tcoror.ia f?n su ve4a16n 11 trnd,!. 

eiohait', l'ot" el momento a6lo onuncitircmoo el toorotna, el lf?ctor puédc conaul­

ta.r la dor.io11tracil5n en el apl1ndico C. Conoideromos anteu lri niguicnto; 

JJEFI!IICIOI/ I.18 

See.fl C. C(X,Y) (la fiw.illn do runcionea coniiouaa de X en Y con la not"ma.­

del oupremo) 1 oc dlc:.a que A. i.!ll equicont:i.nLta en x.
0

t X oi para eada t > O exis-

to~> O tal que ei fl::J"\. y dx{:c
0

,:r).:: d entonce& dy(f(x
0

),f(.x.))< h. Se ttico 

quo Jt eo puntunlmonto equic.onUr:un ni ca equicontinua en cada punto dey X. 1'). 

nalmente no dice que n oo u.nifC>rr.iemante oqu1con'tinua ai parn cai:ta é ~ O 

oxiate I» O tal que f•Jl y dx{x,y)< o implica dy(f(.>:),f(;I))< l. 

PHOPOS!CIW !.19 ( TBOflliMA DB ASCOLI) 

Sean (X,dx) un oopacio m6trico compacto ~ ,-~e C(X) (~l conJu.nto do funcio-

nes continua.a de X en ~ ), ~en un aubconjW'lto ~o~pncto do C(X) oi ;¡ n6lo si 

os Cl!rrad.o, uniformemente equicontinuo y para cada .x ! X el conjunto 

';Íl(x) • [f(z): f t'J• J o• compnctn en<;>.. 

PROPOSIC 1011 l. 20 

Seta (11:,d.x) un cop(l.cio ml!trico cor.ipacto, Entoncoa ( '8.(x), ~d) oo tMbi~n eo,m 

pacto. 

DEl·:OSTRAClOll 

Primo.ramento definirnou la funcitn J: ·.;(X)~ C(X) como: 

A.firma.moa la oi,;uiento: 

i) j oo inyectiva 

U) j en Ul'la ioometr!a 

~ara to~o E ~ ~ {X) y toda z ' T. 

Ui) fj(E)j E f. 'd'{X)ªª uniforr.;(m1 . .'1lte oquieontinua,.. 

En efeeto, ou;ioncnnoo que E, ;:;'t.: ~Ji (X) aon ta~eo que: j(E) • j(& 1
), 

J.ní, si XI;:: entottc:co j(E)(x) .. d:t(x,E) .. o, de aqut 80 tiene dx(xtS,,) .. ot -

o• docir, i:~ E"', por lo cual E (e'. Análocamenta oe pruEtba que E
1

t:: Et por -

consiguiente E• t', eo ducir, j os inye~tivn. 



Vea..moo ahora quo j os WHJ. ioometria1 octo e.:, si E~E'e 1~(x) entonceu: 

11 j(E) - j(E')ll • .\d(E,E') 

donde l/J(E) - j(E')ll • oup fld,(x,E) - dx(x,E'll: x E xJ 
Tenemoo J 

dE•(E) • oup[dx(y,E'): l < Ej ~ sup(ldx(y,E) - dx(y,E')I :_ ;¡ < Ej 

~ oup{\dx(x,E) - dx(x,E')\: x E xJ 
""llj(E) -j(E'lli 

Aoí, d.,,:•(E) $ ilj(E) - j(E') 11 

Andlogarncnto dE(E') ,s llj(E) - j(E') 11 

Do donde ¡d(E,E') • ma.xh(E'), dE•(E)} !o llJ(E) - j(E'Jll (l) 

Por otra parte, para toda x E X, y E L y ;¡'e E' so tieno: 

d,Cx,y),;, d,(x,l') + dx(y',y) 

Ao{: 

17 

inf (dx(x, ;¡): y G E} ~ inf{ dx (x,:r') + dx(y ',y): y• E}• dx(x,y ')+inr\dx(y; y) :y.e E} 

Por lo tanto 

!.ic oiguc 

Do donde 

y a.oí 

Ani1lor,a.mcntc 

dx(x,E) ~ dx(x,y') + dx(y',!:) ~ dx(x,y') + d¡¡(E') 

d(x,E) ~ d(x,E') + d¡;(<:') 

d(x,E) - d(x,E') ~ dE(E') 

d(x,!:') - d(x,E) "° d¡;•(E) 

Por conoi{;Uicntc, para toda x E X 

ld(x,E') - d(x,r:)I !, rna.x[dE(E'), dE•(E)} • ~d(E,1>') 

y aoí 

De la:J dooi¡;ualda.dco (1) y {2} ccncluinoo que: 

(2) 

Probarcr:ioo ahora quo { j ( 1::)1 E ¡,. ·~ (X) co uniforrncrncnto cquicontinua. Sea E> O 

arbitrario, dcbcmoo probar que cxiote ::,) O tal que oi dx.(x,y)<.S ;¡ J.;('ji (X) -

cntoncco 1 j{E}(x) - j(i)(y) 1 ~ E.. Puente que E co cor.ipacto cxiatc ;¡
0 

e:. L tal -
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que d(y,E) • d(y,y

0
) 

Aai d(x1E) - d(y,E)'<; d(y.,,x) - d(y,Y
0

) ~ d(x,y) 

An:Alo¡f;'amento existe x
0 

G. E tal que: 

d(x,E) • d(x,x
0

) 

Por lo cual d(y1 E) - d(x,E),. d(x
0
,y) - d(x

0
,x) ~ d(x,y) 

De donde jd(x, E) - d(y, E)i ~ d(x,y) 

As1, basta toaia.r ~ • (. para tener que si d(x,y)<ó y E E 'ít- (X) entonces: 

jj(E)(x) - j(E)(y)I ~E 

Ahora pro baremo e qua ('jo (X), ~} es compacto. 

Como X ea comploto, por la propoeict6n I.17 ('~{X), ~d) eB comploto y por -

oupueoto cerrado, Pueeto que j ee una ioometr!a entonces j( 4- {X)} es cerra.do-

en C{X) (ver ap~ndioe E). Afira:uu:1oe que pa.ra cada x f. X el conjun1.o 

fj(E)(x)) E<~ (X) es acotodo on ii>., En efocto 1 oen x< X fijo, para cada Et~ (X) 

exinte x
0 

E E tal quo 

j(E)(x) • d(x,x
0

) 

As! /j(E)(x)JE<'J<(X)c (d(x,y): ye X). Puosto quo X es acotado, ontoncos -

[d(x,y): y• X} ea ncotndo en ;,, , por lo cual fj(E)(x)}E •,~(X) ostd acotado 

en íit. 
Puooto que oc oatiofacon lae hip6teaia del 

que j(•Ji (X}) oo compacto en C{X), Pero corno 

(~(X), bd) eo compacto (ver apéndice E). 

PROPOSIClO!I 1,21 

teorema de Aecoli, concluirnos .. 

j ea una iaometda entoncoa 

• 
Sean (X,dx) un eapacio m1Hrico compacto :r J'..(X) •(e t'f(X): C ca conexo}. 

Entoncoo ( ;i'.. (X), ~d) eo compacto. 

¡Ji¡)lOSTHAC IOll 

De acuerdo a la propoaici6n .anterior bnota probar que i (X) ee un subconJu!l 

to corra.do de •J( (X). Sea (C.tt)nt ''* U11Cl ouceoi6n en 1 (X) convcr¡;onto n algtln 

C E ~{X). So probarA que C i: 1'. (X), on decir, C ea conexo. SupongM.oa lo 

contrario, entoncoa exiaten conjuntoe abicrtoa en X: W y V talco que; 

e • (11 (\ e) u (V(\ C)¡ (W (\ C) (\ (V() e) • ~I 11 (\ e + p y V(\ e ,. ~ 
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Entonces (W í\ e) y (V(\ C) son cerrados en C y por consiguiente cerrados en X. 

As! (Wf\ C) y (V('\ e) son cocpactoe, Por lo tantoi 

d{(W í\ C), (Ví\ C)) > 0 

Sea l • d{(W (\ C), (V í\ C)), Por hip6teoio exiote H > 0 tal que: 

y 

A.firmamos que: 

ºu. (cll í\ Bl/2(c í\ W)) u (c!l í\ Bl/~(C" V)) 

En erecto, ce claro que 

Ad.emA.a, oi x E. CN entonces existe e 1:. C tal que 1 

d(x,ch é /3 <. l/2 y cf e f\ W o e< C f\ V 

Aoi x< (Cuí\ Bt/2(cn W)) u (Cllí\ Bt/2(cn V)) 

De donde c 11 ~ (c 11 n B¡¡2(c n W)) u (cll n B0¡ 2(c n V)) 

?fotcooe qua Bt¡2(c n \i) y Bt¡2(c 1' V) eo~ abiertos, Adem!o: 

pues exiotc c
0 

f. W í\ 

Aoi 

y como Ce B,¡
3

[c 111, exlote x<c11 tal que: 

d(x,c
0

) $ l/3 < l/2 

x<Cll í\ Bl/2(c í\ W) 

De manera similar, existen c 1 E: V" e y z 1:. Cu tales que: 

d(z,c 1) $ l /3 < l/2 

De donde z < c11 n Bt¡
2

(C n V) 

Finalmente: B¡¡2(c f\ W) f\ B¡¡
2

(c n V) n c11 • ~ 

ya que de lo contrario c:riatir!o.n x ~ c11 , et: C " W y e' E. en V taleo que: 

d(x,c)<. l/2 d(x,c') < l /2 

De donde d(c 1 c ') < 

lo .::¡ue contradice la dcfinici6n do E.. 

Ao!, de acuerdo a la.o n.firmacioncD anteriores tcncmoo quo CU no eo conexo, 

lo cual eo una contradicci6n. °'3 eota manera concluir.ice que C ee conexo. 

• 
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CAPITULO II 

ESPACIO DE FUNC!Ol/ES 

Generalmente cuo.ndo en el análle1a se trabaja con ouces1onee de funciones 

se manejan dos tipoo importantes de convcrecncia: convergencia puntual y con 

vergencia uniforme, Ahora bien, aprovechando el hecho de que las t;r4ficas de 

funciones continuas de Wl copac10 métrico X en un espacio métrico Y resultan 

ser conJuntos cerrados en el eopac10 producto X x Y proviGto de la i:ihrica.­

del producto, ea posible entonces hablar de la converbencia topol6g1ca :¡ de la 

convorccncin en Hauadorff de estas cráf1cae, eo prop6s1to de este trabaJO tra­

tar de encontrar algunas relaciones entre estos cuatro tipos de convergencia,­

aoi como establecer cond1cioncs oobre loe copacioa X o Y buscando la equivale,!! 

cía entre el lao. 

Pr1mcrar.",entc recordar.ioa lao defrnicionca do convercencia puntual y conver, 

concia uniforme de una ouceoi6n de funcioneo, 

Di:FllllCIC/rE~ II,l 

Sean {X,dx) y (Y,d
1

) doo eopacioa métricos arbitrarios, conaidercr.ios unas~ 

ccei6n (f 
0

)
0 

._ iH de funcionen du X en Y, 

Se dice que (f
0

)
0

l••I converge puntualmente a una funcidn f si para cada 

x l:. X y l > O existe N <:•U tal que para todo n ~ Jl ee cumple dy(f
0
(x),f(x)) <l. 

Se dico que (f
0

)
0 

t '" converge uniformemente a f oi para cada E:. O existe 

ll t.1U tal que para todo n :>, N y Xl X se tiene que dy(f
0
(x).f(x)) ( l 1 en 

otras palabras oup (d/f
0
{x),f{x)): x' X J ~l. 

Corno mencionamos anteriormente catamos interesados en lae gráficas de Í\l!l 

cienes contlnuau de un eapacio r.ahrico (X,dx} en un ec;pacio cihrico (Y 1 d
1

) las 

cualeo reeultan ser conJuntoe cerrados en ol onpacio producto (X'- 'i, P ), donde 

Í" es la mHrica definida como: 

P((x1,y1 ),(x2,y2 )) • max l d,{xpx2 ),d)yl'y2)} 

Y Yl' y 2 (: Y. 

llOTAC 1011 

Si (X,dx) y (Y,d
1

) son dos eopac100 mfttricos arbitrarios denotaremos por 

C(X, 'f) al conjunto de funciones continuas de X en Y. Tambión si f ee una fun-



21 

r.H'i!~ •!o 1. cr? Y !"fJT ur ab•Jen ,.),, nnt~ci~n 111v1r1~ren? 111 minn.'\ letra, "" ~:Jt'? Cl\!".n 

r, r;;r:i. r! 1•notv:r n r:u :;r,1rica. O.tl cn-ttnvtn ru'lU] tnrá e lar~ a que 110H rt!rorimo~ 

FRCPcnr.Tt'l; TT .? 

Sr-a11 (X,rt.'T)"y··(Y,dy~ "~rnr:it\R n~t,·í~on nrliiÍr10riOn y aéá ftX"--t Y una 

ftmr.i6n c-n!•tirH111, ·,.r. d"r.ir'rE"r.('f.,Y), .'H1i.onr1_•n r oc' un r.onjuntn ccrradn do­

(X •Y, p), 

r.i.:;::r.~TH:-t!lOlt 

So rM~a~á ~11~ t-11;..1,.1dr.r !JUcPd6n eonvcr!!rmte en t eonver.:;e n un punto de f • 

-Pa:-n,nst.~ 0 rro,rdttitO:·:¡,,,,,- (Y-n,r(xn))n~ N una sueoni6n conv~r!;'Pnte •a un punto 

(:o:.0 ,y
0

) 1 c., J'ltll"h~_uh.r (v
0

)nE;"'1 l"OT1V"''¿:e a Y.
0 

y (r(xn)) 11 E N cohver,:e :i y0 • 

PPrr, c-orn r l?fl rnnt.j~n.1 11~ tiP.nc IJHP (f(xn))n l!lt.{ CCJrlVP.r.:;e a r(xo)• auf que-

• 
:':) invP.r110 tic lrt. f1rornnlri¡lín nnt~rior "'' lo!:rn cun.ndo los espacios X y Y -

l'iWf'('?J!Clf;l; JI,.3 

Sr-r;rt (X11!,) y (Y1dy) "!"·!'aC"i•'ii ri-4trfron cm~;inctoo y r:X~ Y, Si r trn un-

oubr-onjunfo r-errailo dri (X~ Y, (') l"n~.oncr>o f P.ri eontinn:l. 

Su['nr.;ñrCJs f!Uf> f no es ~w!tfru.'\ PT' 111!:'.d.n ptMto :'!
0

( X. EntfJnC'?O l'>YiAtP. (>O 

tn.1 '!11•· ri:1r.i r,¡,1n n é t.¡ (>:'i11t1;i :-:.nt X t:al 't!!i.> dx(x01 y;n) < l/n y nir. mibareo 

tl;_,{r(~"),f(v0 )) >t.. r.nnníri..r••':'nr 111 -:11c~aith1 ((xn,r(xn))nEiH' ¡mento que la 

de-

({xn 1 r(~n)\, i:.t~ ~<l'lV1•r.:.;••r.t" 11 <tl:;O•i rli::-riront.o da la ¿:ri\fir.n d'1 f 1 d1eru:inR 

(:r,f(i)), En !•<"1rtlr11lar 11~ ;.:.., = ... , :! lim f(xr.) ""r(z), Pero pnr r.onatruc-
~:-.co ''k k~CD 'k 

ci~n (:-:"!;.-:\E iN ("O"!'ll'r,::n n :r.0 , <1° 1lr,r~" 7 .. r.0 , y ar;Í (r(:r.nk) }k E i» convr!rc:c n 

f(~0 ) b <'.'11<!.l l!fl llT'J,"\ f'f1n{r;1i/il"c1(.r.,. r.onl':}UlMO!J ljllC r 09 ~O":!i:in\li\• • 



Para loa reoul tados posterioraa scr.1 de eran utilidad la siguiente proPooi:­

ciGn la cual caracteriza i;¡ediantc euceeionee la convercencia topol6gica. en 

C(X, ~) y es la veraión pa.ra C(X, Y) de las proposiciones I,) y 1.4, 

PROPOSICIOll Il.4 

5'.!a.n (X1 dx) y (Y,d
1

) eopacios métricos arbitra.r100 y eean {fn)n, 
1
,.,. una su-

ce.oi6n en C(X, Y) y r E. C(X, Y), entonces (fn)n~ ,._,¡ converge topol6gicamente a. r 

ei y s6lo oi para cada x ~ X ee cumplen las doe condiciones eiguienteo: 

es una suceui6n de natur.lleo ectrictamcnte creciente, 

ii) !:!:x.1ate u.na succaí6n (x0 )n E IN convercente a x para la cual (fn(xn))n <= ,~ -

converee a f(x), 

m::iiOSTRAJ; ION 

Suponga.moa que se cumplen l.} :¡ ii ). 

Sea (x1f(x)) f. f arbitrario, por la cond1c16n (ii) exiete u.na auceei6n (xn)ntlN 

convereente a x ;¡ tal que {f n{xn)) n '"~ converce n r(:x), formemos la suceei6n-

( ó-n)nll\.,I , donde d. n • (x.
0

,fn(.x
0

)) pnra cada n E:<~, an.i (oen)nt"'I convorg~. a 

(x,f(x)), por lu propoeici6n 1.3 tonemos qua (x.,r(x}} e L1nf(f
0

) y por cot'lai­

cutenta fe Línf(fn)• Por otra parto, aea. e<.• (x,y)t Lsup(fn)' por la propos!,. 

ci6n l.4 existe unn succai6n (n¡.);:; ... iN de t1tlt:'lcroa naturales catr!ctamente ere -

ciente y u.na suceeí6n (o<}:)k. i- w convergente a tJ. con fl.. k t fnk' así que loe -

términoo a.k son de la forma ,..,k = (xk 1 f
0
k(xk}). por la condición (i) 

que:¡= f{x) y por lo tanto <X< f, de donde Lsup(f
0

) e f. Por lo tanto 

convcrt;c topolc5cic.o.mentc a r. 

tiene 

Invor:Jnmente, Supon¡;.:u:ioo r¡un (f
0

)n {IN converge topold¡:;icamentc ar. Sea -

(x.,f(x)) ~ f, on particular (.x,r(x)) E:. Linf{fn)' por lil proposici&n 1.3 cxieh 

u.na eucosión (~n)n1o.•"4 convergente n {x,f(x.)) tal que \\n t fn para cada E- ltl, 

ee decir V-.n • (.x
11
,f

0
(x

0
)}, de aquí tenernos que la auceai6n (x

0
)n"

1
.., ea con~ 

vercentc a. x y además {fn(x0 )) 0 ~ 14 conver,go a f(x.), por lo cual la condición 

(ii) ae cumple .. Por otra parto, sea ln,;Jk ~it4 una auceoi6n oat.r1ct.ai::iente ere-
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riente rie nt1mero,a nl\tura)Pn y fl~a ((xk,rnk(xk)))k f ~una euceRi6n r¡ue ~onver. 

:e a (x,y~, P.ntoneeR por la propnflici6n r.4 (1:,y)" Lsup(fn) • r, o sea 

y • f(x) 1 rnr 10 que tarthi~n SP OAt\ofil~P. (i), 

• 
A.liara ya eAtarios P.TI conrlil'."ion .. u de cAt~hhcor t1leunna rPhciones entrP lon 

diE'tintC'IA ti!'t)fl rlP. t'lO!:\'Pl'Cl'.'nein. !:n lnB Cllfl.dl'OB do las pi1cin1\R Ri~·ujentCO De 

r:R 1-dfl'l ~0'1ncid." r¡UP. ronver~eneia 11nifornc iriplir.'"' conVl?rt;encia puntiw.1 1 loe-

PROPOSJC TO!! JT 1 ~· 

SP.nn (X,dx) 'J (Y,dy) P.RpAeins !!1ét.ricnn arhitra.rioe y DP.M fl'f2 , ••• ,E. C(X1 Y) 

t11l••r '!u~ (rn)"''""' rnl'VP.T!:e 1111ifor..,or.i"!ntn n f 1 entorv~eR (r0 ) 0 E.*' ~e-conver~o 

• r. 

~rn E> O arhttrnrin 1 f'" rrn'hnrA qui:- e~intn U '-IN tal que ~f'(fn 1 f)4 f. ni 

P'.(x,r, (:·)),(,,r(::\~) ~ [ 

• 



En fofJ ai¡;uícnton ttl:o.drou se mtJé&tl'<m las rt:lacionca que existen entr~ loo 

d1ctintba tip<>a do convcrcencia df.l' ouccai<:ineo d() fu.ndonca en C(X, Y). Pill"a q~e 

el mano jet de tales cu1;1droa noa ml.t ocncil lo a C()ntit1uac16n oc da.n una serie -

do indicacion()a para IJU uoo. 

llWIC AC !Olll:S 

i) loo euadron eotá.n el~n1ftcadoa de acucrdv a laa cc,ndic1one!l petJtdao tJ loo­

ospados (X,dx)' (Y*dy) y a lü. nucc:Ji6n (f0 ) 11 E,t~ 

ii) L.:tu lctr(1n T, u:, U y r JJiCnif.tcM convcu•;:;cnc:in tt>pol6cicu, eonverccn<:::ia -

en Hnuodorff, conv4rc:cnein W1.tformc y convcraencia puntunl rcGJHlctiVl.lnen­

tc, 

Ui) La.n imr,licac1onco van do loo r..:ncloncn haeia lna colur.i1H1n. 

iV) Cua.ndo la irnplicne16n es cierta ne ha ~cerito la letra V (vcrd'1.dcro) y a 

eontinunei6n oc itid.ica. t?l ndf:l<H'O do lo. propotuci6n en la (!UD.l oo basn la 

a.fi~·maci6n. 

v) Cuando la irriplicacifin eo ro.lnll oc ha e1Jcrito la letra .i'' (falco) ;¡ a eonti­

nunctdn DO indica el ndmt.iro du un CJCmplo que confirma ln tJ.firr-:::ici6n. 

vi) Un alcunat oca.oion('n oo ha eocrito la palabra "cuadro 11 º~ lo eual oiani­

ficn que la ¡¡firmuc:i6n que o~ hace oc doi!Ue(J de la. inforr.inci6n Qontcnid~ 

en ~l cuadro corr1J1Jpond:i.cnte_ 

CUADf!O t 

"* T ¡¡ 11 ~ 

T í//////,'/F• cuutlro I F: C>JCmplo n.a ¡.~: ejemplo tl.}l 
e cm .... 10 !I 11 

11 V: prop, I.l3 j//////~ F: CJcmplo U,5A V: rr-op. I!, !$ 

u v: co:rol. II.6 V: prop- II.5 !/'///////¡. V: co11ocido 

p F: CjUPl.fl}O 11.21 '" ojamplo !l, 19 f': ~~:::~º \r lQ 

1 ///l//ll!¿ 
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CUl.DRO II 

-_ .. _ T H u __ P ___ 

~///~ F· cuadl'orr-- -------
T 

' ojemplo Il.13 F: ejomplo II.13 F: ejemplo II.13 
-

H VI cuadro I /"////~ Vt coral. It 1 ll v: ousd.ro I 

-u V: cuadro I V: cuadro I ~////~ v: cuadro I 

p PI ojomplo ll,21 F: cuadro Il F: ouadr-o lI '//////¡/ o1emnlo II.21 eiomnlo rr.21 -
CUIJJHO III 

_ .. _ T H u ___ P ___ 

~/// //,'. 
--- ---- -------

T V: prop, II.9 Vi corol, II,12 Vi cuadro III 

H V: cuadro I V//11¡; V: cuadro lI v: cuadro I 

u v: cuadro I V: cuadro l '///////¡ V: cuadro I 

p F: ejemplo n.21 r· curuiro I 11 
' ejemplo Il,21 

F• cuadro III 
• ejemplo n~21 '///////¡ -
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CUADRO IV 

(X, dx) es un espacio métrico compacto con un ndmero finito de componente e co­

nexa.G y (Y, d
1

) os un espacio mhrico localmente cor.ipa.cto. 

T __ 11 ___ u __ P ___ 
-------

í/1111/~ V; cuadro IV V: prop. II, 16 V: cuadro IV 

V: cuadro I V/11///; V: cund.ro II V: cund.ro I 

V: cuadro I V; cuadro I './//////¡,; V: cu ad.ro I 

F: eje1J1plo 11, 21 F· cuadro IV 
• ejemplo 11,21 

F· cuadro IV 
º ejemplo Il,21 1¡1//11 ///; 

CUADRO V 

(f0 )n E. rt-1 puntualmente equicontinua 

~ _ .. _ T " u ___ P ___ 

T ///////, 
F· cuadr_o_V __ F· cuadr_o_V __ 

V: prop. u.22 ' ejemplo Il,24 • ejemplo Il,24 

H V: cuadro I '////////¡ F: ejemplo II5A. V: cuadro I 

-
u V: cuadro I V: cuadro I 1/////1///¡ V: cuodro I 

p V: prop, 11,22 F: ejemplo ll,24 p• cuadro V 
• ejemplo u.51 '!//1/1//I/; 



.. - -
T 

-
H 

u 

r 

~ _ .. _ 
T 

-
H 

-u 

-p 

CUADRO VI 

(X,dx) eepacio m~trico localmente conexo 

{'t,dy) eepacio mátrico localm.ento compacto 

T 

/'/////,/¡. 
V: cuadro l 

V: cuadro I 

F: ejemplo Il,21 

___ T ___ 

////////¿: 
VI cuadro I 

V1 cuadro 1 

V1 cuaclro V 

H u p 
~· cuadro_V __ tF• cua.dl-o_V __ -------

V: prop. II.26 : ejemplo II.24 ' ejemplo II.24 

'///////¡ Ft ejemplo ll,5A V1 o u adro l 

V: cuadro I !///!////¡ V: cuadro I 

PI cuadro V l Fi cuadro VI '//////~ ejemplo II.21 ejemplo n.21 

CUADRO VII 

(X, dx) oopacio métrico compacto 

(rn)n€ IH pu.ntualmento equicontinua 

--"--- ___ u ___ _ __ P ___ 

V1 oue.d..ro VII V: culldro VII V: cuadro V 

~///////; V: cuo4ro 11 V: cuadro 1 

V: cua.dro 1 'l"llll///; V: cuadro 1 

V1 cuadro VII V: prop. II.32 ~ll!/l///fi 

27 
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CU.l.DRO V lll 

(Xtd
1

) espacio m~trico diacreto 

_ .. _ __ T ___ 
H __ u ___ __ P ___ 

T --;;;¡r~ 
F: cua.d.ro VIII V: coro l. 11.23 r: 

ejemplo n. 19 ejemplo n.19 -
H v: cuad.J'o l F1 ejemplo n.35 VI cuadro I 

u VI cuadro I V: cuadro 1 VI cu ad.ro 1 

p VI u.20 F1 ejemplo u. 19 F: ou&dl'o VIII prop. ejemplo n.19 ......_ 

CU.1.DRO IX 

(X,dx) espacio m6trico compacto con un ndmero finito de componentea cene-

xas. 

-_ .. _ ___ T ___ H ___ u ___ ___ P ___ 

T '////////; p• ouadr~ P: ejemplo 11.13 F: ejemplo 11.l' 
• OJBmplo II.13 

H V: cuadro 1 '11/11///; Vt cuadro Il V: cuadro 1 

u V1 cuadro I V: cuadro I '!////////¡ V: cuad.>-o 1 

p F; cua.dro IV F1 cuadro IV Ft cuadro IV '1/////1/ll/lt ...._ 



F.J ,,¡.¡no tr~5 4 

S.•" X • y • ~ 

C0íl01.AHJO 11,6 

Pn.rA-

• 
r.on l:irr mhm1u-:- hip6tA!'\J'lo <1~ l;i, pf'n!mriír.üSn n11ttirior, Si (r n)n 1: 

14 
convar::;f?­

unifort":etnl!nH• n f 1 P.JttOr"Cl>fl (ftJ)n E l'i. CO"Ve1"!:e tnpoM:;icru11f'nte a t. 

Pnr b> pro;-rHl'ici~n an1cri,..,r (rl'J)r. ~ ... ~ ~f-l"Or1Ví!l"!;fl 1\ r. paro ror }¡¡ prnl10flj, 

rf~n f.1?- l"f' ti"''ll' f'Ill"' (fn)!'l ~ ~ l'Q.n\'Pt"CI~ 1.()pn16;ic:urir.nt() F1. f' 0 

• 
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Ln oiguiente propoaici6n pono do mn.nifiooto que para una amplia clase de e! 

pacioa Y una condici6n neceoaria para que el inverso del corolario anterior -

eoa vdlido eo que el eopacio X oea compacto. Cabo mencionar que on lo auceaivo 

loo eopacio11 compactos jugard.n un papel IDU.Y importante, motivo por el cual en 

el apt1ndioe A ee incluyen algunas caractorizacionoe do eotoe eopacioe. 

PROPOSIC IOll II. 7 

Soo.n (X,dx) y (Y,d
1

) doe eopacioo mt1tricoe, Supongwnos que e( [o, l], Y) ea no 

trivial (oeto aignifico que exieto ~ • c([o,1],Y) tal quo ~(O).¡ t(1) ). Si -

para toda ouceeidn (f
0

)
0

" •N en C(X, Y) se tiene que eiempre que (t
0

)
0 

E:it-1 con-

verja topoldgicamento a f implica que {f
0

)
0 

E ¡t.¡ oonvorgo uniformemente a t, º!l 

toncoo X oo compacto. 

DE~iOSTRACION 

So demootrar4 que oi X no oo compacto entoncou convergencia topol6gica no -

implica convorgoncia uniforme. Sea (Y ,dy) tal quo e( [o, i], Y) ea no trivial. C.2, 

mo X no ea compacto exiote una euceei6n (a
0 

)
0 

t..'" ein eubeuceoionee convergen­

te o, oin p6rdida de gonoralidad podemos euponor que zn f zm ai n • m. Se afir­

ma que e:xiete una euoeoi6n ( .\.n)n E.,... do n11meroe pooitivoe taleo quo para cada 

n '" ~ < l/n y adomAo B, [z ] " B, (z ] • ~ ei n ' m. En efecto, dado n ... 0 n "m m 

zk " l zn i n f: 1H} , como zk no ee punto de acumulaci6n de \ zn: n f: iNl exiete Ek > O 

tal que (Bé k (zk] - \ zkl) íl\ •n: n rnJ} • 9, oea >.k • min \ Ek/2, l/(2n)}. vea-

mos quo B [z 1 n B [z ] • ~ oi n rf m, ein pérdida de genero.lid.ad podemos eu-
l..n n ).m m 

poner quo ,\,
0 

n.m' oi oucod.iora quo B [z J (\ D [z ] ~ ~' entonces exietir!a 
A0 n ,._m m 

z 1; DJ.n(zn)í\ B.1.m(zm] y ontoncoo dx(zn,zm) ~ dx(z
0
,z) + dx(z,zm) !- 2 ).m ~ Em' 

de donde zn E: Bf m [zm], que noo lleva a una contradicci6n, aoi pues debemos te­

nor Dl [z ] A DA [zm] • ~ oi n ¡. m. 
n n m 

Son f f C(X, Y) tal quo f(x) • ~(l) pnra todo x • X, y pnra cada n E 1N defi­

nimos f
0 

E. C(X, Y) do la siguiente manera: 



T [ ~n dx(x••n)] 

31 

'·"' · l el d,(x, •n) ( :l.n 

!f(l} nn otro ca!lo 

Pnrn V•!r r¡un (fn)n C:.tH cnnvr•r:;P. tnrinl6,::1r.a.nPntc a f utilhnremoo ln prnpnni 

ci6n n.ii. }.o{ flUPB Rl!ll Y.E. X nrhitrnri11, cnnoi.dP.rcmoR la RUCf'Di6n (xn>ntlN -

dondP. xn • x rara to~o ne; lN, co!r'n XE. \n [7.
0

] a lo m4.n pnra un fndico n1 en-

toncco (f
0

{"1'.))
0

E t-4 r.Mvnrcr a. ~(1) nntfofar,i~ndonP. aoí ln con1lici6n {ii) de -

la proroRici6n TI.tl, Por otra ¡i;irl1> 1 fil ((xk 1 f 0k(l:k)))k{:t.1 converen a (x,y) -

fipl111 1.1•ncr qun :(k t TI). [z
0 
J pal'n t_2 

nk k 

do k aufir.i.r>nterr>enti:? ¡;rnnrlo (puP~1 rlt~ otrn forl'l.'l (~\k\EIN. 1 y por connicuicntc 

(z
0

)
0

i.IM 1 tfmdrfo una n11hn11r,r>oiAn r.onv"r¡;nntc) 1 por lo cual (f0k(Y.k))kb1H co,!l 

ver~u n ~(l) .. f(x), CUl"J1li1fo•lonr neí 1n t::nn•lici6n (1) dA la propnsid6n ll,4 1 
;¡ por lo tttnto AP tirnn la ronver!_:1!ndn antea afi.rnarta, Sin emhareo, 1\nbido a 

11uo {i(n) 'f(l) ontor:crn E.• dy(~(o).~(l)) >O y como rnra co.1la nt:. t.t 

d/fn(•n),r(in)) • dy(t(o),~(l)) • l, entonce• eup [ dy(fn(x),f(x)): x< X)~ l 

pai•a todo n E. IH 1 por lo r¡uP. concl11im1rn cp1e (r0 } 0 ~ 11,¡, no converce uniformemonto 

• f, • 

Ani ptw:; oiC'nrio Y un r.npardo tnl qn~ C( [0 1 1] 1 Y} ~nn no trivial, Pl '!Uf'! X 

nt?a co111riricto P.n n~rl'.lanrio pnrn quo i:"onvnreP.ncin topol6:;ica implique r:onvort;nn­

ein 111:ifor~f'l, Ain P.mb,.r,:n no f'ln 1111:\ comlici6n nuflciPntP. 1 tal como lo muentra 

el AicuicntP. ~JeMrilo, 

.J.;;f'l.O 11,B 

Soan X .. {o} u {l/n: nt~l} c~o11nid1~rndo COMO nuhnopnr.io do~) y y .. tR, dc­

no1.11MOf\ pnr f n ln runci!.n connt:t.ni" erro y tlafinar.ion pn.rn rniln n G n..l ln run­

ci6n f
0

:X ---tli\1le la 11i!;11ient•• m:u1era: 

ni x ) l/n 

ni o.$ x ~ 1/n 
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oa cla.ro que cada rn pertenece a C(X, iK,). Ad.eoAe (r
0

)
0 

E: iH converge topol6gic!. 

mente a f, pero la convergencia no ea uniforme. Jushfiqueinoe primeramente la 

convergencia topol6gica, para lo cual nuevamente baremos uso de la proposici6n 

ll, 4. 

Soa x ( X arbitrario, pueden prcoentareo laD siguientes sUuaoionee: 

a) si x + O, consideremos la suceei6n (x
0

)
0 

"iH donde x0 • x para todo n E~,-

cota suceoi6n tiene la propiedad de que (¡~00 f0 (x0 ) • z\~a:if0{x) •O pues -

fn(1) •O si l/n <. 1, 

b) si x • 01 coneideremoo la eucooi6n (x
0

) n E: N donde: 

{ 

l 

1 • 

n rb 
si n • l 

oi n >, 2 

tenemos que (x
0

)
0 

Cíltt converce ax'! ademde A!3.a/
0
(x

0
) • J~f0(~) •o, -

puee f0(~} • O para n >, 2. Do aquí concluimos que so natiefaco la condici6n­

(ii) do la proposición II.4. Por otra parte, oi la auceoi6n ((xk:,fnk (xk:~))lt~·~ 

convorgo a (x 1 y) 1 so afirma que y• O, para ver eoto nuevamente coneíderemoe -

doo caeos diferente o: 

a) oi x .; o, entonces del hecho de que (xk)k E. tt-1 converge a x eo eigue que 

exí ate K E. 1tt tal que xk • x para toda k ~ K1 y de aquí que r01c (xk) • t º1t (x) • O 

para todo nk tal que l/nk (. X y por lo tanto y • l!!~ fnk (xk) • 0. 

b) oi x • 0 1 como (xk)k ""tW convorce a cero y (rnk (xk))k tll-1 ea convergente, -

debo existir Y. E:fN. tal que xk) l/nk para todo k >,. K (de otra forma (f'nk (xk))kL1t4 

no serla convergente), do donde f
0

k (xk) • O para todo k >, K1 por lo 

y a ¿~r"k(xk). º· 

cual 

Do cata forma en cualquiera de loo dos c~aoe ao cwnple quo y • 0 1 ea docir­

oo oatiaface la condici6n (i) de la propooici6n 11.4. 

Sin embargo, como rn(O) - f(O) • n para todo n E1~ 1 concluimos que (r0 )ntll.t 

no converge puntualmente a f y mucho monos Wlit'onnomente. • 
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lntenh.ndo establecer alguno.e condiciones de euCicioncia para el inverso -

del corolario II.6, recordemos que en la propooici6n 1, 16 tenemos que conver -

gencia topol6gica implica convergencia en la métrica de lla.uedorff bajo la bip~ 

tesis de que X 1ea cor:pacto. En eote eentido serla conveniente dar una reinte.r, 

pretaci6n do esta propoeic16n para el caso en que estBDlOB manejando sucesiones 

de t'Uncionee, y, deepuée relacionar lo. convergencia tc.ipol6gioa con la conver­

gencia uniforme via la métrica de Hauedorff, 

PROPOSIC ION I!, 9 

Saan {X,dx) y (Y 1 d
1

) onpn.cioe m6tricoe oompiu:tos 1 si r,r1,r2 , ••• ' C(X,Y) -

ion tale• que (t
0

)
0 

,H converge \opo16gioamente a r, entonces (r
0

)
0 

'"" lp-oo_u 

verge a r. 

DEMOSTRAC 1011 

Tomando en cuenta que do acuerdo a las bip6tesh el espacio (X• Y, r} reou,!. 

ta eer oornpncto, el resultad.o 1e oiguo inmediatamente de la propooioi6n I.16 • 

• Ahora eotablecer.ioa condicionoo de euficioncia pAl"a que convorgencia. en Hau! 

d.ortt implique convergencia uniforme. 

PBOPOSICION 11,10 

Soan (X,dx) 'I (Y,d)'.) oepacioe mttricoa arbitrarios y aupongamoa que (rn)n1:N 

ea una auceai6n en C(I, Y) que dr-eonverge a una fu.nci6n uniformemente con'tinua 

t, entonces (t
12
)no.i. converge uniformemente ar. 

DENOSTRACION 

Soa t > O arbit.ra.rio, co~ f ea uniformemente continua existo O<. ~ .<:. E/2 -

tal que ai x, 'J ~ X 'J dx(x,y) < { entonces d
1

(r(x) 1 f'(y)) .<:. E/2, Por otra parte, 

como (rn}n'n.l ár-oonvorge a t, ae aieue que para~· ~/2 existo UEl\-1 tal que 

n ~ N implica te B• (t0) y tn e B~[r), Tomell>Ca n ~ N fija y x E X arbi\rario,­

dobidl> a quo (x,tn(x)) • tn dobe exietir {x0 , f(x0 )} • t para el oual --­

f((x,rn (x)), (x0,f(x0)))~ ~.o sea quo oe cW>plen las siguienhs dosigualdadesl 

y 
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poro dx(>,x
0

)<: ~ implica que dy(f(x) 1 f(x
0
))( f /2 y por lo tanto ---­

d/tn(x),r(x)) !; d)fn(x),f(x
0

)) + dy(f(x
0

),r(x)) ~ E. Tomando en cuenla que x 

rue arbitrario conoluimoe que si n;.; Jl entonces aup \ d
1

{r
0

(x) 1 f(x)): x E X}f E, 

y por consiguiente (fn)nE' atJ converge uniformemente a f, • 
COROLARIO II, 11 

Sean (X,dx) un espacio m6trico compnoto y (Y,d
1

) un espacio mUrico &rbitr! 

rio, Si (f
0

)n t ,w, eo una eucesi6n en C(X, Y) tal que &r-converge a t f C(X, Y)­

entoncoe (fn)n ¡; IH converge uniformemente a r. 

DEllOSTRACIO!I 

Como fe. C(X, Y) y X oe cocpacto, entonces f resulta ser uniformemente cent! 

nua y entonces la ooncluoi6n se oigue de la propoaici6n anterior, 

• 
COROLARIC II, 12 

Si (X,dx) y (Y,d
1

) son espacioe m6tricos compactos y (r
0

)
0 

~ l'W es una suce-

si6n en C(X, Y) topoldgicamonte convergente a f & C(X, Y), entonces (t 
0

)
0

, \"H. -

converge uniforrnemonte a f, 

DlJ:OSTRAC !011 

Por la propooici6n Il,,9 tenemos que (!
0

)n i. N dp-converge a r, y de acuardo 

al corolario II.11 concluimoo que (fn)n E.~ converge uniformemente a!,, • 
Tomando en cuenta al corolario II.12 tenemos que para que convergencia topg_ 

16gica implique convorgoncia uniformo no o6lo doboc:io• pedir condiciones al es­

pacio X sino que tambi6n debemos tomar en cuenta al espacio Y, ahora bien el­

pedir la compacidad del oopacio Y surgid de una manera natural al relacionar -

la convereencia topol6trica con la convergencia uniforme mediante la mttrica de 

lLluodorff, pero pod..riamoe ponoar que oata condici6n ea demaoia.do "fuerte", de­

hocho volviendo al ejemplo II.8 posiblemente la concluo16n a la que llegaz:ioa -

no oo debió tanto a la no compacidad de ~ sino a que el espacio X coneidcrado 

tiene un ndnero infinito do componentce conexao, el siguiente ejemplo muestra-
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que eeto no es del todo cierto, en dl X ea un espacio compacto y conexo y adn 

in4e Y ee un espacio coinpleto, y sin embargo, se tiene que convergencia topol~ 

gica en C(X1 Y) no neceaaria.rnente implica convergencia wliforme. 

En el ejemplo haremoe uso de >?.
2 (el espacio de auceaionee cuadrado euma­

blee)1 oeto ea, el espacio do auceeionea i'· (x0 )nEIW tales que: 

f Jx 1
2 < CO 

n • O n 

metrhado mediante la norma: 

11 i 1'2 • e~ o Jx.J 2 ) 1/2 

EJEl!PLO !l,13 

Sean X • (0 1 1] (coneiderado como eubeapacio de ~ ), Y • .i. 2 y 

f: (0 1 l)---+ ~2 definida como f(x) • xel' y para cada n E~ definamos la 

runci6n f
0

; [o, l] __. ~2 de la siguiente manera: 

{ 

xe1 + (1-nx)on oi O~ x ~ l/n 

tn(x) • 
XB¡ si l/n ~ X ~ l 

donde { e
0

: n' ~} ea la baae ortonormal eetlndar de J. 2 (ea decir, e
0 

ea la -

euceai6n cuyo n-6aiino término ea uno y loe demle son ceros), cada. f'n ee conti­

nua puae e et A bien definida y ee continua en loe intervalo e cerrado e (o, l/a J y 
[l/n, l]. 

Atirma.moa que (t
0

}
0 

E"' converge topo lógicamente a r y ein embargo, la co!l 

vergencia no es uniforme. En efecto, aea. xi X arbitrario, ai x r/ ~' oonoidere­

ir.oa la euconi6n (xn )n t= "" donde x
0 

• x para cada n \ "'1 1 aea N ~ IÑ tal que n ~ N 

implica l/n' x, de aqu! que r
0

{x
0

) • r(x) • xe 1 ai n ~ N, o sea que 

(!
0
(x

0
))

0
i:..i. converge a xe1 • f(x). Si x •O, tomemos la 11uoeeidn {x

0
)n"- IH 

donde x
0 

• 2/n para cada n EN 1 como para todo n E•'-' l/n <. 2/n tenemos que 

r.Cx.l • r.(2/n) • (2/nl•11 poro ontonceo cr.Cx.>l,. .. oonvergo a ii. f(o), -

(aqut O representa la auceeidn coneta.nto coro). ttaata aqut tenemo• que la oon­

dici6n (ii) de la propceic16n 11.4 oe cumple. 

Por otra parte, eupongwnoe que para alguna x E X e:dsta ( (xk' f "1c {xk)) )k t. IN 
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convergente a (x, t( ). (donde o( repreeenta a algdn elemento de j 2), conaider! 

moa doa caeos: ai x r' º• como (~).k:E.ft.I. converge ax, debe e:datir JC E"4 tal -

que k ~ K i,ll)plica l/ak < xJc y por lo tanto fnk (x.k) • xkel' de donde conolui110• 

que (f0 k(x1))koi converge a xo1 • f(x), Si x • 01 ºº"º (f0 k(xk))k•»• ea COJl 

vergente el Anico candidato para ber el l1=ite ee la suce1i6n constante cero,­

(pues "1 tal limite tuera. una euceei6n {i
11

)n €M. con zp ; O para alguna JH N 

entonce e f nk Czx) • :ikel + (1 - nkxk)enk para una intinid&d. de eubfodice• k Y-

por lo tanto oi p > l entonces 11« ) - f (xk) 11 2 ~ 1 • 1 para una infini-
n n 6M nlc p 

dad de lndicoe nk > p o bien oi p • l entono•• 11« ) ., - f (x )11 ~ J • 1-%. 1 
nnE ntk'l 1t 

para una infinidad. de índices ªJe' contradiciendo el hecho de c¡ue (r.
11

)
0 

Ei fN e• 

el limite do (f0k(xk}}k •IW ), 1 ae! (f0k(xk))k .,,, convorgo a f(O), En cual-

quiera de loa doe cano• ae eaUefa.co la condicidn (i) de la propo1iaidn II.4,­

y por lo tanto ae tiene la convergencia topol6gica. 

Sin etnbargo (tn)n [N no converge uniforQlemente ar, de bocho ni eiquier• -

converge puntualmente, pues rn(o) • "n para cada.ne fll. • 
Ho obatanh ea poeible austi tuir 111 compacidad dtt Y por una cond.ici6n m4a -

"d'bil", pero eato tiene coino aanaecuencia pedir una condioil5n erlra al espa-­

oio 1. nd.eaiAa de la compacida.d. 1 para a.clarar esto conaideremoa la eiguiente d!, 

fin!o!6n. 

DEFINICIOJI II,14 

Sea (X,dx) un eapaoio mUrico, ee dice que X es localmente oompacto ai para 

cad.a x "- X exista un conjunto abierto U e X tal que su cerradura ea compacta -, 

X E U. 

Ea dbvio que un eopa.cio niltrico compacto ee localmente co11Jpacto, per; el i!l 
vorao es fa.loo co=o un ejemplo podemoe oonaiderar a ~ • ~ tanto que .i ti un 

ejemplo de W1 eepaoio que no e• looaltllente compacto. La cond.ioi6n •obro el e._ 

pB.Qio Y de la cual bablabomoa hace un CtOmento ee prect•uenh la co•pac:id&d. l,a 

cal. Regresando nuova.monte al ejemplo 11,..8 vemoe qlle Y • ~ ee localmente co--. 

pacto, Y de aqui podemos e.xtraer la coadicidn extra dtil espacio x, 0 sea que _ 
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el btcbo de que l tuviera u.n ndmero infinito de componente• oone:iaa e1 fue d!, 

tenina.nte para que el ejemplo funcionara, en otras palabras, la nueva oonq 
ci6n que debemo• pedir al espacio X u que tenga W1 ndmero finito de componen­

te1 oonn:aa. La propolici6n II.16 confirmar& lo anteriormente diobo, a.ntea de 

enunciarla conllideremo• el ait;Uiente lemat 

LEIU !1, 15 

Sean (I,d:r) wi eapa.cio m6trico oompa.cto con un nftmero finito de componentes 

cenen.a y (Y,d
1

) un espaaio mAtrico arbitrario, Supongaino1 que (t0 ) 0 "' n..i ea -

una 1uce1i6n en C(~ Y) topoldgioamenh convergente a t E C(X, Y). ~toncas pa,... 

ra cada E>O tal que B¡(t] oea compacte en X•Y existe N~"' tal que t
0

c B¡[r] 

e1 n >.. ». 

DEMOSTRAC ION 

S-lpongamoe que la a.f'irt11&o'i6n eo taha, entonoea existen (tnk)lc, IN. aubauce­

li6n de (fn)n .,.1\.1 1 puntos t ::rk '- Xi k 't"' \ tales que pa.ra cada k 1:;1N se tiene 

("ío,tnlt('l:)) ~ B¡(t) , pueotc que X Heno un ndmero finito de ccmponentea con! 

x.ae, enionce1 una de ella• debe coniener a ~ para una infinidad de !ndioee k, 

aupongamo1 por li111plioidad que cada x.k pertenece a la misma componente C de X, 

debido a que laa oomponenie11 oonnae de u.n upa.oio mAirico ion conJttnt.01 cerr! 

doa y X en co11pacto entonce• C ea oompacto, pero tubUn e resulta aer un con­

jWtto abierto por 1er el complemento de laa raatanta1 componente• conu:aa, de­

donde para cada e "- C e:dete A 
0 

> O tal que B).
0 

(e) C c. Coneiderando la cu-

bierta abierta de C dada por ~ B
40

¡2{o}: o' Cj podemos encontrar c
1
,o

2
, •• ,, 

Cr E C tales que¡ 

11ea A. min {lci/2s i • 1,2, ••• ,r}, ae afirma que B,JcJ •c. En efecto, puea­

ai x.E. B.l.(c] entoncee x' Bl.(c•] para alguna c"'E.. C, ea decir, d1(x,c•)*.J..~ -

pero por otro lado existe ºk con l ~ k ~ r tal que dx(o"" ,ok) <. ~ 0k/2, pero ª!l 



toncee dx(x,ok) ~ l.c , es decir x ( B.l (ck) e C. 
k ºk 

Tomemos :& l: C fijo, Utilizando que (f
0

)
0 

"IN c:onverge topol6gicw:iente a f -

cocicluimoa por la propoe1ci6n II,4 que existe una sucesi6n (zk)Jc E IN converge_a 

te a z para la cual (rk(zk))Jct:iN converge a f(z), pero 001110 Bi.[c) • C podemos 

ouponer sin pérdida do generalidad que todoe loe Uriunoa de (r.k)k E it-t parten! 

cena c. Para cada k 1;-1N rklc ee un conJUnto conexo en xi: Y (rlcJc simboliza a 

la grAfica de la funci6n fk restringida al conjunto C), Definimos la f\lnci6n -

gk: rklc ~ W. de la siguiente manera: 

gk((c,fk(c))) • f({o,rk(c)),rj 

para k eufioien1.emente grB.llde tenemo• que 1 

Exiete ('ic,rnk (xk)) é r"k tal que g"k ((xk,rnk (xk))) ~E y ademia 

oxiete (1 ,r (o )) E f tal que g ((1 ,f (e )))< (, 
ºJe "Je ºJe ºk ºJe "Je "i:: "Je 

Por el teorema del valor intermedio tal C{Ue 

gnk((yk,fnk(yk))) •E, do donde f((yk,fnk(yk)), t) •E, por lo cual -­

d/tnk (yk),f(yk)) >, t, poro { (x,y) E X 1 Y1 P((x,y),t) • EJ es un ouboonjunto -

cerrado de B¡ (rJ el cual ee compacto, do donde ["(x,y) e X 1 Y: F ((x,y);f) •E} 

ea compacto, do aquí que la euceei6n ((yJc,fnk (yk)))Jc €l! tiene una subauce -

ei6n ((yk ,t
0 

(yk )))ic•~ convergente a algM elemento de 
i ki i 

\(x,y)( xqif'((x,y),r) •é\, digamoo (oc,¡;), c1ar ... ente (<><,;;)~ t, pues 

la distancia de (Ot'., P) a t ee positiva y f ea cerrado, As! entonces para 

((yk
1
'fnk (yk

1
)J) 1 ""' Y (o<, í'>) no se cumple la condici6n (i) de la propoai-

i 

ci6n II.4, ea decir (fn)n" rN no converge topol6gioamente a r, lo que ea una -

contra.dicció'n. Conolui111oe ontonceo que todos excepto un ndmaro finito de t&rm! 

nos de (tn)n <"' pertenecen a E1[r]. • 

En ln demoetra.c16n de ln siguiente propoaici6n ee hace uso de un reaul1.ado­

que dice que si A y B son oubconJuntoa cerradoo no vacioa de un espacio comp8'5. 
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to .t tal que nincuna componente oone:n de X intoreecta a ambos, entonces exis­

ten conjuntos abiertos ajenos H1 y u
2 

toles que A e Hl' B e H2 y H1 U H2 • X.-

La jueiif1oaci6n do esta afirmnoidn os un poco extensa, motivo por el cual se 

ha decidido para no interrumpir el desarrollo del trabajo aceptarla como v4li­

da, dejnndo au demoetraci6n para el apt1ndice B, 

PROPOSICIOH ll.16 

Sea (X 1 dJ:) un espacio aiGtrico compacto, las siguientes atirmacionoe son 

equivalenteo: 

l} X tiene un ndmero finito do componentes canoras. 

2) Para cada eopa.oio mUrico ( r, dy) localmente compacto, la convergencia topo-

ldgica de euceaionee de funciones en C(X, Y) implica eu convergencia unifor-... 
DE:MOSTRAC ION 

(l) implica (2) 

Sea (Y,dy) cualquier eapacio 1116trico localmonte compacto, y, euponga.znoe que 

(f
0

)n, iH converge topoldgioamento a f. De acuerdo al corola.ria ll.12 ee aut! 

ciente probar quo todos ezcopto un ndmero finito de tdr1111noe de (r0 )nf:•~ per­

tenecen a alg'dn subconjunto compacto comdn do X 1 Y. Ahora, como X eo oompacto­

Y t ea continua entonce e f(X) eo compacto, de donde X 'lC f(X) ea compacto. Por -

otra parto como X ... 't eo localmente coc:ipacto 1 cada pW1tO de X 11 Y es ol centro -

do un d.iaco compacto do radio pooitivo, en parUculo.r para cada (x,t(z)) e f -

existe l. x > O con la propiedad de que BJ. [(z,f{.xt))j ea compacto, conoidoremoe 
X 

la cubierta abierta de t dada por { D-l ((z,t(z))}} X€ X' del hocbo que f oo ºº!2. 
X 

pacto oe e1gue que deben existir x
1

,x2, ... ,zme X tales que: 

m 
fe 1 ~ 1 a, ((x1 ,r(x1 ))) 

xi 

para aimplifica.r un poco la notaci6n roemplazaromoo .l. xi por .l 1 • Sea 

m 
E• lnt 1M1 B; [Cx1 ,r(•1 ))] 

1 

de aquí que f e E. Sea 
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t - l/2 inf \f((x,r(x)),(z,y)): x.X, (z,y}E (X•Y) - E/ 

Al'i,,.a.moa que B1[r]ea cerrado, En efec\o, pues Bi (a,b) t B,[rJ y e- r((a,b),r) 

entonces Q >(, aoact• e -E, se tiene que B~((a,b))f'\ Bf[r) • ~' pues si 

(x
0

,y
0

} E B.,J(a,b)) 1\ B¡[r) en\onceo P((x
0
,y

0
),(a,b))<o< y exlBhrla 

(x,r(x))• r \al que f'((x
0

,y
0

),(x,r(x)))-!' t, do donde P((a,b),(x,r(x)))<. a, 

lo que es una contrad1cci6n. As! DE[rJdebe oer corrado. AdemA.a, 

B¡ (r] c 1~1 »¡J<x1,r(x1l)] 

pues si (a,b)• B,[rj entonces exis\O (x,f(x))• f tal que P((a,b),(x,f(x)))U 
m -

y por lo tanto (a, b) E:. E. F'innlniento col!)() . u 1 Bl ((x. ,f(x ))] ea cocipacto y -
l• i l 1 

Bl(.r] eo cerrado tone11100 que Bl [f]ee compacto. 

Do acuerdo al lema antorior oo tiene que todos excepto un ndmoro finito do 

tArminos de (t
0

) 0 rr iH pertenecen a BE [r]. 

(2) implica (1) 

Supongamos que X tiene Wl ndmero infinito de componontoe conexas, sea 

(C
0

)
0

, it-t una eucoeidn do oomponontoo do X dietintas, por la compacidad de la 

familia de eubconjWltoa cerrados conexos y no vacioe do X (ver propoaici6n -

I.21) 1 (C
0

)
0 

c. iw. debe tener una subaucesidn convergente en la mhrica do Hauo-

dorff, supongatioo por simplicidad que do hecho (Cn)n E:tN converge a C aubcon­

Junto cerrado conexo y no vacio do X, podemoa también suponer sin pc1rdida. de -

generalidad que ningdn Urmino de la suceoi6n os igual & C, aoi que para toda.­

o "1t>l oo ·uone C
0 

f\ e • ~ y de aquí se oi(;Uo quo para cada n "1Ni podemos onco.n 

trar O c.. E. n < l/n tal que B( (c
0

] f\ C • ~. Para cad& n '"n~ definimos el conjll!l 
n 

to: 

so oiguo que C e F01 usando la afirmacidn beche. en el pn.rrafo anterior a eota­

propooici6n tenemos que para cada n 1;: IN exiaton conjunto a abiertos ajenos V n y 

wn teles que: 
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Sea Y cualquier eepa.cio M~trico localnento COT'lpacto (pero no conpncto) 1 y -

eea (yn)n ~ N una eucesi6n en Y sin euheucoaionee convarcentes. PA..ra ("ada n 1;. •N 

dr.finhoe la función f :x --i Y t::P.dinnte la f6rr.:ula: 
n 

Cada fn en continua, pues eo continua en loe conjuntos ftb1ertoe \i
0 

y V
0 

;¡ a.de­

C'lls W
0 

('\ V
0 

• ~. Se af1rrr.a que (r
0

)
0

E iN conver~e topol6cicMente a f 1 donde­

f:X----; Y eotl definida cor.io f(x) • y
1 

para torta x' X. En efecto, veanoo quo 

oe cunrlen lan condicionen dtt ln proponici6n II,4. Prif'lerar.10nto eupon,:arnoe que 

((xk,fnk(:r¡.;))\Ew P-conv'O'r,'.!'•mte, entonceo d!-!be exintir Kflt-J tnl '!UO -

f
0

k (~) • Y¡ ei k >, K, fHl"s de otra forria podrfamos encontrar una oubauceni6n­

de (y
0

)0 E ,._~ convercP.nte 1 contr:1dic1en1lo la condic16n pedido. n (y0 )nEi..;, do -

cnta forria oo cumplo la condíc16n (i) de la propoRici6n II.'1. 

PA.ra jurit.1ficar '!11~ lu r.onr\tci6ri ii) d ... ln propC1oici6n Il.t1 OP antinfR.r.o -

eonoidor"!r--,110 doo caaon: 

a) Si Y E C Pr-tr:.nC"en X E il
0 

para torio n~ ~ y de aquÍ í!llP. pnra todo n E: 1H OP. -

tiP.ne fn(:r) .. yl' por ln rua1 111. nur.eníOn (Y.n)n E:•~ doncle xn .. Y. para torio nHl 

cunple con 'JUC ~~m f 0 (x0 ) • .; 1• 

b) Si x j e oho•rvarnon ~"ª .§rl (\ [cn],c) ~ <Id (B! [cn],cn) + dd (cn,c), 
x n x n :e 

J~co dd,, (Bln [r.0),c0 ) •O pues E. 0 l: l/n y adr.nAn ~~00 ódx (c0 ,c) •O r1100 -

(Cn)n E"" ~ti -convor:t! H c. r:onclHí~ofl r¡uu (Dl [e ]) l ~ d -convorce a e.-
X n n "~• x 

Por otro l1ulo 1 VnC TIE.
0
[c

0
] para todo n" rt-1 1 ;iucn ni ª'° V

0 
entoncoo n t ii

0 

;ior )o cual n; F01 dP '.iond!! n'=.int(\
0
[c 0]) 1 rlc ª'?tiÍ ne nicue que nE!\

0
(C

0
], 

PI.tonto f!UO X~ l'i Y ~~CD dtl
7
(i\

0
[C

0
11C) a 0 r11•l1e AXinlir lH:.IN tal r¡ue n')..11 

implicn X f fl( [C
0

] 1 por }l'l í]UP. X~ V01 ar:i r¡uo O~ Íi"'plica Y. to W01 O O•~n -
n 

f 0(1:) • Yp si connidP?'Rf"on Li. nucaoi6n (x0)n(:nl con l:n • x pnrn tocln nE:n.i -

M euriple que llt:1 f (:r.) •y , De cntn fornn nr> cu'llplo ln conñici6n (1i), 
n-.(1) n l 
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Ahora auponguoa que la convergencia de (tn)n': 1w a t es uniforme. Sea (>o, 

GXi.ete Ji{;IW tal que supt dy{rn(x),y
1
): x E: X}t l sin'~ N. Toen.neto en cuenta 

que Vn />O para oada nfW, eaoogemoe z0 E Vn con la que teneco1 que 

d
1

(tn(xn),:i'¡l < (, poro rn(xn) • yn' do donde dy(yn,yl) < t ei n ~ N, Esto eie;. 

nitica <tU• (yn)n t 04 oonverge a yl' lo que ea una contradicción. Por lo tanto, 

podemoe concluir que (tn)n (:iN. no coaverge unitoro:r.emonh a. t, • 
llaat& eot.e moaenio lae propoaioione• precedentea noa han rels.aionad.a la con, 

verg~uacia topol6gic1., la oonvergenoia eogún la ='trioa de Hausdorff y la com­

vergonoia unito:rme en C(X. ?), uin embargo no noa hemo• referido a. la converge!!_ 

oia pU»tual, .Ahora lo ha.remos y voremoa •u relación con loe otros típoe d.e coa 
verpnoia, Ya ha.bt&mo• mencionado que la convergenci• u.nitone implica la coa .. 

vergeaoia pun"tual. a.hora bien ftl teorema de Dini no• da. cond.icionaa auficten­

tes par• que la convergencia puntual implique la convergencia unifornuii. 

PROPOSICIOM 11, 17 ( TEOREK4 DB DIHI) 

54tan (X,dx) un upacio m4trioo compacto, (tn)nEH wn euoeeidn decreciente 

•n C(X) y 11.1pon&uo1 que (tn)ne~ converge puntualmente a. t. Si(' E C(X) en­

tono•• (tn)n G. M aoav&rge uniformemente 11 f. 

La de11ostraoi6n de este teoreiua puede darse independientemente d.o loe con­

cepto1 deea.rrollado1 on estas notas, (6sta aparece en el ap•nd..ice C)~ en el C,! 

pUulo siguiente ae dar& una domoatracHln utilizando el concepto de convergen­

cia topoldgica. 

La aiguiente propoaioidn noa relaciona. convergenoia puntual con dp-conver­

goncia. 

PROPOSICION II.18 

Sean (I,dx) y (Y,dy) eupaoioa m.6tricoe arbHra.rioe.- Si (rn)n E lH ee una 1ru­

ce1i6n •n C(l,t) dp-convergon1-e •te. c(X,'!) entonoee (tn)n~~ converge PU!l 

tua.lmente 11 t, 
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Sea x
0

f. X y E > O arbitrarioa, p110eto r¡ue f Ofl continun en x
0 

dnhe ":-:iAtir 

O< ~ <f/2 tal que si x<X y d,(x,x0) < ~ entoncnn dy(f(x),f(x)) < ¡/2, Sea 

l • ~/2¡ de la hip6teaie (fn)nftW Óp-convl'rce ar poder.ca encontrnr llfrtJ tal 

que n >, N implica t c. n,[rn] y fn e: Bfi[r], de A.quÍ podemos afirnar ·:ue pilrn C.,!! 

dan>, N existe (xn,r(xn))E f tal que P ((x0,fn(x0)),(xn,f(xn)))$ \l, 

que ee eur.iplen las eie-uienteo deei:;ualdadeo: 

dx(xo,xn) $ µ < J 

dy(rn(x0 ),r(xn)) $ I' < I:./? 

De la primera denie-ualdnd no eicue quP. dy(f(xn) 1 f(x
0

}) < ~/'~., por lo cunl­

dy(rn(x0),f(x0)) ~ dy(rn(x0),f(xn)) + dy(f(xn),r(x0)) < E, puento que eoto es 

vUido pRra todo n >.. 11 concluimos que (fn(x0 ))n { ..i converee a f(:x0 ) ;¡ dP arzu! 

que (tn)n E"',I converja puntualmente a f. • 
El inverso de la propoeici6n anterior ce falso. 

EJEMPLO 11, 19 

Sean X • t-l (considerado como eubecpRcio de i{) y f: tN -----4 1R la f1tnci6n 

constante cero. Parn cada n ~ 1w dofinimoa le funci6n r
0

: IN~ TP.. como: 

r.(•)·{: ei x • n 

oi z ~ n 

Cada runci6n t
0 

ea continua y adendn (rn)n lirN converee puntualmentA ar, ein­

embareo (f0 ) 0 ,~ no ¿p-convereo a f, puna ~p(f,fn) • 1 parn cada nEtt·~. 

Las Bif:Uiontea proposiciones oc refieren n la conexi6n entro convereoncia­

puntual y topol6gica, en ellas se pedirAn condicionen tanto a loo enpar:ioo X y 

T como a la euceoi6n miama. 

PROPOSIC 1011 11, 20 

Sean (X,dx) y (Y,dy) doa eopacioo !'ldtricoe. Si X en discreto entoncoa con-
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vergonoia puntual en C(X, Y) implica convergencia topol6gica. lnvereamento, ei 

C( (o, l], Y) ee no trivial y convergencia puntual implica convergencia topol6gi­

ca entoncea X ee discreto. 

DEMOSTRACION 

Supongamoo que X ea diaoreto y (f
0

)
0 

~ ~ converge puntualmente a t. Soa x (X 

arbitrario, oonaideromoe la auceui6n ((x, f n (x))) n" it-t , usando la hip6teeie de 

convergencia puntual tenomo1 que (r
0

(x))nE:tt converge a f(x), de aeta manera 

ee ownple que (x,r(x)) E. Lint(t
0
), puooto que x rue arbitrario ee sigue que 

te U.nf(t
0
). Por otra parte ei (x,y) 1 f (ai Y consta de un solo punto, es d.!!, 

oir Y • I yJ, entonoeo t
0

(X) • y para todo n ~ N, o aea que la euceei6n ea con!. 

tanto y de hecho la convergencia aorta uniforme y por lo tanto topol6gica), -

oea d • l/2dy(t(x),y), por la convergonoia puntual existe JI E. "'1 tal que -

n ~ N implica d
1

( t 
0 

(x), f(x)) <. á , pero ontonceo pa.ro n >, N eo tiene 

d/rn(x),y) > :i, Conoidoromoo la vooindad do (x,y) dada por l xJ > B~(y), (ro­

cu'1rdeee que X es dieoreto). Eeta vecindad e6lo puede intereootar a 

\(x,fn(x))1ne1Nj paran <.11, do dondo (x,y){ Loup(fn)' Se eiguo ontoncoo -

que Leup(tn) e t y por lo tanto la convergencia topol6gica de (tn)n ~ iN a r. 

Inversamente, Supongamos que e( [o, l], r) eo no trivial, eo decir, e xi o te 

!\'• [o,1]----+Y oonUnua tal quo ljl(O); 'fl(l), Si X no oo diecroto ontonooe "1,! 

be tener un punto do aoumulaoi6n, digamos x
0

, oonoideromoe una oucoeidn (xn )n \- ~ 

en X convergente a x
0 

y tal que dx(x
0

,xn+l) < dx(x
0

,xn)' Sea °'n • dx(x
0
,x

0
) Y 

definamos, para cada ""ll'-4., la función fn:X~Y como: 

ei O~ dx(:x
0
,x) ~ o'.. 0 

ei oln ~ dx(x
0

,x) ~ 2 .. -x.
0 

Tenemo11 que tn ea continua para cada ne IN. Sea fJX ~'! la tuncí6n conetante 

igual a '{>(o) • .ltirmamoe que (rn)n"=ll'\ converge puntualmente ar. En efecto, eea 

x e X arbitrario, ei :x • x
0 

ontoncoo fn(x) • f(O) para todo n~ 1N, oi x ~ x
0 

ante.u 
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ce• dz(x,x
0

) >O 1 pue1to qu• (°"-n)n€ n.l oonYergt a cero de~e •xi•tir Nt 1N -

tal quo d:r(:r,x
0

) > 2ol.n 11 a~ H, y ad tn(:r) • 'f(o) par& ioda a'!. H, Se •.!. 

ru• de lo a.n:terior la oon.-ergencia puntual. Sin embargo, (rn)n € t-l no converge 

topold«iou•nh • t, puee rn(z:n) • ~(l) para ca.dan t 1N y aa{ la euceeidn -

((:rn,t,.(<
0

)))n <>I oonn•s• • (:r
0

, '\) (1)), o oea que no u cumplo la oondioi6n 

(i) de la propoeioian II,4, • 

l.& hiptSteli• de que X Ha di1oreto •• euencial para que convergenoia pun­

tual i•pliqu• ~nvergencia topoldgioa. En el alguiezrh ejeaplo loa eepaaio1 X 

1 t eon oospaoto1 7 conexo1, •in embargo convergerioia puntual en C( X, Y) no i!!!, 

plica convergenoia topoldgioa. 

IJEllPLO II. 21 

S.an X • f • [o, iJ (oonaider&do oomo aube1paoio de W..) :¡ flX----7Y la fU!! 
o16u oon.ta.nta oero. Para cada n €1~ detini11101 la tuncidn tniX~Y medi~ 

hi la t'Órtrula 

r o! 0 $X~ ~ 

t 0 (:r) • : - nx oi 
l 2 
ñ ~X -6 ñ 

11 ~ ~X~ l 
Z. ola.ro qu• oada t'unoidn tn es conUnu• y que (tn)n~~ converge puntuslaente 

a t. Sin embargo, la oonverg11noia no es topoldgioa, put1 la suceeidn (l/n)nE:M 

ooanrp • oero, pero la euo .. 160 (r,.(l/n))n~•H oonvergo • 1 ¡; r(o), por lo 

ou&l no •• OWlple la oondici~n (i) de la propoaioi6n 11.4. 

üi puee, 11 X •• diaorato entoncea convergencia puntual implica convergen-

011. topol6,gioa. Podl"S:aao1 pregwrt.arno• ai la hipdteaia de que X sea discreto 

•• tub16n eufioient• p&l'a afirmar que convergencia puntual implique óp-oon­
vergenoia. El ej•aplo ll.19 reaponde eata pregunta, 

Siendo 1 y Y ••paoioa m'1.riooa Al"bitrario• (o adn oornpaotoa y oonezoa) no -

pod•mo• asegurar que convergencia puntual implique convergencia topol6gioa p~ 

r• euoeaionea arbitra.riaa en C{X, Y), lfo ob1t&n'te si la uuoes16n en ouaeti6n ea 

puntualaente eqUioontinua entonees convergencia puntual en C(X, '!) implica oo,u. 

Yerireooia topológica. 



PROPOSIC ION 11, 22 

Sean (X,dz)' (Y,dy} eapaoioa mtHricoe arbitra.ríos y (tn)n.:.,.¡ una eucea16n 

de funciones puntualmente equicontinua en C(X1 Y). (fn)n f.iH converge puntual­

mente a t E. C(X1 Y) ai y e6lo ai ( t n )
0 

i;: itJ converge topol6gica::iente a f, 

DEMOSTRACION 

::lipongamoa que (t
0

)nt•\l converge puntualmente a t pero que la convergencia 

ea topol6gic&1 pueeto que la convergencia puntual it:1plica que fe Unf(tn)' 

debo11oe tener que Laup(fn)4 f. Ad pueu, sea (x,y) E. Leup(fn) - r, tomemos -

O<. E.<: dy(f(x) 1 y}, Como (fn)n f.'t-1 ea puntualmente equ1conUnua e.uate 

o~,¡ L.. f/3 tal quo d,(x,w) L.. ó icphoa d
1

(rn(x),fn(w)) < E/3 para todo n •"I 

Por otra parte, puesto que A~Cl'./n(x) • f(x) entonces existo NE 1t-l t&.l que 

n >, N implica d/t
0

(x) 1 t(x)) (. t/3, pero corno (x,y) € Leup(f0 ) entonces au Y! 

cindad Bd(x) ~ BS()I') intereeota o. rn para una infinidad do indices n, en parti­

oulnr existe (v 1 fn
0 

(v)) E Bd(x) )l. B.S(y) con n
0 

> N, de aqui se tiene que: 

dy(f(x),y) ~ dylt(x),fn
0

(x)) + d
1

(fn
0

(x),fn
0

(w)) + d
1

(f
00

(w),y)(f. 

lo que oo una contradicci6n, por lo cual debemos toner que l.eup(r n) c. r ;¡ por­

coneiguiente (fn)n E.·~ converge topol6g1camente a f. 

Inversa.mente, eupo11K8l!loe que (f
0

)
0

, iu converge topol6gicamente a r, Sean -

x Ji X y ~>O arbitrarios, Por el inciso (ii) do la propooioi6n II.4, existe -

una suoeai6n (x
0

)Dlí:1t\ en X convergente ax pa.ra la cual (r0 (:.:n))nH·~ conver­

ge a r(x). J.o{ edote H
1

EN tal que n ~ N
1 

implica d
1
(r

0
(xn),r(x)) <. t/2, Por 

otra parte, COIDO (fn)n 1:- •l oo puntualmente oquicontinua entonces e:.:iete :; .>O -

tal que d
2

(y,x)<S implica d
1

(rn(y),t
0
(i:)) <. E./2 para todo n~,t~. Sea N2 L 11<1 

tal quo dx(x0 ,x)~ S sin'>,. N2• Entonces n ~ N2 implica dy(f
0
(xn),f

0
(z)) {. ~/2. 

Sea H •mu { N
1
,N2{. Entonces ei n ~ Jl se turne: 

d
1

(rn(x),r(x)) ~ d/tn(I),rn(xn)) + dy(fn(xn),r(x)) < ! 

Do la desigualdad anterior concluimoe que ( r n (x) )
0 

E •H converge a r( x}. Y, por 

ooneiguiento (r0 )0 i .. , converge puntualmente a f. • 



47 
COROLARIO 11,23 

Sean (X,d:r.) un eepncio mdtrico diecrcto, (Y 1 dy) un eepa.oio mdtrico arbitra-

rio y (fn}n f:•~\ una euccei6n en F(X, Y) (el conjunto de funciones de X en Y).­

Bi (fn)nE:•i converge t.opol6gicarnnnt.o a f E F(X,Y) entonces (r
0

)nF.u-\ converge 

puntualmente a r. 

llEMOSTHAC!Oll 

OboerVa.ndo que la hip6toeie do que X ooa diocreto implica que (f
0

)
0

'-N oo-

puntualmente equicontinua, la afirinnci6n oo inmediata a part.ir de la propooi-

• 
Volviendo n la propooici6n II.?2 1 vomoo que bajo la hip6tooie do oquiconti­

nuidad punt.unl de la euoeei6n (r0 ) 0 ~·~I 1 convergencia puntual:¡ convergencia -

topol~gicn non equivalentes. Sin embargo éeta oondici6n pedida a la eucoei&n -

(r
0

)
0 

•:"" no os eufiohnte plll'a nfirmar que convorgoncia puntual implique á p-

convergenoie., El eiguiento ejemplo confirma lo antoriormonte dicho, )lo obetnn­

te1 en la proposición Il.32 veromoe que la condioi6n de que (fn)n" •\ oon pun, 

tudmanto equicontinua aunada con le. compacidad dol enpacio X oorA euf1cionto 

pua afirmlLI' que convergencia puntual no oolo implica ár-convorgoncia oino­

oonvergencia uniforme, 

t:JBMPLO ll,24 

Soan X• Y •i:t y t:l-1 --4'""· la funoi6n constante coro. Para onda n r 1t.J 

dofinimoe la fwtci6n rn{x) • ~ con :X~ 1~. 

La. aucuoi6n (!
0

)
0

1: t¡ eo uniformemente equicontinua, puoo dado t > O arbi-

tr'1.l"io1 baota tomar .\ • l para afirmflr quo si 1 x - yj e ~ ontoncoo 

1r
0

(x) - t
0

(y) !.(t. parn toda. n f 111, Adnmhs eo olaro quo {f
0

)nf:IH converge -

puntualmenteat,Sinembargo 1 ~ 1.(r 0,f)•m paro.todnn'-:1t-\, oo decir, -

(rn)n~ u no ~p-converge a f, 

Duecn.ndo otrn.s oondioionoo euficiontoo para que convergencia topol6gica im­

plique convergencia puntual, rocordwnoe la. propoeioi6n Il, 16, ao1 podomoo aJJ!, 

gurar que ni X oe compacto con un ndmoro finito de oomponontoe conoxno y Y oo 



localmente cornpa.c:to, entonces convergencia topológica implica convergencia Pu;!. 

tual (de hecho la proposición 11.16 asegura la convergencia uniforme). Sin es 

bargo estas condiciones impuestas a loe espacios X y 't son "mu.Y fUerha", tr! 

taremos do"debilitar11 un poco las condiciono& de X, Record411:1oa la siguiente d!, 

finici6n t 

DoFlNIClúN 11.25 

Un espacio (X,dx} se llama localmente conexo si cada x E. X tl8na una basa -

de vecinda.des formada por conJu.ntoo abiertos y conexos. 

OBSoRV ACICN 

Loe conceptos da espacio conexo y espacio localmente conexo son indepondie~ 

teo, eo decir, ning\lno de ellos implica al otro. Por ejemplo X• (0,1) U (l,2] 

es localmente conexo paro no os conexo, inversamente, si X ea el aubeepacio -

del plano conoiatente de las lineas verticales x • O y :x • 1, de loe espantos 

de linea horizontales \ (x, l/n): O.$ x !:- l, n '- "'~) y el intervalo (o, l], ente!!. 

ceo X eo conexo pero no es localmente conexo. 

1/2 i----------i 

1/3 

•) 

b) 

En la fig11ra a} se muestra el espacio X, el cual no se localmente conexo -

pues para loa puntos del intervalo (o, 1) 1 para f euficient.emenh pequeño loa 

"discos" de radio E son disconexos, tal como se muestra en la figura b). 
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Uno propicd~d il..1portante el~ )o:; et:pacioo locillr.cnto co!lcxoo, ca que sus corn­

ponentc!> .conuxns con coujlmtoa abicrtoo, ;¡ corno u11a consccuoncia clu ooto t1!nC­

r.100 quu loo CCJ¡Hicioo cor.ipactoc loc<.lrncnlL' conn;.;:oo tienen un ndmoro finito de -

cor.iponcntoo concxao. Ton~ndo 011 cucnt~ 1·oto podc1:1oc ufirr:.a.r r¡uc ci X ce co::pac­

to j' locclt:11.:11tu conüxo, J. Y ec loc~tlr•C!ntc co1.1p<icto C!ntoucer; convor¿;cncia to¡io-

16~icn inplica cot1vcrcencia u11ifot·1;10 y jJOr lu t.-i11t<1 puntu:i.l en C(X, Y) • .::::n l<i. -

oic;uicntc pro¡ioaici6n ~¡uetl.:. de r:iLJ.nif1coto que la condici6n tlt! la cor.:pacidad de 

X cw pucd<.? oupri1ür ( en lo r.h:tivo a l;i i1.1plic.:i.ci6n de la convcrccncia pun-­

tual), de hecho nao d..i condicionr·o de ouficicncia jiara el invl!roo du la JJropoo,i 

ci6n II. 22 

PROPL:ilC Iú!l U .26 

Sean (X,dx) un copncio n~trico lcicalr:i•mtc conexo;¡ {Y,d
7

) un cnpacio ml1'tri­

co locnl1· unte co11pncto. Si ( f n) n E. 1~ ce una ouccui6n en C(X, Y) topol6cicamcnto 

convcrcnnte n w1a fu11c16n r, cnLoncl'o (r0 ) 0 ~""' convorco puntualr:rnnte a. f y 

(fn)nf•~ en puntualmente .;r¡u1continun. 

m::.CSTRA:: ro:¡ 

Supon.;ar.oD que para nlt."Ulln xE X (fn(x))nE:.it-t no convurco a. f(.x), Entonces 

cxioton l >O y una. oulioucoai6n (f
11

k)kE•N de (f11)nto,1 tal que 

dy(fnk(x) 1 f(x)) >,E para todo J: e: •H 1 aliara cor.o Linf{f
0

) "' f 1 cxioto una nuco-

oi6n ((w01 f0 (u0 ))) 0 E~ c¡uo conver¡;c n (x,f(x)). Si tor.1a11100 d.nicamcnte loo 1!!, 

diccD r;:uc corrcapontlcn n ln r:ul,oui;coi6n anterior, tendremos uno. aulieuceoidn -

{(u11Y..1f0k(w0Y.)))kt~ tll! ((w11 ,f0 {u0 JJ)n1::~ convcracnto a (x,f(x)), poro como 

X oo loc•.hicntc couoxo, x tiene una lluuo do vocinadco formildn Jior conjuntoo 

abiorton ;/ cone):oa, noi pu1rn 1 p.1.rn cada i E: 1N 1~xioto c 1 abierto y conexo tal 

que Ci( ª1;1(x). y puouto r¡uu {11nk)J.:E~ corivercc a X podcmoo tomar "'nkE. ci -
. i 

con le condici~n de que ki-l < J.:1 ¡iarn i a 2,3 1 • • • Do cota forma homoo­

conntruiLio una uulJDUccai6n {un ) i f. iN convurcente a x tal que w0 E. Ci para 
ki ki 
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cada 1€.Lti, y, ademA.e se tiene f~codia.ni(C 1 ) •o. Por otra parte, como Y es l~ 

calmante compacto entonces f(x) tiene una vecindad V compacta, tomemos O'- E
1

<.E. 

de tal forma que: 

E. b ~Y• dy(r(x),y). E'J e V 

Observamos que como E ee cerrado y E C V entonces reeulta que E es compacto. -

Puesto que (f
0

k (v
0

k ))i € n.l converge a f(x) existe l E.\~ tal que 

i i 

d (f (w ).r(x))4E.
1 

si 1 >,. 11 pero entonces para i),. se tiene que 
y "k. ºk. 

l 1 

r (C.) interaeota tanto a [Y< Y: d (y,r(x))<E'/ como a 
nki 1 y 

\1. YI d (y,f(x))) <-'} ' (puea x, w E ci' d,(r (x),r(x)) 4 E ..., E' y 
Y nki "1c1 

d (r (w ),r(x)) <E'), 
y nki nki 

Tomando en cuenta que f
0

k. eo continua y c1 es conexo podemos a!il"'ll'$&r que-

1 

f (c
1

) () E¡. p para i ">,. 1, con lo quo tenemos Laup(f (e.)[\ E) ¡. ¡i, En 
ºk1 ºk1 1 

efecto, sea a
1 

€ f
0

k (c
1

) n E para cada i ~ I, la euceei6n (a1)1 l 1 tiene una 

i 

eubeucesidn (a1 ) . l convergente pues E ea coir.pacto 1 si suponemos que (a1 )jE>l 
j J ... j 

converge a y0 E. E entonces y
0 

f Laup(f
0
k. (c 1) ("\ E), pero snioncu 

1 

(x,y
0

) (. Leup(fn)' puesto que s1 ~>O entonce• Ci C B~(x) para i suficiente-

mente grande, ya que t~a::idiam{C 1 ) • o, do donde fnlc. (Ci) C f"k. {B~(x)), de e.! 

ta forma (c 1 ~ BS[y
0
)) (\ f"k. ~ fi, pero: 

1 

l l 

(c 1x B~(y0])C (B~[x]><B~(y0J) • nJlx,y
0

)] 

aoi pues, B~ (Cx,y
0
)] ('\ f

0 
t#i ~' teni.endo esto como consecuencia que 

ki 

(x,y
0

) é Laup(fn)' poro (x,y
0

) ~ f yo que y
0 

"- E, por lo cul U.up(rn) r, lo 

que ea una contro.dicci6n. Aai pues (r
0

) 0 eitt converge puntualmente ar. 

Suponga.moa ahora que para alguna x E X (f
0

)
0 
~iH no ea equicontinua. Enton-
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cu existen í. > o, una eubauceai6n (r
0

k )k l:. iH de (r
0

}n E:N y una auoeei6n -

(i.k)kt:.tN. convergente ax tales que dy(f
0
k(r.k),f

0
k(x))),. 2E. para cada kCIÑ 1-

pero ya se demootr6 que (f
0

)
0 

fi:tt-). converge puntualmente ar, por lo cual 

(r (x))k converge a f(:i), así que existe K
1
f.IH tal que k i K 

1 
implica 

nk E.H 

d (r (x),r(x))~E, de donde para k >, f' se tiene d (r (zk),f(x))';¡E., Si ob 
y "k y "k -

oervamos la primera parte de la demostraci6n1 en ella fue esencial el hecho de 

que d
1

(rnk(x),r(x))';¡E, Asi pues si reemplazamos (x,rnk(x)) por (zk,rnk(zk))-

se puede argumentar de una f'orma similar para llegar Cinalmenie a la misma con, 

tra.dicci6n. Por lo cual conolui111oa que {f0 )0 c.it-l debe Hr puntualmente equico!l 

tinua • • 
.Ugunao obeervacione a que podemos hacer acerca de esta propoeici6n ea que -

no podemoa suprimir la condicidn de que el eepacio Y aea localmente oompaoto,­

a&l pidiendo que X sea compacto. como un ejemplo de esto recordemos el ejemplo 

II. ll, en U oe probó que (rn)n t t4 converge topol6gicamonte a la funci6n r, -

donde f(:i) • xe 1 para x f. X. Sin embargo, (rn(O))nt.N no converge a r(o) • 0-

ya crue d
1

(rn(O),r(o)) • l para todo n f IN, aoi que (rn)nE.'4 no converge pun­

tualmente a t. 
Simi larmonte la condición do que X ooa localmente conexo no oe puede supri­

mir, adn pidiendo que X sea compacto. Para oonvencernoo de eeto reoordemoe el 

ejes:1plo 11.B. A.hora bien, podrí&ltloe suponer que en este ejemplo la. convergen­

cia puntual no ae cwnple debido a que X tiene una infinidad de componentes cg. 

nexas, así podrta.moe preguntarnos, ¿baotar4 con que X eea oonu:o y Y local111en­

te compacto par• que convergencia topoldgic& implique convergencia puntual o -

equicontinuidad puntual?. La renpueota ee negativa, de hecho podemos conside­

rar el eiguiento ejemplo, 

EJEMPLO ll,27 

Para. cada nl H aoa E
0 

• ( (x,n+l) En: 1 k ~ x $. ~ }, y aean 

A• \(o,y)E rl :y), oj 1 B • ((x,y)E i.': y>,O, x • ~ para alguna n <iN), 
00 l 

Sea X • A U B U n~l E
0 

( considerado como eubeopacio de li\ ) • 



o 
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Capa.do X 

Rcculta. quo X oo oone.x:o y cerrado pero no eo localmente conexo. En efecto, 

= X ea conexo, puee D U n~l En ee conoxo por tra.yectoriae ;¡ por lo tanto conexoJ 

y de aquí que X • ~l E nea conexo. Sin embarco X no ce localt1ente conexo, n• n 

pues cualquier vecindnd de \Ul punto de la forma (O,:r) col't' ;¡ >,. O eo dieconexa. 

Paro. ca.da n 'IN defi:linoa la funci6n f :X----.. Q do la ai¡:;uiento manera: 
n l 

fn(x,,y) • {: :: : : ~ 
-n(¡-n) si x ~ ~ 

': 
'' ': /~-- -_-

Y> n 

y~ n-l 

n-1 !; y~ n 

: ¡:._ - - - •• - - - • - - • -~-~ 
V"' 1~ - - - - - -

Grá.fica de la función t n 



Es claro que ca.da funci6n f n ee continua. Sea f: X ---fo~ la función cons­

tante cero. Atirll'lamoe que (fn)n E'" converG'EI topol6gicament.o ar. En efecto, 

ai (x,y) f X con :r. ) O exiue N "•t-\ tnl que n >, N bphca ~ <. x, por lo cual -

tn(x,y) •O pa.ra todo n ~ U, aei que ((x,y,f0 (x,y)})n~iN. converge a (.x1y,o). 

Por otra parte, si considerasnoa un punto de la forma (01 y) con y~ O, la Qttce­

ei6n (( ¿, y, r.<;;:h,y)))nE,... converge a (o,y,o), l!aata aquí tanomoe que 

f C Linr(rn)• Para ver que Laup(fn} e f', sea (x,y,z) e. Leup{fn)' puede suce­

der que: 

i) x::,, o. En este caso ee d.ebe tener que z • 0 1 pues fn(x,y) •O paran oufi-

cientell'lente grnndo 1 do donde (x,y,z)E. t. 
ii) x • o. Tambi6n en ente caao se debe tener que .t • O, puoe si z ; O al t.2. 

mar ~ • min { l,lzl} y (x01 y
0

,z
0

)E B~((x.,;¡,z)) se cumple que a la larga 

fn(x
0

,y
0

) • n o fn(x
0
,y

0
) •O, por lo que BÓ((x,y,z)) (1 fn • ~ para ti¡ 

do n suficientemente grande, contradiciendo el hecho de que 

(x,y,z)< Leup(fn), 4ei puco (x,y,z) • f, 

Tomando en cuenta la concluni6n de n.-:tboa oaeos tenemos que Leup(fn} e r. De 

aqu{ que (rn)n t:~ converja topol6gicnmente ar. Sin ombargC> fn(o,o) • n para 

todo n tt\, por lo cual (fn(o,o))n~~,¡, no eo convergente, aui que (rn)nr.-it-4 no 

converge puntualmento ar. Similarmente (f
0

)n.,N no ea equicontinua en (o,o), 

pues dado l • l y ~>O arbitra.ria• existe n0 ~ '~ tal que _!=r < ~, de donde •o-
(,,.!...., o)< B,((o,o)) y sin embare;o 1 r (i:-r,o) - rn, (o,o) I • n0• 
"o-" 1:1 °o 0o- .,, 

F.n el ejemplo prccedcnto se utilizd ol ptWto (o,o) para justificar la no 

converconcia puntual de la aueeoi6n, de hecho la eucesi6n no converga puntual ... 

mento para loe puntos de ln forma (O,y), sin embargo la sucesión converge PU!!. 

tualmente para loe puntoo de la forrna (x,y) con z) o. Veamos ahora un ejemplo 

en el cual ee tiene convergencia topol6¡;ica pero en ningán punto dol dominio -

eo cumple convcrccncia puntual. En al ejemplo prescindiremos de la hip6teeio 

de que X oca. conuo. 

Antas de ver al ejemplo rccordurnoo loa sicuicntco conceptos, 
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DEFINICION II,28 

Soa F
0 

el intervalo (o, l]. Separemos ol intervalo (l/3,2/3) 1 y aeai 

F1 • (0,1/3) U (2/3,l) 

Soparemos loa tercios centrales de eetoa intervalos y eea 

F 2 • (o, 1/9) U (2/9, 3/9) U (6/9, 7 /9) U (B/9, l) 

Continuando oete proceso obtenemos una euceei6n decreciente de conjunto• F n. 

Sea F • nQtt Ji' n• a tal oonjun'to ee le llama el conjunto ternario de Cantor o­

eimplemente el conjunto de Cantor. 

DEFINICION II,29 

Sea (X,dx) un eapaoio m6trico y sean A1 B C.. X, ea dice que A ea don•o en B 

ai B C 'i. Tubi6n, ai C e X se dice que C ea denso en ninguna parte ai C no -

oe denso en cualquier conjunto abierto diatinto del vaoio o equivalentemente -

oi X - C' ea un abierto denso en X. (vor apéndice A). 

OBSERV ACIOHES 

a) El conjunto de Cantor F ea Wl subconjunto denso en ninguna parte en [o, l J. 
b) Para cada j EN podemos seleccionar j punto e \ aj 11 aj

2 
1 ••• ,aj j J en 

[o, l] - F que eatiafacen laa eiguientaa condicioneei 

1) ªj1 < ªj2 < ªJ¡ < ... <ajj 

j 
ii) (o,ljc. 1~1 B1/j(aj

1
] 

En efecto, mi j • 1 to mamo e a
11 

• 1/2, Si j ~ 2 baeta tomar 

ajk existe, pues F no puedo contener a ningun intervalo abierto. Ea claro 

ajk ( ajk+l para k • 1,2 1 ,,.,j, puea 

2+(k-l)(j+2) < k(j•2) 
--r\FlT 31J+!7 para k • 1 1 2 1 ,.,,j 

que 



y ademle (ii) ee cumple pueoto que1 

2+k(j+2) (k-l)(j+2) _l:+~-- 'J 2 
JTF1T - --m+n- • m+Tl' ~ J 

EJEMPLO ll,30 
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ai j ~ 2 

Sean X• F (el conjunto do Cantor) y ftX----} W. la funoi6n conatante cero. 

De acuerdo a la obaervaci6n nnterior para cada j "~ podemos eeleooionar j PU!! 

toe ~a. , aj , , •• , ªJ ! en [0 1 1) - X que aotiefaoenl 
J¡ 2 j 

i) ªj l ªJ < ••• < ªJ 
1 2 j j 

11) [o, ll e 1H1 B1/j [al] 

Denotoooe por I(j,l) • [o,aj 1, I(j,2) •[aj •ªj 1, ... , I(j,j+l) • [aj ,1]. -
t l 2 j 

Obaervemoa que { I(j,k)I k • 1 1 2,.,,,j+l; j, IÑ} ea una familia numerable de 

aubconjuntoa de lD 1 l) que podemoa ordenar totalmente de la Biguionte formal 

I(j 1 k) < I(j 1
1 k') o! j < j' o si j • j' y k ,_ k 

1 

De eata forma podemo• dar una numeraoidn 'P1~\--~'ÍI(j,k)1 k-1 1 21 ... j+l1 j E:.1~J 
d• \I(j,k): k•l,2,, •• ,j+l; jE:.1'ÑJ que preaerva el orden, Denohmo11 a 'f(n) 

por l(j
0

,lc
0

) y para cada n 'N detinimoo la f'unoidn t01X---t~ de la aiguie!!, 

te manera.1 

Bi x E. I(j
0

,k
0

) 

•i XE X - (int(I(j.,k,,l) u \oJ) 

r0 (x) • [: 

. {o
n 

t
0
(x) 

o! x •X - int(I(j
0

,k
0

)) 



o 

o 

Tenemos que cada tn eat4 bien definida '1 ade111Aa ea continua, pues e• conti­

nua en cada WlO de 101 conjuntos cerrados. Ahora, d :i
0 

ee un punto arbitrario 

de X entoncea (rn(x
0

))n t:~ no ea convergente, de hecho ni eiquiera ea acotada, 

pues (r
0

(x
0
))

0
t.a ea de la forma (o, •.• ,o,n1,o, ••• ,o,n

2
,o, ••• ,o,n

3
,o, ••••••• ), 

donde (nk)k t tt ea una suoelión eetr!ctamenta craoient• de ndmero1 naturalea -

talea que x ~ I(j 1 k ) para cada k E ~. De este modo para ningdn punto xE: X 
o "i: "k 

(r0 (x)) 0 E IH resulta aer convergente. Sin embargo a.firma.moa que ( t n )0 e"' con­

verge topo lógicamente a t, En efecto, dado x
0 

l X afirmamos que pode11101 encon­

trar una euoeaión ((x
0

,f'
0

(x
0
)))

0
E ._ convergente a (x

0
,o) (dejamos pendiente -

la justificación de aeta afirmación para d:::la al final del ejemplo), da e eta.­

forna (%01 0) • Linf(fn) y aoí fe W.nr(rn). Por otra parte ei (%,y)~ r enton-

ceo y ; o, pod•mo• auponer y ) O (el caso y < O lle analica de una forma anAlo­

ga). Si tomamoa 5 > y tend.remo1 que X~ (o, ~) ea una vecind&d de (x,y) y pod!_ 

111oe encontrar N E IW auticientemente grande tal que n ), N implica 

r.(I (X• (o, cl'll • li 
Aai (% 1 y) f- Laup(fn)' de aquí que Laup(fn) e r. Por conoiguionte (rn)n, ,,¡ co¡¡ 

verga topoldgicamente a f. 

5610 falta justificar la e:r.iatencia de la euceeidn ((:r.
0
,r0 (x

0
)))

0
l!W con-

vergente a (x
0
,0). Con este prop6aUo para cada n E iw. detinimoa el conjunto; 
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'• • [ x E X: r n ( x) ¡. o} 

ObHrvemoa que A!:a> diui(1n) • o. Tambi6n para oada m E.1ll definimos 

D(x)•(x<X:~'jx-xj< 1 J m o 3m+.1. o ji 

Tene•o• que e•toe conjunto a •on no vaoioe 1 pua• x
0 

E F m+l (donde este conjunto 

•• uno de 101 conjunto• a partir de 101 cuales ea construye el conjunto de Cail 

tor), 1 como loe erlremo1 de cada intervalo de F m pertenecen a X, entonce e po-

de.o• encontrar x E. l tal que :mb .,6 / :i - x f ( _!. Para seto basta tomar x -
3

m+ o 
3
m 

de acu1rdo al eiguhnte criterio l 

a) 81 x
0 

H encuentra a la i1quierda del punto medio de uno da loe intervaloa-

q\18 componen r • entonce a tomamo1 como :r. al extremo isquierdo del intervalo­

aiguiente en P ra+l 

o 

F m+l O...____., ~l 

b) 81 x
0 

18 encuentra a la derecha del punto medio de uno de loa intervaloa -

qua oo•ponan P • 1ntonoe1 toDU1oa como x al u:tra1110 derecho dol intervalo -

anterior en ra+l 



Pu.esto 'lue A~r.odinm(An) •O exista 111 e.n.t tal rp1e ni H1 ir.iplica 

diM!{An) ( ir anAlne-amenta parn cmla m ( 1N, - ( 1} existe 11,, > nr-i-.l tal r¡ue 

n >, Jlm implica. diam( A ) < .!.., obnervcmoa íJUfl n ~ 11 y r (-x ) ti O hiplican 
n 

3
m tn n o 
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A C B (x ) , JltlRG ni x ~A antoncon como rfinm{An) < -
3

1
m y 'o< A0 entonces 

n l/)m o n 

1 X - X 1 ( .!..._ :/ nn{ XE H ( x ) , 
o 3m 1/l,,, o 

Tomemoe ahora YmE Dm(x
0

) pa:ra enda m E 1N.. Debe sur,;odcr que ym f. An si 

rn(xo) ~o y n >, 11,,,.¡1 puen An e nl/J"""¡(•o) y IYm - "ol >. ~· De aqu! ten•­

MOD que fn(ym) •O ni f
0
(x

0
) ; O y n ~ 11,...1• 

Definimos la auccai6n (xn)n.; IN de la uif;Uionta manera: 

si llm ~ n ~ 11.,,..1 - 1 con m ~ 2 

Donde 

F:n rola.ci6n n 1.1 propoaici6n 11.26, tenemos e] ei~icnte ejempla que fl'!Ulll'.1-

tra que supriMiendo la hip6tenie que Y nea locnlMcnte cornp.1cto aa puorfe hner­

convereenoia topol6cica ein que haya convercencia punhrnl en ruinto al,'lC>. En 
el ejemplo el eorH1cio X ademAo de ner 111cRlnente conexo "'º conexo :f cor.:rado, 

~El:Pt.O !l,Jl 

!lPrinimoe la furtci6n c1 : «l.--., R como 

C¡(~)" (! + 2z)'X.[-1/2,o) +)([0,1/2) - Z(x- !) X[l/?
1

1] 
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-1/2 o 1/2 
OrAfioa de l& tunoidn g1 

Para cada n ".\. 2 detini1110• la funoidn gn 1 ~ ----il ~ como 1 

-l/2n O l/2n l/2n-l 

GrUioa de la tuncidn gn para n )" 2 

Paran EIÑ • 141 4 2" definimo• la tunoidn t
0 

1 (o,1)---+ ~2 
comot 

i 

t (x) • g (x - !::! ) e 
0 1 n 2" 2° +i-2 

(donde {•
1
1 ea la baee ortonormal can6nica de ~2 ) 

"
1b,_r1 °

2k:l-r1 : "l 1 l ¡ 2 • 
1 ' ' 
' ' ' ~ : 

o l l o l l L----L,__l--l ... 4--1~ 
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Finalmente pa.ra cada • E IÑ eea f • r 1 donde (n, i) ee la dnica pareja con 
• "1 

n f ¡H e l ' i ~ 2° tal que m • 2" +i-2. 

Tenemos que la eucesic5n (f
111

)mtiN. eat& contenida en C({,_0,1] 1 J.2), Afirma.moe 

que (fm(:a:))lllElt-l es divergente para cada x E (0,1]. &! efecto, eea x t. [0 1 1] 'f 

auponguos que (rm(x))mE.it..ii converge, Entonces (rm(x)) 111 lit\ ee una suceeidn d• 

Caucb.y, As{ existe NE\~ tal que m1 m
1 ~ 2N-2 implica 

Sea n ),. N entonce e existen 1 !: i ~ 2" y l '- j !:. 2n+l tale e que: 

r (x) • r (x) • gl (2•-l (x - ~)). 
11 "1 2" • 

Tomando en ouenta que notamos que ee cu=ple que: 

y de aqui 

Similarmente de ~ !- x ~ ~ 
2 2 

se sigue que O~ 2" (x - J-l ) '- 1 

tttr ' ' 
Así t

111
{x) • e

11 
'I fm,(x) • ªm' , pero m '> m por lo cual IJrm(x) - r. 1 (i:)l12-~ 

Lo que es \Ula oontradioci6n, 

Por otra pa.rte •i fl [0 11]--t ~ 2 es la funcic5n constante cero, Mir...o• -

que (rm)m
6

'1 converge topol6gicamento ar. Para juatifiaa.r eata afirmacidn -

hagamoa primero lao eiguientee obaervacionee: 

Para cada pareja (n, 1) con n >, 2 e l < i <. 2" ee tiene: 



Eh tanto que para n ~ 2 •e tiene tarnbien 

(x• r
01

{x) ro} • [o, ;k) 

fxir00{x)rii}. ( 2:~2 ,1] 
2 

En efecto. Sean n >,. 2 e l < i < ontoncee r {x) ¡. O d y o6lo si 
ª1 

2n-l ( x - ~;¡ ) E ( - ~ , l ) 

de donde 

y do aqu! 

Sioilarmento, t (x) f O 11 y o6lo oi 2•-lx é (-1/2, 1), oo dooir 
ª1 

P.ro como :r: E [o, l], entonce e lo anterior eo equivalente a1 

o,¡. < l %? 

Pinalmente, r (:r:) .¡. O .i y edlo •i 2"-1 ( :r: - 2"
2

: 1) E ( - ~ , i) 
"2• 

De donde 

ee decir 

nuevamente como x E [o,1J eeto ee équivalente al 

2"-2 
--<:r:~l 
2ª 

61 
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So probar& e.hora que f C Linf(f m). Sea X ( [o, 11, Y aean •¡ r ~ ( [0, l] V• 

bit.rariort. Para lb).; 3 defínimoa x
11 

• :r. ei f
11

(:r.) • Qj y, ei t.(x) ;. (} entonc4ta­

dofinim08 x111 de acuerdo al criterio que ae da a continuacidn t 

Como r ... (~) 1' O entoncea t (x) p O d1n~de m • 2n+i-2 con n~ 2 e l ~ i t; 2", 
- "1 

por lo anterior: 

a) x E ( ~:! 1 .!.!!) con l < i < 2" 
2n 2n 

b) • f ~ , ;k), o bton 

e) • E (2:;2 , l] 

Deri i i-2 x • 1 o bien n mos xm 111 ~' 111 ~' 

faga 4), b) o o) reapectiva.niente. 

de acuerdo a que ae aatis-

1 x - ~ 1 < L. De donde la auoe-
" 2n 

aquí ee aigue que t c. Linr(r.). 

Finalair,nte se probar4 que Laup(r.,,) e t. 

Sea ((xk,r~k(.k)))k•« una euoeai6n convergente a (x,y), donde (t.,k)k<..i 

eo un~ suba:ueesidn de (rin)m i' 1~ y i:k € (a, l] para todo k i:. t-l. Entonces .:s: e @,1] 

y (t {xk))k, converge a y. Si r (xk) (>O a6lo para un námer<> finito de -
lllk ..... lllk 

fndices k: entonceo y • O y ee si8"1Je la afirms.Qi6n. Si f (:r.k) p O para una in­
mk 

finidad di, fndice• k, entcmcea t (xlc.) • Ake para una inftnidAd de !ndioee-
=.1c: Dile. 

k (donde .l.lc. • g 1 ( 2n-l ( ~- ~;1 
)) con r:ik • 2n+i-2}, es deo ir la •uctta16n -

( l.kemk)kE 1~ converge a y. Por le, que ( \cemic.)k E"' ea una u:uceattn de Oauoh.y, 

poro U".l.k'ºmk' - lkelllk11: • l.1.kl~ + i'·k'l2 >,. ;._k2 •O sea que ( Ák)ké<' <1!, 

be converger a cero, Por o\ra parto (llJ,,• 11 ) convo>ge a j Ylil •• d ... 
mk 2 k u¡.¡ 

cir IY fl,t o, Y por- conuglliente y • O., • 
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PROPOSICION 11. 32 

Sean (X,dx) un eepaoio 1116trico oocipacto y (Y,dy) un espacio m8trico arbitr! 

ria, 1upongM01 que (t0)0 E~ eo una euoeeic5n en C(X, Y) puntualmente converga.!l 

te •una tunci6n continuar. Entonces (r
0

)
0 
E.~ converge uniformemente a f si 

'1 e6lo ai (r
0

)
0 

e N. ee puntualmente equicontinua, 

DEY.OSTR!CION 

fllpongamo1 que (t
0

)0 f.~ e1 puntualmente equicontinua, Stta f.') O arbitra.ria 1 

ae probar& que e:date H EN tal que n ':?. N implica 

Por la equicontinuidad puntual, para cada x e. X axiate ~ ) O tal que ai­

d,(•,y) < ~. ontonooa dyCr0(x),r0(y)) < E/3 para todo n Elt-1, de aquí•• tiene: 

Por otra parte 00110 X ea compacto existen x1, x2, ••• ,:i:k € X tales quel 

CorDO para cada x E X (t
0

(x))
0 

E: !l.\ converge a t(x) podemos tomar N f.11'\ aurioie.!l 

tomento grande para que n ~ N imp liquo dy ( f n (<1), t(x1)) '- E/3 para i • l, "., k, 

Tome1101 ahora x € X arbitrario, podemoe encontrar l ~ i !,. k con la propiedad -

dx(i:,x1) <.. dxi' aei que ei n ~ N ee tienet 

Pero eato ea vAlido paro. toda x f:. X, por lo tanto lli n >,. N entonces; 



Inversamente, suponga.moa que ( f n) n E:. IN converge uniformemente & f • Sean -

x
0 

E. X y E. > O arbitrarios, oe probará que existe Ó) O tal que ei 

dx(x,x
0

) < ~ entonce e dy(rn(x),fn(x
0

)) ( f para todo n" •N. 

Como (fn)n E lt.I converge uniformemente a C existe N t. IH tal que ei n ~ N en­

tonces d
1
(rn(x}.r(x)) < f./3 para. todo x t: X. Por otra parte como fea uniforat,! 

mente continua exiete ~»O tal que dx(x,y) < ;,' implica d/f(x),r(y)) < E/3.­
AnAloga.mente para cada l f i ~ N-1 existe hi > O tal que ei dx(x,y) < ~i e!!. 

toncee dy(f1(x),r1(y)) < é/3. s .. 

3 • min { ~·, ~l' ~2' ••• '~N-IJ 

Entonces ei x € X ea tal que dx(x,x
0

) < á ae tiene 

si n • 1, 21 ••• , N-l 'I 

• 
Concluimos este capítulo dando una caraoterizac:i6n de alguno• eepa.cioe com­

pactos. De acuerdo a la proponici6n u.5 y al oorolario n.11, tenell'IO• que •i 

X ea compacto la topología de la convergencia uniforme y la topologia de la !! 
trica de llauadorff en C(X, Y) eon igualee. Ahora bien mi el inverso fuese cier­

to tendriamoe que la igualdad de eetaa topologfaa eer!a \Ula forma de caracter! 

zar a loa eepa.cioe compactoa. &I realic!ad tal inverso no se cumple. De beche -

la igualdad de eetae tcpologlae ee tiene para cualquier eepa..r.:::io X metrhado -

con la m6trica discreta. 
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PROPOSICION 11,33 

Sean (X,dx) un conjunto con la distancia discreta eatAndar 1 (Y,d
1

) un eapa.­

cio mdtrico arbitrario y (f
0

)
0

f. CN una euceeidn en C(I, Y). En:toncee (t
0

)n ~ N 

converge uniformemente a una. función f ei y e6lo si (f0 )nE•H ~-converge a f. 

DEHOSTRACIOM 

De acuerdo a la propoeici6n II.5 si (t
0

)nliH converge uniformemente a t ª.!l 

tonoea (t
0
)h(lll ~p-oonverge a f. 

Inversamente, suponga.moa que (t0 )0 , 1~~ Óp-converge ar. Sea o<. l:: < l arbi­

trario, por bip6teeia eabemoe que existe 1l E 1'4 tal que n ~ H implica 

te B, [r,,J tncB,[t] 

En partioula.r dado xE X arbitrario exiah (y,f0 (y})€ t
0 

tal que 

f((x,r(x)),(y,tn(y))) i; E 

Aa1 1 d,Cx,y)~ l y dy(r(x),rn(y)) (, ~ 1 pero oomo X eetl ooneiderado oon la 

díatanoia discreta estándar ee tiene que .i: • y y ad d.Y(f(x),r
0

(x)) ~t.. Cg, 

mo esto ea vAlido para toda x E X y n '.?. N ooncluimoa que (f0 )
0

, IN converge un.!, 

t'ormemente a f • • 
Ho obetante, ai noa reatringimon a loe espacios oon un ndmero finito de ºº.!!!. 

ponente& conexae, la equivalencia de la topolcg!a uniforme y la topolcg!a de -

la •étrica de Hauadortr en C(X) caracteriza a loa espacios compacto•. 

PROPOSIC ION 11, )4 

Sea {X,dx) un eapacio m4tricc con un ndmero finito de ocmponentea conexas. 

La topolog{a de convergencia uniforme :¡ la topologfa de la métrica de Hauadorf t 

en C(X) son equivalentes oi y e6lo si X eo compacto. 
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Por el r.orolnrio n .11 tcnflm(\R riue oi X Cfl CCl'Tlpa.cto cntonr.eo la toro loe.fa -

·h~ convnr!;enc:ia uniformo y Ja topC'llor:!tt de 1a rd!trica de HRuadorrr tor1 C(X, fil)­

aon tcualnn. 

Invernamente. Su¡iont,;n.mon que X no en campar.to. Sea (zn)nEi"\ una eucc1116n -

1lc UrfT11noe distintos uin 1rnl•!'tJCellionP.n converzontna ~ontonida en alevna roc:P2. 

nimio C de X. So nfir171a rprn oyj nte una oucnui6n d·~creciente de ndfl'l11ron (1rt)nl\f.4. 

tal que o<. .ln1; l/n, \)•.]f\ H).M['m] • ~ oi n Í' m y Pi
0

[z0]c e, 

F.n CfP.Ct0 1 rarn ~ada t/!rminn ?k 1111 ln fflt('f!fH6n fll'.ÍOtc ~k) 0 t.nl que 

EE [z¡.J (\ {z : n ; k} a ~. Vnr otrn. !"'·"lrt.e co"lo C nn ahi~rto (p11t•a X tifl'ne tm -
k . n 

ndnern finito de compon<mtea conr.xaa) oxínte ák >O tul 1ue ~dk[:k)c c. To-

memon A¡. Min f t¡/7., ¡,l' i} y ;i..k. min r lk/2, ~k' l,t\:, ~k-1¡ Bi k~2, 

an{ 1 para cada. n E Jt..l eo tiene que DAn[r.n) C C. Aclom.1.a D.ln (tnJ (\ B,tm (zm] • rJ -

sin~ "' punn oi e:riotiera xt. n.ln(zn] () ".t,,E'·m} r.nton~eu Sllponicndo que n< e 

tondrfamos qu<! dx(~n' zm) ~ dx(~ 11 ,x) + dX'(x 1 zm) ~ ).n + A m. ~ 2 A n' y aR{ 

1M e l\n[?.n]t lo quo en una contra.dir:ci6n. 

Definimos la func::i6n f:X----..+ (o, l] como: 

{ 

d (x,i) 
1 Y. n 

r(x) • - -¡;;--
o on r.nno contra.ril) 

Por otra pnrto pnrn cadn n EN defininoR la funcidn en: \n (zn)---?> [a, 1] 

en(:<)• 

F'innlMent~ rarn enria nEN dnfinimon ln. funci6n rn:X----f (01 1] r:or:io: 
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~ 
c.(xl 

r.(x) • 

r(x) Al"I r.nno contrario 

f;B C}A.ro QUB Cflda fUnr.i6n Cn f'!O r.ont.inua1 la j11otificaci6n de la continui­

dad de las funr.ionen f
0 

y dt! 111 funr..i6n r oe <ln.rA al final de la domootraci6n, 

Arirmamoe 1un f0(~~0 [z0 J) • f(Ul.
0

(7. 0)) • [0,1) para cada nE 1N, 

En efi>ctl), nen n E \1\1, ~ntoncP& dx(zn+l'z 0) > ). 0 y como dx(:.n,v.n) •o, 

1 n' "n+l E e "'! e (IB r:onoxo, m· ni.r;11e dP} tPnrr:tfl:l dr:l valor intr?rmodio r¡ue para 

cndaO~ l.!: )..n existe z1 ( C tnl qu .. dx(zl.,zn} .. ,l (aoi Zl.l H;l.n(z0]). -

Ahora bien, Sea OS y 1, Rntoncon: 

o ~ ). (· ( 1 - y},\..> " :i... 
' (1 - y)>.. Án 

.l (• -----'!) ~ 
? 

Por lo anterior eyieten 1 aloa que t 

y 

AOÍ f(z).) • 1- (1 - y)• y• f 0(7.A.1), On don<lo 

Se prohnrá r¡:uo SrCr,r0 ) ~ 2/n pnr;1 cnd.'l n ""'• 

SP.nn x E. X 

r(w
1

) • r
0
(>) f 0(w?) • f(x) 

Snan 

f :1 
ni x< n,

0 
[z0] 

'1 . ni x; n~/"n] 

Di!:ue la afirmnci6n, 



Entonce e 

De ~onde 

r ((x,r(x)),(x2,fn(•,l)) ~ 2/n 

P((>,r0 (x)),(xl'r(z1 )))~ ?/n 

.cSp(r,r "¡ ~ ?/n 

Por otra parte afirtl'amoa f!He (rn)n '= H no conver!;e uniformP.mente a f. t!n -

· ?( l I?) ~ I? 
1 r (y ) - r(y ) 1 • 1 l - __ n:._ - l + -"-' 1. 1/2 

n n n l..n Án 

1lc Clf1UÍ que (rn)nf:~ no ruodr> r.orwrr~or uniforr.>oMento a f, 

. 
ª"' 

5.Slo fnlta jURtifir.ar fa continuidari •to ];\IJ funcinnefl f n y d~ }µ funci6n f. 

Dobido n que la domootraci6n cio nmbao continuirladce es anmejanto 1 A6lo na pro­

bar~ la continuidnrl dP ];i. runcitín r. Pnr.'l eetP prop~oito eea x E X arbitrario1-

annli?.omoe carla unn de lnr: ei;ui•!llt"n ultuacioneo: 

~) Ji 1?,-iBtP. n E IN tal que x E nl. (z
0

) <'ntonces ra claro que f ea continua en x. 
n 

h) Suponeamon nriete n0 Elt-I tnl f!Ue dx(x,~00 ) • ,\
00

, &?a (xm)mEH una auce!'fi6n 

en X cnnvercente a "C 1 Vl!U!'lon riue (f(xm))m,...,_ converen a r(x) •O, Sea 

A• f n E. r...i. : xmE ~Án (~0 ) pnre al¿;On n r: IN J • Para carta n E rN eP.i\ 

A0 • [ 'n' m E 1N) (\ B~n (z0 ), 

ti.l) Si A ea finito Pntonr.rrn r>-v;'iotc H E•H ti\l íJUP. ot M ~ :.! entoncce 

'm~ X - u_ B¡ (in). df? ll'lUi que r(xM) .. o ni M >,. 1.:, por lo cual 

"'"~ n 
(f(Y-m))M I:: •N r::onvcr_:f? a C'l!rn. 



li.?) Si A en infinito ·f\1\illir.el'!on ln·1 11ii;ui.P.'lt.oD nituacionont 

h,2, l) ?lo J'Uedtt 9U~ru\r.r qUll \ nea infinito Bi k ~ n01 pnee Ri 6ete -

funra'el caen exietirJa uni\ auhouc~oidn (xm
1
)i'"' de (x:m)r.ittt 

eontronidn en Ak 1 de •~nta forna ~eta oubeucPni6n debP. convereAr­

a aledn punto di? i\J.k[zk], pern como (xmi) 1 ~,\..l debe convP.rcer a 

x tBndrlarnoe 11ue >'.€ n.l. [2n] {) B.\.k[z~)t lo 'lue ee una contr~ 
no o 

dicci6n. 

b.?.,2) llo ee posible r¡t1e \. ,¡ ~ r•nra unn irif1nid1ut di? fndia(la k, puett­

en ente cnno e:üntirfa uno. ouc1!ailín (r(xmk))k 1:: IN con 

xmk E Ar.ik contP.nidn en [o, l] la cual dehe tnner una nul1eucesi6n 

ronvercP.nte 1 para oimplificar ln. notaci6n auponerunoe que ello. -­

rniRma ea convorconte. Pero 

Puesto que 

Hm d (x 1 z ) •O y corr.o d (z ,Y-)~ fl (z 1 x ) + dx(xmk 1x), 
k -ttD X Mk IT\k X mk X mk mk 

entonces (zrrk\: ., tN convereo a x, ln r¡ue ea una contrndicd6n -

ruen (z
0

)
0

"' t-4 ee una Auceni6n ein ouboucnflion"'e convercenten, 

De acuerdo a. lo Antnrior potlemoa concluir que exinte ME: •N tA.l que 

111 >, J.: implica J"mE: X - tJ n.ln(z0 ) 1 por lo cual (f(xm)\:1E IN ~onvur-

, "'ºº 

e) F'innl111ente 1 ei x E X - n ~~u. n.l.n [z0l, !lunvnmontn considero1110F1 ol r.onjunto 

A•{ r1~ tt\: Xn'- Bl. {zn) parn alciln n li: 1»}. !'>11 nfirma r¡ue tal conjunto deba­
n 

Ol!r finito, pues ei fuera infinito entonces oüete n
0 

E: t•~ tal que el conjun-

to A
00 

ee infinito o A0 .;. ~ p11.ra una infinidad dn índices n. Se puede ar-
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gumentar de una for9& •imilar a lo• inoi110a b, 2, l) 1 b,2,2) para ver que ~ 

baa aUuaoion•• son impoliblea, U1 ei:iah 1( E. IN tal que • l 111 i111plioa 

:1 E X - U B_ (1 }, por lo cual t(:z:•) • O ai m ~ l, por lo an·terior aonolu!, 
11 niiN -l.n D 

moa que (t(xm))mE ..a converge a cero, • 

Obaerv8mo• que la propoeici6n n.::n 1e enunoi6 pidiendo que l rueae un e•P! 

cio con la distancia di1creta eatlnd&.r, eato tuvo que Hr u! puea 11 (X,d:z) 

ea un eepaoio diaoreto &rbitrario 1ntonc11 ~,-convergencia no n1011ariuente­

implica convergencia uniforme en C(~ l'), 

EJEllPLO II, 35 

Sean I • (l/2, l/3, l/4, • , , , ¡ oonoidera4o oomo 1JUbupacio do ll,, T • 1il.. 
1 r. xll/2n} • Paro oad• ne >I dorinuo• lo l'wlci6n r.•I---+ y CCllOI 

Dlt4 X 
rn • (1/20}0 , n 

Entonoea (t
0

)nfn.i. Óf'-converge a f, En et'ecto 1 H&b E.> 0 1 ME ti tal que 

l/2N <. E. So •rit'a& quo n ~ N implico• r
0

c s, [r] 1 r
0

c s,(r] 

Para ju1iifioar 11ta a!iraaci6n Han z.' 1 1 n ~ ll arbi truio1, 1ntono1a 

{

o) O oi :i: • F paro alguno• t N 

f 0(z) • b) li X• r. para alguna•~ D 

o) O li x • ~ para alguna • ) n 

Anali•ando cada caao 11 tiene: 

a) (:i:,r
0
(:i:)) • (:i:,r(:i:)) por lo ouol p((:i:,rn(:i:)),(:i:,r(:i:))) • O 

b) (:i:,t
0
(:i:)) • (:i:,r(:i:)) por lo cual P((:i:,rn(:i:)),(:i:,t(:i:))) •O 

o) f'((~,r .. (~)),(,k,rc,k»>. ~ < k <. é 

.Ui 

lnYeraaaent.1, 

para alguna • E ~ 

para alguna • E ~ 

o) (:i:,r(:i:)) • (:i:,rn(:i:)) por lo ouol P((:i:,r(:i:)),(:i:,rn(:i:))) •o 

b) f'((~,r(~)), <f.,r
0

Cf.lll <f.<. E 

.u1 tcBE[r.J 

Sin embargo, (t0)nEti no converge unitoraem1nte a t ya qu11 
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ClPITULO III 

En el capitulo anterior H trabaj6 con el upacio C(X, Y) y ruaron relacion! 

do1 v&rio1 Upo• de convergencia en e1. En el preaente capitulo se hablar! de 

tre1 teoremae ol&eicoe del an&Ueie referente e al eapaoio C(X, Y) i El teorema -

de Di.ni, el teorema de Arr.ela - Aacoli y el teorema de apro:dmaoi6n de Stone.­

Hue1tro propd1ito ahora ea tratar eatoe teoreraae utilizando algunos de loe re-

1ultadoa vertidoa en el cap!tulo anterior. 

PROPOS!C!OH 11!, l 11 TEORc.MA DE DINI 11 

Sean (l,dx) un upaoio mhrioo compacto, (t
0

)n E 1~ una auceaidn deottciente 

en C(X) y t • inf(tn)• Si r E. C(X) entonces (r0 ) 0 E tN converge uniformemente -

• t, 

!EMOSTR.IC !OH 

Se probarl que (t
0

)n E\H converge topol6gicamente a t. 

Eh primer lugar, eo& (x,t(x)) E. t arbitrario, la euoea16n ((x,fn(x)))n • ,._, 

tiene l& propied&d de que ~~CD fn(x). f(x), de donde (x,r(x)) € Linf(tnl por 

lo que t C. Lint(tn)' 

Por otra parte, para ver que 1Aup(f
0

) e t conaideremo1 la 1iguiente d.etini­

oi6ni 

epit • ((x,y): x <:.X, y>,. f(x)J 

(al conjunto epit H l• llama la epigr.ttica de r) 

Uit'9&mo1 que Lwp(fn) e epit. En efeoto, eea. (:i,y) ~ epit, como epif ea un -

conjunto cerrado, exiate una vecindad V de (:i,y) tal que V(\ epi! • p, pero -

t
0 

e epit para todo n ~ '~, aei V n rn • ~ para todo n E:. \t'4. y de aqu{ qua 

(x,y) f. üiup(rn)' 

Suponguio1 ahorft. que (:i,y) 1 r. vea.moa que (x,y) no puede pertenecer a 

Leup(tn). 

i) Si (x,y) f. epit de acuerdo a la af!rmac!6n anterior (x,y) f üiup(fn)' 

U) Si (x,y) € epit entonce• y> t(x), por lo cual podemo• encontrar HE: 1N. tal 

que f(z) (. tH(x) <. f(x) • ot¡j, donda d.• y - f(x), entonces o<: reeulta ser 
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un ndmero positivo, Y como fN ea U..'\& 1'Unc16n continua, edate ~ ;:.. O tal 

que ai w E B~(x] ontonoes 1 r 11(x) - rN(v) 1 < ci../3. Conaid•remos la vecindad 

de (x,:fl dada por BJ[x) • (l - c.:/3,m). Se tiene que 68t& vecindad no in'­

hrasc\a a rn para todo n ~ 11, da aquí que (x,y) f. Laup(r0). 

Haata. a.qq! tenemos que (tn)n EN converge topol6gicamente ar. Jhara, eo"DO 

cada t n pertenece al conjunto compsoto 

X•[inr(r(x)), sup(r1(x))] 
:uX xt:X 

De acuerdo al corolario u.12 ae conelu.ye que (tn)n liHN converge uniformeaente 

• t. • 
" TEOREMA DE .lS::OLI 11 

En la ~lUma parto del capítulo I se 111encion6 una de laa versiones tradicis_ 

nales del teorema de Aaooli. Ahora da.remos una versi!Sn de ea-te teorema relaci.2, 

nada con el concepto de convergencia topoldgica. • .Antes do dar ta.l verai6n eerA 

conveniente tratar algunas propoeicionea preliminares, 

PROPOSICIO!I IU,2 

Sean (X,dx) un oopa.cio m4trico numera.ble, {Y,dl'.) un eapaeio int1trico arbit.r! 

rio y (tn)n 1:""' una auoesi6n en C(X. Y). Si para cada x "X la cerradura del 

conjunto ltn(x)' nE lt-lJ ea compacta entonces exie'\e una. sub1ueea16n (tnk)kfSM 

de (rn>:u it-.l que converge para cada x t:. X. 

(11 
existe una subaueeoi6n (tn )n~iN. de (rn)nt:i~ tal 

UI 
que (rn (x1 ))n•l>l converge. 

Anlloga:nente exiote una aubauceai6n {r~l)n<:.JIN de (r~'~n ~""l tal que 

<i) 
(rn (z2))n ~'f\.l ee converge11te. ~ general para. o&da j ~ 2 axiete una eubauce-
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(¡1 l j~ tl (j l 

o16a (tn )n<oi dt (t0 )n"tl hl qut (tn (zj))n•"' eo oonvorgenh, Consi-

{nl l_..1 ro 
dereao1 la auc8ai6n diagonal (rn )n E:~ • Ob111rvando que (rn )n•j 81 una 111u]l 

IJ\ l_..l 
1uc•1i6n de (rn )nEiM concluimos que (r0 (xj))nt:Vi 81 oonvergenie para 't,2. 

do j ~ n-¡. Con lo cual queda probada la propoa1oi6n. • 
PROPOSICIOll III.3 

S.&n (X,d:r.), (Y 1d
1

) e1paaio1 •~trico1 arbitrario• .Y (f0)0 EH una 1uoea16n­

d1 tunoione1 •n C(X1 Y) puntualmente equiccn'tinua tal que [t0(:1)1 n eiNJ ••un 

1ube1pacio d• Y oo•pllto para cada x E X, Si la1 1uoelian11 (rn(x))n E•N con­

vergen para oad4 x E. D, dando D un aubconjun'to denao de X, 1ntonae1 (t0 (:r.))nl'~ 

converge para cada punto de X y adem&s la tunc16n Umi te ea continua. 

Ob11rva.oi6n 1 Si Y 81 comple'to entonces { t n (x) 1 n E INj ea un aubaepaoio d• 

Y completo para cada x " X. 

DEMOSTR.IC !OH 

Dado x E I y E> O a:r.hta ~ > O tal qua dx(:r,y) <. ~ h1plioa 

d
1
(r

0
(x),t

0
(y)) < E/3 para todo n • ""• puesto que D •• denoo en X pode•o• an­

contrar un pun'to :r.0 l D tal que d.z(.z,x0) < ~ , y, 001110 por bip6teeil 

(t0(x0))n E l"'t •• convergente, deba aer una euoui6n de Cauoby 1 por lo que e:r.1! 

t• Ji€~ tal qua n, • ), H implica d
1

(rn(x0 ),rm(i:0 )) < E/3. De esta manera ten! .... 
11 n, • ~ N. Ali (tn(.z))0 , ~ e1 una euceai6n de Cauoby y converge por la com-

pletes do [rn(z)1 n•>l}. 

Sea t(:r.) • 1111 tn(x). Para ver que t ea oonUnua, to11amo1 x E X a.rbHrario 
n--tco 

y E> o, por la equicon'tinuidad puntual de (tn)nEll'>t exi1te ~>O tal que ai­

d,(x,:r) < ~ entoncoo d
1
(t

0
(z),rn(;y)) <E para todo n • 1'1, .1.a!1 
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Por coneiguiente t ea una fUnci6n continua. • 
Utilizando lae proposiciones anteriores podemos dar la siguiente ver1illn -

del teorema de Aaooli. 

PROPOSICIOH III,4 ( TEOIIBMA DE ASCOLI) 

Sean (X, d.J:) un espacio m&trico aeparable 1 (Y 1 d1
) un espacio .. trioo arbiir!. 

rio y .:¡c. c(x, '!), Entonces cada auceaidn (tn)n E. .a en "r 'tiene una aub11Uce­

Billn uniformemente convergente, sobre eubconjuntoe compaotoa 1 a una t'unoi6n -

continua ei y adlo ei ea cumplen las siguientes condioionea: 

i) Para cada x E X el conjunto 'f x • (g(x) ¡ g t:. ~ j Uena cerradura compacta -

en Y. 

ii) ~ ee puntualmente equicontinua. 

DEMOSTRACION 

SJ.ponga.moe que se cumplen ( i) y ( ii), 
Sea (t

0
)

0 
E IN una euceaidn en~ , Por hipllteaia exista D aubconjunto de X -

den10 y numerable, Como para cada % e. X la cerradura de ~ x ee compacta enton­

ces por la propoeioi6n III,2 1e Bigue que e:r:i•te una eub•uceddn (tnJc)JcE. IN 

que converge para cada ::t E. D. Y por la propoeicidn III.3 •e dgue que (tnlt)lt tiM 

converge para cada x t X y la tuno16n Umito ea continua. Por la propodoidn -

11.32 (rnk)k f. ll.,I converge uniforaemente a t en cualquier •ubeonjunto ooepaot.o-

[ de X, 

Inversamente. Sean :z: E:. X y (fn(x))nt:..,. una 11uceai6n en 'i:z:• Pue•to que -

(x] ee un oubconjunto compacto de x, por hip6teeia debe existir (t01c(x))lc•"" 

eubauceaidn de (tn(x))n En~ convergente a un punto de la cerradura de ix, de 

aquí ea deduce la compacidad de la cerradura da '8-x• ea decir ae cu.mple la ºº!l 
dici6n (i), 
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Por otra parte, supongamos que oxiote x E X tal que 1 no ea equicontinua -

en x, entonces existe E. > O tal que para ca.da n é l"4 existen x
0 

E:. X :¡ f
0 

(; ~ que 

aa:tiafacen: d
1
(x,x

0
) <. l/n y d/f

0
(x),f

0
(xn)) >E, Observomos que la aucoei6n­

(x0}0" H converge ax y por lo tanto K • { x0 : né t-l} U{x} ea un subconjunto 

compacto de X, Por hip6teoie (f0}0 ,...,. debe tenor una eubeuoesi6n (f0 j)jf:N-

unitormemonte convergente en K a una funci6n continua f 1 por lo que existe -

HE IN tal que j ~ H implica dy(fn (y) 1 f(y)} < ~/3 para todo Y• K, TambUn ya 
j 

que t ea continua oxiete c5 > O tal que Di d
1

(x, z) <. ~ entonces 

d
1
(r(x),r(z)) < l/3, Tomando j auficiontementa grande tal que dx(x1 xn) < ~ y 

j 

d (r (y),r(y)) < ~/3 para todo Y• K, •• ti•n•• 
y nj 

d (r (x),r (x ))~d (r (x),r(x))+ dy(f(x),r(x ))+ dy(f(x ),r (x ))< é 
y nj nj nj y nj nj nj nj nj 

lo que ea una contradicci6n, de donde so dobe tener que ~ ea puntualmonte 

oquioontinua, • 
Ahora damos la vsrai6n del teorema de Ascoli que involucra el concepto de 

oonvergoncia topol6gica. 

PROPOSIC 1011 III,5 (TEORZJ.IA !E AS)OL!) 

Sean (X,dx) un espacio mAtrico eoparablo, (Y,d~.) un eepnoio métrico a.rbitr,! 

ria y '\'e C(X, Y). Coneidorcmoe las oi¡;uicntoo condicione o; 

i) Cada DUCüei6n en i ticno una nubsucoai6n topol6gicamente convergente a una 

tuncidn continuar. 

ii) 1' es puntualmente oquicontinua y para cada x E X ol conjunto 

1 x • { s(x): g • ')\} tiene corredura compacta, 

Entonces la. condioi6n (ii) aiempro implica a la condición (i), y, si a.demAo X 

ea localmonto conexo y Y ea localmonto compacto, entonces la condición (i) i,m 
plica a la condición (ii), 

DEHOSTílACIOll 

Pa.ra ver quo la oondici6n (11) implica a la oondio16n (1), sea (rn)n <IN -

una oucoo16n on 'i'. Por la propooici6n 111.4 (rn)n~n.J tiene una oubeucoei6n _ 



76 
que convcrce puntualmente on X a una función continua f 1 pero entonce e por la 

proposición II.22 tal eubeucesi6n convcr¡;e topol6gioamente a f • 

Ahora, para ver que la condición (i) ioplica a la condición (ii), suponien­

do que X ea localmente conexo y Y ea localrncnto compacto, vearnoo que se cumplen 

lne condiciones do la proposición III.4. Por hip6toeie X ea separable, adcmás­

oi (r0)nE•~ ea \Ula euceo16n en 'f 1 por la condición (i) 1 (rn)n",.. tiene una 

eubouces16n (f0k)kEtH to¡1ol6t::icct'lente convergente a una función continuar, -

ndcmáo la propoeici6n 11.26 nos earnntiza. que tal eubouceoi6n converge puntual 

mente a f y como (f
0
k)k EN es pw1tualrnente equicontinua, se sigue, de acuerdo-

ª la propoeici6n II.32 que (f0k)k (:tHconverce uniforrncl:lcnte a f on eubcOnJuntoe 

compactos de x. Do esta manera se cumplen lao condiciones do la proposioicSn -

III.4 equivalontoa a (ii ), y, aoi ~ oo puntualmente equicontinua y para cada-

x E X el conjWlto -¡, x tiene cerradura compacta. • 
Coneideromoo a.hora W1 ejemplo para ver quo la condioi6n de eeparabilidad de 

X oa esencial para obtener la cond1oi6n (i) a partir de la condici6n (ii) en -

la propooici6n anterior. 

EJ:J.:PLo III,6 

San (X 1 dx) un oopacio mdtrico arbitrario. Para cada ne IH. sea: 

J\n • {A~ XI x, y< A implica dx(x,y) >, l/n} 

Por el loma do Zorn -"..
0 

tiono un elemento mnximal "n• Obeorvornoe que para C,.2: 

da n E 1t-1. ee tiene: 

En ofocto, para ver esto tomemos x
0

E X arbitrario, ei x
0

E A
0 

oe inmediato que: 

xo. ;..¡A Bl/n[x) 
n 

Si x
0 

4. A
0 

debo exiotir x't A
0 

to.l quo dx(x
0
,x') <. l/n, pues de otra forca x

0 

noria olomonto do A
0 

por sor A
0 

maximal. Así 



"I por consiguiente: 

X• U B1 'n(x] x' A 1' n 

Coneideremoa ahora el conjunto B • U 'n• B rooulta ser un subconjunto 
nEI~ 

denao en X. Si suponemos que X ea no separable debe existir n
0 

E \N tal que !
00 

ea no numerable. Por la hipeteais dol continuo podemos suponer que la cardina­

lidad do An
0 

ea mayor o igual a e (la cardinalidad de lil). 

Sea K • {g:1N--+ (0 1 1)• g-
1

(1) ee un conjunto infinito/, Reeulta que la 

cardinalidad. de X ea e, asi exiate una funoidn inyectiva ~ 1K ---t A
0 

, Para 
o 

cada g E K eea E(g) • \ n < 1>1: g(n) • lj, Para cada n < ,.¡ formemoe W
0 

c. X oomo-

eigue: x< Wn ei exiete gx< K tal que dx(x, 'l'(gx)) < l/3n0 y n tiene un ntlme­

impa.r do predccesoroa en E(gx) • Oboorvemoe que ai x e: Wn entonces la funcidn 

gx con las condicioneo pedid.ao debe oor iinica, pueo si existiera otra funoHin 

g; E K eatisfaoiendo lao condiciones, tendríamos: 

dx( 'f(gx), '!'(g~)) !, dx( '\)(gx),x) + d,(x,'\) (g~)) < 2/3n
0 

< l/n
0 

Lo que es una contradicci6n ya que '{'(gx) + '{l(g~) ( pues '{' es inyeotiva) y, 

lj'(gx) y 'f (g~) portenecon a An
0 

por lo cual dx( 'f(gx), 'f(g~)) >, l/n
0

, 

Para cada n ~ ~ definimos la func16n f0:X~ [0 1 1] de la siguiente manera: 

f 
3n0dX(x, 'l' (gX)) si X E Wn 

f n(x) • 

l si x f W0 

J.firmamoo que cada rn en una func16n de Lipeohitz con constante do lJ.pachUz 

igual a 3n
0

• En efecto, oi x, y E X eon tnleo que x ~ W
0

, y • W
0 

entonaos 

lr
0

(x) - t
0

(y} I •o, ouponcamoe que x, y E W
0

, es decir existen gx' g:lf: K ta-

le• quo dx(x, 'f(g,)) < l/3n0 Y dx(y, '{'(gy)) < l/3n
0

: 

i) Si dx(x,y) < l/3n
0 

entonces gx • g
1

, pueo: 
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y de aqui '{>(gx) • '{>(g

1
), y finalmente por la inyecttvidad de '{' •• Hene 

gx • Ky• IJ¡{: 

1 rn (x) - !
0
(y)1 • l 3n

0
dx(x, '!'(g,)) - 3n

0
dx(y, '{' (gx)) 1 

• 3•oldx(x, 'f(gx)) - dx(y, 'f(gx)) 1 

~ 3n
0
dx(x,y) 

i1) _Si d¡(x;:r) >,.l/3n
0 

entone••• 

lr11(x) - r.<1ll • 3•oldx(x, '\'(gx)) - dx(y, l{l(gy))l 

~ 3n
0
(l/)n

0
) • l $ 3n

0
d,(x,y) 

Finalmente, auponaa.moe que % t. Wn• y~ W0, entonc~s existe gx E K tal que­

dx(x, 'f(gx)) < l/3n
0 

y por lo tanto dx(y, 'f'(g,)) >, l/3n
0 

(pues de otra !oroa -

se tohcll'fa y~ Wn)' Asi que .ln0dx(y, t9(gx)) ~ l, pero entonoea1 

lr.<:rl - r.Cx)j • l - ln0 dx(x, 'f(gxJJ 

* 3n
0
d,(y, ~(gx)) - 3n

0
dx(x, 'i'(gx)) 

~ 3n
0

(dx(y, <.p(g,JJ - dx(x,'f(gx)J) 

6 Jn
0
dx(x,y) 

As!, c11da r n ea de Lipochitz y por lo tanto contínua. 

La aucesi6h (tn)n ~ ~ aatis!'ac::a la condicidn (U) de la p:ropoeici6n Ill.5,­

puea como cad15. r n tiene conatante de Lipachi tr. Jn
0 

resulta que (t n) n E~ ee -

uniformemente equicontinua. Mem4a para cada x ~ X al conjunto {rn(x): n t. tN}­

oatA c:ontenidc, en [o, l], ea decir ea acotado y poi' lo tanto tiene ee:rradura -

compacda,, Sin embargo (rn)n E IN co cumple la eondioidn (i), es decir no tienit-

aubauceeiones topoldgic:amente oonvergentes. En efecto, sí (tl'Jk)k t: "1 

quíer eubeuce1ü6n de (t
11

)n E 1~ entonces debe rrer de la forma (rb(kJ) 

ea un isoznorfiemo que preserva el orden de fN en E(g) para alguna g E 

firma que Linf(fn ) f\ ( ('l'(g)} • [o, l)) • ¡'¡, En efecto, oupongamoa 
k 

a) ('P(g),«) E l'f(gJ} ~ (0,1). Sea~· min{l/Jn
0

, 1-.:J, si 

ea cual-

donde 

x. Se a-
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B~(('f(g),o<.)) í\ tnk f.~ para alguna k<"" debe e>istir (x01 fnk(x0 ))E fnk -

tal que 1 

y 

de la segunda desigualdad ae sigue que t nk (x
0

) .( l, asi que x
0 

f. "nk' de -

donde g • gx
0

y "k tiene un no.mero impar de predecesores en E(g), por oone,! 

guionto "k+l tiene un ndmero par de predeceooree en E(g). Do aeta forma -

si x • BA( 4'(g)) entonces fnk+l (x) • 11 aei que ¡r"k+l (x) - o( 1 • l - o(. do 

dende (x 1 f"k+l(x)J4 B8('í'(g),<X), por coneiguionte B~(('l'(g),o<))l"\rnk+l • ~ 

y así ('~ (g) 1 o:) ~ Linf(f ), 
nk 

b) Consideremos ahora el punto ('f'(g) 1 1) y tomemos .l • min{ l/6n01 1/2}, Si -

B~(('f(g),1))1\ fnk; ~para al¡:unakE1'1 debe existir (x
0

,fnk(x
0
))ffnk tal 

que dx(x
0

, 1P(g))< l/6n
0 

y ¡rnk(x
0

) - ll • 1- fnk(x
0
)<1/21 de aquí ee tiene 

que x
0
Í Wnk (puoo ei x

0
E. Wnk ontoncoe rnk(x

0
) • 3n

0
d,(x01 'l'(g)) < 1/2 y así 

1 - r"k (:io) > 1 - 1/2 • 1/2), por lo cual "k debe tener un ndmero par de -

predeceooree en E(g) y aei "k+l tiene un nt5.mero impar de predocoooree en -

E{g). Tomando en cuenta eoto ai x E Bj( 'f>(g)) entonces x E W"k+l y aoi -

f (x) • 3n d (r,'l'(g)) <~.por lo cual l - f (x) > l - 1/2 • 1/2 1 -
"k+l O X .:: "k+} 

por conoi¡;uionts (x,r (x)) f B¡(( 1p(g),1)) 1 por lo tanto 
"k+l 

B.l((.¡J(g), 1))1\fnk+l • p y as! ('-l'(g) 1 1) f. Linf(fnk). 

Con lo cual concluimos que: 

Linf(f ) t\ ( \ 'P(g) J x [o, l]) • p 
nk 

Pero entonces no puedo cxintir una funcidn f;X----+ [o, l] quo eaU conte­

nida en Linf(fnk) (puco ( 'f(e) 1 f( 'f (e)) ( t), y por conoi¡¡uiento (fnk)kE 1,1 

no converge topol~gicrunonto a alcuna funoi6n t. 

rsn 
SAUI 

rrsrs 
DE lA 

• 
fJO DEBE 
BIBUOTEGA 
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PROPOSIC ION III, 7 

Sean (X,dx) un espacio mU~ico completo, (Y,dy) un espacio m'trico arbitra­

rio y (rn)n •.., una aucoai6n en c(x, Y), Si (f0 )n••>< converge topol6gic.,.ento­

a r E C(X, Y) entonces existe E' X tal que E es un O & den10 en l y para cada x t E 

f(x) es un limito aubsucooional de (fn(x))
0 

..,, , 

DEMOSTRACION 

Para oada ni::tt y 't.> O formamos el conjunto 

A(n,E.) • Í\ tx • x: d (fj(x),r(x)) >,El 
j > n Y 

Eote conjunto resulta oer cerrado pues para j > n fija el conjunto 

\x•x: dy(rj(x),r(x))~l} so cerrado y así A(n,E) •• oorrado por 1or intoroos_ 

ci6n de cerrados, Ademds A(n,E) ea denso en ninguna parta, pues si 

x
0 

E:. A(n,t) y A> o entonces BA(x
0

) r/.. A(n,t), En efecto, por la cooUnuidad -

do f existe l.'~ l... tal que dx(x,x
0

) <. i implica dy(f(x),r(x
0
)) < E/2, puoato 

que f • Laup(fn) debe existir (x', rj(x'))•rj con j > n tal que: 

p ((x
0

,r(x
0
)),(x',rj(x'))) < min {A.',E/2} 

de aquí 

de donde 

do eota forma x' E B;.(x0 ) - A(n, f), 

Para cada n, k to rt-.l definimos el conjunto 

B(n,k) • X - A(n, l/k) 

Por coneiguiento cada B(n,k) reoul ta ser un conjunto abierto y denso en x. De­

finimoo 

E • (\ (\ B(n,k) 
ki:t{ nlH 

Tenomoe que E ee un conjunto Cót ademls por el teorecia de categoria de Baire-

E reoul ta eer denso en X, 

Voa.moe ahora que paro cuda x 1:; E, f(x) ea un limito eubeuceeional de 
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(tn(x))n E it--& • Para eete prop6eiio aea x E; E arbitrario, entonces x f:: B(n,k) -

para todo n ~ *t y todo k E: iN., se sigue que x j A(n 1 l/k) para todo n f 1N. y kt: 1f'...I. 

Aai para cada n «N y k<"" debe exiotir j > n lal que dy(fj(x),r(x)) < 1¡\c. -

Denotemos por J(n,k) al menor entero (mayor que n) con esta propiedad, es de­

cir dy(rJ(n,k}(x),r(x}} < l¡\c, aea n1 • J(l,l) y para k > 1 sea nk-.J(nk_1,k}.-

Con1idere111oa la eucoei6n (fnk (x))kf lt-4 la cual resulta ser eubeuoeei6n do -

(rn(x))nE~ pues (nk)kr:.iH ea eotr1cta.mente creciente y además (fnlc (x})k E: iN. 

converge a f(x), • 

Podemos observar que en la demoetraoi6n de la propoeioidn anterior no hioi­

rnoe u.a completo de que (r
0

)
0

f 1~ converge topoldgicaniente ar, sino eolamente 

UOlllnOB que f C Laup{f
0
). otra obeervacidn que podomoe hacer 88 que la OUbBUCB­

Bidn encontrada depende del elemento x escogido. Podrfamo• preguntarnos ui 

e:date una aubauceoi6n de (fn)n E iN que sea independiente de x, ea decir, 

¿u:iete una 1ubauceei6n de (tn)n e N converffen't.e puntualmente a alguna tunoi6n 

r en algun conjunto O & denao en X?. La reepueeta ea negativa adn con la hip6t,! 

ah adicional de que X sea compacto, a este reepocto daremos un par de ejem-­

ploa. Para el primero de elloe haremoo uso de un lema pr11vio. 

En páeinan a.nterioreo ae dofini6 el conjunto do Cantor, ahora haromoe ueo -

de una generalizaci6n do oote conjunto, 

Sea O< P, < 1, consideremos la eucoei6n (an)nEitt donde a • ~ + i!:.Pl 
n 2" 3n 

ae tiene que O < 2a < a 
1

, do hecho a 
1 

- 2a • l- ~ " 
n n- n- n 3n 

Construyamos el conjunto F de forma eiinilar a como ae oonatruy6 el conjunto 

de Cantor, con la diferencia de que en el n-doimo paso sean suprimidos 2n-l 

intervalos de longitud ~ ( ver figura). 
3" 

pl o ª1 l-a
1 

F2 
ª2 ª1-ª2 ª1 l-a

1 
l-a

1 
+a

2 1-•2 
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Con re•pecio a este conjunto de Cantor podemos hacer laa liguientu obHrv! 

cianea: 

a) Pes cerrado en (o, 1] 1 pues ei x~ (0,1) - F entonce• xE (a1 b) 1 donde (a1 b) 

ea algdn intervalo abierto suprimido en la conatrucc16n. 

b) F ea un conjW'lto denso en ninguna parte en (o, l] 1 ya que P no puede cont! 

ner a ning-dn intervalo abierto no vacio (a, b) 1 pues n.i•t• n E 1~ tal que 

ªn < b - ª• 

e) Si fa. denota la medida de Le be egue entonoee }J. ( F) • 1\ 1 pue• 

)'((0,1) - F) •f. 2•-l(l-\1) • .!:} 
n•l ln l 

~ ( 2)n-l l \\( l ) L - .-=... ~ •l-}l 
n•l l l l - -

3 
y as! )l (P) • 'f>. 

d) (01 1] - Pea de la eegunda categor!a ya que Fea de la primera y [0 1 1] u 

de la aegunda. 

LEMA III.8 

Sea F un conjunto de Cantor oon medida positiva oon1truido a pa.rUr d• la 

eucee16na .1.+(l-\1). Paracadax ~Fy l>O)J.([xtF• lx-x
0
l(l/))O. 

n 2n 
3

n o 

AdemAa para cada n 4i iw existe un conjunto V
0 

que ea la unidn de una ooleccidn­

finita de intervalo• abierto e y aJenoa { W ; 1 • 1, 2, ••• , lc
0

} conhn! 
º1 

doe en (o, l] y tala a qua: 

1) Para cada n E t-l a l ~ i $ kp loa punto a rinal•• de W 
•1 

pertenecen • 
(0,1] - r. 

11) Para cada n l •~ a l ~ i 4 kp se tiene w " •¡ 
r.,P. 

iii) Para cada X{ F y nt~ existe YE" V0 tal que lx - YI (. l/n. 

iv) }'(Vn) ( l/n para cada n• IN. 
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DEllOSTRACIOll 

Sea x0 E F y E. >O, e xi ate U E. IN. tal que ªu<. E., considerando el conjunto FN 

tenemos que x0 E IH
1

, donde 1ui ea alguno de loa intervalos que componen a Fil' 

-XO 

Illl 

-1-· 
111+1 

.Ul 1iil C B¡(x
0

), llamemos Pj a I 11 j (\ F para 1 !, j !, 2
11

, oon lo oual tenemos 

loa conjuntos Pl' P2, • • • , P1 , • • 

211 
F • \) pi 

l•l 

Veamos quejl(Pi) • )l(Pj) para 1-" i, j ~ 211 , Llamamos Oi y Ojales interva-

lo• generados en el proceso de construcción en loa intervalos IN
1 

e 

tivamento, as! que P1 • ('\ o1 y Pj • (\Oj' de aquí se sigue quei 

IN. raspes. 
J 

}J.{P¡) •}((f\Gi) • limf\(01) • lim)\(O) •)l(f\Oj) •}J.(Pj) 

Como )1 (F) • ·r entonces)'. (P1) • ·r.¡2 11 , tonemoe entoncee que)' (Pi)> O y como 

Pi C Iui C B1(x
0

) ee eigue que P1 c. D¡(x
0

) f\ F, de donde f' (B,(x
0

) f\ F) > O, 

Veamos ahora que para cada n E: tt-l podemos encontrar una coloccilln finita de­

intervaloe abiertoe y ajenos \ W0 : i • l, 2, • • • 1 k } contenidos en [0 1 1] 
1 n 

que aatiofacen lae condiciones pedidas. 

Si n • l aea yl E F - \O, lj, tomomoe a1 E (O,y1) - F y b¡ é (y1, 1) - F y 

sea v1 • (a1,b1). 

Si n ~ 2, sean yl' , •• , y
0

kf:.: F (\(o, 1) tales que ( e.!!. 

to es posible pues F () (o, 1) eo totalmente acotado), podemos suponer que eatoa 

elementos eatAn ordonadoo do tal forma que: 

O < Yl < y 2 < , , , < Yk < 
n 
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Sea o<~< nin {2'J-, yl' l - yk 1 !tlJl ry1 - y1_1 1 2 s. i 4:. kn)}. Para-
n n 2 l 

cada y 1 con i • 11 21 

ªi E (y1 -,S,y1) - F y b¡ ' (yi,yi + ~) - F 

k 

Soa w • (•¡• b¡) Y h&g&lll08 V n 
. u 'ª1• b¡) "1 i•l 

Así Vn cumple con las condicionee pedidae, pues ea una uni6n finita de interv.! 

loa abierto& ajenos y adem'8: 

i) loa puntos finales de estos intervalos pertenecen a [9 1 1] - F 

ii) Cada intervalo intereecta a F1 pues y 1 € (a1 , b1 ) 

111) Si J: E X entoncee o e:date y 
1 

con l ~ 1" k n 'tal que l•o - Yd < l/n 

kn k 

iv) )l(Vn) .¿ )l(ai'bi) < t_ 2 2kn l 
~- ~--1·1 i•l n n n n 

Ahora veamos el ejemplo que habíamoe mencionado anteriormente, 

F.JEMPLO III,9 

Sea X • F (el conjunto de 

da n E ~ derinimoo la funcidn 

Cantor considerado en el lema anterior), 

t
0
:X----+ ~ de la siguiente manera: 

el z ~ V n 

si x e. V
0 

(donde loe conjuntos V
0 

son loe mencionados en el lema precedente) 

• 

Para C.!, 

Puesto que loe punto a finales de cada W
01 

pertenecen a (o, l] - X tenemo• -

que para cada n E 1N el oonjunto Vn (\ X ea cerrado y abierto en X, de aquí ae -

eieue que cada tunoi6n fn ee continua, Sea r:X ---tlK. la fWloi6n con•tante­

ooro. Se afirma que (rn)n EIN converge topol6gioamente ar. 

En erecto, Bi x
0

t X por la oondici6n (iii) del lema para cada n E IN existe 
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ynG Vn tal qu~ jyn - x
0

1 <: l/n, pero ontoncee yne.. wn
1 

para alguna l' is. kn' 

por la condición (ii) dol lema Wnin X ; ~' aoí, e:.dete xn (J.: tal que 

xn E. W"i, y como Wn
1 

e Vn la condición ( iv) del lema implica que ~ ( wn
1

) < l/n, 

por lo cual j Yn - xn j < l/n, de donde 1 x0 - xn J,;, lx0 - ynJ• 1 Yn - xnl < 2/n, -

Como x
0

E. Vn entonceo rn(x
0

) •o, por lo tanto la euceoi6n ((xn,fn(xn))n "iN 

converge a (x
0

,o}, por conai¿;uicntc f C Linf(r
0

), 

Por otra parte, si (x,y)f.. f ontoncoo y~ 0 1 ouponcamoe y> O (el caso y<-0 

os a.n4loco), Sea ó > y, aa! X.,,. (o, ó) oo IUla vecindad de (x,y), poro existe 

ll • >J tal quo 11 > J y ao! X' (o, J ) íl fn • ~ ei n >, ll, do donde (x,y); Loup(fn)' 

lo quo irr.plica que Leup(f
0

) e r. Aei puoo (!
0

)
0 
E,~ converge topol6gicMente a 

f. 

Sin embareo (f0 )0 E tN no tiene nincuna euboucooi6n pw1tualmente convor¡;onto 

en alg-4n conjunto Od donoo en X, :n efcctc, ei (fnk)k, •l>J eo una eubeucoaii5n 

C() 

arbitra.ria do (fn)n f lt'( y donotnmoe por \ • V0 /' X y Dk • ~k An entoncee-

ec cumplo quo 

E • { x E X: lim f n (x) • o} • \.) Bk 
k-+IXI k kE:IÑ 

pues si x
0 

E. k\...j~>J DJ; entonces x
0 

E: Di para alcu.na i E. IN, y, entonces 

~0 E. Di\• aci x
0

E. V
0

k para toda k >,. i 1 por lo cual rnk(x
0

) • o si k ~ t, -

de donde ~~o:i f
0

k (x
0

) •o, Y aoi x
0

E E. lnvcroamcnto, ei x
0

e: E1 tomando 

O <. E < l oxiote i E:·~ tal que f (x ) < t oi k :>; 1 1 do donde x f V para -
ºk o o ºk 

00 

toda k >; i, ao! x0 E. ~i \• por lo t.:l!lto x0 E: Di y así x0 1'.:. kYI~ Bk' Y do -

aquí E e U Bk. 
kt."" . 

Vc.i¡:¡oo que E ce un conju.'lto tlo la primera cateeor1a1 oo decir ce la uni6n -

nunorablo de conjuntos donooo en nineunn parte. Pnra ooto 1 oo suficiente domo.! 

tra.r que cnda conjunto Bk eo donoo en ninguna parto en X. Oheervomoe prirr.oro-

que ei i >.. k ontoncoo Dk c. A1 e V
01

, ,pero ¡=:,j..1. (V
01

) • 0 1 aoi p. (Dk) •O por 
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lo cual intx(Bk) • ~ (intx(Bi) denota el interior de Bk relativo a X), pues -

si int,(Dk) .¡ ~ oxiatir!a x'< X y E> O talco quo [ Y• X: Jy - x' 1 <E} C. Bk 

paro por el loma anterior fa ( {Y• X: J y - x' 1 < t} ) > O y ao! f' (3k) > O, 

lo que co una contrad1cc1~n, de eota form.i cada lJt co un conjunto denso en nin. 

cuna parto on X. Se afirr:ia que E no puede contener ningdn conjunto Gs doneo -

en X. Suponcar.ioe lo contrario y sea U e E un conjunto C ~ deneo en X, entonces­

u our!a de la forma U • i~ ~ D1 con D1 abi~rto para cada i E: lN, so eicue c¡uo 

cada conjunto D1 oor!a denoo en X. Pero 

X - U • X - n Di • U (X - Di) 
i*:•N. i ~ ft•1 

Corno cada X - Di os un conjunto cerrado denoo en niflt;.-un& parte en X 

(X - (X - D1 ) • D1), entonces X - U oo de la prir.iera catcgor!a, así. 

X • E U (X - U) eo de la primera catecor!a. Lo que es una contradicción • 

El secundo ejemplo que hab1wnoe mencionado en pdt;inao anterioroa eo el 
cuionto: 

EJ~l.PLO II!,10 

Para cada ndrnero natural n rnayor o icual a 2 dofinir.ioo la funcidn 

e; [o, 1) - fil. como: 

o •i 
i 

para alcuna O ~ J:. ñ 

• 
ei-

~ n 

oi X E [! + 1 
"~ 

i+l 1 ] 
·n-~ 

para nlcuna O ~ i ~ n-1 

c
0

(x) • 

2n2(x - ~) Di X€ [i i 1 ] ñ'ñ+2,;'2 para alcuna O ~ i ~ n-1 

-2n2(x - ~) Oi X ( l1 1 º] --~,.:. 
n 2n n 

para alClllla l ~ i ~ n 



87 

Cada tunci.Sn gn e11 continua pues eatA bien definida y ea continua en cada uno­

de loe intervalos cerrados. Ahora definimos la tunoi6n t 1 : [o, l] __. 9,,2 ( el 

espacio de sucesiones cuadrado suma.bles) por: f 1 (x) • e 1 para todo x E (o, l],­

Yr paran>, 2 derinimoa fn:[O,l]--->~ 2 como fn(x) • gn(x)en (donde [•n•n•"'} 

es la base ortonormal eetlndar de ~2 ), 

Aepocto do la grlfica do una función fn (n ~ 2) 

Soa t: [o, l]--+ ~2 la func16n constante O (0 representa a la auoeeidn -

oonatante cero), Atirma.moe que (f
0

)
0 

E:,,..., converge topo16gioamente a t, En efe,S 

to, ei x E (o, l] entoncea para cada n >, 2 exhh l ~ 1
0

" n tal que 

1 l 1 1 -1 + ~ x ~ ~· Sea x 1 • x y para n >, 2 l!IB& xn • +• se BifrUB que para cada -

n E IN. J x
0 

- x 1 ~ l/n y así la eucesi6n (x0 ) 0 E~ converge a x, por lo tanto la 

11uceei6n ((xn,r0(z:0 ))) 0 Et\ converge a (x,0), y, por consiguiente fe Lin(f0), 

Nuevamente sea x E. [0 1 l] arbitrario, y supongamos que la auceai6n 

((:rk,tnk(xk)))kE.•H converge a (x,y). Se probar& que y• D. Puesto que la aUC!, 

ai6n (rnk (xk))k f •N converee a y tenemos que ea una auceai6n de Cauchy, por lo 

cual dado E> O existe K f. IN tal que al k 1 k 1 ~ K entonoea: 

JI r (xk) -r (xk,Jll 2 < E 
"k "k' 

Recordando la definición de la función f tenemos: 
nk 
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As{ 

de donde lgnk(xk)I ~E si k >, K1 se sigue que (g"k(xk))k<lt\ converge a O, 

Por otra parte, lim li!n (~)J• 11111 21 por lo tanto 1i11J 2 •o, Y de aqui se 
k-tcxi k. 

eiguo que y • O, as! Laup(tn) e r. Por consecuencia (t'
0

)
0

, DI converge topolb-

gicamente a r. 
Sin embargo, (rn)n, tt-4 no tiene ninguna eubeuoesi6n que converja puntua.lme!l 

te en algdn subconjunto a~ denso en [0,1]. Para ver esto, aean (t'0~/k,.,. una 

aubaucael6n arbitraria de {rn)n<"< y E•{ x• [0,1)1 {fnl:(x))k•"' oonvorge), 

Sa afirma que: E C 

donde 

siendo [.J.-~' :!l °Je 2nlt iiJ 

Eh efecto, ei x f U ªx entonces x # aJC para todo K E. IN, as{ para todo­
k ,¡.,¡ 

ICE lÑ. existe k >.. K tal que x + A
0

k 1 

ll E N oxiaten k, k 1 
>,. N tales que 

por lo cual t ( x) • e • 
ºk ".k 

IJr {x)-f (xJll 2 •-f2', "k nk' 

ooncluimoo que (t
0
k (x))k f. N diverge, oo docir xf.. E, 

.Ui pu•• d.ad.o 

y de oqui -

Por otra parte, uenndo nuevamente la 111edida de lebeegue 1 puesto que para t!?, 

do K ( 1tl so cumple B¡¡ e 'nk si k ~ K, entonces Jl.(B¡¡)-" )J. (4nk) pan todo le ~JI, 

paro )1 (4nk) • n1/nk 
2 

• l/nk' de aqui que )J.(!):)" lfii1:; para todo k ~ IC, y, -

asl )-'- (1\:) • o, por lo cual para cada K E 1N el conjunto Bx ea denso en ninguna 

parto en [o, l]. Asi pues E eo un conjunto de la primera categorta, y, argumen­

tando de la misma forma que en la pa.rte final del ejemplo anterior concluimoa-

que E no puede contener un conjunto O¡ denso en [0 1 1 ]. 



89 

" Tl::Oll.Ef.;A DI:: STOHE 11 

rern:1c1011 111, 11 

Sean {X,dx) Wl espacio m6trico arbitrario y f:X~ Í\).. 1 g:X---+ ~ -

dos fwtcionea arbitrariao, oc definen lau fur.cionco max(f,g) :X---+ ~y -

t1in(f ,e) :X -t \1. de la eiu'"Uientc r.10.nora: 

max(f,c)(x) • m:.x [ f(x), c(x)J 

min(f,c)(x) • rnin { f(x),a(x)} 

Si J\. ea WlB. familia de funciones de X a W. Be dice que J\ ea una latiz oi 

siempre qua r, e E. .J\ so cw:iple 

max(r,a) < J\ y min(f1g) • J\. 

PROPOS1C10ll 111,12 (TEOR~l:A DE STOllE) 

Senn {X1 dx) un espacio m6trico cor.:.pacto y J\. un subconjunto no vacio de -

C(X1 ~) que eatiaface las siguientes condiciones: 

i) .J1. eo una lotiz 

ii) Dodou (x,a) y (y,b)< X•O\ con x ./y, exioto e<J\ tal que g(x) •a y 

g(:r) • b, 

Entonceo J\ es denso en C(X, iil.}, donde C(X1 ¡\) oc considera con la norma del -

oupremo. 

DEi:OSTHM: IOU 

Sean f( c(x, tR) E. >o, dobemoo demostrar que existe g (. .I\. tal que: 

l\f - &/I• rnnx [ ¡r(x) - g(x)j: x< x} ¡, l 

F'l.jncioe x e: X, entonces para cad y' X oxioto ex.y l. .1\ tal que 

c,)xl • r(x) y a.,(y) • f(y), La función hy • &xy - f co continua y como 

hy(y) • O existe V y vcc1nd11U abierta de y tal que z t Vy implica -

le.,(z) - f(:) I< t 1 cu decir: 

f(z) - E <. exy(z) <. f(z) + E 

La familia lv
1

: YE. X} ea unn cubierta abierta do X, aeí uxioten Yp• •• ,ynEX 



tale a que: 

Sea gx • ma.x: (gxyi: i • 11 ••• ,n), resulta que gx E. !L. y adem'8 ai z E. X en­

tonces existe l ~ io !- n tal que r. f. vyi ' de donde; 

o 

Aaí, para cada x f X hemos encontrado una func16n gx t. J\. tal que gx(x) • f(x) 

gx(.) > !(.) - E para todo z < X, 

Ahora, ai ªx • gx - t entonces ªx ee continua, ui que exiate Wx vecindad -

abierta de x tal que ei r. r:. Wx entonce a 1 gx(r.) - r( z) 1 (. E.. 

Consideremos la cubierta abierta de X formada por ( Wx: x E. x} , Existen -

xl' • , , 1 xm € X tales que 

X• \) \1 
i•l xi 

Definimos g • min(g l i • 11 , • , 1 m}, Resulta que g E:. .n t y 1 s6lo falta 
•¡ 

probar qua IJ f - g jj.$ E., Con este prop6eito sea z E X arbitrario, tenemo1 qlJB 

g(z) • g (<) para al¡;lln l ~ i ~ m, pero g (z) >, !(•) - [ para toda 
xi o x1 o 

l ~ i ~ m, As! g(z) >, r(z) - E , de donde 

- t ~ g(z) - f(z) (1) 

Por otra parte r. E. 'rl para algttna l ~ j 0 4 m. De donde 
xjo 

ee decir 

pero 

por consiguiente 

ea decir 

1 gx. (•) - f(z)j <f. 
Jo 

-t +f(•)< g (z)< t +f(z) 
'Jo 

g(z)~ g (z) para toda l~ j~ m 
xj 

g(z) < E + !(z) 

g(•) - f(z) < E 

Combinando esto con (1) concluimos que: 
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Pueoto que z fue un olomento arbitrario de X entonces 

1 g(z) - f(z)I ~E para toda z•X 

do donde jjr-cJl~E 

• 
ODSBRV AC 1011 

La condici6n {ii) de la propooici6n anterior se cumple oi.f\. satisface lae­

eicuienteo condiciones; 

l) Para cada r ~J\ y o(€ il las funcionco « f y ex.+ r pertenecen a_{\, 

2) ..1\ separa punteo, os decir, oi x, y E. X con x + y ontoncea exioto h E .fl 

tal que h(x) p b(y). 

En efecto, oi (x, a) J (y, b) E X• D. con x ~ y entonces de acuerdo a la candi 

ci6n ( 2) cxiotc h LI\ tal que h( x) ; h(y), pero por la condici6n (l) 

o<.h + ~ t J\ para todo o<. 1 r.>e R. An! la condici6n (ii) se oUtlple e1 exieten­

ci., ~~.,_ taloaque: 

o<.h(x) +13 • a y o<h(y)+~-b 

Obecrva.r.ioe que ol eietcrna do ecuaciones anterior tiene eoluoi6n1 pues su dGte;:. 

minanto eet4 da.do por: 

b(x) - h(y) 

el cual ee distinto de cero ya que h(x} ~ h(y). 

PROPOS!C!Oll III.ll (TEúRoJ.iA DE STO!IE GEllERALIZADO} 

Sean (X1 dx) un oopa.cio mhrico compacto y J\. C. C(X1 TI>.) una latiz. Entoncee 

1\ oo denoo en C(X,1il.) oi y o6lo oi dada f<C(X,lR), x, y€X y E> O oxioto­

fx:¡EJ\ tul que: 

1 rxy(x) - r(x) 1 < y 1 fxy(y} - f(y) 1 <. E. 

DEl;OSTRAC !Oll 

Supongnnoe que .I\. eo dcnoo en C(X1 m,,) 1 Sean fe C(X1 ~) y l '), O entonces -

oxieto g f .n. tal que eup ¡ jf(x) - e(xll: x<X} <.E, ae! g • fx;¡ oatiefaco la 
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condic16n pedida en la propooic1dn. 

Invcraw:icntc. Scia.n ftC(X 1 Q.) y l. >01 

111• - f IJ • nupf Jh(x) - f(x)J: x.XJ~ l, 
doLemoe cncontr.:ir h E. J\ tal que -

Sea x e. X fija, <por hipdteeie para 

cada ye X exiate rx;¡ t:: Jl tal que: 

/r(x) - r,:)xll < t y /r(y) - r,,,),(y) 1 < E 

ADÍ para cada y E X podcmoa for1,1.:.r al conjunto .:ibiertó -

GY • { =<X: / fxy(z) - f(z)J<:[ }-

Obucrver..oo quo ye.Cy' de donde {Cy: y~ X} _ea--~~~-:. cubierta abierta do X. 

Por la compacidad de X deben existir y 1, •• , 1 ,Yn( X tales quo: 

arbitrario entoncco existe 

n 

1 ~ k .!:: n tal 'luo z l G:fk' 

1 rxyk(o) - r(z) 1 < /; 

e~ decir r(z) - ¡ < rx;¡k(z) '- r(d + ¡ 

Por otrn parte tcnfamoo que: 

de donde 

r(x) - E'- rxy(x) < r(x) +e para toda y~ X 

Pueuto que e (x) .. r (x) para alcunn 1 ' í ~ n, ontoncco 
X x.yi 

cx(x) <. r(x) + 

De cota for1:1a pt.ra cad<1 xi;. X cxiote una funcidn r;x t .n tal que cx(x} < f(z) + f 

;¡ ex( z) > f( z) - E pnru tolla : L X, Para Cüdu x t. X dofinir.ioo el conjunto 

abierto: 

Ob::wrvando quo x f Hx ae tiene que { Hx: x l X J oa una cubierta abierta de X, 

por ln comj;acidnd de X cx1ctcn xl' ••• , xm E X talos r¡ue: 
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I>e!initnOB la tunci6n h. min (g 1 i. l, ••• ,m). Por bip6tesie hE n. 5610 
•1 

T••ta pTobaT que !Ir - b 11 ( l. 
P&ra este prop6eito eea z E. X arbUra.rio, entonces •xieh l :; k ~ m tal que 

uH,k, as! g'k(z) < f(z) +l, poro h(z)~ g,k(z), BB eigue que: 

b(z) > r(z) + E 

Por otra parte, como para ca.da x (X se cumple que g
1

{z) > t(z) - t p&ra-

'\odo z l X, y puesto que b(z) • g (z) para alguna l ~ j ~ m entonoee: 
xj 

de aqu! se tiene 

ea decir 

h(z) > r(z) - E 

r(z) - ¡ < b(z) < r(<) + l 

lb(&) - f(z) 1 < l 

pueato que i fue arbitrario concluimos quel 

llEF!NlClOló lll.14 

• 
Sean X un eepacio topol6gico y l\ ~ F(X, 11<.) • [f: f:X----> RJ. Se dice 

que.!\ aisla puntos en X a. "M,. ai para cada pareja de pwrtoe (x
1

, d.
1
), (121 o:.

2
) 

en X-,.. it. tale e que x 1 f> x
2 

o x1 • x2 y oi: 1 <. o1.. 
2 

existe f l ,.f\ tal que 1 

OBS::RVACION 

En el cauo de que .Il conste de funciones continuas la propiedad. anterior ea 

equivalente a que (xl'o1.
1

} quede situado debajo do la grAtioa de (ee decir 

eitl C::. f(x1 )) y (x2 ,ot.
2

) quede situado encima de la gr4.fica de t {ea decir 

r(x2)<:: ""2 ), 



94 

En efecto, ai (x
1

, ol
1 

), (:a:
2

, c:(
2

) y f satisfacen las condicionee de la dert­

nici6n1 ee claro que (x
1
,oc

1
) queda aituado debaJO de la gr4fica de r, y, 

(x
2

,o"-
2

) queda situado encima de la gr4fica de r. 

Inversa.mente. Supongamos que (xl' ..:..! 1) queda debajo de la gr&fica de t y -

(x2 , ol 2) queda encima de la gr4fica de f, Entonce a ea claro que: 

(x2 ,o1. 2 J~{(x,o<.): o<.O f(x)j 

Adem.1e 1 como f(x1) - o/. 
1 

> 0 1 entonces por la continuidad de f existe un con­

junto abierto U tal que x1 f. U y para todo z f U se cumple: 

lr(x1) - f(<) 1 < (r(x1) - ot..1)/2 

Si denotamos a f(x1) - o( l por ).. tenemos: 

¡r<x1) - f(zll< ")../2 si ze u 

De donde U• (o<. 1 - J../2, o1. 1 + J../2) ee una vecindad abioria de {x1,o1. 1) que -

estA conlenida en· {(x, «. )1 o(! f(xl}, puee ei (E,l> )E U >.(o< 1- )./2, o<-1 + )/2) 

entoncee r. € U y 
o(.l + f(x1 ) 

o< l - J../2 <. \1 <.o<.l + J../2 • 2 

Por otra parte, como r. E. U entonces: 

ee decir 

en particular 

do donde 

¡r(.) - r(x1)\ < 'A./2 

- ~ + f(x 1) < f(z) < ,¿. + f(x 1) 
2 2 

o1.
1 

+ r(x
1

) 
--r-- <.f(z) 

P < f(z) 

concluiooe que (x1,o1.1)E inl( ((x,o<): ol < f(xH ), 

PROPOSICIOll III.15 

SeB.11 X un espacio de Hauedorff compacto y _J\_cC(X 1 ~) tal que dados E.> 0 1 

(x1 ,x
2
)EX•X y fEC(X,ll,)exiatehEJLtalque: 



1 h(x1) - t(x1) 1 < ~ 
Entonoea J\ aiela puntos en X K Q, 

DEMOSTRACION 

5eon (x1,o: 1 ) y (x2'oc2) •X• 1¡¡, 
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y 

i) Si x
1 

• x
2 
y~ 

1 
< o<:

2
, Sea t:X ~~la tunoi4n oonsh.nte igual a 

(o< 1 +o< 2)/2, ••tiene que fE C(X,~). Sea E• (cx 2 - o< 1)/2, aai E >0 0 

Por hip6teei• e:date h E Jl tal que s 

1 
°"2-0(1 

1 h(xl) - !(xl) < --2-

cx 2 - ""1 ""2-""1 
t(x1) - --- < h(x1) < t(x1) + ---

2 2 
Do aqui 

Ea decir 
o<l+ cx2 °'2-°'1 °'1+"'-2 °'2-"'1 
--- - --- < h(x1) < --

2
-- + --

2
--

De donde 

Aaí, h es la tunoi6n aisladora, pues (x1, °'J.) queda debajo de •u grl.fioa y 

(~,O( 
2

) queda encima da au gr4tioa, 

11) Si x1 " z2• Como X ea de Hauadorft y compacto entono•• ea normal, u! 1 por 

el lema de Uryeobn existe f'lX -----t [011] continua tal que f(x1) • O y -

t(~) • 1, Puede suceder alguna de las eiguiuntea lituaoionea con reopeo­

to a ol 1 y c:x.21 

a) °' 1 < "'2 

b) o<. 2 < °'¡ 

o)<X¡•ol.2 

!nalicemoa cada una de ella.o: 

a) Si <X 
1 

< ot.
2

, Sea E > O tal que o< 1 + E <: o< 2 - E. DotiJiimo• la tunoidn 

j1[0,1) ~ [o< 1 +é ,o1 2 -E) oomol 

J(t) • (<>< 2 -o< 1 -2E)t +"' 1 +f. t•[o,1] 



Así, e • joflX _,..ti)., ee una runcidn continua tal que: 

e(x1) • j(f(x1)) • j(O) • « 1 +E 

y c(x2) • j(f(x2)) • j(l) • "' 2 -

Por hipdteois existe h l .fi tal que: 

y 

y 

'e!, h ee la funcii!n aieladora buscada, 

h(x2) < e(x2) + E 

h(x2) < "'2 
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b) Si 0(
2 

< O( 1• Sea E> O tal que oc. 2 +E < .x: 1 - é., El razonamiento es­

an.Uoeo al inciso anterior euati tuyendo la fu.ncidn j por la tuncidn -

j'1[0,1]--. ["' 2 +E,"'¡ -E] tal que: 

j'(t) • (« 2 - "¡ + 2E)t +°'¡-E t •[o, 1) 

e) Si °' t • a: 
2

, Sea E> O arbitraria, El razonamiento es anAlogo al inc! 

so a) oueti1uyendo la funcidn j por la funcidn 

j":[o,1]----. (<>< 1 - ¡•"'¡ +¡) definida como: 

j•(t) • 2Et +°'¡-E t< [o,!] • 
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CAPI'l'ULO IV 

11 FUNCIONES SEMJCOliTINUAS u 

Sen (X,dx) un espacio rnétrico., Se dice que una t'unoilin f:X:--+ ~ es eupz 

riormen'te semi continua en un punto x
0 

é. X si para ca.da t. > O exiato ~ > O tal -

que x. é X y d:x(x,x
0

) < ~ implica f{x) f. f(x
0

) +E.. Anlloce.mentet r ee inferio_!: 

mente eemicontinua en un punto x
0 

L X si riera. cada t.> O existe ó >O tal que ai 

x E X y dx(x,x
0

) < d entonces r(x) ).. f(x
0

) - E • Fina.lniet1te ae dice que f es­

superiormente (inferiormente) eemicontinua ei lo ee para cada punto de x. 

Una forma alternativa do definir la nemicontinuidad inferior y superior os­

por m"dio de loe Umitee superior e inferior de una funoidn, cuya dofinicidn -

recordamos a eont inuac i6n: 

DEF!ll!CIO!/ IV,2 

Sean (X1 dx) un eepa.cio mhrico, f una funoHin de X en '¡... y x
0

t- X, derini-

moe: 

que ea llamado el lfmite euperior de f en x
0

, y 

.ll'll f(x) • eup ¡ inr lr(x): d.(x,x
0

) < !iJ} 
X-tX

0 
d > 0 

que ea llnmado el Umite inferior dtl f en x
0

• 

Afirmru::Hin: f ee &Ufleriormente eemicontinua en :x0 ei y o6lo si 

r(x
0

) • lim r(x) 
x-xo 

En erecto. Suponge.mos que t ea superiormente oemicontinuu. en x
0

, Dado ! > o, 

existe á
0 

> O tal que si dx(x,x
0

) < .í
0 

•ntonoee f(x) 4 f(x
0

) + E , ao:C 
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d• donde. ttm r(x). inf \eup \f(x}: d (x,x )< ~l} $ rtx.>. l 
X-t:CO ¿ > 0 X O 

Puesto que esto ea válido par& lodo é 'O 1.enemoat 

f>or oira partet para toda. ~ >O se tlene : 

r(x
0

) ~ eup l r(x) • d,(x,x
0

) < ,¡} 

de donde inf l•up (f(x): dx(x,x
0
)' ~ l} • Um f(x) 

~>O J:-:co 

aai 1 concluimos que r(x ) • rr;;; r( x) 
O %-t x

0 

Inversamente,. SuponcMos que f(x0) • hm f(i.), entonces dado E 1 O oxhte­
x-x0 

,\
0 

> O tal que: 

eup [ f(x): d.'x, x
0

) < d 
0 

} .> r(x0) + E 

asÍ 1 para toda XC X tal que dx{r1 x0) < ~a ae tiene t'(x) ~ t'(x0 ) + l, por lo .. 

cual f es superiormenh semicontinua en .x
0

, 

Similarmente: r ee interiormente acmiconiinua en x
0 

ai y edlo 11: 

r(x
0

) • lli r(x) 
X-+X

0 

A lo la.reo de este ca¡1ftulo se uhliz.a.rAn aleunoa resultados A.Cerca de la._ 

funcionies eemicont1nuao, por eata ru..tdn uo conveniente 1ntroducirloa en este -

momento, 

1) feo una funci6n continua e1 y edlo oi t ae infer1ormente aecnicontinua y -

superiormente aemicon\1nua • 

2) f iee u.na funcl.6n eupenormen\e eem.iconhnua (inferiormen\e 11111icontinua) 11 

y e6lo si {-f) eEJ una funcidn interiormente aemieontinua (1uper101'1Mnte ee­

miconhnua). 

3) si f y e aon auperio.rmrnte (inroriormente) aeaicontinuaa entone•• t ... g 

tar;bUn eo superiormen1.e ( infer1or.m.en\e) aomicontinua. 



4) Si e ea una función eupP.riormente (infcriormente) eemiconhnua y f ce una -

tunc16n interiormente (euperiormente) aemicontinua1 entoncea la func16n 

e - t ea eureriormente (infer1ormente) aemicontinua. 

Centra.re111oa nuestra atenci6n en las funciones euperiormonte eemicont1nuaa 1 -

aunque en realidad, loa resultados expuestos en el presente capítulo tienen ou 

dual con respecto a lae funciones inforiormente eemicontinuae con loa cambioe­

adecuadoe, 

Primeramente cone1deremoe la eicuiente; 

PROPOSlCIOH IV,3 

Sea.n (X, dx) un espacio m6trico compacto y t:X----1 íl.. una función euperio_!: 

mente eemicontinua, entoncee f eetA acotad"' euperiormente, 

DEl:c STR AC l OH 

Sea E> O a.rbitrario, para cada x t X exiete ~x > O tal que d:r:(x,y) < ~x -

implica r(y) ~ f(x) + t , Con111deremoa la cubierta abierta de X dada por 

[B~ (x): xt.Xj 1 como X ea compacto u:i.aten x11 x2 , • •• , xnE.X tales qutH 
X 

X • U B~ {x1) 
i•l •¡ 

Sea M • mu: { t(x1) + E : i • 11 ? 1 ••• , n J • Afirm8Jlloa que f(x) ~ M para toda 

x <X. En efecto, ai x t. X entonceo existe 1 ~ 1 !: n tal qutt x 1:. Bd (J.1), y as! 

•1 

• 
Obaervemoe que ai una función ea superiormente eemicontinua no podemoe aoe­

eurar que eet• acotada interiormente, adn cuando eeté definida en un eepacio -

compacto, Como un ejemplo de eeto conuderemoa la tunci6n t: [o, l]-----+ ltl.. de­

finida como: 

¡, ln{x) 

r{x), 

o 

ei x •{o,!] 

ei X • 0 
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llOTJ.C!Cll 

En lo sucesivo utiluarel'loe la Blf:'Uiente notaci6n 

C(X) denotar& al conjunto de funciones continuas de X en C-.. • 

s(x) denotar! al conjunto de runcionee superiormente oemicontinuae de X en~. 

ll(X) denotar! al conjunto de funciones acotadas y superiormente eemicontinuas 

de X en '"· 
Desearnos definir una mUrica en U(X), pnra lo cual haremos uso de la mdtri­

ca de Hauedorrr. Puoeto que esta mtHrica eetd definida sobre conJuntoe cerra­

dos, y, las grt1ricaa da funciones superiormente eemicontinuae no necesariamen­

te oon conjuntos cerrados en X• rP.., (por ejemplo la funcidn mayor entero menor 

o ieual que x; [.i:J ) , entonces dobeinoe asociar a cada funcidn superiormente ª! 
micontinua un conjunto cerrado en X k. Ti, Esto lo logramos de dos formas dife­

rentes, cada una de Jan cuales dará origen a una ml1trica diferente, 

La forma mAe natural de aeociarle un conjunto cerrado en X ll Q.. a cada ele­

mento de U( X) ea coneiderar la cerradura de eu erllfica, esto da origen a la aj_ 

euiente mhrica infinita en U( X)• 

JJBFIN!C ION IV .4 

Sea (X,dx) un espacio m1Hrieo arbitrario, definimoo la func16n 

d2 :U(X)•U(x)~ll<u \<nj como: 

d 2(r,e) • Jp(i',i:l 

donde f y e denotan la cerradura do la erAl'ica de f y g reepectivamente. 

Para comprobar que d2 defino una m&trica en U(X) edlo bace falta ver que ai 

f y e son elementoe de U(X) talos que f • C entonces f • g, Para comprobar º!. 
to, aupongamoo que existe :r:

0 
~ X tal que f(:r:

0
) ; e(x

0
), ein pdrdida de eeneral!, 

dad podemos suponer que f(x
0

) > e(x
0

) 1 eoa E • f(x
0

) - e(:r:
0

), entonces é ea -

positivo y como e es una func16n superiormente eemicontinu.:i existe ~>O tal­

que dx(x,x
0

) < J implica e{x) < e{x
0

) +E /2. Sea O< .l < min { ~ 1 E/2}, ee ~ 

firma que B;[(x
0
,f(x

0
)))f\ ¡:•¡l. En efecto, ei (y,a)< B;((x01 f(x

0
))) nnto!l 

ceo: 



y ya que 

aa Bib'Ue que 

por otro. parte 

aa1 

g(y) ~ g(x
0

) + t/2 

~ • r(x0 ) - g(x0 ) 

2 2 

r(xo) + g(xo) 
g(y)~ ----

2 

r(xo) + g(xo) [ 
----- • r(x0 ) - Í <.a 

g(y) <. a 
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de 1111u!, ee eiguo que (y,a) t e, por ooneiguiente ex •• r(xo)) é "j - g, aei que 

7 ~ i, lo que es una contra.diccic5n, 

La otra forma do aaooia.r a cada elemento 1 de U(X) Wl conjunto cerrado en 

X 1.. W. lo logramos por modio dol concepto de hipogr!tica de una función {hipof), 

DEFIUICIO!I 

Soan (X,dx) un eapacio mdtrioo n.rbitrario y r:x~ 'R, dofinimoa1 

hipof • { (x,"' ): x < x, e<.,; f(xJ} 

th hecho importante ee que e1 t E. S(X) entonce e hipo! ea un conjunto cerrado 

en X ... ~ 1 plll'a la juetificncidn de esta afirmaci6n ha.remos uoo del siguiente: 

5oan (X1 dx) un oopacio m!trico, x
0

E:. X';/ ftX---?Íf.. u.na función arbitraria, 

Si (xn)n E~ oo una ouceoi6n on X convergente a x01 entonceel 

llm f(xn) ,;. llm f(x) 
n_,.cn x_,.x.

0 

donde ~::_O'.r{xn) denota ol limito superior de la euceeidn (f(xn})nE<N, y 

lim r(x) eo el l!mite ouporior do r en x
0 

dofinido en pAginae anteriores. 
x~x 

o 



Si TI; f(x) a CD cntoncvo no hny naúa quo prol.iar. 
x....,x

0 

Suponc.:i.moe qua lirn f(x) <CD 
x_.x

0 

tal que:' lim f(xn ) • r;¡;; f(xn) 
k-co k n-.,ico 

Sea r un nómero ma;,·or que lli r(x), !:xiote ~>O t<il quot 
x-.x o 

oup f f(x): dx(x,x
0

) < ~} < r 
As!, f(x) < r oi dx(x1 x

0
) < ó, Por otra parte exiote K) O tal que: 

dx(xnk 1 x
0

) < ~ ei k ~ t" 1 por lo tanto 

f(x ) < r 
nk 

ei k >, K 

Aol, Um f(x
0

) • lim f(x
0 

) ~ r. Y como asto es válido para todo 
n-co k-u:o k 

r) lim f(x) DO EiiLUe que1 
x .... xo 

lli f(xn) ~ i1'i f(x) 
n ... ., 

PROP05!C IO!I IV, 6 
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• 
Sca.n {X 1 dx) un eopucio mdtrico arbitrario :¡ C:X --.TV.. , Entonces f eo BUP.2, 

riorrr.antc acr:iicontinua si y o6lo oi hipof oo un conjunto cerrado en X Jt ~, 

ll::::.OSTílA:;ILJI/ 

Suponwarnoo que f ce oupcriorL1entc acm1continua, Sea ((x01°' 0 )}n E.•"! una au­

cooi6n en hipof convercentc a (x01 o<.
0

) 1 dcbor.;ou probar que (x
0

,cx.
0
)E hipof, Se 

tiene que para cada n E n..i o.:.. n !:- r(x0 ) 1 no!, 

°'-o • lir.1 O(, n ... i'"im O(. n ~ lli r(xn) 
n-m n-ta:> n-+o:i 

pl.lrO Tim r(xn) ~ rr;:; f(x) 
n-.~ri 



pueeto que 

oe eigue que 

y do eeta forma 

llm f(x) • f(x
0

) 

X-tX
0 

o<.o ~ f(xo) 

(x
0

,o< 
0

) E hipof 
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Inversamente, supongamos que f no oe superiormente eemicontinua1 entonces 

exiaten x
0 

E: X y l > O tale o que para cada n e ~ existe x
0 

E. X tal que 

dx(xn,x
0

) < 1/n y r(xn) > r(x
0

) + E, Consideremos la sucesi6n ((xn,f(x
0

)+t))n, 

se tiene quo la auceei6n eetA contenida on hipof y 1 adem&a, la suot1ai6n conver­

ge a (x
01

f(x
0

) +E.) el cual no pertenece a bipof. Por lo anterior conoluimoe -

que hipof no ea un conjunto cerrndo en X,, TI\. 

• 
Teniendo en cuenta la propoeici6n &.nterior Heno sentido considerar la e!, 

guiente definioidn. 

DEFil/lC!ON IV, 7 

Sea (X,dx) Wl espacio mAtrico arbitrario, definimos la tunci6n 

d
3

:S(X))<.S(X) ->Rcomo: 

d
3
(r,g) • ¡,(hipof,hipog) 

(que la funci6n ee real valuada ee verli en la propoeici6n rv.17) 

lluevamcnte 1 para comprobar que d
3 

define una mhrioa en S(X) eólo hace fa,! 

ta ver que oi f y g eon elementoe de S(X) tales que hipot • hipog entonces -

f • g. Para comprobar esto eupongnrnoe que existe x
0 

E. X tal que f(x
0

) ~ g(x
0

), 

ain p6rdida de generalidad podemos ouponer f(x
0

) ) g(x
0
), sea o/.. E R tal que 

c(xo) <o(< f(xo), de aqu! ee tiene que (•o• e{) € hipof - hipog, y aei 

hipof ~ hipog, lo que ee una contradicci6n. 
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Una tercer mtHrica que podemon considerar en U(X), ee la métrica de conver­

Cflncia uniforme 1 la cual denotarl!rios por d
1

, en decir; 

d1(r,c) • aur{lr(x) -dxJI: xex) 

Anteo de entablecer aleunae relaciont!s entre estas tres m~tricas asociare­

mos a cada funci6n en S(X) unao nuevas func1ones, lao cuales eerA.n de utilidad 

en la der.ioetrB.Ci6n de proponiciones ponteriores. 

DEFIJllC!Oll !V,8 

Sean (X,dx) un espacio m~trico arbitrario y ff. S(X). Para cada A> O se de-

finen lao funciones r~::X--t'i. y 

r;(x} • oup ("'' li\: (x,"'} E e,[r]} 

r~(x} • inr ¡"' • "-: (x,"'} E e,,[r]} 

como: 

A la funcidn rr la llamaremos "la funoi6n :>..-paralela y superior de t", y 1 a -

la funci6n r¡ la lla.ma.remoe "la funci6n A-paralela e inferior do f 11 , 

llotamooque rt(x}•oup{f(y}:y,n,1.[x]j +.l oif•f (enpar\icularoi 

os continua). 

Aeí 

En efecto. Sea c(f. ~tal que (x,a< )t. B~J'rJ •.Bl.(r).E.:dete y0 E. X tal que -

dx(y
0

,x} S), l ac - f(y
0

JI fo .l 

oé ~ f(y
0

} + ,( ~ our{ f(y}: Y< Bi.[x1} + .l 

por lo tanto 

Por otra parte, dado t >O existe y
0

r: B.l.(x]tal que: 

f(y
0

} +l. >, oup ( f(y)' y< B;[xJ) +J. - E 

y como (x 1f(y
0

) +J )E B;,(r] entonces 

rt(x) >, our{ f(y}: y< B,[x]j + ~ - E 
como esto ea vA.lido para todo E. > O oe aicue que: 

Aal 

r;(x} >, aup { r(y}: Y< B, [x )} + A. 

r;(x) • oup \r(y): Y< B,¡[x)j 0+; 
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Adci:ide ei rlnx(x), con ).,
1 

>A. e:• continua ontonceo 

r~(x) • eup¡ f(y): 'J< l\[xJ} + l 

En efecto, lH.: si¡:;ue corno Mtcs quo 

rt(x) >, oup{ f(y): 'J• B1[x]) + J. 

Por otra parte, oca O( l r..z.. tal que (x,O( )(" D¡[f]. A.DÍ exiet1Jn y0 €X '3 ·~ t: t\1.. 

talec que dx(x,y
0

) ~ ). , 1 «. - ~ 1 ~ .l :¡ (y
0

, p) E. f. Así existe Ullll euccai6n­

{x0}0 '"1l>.L en X tal quo ((x01 f(x0})} 0 E.ll'i convcrcc a (y01 ~). txieto Ul:.1~ tal -

que dx(x, x
0

) <. l.
1 

oi n:} U, y por la coiitinuidnd de f on B X'(x) ee tiene que 

{f(x0)) 0 ~..¡, converco a. f(y
0
), pero como {f(x

0
))

0
E:tN convorce a "P so tiene -

f(;r
0

) • jl.. Por lo tonto 

De donde 

As! 

Por lo tanto 

y 

o<.~f(y/+).: 

r;(x) ~ nup [ r(y): y< B1[xJ} + .l. 

r~(x) • eup { r(y): H DÁ[xJ} + ~ 

ConoidoreMoo alcunoo ojcmploo :¡ alC'Jnao propiodndoe quo cumplo la funci6n -

J..-pnralola y superior, 

EJ1':l.PLO IV.9 

a) Sea r: ~ ----4 ~tal que f • 1n· entonce o: 

b) Sen X• ((x,O) "- 11(: o~ x"' l} U {(o,y) G ~ 1 o,; 'J ~ 1), Conoidnromoo 

la funci6n f:.X---+'ltl definida cono: 

r(x,y) • { : 

si y .. O 

Di X • 0 



Si }.. ), 1 ee U ene: 

r;cx,rl • i + .l 
Si O< A< 1 entonce a 

o 

Or4tioa de la tuncidn t 
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para,todo (x,y)f X 

1 

- : :,). 1 1 

;)
. L ..... L.1 
. 'º l·l 1 
)'l. 

Gr4fioa de la tunoi6n t+ 

(oon O< l.< l) 

e) Sea X• [o,o::>) y coneideremoe la funcidn r:X-JTR definida como: 

X• n 

o xe [o,!] u U [n + ...L, n + 1 - ....!:.... ] 
2 nllN n+l n+2 

f(x) • 

(n+l)(x-n) + 1 xe U [ n - 2., n J 
M.-.i n+l 

-(n+l)(x-n) +! xE U [n,n+.1..] 
ne.~ n+l 



107 

Ea decir, la funci6n f oonecta\··ineailn~~té f~·B·'p.úritoe: 
(01 0), (1/2 10) 1 (1 11); (3/21 0) 1 (5/3 10) 1 (2 1 1),:,(7/31 0) 1 (11/4 10¡ 1 (3 1 i), .... 

\"' '-."):·~-· 

:''., ::<_--:~:·~-. /:J"~{'. .:..': ,, 
·r ~;-·-

o .. , 
Ord.tioa de la tunoidn t 

Si A.< 1/12 1 entonoee1 

o 
1-,l 1-t ,l l·•l l·.l,. 11,l, 

x~[o,!_ ¡Ju 
2 

Ord.fica de la funoidn rt 
(con O < .l.<. 1/12) 

u [n..l:..n, n+l - .l.. - .l.] 
nu.~ ·. -n+l n+2 
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Verunoe ahora aleunae propiedades de las funciones A-paralelas y superiores, 

PROPOSIC IO!I IV. 10 

Sean (X,dx) un espacio mUrico comracto, fE. S(X) y)..> O, Entonce1: 

H).[hipof] • hipof~ 

Dllf:OSTRAC ION 

Sea (x, o< ) E B).[hipof ), entonce e e xi et e (y, \l.)< hipof ( \'<; f(y)) hl que 

Punto que 

F!ntoncee 

Aeí 

Pero 

De donde 

Por lo cual 

f((x, o<.), (y, ll ))~ .l. 
P((x, «+ f(y) -ll),(y,r(y))) • p((x,c<),(y,\l))~ :l 

(x,o1.+ r(y) - \l)EB).[i'] 

d + f(y) - \'> {, f~(x) 

f(y) - (l ~ o 

°' !, r¡(x) 

(x,c<)l hiror! 

Por coneiguiento H¡[hipof] e hiport 

Inversamente, euponeaznoe que (x, «.)E. hipar!, es decir al~ r~(x). Afirmamos 

que para cada n E IH 

(x, f~(x)) • Bl+l/n [r) 

En efecto, para cada n E. r..J existe ot. > r;(x) - .1 tal que (x 1 ol
0
)t B,\(1],-

n 2n 

Ani o/.. n ~ fr(x) de donde existe {y 1 a)€ f tal que 

f'((x, ;_ ), (y,a)) ~ ). <.. Á.+ ...! 
n 2n 

así d (x,y) < .l. + ...! 
X 2n 

de ln necunda deeieualdad tenemoo: 

-l+.l.~ol.. +..!..-a~J..+.L 
2n " 2n 2n 

noí - :l + -'- .$ o<. + ..!... - a $, r:(x) + .L - a 
2n " 2n 2n 
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ele dnnde - ,l ~ r1(x) - a 

- .l. - ..!.. < - ,l ~ r1(x) - n 
, ?n --

(l) 

por otra partn 

•OÍ (2) 

n 

••Í [r] 
. . . ·~ ~ . -' -

'romrutdG en cuent~ lo ,-afirmll.Ci&n nntArior, pnra r.ada n 1: rl ednte 

(yn1 f(yn))<o f t.,1 que: 

P((,,r!Ml,(y ,r(y ))) ~J.+! 
n n n 

c:OMO rinra cnila n €: IN 

Rntnncco ln nuceoJ&n (f(yn))n~ "' ent~ n.cot.ada, eo 11<?c'ir1 e:dste H >O tal -

que 1 r(yn) 1 ~ M pnrn. todo n '-: 1H, r.:OMO .X eit compacto cntoncce X 1. [-M1 ¡,¡] en -

un oubconjunto dom¡ia.cto de Xa.fl.t,, nn! ln RUCP-ffi6n {(yn 1 1'(y
0

)))n'='>J deba tener 

unn r.ubnur-,.oj6n convercr>ntc, p•ira hnc.er nif"l¡1lP. 1n notaci6n oupon;!wnon que de -

hecho ((yn,r(yn))}ni:·iu ~onver.:c a un pnnto (y, l~}í: Xxf¡:\, Obcervomoo que la-

nucP.ni6n {(yn 1f(yn ))) n t: u •!ntfi cont..,nidn en hipnf1 el euBl en un conjunto co ... 



:rrado, por esta ras6n (y, P..) E hipof. Por otra parte puesto que 

al tomar limites cuando n tiende a infinito obtenemos 

as! 

f((x,r;(x)},(y, ~ )) ~ :i. 

(x,r~(x)) E B;¡Jhipot] 

Finalmonh puoato qua ol. !, f1{x) 1 antoncoa (x1 ol) • ll)..[hipot], puo• COllO 

f'((x,f~(x)),(y, \\))S ,\. 

entonoee (y, íl ... "' - r1(x)). hipo! 

y ademla P((x,..:),(y, í> +"' - ri:C•J)) • P((x,f~(x)),(y, f>)) ~ .l 

de donde hipofi e B). [hipof] 

conolui.rn.oe que B~ (hipof) = hipor1 

PROPOS!C ION IV, ll 
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• 

s ... ,. (X1d,,) un oapaoio m~trioo compacto y fE S(X), Para cada ~ > O .. U•­

no r! • U(X). 

DEf.IOSTRACION 

Primeramente ve&111oe que para ca.da A.> O la runc16n t1 e1 acotada. Sea .l. ) o, 

para ver que r! eat6. a.cotada superiormente, sea M > O tal que f(x) ' M p&l"a t.s, 

do x €.X {esto es vAlido ¡iuea como r €. S(X) entoneea eetl a.cotada superiormente ). 

Arirmanioa quo rt(x) ~ M +A para todo X~ X. ~ efeoto, H&n X E. X y 

(x, «)E nJi'J, existo (y, f.>) ( 'f tal que 

de la eegunda doeicualdad se síeue que: 

o(.~~·,\. 

pero f> 4 M1 por lo cual o:~ M +J., y ae! r;(x) 1, M + .l , ºº"" OBto •• vil ido 
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p¡uoc. todo :rE'. X concluimoc quo f~ catd ncotada oupuriorrnente por J.l + .(, 

Ahorn, eupongarnoo quo rr no estd e.i.cot¡:¡,da inforiorriente, entonces podemos 

conatruir una eucesi6n ((zn1 u::
0

))
0

.,. it-¿ contenida en el complemento de hipor~ -

tal que pn.rt. cad.:i. n 'IN u:: n < -n, Co1:10 p"1.ra cada n ~IN el t4rr.d110 

(zn,úC.n) e: (X .,, Q.) - hipar;, por la propo:.:ici6n anterior oc tiene: 

(:
0

,'-"
0

) <(X• i".) - DA [hipof] 

no! para todo (x, a) C: hipof 

Por otra parto, corno X ca conpr:.cto ln t:uccoi6n (zn)nE: t-.\ debo tenor una -

oubouce~i6n convercontc, nucvar.onte parn oir.ipllficar la notación euponcarnoo que 

de hecho (zn)nf 
1
,.... ccnver;,.."C a cierto zE. X. J.s! 1 existe 11

1 
E IN tal que -

dx(z,z
0

) < l.. si n >,. H1, Tc.r.ibi~n existe Jl2 E: tN tn.1 que -?12 ~. f(z), do donde -

~n <. r(~) DÍ ti~ 11
2

• Son ]l • mnx{ !!
1

, z:
2
}, cntoncco Din>.. Jj 

"'n < f(z) 

ao! 

y co~o {(:1L-<): ol * f(z)}L hipof ontono.1e (z0 ,....;.n)GB¡[liipof], lo que ee 

una contrc.dicci6n, Asi puco rl dello ci::tar ucotildn inferiorr.iente, 

Por t1lti1:10 para cor.iprobar quo f~ E; 5(1.) baota con domootrar que hipar; oa un 

conju.'!to ccrrBdo en X l. Q., Por ln proponici6n anterior oabornoo qua: 

hipofl • n~ [hipof] 

Afirr.iar.ioo que en X )l. li{ co v!i.lido el tcorer.ui de llcinc-Dorcl, ee decir, un -

eubconjw1to do X._ ~ en cor::pacto ni y o6lo si ce cerrado y acotado, ~ efecto, 

c.:i.bcooe quo en c:;encrnl oi un conjtrn to F ce cor:i~ncto entonces os cerrado y acot_!! 

do, invoronr.ientc, suponca::mo quo F C: X ., ll( oo cerrado y acotnJo, cntoncco exi.E, 

te LE"<. tnl que: 

F ~ X' [-:-:, J;] 

poro X l [-1.;, i.] ca coupacto j' F oo ccrrnUo, se oi.:;uo quo F co compncto, 

Se :ii(..11C de ln afirmoci6n anterior que oi F ca un aubconjunto corrndo de 

X x ~ :¡ ~ > O entoncea D~ [F'] ce un oubconjunto corrudo da X,, li:t, (vor npdndice 

D), 2n particular co:.:o hirof co un oubconjunto cerrado do X a.~ (puoG f'=. S(X)) 
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• 
Otra rro_.,icdar\ rp1A rr.enc1onaremon tlP lnr. func10,,~u A-paralelas eup•!rioreo -

ln niC'uiente: Si f ca una funr:i6n co~tinu.-\ de un es;iaci<'i X en lil,. no ner:er:a­

riD.Mflnte r; re511Jta 11er continua aOn cui111dO el espacio X sea conel'o y coripacta 

(obr.ervnr el C"j,'M!'lo IV.9 (b)). Sin ('mbarrn, si X ea un aubconJunto convexo Y­

r:onp~cto du un espacio lineal norl'lndo ent"oncca lao funciones A-JH1.rnleh eure­

rior rnrn i:mla el•!Mento de C(X) rPnultan ser r.ontinuan. Para justificar P.sta -

,1fi rm:iri~n con:;ideremr>s .i.nt>'.'s lon ai~iPntP.n 1ema:J1 

Sean (X, 11 11) un eopacio lineal norr.iado 1 KC: X convexo, x
0

E. K y r> o, ente!!. 

ces: 

~~
1 

[:'<0] ···~ B~'1 
(x0 ) 

donde Br1 "')[x~ ,{B~~ 1 (x0·)~ .~?" tii~S 1i.~~1a8,11,·~-en.··-K (c~·rrada--y-abiertn) con centro-
.e, -·~-" -

p¡~;;osTRAClCll 

Claram,.nte D~._ 1 (x0 ) ':.~r~"1(x0]. Jnvt>rotvi,.ntA, nea yE. B:"\:i:.CI], 011 dP.cir 1 -

11;¡ - x
0

11 ~ r, Pnro .todo .:·E [o, I] se tiene: 

y 11•0 + t(y- x
0

) - x
0
ll• tl!J- x0 !1~r 

oi t E [O, 1) 

Fnr otra ptt.rtP1 APn l > O arhi trnrio1 entonce, para t r.my prcSxima B 1 ee -

tiene: 

YE B 
1
'
1
(x ), por In cual D 1' 1[x ) C ~) r o r o r o 

• 
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u;¡'.A IV .13 

Sean (X, 11 11) un espn.cin linP.al norMado, K e_ X convexo y compacto, x0t K, -

rn:___. ti\ continua y r ~ º· l'ntoncoe 

IE:.OS'l'RAC!O!I 

!:D cJ,iro quo: BUP f f(x): 7.' ij:'1
(x0 )} ~ DUp ( f{x): X' B:" [x0J}• 

Inverr.ar.iento, oon •X • eup l f(x): xi Brh;J [\J }, de acuerdo al lema ante-

rior «. • nup [ r(x): x f ~) t. Puente 1¡11€' K ca cor.?pnr.to entoncoe B l1<.l(x } r o J r o 

os compacto, por lo cual exinte y
0 

t B:~ 1 (.'.'.: 0 ) tal que ot. • f(y
0
), Por otra par-

te P..dnte una nuceni6n (y
0

)n ~ N contenida en B;~I (:r.0 ) convcrcento a y
0

, como­

r eo continua ne tiene: 

re ro 

de dond·· 

aoí, concluimoo que: 

Lt:l:A rv.14 

lin 
n-HO 

para todo n l 111 

Bajo lnn mioman hip6tf'loio dcl lema 311terior, rti l._) O entoncon 

DZJ;onTHAC TO!l 

De ncu~r1lo a la oheervnci6n hecha tlenput1o da la definición IV.R oahemoe: 

Tonando en cuentn P.1 lema nntPrior oc> tiene: 

r;(x) • nup\f(y): ;t•.n;'1(r.J} +A. 

• 

• 
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¡.=;;·A !V .15 

Zean (X,fl 11) un ~crac'io lin~J\l nor!Tl.ttri?~ l: C. X convcY.o, :t 1 x
0

E. K y A >.O. -

;¡ y<. ~ti [x) entone•• y <.H ,''1(>
0
). o lf y - '11 ~ ¡¡, .- x0 11 ~á.r• ali:>•"ª z o; 

tol que Jl: - '-~11 • .)._, 

Sen ye ~}' 1 [x] y •U¡>On!;M<oo q<te yf. B¡M(x], entone•n · UY.- X0 IJ > )., El -
- • '• - -_: ,-_- p • o 

r.(!~"1llf'nlo_.f:ro _+-·t(.f;.--~~1·; ~-t':(~dJJ -~Q~~ contenido en x:_-Derinir:oa la run-

ei6~·::(Ó¡l]~~ º·º"º( ... . 
:(t) • IJ <0 + t(y - ~0 );., x0·JI'~ t!ÍY~.%0 11 .. 

ad.c(O) • ·o·y e(l) • 11 y - x
0

jl·. Puesto'!"" e·., ocntinua y [o, l) ••conexo -

:nr el tnoro?mn dftl vnlor intorrir.dio oxiA_tD t
0

-E. [n, l] tal que: 

e(to). li'o +t.(:•~"º' - %º 11 • l.. 
nr>a Z•Y.n·+t0(y-x0), MÍ 

y 

se oJcue d~ la primf"'rn icrn1ld;\d que: 

s11ntitu;:•end11 t
0 

en la secunda i~trnlrin.ri ª"" titHH•: 

lí' - Y 11 e (J -__ _¿ ____ ) lf Y - X 11 • 11 Y - X 11 - ). 
11 Y - 'o 11 . 

0 0 

,\, ), lf:r - 1 ¡¡ 

JI z - Y lt .,; 11 Y - <0 11 - 11 Y - x 11 ~ 11 '- - '-0 11 

• 
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PROPOSJC TOll IV, 16 

Sean (X 1 1\ 11) un enriacio lineal normnrlo 1 K (X convexo y compncto, f:K--}@.. 

continua y ). > o. Entonces rt ee unn f11nci6n continua. 

n¡;¡.;oSTHACIOJI 

Sea E) O arhitrario1 puento que r eo uniformemente continua. exiote e§> 0-

tnl que •i x, x't K y 11 X - x' 11 < ti entonces 1 r(x) - f(x') 1 < E • 

y 

Senn x, x
0

( K tales qtte llx • x
0

1J ( Ó• !XI aC'uerdo al lema JV,14 

para nl~na yx E BA(x
0
1 

o 

Se pro'hnrA QUe: 1 r!(x) - rr<xo) 1 ( E • Oboervomoe en primer luear que: 

Si f(y ) • f(y ) la afirmación ne cumplo inmodintnmente, Suponeamos que 
X Y.o 

r(y,)) f(yx ), entonen• Yx ~ F¡Jx
0
J (puco f(yx ) • max ( f(y) 1 y e B,o.[x

0
Jj )1 -

o o 

por ol lema IV, 15 ex late z E: K tal que: 

11 z - XC 11 " ,l 11 z - y X 11 ~ 11 X - XC 11 ~ ti' 
de la ctenieualdad anterior se eicuo que 

1 r(z) - f(yx) 1 < é. 

en part icu 1 ar r( y x> <:. r( z) + E. ::, f(y xo) + !: 

así 1 f(yx) - f(yxo) \ • f(yx) - f(yxo) < t 

AnUo¡;amcntc 1 el f(yx ) ) f(yx) ao cu"plc 
o 

1 f(yx) - f(yx ) J < é. 
o 

Por lo cual r; resulta sor uniformemente continua, • 
Volv111!1on al enpncio de lan funcioneo nuperiormonte oemicontinuao y a lnn -

treo mUricao de U(X) oonoidarn.dnn en pAeinao nntcrioreo, la oif:Uiente propon,! 

ci6n non dice aleo mAo acerca dn ln mdtrica d
3

• 
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PROPOS!C!Oll IV, l7 

dJ es una funcidn rc!lll vnlunrln en el HSpacio dP las runcfonoa eureriormente 

enmicont inuae, 

u;:flOSTRACICN 

fiehP.l'lOR probar cyue si f y e Aon funcioneo eu!'eriormonte eemicontinuae ento!l 

CP.B d
3
(r1e)<CO •Para r.Bto vearnoA que existe un n6mnro r >O tal r¡ue 

hipoe e ~r[ hipof J. 
Por la propoRiri6n JV.11 f~ ~ U{X) 1 nai 1¡uo exiete w t 11>,. tal r¡ue 

w < inqr~(x): x•X/ 

Sen T~ • sup ldx): x E. xJ (el cual cxiate pueo al oer e superiorr:iente 00111ico!!. 

tinun cetd acot.:1da euperiorinr.ntn), 

Sen r • 1 + !~ - w /. AfiM1lll'O'J quP: 

hipne C Rr[hipof) 

:.:n efecto, Rea (Y.. 1a)€ htpoc, aní a~ c(x) ~ 'p.. 1 dA donde -~ - a.>, o. Por -

otra pnrte W ~ r;(x) + ~ - l\ parn 1.or\a X l X1 es decir 

a - 1 ¡>, - w 1 ~a - ( \'> - w) < r;(x) 

dP. ñonde a < f~(x) + 1 ~ - w 1 

RAÍ n < f~+lll -wl(y) 

(ver la juatificaci6n dí! ent.i. d4..•Dif:1Hlldnd nl final dP la del'loetracidn). 

Por ln cual (x,a)E. hipof;+I~ -w¡• Hacl<!nrlo uao dfi la propneici6n IV,10 tcnernoe: 

dfl donric 

(x,a)E Rl+/a-w¡[hipofJ 

htpoe :. Bl+lh -wl [hipofJ 

Sirdlarm"'nte, tomando w'é~ t;¡,1 quP. w'*- inf le;(:r.): :JlX} y 

-r~· .. nup tr(x:): :< t Xj ee prunbh r¡ue: 

hipof t Rl+ I ~· -w'I [hipoe] 

Do onta forna d
3
(r,c) !, mru:l l +lll - w/, l + 1 ll' - w'I} 

!A:>ln hacP. f11lh juetificnr lA. d+HJi{;ualdad r¡ue dPjrunoe pP.ndhnte en el deea.­

rrol lo dP. ln d~moetraci6n 1 la justificarP.mOR ahora, 
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Exioto o1.' lo~ tal que a -1 \\ - w 1 <. ...: 1 
<. f~(x) y (x, <><

1
)" B1[r], rie do¡¡ 

rie •xiete (y,9)f.f tal que 

y lo1.' - e\,; i 

ee! -1,, <><' - e-. i 

por lo cua1 - 1 - 111 - • 1 !, - i ... 1 v. - • 1 ~ "'"' • 111 - w 1 - e 5, i • 11l - w 1 
ea decir loe.'+ 1 ~ - w 1- e 1~1 + l '1 - w 1 

rie donde . (x, r¡1..' + 1 ll - w~) € B¡+ 11' -wl[i'J 

aa! 

concluirios fJUB 

PRCPOSICION IV, JR 

a<. ,/+\p -_wlo> r;+l~-wl(x) 

ª < r;.,.I ~ -•I (x) 

Sea (X,d'JC) un espacio l!l8trico co111pACto, Si f 1 f!E:. U(X) entonces: 

JBl:OSTRAC ION 

Sea Á • d1(r,¡;), ae! lf(<) -g(x)\ !, ). para todo x€X, 

Sfta (x, r(x)) E. r arbitrario, entoncee 

P((x,r(x)),(x,i:(x))) ~ ,l 

• 

de aquí tenemos que f e B).[f:], pero rccordemoA que BA['C] es un conjunto cerr.! 

do en X xTM., por lo cual f c.. Bl.['e). 
J.nftlOCar.IPnte e(. fl~ (f] r por )O CUR} COnc}uimoO que 

d2 (r,e)~ ). • d1(r,e) 

Por otrn !'*arte 1 "ªª o(> O tnl que '°é C.: Bac: [f] y fe B ... [ff i Para cada x e X 

ee tiene (x,g(x)) El\. [r], an! 

dx) ~ r:_ (x) 

rle donde hipoc e hipof:r. • Bor. (hipof J 



AnAlo!:'amente 

dA at¡UÍ 

hipof e B.,. [hipnc] 

d
3
(r,e) ~ c1. 

pero esto es válido para todo o( > O tal que e e R« [f) y fe Bel( [e] 

aei que 
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• 
De nc·uf",.do n la propneici~n nnterior podflmon conr:luir que d

1
-cnnvereoncia -

(convereencia unt forne) implicn d
2
-conVP.rt:enci.11 y a eu vez 1 d?-eonverecncia -

implica d
3
-converefmcia. Veamos ahora alcunos ejemplos r¡:ue muestran que loa i!!, 

vereoo de entae implicaciones no neceeariarnento son ciertos. 

?riMeramento verunoe que d
2
-convnreencia no implica d1-convereencie1 ni oi-

quiAra implica convereP.ncia puntual. 

F.TEl·IPLO IV, 19 

Sean X • [0 1 1 J y f:X ~R 1 con r • \ • Para cada n ~ .,¡ dP.finirnoe la 

funcidn r :x---. 'R 
n 

Tanto la funci6n f como cada una de las funciones r
0 

pertenecen a U(X}. Ad!, 

m.~n d?(f01 f) • l/n por lo cual (r
0

)n1:.iti d2-converee ar. Sin embargo, (rn)ntitit 

no converce puntualmente a f, de hecho ( r n(O}) n EN no os convereente. 

Ahorn vcnmon un ejerip)o con el cual queda de m1111ifieeto que d
3
-convereenc1a 

no implica d2-convercencia. 

F,H:llPLO IV, 20 

Sean X • (0 1 1] y r:x---. Q.. la funcidn conetMto cero. Para cada n EN -

rtefinimoe la funcidn rh :X~ ii\ de la sieuiente manera: 



{

n2(x - l/n) 

rn(x) • 

o 
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sl o ~ x ~ l/n 

si l/n ~ x ~ l 

Tanto h runcidn r como cad.-1 una de lafl funciones fn son continuas y por lo 

tanto pertnnecen a U(X) • ObRervemoo r¡ue para. cada n E IN ae tiene 

hipofn(. hipof y 

de donde d
3
(rn, f) ~ l/n, por lo cual (rn)n f:i ~ d

3
-converee a f, Sin embareo c,g_ 

mo P ( (o.-n) 1 f) • n entoncea d 2( f n' r) • n, por lo cual (f0)0 E iN no d2-con­

veree a f, 

Ordtioa do la funci6n t n 

Sin embareo ei el enpn.cio X eo compacto y la funci6n Hmite oe continua º.!l 

toncea d
2
-convcrcencia ee equiva.lente a d 1-convereoncia, Antee de juotificn.r -

eeta afirmación coneidernmoo el nieuiante lema: 

LF.f'.A IV .21 

Sean (X 1 d~) un espacio mt1trico compacto y f €.C(X), Entonces lae sucaoionee 

(f~ft)k,.1>-1 Y (fi,lk:)k Ei...i convoreen uniformemente ar. 

DEf:OSTHACJOll 

Saa 1:. > 0 1 debemos probar que eYioto K E lt-.l tal que k ~ X' implica 

r~/k(x) - f(x) ~ i parn todo x~ X. Como feo uniformemente continua existo -

o~ ~ ~ E/? tal que si dx( x, X')~ ~ entonces 1 r(x) - r(x') 1 < E/2. Sea 



}f E. 1\...1 tal que l/K <..d. Sean xt X arbitrario, k ~ K y O( l ~ talen que 

(x,o<)"-BJ/k(i'], existe (y,f(y))• f tal que: 

y 1 oC. - f(y) 1 :> 1,h: 
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en particular se tiene oi.. ~ f(y) + l/k, y como dx(x,y) $:.1/k· < ~ ·entonces¡ 

de donde 

así 

1 f(y) - r(>) i < E/2 

f(y) <. f(x) + t/2 

o( < r(x) + l/? + l¡k. <: f(x) +l 
+ _.:__ -:~-··_ ~"~:-'.·:.~:·;;:~,-::·-':< ~·~·; .-. :. 

r1¡k(x) ff(x) + l.< . · 
-- .---· - -'-_.-. -:~ . e·_·--_·-_-_-,,- >-~~-_e:_·_""'--~;-;->--.·~-~·-:_'+ -_~O -_ 

Puento f!UO eetO en vU ido para todo x '-X ea· r.on~luy~---~~e ( f t/k?k ·E IN converi;e-

uni fnrmPrnonto a f. 

Similnrmento se prunhn r¡ue Cri.lk)k f; "'t .cc:>nveree ~ifol-mf!mente a r, • 
PílOPOSJCJOll rv.~2 

Sean (X,dx) un espacio métrico compncto 1 fEC(X) y (fn)n1:u una nucP.ni6n -

en S(X). Entonces ( f 
0

) 
0 

t: ,.,. d1-converee a f si y e6lo ei ( f 
0

) n t •N. d2-conver¿:P. 

n r. 

D~J.:CSTRAC IO!l 

~ acuerdo n la propoeicidn lV.18 d2 (rn' r) ~ d 1(rn, r), aoi r¡ue ei (rn)n'="'' 

d1-convor,:e R f entonr.oo {f
0

)
0

t: 'i d
2
-convoreo n f, 

Jnvcraat:lcnto, nuponear.100 que (f
0

)nc.•i d
2
-converce ar, Pnrn cnda k f IN exi! 

te n~o¡ tal que rt2(r0,r) < 1/k rd n ~ti, cB d1?cir áp(fn ,r) < l/k nin~ ?l­

o sea f'
0 

C D
11

1¡,Jf] y f ( tll/klf'
0

] ei n >, tl, noÍ para r.ndn X E X y n >,. fl 

(x,r
0

(x))e_ a1,lk(r] 

d• <lon<ln r¡,'k(').; fn(•) '° r;¡k(x) 

poro por e 1 loma anterior tanto ( fl ,lk:) k (; ,N r.omo ( f~/k)k l •h convorcen unifor-

• 
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Veamos a.hora un ejemplo que muestra que la condici6n de compacidad del eep!: 

cio X ee esencial en la proposición anterior. 

wE~PLO IV ,23 

Sean X• [o, a:i) y f:X ____,9._ la funci6n que conecta linealmente los pun\.­

toa: (o,o), (l/2,0), (1,1), (l/2,0), (5/J,o), (2,1), (7/J,O), ,,, (ver ejemplo 

IV,9 e)), 

Afirmamce que la Duceei6n <r;¡n)n, tJ d2-converge a r. Para juetificar esta 

afirmación veamos que si n ~ 12 entonceo d2 (r~/n'f) ~ l/n, ea decir 

r;/n C Bl/n(r) y f C Bl/n[f~ /n), Bl aopecto de laa funciones f y f~/n para 

n ~ 12 se muestra en la crAfica oieuicnte. 

m o+l 

X • m 

o x e. [o,! J U U [ m + _!_, m + 1 - 2-J 
2 mt.IN mtl m+2 

r(x) • 

(m+lHx-m) + 1 X E [m-2-,m] 
m+l 

-(m+l)(x-m) + 1 [m,m+...!..J 
m+l 



122 

S1 n ~ 12 

x~[o,! - l] u 
? n 

l/n u [ l!H-.1..+!, et+ 1 ..: ¿_ - .! ] 
m1.•t.1 r.i+l n m+2 n 

l + i./n x E:. U [ m - .!., m + ! ] 
m t fl n n 

·,-.·:' 

(m+l)(xoo(~,-il) .+ i + ~ x E. U [m - _!_ - ~. m - .! J 
111t11-l m+l n n 

x {: U [m + .!, m + _!_ + .! J 
m(:."'1 n m+l n 

::n realidad basta con nnnlizar la ni tuaci6n entrP. doo ndr.ieroe enteros r.one.z 

r:uttvoe, para lo cual lo dividirerioa en variaa rartec-. 

tn 

\ 

\ 

,- --

' 
'- - - J 

"" .!..., T ""(' 
mt.!}· l. 

fTHl \'\ 

f"''"'.,.!... t"YHt 

"""" h'\•L 
rY1-t 1- ..!.. - ..!.. 

hHl I'\ 

(a) 

\ 

Utilizando ln ricura (n) veaMoD "!U~ fe ª1/n [r~/n] 

\ 

\ 

( 
'rn<i ..L -tL 

""'' \'\ 

(b) 

, , 
r - -

t::.,1-~ 

°"'"H'-~•1.-; 

- l ] r:i x E Ln, m + -
m+I 

cntoncoo f'((x,f(<}),(x+!·, f~/ (x+!})) • ! 
n n n 

ni x~ L- m+-1-+!, m+l- _.!_ - ! J t f(( ( }} ( + ( )}} l n+l n m+? n on onceA <,f x , x, fl/n x • _ 
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. ! 
n 

. ! 

ni X l. [m+~!1 ,,;.¡.¡_ 2- - ! J entonce e P ( (x, f~/n (x)), (x, r(x))) • ! 
..,..¡ n m+?. n 

si :t t. [m+l- _!_ - !, m+l - ! J cntoncen P((x,r~¡, (x)),(x + ~,r(x + !))) • .!. 
m+2 n n n n n n 

oi ::t E L~. 1 - ~. m + 1] entoncP.s P((x,r~/n(x)),(m + 1,r(m + 1))) • ! 

Así 

De aquí podP.moe concluir r¡ue (f~/n)""'" d2-convoree ar. Sin embareo la ouce-

no converce untforr;emt:?nte a f, pueo para n ) 1 se tiene 

• 1 + ! mientraa que f(n - 1 - ~) • O, Asi que la convereen­
n 

cia no punde oer uniformo, 

Pnn!lto qui! d
3 

es una 111Hricn en S(X) y no sólo nn U(X), non enfooaremon 

principalnentc a ente tipo dn converGencia. t.a oic;uiente propooici6n noe da -

cl'>ndicionoo ouficirntoo y necPnarrnn para que unn ouce!li6n en :J(X) nen d
3
-co.u 

veret.?nte, 
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PROPGSIClOlJ IV .24 

Sc.n.n (X,dx) un eop.::r.cio m6trico compacto, fG.S(X) y (rn)ne.i....a u.na sucesi6n -

en S(X). Entoncec (fn)ni: it-1. d3-convcr¡;e ar oi ¡ s61o si so cumplen las si­

auicntco COlldicionec: 

l) Para cüda. x t: X oc anti:;facc que oi (xn)n ( .,¡ ca Wla Gucesidn convcreente a 

x entonces fu f n (xn) '" f\'.c) • 
n-= 

2) P<ira c.::.da xE. X exiote una succsi6n {x
0

)n t:i» convcrcente o. x pn.ra la cual -

~ f
1
,(x

0
) >,, r(::) 

0-><c 

n;::::osTnAc rcu 

SuponG<l.r.lOB c¡uo ac cumplen 1.1.: condicicnoo ( 1) y (2), 

Sea f >o, nfir1:in.noa r¡uc pnr.:i call.n x'° X existan O<.. S.x <. l :¡ ll:x E.tN ta.los-

quo si dx(x,y) < ¡,x ;¡ n 4 llx cntonco" r
0

(y} < r(x) + <. 
i:ll efecto, puea do no aor cierto exiGtírin x I; X tal quo parn. cada m~ ,...¡, oxi! 

tirta ;rmE X y "m tan crundo COl':lD quiaié'rn.r.io.s tales quo dx(.rm,x) "- l/rn y 

fnm(:;m) ~ f(x) +E., Podemos lo¿;rnr que lo. aucooidn {nr.t)m,,N eoa. estr:.ctnr.iontc-

crociunto. Si conotruir.1ou la .cuceai~n (xn)n E 
1
"' do ncucrdo al sicuientu crito­

rio 

Xn• [ X 

y m 

So tcndr!a que la ouccni6n (x0 )n~i>-.l convercc o. x, nin embarco 

tr; rn(xn) > f(:i:), contr;~Jiciendo ln ccnd1ci6n (1). 
0-+CD 

Ahora.1 como { Dd (x): x <:.X} eo uno. cubierta abícrta do X existen 
X 



Ü1 efecto, sean x E X arbitrario y n ~ H 1 exiete l ~ i ~ k tal que 
l 

d (x1 x.) < á (. E 1 as{ 
X l Xi 

ademAs 

o nea 

P ((x,rn(.)),(xi,fn(x) - l)) • E 

fn(x) <. f(xi) + E 

fn(x) - E <. f(x 1) 

por lo cual (x1,rn(x) - ~ )E. hipof1 por coneieuiente 

como esto ee vAlirlo rn.ra torio x 1:. X entonces 
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de aquí podemos afirmar que hipofn ( Bl(hipof], pues ei (x1a)€ hipof
0 

entonces 

existe (:r,h)~ hipof tal que: 

pero 

y 

as! 

P((x, fn(x)), (y, b)) ~ E 

(y,b - (fn(x) - n))l bipof (pus" fn(x) - a~ o) 

F((x 1 a),(y 1b - (fn(x) - a)))~ E 

( x, a) • n, [hipof J 

Por otra parto, por ln nemicontinuidad AUperior de r, para cada x E. X existe 

O< .!x < E/2 tal que dx(x,y) < áx lmplicn f(y) < f(x) + E/2, Considorando la 

cubierta abierh. de X dada por t 1\ (Y): x t X} podemos oxtraP.r tina eubcubier­

' 
ta finita 

~ 
X • U D

0 
(x1) 

ia} :r;i 

Ahora bien, de acuerdo a 1a condicitn (?) para carla x¡t X con l ~ i ~ ~ oxi_!! 

tP. una ouce:Ji6n (7.~ 11 )nfiN conver,ernte n x1 para ln cual 

.ll.!:! fn(x~ll) >, f(x¡) 
TI-+a> 

De eotP. irodo para enria xi existe Hxil! IH tal qun ei 

f(x 1) - t/2 < f0 (x~il), Tnmbi~n para cndn x1 con 1 ~ 

n >,. ?l:x. ontoncee 
l 

i~ ~ existe U' f:. H 
xi 

tal-



que 

nd, oi n ~ N?. ~ntoneea para todo xi con l:.: i ~ ~ ee cumrile 

y 

Afirrna.nios que hipof e_ 1\(hipof n] para todo n ~ u2• 

En efecto, oean n ~ 1~? y xt X. arbitrario, e.xiete l ~ i ~ .\! tal que 

dx(x,x1) <..~xi' de donrle 

y adem4n 

así 

dx(x,<il) <, d,(x,xi) + d,(x;>x~11 )<. 2~x/ é. 

r(x) < r(x1) + </2 .c. rn(x~11 ) + E/2 + E/2 • rn(x~1 ') •E 

(.,f(x)) E n,[hirorn] 

pues, sí o < f(x) - rn(x~i)) (. t entoncea 

(x,r(x)) ~ n¡[(x~1 ' ,rn(x~i'Jl] e n¿(hipofn] 

el r(x) -·r.(x~il) ~o entonce• (x~i 1 ,r(x))~ hipofn y por lo tanto 

(x,f(x)) E. n,[¡<i' ,r(x))] c. n1[nipof0 ] 
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l ~ i ~ -~J. 

co:no 't fue nrbitraria podemoo concluir qu~ fe at[hipofn] y de arzui que 

hipofc l\[hirofn], por lo tanto ai n?: mal.:{u1, 1:2 } eP. tienn: 

hipof n e B1 [hirof] y 

lnveroa.mente 1 auponc.'\moD que (rn)nE: .,.< d
3
-convorce ar ':J fJUe (xn)nt."' en -

una aucesi~n convereento a re:. X. Conoíderonoo la oueeo16n ((xn,fn(xn}))n E,,, • 

Cono lir."i i, 11 (hipofn 1 hif1of) ~O, entonces fHll'il r.nda Ol IN e'.tiate (yn,T~n)t hipof 
n->m 

tal q11e 
liM f'((yn;~ 0 ),(xn,rn(x0 )i) •O 
n-.«' 

de rlondP. 
l im y

0 
• lim xn • x y 

n-HIJ n.-,.ttJ 
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Pueato que ~ n E. f(y n) para todo n "- 1"1 el'ltonces 

rr;;; fn{xn) • ¡j;j""l'>n ~ iTm f(yn) 
n-et. n-tro n~cn 

f{yn) {, f(x) + A. 

cor.io esto fHl vUido pA.ra toda .1 >O entonefts 

¡;;;; f(yn) ~ r(x) 
n-.<n 

y }'IOT' coneicuiente 

Cumpli~ndosP aot la condici~n ( 1 ). 

Por otra parte, sea x €.X a..rbitrar:io, connideremoe el punto (x,f(r)}E r; -c:o-

1'lO lir.i ~p(hipof,hiriorn] •o, para carta n t'" oxiete (x01 ln) E. hiporn, de tal­
n-.co 

formo. riue: 

aní 

lim P((x,f(x)),(x
0

, A
0

)) •O 
n-.cn 

lim :tn • f{x) 
n-<oo 

eunpli~ndoee a.si ln. r.ondicidn (2). • 
<:on rP.speeto a la proposición anterior podi:-t:io!l hnecr ht oie-uinnte obeervn­

eidn: Si (rn)nEIM d
3
-conYC?rce a f entonc1rn para cuda xt X oxiete unn 9Ut'eei6n 

(x) convereentP ax para la cual lim r (x ) ... f(X"} 
n n "11~ n-oo n n 

Ve."!.11lo9 1t.hora un OJemplo c¡ue muentra qufl en la propooici6n anterior la. hipd-

1.csio de )11 t'Of'lfhl.cidad d11 X ett en1mr.ial p;tNl atieeura.r que lao condiciones ( 1)­

y (2) impllr.nn d
3
-converecncia. 

EJI;f:Pl.O IV ,25 

!iean (X,dx) un r.apar.io mt!trico no r.or..pa.cto y (yn)n Eit-4 una eueeoi&n e11 X -

sin eubauceaionoa converecntc:s,, Purn c;1d<i n t.1H dP.finimos la funci6n rn:x--Gl. 



rlP la :Ji¿,~iente manera: 

fn(x) • 

{º
} 

Observemos que para cadn n li N la runci6n fn € U{X), 

Scu f:X---. íi). la funci6n conntnnte cero. 

128 

A.firria.MoD que la oucPni6n (Cn)n E.ti cuf'lple lo.a condiciones (1) y (2) de la 

propoAici6n precedente. En efecto, si xt:: X y (x
0

)
0

t. •n es una euce:si6n conve~ 

~;•·nte a x, cono x no puede et?r punto de acu:-iu l<1r i6n dt• {Y n: n"' IN J entonce a -

CXll'lti?n t ) o y no(:ª' tale!\ que n ~ uº iriplir.a yn i Bt (x), pero ror otra t'ª! 

t·~ exintl! ul f lll tal que ei n )_ ul cntonccn xn t Bl(x). Soa ?l D l"'lax l?lo' !ll" ,­

por\enns asecurar que ni n >, !l ontonr.cu x
0

" :¡
0

, de donde f
0
{x

0
) • 0 1 de a.¡:uÍ -

concluinoe que lin f 
0

(:"<
0

) • O, Clll"!'h~ndone aai la cond1d6n ( 1). 
n-m 

For otra partu1 oi x 1: X rlef1n1r-on la ouc111aln {x0 ) 0 l rt~ donrie x0 "' x p:s.ra -

torio nt;11¡, noi (x
0

)
0 

tw¡ conver:.~r ax, y nd•!IT','J.:> 1 puesto qt1e eunte N ~ lf'l tal 

qllP. n ), !l ir.".pliru yn ¡. x, cntonr:co e1 n >. H ec tiene fn(xn} .. o, de donde 

lim fn(xn) .. n, eunplHndooe a:1í la CMi•llcdn (:1). 
n-"o 

Sin embarco, (fn)nito~ no ct
3
-conver,:;u ar, pues rara todo nl1tt ne t1en,.: 

Conr.luir;oa oetc trabajo rlando v1?roionco d+• leo teor+•mao de D1n1 :¡ Stono ;i11.­

r:i el enpaeio S(X), y dnndo un.~ verni6n dJ>l teorr•nn rlc A.ocoli uhh:.ando al!:U­

noe de lon conceritos vi::;ton n'!Ul. 

¡i:;p¡¡;tC!O!I JV.?6 

Un e:1!1ilc;io X (\r> ll;lJ'la muiJ>rabl~n•!nto cor1rncto si tl•! cua11¡u11ir cub1Prtn. 

nl•1f'rta y nur.i1•r.;.\1lr de X nP. p111P\c l!Xtr;wr 11."a Dt1bc11h1rrta finita. 
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p;,opo:;1c1011 IV, 27 (TllOR~i.A n;; v1;:1) 

Sean (X,dx) un eopacio nur:ierabl~rncnte co1:11i;1cto y (f0) 0 E ... ~ una oucooi6n en -

S(X). Si para cada Xl: X la auccoi&n (f
0

(.x))
0

"'N decrece mon6tonarnontc n cero 

cntoncco (f
11

}
0

, ,.~ convcrco unifor1:1cr.ientc a l<l fwlci6n co:¡otunte cero, 

Antcc dc demootrar ln propooici~n hac.·moe ln oi1;.~il.!ntu nfirmaci6n: 

Si f f. !i(X) y l > O entonce o el conjunto { x ~ X: f(x) <... t] eR ·•bierto en X. 

~ efecto, diJoi.:;n.:r.ioo por: 

A • [ X< X: f(x) < 1:) 

Se-. x
0 

E A arbitre.ria, pueoto que C. - f(x
0
)) O por la. oemicontinuidud D.!!, 

perior du r exiotc 

y por lo tanto A ce abierto. 

(notarnoo que ooto co v.1.lii.lo alln cunntlo X no ''º comp~cto), 

Ahora tlemootrnre~oD la propooici6n. 

Sca E.> 0 1 ¡ia.ru. cada n1c1N Den 0
0 

.. { xC;X: f
0
(x)< t}. Obocrvomoe que oo­

too conjU;1toa forman una oucouitn r:rucicintc. Por la afirmación nntorior cada -

tonceG 
:< • U ºn 

""" 

on-

Por uer X nu::.crublcr.icntc cor:.pur.:to ox.ioto un ndr.;oro finito do conJuntos -

O cu.,·a u:1i6n e:; ir;ual a X1 dt'.! hocho 
"r 

X • O 
nr 

(auroncrioo ·1uo "r •.:o el fmlicc no..;,·or dv cota colocr.:i6n finita), 

De ar,uí fnr (x) < t par.:i. toda x l X1 ;¡ por lo tanto oi n >~ "r so tiono 

0 ~ f
0
(x) ~ fnr(x) c..l para tulla :~<:1. 1 d.: ü.ljUÍ concluir.ioO QUC (fn)n(.,•H COUVO! 

:;e tui1fon.1..·r.1!ntc a la fu::cil.n con::itt..nll.l cero. • 
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T::OREl·!A DE STV!IE 

Nuestro prop6eito en eota parto ea dar condiciones suficientes pa.ra que una 

familia de funciones superiormente semicontinuaa sea denea en S(X) reep&cto a 

la mUrica d
3 

(d
3
-dcnea). lhl.a primera oboorvaci6n que podemoe hacer a este re! 

pecto es la eiguiente: 

PROPOSIC 1011 IV, 28 

Sea (X 1 d%) W'I espacio m6trico compacto. Entonces U(X) ee d
3
-deneo en S{X). 

llEBCSTRACIOll 

Sean f ~ S(X) y t ) O, sean~ 1"1. tal que l/n <E., eabecoa que r1/n E. U(X), 

y puooto que 

hipof C hipof~/n hipof~/n • Bl/n [hipof] 

ao oi¡;ue que d3 (r~/n'r)<. t, de dondo U(X) ea d
3
-donao en S(X), 

Ahora bien, U(X) eatiefo.co las siguientes condiciones: 

i) U{X) so una latiz 

ii) U(X) aisla puntos 

En efecto, Veamos primeramente que U{X) eo una latiz. 

• 

Sean r, gE U(X), ea claro que m!1X(f 1g) y min(f,g) son funciones acota.da.1 1 

Por otra pa.rte, sean E > O y x
0

E: X arbitrario, existe ~ 1 > O tal que 

dx(x,x0 ) < :i
1 

implica f(x) ~ r(x0 ) +E., Similarmente, exiete á 2 > O tal que 

dx(x, x
0

) < ~2 implico g(x) ~ g(x
0

) + ¿, 

Sea ~.,. min { ~l' 6 2 }, entonces ei dx(x,x0 ) < á se tiene: 



an! 

por lo cual 

pnr lo cual " 

max fr(x),c(xll ~ mnx lr(xo) + l ,¡;(xo) + t r 
max(r,c)(x) ~ mn:t(r,'c)(x~) + t 

mu(r,é) ~ s(x) · 

'--.~~,;·. ., ~'' 

míri(r; ;fü> .',! mi~F;iW~~> '+ · t 
,-.-.-,.·. 

' ·. 'n ~i~(r;t;f.i :~cxF · 

Ahora VP.111!!09 que ~( x}",-~i~tn·~-~ú-~\-Oo ~~-:.x ~~ -_ -
Se«n (xl'"'I) y (x

2
,·.,¡

2
) ¿X·, ii>., 

n} si x1 ~ x2 y C(.-1 <. ot 2 , ~,ª f:X~ m. la funci&n conntnnto i.!,.."Ual o. 

lJl 

h) ni x
1 

;. x2 y el 1 < olí'' le"! f11nei6n nielatior11 eo la dt•frni{ta. en e1 íni::ino -

a.nt.t>rior. Si r.1 .¡. x?. y u 2 6 ~ 1 , cntonccn dx(x1,x2) > o, Bt?a d • Jdx(x1,x
2
). 

~finir~n la rund6n f:X---..,il.. rl(! ln sicutr.nto m.'l!lern.; 

Ri d,(x,<2) < 0 /2 

r(x) 
• { ... 2 - l 

et. 1 + l 

r;stnu rrnpíednden son. prectnar-••nte lno conrticioncr auf,1cientcn que aou.:,.""t1l"M 

quo U1l.'t fnnilin dr- funciones nup~riorMO"?nt,. 1wm1continiuw nna d
3
-d1•nnn en S(X). 

Antcn di• enu."1Ci'3.r l~ Vf•rai6n tfr,l tcol'•!mll ,¡ .. Stone que nbe intt.!rP,nn, connidere­

rmn nlc1moti }P.Mllfl .rrf,liMinarPr.. 

SNm (Z,dY.} un er.racio m~tricn co~•¡1.1rtn 1 f·l ( ~ ;¡ e(.. ~(X} lJna 1ntiz. Para 

r:arln h t.. e roia ha:: :X-.+'it d1.•f1n11J~ r:n:-:o: 

h" (x) = oin \ h(,),M} 



Entonces El•lb'": ht.6} es una latiz en S(X.). 

IE~OSTRAC t Oll 

Sea hE 6, debemos probar que b"'t S(X), para este prop6eito sean E.. >0 

x f: X o.rbi tra.rioe. 
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Si b"(x} • 1~ entonces como h~ (y)~ M para todo ;Jt X ea claro que -

h
0 

(:¡) ! h
0 

(x) + é para todo y• X, 

Si por el contrario h"(x) • h(x), 

d,(x,y) < Íl implica h(y).; b(x) + t, 
entonces puesto que existe b > O tal que 

se sig'Ue que dx{x,y) <: d icplica. -

h
0
(yH h"(x) + l, y aei h

0
'" S(X). 

y 

Por otra. pe.rte, nfirmrunon que si h", e'<:: e,. entonce e: 

miu(h' ,g') • (mu(h,g))" 

min(h' ,o') • (min(h,g))' 

En efecto, oupon¿;amoe que mB.J:(h .. ,g"')(x) • h"(x), ea decir hA{x) >,. g•(x), -

Puede presentarse una de lae siguientes aituacionea: 

i) Si ti" (x) • i1 entonces h(x) ~ U, de donde 

max(h,G}(x) ~ M 

y neí (max(h,c))'{x) • M 

ii) Si h«:(x) ~ •: entonceo h(x.) <. •:, y como g"'(x) ~ hl':(x) • h(x) l... •t entonces­

c(x) .:'... !{, eo decir 

de donde 

por lo cual 

g '(x) • g(x) 

max(h,g)(x) • h(x) <. M 

(max(h,c))°(x) • h(x) • h'(x) 

En cua.lquiern do las doa situaciones concluimos que: 

max(h.,g')(x) • (max(h,g)j''(x) 

Do forma an!loca., oi sucede que max(h\g"')(x) • gf\{x) se concluye que: 

Como x fue arbitrario oc tiene: 



133 

• 
J.Z/,A IV ,30 

e'• ( hipoh: h E 

0:1.0STi!AC!OJI 

onto.!!, 

eco:-

hipof u hipo¡; • lÍi¡•~(max(f~¡¡)} .•• 

hipof (\ hipo¡; • hipo(min(f,¡;)) 

• L.::.A !V,31 

Sean X uri crnpacio topo16cico cor11pücto, e e X compacto :; L una familia dc­

oubconjunton co1.1pacton de X cerrnt!a bajo unioncD e intcrocccioncs fiuitaa, ade­

rn.is ou;wn¡;.'.l.f:loo que pnrn cnda pnreja (x,y) e C )I_ (X - e) cxioto K(x,y)( [. tal -

qtH! x e int(J~(x 1 y)) y :;4 t:(x,y), ¡zntoucco oi O co un conjunto abierto dintinto 

de X r¡uc co:itionc il C entoncce oxioto K f L. par:.i el cual 

C e int(K) 1\ (_ o 

IiZ .• C3T!tACIO!l 

~a ',/C. X - O fijo, para c.-.:.da ;;1:: C oxioie K(x,y)¡¿ L pura el cual 

x iE. ~nt(K(7.,y)) y y~ K{x,J). Conoidor1?mou ln cubierta abierta de C dn!.lu por -

{int(K(x,;¡)): xECj. Por la co1.pacitlutl de C c:dntcn xl' x2, ••• 1 xnEC talco 

c¡uc 
11 

e e u int(l:(x.,y)) 
i=l l 
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n 

Sl!a •:y• i~\ K(xi,y). Ohe•?rVl.!mnn •tll" Ce int(Kyl, K.Y l ¿_, Ky en r.nrrado en 

X Y ;ulefTl~R y~ 1\y• Repitiendo ontn conntrucci6n pnra cm.la yf.. X - O rod
0

P1:\00 r.o!l 

eicler.1.r ln cuhir>rta abiortn do X - O r\ilda por f X - K/ yt:. X - o}. Por la co: 

k 
&~a K • Ci KYi' aAÍ K l L.• AdemAo como Ce int(Ky

1
) para todo 1' i k -

entonccn 

C e ('\ lnt (K ) • lnt ( n Ky ) • lnt(K) 
i•l Y¡ iol 1 

Y por tH timo como X - O e X - K entonce o K C. o. • 
PROPOSTCIOll IV,32 ( TBOHBf.IA n;; 5TO!IE) 

Senn (X1dx) un oepndo m~tr1co col"'fHtcto y .ít e S(X) una lnth. que nisln P''!l 

ton en X lit. W. • 

n) Si ff:. S(X) antoncrc r.xio1:c 11na p11coni6n (h0 ) 0 e.•~ enJ\. d
3
-convoreente ar­

por arri ha. 

b) Si re. C(X) y (h
0

)
0

" it• d3-convoree a f por arriba entoncce (h0 )0 E:itt conve.! 

ce uniforme111f!nto a r. 

11::1.;0STRACTO?J 

n) Por ln proponici6n IV.?.8 Rnbnmori r¡:ue r:ada funci6n nurierinrmonte eemicontinua 
- 1 

puede nor rt
3
-R.prodMndn por 11rrihn por nuo "funciones ñ -paralelas •uperio-

ren11. Aní f!UA bm1tn drr.iontrnr ln proponici~n para funcionea en u(x). 

S.,;1, ft. U(X), e:rietcn m1 H ~ tK t;1loe •1ue para r.nda :r (;X 

" -< f(,) '- M 

Para c1uln h f:. .J"\.. dPfinir.ns la funci6n h* :X~ Í"'- coJT"o: 

h• (x) • min [ h(x),ll j 



ll5 

De acuPrdo al lema rv .29 tl'!nel'IOll que A ""' { b": h f: Jl} 68 una }atiz en 

s(x). 
Para r.&.rta h t J\. eea Kh • { (x1 L1'.}: m ~ d.. !: h* (x)J • ~:e decir, 

~ • hipnh~ /1 X• [ m, ro) 

Crula conjunto Kh en un eubconjunto cerrado do X J.. ( m1 ~!] y por lo tanto eo -

compacto, artemáe ln fnrni Ha '[ = { Kh: h c. Il} oo cerrnrta bajo union00 e in­

teraeccionen finita.o (vnr lnma IV.30). Sen 

e • ( (x,"'): m ~ "' ~ r(x)} 

Afirmnr.oo que l:. ontinfHce lan condicionen del lr.ma pr"certente con r1rnpecto 

al conjunto r. en el enpfl.Cio compacto X.._ [m,M}. 

En efncto 1 oenn (x1,ci 1}t C y (xí',c<?}t. (XJ(m,M]) - c. Obeervemoe que ai-

x1 • ,;? cntonceo O( l < (>o'.2 {puco t(.1 ~ r(xl} y oL- 2 > f(xl)), aeí, podemos -

afi rmnr qu" x1 ~ x
2 

o ei x
1 

• x
2 

entonce A CJ(.l < 0'.
2

, Puna to que ..fL niela -

puntan e:rinte h E. Jl tal que: 

(x1, o< 1) • int(hipnh) 

aei 

Por otra parte, corr.o (x1, or: 1 )~ int(hipoh) oxiete >..>O y V vecindad de x
1 

tal r¡uo Vll(ct. 1 - A, oc. 1 +A. )c.. hipoh. Son~• min {M- °'l' lJ, como -

ot
1 

<. •~ oo tieno ~>O y V). ([;1(. 1 - á ,cX. 1 +~)e hipoh~. 

En ofocto, nea (x 1 n)tV ... (oc: 1 -ó 1 0:
1 

+ d ). Como 

V' (.,_ 1 - ~ , "' 1 + .\ ) e V ' ( '""¡ - .\. , "- ¡ + .\. ) ~ hipoh 

oo tiene a S h(1). Adcm:1.a 

a < o.. 1 + 8 t.. O(_ l + H - oe.1 • M 

por ln cual a< ~1 1 no{ n ~ir.in {h{x), NJ • h}((1), de donde (x,a)E. hipoh"'.­

So Dit.,"1Jf! qu~ (x 11 0t
1

)(; int{hipoh"') relativo n X'-(m,M], y, por conaicui,,nto 

(x
1

, ot 
1

) (: int(Kh) yn q110 tMbi6n 011 tione que: 



Aoí, r¡ueda demostrada la nrirma.cidn. 

Para cada n i;: 1N sea 

136 

As{ ¡rn.rA cada n r:"' ol conjunto ºn es al1ierto relativo al espacio X .. c~,»1, 

y ndomt\o e c. ºn• por el lema procedente existo hn t:. fL tal que 

e e int(Kh ) 
n 

y 

podemoo ouponor que M on ln ouficientomento erando para r¡uo r( x) + ~ < M -

para todo n '- "'t y toda x l:. X. ObDl?rvemoo que Ri n "1N y (y, -P) ~ 0
11 

entoncen-

1!. ( 11, 

Afirmnmoo que para cada n E ·~: 

En efecto, non n 1:1N fijn. Si (x 1 h~(x)) E. 

h~(x) < M, y por lo tanto h:(x) • hn(x), 

h~(x) • hn(x), 

Kh entoncoe (x,h•(x)) €. O y aní 
n n n 

Ea decir (x,h:('x))t:. Kh implica -
n 

Sen x< X nrbitrario, (x, f(x)) f C ( C Kh ), ne{ 
n 

m ~ r(.) ~ h:(x) 

do donde ( x1 h: (x)) "- Kh 

y por lo t:mto 

por lo cu11l 

de donde 

n 

h:(x) • hn(x) 

r(,) < hn(x) 

Por otra pnrtu C C hipof, da dondn n1¡0
(c] C íll/n(hipof], pero On e Bl/n(c], 

por conntc11ientc 0
11 

C n1¡11
(hipor], nnf 

Obonrvonon que> 

Kh e nl/nlhipof] 
n 

h 1 pnh
11 

e < U ( (X, .~) : "' ~ m } 
n 
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y como l (x, «-)• o< * m} e hipof C Bl/n[hipof] 

concluimos que hipohn e Bl/n[hipof] 

asi para todo n é ft.J 

Concluirnae que {hn)n'°>N d
3
-oonverge por arriba a r. (ea por arriba ya que -

como se oboerv6 anteriormente r(x) ~ hn(x) para toda x €X ;¡ n E ~), 

b) Sea r E C( X) y (bn) n, IN una sucesión d
3 

... convergente a f por arriba.. 

Para cada k~ •"-! existe NkE"'• tal que n >~ Uk: implica 

hipof e hipohn e_ B1/k[hlpof] • hlpof~/k 

AaJ para toda x" X y n ~ lfk se tiene: 

f(x) ! hn(x} ~ f~/<(x} 

de acuerdo al loma IV,21 eabemoe que {rt/k)k:'=IN converge uniformemente ar, 

y de aquí concluimoa la convergencia uniforme do (h0 )n e. N a r. • 
Lae condicionea enunciadao en eota vorai6n del teorema de Stone aon eufich!!. 

1.oa poro no neceeariaet para comprobar e1Jto sea X • [a, l] y JI. la tami lia de -

S(X) formada por todaa lae fU11cionee quo coincidnn con alguna función constan­

te excepto en un conjunto finito do puntos. 

Uiraiamoe que J\.. no aisla puntos en X-..~. 

En efecto, oi (x1,a), (x
2
,a) E: X:.. !i< con x1 .; x2, no puede exiotir f' Jl tal 

que (x1,a} f int(hipof) y (x2,a) ~ hipof, pues para que (xl'a}. int(hipof) se 

debe tener a< f(x1) y oxiotir un conjunto V vecindad de (xl'a) contenido OQ -

hipof. Como t(x) • k excepto para un nd:noro finito de puntos, podemos afirmar -

que k > a, do no ser aoi tendrinrnoo una si tuaoí6n como la que oa mua otra en ol­

eieuiente dibujo. 
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e::to no puede f;Ucnder, puc:: (x_
1

,.'l) no p~rtenecer!a al" interior de hipar. 

Por otra pitrte, f(Y~) debo. ser maynr ~~ i~al a k1 (de otra forma f no eerta­

oupP.riorf'lcnte en.micontinua) 1 rcir )o tan.to (~;-1 11)~ hipo~, y aBÍ ..fl no aisla Pll!!, 

tos en X•~. 

bnota. juetificar que Jl es-

Dofinimon·la funci6n c:X----1 ~do ln sici.lionte manerat 

1
r(x 1) 

e(x) • 

~ 

para. alcima 1 $ i !: n 

para toda 1 .f i ::. n 

Es claro que e~ Jl, ndeF'!dB c(x) :::: r(x) rara toda Xt x, di, donde 

hiroc e hipof e H¡[h1pof] 

Por otra parte 1 oi (x 1 f(T))E r entoncP.B eY.ietc 1 ~ i ~ n tal que 

dx{x,x.1) <.~:e<. E, ani r(x) ~ r(xi) + E, d" dnnde 
1 

f(x) - f(x 1) ~ 

i) Si O$ f(,) - f(x1) cnloncen 

a.ni 

j r(x) - c(x1 ) I • jr(x) - r(x1)j ~ 1:. 

(x,f(x))< B¡ÍhipocJ 

(1) 



iil Si f(x) - f(x1) < 0 1 entonr.en r(x) < r(x1) • e(x1), de donde 

(x1,r(x))e hipo¡; 

y :ior lo ts\llto (x,r(x)) e ~,(hipoc] 
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De cunlquier forMf\ pnder.me cnrcluir !'JUO (-c,r(x))E. ~l[hipoc], y1 puoeto que 

(x, :r(x)) fue arbi trnrto tenemoo ryue: 

r e n1 [hipoc] 

Ente en co11junci6n con ( 1) noe indion que 

Y por conoicuiente Jt en d
3
-rhmea en U(X). 

Antes de poaar al tnorema de Aneo li venmoe un par de ejemplos da fnmi liae -

d3-cl.ennao en s(x). 

E.Jf:lo'.PLO JV, Jl 

Scnn (X,d,) U.'"L eopncio riiltrico compacto yfl .. \ri:.S(X): f ee simple], (una 

funci6n DimplA en aquella cuya il"IAeen ae un conjunto finito). Afirmar.ice queJ\ 

en ct
3
-denna rin S( X) 1 

En efedo 1 eo cl:tro que J1. fC'lrf'ln un.i lntiz y a.demAe aiola punteo en X,. Ti!, 1 -

puoo oi (x
1

,cit
1

), (x
2

,oc:.
2

)E X -.fil: 

1) Si o; 
1 

< oc.
2 

{o.
2 

< oc:.
1

) l'.lntonr-eo oea o<~ R. tril qua 

SP.n r:x~~ la fu..,ci6n conot."JJ1tfl icual a O(. 1 no! fe Jl y oe tal que -

aiol3 o (x1,<'- 1) do (x2 ,o<?), 

ii) Si o 1 .. 1..Xt> ontoncen x1 ~ x2, a'li dx(x1,x2) > o. Soan 2.r .. dx(x 11 x
2

) y -

r: x___, f,.'. definirla r:omo; 

\'"'-¡ + 
r( x) • ) 

( ·~ l -
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Obeerve~os que fE....f\. y además (:r.l'or..

1
)e. int(bipot) y (x2,o:. 2 ) t bipof1 es 

decir, f aisla (x1,ct 1) de (x2,N 2). 

Otro ejemplo de una fannlia d
3
-denaa en S(X) ea C(X), pues es una latiz en 

S(X) que aisla puntos en X-. Q.. 

Un Cltimo comentario que hacemos eobre el teorema de Stone es que las cond,1 

cionee de suficiencia pedidas en esta verai6n aseguran d
3
-donaidad 1 sin embar­

go no implican d
2
-densida.d 1 por eJemplo C(X} no ea necesariamente d

2
-denea en 

U(X). Para ver esto, sea X• [0 1 1] y consideremos la fu.nci6n )'l>t U(X). J.tirma-

moe que no puede existir E:E C(X) tal que: 

En efecto, puesto que X
0 

• ( ( x, O): O ~ x ~ l} U (0 1 1) 1 entonces 

B1¡3 [~J • ([o, 1/3] >< (z/3,4/3]) u ([o, 1] ~ [-1/3, 1/3]) 

4/3 

2/3 

1/3 

-1/3 
1/3 

De esta forma, si d2( ,t
0

,g) ' 1/3 entonces 

De donde g no puede ser continua, pues estarla contenida en loa rectlnguloe -

doecrUoe anteriormente y elloe formarh.n una diecone:tidn de g, 
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TJ:OllEJ.;A n:; AXOLI 

La equivnlencia d~. la.o .m6tricLJ.o d1 ;¡ d
2 

en e(:<) cun.ndo X oe un espacio m~­

trico co1_Jp:i.c~o.J~or -~ropooici6n 111,22) marca ln pautn do lo veroiiSn del tooro­

r.u1 do kJcoli dc.tlñ. aquí, 

Si. ~.rn) 11 " 1 ..,.. ~o una eucoui6n acotado. do funcionoo en C(X) 1 con X cornpnoto,­

o~tonceo oxiDte ~· '>. Ó tal que para cada n ~ 1» en cumple: 

Oboorvnndo que el ocpncio X 1( [-r1 r] oo cor.1pacto y quo t
0 

eo un conjunto C,! 

rrado en X ic [-r1 r] t<Jnemoo que de hecho cada f n oo un conjunto compncto, Sabo­

moo Jl01' ol capítulo I que la fnmilin de conjuntos compactoo do un espacio m'1-

trico conpar.:to for1:1:i. be.jo ln m6tric.J. do lln.uodorff Wl oopacio métrico compacto, 

ao!, podcr.100 afirnrlr que cxiutc una oub:luccoi6n (r0k)k1=.i~ do (f0 ) 0 "'"" convo.:: 

cante en la 1~.~trica de llauodorff a un m1LconJunto conpucto C de XJC. [-r,r]. Si-

fucso la cr.1fica do unn f11nci6n f cutoncoo por oor C compacto oc tondr!n que 

f ocrfa continua, ;¡ de ncucrdo r. la pro¡iooici6n IV.22 la ouUaucooi6n (fnk)k"iN 

doüc convcri..:cr wlifor1:1cr.-,c11to a f, l...'.l oi¡;uionto propooicitn noo dn condicionoo­

nccoenrü:.:.i 'J ouficicntoo pnra qua el conjunto C oca la c;rdfica do una funci6n. 

PRCPOSICILll IV,J.l (T ;c¡¡_;:.A Dl: AXOLI) 

&Jan (X,dx) Wl ccpncio n6trico co11pacto y (fn)ll"-IN w1a nuccoi6n en C(X), 

Suponca.r:ioo que c:dotc un oullconjunto co11pacto C u.) X x iil to.l que ~r (r
11

,C) -

tiond0 a cero, :..Jitoncoo C co la ¡;rfi.fica de unn funci6n oi y o6lo oi (r
11

\t1:.ttJ 

ce u.:1ifvrr.;c11ontc equicontir:un, 

1.1:.: •• cST!t/,f;IW 

Princr.:::~.:onto hut;i!.tiloD ln oi1.;uiuntc o"uoervaci6n: 

Para cad.:i x '- X c:f.ioto ()(,,. x f:.. 1< tal que (x, o<. x) <:. c. 

En ofccto1 co1 .. o (r11 )nEtt-t convcr.:;c en ln m6tricu do l!nuodarff a e, cntoncoo 

convcr,:c to;10 l6cicru.1cntc a C (ver propouici6n I, 13 ), ou docir 
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Como- C co compact~ on X ). li1.. rcoulta nor .acotado, de donde Dl [C] oo acotado -

para todo, E. >·O y Como f n c. Ul [e] l,_ar.:i' 11 euficicnt1Jmento crandu, cnti:mcos I'! 

r.a c.c;in x~X el conjunto lfn(x): n l:•t.i} o:J un conjunto acotado en~, no! 

(rn(x_)~n '°IN tiene una cuboucccíón (rnk (x)\~ 1.,¡ ctinvcr¿;cnte n e.l.;t\n cx.xt í~, 

poro coto i1:i; 0 lica que (x, ol'..x) t e, puea corno .. :a oc hizo notar lau condicionee -

n:ntcriorcc a:¡ccuril.11 que (x, D( x) C: Luup{ f 
0

) • 

Supon,:;amoo a.hora que C no e;; la cd.ficn do una f\U1ci6n 1 de acuerdo a la -

obocrvnci6n anterior deben cxictir (x,cr) ;¡ (x,\,)t.C contt+ µ, Puonto que­

C • Llnf(f
0

) por ln propooici6n I.3 cxiatcn aucoaicnoa 

convcreontce a (x,oc.} y (x, ~) r• opoctivill'\cnto, Cor.to e<.~ 1':> entoncoe 

~\o< - V-1 '.::. o, e.e! dildo ó > O cxioto U E: lN ouficicntomcnto erando tnl quo 

dx(zn,yn) < ~ ' 

¡rn(<n) -ot: 1 < il« - í'\ y Di n ), Jl 

de donde Di n ),. JZ 

por lo cual {fn)n t:: tN no co w11forncmcnto c1¡uicon:tinun. 

Invcrcnmcnto, ouponc;.-11:100 que {fn)n f.iN no oc uniformornento equicontinua. AD!, 

oxiotcn [')o, una oubouceui6n (fnk)k~tN do {f11 ) 11 "*"y oucooionoo (zk)ké•N 

y (;rk\,,. en X talco que para cada k 'oN dx(zk,yk) <. l/k y 

¡rnk(yk) - fnk(zk)I > t, 

Como X e:; cor.,pacto la uucooi6n ( ~k) k (;.IN debe tener una oubouccoi6n 

(:k
1

)i4:1N. convcr¡_;€mtc a al.;dn xl X. Si conr.idcrrunoo la ouceoi6n {yk
1

)il::ttt' 

nuevamcmtc por la cor.1pacidad de X debo tunor una ouboucoeién convorct!ntc 1 para 

oi1.plificnr la notación oupondromoo qua do hocho (yki ) 1 ~ iN oo convorcontc. 

Pueoto c¡uc: 
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:1 eo~o aJ!lb:t.s dx(x,~k1 ) ·y dx(zk
1
'yk

1
) ticnih~n a cero, entoneee (yki)i t""' 

converce ax. Recordando que parn n ouricicntementn crande fn C. Bt.[c], podenoA 

o.firmar 41ue la11 suceoioneR (r0k.(yk
1
))it:•• 

l 

tadao~ y por lo tanto dobon tenor una subeueeei6n convercente, nueva.r:iente para 

simplificar la notaci6n supondrenoe ryue de hecho 

y (fnk (Yk. )l;<,.. conver¡;e a-~ 
·¡ 1 

(1) 

l'll••to que plll'a cada i E" se ti•ne 1 fnk (yk.) - fnk (•k.) 1) E entone•!& -
i 1 • i 1 

ol. ~ ·~. De (1) se eieue que (x,c;) y (x, j>) son elementos de e, Así C no 

la cráfica de una funci6n, 
··-
• 
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A 
Puonto q110 loo nnpacinn m~trlr.on r.ompactoa juee;nn un papol muy importante -

en el tlr.narrollo r:l.P. ente tralmjo, rlf'ldir.aremoo ente apartado para dar nlaunno -

de )no cnrar.toriirnr.ioneo m!rn r.omunr.n de ento tipo do eopacioo. Adoptaromoo la 

df!finici6n mAs unuda du cnmpncil\nd1 en decir, un eopacio X oo compacto ui de -

r.11nlqui11r r.uhirrtn nbinrtn nr pucclr. oxtrnwt una nubcubiortn finita.. A.Jiten do -

enunciar la11 diotintan cnrar.teriznr.ionen di? oompnr.idad recordomoe las nieuion­

ten definicionen. 

DEFHIJCIO!rES 

&!a..n (X1 dx) un eopncio mdtrico y 1' • {cJcl. ~ 1 W'ln familia do nubconjuntoo 

do X1 ec di.en que e¡. ttr.ne ln propinc1tu\ dn intoreocci6n Hi 

So dice que ~ tiene ln propiedad de internocci6n finita ei para todo A' I 

finito no cumple 

So dice que X eo totalmente ncotndo ni para cndn E:. > O exieto una colee-

ci6n finita da e lomen ton de X, [ Xp x2 , , 

PROPOGIC !011 

Sen (X,dx) un enpncio m~trico, lao oit:ttiontoo nfirmncionee non oquivnlontoo1 

i) X cri ror1pncto 

ii) Ui 'l' • { c~Jc<. ,_ I r.:; un,'l fwiilia de nubconjuntoo corrndoo 110 X qun tione -

la propiodntl rlc intr.rnocci6n finita, cntoncco i tiune la propiednc\ do in­

tP.rencr.i6n. 

iii} X nn totnlncntn ncotnrlo y cor..plhto. 
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iv) 'i'odo oubconjunto infinito de X ticuc un punto di.! acur1ul:u:::i6n, 

v) Toda oucotd!n on X tiene unn eubouccui~n que couvcr¡;e a un punto úo X. 

llEi.OSTUACI0:1 

í) foplica ii) 

S<la 1 "' \ C~ Jet t I unn ramilin do uubcoujuntoe corrndoo do X que tieno la.­

propiedad de ínteraccci6n finitcr., Suponen.man que: 

Entonc.oa X - °'~ I C~ • r.; otao~ '.:u. I (X _: C"') • X, por lo cual 

~ 1 a {X .J~-~ t·~ ~-tf~~º'.·;:~;·-~~~~~~~~h:{~~~a_ri4_' do X, Aa1 1 oxiote A e I finito ta.l 

qua 

Do donda «~A _Cct cm r>, Jo cunl o::; una contradicci6n,, 

íí) implica i) 
San~ .,. {Cc<.j i::t. ( 1 unn cubierta abierta du X, conoidoremoa ln familia d(! -

conjuntos corrndoa ~1'' • {X - Ci_( t d. 1; I}. Cor.ro X • U Coi. ontoncco 
oU:. I 

X - U Coi:. "" lj, no! (\ (X - CIX:) o ~' en decir i-
1 

no tiene la propíodrul-
ct. r.. I cl.tl 

<le i11tor0Qcci6n, por hipc5tccia tf no tiene la propiedad do intaraecci6n finita, 

Por lo que o :doto A C. l finito tal que 

j.\<•-c"'-) • 
kÍ X = U C«. , en decir ;¡t = { C d. Je( E A ca una aubcubiarta finHa de "} • 

o<c A 

Por conaicuicnto A co com;iacto, 

i) i11plicv. iv} 

Jia. e un oubconjunto infi.1ito de X, auponcrunofl quo e' • ~ (e' denote. ol 

conju:1to da puntoo de ncumul.::.ci6:i de C)., Pu.rn cuda x<: X cxintc f. X> O tnl que 

(B¡ (x} - \X \)AC = ~• ConoiJoromoo Jn fni:'1lla ~ • { Il( (x):x •X} Ja cual co una 
X X 
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cubierta abierta de X, por Up6t<:oio cxiot.cn x1, x2, .• 

lJc donde 

Aai 

lA cunl co una contrndicci6n, puco C oo un_ conjunto infinito. 

iv) ioplica v) 

Son (xn)n ~ lt~ unn oucooi6n nrüitraria contenida en X. Son A• l x0t n "1N} • 

Si A en fini 1.o oxioto x' X tal quQ x
0 

a x para una infinidad do indicoo n, º!l 

toncco la ouccoi6n (x) conver¡;o a x. Si A oo infinito por hip6tosio tiene -

un punto de ncumulaoi6n xe X. Aní para toda n~•N ol conjunto B1¡11
(x) f\ A ro­

oultn oor infinito, Soa x
111 

un oloml?nto do (x11)nE:iN tal quo xn/· n1(x). 

x
112 

un elemento do (x0 ) 11 """~ c¡uc oatiDfncn lnn oicuicntca condicionoe: 

y 

Soa-

Podornoo a::ccura..r que x
112 

cxiotc, puco do otrn forma n1¡2(x) inturocctarta oólo 

a un sul;conjunto finito do A. En ecnornl oca x
11

k Wt o lomen to do (x
11

) 11 E •N tnl 

v) ioplica i) 

Supon~ru:ioo quo toda oucooión en X tiono unn oubouceaión convoreento. Se -

afirma quo X cu totnlmanto acot1uJo. 

En efucto 1 ouponcamoo que la ufirr.1aci6n ao fa.loa, co decir oxioto t. 0 > O -
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tal r¡tte .Jlttra tol\o A C. X rjnito ea tienP.: 

&w. Y. 1 u~ punto arhitrnrio de X, ~xh1.1? x?~ X tal rrue dx(x1,x2) ~ E0 (de lo 

contrnrio X• Bl
0 

(Y1)). Dt> ln rniPma forMa e:dnto x
3

E:. X tnl qtJe 

y 

(puec de lo i::ontrnrio X• ~ Be (x. )). En er.neral rara cada k E.f'.I exinte 
i•l t.º l 

fílra i .. l 1 2 1 • • • , k-1 

Aní 1 nincuna oubs\lcenil5n d,. (.xn)n E.~ Cff dn Cnnch;r, tiC>r lo tanto (xn)nf IN: no 

tiene eubsueeoionnn conver¡:r:-nton, lo cunl ca una contradiecil5n, 

Voanon nhora que X en nepa.rnble, ea do:ocir (>•data K e X nume~nble tal que­

}; a X. Para 1rnte propdoi to /lliaorvml'lon (por lo anterior) que para en.da n e "'! -

f'"'.i ate An C X fini tn tal quo 

n E IN 
A

0
, n!JÍ K eo numwrnl'.>1o y ad('r:i.1;n en denao en X, puna ei x E: X -~n K • U 

1K> dandi? xEK y por lo tanto K on donno en X. 

VeMoo n.hnrn que todn cuhir<rt!-f llbierta de X tif"ne una. aubcubierta num".lnblo. 

Sen ~ m l Ta( Ja:.~ 1 una cubir.rtn nbiP.rt,1 dr. X. Tk!notel'!ao por: 



Sea j_' • { o1 E. 1 : o1 e To{ para alg\llla ol ~ 1}. Se afirma que: 
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~ efecto, clara.mente U 
1 
o1 ( U To<.. Por otra parte ei x E. U T°' 

Oie;j'. o<<I o<.<I 

entonces existen ol. € 1 y 1:. >O talea que Bf.(x) e Toc.• sea n(;.\N tal que -

2/n ( t, Exieto a E An tal que dx(x' a)<: l/n1 ae! 

Bl/n(a) e BE(x) e T"' 

De donde x<Bl/n(a) y Dl/n(a)<OJ'.
1 

Por lo cual \J T"'- e u a 
ol<I ª1<<í' i 

Puesto que t: ea numerable entonces ea de la forma 'cf.
1 

• { o
1

: 11'.: J} (dando 

ee un conjunto numerable). Para cada a1 E J:' sea Ol. i E I tal que a1 C Tcxi' e5 

toncee 

Aeí, l T l i<Jj 
"'i 

oe una suboubierta numerable de X. 

Ahora veamos que o1 tenemos una euceei6n docrociento de euboonjuntoo de X -

cerradoo y no vacioa (Fn)n E~ entonces 

En efecto, para cada n ~ 11'\ sea xn E Fn• Por hip6teeie la eucooi6n (x
0

)n .,_ iN 

tiene uno. eubeuceei6n (x
0

k)k "
1
"-' convergente a al~ elemento do X, eea x tal 

eltmento. Se afirma que x f. n~i'tl F
0

• En efecto, para cada n ~IN. la eucoei6n -

(xnlc.)lcE IN ootA contenida en F
0 

a oxcopoi6n do un ndmero finito de !ndicoe k,-

como cada Fn ea cerrado ee tiene que x E F0 para todo n '- lN • 

Finalmente ae probard que X oe compacto, 

' 
Sea ~ • {ad. f ot. E. 1 una cubierta abierta do X, eoa 'ó°' • { On j n, 1~ una -
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nnhcubierta numnrilble tl~·~ • SupOnenm_on que ~· no tiene una. eubcuhierta fini-

ta. Pnra cnrla n E" nea 
:· .. n 

~F~.~:_X-·'~~l·oi 

So .tienn r¡Uff {F n)n E. IN :eR uOñ e~.c?'ni6n· decreciP.nte 1lo eubconjuntoo cerrndoo no 

vncion de X1 aní 

J)o donde F • n V 
n•"' 

(X - F ) • \.) 
n n E "'1 

Pero cntonceo tencmon
1 

quo ~· no ce ouheubierta rlc X1 lo cunl ee una cnntradia, 

ci6n. Por lo tnnto 1\ dobe tener una ouhcubiertn finita, y 1 por coneicuiente­

X en compncto. 

i) implirn iií) 

Sea ~>O nrbitrnrio 1 la fnmilin •'& ·.; [Be(x): xt:X} ea una cubierta abiP.!:, 

ta 1le x. Por hip6teoio exinten xl' x
2

, , •• 1 x
0

G X talen que 

Aní, X eo totalnento acotado, 

&!n ahora (x
0

)
0 

E IH unn eucfloi6n de Cauchy en X1 como X eo coMpneto todn ºll 

cnni6n en X tiene una auheuceni6n r.onverl!onte 1 en pnrticulnr oxiote (x
0

k)k E t-t 

oubeuccni6n dr. (xn)n E"" convor,:nntc n nlcdn x(. X, Pero como (xn)n., lt\ en de -

Cauchy de hecho (x0 )nE.vi convurt;€' ax. Por lo tanto X eo complP.to, 

iii) implícn v) 

&2-n (x
0

)
0

Et-.t una nucrni6n P.n X. Se probad. que (x0 ) 0 E•~ tiene una ouhnu­

cnoi~n dn Cm1~hy, 

Sen A• {xn: n E:. N}, Si A 11n finito, 1Jntoncca cxioto XE:. X tal que x0 • x -

parn unn infinidnrl 1ln ln<ticnn n, por lo tanto ln oubouccoi6n (x) convoree a x, 

Si A or. infinito, r11moto qui' X nn totnlnente acotndo nntoncon A 06 totalmente-

• • • , X 0 E. A tnloo -
r 
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que 

eT.iota 1 ~ i ~ r tnl que xn E B1 ¡~(xni) para una infinida1l de tndicoo n. As{ -

exiote una ouhnuceni6n (x~l))n1:iw dn (~0 ) 0 ~1N tal que para toda paruja 

x~ 11 1 x~l) f \x~ 11}""'-' en tienP.: 

1X (x~ Jl , X~}) ) <. 

Repitiendo lo anterior rnrn la ouccoi6n (x~l\ )
0

E t.i y tomnndo E • 1/'1 se aee­

cura )A enntoncia do una nuhnuconi6n (x~;>) ) 0 €~ dn (x~l\ )
0 

E.IN tal que para­

toda parejn x~~l, x!
21 

E\ l'..~ 2 '}n E~ A<' cumplo 

dx(<2) 'x~21) l. 1/2 

Podornoe continuar ootn procnoo rllra obtfmer una euoooi6n do eubouceeionee do -

(x
0

)
0 

EN • De hecho cndn uno dA }oo rnni:::lonee eit.~lentoo oo una nubotJceoi6n -

del rrm.:;16n anterior. 

Talen ttue parR cada r {: IM ne ti""ª d (x(r),Y.trl) < _I 
x n m 

2
r:'I 

Forrnnr.:on 1R nuceoi6n de ln diaconR1 1 Otl decir (x~rl)rE. '" 1 nnf (x~r\)r"iN 

ee euhnucPni6n rlF! ~xdn E IN 1 :¡ nrlf~m:\s no do Cnuchy 1 puee ei t > O o::detR 

r
0

E IN ffll r¡un l/? 
0 <. E, de donde, oí r 1 r' >, r

0 
entoncoo 

, r -1 
d:-::(x~rl 1 x~f 1 

) t.. l/2 ° < f. 

Puesto quo X eo cor-ir•loto (:r~rl )r E. IN nn r:onvorccnto. • 
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'i~bi'°'n rAr-ordario~ al!:Un<tn dr. }:,.!1 cararterizaeit.nes m4a ~omunee de conjun­

tos dennoa en 11in::una !'f\rte, 

Ui::Fifl!CltiU 

~nn (X,dx) ttn esrmcin 

r.n nincunn. parte Pi X __ A 

PHOPOSIC ron 

Sann (X,d
1
) un enp;icio 

cionen non "f'J\liValcntae: 

i) A en fi1•noo P.n nin{."ltna J'?.rte 

ii) A no P.!J d~nao nn nin!:~ t:-onjurrto abierto 11ietinto:del vacio. 

iii) ;nt(A) • ~ 

.üEl<'OSTRACTOU 

i) ir.iplioa !i) 

Sea D un conjnnto abierto on X dintinto rtel vaaio, por hip~toaie 

Rf\ (X - A) f ~' naí oxinta :t:{. (n - 1) 1 en decir BÍ A, rte donde A no eo denso 

f>TI n. 

ii) implica ¡¡¡) 

t"uosto r¡uo int{l) <.. A entonono A eo denno en int(AJ. Como int(A} 00 un con 

junto abierto por hip6tcnin ne nit:1.le r¡uo int(A) .. ~. 

;¡ 1) ir:plicll i) 

Debemoe probar que X • X - A. 

SuroneMoo r¡uo t>'dnte 'X"' X tal que x ~ X - A, asi .x: ca un punto e:ctnrior cte 

X - A1 por lo r.u•i.1 e:rinte l > o tal que Dt(x) n (X - 1) • '/J, de donrl.e 

l\ (x) c. A, oo def"-ir x ~ int('A), lo cunl en una contradkci6n, por coneicuiente 

X a X - A y o.si A ea un r.onjnnto denso en nini."'Uni\ f'nrto, • 
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B 
En la propoeioi6n II.16 se hizo uso del eiguionte reaultadot 

Si A. y B son subconjuntos cerradoe no vaoioa de un espacio mUrioo compacto 

X tal que ninguna componente oonei:a de X intereocta a ambos entonoee e:deten -

conjWJtoa abiertoe ajenos H1 y H
2 

tales quei 

Daremos la justificacidn de aeta a!'irmaci6n 1 para lo cual baremos uso de a,! 

gunoe lemas que a oontinuacicfo eo enuncian. En todos ae supone que X es un es­

pacio mt1trico. 

DEPI!llCIOll 

Sea ~ • [ EzJ z E 1 una familia de subconjuntos no va.cica de l 1 ee dice que 

~ ea una cadena si para cada Ez f.1' existo E&1 €.~-¡. tal que E1 ('\ Ez' ; f;. 

Bi A y B oon dos eubconjuntoe do X, se dice que eet4n conectados por una o~ 

dona 11 existe una cadena rini ta ~ • {El' E2 , • •• , E0 } tal que A • E1 y 

LEMA 

tma condici6n necesaria y suficiente pa.ra que un espacio X sea conexo ea 

que da.da cualquier cubierta abierta o una cubierta cerrada finita { Ez} de X, 

se tiene que cualquier par de miembro o de ( EEJ pueden ooneotaree par una cade­

na contenida en l EEJ, 

DEMOSTHACIOH 

Si X no eo cono:r:o, aean H1, H2 una ooparacilln de X, entonces {Ezf • {H11 u
2

1 

no cumple con lao condioionoa del enunciado, 



Sea 

Inversamente. Suponguos que X es conexo. Sea E
8

€1 EzJ, defiaimoa 

H1 • U \Es: Ez pueden conectarse a Ea por una cadena en lE.JJ 
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Tomando como hip6teoia que ~ E
1
J ee una cubierto a abierta d.e l entonou tanto 

H1 como H2 son abiertos, pues ai z e n1 entonces x t E,
0 

~onde E• y 1.
0 

pueden 

conectarse por una ce.den a en ( Eal • Exiete ( >O tal qua Bl (x) C. E
1 

, de donde 
o 

Bl(x) ( H1 y ad H1 ee abierto. De una rorma ai1dlar ae demue•tra que H2 ee 

abierto. 

'I'oma.ndo como hip1Heais que t E
1
J ea una cubierta cerrada finita ontoncea t8!!, 

to tt
1 

como H
2 

son cerrados. ~ efecto, sea :r t ii1, ei x t-.. E& para todo s no hay 

nada que proba.r, Si este no ee el eaeo entonces pa.ra. cada .1 tal que x f E
1 

Ha 

fz >o tal que BE. (.x) e X - Er. y eea o.::• m1n {1:.r.a:; E1), d.e donde ot >o. -
• 

Sea y E: BOl {x) () tt1, entonoee y t &z"' donde E
1

" puede oonectu1e a ia por u.na -

ca.dona en ( E
11 
I. Si auoediera que x t H1 en1.oncea x t Ea• por lo cual 

Be.-: (x) e X - Ez", de donde y€ X - E
1

• • lo cual es u.na oontra.dioc16n, As! .r E. H1 

:t por coneiguiente H1 •• eerrado. De u.na forma. an&loga H prueba que ~ ea º! 

rre.do. 

Conolu.11101 que cualquiera de lae hip~teaia acerca de lE1 j noa conduce a que 

H1/H2 ee una aepa.raci6n de X y como 9 ; Ea(. H1, y X ea conexo ae Uena que 

• 
llEFINICION 

Sea l >o. Una E -cadena en X ee una 1uceei6n finita de pu.a.to• d• X, -

ªl' a2 , ••• , ªn' tale.a que dx(a1,ai+l) ~E para 1 • 1, 2, ••• , a-1. 

Si x, y E X ae dioe que e11U11 oonecta.doe por un1 E-cadena 11i e.t11U una E-e! 

dena en X, a 1, a2, ••• , ªn tal qua a1 • x y •n • 1. 

Un eepacio métrico X es l. -conexo si aualquier pareja de eleaiento1 de X 

pueden conecta.roe por una E -cadena. 
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LEMA 

Sea (X, d
1

) un eapaoio 1dtrico. Si (X,dx) ea conexo entonces ea E. -conexo 

para todo l > O, 

DE~OSTRACION 

Sea t > 0 1 oonsid!lremoe la cubierta abierta de X dada por { Bt¡2(x) 1 x t X!• 

Sean a1 b f X, por el lema anterior Bt¡2(a) y Bt.¡2(b) pueden conectarse por 

una c8deca do elementos de \ Bt.¡2(x}1x te X}, ea decir exiehn xl' x2, ••• , :r.n 

tales que x1 •a, xn •by \Bl¡2(::r.1): i • 1, 21 • • • , n} ea una cadena que 

oon•c\a a B¡¡2(a) con B¡¡2(b), Tomemoo a 1 • a 1 a1 < Bl¡2 (x1_1) í\ B¡¡2(x1) pua 

i • 21 31 , n y ªn+l • b, As! a 1, a2 , • • • 1 ªn+l ea una l-oadena 

conecta a con b. 

que 

• 
El inverso del lema anterior no eo cierto en general, por ejemplo 

X•~ - l O! es l -oonexo para todo ~ > 0 1 sin embargo no ee conexo, No obs­

tante eete inverso es vAlido para eopaoioe oompaotoa, 

!EMA 

Sea (X,dx) un espacio rn8trico compacto, X ea conexo e1 y sólo e1 ee t.-oo­

nexo para todo E. > o. 

DEMOSTRACION 

De acuerdo al loma anterior, eabemoe que si X eo conexo entonoea ea l-oon! 

xo para todo t. >o. 

Inversa.mento. ~pongamoo que X oa 't -conoxo para todo t > O pero no ea º.2. 

nexo. Soa H1/lr2 una. eeparaoi6n de X, como H1 y H2 eon compaotoo y ajonoe onto.!!. 

cea dz(H¡,ll2) • t. > o. Tome111oe x1 E n1 y x2 t H2, entonces no existe una t/2-o!, 

dona en X que conecta a x1 con x2, de donde X no eo l/2-conexo 1 lo cual ee una 

contradicci~n. • 
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Sean E.> O y (F
0

)nE N una euceei6n decreciente de eubconjwr\oe cerrados 

E-conexos de WI espacio mAtrico compacto X, Entonces F • n~ft-\ F0 es 2E.-oonexo. 

DE~.OSTRAC 1011 

Sea r >o. Se afirma que existen EH tal que F
0 

C. Br(F]. 

En efecto, supongamos lo eontrariot ea decir P'
0 

</. Br[F) para todo n ~ 1"-\ 1 u1 

para cada n E.~ existe ::r.n E. Fn tal que dx(x
0

, F) ~ r. Por ser 1 coinpaoto 

una subeuceei6n convergente {xnk)kE.iN de (x0 ) 0 ': ilol • &!ax• ~~ti:i x0k. 

exieh 

En ton-

cea dx(x,F) ~ r (o aea x f F) 1 por otro lado dado n E. 1N ae tiene X (:. F 
ºk p 

pa.ra todo k suficientemente grande, por lo tanto x E F
0 

para todo n ~ ltt o •ea 

x ~F. Lo que es una oontradicci6n, 

Sean a, b E. F, por la afirmaei6n a.nterior existe n € 1N tal que F 0 C. Bi:./
2 

(F]. 

• 1 4K • b una E.-cadena. en F
0

, Para 2 ~ i .$ k-1 mea 

b1 E F tal que dx(a1,b1 ) ~ l/2 1 oe tiene que a, b2 , , , , , bk-l' b ea Utta -

2 E -cadena que conecta loe puntoo a y b, • 

Como un• oonaecuonoi• del lema anterior teneinoe que, si (P
0
)n, iN ee una s!i 

ceo16n decreciente do euboonjuntoa oerradoa y conexos de un espacio ooep&eto X, 

entoncee F • (\ Fn ea cone:.to, 

º'"' 
En efecto, eea ~>O arbitrario, coino P

0 
ea conexo para todo n E. N., enton­

ces en particular cada F
0 

ea E./2 ... conoxo, Por el lema anterior P ea t.-cone::to. 

Como esto ea vAlido para todo E.> O y F ee compacto, entonces P debe aer conexo, 

LEMA 

Sean (X, dx) un eapll.Oio m3trico co111pacto y a, be. X, Si para cada t >O a y b 

pueden conecta.rae por una E -cadena en X1 entoncea ellos eat&n conectado• en X, 

es decir, pertenecen a un subconjunto conuo de X, 
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DEMOSTRACION 

Para cada n f. iNi sea En el conjunto de puntos de X que pueden conectaree oon 

a por una l/n-cadena, por hip6teeie b E:. E
0 

para toda n t: t-t 1 de donde 

Cada conjunto X - E
0 

ea abierto, puee si X(:. X - E n 
claramente -

B
1
¡

0
(x} ( X - E

0
, A.al cada conjunto E

0 
ee cerrado y por lo tanto compacto, 0,2 

1ervemoa que (E0 )0 E ii-l ea una oucee16n decreciente, y para cada n 1:. •¡ el COll, 

junto E
0 

ee l/n-conexo, Soa n
0 
e~ fijo, entonces E0 ee l/n

0
-oonn:o si n > ... n0, 

Sea C • n~ E
0 

• 
0
r; 

00 

E
0

, se tiene qua C es compacto y 2/n
0
-conu:o, pero­

eato ea vAlido para todo n
0 

E 1t~, de donde C ea conexo y adern&e a, b E. e, • 
IEllA 

Sea (X1 dx) un espacio m11trico compacto, Si a y b son doe puntos que no eat4n 

conecta.doe on X, entonces existe una eeparaoi6n H1/H2 de X tal que a t:: 11
1 

y 

b 1:. H
2

, 

DEWOSTRACIO!I 

Por el lema anterior e:dote un ndrnero E ) O tal que a y b no pueden cone,a 

tarse en X por una t -cadena. Dofinimoe H1 como el conjunto de puntoo de X 

que pueden conecta.roe con a por una €-cadena, y aea ~ • X - H1• AsJ H1/H2 -

forma una oeparaci6n de X, y cleremonte e{;'. u1 y b E. H2• • 
PROPOSIC ION 

Si A y B eon subconjuntos cerrados no vacios de un espacio mAtrico compacto 

X teles que ninguna componente conexa do X intereeote a ambos, entonces oxiete 

una 1!1opa:raci6n H1/u2 de X tal que A ( H1 y B C. u2• 

DEHOSTRAC Iúll 

Primero eo probar! que existo un n~moro oi. >O tel que ningiln punto de 

eetA conectado a un punto de B por una 0(.-cadona. ~ponga.moa lo contrario. Pa-
ra cada n E t1ooan atiE: A y bl'\€. B tala o quo pueden conectarse por una l/n-oadona, Pu.e! 
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to que A eo compacto existe una oubouceei6n (a
0

lc) k~"" de (an)n e; ti convergen-

te a un punto a€ A. Análogamente (b
0

k)kEtN tiene una eubauceei6n convergente 

a un punto b de B, para simplificar la notaci6n suponga.moa que de becho -

(b
0

k )k E "Ni converge a b E. B. Ao!, para cada t > O e date le f:. 1i..t tal quo 

d (a, a ) < l 
X nk 

;¡ d (b, b ) < E 
X nk 

Puesto que a
0

k y b
0

k pueden conectaroe por una l/nk-cadena tendr!amo1 que a y b 

pueden conecta.reo por una E-cadena, y por lo tanto a y b oetán coneotadoe en X, 

contradiciendo la hip6tcoie de que ninguna componente conexa de X intereecta -

tanto a A como a B. 

Asi puoe debe e:r:ietir O(, ) O con la propiedad do que ningdn punto de A pue­

de conectare e a punto alguno de B por una o<. -cadena. Definimos H1 001110 el con-

junto de puntos de X que puodon ser conectados a algdn punto de A por una 

o(-cadena, y H2 • X - H1• Ee claro que H1 y H2 cumplen con lo establecido en -

el enunciado. • 
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e 
Durante r.1 dennrrollo do onto tr<iliajo Afl dieron aleunno VP.rnionoo do loo -

teoremnA de Dini y Aecoli nprnvec-hnnrio nll:linoo do loe concepton expuestoo nqui, 

Jluf'Btro rro,6nito en Ante opnrtado e:; 1lnr ln voroi6n 11 trndicional" do enria uno 

dP. er:ton tPoromnn, 

SeM (X,rlx) un enpar:io m~triro coinp;u:to y (rn)nt:IH. una nuconidn decrncir.n­

te en C(X,IR), Suponcill';os 'J'UO (r
0

)nf::IH convoree puntunlmento R f, Si r,c(x,~) 

entoncen ( r n) n l N convorcP. uni formC!MentP. n f, 

DE/.f·STiiACIOH 

Sea E> O arbitrario. Pnrn rada n E: IH dnfininon: 

Puento quo flRNl cnda n EN lo funci6n fn - f en continua, ee eicue que cada Bn 

oe cerrAdo y rnr Jo tonto coMpnr.to, ~ tiene r¡ue (nn)n, ~ oe una ouconidn d,! 

r.rocicnte rio nul.iconjunton compndon dn X, So afirma que er.into 11E1\.,l tnl quo­

B11 • ~ ( 'J pnr ln tanto Hn • ~ parn n '>, 11), En 'lf•!cto, ouponear.ion que la nrir-

meci6n on fnlnn, oa der.ir Jln ; ~ JHi.rn tocio n EN• Ya que X ea coM¡H1.r:to en ton-

drfn r¡ue 

Pero P.11t.o no es ponihle, r1wn ni Xº E; n Dn ent.oncoa rn(xo) - r(xo) >, E P!!. 
no.¡ 

rn todo n E: N, co11trndicicnrio lH hir6tunin do r:onvorconcia puntual. Aaí existo 

ll€t< tnl que ni/. p, do donde 1 rn(d - f(xll • fn{x) - f(x) < l para todo -

xtX y torta n ~U, on dar.ir (fn)n~IÑ r.onvorco uniformomonto ar. • 
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Sean (X,dx) un eoracio t11étrir.o compar.to y c"a' c. C(X), ·~ es tm subconjunto -

r.on:ncto di' C(X) 11i ;¡ a6lo ni ·& en f'<'rrnrto, Cf!lllrontinun y par."l r:adil x l X el 

cnn,::unto 'Í(x) a {f(l!.): ft ·O-J co C'Oripnrto en~. 

v;¡:.:os·rHAC 1011 

Suponcnrnao que 1 eo compaclo en C{X), Es ~laro que ~ es un subconjunto C,2. 

rrndo de C(X), Sea xE X arb1tr:i.rio, vcanoe riuc 1' (x) no compacto r.n í'l., Definl 

moo la funci6n bx:C(X) ~~ corno: ~'l(r)-= f(x). libeerver.100 que ~x es li-

n('al, pueo si f, e -.:C(X) y a 1 b t "1.. entonces 

~.Car + be) • {ar + bc){x) • ar{x) + bc{x) • a ó,{r) + b ~,{e) 

JuiPnho ~ x es continua, Jiuen dado f > O cxi ote ~ > O tal que ei )1 f-t; 11 < ~ 

P.ntoncee 1 ~x(f) - ~x(c)/ (. l • En efcr:to, Ai tomamos d • l t ieno ~ 

l~,{rl - ~,<di• l~,{r - cll • l<r - cl<xll !, /Ir - cll ~ ~ 
Puente quo ·J ca conpncto ontoncP.o ~x(·a•) en r.OIT!pl\cto, es decir, ~(x) en-

r:onpacto en 1K, 

Ahora venmoo que ~ ea unn fami lin equir.ontinua, Sea l > O arbitrRrio, 

pueotn r¡ue 1' ee compacto entonr.f!n eo totnlr11rnt•! acotado, ea d~cir e1iaten -

r], r;>, ••• 1 rni; 'l 1.aleoque 

Cor.io cada f E. 'if eo un1 forr.inmente continua, ae tiene en particular que pn.ra 

cada 1 ~ i ~ n exinte ~i ) O tal que dx(x 1 y) <.. ~i i~plica ------

\ri(x) - r 1{y)i <. E/l. Sea & • r.iin Í ~i' i • 1,2, ••• ,n}, aaí, ni r• ~ y -
n 

dx(x,y) < ~ ontonceo 1 como f E. i~l Dl/j(r1) 1 exiote l ~ k \ n tal que 

11 f - rk 11 <.. l/3, dn dondo 

¡ r{x) - r(y)j ~ \r{x) - rk{xll • I rk{<) - rk(yJI + \rk(y) - r{yJI 

Aní 1 r{x) - r{y) J .; E 

Pnr In r.unl 'i en P.<JUir.ontinun. 
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InverorunnntA, ·nupon~amon qun rf n'l r.nrrado, ef'!uicontinun y que para cada. -

'?¡.X 1t(x) ea conpaoto en ~. F\10Hto que C(X) ea cor~pleto entoncco ~ ca com­

pleto. AsÍJ para der.iootrRr cyue 'do P.O cor>ipncto bauta pro liar quo eo totalmente -

acotado. Para cote fin, oca f > O arbitrario, como 1' ce er¡uicont inuo e'Ciate­

~ > o tnl quo Ri d,(x,y) < ~ y r ··~ ontonr.oo 1 r(x) - r(y)J <. l/4. Por otra 

parte, corno X eo compacto e-.:ioton xl' x2, •• 

p 

X • i~l B~(xi) 

J>efinimoo la func16n c:C(X) ---> 1t{fl como: 

Como para r.ada x E. X el conjunto ~ ( x) en cor.:pacto, oo tiene en particulnr -

que para cntlR 1 !- i ~ p el conjunto ~ (x1) en t'.lompacto. Aoí ~(xi) oo acotado 

en 1K para toda l ~ i ~ p 1 se ai.:;un que e:( ·¡i.) 011 ar.atado nn íK y por lo tan­

to ~ eo comriactn en r{, ~n particul;1r di) en totalmente ecotado 1 de do.!:!, 

e(~) tnmbii1n totalniento ncotado. Ani exioton r 11 r
2

, • • • 1 fn E "Si taloe 

que 

Entonces fHlrc'l carla r E i' exintn 1 ~ k ~ n tal quo 

(r(,1), ••• , r(Y.P))• BE/4((rk(x1), 

Se decir ¡r(x
1

) - fk(x 1 )1 <. E/4 pHr,, todn I $ i ~ P• 

Sen f t; ii nrbitrnria, ne proha.rd quA o:riete 1 !:: k ~ n tnl r¡:ue "r - fk u< E. SP.n X f; X nrhitrnrio, oxintc l ~ i ~ p tnl quo dx{x,xi) < ~. -

Pero tnmb1~n C7iote 1 (: k ~ n tnl l!Uft 1 r(xi) - f k(xi) 1 ~ E/t! para toda 1 ~ i ~p. 

De donde / f{7) - fk(x) / ( f para toda x ( X1 por lo cual concluimoo quE1 

11 f - f kl/ f ~ 1 y nai ~ en totlllr,rmtc ar.atado y por lo tanto compacto, 

• 
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D 
PHGPCSICIOll 

Sua (X,dx) un eoJlacio 1n6trico en el cual ee v.1.lido el tcor1!ma ele Hoine-Borel 

(un n11\•r.onjunto de X nn compacto si y a61n ~i on cerrado y acotado). Si Fes -

un nubconjunta ~errado do X cntoni.:cn pnr<.:. todo ~ '> O el conjurito I\ ( F] ea r.e-

rrnrlo en X, 

DZl,OS'i'RACTOU 

S.um ~)O arbitraria y (x
0

)nE.H una succH1Hn en Bb(F]convorcente a .... 1,:~n 

punto x
0 

€ X1 dcbCr!OR probar que x
0 

l D~[¡.•], 

Para r.ndti n EN e:r.inte y0 ~ F tnl que dr.(x 0,y0) ~ ~. Por otra l•Girtc 1 roro -

{'<
0

)
0

"- N conv,..rc" a x0 eY.inte ?l E IN tal quo dx(x 01 x0 ) l. l si n \ 11, An{ pnrn.­

n ~ U 001 tiene: 

~y n: n f íl'l. } ce cor-.par.to en X. Do domle (y 
0

) 
0

"' 114 debe tener ur.a eubauceni~n-

para to1la k t:. 1N. 

't'orinndo l!mit~·i r::unndo k tiJ?n~c n infinito trmflf'IOR: 

.:ud • 
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E 
~:n ln dltima rroponici6n del cupH.ulo l oe utilizó unn definfri~n nlt1~rnat,i. 

va rle ln m6tricn dt? Hnur.dorff1 ani como nlL"UOllt1 rropiednrlna do una ieomotrh.­

=:s pror~nito 1lr! oote nrllrtndo juntificnr C:Jton ru7ultn<loA, 

Jl:::PJ.''IC JOJ,' 

~a.n (x,ax) un eo1u1C'!io mHrico y A, Re X, SP. 1lt!fine 

•IA(n) • Ollp [ d,.(r., A): x< nj 

Si A, n ~'\'(X) dnfinkoo 

PllOP0STC IOll 

Sean (X,t\t) un e."Jpncio ndtrico y A, 'R E: .-6' (X). Entonces 

P(A,n). ~(A,n) 

nF:ro:;TnAr. ron 

Sen oc • P( A, n). Si OI. • CD A"ltoncun ot > .. 3d(A, B). Supnnerunoa ol.. < c:o. 

Sna P • \ t > O: A ~ nf [n], l' C 1\ [A] } , futoncoo 

O(~ dA(D). ""P \dx(n,A): b•DJ 

«. ~d8(A) • n••rfdx(n,11): a•AI 

Se prohnri1. que ol + 1/n E P pn.rn torio n t. IN, Snn n t. A arbitrario, entoncon 

rt/n, 11) '- dB(A) <... u.. + l/n parn todo n ._ 1N, A11{ d:i:(n,n) <oc + l/n1 ento iMpl! 

ra rJUP 1?"-inte bE D tal 11ue cl:t.(n,11) < al+ l/n, Mi nt Dcx+l/n(n], por lo cual 
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An:tlocnnentP.l ni her. un oltmcnto arbi1rari•1 1tP. R r,otnncea 

b t Bo< +l/n[A), y 11or lo tnnto 

Así o( + l/n e ti pa.rn todo n E. tN 1 por lo tnnto ol.. >.. inr P • á11{A 1 ~) 1 trn f1P,eir 

Pnr ntra pnrtP., si f' == ~ f'ntanct?ri ~d(A,íl) •CD y pnr lo tMto ~d(A,B)'>,f(A 1 B). 

5uponcnnoD ~ / '{i ;¡ SP.O f '= P arbitrario, o:i d·!cir 

A e n,[ n J y 

F:ntoncnn pnra catla a' A cxio:ta l.>i: n tnl que dx(a, b) ~ ~, SJ? eicue que 

d/a, 11) !- E. P~ro ento ca v.1111!0 parn tofln. l1 E A, por lo cunl 

1)1? una forr:1~ eir.¡i lnr 

Aol 

oup {dx(n,R): a• AJ•¡ 

d
8

(A) < ¡ 

J1l'UHba QUC: 

dA(ll) ! 

P(A,3). ""' {ct 4(D), dn(A)j • 

Como CRto en vl\ltdo pnrn tacto f " J' n11 t lene: 

y aní conclufr~ns quo: 

PílOP"SIC IOll 

• 
5'-:in (X,dx) lln eepacio n~trico C'nMplcto, (Y,dy) un enpacio ir.&trico arbitra-

rlo ~' j:X ~ Y una iaoMl}1r1n. Si E f?O un nubr,onjunto corradn de X entonc1rn­

j(S) rti un nuhcrmjunto cerrnJo d~ Y. 
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DZ:.:OSTUAC l 01/ 

Sea (:r
0

)
0 

t..i una oucnoi6n on j(t·:) convcr..::entP. a nlf:dn y~ Y. SP. proliará. que 

Y e j(r:), 
Para ca•ln nt:~ onn :i;

0
E; E tal 11110 j(x

0
).,. y 0 , Como (y0)nt:•N oo una ouce-

oí6n dro Cauchy y j <.>o tmn ir.a!'letrt.i, entoncco (x
0

)
0 

E"' es una 9UCflai6n de Cn!! 

C'hy en X. Ani (x.
0

)nt;1t.a convcrao n aleún xi':. E. Se afirma que y .. j(x). ~~n cfo.E_ 

to, dado l > O arbi trnrio existo ll c. 1H tnl ryuo Ri n \. 11 entonces 

dx(xn' x) < ¡ 

Dfa dandi? dy(j(xn) 1 j(x)) < ¡ ni n ~ N 

r:.:e decir rl/yn 1 j(x)) < t •i n >, H 

Poro ente eic;nifica que (y
0

)
0 

tH aonverco a j(.x), Aai j(E) eo cerrado en Y, 

• 
Píl CP05 re I OH 

Sean (X 1dx), (Y,dy) cn¡•Rcínn nf..tricon nrbitrnrioo y E e X. Si j(E) en r.om-

pacto en Y enton~on ¡.; en compacto en X. 

DEi.O~Tíl.AC !011 

r.cn (x
0

)
0 

E IH turn aucnoi6n en t~. Pnrn cnda n t.f>I son y0 • j{x0 ) 1 nní 

(y)' l?n una nucnoi6n PO j(t:). Por hip6tnoie ei:iote (y )kL,.., oubouceoi6n 
n n l..,.... "k ....... 

de (y
0

)nl1N convereenlo a al~dn yt. j(~~). Connidl'!rcmoo ln oucooidn (x
0
k)k t:.•N 1 

ln cual eo ouhoucr>ni6n dí! ('ln)nliJ.J. Se nfirr::n qun (x0k)kuN converae a :r, -

donde x ea tal que j( x) .. y 

En r.ff.!r.to, sen E> O nrbitrnrio 1 punAto quR (y
0
k)k "'N converce a y, oxie-

Aní (x
0

)
0 

'=,,.,¡ tiono una nuboueooirin convorcAntc en E, Concluir.io!l quA E on eom.-

pacto, • 
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