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INTRODUCCION

El presente trabajo ¢ptl banado en una serie de artfculos publicades por
el Dr, Gorald Beer. El objetivo ha oido presentar el conienido de tales artf
culos en faorma monogrifica, es decir con mayor detalle y simplicidad que 1lo
que normaimente es pocible on un articulo de investigacifn de la naturaleza-
minmn de esa via de comunicacién de resultados, Con este se prctende que leom
concepton aqui expuestos sean de fAcil comprensién inclusive para un epiue—-
diante de matemiticaa del nivel 4o licenciatura, quien podrfa encontrar intg
resantes y afin novedosoa dos de loa tipos de convergencia expuestos 2quf, ya
que loo mismoa ne 8o incluyen en los libros de anflisis tradicionalwente uti
lizados en los curpos de licenciatura,

E] trabajo ontd dividide en dos partes que a nu vexz guardan relacién
entre si,

En la primera parte la cual abarca los dos primeros capfiules, se tratan-
algunod tipes especiales de converjencia, n el capftule I oe introduce el
concepto de cenverpencia topolérica de una sucesifin de subconjunton de un en
pacio métrico (X,d) y ue relaciona tal tipe de coavergencia con la convergen

cia en (‘% (X)), ‘Sd) {el espacio 4» loo subconjuntoe cerradoe y no vacios del

espacio métrico (%,d) con la métrica de Hauadorff Sd)' il objeotivo da énte
primer capftulo consiste en establecer condiciones bajo las cuales ambos 1i
pon de convergencia coinciden, Talen condiciones von de vital importancia pa
ra el capftulo II, en el cual ge manejan a las grificas de las funciones cop
tinune de un ospacio métrico X en un espacie méirice Y come subcanjunten cg
rraden dal ewopacio preducto X2 Y, De epta manera, en éote capitule po rela—

cionan la coenvergencia puntual y la convergencia uniforme de sucesionos (!‘n)

on C(X,Y) con la convergoncia topoldpgica y 1a convergencin en llausdorff de-

las grificas de loa términos fn de la sucesién, 7, se establecen condiciones,

¢n relacién u los empacion X, ¥ y & la suceoién misma, bajo las cualos loo -~
diferenteo tipos de convergencia coinciden,

la segunda parte la constituyen los capftulos III y IV, En el capftulo III
so utilizan los resulindon presentados en lon doa anteriores para dar versig
nes o pruebas distintao do lae cldpicae de loo teoremas de Dini, Asceli 7
Stone referentea al enpacio C(X,Y), En el capftulo IV ae maneja el espacio -



ii

de funciones puperiormente semicontinuas dotado con una nétrica adecuada, Pa
ra definir tal métrica pe utiliza el concepto de la hipogrifica de una fune
cibn, En a1 capftulo tambien se incluyen versicnes de loa teorerns de Dini ¥y
Ascoli para este espacio,

La dindmica que ae ha tratado de seguar a lo largo del irabajo es prenenw
tar una proposiciédn y dar contraejemplos paras ver que las hipéiegils Gedi1dab-
gon esencinles para la conclusién de la proposicién, el objetive de esto ha
psido el reafirmar las hipflesio de la proposicién para ser recordadan con £a
cvilidad en resultadon posteriores. Asi nismo en el capftulo Il we incluyen =
una gerie de cuadron donde so relacionan los distintos tipos de convergencia,
con aote ne pretende eintetizar los resulindos presentados en tal capitulo,-
de tal forma que constituya una practica referencia.

Pora hacer sutocentrade ¢l trabajo se ha decidids incluir un apdndice so=
parsde en variag gecciones, en el cual se recuerdan algunas caracterizacio—
nep de loo copacios corpactes y de lop subeonjuntoa densos en ninguna parte,
También oe incluyen lac demastraciocnes elfisicas de los teoremas de¢ Dini ¥ 4As
coli, Asi rismo oe Juptifican ciertes resultados que fueron utilizados en -
lae democtracionen de algunas proposiciones que aparscen en ol cuerpo princi
pal del trabajo.

Por otro lade, con objeto de facilitar 1a lestura del trabaje se incluyo-

al inicic del miomo una lista de los wimboles guu serdn emploeades,

FPipnalmente, desco aprovechar este espacio para cxternar mi estimacidn 7
gratitud al M. en G, Angel Hanuel Carrillo Meyo por sus valiepas aportaciones
@ inagotable pacieneia on la revigidn de loc manuscrites de este trabajo,
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CAPITULO I

En este primer cap{tule hablaremos de un tipo especial de cenvergencia da-
sucesiones de oubcenjuntos de un espacic métrice X, la llamada convergencia ta
polégica, Asi mismo haremos uso de la métrica de llausderf! para hablar del es-
pacio formado por Jow subconjunios cerrados no vacios de un espacio métrico X,
¥ relacionar asi la convergencia de clementos de este nuaove espacio convln cen
vergencia topolégica de gucepigpnes de subconjuntos del espacio X, El objetive
de ealo es establecer algunao relaciones importantes entre eotos tipon de

vergehcia, mismag gue gerdn de utilidad en capftulos posteriores,

con

CONVLRGENCIA TOPOLIGICA

Sean (¥,d) un espacioc néirico y (cn)nmN una sucesidn de gubconjunios de X,

Defipimog:
Linf(cn) = {xcX; para cada >0, Bz(x)r\Gn ¢ P excepto para un nlmero finito

de indicos ni,
Laup(cn) = {xe¥; para cada £ >0, Bz(x)r\cn # § para una infinidad do {ndices

n}a

Linr(cn) se llama el limite inforior de la suceaibn y Lsup(cn) se llama 81 11~

pite superior de la sucesidn,.

En realidad en lao definiciones anteriores podemog substituir las "bolas e
abtertae" de radio £ con centro en x (B {x)) por vecindades de z. d¢ hecho se
trabajars con vecindades y no con "balas ablertas" cuando as{ sea convenienta,

Una prigera gbservacién que podemos hacer ea que tants ol limite inferior-
como el limite ouperior precervan el orden, es decir, Bi (Cn)ng‘" ¥ (Dn)n o™

gon dog sucesionen de pubgonjuntes de X tales gue ¢, < Dn para cada nenl, eg

tonces Ldnr(Cn)c Linf(Dn) y Lnup(cn)c Lnup(Dn). La justificacifn de este hocho
se @igue de gue pars cada £ > 0 ¥ new ae tiene Et(x)l\cncA Bt(x)r\nn. Comg un

cago particular de la obgervacisn anterior tenemos fgue:
Linf(lnt(cn)) ¢ Linf(c )

¥ Lnup(int(cn)) < Leup(€,)

{donde int(cn) denota al interior del conjunto Cn)
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Podrfaros preg '\mta.rnon 1o sizuientet ;Un I‘anrnl Se o 1pln la contencibn on 01-
sentido z-wcx'.w", Ia hmpucbt‘. a8, no, coie oje:.nlo de ento poderes consldar-_r

X'w Wy para cada new - dohnn.

Ae z/n.m/n) viz !

Tonwnos eutorcés gue ) . )

‘ . : unr(cr)ﬁ.z.cup(d#) - [0.1] ute}
Sin emlarge ST h i : :
A unr(im.(c 1) = Louplint(c ) = {o,1]

~ D -zguerde &.es t.e o;ermlo no yudcr.aq sas;urargue el nite L‘i‘grnor (supe=
ricr) d unG nucca:én de aubco ,,)uvﬁ.cs eoincids gon wl frsite” m.ﬁ,nur (.:upn-
rior) delu z-.:ce;,;én de pup interioren, win erbarge,.. oste ne e el azsy 8i en
Iuser de touar en cuenta el interior du los canj:aﬂcs,b‘h'c'nnsidum;:bs o écrz';[:'

dura, es docirt

PrCFUSICICH I.1

Sazn (%, 4, ) un espacis uttrico ¥y (¢ )n&-;s uza Nm.n&n ilu suucm.

f. nionces Linf(l:n) a Linf‘(cn) ¥ Laup(c ) a Lsup(c )

{donde E; dencts lz cerradura de Cn).'

DLL.COTuACICH . ‘- X

Puosio que C C E; para cada ne ™, se tiene que Linr(cn) < Linf(a)r. Por-
otra parie, Sain X€ Linf(f;) v £>0 ( oi nnr('c:) = § eatonces da afirue~ |
cifn oo inwedicta), ze provard que By (x}N e f 4 vzeepto para us nlavro: Finfte. ..
de $ndices my b docir, exfste FEW tal quo 3, (xINGC, § § vi n 3 7. Gouo €/220
vxe Linf(E;) cziste Ne il tal que 3 ¢ /2 (f)f'\ 7 P sin%l, rijoros n> Dy tonn
mon X €& 7;/’\(1)“ Ty entoncus podenos enconirar ¢ & © 33l quo "-?.(xli’fn)_é;,#@“

par lo que d(x,cn) <&, aui ;‘:L(::)r'\ <, ¢ P ain N, per conot/ micnte:

Lnr{t) ¢ ting(c,)

8
e nirue que Linr(€,) = Linf{
Anflecanontu se prucha gue! i.su;:(cn) a Lnur-(-C:) n

Uy pestitado inportante gue serf de utilidad en lc pucesivoe es el 61 uicnie



PROPOSICION 1,2

Sean {(X,d) un espacio métrico y (cn)n(m una sucesifn de subconjuntos de %

entonces tanto Linf(cn) como Lsup(Cn) son subconjunton cerrados de X,

LENOSTRACION

So probars quo X - Linf(Cn) v X - Loup(Cn) con abiorton on X,

5i X Lint‘(cn) = @ no hay nada que probar, si no, sea x e X - L\n!‘(Cn), ene
tonces exiote ¢ > O tal que B{(x)n Cn a f para una infinidad de fndices n, ge-
afirma que Bl(x) ¢ X - Linf(Cn). En efecto, pues Bi ¥ € Bt(x) entonces por cer
Bt(x) abierto podemon encontrar £'» 0 tal que 3, () ¢ Bk(x), de donde se ica
ne que Bt.(:,') ne = ¢ para una infinidad de fndicea n, asfl ye X - Linr(cn),—
de donde Bk(x) c X~ Linf(cn), Concluimos quo X = Linf(cn) ec abierto en X,

Por ctra parte, ol 4- Luup(cn) = @, entonces X - Lnup(cn) e abierto, si op

te no es el caso, sea x & X - Luup(Cn), entonces existe ¢>» 0 ial que
B (=} N c, 47

ntlo para un ntmero finito de fadices n. Se afirma que B (x)C X = lnup(cn). -
En efccto, pues ai y ¢ B (x), podemou encontrar 50 tal que BE-(:,') 4 Ué(x),-
de donde BE.(y) ne, 4 # 56lo para un nfmero finite de fndices n, por conoi e
guiente ye X ~ Luup(cn), por lo cual By (x) ¢ X = Lnup((}n), es decir,el conjun

to ¥ - Lnup(cn) en ?biertc en X, "

Existe una forma rediante la cual podemos caracierizar a los elementos del

lg{mite inferior de¢ una pucenién de conjuntos, intuitivamenie i un punio pertg
nece al linite inferior, entonces a partir de cieric momenio este punio debe —

eptar arbitrariamente cercano a loo términos de la pucesifn, formalizando ente

tenemos:

PRCPOSICICH 1.3

Soan (¥,d) un eopacio métrico y (C“)n““ una pucesién de gubconjuntos no -
vacios de X, Entoncen, y ¢ Linr(Cn) 5t y oéle oi exiote una sucesidn (yn)ne-u"'
convergento a y con la propiedad de que ks € Cn para cada nko

DELOSTRACION

Supongamoo que (4 o4 j
ponga tfuo ('{n)ngm Es una sucesidn que satiuface las Lipétesis, Gea t>0,
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entonces exinta Wew tald ue 'y € D (y) sin’y N asi B (,y) N p sin 'y H,

por la sual ¥e I.m(‘(c )‘
Inversamente, Sea y & Linf(én),‘ para cada pew pen
o wdy,C,) e inf {aly,c)t e < Cﬂf
Se afirsa que «, converge o cero, Er ofveto, ni &30 7 conpidersnos Bt/z(:f)'
como ¥ € L‘mr(cn) entonces existe Nem tal que Ef/"(:") ne, # ¢ gin»H, aci~
2

pars cada n 2 N pedemos encontrar x, € Bf/z(y) N ¢, do donde d(xn,y)c ¢ fa, -

6a pigue que = & d(xn,y) < &/2 ui n2 i, por consiguicnte ™ CANVEYEE 4 o=

ro, Par aira parte para cada n.wm "'nk A+ l/n, de donde cxiste Yy € Cn -

tal que d(:{,yn)<. w ot 1/n. Considercmon la ucesién (yn)nmn' tenemod que -

v, & C para cada ne ™, es clarc que eata succaibn converge a y, ya que por =

conatruccibn d(y,:/n) <dn + 1/n N “~n + .l/n CORVer;e & cero, | ]
Tenemos uwn resuliado semejante al anterior para el casa en que conpidure

mon el 1imite guperior de¢ una sucesifn de cohjunton, ¢l cual dice lo siguicentes

FROPULICICN 1.4

Sean (X,d) un espacio méirico y (cn)ncm una sucesifn de subconjuntos how-

vacios de X, Entoncen y & Lnup(cn) si y o6lo ¢l oxinste una nucesidn wotlricioe

mente creciente (nk-)khu en ™y punten 7 Cnr para cada ket tal que (J;:)h‘_“

CONVOTES & Y.
DBELOSTHACION
Sea (:ly)y‘ ; como en el enungindg, tomemas £> O arbitrariuv, entoncet exic-

to KEM tol quo 7y € B,{y} oi k > K, pero cumo Yy & 6 v entences EL.(;/)nC" i
a k 3

Bi k2 X, v como {n )l'avn es eotrictamente crecientv ae ticne que Bt(:,')r\ Cn i 9

para una infinidad de fndices n, de donde y € Lsup(cn).
Inverpanente, Jupongamon que ¥ € Lnup(cn), ontonces para cada n et se tiene

y (yIn €, 4 ¢ para una infinidad de fndices n. Sea 7y ¢ B(z) N c”z' dohde -

¢, oo el primor término de la sucesién (G ) yue intersesta o B,(y), oede
1 nnew 1

¥ & 81/2(:1) n an , donde ny > ny ¥ El/z(y) n an s ( n, existe; pues do no
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ser asi 31/2(:,') ne, 4 § s6lc para un nfimero finito de Indices n), podenoo-

continuar este proceso para cada ke v, teniendo finalmente una sucesidn.

(yk)}'t’;nx con yj ¢ C ¥ (n; )l'uu eatrictamente creciente, y, claramente-
3 " 3
(:y'k)y_EM converze a ¥, puesto que d(y.yk) < 1/k para cada kew, | ]

Haota ¢ste momento hemos hocho algunas ebservaciones acerca del limite in

ferior y ¢l limite supurior de una sucesin de conjunton, gin emburso, ne hemon

astablecido ninguna relacién entre estca conceptos, lo primero que poderos

afirmar es que bi (cn)ng €0 una sucesibn de subeoniuwntos de un ¢cpacio é-
i

trico X pe cumple que Lin:'(cn)c Laup(cn), la inclusifn en el otro gentido en

general no eo cierta, de hecho tenemor la sijuiente:

DEPINICION  I.S

Secan (X,d) un espacio rétirico, € ua vutconjunte de X y (cn)ncux Una SuceCe

gibn de subconjunion de X, oi sucede gque Linf(Cn) = Leup{C ) = € diremos que
(Cn)nmm converese topuléaicamente a €,

OBSEAV AL ION

Dobido a que en general Linf(Cn) C Lsup(cn), para demostrar que (Cn)n .

converge topolégicamentie o un subconjunto € de ¥ baota probar gue GO Linf(C_\)

¥ Lau;x(c,‘) < Ce

EJENPLOS 1,6 -
a) Svan x, ¥ dot puntos distinies de un eopacic méirice X, tonsidereron la
puceaién u’n’nmu dads por:

/{x} i n es par
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z € X - |x,y}, definamon ¢ = nin {d(x,z), d(y,2)}, entonees >0, y, para to-
da neni, BE(z) nC = ¢, se sigue gue z ( Laup(Cn), de donde Lnup(Cn) " [;'yj,

Concluimas entionces que (cﬂ)n“i no converge topelégicamente,

Pucde suceder gue una sucesién de conjuntes ne vacios converja topolégicie—

mente al conjunto vacio, como ojomple de coato considoromont

b)Ses X eR y para cada n o definimos Cn = | n}, se cumpla que L'mr(cn) -
I.uup(Cn) = 0, pues 6i x&®, Bi/z(x)n C, # # a 1o nis para un Indice n, de -

dende (C“)n"n converge topolficamente a P

c) Sea (xn)n&N una succoién dv puntos, en un espacio nétrice X, y cea xe X,
Conciderencs la ouceoidn de conjuntos (Cn)nul y donde C_ = ixnl para cada -

. i ; i 13
nee , entunces (Gn)"UN converge topolégicamente a yxi si y s8lo oi -«]-’S'L-‘e, X2 X

Para convencernos de osto oupongamcs que lim x = x y tomemos &> 0. Como =
n—e 0
(xn)nk-u converge a x podemon encontrar CW tal que oi n 2 N entonces x ¢ B (2),
de aguil se migue que jx} ¢ Linf(':"). Por otro lado, 3i y # x se tiene gue =
d{x,7) » ¢ > 0, entoncen exinte L™ con la propiedad de gue an Bl/,,(x) Bi-
“

n » N, de donde x € ef/z(y) sin 3 ¥, ¥ por lo tanto EE/E(y)n ¢, =do9inzy,
pe sigue que ¥y § Luup(Cn), por lo cual Lcup(cn)tlxl, asi Lin!‘(Cn)nLnup(cn)n)xi.

El inverpo pe mighe [acilmente,

Tomando en cuenta el gjexplo anterior, pedemos concluir que la convergencia
do una sucepidn de puntos deo un copacie métrico se pucde interpreotar come un —
caco particular de la convergencia topolégica de conjuntos,

Como un 6ltimo comentario de eota peccibn mencionamos que si se tichen dote
métriceo topolégicamente equivalentau para un conjunto X, cntoncws, la conver-

gencia topoldgica de oucesioneu de outconjuntos de ¥ es independiente ae la gmé

trica que consideremos,



METRICA DE HAUSDCHFF

En la geccidén anterior se consideraron sucesiones de subconjuntoe de un  es-

pacio méirico X, en este sentide serfa conveniente considerar Jla familia de

subcenjuntop no vacios de X y definir en ella una nétrica adecuada para poder

establecer bajo qué condiciones para X 1la convergencia de olementos de este

nuevo aspacio métrico coincide con la coavergencia topoldgica, e heche la mé

trica que pe definiri en esta familia es la llamada métrica de Hausderff,

HOTAC ION
Sea (X,d} un espacio métrico, en lo sucesive denotaremes por J»o()() a

familia de subconjuntos no vacics de X, es decir, 'fo(x) s JAC L A ﬂ} . -
Tambitn i C € @0(1) y L> 0 denotaremos por BL [C] a la unién de today las “bo

las cerradas" de radie § y coentro en puntos de €, en simbtolon:

7 )
NEPRORNS
LEFINICICR 1.7
5i (X,d) eo un cupacio méirico y A, K€ G’D(X), dofinimon:
48 k) = inf {¢>0: Acnefx»:])}:cnt[:t]j, y
HlAE) = @ o {e20: acB (K], ken [al}=p
PRCPGOICION 1.8
Sea (X,d) un copacio métrico. La funcién §: G‘O(x) x @o(x) — m’u le}
define una poeudométrica en (j’u(x).
ELOSTRACIUN
Se¢ probard& que se curplen las Bijuientes condiciones:
1) §;{A,K} 3 0 para todos &, K & @ (X)
ii) 81 4 = K entoncen Ad(A,}I) =0
iii) éd(A,l{) - éd(X,A) para todom A,X & (Po(x)
iv) 8,04, K) ¢ 8,(4,C) + 3,(C,K) para todos 4, €, ¥ € G5°(x)
Claramente las tres primeras condiciocnes se tiemen, pare Jjustificar la de-
pigualdad del tridngulo (iv), scan El a éd(A,G) ¥y f_z - <5d(C,H), oi sucede

que El =t O tz =@ la desigualdad se aigue inmediatamente, asf podemos

auponer quu €1< © ¥ 52< o , 6ea ne v arbitrario y conuvidervmeca i = L]H./n

y ¥ Ea+1/n, as{ ne cumplen las siguientes contencionen:



¢ e n Al vy a3yl

ceBlx] » ke s ]

Tomemos x € K arbvitrarie, exiscte gi¢ € ta} gue d{x,0) % ¥, pere como .
ce D"\f_A]V entoncen exigte a ¢ A tal que d{a,c)}& B , de aqui: .
) d{x,n} & &4 ‘3 a E + 2/n
nof x 4By +2/HEA] ¥ sc pigua que K € Bll-pg v2n Ale
' M&lqgamnte ve prucha que AC Bfl-rl o /n[h , por conniguiente ':_
d(”' ¥) Lk e 752f2:'/n
pero eato o8 vhilide para tode n‘un , aoi hd({.,l;)s El + Cé. B -

" En realidad bd no define una nétrica-on B(X), puesto gue pi tomames fs ix,

A'w {0,1) v £ » [0,1}, ontoneer oo cumple gue éd(}a.}:) = 0 y sin ombargo, 4w i,

De acterds al cjomple antericr, podemos pensar que el hecho de gue “d 0o -

defina wna mdtrica en B{(X) se debe a que ol conjunto T,{X} es muy “grande", -

de hocho podemon conseguir que 4, sez una nétrica si la definimos dnicamenie-
p I a4

sobre aquellon clementos do GL(%} que son subconjunios corrados de X. Denotoe—

moa a eute conjunte por P {X), ¢o decir,
F(x) o] Ac 4 Aon cerrado en Xy A4 8],

PROPOSICION 1,0

Soa {X,d) un copacio nétrico, la restriceidn de fg o ¥ (4} define una af

trica sobro ¥ (X), A dicha resiriccién tanbién la denotaronce por :’d’

IELOSTRACION

Da acuerds a la propesicidn I,8 56lo hace falte protur que oi C, ¥ & "3 {X)
son tales qua Ad(c,x) = 0 cntoncen € = X,

Para ente fin pea x ¢ € arbitrario y cupongames que x 4 K, como K e85 corriue’

€20 tal quo B {xj\ K= #, pero entencen d{x,k)> £ para toda k¢&,
cd B k], s §{C,H) 2 & > 0, 1o

do oxigte
cato significa gue x § B, [K] ¥ de agui que
que o8 una contradiccién, d¢ dende so debe fener gue x ¢ K y par congiguienic-

¢ ¢ ¥, Anfilogamente ce prueba que I €€, ¥ asf € = K,
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IBPINICION 1,10
Sen {X,d) un espacio méirice., La métrica 8yt Fx) x FA)— gV {mo]

us llama la adtrica deo Hausdorff,

Fodriamos decir algo mdc acerca de cata métrica, ya hemos visto gue éd no-~
dafine una métrica on G4 (X), win ambargo of 1o hace sebre * {X), ahora bien,
podenmon interprotar a ¥ (%) como el espacie cociente GL(X}/~ para una adecua

da relacién de eguivalencia en & {X), de hecho esta relacibn de equivalencia =

ae define comot

DEFINIGION 1,11
sean (X,d) un espacio métrico y 4,8 ¢ (%), decimoe gque A ~B oi y adlo ni

A= %,
Es claro que ~ define una relacién de equivalencia, pueos

1) ~s esreflexiva {4A=72)
$i) ~ oo oindtrica ( A= 3 inplica B a & }
(E-Ti yE-E implican .;\‘:E)

£

ii} ~~ en transitiva

Definiron :;j{?:,'ﬁ) = éd(a&, B), donde A y I mon laa clases de equivalencin -

do Ay B respoctivamente y A, B t @ (X),
Afirmamos que Sd define una mftrica en el espacio cocfente GIX)/~ , pa

ra ¢llo debemor convencernos de que Ed. estd bien definida, este hecho ou age=-
gura en la spiguiento proposicifn:

PROPOSICION I,12

Sea (X,d) un eapacio métrico, 3:1 eots bien definida en el eopacio B{X)/~.

DEMOSTRAZ ION
Tomemon C, K £ G (X) arbitrarica, daseamon justificar que &i(c,}i)-éd('éo,'iu),
pi C € Ec yke 'l-('o. Voamos primero que éd(C,lC) o §d(c,f). S¢ pueden presone

tar las siguientes situacionos:
a) gd(c,l'() «> , 8l oucediora que éd(C,Y)L o , entoncen debe existir &0

para el cual so cumple C € B [VJ PR - 8,(¢], de la 6)tipa conteneiln pode
mog afirmar que ¥ € 826[01, aderds € C By {x}, puonto que sf ¢ € € antoncen

existo k ¢ % tal que d{k,c)g¢ € , pero entonces podemon encontrar k'é K 4al
gue d{k, k)<t y ast a{c,k')s "2€, de donde c & By, [#], como ¢ fuo arbitra-
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rio, concluimos que ¢ C 32£[11], pero el hecho de que K< BZE[GJ ¥ CC52£[R]

significa quo Sd(c,l:)s 2t , lo cual ¢o una contradiccién,
b) Conaiderencn shora el caco en que 6d(c,}2)< o0 , seant
aa{t>orcesl¥), verled] v p=fesro cc Rl Fen e} -

Toremcn £ & A arbitrarieo y n& w, co cunple quo cch[x]c B‘[f] c°€+1/n|'ﬂ’ :

Por otra parte K € Bul/n[c]’ ya que oi k € K entonces existo k'ex ~ty‘al-
que d(k,k') < 1/n, Aderde couo K ¢ By [£] ‘existe ced tai‘ o (6
de donde d{k,c) & t+1/n, ¥ do aqui k ¢ B +1/n[c].Toando du',o
ge tiene que para todo newh £ +1/n ¢ B, asf é,d((.‘,-)-)s
de donde  §,(C,F) ¢ §,(¢,5), ' T
Tememos akora f ¢ B, afirmames que £ +1/n € A para iodo neel, }:z-. efocte, .
tenemos que % C 3¢ 6], peroxc B e B, [c] BE+1/n|:C:I . Aderds oi ¢ ¢ C - del
hecho de que C ¢ Bt[f] pod#nca encontrar k € T tal gue d(c,k)‘é £, pure By ey:1

to k'¢ K para el eual d(k,k') < 1/n, ast d(c,k')& & +1/n, por consijuientu

ccC EH)/H[X_]. e acuerdo a nuestra afirmacién concluimos yue b'd(C, w) st
para todo £ & H, y d¢c agui que éd(c,x) & 'od(C,-)-:), pero entonceus

sl6%) & 8 (c,8) ¥ 34880 & §(e,E)
e donde . 3406,8) = 4,(c,%)

Andlogamente se puede probar quet Ad(c,}:) = éd(E,H). For consijuicnte te-
nemos quet éd(c,};) - ,Sd(C,E) - 5d(E,§) = Jd(ao,fo), y asi §4 wstd bien defi-
nida en @o(x)/’u. Zseribirerve en lo sucesivo §, en lugar de bd‘

n

Una forma alternativa de definir la métrica de Hausdorff en ‘¥ {4} cs:
5i A, Be % (%) entonces:

$4(aB) @ max{a,(3), a,(a)f, ¥
éd('."n) ato @i d'.‘(b) =® o dH(A) = 0

donde dA(n) s nup {d{x,4): x ¢ B},

La deroatracién de yue ambas definicionea definen la misna cétrieu sc dard-
en el apéndice I, ¥n lo pucnuive cuando trabajemos con la méirica de ifeusdorff

utilizarsnca la dofinicidn que creamon sea mis cenveniente sejfn sea el goso,
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Teniendo en cuenta al conjunto % {X) podemos preguntarnos por la relacién -
que eximte entre la convergencis de sucesiones en el espacie {7 (X), Sd) y 1la
convergencia tepoldzaca de conjuntos perienecientes a ‘E‘(X), en eate sentide,

un prirer resultade nos dice quuv 1a convergencia gegfn la pétrica {)d implica

convergencia iopoldgica,

PROPCSICION 1.13
Sean (X,d4) un empacio méirieo arbitrario y (cn)m-ﬂ una gucesibn  en‘% (X)

tal quo (cn)n(N .‘,d-converge aC « % (X), Entonces (Cn)nem converge topald

gicamente a C,
DENQUTRACICH
Debenon probar que € ¢ Linf(cn) ¥ Lnup(cn)c C.

Sean x ¢ C y t >0 arbitrarion, puesto que ((:n)nF " Gd-converge a €, axip
4

to New tal que §.(C ,C) L /2 51 n % N, es decir, Ot BE/_?[cn] ¥ ey nt/,‘,[c]

ai n 3 N, en particular x ¢ Bi/“ [Cn], apl para n > N exigie S € Cn tal gue

d(x,cn) ¢ &/2 <t de donde B (x) N c, ¥ @ ai n3 My por conmiguiente x ¢ Linl‘(cn),
pero como x [ue arbitrario concluimos que € C Linf‘(cn), Por otra parte pe tie
ne que Lnup(Cn) #p (pues psCc unr(cn) C Luup(cn)). Sea x ¢ Laup(cn), cono
C es un suboonjunto carrade de X, para ver que xe C baotda probar gque x eés un=~

punto de conhtacto do'C, Con eate fin sea t > 0 arbitrario, se tiene quo—

Bt/z(x) n Cn ¢ 9 para una infinidad de fadices n, de donde, para una infinidad

de fndices n exinte e ¢ C cen 1o propiedad que c ¢ Bé/e(x). Ahora, como

(c )

n‘nem

S -convorge a C existe NeW tal quo CC Bl/afcn] ¥ €, By €] o
n % U, Anf podemos encontrar n > N ¥ cnoe Cnoﬂ BE/Z(::), poro como Cnoc Bt/2 {el,

entonces cnoe Bt/z[C], v ao{ oxisto ¢ & C tal gue d(cnn.c) S /2, yde aqul -
que alx,e) < ¢, por lo cual BE(z) N C ¢ ¢, Concluimos que x es un punto de ceon

tacto de ¢, por lo tanto x¢«C, y anf Lnup(Cn) ce, »

A continuacién damos un ejemplo para ver gue en general el inverso de sata-
proposicidn es falso, on otras palabras, en general convergencia tapolégich’ no

implica I,d-c onvergencia.



EJEKFLO 1,14

Sed X =R y para cada new nea O ={0,1} U{n}, entonces (€ )n. 0 Gon—
verge topolégicamente a [0,1], pues &1 x¢ [O,J] ¥ £ > 0 entonses para toda news
B {z}n C, +0yasixe Linf(Cn), por o cual [0,1]¢C Linf{€ ), For otra par-

te of x¢ [0,1], entoncen &lx,{0,1]) == > 0, torando £ = mn zuz,l/g"f se tiena
que Bg{x} N c, ¥ § a lo &6 para ua Indice n, asi que x ¢ Lsup(cn), por condi~

puivnie Lsup(cn) o [0,1}, y de wjui cencluiros la convergencia topeléoica  dew

{c } a {0,1]. sin embargo {C_) no (Sd-.convorgc a {o,1], »a que -

BRS¢ T2 n'new
3 éd(cn,fﬁ,l)) en - 1 pura teda newt {pucy €. B , [[0,1]] 78l 0<t <onsd

ontoneés ¢ 4 BE[[O,I]] B

Choervande 2l ejemple anterior podrfames pensor que ial vez 12’ causa de que
no ge tenga convergencia can Haundorf! es porque el espucioix congiderado ne os
acotado, sin erbarge euto ao ¢n cierto, pues afn con la condicién.de que X vea
acolade ne podemes nocourar gue sodvergencia topolsgxca mph'nm cunver,_;encxa

sepén 1a métrica de Hausdor!ffr,

SJLEPLC 1,15
Sea X = {0,1] {considerado cono subespucio de W), para cada n gy definires
- {l/(n+]},1§, entaonces (Cn),‘h w, CORVeTEE tepuligicamente a i1}, pues, a5

claro que |1} ¢ Lin!"(cn) ¥ 5i x¢ (0,1) poderos  encontrar & » 0 suficisntesmen
te pequenie de tal forma gue Bi(z)w Cn ¢ P o le mbo para un {ndice n, de dende
2 ¢ Loup(G) » entonces Lnup(cn)‘-i i1fs Sin cubasge, (8 )n‘f ny 7O gmeonverces
a {1} ya que para cada nem .-'yd(cn, {31) = b« 1/(net),

Un hecho inportunte op fque npedomep eonsefuir gque o} inverse de la prosoai
cidn 1,13 uvea cierto pidiende slijunas hipftesis referentes al espacio X, de o
hechod la coenvergencia en la mdtirica de Hausdsrff 7 la convergencio topoligica

son eguivalentes cuanda X cs compacto.

PROPLCSICILN 1,16

Sea (X,d) un espacic wdtrico corpacio, mi (Cn)n( »y %0 una Lugesiln e @ {x)
topolépicanentic convergente s G entoncen (Cn)nkmx ,Sd-conver;-c & Gy

DELGSTRACICH

Sea ¢+ O arbitrarie, ae probard que existe He® tal que Ce 3, [’Cn] 7 8,0 g, (o]

¢ X con la propic-

i nz N Como & en corpactiu podemos cnconirar Xyr XnaessXy
2
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r
t ] N
dad sigylente X ifl Bi/z(x;)

Acd, Bic € Bl/z(zk)n C para alguna k = 1,2,...,¥, entences del heche gue -

TN

k,
que -

¢ = Linf(Cn) B¢ sigue que existe Ny &w tal que BE/Z{xk) NCc,gf ain
es decir gue para toda ¢ & Bt/z("k)"‘ Cyn> ”Jc exinte <, € Cn tal

G ¢ BE(c’J, oi tomamos H) = max {.‘ikx 3{/2(’:&:)” C §¢ #} podemes asmegurar que para
toda ¢ & C se itiene que ¢ & Bh[Cn] gin 2 i-:l ¥y de aguf gue ¢ ¢ D;[Cn] ai n ':1'11.

Por oira parte, 6¢ afirma que existe :-Ieé_ul tal que Cn [ EL{C] sin~ :42, e pe-

gi osle no fuera cierto podrifmas encontirar una sucenién (ni_)}_ w8 ndireroy

naturalee estriectarente crecivnte y win pucesién (Jt),)}”\,_’N son ¥, & € para

; - 3
cada k € wi, tales que {‘xk: ko 3’ n BE[CJ = §§, poro tomo X o5 conrpuctc eximte

. . " . . X "
una subsucesién (xka)swx da ()ck)}:“i convergente a un punic x v X, pero es

to significa que x e Lsup(cn), ¥ de acuerdo & las hipdtesism x ¢ €, lo jue ime
plica qu;z ¥, € B((x) para o suficientemente grande, y entonces xxc:, ng[c] pars
s suficientenente grasde, lo gue as una contradiccidn, pues sabiases que -
{x}:}f\ﬁz [c] = p para todo ki wi, asf, deve cxiatir iy con la condicida pedida,

51 tomamos ¥ = rax | Ml,.‘-.zf se cunple gue ¢ ¢ Bfe ]y ¢, ¢ 3{e] m a2 u, »

Concluiros wate primer capftulo moncivnando aliunss propiedades del espacio
(4 (), ‘Sd)' talen propiedades serfn de utilidad en capfiulos posteriores,

PROFCSICION 1,17
Sea (X,2 ) un eupacio métrico cempleto, Intences () (X), éd) en completo.

DELQSTHACION

e, 2 N o N
Sen (An)n&m uny sucenidn de Cauchy en “§F {X). Se probars que <'1n)nu-ns éd"
converpe o A, donde
A= Dn ¥ nn a U :\m
Blw nin

Eg clarc que A €5 un subconjunto cerrade de X, asf para prolar lu proposie—

cién s8lo hace falia ver gue 4 ¢ B y que {:‘\")n“u éd-convnrcc a A, Para epie

fin conpidorenos lo sisuiente:
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Para cada T > 0 existe N(r)eM talque A c B (4] y & ¢ B, B st —

n, & » Hr). {ecto por ser “n)nlm

probara que si n > N{£/4) entonces A € B [A] yacs fAn]. Soan n, m2 N{t/),

una sucesién de Cauchy). Sea E»0, 66 ‘=

antoncen:
A, € By il v &c 31/4{%]
) &
Aot dx(a, .ln) < /4  para toda a ¢ A,
y d.z(n', Am) s B/t para toda a'€ A

Sean n, % N(E/4) fija ¥ ny4 By < My ... una sucesién de nimeros naturales
tales que:

S(:\A)s.E sim>n_ y k20
dm'nk ZETE k

Sea & & An arbitrario y scan a ¢ An , B8 E An yoeey B € "ny"" con

o o 1 M ™ 2 kP
la siguiente propiecdad:
¢ (a a Y<d(a ,a )+t para k 3 0
0"y LA M 2

Sean § » k >0, entoncea:

dx(anj'any) < dx(n“ vy a )+ dx("n. va, ) Heeat d.x(nn )8

5 i1 31 Py-2 k+l "k

<4 (a ALY o+ d (2 s A } 4o+ d (B LA ) o+
X na._l nj X nj_z n b 4 “k hk+1

+£(.J—+-I+L+...+EE'TZ)

Por lo tanto, i § » k> 0 so ticne
(o 0o ) < € (%)

De donde se sigue que (an ) eg una sucesién do Cauchy en X, Puesto que
§

Jew

converge a algdn elemonto & de X, Veamos que

X o5 completo entonces (an)je-u
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a & A Tehowos gua:d 8, € “n [4 Bﬂ pora todo J &
B 3 3

Asf, cualguier vecindad de a intersecta & Bn para una infinidad de {ndices -
Jy eoto implica que a € Bi para teda i € ™, En efecio, pues i exiaste k € tal
que af Bk entonces copo Bk es cerrado exinte une vecindad de a que no interseg
peroc entoncee tal vecindad puyedo intorpeciar nclaments n un nfimore fi

ta n Bk’

nito do conjuntos B, {puer Bk > Bkﬂ 2 1'!’“25...), 1o ocual eg una contradige~

oifn, Asi 2 ¢ B, pars toda <™ ¥ por lo tanto 8 € A lo gue implica qus 4 ¢ §,

por lo cual A €% (X},
Adermdsz, puesty que para toda 8 & 4
By Ng

d {a,a_ )} ¢ d {a,a )+dla ,a )
X ﬂn x nj X nJ no
Tonundo ng> n, e tiens por {% } gue: .
dx(ani"n Ye g .
o
De donde dx(a,ano) < dx(a,anj) + £

Tomando 1fmite cuande j tiende a o po tiene:
dx(al“n°)$ &

y aai 4 C 3 {»] (1)
°

0 sena, oe ha probate gqua n > N{E/4) implica Ach {al.

Poy otra parte, ava x ¢ Ay n 3 N(E/3), ontonces

re B = U A
n mrg

aof, exiota a & A conm: a tal que:
4 (xa)s /3

Ses a £ A, tal que dx(an,an) <d(a,A)+E/3, comon, m N(ESH) 5o tiene
d (s 4. ¢ €/a < £f3

De donde:
d.x(x,lin) I r.lx(x,an) < dx(x,um) * dx(um,an) CEA+ENR+ EA N E

Par cansiguicnte:
acnfal (2}

De las contenciones {1) y (2} concluimog gue:
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Sala et 8in 3 it /1)

Ast “n)n&»a &d—convarge a A y por lo tanto (% (X}, 'Sd) a8 camploto, "

A lo lsrgo de eair trabajo gs dardn slgunas versiones del teorema de Amcoli,
pars la siguiente propogicidén se hard uso de cate teorsms en ou versibn “tradi
cionalY, Por ol momento eSlo enuncisremos el taorema, el lector puede consule
tar la domostracidn en el apéndice O, Connidercmos antes ls siguienis:

DEFINICION 1,18
See N\ ¢ C(X,7) {1s facilia de funciones continuse de X en Y con la norma~

del supreme), sc dice que Sl 28 equicontinua en %t X 6i para cada § 5 0 exise

to 4> 0 tal que et fen ¥ dx(x°,1)< & entonces dy(f(xo),f(x))< £. 8 dice
gue L es puntualmente equicontiirus si es equicontinua en cada punto de X, Fi
nalmente se dice gue JU g uniformemente eguitcontinua oei para cada £ > O

exiote §> O tal que fefl yd (x,y)<§ implica dy(z‘(x),!‘(y))< L.

PROPOSICIGN [,18 {THOREMA DE ASCOLI)

Sean (x,dx) un espacic métrico compacte y ¥ ¢ 0(X) {el conjunto de funcio=~
nes continuas de X en K}, % es un subconjunto campacto de C{X) si 7 sélo i
og cerrado, uniformepente equicontinue y para cada x€ X el conjunto -
Plxy = {£{x): £ eF ] on compacta en W,

PROPGSICION I,20

Sea (X'dx) un espscio métrice compacto, Eitences (#(X), a&d) vo también cop
pocic.

DEKOQSTRACION
Prizeramenta definimon 18 funcidn 3: ' (X) —ww— CG{X) como:

3{EM2) = 4_(x,E}  pare todo E ¢ B(X) y toda xeX

Afirmames la siguiente!
i} § es inyectiva
$31) j co una imomeirfa
114} {j(:’.’)}s « F(x)9" uniforncnente equicontinua,

Bn sfecto, suponganca que £, & ${X) son tales gue: HEY = 3{E").
duf, st xs ¥ entoncen §(£)(x) » 4 (x,B) » 0, de aqul 90 tisne 4. (x,5) = 0, ~
68 docir, z¢ E', par lo cual E € B, Anflogamenta se prueba que g'e g, por ~
congiguiente E « §', es decir, j es inyectiva,
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Veamos ahora que J os una isomeirfn, scto ez, gi E EE'.)‘(X) eniuncen. .

1302 - 3ED = §(5,E")

donde  [| 3{E) ~ {(E")] = sup “dx(x,-) - dx(x,E )|: x € x}'

Tenemos’
dpe(E) @ oupld (¥,E): v ¢ E] 2 sup{]d _(y,2) - d_(v,E )l .:'C EJ
£ mup{|a _{x,E) = d (x,E )_I: x€ x}-
uﬂm-ﬂsm RN R
Ao, 4 (B) < 132 - 520l : '
AnAlogamenta ag (2" < [[3(B) - (e || e
o donde  §,(5,E') = max{a (2, e (2)} ¢ [a(8) - 3ED] (1)

Por otra parte, para toda x ¢ X, Y€ £y y'e E’ se tiene:
d(x,5) ¢ g (xy7) +d,(5,)

Aoi:
tnf{d (z,7): ye gl < intfd (x,5') + 4 (v",9)t ye Efm d (xyy V+inrfd (y)5)iye E}

Por lo tanto
d (x,B) ¢ 4 (e,x’) + 8 {yE) & d (x,3") + d,(8")

Se migue
alx,8) & inrfa (x,5"): v’ gl +a (E )
Da donde
4(x,8) ¢ d(x,B") + dg(’
y ok d(x,E) - d(x,E} ¢ dp(8")
Andlogamente dix,2') - d(x,E) ¢ dn{2)

Por conoiguiente, para toda x € X
[a(x,8") = d(x,T)| ¢ max{dy(E'), ape(E)} = §,(E,E")
¥ asd Iate) = 300 ¢ Sz E) (2)
De laaz desigualdades (1) y {2} cencluimos gue:
IFace) - s(BM= 8,057
Probaremos ahora que {j(B)] 2 eh () es uniformementa cquicontinua, Sea £> 0
arbitrarioc, debemop probar que existe $° 0 tal que ni dx(x,y)<8 yLeP(x) -

entonces |j{E}(x} - (2 (x)] & €. Puesto quo E es compacto existe Jg € L tal -
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que d(y, B} = a(y,¥,)
Aot o d(x,E) « d{y,BY & d(y %) = dlyey ) & 4(x,y)
Lnélagamﬁnto exicte z°r~. E tal que:
' d(x,E) = d{x,x,)
Por lo cual d(y,E) - 4(x,E) ¢ a(x ,¥) - d(x ,x} & a(x,y)
Do donde ja{x, B) - a(y,EN ¢ alx,¥)
Asi, basta tomar § ={ para tener que et d(x,y)<§ ¥ E ¢ P (X} entonces:
[3(E)x) - 3(E)(¥)] &€

Ahora probaremos que (% (X}, ad) en compacto,

GComo X es completa, por 1s propopicidn I.17 { 3(X}, 83) eo com;sleto Y por ~

supuesto carrade, Pueato gue § es una inometrfa entoncen j{F (X)) es cerrado-

oen ¢{X) (var apéndice E), Afirmames que para cada xt X el conjunto
fj(E)(x)}Ee % (x) °° acotado en ® , En efecto, sea x¢ X fijo, para cada Et7 (X)

exinte xné E tal qua
H(E) = dlx,x,)

Asy {j(E)(x)fEE“}(x)C fa(x,y): y¢ X}. Pussto que X ee acotado, ontonces -
{d{z, ¥} y¢ X} €0 scotado en ™, por lo cual {j(B)(x}}E& G(x) estd acotado

en W,
Pueste gue se satisfacen lae hipbtesis del teorema de Ascold,
qua (‘P (X)) es compacto en C{X), Pero como j es una icometrfa

(P (%), éd) as compacto (ver apéadice E), -

concluimos -
entoncas

PROPOSICICH 1,21
Sean (x,dx) un espacio mdtrice compacte y % (X} = {C ¢ B{X): ¢ oa conexo|.

Entoncon { X {x), §4) en compacto.

DENOSTRAC IOl

De acuerdo a la proposicién anterior basta probar que F{X) es un aitbcen jun
to cerrade de ‘P(X), Sea (Cn)m\n una gucenidn en f (X} convergeante a  algtn
C € F{X). S0 probars que C& § {X), en decir, C es conexo, Supenganos 1o
contrario, entoncea existen conjunton abiertes en X! W y ¥V tales gue:

Cu{wncuiyne)s (WncIn (¥nc)aps WNCHP ¥y YNC 4P
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Entonces (WM €) v (VN C) son cerrados en € y por consiguiente cerrados en X,
arf {(WN C) y (VN C) son compactos, Por lo tanto:

a((wne)(vhc))> © .
Sea £ = d({¥ N C), (VN C)), Por hipbtesis existe N > O tal que:
G, ¢ Bplel oy I o

Afirmamos ques
€y = (Cy N 55/2(" n W (e, n Bt/e(cr\ ¥))

En efecto; es claro que

(cH n BL/E(C nw)u (c"n Bz/z(c nv)e cy

Ademfs, 8i x¢€ GN entonces existe ce C tal que:
alx,c)s £ /A< t/fe ¥ ceEGNH o ceCNY

Ast xe (c"r\ Be/z(c nwW)u (r:H n Bt/z(cn )
De donde < (cnr\ BE/Z(C nowW)) U (e, n BE/Z(C nv))
Fotomos que By ,(C N W)y B p(cn V) gon abiertos, Ademdn:

canstﬁ(cr\w)fp ycnr\sl/z(cnv).pys
pues existe c WO C ycomo €c Bt/3l-cll]' existe xt(}H tal que:
axe ) b3 t/2

Ast xecy N ne/z(c n W)
De manera pimilar, existen % VRcec y =z Sy tales que:
dlze,) € £ 3¢t /o
De donde z e C:N n Bt/z(c nv)
Finalmente: ne/z(c nwn ss/z(cn vin c, - ¢
ya gque de lo contrario cxistirian xeC”, ctCNW ¥y c'e 6N ¥ tales quat
d(z,e)e b /2 ¥ alx,s') ¢ b /2

De donde d{c,c') ¢ E

lo que contradice 1z definicién de £,
Anf, de acuerdo a las afirmaciones anteriores tenemop que CH 70 eg conexo,

lo cual en una contradiccién, De enta manera concluimos que ¢ &5 conexo,
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CAPITULO I1

ESPACIO DE FUNCIONES

Qeneralmente cuande en el andlieis se irabaja con opucesiones de funciones
s¢ manejan dos tipoo importantes de convergencia: convergencia puntual y coep
vergencia uniforme, Ahora bien, aprovechande el heche de que las grificas de
funciones continuas de un espacio métrico X en un espacio méirico Y resultan
ger conjuntos cerrados en el eospaclo producto XxY provisto de la métrica~
del producto, ea posible entonces hablar de la convergencia topolégica y de la
convergencia en Hausdorff de estas grificas, em propésitc de este trabajo tra-
tar de encontrar algunas relaciones entre egtos cuatro tipoe de convergencia,-
asi como establecer condiciones oobre loa espacios X ¢ Y buscando la equivalen
cia entre ellas,

Primeramente recordamoo las definicioncs de convergencia puntual y conver
gencia uniforme de una sucesidn de funciones,

DIFINICIONES l1,1

Sean (X,dx) y (Y,d,) dos espaciop métricos arbitrarios, consideremoe una sy
cenién (f ) de funciones de X en Y,

n'newn

Se dice que (rn)n“. converge puntualmente a una funcién  si para cade
xeXy t>0 exinte NéM tal que para todo n 2> N 88 cumple dy(f‘n(z),f(x))<t .

Se dice que (f ) converge uniformemente a f 6i para cada [ >0 exiate

n‘neM

iew tal que para todo n > N y x«X 8e tiene que dy(f"(:).f(x)) ¢t, en
otras palabras oup {dy(f’n(x),r(x))t rexlet,

Como mencionamos anteriormenie estamos interceados en lan graficas de fun

ciones continuap de un eopacio métrico (x.dx) en un ecpacio mbtrice (Y,dy) lao

cuales resultan eer conjuntos cerrados en ¢l wopacie producto (Xa 1, P), donde

P ec la métricu definida comot
P((xl.yl).(xzyyz)) = max de(xl.xa).dy(yl.yz)]
para x,, xzi Xy ¥y Y.
NOTACIOH
S5i (X,dx) ¥y (Y,dy) pon dos espacilos métricos arbitrarics denotarcmos  por

c{X,Y) al conjuntoe de funciones continuas de X en Y, Tambiln 8i f es una fun=
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rifn 20 ¥ er Y ror. up alien dn nnhmﬁn umornmns ‘ln rn-rna '.\Mra, an estr. earn

€, para denplor a su -r.ihc.\. ﬂs] gantorin nwu]tnr& c)arn a‘que non’ referimos

er radf tadn,

FRE P(“II‘Y 5 _n.’a -
san (X)) ¥ (v a, ) on rn‘éiaé Y nE £1Xmema ¥ una

funribn coct wun

(xx\' £y

'r,eci urt'conjmmto cerradn  dow-

BILOSTHAC ION

Se.prahard me enalquier. suveecidn capvergente en f converze a un punto de T,

*Pé*n«"nstu rronéaiid"h"»\' (xﬁ,f(xh)) una guceniln convarcente 'a un punto

nen

(&3 e M Y v Fonverg )] J re a y
WEN }, & rm 1rn1ar (v ) mverge a xp ¥ (f{x )}, converze Yo

" nnen

Pnrnrroam-f' en’ rnnhmm ae tiene que (F(xn)) converse a !‘(:o), asi  que-

new

) f:(xb) EeE oy entomeen (x 7 e £, -

71 inverro de Ya proponicifn anterier e logra cuande los espacioa X y ¥ «

man gorpnciha,

FROPO3ICTION 71,3

Snpm (1,'11) ¥ (Y,dy) repacinn méiricos compastos y X ——— Y, S5i £ 60 une
subrenjunto rerrato de (Xx Y, £} entonces f ea continua,

= GOTHAC TON

Supar taros aue f o es continea ep aledn puate ¥, € X, Entoncay sxiste €20
tal e papd fada e MmN erinte :f.,le X tal que dv(ru,xn) < ]'/n ¥y nin  enbargo

puesto que la

d::(f(wn),ff_vn)) > &, fonsideresar 14 sucesidn ((xn,f(xn))nem,

srAfica de I eg romoactn en XY eviste ((::nk,!'(::nk))kEIN subsucesidn  de~

((xn,r(wn)}n - convergente i alods elemento de la grdfica do £, digamns o

{z,£{z}}, &n particular lim x_ = 2 y lim t‘(v ) = ({z), Poro por conetrug.
k=ao Tk ko

cién (x_!'f)k gy COTYRTCO A %, de dorde 2 = gt ¥ ani (r("nk))kém converpge a

f(’(o) In rual #n wna contradiccifin, foncluines que f as continua, .
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Papa los repultados posterioras scrd de gran uiilidad la aiguiente proposi-
cién la cual caracteriza mediante sucesiones la convergencia topolégica en -

¢{X,Y) y es la versién para c(X,Y) de las proposicionss 1.3 y L.4,

PROPOSICICN 1I.4 .

Scan (X,dx) ¥ (Y,dy) ecspacion metricos arbitrarion y msean (rn)ncm unA Hu-

cesibn en C{X, Y} y r € c(X,Y), entoncos (tn)ne o converge topolégicamants a f

8i y 86lc ai para cada x € X s cumplen lae doe condiciones eiguientent

i} Cuando ((xk,fn)—(xk)))k““ converge a {x,y) entonces y « £{x), donda (nk)ke-ﬂ

es una sucepifn de naturales cctrictameate creciente, .

convergonie a x para la cual (I‘n(xn)) -

ii) Ixiste una sucesién (x ) B e

n'neEm

converge a {x).

IELOQSTRACION

Supongamos que se cumplen 1} y ii).
Sea {(x,f(x))} ¢  arbitrario, por la condicién (ii) existe una sucesién (xn)nuu

canvergente a x y tal que (fn(xn)) converge a f(x), formemos la sucesidne

(“n)ntm

(x,f(x)}, por la propesicisn 1.} tenemes que (x,f{x}} ¢ LGf(rn) ¥ POT confi-m

nem

v donde o = (x,f (x}) para cada nem, anf ()

new converge a

gutenta § ¢ L&nf‘(f‘n). Por otra parte, sea o= (x,¥)¢ Lsup(rn), poT la proposg

cién I.4 existe una sucegién (nk) de ndmeros naturales eatrictamente cre -

Rew

copvergente a ¢ con & & L, agi que los ~

ciente y una sucesién (0(;:)}”N N

térninos o, son de la forma = = (x ,f {x })}, por la condicidn {i) se tiene
k k 3 m, k

que y = £{x) ¥ por lo tanto w ¢ f, de donde Lsup(!‘n) ¢ f, Por 1o tante (rn)nw

converge topoldgicamente a f, .\

Inversamente, Supongamos que (f ) converge topolégicamente a £, Hea -

nnem
(x,(x}) & r, en particular {z,f(x)}e Linf(fn), por la proposicién I.3 exinte

una sucesién (B ) cenvergente a (x,f{x}) tal que B, ¢t f, peracadaem,

nnew
es decir ™ (xn,fn(xn)), de agqui tenemos que la oucesidn (xn)n““ a8 oonv~
vargente a x 7 ademds (rn(xn))nsm canverge a {(x), por o cusl la condicién

(ii) se cumple, Por otra parte, sea (n )

ok em una sucenidn ostrictamento cre -
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riente de nfimeror naturalen y sea: ((xk,fnk(xk)))k ¢ o Una sucesin que conver
ze a {1,7), antonces por la prnpt;aiciiﬁ';\ 1.4 (x,y) ¢ Lsup(fn) =f, o pas =

¥ = f£(x), por 1o que tanbifn se Qat_iﬁl'me (i),
: o [ |

Mora ya eatanos en Vcoxg\di'.'ion«u de entablecar alpgunag relacicnes entre lon
digtinton tipoe de convergencin. En los onadras de las pAginam siguientes oe
encuentran sintetizadas lar reluriones «que re entnblacerdn en este canftule,
,&-:H i\i:m .r.-.onnrc)'dowque' ranvercencia uniforme implica convergencia puntual, los-
!li_:iliﬂnQ;"l rel;llltndoli nos indican que de hecho convergencia uniforrme es el ti

ro mier “fuerte" de convergencia,

PROPOSICTON - 17,5

Sean (x,ur) v (Y',dy) afpacing métrican arhitrarios y sean fy,f,, .00, € C(X,¥)

talor qua () bp ~convarza

nInem rnrvt}r:e 'mi.l’o.rf\e:xentn a f, entonnen (r )

n‘new
af..

DEVOSTRAG TON
Sea £ 3 0 arbitrarie, e prahath que existe N em tal que aF(fn,f)sE oi
Ty Y, para este er guficionte arobar e £ ¢ 3[r] ¥ re B ) sinam

Corn (f )

R . coquerse wnifnrmepente 4 £ aahemns nue dade £ 2> 0 exifte Few
1€

tal que fi n 3 " entoncen ann | c.!_l(f”f_:'.),!‘(:)): xe1} < b, snto significa qre-

pora todn e v o vye X

[

Pllxyg, {o}), (2 r(

o e qand ue r.C r.l[r] v rc nt[rn],
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En loe sipguienten cuadros se muvstran 1aB relaciones que existen entre los
dintintoa tipos do converpgenaia de sucesiones de fupciones en C(X,Y), Fara que
el manojo de tales eundros sea mis sencille a continuacién oe dan una gerig =

de indicaciones para ou uoo,

INBICACIONES

i) lon cuadros estén clasificades de acucrdv a las condiciones pedidas 3 log-

espacios (%,d ), (Y:dy) ¥ a la sucesidn (rn)nEyu

ii) Lau letras T, H, Y y P nigniTican convergencin topoldgica, canvergencia -
en Haunderff, convorgencia uniforme y convergencia puntual reepéctivanen-
te,

ii1) Las implicaciones won de lov rungloncs hacia las columnas.

iV} Cuando la implicacién es cieria se ha escrite la letra V {verdadero) y &
continuacién sc indica ¢@ nédmcere de la proponicién en la cual ac basa la
afirmacibn.

v) Cuando la implicacifn es falga ae ha escrite la leira ¥ (ralua) ¥ o contim
nuaciln se indico e} ndmero de un ejemplo gue confirma la afirracién,

vi} En alpunas ocasiones go ha epcrito la palabra “cuadro # ¥y lo cual pignie
fica que ia afirmucidn que s hace s doduce de la informacién contonidam
en ¢l cuadro corrcspondiente,

CUADIO %

(X,dx) ¥ (Y,dy) espacion métrices arbitrarion

Y Y ¥

T

ISP IIIIII cuadre lpap |F? coemplo 118 F: ejemplo 1131
Wlv: prop, 1,13 7////////.4 Fi ejemplo 11,5A} V¢ prop, 11,18
U V¥e corol, IX.é i¥: prop, IL,9 ;/;/:/c/:/c/1>£<; Yt sonocide

p | Bt ejennlo 11,21]P: cjompla 11,19 | gy SUBdso 1 ///////////

giemple 11,19




CUADRG 1T

(X.dx) eapacio métrice compacte ¥y (Y,dy) espacio mdtrico arbitrario

]A

»

T
W
'
-

(X,dx) ¥ (‘l,dy) eapacios métricon compacton

T H o .
l///////, Fi Glemplo 11.13|F ejemplo 11,13 [P ejesple 35,13
vt cundro 1 7////4 ¥: carel. IL,11 Vi ousdro I
Vi cuadro I Vi cuadro I 7/////, Vi cuadro I
Rt a3 R 0 L os s OO /LA

CUADRG 1

Lo =] =f 23]

ajemple II,21

’///T//// v pro:, 9 | v car:l.II.la v eua:ro I
Vi cuadro I 7//////// Vi cusdra II | V¢ cuadro I

V: cuadro 1 Vi cuadra I 7/////// ¥: cusdre I

Ft ejemplo 11,23|Fi cuadrp I1I g, cuadro III /////////

ejemplo IT,21

25



(x,dx

CUADRO 1V

nexas y (Y,dy) es un espacio métrico localmente compacte,

™

-
H
u
P

o 26

) es un eppacio métrico compacto con un nfimero finito de componentes cow

T H U P
7//////// V: cuadro IV Vi prop. II,16 | Vi cusdre Iv
7
V: cuadro 1 ///////// t cuadro II Vi cuadre I
¥+ cuadro I Vi cuadro 1 ////////// Vi cuadre I
cuadro IV cuadro IV

: sjemplo 11,21

Fi gjemplo 11,21

Fs ajemplo 11,21

i

(r,)

n‘neny

CUADRO ¥

puntualmente equicontinua

H

u

P

7

. cuadro V
" ejemplo 11,24

. tuadro V
" ejemplo 11,24

V: prop. 11,22

V: cupdro I

LI

F: ejomplo 1I5A

¥: cuadro I

V: cuadro I

V: cuadro I

i

V: cusdro 1

| | =] =| .,;‘]

Vi prop, 11,22

F1 cuadro V

F: ojemplo IX,24

ajenplo II.54

Iy




{ ==l =]=~}]

| | <] =] _,H

CUADRD VI

(X.d!) espacio méirica localmentie conexe

(Y,dy) eopacio mdtrico localmento compacto

H

U

P

T

cuadro ¥

1

" ejemplo 11,24

cuadro ¥

F* afenplo 11,24

V: prop, I1.26

Y

ejemplo 11,21

ejemplo 11,21

¥: cuadro 1 F't ejemplo 11,54 (Vi ousdro I
Viousdro I [V:ousdro 1 |/ /) 1/ /) 1 cusaro 1
P: ajenplo 11,21 [y Cuadro VI , cuadro VI /////////

CUADRO VII

(l'dx) espacio métrice compacto

(£.),,, Pertusinents aquicontinua
T H 0 3
'////////, Vi cusdro VII | V: cuadro VII |V: cusdre V
Vi cuadro I ////////// Vi cuadro IT | V: cuadro I
Vi cuadro 1 V: cuadro I '////////// V: cuadro I
Vi cuadro V Vi cuadro VII | V: prop. I1,32 l////////////

27
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(x,dx) espacio méirico compacto con un nfmero finito de componentes cone-

p4:3- 19

EEEER

CUADRO VIII

(x,dx) espacio métrico disersto

T H U P

, cnadro VIII , cuadro VIII R

" ejemplo I11,19|°° ejemplo 11,19 ¥s corol. 11,23
V¢ cuadro 1 F: ojempleo 11,35 Vi cuadro I
¥t cuadro I V: cuadro I Vi cuadre 1

, suadro VIII
Vit prop, II,20 |Fs: ajemplo II,19|F: ojemplo IL.19
CUADRO IX

T H u P
’///////// P: 2‘;:;‘1’01?1'13 P: ejemplo I1.13 | P: ejemple IL.13
Vi cusdro I ’///////// Vi cuadro II V¢ cuadra I
Vi ousdro 1 Viewaro 1 |'////////7| Vi cuadro 1
Fi cundre IV | Pr cupdre TV | Pt cusdro IV '/////////////

28
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Enguearal el invv*rkn de 1a p:apnmrﬂ&n ».nthnnr i l'a'laq, para convonrvr—.

neg ﬂe »rto cm\uid»rmor H simnnnte Mhnp‘ln.

CRiEHID! II';5__4_ o

Sean P Y -’lR

Entoances
Pe’ donde e ‘ éy(f.l‘) 1/a
Par 1o £nal (f )" ¢ na 59 ~convarae a f,

Zin Prwhnréo’(l'n)n"em‘ no_annverse uniferaemento A4 f, pues para feds me M =
“an "\‘"re A ; | .

«{f’n(n) - f‘(n)]-ln’i»zv 1_/n2-n2 > 7

. ' "

CORDLANTIO 11,6

fon lap mismar hipdteris de }a nrapnaicin antsviar, Si (rn)nbm convargo—
unfforeensate a f, entonces (f‘n)n cn COTVETZE tapolfzicmannte a f,

DELOUTRAC TON

Par 1» prarnsigifn anterisr {f ) 8¢ ~ronverce & £, paro ror s propesi

ninew
cift 1,12 re tiens que (rn)nen ranverge topelfzicamente a f,
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La siguients propoaicién pono de manifiesto que para una amplia claae de eg
pacios ¥ una condicibn neceparia para que el inverso del corolaric anterior
aca vAlido es que el espacio X sea compacto., Cabe mencionar que on lo sucesive
loe enpacios compactos jugarfn un papel muy importante, motivo por el cual en
el apdndice A se incluyen algunas caracterizaciones de entos easpacice,

PROPOSICION  II,7

Sean (X,d )y (Y,dy) dos eepacios métricoe, Supongamcs que c{[0,1],Y) es no

trivial (osto significa que existe § ¢ c([0,1],Y) tal que §(0) 4 §(1) ). st «

para toda oucesién (fn)ns.u en (X, Y} se tiene que siempre que (fn)nem con-

verja topolégicamente a f implica que (f‘n) oconverge uniformemente & f, on

new

toncen X eo compacto,

DEMOSTRACION

So demontrarf que oi X no es compacto entoncea convergencia topolégica no -
implica convergencia uniforma. Sea (Y,dy) tal que ¢{[0,1],Y) ea no trivial, Cg

mo X no es compacto existe una sucesién (= ) B8in subsucesionss convergen=

ninem
ten, oin pérdida de goneralidad podemon suponer que 7 ¢ 2 si n ¢ m. Se afir-

ma que existe una sucesién ( ln) de nimeros positivos tales que para cada

nem
neM e 1/a y adonés B, [s)n B, [zm] w @ 8in¢ém Enefecto, dado  ——
n )

LIV lt'n‘ nem}, como z, no es punto de acumulacién de “"n: nen) oxinte Ek) o

tal que (Bfkl'zk] - ‘(zk}) nﬁzn: ni"‘“} = ¢, gea lk = min ‘Ek/zy 1/(2”)}1 vea-

moa que BA [ln] n BA [zm] wfoin $ o, Bin pérdida de goneralidad podemos su-
n n

m'

poner que A ¢, oi sucediera quo B =z, 1n B, [zm] ¥ @, entonces exiatirfa
n m

T £
z & Blann]n B)'m[zm] ¥ entonces dx(nn,zm) I3 dx(zn,z) + dx(z,zm) $23, 4E,
de donde L € BE [zm], que nos lleva a una contradiccién, asi puea debemos te-
m

ner nl"[zn]!\ Blm[zm] «@ oi ny¢m

Sea £ € C(X,Y) tal que f(x) = ${1) pura todo x ¢ X, y para cada n €1 defi-
nimos £ € C(X,Y) de la siguiente manera:



L ‘ ' n
‘ f[—i; dx(x,ﬁn)] i d!(!':n) 3 ln
g
5(1) ’ an oiro case
Para ver:que. (¢} ¢nnverce topnlézicamente a f utilizaremos la proposi

ninem

¢tén !T.d.. Anf _mlon'swu v & X arbitraring congideremon la Rucenidn (xn)mm -

donde X, = X para todo new, corn XE Hl [zn] a Jo mAs para un fndice n, en-
n

- tonces (fn(t))neﬂ ronverge a @(1) natinfacindone aoi la condicién {ii) de -

j:a proposicién T1.4, Por otra parte, ai ((xk'fnk('k)nken convergn a (x,y) -

entonren coro (zk)kiﬂ converse a x Ao dehe {oner que xkf. H)‘ Czn] para to
n, k
k

do & sufircirntemante grande (pues de otra forma ('r.n )}’G\N s ¥ por conaigviente
e
(z")”“N , tendrf{a una mibpucesidn convergente), por lo cual (fnk("k))kew con

verze o ${1) = f(x), curplidndone aof 1a condicisn (i) de la proposieidn 11,4,
7 por lo tanto se ticne la convervencia anteg afirmada, Sin embarpo, debido a
que 4.(0) ¥ §(1) entoreen ¢ = dy(f)(n),{)(l)) >0 y como para cada new -

dy(rn(z"),r(zn)) - d.y(@(o),b(l)) = t, entonceo sup{dy(fn(:).r(x)): xe X} 2t

para todo n & ™, por 1o que concluimnn que ([‘n) no converge uniformemente

nemw

a f, |

Aai pues siendo Y un espanio tal que C{[o,1],Y) cea no trivial, el que X
nea compacta en necesario para que convergencia topoldgica implique convergon—
¢in wniforrn, fin embsrze no 4 una condiciédn euficiente, tal como lo muentra

el mirniente ejenmnlo,

AR VeI £ 9% )
Sean X = {0} U {1/n: nem) (conniderndo como nubospanio de M) y ¥ = R, de-
noteron por £ a la funcién conmrtante cero y definamon para cada nétd la fune=

cién f“ﬂ( ——— Rde la siruiente manera:
0 aiox Y l_fn

f‘"(x) -
n ningx&1/n
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es claro que cada f pertcnece a c(X,R). Adenks (f ) converge topolégica

n'n &N
mente a £, pero la convergencia no es uniforme, Justifiquemos primeramente 1la
convergencia topoldgica, para lo cual puevamente haremoce uso de la propesicifn
1L.4.

Sea x ¢ X arbitrario, pueden presentarsc lac siguicntes situaciones:

a) mi z ¢ 0, consideremos la sucesisn (x )

" — donde T, = I para todo nem™m -

esta sucepién ticne la propiedad de que }:L"a'mfn(xn) - I1":\_:-,;1:":‘{“(1) =0 pues =
fn(x) w0 8il/<x,

b) 8i x = 0, consideremon la sucecoién (xn)nEN donde:

1 Binwl

ﬁ oi n2 2

tenemos qus (x_)

. . 1
nin ¢ o COPVETEE 3 X ¥ ademfo l1,:._1!;':“;"(:“) = lia rn(m) -0, -

pues fn(ﬁé'l) w O para n % 2, Do aqui concluimos que se satieface la condicifne

(ii) do 1a propoeicién 11,4, Por otra parte, si la sucesién ((xk'rnk(xké))kenu

converge a (x,y), so afirma que y « 0, para ver estc nuevamente consideremos -
dos capos difercntes:

a) oi x ¢ O, entonces del hecho de que (xk) converge a x se Bigué que -

kew
existe K€ ™ tsl que x, = x parn toda k * K, y de aguf que f (x.) =t (x)=0
By k a

para todo n tal que l/nk ¢ x y por lo tanto y = }(Lr'nml‘nk(xk) = 0,

b) pi x = 0, como (xk) . COnverge a cero y (tnk("k))k oy @0 cOnvergente, -

k e

debo oxistir Kem 4al que x, 2 l/nk para todo k 5 K (de otra forma “nk(’k))km

no ser{a convargente), de donde f, (xk) = 0 para tode k 2 K, por lo cual -
k
¥y = lin fnk(xk) =0,

De eata forma en cualquiera de los dos casocs se cumple que y = 0, es decir-

o satisface la condicién (i) de la proposicién I1.4.

o

Sin embargo, como rn(O) - £(0) » n para todo nem, concluimos que (x‘“)uuN

no converge puntualmente a f y mucho menoa uniformemente,
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Intantando eatablacer algunas condiciones de suficiencia para el inverso -
del corolaric II.6, recordemoe que en la proponicidén 1,16 tenemos que conver -
gancia topolégice implica convergencia en la métrica de Hausderff bajo la hip§
tegin de qua X mea conpacto, En este sentido serfa conveniente dar una reinter
pretacifn de esis proposicisn para el caso en que estemos manejando sucesiones
de funciones, ¥, despuls relaclonar la convergencia topolégica con la convor—

gencia wniforme via 1a métrica de Hauedorff,
PROPOSICICN II.9

Sean {X,d_) y (‘!,d.y) capacios sétricon compacton, 8i f,f),fpp.es € (X, ¥Y) -

son talea qus (f )} dp ~gapn

olnce COMVOTEe topolégicamente s f, entonces (fn)

nem

verge a f,
DEMOSTRACION

Tomando en cuenta que de scuerdo a las hipétoesis 8l espacioc (XiY, [} resu}
tin ser compacto, el rosuliado se migue inmediatamenta de la proposicién I,16,

Ahora entablecemos condicionen de suficlencia para que convorgencle en Haug
dorff implique convergencia uniforme,

PROPOSICION 11,10

Soasn (X.d!) ¥ (Y,dy) eapacios métricos arbitrarics y mupohgamos que (x‘")“EN

es una sucesidn en c(x,\!) que d¢~converge a una funcién uniformemente continua

f, entonces (f )

aincm COTVETES uniformemente a f,

DEROSTRACION

Sea ¢ > O arbitraric, como f es uniformemente continus existe 0< § < £/2 _
tal que Bi x, y¢ Xy dx(x,y) < § antoncen dy(f(x).f(y)) & £/2, Por otra parte,

como (I‘n) dp =converge a f, se sigue que pars B = 8/2 sxiste HEW 4iml qus

nem
n3 Nimplicafc B’[fn] Y fn c B&I_'f]. Tomeros n 3 N fija y x € X arbitrario,-

dobide a quo (x.fn(x)) € f_ dobe exietir (xn,t(zc)) & f para el cual

f((x,t‘n(x)),(zo,f(xo)))f B, o sen que oe cuoplen las siguientes desigualdades:

algz)ehe s v 4,08, (x),0(x,)) s B §< s
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pero dx(x,x°)<§ implica que dy(f(x),f(xo)).: € /2 y por lo tanto
dy(fn(x),f(x)) < dy(f‘n(x),t‘(xo)) + dy(f(xo),f(x)) < €, Tomando en cuenta que x
fue arbitrario concluimos que sf{ n > N entonces pup {dy(rn(x),r(x))z x € X}c €,

¥y por consiguiente (rn)ng 2 cenverge uniformemente a £, [

COROLARIO 1II, 11

Sean (x,dx) un espacio métrice compacto ¥ (Y,dy) un espacic métrico arbitra

ric, S{ (rn)n& n 90 una oucesisn en c{X,¥) tal que Sp-converge a £ € C(X,Y)=
entonceos (!‘")HE[M converge uniformemente a T,
DEHOSTRACION

Como £ € C{X,Y) y X o8 compacto, sntoncee I rasulta eer uniformemente conti
nua y entoncee la oonclusién se aigue de la proposicién anterior,
]
COROLARIC 11,12

8i (X,d!) ¥ (‘!,dy) son espacios métricos compactos ¥y (fn)nem 48 una suca-

sidn en C{X,Y) topoldgicamente convergente a f & C(X,Y), sntonces (fn)n‘ P

converge uniformemente a f,

DENOSTRACION
For 1a propooicién II,9 tenemos que (tn)n‘_ N dp —converge a f, y de acuerdo

al corolario II,11 concluimos que (rn)nem

convarge uniformemente a f, .

Tomando en cuenta al corolario II,12 tenemos que para que convergencia topg
16gica implique convergencia uniforme no nSlo dobomos padir condicionss al ep-
pacio X eino gque también debemos tomar en cuenta al espacio Y, akora bien el-
pedir la compacidad del espacio Y surgid de una manera natural al relacionar -
la convergencia topolégica con la convergencia uniforme mediante la m8trica de
Hausdorff, pero podriamos pennmar que enta condicién es demapiade "fuerte®”, de-
hecho volviendo al ejemplo 11.8 poeiblemente la conclusién a la que llegamos -~
no ge debic tanto a la no compacidad de T aino a que el espacic X comsiderade

tiene un nfimero infinitc de componentcs conexas, el siguiente cjomplo muestra-
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que esto no ee del todo cierto, en 81 X es un espacio compacio y conexo y afin
néds Y 88 un espacio completo, y ein embarge, se tiene que convergenoia topolf

gica en C(X,Y) no necepsariemente implica convergencia uniforme,

En el ejemplo haremos uso de Rz (el espacio de sucesiones cuadredo BUmAe

blea), esto as, el espacio do sucesiones - (xn)nElN tales qua:
o
2
2 il < @
naeo0
metrizado mediante la normat
)
1/2
- 2
- (2 m?)
? nego B
HIEVPLO 11,13
3aan X = {0,1] {conniderado como subempacio de R), Y = Rz y -

r:{0,1] —— Rz definida como f{x) = xs), ¥ Pparacadan €M definamos 1a
funcién fnzfo,l] —_— }2 de la siguiente manera:
18, + (l-nx)en 8l 0g 1 £1/n
t(x) -
x0, i l/ms sl
donds {e_ t n¢ M} eo la base ortonormal eetfndar de ,{2 (o8 decir, o oo la -

sucenisn cuyo n-8eimo t8roino es une y lop demés eon ceron), oada f_ o8 conti-
nus puen eotd bien definida y ee continua en los intervaloes cerrades {0,1/n]y

D/"'ﬂ .

Afirmamos que (fn)neu converge topolfgicaments a £ y ein embarge, la cop

vergencia no s uniforme, En efocto, sea x « X arbitrario, si x y P, connidere-
mow 1& sucenifn (xn)m_ 4 donde X, = x para cads e w, sea Nem tal que niN

jmplica 1/n < x, de agui que !‘n(xn) = £{x) = xe; 88 n: N, o sea que -
(rn(:n))n(m converge a Xey = f(x), 51 x = 0, tomemos 1la sucesién (xn)n& "
donde 1« 2/n para cada neM , como pars todo new 1/n 4 2/h tenemos  que
fn(xn) - fn(Z/n) - (Z/n)el, perc entonces (tn(xn))n““ sonverge & G = f(o), -

(nqui 0 represanta 1a sucesién conetanta cero), Hasta squl tenemos que la con-
dicién (ii) de la propesicién 11,4 se cumple,

Por otra parte, supongamos que paras alguna x € X exiats ((xk,t'l“k(:tk)))‘“,N
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convergente a (x,«), (donde of representa a algin elemento de ]2), considers
mos dos canas: al x ¢ 0, como (zk)kem converge a x, debe exfetir X €el tal -

que k 3 X implica l/nk < z, ¥ por lo tante !‘nk(xk) = x,¢,, de donde concluisoes
que (rbk(‘k))kiu converge & xe) = f{x}, 81 x « 0, como (rnk(:k))ke\u a8 cop

vergente sl finico candidato para ser el limite sa la sucewibn constante cero,-

(pues 84 tal 1fmite fuera una sucesién (r ) con z $ 0 para alguna piw

B'n €m
entoncea t‘nk(xk) e, 4 (1~ nkxk)auk para una infinidad de subindices k¥ ¥-

per lo tanto mi p> 1 entonces “(:D)

pem ” fn"(xk)ll2 b(zpl para una infinie

dad do fndices m > p o bien si p = 1 entonces ||(z) . - fnk(xk)“?a jayn |

pars una infinidad de fndices L contradiciends ol hecho de que (’n)nGN es

ol 1fmite de (fnk(:k))k em ), ¥y ani (fnk(xk))k ey converge a £{0). En cusl—

quiers de los dos camos se satiaface la condicién (i) da la proposiaidn II, 4,
¥ por 1o tanto se tiene la convergencia topoldégioa,

Sin embargoe (tn)n eey PO converge uniformemsnte & f, de hecho ni siguiera

converge puntualmente, pues fh(ﬂ) = e, para cads nend, »

Ko obatante sn poeible mustituir la compacidad de Y por una condicién nés -
*d8bil", pero este tiens como aonsecusncim pedir una condicién extra al ssphe-
cio X ademds de 1n compacidad, para aclarar esto considerezos la siguients de
finicién,

DERPINICION 1,14
Soa (X,dx) un espacio métrico, se dice que X es localmente compacto si para

cada x & X exlste un conjunto abierto U< X tal que su cerradura es compacta y
x € U

Es ébvio qus un espacio n8trico compacto es localmente compacto, pero el in
vorso ap falao como un sjsaplo podemcs oconsiderar a R, En tanto que 32 o8 un
ejemplo do un espacic gue no &» looalmente coampaoto, La condicién mobre el es-
pacio Y de ls cual hablabamos hace un momenio en precfssmente la compacidad lg
cal. Regresando nuevamente al aejemple 11,8 vemos que ¥ = TR en localzents com

pacto, y de aqui podemos sxtraer la condicidn extra del eapasio X, o sea que -
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ol hecho do que X tuviera un ndmero ianfinito de ocomponentes conexas sf fue dg
terninante pars que ol ejempplo funcionara, en otras palabras, la pueva oondi
cifn que debemos pedir al espacic X es que tengs un nfmero finitc de componen-
4os conexas, la proposicién 11,16 confirmard lo anteriormente dicho, antes de
enunciarla considerovos el eiguiante lema?

LEMA 11,15
Sean (I,dx) un espacio métrice compacto oon un nfimero finito de componentes
n‘ne™N

conexas ¥ (Y,dy) un espacio métrico arbitrario, Supongamos que {f ) 08 ==

una sucesién en G(X,Y) topolégicamente convergente n f € C(X,Y), Entonces pa~
re cada €>0 tal que Bcff] pea compacto en X»*Y existe Nem +tal que fnc Béff]

sia> ¥,
DEMOSTRAC ION
Supongamos que la afirmacibn es falsa, entonces existen {f ) subBucs~
n ke

»idn de (ru)nhl\l ¥ puntos | e Xk cei! tales que para cada k €™ pe tiens

(zk,fn (xx)) { Bi[f] s puesto que X tiene un nfmero fimito de componentes cong
k

zas, entonces uns de ellas debe contener a X, pars wis infinidad de fndices k,
supongamos por simplicidad que cads z pertenece a la nisma componente C de X,

debido & que 1as componentes conexas de un espacio métrico son conjuntos cerra

dos y X es compacto entonces C ee compacto, pero también C resulia ser un cone

junto abisrtoc por ser el ocomplemento de las restantos componentss conexas, de-

donde para cada ¢ ¢ C existe i, 0 tal qua B.\ {c) ¢ C. Considerando la cu——
[

bierta avierta de C dada por { B /2(0): o ¢ ¢} podemon encontrar LIPLIPPIS
¢
cr € C talap que; r ( )
Ccu 3 c
i
iml l151/2

soa X = gmin g /214 = 1,2,...,1}, me afirma que B[¢] = C, En sfecto, pues-
i

83 x ¢ B, (C] entonces xc B,{c'] para algusa ¢ C, es decir, dx(x,c‘)$ A, -

PeTo por otro lado existe o, con 1 < k < r tal que d!(e',ok) <3, /2, parc en
k
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tonces d.x(x,ck) < 1°kr es decir x ¢ B’lc (ck) c ¢,

Tomemoa 2z & C fijo, utilizando que (rn)ne.N

concluimos por la proposicién II,4 que existe una Aucesidén (zx)keN convergen

converge topolégicamenie a f -

te n z para la cual (rk(lk))keN converge a f{z), pero como By [€) = C podemcs

suponer sin pérdida de generalidad que todes los términos de (zk) pertene

kew
cen a C. Para cada k eN rkic as un conjunto conexo en XxY (rklc einboliza a
1a grafica de la funcién tk restringida a] conjunto ¢), Definimos la funcién —
gt £ [C —— M de la siguiente manera:

g (o)1, (e))) = Pl(,1,(c)),1)
para k Buficientemente grande tenemos que:

Existe (zk,fnk(:k)) € r"k tal que gnk((xk,fnk(xk))) 3€ y adens
exinte (-nk.rnk(znk)) € r“x tal que snk((znk.tnk(znk)))ci .

For al teoroma del valor intermedic exinto (yk,t (v, ))e ¢ tal que -
n k n

gnk((yk,fnk(yk))) = £, de donde P((yk,fnk(yk)), f) w£ , por lo cual
dy(f'n (yk),!‘(yk)) % €, pero {(x,y) € Xx ¥t P((x,y),1) -E} es un suboonjunto —
k

cerrado de Be[f_] el cual oa compacto, do donde ({x,y) € XIx¥: f ((x,7);f) =}

e compacte, de aqui que la sucesién ((yk,tnk(yk)))k ea ‘tiene una eubsuce —

gién ((yki,fnk (yki)))i““ convergente a algfin elemento de

‘(x,y) € xxY:P((x,y),f) =t}, digamos (¢, B ). Claramente {a ,B) £ f, puss

1a distanoia de (o« yP) a f ee poaitiva y  es cerrado, Asi entonces para

((yki't“k (yki)))ikm ¥y (2, D) no se cumpla la condicidn (1) de la proposi—
i

cién II,4, es decir (fn)nem no convergs topoldglcamente a f, lo que 6e una ~
contradiccién, Concluimos entonces que todos excepto un ndmero finito de t8rmi

nos de (f )

n'nem pertenecen & B‘:[fJ. ]

En la dempstracién de la siguiente proposicién se hace uso de un resultado-
que dice que ai A y B son subconjuntoe cerrados no vacios de un espacio compac
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to X tal que hinguna componente conera de X intersecta a ambos, entonces exis-
ton conjuntos abiortos ajenoce Hl ¥ Hz talea que 4 € "1' Bc Hz Y El v H2 = Xom
la juetificacién de esta afirmacién es un poco extensa, motivo por el cual ae
ha decidido para no interrumpir el desarrollo del trabajo aceptarla como vAli=
da, dejando su demostracidn para el ap8ndice B,

PROPUSICION 1I.16
Sea (X,dx) un espacio m8irico compacto, lae siguientes afirmaciones sen -
equivalenten:
1) X tiene un nfimero finito de componentes conexas,
2) Para cada espacio métrico (Y,dy) localmente compacto, la convergencia topo-
légica de sucesiones de funciones en C(X,Y) implica su convergencia unifor-

DENOSTRAC ION

(1) implica (2)
Sea (Y,dy) cualquier espacio méirico localments compacto, y, supongsmos gque

(r)

n'n ¢ w CORVErge topolégioanente a £, De acuerdo al corclaric II.12 es Bufi

ciente probar que todos excepto un nfimero finito de términcs de (£ )

QL'
n'newm PET

tenecen a algtén subconjunto compacto comdn de Xx Y, Ahora, come X es compacto-
¥y f eo continua entonces f(X) en compacto, de donde X xf{X) es compacto. Por
otra parte como XY es localmente compacto, cada punto de Xx Y es ol centro =
de un diaco compacto de radio poaitivo, en particular para cada (x,f{x}}c¢ f -
oxiste Xx > O con la propiedad de que le[(x,r(xt))j 80 compacto, conoideremos

la cubierta abiorta de f dada por (BA ((x,r(x)))}" x» 98l hocho que £ ea cop
x

pacto se eigue guo deben exietir zl,xz,,...,xms X talee que:

-]
fegly

B‘l ((Ilyf(xi)))
T3

para simplificar un poco la notacién reemplazaremos J‘x por ’li' Sea
i
]
E = int (U Bli[(xi,t(x‘))j

de aqui que £ ¢ E, Sea



t =1/ snf (FL0x, 0(x)), (2,30) ¢ xeX, (5,3 (XaY) - Ef
Mirmanos que B,(f]es correds, En efecto, puos oi {a,b) ¢ Be[f] y 6= ¢ ((a,%),1)
entoncen @ >¢ , esesx e B -, se tions que B ((a,0)) N B[] = 6, pues 8i -
(Xoyyo) € B ((a,8)) n B,[f] entonces P((xo.yo),(n,h))cd y existirfa -
{x,f(x))e £ tal que P ((xo.yo),(x,f(x)))“ t, de donde P ({a,b),(x,f(x)))< 8,

lo que es una contradiccién., As{ B [rldebe eor cerrade, Mdecfe,

m
B (£]c,y, Bli[(x“f(:i))J
pues ai (a,b)e B {f]) entonces existe {x,f(x))c £ tal que P ({a,),(x,£{x)))c¢

m -
y por lo tanto (a,b)e E. Finalmenis como AN l(xi,f(xx))] o8 compacto y -
i

BE |._!'] oo cerrado tenemop que B, [f]es compacto.

be acuerdo al lemn anterior pe tiene que todoe excepto un némero finite de

téroinos da (fn) pertenecen a By (1.

nem

(2) implica (1)

Supongamos que X tisene un nfimero infinito de componentas conecxas, sea -

(cn)nhu una eucesién do componaentas de X dietintas, por la compacidad de 1la

familia de subconjuntos cerrades conerxom y no vacios de X (ver proposicisn -

1.21), (Cn)nﬂ o debe tener una subsucesidn convergente en la métrica de Haue-

dorff, supongamen por simplicidad que de hacho (C ) converge a C subcon—

n'n €m
junto cerrado conexo Y no vacio de X, podamos tembifn euponer sin pérdida de -
generalidad que ningfin términe de la puceeiln es igual a ¢, asl que para tods-
n e e tiene cnn Ce ¢ ¥ de aqui ge migue quo para cada n ¢ ™ podemos encon

trar 0¢ £ < 1/n tal que B, [Cu] N Cw @, Para cada n & definizes el conjun
n

to:
F, = X - int (anfcn])

se pigue que C C Pn' usando la afirmacién hecha en el parrafc anterior a esta-
proponiciln tenemos que para cada newd existen conjuntos abiertos ajence Vn ¥

Hntnluaque:
c v, PCNn Y VnUHn-x



41

Sea Y cualquier eapacio métrico localmento compacto (pero no compneto), ¥ -

Bea (‘yn)nem una Bucesidn en Y Bin subsucesiones convergentes, Para cada newn

defini~os la funcién rnzx———. Y mediante la férmula:
LAY 8l X¢& H"
r(z) =

¥ sl %€ Vn

n

Cada rn e&n continua, pues es continua en lod conjuntos abisrtos “n ¥y Vn ¥ adem

ods h‘nﬁ Vn - ¢. Se afirma que (fn)new convergze topoldgicamente a f, donde~

f1X—— Y entd definida como f{x) = ¥, para toda x¢ X, En efecto, veamos que
se cunplen lan condicjones de la proponicidn 11,4, Primeramente suponcamos que

((!k'rnk(z'rt)))keu en P -converzente, entoncen dube exintir Kew tal nque -
fn (xy) - Yy ai k 2 K, pues de otra forma podriames encontrar una aubsucesién-
k¥

de (yn)ne »l convergente, contradiciends la condicién pedida o (yn)ne«

N * de -
enta forma 8e cumple la condicién (i) de la propoaicién I1.4.

Para jurtificar aue la rondicidn 3i) de la proposicién 11,4 on eatisface -
conpiderernn dos caans!
a) 5§ ye € entoncen x¢ Vo para todo nem ¥ de aqui que para todo new ge -

tinne fn(x) = 7y por 1o rual 1a pucenisn (x )

. donde X, = % para todo nénl

ecurple con nue r}li_‘.mmf‘ﬂ(xn) =

b) 56 x § C obeervamon nue §, (}‘i [cn],c) €8, (Bi [cn],cn) + 84 (€40), .
x °n x 'n x

N w

lim ‘sd,(gln[cn]'cn) = 0puen £ < 1/n y adenfe dim édx(cn,c) = (0 pues -

(Cn)nEN édx—ccnvnr;u a €, foncluimon rque (E[n[Cn])nfﬂ édx-convor(;e a C,—

Por otro lado, V"C “En[cn] para todo ne ™, nues ni uvn entonces a ¢ 'dn -

por lo cual a Pn' de donde ae int(B [Cn]), de ami se sigue que a€ BL [Cn].
n n

Puento que x § 0 y Jin hd)(atn[cn'l,c) a 0 dehe exintir N&¢™ ta) que n3y N

implica x ¢ F‘gn[cn], ror 1o que x ¢ 'v’n, ari rque n 2 N implica xe_'-ln, 0 Bra -

r (x) ai conmideraron la nuceeiln {x a -
n( )=y i ; "(n)nem con x_ = x para todn nem

ne cumple que lim £ (x) » y , De enta forma ne cumple 1a condicisn (ii),
N n 1
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Ahora supongazos que la convergencia do (fn) a f 8p uniforme, Sea £>0,

ne N
exigte Neos tal que sup{d (£ (x),y.)t x ¢ X}et sin2x N, Tomando en cuenta
y'e 1

guse Vn ¢ O para cada n&ewN , esgogemos X € \"n con lo que tenemos que JESSE—

[

dy(tn(xn),yl) < E, paro rn(xn) = yp+ da donde dy(yn,yl) <t ainy N.o Epto sig

nifica que (;(n)n““ converge & ¥i, lo qus ee una coniradiccidne Por lo tanta,

podemos conclulr que (tn) no converge uniformemeate a f, ]

e N

Hsptn eate mwomento las proposiciones precedentes nos han relacionado la con
vergencia topoldgica, la oonvergencia sogin la méirica de Hausdorff y la consm
vergencia uniforms en C{X,Y), sin embargo no nos hemos referido a la coovergen
cla puntusl, dbora 1o haremes y veremos su relacibn con los otroe tipoe de con
vergoncie, Ya habfamos msncionado que la convergencis uniforme implica la cone
vergencia puntual, ahora biaen el {sorsma de Dini nos da condicionas suficien-~
tea para que la convergencia puntual implique la convergencia uniforme,

PROPOSICION 11,17 {TEOREKA DE DINE)

Sean (X,dx) un espacio métrico compacto, (rn)neu unn guoesidn decreciente

on C(X) y supongamos que (tn) converge puntuslments & £, Si £ € C(X) en—

neM

tonges (f ) converge uniformements a f,

n‘nem

La demostraoién de eete tsorema pueds darse independientemente do los con—
osptes desarrcllados en estas notas, (&stm aparece en el spéndice C), en el ce
pitule eiguients se dard una domostracidn utilizands 81 conocepto de convergene
cia topolégicn,

La siguiente proposicidn nea relacions convergensaia piuntual con :P ~CONVET=
gencia,

PROPOSICION 11.18

Sean (I,dx) ¥ (Y,dy) supacios métricos arbitrarios, 5i ({n)nem 88 ung su-

cesién en C(I,T) ‘?P ~oonvergente a £ & C{X,Y) entonces (rn) converge pun

neN
tuslzents a f,
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“HOSTRACION
Sea x € Xy £ > 0 arbitraries, puesto que f es continua en X dabe axiastir
0¢ §<&/2 1a) que ai xeX y dx(x,xo) < § entoncan dy(f(x),f‘(za)) CEfo. Sea
B = §/2; de 1a hipbtesis () newm
que n > N implica f ¢ Bﬁ[fn] yf ¢ B‘![t‘], de aquf podemos afirmar ‘jue para ca

dp ~converge a f poderos encontrar Né ol tal

da n 3 N existe (xn,f(xn))s f tal qus P ((1u,fn(x°)),(xn,f'(xn)))é B, o sea
qua 8e cumplen lag siruientes desirualdades:

dz(xo'xn) s B < (S

) rlx e B < tpe

y a {r (z

¥''n
De 1s primera denigualdad me nipue que dy(f(xn),f(xo)) < &E/2, por lo cual-
dy(fn(xa),f(xo)) £ dy(fﬂ(xo),f(rn)) + dy(f(xn),f(xo)) < £, puento que esto as

v&lido para todo n 2 N concluimos que (fn(xo)) converge a f(xo) ¥ de aquf

néwl

qua ()

onverj tualmente a
ninen ©O0 ja pun 1 fs []

El inverso de la propesicién anterier es falso,

EIENPLO 11,19

Sean X = N (considerado como subecpacio de W} y Fi1N——— W la funcién
constante cers, Para cada nem dofinimos la funcidn t‘nzN ——> R como:
1 8i x = 1
r{x) =
1] ei x ¢ n

converge puntualmente a f, gin~

Cada funcién f es continua y adenfa (rn)n cm

embargo {r ) no fo-convargs a f, pues ép(t‘,fn) = 1 parn cada nEmM ,

nnewN

Las nigpuientes proposiciones se refieren a la conexibn enire convergencia-
puntual y topolégica, en ellas Be pedirdn condiciones tanto a lom espacioa X y

T como a la sucesidn minma,

PROPOSIGION 1II.20

Sean (x,dx) ¥ (Y,dy) doa eopacioo métricos. 51 X en discreto entonces con-
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vergancia puntual en C{X,Y) implica convergencia topolégica, Inversamente, si
¢([0,1],Y) o5 no trivial y convergencia puntual implica convergencia topolégi-

ca entonces X es diacreto.
DEMOSTRAC 10N

Supongamoe que X ea discreto y (f ) converge puntualmente a f, Sea xeX

nnew

arbitrario, consideremos la sucssién ((x,fn(:)))n& 0 Ueando 1a hipbtesie de

convergenoia puntual ionomos que (fn(z))nEN converge a f(x), de esta manera

se cumple que (x,f(x)) € Linf(fn), puosto que x fue arbitrario ae sigue quo
rc l.inf(fn). Por otra parte ai (x,y} ¢ £ (oi Y coneta de un solo punto, em dg
oir Y = |y}, entonces rn(x) = y para todo n¢MN, o mea que la sucesién es cong

tante y de hecho la convargencia seria uniforme y por lo tanto topolﬂgica), -
sen & = l/Zdy(f(x),y), por la convergencia puntual eximte New tal que -

n3 N implica dy(fn(x),f(x)) <« §, pero entonces paran > N se tiena —
dy(fn(x).y) >§, Consideremos la veoindad de (x,y) dada por {x} x Bé(y), (re=

cudrdess que X en dimcreto)s Esta vecindad s8lo puede interasectar a -_—
{(x,!‘n(x))memj para n < N, de donde (x,¥){ Luup(rn). Se aigus entonces -

nen 8T

que Leup(fn) C £ y por 1o tanto la convergenoia topolégica de (rn)
Inveraanante, Supongamcs que C( [:0,1'], Y) so no trivial, en decir, existe
9:[0,1]—— Y continua tal que P(0) ¥ P{1)s 5i X no es discreto entonces dlg

be tener un punto do aoumulacidn, digamos z4 connideremos una suceeidn (xn)nQN

en X convergente a x_y tal que d‘(xo,xnﬂ) < dx(!o'xn)' Sea o w dz(xo,x") ¥

definamos, para cada newy, la funcién rn:x—nr como !

\ &1; dx(xo,x)] 8l 0 £ dx(xo,x) oty
£, () = ‘({2 - -&1—“ dx(xn,x)] siol Sd(x,x) < 2,
X0) el dx(xo,x) 2 20ty

Tenemos que fn e8 continua para cada ne€m , 568 £iX —.—Yf la funcidn consiante
igual a P{0)., Afirmamos que (rn)nEN converge puntualmente a f, En efscto, sea

x € X arbitrario, si x = x_ entoncen fn(x) = P(0) para todo nem, ai x ¢ x, antop
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con dz(x,xo) > 0 y pussto qus (dn)nzru oonverge a cero debe existir NEw «
4al que d!(x,xa) >2c, ain2H, yast l‘n(x) « {(0) pars toda n % He Se 8}
gue de 1o anterior la convergencia puntual, Sin embargo, (tn)“EN nO Converge
topolégicamante & £, pues rn(xn) o @(1) para csda ne ™ y aed la sucenidn -
((xn'fu(:n)))n ey OOAYOTES & (x,, 9(1)), o ses que no se cumple 2a oondicién

(4) de 1z proposicisa 11.4, »

La hipdtesis de gue X sen discreto os esencial para que convergengia pufie
tual implique convergencis topolégica, In el aiguiente ejemplo low eepscios X
¥ Y uon cospactea y conexos, sin embargo convergenois puntual en C(X,Y) no im

piica convergencia topoidgics.

EJEMPLO II,21

Sean I =Y = [0,1] (conaiderads pomo subsspacio de R ) y fiX————3Y la fun
oifn oonstants cero, Para cada n ¢ m definimos 1a funcidn £ 21X ~——>Y nedieg

i 1a forwula

1

nx [ 33 Osx<a
1

tlx)m ¢ 2-ax " asxsé
4

Q el asx_l

Ea olarc que csds funpidn £, o8 continua y que ({n)nau converge puntuslasnte
& £, 5in eabergo, ia converganoia no as topolégica, pusw la sucenidn (lfn)Mm
converge s cero, psro la sucesifn (fn(lfn))ne‘N converge & 1§ £(0), per 1o

oual no se ocumple la sondicisn (i) de la proposiocién I1.4,

Aai puep, wi X s discrato entonces convergancia puntusl implics convergen—
cis topol8gioa, Podriamos preguntarnos ei 1la hipétesis de qus X ssa discreto
os tasbién suficients para afirmar gue convergencis puntual impligue ép-non—
vargeacia. El ejemple 11.19 reaponde eata pregunta,

Siendo X y Y espacios métrices arbitrarios (o adn compactos y conexos) no -
podesas amegurar que convergencia puntusl impliqus convergenocia topollgica pa
ra sucesionan arbitrarias en C(X,¥). Mo obatante mi la uucesifn an ousstisn as
puntualmante aguicontinua sntonces convergencia puntual en c(x,r) implica ocon

vergenoia topoldgica,



PROPOSICION 11,22

Sean (x,dx), (Y,dy) espacios mAtricos arbitrarios y (rn)neu una sucesién

de funciones puntualments equicontinua en C{X,Y}, (f ) converge puntual-

n'neEwN
mente a £ ¢ C(X,Y) ai y sélo ei (1'n)“‘u converge topoidgicaments a f,

DEWOSTRACION

Supongamos que (f'n)rIElu convarge puntualmente a f pero que la convergencis

no eas topolégica, puesto que la convergenois puntual implica que f C unr(rn),
debemos tener gque Laup(fn)(,f £, As{ pues, sea {x,y) ¢ uup(rn) - f, tomsmos =
04 € < dy(f‘(x),y). Como (t‘n)n cny O Puntualmente equicontinua  eIiste ——
0§ < £/3 tal qus dx(x,v) £ § ioplica d’(!‘n(x),rn(v)) < E/3 para todo n e
Por otrs parte, puesto que '{mmfn(x) = r(x) sntoncen existe N €t tal que -
n 3 N implica dy(fn(x),f(x)) < ¢/3, pero como (x,y) € l‘up(fn) enionces su vo
cindad BJ(X) x Bs(y) intereecta o f para wia infinidad de fndices n, en parti-

cular exiate (u,fn (w)) € Ba(x)"B,g(y) con n, > Ny de aqui se tiene que:
o
dy(f(x).)‘) N dy(f(X),fno(r)) + dy(fno(x)"rno(')) + dy(fno(h‘).ﬂ<é

lo que @B una contradiccién, por lo cual debomos toner que l.aup(fn) ¢ f ¥y por-

conaiguiente (l'n),”_N converge topolégicamente a f.

Inversamente, supongamoa que (rn)n‘m converge topolégicarente a f, Sean -

x 6 Xy t»0 arbitrarios, Por el inciso {i1) do la propoeicién I1I.4, exiaste ~

1) conver-

en X convergente a ¥ para 1a cual (t‘n(x nee

una sucesidn (‘n)nnz

ga a r(x). As{ existe Njex tol que n3 N implica dy(rn(xn),r(x)) < t/2, Por

n

otra parte, como (f_) oo puntualmentie eguicontinua entonces exiaste §-0 -

n'new
tal que dI(y,x)<5 implica dy(rn(y),fn(x)) < £/2 para todo nem, Sea Ny em
tal quo dx(xn,x)cS ai n> N,, Entonces n: ¥, implica dy(fn(zn).fn(x)) < £/,
Sen N = un] NI'NZ" Entoncos ai n > N ae tienet

<
4 (e (), 2(x)) € d (e ()£ (x))) + dy(r (x ), 0(x)) <

De 1a deaigualdad antorier concluimos que (rn(x))nw‘ converge a f(x), Y, por
converge puntualmente a f, | |

consiguiente (£}, “
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COROLARIO 11,23

Sean (X,dz) un espacic mbirice diacreto, (Y,dy) un espaoio métrico arbiira~

rioy (£) una auceaibn en P{X,Y) (ol conjunto de funciones de X en Y),-

n‘nen
84 (fn)nE" converge topolégicamento a £ € P{X,Y) entoncen (f") converge

newy

puntualimente a f,

DEROSTHACION
Obeertando que la hipStosis de que X cea dincreto implica que (fn)neu ape
puntuglimente equicontinua, la afirmacién eo inmediata a partir de la proposi—

cibn 11,22 -

Volviendo a la propesicién 11,22, vemos que bajo 1a hipStesis do equiconti-
nuidad puntunl de la asucesién (l‘n)n”‘ s convergencie puniual y convergencia -

topolégica son equivalentes, 9in embargo esta condicibn pedida a la sucesidn -

(rn)nt-u no ae guficiente para afirmar que convergencis puntual impliqua Af“

convergenoia, El siguiente ejemplo oonfirma lo anteriormente dicho. No obstan

te, en la proposicién Il.32 veramoa que la condicién de qua (f )

13
naneel a pu

tualmante equicontinua aunada con la compacidad del enpacie X serf suficiento
para afirmar que convergencia puntual no solo implica ér-convergcncin sino-

convergencia uniformo.

EJERPLO 11,24
Soan X « ¥ wRQ y £3W —~——w3WV 1a funcién conatante cero, Para cada neoey
dofinimoe la funcién fn(x) - ;l con 1k,

ta sucestién (£ ) es uniformemente equicontinua, pues dado L > O arbie

N Nkt
traric, bants tomar & =& para afirmar que 6l | x - yl< S antonces —
!tn(x) - rn(y) J<& para toda n ¢ i, Ademés e olaro quo (tn)nem convergo -

puntualmonte o £, Sin embargo, A(.(fn.f) = o para toda newy, on decir, -

(fn)ne "W " jp-converge a f,
Buacando otras gondiciones suficienten para que convergencia topolégica im-
plique convergencia puntual, recordamos la proposicién 11,16, asf{ podemon ang

gurar que ai X es compacto con un nflmero finite de componentes conexas y Y es



E
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g

localmenta conpacto, entonces convergencia topolégica implica convergencia p
tual (de hecho la proposicién 11,16 scegura la convergencia uniforme}, Sin
bargo eetas condiciones impuestas 8 los espacios X y Y eon "muy fuertes", ir.

1o (& 18

taremos de"debilitar" un poco las condiciones de X, Recordamos la siguisnie d
finicién:

DEFINICICK  11.25

in espacio (X,dx) ea liama localmente conexo si cada x ¢ X tiene una base =

de vacindades formade por conjuntoo abiertop Y conexos,
OBSERVACICN

Los conceptos de eapacio conexo y especic localmente conexo eon independiep
tes, es decir, ninguno de ellos implica sl otro, For ejemplo X = [0,1) U (1,2]
es loocalmente conexo pero no ©s conexv, inversamente, si X es 61 aubespacic
del plano conaistente de las lineas verticales x = 0 y x = 1, de los segmentos
de linea horizontales ‘(x.l/n): 0¢ x &1, ne\N} ¥y el intervalo [0,1], enton

cea X es conexo pero no es localmente conexo,

1
Pt
[ 4
"—-_'\
1/2 —————
1/3 N
b)

) o) 1
En la figura a) se muestra o) aspacio X, el cual no es localmente conexe -
pues para los puntos del intervalo (0,1), para ¢ suficientemente pequefio  los
"diecos™ de radio £ aon disconexos, tal como se muesira en la figura b).
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Una propicda=d inporiunte de lon ecpacios localiento conexos, €8 |ue SuB Coln-
ponentes conexas con coujunios ubiertos, y como una consecuencia de eoto tene-
- 'fies quu los capaciod compuctor locilmente conexos tienen un nfmero finito de -
canponentes conexan, Tomende en cuenta coto podemoc afirmar que ci X ec compace
to 7 localmente conexo, yy Y et localiente coupacto entonces convargencia topo=
16zica inplice convergencia uniforme ¥ por lo tanto puntual en €(X,¥)s 2r la =
aiguicnte propesicién queds de manifiesto que la cendicidn de la conmpacidad de
X se pucde suprinmir { en o r.lutive a la implicucién de la convergencia pune—-
tual), de hecho nos da cendicionen de suficienciu para el inverso de la propoui
cién 11,22

PROPLGICTICH 1,26

Sean (x,dx) un cgpacio nétrico localmente conexo y (‘r,dy) un egpacio métri-

co localrente compacto, 5i {r ) es una oucesién en C(X,Y) topolégicamente

n‘new

convergente a una funcién f, entonces (rn)n cw converge puntualmente a f y

(fn)nfm cno puntualmente cquicontinuae

DECSTRASTONU

Suponsamen que para alpuna x € X (rn(x”nem no converge a r{x), Entoncus

de (r)) tal que ——

existen t > O y una subsuceaién (rnk)keN nnew

dy(l",1 (x),f(x))2€ para todo k € ™, aliora corio Linf(f‘n) = f, existe una puce-
k

0ién ((wn, rn("n)))nsn que converge a (x,f{x)). Si tonamon dnicamentc loo In

dices que corrcoponden a la subasuceniédn anterior, tendremos una subsuccsidn -
((‘lny'rny(”ny)))kém de (("n’rn("n“)nt.q convergente a (x,f(x)), pero como

X oo loci:lmente couexo, x tiene una bace de vecinades fermada por conjunton -

abierton y conexos, asi pueas, para cada i€ existe Ci abierto y conexo tal

que €, ¢ Bl/i(x). ¥ pucsto que ("n},) converge a x podemon tomar W, o€ Ci -

kg
con 1z condicidn de que ki1 ¢ }:1 para i s 2,3, «+ + , « Do eota forme homoo-

jew SODVerconte a x tal que L 4 Gi para

conutruido una subgsuceaisn (wn )
k, k.
1 1
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cada 1 &M, y, adenle se tiene }‘;'lmdi““("s) = 0. Por otra parte, como Y €8 lg

]
calmente compacts entonces f{x) tiene una vecindad V compacta, tomemos 0 & £ <L
de tal forma que:

Eelyets 4 {rx),n) = t'lev

Queervamos que como E es cerrado y EC V entonces remulta que £ es compacto, -

Pueato que (f‘n (Hn ))iE w converge a f(x} existe I €N tal que —
ki TRy
dy(fn (un Yo f{z)) < €' @i i ¥ I, pero entonces para i > I se tiens que -
ki k‘
o (Ci) intersecta ianto a iy e Y: dy(y,f(x))<5'} como a ——
ky
L]
frevalnt@Pe] , (s, v € a(f, D)3 erey .
k.
i i

8,06, (o Difta)) <€)
i i
Tomando en cuenta que l‘n es continua y Gi es conexo podemos afirmar gue-
i
f, (Ci)n Ef fpare { % I, con lo que tenemos L&!up(f‘“k (Ci)f\ E) b fo En -
i i

efacto, sea & € fnk (C‘) N E para cada 1 » I, la sucesién ('1)17,1 tiene una

i
subsucesién (nij)j eny CONVOTEENtE pues E es compacto, Bi suponemos que (mij)"eN
converge a y € E entonces ¥, € ““P(fn (cl) M\ E), pero sntonces -
k.

i
(x,yo) [ Laup(fn), puesto que ai § > O entonces c; ¢ Bs(x) para i suficiente—
mente grande, ya que }Eﬂ’.mdi”‘(cx) = 0, de donde fnk (Ci) c r"k (Bs(x)). de eg
i i
ta forma (cix BS [yo]) n fnk § §, pero:

i
(g 5y, D) € (g [x] g [3,]) = 3 [(n,3,)]
asi pues, Bé[(x,yo)} N r"k ¢ #, teniendo esto como conmecuencia que ——
i
(x.:/o) € Lnup(f"), paroe (x,y°)¢ f yo que ¥, & E, por lo cual uup(fn) $ 1, 1o

que o8 una contradiccién, Asaf pues (fn) converge puntualmente a f,

nEm

Supongamos ahora que para alguna x ¢ X (fn)n;m ne es equicontinua, Enton-
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ces exinten €> O, una subaucesién (!‘"k)k cm de (fn)neN Y una sucesidn -

("k)ketu convergonte a x tales que dy(fnk(zk),f"k(x)) % 2t para cada k€™ ,-

pero ya se demostréd que (f_) converge puntualmente a f, por lo cual -

n‘nem
(fn (x))k en CONVErge a f(x), aei que existe KIG_\N tal que k 3 k' implica «
|3

dy(r"k(x),r(x))ﬁﬁ, de donde para k » ¥ se tiene dy(fnk(zk),f(x))), £, Siod

sarvamos la primera parte de la demostiracién, en ella fue esencial el hecho de
que d_(f (x),£{x))2 E ., Asi pues 8i reomplaramos (x,f (x)) por (g ,f {2z ))=
Yy n k n k

tse puede argumantar de una forza similar para llegar finalments a 1a miBma con

tradiccibn, Por lo cual cencluimos que (f ) .. debe wer puntualmente equicon

N
tinua, |

Algunas obeervacionas que podemos hacer acerca de esta proposicién es que -
no podemom suprimir la condicifn de que el espacio Y eea localmente compacto,-
atn pidiendo que X sea compactc, comc un ejemplo de eeto recordemop ol ejemple

11,13}, en &1 Be probd que (t‘“)’”N converge topolégicamente a la funcién f, -

donde f(x) = 10y para x £ X. Sin embarge, (fn(U)) ho converge a £(0) = 0-

nend

ya que dy(fn(o),f(o)) « 1 para todo n & W, asi que (rn) No CONVerge pun—

newd
tualmente a f,

Similarmente la condicifn de que X sea localmente conexo no se puedea supri-
mir, afln pidiendo que X sea compacto., Para convencernos de eato recordemos el
ejemplo 11.B., Ahora bien, podrfamoe suponer que en epte sjemplo la convergen—
cia puniual no se cumple debido & que X tiens una infinidad de componentes cg
nexas, as{ podrfamos preguntarnos,  bastarf con que X sea conexo y Y lacalmana
ie compacto para qus convergencia topolégica implique sonvergencia puntual o -
equicontinuidad puntual?, La respusnotia es negativa, de hecho podemos conside—
rar el siguiente ejemplo,

EJEMPLO 1I.27

t 1 1
Pars cada né™ sea E = ((x,ml)em bopy exs E}' ¥y sean —
Aw {(O,y)e w oy 0} yBa= {(x.y)e & ¥30, x -% para alguna n eN].

) 2
Sea X= AUBU nyl En ( considerado como subespacio de W ),



Rogulta gue X o8

A eo conexo, pues B

y de agui que X = B

Capacio X

1

conexe y corrado perc no oo localmente conexo, En afccta,

u

U

B
n=l

En ¢8 conexo por traysctorias y por lo tanio conexo,

B, E_ oea conexo. Sin embarge X no ee localmente conexo,

n=el n

pues gualguier vecindad de un punto de la forma (0,7) comy s O es discenexa,
Para cada n e 8 defininos la funcién t’n:X——-—-p R de la sijuiente manerat

o

J

M

G oi x>%
I'n(x,y)- n [133 15%
-n{y-n) si xsé
'
n s ;
L . .
o
"y
L
ik -
R A ¥
N R
Vv\.l.'.-._-_----.-..
Yoet o
™ .

Gré&fica de la funcién fn

y*n
¥ & ne-l

n-1¢ y¢n
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E‘a claro que cada funcién l'n a8 continua, Sea f1X ————— W la funcidn cons-

iante cero,  Afirmamos que (rn)ncn converge topolégicamente a £, En efecto,

i (x,y)€ X con x > O existe Nem tal que n 3 N implica % < Xy por lo cual -

‘!‘n(x,y),- 0 para todo n % N, asi que ((x,y,f"(x,;r)))ne‘N convergs a {z,¥,0).

Por otra parte, si consideramcs un punioc de la forma (0,y) con y » 0, la suce=
sidn (( ﬁé‘[' ¥, rn(n"%’i’)')))neu converge a {0,y,0). Haeta agui tenemos  que
re Llnf‘(l‘n). Para ver que Lnup(f‘n) ¢ f, sea {x,¥,2) € Lnup(t‘n), pucde BUCEH—m

der gquat

i) x > O, En aate caso se debe tenar que z = 0, puee x‘n(z,y) = 0 paran agufi-
: cientemonte grande, de donde (x,y,2)& £,

© 1i) ¥ = 0. También en ento caac se debe tonar que 2 = O, puea 6i 2 #0 al tp
rar & w min {1,021} ¥ {x 0¥ 02,0 B;((x,y,z)) se cumpls que a la largs

l‘n(xo,yo) =0 o !n(xa,yo) = 0, por lo que Bé((x,y,z))(\ £, np para tg
do n suficientemente grande, contradiciende el Thecho de gque -

(x,¥,2)e Lsup(!'n). Asi puen (x,y,z}efs
Tomande en cuenta la conclunién de ambos casos tenomosg que Laup(tn)c f. Do

agui que ({n)n cwy COBVErja topolfgicamente a f. Sin embargo i‘n(D,O) = n para

todo n tey, por lo cual (f‘"(O,O))ﬂ‘du no es convergente, ssi gue (fn)ng-\u no

converge puntualmente a f. Similarmente (f } . . no es equicontinua en (0,0),

pues dado L « 1 y § >0 arbitraria, exinte n,em tal que E'}::I < §, de donde
)

(:’%:I"')‘ B,{{0,0)) ¥ sin embargo {rno(na_‘n,o) - 1, (0,0) [ = nge

En s) ojemplo precedents se utilizd sl punto (0,0) para justificar la no
convergencia puntunl da la sucesién, de hocho la sucenifn no convergs puntunla
mente para loe puntos de la forma {0,y), sin embargo 1a sucesidn converge pup
tualmente para los puntos de 1a forma {x,y)} con x> 0. Veamos ahera un ejemplo
an ©) cual se tiene convergencia topolégica peroe en hingfin punto del dominio =
se cumpla convergencia puntual., En el ejemple prescindiremoa de Ip hipbtesin
de que X Bea congxo,.

Antes de ver ol ejemplo recordemos loz siguientes conceptos,
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DEFINICION 1I,28
Sea F_ el intervalo [0,1]. Separemoa el intervalo (1/3,2/3), y mea:
F, = 033 v A
Separemos loa tercioa centrales de estos intervaloe y Bea
F, = 0,10} v 2/9,3/] u [6/9,1/5] v [8/,1]
Continuando este proceso obtenemos una pucesidn decreciente de conjuntos Fn.

Sea F = nQN Pn' a tal conjunto se le llama el conjunto ternaric de Cantor o=~

simplemente el conjunto de Cantor.

DEFINICION 11,29
Soa (X,dx) un espacio métrico y sean A, B C X, #e dice que A oas donso en B

si BC A, Tambibn, st C € X se dige que C es denso en ninguna parte ei € no -
cs denso en cualquier conjunto abierto distinto del vaoio o equivalentemente -

si X - C 86 un abierto denso en X, (vor apéndica A}.
OBSERVACIONES
a) El conjunto de Cantor F em un subconjunto denac en ninguna parte on [0.1].
b) Para oada j e# podemos seleocionar j puntos {n. P TXEILY } N e
J1 jZ .‘lj
[0,1] ~ F que patisfacen las siguientes condiciones:

1) -jl < 532 < a.,’3 € ves ”j:i

3
1) [o,1]c 141 By ["ji}

En efecto, ai j = 1 tomamos a, = 1/2, Sk § 3 2 basta tomar
1

F1%E2 ¢ JTI*T)

a. woxiste, puss F no pueds contenor a ningun intervalo abierto. Es claro que

"jke ((k-l)(joz) 2o(k-1)(102))(\(@'1] - p) para k = 1,2,.44,3

a para kK « 1,2,404,3, puee

gﬁ%{%—zg ﬁl < ;%%g; para kK = 1,2,..49)

a
3 < Cien
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y ademfs (ii) e cumple puesto que:
2¢k(3+2) _ (k=1){3+2) Z+4 2
St 'J'-T'j_'h’_- + $3 » al § > 2
EJEMPLO 11,30
Sean X = F (81 conjunto de Cantor} y fiX—— R la funoién constante cero.
De acuerdo a la observaciln anterior para oada je™ podemos seleccionar j pun
tom {ajl, ajz, e ey ajj; en [0,1] - X que sntisfacent
i < a « s s B
)ajl 5,¢ < 3
11) [0,7) ¢ U, 31/3[“3}
Denotomoe por 1(j,1) = [0,5‘13 y 1(§,2) = [njl,ljz-] yesoy 1(j,3+1) = [ljj'l]' -
Observemos que { I(j,k)! k= 1,2,.,.,3+1; jc s} es una familia numerable de
subconjuntoa de LD,!] que podemos ordenar totalmente de la siguionte forma:

k) < I3, k) eddcy’ o smigmyykak'
De esta forma podemos dar una numerasidn ‘Ptod——{I{J,k)1 kw1, 2,.,,3¢1 JuN}
de {1(3,k): kel,2,,00,341; Jem™] que pressrva el orden, Denotsmaa a ‘P (n)
por I(jn,kn) y para cada n €™ dofinimon la funcién £ ————® de 1a siguien

te panerat
a) 84 0¢& (3 ,k)

£ (x) « {n i xe I(jn,k“)
r oi xeX - (int(I{y ,k )) U {o])

®) 8 1€ I(3,k)

n sixe I(jn,kn)
fn(x) - {

0 sixexa- (int(I(3,k,)) U 1))
o) 81 0,3 ¢ I(3,,k )

n 8l I e 1(3n,kn)
fn(x) - {

o Bl XEX - lnt(I(jn,kn))
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Tggake) 10k, ) 14 vkg) {igeky)
6'%6 71 8'°8 9ty

! 3
Tenemcs que cada !'n estd bien definida y ademés es continua, puas es conti-
nua en cada uno de los conjuntos cerrados, Abora, si x, eo un punto arbitrario

de X entonces (rn(xo)) no es convergente, de hecho ni siquiera es acotada,

neEN

pues (f'n(::b))m__.‘| es de la forma (0,..,,0,n1,0,...,D,nz,o,...,O,ns,o,.......),

donde ("k)k oy 28 uNB sucenién esirfctamente creciente de ndmeros naturales -

tales que x € I(jn o, ) para cada k¢ N, Da este modo para ningfn punto x€X
k Kk

nem resulta ser convergente, 3in embargo afirmamos que (rn)nsm con-

(r,(x))
verge topolégicamente a f, En afecto, dade x°€ X afirmamcs que podemos encon-

trar una eucesién ((xn,fn(xn))) convergente a (xD,D) (dejamos pendiente =

neEN
la justificacién de esta afirmacién para darla &l final del sjemplo), de emta
forma (10,0) 3 Linf(fn) yas{ £ C Linf(fn). Por otra parte ei (x,y}{ f enton-

ces y p 0, podemos suponer y > 0 {el caso y < O #e analira de una forma andlo-

ga), 8i tomamos § 5 y tendremom que X% (0, §) e una vecindad de (x,y) y pode
mos ancontrar N &€ ™ suficisntemente grande tal que n ) N implica

£, N (xx(c, §)) = ¢
Ast (x,y) ¢ hup(l‘n), de aqui que L-up(fn) ¢ f, Por consiguiente (rn)nEIN con
verge topolégicamente & f.

8610 falta justificar la existencia de la pucesifn ((xu.l.‘n(xn)))nCM con—

vargente a (xo,O). Con este propésito para cada ne™ definimos el conjunto:
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A =fxe x: g (x) 4o}

Observenos que Ai_.-w d.hn(ln) = 0, También para oada wem definimos

1 1
Dn(xc) -(xe X2 3—m;’-,[gix-l:‘J( 3—m}

Tenemoa que eatos conjuntoB son ho vasios, pues xoﬁ Fm-l {donde ests conjunto

ss uno de los conjuntos a partir de los cuales ae construys el conjunto de Can
tor), ¥ como los extiremcs da ceda intervalo de Fn pertenecen a X, sntonces po-

demos encontrar x € X tal que 'E%‘Is lx - xol < -é. Para asto basta tomar x -
3 )

de acuerdo sl siguiente oriterio:
a) 8 X, se encuentra & 1a isquierda del punto medio de uno de los intervalos.

que componen 1‘- entonces tomamos como 2 al extremo isquierdo del intervalo-

siguiente en P'ﬂ

F ————— . ey
" oo ! %o 1
e ——
L
3"
PMI Ol———l s d . + . ‘—i—od i——-’ . - .« S h——-Jl
(e
!
3m+1

b) & x, e sncuentra a 1la derecha del punto medio de uno de los intervales -
que componen P. entoncss tomamos coto x A1 extremoc deresho del intervalo

anterior en PHI

Jm

ey ©

3m+|
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Pussto nue lim diam{A_} = 0 existe W,eM™ tal que n 3 K, implica -
M Reem b1 b 1

1 .
:uam(An) < 7 andlogamentn para enda me N - {1} existe "n> "n—l tal que -
a3 ¥ implica dian{A ) < l—, obmervemos que n3 Ny £ {x ) ¢ D implican -
m n ]lﬂ m n'o

A c B] hm(xo), puss ni x €A entencea como din.m(An)< %ﬁ ¥ x €A, entonces

1
|z - xol( ;—r; s anl x¢ nl/}"(!“

Tomemos ahara ¥ € Dn(xu) para cada me . Debe suneder que ym¢ An ai -

).

1 !
fn(xa) $0ynY N, puenh C Bl/}'”l(xo) EEPAEE AR W. De aqui ienew
moD que fn(;rm) - 0 Bi fn(xo) $0 ¥y n3 "m—]‘

Dafinjmon ia sucesién (x ) de 1a piguiento manera:

n'new
%, 8i n g )I2 -1
x -
n
Tno1 siflmsnéllml—l conm > 2
Donde |
Yos i "nj("a) 40
Z " con N ¢ njgﬂml-—l
x, wi rnj(xo) )

converge a (xo,o), puesto que (zm)

mewt

As{ la sucenidn ((xn,!‘n(xn)))" cm

convarge & x

- yfn(zm)-o parany Moo »

Fn relacidn a la proposicidn 11,26, tenemos el eiguiente ejemplo que muen.
tra que supriniendo la hipétenis que Y sea localmenta compacto st puade {ener
convergencia topelépica sin que haya converpencia puntnal en punto alpune, En
e) ajempla el enpacio X ademfis de ner localmente conexo as conexo y compacio,

LIRGPLO  T1,3]

DeFinimps la funcidn cy W, ———e——sp B como

&) = (420 Xpy o) * X pop) = 25 = 0 Xy,



-1/2 0 1/2. ¢+ 1
GrAfioa de la funcidn 8

Para cads n} 2 definimos la funcién g 3 R —— R como?

g,(x) = g){2"5)

1
.
'
1
]
.
i

/20 0 128 1
Grdfioca do la funcién g paran) 2
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Para neny 0 1 €4 £ 2" definimes 1a funcidn £_ 1 [0,1]] ——— 2 comot
"

i1
3 (x)-s(x--—)e
By n A ]

(donde [01[ es )a bape ortonormal candnica de Rz)

Gréfioas ds lae funciones f £, , 0,y f,, 1, ¥t
11' 12 21 22 23 24

L
2 i o
I 3 A\ f
: L, ; 2,
' ! !
; H ;
0 1/2 1 0 1/4172 3/4 1
f . ? e r
L 2, 5 2, 6 2,
' 1
} 1
P :
1/4 1/ 3/4 1 o 1/ 123/ 1 o 1/4 1/2 3/4
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Finalmente para cada m¢ il Bad f_ w» f“ y donde (n,t) es la finica pareja con
2 i
nest a1¢ L &2 tal quem = iz,
2
Tonemos que la sucesién (rm)mE\N estd contenids en C(E),l], £7)e afirsemon
que (fn(x))nen 88 divergante para cada x ¢ [0,1]. En efecto, Bes I € [0,1] ¥
Buponganoe que (fm(x))m‘_‘N converge, Entonces (rn(x))h em °F U2 sucapifn de
Cauchy, Aa{ exiete NEW tal que m, m') 2¥.2 tmplics
Pele) - etarff <@

Sea n ) N entonces existen 1 & 4 & 2" ylg 3g& 2n+1 talea que:

il i J=1 J
— \( X £ = Yy F 3
P N of 2n¢I 2nol’

N

2"d =2 ¥ por lo tanto

Sean m w 2%+i.2 y o' = +j=2, entonces m, a' > 2

”fm(!) - £ /(x) ”g ¢ 2, pero:

rl(,) - fni(x) -8 (g"'l (x - .:_;))‘.

n 3=1
y rm:(x) - t(nﬂ)j(x) - 51(2 (x - 2"5:1) ) o
Tomando en cuenta que éi'-]-' £x ¢ -i—i notamos que ee cumple que:
2 2
i=l 1 - -
osz-z—ﬁ-sgﬁ y de aqui osz“l(x-fﬁ-l 5:1,
2
: =1 e ; ¢ o0 =1 1
Similarmente de -ZFI Lx ¢ E-n—‘_-I se gigus que 0 £ 2 (x - .m) < 7

As{ tm(x) e, ¥ fm:(z) I 8 r’s = por 1o cual ”fu(x) - f_.(x)”z-(z“.
Lo que es una contradiccién,

Por otra parte si rn[_o,l]-—-—-',qz es la funcién constante caro, Afirssaos -

que (fn)DEN converge topolégicamente a f, Para justifiocar esta afirmacién

hagamon primero lae siguientee obeervaciones:
Para cada pareja (n,i) conn 2 e 1< i ¢ 2" pe tiene:
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En tanto que para n ) 2 se tiene tambien
= 1
{x tnl(x) § o} - [o, 21:‘!)
5 2he2
Y {xx o (x))io} - (5=
P 2

En sfecto, Seann % 2 ¢ 1 < i ¢ 2", entonces f, (x) § 0 o y 88lo 8i
: 1

# (e )1

1 i-1 1 i1
de donde [y -t S ¥4 + —
P A1 R

j=2 isl

y da aqui pox <x< oy

Sisilarments, fnl(x) F O »iy s8lo sl ™€ {-1/2,1), es decir
1 1
- ;?1 <x4 ;-ﬁ-_-‘

Pero como x € [0,1], ontoncea lo anterior as equivalente at

<
0L x« ;I;:I
- n
Pinaloente, £, {x) # 0 sl y elo si 277} (x 2 ;1) e (- 3 1)
2" 2
n n
De donde -li+g_;_l(x<-'1‘—1+g_§_1
2 2" 2
n
en decir 3-;_3 < Q.l.
2 2

nuevamente como x € [O,l_] esto ea équivalente a?

h
3_;_2<xsl
2
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Se probard abors que £ & Linf(f,). See x ¢ [0,1], y nean NEX: P 1] e

bitrarics, Para m > 3 definimoa x, »xeif{x)a T, ¥ #if (x) # G entonces~
dafinimosn X de acuardo al criteric gque ae ds a continuacién:

Como £,(x} § & entonces '"1(’) pOdonde na 242 connd2elcd gt

por lo anteriar:

a) zg(.’.:g -;%l) con 1¢ i ¢2"

[ ¥ ":—I)' o bien
2
1
2'-2
ce (0]
Definimos x_ = =2 X - 1 o bien x = g::-z. de acuerdo & qus as satis-
® h ' ® an-I' -] 28 Lo

faga 8), b) o o} respectivaments,
Asf, on eate caso x € [0, 1], fm(tn) 0y {%, = X ¢ -275. De donds 1a suce-
sién ((’m'fm(xn)))ue oy Converge a (2,8) y da aquf we sigue que f ¢ unf({‘).
Finalmente #¢ probsrd que Lnup(rn) c ¢t
sea {(x,, {m (1k)))kEiN uns sucesisn convargente a {x,y), donde ({nk)ke "

ey ung subsucesién de (fm)n em ¥ X € [O,lJ para todo k € ™, Entonces x¢ @,1]

(rmk(xk))kEN converge & ¥y, 51 fmk(xk) # 0 88lo para ur nfmere finito de -
fndices k entonces ¥y = § y 80 sigue la aftrmeqidn, §i L (xk) [ G para una inw
k

finidad de f{ndices k, antoncee !m (‘k) » lk’m para una infinidad de fndices.
Kk

k {donds lk - ( - (xk fa] ) con m = 2%+i.2), 88 deolr 1a suceaién -
()‘kamk)k€ih§ converge 6 y, Por lo que { "‘kemk)k ¢y 08 Una sucesifn de Cauchy,

paro ”‘Ak:smkl - )‘k‘m “2 - f}.k|2 + P‘k‘]z % Xxe . 0 gaa que )‘k}ke )
be converger s cero, Por otra parte (“l.kc converge a 'y”}_ 83 dow
€

By !2)

cir [yﬁ; 0, ¥ por consiguiente y = G,
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FROPOSICION 1I,32
Sean (X, dx) un espacio métrico compacto y (Y,dy) un espacjo néirico arbitra

ric, supongamos que (r“)“EN ec una sucesién en C(X,Y) puntualuente convergen

te a una funcién continua f, Entonces (fn)neN oonverge uniformemente a f si

y eflo ai (rn)“ " es puntualmente equicontinua,

IEKOSTRACION

Supongamos que (rn)nEN oe puntualments equicontinua, Sea €7 O arbiirario,

se probarf que existe XN €M tal que n> N implien

sup [dy(fn(x).f(X))l x e X} £t

Por la squicontinuidad puntual, para cada x € X axiete Sx > 0 tal que @ai-

dx(x,y) < §, entonces dy(fn(x),fn(y)) & &/3 para tods n €W, de aqui se tiene:
8,000, £090) = & (g, £.00), Jimo £a0)) = Ja 2 (e, (a e, 9D) € €3

Ko 4 (£(2),2(0) S €3 i d xy) ¢ S
Por otra parte como X &8s compacto existen X31 Xpp eee ,tki ) 4 tuien quet
k
XU B5x (z,)
1
Como para cada x € X (tn(x))ne»\ converge a f(x) podemos tomar Newy sufioien

tementie grands para que n % N implique dy(‘n(xi)'f(‘t)) < E/3para i m 1 4404k,

Tomemos ahora x € X arbitrario, podemos encontrar 14 4 & k con le propiedad =

d {x,x,) <« §_, asi que ei n > N se tione:
x i xy

& (0,00 1) € @008} + (e (2), () + a bz, £(x)) < €

Pero eato es v&lide para toda x € X, por lo tanto ai n) N entonces:
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sup {d\y(fn(x),f(x): € X} £ £

Inversamente, supongamos que (fn) -~ converge uniformemente a f, Sean -
n
X, € Xy £ > O arbitrarios, se probard qua existe §50 tal que ai —

d!(x,x°)< § entonces dy(l‘“(x),fn(xo))( £ para todo newd,

Como (rn) converge uniformemente a f existe Nem®l tal que ei n> N en-

new

tonces dy(tn(x),r(x)) < £/3 para todo x € X, For otra parte como f es uniforams
' Ll

mente continua existe & > 0 tal que dx(x,y) <& implica dy(r(x),r(y)) ¢ E/3,-

Anflogamente para cada 1 £ i¢ N-1 existe ét > 0 tal que s8i dl(x,y) < 51 on

tonces dy(fi{x).t‘i(y)) < l('/3' Sen

Semin {885, & ey 80,

Entoncen 8L x € X ea tal que dx(x,xo) ¢ § pe tiene

a ff ()8 (x)) € £ < € snel 2., ., %l ¥

dy(fn(x),fn(::o))srly(fn(x).f(x)) + dy(f(x),f(xo)) + dy(f(xoj,fn(xo))(ﬁ si n3 ¥

De cuslquier foras dy(fn(!)ufn(lo)) <& para todo n eW,

Concluimos este capftulo dando una caracterizacién de algunos espacios com—
pactos, De acuerdo a la propomicién 11,5 ¥ al corolario II,1]1, tenemce que si
X es compacto 1la topologfa de 18 convergencia uniforme y la topologia de la mé
trica de Hausdorff en C(X,Y) son iguales, Ahora bien si el inverso fusse cier-
to tendrfamos que la igualdad de estas topclogfas merfa una forma de carscteri
zar a los eapacios compactos, En realidad tal inverso no es cumple, De hecho -
la igunldad de estas topologlas Be tiens para cualquier espaecio X mstrizado =
con 1a mftrica discreta.
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PROPOSICION 11,33

Sean (x,dx) un conjunto con la distancia discrata estdndar, (Y'dy) un egpa—

una sucesién en C(X,Y), Fntoncea (f )}

cio métrico arbitrario y (f ) n'new

n‘nem

converge uniformemente a una funcién f ei y sélo si (f ) ﬁa-converga af,

nneEN

DEMOSTRACION
De acuerdo a la proposicién II,5 &l (rn)nem converge uniformemente a £ en
tonoes (tn)ntu §p-converge a T,

Inversamente, Aupongamon que (rn) dp-converge a f, Sen 0< £ < I arbi-

new

trario, por bipdtesis sabemos que existe N&IN tal que n 3 N implica

£cB, [rn] y £, < B [t]
En partioular dado x& X arbitrario existe (y,t‘n(y))i fn tal que

Pllx,rix)), (v ())) S E

Ang, dx(xp¥)$ £y dy(f(x),l‘n(y)) ¢ &, pero como X esth considerado con la
dietancia diecreta estAndar ee tiene que x = y y aaf dy(t(x),rn(x))$f. . Co

mo epto ep vAlido para toda x€ X y n 2 N concluimom qua (f )

n'n ny CORVOTge uni

forzemente a f, ]

Ho obatante, ai nos reatringimon a los eapacica con un nflmero finito de cog
ponentes conexas, la equivalencia de la topologfa uniforme y la topologia de «
1a métrica de Hauedorff en C(X) caracteriza a los espacios compactowm.

PROPOSICICON 1,34
Sea (X,dx) un espacio mbtrics con un nfmero finito de componentes conexas.

La topologf{a de convergencia uniforme y la topologfa de la métrica de Hauesdorff

en c(x) aon equivalentes si y s8lo si X ep compaoto.
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BEXOSTRACION

Per el ecorolarin I1,11 tenrmos nue ai X en compactoy entonaes la topologfa ~
e converrencia wniforme y la topnlarfa de Ja rdtrica de Hauadorff en C{Z, R)-
son iruales,

Inversamente, Supongomon que X no ews compario, Sea (zn)nem una sucenidn -

de tdrmines diastintos sin submucenionen conversentes contonida en alguna ronpg

nenie C de X, Sa afirma gue oriste una sucesibn docreciente de ndmuros (}h)nf-.wl

tal que 0¢ ln & 1/, B,_n[zh] n B)‘mp"‘] sfeingmy Pl"[zn]c Ca
fn efecto, para cada términn 7y 4n 1a sucesibn avinte iy > 0 tal gue -

2 [zk} N {:'.nz nf k} - ¢. For otra narte como C on abierto (puen X tiene un -
e
nnern finite de comnonentas conexag) exinte 5k > 0 tul que Bé [:k]c Ce To=
k

menan )\I s min f Ejjz, %,, ]} v ;l'k - min{ Lk_/?, § ¢ 14, lk—l} 8i k32,

ani, para cada n € N e tiene que H‘lnfz"]C ¢, Ademia Ilkn[z"](\ BAm[zm] - -

8i n ¢ my pues ot aristiera xé€ Bln[zn] N n)\n[zm] entonraw suponiendo que fc¢

tandrfamen que d‘(zn,zm) P dx(z",r) + dl(x,:'.m) < J.n + J.m < 2)\", y asl
anBen[an], lo quie es una contradincién,
Dotinimos la funeibn £:X —— {0,1] como:
a,(x,2,)
1 - = al xg R fv] para n €
dn - m
t{x) =

o] en caso contrario

Por otra parte para cadn n€w defininom la functdn g 2 B (z,] ~ {o,1]
: : n

oMo ; ( )
2d {x,2
X n
1~ —T Al 0 & dt(""n)‘( ,[n,/_'g
g, (x) =
< &
B ai lnfz ¢ dx(x,zn) IS Ln

Finalmenie para cada n €™ definimes la funcidn rn:x — [l), 1] como ¢



.-:n(x) oi
!‘n(x) -
{x)

an

Es claroc que cada funcidn gn 2a continua,

dad de las funcionesn f‘n v de la funcién £ pe
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4 (e )l

eano contrario

la juotificacién de la continuie

dard al final de la domostracién,

Airmamos nqua f"(Rln[zn]) - I‘(nln[zn]) = [0,1] para cada ne M,

e w, ¥ d (= 2
n efectn, nea n € W, Yntonces j[( nal?

Ty Py SC

y C o8 conoxo, ae nirue del teorama del valer intermedio que

existe 2, & C tal que rlx(z'x ,zn) a X

n) > 1!1 ¥ como dx(::n,y.n) -0, =

para

{asi Z

€ Bln[?‘n] )' -

An
X

cada 0 & A ¢ kn
Ahora hien, Sea D £ y ¢ 1, Fntoncen:

$ L (1 ERILINES
g 0 X y)kn

Por lo ﬂ.lrl'-ﬂl‘iof‘ eristen Z) 2y € ﬂAn[z“]

- _.._-___.) ¢ 0
]

talon qued

(1 -9,

Do donde au pirue la afirmacién,

a ey yz) = (1 =) 2,
y dz(z )% ) S
Aaf f(zl)-l-(1-y)=y~f“(2k:).

Se prohard que éf,(f‘,f‘ )¢

Sean x€X y nen,

flw)) = 1, () ¥

fnan w
1

Por lo anterier existen w 1 Y € BH[r

2/n para cada nem,

] tales que

£,0%,) = 1)

s xeB, [z ]
ln h

x ni xfﬂln[z"]



) : kP i3] ’_(_&,Hkn[r'n]
X’ bl R
X ni.x_ﬂ :N [r.n]
) n
Entonces e R
, .P((x,‘r('x))‘,(xé.f (x,))) g2
¥, S e P((! f (x)) (xlyr( l)))$'7/n
Do_donda . : .Sp(r rg 2/
¥ par lo tanto (l‘n Mem 5', -converze a f.
Por otra parte ahrmamos que {f )nQN no converce uniformemente a f4 fn =

nrr-nfo, “‘para ‘eaa nEw nea Y& X 1) que d (3, ve) = A 22, as{

- 2(1,7) Al
R s el T

de anui que (fn)nim no ruade converzer uniformementa a T,

5810 falta jumtificar la continuidad de las funcionea rn y de 1» funcién f.

Bebido a que la demostraci8n de ambac continuidades es aemejante, adlo se pro-
bard la continuidad de 1a funcién f, Para este propépito pea x€ X arbitrario,-

analizemos cada una de lar si;uinntes nituaciones:

a) 3i eviate ngw 1al que x€ B, (2 ) entonces cn claro que £ en continua en x,
‘ ln n

b} Bupongamon existe n e tal que dx(x,:no) - ;\no. Sea (rm)mEN una Bucesién

en X canvergente a4 ¢, veamon que (f(xm))m‘“ converge a f‘(:() w0, Sea =

Aof{mem x € E‘\n(:") para algln new} . Para cada ne ™ ara -

An ={1n: ne IN} n Bln(zn).

b.1) Si A es finito entonres evinte HEMN tal que ni n > M entonces -
x €X~-1 Ii1 (» ), de aqui que f(r ) = 0 ni m> ¥, por lo cual -
n(N

(!‘(_:'.m))mE py fORVERZE a cara,
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«7) S Aen mf‘)nno nnnlwemon Ty munvvﬂ.an nituacionest
5,2, 1} Yo puedq uur-mlv-r qun M nea infinito ei k $n o0 Pues pi 4nte -

sen 9 (i dney

fuera: 21 casn nxistirfa wna aubsucasidn (x, )
contnnida en Ak' de esta forma 4sta subeucenién debe convergar-

a algfin punto de Fl [zkl' pern como (x debe converger a
k

)
ny iew

x tendrfamoa que x€ B

N [zn] N Bkk[zk]' lo que es una contra
n e
L1

diccidn,
,2.2) No es posible que Ao+ # nara una irfinidad de fndices k, puefi-
. en eate caso existirfa una sucesifin (f‘(xmy))k&N con -
xmke A"'k contenida en [0,1] 1a cual debe tnner una subaucesién
convergente, para simplificar la notacién supongamoa que ella ==

miama ea convergente, Pero

dx(xm 12 )
[
fr ) al e
D vy
Puesto que (lm )kG py COTVETZE B cero entonces ————

lim d(x z )mw0 ycomod {z_,x}gdf(e ,x }+df{x ,x)
nk' ™ X mk' 2yt Ty LA !

LT

entonces (z_ ) converge a x, lo que es una contradiccién e~
Ty kK €N

puen h’n)nﬁ oy 8 una sucesifn 8in oubsucesiones convergentes,

De scuerde a lo antarior pademos concluir que existe Mewm tal que -
m3 1 implica ¥ € . n;ln (z J, por 1o cual (f{xn)JnEN convere
o

£e” A CPTO,
¢) PFinalmente, ai x¢ X - U By [=,}, tnovanonta consideremos el conjunto -

nEN *n
Aefmenit 2 &8 (zn) para algin n € w}. S0 afirma que tal conjunto debe-
n

aar finito, pues ei fuera infinite entonces eviste noe'v-l 1al que el conjun-—

to A es infinito o A, # ¢ para una infinidad do {ndices n. Se puede ar-
]
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gumentar de una forma similar & los inoisos b,2,1) y V,2.2) pars ver que am

bae situaciones son imposibles, Asf existe MEM tal que m 2> N ipplica -

1 e¢X- U Bl (s ), por lo cual t(x ) =0 8iad K por lo anterior conclui
neM

moB que “(“))meu converge B cero, s

Obnervemos que la proposicién II.33 me enunoi§ pidiendo que X fuese un espa
cioc con la distancis diecreta estindar, eato tuve que sor asi pues i (l,dx)
ea un espacio disoreto arbitrario entonces § -convergencia no necesariamente~

implica convergencia uniforme en C(X,Y),

EJENPLO 11,35
Sean X = {1/2, 1/3, 1/4, . . . .} considerado nomo subespacio de R, Y «RW
yt= x{l/zu} + Pars cada ne w definamcs la funcién ¢ _tX-—— ¥ oomol
en B

e 1[1/2-)

B$n
Entonces (!n)n‘M Sf-oonverg- af, En efecto, sean £3> 0 y Few tal que
1/2N ¢ €, Se afirsa que n 3 N implica: f,C B [£3] ¥ fpc B[]

Para justificar esta afirmacién sean xc X y n > ¥ arbitrarios, sntonocas
) O llx-!-]-'m para alguns me N

rn(:) «{3B)1 MHxe ;-- para alguna m £ o
o) O "‘x'éi para alguna m > n
Annlisands ceda caso se tians:
a) (5,2 (2)) = (x,2(z)) por do cuad P((x,r,(x)),(x,2(x})) = 0
b) (x,fn(x)) » (x,2(x)) por lo cusl P((x,fn(x)),(x,f(x))) -0
) Pl el (ghp Pl = iy ¢ 32 <
Aat £, < 5. (f]
Inversasente, sea x€ X ubnruio, entonces
£(x) = {;) [+] e {1——1 para Alml e w
b) 1 #ixepn  para alguna mé W
8) (x,£(x)) = (x,fn(x)) por lo aual P{(x,2(x)), {x,2 (x)}) = 0
) Pllgmet(2)), (mf () < o2 < €
Ast gcBe(r ]

Sin embargo, (f }

n/nen no converge uniforsemente a f ya quet

B2, = 10> [folomen) = tlaim)l = lo - 1]an
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CAPITULO IITI

En 1 capftulo anterior se trabajf con el ampacic C{X,Y) y fusron relaciona
dos varios tipos de convergencis en 81, En el prasants capftulo me hablard de
trea teoremas olénicos del anfliois referentes al espasic C{X,¥): El teorema —
de Dini, el teorema de Arzela - ABcoli y el teorema de aproximacién de Stone,-
Nuestro propSsiio ahora es tratar estos teoremas utilizando algunoe de los re=
sultados vertidos en el capftulo anterior,

PROPOSICION 11I.1 " TEORmNA DE DINT ®

Bean (I,dt) un espacio métrico compacto, (fn)naM una sucesién decreciente
onC(X) yfa 1nf({n). Si £ € ¢(X) antonces (rn)n ¢ wy CORVETZO uniformements -
af,

IEMOSTRAGION

Sa probarf qus (fn)nE\N converge topolégicamente a f,

En primar lugar, sea (x,f{x)) € ¢ arbitraric, la sucesién ((x,t“(x)))nEIN
4ione 1a propiedad de que lim fn(x) = £(x), de dorde (x,f(x)) € Linf(fn) por
lo que £ C Linf(fn)-

For otra parts, para ver que.l.aup(tn) C f sonsideremos la siguiente defini-
oidns

epit o {(x,9): x e X, ¥ £(2)}

(a1 conjunto epif se ls llama la epigrdfica de f)
Afirsamos que Lnlp(fn) C epif, En ofecto, sen (x,y)¢ epif, como epif es un

conjunto cerrado, existe una vecindad V de {x,y) tal que V(\ epif = §, pero -
tuc epif para todo nemy, aei VN fn - ﬁ para todo new y de aquf que ——n

(x, 9} £ Leup(r,).
Supongamos shora que {x,y} f. f, veamos que (x,y) no puede pertenecer a
Laup{r ).

1) st (:,y)¢ epif de acuerdo & la afirmacién anterior (x,y)nf uup(rn).

11) 8 (x,y) € epif entonces y > f(x), por lo cual podemos encontrar Né N tal
que f{x) € r"(;) ¢ f(x) »ot/g, donde o = y - f(x), entonces of resulta sar
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un atwero positivo, ¥ como I‘N o8 uaa funcidn continus, existe a > 0 4al
que 8 M€ Bs[x] sntoncen ]I‘N(x) - rH(v) } < of3. Coneidersmos la vecindad
de {x,y) dada por BJ[x] % [y ~ = /3,m). 56 tiena que ssta vecindad no ine~
tersecta s £ pars todo n > N, de aguf qus (x,y} & Llup(fn).

Hantas aqui tenemge que (fn)nEN converge topolfgicamente a £, shors, cows
oada fn pertenece al conjunte compacto

x «{1nr{t{x)), N.a(fl(X))]
xeX xeX

Do asusrds al corolaris 11,12 se concluye qus (tn)n cwy OCRVOTge uniformemente

af,
»

" TEQREMA DE ACOLY ¢

En la dltioa parte del capftule I se wénoiond una de las versiones tradicig
nalep del isorema de Angoli, Ahora daremos una versiSn de apte tecrema relacig
nada con 61 concepto de conyergencia topolégica, Antes de dar 1al varailn eerd

convenients tratar algunas proposicionss preliminares,

PROPOSICION 1IlI,2
Seen (l,dx) un espacio métrico numsrable, (Y,dy) un aspacic mfirico arbitra

rio y (rn}nelu una sunadién en G(X,Y), 8L para cada x¢X la cerradura del

conjunto [[n(x)x news} ea compacts entoncon existe una subeucesifn (fnk)kew

do {£ )

nlneny QU cONVergs pera cada x e X,

DEHOSTRAC TOH

Soa X » § x new}, por la compacidad de 1m cerrajura de i‘fn(xl): newnt

(13, L1
existe una subsucssién (tn )nEN de (rn)n&m tal que (fn {x;)), & ny CORYETZE,
Angl te exist ub i6 (rm) e (1) 1
ogamente sxiste una subsucesién (f, ) . do (£} . tal que -

(L
(!‘n\(zz))nem en convergents, En gensral para cada § > 2 existe una subsuce—
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] [
U ea convergente, Consi-

]
liyﬂn (fn )m“N de (fn )nun tal que (f:_;J (x.‘]))nen

ny, @
+ Obsarvando gque (!n“ )

s una sub
n=y -

{n)
deresos la sucesiln diagonal (fn )

)nevn
do je ™. Con lo oual queda probada la proposicidn, )

new
n

[ (r . 1 (fm (x. )] t
sucesién de " concluimoa que 5 xj new °° oonvergante para to

PROPOSICION IIL.3

Sean (x'dx)' (Y,dy) espaoios métricos arbitrarios y (tn)neu una sucesifn-
de funciones en C(X,Y) puntualmsnte equicontinua tal que {fn(x); nEtN} es un
subespacio de Y completo para cada x € X, Si las sucésiones (fn(x))nhn 00Re=

vergen para oady x € D, siendo D un subconjunto denso de X, entonces (!n(x))nem

convergs para cada punto de X y ademds la funcién 1{mite es continua,
Observaoifn: 3i Y em completo entonoes {fn(x)x nem) o8 un subespacio de

Y cozpleto para cada x € X,

DENOSTRAC ION

Dado x € Xy €>0 existe §> O tal que dx(x,y) <§ implica ——
dy(fn(x),rn(y)) ¢ E/3 para todo n € N, pussto que D a5 denso an X podemos en—
contrar un punto x_€ D tal que d‘(x,xa) < &, y, como por hipétesis —_
(fn(xo))n en
te NEM tal que n, ® > N implica dy(fn(xo),rm(:o)) < £/3, Do eata maners tens

es convergente, debs aer una sucesién de Cauchy, por lo que exig

noR:
a (g ()2, (x)) € d (e (x), 0,z )) # d(f (x )it (2 )) + dlr(x )y r (x)) < E

sin, m N, A (tn(x))n“‘ es una pucesifn de Cauchy y converge por 1a com-

pleter de [fn(x)l nenl,

Sea f(x) = lim tn(x). Para ver que f es continua, tomemos x € X arbitrario
=30

y £>0, por la eguicontinuidad puntual de (fn) existe § >0 tal que Bi-

new
d.‘(x,y) < § entonces dy(tn(x),tn(y))< £ para todo ncWN, dsfs
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d (¢(x),2(3)) = dy(.l,:m '"(‘)'rl.i.':m f(y)) = l1‘1_=:may(r“(x:),r,‘(y)) <E

Por consiguienie f es una funcién continua.

Utilizando las proposiciones anteriores podemos dar la siguiente versién -
del teorema de Ascoli.

PROPOSICION 1Il.4 {TEOREMA DE ASCOLI)

Sean (X,dx) un espacio métrico aeparable, (Y,dy) un espacio métrico arbitra

) en ¥ tiens una SubSUCO—

rio y % c ¢(X,Y), Entonces cada sucesién (f _—

n
8ién uniformemente convergents, sobre subconjuntos compaotos, a una tunoifn -

continua ei y s8}o 8i ee cumplen lae siguientes condiciones:
i) Para cada x € X ol conjunto ‘S‘x w {g{x); geFl tiene cerradura compacta -
en Y,

11) ¥ e puntunlmente equicontinua,
DEMOSTRACION

Supongames que se cumplen {i) y (ii),

Sen (fn)n( o e aucesidn en ¥, Por hipStesis existe D eubconjunto de X -

denso y numerable, Como para cada x € X la oerradura de ?! es corpacta enton-

cen por 1la propoeicién III,2 se smigue que existe una subsucesién (fn )ké " -
k
que converge para cada x € D, Y por la proposicién IIL.3 se sigue que (fn )kuu
4

converge para cada x ¢ X y la funcién 1f{mite es continua. Por la proposioién -

I1.32 (rn converge uniformemente & f en cualquier subconjunto ocompacto-

k)kt-vu
K de X,

Inversamente, Sean x & X y (fn(x)) una sucesisn en ?x. Puesto que -

nem
(x} es un eubconjunto compacto de X, por hipbtesin debe existir (f (x))
B kew

subsucesién de (1’n(::))rl e, CONvergente a un punto de la cerradura de ‘?I, de

agqu{ 8o deduce la compacidad de la cerradura de i"!, es decir me cumple 1a scon
dicién (1),
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Por otra parte, pupongamos quo oxicie x& X tal que % no es aquicontinua -
en x, entonces exiate £ > 0 tal que para cada new exiaten x.e X r t‘n& ¥ que

satisfacen: dx(x,xn) < 1/ny dy(fn(x)’tn(xn)) > €, Observemos que la eucesién-

(=)

nnem

compacto de X, Por hipéteosia (fn)nsu debe tener una subsucesibn (fn }
3

uniformemonte convergente en K a una funcidn continua f, por lo que existe -
Hew tal quo j > N implica dy(fn (y),f{y)) ¢ £/3 para todo ye ¥, También ya
J

convergo a x y por lo tanto K w» ( xn: ne \N} U{x} es un oubconjunto

Jjen

que f ep continua exinte & > 0 tal que ai dx(x,z) <& entonces —

dy(f(x),t(!.)) < £ /3. Tomando § suficientsmente grande tal que d:‘(x,xn 1¢§ ¥
3

a(r (¥),2(y)) < /3 pera todo yeK, se tione:
Y nd
ay(rnj(x),rnj(xnj))sdy(rnj(x).r(x)h d,(r(x).r(znj)h dy(t(xnj)'rnj(xnj))< ¢

lo que es una contradiccidn, de donde se debe tener que % o8 puntualmente -

equiocontinua, [

Ahora damos la versifn del tecorems de ABcoli que involusra 6l concapto de

aonvergencia topelégica.

PROPOSICION III.5 (TEOREMA DS ASCOLI)
Sean (X,dx) un espacio métrico separabla, (Y,d ) un espacio métrico arbitra
ey @ c C(X,Y), Connidorcmos las oiguicnton condicioncs:
1) Cada sucesién en F tiene una aubsucesibn topolégicaments convergente a una
funcién continua f.
14} 'S‘ es puntualmente equiconiinua ¥y para cada x€¢ X el conjunto -
Fo=lelx)ige %} tiene corradura compaota,

Entonces la condicidn (ii) siempre implica a la condicidén (i), y, si ademdn X
o8 localmonte conezo y Y es localmento compacic, entonces la condicién (i) im
plica a 1n condicién (ii),

DEHOSTRACICN

Paro vor que la condicién (ii)} implica a la condicifn (i), mea (fn)new -

una sucesién en ¥ , Por la proponicién III,4 (fﬂ)nem tiens una oubeucoeién .
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que converge puntualmente en X a una funcién continua f, pero entonces por 1la
proposicién 11,22 tal subsucesién converge topclégicamente & f,

Ahora, paTa ver que la condicién (i) inplica a la condicién (ii), suponien-
do que X es localmente conexo ¥y Y o8 localmente compacio, veamos qus 8¢ cumplen
las condiciones de la proposicién I11,4. Por hipStceie X ec separable, ademis—

si ()

Wnen 08 w2 sucesién en % , por la condicién (i), (rn)neﬂ tiene una

subsucesibn (fn ‘)yem topolépicanente convergente a una funcibn continua £, -

ademfs la proposicién II.26 nos garantiza que tal subouceaién converge puntual

mente a f y como (fn )k cn®® puntualmente equicontinua, se sigue, de acuerdo-
k
a la proposieién II,32 que (fn )kémconvarge uniformemente a £ en subconjuntos
k

compactos de X, Do este manera ae cumplen las condiciones de la proposicién -
I11,4 equivalentes a (1), y, asi 9 cs puntualmente equicontinua y para ceda-

x € X el conjunte ?x tiene cerradura compacta, [ ]

Consideremon ahora un ejemplo para ver que la condigcién de separabilidad de
X oa eseéncial para obtensr la condicién (i) a partir de la condicién (ii) on
la proposicién antorior,

EJZRPLO  IX1.6
Saa (X,dx) un sopacio métrico arbitraric, Para cada n e m Geal
N, - fac X1z, yeA implica d (z,y) > 1/n}
Por el loma de Zorn ./I.n tiene un elemento maximal An. Obeervemod que para ca

da n ¢ ™ se tiena:

e \J B [z]
XEA 1/n
n
En afocto,. para ver esto tomemos X € X arbitrario, si x € A o8 inmediate que:
x B x
0 € !ke)‘\n 1/,1( ]

Si X, ¢ ‘n dobe existir x'e An tal que dx(xo,x') < l/n, pues de otra forma x,

poria elemento de A por sor A, maximal, Asi

x, € xLéJAn B]/n[x]



y por consiguiente:

X= xL‘_}‘n Bl/n[x]

Coneideremos ahora el conjunto B= | J A, B reouita ser un subconjunto
newy

denso an X, Si suponemos que X es no ssparable debe existir nOEN tal qus ‘n
o

88 no numerable, Por la hipftesis del continuo podemos suponer que la cardina=

lidad do A ¢8 payor o igual a C (1a cardinalidad de R ).
[-]

886 K » {g:1n —> [0,1} ¢ g '{1) o8 un conjunto infinito}. Resulta que la

cardinalidad de K en C, asi existe una funcién inyectiva \p K ——— A Para
(]

cada geX goa E(g) w{ne Mt g{n) = 1|, Para cada nes formemos W < X ocomo-
Bigue: TEW el oziste g e K tal que dx(x, W(gx)) < 1/3n° ¥ n tisne un nfme~
impar de predccescrea en E(g!). Obgervemos que 8i x¢ Hn entonces 1la funcién
g, con las condicionen pedidas debe ser finica, pues si existiera otra funoién
g;eK satisfaciendo lac condiciones, tendrfames:

d (Ple.)y Play)) € 4 (Qla,)ox) + 4 (2,9 (e]}) < 2/3n, < L/ng

Lo que es una contradiceifn ya que (g, ) ¢ ‘P(K;) ( puea P a8 inyectiva) ¥,

\P(gx) ¥ ‘{’(g'x) pertenecen a ‘n por lo cual dx(*f(gz), ‘f(g;)) > lfno‘
o

Para cada né¢ ™ definimos la funcién fn:x—-—» [0,1] de la siguionte manerat
3n°dx(1, ‘@(gx)) Bl x e W
fn(x) -
1 st xf W
Afirmamos que cada rn ep una funcién de lipechitz cen conetianta de Lipschitz
igual a 3na. En efecto, sl x, y&€ X mon talep que x ¢ Hn' v "'n entoncas —
lfn(x) - rn(y) | = 0, supongamos que z, ¥ € Wo e decir eximten g, g ek tam
les que d_{z, P(g )} < 1/, v dly, \P(gy)) < 1/3n°:

1) 8 dx(x,y) 4 1/3n° entonces g = 1 pues:

1,0 9(6,), Ple)) & 4,(Rley)yx) + dylmy) + &y, $(e,)) < 1/,
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¥ de aqui ‘P(gx) - ‘(’(gy), y rinalmente por 1a inyectividad de { se tisne ~
& -sy.'Aaﬁ.: oy

L0 = g e fanga (W8 - 3ng, (v, P le )

w 3ng[a,lz, Flg,)) - dyly, Ve,

€ I d (x,y)

. 1 dx'(i;Y) >.—1/3u° entoncas!

) = 0] = n e, Ple) - 4y, $le )

$3n(1/3n.) = 1¢ 3nd (x,5)

Finalmonte, supongamos que x ¢ Hn‘ y¢ Wn, entonces axiste . £ X tal  que-
&x(x, \F(gx)) [3 1/3“0 ¥ por la tanto dx(y, Y‘(gz)) p l,/}nc| (pues de otra forms -

se tendrfa y € Hn), asi qua 3"odx(y' W(g*)) 2 1, peru entancaes:
fraly) = £.(0)] = 1 < 3ma (s, Ve, ))

$3n8 {, Wig,)) - 3n.d (x, ¥{g,))
= 3ngla (y, (g} ~ ¢ (x,¥(g.}))
€ d (x,)

Aaf,cada f, ot de Lipachitz y por lo tanic eontinus.

ta gucesién (fn)ngn astisface la condicidn (i1} de 1a proposicién III.5,~

pues como cade LS tiene conatante de lipschits 3n, resulta que (fn)nE\N o8 -~
uniformemsnte equicontinua, Ademfa para cada x € X el conjunto (fn(x)z newN} o

estd contenido an [O,]], eg decir os acotado y por lo tanto tiene cerradura

compacts, Sin embargo (fn)‘,l e PO cumple 1a condioién (i), o& decir no tiene-

subsucesionss topoldgicaments convergentes, En efecto, si (fn )keN as cual.
f 3

quier subeusesién de (rn) entonces dabe ger de la foraa (tb(k)) donde b

nEW
es un isomorfismo que pragerva el ordan de oy en E(g) para slguna g € K. Se &-
tirma que Linf(r, } N { {9(g)} » [0,1]) = A, En efecto, supongames

g

8} (P(e)ie) & {9ed) x [0,1) Sea §a min{3fsn,, 1 -}, ut S
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- Bé((\?(z);d)) n f"k ¢ ¢ para alguna k € debe existir (xu,f‘nk(xo))s r"k -

b)

tal que!
dx(xa’ P(gl)) < 1/3H° ¥ |fnk(x°) - & |< )
de la segunda desigualdad me sigue que f_ (x )« 1, asi que x e W , de =
n, o Ll

donde g = &y Y n tiene un nfimero impar de predecesores en E(g), por conai

guiente nk”atione un némero par de predecesores en E(g)., Do esta forma -

si x¢ B ( W(g)) entoncen f (x) = 1, asi que | (x) ~xt|=1l=ot do
4 Prel Pl

k+
donde (x't"ml(x)) ¢ Bé(‘f’(g),q), por consiguionta Bé(( P{g)yx )N rnk+1 -¢

y anf (P(g)yat) ¢ Linf(rnk).
Conatderemos ahora el punto {Y{g),1) y tomemos § = min{ 1/6n°,1/2}. 81 -
Ba(( $ig), 1)) N r"k % ¢ para slguna k € & debe sxistir (xo,fnk(xo))é fnk tal
que dx(xo,‘P(g))< 1/6!1D Yy I!‘n (xu) - 1| =l 9 (x°)<.'l/2, de aqui se tiene
k k
que x°¢ H"x {puea 81 x e an entoncos fnk(xo) - Jnodx(xo, Y(g))< 1/2 y asi
1=, (:u) > 1= 1/2 = 1/2}, por lo cual n, debe tener un nimers par de —
k

predecesores en E(g) y aai M tiena un nfmero impar de predecesores an -

E{g). Tomando en cuenta cato #i x ¢ BA( P(g)) entonces x ¢ LS y asl =
k+1 :
£ (x) = dnd (x,9(e) < 2opor locual 1, (x)>1-1/2=1/, -
kel k+l

por conpiguiente (X.i‘"k l(x))¢- Bs((\(’(g),l)), per lo tanto —
+

B((9(g), 1INT, =B yoasl (9(&),2) 4 Lint(r, )
k+l k

Con lo cual cohcluimos que?

Lint‘(fnk)f\ ({Ple)} x [0,2]) = ¢

Pero aentonces no puede exioiir una funcién £iX ——— [_0,1] quo eatd conte-
nida en Linf(tn )} {pues (Y (g),f(¥(g))c ), ¥y por conniguiente {f_ )
" n, ). 3N}

no converge topoldgicamento a alguna funcién f,

ESTY TESIS KO MEBE
SALIR DE (A BIBLIOTECA
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PROPOSICION II1.7
Saan (x,dx) un eapacie métrico completo, (Y,dy) un eppacio méirico arbitra-

una sucesién en C{X,¥), 8i (f ) converge topolégicamente-

rio y (f,) a'nem

n'new
a £€C(X,Y) entonces exiate EcX tal que E es un G4 denso en X y para cada x¢E
r{x) es un linite subsucesional de (fn(x))

new *

DEMOSTRAC ION
Para cada ne™ y t >0 formamos ol conjunio

Mn,€) = O\ Lxexs dfe (a2 b}
J?>n

Eote conjunto resulta eer cerrado pues para § > n fija el oconjunte —
fzex: dy(fj(x),f(x))l £} ep cerrade y as{ A(n,€) es cerrado por mer interseg

cién de carrados, Ademfs A(n,f) es densc en ninguna parte, pues &l -—
x € Aln,t) ¥y A >0 ontonces Bk(xo) ¢. A(n,£)s En efecto, por 1la continuidad -

de f existe 1< 1 tal que dz(x,xo) <A inmplica dy(f(x),f(xu)) < £/2, pueato

que [ = uup(t‘n) debe existir (x', rJ(x'))e r-)' con § > n tal ques

P ((xgutlx))s(x " r (")) < min {1, /2]
de aqui a(x’,x)¢ & ¥ e (£(x,),fy(x ") < €2
de donde dy(fj(x'),f(x')) < dy(fj(x'),r(xn)) + dy(!‘(xo),f(x‘)) ¢ &
de esta forma x'€ Bl(xo) - A{n, ),

Para cada n, k ¢t N definimos 8l conjunto
B{n,k) = X - A{n,1/k)

Por consiguients cada B(n,k) resulta ssr un conjunto abierto y denso en X, Do-

finimop

Ee N\ B{n,k)

kKeel new

Tenemos que E es un conjunto Gé, ademfp por el taorema de categoria de Baire-

E reaulta eer denso en X,
Voamos ahora que para cada x« E, £{(x) es un 1imite subsucesional de —
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(f,"(x))"e "t Para ente propdsito sea x ¢ E arbitrario, entonces x ¢ B(n,k) =

para todo n e y todo ke ™, ge sigue que x% A(n,1/k) para todo newm y ke ny
Asl para cada nemn y kew debe existir j > n tal que dy(fj(x),t(x)) < 1k, -

Denotemos por J(n,k) al menor enterc (mayor que n) con eata propiedad, ee de—
cir dy(rJ(n'k)(X).f(x)) < 1/, sea n) = J(1,1) y pare k > 1 sea n=J{n,_,,k}.-

Consideremos la sucasién (fn (x))k“4 la cual resulta ser subsucesién do =
k

(r"(x))m‘N pues (uk)kElN oo eptrictamente creciente y adaméa (fnk(x))kElN

converge & f(x).

Podemos observar que en la demostracién de la propoeicién antarior no hioi-

mos umo completo de gue (fn)ntlu converge iopolégioamente a f, sino solamente

usamos que f C Laup(rn). Otra observacién que podemos hacer es gque la subsuce-

Bién encontrada depende del olemento x escogido, Fodrfamos preguntarnos i

exiate una subsuceaién de (f ) que sea independiente de x, es decir, -—

n'newm
coxiete una subsucesidn de (tn)n;n gonvergente puntualmente & alguna funcién

f en algun conjunto Gy denmo en X?, La respueata ea negativa afn con la hipsts

sie adicional de que X sea compacto, a este raespecto daremos un par de ejemee=
plos, Para el primero de ellece haremos usc de un lema previo,

BEn pdginan antericres se definiéd el conjunio de Cantor, ahora haromes ueg -

de una generalizacién de este conjunto.

dondaan--E-n+Ml

Sea 0 ¢ P < 1, consideranmos la suceeidn (a ) ot
2 3

n'nemN

ds hecho a -2a = .IZ_B. .

e tiena que 0 < 2a_ < a
n -1 n I

n-1'

Conatruyamos ¢l conjunto F de forma similar a como me oonstruy8 el conjunto

de Canter, con la diferencia de que aen al n-8simo paso sean suprimidoa 2"":l

intervalos de longitud 1_"'.? ( ver ftigura),
3

2 B 3 aa a 1< loa. -
2 1 ata, l-a,

ES)
-
-
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Pe N\ Pn
new

Con respecto a este conjunto de Cantor podemca hacer las siguientes cbmerva

ciones:
a) P es corrado en [0,1), puss si x¢ [0,1) - F entonces x¢ (a,b), donde (a,b)
es algln intervalo abierto suprimido en la conetruccién,

b) F es un conjunto denso en pinguna parte en [0,1], y» qus P no puede contg
ner a ningfn intervalo ablerte no vacic (A,b), pues eoxiste nen tal que

8, < b = 8.

¢) Si s denota 1a medida de lebesgue entonces A (F) = B, puss

Nt PR I ST VAR
0§ e £

3
y asf M (F) =R,

a) [0, 1] ~ F as de la segunda categorfa ya que F es de la primera y [0,1} as
de 1a segunda,

LERA IXL.8
Sea F un conjunto de Cantor gon medida positiva construido a partir de la
sucesidn & = & ¢£}—_}-). , Paracada x €Fy £>0M({xeP: |xax |CE])> 0,
n - on 3" L] (]

Adezfs para cada n € existe un conjunto Vn que se la unién de una coleccifn-

finita de intervaloa abiertos y ajenos {Hni: 1wl 2,,.., kn} conteni
dos en (0,1] y talee que:

i) Para cadamen o 1 ¢ i ¢ kn los puntos finales de “r.\ pertenecen 'y
_ i
[o,3] - 7,
11) Para cada nem @ 1¢ 1 &k, o0 tiene W N F 4§,
i

iii) Para cada € P y new existe ye v, tal que |x - y| & 1/n.

1v) ,u(vn) < 1/n para cadane @,
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DEHOSTRACION
Sea x € Py £ >0, axiote Ne W tal que ay< £, considerando 8l conjunto PN

tenemes que x € I, donde 1" es alguno de los intervalos que componen a F,,
(] Nl i N

P o— — T T e —
X
h H ¥y TN, 12 T o
. .
s
N

Asf IN‘C Bt(xo), 1lamemos Fj a IHJ(\ Fpara1$ £ 27, oon lo oual tenemos

los conjuntos P, Pg, ¢ ees Py, P w7 as{

2

¥
Fa P
1t

Vaamoa que/-l(P‘) -/H(PJ) para 1 £ 4, § & 2”. Llanenos G, ¥ OJ a lop intervas
los gensradoa en el proceso de conatruccién en los intervalos IN [} IH respec
i J
tivamente, asi que P - n o,y P_j - (\Oj' de aqui se slgue que:
ALR) = AUNG,) = Tin A(0,) = Lin A(G)) = A(N0;) = A (P))
Como A (F) « ® entonces M (Pi) = ?’/ZN, tonemen entonces que ,‘k(Pi)> 0 ¥ como
P C 1"1C BE(xo) 8¢ Bigue gue P, < Be(xo)f\ F, ds dnnde/—((Bz(xo)ﬂ F) > 0.
Veamos ahora que para cada ne€mi podemcas encontrar una coleccidn finita de-

intervalos abiertoce y ajencs {Hni: 181, 2, 6.4, kn} contenidos en [0,1]

que aatiofacen las condiciones pedidae,
8inel seay€F- &0,1}, tonamos &) € (O,yl) -Fy ve (yl,l) ~F ¥y

sea V, = (nl’bl)' x,
3 n 32, sean .. € FN(0,1) tales quse FC B an
. ) ’ ¥ (0,1} q %) 1/0l7y) (es

to es posible pues F N (0,1) es totalments ascotado), podemos suponer que satos
olementon eetbn ordenados de tal forma qua:

0<.v1<y2<...<yk<1
a
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5 1 }
Sea 0 < § < min {m;; Y 1-ykn. %,vg {’1'”;-1' 2g 1<kn} « Para -

cada ¥y con w1y, 2, 0 0 4y kn exiatent

s, €y, &y} -F v bely,y +8)-F

3
n
Sea H"j - (ai'bi) ¥ hagamoo V.- H (’1'b1)

Asi Vn cumple oon las condiciones pedidas, pues es una unifn finita de interva
los abiertos ajenos y ademfa:
i) loe puntes finales de estos intervalos pertenecen a [0.1] -F
ii) Cada intervalo intersects a P, pues ¥ € (ai'bi)
i41) 51 x € X entoncen existe y, con } € 14 k_tal que lxo - ’i' <1/
k k
> >
2k
2 n
WA =L Magd) < Lo me s g ]

n

Sl

Ahora veamos el sjemplo que habiamos mencionado anteriormente,
EJEMPLO III.9

Sea X = F (el conjunto da Cantor considerado en el lema anterior), Para ca
da n &€ m definimos la funeién tn:x eme——— R, de la siguiente manera:

n alxd v,
fn(x) -
o] sl xe Vn
(dende los conjuntos Vn son loa mencionados en el lema precedante)

Puspto que los puntos finales do ceda W ~pertenecen a ({0,1] - X tenemos -
i

que para cada n € N el conjunte Vnﬁ X oe cerrado y ablerto en X, de aguf se -
aigue qua cada funcién fn es continua, Ses f:X — R la funcién constante~

cerc. Se afirma que (f ) converge topolégicamente a T,

n‘nenN
En efacto, Bi L X por la condicifn (1ii) del lema para cada n ¢ ™ existe
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A 1§l que I.yn - xo| < 1/n, pero ontonces ¥ne H"i para alguna 1 ¢ i€k,

© " por.la condicifn (ii) dol lema L N X 4§, asi, exiete x,€X tal que e
- i

x €W , ycowo W ¢ V_la condicién (iv) del lema implica que K (W ) < 1/n,
no.ng n, n ny

por lo cual Iyn - x, I < 1/n, de donde |x° - xnlglxo - yni* [y" - tnl ¢ 2/ =
tomo x €V entonces tn(xn) = 0, por lo tante la sucesién ((xn'fn(xn))nﬁw
converge a (xo,O), por caneiguiente f € Linf(fn).

Por otra parte, si (x,y)¢ f entonces y # 0, supongamos y > 0 (8l cago y<O
oz anfllogo), Sea § > y, aof{ Xx (0, § ) on una vecindad de (x,y), pero oxiste
Hes tal quo H>§ yaef Xx(0,d)n £ = ¢ ai n> N, do donde {x,¥)§ Loup(r, ),

lo que inplica que Laup(f ) ¢ f. Asi puoo (.!‘n)n €

\y converge topolégicamente a
T,

Sin embarge (f‘")n ¢ne MO tiene ninguna subouceoién puntualmente convergente

en algin conjunto Oy denoo en X, In efecte, of (fn )kGN o6 una Bubsucesién
k

arbitraria de (f )

=)
ninen 7 denotanos por Ak = Vnkﬂ Ly Bk = N ‘n entonces=

nak
se curple quo
E={xeX: lin £ (x}) =0} U B
koo Tk } kem X
pues ai xol‘: y\ij B,, entonces xue Bi para alguna i €MN, vy, entonces r—
s €0y
(2]
- 3 -
x € Q‘ A, aci x € V’nk para toda k > i, por lo cual !‘nk(xo) 0e8i k2>i,

de donde lim f_(x ) = 0, y asi x ¢ E, Inversamente, i x ¢ E, tomando o——
Keses T © o ]

0< E <aoxiste d e€m tal que £ (x )<t i k2 i, do donde x €V para ~
n o o ‘np

o
toda k » i, as! x € Qj, Ay por lo tanto x,& B, ¥ asi x € kLe)N B, ¥ do =

aquf EC \J B},.
kem )

Veamoo que E en un conjunto de la primera categorifa, es decir es la unién ~
nunerable de conjuntos donsod cn ninguna parte, Para ecto, oo suficiente domog
trar que cada conjunte Ek ep donso cn ninguna parte en X, Ohservomem primere—

que 8L 12 k entonces B e Ai < Vn_, pero lim JA (Vn ) =0, ani,u.(Bk) = 0 por
i i—ow 1
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lo cual intI(Bk) = ¢ (intx(Bh) denota el interior de B, relativo a X), pues =
si i"”x(nk) 4 f oxistirfa x’c Xy €> 0 tales que { ye& X: ly - x| ¢ tle 8,
pero por el lema anterior A ({ye X: |y - x'l( t}¥> 0 y ael ﬂ(Bk) 5 0,
lo gue e¢c una contradiccidn, de esta forma cada Bk es un conjunto denso en nin
cuna parte en X, Se afirma que E no puede contener ningfin conjunto Gy denso -
en X, Supongamos lo contrario y sea U< E un conjunte G& dengo en X, entoncess

U ocrfa de 1a forma U s () Di con Di abierto para cada i €W, g0 aigue guo
iew

cada conjunto Di sar{a denso an X, Pero
x-Vax-n p= U (x-0p)
it ienm
Como cada X - Di es un conjunto cerrado denso en ninguna parte en X —

(% -(x = Di) - Di)' entonces X = U es de la prinesra categorfs, asf{ .—

XwEU(X-U) en de la primera categorfa, lo que es una contradiccidn, .

El scgunde ejemplo que habfamoe mencionado en plginao anteriores ea el ai-
guiente:

EJLEPLO IIIL1O
Para cada nfimero natural n mayor o igual a 2 dofinimos la funcién

g, [0,1} —— ® come:

o] niz-% para alguna 0 ¢ i ¢ n
i 1 i+l 1

1 o x¢ [-+ — para alguna 0 ¢ 1 ¢ nw=l
U= Z’]

£, (x) =
i
2n2(z - ﬁ) Bixe ;i-l, é+ 5%2 para alguna 0 & 4 ¢ nel
2 i i 1 i
'2"(1'5) i x¢€ [ﬁ';’é'ﬁ] para alguna 1 ¢ 4 ¢ n
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Cada funcidn g, °® continua pues esth bien definida y es continua en cada uno.
de loa intervalos cerrados, Ahora definimos la funoién f,:[0,1] -————b,Q2 (o1
aspacio de sucesiones cuadrado sumables) por: fl(x) = e para tedo x € [0,1],-
¥y para n 3 2 definimop f ¢ fo,1] ——»,Qa como t‘n(x) - gn(x)on (donde [en:mm}

o5 1a base ortonormal esténdar de  §°),

0

1 2 =1 1
;;2 n A R

Aspecto de la grhfica de una funcién tn {n3 2)

Sea f:[O,l]—u—a,Qe la funcién conatante 0 (0 representa a la suceaisn —

constante cero), Afirmamos qua (fn) converge topolégioamente a f, En afec

neN
ta, 81 x € [0,1] entoncea para cada n > 2 existe 1 ¢ in €& n tal que ——
in-l in in-l
= $x € Seuzl-xypuanz 2 sea X = ——, e sigue que para cada -
new Ixn -x|¢ 1/n y aaf la avcesién (xn)nsm converge & x, por lo tanto la

sucesibn ((zn,rn(xn))) converge a (x,0), ¥, por consiguiente f ¢ Lin(l‘n).

nen

Huevamante eea x € [0,1] arbitrario, y supongamos que la suceaifn —
((xk’fnk(xk)))kim converge a {x,y), Se protarf que y = D. Puesto que la Buce

oibn (r (xk)) converge a y tenemos que ep una sucesisn de Cauchy, por lo
n kewy

cual dado £ > 0 exists K€ N tal que si k, %’> Kk entoncea:
lie (x) e (x)il,¢€
LW k ne k 2
Recordands la definicidn de la funcién !'n tenemoa?
k
o) -t (x ), =g (xJe, -g, {x.)o |}
|| n ok e k 2 ” n k n nye k ne 2

2 ) 2
(e, 17 ¢ o ) 12)
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- ’ 3
Aad " L (‘k) o :(’k ) II2 4 Ignk(xk)'

de donde ]gn (zk)l <& pi k > K, se sigue que (‘gnx(xk))keﬂ converge a O,
k
Por otra parte, lin |&, (xk)j- [l ¥ 115 por o tante [y}, = 0, ¥ de aqui se
ko Kk

pigue que y = 0, aaf Laup(rn) ¢ f. Por coneecuencia (rn)n( w OOBVETES topoib-

gicamenie a T,

8in embargo, (fn)n cm

o on algtn subconjunto Gy demso en [0,1], Para ver este, sean (fnk)ke . B

ne tiene ninguna subsuceesisn gue converjs puntualmen

aubsucesibn arbiiraria de (£_) yEe{zelo,1]t (£, (z)) ., sonverge | o
k

n‘new
S0 afirma que: Ec By
Xxem
donde ﬂ A
&~ %K “k

"oy 1
iends A o= [- ] [ ;l’k]
ahen ne gTo LT 2uk U j 1 L% ukz ’

En efecto, 6i x ¢ U By eatonces x ¢ By pare todo K€ ™, aaf para todo—
Kew exiato k > K tal que x{ A X por 1o cual £ (x) we_ . 4si puas dado
B Py
Neéw oxisten k, k' % ¥ tales que “tnk(x) - l‘nk’(x) “2 a2, ¥ de aqui —
consluimon gus (£ (x)) diverge, oo decir x¢ E
n, kew 4

Por otra parte, usando nuevaments la medida de lebesgue, pussto que para tg
do K €W 5o cumple By C ‘nk 8i k2 K, ontonces /"L(Bt) s M (‘nk) para todo k3 ¥,
2
paro,v.(lnk) - uk/x:k - I/nk. de agui que ,u(Bt)s I/nk, para tods k 2 XK, ¥, -

aal/“(nx) = 0, por lo cual para cada K €™ ol conjunto B, ee denso en ninguna

parte en [0,1]. Asi pues E et un conjunto de la primera categoria, y, argumon~
tando de la misma forma que en la parte final del ejemplo anterior concluimos-

qus E no pueds contener un conjunto O denso en fe,2}.
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" TEQRELA DE STONE

DEFIICION III,)1
Sean (x,dx) un espacio métrico arbitrario y fiXe——a R, giX —— R =
dee funcionen arbitrarias, se definen lau funciones max(f,g):X ~———0 Ry -
nin(f,g) :X ~——— W de la sijuiente nanora:
max(f,5)(x) = max [ £(2), glx)}
min(f,g){x) = min{ £(x),g(x)}
5i M es une familia de funoiones de X a W pe dice gue S\ ep una latiz ei L
siempre que f, g ¢ S\ Bo cunple

nax(f,g) € N y min(f,g) € N

PROPOSICION 111,12 (TEORZIiA DE STONE)
Sean (X,dx) un espacio métrico compacto ¥y L un subconjunie no vacio de =

C(X,R) que satiaface les siguientes condiciones:
i) N\ ep una latiz
i1) Dadon {x,a) y (y,b}¢ X* R con x § y, existe ge.n tal quo g(x)=a 3

gly) = b,
Entences .\ es denso en C(X, R}, donde C(X,%) ne considera con la norma del -

BUpremo e

DEL.OSTRACION
Sean ¢ C(X,M) y € > 0, debemoo demomtrar qua oxiste g ¢ N\ tal que:

I = gfj= mox [ |f{x) = g(x)]: xex) ¢t

Fijemos x ¢ X, entonces para cad y«¢ X existo gu € N tal que
gw(x) - f(x) y gn(y) = f{¥)e La funcién hy By - f e¢o continua ¥y como
hy(&') = 0 exigte V, vecindad avierta de y tal que z2e¢V, implica —

Izn(z) - r(z) [( £, eo decir:
{z) =€ ¢ zw(a) < f(z) + E

La familia ;Vy: Ye X} es una cublerta abierta de X, as{ uxisten Yyre - .,ynél



n
tales que! Xe Vy
il i
Sea g, = max {g_, * i=1,,..,n), resulta que g, € fl y ademfs Bl £ £ X en—
i

xy

tonces existe 1 ¢ io.‘ n tal que z € Vy y de donde:
i
o

g,{8) > 8""1 (2)> £(2) = €
-]

Asi, para cads x ¢ X hemos encontrado una funcifn By € tal que g!(:) - f(x)
gx(z) > f{z) ~ ¢ para todo z € X,

Ahora, oi 8 =8 - f antonces B, e8 continua, asi que existe “x vecindad -
abierta de T tal que 8i z & W entonces |gx(r.) - (s} Ct,

Conpideremos la cubierta abierta de X formada por {Hx: x € x) + Exiasten =
Tyr o0 0y xmi X tales qua .

o }'.J1 w"i
Defininos g = min(gx‘l i=l, , .., m, Reaulta que g¢ fL , ¥, 86lo falia

probar que ”r - g”s L. Con eamte propépito sea z € X arbitrario, tenemos gue
g(e) = £y () para algfin 1 ¢ i, ¢ m, pero g (z) 3 f{z} = £ para toda
i i

]

1¢ 1 ¢m Asf ge)> £(z) - ¢, de donde

-t ¢ glz) - £{s) (1)
ﬁ:r otra parte z ¢ Hx para alguna 1 ¢ :]o ¢ m, Do donde

o
e (2) - £{e)]| ¢ &

Jo

es decir -t + £(z) ¢ €y {(z)}¢ € + £(2)
jo

pero glz)¢ g, (z) paratodale j¢ m

3
por conaiguiente glz) ¢ & & 1r{2)
es decir gle) - r(2) ¢ €

Combinando esto con (1) concluimos que:
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lelz) - ()€ €

Puesto que z fue un olomente arbitrario de X entonces
]g(z) - f(z)l (SRS para toda 2 £X
de donde “!’—g"é&
]
OBSERVACION

La condicién {1i) de 1a propopicién antarior se cumple oi f\ sotisface lap-
siguientea condicjones:

1) Pora cade f €N ¥ ot€ . las funciones « £ y o + £ pertenscen a .M,
2) N\ separa puntos, es decir, oi x, yeX con x 4 y ontonces exinte h ¢St o

tal que h{x) ¢ ni(y).

En efecto, oi (x,8} y {y,b)e X x R con x ¢ y entonces de acuerdo a la condi
cién (2) exiute he€_ N +tal que h{x) ¢ h(y)}, pero por 1la condicibn (1) =
oh + P e para todo X, PEW, 45{ la condiciéa (ii) se oumple ai existen-
ol Bg R tales qued

o h(x) +B = a ¥ och{y) +Dwbd

Qbservames que el sistema de ecuacionee anterior tiene sclucién, pues su deter
ninante optd dade por:
h(x} - n(y)

@l cual o distinto de cero ya que h(x) # h(.)').

PROPOSICION T1IL,1) (TEQRE]-IA DE STONE GENERALIZADO)
Sean (X,dx) un espacic métrico compacte y A C C{X,M} una latiz, Entonces
S\ eo denso en C{X, R) 6i y 86lo oi dada T C{X,R), x, y€X ¥ £ > 0 oxiste-
!";.36 Juotel ques

P () - sllce Prgtn) -t {4« &
+.0STRAC 10N

Suponganos que [\ es denso en C{X, R}, Sean fe C(X,R) y & > O entonces -

existe ge g tal que eup { fr{x) - glx)]: xex} ¢ E asf g f,, ostiaface la
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condicién pedida en la proposicién,. 5 3
Invercamente., Scan feCG(X, R) y t >0, dnbenos cncontrar he L tal que =
Ih -t I| = nup{ |h(x) - rix)]s xe XJ t, Sea xex fija por- h:.pdteeia para
cada y€ X exiote rxji: U tal que:

li(x) - s (alet v

Asoi para cada y € X podemon forvar ol conjunte. abiert

G, = {zex: Irw(z) -,f(;:

Quservenod quo yecy, de donde lcy: ycx} ::eju una::cubierta. abierta do- X,

Por la compacidad de X deben existir yi, .0 0.} y;le X - tales quo:

x-kjly

Defimron g, = ma.x(fxy ¢+ iel, .,. yn), por hipétesis G, € N, 5i tomanos z € X
i

arbitrario entonces exiote 1¢ k ¢ n tal que z2¢ G, , de donde

Yk
ey (s} = syl < &
es decir f()-[(f‘ (z)(.l'()f&
Por otra parte tenfamoo ques
f(x) = £ « rw(x) < f{x) + ¢t para toda ye X

Pucuto que gx(x) - r:,v (x) para alguna 1s i ¢ n, ontonces
i

e dx) < rix) + ¢
Do enta forma pira cada xe X existe una funcifn g ¢ N tal que gx(x)< rx) +¢
7 gx(z) > r(z) «§ para toda 2t X, Fara cada x¢X definimoa el conjunto =
abierto:
o= { seds g (=)< flz) + e}
Observande que x¢ "z oe tiene que { Hx: xe xl 05 una cubierta abierta de X,

por la compacidad de X existen Xy o o oy Xp € X tales que:
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L]
e U K

im1 T

i
Definimos la funcién b = oin (g! 14 m 1y,e04m)s Por hipbtesiam hE€ L, S8lo

resta probar que {If - hll¢ .

Para eete propSeito eea z € X arbitrario, sntonces exipte 1 ¢ K &£ m tal que
2¢H , asl g_ () ¢ f(z) +t, paro h{z) ¢ g {2}, Be aigua que:

Tk * e

n{z) ¢ r{z) + £
Por otra parte, como para cada x ¢ X se cumple que gx(z) > t{z) -t pars.
tode ze X, y puesto gque h{z) = 8, {z) para alguna 1 & § < m entoncee:
3
h{z) > r{z) - €
de aguf se tiens {z) = £ < b{z) < £(e) + &
eo decir In{e) - r{z}{ <t

puesto que ¢ fus arbitrario concluimos que!

it =njict

DEPINICION 111,14

Sean X un espacio topoldgico y \ € F{X, R} = [fi fi1X-——— R}, Se dice
que .. sisla puntos en X*R »i para cads parejs de puntos (x,, '="~1), (xz, oiz)

en XxW tales quse xy [ X0 X =X, y ul 4 042 existe f¢.\ tal quet
(xl,ael)e intf{ (xydi ot < 2(x)} )

(xz,ucz)¢ {lxyee )t w5 £{x)]

OBSERVACION

En el caso de que s conste de funciones continuas 1a propiedad anterior as
equivalents a que (xl,otl) quede dituado debajo da la grifica de f (es decir

bl < f(ll)) v (121!12) quede pituado encima de la grafice de £ (es decir

r(xz)c ocz)-



94
En efecto, ai (xl,oLl), (12, ULZ) y f satisfacen las condicionen de la defi-
nicién, es claro qua (xl,a{]) queda pituado debajo de la grificade f, ¥y, =
(xz,oLz) queda situado encima de la grdfica de f,
Inversamente, Supongamoe que (xl,\xl) queda debajo de la grificade £ y -
(xz,dz) queda encima de la grAfica de f, Entonces es claro que:
(25,04 ,) ¢z, a) s r(x)j
Ademds, como f(xl) - o, > 0, entonces por la continuidad de f existe un con—
junte abierto U tal gue xlé. U y para todo z € U se cumpls:
[r(x;) = rle) | < (£lx)) = oty)/2
Si denotamos & f(xl) - oty por k tonemos:
| £xy) - fle)]< Lf2 s zel
De donde Ul.(O(-l - 1/2, oty + 4/2) o8 una vecindad abisrta de (zl,n.Ll) que -

asth contenida en’ {{x,at): o ¢ £(x)}, pues i (£, B)e Ux(oﬂl- Af2, oty + A/2)

entonces z €U y
oty + £(x,)
oty =Af2 & B lot, tAf2a 1 !
1 1 2
Por otra parte, como r & U entonces:
|ele) - gz} < 22
: A i
es decir -% 4 f(xl) (e}l &4+ !‘(xx)
2 2
oL, + f(x,)
en particular 1 Z—")" < r{z)
do donde P<rie)

concluiros que (xl,oLI)E int( [(x,o()xr o < f(x)ﬁ} ).

PROPOSICION III,15

Sean X un eepacio de Hausdorff compacto y _-NcC(X,R) ta)l que dados £ >0,
(xl,xz)e XaX y £eC(X,R) existe he _rL tal que:



95
In(r) - tlx)) [<t ¥ |blxy) = rlxy) < €
Entonces _J\ aisls puntos en XX R,
DEMOSTRACION
Sean (x,0¢,) ¥ (1,,0¢,) € X3 R,

i) s x, = x, ¥y < o, Sea fiX — W 1a funcién oonetante igual a
(ot1 +o-42)/2, se tiene que £€C(X,W). Sea £ = (¢x2 - 041)/2, asi £ >0,
Por hip8tesis existe hé L tal ques

=
[8(x) ~ £lx)] < ———
2

et !
Do aqui f(xl) - < h(xl) < r(zl) PO S—
2
[« 3% I3 oL, = O o 4 O O, = ¢
Es decir 1 2 __2 1 < h(xl) < ad 2, 2 1
2 2 2 2
Do donde >, < h(!1)< oy

4sf, h es la funcién aieladora, pues (xl, oﬁ) queds debajo de su grafica y

(12,042) queda encima de mu grifica,

i1} §i x [} Ie Como X es deo Hausdorff y compacto entonces es normal, ui, por
el lema de Urysohn existe r:X —— [0,1] continua tal que f(x)) =0 ¥y -
f(xz) = 1, Pusde suceder alguna de lae siguientes situaciones con respagc——

to aozlyoczx

A)N:l(o(z

b) ot 5 < oy

a) oty = oty

Analicemos cada una do ellan:

a) 8l oty < ¢, Sea £ >0 tal que ot +E <oty - €, Defimimos la funcién
§1[0,1] — oty +€,e¢, - €] vomet

o) w (o, moty w28 )t 402y + £ tefo,1]
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Asf, g = jofiX ~——rR es una funcién continua tal que:

elx)) = 5{r({x)}) = j{0) » = + ¢

¥ alx,) = 3(r(x,)) = 3(1) = =<, - ¢

" Por hipStesie oxiste h &€ L tal que:

Ph(z)) = glx)lce  x  [h(xy) - alxy)|<E
Entonces g(xl) - £ < h(xl) ¥ h(xz) < 5(12) + &
De donde oy < h(xl) ¥ h(xz) <oy
48f, h ea la funcifn aisladora buscada,

3 0(2 < '#1. Sea E£2 0 tal que %5 +£< %= &4 El razonamiento es-

anflogo al inciso anterfor sustitvyendo la funcidn j por la funcién =
J'f[O,ll-————» [me + &, “y = £] tal que:

F4) ey mmy + 2608 + oty o tefo,1]

5% o 1™ ge Sea £ > 0 arbitraria, E] razonamviento es anfloge al incj

so &) sustituyende la funcién j por la funcién s
§71[0,]] ——— (&) - §,0¢; +£] definida como:

) wakt + ) o tefo,1] a
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CAPITULD IV

"™ PUNCIONES SEMICONTINUAS

DEFINICION - I¥,1

Sen (X,dx) un espacio métrico, Se dice que una funciln fiX———— R 88 supg
riormente scmicontinua en un punto xoé X 8i para cada t> 0 exiate $>0 tal -
e xeX y dz(x,:Lo) ¢4 dmplica f{x) ¢ f‘(xo) + &, Anflogamente, T em inferior
mente semicontinua en un punte xo£ X 81 para cada >0 existe $>0 tsl que s
YEX y dx(x,xo) ¢ § entonces f{x) > r(xo) ~ £, Pinalmente se dice que f ea-
superiormente (inferiormente) semicontinua i lo es para cada punto de X,

Una forma alternativa de definir la semicontinuidad inferior y superior ee-

por medio de los 1fmites superior e infarior de una funcifin, cuya definicién -

recordames a continuacién:
DEPINICION IV,?2
Sean (X.dz) un espacto méirico, I una funcidn de X en W y X ¢ X, definie=

mos: E?Excr(x) M ?;n}fo{aup {r(x)e dx{x,xu) ¢ 5}}

que es llamado e} 1mite superior de f en xq,. Y

i_:'rgxot‘(x) - ?Su;po{ inf {£(x): dx(x,xa)c S}}

que s llamado el 1imite inferior de f en %,

Afirmacién: f es superiormente semicontinua en Xy sl y 88lo 8i

f{x } » Tim r{x)
[+
l’—-c!o

En efecto, Supongames que I es superiormente semicontinuu en Xy Dado £ 0,

exiate §_ > O tal que sl dx(x,xo) < §, entoncee £(x) & t(xo) + £, mef

sup { £(x): dx(x,xo) 5 éo} I3 f(xa) + £
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de donde ¢ 1im £{x} = :énl)' o{aup \f{x): dx(x,xa)l- §] } < l‘(xo) + &

x
!—Oo

Puegto que epto 88 vAlide para todo £, 0 tenemost
T flx) ¢ tlx,)
E 259 4
o
Por otra parte, para toda & 2> O se¢ tiens @
t(x,) & sup Le{x)t d (x,x ) < &}
- de -donde r{x ) § inf ‘Bup {r{x)t d_(x,x )« é‘;} » Tim f{x)
) Yo $>0 x o

x—.xo

ast, concluimes que r(xo) - :]rﬂ"xof(x)

Inversamente, Supongamos que f(xo) =« 1im (1}, entonces dado € > Q0 existe-

X
o

éo > 0 tal que:
sup | f{x): dx(x'!o) < So} £ f(xo) + £
as{, para toda x ¢ X tal que dx(x,xo) < §, Be tiane f{x) ¢ t(xn) + &, por lo -

cual f es superiorments asmicontinua en xo.

Similarmante: f eb inferiormente scmicantinua en %, ai y s8lo it

)} » lim r(x)
!—420

A 1o largo de esta capftule &e utilirardn algunos reaultados acerca de lase
funciones semicontinuan, por esta ruzda ¢a conveniente introducirlos an este -

momento,

1) T ee una funcifn continua 81 y 6dlo i f 68 inferiormentie semicontinua ¥ =
superiormente gemicontinua .

2) f es una funcifn supericrments semicontinua (infericrmente unicontinua) 8i
y a8lo 8i (=f) es una funcidn inferiormente asmitontinuam (superiormenie se-
micontinua).

3) 8i £ y g son superiormente (inferiormenie) memicontinuas entonces f + g -

tanbién ea superiormente (inrunormente) acmicontinua,
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4) Si g ee una funcién superiormente (inferiormenta) Bemicontinua y f eg una -
funcién inferiormente (superiormente) semicontinua, entonces la funcién -

e -~ es superiormente {inferiorments) semicontinua.

Centraremce nuestrs atencién en las funciones puperiormente samicontinuas,-
aunque en realidad, los resultados axpueetos en el presente capftulc tienen ou
dual con respectc a las lunciones inferiormente samicontinuaa con los cambios=-

adecuados,
Primeramente consideremos la siguiente:

PROPOSICION 1IV,}
Sean (X, dx) un eepacio métrico compacto y £:X——— W una funcidn superior

mente samicontinua, entonces { estd acotada euperiormante,

DEHCSTRAC TON
Sea £> O arbitrario, para cada x ¢ X existe éx > 0 tal qus dx(z,y) < ‘;x -
implica f(y) ¢ f(x) + t, Considaremos 1la cubierta abierta de X dada por =
[B‘;(l): uxj , €omo X ee compacto existen Xy Zgp e 0 ey anl talea quut
n

Xx= U B, (x,)
ia} éxis

Sea K = mu{f(xi) +£ :im 1,?,...,11}. Afirmamos que f(x) & M para toda =

x ¢ X, En efecto, Bi x¢ X entoncen axiste 1 £ i ¢ n tml que xe B (xi), y aef
é!i

f(x) ¢ r(xi) +te N, ]

Observemos qua #i una funcién es superiormente memicontinua no podemos abow
gurar que estd acotada inferiormente, adn cuando anta‘ definida en wn &spacio -
compacto. Como un ejemplo de esto consideramos la funcidn £:{0,1] —— R den

finida como:
(tn(x) ef x¢e(0,1]

r(x):

0 gi x =0
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En lo sucesivo utilizaremos la siguienie notacién
¢(x) denotarf al conjunto de funcionea continuae de X en R,
S(x) denotarf al conjunto de funciones superiormente cemicontinuas de X en R,

U(X) denotar al conjunto de funciones acotadas y superiormente semicontinnas
de Xen W,

Deseamos definir una métrica en U{X), para lo cual haremos uso de la méiri=
ca de Hausdorff, Pucsto que epta métrica estd definida sobre conjuntos cerra—
dom, y, las grdricaa de funciones superiormente eemicontinuas no necesariamen-
te won conjuntos cerrados en X» W, (por ejemplo la funcién mayor entere menor
o igual que xj |:x__] ), entonces dabemos asociar a cada funcidn superiormente Bg
micontinua un conjunto cerrado en Xx R, Esto 1o logramos de dom formas dife—e
rentes, cada una de lap cuales dar§ origen & una m#irica diferonte,

La forma mis natural de asociarle un conjunto cerrade en X »® a cada ale—
mento de U(X) es considerar la cerradura de su grhfica, eeto da origen a la si
guiente m8trica infinita en U{X).

IEFINICION IV.4

Sea (X,dl) un espacis métrico arbitrario, definimoo la funcién -

dztﬂ(x)ﬂ U(X) ——— R U |w] como
dy(f,e) = $,(TE)
donde T Yy E denotan la carradura de la grifica de f y g respectivamente,

Para comprobar que d2 define unaz métrica en U(X) sflo hace ralta ver que ai

f ¥y g son elementos de U(X) tales que T E entonces f w g, Fara comprobar eg

to, supongamos que existe x € X tal que I‘(xo) # g(xn), sin pérdida de generali
dad podemos suponer gue f(xc) > [j(xo), gea £ = f(xo) - g(xo), entonces £ es —

positivo y como ¢ es una funcifn superiormente semicontinua existe §$> 0 tal-
que dx(x,xo) «§ implica g(x) ¢ g(xa) +E/2, S5eaO<dcnmin{y, (2}, sa a

rirma que B, [(x ,f(x ))] N g = B En efecto, ai (y,a)e By ({(x_,f(x ))] eaton
L e o Al % o

cent
a4 (yx)eacd
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puesto que dx(y,z°)< & se tiene

gly) & g(io) +Ef2

¢ fx)) -alx)
'Y ya que Se 22

2 2
£{x,) + glx))

B8 gigue que gly) ¢

tlx,) + alx))

por otra parte - f(:o) ~E.a
2

ani B()') Z a )
do aquf, se sigue que (y,a) ¥ g, por consiguiente (xo,t(xo))e T - asl que
T $ 'g-, 1o que es una contradiccién.

La otra forma de soociar a cada elemento € de U{X) wun conjunio cerrado en
X*R lo logramos par medio dol concepto de hipogréfica de una funcidn {hipof),

TERPINICION
Soan (X,d ) un espacio métrico arbitrario y f:X———— R, dofinimos:
hipof ® { {x,w): xeX, « = f{x}}

Un hecho importante os que sl f€ S(X) entonces hipef ap un conjunto cerrads
en X+, para la justificacién de esta afirmacién haremos use del giguienta:

LEVA IV.5
Soan (x,dx) un espacio métrico, x e Xy £:% ——3 W unp funcibn arbitraria,

81 (xn)n( " en una ducesién on X convargenis a xo' entoncent
Tinm t{x )¢ Tin £(x)
Ny XX

o

donde t(xn) denota ol limite superior de la eucesifn (f(xn)) y -

N

neas !

Tin f£{x) ep o1 1{mite ouporior de f on xo dofinido en pAginas anteriores,
X=X
[-]
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L CSTRACION

5i 1im f(x) = ®  entonces no hay nqdn‘qhu prolar,

1—910
Suponramos que 1im f(x) < ¥ sea (xn )keu wna subsucesidn de (xn)nEN
XX k
¢
tal ques lin f(xn Y = lim l'(xn)

k—mo k n—wm

Sea r un nfmero mayor que lin f(x), Existe §> 0 tal que:
X=X
o

aup { £(x): dx(x,xo) < é} ¢r
asf, r{x)¢ r oi dx(x,xo) < §. Por otra parte existe K > 0 tal que:
d.x(x;,lk,xo)< § ai k3 K, por lo tanto

f{lx Jer st k) X
By

Aef, Tin f(x. ) = lin r(xn Y¢ re Y como esto es vAlido "para todo
Nn—@ k—a k

r> Tim f(x) ae cicue que:

X=X
o

Tin r(xn)s Tim f(x)
-t X, Y

PROPOSICION IV.6
Scan (X,d.x) un espacio métrice arbitrario y £:X ——R , Entencos £ es sups

riorrente senmicontinua si y 8flo i hipof B un conjunto cerrads en Xax R,

LZ.0STRACION
Supongamon que f e¢c ouperioraente memicontinua, Sea ((xn'“n))nsnn wne  Au-
cesifn en hipof convergente a (xo,ocn), deberou probar que (IO,O(O)E hipofs Se

tiene que para cada nem oo ¢ I‘(xn), an{,

oy = lin ey mTin o, ¢ Tim fx)

pero Tim £lx )¢ Tin £(x)

= XX
[}
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puspto que Tin ff{x) = r(x)
XX
(3
se sigue que oLy S f(’:o)
y de eata forma (xo,oc D)Ehipcf‘

Invereamente, supongamos qua f no ap superiormenie semiceniinua, entoncen
existen x, € Xy t>0 tales que para cada new existe x,€ X tal qua

dx(xn,xo) <1/n y t(xn) > r(xo) + £, Conpideremos la sucesién ((xn,f(x°)+i))",

ae tiene quo la sucesifn eat& contenida on hipof y, ademés, la sucseién conver-

ge a (xo,f(xo) + &) ol cual no pertenece & hipef, Por lo antsrior consluimcs —

que hipof no es un conjunto cerrado en XaW,

Teniendo en cuenta la propopicién anterior tiene sentido considerar la &i

guiente definicién.

DEFINICION IV,7

Sea (x,dx) un sgpacio métrice arbitrario, definimos la  funcifn —_—
d3=s(x) X §{X) ———— W como:

d3(r,g) - gr(hipul‘,hipog)

(que la funcién es real valuada se verd en la propomicién IV,17)

Nuevamente, para comprobar que d] define una métrica en 3(X) aélo hace fal

4a ver que si T y g son elementos de S(X) tales que hipof = hipog entonces =
f « g. Para comprobar esto supengamos que existe zoaX tal que f(xo) ¢ g(xo),

sin pérdida da genoralidad podemoe supenar r(xo) > g(xo), sea ol&R tal que
olx,) < ot ¢ f(xo), de aqu! se tiene que (xo,o() € hipof - hipog, ¥y a8l

hipof § hipog, lo que es una contradiccién,
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Una tercer métrica que podemon considerar en U(X), es la métrica de conver-

gencia uniforme, la cual denotaremos por dl' en decir:
d](f,c) = 8up { |f(x) - g(x)l: x € X}

Antes de establecer algunas relaciones entre estas tres métricas asociarc——
mos a cada funcién en S{X) unae nuevas funciones, lao cuales serdn de utilidad

en la demostracién de propomiciones poateriores,

DEFINICION 1IV,8
Sean (X,dx) un espacio métrico arbitrario y & 5{(X), Para cada A> O se de~

finen las funciones f;:l-—-—vﬁ Yy Lt & como?
+ -
fl(x) - Bllp{qﬁ Rt (x,x )€ Bl[f]}
f3(x) = inf (et (x, )€ B,\[?]}

A la funcién tt la 1llamaremos "la funcién ) ~paralela y superior de f", ¥, a -~

la funcién t‘I 1a llamaremos "la funcién A ~paralela e inferior de f",

lotanos que fy(x) = eup{£{y): ye B, [x]} +A 88 T (en particular of

f es continua),
En efecto, Sea e« € R tal que (x,« )¢ B‘[?] - Bx[l‘].Exiate ¥ € ¥ tal qua -

d (y,,x) A ¥ o=ty )l e A
Asi w6 fly)) +A ¢ aupfr(y): yenfx]} + 4
por lo tante '!‘;(x) & sup {£(y): ye E*[x]}q» A

Por otra parte, dado { > 0 existe Yo B, {x]tnl que:
fly,) + 2> mup{ £{y): ye Bilx]} +4 - ¢

¥y como (x,f(yo) +1)e B*[f] entoncen

+
tH{x) 2 sup [ f(yyr yen[x]} +4 - ¢
como esto es vAlido para tode £ > 0 se eigue que!

fy(x) 3 aup {£{y): ye 8, (2]} + 4

Aoi f;(x) = sup {f{y)}: ye B (x1} v
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4dends Bi f‘ﬁr(x),'con A‘ > A ey continua entonces

fI(x) = sup{ £{y): ye Bx{x]} + A

En.efecto,  su pifue como antes que

fx) 3 oup{ £yl ye 3 x]) + A
Por otra parte, bea o e R tal gque (¥X,o¢ }€ Dl[?]' dof existen y e X ¥ peER
tales que dx(x,yo) §, |t =B Is Ly (yc,\?)g?. As{ existe uns sucesibn-
converge a (yu,p Je Existe NE€w tal -

(zn)nEM en X tal que ((xn'f(xn)))nem

que dx(x,:n) <« % oin3l, ypor la continuidad de f en B):(X) se tiene que
LR PN
f{z,) = B. Por lo tanto

dlzr)sd vy foo - fly}s 2

converge o f{y_), pero como {f{x converge 2 P B0 tisne -
o/ n'inem

Do donde g fly) ¢ X
ol f;(x) ¢ mpfriy)tye BL[x]} +

Por lo tanto ti(x) = sup { 1ly): ve nl[z]} + A

Consideremos algunos ejemplos y algunas propiedades que cumple la funcibn -

A -~paralela y superier,

EJELPLO V.9

a) Sea £1 R ~————— i tal quoe f = xn, entonces:
+
- x[n-l,nt aq* S

2 2
b) Sea X ={(x,0)e R:0¢ x 1} U {{o,y} ¢ ™ :0¢y¢ 1], Connidoromos
la funcidn fiX ——— M definida como:
0 8i y = 0

£(x,y) =

¥y ol x= 0
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5 321 se tiene:

II(:,y) -1+). ‘,V-Tpnrjartodn"(x,'y)e X

Si 0« A<l antoncaéj

[ T N

Grdfica de la funcién f Gréfica de 1a funoidn r'
{eon 0< L < 1)

¢) Sea X = [0,) y consideremos la funcién f:X—— R definida como:

(1 xX=n nem
0 xe [0,-1-]0 u n+..-l.-,n+1-L]
2 nenN n+l n+2

£(x) =
{n+1)}(x-n) + 1 xe U [n - ..l-..' n]

k—(ml)(x-n) +1 xe U [n, n+



Es deéii. 1a funcibn f coqe:téilinea}mgnt

©0), (1/2,0), () (2,0, (55,0
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18,0} (3,1), -

U8 A< 1A2; entoncasi

R T LT

Gréfica de la funoibn f

U et 1 4l -
[ANRES 1 5 R

Y
+2 -

[ e )
S ! i X
L i o -
1oy [ e '
LIS e ! v 1
: : [ ' ’
: to IR A A il
o i-2 -1 1w} 13"" 0 Iy 34 B wel mid

Grdrics de la funeién f;_
{con 0 ¢ A <1/12)
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Vaamos ahora algunae propiedades de las funciones ) .paralelas y superiores,

PROPOSICION 1IV.10

Sean (X,dx) un espacic métrico compacto, € S(X) y A > 0, Entonces:
B, [hipaf] = hipor}
A a1

DENOSTRAC JON

soa (x,« )€ 8,[hinor], entonces exiate (v, B)e nipor (< f{y)) tal que

Pllxyee)y(y, )8 A
Puesto que  P({x, < + £(y) «B),(x,f(y})) » P{(x,e),(y,B)) 22

Fntonces (!,d"’ f(.‘l) - b )i BA[T]
Ae{ o £(y) - B¢ l(x)
Pero rf{y}) ~=B 20

De donde = & fI(x)

Por lo cual (x,ee)e h!pofi

Por conaiguisnto Bl[hipor] c hipof;

Inversamente, supongamon que (x,ec)€ thofI, a8 deolr o ¢ f;(x). Afirmamos

que para cade n ¢ nN
+
{x, 3 (x)} B /n {r]
En efecto, para cada n €M existe o > rI(x) -Jdta que (x, un)e B'\[ﬂ,-
2n
api o & tI(x) de donde existe {(y,a)eT tal que

PU(x, o, ), (3,8)) € A& Aw L

2n
1
as{ a (xy) < A+ —= ¥ Iogn-n|5,1
2n
de la segunda desigualdad tenemon:

) PR PR JL Ay A R
2n " o 2n

an{ -l+-LSogn+.|—-nsr1(x)+J.-a
2n 2n 2n
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de dande .

¥

Lo
“por atra n_zirtn‘,v e
aei i (2)

“Tamando
por._caneipniente

por.otra- parte

na aigué que.;

“asf f‘\(x))& H/l+1/n Ir]
Fomando en cuenta la’ ufi:ma.cl&n anterior, para cado new existe —
(y ,r(y MNe £ tA1! auet:

P U 00N Ly Py, ) € 24 2

=

ccnuw_nrm-'a cada nEtn | fr(z) - f‘(y") jed + 1
n

anthaces la sucenidn (r(y )) entd acotada, ea Aagir, existe H > O tal -

ne wy

if(:y‘n) | & # para todo newl, como X er compacta entonces X *[-H, H] en ~

un aubconjunto compacto de X *™ | anf la aucesidn ((_vn,f‘(y")))nEN debe taner

una subsurepidn cenvergente, para hacer simple 1a notacidn suponzamon que de -

hecho \(,,' ,r(y 13} converre a un punto {y, Bye X xR, Observemos que la -

rewd

sucenidn ((.Vn vf(!ﬂ )))n ¢ o 04 contenida en hipef, el cusl en un conjunto cow
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rrado, por esta razén {y, B )« hipof, Por otra parte puests que

PUlx, 30,y Ty DN € 2+ i

al tomsr limites cuando n tisnde a infinite obtonemos
Pz, 01(x)), v, B 2
asf (x,f{(z)) € B, (hipof]
. Pinalments pusnta que o £ !‘I(x), entonces {x,o )€ Bkﬂhipor'], puas como
P{x, 3030, (v, B R y =-finco
entonces (y, D4ot = £1(x))e hipor
y stonte  E{{z o), (¥, B+ o 1(z))) = PUz 1 (x)) {7, B} £ 2
do dondae »ipot} < B, [hipor]

conoluimes gue 5, [nipor] = hiper} »

PROPOSICIGN 1IV,11

Sean (l,dx) un espacic métrice compacte y £€ S(X), Para cada 2 > D ss fie-
ne er uix).

BENOSTRACION

Primeramente veamos que para cada A >C la funcifn f}' as acotada, Sea X >0,

pAra Ver que f; oath acotadsa superiormente, ses K > O tal que f(x)} & M pars to

do x& X (esto es v&lido pues oomo f € 5(X) entonces estf acotada supsriorments ),
Afirmamon que f;(x) § K 42 para todo x€X, En efecto, wean x£X y —

(x,c)e BJ[T], existe {y, BT tal que
a{xyy)sd oy S I

de la segunda desigualdad se sigue que?
o <Pt
pero P 5 M, por Jo cual (S M +1, y anf rI(x)_t M4+ L, como esto es vilido



o m
_para todo x€ X concluimoc que f: estf acotade guperiormente por H +1,

Ahora, supongamos que rI no entd acotada inferiormente, entoncos podemos -
1 . +
conatruir una sucesién ((zn.ucn))nt n SoRtenida en ol complemonto de hipof -

tal que pari cada new W < -h, Como para cada n & ol t&rnino
(zn,ugn)ﬁ (x i) - hlpofI, por lz propouicién anterier se tiena:

(z 0t ) e (xxR) - B, [hipor]

.nni P((zn,ocn),(x,n)) > X para todo (x,a)C hipof

Por otra parte, come X oo comphcte la sucesidn (zn)ne y debe tener una

subsucesién convergente, nuevamenie para simplificar la notacibn supongamos que

de heche (:“)ne o CEMVETZE 2 cierto z¢ X, 4s{, existe IIIEN tal que -

dx(z,zn)< L el n2 N, Tenbifn existe I,€N tal que -1124_1'(2), de donde -

2

g < £{s) ain 3 Upe 520 1 = nax { o "2}' entonces oiny L
dx(z,zn)'; 1 ¥ o< £{z}

an{ (z o de By [{(z,e)t e & £(2))]

v coro {(z,¢)t ot & £{z)} ¢ nipef ontonocus (zn,u;n)c- By [hipof], 1o que o8
una tontradiccién. Asi puca I'I debe cciar accotada inferiormente,
Por #1timo para conmprobar que f"i ¢ 5(%) basta con demostrar que hipofI es un

conjunto cerrado en X xR, Por la proponicién enterior sabamos que:
. +
hipof) = B, [nipor]

Afirmapes que en X x W es vilido el teorema de licine-Borel, es decir, un -
subconjunto de X x i en corpucto 8i y u8lo si e cerrade y acotado, ©n efecto,
szbemos que en general al un conjuntic F en compacio entences es cerrado y acota
do, inversamenie, suponsames gue F ¢ X xR oo cerrado y acotado, entonccs exig
te 1L ew tal gue:

FoXa -k k]
pere X ¢ [=h, i en coupacto y I es cerrado, Be sizuo quo F es compacto.
1]

Se siguc de la afirmacidn anterior que oi F es up subconjunto cerrado de
XxrR ¥ § >0 entonces B-S [¥] ec un subcenjunto cerrade de X xR (ver apéndice
D). Zn particular couo hirof eo us oubconjunte cerrado do X a®  (pues f& 8(X))
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entoncen B, [hipof] no un subronjunto cerrada de X x T,

Otra proniedad qua mencionaremos de las funciorenp A-paralelas superiores -
#8 la siruiente: Si © es una funcidn coatinua de un espacio X en W no necesa-
riamenie f: resulta mer continua afin cuando el egpacio X gsea conexo y compacto
(observar el ejomplo IV,9 {b)), Sin embarge, 8i X es un oubconjunto convexs y-
compacto de un espacie lineal normado entonces las funciones JA=paralela supe.
rior para ~ada elementos de C(K) resultan ser nontinuas, Para justificar eata -

afirmaridn consideremrs antes lon siruientes lemas,

LELA IV,.1?

Sean (X, |l ]|) ‘un espacic”lineal normade, K¢ X convexo, x,€ Ky r>0, enton

X+ ty - xo)EK

y U flx My =x) - xlle - mllgr

o T . *h .
esx‘_dccuf b x4 Wy - z Yen, (xn} ai t €[0,1)
Por otra parte, mea £> O arbitrario, enionces para t muy préxira a 1 se -
timne:
fxg +tly = =) -yl = -t ]Ix, -vf <t

) (x) IO
vy asf ‘ye B, (xo), por 1o enal B "z J¢ B (xn)



3
ST R VT R '
Sean (X, 1 wn espacio lineal normado, K ¢ X convexo y compacto, x € Ky =

f‘ﬂf—pR'—cbntinua yr 3.0, imtonces
Ny » Y
) ‘gup_{r(:_t)x xe}‘!r'-(xn)J a oup { F{x)s x¢ Br" [xol}
ml.ﬂﬁﬁmlol!

Er‘clara quet aup { f{x)t ¢ Hr"‘(xo)} ¢ sup [f{x): xe !irl“[xo]}-

~ Inversamente, @ea =< = Bup { £{x}: xinr‘” [xn]}, de acuerdo al lema ante——

rior « = aup {t‘(x): X € Br(”(xo) }. Puento que ¥ eo companto entoncoen BP("‘(xo)

(18]

es compacto, Dor lo cual exinte y € B (,v.o) tal que oL = f‘(yo). Por oira pare

te existe una suceaibn (yn)n en contenida en Bx_“"(zn) convergente a Yor como~

f an continua se ticned
Un  f(r) = fly)

n-—reo
pero f(yn) < onup {F(x) x¢ Br‘”(xo” para tedo nem
de dond- o ¢ Bup {F{x)t x¢ Hrm(xo)}

as{, concluimon que:

sup { £{x)s zeﬁr("' [10]} = oup {r{x): xtn;”(xo)}

Lera 1v,14
“Bajo lan miomas hip8innin del lema anterior, ei A > 0 entoncen
+ . ()
£3(x) = aup (1(y): ye Bl" (<)} + 2

DEZLOSTRACTON
De acunrdo a la observacibdn hecha deapuds de la definicibn IV,R sabemos:

£5(x) = o {00} ye BN 2] ]+ A

Torande en cuenta £1 lema anterior pe tiene!

fI(z) a aup { £(y): g Tl*m =)f + 4
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1EPA IV, 8

Sean (X ll H\ un ncracw h-w'u nomado, ¥ c. X convcra, x, x, e l\ y k>0. -

Zi ycﬁx [x} entonces

tal que "

’ U i Oa’l‘RAC XO!

{

Seal JC ﬁ,f"{x] y sup n"moo vx‘e y[ﬂ

Ry mmnto { x;

0161: m{n 1]

- arf c(n) = D y g(l) - “ W }E meatn qm- s c'* rnnunua ¥ [0 1] €5 conexo -
‘ ror el tr'ornma dﬂ vnlor lnt.c-rmr'dw anatn t E[ﬂ l] ta] nue ‘
‘ 5(t)-"v+t(—y)-xon-
ana: zuvn*t(y«-x), an{
Mo~z b= tolly =7 =k y  flzasll= (0 m )iy =)

‘se gipue de la primera immaldad que:

LY. S
Hy =l

quatituyendo to en la sepunda igualdad me tiene:

. A
E 1 A = - e - - X - l
vt (1o )n ol = -5l
paro , A3 nzf - 7]

Hews sty =l = fo=xt € liznnll

e cual ocompleta Ia demostracidn,

Hariento nag de lon lemas anteriores enuncianon la sirzuiente propasicién,
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FROPOSTCTON IV,16

Sean (X,l| 1) un enpacio lineal normado, K< X convezo y compacto, fiK— R
continua y 1> O, Entonces r: es una funcidn continua,

EHOSTRACION

Sea £ » O arbitrario, puesto que f ec wniformemente continua exigte § > 0-
tal que si x, x'€ K y ||x - x‘l< § entonces | r(x) - l'(x')|< €.
Sean x, xoe K tales que "x - x, " ¢ & Da acuerdo al lema V.14

f;(x) - X+ f‘(yx) para alzuna yxe B, [x]

¥ !‘;(xo) - X+ t(yxn) para alguna yxoe “A["o]

Se probard gue: | tI(x) - fI(xo) l< £, Observemon en primer lugar que:
+ +
| 5561 = S5 = ety = 1ty ) |
31 f(yx) - f(yy ) la afirmacién se cumplo inmediatamente, Supongamos que -
o
r(yx) > r(yxo), entoncen yxff “A["a] (puea r(yxo) = max { £(y)s yen*[xoj} Yy =
por 8l lema IV,15 exisnte 2z&X tal que:!

N e A L Y EEEN Y

de la denigualdad anterior se siguo que
| £lz) = rly )] < &

en particular t‘(yx) < rlz) + £ & f‘(yx Y+ &
(]
as{ | £ly,) - f(yxo)] - rlyy) - t‘(yxo)( ¢
Anfloramente, si l‘(yx Y f(yx) ge cimple
o
| £(y,) - fly,) <t
Por lo cual l‘; reaulta eor uniformemente continua, ™
Volvamos al enpaclo de lam funciones muperiormente semicentinuas ¥y a lan =

tres méirican de U(X) consideradna on pAginap anteriores, la asiguionts propeni

cifn nom dice alpo mde acerca de la métrica d}.
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PROPOSICION IV,17
d_‘; es una funcién real valuada en el espacio de las funcionos Buperiorments

snmicontinuas,

URHOSTRACICH

liehemoa probar que si f y ¢ Ron funciones superiormente semicontinuas enton

cra d3(1‘,g)<03 , Para esto veamon que existe un nfmero r > O 4tal que -
hipog ¢ Hr[hipol‘].
Por la proposirién IV,11 F;& U{x), asi yue existe w el tal que
: + .
w < inf &fl(x): xeX}
Sea P = sup felx)t xe X} (el cual exiote pues al ser g superiormente neamicon
tinua estd acotada superiormente),

Searms 1+|R -w| Afirmames que:
nipng ¢ B [hipor]

n efecto, aea {r,a)€ hipog, as{ a s g(x) & B, da donde P = 2 2 0. Por =
otra parte W < r;(x) +P - a para teda x¢ X, es decir
a -k -wica- (P -w<x
de donde a(f:(x)+|§3-w|

3

>
an{ a< f1+|f1 _"'(7)
(ver 1a justificacién de enta desigualdad al final de la demostracién).

+

“iﬁ—"(' Haciendo uso de la propasicién IV.10 tenemom:

Por 1o cual {x,a)€ hipof
(x,a) € Bl*[l! _wl[hipol‘_]
dr donde hipog © Bl-rlh _ul[hipnf‘J

Similarmente, tomando w'e® tal que w'< inf ig;(x): X} ¥ —

';5' = aup [ r(x)t xeX} Be pruchu que:
hipof ¢ B [ =] [hipog]
Ve enta forma  d4(f,p) £ max {1 4|B —wl, 14| B - w'|}

Sola haece lalta justificar la denipualdad que dejamos pendiante en el desa~

rrollo de la demostraciénm, la justificaremoms ahora,
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Exiote & €R tal que a-|B -‘-w|<.,<'_< (';(x) ¥ (x, M')ﬁﬁl[ﬂ, de dopn
. e axiste (y,e)&:.i-' tal que -
| ?x(st) e1 iy _l;‘“ -8l

asf

por 1o 'cual - -} —|‘5 -

es decirt ; 1;:’.‘-;_‘7'?‘7“"\'6'&1‘*]“‘“'
‘de donde ‘ v : '_(!:-4"’.‘. + I‘3 - "‘De B1+ |'P-H|&]
as{

concluimos qua o 8 < f;+||l -wl(x)

PRCPOSICICN 1IV,18
Sea (x,dx) un egpacio métrice compacto, 5i f, g& U(X) entonces:

dJ(flﬂ) < dg(rlﬁ) < l‘ll(flﬂ)

DSVOSTRACTON
Sea A = d.l(f,g), as{ |f(!) - g(x)‘ 4 X para todo x€X,
Sen (x,f(x))€ £ arbitrario, entoncen
P (=, 0{x}){x,8(x))) ¢ L
de aquf tenomos que f C BA(E], pero recordemgn que BA{E] eg un conjunto cerrg
do en XX® , por lo cual TC B,\[E]-
Anflogamente Tc ﬂ"[?], por lo cual concluimoe que
a4,(fe)s X = d,(1,e)
Por otra parte, nea ol > 0 tal que g ¢ B_[F)] y Tc 8, [z} Para cada x ex
se tiene (x,g(x))e B, [-!"], anf{
2(x) s o {x)

de donde hipop ¢ hipofh, = B, [hipof ]
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Anfloramente hipef ¢ B, [hipog]

de aqui d}(f,z) & ol
pero eato en vilido para todo o > 0 tal que ZC )i [?J Y Te B, [E]

aei que d,(6,2) & d,(r,e)
||

De acuerdo a la proponicién anterior podemen concluir que dl-cnnvergnncia -

{convergencia uniforne) implica d_-convergencia, y a su ver, d_ -convergencia

2 ?
implica d3-convergnncia. Veamos ahora algunos ejemplos que muestran que log in

versos de eatas implicaciones no necesariamenta son ciertos.
Primeramente veamoe que de-convnrcsncia ne impliea dl-convergencia, ni ai—

quirra implica convergencia puntual,

FIENPLO 1IV,.19
Sean X = [0,1] y f:Xe——R , con f = XD . Para cada n € ™ definince 1la
funcién rn:x—-—-;‘nk de la piruiente manera:

X“’-%!

ai n es par

3(_]/“ ai n es impar

Tanto la funcién f como cada una de )as funciones fn pertenecen a U(X}. Ade

min d,(f ,f) = 1/n por lo cual (r }

wnem d,-converge a f, Sin embargo, (r)

n‘new

ne converge puntualmenie a f, de hecho (l‘n(D)) no es convergente,

neEMN

fhora veamos un ejemplo con el cual queda de manifiesto que d3-canvergem:in

no implica d?-convergencia.

EJEWPLO IV,20

Sean X = [0,1] ¥ ftX—— R 1a funcién conatanto cero, Para cada newN =
definimos la funcidn rn:x—_am de la giguiente manera:



119
nz(x - 1/n) 88 04&x <1/
fn(x) -
0 sl 1/ & x ¢l
Tanto la funcién { como cada una de las funciones f‘n Bon continuas y poi lo

tanto pertenecen a U{X), Obrervemon que para cada n& ™ se tiene
hipof, C hipef  y  hinof < B s [hipor, ]

de donds dl(l‘n,!‘) < 1/n, por lo cual (r)en dy-canverge & fy Sin embargo cg

mo P((0,-n),f) = n entoncen d?(rn, f} = n, por 1o cual (fn) fio dymCon—

new

vérce af,

1 ]
—

Oréfica de in funcién 1.

Sin embargo 6i el espacio X es compacio ¥y la funcién lfmite cs continua en
tonces d2-convcrcencia es equivalente a dl-convargonch. Antes de justificar -

esta afirmaci6n consideremos 81 miguiente lema:

LENA IV,21

Sean (X,d‘) un espacio métrico compacto y f € C(X), Entonces las succoiones

(t;ﬂ()kew ¥y (f;/k)k ¢ COnVergen uniformemente a f,

DEROSTHACION
Sea t > 0, debemos probar que exigte K€M ta) que k 2 KX implica —_—
r;/k(x) - r{x) ¢t para todo xe X, Como f es uniformemente continua exists =

0< § < £f2 tal que si dx(x,x')a § entonces |f(x) - f(x')| < €/2, Sea -



¥em tal que 14.(.;. Sean x« X arbitrario, k2 Ky o &R tal

(x, n()t-. Bl ,k[f‘], existe (y,l‘(y))E £ tal que:

; é,(!.y) €1k ¥ |oa-f(y)!< I/k

‘ en r;f;-rtic'ula_.r‘s.e tiena uLs rly) + 1/, y como d (x,y) ; /k < § ,'o;n(;s;:éas;:;
{£{y) = (=) | el
)< rlx) + k2

en partichnr

da donde

.as{

unifarmepento a f.

Similarmente ne prunba que (f;lk)k““”_cqnv'urge unifarmemente a .

B

PROPOSICICH IV,02

Sean (X,d ) un espacio métrico compacto, FEC(X) ¥ (fn)m‘" una sucrnibn -
en 5{X), Entonces (fn)nt:m dy-converge a f ai y s8lo ai (rn)nf_‘u d,=converge
af,

DENGSTRACTON

De acuerde a la proposicién 1V,18 dz(fn,f) £ dl(fn'r)’ asi nue ei (l‘n)ne"
d]-converge a  entonces {f )neN d?-convurgu af,

Inversaments, rupongamos que (f )

o] € i
nnce dz-converce a f, Pora cada keémexig

te NeM tal que ﬂz(f‘n,f') < 1/k pi n 3 N, es decir éP(-f"n if) <1k sin 2 Na

o sea Tnc “]/k[f] y f¢ Bl/k['?n] ai n 5 M, as{ para codn x€X yn 2 H

(x,{‘"(x))x—'_ Bl,ﬂc[f]

- +
de dondn rl;’k(!) < fn(t) 4 fl/k(x)
pers por el lema anterior tanto (f’i',y)',“N como (r;/'k)kf'ﬂ convergen unifor—

nemente a f, por lo tante (rn)ngN d]-converge af, ™
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Veamos ahora un ejemplo que muestra que la condicién de compacidad del espa

cio X es esoncial en 1a proposicién anterior,

EJEKPLO 1V,2)

Sean X = [0,03) y It ———® la funcibn que coneota linealmente los punt—
tos: (2,0), {1/2,0), (1,1), {3/2,0), (5/3,0), {2,1), (7/3,0), ... (ver sjemplo
V.9 ¢)).

Afirmamcs que la gucesién (f]/n news dz-converge a f, Para justificar esta

afirmacién veamos que 8i n 3 12 entoncen dz(f;/n,f‘)$ 1/n, es decir —_

f;/nc B]/n[r] vy fc nl/n[r; n]. El aspects de las funciones f y fI/n para

n > 12 se muestra en la gréfica oiguiente,

13
n

1 T
5 b
1 2 3 m m+l
1 Tmlm men
o xe[o,l] Uy [nu_., n”x-..l..]
2 men mtl
t{x) =
{m+1)(x-m} + 1 ,,,_____ o
xe v [ )

=(m+1}(zem) + 1 e U [m, o4

Nem m+l
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-1-1_ m-—l—-fl'ml_'.l__i]
i mew m+)l n me2 n

xe U u-l,m+l]
me® n n

x € U m-_l—-..,n-—]
mei m+l n

) "n..(ml)‘(x.\(;ﬁv.—+l)) 1 Sx € U Im+ 1, ne o4l ]
n mewd n ml - n

mtl'n

n rna]idad \:aata con- anplizar la nituacién entre dos n\!neroa enteroa ronm‘ :

eutivos, para lo cual lo dl\lldlrenca en varias partes,

- - . I"" .- I’"'

\

\ I
. '
A 1
‘ !
Al
. .
\....-.1 L
m«—

“\bl‘— "ol ~L v
vy T o (‘ tn‘u Loy

' ' V 1
maeld nrnl-— - - RS N -1 1
miz R Mt MU T e

.‘..
mu "
(a) (v)
T ' :
tilizando la fipura {a) veamos nue f ¢ Bl/n[rl/n]

el xe€ [h, m o+ -1—] entonces f‘((x,f(x)),(nl', rt (x-ol))) -1
n I/n n n

Fi X E I_n-f—-, m-.]‘-+l] entences P((v,f(x)), (m-—-+- 'l/ (m...-.«r-))) -1

mtl m+l n

otxe [l e 2o o2 nconces (1), (x, (a0 = 2

m+l n m+? n n
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ol x e [m + ]' -.l.-..,
‘VF((x.f(%))',‘(\é

1/,,(: - -))) <L

P((x, (x)) (x - -.r(x - l‘m wl
1/n

" entoncen

. n:1 xE [mﬁf,m]-;’l—? -:-;] : c.nto'ncea Pz, r;/n(x))',(x', r(x))) .i gt

si x& [méla i .1., m+l - l] entoncen P((x,f‘;/"(x)),(x + l.f(x + -1-))) -3
. k m+2 n n n n n

ol x€ [n v1od e 1] entonces P((x,f;'/n(x)),(m +1,0(m+1))) = 2
X n n

+
Aai f]/,, < Bl/"[f]
Da agui podemoe concluir fue (1‘1 /n) da-cnnvurga a f, 5in embargo la Buce-

nem

pién (fl/n)nsm no converce unifornemente a £, pues para n > 1 se tiene -

£l m - 1 1

1/n n) = 1+ = nientras que f{n = 1 = 'ﬁ) = 0, Asi que la convergen—
n

cia no puade per uniforme,

Purato que d, es una métrica en S(X) y no sélo ~n U(X), nom enfoaaremos =

3
principalnente a eate tipo dn conversencia, la siguiente proposicidn nos da -

condiciones suficientes y neceparian para que una sucesifn en S(K) LT d3-co_q

vergente,
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PROPCSICIOH - IV.24

Sean {_}'.,dx) un espacie wétrice compacto, IES(){) ’y (tn)n-e-u una sucesidn -

en .5{X). Entonces “n) ~converge a f ﬁ@ 7 88lo 8i- 8o cumplen 1% gi=~

nE N d}

guiontes condiciones:

1} Para cada 26 X e satisface que @i (x ) a3 una sucesién convergente a

n'néew

x entonces 1im f‘n(xn) ¢ fla).
Ne—pto>

2) Para cada x¢ X existe una sucesidn {x ) convergente & x pera la cual -

B'REMW

1in t‘h(xn) >}
N3 to

DLOSTRACICN

Supongamos gue ce cumplen lau condiciones (1) y (2).
Sea f >0, afirmancs que para cada x¢ X existen 0 < §, qt v H:EN tales-

que 81 dx(x,y) <§, ¥ n2 B cntensas rn(y) < r{x) + t.

in efecto, pues de no ser cierto existirfa x€ X tal que para cada méN oxig

tirfa y € X ¥y n tan grande como quisidramos tales quo dx(ym,x) & ifs oy -

fnn(ym) > f{x) + £, Podemos lograr que ln sucesién {nn)me.u sea ssirictanente~
crociente, 5i consiruinos la sucesidn (zn)nem de acuerde al siguients critoe
rio
x gin§ B, pera fodo mewd
=
Y gine n. para algfin mew
Se tendria‘que la oucesién (x")“EN converge & %, oin cmbargo —_—
Tim fn(xn) > f{z), contrudiciende 1a cendicibn (1),
Amyoo
Ahora, tomo {né {x): xex} 6d una ocubierta abierta de X existen -
x
Xyy Fqp e 0 ey xkex taleo que? .
Xe _U ﬂé (xi)
i=} X3

Sea Il = max { Hor1eds kY, Afirmames que hipof, ¢ 3L[hipcr] ol 0 My,
i
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En efecto, sean x€ X arhitrario y n 2 W ) existe'l 41 ¢'k'tal que~ =
1
[y
dx(x,xi) < dxi_( b, asi
Pl () xpht (s) = £)) = €
adam&s fn(x) Cf(xg) + €
6 nea fn(x) -f < f‘(xi)
por. 1o cual (xi,fn(x) ~ § )e hipof, por consiguiente
{z,£,(x)}¢ B[hipof]
“como esto ea vAlide para todo xeX antonces
r. C Benipor]
de - aquf. podemos afirmar que hipof, < B, [hipor], pues Bi (x,a8}e hipof  cntonces
existe (y,b)e hipof tal que:
P((!,fn(x)).(y,h))s 2

‘pero {yyb - (£ (x) = a}}¢ nipor {puen £ (x) - a2 0)
¥ P(xa),(y,b = {r,{x) - a})) ¢ E
as{ (x,a) € B, [hipor]

Por oira parte, por la atmicontinuidad superior de f, para cada x € X existe
0¢$ <€ tal qued (x,y)¢ 8 tmplica £y} < £{x) + €/2, Considerando la

cubierta abierta de X dada por [Lgb (x): xe x} podenos exirasr una subcubiere
b <

ta finita

3
K= U B.\ (xt)
im] b4
i
Ahora bien, de acuerdo a la condicién (?) para cada x¢ Xcon £ is § oxig
. th
te una puceaidn (:'.n )n(‘M converrente a %; para la cual
1un (') 3 r(x))
== "n‘"n i
Ny
De este rodo para cada Xy existe Hx ¥ tal que Bi n 2 Nx entoncen -—

i i
f(z‘) -t < rn(x‘:“). Tambidn para cada z, con 1 £ i€ exiate N;& W tal.
i
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Cque ny N in]icad(x“’x)(é ¢ b2 SGaN-ma.x{H H':1<i*?}.
T 9 P > Y X thi 2 %' Txy A
as{, oi'n 2 N? entonces para tedo x; con 1z 1ig8 vecumple

rlx) “El2ct (x

Sy el eh,
1

Afirmamos gue hipof ¢ Rk[hipol‘n] para todo n 3 Ny,
En efecte, sean n 2 N? Y x€e X arbitrario, existe 1 £ i £ § tal fque

dx(x,xi) 3 é’i' de donde
i) (]
dgleex M) & dlxyx;) + 8 {x5,%, ')« ?6xi< &

¥ adendn r{x) ¢ r(xi) + b2 < fh(x;“) +fe v tf2m rn(t:‘i’) +f
asf : 0 © Axs(x)) e g fhiror ]
pues, Vs‘i o< flx) - fﬂ(:::‘i)) ¢t  entonces

i(z,f(x)) € HL[(x:‘i' ,fn(z;h njc néfhipnfn]

(i!)

sl f{x) - s (x & 0 entonces (x:lu,f(x)) € hipef y por lv tante

() & B L0t el € Bglnipor ]

como t fue arbitraria pademon concluir que f < Btthipafn] ¥ de aqui gue

hipof < flt[hipo!‘n] y Por lo tanto mi n 2 ma.\:{ll], H?} ae *iena:

hipef, € B [hipor] ¥ hipof ¢ B (nipot, ]

Por conaiguiente (rn)nam dl-cnnver(_-c a (',‘

Inversamente, supongames que (Fn)né o b y-converge 3 £ y nue (xn)ntn en -

una sucesién canvergente a x& X, Connideremou la sucesidn ((xa,f (1 m .

neEw:
Como 1im H(hinor yhipaf) = 0, entonces para rada ne wy existe {r, B )e. hipof

n—m
tal que
r‘li_r‘,wp“yn*'?n)»(“n'fn(‘n)” =0
de donde — ———
Nm oy, o« Yim ox e ¥ itn P = Tim I‘n(xn)

n=a n =y n=»m Ne=ptn
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Puesto. que ?n § f(yn) para todo n ¢ entonces
T r{x) =130 B ¢ Tin fiy)
Tl s n—pto [ N
: ; } > i N
pero conmo (‘Yn)nebt converge a %, dado L2 0 exiete H & tal que
fly) & ole) + & sinyH
como ‘ento san vAlido para toda A >0 entoncas

Tim £{z,) « o(x)
nepa

"y per cansigvienta Tim fn(yn) < £{x)
e

Cumplifndose asi lz condicién (1),

Por atra parte, sea x € X arbitrario, consideremos el punto (x,f{r)}e f; ‘co- :

ro lim éF[hipof,hipafn] = 0, para coda nem existe (x, /\n) € hipof,, de ‘tal-.
n-yoo - )

f ue:
o tim Pz, t(x))(x, 4 ) = 0

n—pin

ang im x_ = x ¥ lim 1n w f(x}
LR s -] » N=400

puesto que ln < f‘n(:n) concluimes quet

rlx) = dgm A ¢ lm fo(x)
N ~ban

cunpliéndose asi la condicién {2}, »

Con reapecte a la propssicidn anterior podenon hacer la sipuinnte observoe
cién: $1 (1)

(z}

nngw

neo d3-convcrca a f entonces parn cada ¢ X sxiste una suceaién

convergente a x para la cual lim f‘n(xn) a f{x}
h—ay

Veamos ahora un ejemplo que muentra que en la proposiciln anterior la hipd-
iesis de )a vompacidad dn X ea esencial para asegurer que las condiciones (1)

y {2) inplican ﬂl—convergcncia.

ETLEPLD  IV,25

Sean (x,d,) un egpario métrico no compacte ¥ (yn)n co Una Ducenifn en X

pin pubsucesianes convergontes, Pura cada n €W definimos la funcidn fnlx——~’9~
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dr la sizuiente ma.r;era:
R sl x “..yn_‘
fr"(.x) =
b 0 Lo B XE Y
Observemos que para cada nem la funcidn f€ uix),
Seuy Tii——— W 1a funcién conatante cero,

Afirmamop que la sucenién (£ } cumple las condiciones {1) y (2} de 1la

nn e

proponAicién precedente, En efecto, Bi x¢ X ¥ (x")“Un ep una sucesifn conver

snte a x, come X no puede ser punte de acumuiiacidn de (yn! new} entonces .
existen t.>0 y lia e talen que n % HD irplica In ¢ Bl(x), pero por otra par
"t exinte Bo6M tal que oion 2 YN entonces x & 3.{x), Sea N = max o, Ny 0=
podenns asegular gue si n %2 N entonces L * yn' de donde fn(z") = 0, de agui -

" concluinos que lin fn(xn) = 0, curplifindone asi la condicién (1),
n-am

For otra parte, si xt X definires la sucnsién (xn)nUN dande X, = X para -

todo nem , ani (’n)n ¢y, COPVErZe @ x, ¥ ademds, puesto que exinte NE X tal

que n > N irplica ¥ # %, entonees o1 n % ¥ ose tiene fn(xn) = 0, de donde -
lim fn(xn) = 0, cumplidndose asf la condicaién (D),
N—o

5in embargo, (fn)nim no ds-convcr;;u a f, pues para todo néw: se tiene!

dfr,m =

Concluiros oste trabajo dande versiones de lcn teorenmas de Dini y Stone na-
“ra €Y espacio 5{X), 7 dando una versiés del teorema e Ascoli utilizando algue
nos de los concentos vistos ajul.
TLOMALA  DE DINI
Antes de cnunciar el teerera renordermns la sizulente
wrinicron  W.26

Un espacie ¥ er 1lana numerablenente compacto si de cualquiaer cubjertn -

abierta y numerable de X sa puwde extraer umn sutcubierta finita,
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PLOPOSICTION “1V,27 (TEOR.LA B DINI)

) una sucesifn cn =

Sean (’"'dk) un espacio numerablemcnte compacto y (f —_—

n

5{x), i para cada.x¢ X la pucesién (fn(x))m.-m decroce mondtonamente a cero

entonces (f'"),“ , cenverge uniferwenenic a la funcién cosstunte cero,
,

Antes de demestrar la proponic@dn hac.:moe la siguiente afirmacién:

Si £e5(X) y >0 entonces ¢l conjunto { xe Xt F(x}< &} enm avierto en X,

Zn efecto, designumos por:

Aal xeX r{x)< e}

Seu x, € 4 arbitrerio, puvote que. E - f(xa) > 0 por la senicontinuidad opy..

perior de f exiote =§ > 0181 que” o} di(x,xd) < § entonces
o 1{x) < f(xo) + (£ < f(xo)) a £

“ani Bé(xo) € A"y por 1o tanto A ci abierto.

) (hbtainou éue o5to es vilido atn cuando X no - compacto),

Ahora demontraremos la proposicién,
Sea g> 0y para cadane«m sea 0 o f xeX: rn(x)< t}. ovservemos que co-

ton conjuniod forman una oucem!n ereciente, Por la afirmacidn anterior cada -

0, 8 wn gubconjuste abierto de X, Ademds para coda xe X lim l‘n(x) =0 en-
n—o®

tonces L= U 0
nem

Por ser X nucerublemente coupacto exiote un nfmero finite do conjuntos —

0 ¢

nl' n?' ey Dn eusa unibn es icual a X, de hoche

X =

n
T

{supontmon que n, “8 el fndice nayor de cota coleceidn finita),

De agui f‘r (x) < & para toda x¢ X, ¥y por lo tanto i n),nr se tiene -

(x) <t para tuda xe %, de aqui concluimon que (f )

conver
n‘nem ez

05 f (x) = rhr

se unifornerente a la fusciln censtante cero. [
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TEORERA DE STONE

Nuestro proplsite en esta parta es dar condiciones suficientes para que una
fanmilia de funciones euperiormente semicontinuas eea denpa en s(x) respicto a
1a métrica d! (d3-dcnaa). Una primera obearvacifn que podemos hacer a este reg

pecto es la siguiente:

PROPOSICION 1IV,28

Sea (X,d.x) un espacio métrico compacto, Entonces U(X) es d:’-denao an S{X).

DEHGSTRACION
Sean f S(X) ¥y &> 0, 6ea nend tal que 1/n < t, sabemos que f;/nﬁ U(X),

¥ puesto gque

hipof ¢ hipofI/n Y bipofI/n - Bl/n[h'xpof]

se sigue que ds(r‘l'/n,r)r. €, do dondo U(X) es d,-denso en S(X),

Ahors bien, U(X) eatisfoce las siguientes condicionaes:
i) U(X) en una latiz
ii) U(X) amiela puntos

En efecto, Veamos primeramente que u(x) es uha latiz,

Sean f, ge U{X), es claro que max(f,g) ¥ min{f,g) mon funcionea acotadai,
Por otra parts, sean € > 0 y x e X arbitrario, exists 4,20 tal que o
dx(x,xo) < 51 implica f(xz)} ¢ f(xo) + £, Similarmente, existe 62 > 0 tal que
dx(x,x°)< 32 implica g{(x) ¢ g(xo) + 4,

Sea § = min{él, 82}, entonces si dx(x,xo) < & se tiene:

r{x) ¢ f(xo) + £

y slx) s glx) + ¢



and L Smax {f(x),c(x)! € max {l‘(xo) + l g(x s &}

por 1o ctial w7 Vulmax(f‘c!(x)_ m(.i‘,g)(; ) +E

dn dnnda ‘max(r,z} €. 8(x)

Ahora veanos que u(x}

‘Se.«n (z!, l) y (72,*

a) ‘Sl Xy - 12 ¥ ml-,g- “2' saa f' X-—-—-—'W. la. l‘uncldn constante irual a

(nr1 + )/7, entonces feif(x) y ainla a (x ]) de (xz, :1.2).

b} ai x] # Xy Y cl] L4 ot?, 12 funeidn nisladors es la definida en el incing -
: 1
anterior, 5ixy f x, y w, & vy, entonces dx(xl,xz) > D, Bea § = ?dx(xl'x{!)'
Definiron-la funcién fif~———— W do 1a siguicnte maneras
Ay~ et d {x,x,) < §/2
f(x) =
LR sid {x,x,)2 §/2

. Claramente £éU(X) y aisla a (11, -:41) de (x?, “2)'

Zstan propiedaden son precisarente lae condicionee puficienten que asesuran
que una fanilia dr funciones puperiormente pemicontinuun Bea dJ-—dvnna en S{X).
Anten dm enrunciar la versién del teorema de Stone gue nop interena, considero-

mon Blpgunog lemans preliminares,

s YL,2Y

} wn esnpacis mfirica compactn, HE€R y @c 5{%) wna latiz, Para

Sean (2,4 )
%
cada h £« © mea b X R dofinida LT R

B (z) = min {n{x),m}
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Entonces @ = {h H her es una latiz en S{X)}.

LEHOSTRACTION -

Sea he §, debemos probar gque B S(X), pars esto propSsito sean § >0
x ¢ X arbitrarios,

5 b (x)} = ¥ entonces como K {y) £ M para todo yeX s clare que -
B (7)€ 0" (x) +t para todo ye X,

54 por el contrario h (x) = h{x), entances puesto que exiete &> 0 tal que
dx(x,y) < § implica h{y) £ b{x) + £, Be sigue que dx(x,y) < § implica -

RUy)e wx) 4 &, ¥ ast nte 5(X).
Por otra parte, afirmamon que Bi h’, g'g e’antuncee:

nax(h %) = {max(n,g))"

v min(t" 5 ) = (min(n,g))"

En efecto, supongamos que max{h™,z"}(x) = n"(x), es decir K {x)> g™z). -
Puede presentarse una de las Biguienies situaciones:

i} §1 W (x) = # entonces h{x)} 2 ¥, de donde
max(h,g)(x) > M
L]
y asi (max(h,g)) (x) = n

11) St h"(x} < § entoncen n{x) & K, y como g"{x) < h(z) a h{x) & ¥ entonoss-
g{x) « ¥, es decir
gh{x) = glx)

de donde pax({h,g)}{x) = n{z) < ¥

por lo cual (max(h,g))"{x) = nix) = h*(x)

En cualquiera de }as doa situaciones concluimos que:
maz(h”,g ) x) = (mas(n,g)) (x)

Do forma anfloge, Bi sucede qua max{h™,g")(x) = g"{x) se concluye que:
max(n”,6")(x) = (maz(h,g))(x)

Como x fue arbitrario se tieno:

max(h’yg') o (max(h,e))”
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Similarvente. se. prueba quotl’:

‘Eatonces =

LZOSTRACZION - ™

ui,;fi,y £60 enlon:

la justificacién’

ceai

“ hipof U ixip}:é < hipa(pax(f,g))

hipof N hipog = hipo(min(f,g))

[ ]
LuLA 1IV,31
Sean X un cspacio topelésice compacto, € € X compacto i ¥ wna fanilia de-
subconjuntos coupacton de X cerrada bajo uniones e intersecciones finitas, ade-
nds oupongamon que para cada pareja {x,y)e€ Cx (X ~ €) exiate K(x,y)€¢ L tal -
que x ¢ int(k(x,y)) y vqE(x,y). Zntouces o1 O co un conjunto abicrto distinto
de X que contiene a € entonces existe K¢ X para ¢l cual

C ¢ int(K) e Kec 0

L3, COTHACICN

Sea yO £ - 0 fijo, para coda ne € oriste K(x,y)¢ & pura el cual -
xeint{l(x,7)) ¥ y{ K(x,7). Conaiderenou la cubicrta abieria de € dndu por =
{int{k(x,7)): xeC}, Por la conpacidad de C exiaten X1y Xy o s 0y % €C tales

nue

n
cCc u 1nt(li(xi,y))
i=1
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Sea K, w 13‘1 K(xi,y). Observemon que € C int(i(y), L s, K_y en corrado en

% y ademfs y ¢ Ky. Repitiendo anta conniruccidn para cada ye X = 0 podlnmun ron

pidepar la cubierta abierta do X - O dada por { X - Kv: ye X - 0}. Por la con
pacidad de X = 0 exiaten Yir Yar o o 0 yke X -0 talen que

k k
X-0¢ U (x-xy).x-r\x
i

i=1 ¥y

k
Sea K e (\ K, anf K€Y, Ademan como C C int(Ky)pam todo 16 3-% k =
i :

=191
entoncen n - " - .
c¢ Y int (K, ) = int (r\ K, ) = int(K)
sl Yy S Mel
Y por 81timo como X = 0 € X = K - entonces K € 0, s
PROPOSTCICH 1V,32 (TEOREMA DE STONE)

Sean (x,dx) un espacioc métrico corpacte y {1 C S(X) una latiz qua aisla pun
ton an XxXW,

a) 51 fe S(X) antonces existe una eucosién {h )

K '
a'nes en d3-cnnvargante a f

per arriha,

b conver

-

s fec(x) y (hn)nem d-converge a I por arriba entoncea (hn)ne-n

fe uniformemnnte a .

IEKOSTRACTON

Por la propemicifn IV,?8 aabemos aue cada funcidn nuperiormente semicontinua

<

a
puede ner d3-aprovinnda por arriba por sus "funcionea -3-‘ -paralelas superio-

ren”, An{ que basia demostvar la prononicisn para funciones an U{X),
Sea £e U(X), existen m, H¢ W talos que para cada x€X
meo fMr}e M
Para cnda h & A definimes la funcién b tX—— W corot

hl(x) = min [ h(z),ii}
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¢
De acuerdo al lema IV,29 tenemon que (L -={h': ht fL} e una latiz en =

5(x).

3

Para cada h € JL pes Ky = {(x,w)tme ot ¢h (x}} . ba decir,

K, - hipnh: Nxr[m,m)
Cala conjunto K, en un subconjunte cerrado de xx(m,n]y por lo tanto es —
compacto, ademfs la familia § = {Kh= he .(Li oo cerrada bajo uniones € ine
tersecciones finitan (vor lema IV,30), Sea

Cm{{ra)ime ¢ f’(x)}
AMfirmamono qua Y osntinface lap condicionens del lema pracedente con rappecto

al conjunto @ en el empacio compacto X» [m, 4],

™ efnacto, wean (xl,o& Neey (xp,d?)e (xx[m,N]) - C, Obesrvemos qus pi-
- <, % : -

X, ® x, entonces &, < o, {puen 1 8 r(xl) yoi, > f(xl)), asf, podemos

Bfirmar que x, # X, o ai x; = x, entoncen <, < pe Punsto qua A\ aisla -

puntos existe h € L tal que:
(xl, oil) e int{hipoh) ¥ (xe, ocz) ¢ hipoh
» L3
an{ h(x?) < oty % K, de donde b (xz) = h(xz), por 1o cual h (12) Loty y-
as{ (xz,d?) ¢ Kh
Por atra parte, como (xl, dl)ﬁ int(hipoh) exista X >0 y V vecindad de N

tal que V!(Dt-]- Xy ooy +d)c hipohe Sea § = min {M- 11 ).}, como -

ut1<)'.lm tiene é)OyV’l(o‘l-é,oﬁl-&g)C hipoh*.

En ofecto, sea (x,a)&‘.’x(ul -4 Yo+ § ). Como
Vl(uk] -8 yo<y * I VL((‘!.I - l,ckl + X }c¢ hipoh
ne tiena a € h(x). Ademfn

a<d1+34c1 +H-o¢1.H

1

por 1o cual a &< M, asf a & min {h(x), Ml - hk(!), de donde (x,n)ehipoh‘._
So pirue que (x],a‘)e int(hipeh™} relative a xn[mH], y, por consipuiente

(xl,o’]) 3 int(Kh) ya que tombién se tiene que:

¥ (e LT YN Ex ey 0] < Tam)
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An{, queda demostrada la afirmacién,

Para cada n €N sea Do e
’ 0, Bl/n(C) N (X~ [myH])-
As{ para cada new el conjunte On es abierto rolativeo al espacio X lf_n,H],

y ademfs ¢ € On‘, por el lema precedente exiate hnéﬂ tal ‘que

€c int(xhn) ¥ Ky, €0,

n
podemott guponer que H oo ln cuficientemente grande para que f(x) + % <H -
para tedo n€M y toda x ¢ X, Obpervemon que si nem y (¥, B)¢ 0, entoncen-

B,

Afirmamoo que para cada n € Wi
d3(hn,f) € 1/m
]
En ofecto, mea n €N fijn. 5i (x,h:‘(x)) € K, entonces (x,hn(x))e l)'_l ¥ asf
n

M
h:l(x) < M, ¥ por lo tanto hn(x) u hn(x). Ea decir (x,h:‘(r))e K, implica ~
n

h:(x) = hn(x).

Sen x€ X arbitrario, {x,f(x))€c (¢ K, ), asf
n

m&(x) s h‘n(x)

de donde (%, h:(x)) €K,
n
¥ por lo tanto h:l(x) = hn(x)
por lo cual tlx) hn(l)
de donde hipef ¢ hipoh ¢ Dl/n[hipohn]

Por otra parte € € hipef, de donde nl/n[c]c By s [hipof], pero 0 ¢ BI/A[C]’

por consigmicnte 0 C Tl]/n[hipol‘], an{
xhnc nl‘/nLhipul‘]

Obsnrveron que nipoh, & K U {{x, o) 2 ¢ m]

il
n
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¥ como {(x, &)t ¢ m} € nipof C Bl/n[hipof]
concluimos que hipnhn < Blfn[hipof]
asl dB(hn,f) < in para todo n end

Concluinae que (k)

' new ds-converce por arriba a f, (ee por arrita ya que ~

come 86 obeervd anteriormenie f(x) < h”(x) para toda xe X y ne N ),

b) Sea reG{x) y (b))

nlncn una aeucesidn ds-convarganta a f por arriba.

Parn cada kew exiate Nken tal que n > Hk implica
+
hipof ¢ hipoh, C B]/k[hipof] - hipol‘llk
Asf para toda x¢ X y n > "k pe tiene:
t0x) € n,(x) & 174 0x)

+ .
do scuerde al lema IV,21 ssnbamos que (rlﬂ)kem convergs unifarmemente a f,
¥ de aquf conciuimos 1a convergencis uniforme do {(h_} af,
n‘neny .

Lap condiciones enunciadap en esta versién del taoraema de Stone mon auficlen
tes pare no necesariag, para comprobar esto sea X = [0,1] ¥y la familia do -
5(X) formada por todas las funciones gque coinciden con alguna funcidn constane
te axcepio on un conjunto finito de puntoa,

Afirmamos que . no aisla puntos en X x Q.

En ofecto, ai (xl,u), (xz,n)e X xR con x; § x,, no puede exintir £¢ /L tal
que (xl.n)eint(hipol‘) ¥ (xz,n) ¢ hipof, puss para gue (xl,a)s int{hipof) &e
debe tener a < f(xl) ¥ extatir un conjunto V vecindad da {x,, a) contenido en -
hipof, Coma l‘(x) = k oxceptoc para un ndmero finite de puntos, podemos afirmar -
que k > a, de no ser as! tendrismos una situacibn como la que pa musetra en ol

siguisnte dibujo,

v (e )
' (xl,n)

Kl o o o e ameses




ecto no puede rucesier, puer (x],n) no per!enecnr(n ,ll interior de hxpof’.

Por otra parte, f(xa) deba ser naynr ° igual a k (de otra forma f'no merfoe

Def'ir!impﬂ 1a-funcibn’ gtX——— R do la sizuiente manera:

f‘(xi) 8i x =z para alguna 1 § 1 &n

c(x)l
: n sixf:i para toda 1 € 1 % n

Es'claro que g € {1, ademds g{x) & t{x) para toda x¢ X, do donde

hipeg € hipof C BE[hxpo!'] (1)

Por otra parte, ai (x,f{x})e £ entonces eviste 1 & 1 ¢ n tal que
dx(x,xi) < 8‘i< €, ani f(x) & r(x,) + €, de donde

£x) - f{x) & ¢
i) 51 0 ¢ f(x) - f(xi) entoncen

| r(x) = clx) | m [10x) = rlx)] € &

EY:34 (x,£{x))e B‘,[hipcg]
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i) 51 £(x) = f(x;) <0, entonren 7(x) ¢ 1(x;) = £(x,), de donde
{x;,7(x)) & hinog
¥ nar lo tante (z,r(x)) € B, [hipog]
Do cuslquier farma pndenos carcluir que (x,f(x)) € B [hipog], ¥, pucsto que
{x,f{x)}) fua arbitrario tenemoo que:
£ < B, [hipog]
Ento en conjuncifn con {1) nos indica que

dy{r,c) ¢ ¢

" Y por consiguiente M es dy-denga en u(x),

Antes de pasar al teorema de Ascaoli veamos un par de ejemplos de familias -

ds-dennau en S5(X).

EJEEPLO  TV,33

Sean (X,dx) w aspacio nétrice compacto y M1l = 5{‘(;5()(): £ es simple}, (una
funcién simple &n aguella cuiya imAcen es un conjunte finito), Afirmames que J\
en dl—denna en S5(X},

En efecto, es clare que M\ forma una latiz y ademfs aisla punton en X» W,
puen ai (x],d]), (xz,mz)e‘ AR

1) Ble, < o, (on? < ov-l) entonren pea o€ R tnl quo
tey € o Cexy (o, < o < 02y}

Sea Ti1X———Th la funcién constante igual a ek, aof f€ Sl y o8 tal que -
aisla a (xl,cil) de (x?,d.p),

§i) S8 ot | = ¢, ontonces x) § T, asi dx(xl'IZ) >0, Sean2r = dx(xl,xz) ¥y -

fsX—-—y Tt definida comoj

\’w.l + 1 0i x ¢ Br(xz)
£(x) = 2

-1 ni x € Br(xz)
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Obeervencs que fe . Yy ademés (xl,txl)e int(hipof) ¥y (xz,otz)f. bipef, es8

decir, f aisla (xl,ul) de (xz,ntz).

Otro ejemplo de una familia d.l-densa en S{(X) ea C(X), pues es una latiz en
5{X) que aisla puntos en X i,

Un 68ltimo comentario que hacemos Bobre el teorcma de Stone ew que las condj
ciones de gpuficiencia pedidas en esta vereiln aseguran dB-dannidad, ain embar.

go no implican dz-dcnaidad, por ejemplo C{X} no es necesarianmente dz-dann en
U(X). Para ver esto, aea X = [0,1] y conaideremos la funcién ¥, € U{X), Afirma—

moa que no puede existir ge C(X) tal que:
d,(X,08) § 13

En ofecto, puseto que io = [(1,0): 0 ¢ x ¢ 1} U (0,1), entonces

By 5[ X,] = (RAATx 3,400 v (R0 % [5,0/8])

4/3 "":
1 .
2/} o= 4
£ T

0 br

_1/3---—---—-:

Do esta forma, si dz(xo,g) ¢ 1/3 entonces
8¢ [Xn]

De donde g no puede aer continua, pues estarfa contenida en loe recténgulos -
descritos anteriormente y ellos formarfan una dieconexién de g,
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CTUORENA DU ASCORT :

'lau. méiricﬁu dy 3.4, en 6(%) cuando. X 08 un espacio mé-

‘la nquivnl endi'a ’ 2

ver, propon:\clbn I‘J 2") " marca la pauta de la versién del icore

trico .coppacto

ma de Ascoli- ‘deda ,.qufc

ss.(r ) L eu \ina auceuxén acotada de funcionos en c(x), con X compacto,—

ontonceu ozmte Ty D tal que p‘.:'a ‘cada mew ge cumple.‘

7 fnc Xx [_r,r]

Obnervando que el eopacio Xx {-ryr] es corpacte ¥ quo fn 85 un conjunto ce
rrado en X x [—r,r'} tenemoa que de hocho cada rn o0 un conjunto compacic, Sabe-

mos por el capftuls I que la familia de conjuntoB compnctos do un espacio mé—
trico compacto forma bajo la méirica de lausdorff un espacio métrico compacto,

au{, podenos afirmar quo exivte una pubsucesién (l'nk)],““M de (fn)nelM conver

gente en la méirica de lauodorff a un oulconjunto compacto C de X% [~r,r], Si-
C fuese la grifica de une funcién { entonces por sor C compacto se tondria que

f seriz continua, y de acuerde & la proposicién IV.22 la pubsucesidn (fn )kuN
13

deve coaverger uniformermcnte a £, la  oijuionte proposicién nos da condicionep=-

necesariaag y pufieienton para gue 2) conjunty C oea la gré&fica de una funcidn,

PRCPOSICICH 1IV,.3d (T .Cri.a DI ACOLI)

Sean (K,dx) un espacio métrico compacto y {(f } una cucesién en C(X),

n'‘newy

Supongamos que existe un pubconjunto compocto ¢ do X xR tal que 3P(rn,c) -

tiende 2 cero, ‘ntonces € eo la grifica de una funcién si y eélo Bi (rn)nuu

es uniformenente equicontirua,

U2L.CSTRACTCH
Primeramente hagamos la sipuiente oboervacidn:
Para cada x¢ X exipte oy 6w tal que (x,\xx)c Ce

En efecto, couo (£) converge en la métrica de lauaderff a C, cntoncea

n‘ngn
converze topolégicamente a € (ver propesicién I.13), es decir

Linf(f‘n) a Lsup(fn) s C
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Como c cn compactn en X » R rcﬂulta sor acotndo, de dondu B [C] as acotado =
pura todo [ > 0 ¥ como f ¢ B [C] para 1 suficientemenic grande, entonces pa
ra cula xex el con:nmto {f {x)t new} a3 un conjunte acotado en W, ani

txe.ne una suboucecién (fnk(l))kem convergente o elgfin o &R,

pero esto injlica que (x,o(x)ré C, pues como ,a se hizo notar las condiciones w
"u‘.ritc'riiorc: aseguran que (x,a(x)e Luup(!‘n).
Supongamos alora que € no ¢s la gréfice de una funcién, de acuerdo a la =

“ohoervacibn anterior deben existir (x,e¢) v {2, P )e C conce ¢ B, Punsto que =
Cw Linf(fn) per la propomicién 1,3 existen sucesiones

SCE AT D) . PR (FAVS S E D) I

convergentes a {x,o) y (x,B®) roopectivanente, Como <4 P entonces ——
:15‘“ - Bl >0, 2of dado § > 0 cxicte Hew oulficlentemente grande tal que
alz ) e8,
1 1
Iz =ot]< gl = Bl v frly) - Bl glec = Bl sinan

de donde !fn(z") - fn(yn)|> %lc( — einy N

por 16 cual (£ ) no e uniformemente equiconiinua,

n'nemN

Invercamente, supongamos gue (fn) no oc uniformemente equicentinua, As{,

n €W

exiaten € > 0, una oubsuceuibn (fnk)k et de (fn)n cuy ¥ Buccoiones (zk)kem

7 (yk)ke . ©n X tales que pora cuda kem dx(zk,yk) <1k oy -

t(Y)"'f (2)‘>E-
lnkk nkk

Como X cs corpactg la uucenién (= debe teopner una pubsucesién -

k)l:eN
(zki)ielﬂ converente a alofin x4 X. S5t conpideramsn la oucenibn (yki)iklN'

nuevamente por la compacidad de X debve tener una oubsucesién convargente, para

aitplificar la notacién pupondromos que de hecho (yy en convergente,

)
iie»q

Puento que dx(x,yki) ¢ dx(x’:k‘) + dx(zk."yl:.)
i i i
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~ 7 cone anbas dx(z,zki) y dx(zki,yki) tienden a cero, entonces (yki)i .

convarge & x, Recordundo que para n suficicntements prande fn [4 Bt [c], podenos

. nrxrnar{ nue lan suceniones (Fnk (yki))i“‘ ¥ (l‘nk (zki))ic-w eBt&n aco

: i i
tada'u’, ¥ por lo tanto deben tener una subsucesidn convergente, nuevamente para

nimplif‘icar 1a notacién supondremos que de hecho

(fnk (2, 1), cOMVerze a e
{3
(1)

¥ oo Ary (v Mo converge a R

T k i
i
Puspto-que para cada i €W se tiene .| f (y,.) ~£, (2 Y| 3¢ entonces -
: I S T

o § B, De (1) se sigue que {x,o¢) y (x,B) non elementos de C, Asi C no es-

1a grifica de una funcién,



APENDICES
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Punnto que lon espaciae mftricon compacios juegan un papel muy importante -
en ol desarrollo de ante trahajo, dedicaremos eate apartade para dar algunne -
de 1as caranterizacionec mAs comunan de ente Ytipo de espacias. Adoptaremos 1a
definicién mAs uanda de eompacidad, eo decir, un espacio X eo compacto sl de .~
cualquier cubierta abierta se puedr axiraer una subcubierta finita, Anton de -
enunciar lan diotinian caracterizaciones do compacidad recordomos las figuione

tea definicionen,

DEFINICTIONES

Sean (x,dx) un eppacio métrico y = {CJ { Unn femilia de subconjunton

ol &

de X, se dica que % tiene la propiedad de interseccisn ni

S o g p

5¢ dice que % tiene la propiedad de intermeccifn finita #i para todo AC I
finito se cumple

otQA Coe *?’

B¢ dice que X ¢p totalmente acotndo ol para cada £ > 0 existo una coloCam=

cién finita da elamenton de X, {x;y %, « o o 4 x|, tal que
n
X C Uy Rlxy)

PROPOSICTION
Sap (x'dx) un enpacie mBtrico, 1ns gipuientes afirmaciones aon equivalentoot

i} X en compacto
11) 51 ¥ = {c%)’mt 1

Va propindad de interseccién finita, cntonceo ‘R tiune la propiedad do in-

es una familia de subconjunios cerrados de X que tiene -

teranceidn,

iii} X on tetalmente acotario ¥ coupleto,
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iv} Yodo sulconjunto infinite de X ticne un punto de acumulacibn.

v} Toda sucesiln on X tiene unn pubsucesisn que converge a un punto de X,
D5 08TRACTON
i) implica  ii)
Sea F e (C“L }

propiedad de interseccién finita, Supongamos que:

we 1B familin do {snbconjunian carrados de X qua tiene law

.‘E?ntan;:‘e;n %L ‘,, POr 10 GUAL " L e
EIERES

eria do X, Asf, oxinte A €1 finita. tal
que’ R E RSN : .

Be donda’ 1Y 'cd‘ = ¢, o sual ox wna contradiccibn,
- €A ’

"'4i)  implica 1)
Sen P = (cdjug g una cublerta abierta de X, convideremos 1a familia de =

conjuntos corradog ‘F'- {X - Oyt Lt I}. Comg X = dl: : ¢, ontonces

Ye U € =g, anl N (X-Cy) =4, oodecir %' no tiens 1a propiodad-
o I ¢l

de interceccién, por hipbtesis ‘S‘I no tiene la propieded de interseccién finite,

Par lo que oxioto Ac I finito tal que

N, (kwty )nd

ot A

it
hef X= W Gy, co decir B ={Cd}

¢ 4 G5 una subcublerta finita de %,
ole A o

Por consiguicnte X eo compaclo.

i) inplica iv)

Sea C un subconjunto infinite de X, supencamos quo ¢ [] (¢’ aenatz o1 «
conjunto de puntes de acumulocién de C), Para cuda xe X exipte Ex) 0 tal que
(th(x) ~fxfine = ¢. Conaideremos la fomilin P a {Elx(r):x &X] 1a cusl es una
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cubierta abieria de X, por LipStesis exioten Xyp Xgpee o ey an X taloy que

U, (x)
Xa U B x
. . 3 i
i=l y
Ue donda G U By (xi)
. i=l x, o
i
Aol Cecn (U B (x))c fxp, e izl
- - il —xi e R

lo cuel eo una contradiccibn, puco G en u.n_cnn'jun,t'or infinito,

iv) implica v)

Sea (xn)n em

Si A en finito existe x¢ X tal quo X, = x pars una infinidad do indicem n, on

upa oucenién arbitraria contenida en Xe Sea A xtne [

toncen )a oucesidn (x} converpe a x. 5i A es infinito por hipdtesis tiene -
un punto dt¢ acumulacién x & X. An{ para toda new ol conjunio Bl/"(x) N A ro—-

sulta ger infinito, Sca x_ un olomento de (x_) tal que x, ¢ B,(x), Soa~
ny n ny 1

new

x. un elomento do (x ) que satisfaga lan siguientes condiciones!

[3
nz n'new

ny >y y xnz(-, Bl/a(x)

Podemoa azcpurar quo x cxiete, pues de otra forma Dl/z(x) interpectarfs adle

2
a un subconjunte finito de A, En general sea x_ un slomento de (x ) tal
o n'nemN

que n>n b xnke Bl/k(x)

Entonces (xny)k sy @8 una subsucesién do (x“)n eny cOnvargento a x.

v) inmplica 1)

Supongarmon que toda oucesién en X tionoe una suboucesién convorgente, 5o -

afirma quo X eu totalmente acoindo.

En efecto, supongamon que la afirmacién es faluva, es decir oxioto to >0 w
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tal fque .parn‘todu A C X finito pe tienn:
“xd v on {x)
xed o

Sea x, un punto arhitraric de X, existe 3,€ X tal que dx(!l"z) LR (de 1o

contrario X = BE (Yl}). Do 15 micma forma exinte x]E X tal que
) o
>
dx(xpz}) 2 !‘0 ¥ dx(xz’XS) - EO

2
(pues de le gontrario X = U BE (Ii)). En general para cada k €N axinte
i=1 "o .

.‘:kE X tal que
dx(zk,xi) 2 € poraie 1, 2y , o 0 kel

)r\ €N
tiene subsucesionss converpgentes, lo cual es una ceniradiccidn,

g de Canchy, por leo tanto (xn) ne

ki, ninguna oubsucenifn de ( HeE ne

*n
Voamon nhora que X en separable, ez deeir eviste K € X numerable tal gue-

¥ = X. Para ente propbnito abssrvemon {por lo anterior) que para cada n € N «

evigte A“C X finite tal que

X - B [An]

SeaKe U An' asi K eo numerable y ademds es denso en X, pues i €K ~
nem

¥ £ 0exinte neN tal qus 3i/n € &, ¥ como x¢ Bl/”o[A"o] entonces existe

a & A talque dlxn )¢ 1/'n < &, aof
0 [«] o o

BNk 4 g

Te donde x€X ¥ nor 1o tante K eu denso en X,

Veamos ahara que toda cubierta abierta de X tiene una sudbcudierta numerable.

Sen G o« {Tdf una cubierta obierta de X. Tenotemos par:

o1

‘x s {n] ,n{lr_): kek, n Eru}

‘S_ ap pumerable por Jo tual To paderon representar como

£ alsr 1 enf
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Sea J = {Gié 1 6,C T, para alguna ol & I}, Se afirma ques )

U g, = U T
T SRS S

En ofecto, claramente ) 6, C U T,. Por otra parte si x€ U Ty
0;e? oK €] otel

entonces oxinten o€ Iy L >0 talen que By(x) c T, . Sea new tal que =

2/n <t, Existe a€h tal que dx(x,n)< 1/n, asi

Bl/n(u) < Be(x) c Ty

]

Do donds XE Bl/n(a) ¥y Blln(n) el
Por 10 cual U o, C g
oer * oiLeJ;f_' !

] 1
Puasto que i e8 numerable entonces eB de la forma ‘i -{0‘: 1&J} (dondo J

4
88 un oconjunto numerable}. Para cada GiE J’, :LT:% oLiE I +tal que (}1 [4 To‘i’ sn

toncea U G‘- Uy 7

1€ 163 %4

An§, {’l‘u ! iGJ} ep una subcubierta numerabdle de X,
i

Aiora veamoe que pi tonemos una pucesién decreciento de suboonjuntom de X -

cerradon y no vaciosn (F‘n)rI ¢ wy OntonCED
5, 4
nQN n #
En ofacto, para cadn n €™ sea x € F . Por hipftesis la sucesién (xn)

n e

convergente a algfn olemento de X, sen x tal

tiene unno wubsucesidn (xﬂk)k em

olamento., Se afirma que x &€ nQ‘N F,» En efecto, para cada n€™ la sucosifn —
(xnk)ke n 00tA contonida en F, n oxcopoién de un nfimero finito de fndices k,-
como cada I-‘n en cerrado se tlsne que xe¢ F“ para todo n &N,

Finalmente se probarf que X es compacto,

nl
Sea P = {0, }até 7 una cubierta abierta do X, sea ¥ = {0 { pew UNB —



Se tienn que V(Fn)ri‘enu ‘; .

vacion de X, asi

L. : n
Dodonde  Xg X~ N\ Fo=m oy (x-Fl)= g (U G)=1r) o
ne nem neN  ial iem
Pero entonces tenemoa quo ‘s‘ ne “, suhcubierta de X, le cual ee una contradipg
'
cién, Por lo tanto B debe tener.una subeubierta finita, y, por consipguiente- -

X en compacto.

i}  impliea  iii)

Sea € > 0 arbitrario, la familia ¥ = {B(x): x€X} en una cubierta abier -

ta de X, Por hipdtesis exinien Xyp Xps e e oy X €KX ﬂalenrqu .

n
X = U Bg(x.)
13
i=1 i
Ao, X eoc totalmente acotado.
Sen ahora (x ) unn sucnpién de Cauchy en X, coma X es compacto toda ex

nnem
conién en X tiene una subsucesién convergente, en particular existe (erl )k cn
k

convergente a algfin x¢ X, Pero coms {x ) an do -

ubpucenidén de (x
9 ( n)neu nnem

Cauchy de hecho {x_) converge a x. Por lo tanto X es completo.

n‘new

iii) implica  v)

Sea (xn)ne.‘ una rucenién nn X. Se probari que (xn)nen tiene una pubpu—
cnoién da Cauchy,

Sen A m [1n! ne N} « 51 A an finite, ontonces exiaste xe X tal que L o=x -
para una infinidad do fndicen n, por 1o tanto la subsuceasidn (x) converge a x.

Si A es infinite, puesto que X ns totalmente acotado entoncen A es totalmentew

n

acotado, en particular dado E = 1/2 exinten x X s s s e X, €A talop -
1 2 r
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que Ac w B lx )
) =1 ]/? ny

exinta 1 ¢1 & T tal que x EB]/:(:‘,, ) para una infinidad de fndices n, Asf{ «

(ll)

exinte una subsucenién (x da (x tal que para toda parsja _—

e nnew

(“ l {xl(‘” 8a tiennt

newy

3] Hl
dx(xn ) <

Repitiendo lo anterier para la sucenién (x(”) ¥ tomando £ = 1/4 se ase.

new
gura 1a evintencia de una mubnucenién (x( ‘)n ewm B0 (xrtn newm tol que para-
P -2 B ¢ {2)
toda pareja xSy X € [tn }ne ae cumplo

d (xu’,x"‘.e') & 1/2

Podemos continuar enta procanoo para obtener una eucesidn de eubnucesiones do =

(xn)n esy ¢ De hecho cadn wno de 1oo renglones miguienten eo una aubaucesidn —

del renz14n anterior,

Lo mm
o Tp o X3y e e

xi?’ , x;.’?l, xl?l

3 e
’ . .
. . .
. o e
(r) (r) . tr)
%y a1 Xy Tge 4
. . .
. . .

(ry _Am) !
Tales rque para cada r&m e tisne dx(xn "’m )( :T‘:I
Formoron 1a nucesién de la diagonal, ev decir (x(”) anf (x(ﬂ)
o ! rem! rem

e subnucenibn de (x )neN' ¥ adens eo de Cauchy, pues 8i £ > 0 existn =
r

T EM tal qua 1/2° < E, de donde, Bir, v'Y r, entonces

' r =1
EH AP I VI PA

Puesto ana X as corplato (xm) na sonvergento, a

TEN
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uvh\ﬂn rnrnrdmaa alr'unsm dr\ 1 cararterlzucmnes tn.!q comunea de l:nnJun—

ios dennoﬂ en ninr'una narle, -

uz:m:mm_i

Sean V(Z,dt') un ‘espacin métrica’arb A'on denso -

en ninguna parte X Ee

PROPOBICTON

Sean (K,dx_\ wn enpacio mé‘trinoﬂ arbi c\ua{ltéa A0 § T A—
ciones mon rquivalentess
1} A es denso en ninguna parte

ii} A no es denpo en ningfin conjunto abierto rlinn'ntro;del;vneio.

ii1) int(R) = ¢

LEVOSTRACTON
1} implica i)
Sea B un conjunto abierto on X distinto del vacio, por hip8tesis ——

BN (X - 7) § ¢, asf exinta ve (B ~ R), en decir B¢ &, Ae donde A no eo denso

en B,

ii) implica ii1)

Puesto que int{Z) ¢ X entonces A ec denmo en int{X), Como int(Z} en un cop

junto abierts por hipbtesim ae sigue que int(R) = ¢.

iig) implica i)

Debemon probar que X = X - .

Suponpamos quo exints x& X tal que x f X - 71', asl x ea un punto exteriar de
%X = A, por lo cual exinte L3 0 tal que Eg(x) N{x=1 = #, de donde

ne(x) ¢ 4, es decir x ¢ int{R), 1o cunl ep una cantradiccibn, por censiguiente

A= X <R yoesl Aes un canjunto denso en ninpuna parte, »




152

En Ya proposioién II.16 se hizo uso del siguiente resultade:

SL A y B son subconjuntos cerradod no vacics de un espacic métrico compacto
X tal gque ninguna componente oonexa de X intersecta a amboa entonoes existen -

conjuntow abiertos ajenos “1 b H2 tales quet

AC Hl BCH2 HIUHZ-X

Daremos la justificacién de epte afirmacién, para lo cual haremoe uco de al
gunos lemas que a continuscién ee enuncian, En todos se supone que X 8 un es=

pasio métrico,

DEFINICICN
Sex F = [Ez} e une familia de subconjuntod no vacios de X, ea dico gue
% es una cadena si para cada E!e‘iﬂ exiate E . €% tal que E,ONE, ¢ po

Bi A ¥ B pon doe subconjuntoe de X, se dice que estdn conectadoe por una og

dena #i oxlate una cadena finita ¢ = {El’ Epp o v vy En} tal que AwE ¥
BeE.
n
LEMA

Una condicién necesaria y suficiente para que un espacio X @ea conexo es
que dada cualquier cubierta abieria o una cubisrta oerrada finita [Ez} de X,

se tiene que cualquier par de miembron de (El] puaden ooneotarse por una cadew
na contenida en [Ez}'

LDEMOSTRACION

8i X no es conexo, mean Hl’ H2 una saparacién de X, entonces [Ez} - (Hl, He‘

no cumple con las condiocionss del anunciado.
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inversamente, Supongames que X es conexo. Sea E}aé{E:], dafinimoa

Hl - U (2,3 E: pueden conectarse a E. per una cadena an (El”

Sea HZ-X-HI

Tomando cowe hipbteeis que {E“, 88 una cublerta abierta da X sntomoes tanto

Hl cowo iiz son abiertos, pues 8i x¢ Hl entonces xtEl donde E. Y E' pueden
-3 °

conectarse por una cadena en { E }, Existe £ >0 tal que B (x)C E, , do donde
0

Bt(’) [ H1 ¥ sal H1 et abierto. Do una forma Aislilar as depueatra que HZ (T3

abisrto.

Tomando como hip8teals gue [Eg) en una cubierta cerrada finita ontoncea ten
to H1 como }i2 aon cerrados, En efecto, sen xt-ﬁl, 8l re E‘ para todo & no hay
nada que probar, Si este no ee el capp entonces para oada s tal gue x{, E' sen

£, > 0 tal que BEY_(‘)C K- E, yoea o = oin{t 1x§ B}, de donde o > 0. -

Sea y € B, (x) N Hl' antoncea y¢e Bn" donde B‘n puede sonectarss a E. por uns -
cadena an (El}. 8{ wsucediera que 1 r’. H1 entonces x § E.n por 1le cual
B {(x) ¢ X - E_‘u, de donds y& X - th. lo cual e# una contradiocién, Anf xe H1
y por consiguiente Hl as corrado, De una forma snhloga es prushs que }12 LI Y

rrado,
Conoluimee que oralquiara de las hipdtesia acerca de 1!2:) nos conduce a que

HI/HZ es una meparacién de X ¥ como § ¢ B&C Hi, ¥ X e conezo se tiene que

B, = 4, ]

DERINICIGN

Sea £ >0, Una £ -cadena en X oo una sucesién finita de puntos de X, =
By By s o o g @, lalas que dxhi"ifl)5£ para £ e 1, 2, o o 4 4 D=l

5§ 1, yt X se dice gque eatln coneciados por una £~cadena ni existe una £.—ca

denaenx.al,a s e e ,antnlquoalcx Y os =Y.

z’
Un espacic métrico X es € -conexo si cualquier parsja de  elementos da X

pueden conectarse por una £ -cadena,
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LENA

Sea (X,dl) un espacioc m#trico, Si (X,dl) ee oonexo entonces es £ ~conexo

para todo t >0,

DEKOSTRACION

Sea ¢ > 0, considaremos la cubierta abjerta de X dada por {Bt/a(x): xexi,
Sean a, b€ X, por 8] lema anterior Bt/z(") y Bt/z(b) pueden conectarss  por
una cadena de elementos de {Bt/a(x)u& X], a8 deoir existen Typ Xpp o0 0y X
tales que x, = 8, X =Dy KBL/Z(zi): iwl,2, 4.4, n! ¢8unacadena que
conecta a B!/z(n) con BE/Z(")' Tomenos &, = a, A, € Btlz(xl-l) n Bt/z(xi) para
12,3 +eoyny LR b, Asal B)y 8oy 0 v 0y B 08 una § —cadena quse

conecta & con b,

El inverso del lema anterior no es cierto en general, por ejemplo -
X»®R -0} es t-conexo pars tedo t > 0, Bin embargo nc es oconexo, No obo.
tante eate inversoc ea vdlido para espacloa compactos,

1EKA
Sea (X,d!) un espacio m8trico compacto, X ee conexo 8l y B8lo el em £ woom

nexo para todo E> 0,

DEMOSTRACION

De acuerdo al lema anterior, sabemos que sl X es conexe entonces es E£-oong

xo para todo t >0,

Inversamente, 3upongamop que X o t -conexo para todo £ > 0 pero no es op
nexo, Sea l{l/‘ll2 una separaciln de X, como H1 Y H2 son compactes y ajenos enton

ces dx(lll,uz) = £> 0. Tomemos x,€H; ¥y x,¢H, entonces no oxinte una tf2-0n
dena en X que conecta a X, con X,, de donds X no es t /2.conexo, lo cual ¢s una

contradicelén, ]
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LEMA

Sean £>0 y (Fn)neu una sucegiln decreciepte de subconjuntes cerrados

£ wconsxos de un espacio métrico compacto X, Bntonces F = N Fn o8 2t—oconexo,
nem

DEKOSTRACION

Sea r > 0, Se afirma que existe new tal que FnC Br[FJ'

En efecte, supongamop lo conirario, es decir Fn «f. Br[F] para tode n &« ™, saf
para cads n &€ w exiaste x. € Fn tal que dx(xn,F) % re Por ser X compasto exiate
de (xn)

una subsucesidn convergente (xn ) e Sea X wm iim xn « Entone
k

newl o Px

cen dx(x, F})¥ r (o eea x ¢ F) y por otro lado dado ngwi se tiene x ¢ F
k

kew

[
para todo k suficientemente grande, por lo tanto xf,Pn para todo ncmi o0 smea
z¢F, 1o que es una contradiecién,

Sean a, beF, por la afirmatifn anterior existe n< W tal que Pnc B&/Z[P]'
Sean B® By Byp 4 sy ak-bum: t —cadena en Fn. Para 2 ¢ 1 ¢ kel @mea =
b, ¢ P tal que dx(ai‘bi) < t/2, ne tiena que a, bz, e ry hk-l' b e uus -

2 —cadena que conscta los puntos a y b, ]

Como una ceneecuenoia del lema anterior tenemos que, sBi (Pn) s una ay

ns e
cosibn decreciente do subconjuntos cerrados y conexos de un espacio compacto X,

entonces F = (3 Pn e8 Conexro,
Dew

En efecto, sea € >0 arbitrario, como P‘n e8 conexc para tode new , onton~
oes en particular cada Fn ea £ /2-conexo, Por el lema anterior P es t-caonexo,

Como eoto es vBlido para tode £>0 y P es compacto, entonces F debe ser conexo,

LEKA
Saean (X,dx) un espacio mdtrico compacto y a, be¢ X, 3i para cada ¢>0a y b

pueden conectarse por una £ -cadena en X, entonces sllos esthn conectados en X,

eg decir, pertenscen a un subconjunto conexo de X,
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DEMOSTRACION

Para cada n e N pea En el conjunto de puntos de X que pueden conectarse con

2 por una 1/n-cadena, por hipétesis b&En para toda n« N, de donda

be () E

nemd

Cada conjunto X = En es abierto, puea gl xEXa En claramente -
Bl/n(x) C X~ En. Aaf cada conjunio En es cerrado y por lo tante compacto. OB

nervemos que (E ) es una sucesién decreciente, ¥y para cada ne# el cop

n'nem

Junto E ea 1/n«conexo, Sea n €M fijo, entonces F e l/no-conaxo 8in g,

Sea C = [ En -« N En' se tiene que C eB compacto y Z/no-conexo, pero=
ne N nang

eato ea vAlide para todo noe M, de donde C es conexo y sdemds &, bEC,

LENA
Saa (x,dx) un espacio mBtrico compacto, 54 a y b aon dos puntos que no estén

conectados en X, entonces eaxiste una eaparaocién Hl/}lz de X tal que a Glll ¥y

htﬂz.

DEHOSTRAC 10N
For el lema anterior existe un ndmero £>0 tal que a y b no pueden coneg
tarse en X por una £ ~cadena, Dofinimos H1 como el conjunto de puntos de X

que pueden conectarpe con a per una £ -cadena, y aes !{2 - X - ‘"1' And H:l/}l2 -

ferma una peparacibén de X, y claramonte a€ ll‘1 Yy be }{2.

PROPOSICION

Si A y B eon subconjunios cerradee no vacios de un espacio métrico compacto
X tales que ninguna componente conexa de X intersmecta a amboa, entonces oxiste
una separacidn Hl/u2 do X talqua ACH yBCH,

LEMOSTRAC ION

Primero se probarfi que existe un nfimero ol >0 tal que ningtn punto de A

o6t conoctado a un punto de B por una oK(-cadena. Supongamos lo contrario, Pa-
ra cada netpean a, €A y b eB tales que pueden conectarse por una l/n-uadunn. Puss
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to que 4 es compacto existe una asubsuceaidn (a_ ) de (a,) convergen—
nk kem N'NEN
te & un punto a€ A, Andlogamente (bn )kGN tiene una subsucesién convergents
k

a un punto b de B, para simplifioar la notacién supongamos que de hecho -
(hnk)kiﬂ converge a b€ B, Anf, pars cada t > O existe k&N tal que

1/ < & dx(a,nnk) <t ¥ dx(b,bnk) <k

Puesto que a

¥ b pueden conectarse por una l/n ~cadena tendrfamos que a y b
a, n k

pueden conectarse por una E£a-cadena, y por lo tanto a y b eetén conectados en X,
contradiciendo la hipdétesis de que ninguna componente conexa de X intersecta -
tanto a A come a B,

Asi pues debe exismtir ot > 0 con la propiedad de que ningfin punto de A pue~

de conectarse a punto algunc de B por una o -cadena. Definimos Hl como el con~

junto de puntos do X gue puoden ser conactados a algfin puntc da 4 por una -
of -cadena, y HZ =X o Hl' Es claro que Hl ¥y Hz cumplen con lo establecido an -

@1 onunciado. ¥
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Durante ol denarrolloe de ante trabajo sa dieron algunas veraiones de lom o
teoramas de Dint y Ascoli aprovechando alpunoo de los concepton expuesios aqui,
lluestro pronénito en aste apartade es dar la versién Ytradicional” do cada unec

de eston tenromanm,

T-OHLIA DI DINT

Sean (X,dx) un erpacio nétriro compicto ¥y (f‘n)"HN nna nucesibn decracion-

te en €(X, R), Suponpamos qua (f ) converge puntualmente a f, 5i & C(X,R)

n‘nem

entoncen (l‘")n"N converge uniformemente g f,

DEL-STHACTON

Sea £ > O arbitrario. Para cada new dafininon:
B, - {xex: r(x) - rix) 3¢}

Puesto que para cada n €M la funcibn f‘n =~ f en continua, 8e sigue que cada Bn

es cerrado y por lo tanto compacto. Se tiene nque (Bn) es una sucesifn de

nen
araciente de aubeonjunton compactos de X, Se afirma quo eriate FemN tal que~

B, = ¢ { v por lo tanto By = # para n % N), En afecte, supongamos que la afir-

macifn er falaa, eo derir Ro¥ $ para todo ne N, Ya que X es compacto sn ten-

drfa que B
nQN nf

Pero esto na es panible, pues si x, € HQN Dn enionces fn(xo) - f(x°)>, £ pa
ra todo n € W, contradiciendo 1a hipétenin de convergencia puniual, Ar{ exiete
NEMW 1al que 'B” a ¢, de donde |f‘n(x) - f(x)l = fn(x) = f{x) <t para tode -

x€X y todo n 3 U, on deeir (f )

- converge unifermemonte a f, [ ]
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TEORGF A DE ASCOLI

Sean (X,dx) un eepacio métrico comparto y ¥ ¢ C{X), ¥ es un subconjunto -

conracte dr C(X)} i y 86lo 8i T en cerrado, equicontinuo y para cada xe X el

congunto F(x) » {riv): fe %} eo corpacta en R,

DL GSTHAC TON
Supongamon que ¥ e3 compacto en C(¥). Es claro que ¥ es un subconjunto cg
rrado de C(X}. Sea x€ X armtrario, vearmos que ré‘(x) co compacto en W, Defini

mos la funcién 5X:C(_X) ——— R como: éx(f) = f{x), Ubservemoo que &, o8 li-

neal, puen 81 f, geC(X) y a, b ¢ R entonces
§(ar + bg) o (af + vz)(x) = aflx) + bolx) = a8, (r) + b3 (c)

Adendn éz es continua, puen dado £> O existe § >0 tal que ai " =g H<5

antonces f) - < E. En efecto, si tomamos - se tiene:
x x 6 !

18, = s (o) = [a,(r =) = [(r=)x)] ¢ fr-cf ¢t
Pucnto quo ‘¢ eo compacto entoncee gx(w) on nompacto, es decir, F(x) ena

conpacto en R,
lhora veamos que ? s una familia equirontinua, Sea €> O arbitrarin, -
puesto que T en compacto entonnra co totalrente acotado, 0 decir erigten -

Ty Fon v o0y fL€ F tales que

?l
n

Fou g0

ja1 Y

Como cada { ¢ '$# ea uniformementic continua, se tiene en particular que para

cada 1 ¢ i ¢ n exinte éi > 0 tal que dx(x,y) < ,Si implica —_— ——

|fi(x) - fi(y)l CE3, Sea § e min Sy dim Ly2,00u4n}, a8, Bi FeF¥ y -
n

dx(x.y) < ¢ ontoncep, como f € iL'l Bl,/S(ri)’ existe 1¢ k ¢« n tal que -

Hf - fk ” < 1‘/3, de donde
| fx) = £} & 1) = 0 G+ ] nled = o ]+ Tedy) = 1)

Ao [£(x) - Mx)| ¢

Por lo cual ¥ es spuicontinua,
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Inversamentn, Buponcamen que ‘% o1 cerrade, enuicontinue y que para cada =
¢ X %{x) en conpasto en R. Puosio que C(X) ea completo entoncen % ca com—
pleto. Aaf, para demostrar que % eo compacto bauta probar quo es totalmente «
acotado, Para este fin, sea £ > O arbitrario, como % es equicontinuo existe

4§ > © tal que si d’(x,y)< $ y red entoncen|r(x) - £(y)] < €4, Por otra
parte, como X es compacto existen Xps Xgr 0 e ey xpt'x talen que
P
= il-Jl By(xy)

Definimoe la funcién g:C(X) » ‘RP como:

glr) = (r(x)), fx)y o 0 vy 2z )) '
4 p
Como para cada x€ X el conjunto ¥ (x) eo compacto, se tiene en particular -
que para eada 1¢ i ¢ p el conjunto P (xi) an compacto, Asi ‘ﬁ‘(xi) ao acotado
en R para toda 1 ¢ i § p, se migun que g(‘§) or acotado en Wy por lo tan-
P —
to g% ] eo comnacte en TR . En particular g{*8) es totalmente acotado, de don
(% ) eo tambifn totalmento acotado, Ani exiaten 1‘1, t?, e ey rne T tales

que "
g3} ¢ igl By pylelry))
Entonces pura cada T € % exinte 1€ k € n  tal quae

(f(!]), v s e l'(xp))€ BE/fj((rk(xl)’ ooy fk(xp)))

Ep decir lf(xi) - fk(xi)' < B4 para toda 1 € i € p,

Sea £ ¢ ¥ arbitraria, se probard que existe 1 ¢ k ¢ n tal que —
e - fy ”( £. Sea x¢ X arhitrario, erinmte 1 € § ¢ p tal qua dx(x,xi) < 8. -

Pero también eyiste 1 € k $ n tal nue I l‘(xi) - rk(xi) l & £/4 para toda 1$isp,
of | £(x) = (D16 ) els) = 0lx)] + |0 0e) = 2lzd| + | £,00,) = 1,000 ]

De donde Il‘(x) - l‘k(x)l< € para toda x €X, por lo cual concluimon fue -

” £ fk“ & &, yasi ¥ en totalrenie acotado y por lo tante compacto,
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PROPCSICION
Sea (X,dx) un eppacio métrico en el cual ea vilido el teorema de Heine-Barel

{wn pubconjunto de X an compacte ai y oéle ri on cerrade y acotado). 5i F o5 =

un gubconjunto cerrade dea X entopven par: tode > 0 el conjunto BL(F] es ne-

rrado en X,

DELOSTRACTON

Sean  § > 0 arbitraria y (x )

una sucenif B [ arpente a
nnee N3 sucenifn en b[P]onvr,n a algfin

punto xOE X, debemos probar que L Ds[!"].

Para cada nem existe y €7 tad que & (x ,7,) € 8, Por otra parte, coro -

(x.)

R " i
anew converge & X ariste N tal que dx(xn.xo) ¢ 18iny N, Aaf para-

n % Il e tiene!
d!(yn,xo) & dx(yn,tn) +d (rx) <5+1

For lo cual (:"n)nen en una sueenaidn acotada, v por hipftenis se tiene que-

{ynx nem } ec corpacto en X, De donde (yn) n debe tener una subsucesifn-

ned

(yn )kem convergente a algfin punto y € [,yn! no& ™ JoF, Puesto que
d-‘(y“k'x"k) &« § para toilla X € N

Tomando 1imite« cuande k tiende a infinito tenamont

Ys §

dx(yo'xﬂ'

y asi T e By [F]
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En la filtima proponsicidn del capftule I se utilizé una definicién alternatj
va de 1a métrica de Hauedorft, ani como alpunas propiedades de una isemetrfa.—

Es propdnito de epte apartade juntificar estos resultados,

nZrTsIeTon
Sean (X,dx) un eopacio méirieo y A, B C X, Sa define

nA(n) = aup { dx(x,i\): xe R}
5t A heF (X) doftnivos

PUATY = e 4,00, 2,0

PHROPCSTC Toll . ;
Sean (J(,m.'!) un espacio métrico y A, B e '3‘().(). tntonces
P(a,n) = §(4,m)

DRIOTTRACTON o
Sea o = P(A, D), 5i o = antoncen o % 6d(A,B). Supongamos ol & OO, -

Sra P e {50t AcR (8], B¢ B[a] ). Pntonces
o 2 d,(8) = oup {a (v, 4): ben}

¥y o 2 dB(A) » nnp {dx(n,“): neAl

Se probarf que o + 1/ne P para todo ne N, Son nt A arbitrario, entoncen -
4 (0, 8) € dg(A) < ot + 1/n parn tode n ¢ N, Asf 4 (a,R) < ot + 1/, ento inply

ca que nxinte b€ D tal que (lx(n,\v) < o 4+ 1/n, ani ac B“H/n[n], por 1o cual

ke noﬂ—fl/n[n]
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Andlozameniel Bi bes un nlumento arbiiraris Ade B entonces

d4.(b, 4) £ d"(n) <+ para todo n &N
“nta irplica que existe a €4 tal que dx(u,h) < = 4 1/, de donde e
LES *i'/n[A], v por lo tanto

B B A, H/n[ﬁ]
def ot + 1/ cP para todo nemv, por To tanto o 3 inf P = §,(A,B), an decir
Pla,B) 2 §,(a,0)
Par atra parte, si P = P entances .5‘!(.\,‘:1) w® y por lo tanto 5d(n,a)>,F(_A,?§).- :

Supongaros P 4 # y sea € € P arbitrario, oz decir

Aol oy meopdd]
fntoncon para cada a€ A existe be B tal que dx(a,b) ¢t . Se pigue &ue el
dx(a,n) & €, Para poto eb vdlide para toda a €4, por la cual
nup{dz(n,ﬂ): atA} st
La denip dB( K} sk

D2 unn forma gimilar me pruecha gues
dA('ﬁ) <&

hos PL4,B) = max {d,(n), dB(A)} &k
Como cnto en vAlido para todo § e P an tienct
(A1) ¢ inT Pa éd(A,B)

y asl copcluinng que:

P(An“) = 6d(Avn) o

PROPUSICION
Snan (X,:lx) un eepacio métrico completo, ('{,dy) un espacio métrico arditra-

rio ¢ jiX ——— Y una igamnirfa, 9i E es un subconjunto cerrade de X entonces-

(2} es un aubconjunto cerrado de ¥,
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DX OSTRACTION

Sea (yn)n-...‘ una guensidn en j(I') convergente a algfn ye Y, Se probari que
ye 3(8). )
Para cadn new sea x €1 tal que _j(xn) =y, Como (‘yn)n&-N 80 WA BUCE~—

0ibn de Cauchy ¥ j en una isometria, entonces (x )

6 una sucepi |
nnew una sucasifn de Cau

chy en X, Asi (x) converge a algdn x¢ 2, 50 afirma qua y = j(x). %n efec

nntw
ta, dade t > O arbitrario existo Noew tal que 8i n % N entonces

dx(xn,:) <t
De donde N dy(j(iz"),.j(x)) <t ainz ¥
fa decir 'd;,(yn,j(x)) <k ein2 N

 gonverpge a j{x)., Asi j{¥) eo cerrado en Y.

Paro ento significa fque (yn)n ewn

PRCPOSICION
Sean (X,di), (Y,rly) eopacion mAtricon arbitrarios y BEC X, 31 §(B) en come=

pacto en Y entonees E en compacto en X,

DELOSTRACTON

Sea (x)

una gueraidn en B, Para cada en i an -
wncm n aién en B, Para new B yn-g(xn), i

()'n)n“ o "0 una pucnoidn en j(¥), Por hipbtapis exiote (ynk)kem subsucesidn

de (7))

winee COOVErgente a algn ye j(%), Conaidrremos la sucenién (xn

k)k €N ?

1a cual en subeoucenién de {x_)

Se afirm ua
nnew a1 (xn

k)kt-lN converge a x, =

donde x es tal que i(x) =y

En efecto, sea €3 0 arbitrario, puenato que (yn )ke!N convarpe a y, oxig-
k

ie Kewd tal que ni k > K entoncen lly(yn ,¥) < t, do aqui tenemon
k

d!(xnk,x) - dy(j(xnk),j(x)) - dy(ynk,y) <t oi k> K

Aof (xn)n (2]

pacto, n

tiena una nubsuesainn converpgente en E, Concluimon que E on com—



li=

3o

deom

5

Gom

8.-
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