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INTROBDUCCION

El objeto de la presente tesis es el de exponer aquellos conceptos y
resultados del anélisis clésico que en una forma natural se extienden a
objetos mas generales que los relativos a los nlmeros reales; como
pueden los ser espacios n-dimensionales, complejos, de funciones,
elc... ; con el propésito de difundir la gener‘alidacr de estos resultados y
mostrar su aplicabilidad a problemas concretos.

La tesis estudia al anlisis numérico desde un punto de vista
modermo, es decir, influenciado por las computadoras electrénicas y
el anhlisis funcional. El anflisis numérico tradicionalmente era
concebido como una disciplina ocupada de problemas que envuelven
nfrmeros y relaciones esencialmente aritméticas. El uso de las
modernas computadoras ha facilitado mucho su desarrollo, pero el valor
agregado que le ha proporcionado el andlisis funcional es lo que lo ha
colocado en una parte central de las matematicas modernas, naciendo
asf, lo que podriamos llamar anilisis funcional numérico. Por tanto, el
hacer ver como se aplica el andlisis funcional al andlisis numérico es
materia del presente trabajo, especialmente porgue el anilisis
fucional no fud creado con una orientacion primordial a las
aplicaciones numéricas.

Una de las ﬁrimipales caracter{sticas de las mateméticas del
presente siglo ha sido la concientizacibn gradual de que los
rocedimientos y teoremas del &lgebra y el clculo se aplican no sblo a
os nlmmeros reales y complejos, o a los espacios vecloriales usuales,
sino a una_amplia variedad de otros objetos, incluyendo muchos que
ahora son de gran interés en anklisis numérico. Por ejemplo, ahora se
reconoce que %a descomposicibn de una funcién en una serie de Fourier
corresponde a la descomposicién de un vector en sus componentes; esto
hizoéver la necesidad de trabajar con una ciencia que unificara a las
demés.

Podemos encontrar entre las fuentes del anSlisis funcional al
clculo de variaciones, al estudio de las series de Fourier y al anflisis
real y complejo, tfpicos que tienen sus rafces en las mateméticas de
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siglos anteriores. Sin embargp, el andlisis funcional es un producto del
presente siglo, y en recientes décadas ha tomado gran importancia en las
mateméticas modernas con una intensa difusibn en diferentes areas de
la investigacifn.

[a esencia del anAlisis funcional es que utiliza conceptos y métodos
del anAlisis conjunténdolos con elementos del 4lgebra lineal y de la
geometrfa para as{ extenderlos a conjuntos de objetos més generales
como los espacios vectoriales. De este modo, el anslisis funcional se
encuentra dentro de lo que podemos denominar andlisis moderno, entre
cuyas ventajas encontramos su relativa simplicidad y su generalidad.
Debe observarse que, aunque las ideas de gran generalidad son
extremadamente valiosas, dificilmente son suficientes por si mismas
para tratar situaciones particuldres y concretas. No obstante, es
indudable que el anilisis moderno produce una gran economia de
pensamiento y organizacidn al enfatizar el aspecto conceptual sobre el
computacional o rigido, buscando encontrar la simplicidad subyacente a
lo complejo. Asf, el principal atractivo del andlisis funcional es su
enorme grado de abstraccidn por lo que puede entenderse como una
disciplina unificadora. Esto proviene principalmente de su caracter
eminentemente geométrico — la mayor parte de los resultados
importantes son abstracciones de ideas geométricas intuitivas: al
unificar conceptos, se relinen muchos trucos mateméticos
aparentemente diversos y especializados en unos pocos principios
geométricos generales.

Mostramos una de las aplicaciones més importantes del anélisis
funcional en problemas propios del anlisis numérico ayudindonos del
concepto de sucesiones por iteracitn. Este, es una herramienta muy Gtil
en la solucidn de ecumciones por aproximacion, é en especial,
trabajamos en torno al método de Newton—Raphson (N-R}); este método
es uno de los métodos iteratives mas comiinmente usados
principaimente por tener una gran velocidad de convergencia. Por ello,
mostraremos la generalizacién del método de N-R para resolver
diversos tipos de ecuaciones, en las que sus objetos ro son
exclusivamente variables reales o complejas, sino que también podemos
dar solurin a ecuaciones en espacios de funciones, tales como
ecuaciones diferenciales, integrales o bien sistemas de ecuaciones.
Asimismo, para dar una simplificacibn a la cantidad de chiculos que se
necesitan en la aplicacibn del métedo de N-R, mostramos un método
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alternativo con la misma capacidad de peneralizacin y un proceso para
validar su convergencia; su prueba es debida al célebre matematico
Kantorovich.

Entre los fnen‘equisitos del lector para la comprensién de la tesis
se encuentran los conceptos bésicos de teoria de conjuntos y del algebra
lineal, y un nivel intermedio del calculo de varias variables.

En el primer capitulo se dan ejemplos de algunas técnicas
iterativas usadas para E: obtencién de aproximaciones a la solucién de
ecuaciones; se trata el método de N-R en su forma m3s simple, y se
muestra una serie de ecuaciones que pueden resolverse usando la
Er’esente herramienta. En los dos siguientes capitulos, se exporen las
ases del anilisis funcional trabajando con espacios meétricos y
espacios vectoriales normados, entre los que encontramos a los
espacios de Benach y de Hilbert. Por consiguiente, definimos un
operador, su norma, completitud y mapeo de contraccién. En el cuarto
capitulo mostramos una generalizacién del concepto de diferenciacion;
con a{uda del teorema de valor medio analizamos las ventajas de
tomarlo como un mapeo de contraccidn; discutimos su papel en la
reexpresion de una funcién en términos de su serie de Taylor, y
generalizamos también la idea de una integral. El capiltulo cinco es la
parte central del trabajo: en &l se describe la generalizacién del
método de N-R mostrando la forma de aplicarlo y de encontrar la
funcién de Kantorovich. Se concluye el capitulo exponiendo algunos
ejemplos particulares. Por Gltimo, en el sexto capitulo se muestran dos
aplicaciones del método de N-R generalizado, uno en la teoria
macroecondmica y otro en el campo actuarial.

A manera de apbndice se dan aﬁunos aspectos formales de la
aportacién de Kantorovich al método de N-R.

Quisiera agradecer al Dr. Pedro Reyes Ortega el haberme
facilitado su anilisis tefrico sobre funciones de produccin, y en
especial al Act. Gerardo Lira C., a quien aprecio y admiro, y quien
desinteresadamente colaboré en gran parte de la realizacién de este
trabajo, aportando valiosos consejos, notas y material bibliografico.



CAPITULO 1

MOTIVACION

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se busca atraer al lector al uso del anilisis
funcional numérico, mostrando la utilidad préctica que tienen los
métodos numéricos en la resolucidn de ecuaciones.

Inicialmente trabajaremos con los conceptos de iteracidn,
- distancia, convergencia y punto fijo en el campo de los nGmeros reales,
exponiendo en una segunda etapa la amplia gama de problemas gue
podemos resolver al wtilizar estos conceptos dentro del contexto del
andlisis funcional. En Gltimo término daremos una introduccién al
método de Newton-Raphson tradicional destacando su importancia dentro
del analisis ﬁ.vncic»na{J en la resolurifn de expresiones aparentemente
muy complejas.

1.2. Ei. PROCESD DE ITERACION

Uno de los métodos més comlnmente usados en el chlculo es el
proceso de iteracibn. En &l partimos de un objeto inicial ¢ y lo
sometemos a un proceso 7, el cual lo transforma en otro objeto ¢y, es
decir, ¢;=T¢p; volvemos a aplicar T a ¢, para obtener ¢, por lo que
sucesivamente podemos escribir el proceso como ¢ n=T¢>n_ 1 ( ver fig 1).

o () —— s
)

:
o [] —— .

Pt *n fig !
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-Otra forma de escribir esto es indicando que la rrésima salida es
obtenida aplicando n veces el proceso T a la entrada inicial ¢, es decir

¢, =T"¢o.
Cuando la distancia entre ¢_y ¢ _, va disminuyendo, |¢ ., ,-¢ |<
lgdslgp Il para cualguler n, emosrfr{xaglnar que, para un gr-a’ﬂﬂ(nn ro
3

plicaciones del proceso T, esta distancia tiende a desaparecer, y por
tanto decimos que el proceso converge a un punto fijo ¢ enel que

o= To.

Para entender mejor lo anterior veamos el siguiente ejemplo numérico.

Ejemplo 1 Encontrar la rafz real de la ectacibn x?+10x-3=0. Si
reexpresamos la ecuacibn como

tenemos a x en funcién de s{ misma, es decir, x=f(x), donde f(x)=
3/(x+10), por lo tomando a f como el proceso iterativo con una
aproximacibn inicial a la rafz de la ecuacibn original x,=0, tenemos una
lista sucesiva de resultados como sigue '

0

+

fl0)=0.3
+
f(0.3) =0.291261
4
£(0.291261) = 0.2915024
+
f(0.2915024) = 0.2915026

4
f(0.2915026) = 0.2915026
+



Fhcilmente observamos que la distancia entre cada par de resultados va
disminuyendo conforme el proceso avanza, y la iteracibn va
convergiendo a un punto fijo. Con exactitud de 7 decimales tenemos una
aproximacién a la solucibn de la ecuacibn x=F(x)=3/(x+10), misma que
es equivalente a nuestra ecuscibn cuadrética inicial; por lo tanto, une
conjetura razonable es que una rafz aproximada es 0.2915026 . 0

En el sjemple anterior, pretendimos resolver la ecuacibn x=f(x)
iniciando con un valor x, y aplicando f varias veces, obteniendo x,=f{x,},
x=F 0}y eon g 2 =F00 ), y s juzgh que en el I{mite la sucesibn

Xos Xi s ee s X X,

n
notamos igualmente, que la rafz x cumplia con la Fmpiedad requerida
x=f(x), pero de seguro el lector se preguntara si la sucesitn que uo
propone siempre convergerd, y si es que lo hace, no estard seguro de
si el limite definitivamente serd@ una raiz de x=f(x). Si la respuesta de
ambas interrogantes fuera afirmativa, entonces tendriamos un
potentisimo método para resolver ecuaciones y practicamente cualquier
otro método serfa redundante. Para responder a la primer pregunta
consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2 Tenemos el proceso x=f(x)=(*+2x>-1}/7 con el fin de -
buscar una rafz a la ecuacibn x*+2x?-7x-1=0; si llevaramos a cabo este
proceso con xge[-3;1], el proceso convergerfa a -1.378; pero si nuestra
primera apmximac'16n es x,=2, tenemos

X =2

X = fiL(Z) = 2.142857

X = f(2.1‘§2857) =2.574761

X3 = f’[2.57¢4761) = 4.189697

Xg = f(4.1g9697) = !5.3{8747



Claramente nuestra iteracibn no se acerca a alguna rafz de la iteracifn
clbica. En las gréficas de la figura 2 se observan estos razonamientos,
en la primera, 2d), se muestra claramente la convergencia del proceso
en la interseccibn de la funcifn clbica y la linea de identidad f(x)=x;

en 2b), se observa la divergencia para x=2. 5

L]

fig2

As{, algunas funciones y algunos puntos iniciales nos proporcionan
sucesiones convergentes a las rafces requeridas, pero frecuentemente
nos encontramos sucesiones que no convergen, y puede ser que el
problema si tenga solucibén. Una alternmativa muy usada en anAlisis
numérico es la de utilizar el método N-R de iteracibn, el cual esta
disefado como un camino sisteméitico para decidir que funcibn se
utilizarfa en la iteracibn y determinar el nlmero de pasos en que se
obtendria una aproximacién deseada. Con este proceso muy a menudo se
obtienen resultados exitosos.

Para responder a la interrogante de que si para la sucesibtn
convergente producida por f, el l{mite definitivamente serf una rafz de
x=f(x), imaginemos que se desea encontrar una x para la cual »x=f(x), y
que producimos una sucesibn convergente Xp,X;, ... 5% _, ... , x donde
X =f(é{a, si por ejemplo f es una funcibn contfnh, entonces las
& i’s rén tan cercanas a f(x) en la medida de que las x ’s esten
certa de x, es decir:

Fody Flx)y ooy Flx), o —#fld
i i Il H?

Xis X2, ree g "m-}’ (—f}().



Como podemos ver, la sucesibn de f{x )'s es simplemente parte de la
sucesion de x _’s la cual converge a x; 451, s=fix) y el Umite x satisface
la ecuacibn.

La mayor parte de las funciones con que trabajaremos serén
cont{muas, es decir, gque si :;g/ y estén suficientemente cerca, entonces
flx) y fly) también lo estarfn. Si f es de esta clase, y lleva a n
proceso iterativo convergente, entonces el Ifmite de esta sucesibn debe
ser la rafz x=f(x). Lo anterior se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema {.1  Ses X wn subconjunto de nlmeros reales, sea fiX—X
contlnua, y sea x£X. Si la sucesibn x 1=t} converge a x€X
entonces, x=f{x).

Dern. Tenemos xgyxqy -« .. — x; esto quiere decir que lag » 's ae

X s .
van acercando a x y, por cbhtinuidad las fix }'s se van acercando & F(x).
Como las x_'s son cbtenidas a partir de las ﬁxn) ’s, entonces x=f(x). B

Para aclarar mejor lo anterior observamos lo que sucede con una
funcibn no cont{nua en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 Sea [x] la funcibn " piso “ o " mayor entero no mayor a x ",
(por ejemplo [2.21] = 2). {fig 3}

— {®)={x]

fig3
Ahora tratemos de resolver con x,=! la ecuacibn

x=f(x)={x]+1-—%—-([x]+!—x)2.



_ Siguiendo el esquema tenemos:
Xp = 1

¥
x=f(1)= 15
x;= f(1.5) = 1.878

+

X3 = f(1.875) = 1.9921875
X4 = £(1.9921875) = 1.9999695
etc...

claramente la sucesibn converge a 2:

f(1), f1.5), f(1.875) , F(1.9921875), ...

H i i H
1.5, 1.875, 1.9921875, 1.9999695 , .

sin embargo, no se satisface que 2=f(2) pues f(2)}=2.5. Por tanto el

lfmite no satisface x=f(x). Obsérvese que en este ejemplo la funcién f
no es cont{nua. o

1.3 ITERACION EN UN CONTEXTO MAS AMPLIO

Cuando estudiamos chlculo desde el punto de vista del anhlisis
funcional no nos concierne la naturaleza de los objetos b, — tales
objetos pueden ser nfmmeros, vectores, matrices, funciones o algunos de
los anteriores juntos; con esto ampliamos nuestro contexto de
aplicacién del proceso de iteracibn. A continuacién mostramos algunos
ejemplos de este hecho.

Ejemplo 4 Si trabajamos en el plano R? podrfamos usar las iteraciones

X

w1 =% Yn +x,+0.07

Yot SXH Y4 ty,- 041
9



con xg=0.1 y yo= 0.6 para encontrar la interseccibn de la hipérbola xy=
-0.07 y la circunferencia x*+y*=0.41. La siguiente tabla y la figura 4
muestran los resultados del proceso.

x Y
.1 -0.6

i1 -0.64

1098 -0.6283 ‘

110738 -0.631527

110840 -0.630438

+110949  -0.630708
110973  -0.630606

.110993  -0.630627 .
110998  -0.630617

111001 -0.630619
111002 -0.630518
111002 ~0,630618 - flg 4

DD NP UAWN = O

S

L OO PO 0 00O O QO

-

Claramente, iniciando con (xp,yo}=(0.1,-0.6) despubs de 11
iteraciones tenemos un proceso invariante a una aproximacibn de 6
decimales; para comprobar gque tenemos un buen acercamiento
sustituimos nuestras aproximacicnes en las ecuaciones de la hipérbola y
la circunferencia: :

x*y* = (0.111002) (-0.630618) =-0.07 , y
x*2 + y*2 = (0.111002)% + (-0.630618)2 = 0.41 . 0

En el ejemplo anterior mostramos que nuestras iteraciones ro sblo
operan con n{meros. Continuaremos con algunos ejemplos en los que
aplicaremos iteracién a funciones. Para comenzar, imaginemos que
tenemos un proceso en el cual la funcibn x(t)=t? para t€R es convertida
en una nueva funcién y(t)=t*+! para t€R. En forma esquemética tenemos:

X ————— | PROCESO | ~—t y
Una funcién R—R Una nueva funcién de R9R

10



Otro proceso podrfa comenzar con una funcibn determinada x,
produciendo y con la siguiente regla:

t
yity =1+ J’ouz x(uw) du .

Asf, si x(t} es la fincibn cero entonces ylt)=! para toda ¢, y si
x{t}=sen(t3), entonces

t 1 ¢ 1 1
ylt) = 14} o senlu?) du = 1+[—-—§—cos(u3) )0= —3~ — 5~ cos t>.

Si la integral se encuentra definida, este proceso puede ser
aplicado a cualquier funcibn contfnua para producir otra funcfon contfnua.
De este modo, si X es el conjunto de funciones continuas (por ejemplo
R—#R}, entonces el proceso toma una x€X y crea una y€X; el proceso es
simplemente una funcién fiX—kX. Esto no difiere en principio de los
ejemplos en la seccibn previa, excepto en que los elementos de X son
en sl mismos funciones. Conjuntando este concepto con el proceso
iterativo podemos encontrar resultados muy interesantes como se
muestra a continuacion.

Ejemplo 5 Si usamos el proceso ¥, (x):i-ﬁf yn(t) dt con ye{x)=0,
encontramos que la iteracibn se apmxim'a} a
y)=e™,

la cual puede expresarse como una solucibn a la ecuacibn integral

X
YW =1- [y,

Para ver esto llevamos a cabo las iteraciones indicadas sustituyendo la
funcién nula O por el término y(t), de la ecuacibn anterior obtenemos
Y:(t)=1, y este resultado lo remplazamos, a su vez, en el mismo
término y(t) para obtener Y, y asf sucesivamente:

11



Yolx)}=0

Yilx) = 1

Yz(x) = 1-x ,
valx) = I—x+—52——

2
v = 15
n i i
_ x (-1
b= 3 X6 o

En el ejemplo trabajamos con una ecuacién integral lineal, pero la
linealidad no es necesaria; esto se muestra en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6 Si tenemos la ecuacibn integral no lineal

fix) = x+[(’,‘ f2(0) dr
y aplicamos la iteracibn

X 2
f'm_j(x) = x+fo fn {t) dt

con fp{x)=0, entonces

Fold =0,
fibdd =x ,
Fbd = x+ -5,

3 5 7
fild = o+ 5o+ 201X

Aqul notamos que f_(x) son los primeros n-términos de la serie de
Taylor aplicado a 14! funcidn tan x, la cual es la solucién a nuestra
ecuacidn. 0

12



1.4 METODO DE. NEWTON CLASICO

En los ejemplos anteriores hemos utilizado iteraciones para dar a
solucibn a la ecuacibn

x = flx),
o lo que es lo mismo, encontrar una raiz para la ecuacién g(x)=0 en
donde
x=f(x)=x-g(x).

En el caso de que esta ecuacibn sea algebréica, cualquier solucibn x=n
de g(x) = O es tambibn solucibn a la ecuacibn

x =f{x)=x - fi;

para cualquier funcibn h{x}. Por supuesto, h(x) debe ser distinta de cero
para x cercanas a 1. Como la ecuacibn anterior tiene una funcibn
arbitraria h(x) debemos escoger una funcitn de manera que fl(x) converja
tan rdpidamente como sea posible a la rafz deseada n. Para ayudarnos
en la bsqueda de hi(x) utilizamos el siguiente resultado de gran
importancia en métodos numéricos.

Teorema 1.2 Supongamos que F(lz');n y que | (x)gi\( i en el intervalo
[%-n[Za en donde a es cualquier nfmero positivo. ojamos un n{imero
Xo en este intervalo. Entonces la sucesi6n de iteraciones x, i=1,2,... ,
definida recurrentemente por la ecuacibn x - I=f‘ (xn), siempre converge

an.

Dem. Si P(p)=0, entonces se tiene que |F{x){SA{! para |xn}
suficientemente pequefio, por lo que calculamos

P =40 By = 1 - 84 By g
y observamos que:
g
P=t- o=
esto nos sugiere tomar h{x)=g’(x) ya que entonces £ {g)=0. En realidad
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la eleccibn de hix)-g'(x) es una eleccibn bplima puesto que la
convergencia de x_ a 1 ser8 muy répida. Esto se sigue inmediatamente
del hecho de que X'puede ser arbitrariamente pequeho cuando x_ tiende a
n. Por consiguiente, la iteracifn definida en forma recurrente prl’ede ser:

g (xp)
g’ ()

Al esquerna anterior se le conoce como el método de Newton o de
Newton-Raphson (N-R) para resolver la ecuacién g(x)=0.

Xt = Flxp) =%

Ejemplo 7 Podemos wtilizar el método de Newton para calcular la
rafz cuadrada de 2; aquf g(x)=x?-2=0 y entonces la férmula recurrente
para este problema ser{a,

glx ) x2-2  x 1
el T Xn T g’(xn) =X Ex = ~2l X
n n n

La iteracién genera la siguiente sucesifn:

Xg = 1.4

x; = 1.41428571
x; = 1.41421356
x3 = 1.41421356

x0= 1.41421356 ;

fécilmente lEodemos notar que la iteracibn se aproxima muy ripidamente
a la rafz deseada, con un error maximo de 1078, obtenido desde las
primeras 3 aplicaciones del procese adoptado.

Ejemplo 8 Una aplicacibn préctica del ejemplo anterior puede ser su
uso en las calculadoras modernas para determinar la rafz j-ésima de
cualquier nlmero positivo 'a’. Para esto, se tendrfa el siguiente

14



proceso en el que sblo se usan operaciones b#sicas compuestas "+,-"
tomando en cuenta que la potenciacién es stlo una multiplicacién
repetida, y la multiplicacifn es unicamente una suma repetida.

Aquf g(x)=x)-a=0, de donde

xj~a a
xn+1=xn-—.§-7[=xn(1——)+ T
ix, Jooaxd
X, a .
=B )+ — ]
J J

! .
=‘T(xn(j-1)+axrf—‘]) .

As{, la calculadora podrfa encontrar el valor de '7V2234 mediante la
simple iteracién
_d6, 2231 !

X
nt+1 n
17 17";’16

De esta forma, podemos tomar el método de N-R como el método
de extraccibn de refces con el cual nos ayudamos de una iteracibn
6ptima en el sentido de rapidez de convergencia. Ahora bien, el método
de N-R se encuentra inmerso dentro de lo que podemos denominar
anhlisis clisico. En el presente estudio se dar?an las bases para poder
aplicar el método de N-R desde el punto de vista del anflisis funcional,
en el que no interesa la naturaleza de los objetos a tratar, de forma que
podremos aplicar el método para encontrar la solucién de diversos tipos
de ecuaciones. Ejemplos de ellas se presentan a continuacifn.

— Ecuaciones Integrales como

a L)[‘y(s)]2 ds + ax[y(x)]?- y(x) + b=10, con g,b > O, y,{x) =0.

15



— Feuaciones Diferenciales como

G (xtu) =0

con up(x) = ~x.

— Sistemas de ecuaciones, tales como
¥ + ¥ - 200,
)/3 + xy - x0 3

<
[}

con xp = yp = 10.

Las bases del anblisis funcional descansan en la conceptualizacién
de lo que son espacios métricos y espacios vectoriales normados, entre
los que destacan los espacios de Banach y de Hilbert. Por consiguiente
son de importancia especial los significados de operador, norma de
operador, completitud y mapeos de contraccibn. En tal sentido, el
presente trabajo profundizaré en estos conceptos dando ejemplos para
su mayor entendimiento. Se trabajaré también con los conceptos de
diferenciacién e integracibn generalizada, as{ como la generalizacibn
del método de N-R.
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CAPITULO 2

ESPACIOS METRICOS Y ESPACIOS
VECTORIALES NORMADOS .

2.1 INTRODUCCION

En la primera parte del capitulo introduciremos el concepto de un
espacio métrico y exploraremos sus propiedades, mostrando ejemplos
de espacios métricos importantes. En segundo lugar trabajaremos con
los espacios métricos particulares L , !y de Hilbert destacdndolos por
su importancia dentro de las matefiatfbas modernas. En una tercera
etapa estudiamos los conceptos de convergencia en un espacio métrico,
la definicién de una sucesién de Cauchy y la definicién de un espacio
métrico completo. Seguidamente hondamos en la conceptualizacidn de un
vector y su norma, definiendo asi lo que es un espacio vectorial
normado, meostrando como un espacio de esta naturaleza puede ser
tomado como un espacio métrico y, con ayuda del concepto de
completitud, podemos concluir el capitulo dando la definicién de un
espacio de Banach (vectorial, normado y completo).

2.2 ESPACIOS METRICOS .

Definicion 2.1. Un conjunto X es llamado un espacio métrico si a cada
par de elementos x,y de este conjunto, le corresponde un n{mero real
no negativo plx,y) que cumple con las siguientes condicicnes:

ML)} ploy) =0 = x=y Identidad
M2) ploy) = ply,x) Simetria
M3 plx,2) < plx,y) + ply,2) Desigualdad del Tridngulo

El ndmero p(x,y) es llamado distancia o métrica entre los elementos
x ¥ ¥, y las condiciones anteriores son denominadas axiomas métricos.
Es evidente que plx,y) denota una fincién de dominio X y rango R*. Con
una funcién asi construida sobre un conjunto X podemos dar las
siguientes definiciones.
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Definicion 2.2 S{a,r) denota a la esfera de centro a y radio r, y
consisle de todos los puntos p que se encuentran a una distancia r del
centro a; es decir,

S(a,r)={ pEX/polp,a =r}.

Ejemplo 1 Si trabajamos con un tablere de ajedrez, podemos definir
a la distancia entre dos casillas, como el minimo nlmero de jugadas
que necesita el rey para pasar de una casilla a otra, En este sentido, si
r=2 y e=4R entonces S(a,r)={ 6CR, 5CR, 4CR, 3CR, 2CR, 6AR, 2AR,
6R, 2R, 60, 2D, 6AD, 5AD, 4AD, 3AD, 2AD}, como se ilustra en la
flgura 5. . 0

figd

Definicion 2.3 B(e,r) denota a la bola ablerta con centro a y radio r, y
consiste de todos los puntos p que se encuentran a una distancia menor a

r del centro a:
Blar) = { p € X/ plpal <r }

Ejemplo 2 Continuando con el ejemplo { tenemos que S{4R,2)={5AR,
SR, 5D, 4AR, 4R, 4D, 3AR, 3R, 3D} (fig 6). : a

fig 6

Definicion 2.4 B{a,r) denota a la bola cerrada con centro ¢ y radio r, y
consiste de fodos los puntos que se encuentran a una distancia menor o

igual a r.del centro a, es decir,

Bla,r) = { pEX / plpya) S ¢ }

18



Ejemplo 3 En el caso de la métrica definida anteriormente para el
tablero de ajedrez podemos observar el hecho de que B=SUB:

Ble,”) = Bla,r) U S{a,r)
= { 5AR, SR, SD, 4AR, 4R, 4D, 3AR, 3R, 30} U
= { CR, 5CR, 4CR, 3CR, 2CR, 6AR, 2AR, 6R, 2R, 6D,
2D, 6AD, 5AD, 4AD, 3AD, 2AD}
= { 6CR, 6AR, 6R, 6D, 6AD, SCR, S5AR, 5R, 5D, 5AD,
4CR, 4AR, 4R, 4D, 4AD, 3CR, 3AR, 3R, 3D, 3AD
2CR, 2AR, 2R, 2D, 2AD}.

Esto se visualiza en la figura 7. 0

fig7

Los conceptos anteriores deben relacionarse al espacio métrico de
ue se trate, es decir, a la naturaleza de los objetos que contiene y a la
efinicién de distancia que se contemple. A continuacién se dan algunos

ejemplos de espacios metricos importantes.

Ejemplo 4 Sea X=R donde R es el conjunto de todos los nfmeros
reales. Si x€X y yEX, definase plx,y)=|x-y| (fig 8). Es facil comprobar
que los axiomas métricos son satisfechos.

pO6Y)=[x-y|

fig 8

~ 4

|

x
MO plx,x)=}x-x|[=]0]=0
M2)plx,y)=]x-y|=]|y-x]=ply,x)
M3)Sia=x-y y b=y-z tenemos
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{la]+]b])? = a]|242[e| [b]+[b]2 2 a?+2ab+b? = (a+b)? = |a+ b2
de donde {a}+|b|2|at+b]. Entonces
PloY+pinz) = [x-yl+|y-zf 2 [eytyz| = |x-z| = plx,2)
y as{ p(x,y)+p(y,2)2p{x,2).

Inmediatamente podemos observar que en la recta real para un punto
cualquiera a resulta que

Sla,r) = { aryatr},
Bla,r) =] ariavr [y
Bla,r) = [ ariatr 1. m]

Ejemplo 5 El Espacio Euclidiano E |
.Sea X un espacio vectorial n-dimensional con producto interno. Si
X':(Eh £2y »oes En) Yy ,)’:(’11, 2y «evs l']n) €X V4 definimos
n
= N 5
by = ( ig (Ei ’?i)z ¥,
claramente los axiomas de métrica son satisfechos:

2 bo oy
M) o = (2 (E7€) ) = (30 =0

2 b_ 2 3
M2) e = (2 Ernt)E = (3 %07 = oty

M3} Para probar la desigualdad del tridngulo nos ayudamos
definiendo a @, como la diferencia entre los i-8simos componentes de los
vectores x y 'y, y a b, corno la diferencia por componentes entre los
vectores y y z, es decir,, a;=kn; ¥ b=n,-X;» en donde

X = (En EZ’ EB, vy fn),
y= (Th, N2y N3y «ovs rIn)’
Z= X1 Xas X3> -+ Kn)-
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Entonces debemos demostrar que |a{+|b|2|a+b| pues tendrfamos
ploy+ply,2) = (S + (S =
= (Set + (=p91 =
= [lal[+][b]] 2 [latb]| =
= (S(a;tb? -
= (S((En)+nx ) =
= (202! = plur)

de donde p(x,y) + ply,2) 2 plx,2). Ahora,.la relacién encerrada arriba es
‘verdadera,

(Half+]16])?

[Hal >+ 2 ||af] |]b]] +|[b][?
aa+ 2a'b+ b'b

(at+b) - (at+b)

| a+b] 2.

i v

Pareceria 3ue estamos haciendo una pequena trampa cuando utilizamos la
desigualdad ||a]| ||b|| 2 a'b; esto puede ser probado por tomando el
producto punto del vector ¢ consigo mismo, donde c=(b-a)a-(a'a)b;

0<||e]|?=ce

—

baja ~ (a*a)b) * ((b'a)a ~ (a‘a)b)
-a){a- (ba)a-(a’a)b)-(a’a) (b’ (b-a)a-(a*a) b)
-a) (a'b) (e*a)-(b-a) (a'b) (a'a)-(a'a) (a*b) (b-a)+(a-a){a a) (b-b}
*a){(a-a) (b°b)-(a*b) (b'a))
al I* (] laf 118117 - Tabf?)
[fal[® (Ha] 7 |[b][?- |ab]?) 20
{lal |7 [fb][? 2 |abf?
y lelf lell 2 |ab].

Un espacio dotado de esta métrica es llamado Espacio Euclidiano n-
dimensional, y se simboliza por En.

oo
— e
— R oo

luego,
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Ejemplo 6 Si tomamos el caso particular en el que n es 2 tratamos
con la geometria plana. En este ejemplo mostramos como con un
mismo conjunto, podemos formar diferentes espacios métricos al
definir diferentes métricas. Sean,

ps ) = |yl + distancia [,
Pz lxyyxg) = { x4 %2 )é distancia I,
pa g, %) = max{ Py el } distancia I .

Vamos a verificar répidamente las condiciones de métrica para p,
ps, para p, las condiciones fueron verificadas en el ejemplo anterior.
ara p; tenemos que

pslx) = lxf+|x| = 2]x| , 2{x| = 0 & x=0,

by} =[x+l = [yl+]x| = prlyxd, y

psloy) < Ixl+lyl+lzl+|z] = [x|+zl+yl+|z] = pi2) + prlyi2)s
y para ps se tiene
palx) = max {{x], x|} = |x| , [x]|=0 &> »x=0,
paly) = max ({x|,|yl} = max ({y],|x]} = palysx), y

paliy) = max {|x],|y|} £ max {|x}+{z|,|y|+|z[}
< max {[x},]z[} + max {{y], |z}
= P3(x’z) + Pa()',z),

la Gltima desigualdad se justifica por lo siguiente:

x| < max {}x},z{}
Iyl € max {{ylsz{}
|z} < max {{yl,|z]},
lz| = max {{x],]2|}
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sumando las desigualdades anteriores por parejas tenemos que
Ixl+izt < max {{x|,12[} + max {{y|,]z]},
(yl+{z] < max {{y|,|z]} + max {}x],|2]},

por lo que satisfacemos la desigualdad del tridngulo para ps.

Podemos referirnos a este tipo de espacios métricos como espacios
I . Para esquematizar mejor el concepto de estos espacios mostramos
18 figura 9, en ella podemos observar el comportamiento de una esfera
de radio unitario cuando se compara en diferentes espacios ! . Si p=1,
en el plano R2 la esfera esta representada por un rombo, incPementando
el valor de p, podemos ver cémo el area formada por los puntos
interiores a Fa esfera comienza a crecer, convirtiéndose, al llegar a
p=2, en una circunferencia; y cuando hacemos tender p a o nuestra
esfera de radio unitario se representa por un cuadrado. Observe cémo
los puntos de interseccién de las diferentes esferas con los ejes son los

mismos.
Pa) — P2 — Pa2
P2 —— P2 —— Pom
fig9

Ejemplo 7 El espacio de funciones continuas con la métrica de
separacidn méxima. Sea X el conjunto de todas las funciones continuas
definidas en el intervalo [0,!] y definase, para cuslquier par (x,y} de
funciones x,y € X,

i,y = max | x(t) - yl&) | -
0st<!

2
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Se esta tomando como distancia entre las funciones x y y en X a la
maxima separacién de sus gréificas (ver figura 10).

fig 10 I

Claramente p(x,y)20 y p(x,y)=0 si y s6lo si x(t)=y(t). Verifiquemos pues
la desigualdad del triangulo. Tenemos, i

Mtelfo,1], [x(&)-z(t) | = [ (x{e)-y(e)) + (y(t)-z{t}) ]

‘ < |x(t)-y(e) | + |y(t)-z(t) ]
< max x(t)—y(t)r+ max {y(t)-z(t)]
=plx,y) + ply,2)

por consiguiente p(x,z) = max |x(t)-z(t)| < ple,y) + ply,2) -
O=e<y

Al conjunto de funciones continuas asf definido se le denomina espacio
de funciones continuas en el intervalo [0, 1], denctado por C[0,1]. O

2.2.1 jios L

ios p
Definicion 2.5 .- Si la n-8sima potencia de |x(t)| es integrable, donde
0%¢<T, se dice que x(t) es de clase L _(0,1)}; es decir, x(t) € L (0,1) si
y sblo si P P

1
le(t)lp &t (.

Tomaremos como convencion !<p{ew; el caso p=wm se trabaja en forma

articular. Si x(t) y y(t) son de clase L _(0,1), entonces x(t)+y(t) también
o es'. En efecto, si a y b son nimerfs reales se cumple que |a+b[<
laf+]bls
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si |a] < |b] se obtiene la+b] < 2{b],
luego la+b|P < 2P (ja|P+]biP);
similarmente, si |b] < |a] el resultado es la+b|P < 2P (|a}P+|b|P).

Si a=x{t) y b=y(t),entonces |x(@)+y(®) [P < 2P([x(6) [P+]y()|P), de donde,
por linealidad de la integral

Ll]x(t)+y(t) P dt < 2P Uol]x(:) P e+ L; &) [P e } ,

szP[k,+k2],

donde k; y k; son nimeros reales positivos, y asi la suma x{t}+y(t} es
de clase LP(O,J).

A continuacién mostraremos porque podemos referirnos a L. como
espacio métrico: p

Definamos 1 1/
P
pl,y) = [ le(t)—y(z)lf’dt ]

y probemos la validez de los axiomas de métrica para este espacio.

o ([ ) (3] -
M2 ([ juyor? )= [ vosor @ )

M3) Para demostrar la desigualdad del tridngulo — en este caso
llamada desigualdad de Minkowski — nos ayudaremos de la desigualdad
de Hoelder, la cual enunciamos como sigue:

[y aes | [wora) [ [uoea]”
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donde !/p+/q=1.

Demostraremos primero esta dltima desigualdad. Consideremos la
funcidn t=t" con 0. Se tiene r’=at” “>0 para ¢>0, por lo que 1=t~ es
una funcidn creciente,para cualquier nmero positivo ¢, de este modo, la
funcién inversa t =t"“ " puede ser definida. Dados dos nlmeros real
positivos £ y n, considérense las rectas t=1/§ y t=n, y la gréfica =t
como en la figura 11.

fig 11

Se han determinado dos " regiones " acotadas por segmentos y curvas
cuyas dreas estan dadas por

§

Ui
atl 1/(at1)
si=|fa=to L s=|Mar= A
0 0

Es facil observar gue la suma de las areas de estas dos regiones
satisface que S,+S,2¢n, mientras que la igualdad se cumple si p=£7, de
forma que

att 1+1/a

én< atl + 1+1/a
Escribiendo p=1+a y ¢={+1/a entonces !/p+'/q=! [cuando p { q se
encuentran asi relacionados se dice que sen conjugados el uno del otro).
Obviamente, si p> ! entonces ¢ 1, por lo que
P q
< _§._. + n- .
M= q
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Ahora témense x(t)ELP(O,I) y y(t)ELP(O,J) y sean
x| Iy

T rere)” T e

por la desigualdad anterior se obtiene

[x@) ] |} | x(@) [P Iye)?
T Y x/qs T + T
(o a) ([ ™ s <foura

integrando ambos lados de la expresion resulta que
1

IRl

T

[L]x(t) P | 7P Uo]y(c) (9 de ]l/q
lo que implica que

[o}x(z)p ly®| &< [L’]x(:up dc}vp [ L’[y(t)]q dc]vq

con lo cual demostramos la desigualdad de Hoelder.

.
?

<

1.1
S
P9 ’

Ahora estamos listos para demostrar la desigualdad de Minkowski. Si
x(t),y(t) € LP(O,I) entonces:

(e a) <[] ([

Si 2) €L,0,1) = |z(0) Ll L4(0,1) debico a que
(]z(t) lp‘I)q - IZ(t) l(p—])p/(p—l) = ]z(t) [P
=> |z(8)|P""' 9 es una funcién integrable.

27



Tomando a |x(t)+y(t)|P como !x(t)+y(t)lp_1|x(t)+y(t)l, separando la
integral resultante y aplicando qen dos ocasionss la desigualdad de
Hoelder a la funcidn rx(t)+y(t) |7 ELq(O,I) obtenemos

1 1 3
le(c) +yt)|Pat < LIx(t)+y(t) 1P 1xee) ot + le(t)+y(t) Py o
1 l/q 1 l/p
< (e T0%a ) [P e o
1 1/q 1 l/
+ (oo P01 ) 7 ([ a) ™

“(([xor e )% {[ap ]’

tomado en cuenta que 1-1/q=1/p y dividiendo la desigualdad entre

[[xesorra)”

1

- ( L’]x(t)ary(t) IP dt ]

se obtiene

[Ll[x(t)+y(t)|p dt ]Up < [Lllx(t) |P at )V};[Ll}y(cnpdt ]’./P

es decir, (jx|+1y1) €1 Il #1311 o

Otro espacio métrico con el cual trabajaremos significativamente - son
los espacios !P, los cuales se definen a continuacién.

Definicién 2.6 Sea X el conyiunto de sucesiones de nimmeros reales {&,

&, ool Sea x={ &y, &5, -} ¥ ¥={ N> N2y -..}; entonces definimos la

distancia entre x y y por
1
pley) = (31 & -n, [P)7P.
Un espacio asf definido se denomina espacio !p.
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Una vez m3s los axiornas e cumplen. Es inmediato verificar que
pl,N20 y pley)=0 si { sblo si x=y, y que p{xy)=plyx). L
demostracidn de la desigualdad del tridngulo se sigue de f; desigualdad
de Minkowski para sumas, la cual tendria una demostracién andloga a la
anterior, s6lo que en término de sumatorias. Toma especial
importancia en las mateméticas modernas el caso particular en que
p=2, el espacio ,. Continuaremos mostrando algunos otros ejemplos de
espacios métricos relevantes.

Ejemplo 8 Sea X#C el conjunto de los nrmeros complejos a
x,‘lyé)f deffnase plx,y)=|x-yl, entonces la pareja (X,p) forma un eépgacxié
métrico.

Ejemplo 9 Sea X un conjunto y p una mftrica sobre X. Enlonces la
siguiente funcitn de X" X a R también es una métrica:

vix,y) = T‘%(’&,ZIT »y Vx,y€ X,

Observe que este ejemplo trata de la obtencién de nuevas métricas a
iiartir de métricas ya existentes, p es cualquier métrica definida sobre

M1} Si v{x,y)=0, entonces necesariamente p{x,y)=0. Como p es métrica
entonces x=y. Por otro lado, si x=y, entonces p(x,y)=0, de donde

oy~ 0o,

M2) Ya que p es métrica, p(x,y) = ply,x), por lo que

__pbeyy _ _plyd
YOON) = Tiploy = 7£p(y,x) = v{y4.

M3) Si x es diferente de y, entonces, ya que p es métrica, tenemos
0 < plx,y) S plx,2)+ply,2), por lo que

1 1
play) 2 plx,2)+ply,2) > 0.

Asf, vemos que
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_ 11plx,2) iply,2)

I+play) _ 1 =
plx,z)+ply,2) plx,2)+ply,2)

1
ploy ~ Py 12

de donde, tormando recfprocos,

_ Q(X?zl pl,2)+ply,2) _ _ pl2) 2(%2)
vioy) = +p{x,y) = T+plx,2)4ply,2) ~ I+plx,2)+p(y,2) + 1+plx,2)+p(y,2)

— v{x,2) + viy,z).

X,2} 2z)
< 7%&727 ¥ Toply2)

Si x=y, como v{x,y}=0, la desigualdad del tridngulo es trivial. ]

2.3 CONVERGENCIA

Continuando con nuestro esquema, daremos las bases necesarias
para poder trabajar con lo que son espacios métricos completos. Para
ello nos internaremos en el significado de limites 3/ convergencia,
ademds de proporcionar la definicién de una sucesion de Cauchy en un
espacio métrico completo.

Definicion 2.7 .- Un elemento x de wn espacio métrico X es llamado
Timite de una sucesidn de elementos x;, Xz, «ox 5 X, ... de X si _P(x »X)
—0 cuando n—w. En este caso escribimos x —+x'0 lim x =x. Se fica
gue una sucesidn converge, o es convergente, s{'tiene un limite (fig 12).

X
fig 12

Una propiedad derivada de la definicién de distancia a la teoria de
limites es gue una sucesibn sblo puede tener un limite, en cualquier
espacio métrico. La propiedad es resultado de los axiomas de la
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definicién de distancia.
p(P,Q) < p(P,x ) +p(Qyx )

pero, por hipStesis cada uno de los términos del lado derecho tiendena O
cuando n se incrementa por lo que p(P,Q)=0 y P=Q. Por tanto, sblo
existe un limite en la sucesién.

Otra propiedad derivada de la definicién de distancia se puede
cbservar en el siguiente teorema:

Teorema 2.4 Si una sucesibn {xn} de puntos de un espacio métrico X
converge a un punto x en X, entonces es acotada en e} siguiente sentido:
Para todo punto fijo © del espacio, el conjunto de nimeros plx,8) es
acotado.

Dem .- Por la desigualdad del tridngulo tenemos que para todo n,
plx ,8)<plx ,x)+p{x,6); como x_ converge a x entonces plx ,x)<a donde a
es tn nimero real no negativo, ademas, p(x,8) también Rs un nmero
fijo por tanto p{x n,G) Sa+p%x,6)=k. 0

Este teorema nos dice que la distancia de cualquier punto de la sucesin
convergente {x } a un punto fijo & nunca se disparard — siempre ser2 a
lo més, un nimero real positivo k{w. Una definici6n importante en
teorfa de sucesiones se expresa a continuacian.

Definicion 2.8 Una sucesidn {x } donde x € X para todo n es llamada
una sucesidn de Cauchy en un espacio métrico (X,p) st y sélo si
p(xn,xm) — 0 cuando n,m — o ;

es decir, que para todo e>0 debe existir nyfe) tal que p(xn,xm)(e
siempre que n,m>ngle). 8]

o
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Teorema 2.2 Si una sucesibn [xn) converge a un limite x entonces es
e )
una sucesion de Cauchy.

Dem .- Sea x=lim X Entonces existe para todo €0 un indice ny(e) tal
que

plx ) < /2 paran2nye) ;
asimismo, existe para todo €>0 otro indice my(€) tal que

p(xm,x) (/2 para n 2 my(e) ;
en consecuencia,

plx,x ) S plxx) + plox ) e
para n2n, y m2my, por lo que queda demostrado. [}

El teorema no es verdadero a la inversa puss existen espacios

métricos en los cuales existen sucesiones fundamentales ( o sucesiones

de Cauchy ) las cuales no convergen a un limite enel espacio . A
continuacién se muestran algunos ejemplos.

Ejemplo 10 Sea X el conjunto de los nfmeros racicnales, y definamos
la distancia entre cada par de n{meros por
plrirgd = [ro- re|.

Claramente (X,p) es un espacio métrico. La sucesidn {r‘n}={2-n}={ 1, 4,
, -. } 85 Una sucesitn de Cauchy en X, y converge al limite 0. Ahora,

si tomamos
(md={Ct+Lr}s

esta sucesi6n también es de Cauchy en X pero no tiene limite en X.
Esto es debido a que el lfmite de la sucesifn {r) cusnds n—w es el
nlmero neperiano e, y sT es una sucesién de Cauchy, pero el nlmero e
no es un nimero racional, por tanto { r n } no tiene limite en X. ]
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La figura 13 muestra una sucesién de Cauchy en el plam. Si
escogemos un punto de la sucesién cualquiera x , y dibujamos un
circulo con centro x_ y radio £, tal que contenga a%odos los puntos de
la sucesidn con indices mayores o iguales que a, entonces la definicién
nos dice que existird un punto posterior x; (a<b) tal que todos los puntos
posteriores a x; caeran dentro de un circhlo de radio mas pequeno £, y
con centro x,. Del mismo modo, la definicidn nos asegura que existirdn
puntos posteriores a x  donde b<c tal que todos los puntos posteriores a
x. caerdn en un circulo aln mi3s pequefio con centro x . y asi
Sucesivamente. Los circulos seguirdn haciéndose més y més pequenios
hasta gue se identifique un Gnico punto, el cual es el limite de la
sucesion. La figura sélo musestra el caso de dos dimensiones, pero nos
ayuda mucho para visualizar el significado de una sucesisn de Cauchy en
cualquier espacio métrico.

Fig 13

Definicion 2.9 Un espacio metrio (X,p} es llamado cong(leto si y sblo
si toda sucesibn de Cauchy converge a un punto en X. Explicitamente,
requerimos que si p(x_,x )—0 cuando n,m—bw, entonces exista x€X tal
quc p(xn,x)——NJ cuando A%, [m}

Los espacios R%, £, Cla,b], !,y L son espacios métricos
completos. Un ~jemplo de un nspario Métricd que no es completo cs cl
espaclo de nmeros racionales con plx,y)=[x-y|: por ejemplo, la
sucesién 1.4, 1.41, 1.414 es una sucesién de Cauchy en Q pero no es
convergente en Q debido a que V2 no es elemento de Q. La verificacién
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de cuando un espacio mélrico es complelo es inuy parecida en casi lodos
los espacios, por lo que sBlo daremnos la demostracién de que R es
completo con su métrica usual.

Ejemplo 11 Sea x4,%3,X3, ... ina sucesién en R con la propiedad de que
jx -x_| se aproxima a cero cuando m y n se incrementan. Entonces
existe ‘un ndmero positivo N con |x -x_|<1 para m,n>N. Esto implica
que toda la sucesién cae dentro del sﬂbcmmjmto de reales

{x,,xz,...,xn_j} U[xn—l,xn+1],

y asi la sucesidn estd acotada; por el teorema de Bolzano-Weierstrass
existe una subsucesidn convergente xk,’xkz’xkg’ ... ~* x. Ahora bien,

O0<|x ~x|S|x -x |+]x -x]|
n 2 Tk ky T

can
[, |0 pues | X ™ *m | — O para n y m suficientemente
n grances; y
j%, x|—0 pues x, —*x.
*n kn

Asf, | x -x|—0 cuando m>ew; es decir x;, Xz, ... —#x. De esta forma la
condiciéR |x_-x_{—0 cuando m,n—e asegura la convergencia de la
sucesidn x;, L N enR, y por tanto R es completo. 0
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2.4 ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS

Para seguir avanzardo en la direccifn de dar una mayor aplicacién a
los resultados obtenidos en el chlculo tradicional, trataremos ahora con
vectores, para poder usar métodos y concei)tos tradicionales en espacios
mAs generalizados como pueden ser el espacio de las funciones
cont{nuas en un cierto intervalo, o el espacio de polinomios de grado
menor o igual a n, o también aplicaciones al chlculo de varias variables.

Un espacio vectorial envuelve ciertos elementos los cuales pueden
ser refericﬁ)s como vectores, y ciertas operaciones entre ellos, como la
surna de vectores y la multiplicacién por un escalar. Tomando la norma
de un vector como la longitud del mismo, entonces los siguientes
axiomas son muy razonables:

N1) Para todo vector x , est4 asociado un nfmero real ||x|| denominado
’la norma de x’,

N2} ||x}{=20,
N3) lx =0 {=> x0,
N4) Si k es cunlquier nlmero real | kx| |=lk] |lx{{,

NS) flaryl=tixl] + vl

Definicibn 2.10 A un espacio vectorial en el cual se ha definido una
norma y el cual satisface los axiomas Ni a NS se le denomina espacio
vectorial normado.

Si tenemos un espacio vectorial normado V siempre puede definirse
una métrica en &} por

ple,y)=||x-y|| dondexyy€EV,

entonces podemos ver a un espacio vectorial normado como un espacio
métrico particular, y por tanto, como un espacio topolégico. De esta
forma podemos extender todos los conceptos y resultados topolégicos al
espacio en cuestibn. La funcibn p se dice que es la méirica de V
inducida por la norma en V.
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Ejemplo 12 Si p=(x;,x2,x3)€R3, entonces ||p|| corresponde en forma
precisa a la "longitud” de la flecha (o vector) trazada del origen al punto
p, como se ilustra en la figura 14. 0o

le !

fig 14

Ejemplo 13 Recordando el ejemplo 6 de la seccibn 2.2 existen
normas vectoriales muy usuales que son inducidas por las métricas de
los espacios !p, esto es

v = max |v, — norma ! _ o norma del supremo
[1v11,, = mex v . cpremo,
n
[vli =2 |vl — norma 1, o norma del menor residual absoluto,
i=1

n
[villz= [ (vi)z ]é — norma I, o norma de mf{nimos cuadrados o
! i=1 euclidiana.

En nuestra discusibn de convergencia entenderfamos que uma
sucesibn de vectores {vk} converge a un vector v* cuando para una cierta

rorma lim ||y v"]] = 0
im (v, -V =0
k—ro k ’

desafortunadamente podrfa suceder gue convergiéramos en una norma a
v* pero en otra norma no, es decir, dependerfa del criterio de
convergencia. En particular, en R no se tiene este problemna debido al
siguiente resultado, el cual no es verdadero en general para espacios
infinito dimensionales.

Teorema 2.3 Sean |{‘]|] y IHHJ dos normas cualesquiera en R
t ue

Entonces existen constantes a y g tal q
al[vlI=IHvITIsBliv]
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‘a cualquier vector KER". Mas alin, si (v} es cualquier sucesién en
, entonces para V€R
lim Hvk-v’ I]=0

si y sblo si para cada i, /<i<n, la sucesibn (Vk)i de las i-bsimas
cgmponentes de los vectores v; convergen al i-ésimo componente {v*) ; de
Vi u]

Omitimos la prueba de este teorema debido a que no es parte
central de nuestro estudio; no obstante damos el siguiente par de
relaciones para ejemplificario:

vl 2 1z 2 e 2 v, |
Vit < rdlivit S o Snlivl] -

La conclusibn importante del teorema 2.3 es que, en la
implementacibn de algln algoritmo, la eleccibn dec la norma
comunmente no afecta en forma seria el resultado, por lo que es usual

ue su seleccion esté basada en la conveniencia del problema particular.
hora pasemos a mostrar uno de los principales espacios vectoriales
normados en el célculo tradicional.

Ejemplo 14 El espacio Cla,b] de funciones contfnuas en el intervalo
{a,b], para el cual las operaciones vectoriales se definen como f4g es la
funcidn continua definida en [a,b] par (f+g) (=f(x}+g(x), y kif} es la
funcion definida en [e,b] por {kf){(x)=k(f(x)). Ademss,

HEH = max{ HEIE x€[a,b]} = sup { [FO) | : xE[a,b] } .

Cla,b] es un espacio vectorial normado. Y, si en el definimos una
métrica, digamos

plf = f—g[[:max{l f(x)-g(x)]},
2= x€{a,b]
entonces podemos afirmar que Cla,b] es un espacio vectorial métrico.
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Para verificar los axiomas de espacio vectorial normado,
analizamos el significado de la definicién de la norma para este espacio.
En este espacio decimos que la norma de una funcibn es la longitud
méxima que se aleja la imagen de f en [a,b] de la funcién cero. Por
tanto sabemos que la norma ser4 siempre un valor al menos cero,
cumpliendo nuestro axioma dos. Si tratamos con la funcibn cero, no
tenemos  ning(n problema de afirmar guwe su norme ser cero,
inversamente si el méximo valor absoluto de la imagen de una funcién es
cero, esto quiere decir necesariamente que estamos tratando con la
funcién cero. Verificamos N4 para x€[a,b]:

[Imf(x) || = max {|mf(x} [} = max {{m]| [f()|} = |m| max {|f(x) ]}

De esta forma sblo nos resta verificar el (ltimo axioma de wun
espacio vectorial normado. Sabemos ijue para toda x€[a,b], tenemos:

[F0+gla | < |F0d |+]gx) |
< max |F(x)|+] g0 |
< max|f(x)} |[+max|g(d | ,

frg|| = max|fi)+g(x)
el el | B

m (3} |
<T@+ 11gW -

La demostraciébn de que ademAs contamos con un espacio métrico
fub dada en el ejemplo 7 cuando utilizamos la métrica de Chebyshev. [1

de forma que

Los espacios normados en los cuales toda sucesibn de Cauchy es
convergente son de interes particular en anflisis; en tales espacios es
posible identificar sucesiones convergentes sin conocer explicitamente
sus lfmites. Como vimos en la definicién 2.9, un espacio en el que toda
sucesibn de Cauchy tiene un lfmite (y por tanto convergente) se dice que
es completo. Esto lo aplicamos en espacios vectoriales en la siguiente
definicibn.

Definicion 2.11  Un espacio vectorial normado X es completo si toda
sucesion de Cauchy de X tiene un limite en X. Un espacio vectorial
normado completo es llamado * espacio de Banach ".00
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La principal ventaja de los espacios de Banach en problemas de
optimizacifn es que, cuando buscamos un vector bptimo que hace méxima
una funcibn objetivo dada, frecuentemente construimos una sucesién de
vectores, donde cada uno es superior al precedente; el vector éptimo
deseado es entonces el l{mite de la sucesién. Para que este esquema sea
efectivo, debemos contar con una prusba de convergencia que pueda ser
aplicada cuando el l{mite es desconocido. El criterio de Cauchy para
convergencia nos provee de este requerimiento cuando el espacio es
completo. Para clarificar mejor la idea de un espacio completo
consideremos el siguiente ejemplo de un espacio vectorial normado
incompleto .

Ejemplo 15 Sea X el espacio de funciones continuas en [0,!] con la
norma definida por ||x|{=fd|x(¢)]|dt. Note que este espacio no es el
espacio C[0,!] puesto que su norma es diferente — sin embargo, puede
verificarse ficilmente que también es un espacio vectorial normado.
Mostraremos que X es incompleto. Definamos una sucesibn de
elementos en X por la ecuacién

S |
0 paraOJStS—Z—-—;
= n 1 1
xn(t)— nt-2+1 paraz-nStSZ
1
1 para t z -5 .

Esta sucesifn de furcionss esta ilustrada en la figura 15. Cada
miembro de la sucesibn es una funcifn contfnua fy por ende miembro de
X. Asimismo, la sucesibn es de Cauchy como es f4cil verificar,

Hxn-xmll =4 [1/n-1/m|—0.

fig 1§




Es obvio, $in embargo, que la funcibn a la cual converge la sucesibn no
es contfnua, pues se trata de la funcibn

0 sitd
x(t) = . o
! sit2}

Contrariamente a lo anterior consideremos el siguiente importante
resultado.

Ejemplo 16 C[0,1] es un espacio de Banach.

En el ejemplo 14 validamos este espacio como un espacio norrado.
Para probar que es completo, es tan sblo necesario demostrar que toda
sucesibn de Cauchy tiene un lfmite en el espacio. Suponemos que {x_} es
cualquier sucesibn de Cauchy en C[0,!]. Para cada t€{0,1]} fi‘a:an -
x_([<Hx x || 20 luego {x (t)} es una sucesibn de Cauchy’ de
nlfneros realls. Sabemos del Tejemplo 11 que el conjuto de los
nfmeros reales es completo por lo que x_(£)—x(t) y, por tanto, las
funciones x  convergen puntualmente a la furién x.

Probamos ahora que esta convergencia punto a punto es uniforme en
C[0,1], es decir, que dada €>0 existe un nlmero N tal que Ixn(t)—x(t) j<e
para toda t€[0,1] y n2N. Dada €>0, escogemos N de tal forma que ||x -
x| [<€/2 para n,m>N; entonces para n)%\l,

Ixn(t) -x(t)} < |xn(t) - xm(t)l + |xm(t) - x(t)]

< gy - x|+ [ (8 - X)),

Escogiendo m suficientemente grande , cada término de la derecha puede
hacerse més pequefo que ¢/2, de donde para toda ¢, [xn(t) - x(t) | {e para
n>N. Debemos probar alin que la funcibn x es cont{nuay que la sucesién
{x "g converge a x en la norma de C[0,1]. Para probar la continuidad de
x, fijamos €)>0. Para todo 4, t y n,

[x(t+8) - x(}] < [x(t+d) - x (t+8)| + [x (t+d) - ()] + |x,(8) - x(t)].
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Como {x_} converge en forma uniforme a x, n puede ser escogida para
hacer que ambos, el primero y el Gltimo término sean menores que /3

todo 4. Como x_ es contlnuo, & puede ser escogida para hacer el
segundo término mendt que /3. Por lo tanto, x es contfnua. O

En el siguiente capftulo tratamos con la forma de relacionar a los
elementos de un espacio con otro, y algunas de las propiedades que nos
permiten visualizar olro espacio cuyos elementos son precisamente las
relaciones entre espacios, es decir un espacio de funciones.
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CAPITULO 3

OPERADORES LINEALES Y SUS NORMAS

3.1 INTRODUCCION

Ya hemos tratado con diferentes elementos del andlisis funcional
como lo son los espacios mélricoes, los espacios vectoriales y algunos
conceptos topologicos importantes. Ademas, a lo largo de toc%o el
estudio nos hemos encontrado con el concepto de funcién — en la mayor

arte de los casos relacionando diferentes espacios con los nimeros
reales al definir métrica y norma.

Iniciaremos este capitulo proporcionando un concepto de funcidn en
donde los elementos cﬁe origen y destino provienen de cualquier
conjunto; para ello rebautizaremos a las funciones como operadores,
aunque también wusaremos indistintamente los términos de
transformaciones y aplicaciones para identificarlas. A continuacién se
dan ejemplos de operadores comures y se trabaja con operadores
lineales el concepto de norma de un operador, también
ejemplificandolos; finalizaremos esta primera parte dando el concepto
de mapeo inverso, y algunos teoremas que tratan con mapeos inversos y
la norma de operadores.

Como segundo apartado de este capitulo estudiaremos el principio
de mapeos de contraccidn como aplicacién de los operaderes lineales, y
en una tercera etapa se daran aplicaciones de este principio en la
solucién de sistemas de ecusciones y, en la determinacién de la
existencia y unicidad de la solucifn de una ecuacitn integral.

3.2 OPERADORES LINEALES

Definicibn 3.1 Si tenemos 2 conjuntos cualesquiera X, Y definimos a O
como el proceso ?)ue relaciona a cada elemento de X con un y sblo in
elemento de Y; a O se le denomina "operador de X en Y".
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Si O es un operador de X en Y y si €Y es el elemento asociado al-
elemento x€X, se escribe "y=0(x)", "y=0x" o, en forma simbblica,

xSy 6 O:X > Y. o
La definicidn de un operador asf precisada implica que no puede existir
ningin elemento del conjunto de origen (o dominio) que no ests

relacionade con un elemento del conjunto de destino (o codominio). La
figura 16 esquematiza el concepto de operador.

=S|
fig 16 / /

Al conjunto Y'CY definido por Y'=[€Y tal que y=Ox, »EX} se le
denomina imagen de O.

Ejemplo 1 Si la imagen O(x) del conjunto X tiene un solo elemento
decimos que la funcibn es constante sobre X. En este caso todos los
elementos de X tienen la misma imagen para el operador O (fig 17). O

Fig 17

Ejemplo 2 Al operador IX—>X que hace corresponder a todo
elemento x€X el mismo elemento se denomina operador identidad; asi
Ix=x para todo x€X (fig 18). »

fig 18
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En el cilculo tradicional, si nosotros queremos derivar algin
polinomio, nos encontramos con la situacién de tener que derivar
términos tales como ax (con resultado a{nx™ °)) .

La justificacibn formal del procedimiento de que se conserven las
mismas constantes (y los mismos signos) despues de aplicar la
derivacibn descansa en 2 propiedades de la derivacién: D(u+v)=Du+Dv,
Dlku)=kDu, donde D representa la operacibn de derivacibn, y
representa cualquier constante. Estas dos propiedades expresan el hecho
de que D es un operador lineal — concepto que precisaremos a través de
una definicibn més formal. Para ello consideraremos que los elementos
de entrada al operador esté4n dentro de algln espacio vectorial, es decir,
que pueden ser referidos como vectores, y que ademés cumplen los
axiomas de un espacio vectorial. De igual manera, las salidas del
operador deben caer dentro de un espacio vectorial.

Definicibn 3.2 Si L es una funcibn X— Y, donde X y Y son espacios
vectoriales, L es llamado un operador lineal si para cualesguiera
vectores wyv en X, y para cualquier escalar k, lenemos L(kutv) =
kL (W)+L(v) en Y.

Ejemplo 3 Sea el operador diferencia 7:f-+g donde g(x)=Ff{x+h)-f(x).

Aqui, los elementos de entrada y salida del operador son funciones y se
quiere probar que dadas dos funciones ¢ y 7y, Tlkol)+y(x) =
kT(@()+T(y(x)). Asf,

Tlkp() +y(x)) = kp(cth)+y0cth) - (kp(x)+y(x)
= k(pleth)-9 () + (ybeth)-y(x)
= kT(¢0))+T (y(x). O

Es fhcil verificar que los operadores lineales X—Y forman un espacio
vectorial, por lo que resulta interesante definir la norma de este
particular tipo de vectores; esto lo haremos de tal forma, que la norma
del vector — un operador lineal A— nos dé una cota para |}Av|| en
términos de | |v}].
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Definicién 3.3 Si A:X—Y es un operador lineal, definimos ||A]| como
[|All=sup{|]Au||talque |ju]| =1} 0

La idea intuitiva de JIAH es medir el méximo "alargamiento" que el
operador A puede producir en cualquier vector del espacio de entrada, de
tal forma, que la magnitud de esta aplicacibn sea mayor que la de
cualquier otra aplicacion. Esto nos dice que la definicidn seria en forma
precisa ||A||=sup {]|Av]||/]]v]] + v#O}, pero la restriccifn de que el
operador sea aplicado unicamente a vectores de magnitud unitaria es
sblo para dar mayor simplicidad — tal restriccién no afecta a la
definicion misma. En efecto, si vEX, v puede escribirse de la forma
v=Au con | |u]|=1 (st v#0, puede escogerse A=||v|[ y, si v=0, entonces
A=0). De este modo,

HAv]] = [JAQQ [ = [IMAul] = (A} [Aal] S M LALL =TIV AL

Esta definicién puede visualizarse como sigue: tdmense todos los
puntos ¢ de la esfera unitaria S(0,!), apliquese el operador A a cada
uno y considérese la curva de superficie formada por todos los puntos
Au. El radio r de la esfera mas pequefia S(0,r) que contiene a todos
estos puntos es el valor de ||A[].

Como vimos en el capitulo anterior al usar los espacios f_en el
plano, S(0,1) es un circulo cuando la métrica f, es usada, un cfiadrado
con lados horizontales y verticales cuando la métrica £ es usada y un
cuadrado como el anterior, pero girado 459 si la métrica usada es #;.
Veamos el siguiente e jemplo.

Ejemplo 4 Si aplicamos la transformacibn lineal A:R?>—#R? dada por la

matriz
11
A =
0 2

en cada una de las esferas unitarias de 4, £, y !m, observamos el
siguiente efecto: En cada par de gréficas de la figura 19, la segunda
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muestra las esferas que contienen a todos los puntos de salida de la
transformacién en cada espacio, es decir, muestran cémo la esfera
unitaria se mapea al aplicar sobre ella la transformacifn A. Las l{neas
densas representan este mapeo; la norma de A esté representada por la
esfera que engloba cada uno de los mapeos, dibujada con lineas suaves.
En (@) podemos observar como el rombo unitario de f; se mapea a un
paralelogramo; el rombo que envuelve a este paralelogramo representa
a la esfera de radio HAﬂ en el espacio imagen. Algo similar ocurre
con las gréficas (b) y (c).

fig 19

Ahora bien, la norma de un mapeo puede ser infinita. Por ejemplo,
si se considera el operador D=d( )/dx aplicado al espacio de polinomios
definidos en el intewalonIQ,!], con la norma de C[0,l], entchces
Fo=x" => DF()=F{x)=nx"". Sobre [0,!] ambas funciones toman su
méximo en x=!: es decir ||f||=! y []|Of]]=n, lo cual implica que
{|DF||/||f||=n. Pero n puede ser arbitrariamente grande por lo que no
existe cota para la norma de la transformacién. Un operador con estas
condiciones se dice que es no acotado. En lo que sigue centraremos
nuestra atencién en operadores lineales acotados, es decir, en
operadores cuya norma es un niimero constante k{w.

Recordando los espacios 1, denotamos a ||A}], como

[{Avi]
HAHP=VYE!§>§,{-WL} (v#0),
P
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con algunos célculos podemos encontrar los siguientes resultados:

AL =1r£}1§n{ Ha.th I

donde a;, denota el i-ésimo renglén , y a.; la j-ésima columna.
La demnostracién de estas propiedades se dan como ejemplo un poco

mas adelante — por ahora simplemente las aplicamos al ejemplo
anterior.

Ejemplo 5 Sea A como en el ejemplo 4; verifique las siguientes
_ relaciones

HALL2HALL21AL, v [AHSRE Al Lsnl AT

|1 1],
entonces

[[Ally =max { [la.f[,{]a.2l{} =max {{1{+]0],]1}+]2]} =3
Al = | max { ‘ATA-)\II: o} |t= jmax (A=-6A+4=0} |}

= (max { 3+V5 , 3-V5 } ) = 3+v8)? = 2.29, y
HAH, = max { Har | o lla ]l } = max [ [T+, [01+{2] } =2

Del ejemplo 4 tenemos

Estos resultados se pueden observar facilmente en la figura 19
dorde podemos notar que {|A}|;=3, que es la distancia del origen a dos
de los vértices del paralelogramo imagen — los dos vértices sobre el
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rombo correspondiente a la esfera de radio 3. El que ||A|],=2.29
puede observarse en el radio del cfrculo que contiene a la elipse, y la
j1A]l =2 es la longitud del origen a cualquiera de los lados  del
cuadrado que contiene al paralelogramo imagen.” Sustituyendo, tenemos:

HAlL =3 2 [|Alf2 = 2.29 2 {]A}] =2

b4
||A||l=35\_/n||AI|2:3.24SnHAHm=4. O

Como ya se observb antes, el conjunto de los operadores lineales
entre espacios vectoriales fijos X y Y constituye también un espacio
vectorial con las operaciones lineales usuales, por lo que se le pueden
aplicar todas las definicicnes y métodos definidos en tales espacios.
Por ejemplo, podemos formar sucesiones y series infinitas de
operadores lineales acotados y aplicarles prusbas de Cauchy para
analizar su convergencia.

El simbolo B(X,Y) es usado para definir el espacio de operadores
lineales acotados entre el espacio vectorial X y el espacio vectorial Y.
Una propiedad de B es que, si Y es completo, entonces B(X,Y) también
lo es. Esto quiere decir que si nosotros tenemos una sucesién de Cauchy
de operadores, entonces su limite existird y se encontrari en el espacio
B(X,Y) — siendo también, un operador lineal acotado. Lo anterior se
puede resumir diciendo que, si Y es un espacio de Banach, B(X,Y)
también lo es. A continuacion se dardn las normas de algunos
operadores importantes.

Ejemplo 6 Sea ¢:1_—R, con ¢(x)=w. Para determinar la norma de ¢
necesitamos el méximo de |w|, donde

n
w=$arxr y [l =1,

n n n
Wi =l Za.x 1SSl ll <3 ol

n
pues [x_| < 1, por lo que para la funcién ¢ tenemos | |¢| lp=2la.l . O

entornces
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Ejemplo 7 Sea ¢:8 —+i . Aqul ¢:x—w donde
n
w. =s§1<1rs Xg para r=1,2, ... ,m ,

n
aqui ||w]|=max|w_|. As, ||¢]| =max 3 |a_].
r s=1

En particular, resulta que si w;=2x;-3x;+4x3 y wo=x;+3x,-6x;, el
maximo valor de w, es 9 y el de w, es 10, cbtenidos en los puntos
x=(1,-1,1) y x=(1,1,-1) de la esfera 5{0,1). Como el mayor de los dos
es 10, [[¢]]=10. 0O

Ejemplo 8 Sea ¢:4,—R. Como en el primer ejemplo, w=2>a x , pero
ahora Z|x |=1 es la condictén. Agqul ' i P

el 1s = max [a, | -

Asf{, si w=3x+10x,+2x3, el vector x=(0,{,0) nos da el valor méximo
para w, y si tenemos w=3x,-10x,+2x3, w=10 es obtenido en x=(0,-1,0)
(en ambos casos se tiene >|x_[=1). En consecuencia, ||¢]|,=10. O

Ejemplo 9 Sea ¢:1,—1,. Ahora deseamos maximizar

2lv.l para wr=zarsxs con 2|xsl=1.

Este ejemplo es probablemente menos facil que los otros,
analicemos un caso particular. Si consideramos a w;=7x+2x; y
wy=-3%,+6%7, IW)\L:J wz| no pueden exceder a cierto nimero, mostramos
la forma en que puede ser encontrada esta cota:

|wi|Ffwz|=] 72,4 2%, |+]-3x,+6%;
< 77(1 + 2X2 +L‘3X|'+ 6X2|
=7 [xy |42 x| 43 | %, [+6 | x|
=10]x|+8 x|

Como |x;|+]x;] = 1 , la expresién anterior no puede exceder de
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10 (valor que se obtiene en x;=1 y x,;=0; eon w,=7 y wz=-3, obtienendo
|wi|+{we]=10).

El emplear notacibn matricial puede aclarar aln més la situacibn. Si

w=Ax con
_1 7 2
A - [ -3 6 J ’

el n(xmero 10 puede ser f&cilmente obtenido al sumar el valor absoluto
de los nGmeros por columna (10 para la primera columna y 8 para la
segunda}, y tomando el mayor de los dos valores.

La conclusibn es que para ¢:x—w tenemos

m "
H¢Hx=m3xr§]la,sl- o

Ejemplo 10 Sea ¢:C[a,b]—+R, una funcién cont{nua en [a,b] y sea

b
c-—-J' d{x) Fix) dx .
Obsérvese que hemos definido un operador de T:f—c que asocia a cada

funcién fECla,b) un nimero real ¢ (la funcién ¢ esta fija). La norma de
T:F—c es:

b
1711 Joeo | ax.

En efecto, existen funciones f en la esfera unitaria de Cfa,b] con valores
cercanos a ! o a -1 como se quiera dependiendo del signo de ¢(x).

Ejemplo {1 Corg(xderense transformaciones de Cla,b] en Cla,b]. Para
T: F"’g con glx)={ K(x,)f(y)dy se tiene

T[|=s FK(x,y) dy. 0
H Hasgb a! l
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Adelantando un poco acerca de las aplicaciones de las normas de
operadores, mencionamos que en anflisis numérico muchos de los
problemas toman la forma "encontrar un vector w para el cual Aw=b
donde A es un operador lineal y b es un vector conocide". Un caso muy
familiar es aquél en que A es una matriz cuadrada n x n. Si A tiene
inversa, entonces sabemos que w=A"'h. En pgeneral, surgen las
interrogantes de qué quiere decir que A tenga inversa; de, si existe un
error en la estimacién de b, como afecta a Ia solucién w; de qué efecto
tiene A en w si A es sblo una aproximacion; y de qué sucede si existe
error tanto en A como en b.

La figura 20 muestra las situaciones en las cuales existe y no
existe la inversa de un operador. En la situacién (a) existe uma
correspondencia uno a uno entre las entradas y salidas del operador. La
inversa del operador A, A™:v—w se encuentra definida para cada
salida v de A correspondiente a cada entrada w. En la situacién (b),
Aw,=Aws=v, por lo que no podemos definir A™! — debido a que no
sabriamos a donde mapear v, al aplicar A™!, si a w, 0 a ws. Si A es
lineal, entonces en la situacion (b) A(w,-w3)=A(w;)-A(w;)=0, pero como
wz;=wy, la entrada wp-w;=0. Existe una prueba muy usada para
operadores lineales: La inversa de un operad%r A existe si y sblo si
Aw=0 no tiene otra solucién w mds que w=0. En (c) la situacién es
distinta, la correspondencia es uno a uno, excepto por la existencia de
una salida potencial que no puede ser mapeada al espacio original. En
tal situacién sélo pedemos definir la inversa para vy, v y va.

p T
)
S e
3
5 " v,
e
w /’_,__}.1,
- v e —
y b v,
e ———
" v,
.
Vs
i

fig 20

A continuacién se enunciardn algunos teoremas sobre normas de
operadores que serdn aplicados en capitulos posteriores; su
demostracitn es omitida para dar mayor fluidez a la lectura y llegar
més rapidamente a resultados practicos.
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Teorema 3.1 Si TEB(X,X) y ||T||<!, entonces (I-7)7! existe y est4
dada por la serie convergente [+7+T%+...+T +... .

Teorema 3.2 Si |[T]]=k<1, entonces S=(I-T)™! existe y es un operador

Tineal acotado con ||S|[<(1-k)

Teorema 3.3 Todo operador lineal acotado es contfnuo.

La inclusién de este Gltimo teorema se hace debido al resultado de
que si tenemos la iteracién v 1=f (vn) y este proceso hace que v_—bv,
entonces podemos estar seguros de ‘que v=f (VS) si sabemos que'f es
continua.

El recfproco del Gltimo teorema también es verdadero. Si un operador
lineal es continuo, entonces debe ser acotado.

3.3 EL. PRINCIPIO DE MAPEOS DE CONTRACCION

A lo largo de la lectura del presente trabajo nos hemos percatado
ya de la importancia del proceso de iteracién. El método de iteracién es
frecuentemente usado para probar la existencia y unicidad de soluciones
de problemas que envuelven ecuaciones algebraicas, diferenciales,
integrales y de otros tipes. Con su ayufa podemos, a su vez,
aproximarnos a tales soluciones. El método de iteracion se
manifestado como una muy importante herramienta del anilisis
funcional, y descansa en el principio de los mapeos de contraccién. En
el presente apartado analizaremos vy ejemplificaremos algunos
resuitados de tal formulacién .

Definicibn 3.3 En cualquier espacio métrico (X,p), una contraccifn de
{X,p} es un operador f:X—X con la propiedad de que, para alg(n nlimero
real positivo k{1,

. p(fl , fly) ) Skp(x,y)
para todo x,y €X. O
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En un sentido informal podemos decir que un mapeo f de un espacio X
sobre si mismo es un mapeo de contraccién si dados dos puntos
cualesquiera x y y en el espacic de origen, la distancia entre ellos
disminuir4 al aplicarles el mapeo £: p(x,y)>p(F0x,F(y)) (fig 21).

fig 21
Ejemplo 12 Sea f:R?—RZ dada por
Fix) = Flxpaxz) = (4 cosx;,dsenx; +1) 3

utilizando la métrica usual p en R? y las propiedades |cos x - cos y|<
Ix-y| y |sen x - sen y|<|[x-y| tenemos

PIFOA,FIY) = p(Flxy, o), Flynya))
=p((dcosxy,dsenx;+1),(4cosy,,dseny, +1))
=4 [ (cos x - cos y; )2 + (sen x, - sen y; )2 |3
=4 [ [cos X; - cos y|? + |sen xi- sen 1|2 12
$ 31 el + Paonf?1E = 4 pty)

Como p(f(x},fly)) < 3p(x,y) podemos afirmar entonces que f es uma
contraccién de R% Numéricamente si x=(0,0) y y=(r/2,0) tenemos

plx,y) = ([0-m/2)+[0-0]2 = 1/2, y
PG, FY) = plFIO,0),F(m/2)) = pl(h4),(3,3/2) = (4-4[2+]4/219F =1.

Puesto que m/2>1 entonces p(f(x),f(y})<k plx,y) donde k es cualquier
nlmero entre | y n/2.
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Podemos también, resolver el si%uiente sistema de ecuaciones a partir
de una aproximacibn inicial x, = (0,0):

X; = 4 cos x
X, = dsenx; + 1. ]

La certeza de que encontraremos una soluciébn a este problema esta
basada en el siguiente teorema.

Teorema 3.4  Sea f:X—X una contracci6n del espacio métrico completo
{(X,p). Entonces f tiene un (nico punto fijo x=f(x); ademés, si x, es
cualquier punto de X, entonces la sucesibn

X0 5 Xy = Flxg) 5 x2 = flxa) , ...

converge al punto fijo .

Dem .- Sea x, cualquier punto en X y considérese, la sucesibn x_, ,=
f(x) para n=0,1,2, ..., . Probaremos que la sucesibn x;,%;,X3,-...
converge y que su lfmite es el (nico punto fijo en f.

Dada una sucesibn en un espacio métrico completo el camino
natural para probar la convergencia es por comparacifn con una sucesibn
de Cauchy. Calcular la distancia de x_ a x_ es un poco ambicioso, de

forma que comenzaremos por considerdr la lstancia de X, 8% 9

ple oy ) = plflx, ()uFlx)) S kplx 1ox)
= kplflx,_5)sflx, ) S kPplx, 5% o)

k2 p(F(x. Fix)) < KT plxiya),s

es decir, p(xn,xmj)Skn'lp(xl,xz)sknp(xo,x,). Ademas, como 0sk<{,
para una n muy grande la distancia entre x_ y x es muy pequeha.
Ahora podemos facilmente extender esto a la ‘distancia de x_a x_ para
cualquier myn: nom
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p (xn’xm) <p (xn’xn+1) tp (xn+1 ’xm)

€ PUXap g PGy X p) + Pl X )

S POy 1) PGy X p) PG o gd ek pl k),

como p(xn,x ) < knp(xo,x,) entonces

nt+l
ple %) S Klxare) + K™ plaoy) + o + K™ L p, )

= K herker.. 4] p{x0sx1)
_ K™y

P(Xo,xl) .

Esta (iltima expresion es una cota para la distanciaentre x_yx_, y
como k{{ esta tiende a 0 cuando n ~» y mdn, lo que quiere Becirmque
la distancia p(x_,x_}—#0, por lo que la sucesibn generada por f es una
sucesibn de Cauthy"en el espacio métrico. Ademas (X,p) es completo,
por lo que existe un elemento xEX el cual es el I{mite de esta sucesién.

x:limxn.
n—o

Demostraremos ahora que f{x}=x. En efecto,
p(xn,f[x)) < p(x,xn) + p(xn,f[x)) = P(X,Xn) + p(f(xn_,),f'(x))
< p(x,xn) + kp(x,xn_j) ,

si >0 estd dada en forma arbitraria y n es suficientemente grande,
entonces

P(X’xn-I) < —ZEF Y p(x,xn) < —5_ ’

de forma_ que p{x,f(x)}<e. Pero €>0 fué arbitraria, por lo que la
desigualdad se cumple si y sblo si p{x,f(x))=0, es decir, si y sélo si
fix)=x. Por (ltimo, supbngase que existen dos elementos x,y€X para los
cuales f{x}=x y Fly)=y; entonces plx,y)=p(f(x},f(y})Skp(x,y}, por lo que,
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si plx,y)>0, se sigue que 1k, lo cual es una contradiccibn a nuestra
hipbtesis de que p es un mapeo de contraccibn, de manera que podemos
afirmar que el punto fijo es (nico. O

Si tomamos el l{imite cuando m tiende a infinito en la ecuacifn

n,,  m-n
pixx ) = %p(%m) )
obtenemos una estimacibn para el error en la n-ésima iteracifn, el

cual estarfa dado por n
plx) S 7 Plxarxs) -

Es importante hacer notar que podemos construir una sucesibn {x
como una aproximacién que conver‘%e al punto fijo x, comenzando con tn
punto fijo arbitrario x&X. La velocidad con la cual la sucesién {x_}
tiende a su limite depende exclusivamente de la eleccidn del elemento
inicial x,. Para hablar de mapeos de contraccitn en términos de
vecindades tomaremos el siguiente esquema.

Proposicibn Sea una sucesibn xgx;, ... donde an:F(xn) con
plx 17X m_Z)Skp(xn,x n+1); Si ademés se cumple para una vecindad
S(xo,r% de Un punto X con que

plxgyxy) < (1-k) r,

entonces la sucesitn {xn} converge a la Gnica solucién x de la ecuacién

x=Ff(x). .

Dem. Para probar esto, mostraremos por induccibn que todo x_ y x se

encuentran dentro de S(xe,r). Supongase que los elementos x,

J=1,2,...,n-1 , estan en S(xp,r) ; entonces, J
plxz,xy) < kplxy,xo) < k (1-k) r

P(XS)XZ) s kP(Xz,xl) < kz“'k) LAY

D) KT
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Debido a que
PO, ) = PP F0 ) ) SKT (1dor ya que

P(Xnyxo) < P(ano) + P(x27xl) + ...+ P(xn)xn_j) )

resulta que

n .
plx_,xo) SJ:'glkJ" () r= (KN r <y

por lo que X, también estd en S{x,r).

Aplicando ahora el teorema, la sucesibn x_ converge al (nico punto fijo
x=f(x), el que ademé4s, claramente estd 'en la vecindad S{xo,r}. La
eleccibn de x, y r es determinante para la convergencia al punto fijo —
podrfamos encontrarnos con una vecindad S(xo,} en la que no se
satisfaga la condicibn

plxoyy) <(1-k)r,

por lo que no podriamos asegurar la existencia de alg{n punto fijo en
esta vecindad. ]

Para probar las ventajas que aporta el principio de mapeos de
contraccibn al anhlisis funcional, ofrecemos primeramente algunos
resultados de nuestro (ltimo ejemplo (RZ—R?, y luego se muestra su
aplicacifn a la solucién de sistemas de ecuaciones lineales;. por Giltimo
se lleva a cabo una aplicacibn al problema de existencia y unicidad de la
solucibn de una ecuacibn integral.

Ejemplo 13 Sea f:R?-#R? definida por

flz) =fFlx,y) = (4 cosy, dsenx+1);
como vimos en el ejemplo 12 al principio de esta seccibn p{f(x),f(y)) <
3 plx,y) por.lo que sabemos ya que f es una contraccifn de R2 En estos

términos y continuando con nuestro ejemple, podemos afirmar sin
temor a equivocarnos que el siguiente sistema de ecuaciones tendré
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solucibn: '
X=4cosy

y=dsenx+1.
La representacitn en el plano R? de estas curvas esta dada por la figura
22; claramente podemnos observar que s{ existe un punto {x,y) de
interseccibn de las curvas, y lo que es més, este punto es (nico.
Tormando como punto inicial (0,0) y efectuando el proceso iterativo

(X g2 Yppg) = (dcosy s dsenx +1},

obtenemos los siguientes resultados :

3
>
~<

0. D= NO

7
6
.21
3
22
1219392
1221738
0,222238
' 0.222238

JEINL Y5 FRRINI-S
0C0000O00

~
), o
— e =0
e v e

FS
=)

fig 22
Asimismo podemos obtener una estimacidn del error para la n-8sima
iteracion puesto que :
kn
< K
plepx) <~

Asfi, si n=40, podemos dar una regién en la cual, con certeza, se
encontraria la solucion del sistema. Como k=3, el error p(xn,x) en
términos absolutos no excedera a

n
=l =y v=gmE-12. 0
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3.3.1 SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES POR EL METODO
DE MAPEOS DE CONTRACTION ©

consxderamo., un espacio n-dimensional, con elementos x=

(g,,;z, . y y=(m, N2y .- y si ademés definimos p(x,y)=
max -r) facxlmente puede pmbg)rse que el espacio métrico P(R,'}:p)

as{ o emdo es completo. En este espacio consideremos el operador
y=Ax+b determinado por las ecuaciones

2a§+b i=1,2,...,n

Para y,=Ax+b, yz-sz-l-b se tiene
plynys) = plAxi+b,Axp+b) = max | ;" - ,@ |
= max | zau gjm_g @) Smaxz Ia , ‘C (I (Z)I
i
< max | gjm_gjm | miax;z | au |'= p(x,,xz) miax 2 | % s

si se supone que , para toda i,

Zlaijlsa<i,

entonces podemos visualizar la aplicabilidad del principio del mapeo de
contraccion y concluir que el operador A tiene exactamente un punto
fijo. Lo anterior puede formalizarse en el siguiente teorema.

Teorema 3.5 St para una matriz A =(a, ), la condicibn 2, |a; |Sa<l
se cumple para toda i = 1, 2, ..., n, entor“lces el sistema de-kcuddiones

g - -2 a; Q'J g 1= 1,2,
tiene exactamente una solucibn x=({}, ') para cualquier vector
arbitrario b={(by,bs, ..., b); ademéas emoé1 encontrar esta solucion
aplicando el método de iteracibn comenzando con un vector arbitrario

x5~y Lo --- » § ). Si

) () ()
x,:Axo,xzzAx,,...,XPZAXP_I y Xp=(§1P,§zP» ---,fr};),
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entonces x=lim X €s decir, §i=lim g(?), por lo que obtenemos
P
max (1 5p* - &5 ) = pbey < ~ e Plxo,A%).

La condicién a{l es suficiente para obtener la convergencia de
aproximaciones iteradas.

Ejemplo 14 Esté la matriz de factores A de factores dada por

0020 .0478 .0177 .0I57 .0491
L0085 ,0563 .0223 .0262 .0602
A = 0432 0170 .0118 .0S30 0445
L0137 .0340 ,0458 .0105 .0537

.0628 .0543 0556 .0144 0406
)

sea b el vector dado por b=( 5, 9, -12, 37, 4), y considérese una
ecuacién de la forma
y=Ax+b

en la que buscamos obtener el valor x* en el cual se satisface que x:g/;
es decir, deseamos resolver la ecuacién x=Ax+b donde A y b estén
definidas.

Para poder resolver esta ecuacién con la ayuda del concepto de mapeo de
contraccién debemos probar que

mz;x Z |aij| Sadl
J
que en este caso es equivalente a verificar que

max{0.1323, 0.1735, 0.1695, 0.1577, 0.2277}=0.2277<a<1.
As{, podemos tomar a a como cualquier nimero entre 0 .2277 y 1, y
podemos afirmar que A es un mapeo de contraccién. De esta forma
podemos utilizar el proceso iterativo

er_I:Axn+b
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ara dar solucibn a nuestro problema . Si iniciamos con xg = 0 tenemos
os siguientes resultados:

g
n x X x x X
In 2n 3n 4n Sn
5.00000 9.00000 -12.00000 37.00000 4,00000
6.00510 10.49180 - 9.63360 37.42820 4.83070
6.16781 10.69853 - 9.47723 37.65018 4.14629

1
2
3
4 6.19976 10.73964 =~ 9.43904 37.68587 4.19243
§ 6.20530 10,746B0 - 9.43256 37.69231 4.20113
&
7
8
9

6.20630 10.74809 - 9.43139 37.69347 4.20273
6.20648 10.74832 - 9.43119 37.69367 4.20301
6.20651 10.74837 - 9.43{15 37.69371 4.20306
6.20651 10.74837 - 9.43114 37.6937Z 4.20307
10 6.20652 10.74837 - 9.43114 37.69372 4.20307

J.

De este modo, puede tomarse x*=(6.20652, 10.74837, -9.43114,
37.69372, 4.2037); para comprobarlo podemos evaluar la expresifn

Xk - A x*,

la cual resulta ser b. O

3.3.2 EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION DE UNA
ECUACION INTEGRAL .

Sea la funcibn kis,t) definida y medible en aSsSb y aSt<bh;
supongamos que ademéas

b
I J' Ks,t)dsd ¢ o,
a’a
y que sea f(s) € L;(a,b). Entonces la ecuacibn integral
b
x(s) = () + X fk(s,a) () dt
a
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tiene para todo valor suficienternente pequefo del pardmetro A
exactamente una solucién x(s)€L,(a,b), como se demuesira a
continuacidn.

Veremos primero que el operador

b
Al) =Ffls) + A [k(s,t) x(t) dt
a

transforma a toda funcién x(t) € L;(a,b) en una funcién que también
pertenece a este espacio. Si f(s) = L,(a,b), es suficiente demwstrar gua
el operador

b
Aol = [ Ksyt) x) o
a
transforma toda funcibn x(t) € L,(a,b) en una funcibn de L,(a,b). Sea

b
y(s) = Ik(s,t) x(t) dt ,
a

por la desigualdad de Cauchy-Schuarz (Hoelder con k=2), resulta que
b

b b
Pls) = ( I k(s,) x(t) dt } % ka(s,c) &t fo(t) dt .
a a a
Ademas [ab |x(t}] dt es una constante y, por hipétesis,
b
f K2(s,t) dt
a

es una funcidn integrable de s, AsI, y?(s) es lambién integrable en s—es
decir, y=Ayx tambien pertenece a L,(a,b). De hecho,

Ibyz(s) ds € r’ sz(s,t) ds dt rxz(t) a’.
a a’a a

Ahora, examinaremos cuando el operador A de L,(a,b)-#L,{a,b) es un
mapeo de contraccién. Estimando p(A(x) , A(z)) tenemos

p(Al) , A(2)) = [[b

a

(Mt 0 a2 [R50 20 @ ) |
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a
S Al [Kﬁkz(s,t) ds dt }é Uj[x(t)_z(t)]z dt ]5
= !AI Ubnjzkz(s,t) Cfsdt‘,]é P(x’z)_

-3
Si Al < [ k2(s,t) ds dt] \
a‘a

i)odemos aplicar el principio de mapeo de contraccitn. La existencia y
a unicidad de la solucién depende de si los valores A satisfacen la
desigualdad anterior.

63



CAPITULO 4

DIFERENCIACION E INTEGRACION

4.1 INTRODUCCION

En el presente capftulo examinaremos como la diferenciacién,
elemento clasico de chlculo, puede ser expresada en términos de un
operador lineal actuando no sblo con elementos de una variable sino en
terminos de espacios de vectores, en la blsqueda de proveer ideas
clésicas con un mayor horizonte de aplicacién.

Debido a la naturaleza de ruestro estudio, la principal aplicacién
que veremos es la de utilizar la derivada f° para dar informacién
acerca de la iteracién x +j:f'(x), analizando su convergencia en
términos de que f° sea un ‘mapec de contraccidn. De esta forma,
iniciamos la primera parte examinando la derivada de funciones de
variable real en un sentido conceptual y esquemético, para luego dar una
generalizacién de esta idea a cualguier espacio vectorial,
ejemplificdndolo en 2 dimensiones; finalizamos esta seccin dando
ejemplos de la obtencidn de la derivada en otros espacios vectoriales.

En el siguiente apartado se generaliza el teorema del valor medio
del calculo tradicional y se hace un anilisis de la derivada como un
mapeo de contraccién, dando e jemplos para su mayor comprension.

En una tercera etapa se hace un examen de las ideas generales de
las series de Taylor en espacios de Banach, aprovechando estas para
demostrar que el proceso de Newton es de segundo orden. Se concluye
el capitulo proporcionando los rudimentos de la integracién generalizada
en el sentido del andlisis funcional— conceptos necesarios para lograr un
mayor entendimiento de la aportacién de Kantorovich al método de
Newton.

4.2 DIFERENCIACION GENERALIZADA

Bajo el enfoque geométrico elemental la diferenciacibn nos permite
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encontrar la tangente a una curva en un punto dado. Si hacemos una
gréfica (fig 23), dibujando una curva con una tangente a la misma,
existe una considerable extensi6n en donde el ojo no puede distinguir
entre la curva y la tangente; diciéndolo de otro modo, sobre un intervalo
la tangente proporciona una excelente aproximacitn a la curva. Si (x,y)
es un punto de la tangente a la grafica y=f(x} en el punto (xo,ys), entonces
y-yo=f" {x0) (x-xo) .

>

fig 23

Ahora bien, el mapeo x-xo—+y-yo es una funcibn lineal, por lo que el
problema de diferenciacién es equivalente al problema de encontrar una
funcibn lineal que relacione el cambio en la entrada con un cambio
aproximado en la salida, dando una buena aproximacibn cuando los
cambios son pequenos. Al asociar los términos de "funcibn lineal" con
operadores en gque tienen como dominio e imagen a cualquier espacio de
Banach, necesitamos sblo dar un esclarecimiento de qué entendemos por
una buena aproximacifn; en este punto el chlculo tradicional sugiere que
es lo que debiera hacerse. Por ejemplo, cuando f(x) = x* tenemos

Flxo+h) - f(xo) = (xo+h)? - xo® = 3hxe? + 3hixp + h* .

Si h es, digamos, del orden de 107%, entonces todos los términos en h
con potercias mayores a 1 son demasiado pequenos para ser tomados en
cuenta, de esta manera podemos escribir

flxoth) - Flx) = 3hxg? + ... ,

donde los puntos suspensivos representan los términos que son pequefos
comparados con h. Si usamos e(h) para representar los términos
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omitidos (e de error), una definicibn formal es gue si flxo+h)-
flxg)=mhte(h), donde e(h)/h—Q cuando h—0, entonces f(xo) existe y
tiene el valor de m.

Para dar un pequefio paso en la direccibn de generalizar este
resultado mostremos la situacién en gue tratamos con funciones de R? a
R?. Consideremos por ejemplo la funcibn que manda el vector u(x,y) a
v(p,q) en donde

P=xy y q=xX+y;

cuardo (x,y) cambia a (x+a,y+b) los cambios en p y ¢ son
Ap=(xta)(y+h) -xy=ay + bx+ ab, y
A g= (x+a)? + (y+b)? - (x? +y?) = 2ax +2by + @® + b?;

los términos @2, ab, y b? al ser @ y b muy pequenios, se convierten en
cantidades despreciables, por lo que podemos escribir en términocs

matriciales
Apl_ |y «x a
Ag | |2x 2y b

El vector h=(a,b} en esta ecuacibn representa el cambio en la entrada, y
el cambio aproximado de salida estd dado por Mh, donde M es la matriz
2x2 de la ecuabion anterior. El error en el presente ejemplo se

representa por
elh = Ap | _ |y x a|l _| ab
1Ag Ix 2y] [ b]| T | a*+b?

En esta situacidn, no podemos mantener nuestra condicién de que e(h)/h
—0 cuando h—0, debido a que no tenemos definida la divisién entre
vectores. Sin embargo, no estamos interesados en la direccibn de los
mismos sino en su magnitud, pues buscamos que su tamafo sea
despreciable comparado con el de h. Asf, la condicién

|let®|1/]|h]] =+ 0 cuando [|R]] — 0O

es mas adecuada, y es todo lo que necesitamos.
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De esta forma, estamos listos para reformular nuestra definicién
de diferenciacibn de modo gue trabaje igualmente bien para cualquier
operador f:X—+Y donde X y Y son espacios de Banach arbitrarios.

Definicibn 4.1  Si f(ug+h)-flug)=Mh+e(h) donde M es un operador lineal
acotado, y e(h)]L/I[hH—bO cuando [[h|{—0, la funcitn es llamada
"Fréchet-diferenciable” en el punto u, y definimos como operador
diferencial de f en u, al operador M, f{ug)=M.

El término "Fréchet-diferenciable" es usado ue esta definicibn
es debida a Maurice Fréchet, quien la publich en Fggii Reguerir que M
sea acotada es semejante requerir que el nlmero m=F(x,) en el chlculo
elemental sea finito. La conveniencia de este requerimiento puede ser
vista desde nuestro anterior tratamiento del el proceso de iteracidn,
donde la condicién | (x) |<k fue usada. En la situacién m&s general esto
es reemplazado por |}f(x)||Sk, que es una desigualdad que puede ser
satisfecha si F(xf) es acotado.

Ejemplo 1 Consideremos el mapeo f:R?>-#R? utilizado en la discusibn
anterior para mostrar la idea de la derivada: f(u) debe ser una matriz
M y no un nlmero real. Por cada cambio en el vector de entrada se
produce un cambio en el vector de salida. Tenemos como una
aproximacién que

Aw = £{u) Au ,

donde £ (u) debe de ser un operador capaz de cambiar al vector Auen un
vector aproximado al vector Aw. La multiplicacién por un nlmero no
uede hacer esto, pues dejarfa al vector invariante en su direccién. La
multiplicacibn por una matriz puede, en cambio, tanto variar la
magnitud como la direccibn de un vector. Asf, no es del todo
sorprendente que £{u) tenga que ser una transformacibn matricial. En
este caso, la transormacibn esta determinada por la matriz

y XJ
2x 2y ). 0
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En general, el operador £(4) es definido por un 1fmite en el que Au—0,
por lo que la ecuacibn Aw=f(u)Au serf sblo una aproximacibn. Sin
embargo, con funciones cuadréticas es posible obtener un resultado
preciso. En el célculo tradicional, si gl)=ax®+bx+c, entonces

glc+h) - glx) = a(2x+h) + b= g° (x+!2’_) ,

que es exactamente igual a la derivada en el punto medio del intervalo en
cuestibn. La funcibn fiRZ—R? que hemos venido considerando es una
funcibn cuadrética por lo que para ella podemos esperar un
comportamiento anflogo.

Si del ejemplo anterior calculamos el valor £(1,1.75) encontramos que

2 3.5 0 | _1|1.75
1.75 1 057105
dividiendo entre el tiempo correspondiente At, con intervalos més

cortos, serian obtenidas mejores estimaciones y podriamos esperar que
la aproximacién Aw=>f"(u)Au estaria en el limite, concluyends con que

dw _ du

T = (U) E .

En otras palabras, {u) es el operador que transforma la velocidad del
vector de entrada en la velocidad del vector de salida. Este resultado es
verdadero para funciones Ff:X—+Y con X,Y espacios de Banach
arbitrarios; ademés, es fAcil probar de la definicién de derivada que

Aw=MAu+eldn) => B = MEL 4 (L

Si v tiene una velocidad dada por
Aw _ _du
At T dt

podemos demostrar que ||e{Au)/At)|—0 usando el hecho de que

[lefAu) [ [7]]At] |0 y el que [lAul|/|At] tiende a un l{mite finito
cuando At—0.

cuando At -+ 0,

[2]:]



Ejemplo 2 Sea la funcibn £:C[0,1]—+C[0, 1], y—+z definida por

z(x) = b,- yx) + axy?(x) + a :yz(s)ds ,

con a0, b0 y DSxs?. Como vemos, los elementos son ahora funciones

-, por lo que el incremento h en la entrada ser una funcibn con norma

pequena:
X
FlpHR)-Fly) = b - (pHhI G + axtyth)?(x) + ajo(wh)z(s)ds .

X
- [ b - ylx) + axy*lx} + aLyz(s)ds },
X X
= -h(x) + 2axy(x}hix} + ZQJoy(s)h(s) ds + h{x) + ZGLhz(s)ds;
en este caso, el cperador diferencial M=F(y) est4 representado por

X
M = (Zaxy(x) - Di...] + 2a oy(s)[...]ds

donde los corchetes representan la funcibn de entrada del operador, que
en este caso serfa h(x), y el error e(h) se representa por

X
elh) = R¥(x) + 2a ohz(s)ds .

Claramente ||e(h)|]/||h} {0 cuanrdo ||h]|-+0.
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4.3 GENERALIZACION DEL TF_ORENiA DEL. VALOR MEDIO

En el chlculo de una variable el teorema de valor medio enuncia
ue, st F(x) existe para bSxSc, entonces para alguna X entre b y ¢, f(c)-
FIBy=F(X) (c-b). Esto ciuier‘e decir que la tangente a la gréfica de f en
algln punto Z es paralela a la cuerda BC en la figura 24a). Pero si el
segmento BC tiene la ecuacibn y=mx+b y definimos ¢(d)=f(x)-mx-k,
entonces si ¢’ (x)=0 en el intervalo se tiene, 0=¢'(x)=F(x)-m, y as{
f(x)=m, la pendiente de la cuerda BC. La prueba del teorema consiste,
ues, en mostrar que ¢’(x)=0 en algln punto entre b y c. Sabemos que
P(b)=plc)=0, pues la gr&fica de f interseca a la cuerda BC en los
extremos 8 y C; el teorema de Rolle asegura que ¢'(X)=0 para alguna X
ent.redb y ¢, como se indica en la figura 24b), que era el resultado
deseado.

3

fig 24

Sin embargo, el teorema de Rolle no tiene contraparte en anilisis
funcional.rfgor ejemplo, si ¢ mapea t—{x,y) con x=t-t¢, y=t-t5, entonces
o’ (8)=(1-2¢,1-5t%, $(0)=(0,0) y ¢(1)=(0,0}), pero no existe T con
0<T<! tal que ¢’ {7)=0.

Afortunadamente no necesitamos el teorema en su forma tradicional.
Supbngase, por ejemplo, que tenemos la funci6n f:R*—RZ, con w=f(u) y
que sabemos que, en alguna regibn ||/ {u)|]|Sk. Esto quiere decir que la
matriz £ {u), al actuar en un vector, incrementa su longitud en a lo més
k veces. Asimismo, sabemos que cuando w=f{u) y u se mueve en algln
intervalo, F (v} mapea la velocidad du/dt a la veK)cidad dw/dt. Pero si
en este intervalo ||f{u)]||Sk, entonces en cualquier momento la
velocidad de w no ser& més de k veces la velocidad de u. Asf, si u viaja
de uy a u; y w=fu,), wo=Ffluy), el hecho de que la velocidad de dw/dt de
w, nunca exceda a & veces la velocidad de du/dt de v, implica que en
término de distancias

70



Hwewi [ Sk [furu]] -

Este hecho es cierto para mapeos fiX—+Y con X y Y espacios de Banach
arbitrarios. Podemos establecer formalmente lo anterior en el siguiente
teorema, cuya demostracibn aparece en diferentes textos de anflisis
funcional.

Teorema 4.1 Sea Y un espacio de Banach y f una funcidn f:Y-—Y. Si en
alguna regibn convexa de Y, P esth definida conJIf’ (W) |)Sk para cada
punto u en la regibn, entonces para cualesquiera dos puntos uy,u; de la
regibn se cumple que )

Hf(Uz)‘F(UI)HSkHUz‘Ux'l' ‘ 0

Si una sucesibn esta definida por la iteracibn u_, ,=f(u) podemos
aplicar el teorema 4.1 para establecer su conve erl}né’ié. Para ver esto
o@servemos el siguiente anilisis del valor de | [F’Es || con nfimeros.

Si a es un punto fijo del mapeo derivable f, fla)=a, si tomamos
x=a+h, donde h es uena, entonces f(x)=f(ath)=f(a)+hf (a); parece
plausible que si IP(as)fgl, entonces f(x) se encontrard més cerca de a
de lo gque x estaba, esto lo podemos ver en la figura 25a) donde
f(at+h)-ach, mientras que si |f(a)|>1, F(x) se encontrard més alejado,
observando este hecho en la figura 25b) en que Flat+h)-a>h. As{, podemos
utilizar a |f(a)| como medio para clasificar los puntos fijos dentro de
tipos atractivos o tipos repulsivos.

) b}

mnt

fig 25
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De esta forma, si en una cierta regibn tenemos || {u)]|<k<1,
entonces f:Y—Y seré un operador de contraccibn para los puntos
definidos en esta regibn. Asf, si tenemos una sucesibn {ur[] en la que
todos los puntos cumplen con IIP(un)||< 1, entonces 'la sucesibn
ciertamente convergeré en la regibn.

Para ello, necesitamos checar que la secuencia se mantiene dentro de
esta regibn cuando la iteracibn se efect(m. Al obtener la cadena de
UNtoS Uy,Uz,Us,... , Sabemos que la longitud de cada eslabon es a lo més
i veces tan larga como la decl eslabbn previo. Es decir, que la longitud
total de la cadena no puede exceder a

Huul |
V]| (kG ) = ———— .

1-k
En efecto,
Huzwn ]| = [1Fu)Fluo) || < k | [uruol ]
st} = ||Flud-Flud |§ € k Jluzu] ] €& | luyrwl),
““,-H.j'“n” = Hf(un)—f'(u -1)” <K | ur-tol |

de donde resulta que la longitud de la cadena es a lo més
Sllugu; 11 = [urwl | (1+k+k2+k3+...),
= ||yl |/ (1-K), pues Jk}<1 .

De este modo, todos los puntos se encontrarén dentro de la bola cerrada
Blug,r) con .

[ur -uot
P=————1—_F——".

Lo anterior lo resumimos en el siguiente teorema.

Teorema:4.2 Si la bola cerrrada B(ug,r) esté contenida en una regién
dorde [[f7(0)][sk<! donde r=||flue)-uo}]/(1-k), entonces la iteracibn

um_]:f(un), a partir de u, convergeré a un punto fijo en esta bola. 0
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Sabemos que la convergencia dependeré de si f es una funcibn contfnua
pero, en anAlisis funcional, como en el chlculo tradicional, una funcién
diferenciable es necesariamente contfrua. Esto permite que el punto
imite de la iteracibn especificada en el teorema 4.2 cumpla con la
ecuacibn u=f(u). En el siguiente ejemplo se observan los anteriores
razonamientos.

Ejemplo 3 Deseamos resolver la ecuacibn
_ X
x=¢e -1.1.

Si F(x):ex-I.I, |f(x) | €0.8 para x{-0.2232; si se toma la iteracién

*n
Xt =f'(xn) =e "~ 1.1

iniciando el proceso con x,=-0.6 encontramos que x,=-0.551188, por lo

que .

Ahora, 0.25 es un nlemero mucho menor que la distancia entre x,=-0.6
y el limite 0.2232 de la regifn en la cual |f(x}}<0.8. AsI, esta {ltima
condicibn se mantendr& a lo largo de la iteracibn. Por otro lado,
podemos estimar el nfrnero de iteraciones que es requerido para
resolver la ecuacibn dada con una precisibn prefijada. La longitud de la
cadena que viene despues de X, no excede de

il AT g ) = 4 el

por lo que es menor que (0.8)"(0.25). Esto ?mporciona una cota
méxima estimada para la distancia de x_ al punto l{mite, cota que puede
determinarse antes de que siquiera x, haya sido calculada.

4.4 SERIES DE TAYLOR

Una de las aplicaciones importantes del uso de la derivada es la
reexpresién de una funcibn en término de sus derivadas sucesivas.
Nuestro propbsito es el de extender este concepto a cualquier espacio
vectorial.



'La serie de Taylor para una funcién F:R—R, toma la forma
Focth) = Fb) + POdh + (1200 (R + . + (17D i + L

Para la generalizacibn de este resultado claramente encontramos el
problema de gque h es un vector para el cual no tienen sentido las
expresiones h . Para solucionar este problema recordemos que, cuando
f es una funcibn vector—svector, £’ representa un operador matricial en
el que tiene como objeto de entrada a un vector, y a otro vector como
salida. As(%) si usamos las derivadas sucesivas para el mismo tipo de
funcibn, V7 (v) requerird de n vectores como entrada, resultando un
solo vector de salida. Esto es, en el caso de £'(v}h?, debermnos pensar en
términos de (P'(v)'h)‘h, que escribiremos simplemente £*(v)'h'h.
IHustramos esto con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4 Consideremos la funcibn F:R?—»R, con f(x,y)=3x*4xy
+5y? y h={e,b). Por el procedimiento de la seccibn anterior escribimos

Ficka,p+b) - Flx,y) = (6x+4y,4x+10y) [g] o,

con la regla usual de multiplicacién renglén-columna. Podemos imaginar
a P {x,y) como el vector renglén (6x+4y,4x+10y). Si ahora (x,y) cambia
a (x+a,y+b), entonces la derivada f(x,y) cambia por (6a+4b,4a+10b}
pues P (x+a,y+b)=(6x+6a+4y+4b,4x+4a+10y+10b) de esta forma
podemos escribir

Py (5] = 16.0,4,001 (5]

Entonces, si queremos obtener el segundo término de la serie de Taylor
escribimos

(1/20F (x,)h?=(1/2) [[(5,4) (4,10] [g]] [‘g]=(1/2) (6a+4b,4a+10b) (g]
=(1/2) (6a*+4ab+9ab+ 10b%) = 3a?+4ab+5b? ;

como este término es una constante, entonces f(n) (x,y)=0 para n>2, de
forma que la serie se reduce a
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flxta,y+b) = fla,y) + P (x,y}(a,b) + (1/2)(x,y) (a,b} (a,b)
= 3x%+4xy+ 5y +(6x+4y)at (4x+10y) b+3a®+4ab+5b2 .

Igualdad que puede verificarse directamente. 0

Una aplicacibn del uso de la serie de Taylor en procesos iterativos
surge en la definicién del orden de un proceso iterativo. Si tenemos el
proceso

Xopt = g(xn), n=0,1,2,...,

y X, Se aproxima a una solucién s de x=g(x} (s=g(s)), entonces

X =s+e {e_esel errorde x_).
n n n n

Si g es derivable varias veces, por la férmula de Taylor tenemos
Xow1 = g(xn) = g(s+en) = gls) + g'(s) (xn-s) + (1/2)g(s) (xn-s)2+ v =
=gls) + g'(sle, + (I/Z)g”(s)ef1 + ..

Al exporente de e en el primer término diferente de cero después de
gls) se le llama orden del proceso de iteracibn definido por g. Ahora,

x_, 4-gls)=x_, ,~s=e
1 ! nt+1 =’€n+!=g’(5)en+(j/2)g’r’l(5)e§ .

xn_H-g(s):g’ (s)en+(1/2)g”(s)e;+

Si el proceso converge, e_ ser& pequefio para n grande o que implica

que €. 4 serh en general més pequefio (especialmente si el orden de
convergencia es grande). Asf{ el orden resulta ser una medida para la

velocidad de convergencia.
Ejemplo 5 La iteracién de Newton es de segundo orden.

Queremos encontrar una rafz s de f{x)=0 mediante el proceso
H f(x )
. _ fls) _
xn+1=g(xn)=xn-f,—(:;—) (enel l{mite, s—s-F((%—g(S));
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Fx}

ya que glx) = x - P tenemas

v 1 PROPFOOP L) _ FOIP 6
g =1 62 = —Fmne

valuando en la rafz x=s,

Como f(s)=0 entonces 5’(5):0, por lo tanto, concluimos que el proceso
de Newton-Raphson es de al menos segundo orden.

Pudiendo ser de mayor orden observermos si existe la nulidad en la
segunda derivada

i = T

1 = LRI 0+ 2 61-2F P WP (4]
£ Pl ;

=

valuando en x=s y utilizando f{s)=0 tenemos

g’ls) = (PLS))[;?(.’SS)'P’(S)} - f;_:((g)) 0.

Ahora, como en general g’’(s}#0 el proceso de N-R es de segundo
orden. N

Uno de los primeras aplicaciones significativas del anlisis funcional al
chlculo numérico fué la generalizacibn de Kantorovich en 1948, del
método de N-R para la solucibn de ccuaciones; en su trabajo,
kantorovich no sblo mostrd esta generalizacibn, sino que ademés, di6 una
elegante prueba para su convergencia y para estimar su tasa de
convergencia. El construyd una cierta iteracién de tipo tradicional
(R—R] y mostré que la iteracibn generalizada se comporta tan bien, o
mejor que esta iteracibn.

Para justificar el método de Kantorovich cs nccesario usar la idea de
integracién’ en espacios de Banach; as{, antes de tratar con su traba go
describiremos répidamente los principales conceptos de integracibn
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§eneralizada, obteniendo resultados similares a los del falculo (pero
ebernos insistir en la nueva riqueza, y sus complicacicnes, de las
herramientas utilizadas}.

4.5 INTEGRACION GENERALIZADA

En la idea clisica de integr‘aeiénb la integral est& definida como el
lfmite de una suma. Para definir [ f(x)dx cortamos el intervalo [a,b] en
un nlmero de uefos subintervalbs y consideramos Zf(x}Ax, donde x
representa alggsq valor escogido en el intervalo de longitud Ax. Si f es
contfnua en el intervalo finito [a,b], entonces ZF(x)Ax tiende a un l{mite,
sin importar como los valores de x sean escogidos dentro de los
subintervalos, cuando el nlmero de éstos tiende a infinito y sus
longitudes tienden a cero.

Para analizar la forma zue tomarfa la generalizaciébn de este concepto
nblese que, en la discusibn anterior, Ax es una diferencia, x 117 %y Por
lo gue parece que la generalizacibn requiere que la substfaccibh sea
posible. Esto sugiere que reemplacemos a x por v, un elemento de un
espacio vectorial. Ahora, si 3f(v)Av va a tener significado, cada uno de
los términos f(v)Av debe de ser capaz de ser aﬁagido; esto sugiere que
estos términos también deban ser elementos de un espacio vectorial.
Queda aln el problema de que debe de ser f(v): f{v) no puede ser del
mismo espacio que Av pues en general no existe forma de multiplicar
dos vectores de algln espacio vectorial dado. De seguro f(v) podria ser
simplemente un n(mero real, pero esto diffcilmente serfa una
generalizacibn. De nuestro trabajo de diferenciacibn sabemos que
existen ecuaciones del tipo w=MAv+... , donde M se especifich como una
matriz, o mAs generalmente como un operador lineal. Como la
integracibn es més o menos la inversa de la diferenciacién, esto sugiere
gue tomemos a f{v) como un operador lineal.

Ya que desarrollar formalmente el chlculo integral en espacios de
Banach excede a los propbsitos de este trabajo, consideraremos un
ejemplo muy simple e introduciremos las principales ideas de la
integracibn generalizada a través de 1. Supongamos que v=[x,y) y
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Sea (AX,AY) = F{v)Av. Entonces
Ax
Ay

AXi _I1x y
AY| T |1 342y

Como trayectoria de integracibn (para el lector familiarizado con la
integral de lfnea los ‘conceptos manejados aqul no resultarfn
sorprendentes}, tomemos el segmento de linea de {0,0) a {7,1). Como
wna cruda aproximacibn a la integracién dividimos esta trayectoria en
10 piezas iguales, y en f(v) tomamos a v como el punto medio del trozo
en cuestibn, Todos estos intervalos son iguales, Ax=0.7 y Ay=0.1 para
cada intervalo.

) {1)

El punto medio del primer intervalo es (0.35,0.05), de modo que la
contribucibn a la suma fV}Av del primer intervalo es

0.35 D.05110.7] _ 10.28
! 3.11i0.4) " |1.01

De la misma forma obtenemos un vector f{v)Av de cada uno de los otros
9 intervalos, y tenemos la siguiente tabla de las 10 contribuciones:

AX AY X

Y
0.25 1.0t 0.25 1.04
0.75 .03 1.00 2.04
1.25 1.05 2.25 3.09
1.75 1.07 4.00 4.16
2.25 1.09 6.25 §.25
2.76 1.4y 9.00 6.36
3.25 113 12,25 7.49
3.75 115 16.00 8.64
4.25 1.17 20.25 9.81
4.75 1.19 25.60 11.00
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Las primeras dos columnas, encabezadas por AX y AY, muestran las
contribuciones individuales. Las Gltimas dos, encabezadas por X y Y,
muestran como las coordenadas de 3f(v)Av crecen conforme la suma se
acumula. La entrada final (25,11) proporciona un estimado del valor de
[f(v)Av, obtenido de la trayectoria directa de (0,0) a (7,1). Para
obtener una mejor aproximacibn de la integral podemos tomar
intervalos més pequenos, fero el nlmero de chlculos serfa mayor. En
su lugar podemos aplicar la maquinaria desarrollada en el célculo para
este dpmblema de dos dimensiones. Si escribimos x=7¢t Oy y=t, entonces
cuando ¢ viaja de 0 a 1, el punto {x,y) viajarh de (0,0} a (7,1). Por
otro lado, de la ecuacibn matricial (), sabemos que AX=xAx+yAy, y
por sustitucibn encontramos que AX=(7¢) (7At)+(t) (At)=50tAt, con lo que
X=350tAt, que es una aproximacibn a [§50tdt=25. Similarmente
encontramos que Y=!1. Estos valores corresponden exactamente con
nuestros estimados por el método aritmético: este hecho es resultado
de que en nuestro ejemplo la matriz envuelve sblo expresiones de
primer grado en x y y, pero en general esto no se espera que suceda.

El esquema usado anteriormente, para el cual una integral a lo
largo de una lfnea (o curva) fué camblada por una integral con respecto
al tiempo ¢, no se restringc a problemas finito dimensionales. gi un
vector v podemos hacerlo viajar a lo largo de un camino prescrito
mediante v=v(t), donde ¢ viaja de @ a b, y si la derivada v'(t) existe y
es cont{nua para estos valores de ¢, entonces puede probarse que

b
Jf(v)dv = ff(v)v’ (&)at.
a

En nuestro trabajo posterior en el método de N-R, necesitaremos este
resultado sblo en el caso més simple, cuando v viaja a lo largo del
segmento de lfnea de v(a) a v(b). Si suponemos gque esto lo hace con
velocidad constante, entonces v’ (t)={v(b)-v{a)]/[b-d].

Otro resultado familiar subsiste en esta situacibn,
I¢’(V)dv = ¢lvi)-¢lvol;

la integral en este caso viaja a lo largo de la lfnea que une a v, con vy.
Se supone due ¢’(v) est4 definida para cada v en este segmento de lfnea y
que ¢ y ¢’ son contfnuas.

59,
Jgg’%’g b
287
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También de tipo familiar es el hecho de que si v(t) depende
continuamente del tiempo y

T
(N = L v dt
entances ¢ (T)=v(T).

Existen tres desigualdades frecuentemente usadas que pueden ser
recordadas f4cilmente con ayuda de estc csquema de integracibn.

1.- Si un punto se mueve con una velocidad v(t) entre t=a y algln
instante posterior tsb, la distancia entre este final y la posicibn inicial
estd dada por ||f v{t)dt}|. Supongamos que deseamos hacer esta
distancia tan larga como sea posible, sujetos a que la velocidad Hv(t)l[
esté prescrita para cada instante. Es decir, nosotros controlamos la
direccibn de movimiento pero no la magnitud de la velocidad.
Claramente recorreremos una distancia mayer si viajamos siempre en
lg misma direccibn en cuyo caso, la distancia cubicrta seré
[ ]{vie) | |dt. La desigualdad que expresa que esta distancia no puede ser
excedida es

b
< J' v ] |ct. 2

a

I bv(t) dt
a

2.- Si aplicamos la desigualdad anterior a | 2 Flw)w’ (t)dt tenemos

b b
If(w)w’(t)dt SI TIFlw)w (8} | |de.
Q

a

Considerando ahora que el operador f(w) actla sobre el vector w*(t}, por
definicibn de norma de operador tenemos que

HEGw @] < [ ] 1w @1,
y as{,

b b
If(w)w’(t)dt s[ LA (1w @) 1] <. @)
a a

3.- Finalmente, sabemos que”

=1e]



b
lwi)-dlwe) = fdftw)dw - f«p’(w;w’(t)dt,
a

donde wy=wl(a) y w;=w(b). Aplicando la desigualdad (3) con F(w)=¢’(w)
tenemos

-b
|otwi-olwa || < | [let || e . @
a
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CAPITULO 5

EL METODO DE NEWTON-RAPHSON
GENERALIZADO

5.1 INTRODUCCION

Al inicio del estudio se examind una forma itcrativa de
aproximacidn al nlmero irracional V2 como una aplicacién del método
de Newton-Raphson en R. En aquel primer capitulo se considers la
posibilidad de obterer por el mismo método, soluciones a diversos tipos
de ecuaciones — numéricas o funcionales. A lo largo de los capitules
subsecuentes nos concentramos en mostrar resultados importantes del
cilculo elemental que podian ser aplicados a objetos de mayor
generalidad, como los espacios vectoriales; de esta forma llegamos a la
parte central de nuestro estudio.

La generalizacin del método de N-R se manifiesta como wna
importante aplicacién del analisis funcional, ya que mediante su uso
pofrgmos hallar raices de ecuaciones en cualquier espacioc de Banach. El
método fué desarrollado para ecuaciones en nGmeros reales durante el

siglo XVII por Newton y Raphson.

El capitulo se divide en 3 secciones. La primera se inicia
recordando el planteamiento del método del primer capitulo, y luego
aplicamos conceptos y resultados tratados a lo largo del estudio tales
como espacios de Banach, norma de operadores, diferenciacién y mapeo
inverso, para presentar la generalizacién del melodo de N-R; sin pérdida
de generalidad, al método se le di una pequefa simplificacion para
ahorrar célculos, lo que inmediatamente se ejemplifica al tratar una
ecuacién diferencial.

En la segunda seccidn se ejemplifica la prueba de Kantorovich para
validar la convergencia del proceso; la justificacién tebrica de esta
prueba se presenta en el agéndice tanto para el método de N-R como la
del método simplificado. Por dGltimo, se da una serie de ejemplos en
los que podemos observar propiedades importantes y la forma de

aplicar el método en diversos espacios vectoriales.
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5.2 EL. METODO DE NEWTON-RAPHSON

Recordemos el planteamiento dado en el primer capitulo, en &l
encontramos que para obtener una solucién x* a la ecuacion x=f(x) o lo
que es lo mismo g()=0 en el que glx=x-f(x}, podiamos tomar el
proceso iterativo

glx)

-y = xn - m N n:O,I,Z,...

x
Como vimos en el ejemplo 5 del capitulo anterior, el proceso es de
segundo orden con convergencia cuadritica por lo que el proceso
converge muy rapidamente; como muestra observamos en la seccién 1.4
un proceso en el gue £ (x*)=0, lo que hacia que la convergencia de x_ a
x* fuera muy rapida. El proceso se ejemplifica en la figura 26, n

y=g(x)

-
>
x

fig 26 ' % o
en la figura tenemos que la tangente a y=g(x), en el punto x se

representa por la regla

y - glxo) = (x-x) g’{x0) 3

si encontramos la interseccién de esta recta con el eje de las x's
(y=0 y x=x,), obtenemos a x, cn funcidn de xo,

_!

de igual forma a x, en funcién de x;, y asi logramos el proceso
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'iterativo de solucién para x*. El método se generaliza inmediatamente a
espacios de Banach. Si X cs cualquier espacio de Banach y la funcién
g:X—+X es diferenciable, entonces

glxoth) = glxg) + g’ (xglh + ...
Si olvidamos los puntos suspensivos podemos encontrar una analogia a
la ecuacién y-glxo}=g’{xo) (x-xp). Tomando g{xe+h)=0 tenemos gix,) +
£’ (x)h=0, de donde h=-{g’{x,}]"'glxo) por lo que

x = xg+ h=x - [g(x)]™" glxo).

Repitiendo el mismo procedimiento n veces tenemos

[ X g =% l8 )1 glx)

obteniendo asf la generalizacién del método de Newton-Raphson.

Cuando trabajamos en el caleculo elemental, nuestras funciones
tienen la forma g:R—R y terermos una idea del monto de cilculos que
tendremos que hacer para iterar la funcién definida y obtener x_de x_,,
para lograr(io debemos encontrar g'(x ), y dividir g{x ) entre 'é’(x )P_én
el caso de la $eneralizac16n a vectoreg, el proceso se dificulta al Pratar
de obtener [g'(x )]! debido a que g bien puede ser una matriz o wn
operador integral para los cuales no sea tan facil obterer su inversa, y
esto se tendria que calcular para cada iteracidn. Este panorama nos
muastra un proceso muy laboriose y poco recomendable para encontrar
soluciones a ecuaciones de diferentes elementos a los de funcidn de
variable real; por esta razbn, es frecuente usar un procedimiento
modificado, que nos ahorra en forma considerable el trabajo.

Si, en el caso g:R—R, en lugar de usar las tangentes en los puntos
sucesivos, x_, usamos lineas paralelas a la tangente inicial (fig 27},

resultaria ef esquema X1 =X 18 ()] gl )
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fig 27

En efecto, la tangente inicial tiene la ecuacidn y-glxe)=g’ (xo) (x-x}, y su
iterseccion x; con el eje de las x's es '

xl=xo-—$—°—(x)

8 {xg) °
Para encontrar x, tomamos la ecuacién de 1,
y - elx) =g (xo) Oexr)

cuya interseccion x; con el eje x es
[ 0. 9))
2T TP )

en donde x; estd en funcitn de x, y de una funcidn en x,. En general, al
escribir X .1 &N funcidn de X, tenemos

b}

glx)
Xnt ! ‘xn B g )

Nitese que el denominador permanece constante en el proceso.
Ceneralizando el resultado anterior para nuesiro método de N-R en
espacios de Banach, se obtiene el proceso
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Xnd = Xn - [ Flx) ]—1 Fixq) (y
n=0,1,2, ... ,

~——

\

. que requiere el cémputo de un solo operador Inverso. Para ilustrar el
método damos el siguiente ejemplo detallado.

Ejemplo { Deseamos resolver el problema de valor inicial
y+y={x+ 12, yl0)=1, x20. (2)

Para encontrar una aproximacion a la solucion y* del problema de
valor inicial obtendremos una secuencia de aproximaciones yo, yi, Ya»
... ,enlaquey ] 58 encontrard més cercana a la solucién y* que y
en el sentido de’ que HynH-y‘HSHyn—y*H. Por lo pronto, en est8
ejem})lo nos limitaremos '3 ‘obtener un esquema del método de N-R
modificado para el problema de valor inicial propuesto.

Tomaremos como aproxirnacidn iniclal de la solucitn a la funcién que
hubiera satisfecho la ecuacién anterior si el lado derecho de la misma
hubiera sido O en lugar de (x+1)7% es decir, tomaremos como primera
aproximacibn la solucidn a la ecuacién homogénea de primer orden

Yy +y =0, y0=!
Claramente, la funcién que buscamos es yy(x)={x+1)"!, porque
WHE = -+ + (x+1)2 =0.

Si tomamos cualquier funcién diferenciable y=y{x) en la ecuacion
injcial, los lados de la ecuacién diferiran por un error

elx) = y' 0 + [y()1% - Geti) 2

Nuestra meta es encontrar una funcién y que haga este error
desaparecer para todo x20. Asi, si f(y)=e, queremos resolver f(y}=0.
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Utilizaremos el método de N-R modificado, explicdndolo  en este
contexto més general y presentando una justificacion de la prueba de
Kantorovich para sucesiones convergentes en un espacio de Banach.
Esta prueba asegura la convergencia de la aplicacin del método.
Presentamos el método por pasos.

{.- Inicialmente buscamos f(y). Desde luego, esto no es tan facil como
en el cilculo elemental, pues f es un operador entre espacios de
funciones. Para determinar £ (y), nétese que, si cambiamos a la funcién
y por la funcién y+h, el error cambiarfa a &(x)=e(x)+k{x)+ ... , donde

800 = (y+h)'0d + [(+h) (]2 - (x+1)2 = e(x) + R (x) + 2y(h{x) + h2(x).
Agqui, en k(x) se agrupan los términos lineales en h, por lo que k(x)=h’(x)
+2y(x)h(x). Como y(0)=1!, se reguiere que (y+h)(0)=y(0)+h(0)=1, gque
obliga a que h(0)=0. Desde luego, h debe ser una funcién diferenciable.

Ahora, P(y} es la funcién que, para y fija, asocia h con k. Valuando
P(y) en yo(x)=0x+1)"!, obtenemos la funcién £ (y,):h—+k definida por

k) =R +[2h0) (x+ 1)1 T. (3)
2.- Necesitamos ahora determinar el operador inverso [f(yn]~*. La
ecuacibn diferencial (3) se puede resolver fcilmente convirtiéndola en
una ecuacibn diferencial exacta, lo gue se logra multiplicando por

(x+1)? ambos lados de la ecuacibn, de forma que podemos integrar
explicitamente de 0 a x y usando el hecho de que h(0)=0 tenemos:

rk( )(s+1)? ds = fx d (h(s) (s+1)) ds
K S} S S = odS S y
= h() (xt+1)4

Asi, despejando h(x) tenemos la funcién k—h que necesitamos como
[P lya™s

X
hix) = (x+1)72 L {s+1)? k(s) ds. (4)
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3.- Consideremos ahora la iteracién
Vg =¥ [F o) 7 Fly )
de la ecuacitn {4) vemos que [F(yg}] ':k—¥h es el operador

X
{x+1)72 J—o (s+D2[ lds

para el cual k{s) es la funcién de entrada y h(x) es la funcin de salida
del operador al aplicar el método de N-R modificado, la expresién de
entrada f{y ) tiene que ser insertada en el espacio entre los corchetes.
Como f(y)=e, la expresién que necesitamos es

X
Yoy = ¥ - HD)E L(su)z e (s) ds

' X
=y ) Ut 17 (@) ds

separando la integral en tres términos e integrando el primero de ellos
por partes, resulta que

x x
Yort = (x+1)‘2[yn(0) + LZ(s+I)yn(s)ds - L(s+2)2yf1(s)ds + x ],

finalmente, simplificando

x
Ypet = (et1)7t + (x+1)'2[0[2(s+f)yn[s) - (s+1)2yn(s)] ds. (9

Esta es la formula de iteracin que muestra como obtener y g de y.
Denotamos en adelante a y +4 Por S(yn). Obsérvese que [f (yo)fd’:h—#( &
un operador lineal, y S no 18 es.

4.- Llevando a cabo los calculos indicados, y tornando el valor inicial y,
como (x+1)7!, tenemos los rcsultados iniciales del proceso de N-R
modificado:
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yolx) = (x+2)7!,
vl = ek +ox et 1)7E
ya() = 17+ 2 k)P La (1) - x (kD)3 Ll
DespuBs de estas primeras aproximaciones el calculo para las
siguientes expresiones viene a ser mucho méas complicado {obsérvese la

existencia del logaritmo en y,), por lo que seria mas conveniente usar
integracién numérica de agui en adelante.

5.3 LA PRUEBA DE KANTORQOVICH

La sepuridad de que el proceso definido por la iteracién de N-R
modificada, y + j=S(y } converge a una solucibn viene dada por la prueba
de Kantorovidh, esta'prueba se basa en la blsgueda de otro -proceso
iterativo ¢(t) de dominio e imagen reales cuyo comportamiento es
inferior o igual al de S{y) en cuanto a la rapidez de su convergencia (de
tal forma que, si el proceso en S{y} no converge, tampoco lo hard e}
proceso en ¢(t)). Para ello consideramos un proceso iterativo ¢:R—R,
t—¢(t) es decir, ¢ - Izqﬁ(c ) con to=0, CHZO, y las siguientes
propiedades: n

(a) E) primer "salto" para y no es més largo que el primer salto para ¢,
UG-yl | < fer-to] = 8] =ty 3
nétese que |¢ I-tnl:tn + 47t PUES en el proceso ¢(t) los nimerocs t,

irén incremeftanddbe.

® Yoy =S(y ) es al menos tan bien comportada como la iteracitn
t MLt ¥ en el sentido de que Hyn_”-y [1, la longitud del n-&simo
e%Ta‘tbén e la cadena de puntos de y, riunfa ‘excedera a [t ftnl’ 1a
longltéxd del eslabdn correspondiente en la cadena de niméfos feales
¢; es decir,

Sty )y, < ole )¢,
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La condicién {b) puede interpretarse en t&rminos de la longitud total de
la cadena, es decir, {|y-yo||St implica que ||S’(y)||S¢’(t).

La compar‘aclon con la iteracién ¢ —rq‘)(t } sblo serd Gtil si esta
dltima iteracidn converge. Asi, stpondremos qﬂe existe ¢’, por lo que ¢
debe ser continua, de tal forma que la iteracién convergerd a una
solucidn t=¢(t) que llamaremos a esta solucidn 7. Supondremos también
que ¢ estd definida en un intervalo que incluye a [0,¢]. Como nuestro
propdsito es obtener ||S’(y)]|<¢’(t), debemos tomar ¢’(£)20, de modo
que ¢ serd una funcién creciente.

La figura 28 muestra una situacién tipica; en ella, la grafxca de z=¢(t)
cruza la grifica de z=t dorde t=T. Es claro que los nimeros 0,¢,,t;, ...
forman una sucesidn creciente y que tal sucesidn converge a T.

“§

coenlr)

rzeolr,)

" mlr, )

>
-
T

Fig 28 ", non T

Es importante justificar la prrzposlcic’)n de que cada eslab&n de la
cadena y;, Y1, ¥z -.. NO €5 mMEs gral e que el corres iente eslabén de
la cadena 0, ¢, tz, ... . La restriccion {a) establece que el primer
eslabdn en la cadena de ¥’s no es mis grande que el primer eslabdn de la
cadena de t's, de tal forma que nada necesitamos probar para estos
primeros eslabanes.

Para los segundos eslabones gueremos probar que Jj Hsltz-t,
Comp * 52=S1y)25(5000, tenemas | {11 S350} [, ol "o
puede ser estimado en términos de S’(y)H. i nosotros arrancamos

de un punto y, en un tiempo ¢=0 y viajamos a lo large de una recta, con
velocidad constante, para llegar a un punto y; en un tiempo t=¢,, esta
velocidad serd |{y'(9)}]=| I}'r}'ol |7t ro, por la hipbtesis (a},
Hyi-yol|St, lo cual muestra que |[|y’(t)[|S! — la rapidez de
movimiento nunca excede de !. Por lo tanto, en cualquier tiempo ¢ en el
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intervalo {0,t,}, la distancia de entre y y el punto de partida y, no puede
excederse del tiempo t, {|y-yo||St; y por la condicién (b) tenemos que
[1S () | {<e’{t). Con ayuda de resu?;ados obtenidos en la seccibn de
integracibn generalizada tenemos

L
|ISty)-Stya 1= s[ sl liye «

t
LS’ (y) y’(t) dt

f
<[po e,
o

en donde empleamos tanto el que |[S(y}||<¢’(t) como el que-
[]y’€}}|<1. Finalmente obtenemos

Hyz = wid] = 11S{y) - Slyat || < K‘}”(t) dt =l - plte) =t -ty .

Asf, comenzando con ||yz-y;|| logramos obtener t,-t,. Para los terceros
eslabones procederemos similarmente. Como ||ys-yz||={S(y2)-Sin}| [,
arrancamos del punto y, para continuar el viaje, moviéndonos con
velocidad constante desde y, en ¢, hasta y, en t,. Hemos probado que la
longitud del eslabén es menor que t,-t;, asi que la rapidez no vuelve a
exceder a !. En consecuencia , entre el tiempo t=0 y t=t;, el punto y se
ha movido con una rapidez de a lo mas 1, por lo que la distancia
recorrida desde el punto Inicial no excede a t. Por la estipulacién (b),
la condicidn ||y-yo||St es satisfecha, y entonces concluimos que
1IS'(y) | [<¢’(¢) aln es vdlido. Por el mismo tipo de argumento resulta
entonces que | |ys-yz|[Sts-t,-

Es claro que esta construccién puede ser continuada en forma
indefinida, que la rapidez de y nunca excederf la unidad, y que el
resultado para cada paso es base para obtener el siguiente. La exactitud
de la prueba puede ser establecida por induccibn matemética. La
informacién acerca de la cadena yo,y1,y2, ... asf obtenida nos permite
concluir que la iteracibn converge a un l{mite y.

Claramente la prueba sélo puede ser aplicada después de que una
funcibn particular ¢ haya sido construida; para ayudarnos en mostrar la
aplicacign de la prueba volveremos a nuestro ejemplo del problema de
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valor inicial de la seccibn anterior. De los resultados obtenidos para
este ejemplo, al utilizar las aproximaciones yy(x) y y,(x) tenemos

yi{-yo(x) = x (x+1)}72 .

Esta funcidn se incrementa hasta x=! despubs comienza a decrecer. Si
nos limitamos al intervalo [0,q] para x, con 0<{a<!, entonces

[inyl| =a (a+1)?

en la norma usual para C[0,q]. La condicibn (a) requiere que
| Iy1-¥e| |<¢(0) y satisfacemos esto sencillamente al escoger

$(0) = a (a+1)2.
La condicibn (b) envuelve S’(y), la cual debe ser computada. Para

el operador S definido por la ecuacién (5) (ignorando el subfndice n en
tal ecuacién debido a que necesitamos S(y) y no S(y,)), se tiene que

X
Styth) = (et 1) + (et D)2 [2(5H1) (R (8) - (sHD2(pHh2(S)] s,

Ju

X
Sly) = (xt)7' + (x+1)'zL[2(s+1)y[s) - {s+1)%2(s)} ds,

X
Sly+h)-S(y) = (x+1)2 0[2 (s+1)h(s) - 2(s+1)2y(s)h(s) + h¥(s)] ds,

si el incremento h a la funcibn y es pequefio, podemos aproximar el
impacto en S por

X
S(y+h)-Sly) = S’(Nh () = (x+1)7? Jo[ 2 (s+1) - 2 (s+1)? y(s) ] h(s) ds ,

y escogiendo a h como una funcifn unitaria — con norma 1, emos
establecer una cota para la magnitud de este operador diferencial:

; 2 (1 12
* —_ - 2 - o
(I S || 655):?@{ (x+1} J;f 2(s+1) - 2(s+N2 y(s) | ds }
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Como no sabemos qué funcibn representa y, parece imposible a
primera instancia encontrar la norma del operador y no es claro qué es
lo que debieramos hacer para continuar. La clave se encuentra en la
proposicién (b): tenemos el problema de encontrar ¢ tal que |{y-yol (St
= S Hse -

Ahora, yo(s)=(1+s}~!, por lo que ||y-yo||St quiere decir
[(s+)t - y(s)] S ¢t
multiplicando ambos lados por 2(s+1)? resulta que
|2(s+1) - 2(s+1)2p(s)] < 2t(s+1)?,

desigualdad en la que observamos el integrando de la ecuacidn (5). En
consecuencia, cuando ||y-yo!|<t tenemos

» [ -2 X 2 1
(1S ()’”!)Sgsupa{ (1) JOZt(s+1) ds};
como

X
L(SH)Z ds=|ocH])?- 1] /7 3< (k413 / 3,

encontramos que ||S*(y) ] < t(x+1)/3} = 2t(a+1)/3 , por lo que
si tomagm '(t)= 2t(a+J )/:f agseé% uraremos que la condicibn (b) sgré
satisfecha. ’

Asf, la siguiente funcibn reune ambas condiciones:

B(t) =(a—$1_)r+ a;] 2

Iniciando con ¢=0 vemos que la iteracibn ¢t —»¢(t ) convergers
répidamente. Sabemos que la iteracibn y —+S(y ) {4 hard'al mencs tan
bien. Sin embargo nuestra informacién iond! para un intervalo muy
corto — solamente para [0,a]. Con valores de a més grandes nosotros
sabremos que pasari para un intervalo mayor, pero la tasa de
convergencia serfa menor. Debemos rocordar que nuestro nalisis esté
basado en la hipbtesis de que aS!. Para @>! habrfamos tenido que
considerar la funcibn:
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¢t} = 0.25 + [ 2 (a+1)/3].

Existe una barrera natural en nuestra investigacibn en a=2, Si @2 la
ecuacibn t=¢(t) no tiene rafces reales y la iteracibn t_—+¢(t ) no puede
converger. Esto no prusba que la iteracibn y =S(y } 1verjanpar‘a 2
meramente quiere decir que nuestro presenfe mé&lodo para probar la
convergercia se evapora.

5.4 OTROS EJEMPLOS

A continuacién expondremos algunos ejercicios que pueden
ayudarnos a dominar mejor el método, analizando en ellos algunos
resultados importantes que ayudan a la simplificacién del mismo.

Ejemplo 2 Encontrar el operador S correspondiente a la funcibn
f:RZR2, (x,y)—{F; (x,y},F2(x,)) con el valor inicial (0.7,-0.6), donde
(F1060),F(x,y) = (xy+0.07 ,x24+y2-0.41) .

Determinese una funcibn ¢:R—»R gue permita examinar la convergencia
del proceso de N-R.

Tenemos

Fle,y) = (xy + 0.07 , 5% + y2 - 0.41) ,

. _ {BF1/3x 8F /Byl _ [y x
Fle,y) = Jeboy) = [ar;/ax af.:./ay] = [ZX Zy] .

o1 ! 2y -
[Floy]™ = 7—(;,2:;:)—[_2); ;] )

[P (rory0)] ™ = - 4 [’22 gj :

y se requiere encontrar (x,y€R? tal que F(x,y)=(0,0) por el método
modificado de N-R — vEase ejemplo 4 del capitulo . El operador

P4



S:R2-+R? proviene de la ecuacibn

(XTH'f’yrﬂ'f) = (Xn,yn) - [P (Xo,)'o)]-lf("ns}'n »

de modo que
_ix 12 1} Ixy + 0.07
Sbay) = [y] +—7 [7 5} [x£+yz~0.41]'

De aquf resulta que

.1 fizally « 10
boy) =1+ [2 5”2,(2)'] con [= [o 1]
En este ejemplo convenimes usar la rorma infinito ||*|]_ al valuar el
término ||S’Getxg,y+yo} ||, esto lo hacemos para acotar 1&norma enun |
valor no muy grande, recuerde que ||*||;2{|"{[22...2{|"|{  (ejemplo 5,

capitulo 3); para la prueba, el lector puede usar la norma qlle mejor se
_acomode & su problema particular. Asi,

( )
_ 1 2x+ 12y 12x¥2yi,
S'(x+0.1,y-0.6) = 5 L]2x+2y 2x+12yl’

1S’ (x+0.1,y-0.6)} 1, Sup {12x+12y+12x+2y|, | 1 2x+2y+2x+12y]}
= 4 \2xt12yr12x42y) = & (140t 14y)
< 2(|x|+]y]) S 206+ = 4t = ¢'(0),

siempre que |x[St y |y|St. Ahora bien, de la primera iteracién con S
obtenermos

om-Srapi=so.1-001={ §2J+4 17 ] [ eoe 7 |
_10.11143
- [-0.63!43 ]’
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por lo que la longitud de la primer eslab8n de la cadena para S cumple
H (xosy0) =iy | = 11(0.1,-0.6)-(0.11143,-0.63143) ||,
= sup (0.01143,0.03143} < 0.0315,

?/asf podemos afirmar que la iteracién para ¢(t) con £=0 que sirve de
'cota pesimista" para la iteracién de S puede estar dada por

() = .0315 +/*4s ds = 0.0315 + 242 .
[]

Si comparamos este método con el empleado en el ejemplo 4 del
capitulo 1 podemos observar facilmente que el método de N-R
modificado es més eficiente para encontrar una buena aproximacién a la
solucibn en cuanto a su rapidez de convergencia. A continuacién
mostramos los resultados de ambas iteraciones, iniciando con (xy,yo)=

(Xo0s0)=(0.1,-0.6):
xnun+xn+0.07

iteracton 1 —>  (Xp 4129y =[X§+u§+un‘0.41

k]

o _ P, (12 1 | ot
iteracitn 2 —=% (x4 go¥pyg) = ynJ+_7’ 2 6 x;+y"1-0.41;

iteracion ! iteracion 2
n v x

Xn n n ’n
) a.1 -0.6 0.1 -
1 0.11 -0.b4 0.111429 -.631429
2 0.1096 -0,6283 0.110973 -.630573
3 0.110738 -0.631527 0.111004 -.630820
i Q.110804 -0.630438 0.111002 -.630617
5 0.110949 -0.630708 0:111002 -.630618
[ 0.110973 -0.630606 0.111002 -.630618
7 0:110993 -0.630627
8 0:110998 -0.630617
9 0.111001 ~0.630619
io 0.111002 -0.630618
it 0.111002 -0.630818

Observando los (Gltimos renglones de cada tabla es claro que la
iteracibn 2 converge més ripidamente. 0
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Ejemplo 3 Para f:RESR? dada por (x,y)—»(x%+y?-200,y*+xy-x%) y el
valor inicial (xg,y0)={10,10), demostrar que [P (xo,y0}] =N, donde

N = ! 310 -20
~ 12000 (290 20}

Encuentre una funcibn ¢:R—R que permita evaluar la convergencia de
N-R.

Claramente, ; |
_ _ | 2x 2y
Ploy) = Jeboy) = t}""}xz’ 3y

20 20

P oyl = [—290 310 y

R | 310 -20| _
1 (xosyo) |7 = 12000 [290 20] =N.

Para calcular S*(x,y) tenemos, por definicién de S,

_{x x2+y2-2001
S(X,)’) = [y -N y3+xy_x3 J’
con lo que
— 2x 2y
S’(x,y) =]/-N y‘3X2 3}’2+X].

Si valuamos el operador S'(x,y) en el punto inicial (xg,y) tenemos

S oyl = N [_229"0 32,%] =1-1=0;

este resultado no es sorprendente pues, de la ecuacién (5), S(x,y)=(x,y}-
[ (xg, Yo} ] 'F(x,y), por lo que S*(x,y)=I-[f (xq,y0)] 'f {x,y), y entonces
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S (xo,ye) = I - [P lxgyya) 17 {xgy0) = [ -1 =0
. En este caso

» _ 2(x+1V) 2{y+10)
Stletxoytye = 1-N [[yHO) “30c+10)2 3(y+! 0)2+(x+10)]

.Zx 2 \I

= y
N 1.3x260xty 37460y +x|
AN

_ 1 3xH491x-y -3y*-x+29%y
T 7600 |-3x2-31xty 3y2+x+89y

cuya magnitud satisface
13%%4+9 -y {+{-3y%+29 y-x |

1
S (etxo, ytyol [} =
¥ oytyl | = 500 [-3x2-3 Lty | +] 3y?+89yx]

1
< %00

max 34249 1E+643t24 298+,
3243 1t+-44+3t%4+89t+t

! oy 1
700 Y3 b

__1
= —£00 (6t2+122t) <

por lo que puede escogerse ¢'(t)=t?/100+t/3. Ahora bien, (xo,yo)=
(10,10) y (x1,y1)=S{x0,y0)=(10+1/6,10-1/6); por lo tanto,

[ (xouyod - (xioyn) {1, = 1/6

y una funcién adecuada para la prueba de Kantorovich es

_ 1 s? Y L2+
‘W)-T*’K[WU—*'?-]C’S-W*T- =
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Ejemplo 4 Supbngase que la funcién F:R™R" se encuentra definida
por f(v)=Mv+g(v) con matriz constante M, que la ecuacibn f(v)=0 es
resuelta por el método de N-R con el vector inicial vy, y que g’(vg)=0.
Pruebe que S es la funcibn v— -Mg{v).

Aquf,
fv) = Mv +glv),
v =M+g'(v),
Plvd =M+ glvg =M+0=M,y
[Plvo)]t = M1
asf,

Sv) = v M MvigV)) = v -M My -M1g(v) = v -v -M gV} = -MIg(v).

En particular para la funcién F:R?—R? definida por (x,y)—(-37x+9y+x5
+y5+25, 4x-28y+x3y*+18), con vo=(xy,y0)=(0,0), se tiene

-37 9 S+y5+25 ary — [5x4 Syt
M= [4 -28] » 80 = [);3}3?-18 ] y gw= [3;2y3 33%] '
De esta forma, S es la funcién de !  en {_ dada por
_ 1 |28 9]|[xs+pe25] .
Sta)) = 1000 [ 4 37] [ x3y3+13] ;

nuevamente hemos esco%ido la norma |{']| para el anilisis de
convergencia. Derivando S’(x,y) es el operador de ] | cuya matriz es

o o1 {28 9lfsxt sy
S06)) = 7500 [4 37] [3x2y3 3xfyy2]
_ 1 [190x27x02 140442723y
T T000 |20x*+111x%° 20y*+11 132 Y
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1St [ =sup

1 1140x*+27x%? ]40)/‘+27x3y2 wy
1000 [20x*+111x3y® 20y*+ 11132 lw,

o

donde ||(wi,w2) || =1; recordando que ||| se determina por el valor
méximo de la suma del valor absoluto de las"Columnas, se tiene

.1 [ 140x*+27x3°] + | 140y*+27%)2| |
(1Sl = 5507 max {120x*+111x2y3| + lzoy‘v+1nx3y2| ’

tomando a t=max{|x|,| yl} resulta que
1S 060 || S .00 1max (14084427 5+ 14064 +27¢5,20t*+ 1 1 1£5+20t4+1 1 1£5}
= .00 1max{280t4+54t%,40t*+222t5}.

Si se toma el coeficiente mayor en cada potencia de ¢ para garantizar la
desigualdad tenemos entonces que

1S (x,0) || £ 0.28¢* +0.222 t5 = ¢*(¢).
Por otro lado,

o _ 1 |28 9ll25] _lo.862
vt = S(vo) = S(0,0) = 55507 [4 37J [18} = [0.777J ’

r lo que||v,-vp}|=0.862=¢(0). Finalmente, obtenemos la funcibn de
ﬁgntomvich

t t
() = B(0) + L¢’(s) ds = 0.862+ L(o.zaswo.zzzss) ds=

=0.862 + 0.056t5 + 0.37¢% . O
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Ejemplo 5 La funcibn S:C[0,a] +C[0,a] donde aP0 esté definida por
y—z con

x
z(x) = L( ylv} + v )2 dv.

Demuestre que, para y,(x)=0, el comportamiento de la iteracibn S
puede ser estimado por medio de la comparaci6n con la funci6n

o(t) = 4a® + % + at’

Inicialmente tenemos

x
z(x) = L( yv) +v)%dv;
si y—+z y y+h—»Z, entonces
2(x) = I o)(((yi-h) (V)+v)edv = LJ((yz(vHZ YAV +hE (V) +2y(v)v+2h(v)vvE) dv
x x x
= L(y(v) VP dv + 2 j' )y dv+ Lhz(v) dv
= z{x) + k(x} + tbrminos no lineales en h.

Aquf k{x)=(S"(y)h) (x). Si tomamos ||h(V)]|<1,

x
ZJ (y(v}+v)h{v) dv
0

1S (|| = | [k[]| = sup|k(x)| = sup
0<x<a 0Sx<a

x x
< ZSUPI ly(v)+v] [A{v}| dv € 2sup J' lyW+v] dv
0<x<a’? 0<x<a’"?

x x
SOZSiLzl foly(v)l dv + L[v| dv

< 2su J

x x
[y(v}] av + 25up{[v| dv.
0<xsag’® 0sxsa’?
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Entorices
X

x
SO = sup { 1S 03h1, A< } < 2508 [yt iav +250p] vl ab
pues cada ||S’(y) *h|| considerada es menor o igual que esta cota.

Ahora bien, reguerimos que |y(s)-yols)|St; como yy=0, esto quiere
decir que |y(s}|St, y tenemos que

x x
HS ()] < 2sup It dv + 2sup | v dv = 2sup tx+sup x* = 2at+a® = ¢’ (¢).
0<x<qa’® 0<x<qa’0 0<xSa 0<x<a

De esta forma podemos encontrar la funcion ¢ que sirve para definir el
proceso ¢ . 4=¢(t ) usado para probar la convergencia de S. Asf,

¢ L
20 = | yeyol | + [ 965 ds = 11Sbol-vol | + [ (2asrards
X
= sup I st ds + at® + a®t = at? + a* + a%/3.
0sx<a’®

Podermos demostrar que la iteracibn S aquf considerada, surge
naturalmente del proceso de N-R para resolver la ecuacifn diferencial

Flu) = T‘i’x“— -2 =0

con las condiciones u(0)=0 y u(x}=-x. En este caso, e=u’-{x+u)? y, si u
cambia a uth, e(x) cambia a &(x)=e(x)+k{x}, en donde

&= (uth)’ - (xtuth)2 =’ + R’ - (iC+2xut2xh+u+h*+-2uh)
= - )2+ R - (2(ctulh+ R2) = elx) + kix),
luego k{x)=h'(x)-2{(x+u())h(x)+ ... , en donde los puntos suspensivos
representan una cantidad despreciable cuando h(x) es una funcibn que

toma valores pequenios. Como F(up) es el operador que transforma h en
k, [P (up)]™! es el operador que regresa k a A:
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hi = | k(e) b = 1P Luol] () -
De esta forma, el método de N-R origina la funcibn recursiva

o ) dun(x)
Uy 00 = 0 (0 - Pl = u (0 - Pl ™ | —E— - (et ()2

X
=u (- L [(dun(s)/ds) ; (s+un(s))2] ds

x - X
= un(x) - un(x) +un(O) + L(s-&un(s))zds = un(0)+ Jo(s-wn(s))2 ds .

Puede verificarse que un(0)=0, n=0,1,2, ... . En efecto,

tolx) = -x = up(0) =0,
1]

X
w{x) = wplx)+ Jgswo(s))zds = 4, {0) = y(0)+ ng'on(S))zdS =0} =0,

X v
u{x) = yy{x)+ L(‘s+u, {s)2ds = u,(0) = 1, (0} + fgsi—u,(s))zds =4(0)=0,

En consecuencia,
X x
Uiy () = un(O) + L(s-#un[s))2 ds=0+ J’u(swn(s))2 ds
x
= L(y(t)ﬂ)2 at, con y(t) = un(t),

y asi se ve claramente que la iteracion corresponde al mapeo S definido
originalmente. Por (ltimo, obsérvese que la funcibn iterada w;{x) es
precisamente la funcién yp(x)=0.

H X X ‘
u{x) = L(uo[t)-!-t)z at = L(-m)zdt =0 = ylx). N}
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Ejemplo 6 Considérese la funcién f:C[0,1]-+C{0,1] que mapea y—bz
mediante la regla

v

200 = b - y(x) +ooPl) + a [ Y0 db , con a,630.

Para y(x)=0, encontraremos primero la funcibn S del esquera
iterativo de N-R que resuelve f(y)=0. La inversa de f(y,), por lo
general diffcil de encontrar, aquf es evidente.

St y—+y+h entonces z—z+k, donde k esté determinada por

kix) = f(y+h) - f(y)
x
= -h{x) + 2axy(x)h(x) + 2aJ1y(£)h(t) dt + términos no lineales en h.

Si yo(x)=0 entonces h(x}=-k(x), por lo que se nos reduce en forma
considerable la funcibn derivada inversa en el punto inicial; si £(y,) es
el operador que manda h a -k, [F(y,)]™" es el operador que manda k a -A,
de modo que

X
Yopg =Y~ POy =y +fly) =y, +b-y +axy P+ QLynzft)dt
X
— 2
=b+axy?+ aJ pACES
En vista de que y_, ,=Sly, ), resulta que

X
S} = b+ ax?ld) + af Yt .

21

Es fAcil demostrar que (S’ (y)h) - (x)=2axy(x)h(x)+2afy(t)h(t)dt por lo que
procedemnos a buscar la ¢(t) correspondiente en la prueba de la
" convergencia de S. Tenemos

Hy-yoll = Hy-0ll = 1y} = ¢,

por otro lado
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X X
1Sl = IIZQX)'(X)*-ZGI;'(SMSII < ZGth-l-JedsH

= 2at sup (}2x-1]} = 2at = ¢'(t),
0=xs1

de modo que, @{t)=at®+|]|y,(s}||=at?+b.

Llevando a cabo ambas iteraciones Sy ¢ para n=0, Iy2, se obtienen:

yold) =0 =0
yilx} = b Ly = @ltg) = ¢(0) = b
y2(x) = b + ab? (2x-1) ta= Blt,) = p(b) = brab?

Claramente podemos ver cbrmo de eslabdn a eslabon la longitud de éstos
en la cadena generada por S es a lo més la longitud de los generados por

&, esto es, | ynH—ynHSLnH—Ln:
[Iyvyoll = Hnll =b=t = t)-t
Hyzwl| = [ab?@x-1) || = sup {[ab?(2x-1) [} =ab? =t - ¢,. [
0<x<!

Ejemplo 7 Demostrar que si fly)=Ly-g(y) donde L es un operador lineal
y £’(yo)=0 entonces S(y)=L"'[g(y}].

De hecho, si y cambia a y+h entonces f(y) cambiard a Ff(y)+k(y}
donde k(y) estara dada por

ky) = fly+h) - fly) = L(y+h} - gly+h) - Ly} + gly) = LA - (gly+h)-g(y));
aqul la expresidn (g(y+h)-g(y)) puede ser expandida en g'(y)h + algo no

lineal e? h 'y, como al valuar en y=yq, g’(yo)=0, resulta que k(yo)=L(h)+
cen o As

h{x) = L™ {k(yo)}* (x).
Esta expresitn define [f(ys)]™":k—*h, con la que
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Sy =y - [Plyl™ Fly)
=y - L7ly-glyl = LM gy -
En este mismo e jernplo podemos ver que, si

X
hix} + Lh(s)ds = kix)

entorces L=/+M en donde [ es el operador idéntico y M denota a la
integral; claramente L es un operador lineal. Ademés, es evidente que
R {(x)+h(x)=k’(x); la solucibn de esta ecuacibn diferencial lineal de
primer orden en h{x} es

h(x) = h(O)e™ + e"‘jo’ésk’(s)ds .

Integrando por partes el segundo término de esta expresi6n, y tomando
en cuenta que h(0)=k(0), entonces

x
hia) = ki) - & [ k(o) ds
Definase F:C[0,c]—+C[0,c) como el mapeo y—+z determinado por

x
z(x) = y{x) + Ly(s)ds -ay*(x) - b,

donde las constantes a,b y ¢ son positivas. Con la ayuda de los
resultados anteriores podemos encontrar la funcibn de iteracibn S para
resolver la ecuacibn f(y)=0, teniendo como valor inicial y,(x)=0.

Empleando la notacidn introducida anteriormente,
x
Liy) =yl + Ly(S)ds, glyy =ay*lx) + b y g'(0)=0,

por lo que, como antes obtenemos

z{x} = fly) = L{y) - gly) y Sly) = L7'%gly) .
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Para obtener L™ aplicamos el resultado alcanzado en este ejemplo, que
nos lleva a

X X
Sly) = gly) - e"‘[oesg(s) ds = ay*(¥) + b - e_xLes(ayZ[sHb)ds .
Asi,

S'(y) = 2ay(xh(x) - ZGe_xLZSy(s)h(s) ds .

Finalmente, determinamos una funcibn ¢ que pueda ser utilizada en la
prueba de la convergencia del proceso inducido por S:

X
118 ] < 2at - ZGe-xf.I e%ds = 2ate™ < 2at = (1) ,
0
o) = at? + ||yryol| = a2 + |le || = at2+b .

La funcién ¢(t) obtenida en este caso coincide con la funcidn del ejemplo
anterior.
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CAPITULO 6

DIFICULTADES EN LA APLICACION
DE LOS METODOS

6.1 INTRODUCCION

Como dltimo capitulo mostramos algunas de las mas serias
dificultades con que nos enfrentamos al aplicar el método de N-R
eneralizado o la prueba de Kantorovich a problemas précticos.
xaminaremos estas dificultades al explorar dos problemas concretos:
el primero se presenta dentro de la economia descriptiva en la
bisgueda de un modelo que describa la funcidn de produccién en una
economia determinada; el otro problema surge en la ciencia actuarial
dentre de lo que se conoce como teorfa del riesgo. En ambos casos se
describe el contexto de los problemas y se explican las variables de
los modelos considerados antes de proceder a la aplicacién de los
algoritmos numéricos estudiados en esta tesis.

6.2 UNA APLICACICN DEL. METODO DE. NEWTON-RAPHSON
O Cl ICA.

6.2.1 FUNCIONES DE PRODUCCION CON ELASTICIDAD VARIABLE

Sabemos que en una economia capitalista { de libre mercado) el
comportamiento de los precios que rigen dentro de la misma estd
obernado por las leyes de oferta y demanda, leyes que son
%undamentales debido a que afectan casi todas las operaciones
comerciales. Analizando la oferta en una forma agregada, es decir, la
cantidad total de bienes y servicios que las empresas en conjunto
producen y ofrecen al nivel de precios corriente, vemos que la variable
fundamental es la capacidad de produccién. Por esto, es importante
encontrar una funcidn que explique como los principales Factores
productivos, especialmente el capital y el trabajo, intervienen para
explicar en forrma agregada el fenémeno de produccion.

Las funciones de produccidn han sido sujetas a uma critica que
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cuestiona su validez; sin embargo, junto con otras relaciecnes, ellas han
permitido hacer predicciones del comportamiento de las economias
capitalistas y dar recomendaciones dentro de la politica econdmica.

Una de las aportaciones mas significativas a la teorfa de funciones
de produccién fue dada por C. Dagum, quien parte de los supuestos
neoclésicos de que las empresas buscan la maximizacion de sus
utilidades y de que existe competencia perfecta tanto en el mercado de
producto final como en el de factores. Debe sehalarse que Dagum trata
con un bien que representa a todos los bienes de la economia.

Una simplificacion de esta aportacion se hace al suponer que la
" funcidn de produccidn tiene la caracteristica de ser homogénea y de
grado unitario (una funcién se dice que es homogénea de grado r si la
muiltiplicacién de cada una de sus variables independientes por una
constante k altera el valor de la funcitn por el factor k't Flkx,,kxz, ...,
kx )=k Flx;,%, ..., x)). Por lo tanto, a un incremento de igual
rBporcion en el capitsl y en el trabajo, corresponde un incremento de
a produccién en la misma proporcidn. Basandonos en este esquema, se
plantea un modelo para estimar esta funcién de modo que tenga una
elasticidad variable de sustitucién entre las fuentes de capital y de
trabajo.

Especificamente, sean

Y : ingreso nacional;

L : empleo (horas-hombre o ndmero de trabajadores);
(o : capital;

c=C/L : capital por hora de trabajo o por hiombre ocupado;
w : tasa de salarios;

u : participacibn del trabajo en el ingreso nacional;
Y=F(C,L) : funcién de produccién homogénea de grado uno;
y=Fle)=F(C,L)/L  : productividad media del trabajo;

Flc)=F : productividad marginal del capital;
f(cY-cP(c)=F-cFP : productividad marginal del traba jo;

a, B, A, 6 : parametros dados, con A>0.

La participacion del trabajo en el ingreso nacional se puede escribir
como wiy) 0

] ?
7

) = wb _
,U())— Y -
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por lo que

- dw _ du
wiy)=yu(y) y dy =Y dy T HO). 2
Por otro lado, la productividad marginal del trabajo se puede expresar
como
d
Yo

es decir, es la productividad media del trabajo menos lo que contribuye
el capital. Dado que la productividad marginal del trabajo debe ser
igual a la tasa de salarios, resulta que

wiy) =y -c -G @
De (1) y (3) tenemos que

=1 - S @
y por lo tanto, &y

dc = ¢ (I ). 5)

Al obtener la solucidn para y en esta ecuacién diferencial, de (2) vemos
que la elasticidad de sustitucién tomaria la siguiente forma:

_ Aw/dw) _ w dy _ yuly) dy _ dy .
il 7 il vl i Tl el (6)

asi, con ayuda de la segunda relacién en (2) se tiene que

o= piy) = 1
By + yp’(y) Ty (W /ph?
expresidn en que claramente o se presenta en una forma variable.

Dagum propone la siguiente estimacién de la participacién del
trabajo en el ingreso nacional:

}J(y) =a-+ ﬂ%— y A0, (8)

y

De (5) y (8) se deduce la ecuacidn diferencial con elasticidad variable
de sustitucién

110



_CD’_:_Z_[I_Q____E___ ] (9}
dc c ]+)\y¢5—)

6.2.2 ESQUEMA DE LA RESOLUCION DE LA ECUACION
DIFERENCIAL

En la ecuacifn (9) no facilmente puede determinarse la forma de la
productividad media del trabajo representada por la funcién y, de forma
que aplicaremos el método N-R generalizado para obtener una
aproximacién a la solucidn y* de esta ecuacién diferencial. Recordando
el método, definimos el proceso

yn+] = yn - [g’()’o)]_'g(yn), n= 0,1,2, ver 3 “O)

de esta forma, nos concentramos primero en obtener el operador
diferencial g’(y,). Definase el error e&) por

e(c)=—g{—+-cL[(cx+——L3—] -1],

14Ay

uw:[a+7ﬁfy]~u

+Ay

entonces, tenemos que el error se representa por

y sea

=gy L2
elc) = -t Liy).
Siguiendo el mismo procedimiento utilizado en los ejemplos del Capitulo
5, anmalizamos qué le pasa al error e(c) si nuestra funcién y cambia a
una funcién y+h.
Si y—+y+h, entonces e(c)—»e(c)+y(c), donde

alc)tple) = SUHL 4 Yy (g,

restando e(c) de ambos lados,
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o) = -+ Z*—- Liy+h) - L-L(y) = dh LL(y+h-L (] + ——L(y+h)

AR o

A (y+h) 1+ 14+ (y+h)
dh | (a-1) 8 ( yt+h y }
=dh | (ad) - — |. (11
d " ¢ R

Los primeros dos términos de la expresidn (/1) son evidentemente
lineales en h, pero no se ve con claridad que le sucede a nuestro tercer
t&rmino cuando h es pequefa; obsérvese, sin embargo, que este término
tiende a 0 cuando h—0. Para identificar cual es la componente lineal de
este tercer término definimos la funcidn

oy = £ [
: C L 1an(y+h) Ay

que reescribimos a través de su serie de Maclaurin

3

oo o0 Sy S
51 h es muy ge quefa, tenemos una aproximacion para ®(h) como
R =9{0)+9*(0)h. Aquil
(0) = 0,
qa,(h):ﬁ( (14X (y+h) '(V+h)(>\6(x+h)‘5~])] ,
‘ U+My+h) %2
o0 =8 Uy u+<s))
¢ (14Ay )2
de modo que y
o (k) ~_£_Ui>\x_%1+_6)_
{1+Ay

Asi, ¢{c) puede aproximarse por

v =Pt a-rep {’—*"ﬂ’fg’—” = k(o).

(14+hy )
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Al wvaluar esta expresidn en una apmxxmacxon Yo a la ecuacion
diferencial (9) obtenemos el operador g’(yo):h—rk ; si definimos

N 1+hy (1+6)

(1+dy
resulta que

ko) = DLy By, (12)

Como nuestra intencién es obtener [g’(yo))™' para nuestra iteracién (10),
necesitamos despe_jar h{c) en términos de M(yo) y k(c), lo que se logra
resolviendo la ecuacién diferencial de primer orden (! 2) en el intervalo
{0,c} en tErminos de hlc); el resultado es

hlc) = M) ( CSM(y°)1<(s) ds.

En esta expresxon k representa la funcién de entrada del operador
[g' {yo)] "'k}, por lo 3ue el proceso de N-R para aproximar una solucidn
de (9) estama defini

_ c

Vg @ = pple) = MO MO (0 (a1 0, /o) as | (13)

ara m=0,1,2, , donde y, trabaja como una primera aproximacién a
Ya solucibn y los operadores L y M estan definidos como

L= (ar—E=p]- 1,y M(y):a-j+M¥_(ij_‘5L

1+Ay {1+Ay )

Como observamos, aln no hemos definido la aproximacién inicial y,
y nuestro 51gu1ente objetivo seria tornar como y, a una funcidn cercana
a la solucion y*; lamentablemente no sabemos nada acerca de gué tipo de
funcién representa y*. Si tomamos y,=p donde p es cualquier constante,
el proceso tomaria la siguiente forma:



Yo= D

- _ Ly ]
1= (1 My} )
= _ Liy) ]
Y2=n (1 My |
e L(}’m) ,
Im+1 = Ym [1- Mys) ] (19)
Analizando la expresion {!4) podemos notar que si alguna L{y_)=0, el
proceso se vuelve estacionario esa iteracidn, y = 1-0]=y_; en
particular, si L{yp)=0, toda la sucesidn repetira él valbr Yo Abora, -
L (yo)=0 si y sblo st

3

1/6
[V [ S—
)
I-a
ficilmente puede comprobarse que y, es efectivamente una solucién de
la ecumcion diferencial (9).

Si se toma una aproximacidn inicial y, con otra forma, el problema
analitico de cdleulo iterativo facilmente se hace inmanejable. Por
ejemplo, si iniciamos con una primera aproximacion y, del tipo Cobb-
Douglas con nivel de trabajo unitario, es decir, si yp=Ac” ~, entonces
por (13) tenemos
l-g rc 1-a
y = Acla. M ’[ MAST D As(1-ats (AT Y)ds. (15)
o

La complejidad de esta expresién obliga a utilizar métodos numéricos
ara su evaluacidn y no nos permite aplicar la prueba de Kantorovich.
E’ara reducir un poco esta complejidad hacemos una pequeha
simplificacion.

Recordemos que en la expresion (/1) el tercer término tendia a
cero cuando h era pequena, por lo que, si lo despreciamos, tenemos
como aproximacién para Y a la expresién

dh |, a-! , _ .
_JE+ e h —f((c‘),
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resolviendo esta ecuacién diferencial para h se tiene que

hic) = ¢! Esa_jk(s) ds,

con lo que nuestro proceso iterativo ahora tiene la forma
Yt = Vo - € "’j:s"" (¥, (1, SIL, (/) ds. (16)
Asf, con yo=ch -

C
v = Acl™%c! “’J s (A(l-a)s'a+As-aL(yo(s)) ds
[}

a-a-1

1-a s
= -Afc f—————— ds
v 1a(AsT Y0

Claramente esta expresion es mucho més simple que la expresidn (15),
sin embargo, en la obtencidn de las siguientes aproximaciones (yz,y3,.«.)s
las expresiones se wvuelven intratables; ademds, su manejo analitico
sigue siendo muy complejo para poder proceder con la validacién de la
convergencia del proceso (16). Si intentdramos usar integracidn
numérica, tampoco podriamos avanzar facilmente debido a la existencia
del término y_(s) en (16).

En el siguiente apartado se censidera un problema en el que

salvamos algunas de estas dificultades, pero nos enfrentamos a ciertas
otras que deden ser tomadas en cuenta.

6.3 EL. METODO DE NEWTON-RAPHSON GENERALIZADO Y LA
ORO O

6.3.1 EL. COEFICIENTE DE AJUSTE EN LA TEORIA DE LA RUINA

Consideremos una compania de seguros cuyas reservas al tiempo
t20 son denotadas por R,. Sea Ro=x la reserva inicial, supuestamente
conocida y no negativa. Dado que las reservas en el futuro son
desconocidas, la sucesién {R}} es tratada como un proceso estocstico
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contifuo en el tiempo. Especificamente convengamos en que

Rt =x+ct - St'
Aquf c es alguna constante y puede ser interpretada como la prima
recibida continuamente por unidad de tiempo; entonces ct es el total de
primas recibidas en [0,t]. Por otro lado, St se entiende como la
reclamacién agregada en [0,t] y esti cempuesta por

St =Xt,1 + Xt,2 + ... +xt,r\!,’

donde N, proviene de un proceso de conteo y representa el nimero
esperado de reclamaciones por unidad de tiempo y las X, ., constituyen
una serie de variables aleatorias independientes e “*idénticamente
distribuidas (independientes tambi&n del proceso {N,}), que representan
el monto de la i-sima reclamacién en el tiempo t. 8e'da por hecho que
5,=0 si N,=0. En el caso mas simple se supore que N, se encuentra
distribuida’ como un proceso de Poisson con pardmetro 250 con 1o que
decimos que S, es un proceso compuesto de Poisson. Para esquematizar
wn poco el com%)ortamiento de {R,} se muestra la figura 29.

By

>

fig 29
La seguridad de la operacién implica que
€ > Npp,

donde p; denota el tamafo de la reclamacién media; esto quiere decir
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que las primas recibidas por unidad de tiempo exceden al valor
esperado de las reclamaciones por unidad de tiempo. Asf,

- £
A_)\p, !

debe de ser positivo.

Lo que nos concierne es el evento de que la ruina nunca ocurra, es
decir, que R: no sea negativa para alguna ¢.

Sea f{x) la probabilidad de que no ocurra la ruina, considerada en
funcion de la reserva inicial x. Para determinarla procedemos como

sigue:

Suponemos que la primera reclamacién ocurre en el instante r vy
tiene magnitud y {en nuestro ejemplo el tiempo del primer reclamo se
distribuye exponencialmente con pardmetro a y el monto de reclamacién
tiene una distribucion f(y)}. Para que la ruina no ocurra es necesario que
y<x+ct y que para toda t)t los futuros incrementos en las reclamaciones
y,-y no excedan a x-y+ct. Estos incrementos son independientes de la
réclamacién més reciente tienen como probabilidad [{x-y+ct).
Sumando sobre todos los posiblves valores de t y de y tenemos

X~

oY y+cr
00 = EIE,J¢ beyren)] = J ™M [ Cleyren 1) dy o

En efecto,

L (e-y+en) es la probabilidad de que no exista la ruina despuds
de! primer reclamo, habiendo iniciado con wna
reserva de $x y pagado, en este primer reclamo $y,

E [T lx-y+er)] es la probabilidad esperada de que no exista ruina

y después del primer reclamo habiendo iniciado con una

reserva de $x, y
E |E I¢{x-y+ct)ll es la probabilidad de que no exista ruina habiendo
vy iniciado con una reserva de $x.
Por otra parte, analicemos la ecuacién
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@
Ater = A j erydP(y); {17}
-

puede pensarse que esta expresitn define una funcifn implicita de r,
donde el lado izquierdo es una funcidn lineal en r y en el lado derecho
se encuentra una funcibn estrictamente convexa de r. La convexidad
estricta de esta funci6n se deriva facilmente de la convexidad estricta
de la funcién exponencial: si

[e0)
Fiv) = A I eVdP{y) y 0<ult,
entonces g

@
Fluver(1-pva) = A Bt ivayge)

720

©
4 )\( [,uev’y+(1-/,l)evzy] dP(y)
J

8

'mVI)’ sz)'
=/J)\J e"YdP(y) + (f-p)xf_: 4P(y)

-
= pflvy) + (1-@f(v,).

Asi, las soluciones r de la ecuacién (17) son los puntos de
interseccién de una recta y una funcidn estrictamente convexa de r; es
evidente entonces que el nimero de soluciones puede ser 0,1 6 2, un
ejemplo de esto se muestra en la figura 30.

Demostramos a continuacidn que la ecuacion (17) tiene exactamente
dos soluciones. De hecho, una solucidn trivial es r=0:

- O o)
Ae(0) = A = A(f) = )\J dPly) = x[ dP(y).
-

r el
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o™ tnpax
o Aser

Coeficiente de

/ Ajuste

>

14

fig 30

Ahora, el que c>\p; quiere decir que la derivada de la expresién del
lado izquierdo, c, excede a la derivada de la expresitn del lado derecho
en r=0: en efecto, si

w?\
Fir) = A [ YdP(y),

-0
entonces .
s ] eo)
A J Ry gpy )\[ YdP(y)
Fir) = lim f(r+h) - fr) _ lim - -®
™= 0 h “h0 R
_ lim ® e(ﬂh)y-cry _ @ lim e(r&-h)y_ery
= hes0 A f [_——h ]‘”’ b = "I_ [h—ro_“_‘h }dp 0
-0 s+
[ee]
= )\I v YdP(y),
Q0

en donde el intercambio de los signos de limite e integral es directo;
asi, o
PO =X yPt) =X D) =,
el

y la desigualdad ¢>Ap, muestra lo afirmado.
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Ahora bien, si una recta en r y una funcién estrictamente convexa
en r se intersecan en r=0 y cumplen que la derivada de la recta excede
a la derivada de la furcidn convexa en r=0, entonces debe existir otro
punto de interseccion R0 de sus graficas (tanto la recta como la
funcién estdn definidas para todo r>0 y ambas tienden a +eo cuando r
tiende a +w).

R es llamado coeficiente de ajuste y juega un papel importante
dentro de la teorfa de la ruina por el hecho de que se cumple la
desigualdad

i = 1-0(x) S X ' (18)

para todo x (para una demostracién de esta desigualdad véase Cerber,
pagina 78).

6.3.2 DETERMINACION DEL. COEFICIENTE DE AJUSTE

Como se%)unda aplicacién del método de N-R modificado
s:mcedemos a obtener una aproximacion para el coeficiente de ajuste de
a ecuacidn (17). Podemos definir el error por

clr) = Aer - )\I & (x) dx,
D

con lo cual

e(r+h-elrl ~he'lr) = h [c - ,\J.[;(epr(x) dx ) = k().
f

Desde luego, a este mismo resultado se llega buscando los términos
lineales en

e(r+h) - e(r) =ch- )\J e(ﬁh)xf(x)dx + )\f e Fx)dx
De D¢
=ch-A f e (/i 21+, ) F () dx + A f e Flx)dx,
D D
f f
Lo anterior implica que el operador [g’(ro)] ':k—»h estaria definido por
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k(r)
c-A [ xe PF)
De

h(r) =

obteniéndose el proceso iterativo ~x
Mer —/\I eh Fix) dx
m Ipf
=S(rn) =r,- 3 (19)
c—)\( xe" Fix) dx
ip..
f
c-A J xe ¥F(x) dx
S =1- or , (20)
c- )\j xe PFx) dx
De

Tt 1

si derivamos S(r) tenemos que

con lo gque S’(ry)=0 (recuerde este resultado del ejercicio 3 del
Capitulo 5).

Siguiendo con el esquema acostumbrado nos proponemos dar una
cota en funcién de ¢, ¢'(t), para S’(r). Ahora,

c- )\J’ x€ (x) dx
NS @l =18e) = | - —2L—0unu |;
c- )\I xe %F(x) dx
Or
si definimos

M= lc-,\fxe"oxf(x) dx |
De

entonces, dado que A>0,

IS0 = 2 Ixf(x) X[ (T ToX gy g
Dp
<A f (i | [eTTOX 1| o,
De
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1SN s -I%A—L)xf(x)e“x ‘e(r‘-ro)x_” dbe.
F

dado que x,f(x) y € son nimeros no negativos. Tomando en cuenta que
en ladpr‘ueba de Kantorovich la longitud de la cadena total de S no excede
a la de ¢, |r-rpl<t, se tiene

le(r‘-r\,)x _ ”(etx’

y resulta que

S’ < T:T I AT gy = gr(e).

Or

Con esta eleccién de ¢’(£) obtenemos el proceso ¢(t) que nos ayuda a
probar la convergencia de (19):

t
®lt) = [ryrof + 7\2/\1_ Jo L;ﬂx)e(sﬂ‘o)x dx ds. (21
f

Con esto hemos obtenido un proceso iterativo ¢t} cuya
convergencia probarfa la de la sucesion S(r ); sin embargo, dado que
estamos aln en el caso general en el que ‘la funcién de densidad de
probabilidad f(x) no se ha especificado, la utilidad de esta ¢(t) “"general”
todavia no se ha establecido. A continuacién analizamos un caso
particular en el que la distribucién del monto de reclamaciones es
realista en el sentido de que se supone muchas reclamaciones de montos
"pequefios” y pocas reclamaciones "grandes”.

Supéngase que f(x) se distribuye exponencialmente con pardmetro
a, es decir,

Fix) = ae ¥ 1[0,];

de (19) encontramos que, si a)rn, entonces

- (r_-alx ai
Aterp ai gon dx Ater + r o
Taet =Sl =1y~ (o) x =Ta” .. _ah
c-ah| xe” O T dx {rea)?
0
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_ n [ma (r‘n-Zr‘g)J (22)

{ alr,a)+(re-a)? ] Ar
= Ar =
n (r@) (aA-clro-a)?)

(r'n-a) (ar-clro-a)?)

Con esto obtenemos el esquema de Newton-Raphson para aproximarnos a
la solucign de (17). Este esquema es de variable real y por ello puaden
obterse los resultados de la iteracion mediante una computadora; esto
puede hacer innecesario el establecer el esquema de Kantorovich para
comprobar la convergencia, maxime quc cste esqucma también seria de
variable real. Sin embargo, con fincs didacticos mostramos la
obtenci6n del procese de Kantorovich ¢, ,=¢(t ) con t=0.

De (20) tenemos que, para a>r y a)ry,

e(r-a) X g a\

c-aA OX c - (TCX)T

1

lS’(r‘)

- ai
c-a oxe(r"_a)xdx € Tre-a)?

_ aA(r-ry) (2a-r-ry) _ _allr-rgl (Z2a-r-rq)
T | Aclrga)?-aN) (r-a)? | T Jelreal-ari(a-r)??

dado que a>0 y A>0.

La validez de esta expresién para |S'(r}| y, de hecho, el que el
proceso iterativo tenga sentido, depende de las condiciones a>r y adry.
Obsérvese que, dado que & es un pardmetro positivo conocido, la
segunda congicién no ofrece problema alguno: basta con escoger ro en el
intervalo ]0,a{ (st ry=0 la iteracién no saldri de esta raiz, como se ve
en la ecuacién (22); por otro lado, se escoge rg>0 pues se sabe que la
raiz buscada R es positiva).

Por lo tanto, nuestro traba jo depende esencialmente de la condicidn
a-r>0, condicibn cuya presencia no se ha garantizado y que, de violarse
detendrfia el proceso iterativo. En todo caso, si el proceso se comportara
de modo que a-r>e>0 para alguna € y todo valor de r, entonces podemos
acotar la magnitud de S’(r) para |r-rplSt. En efecto, si Fr’—r‘olst,
entonces también Za-r-reSt+2(a-ry); asi,
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arlr-rol (2a-r-rg) < AR 2(arg)) ")
Jelro-a}%-aX]{a-r)? e?Jcla-ro)-ai] ~ ¢le),

S*{r)

en donde hemos acotado superiormente ¢l numerador e inferiormente al
denominador de [S’(r)], con ¢’(¢).

En estas condiciones se tiene que

t
olt) = |riyrgl + Lﬂ”(q)d%
donde de (19)

lryrol = rdf:_:{;’.),!‘ﬁ‘(f;)‘f’%_xl )

y, asi

¢
o) = lr‘r(’ol + —gzra—(a—fo—;\z_—aer sz+2(a~r0) ds

3
= |rerg] + < c(a-‘rx'i\) —>y {—é——+ [a-r)t"’}

= m [—g%‘, £+ QAT 2 4 1 fgong) ela-ro-A| ] 23)
es nuestro esquema de Kantorovich para probar la convergencia de (22).

Claramente este resultado dista mucho del que pudiera ser obtenido

de (21),
Bty = Wﬁ%%ﬂ_ [roic(a-ro)~>\{ + a(ﬁ;t_t },

esto es por el hecho de que cuando particularizamos a una funcién
determinada, ienemos mas elementos para conocer el comportamiento
de la expresifn (20) y, por lo mismo, para acotarla. Otro punto que
debemos de destacar es que, aunque posiblemente no era necesario
exponer la funcion de Kantorovich para este problema oc;)ar‘ticular,
podemos encontrarnos con situaciones en el que el método de N-R
quiera aplicarse a problemas que no son de variable real, en los que st
puede convenir contar con la prueba de Kantorovich.
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A continuacién mostramos un ejemplo numérico para ilustrar
mejor las ideas tratadas en esta seccién.

6.3.3 CASO NUMERICO.

Para ejemplificar los resultados cbtenidos mostramos en forma
numérica la obtencién de la probabilidad de ruina y el proceso de
Kantorovich para validar este resultado.

Suponemos que una companfa de seguros parte de una reseva de
28mM#$ y que su departamento de anilisis le pronostica una reclamacién
media de 3.8M$ con un ndmero promedio de reclamaciones de 53.67
(54 Siniestros). Adem3s, se espera que ingresen a la compania
1,100M$ por concepto de primas, mismas que se acumulan a la reserva
formada.

Con este panorama, se pretende conocer cual es la probabilidad de
que sus reservas lleguen a desaparecer en algln tiempo no determinado.

El esquema anterior nos dice :

Reserva Inicial: 28 mMs$
Reclamacién Media: 4.8 Ms
Incremento mensuzal de la Reserva por concepto de Primas: 1,100 M$
Namero Promedio de Reclamaciones Mensuales: 53.67

Suponiendo que el tiempo entre cada reclamacién se distribuys
exponencialmente con par@metro a entonces la esperanza de estas estd

dada por
a=(4.8)"".
Tomando en cuenta que nuestra aproximacin inicial al factor de ajuste
debe ser menor que a tomamos
re=.8a=1/6,

y, llevando a cabo el proceso {(22) tenemos con una aproximacién de 107
un proceso convergente al coeficiente de ajuste deseado desde la décima
iteracién; estos resultados se pueden observar en la siguiente tabla:



ol
]
o
)

n n Le
0 « 1666667 0, 30 + 0000001
1 -1607390 .0058677 . 867
2 + 1599255 40141039 .006999
E 1596669 . 0315804 . 492
4 + 1595848 + 163201 . 736
< 1595583 +0616094 . 863
+ 1595496 .024108 007931
1595468 .012550: . 9691
. 1595459 005764 .0079852
. 1595456 . 000239, .008000:
! . 1535455 005580
1 . 1595455 .013638 .
1 . 1595455 .030320 .0080
1 » 1595455 .llgl44 .0080128
1 . 1995455 . 065643 .0080 2
] + 1595455 . 024870 .008013
1 . 1595455 .0129150 .008013
1 + 1595455 0060223 ,008013'
1 . 1595455 0004780 .008014
1 « 1595455 .0052877 .00 4
20 « 1595455 012187 .00B0140
21 + 1595455 029135 .00 40
22 595455 .122702 .0080140
23 595455 .070219 .00 40
24 595455 025668 .0080140
25 595455 .013287 ,00 40

Las dos Gllimas colunnas presentan la aplicacin de los procesos ¢(t)
dado por (23) y ®{t) definido por la expresién (24). Aqui podemos
observar que el proceso 3(t) obtenido por el hecho de conmocer de
antemano la distribucién del monto de reclamaciones, puede ser
utilizado para mostrar la convergencia de (22); en este caso se escogid
una 5:0.84 para asegurar su convergericia. Asf, con el valor del
coeficiente de ajuste ya encontrado con un valor de 0.15954545
podemos calcular el nivel de reservas inicial minimo para diferentes
niveles de probabilidad de ruina, esto es:

Probabilidad
x (M3$) de Ruina (%)

18,77 05
14743 10
11389 15
i0j08 20
58 25
254 30
358 35
14 40
Hili 45
134 50
174 55
320 60
370 65
323 70
380: 75
333 80
101 8s
66 30

32 35
100

tz6



En particular, como esta compania tiene una reserva inicial de 28mM$
su probabilided de ruina es

v = y(28) < e-Rx - 9—0.15954545(28)

< 1.15%.
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ALGUNAS CONSIDERACIONES FINALES

A lo largo de esta tesis hemos visto como el AnAlisis Funcional nos
proporciona gran economfa de pensamiento y una sblida estructura
organizada para atacar diversos problemas. Esto no resulta
particularmente sorprendente si se considera que esta disciplina
conjunta importantes conceptos del anAlisis matemético, del 4lgebra
lineal y de la geometrfa; sin embargo, deberfa observarse que la gran
aplicabilidad del anblisis funcional parece derivarse no sblo de que este
se origina en la abstraccibn de ciertas ideas, sino que se ha desarrollado
en gran parte alrededor de conceptos evidentemente geométricos. Es de
esta manera como el anflisis funcional, adem4s de haberse corwertido
en una poderosa herramienta del anflisis moderno, ofrece métodos
generales realmente aplicables en diferentes espacios.

Entre las principales temas del anAlisis matemtico que hemos
estudiado desde el punto de vista del anélisis funcional se
encuentran los relativos a conceptos como los de l{mites, continuidad,
convergencia, diferenciacién e 1ntegracién, estudiados en esta tesis en
formas generalizadas. Con base en ellos, hemos analizado la extensibn
del método de Newton-Raphson para encontrar aproximaciones a la
solucibn de ecuaciones en diferentes espacios. De hecho, en los
primeros capftulos se ha buscado un equilibrio entre el desarrollo de
diferentes conceptos del anflisis funcional y los tbpicos pertirentes al
estudio del método de N-R generalizado, examinindose este
posteriormente con bastante detalle.

Ahora bien, como se vié en el Gltimo capftulo, también hemos
encontrado grandes dificultades al aplicar la generalizacifn del método
a problemas précticos de diversos campos. Entre estas, las siguientes
son de particular importancia:

1) Cuando nos encontramos con ecuacicnes aparentemente insolubles por
métodos tradicionales para las que la utilizacibn del método
generalizado de N-R podrfa parecer como conveniente, nos enfrentamos
con problemas diffciles de resolver tales como el de la obtencién del
operador diferencial y, peor aln, el de determinar su operador inverso.

2) Afn resolviendo las dificultades mencionadas en el punto anterior, al
tratar de encontrar la funcibn de Kantorovich de validacibn de
convergencia, las expresiones pueden volverse demasiado complejas



para ser tratadas analfticamente.

No obstante, dado que las ideas del anélisis funcional son muy
prometedoras y que ya han dadoe lugar a esquemas para resolver
numéricamente problemas complejos, no parece aventurado el afirmar
que el subsecuente desarrollo de esta disciplina tendré cada vez mayor
impacto en el anlisis numérico. Es muy posible, dada la importacia
del método de N-R para proporcionar soluciones de ecuaciones dadas,
ue futuros resultadcs en angloisis funcional se dirijan a resolver las
ificultades arriba mencionadas.

i



APENDICE

EL. TEOREMA DE KANTOROVICH PARA EL. METODO DE
NEWTON .

Si tenemos un sistema de ecuaciones de la forma F(x)=0, donde F
es en general un mapeo de un espacio de Banach X a otro espacio de
Banach Y, el operador diferencial de Fréchet F’(xp) donde x,€X es el
mapeo lineal de X en Y definido por la relacibn

) |F o+ Ax)-F (x0) -F {x0) (Ax) | |
iim =0
| 18x] 120 [1ax]]

En lo que sigue se supondra que F esta definido y tiene un diferencial de
Frichet en cada punto de un conjunto convexo abierto DCX.

Ap.1) Teorema de Kantorovich. Suponga que [F*(x,}]™! existe para alguna
xoEDy y que

() HIF (o] ] < B,

(1) HIF (o)) F ) | =

(i) [1F 00 - Py ]| € Kf|x - y|l, para todo x , y en Dy,
con h=BKns4.

Sea

Qo= {x| |lxx]|St*}, donde ¢* =

1-(1-2h)?
[ (- x )) ]Tb
y suponga que Q,CDo. Entonces la sucesidn definida por la iteracién de

Newton
Xyt =% " [F’(xk)]"F(xk)

se mantiene en 2, y converge a un punto x*€2, que satisface F(x*)=0.
Ademds,



0wy
b -l - (AP 0,12,

Demostracibn. Sean

pO=g--ten, s=e- By 0 =)
y sea t;=0. Entonces p(t)+p’ (1) [s(t)-]=0, claramente, para k21,
bt = - PP ITRE) = - [p e )] [P(tk)'P(t[(_'])°P’(tk-])(ck'tk-j)]ﬂ

g DT ) gty
= () o

reordenando, tenemos

h_Gctr”

“rt TS T TR RE) (1

Por el teorema de valor medio tenemos que [|F(x)-FIy)-F'(y)(e-p ]S
K/2])x-y|}? para todo x y y en D,. Si x esté en el interior de .,
entonces | |x-x| | {t*<S(BK}™!, vy asf '

HEP R - Plxod || < Kl xx] | KE® < B

ademé&s, por el teorema de Banach, [F?(x}]™! existe con

HIF eI Smﬁg—_—x‘;ﬂ—-

Si anfadimos que N()=x-F*(x}]"'F(x) esti en el interior de Q., entonces
Fl)+F (x) (N(x)-»)=0, y

JININGO-NGO T = [ HFINGIFINGY) |

< BUFING) - F) - FPRONG) - %]
1 - BK]lx, - N(O ]

hlgx - Nix) |12
< 21n - h||xe - N{x} : 2)




Claramente s’(t)>0 para 0<t{t*, as{ ¢, -, . —rt*. Ahora si X existe y
[, g |Stn-tn_ 4 para n<k, como es Verdad para k=1, entonces

| |xk‘xol |Stk'to<£‘»

asf x, estd en el interior de Q.. Evaluando (2) en x=x, 4 y usando (1),
tenemos | |x 17X j 1<t +17t para todo k. Esto” permite que
lx,, -x HSJ‘—t pa’ﬁ‘a k ﬁm, enteros positivos arbitrarios. Aquf, {x,}

k+m Tk Uk : . k
es tna sucesibn'de Cauchy y debe entonces converger a x*€Q, con
||x’-xk| |St‘-tk. Que F(x*)=0 se da debido a la continuidad de F y F* en
x*. i

Multiplicando (1) por h vemos que si ht -ht, ;v ht) (como funciones de
h) se incrementan con h, como es verdad para k=1, ‘entonces htk + ]-htk y
mas almn, htk + Se incrementa con h. Cuando h=}

nehty =n/2%,
as{ ! /‘(rrhtk)SZk/n. Tenemos ahora
h{t* - tk)z h

" _ A kel
Pt = 2Ry S TR R

De esta manera,

k+1 k
2 2
n la(h)] . n [a{h)]
t* - tk+1 < h ;IE-I-)I siempre y cuando. t* - tk < h a(zlz .

~ de este modo t‘-t0=(q/H)(]-(]-2h)£), por' lo que cx(h)=l—(l-2h)é
0

proporciona el error estimado bptimo para el métndo.

Ap.2) Teorema de Kantoruvich para el método de Newton modificado.

Bajo las mismas condiciones del teorema anterior pero con h<3
entonces la iteracién X =X [P ] F [xk) estd definida para toda k,
para cualquier XOEQt"‘& Converge a una raiz x’EQt,. M3s adn, F{x)=0
tiene una rafz Gnica en e Ademas

lxex' || S 2070011200y k=1, 2,



Deimostraclon Sea M{xj=x~[F"(xp)] 'F(x) entonces M’(X) IF ’(Xo)] IF ’(X),
as

M) M(xo)ll_!

- “ 13 6K | [x-xo] | (x-xo) |

I3 1P 6] bt} s “

3 [F' ()" '[F’(xo)-F’(xo+c(x-xon1(x-xo)dc ”

"'—BKnx-on’fotdt BKIIx-xollz/Z

N
[N

Si [ ]x-x| [St* entonces | M) M(xo)”SBKt‘ /2=ht* /ZrI pero ht‘ /Zr)-
t*+n=0 por lo que .

[ IMB-MO) || S e+, el 1585 777 (3)

Ahora [ |M(xg)-xo| [=]|{F>(x0)]*F (xo)]usg,b ts‘.v.:rvando a esto la expresién
o obtenémos

(3) y usando la desigualdad del tridngu
| | 1Mod-xa] [52° 5 {1l |27,

De aquf que M mapea a Q,+ en sf mismo. Mas a(m, si x,y€Q * sabemoc
que
Mod-Miy = || 1§ M’(x+t(y—x))(y~x)dt ”

< Bke| |y« | .

= (/K [y] =020 x|
puesto que t*=(h/n[1-(1- Zh)é] Ademés, [1-(1- 2h)£]<l por'lo qus M-es
una contracci6n en $,. y, comenzando en cualquier punto de Q. las

roximaciones sucesivas [xk}(k-! 2,...) convergen a una soluciéri x* de

I'ij) =0 (nica en Qt" y S e

[l | 20/ =203 =200
donde |[x*-x|[S2t*. S o
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