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deben tipos dt 1 O~J qu1? 

requie1·r:.1 r1 u11 c.CJ11ocimir!nlo de 111r.\tPf;1:\Ljc1~'=-· m:.i.!_·, vvzi.nz.c.do qt1e C"l 

·1mpur~:.ido en los cur·sos de b,ichil lPl"~~tD 1 y lus que? rH:!ccsilLln 

c· l r~mcn tc.1. l L'.S, que 

turlos jos estudii:llltc:s que pt pi,~·11rtt-::.,.n pc·\1'tic-ipD.r en 12. 

al in1pi.:i.tl3. 

E~·.tos IJ 1
) pr-oblem~\~:;. rtu p~·:?t:~?1·1d1:?;\ di..1.t" al 1 C'C to1· un<:1 

e::posíción or·denada ni pr·.1· i:em:.:;, yc:i. :pte E·ntt"P un prciblpmu y 

otro rHJ huy rclüción. Sc:1 simplcmc;·1tQ Uflt). colec:ci6n _que 

pc.,.-·o poi- <"Upuesto 

t"lUE~slro gu!·,to y c.:1.pi:,cidaci '.:..r-:.1~~-.t.,n.::1~1ri-~ h;q¡ in·fluido 

algunos t.crn¿\~> quedc:n rntts r"'L:f.!l"'PSE:nt.u·:í;..:;, r:ut-: Dt:rc~; .. 

lorJus Jos pt'DlJ}t.1 mC\S E~Orl Dt'J si~lC:}QS. Tollo:; el los 

que 

quC' 

sido Ín\'l?ntLlc!C\~;~ por ílll D flltl' ~1 F-"t"'o·f1.--.:;01" n1 r::.i~ndr'O 

MP)lc\ quien dirlr;,io Pstc~ t.rabi1Jo .. 

J.llanes 

en las 



t11:_,.;:ico r::n 

fol !r.:tos cli:: 

sido 

01 j mp i ,3:::J ilS Me:: i cana e; 

de f'1¿1tcm¿itica:~ y f'.. prupu1.::i:.;-'Lu esl:os problemas C:l tl~ch::> r:omitc .. 



Pi~fGu'NT AS 

1) SuponrjHrnoC:.-:. qtH? la ú 1 é; i mi\ r: i í ri\ dr.~ l número 3n + 'lm c~s '.2, 

Probar que nntonces 

últin1a cifra de 8n -~ 4~ es t~11¡tJi~n 2. 

2) DemostrAr la sjciuie?nte dc~~igualdéltl: 
3 t r1 

1 + n-' + y 3 + 1'--~T''+ -1 ,1¡¡·~ ~ 11 + -(:;!' ( _,, 2 -, !l ) 

3) Sean p y q dos puntos L?n el in tc:r' 1 ur· 

que p )' q r.:iS".t:ón (~11 r.P V .tic t·c:-.;pc:-ctivct<HC-'111.t~ y Í) C'o.~i-,~. :Jn l;. 

e i f'CLtnf f?l"'CflC i. il. l!i!~~cu:~jr .P<~:riJ quó casos es posiblr• lci 

t:onstruccic..''.'ln. 

4) rrolJal" qur:· si t; E'5 :•'1 r:11t:r.ro r~ntre 1 y 9, c;1·,;;:.r.cr.-:::, 

c:,10 + a, r.t:._~ .. 

2 
,) 20 

r-voc<i>s 

(jl.)r ,¡ + r J 



1'1) i:t~Jcul.:tr !i~ c1111t:irL·!d de numeras €r1l'~1-os mu:,·or·es a 

iouales que cc;-o y n:c~1ores QL\~ 1 000 OClO r¡.1~ tienen entt·c 

sus di~itos al ~12ncs dos unc1s consacL1tivos. 

15) C.::dculi11· l.:\ sumu tle b~tlus los números que constan de 9 

ci ft'us, tndas el I as di f .:"··=Jntps entt'e si y di teri:;ntes de 

coro. 

16> Dc2rnnst1·ar' qc1 E:- si X, Y 1 { y l1J son números reales ¡..- 1 0~.i ti vos 

y X+ Y= 1, Z + W = 1, entonc!?s 

xª ~- vª + z3 
+ ~13 > i 12 " xª + vª + zª + w~ >:Y + Zl~ 

17) Enl;t2P los nl!Plt?rcn_-; del 10 t~l 1000, encontr:::lr ;:inco 

2 conjuntos entre ih y (-\~, no 1:ienC:.'11 t?lE·n.r~ntos e;: comu~•l, 

tales que lv. sum~\ de los c·,.8i11[:•r1tos cJci (h c-=s j~¡u.~·1 i·', 1.a 

suma dE~ los elt2mr~ntr:.:-l de~ nj pi]!"'t:l tocia i. y toclu j .. 

difer·entes tomtJd.:\s c:ri el conjt•.nto {1,~, ...... ,9J .. 

i;!los son divisiblr~:;; IK·f' 9? 

4 



1 X + y :5 1000 

1 X y ~ o 

31 X y !': o 

o, 1,2,3,ll, .. ' .... .. 

¿cuál lue l:;'.i úJlitoo núme?ru qur::i se es:.cr .. ibi6? 

21 ) Ditdo el t I' i .'i.ngu lo L>l)BC, SE.>r;\ll '/ H los punto:; de 

las bisectricec::; y li::-1•"; 

rG~pl'1rtlvarru::·nte. Demostrar CJUL? si un vórtirc~ y los puntos 

con cu?.tro rec.tárigulos diíerc•ntes, eni.t·e si .. ~·;in qt..:f2 1mp_orte 

R~, na, R•l se cuenta sóln una vez, el 



5) 

al ,,un(l-\/2icc·.;(A/2l + c;en(D/2lcos<D/2) = 

b) LLlS íl 1 s~ri A co\,(C.1 ~) =CDS D + SUfl 13 cot<C/2) 

n n-1 
i).1 1~ + an-iX + + ªº = () 

tal que su 91 ... :J.! it.ü e\,; ;.1 oje Y. 

entonces p
2 

7) Set\ un pull{jono rt~qular' den Jac!u~; 1lc lü!HJ11.¡tcJ ,' 1 :·or 

n par, y vérti cus f\i, (.\¡-., (t1"J ••• An. Tt"'t\CCOlCJ'.:> r-::· e ~11:11::::1 t O'::· 

(\JA,,;, , .... , y ta111bi" .. n l o~· 

segmentos S(-:l 

8) 

pro,Juc tu clc~ dunrls: 



9l Supon~1 ,-\mus c 1 tt~ un tlr:~~ágo¡'º tiene como 

vt·1·\:i.ct>s 1\1, r.z, • , . , ·1\6. Sea l-11 íd punto medio de Atfiz. 

Lle ..... , Tri:\cemos Jos 

H 

al hc:<ágono pC'flUCflo qt.1E' se fnrr11a en el inte1·io1·. Demostrar 

que el área de-? l( r:!::-1 un l1 ... e::cE·C:\"/D de) t112::á9onu 

or11.:ti11;::i.l. 

10) Si en un !:ri.'ingulo recUtrn;¡uio, sus lados a,b y e 

2s divisible por 30. 

11) un 

he~:fJgona H convc.~:o. SuµOí1;;J3mo~; qttt;"'?- 1ns lt1.dos opuestos dl"? H 

tiene la mi t2'd de .,'i.r·(:;'a c.~•'! H .. 

de b?1,nt..\S que~ L~!..'.)t/.tn t~11 pr·\:_'•;:;r•:~·i 1.:-)n geumii·tricu con rrlz6n 

12n terci, es me?nor o i t;-1:.J.u l qt 1 1~ n .. 

(n- llj(n
7

+hl y <n 



equi!Alero y de lado uno. 

25) el 1°culo 

ri.1··c.q rn:.Jr: 

De enes t r¿i,r que de:1! 

26> Se;;\ F: <1, :?" :", .... , 10[·-··1 J ~--··+ ro., J, 2, ..... , 10º--1} 

un.:i funci<'·n tal q:.u~ f''-'"'-' todo n, F(1·1-; r·cn)) 

tfe }¿\S c:ifri:\S den) ¡. {lu. s:.tn:-:1 de lt:lS cifl'C.i~~ tlc~ r(r1)i = 

'>'(F (F(1u'.1111c1·CJ ti·• J:.t'' i:i frc1:; ti.:: ;1l)). [11cc:rii.r;·,,, ¡-;!'il.J'7l. 



27l Sea P<XI un pclinomio de coeficiente? racionales, 

qut-! P (m) es ur1 L"?ntr:~r·o parr:i cualquier -entc'"t o m .. 

Demo'=ilrt1r c¡up l.l;--:ist~ un entero q qus> para tod.·.J 

~nlet"o s P<qs> sjc!mprE:' doja 2.1 mismo re::.to, al d i v i d i 1' l u 

pm· q. 

28) Sea P<X> un poijnomjo d~ cneficieni.:c~:1 e11tr:ru·· ... Sea '" 

enter·os ni, nz, .... ,n2r difc:?rc~rite~-~ entre sj t.~le~1 qu~::~ P<nd 

mpora toda l, entone'~~' r\s) no pu(~du ser igual a <rn :!. l)~ 

<m ± 21, 

29) Dcmostrilr· quP ln di·fe1"t=ncjc:-\ dt':: }oiz¡ núme?1 .. os 

1 l 1 ........... i 22:2 .... ....... 2 
.7. r- <.. \. f 1·<10 r - e L ! r o:.i 

donde 1· es un ent"-rC', e:;o. un r:.u<tu1·atlo perfec\:cJ. 

30) 

X;:>, Yp y Zp a loe.; latlo?; E'C, ()C y AD rt>.spr~cl;ivcimc:cnlr.:. En qur-2 

nümeor·o de ;_: i t f"'i:: ~-, 

7 



que ¿, 1 JHC!nns tra~.,; de· sus e i 'fras S:·C..'tHl e i neo. 

32) C011side1'e uri cuad1'i:Ufo f\DCD, seu O 0,11 iounto cualqL1iera 

en su interior· .. SupangLunos que la=-1 dist:anr.:ia~1 tJe O a lo~ 

vértict.,s f;cn: O() ~ a, OD ~ b, OC = e y ílD "' d. 

un 

un pun ~n P en el 

brea del cuadrado nscu ~1t.• 

triángulo cu.:ilqui1?r,,. F'rob:;i· quo no 

interior dr'l t·1-i.'trioulo LAPC t,d que 

J .:t5 re~ l'ns que~ pu san par~ P di vi dr.·n 

e;-<iste 

todus 

dos 

l ,2'J3,. s., 32, ¡J:i,fi11imos Ai. i.gu;:\l al 

prc>ducto d[? lr.~-:; mlI!tiplos po~:.itivo5 dP l:, mE.li<CJt"'t:s o 

fJ!l'' mil. ;ic1.1:.tl es el mál:imo cornún divisor dr: 

(~"-1, .... ~ (b~~?. 

iguales 

Ai, A2, 

Dr~ Jns n1_!1í1f?t"OS enteros antre 1 y 1989, encur·n t::-·r~ una 

p1"'vl.Jrf:.!C:-·1l.~11 ari tmótica, con 50 términus rJp 1 r_:i~- c:u.:-ile~~ 13 sean 

;" .. oductn el,·! cuatro primorJ rli fcr"t•nt.c::..; .. 

8 



e 

~Cuántos caminos hny je A ~ B pasando por C? IUn camino no 

puede pasar m:.,_s de ur11 ve;: r:>nr un nii~,mo punto). 

371 En la siguientP figura; 

o 

::.cu:'intos c¡;1minos hay pc:tra ir· rlr:.•l punl:o O al p1.1r·.L:; f't?. Un 

camino pllf?Lit? r:;c~aul¡-- ltrli-\ c-Jir·c~c:c:ión l ute1~¿1l, pc:::"o no pur~rle 

9 



38) Sean P y q tlos< puntos fi .ios en un plan:J. Cu.11 C>s el 

lugcir geom,'tri 1:8 el~ J n~. pt1ntC>s A taJpc; que ;>::isten ot1-os dos 

puntos D y C cor1 l~s p1·0~1iedadcs de que el t1·ián~1ulo ~ABC es 

equilátero, el µunto P est~ en el segmento ílD y el 

está en el SQ9!11r!r1tu DC?. 

39) Dado ri, un r1úmPr·o entPl'D mayor' o igual 

definimo~; F'(n) igual al p1·oclucto dP fas cí fras r.Jp n 

n es de una sol a r: 1 -¡:, .. ;; P <n) r::1s i guul a n). 

rnmtn w 

a) Probut' que si n es u,, núme1·0 del conjunto {:', L 2, ... , 

100 (l(H) 01)(1}, er1tur1cc;,; F í;:·(?(F'(P(ri>)))) t;s UJ1 11ún.u·u t'<.c "'''·' 

e i f rt1. 

b) Parc1 qu.-;. nú,1121""\.) l del conjuÍlto {0,1, ..... ,9) e:::.:.:.·cr:'n m,:,s 

n's en {0,1,2, •.• ,10(' (H)O 0(10} tules que P<PCP<l'!PCnl)l)) ~~ 

e> Contestar Io mismo qLhJ en b) pero tiici~:ndc' 1,--·.?nO'.~ n's 

e11 luga1~ de n1ás n'~ 

'10) Encontrt:lr !"'l mcino1 núr.1i.::T'C'I entr?ro m, con li\ c.:.d·c:<cter_! st:ic:::1 

de que al pl·\5ctl'"' su~:; do~~ últimt:\S cifr'LIS al 

multiplicarlo pc11~ die~~ obtv11e1r1os 2r11. 

10 
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1) Pruebe que si 3n + 4m a 2 modllOl, entonces 3n dQbe 

~·t:?r ll'l nüm!ºl'O par y Pstn implica q·H? n tambicn lo cs. 

2) que 

(1 + )~}n )· 11, pur t:anto (~ + y'-·27iJ) > ·~ .. 
Demuestre que 2\Y-F1-' ~ -(-;·,-r-, ) ., e~; igui:.ll a 

2 
··--·------------, y C:C·1t .. 1 

( -y'(l' ~ y--¡-¡-::-¡' ) 

> 
<-Yn+ -~ 

2~) Construya tri.5..ngul.):~ cqu.;,1,;tt~ror:-. tal2s qur2 pq, rzea 

Llf1 lada de los triá1·~ulos, los círculos 

l!) <~-...t:1:.:.) 2 + .... + (ai1a ...... : ..... ,1r\C\}
2 

t -vocut. 

·fi.lctc.wi::01' cu Len i onc1rJ 0;;: 

+ ci 
2 

• (111 ......... 111 ) 7. 

( 1 l ·· ............ 11 ) 2 = ( 1 + 1 o + l.(") + + lQ<) ....... 1)1))2. 

11 



5) 

al De () + El + C "' n, se tiene que 

CDS (C/2) = SC:ll ((\/2 + l</2) 

y posterior11c11te ~LtstilLtya_e11 

b) 

sen ('¡ + sen 11 
~-~en-e-·--·--· 

bi 

SE.1n A + ~~n U 
-s·ánt:---
"~"n (\ + SC?í\ [l ---s[m -1:--

,, + b 
c· 

tó1·minos de las potencias de (:: - ml y r=v0lu"-r .•: 

obter.,-!I"- qde (p - mql l<ioq''. 

lo11(JiLuU 

el 

f (xJ en 

interv<.110 

( ·(-¡;¡-'' I~ l M de lo forma a donde d es 

12 

un 



.·Jf 

9) El .:apo!:emi:l- i:ldl tú?;:ágono H e:?¡; J;¡ ¡:wcyt·:-:cL)n clnl ci:•ntro 

O sobrn l.:i iliput1:nu!;a cJRl triángulo rec-t::';nc¡t.llu ,~r11D!U ... 

l (1) Para vE!r que uno __ c:Ie l_os tr·es núrne~·os 1?S rr.CI l t ip 1 o :ie 

2 ;m, mp y rRfl 

donde m pe; r!l Pnterci mas gr·ande que mPnD1' n Ítjual que n/p
2

• 

13J que n 7 = ((n - 11 + 

\in -- 1> + 1l ". 

'I 
l) ' y des(.lrrcJl.lar 

141 C,::.'!.CUle':' los númcr·as de i\ lo m.fl~_; 6 CÍ 'ff't1~ que MO ti~nen 

y fac:~arí2.:1.r X'( 

17. 



l8l Use el hecllo dr~ quP- LH1 número es ctiv!:~illlP po~· nueve 

si v ~6lo ;¡j J.a 5uma dEJ sus cifras es divisillle por nt1eve. 

19) Ci1lculrc le:;; soluciones que hily par" l;:::,,, ''i ,;tr~.nas: 

y - 3Y y ::; X 
y :;; 1( JO - X y :; 1('<)0 X 

con X \' y ::: o con X ,, '( > ~) 
J 

20) Cuc:itC? cuanto::; unos se nec:esi tan cuanrJn se hac..nn las 

:;iguic:r.tes nur11uraciones: 

A) 0,1,::', ... ,9 

e:> 0 1 1, .. .:, ... ,c;.~9, etc. 

Nótt:!s~ que ¡:~ra hucr~r cualquiera de es~Js numc.:-r·ut:iünes 5e 

or..:upa la misma Cüntidad de unas qur? efe dos, trt?s, cuatr~o, e:-'?tc:. 

t~b 1 r.?t"'CJ 

ut.i1t' rec'c.\rll:JU!os de al tut'il B. 

14 



2::'..) flll!."que triáng11los semejill1tes que e".tán en proprn-cion 2 

il t 

24) Sean a, b y e los lados del t:-L'.-~1:;¡ulo LABC. Anal ice 

los c:risos cuando m =·: 2, m == ::-., m ~ 1, cte .. y en ct=.1dt~ uno sa 

obtiene una Ja relación del tipo: donde 

1'1 7 .t y s son enter·os,. l 2: J., s ~O, ~..., ~ l. 

dt=notemos por 

261 Pruebe los siguient~s h1·c~o~• 

al r S FIFlrl) para tc~a r 0 {1,2, ..• ,8} 

bl si Fin> O y n tione 

. e 1 Si FCnl O, en l:oncr_.r:; n e:· . .:-jt-' 1 il ~arma n ~ 99 ......... 99 
r-ci.frnG 

C:l Calcular- F(ll, Fl21, ... ,Fl7\ 

271 Tóme u11 c:mtero q qL:;:, ne• n:i,·id.:1 al producto de los 

tJonomin¿:dor·e:::; de lus r:oeficic:nt2~-... 

28> Considci-c que P<>:) -· rri ti~nr: cc~rnu r'r'llC:t~s ct n1, 112, ..... ,n2r 



y busque los valo1·1?s mir1imos de 105 Tactd1'cs (i; - nll para--

'l ~ 1'J2, ••. , 21' 

29) tlóto quo 

111 ........... 1 ~;~2··········2 l 11··· ··! (l(l ......... (•(1(1 11 1 ... ······ 1 ------ - ------
2r-..:;~fros r-ci.frc.ts 

- - . r---- ··- ·-
1 ··et f ro~ r - e i. ( 1 ·.tr.-. r - el f r· ª"' 

E>:prese el 

bt:PA, hAPB. Compare altura 

del tri.ingulo 1.ADC con 1 a surn:o1 :::!r: .la.:-. 3 ¿iltu1·ac> ele los 

31) Calcule cualc>s son el Vi3.>'Jr '·"'~:111:0 y 1;l V¿\lor 1111nimo que 

32) H~c:t.lit:e las siguir~n\..:~:-·. con::·tr·ucc~G1H:~; au::ili~u·cs: 

sobrr~ 

l~do 

:nr1 AB, oblrniE·ndo .:1sl 

el t;t·i~.ngulo /\ABX1, tJonch::i el t:il1ljlll1.1 X11':'.B e 1.~ i<JUdl al 

DAD. Do i \]Lle\ l ·t Dl'íllil cor1'. \.1 -u~::o ic:;ue.1 al 

al 



ángulo OCB ioual al ~ngulo X3CO y finalment2 uno igual al 

mencion;Jdas, P tif!nr~ que- sL~r-- el 

3'1) Nóte>se que: 

<3 oJ > • e; .. 2J • (3 .31 .................. <3 ·33:.'-> 

útil. 

17 



rnLu~s t ran en 1 é\ -_-f :i gu~··ü. 

Nóte que p ar.:1 11 egar i:1 C no se de:: be p< .sar por Oz y D::> 

ya que el caminu de• C o; B pac.ar1a por un punto por el C]UQ ya 

se paso ant~s. r:ntonces SI~ t:!L·ne que llega1· a e por D;·.. P01" 

t<:mto pr'imr!r'o hciy r:¡ue ccmt<tr' los caminos que hay de A a d7 

en tr·iángulo 61'\D11l7 B 

37) Pruebe qu8 l:!l núr1H:?t o f~F-! caminos quci er1 o 

acaban en At o er1 A2 ES igual a 2·02, usarido esto, 

que el númer·o de camj nos que emp iez<>n en O y aci'\han en 

alguno de los BL's es igual a < vc:r' f i gur·a l 

38) 

scunbrcada en li\ si1.:.:t:ioni.:r~ fjC)tt1•u: 

18 



39) {O, 1,2, ••. , 1oºJ. 

Prul1ar' que 1 viene efe m~¡1os~ n 1s y C, \!ier1~ de cnas n's. para 

el ce1 ·o bcJs tu co1i l:c\I""' c-u.-.. 1~ t;ot: númt.:_•f 'rJS en co, 1, 2, ..• , 1oºJ 

tiE.:i1P:-1 al nH:>nos un cero. 

40} Los númer·o~3 que cumpJt~!n con ci:U"21c terl ~:ti cas 

indicadas deben tener al nú!HGl"'t..:. O o S r.n su úl tirna c:i ira .. 

per;úl tima ci f1·a es el 1, entonces la antepenúltima cifra 

tiSlne que sr::ir el 2. 

!9 



J.) Ya que el n•:imet'o ;:-.n + IJin tienP- como (:l\;irna cifra a:C 

2, f~ntoncL?s 

3n + 'lm '·" 2 (rnod 10J (1) 

L~t~ i1nplicn quG 3r1 -t· ~111 es un núr11ero prlr, 

~~ ent-ont·Q:-; :~., l·il?íi{J que SQP f)t'Jr t,3mbi6n .. {;¿Jn to n r.?S 

f:1~·11;_ip1 o de~ ~, r.in toncp~_; 

51! ~-:; O (mnd 10) ........... ~·---·---.. ----·-- <2) 

[;pm1:1ndu ( 1 J y (2) olli:rnr:>rnns: 

;'in ·t- ;:.,·, ·•- .1m ::: 2 <rnrnl 10), rJo aqu1 qt.w (1!1 -L 'im _ 2 <mad 10) 

1 + (n(n 1l /2) (2/n) ~~ n 

{ l. ·l· -/--·:t7rl . ) 11 > n 

" es tL1 imp J i ,. ,_, qur: 1 + -IT!n > -lfl 

n 
1 < 1 + ,.. ·x· yT' < 1 .¡. -nn.-· , ... , 
,, 

~: 

20 



Surnando: 
:-i tl 

1 + ..¡-:z--' -1 {3' -1 ••• '1- .¡-¡:¡· < n + I 2~ ( + 11-I 2 '1· 

+ 11r-,1··· (•> 

N6t1?se quo 

2 ( ..¡--¡¡ - -rñ=T, ) \ -y--¡;-"' • {í-;-=-1--· 

( rñ-' + -1·-¡¡::y 

< 

tenemos 2 > -~"----- -----

entonces 

2-ln~ 

Por tanto pa1~a los númer~os 1,2,3, .•. ,n tenemos lo S)guiente 

1 < 2, ;>, 11~ < 2(3' 

Sumundo obtC!nemos: 

(Ji) implica entonces quo: 
3 n 

1 + -rI' + ~ + • . • + -r;-1~ -": n + .y:z~ ( 2 rn-· ) 

3) Construyamos pw1tos R y R' tales que 6PQR y ~FQR' sE~n 

equiláteros y R ""R'. 

Be<rn ~y to' los c.irculDs circunsc1-itos a lo;.; \:1·]~1ngu1·.z, 

l irl 

Ci1-cun·fEl'l2flCia inicia] r:n Ulll1 O dos pun\.o,; 1 el p1•oíJlema 

21 



--· 
él) 

Pro 1 ong;:rndo 

c:on igual Jadoc;. MP y MO cu11sl1·uimu~. el 

trittn~¡ulo equi l.'.d.et·o. De ioual forma. SE:.' ob t j t~r.r.l el 

tri~ngulo usando los lados NP y NQ. 

b) Si b' corta Pq un punto a lit circunferencia in°fC)i-11, la 

el Si H no cor·Lt:t i\ lil cirr.unfPl'Pi1cia inicj,:11~ en (:rJ11·~es 

Ct.lll t:'sf:? hc::1.t:.E· L~n ru?.5.lis:i:.:-~ semc~.i;·.Hlll~ 

4) La SlllrliJ 

(a)z + 2 
(<'laal + ••• + (aaa·········i.'\aa>

2 

t.\ 
2 

+ é\ z ,, ( 11 ) 
2 + a 2 

º { 1 11 ) 2 + .. ,. ~ + i:\ 
2 

.. ( 111 .. ····-- 111 ) 2 

i ac tu,.. i ::AritJn 
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.:/ [ 1 + ( 1 + 1 (1) 7. -1 ( 1-r1 (H ~-1)Q) :< ·t- .... -f· ( 1+101-100+ •• +100--- -00) z] 

a91-upando 

2 J U - [1-?[l 1·2 'l )"'z 2 ·--j !(2L +11·,r-.t]-> • ~--.:! u +u;-, '- J ~- • • +(!0) J-::-:0[1+10+ J..... - t 
( 10- j) 

S_Umi.lrtdü 1 c1S pot.cnc j ¿,~. Clfl 1 t)~ y 10: 

a .2 iü - 1 - 2 ( [ "1 
<"i-o=-1-, 2 - iu ------:;-----1 

i o - ~ . 

sinipl_ií·icando ot.Jt.,,ncmo:~ fl11.:tlmentc1 l,:i sunH1:· 

2 
i:l 

5) 

[ 

2_ 
_ 10 ( l._ 2r l ) --- o -- --
' !,.l~) 

20 

CI) Cp1110 ('\ + [<,"'--re ··- e,. t 0 ntonces.:· 

) + t' J: 

cps_(C/2) (cos((\/::Clcr.os([t/;'.) + So.211CA/~'),;pnW/'.2-') = 

s~n·(f.I/ 2.· +. [r/2) (cos (A/7) es·;.:; ( Et/2.) + t..: en (A/2) ~~·:.::::-· ( L:/2 J}. 

(sen(A/2)cosCA/:?>Js2n 2 (D/~J -1· 

0;en!A/21cosln/2l)cos7
(D/21 + 

(s_en <L•/ 2l cos ([</:: i) son 
2 

U'I/ :• 1 

(senlU/2lcoslU/2l)cos~ln/2l, 

f<ictr11-i;:::1nclo (''..L'" U\/2)co--;(()/2l) y (scn<B/'.::::1 - -y:(B/2l) 

(s1?11 ({\/2lcci-c U\/'.:~J) (sien" \L•/?)-•c:os
2 

(i:l/'.:l) 



( sr.•n ( [:/2) CDS ([1/2 >) (;;en 2 
(A/2) +e.os 2 

\A/2) ). 

s~nlA/2lcoslA/2) + senlB/2)cosCB/2). 

b) Por la ley de los senos tenemos 

snn () + sen B 
~Qn e 

a + b 
e 

·sun r1 + sen n 
--Sf?,J-·c----

senln/2 + A/2) + senlE/2 + D/2) 
-----· sen<f:TT~-:-L:; 2 i 

SP11(1!/2)cos({)/~~) + sc'n<D1::>cos(DI::~ ----·-·-----se¡·;Ta ::>c:a5Ti:72i ________ _ ( 1 ) 

del problC?l'.la a) tenenro~; r¡uP. 

s8n:A/21cosln/2l + senlB/2)coslB/2) 

senlA/2 + B/2J[cos(A/2)CGS(D/2) sE?r <A/2 J scen í B/2 J J 

LOs(C/2)[coslA/21cos(B/21 + snn1A/~J:en!B/2J 

sustituyendo Pn 111 

sen r~ + SF:n FI cos<rir~:r.os\!'/'..:'.: + :.0·2!1(f'l/2lf;<•n(B/21 
--s!?ñc---· 
cor:; {Al:? - B/2} 
----·-·· S2f1 ú:"71)----·--· ·-

D~ la igualdarl coslA/2 - n;~> 

t!én10>:nos qLte: 
cos IA/':'. -- b:'2J 
--SEirl<C 7'.T'::··· 

coslAJc.osllAiB)/21 

cns<A ({\-18) /2) -- 12) 

f)e '.Si\be que~ cos{({-)·1D)/~) :.-: r..os((1·-··[·.~,'-~ 1 ) 

SE'n ( IA+fl) /2J '·' SF!n; (r:·· el 1:-·· 
~-;r.:n CC/'.2~ 

coslC/2J 

Pot' tanto 

CDS {) + (sen {\) (cotC/::'J. 

Este pruPb« qui' (sen AJ lcotC/2) 

)' tiacien(fQ u11 an~lisis 

2·'! 



semejante ot.Jtt!flr)mos: 

CClS B + (sen 13) (cot c;::l. 

6) polinomio 

f ( :-:l desa1·ro 11 ado en té:·minoo> de 1 as rotC?nc i as de (::-m) 

-tenemos: 

sustituyendo 

n 

an rn - m) + éin-: rn 
simpl i ficunrJo: 

anCp-mq)n + an-1q(o-111q)n-t + .... + rHqn-t(p-mri> + 

factori=ando lµ-mql' 

(p-mq) ( ar. (p-mq) "-1+ .'.~n-;q (p-·mq) n-Z + • • • ~ n-1 
iHQ 

" Por tanto lp-mql dividP q 
2.M.J 

Tj:J:.r;;¿¡¡ 

o 

+ 

Como p y q son primos relativos, s~ sigue qu(~ p-ma )' 
,.., 

q 

son también pt·irnos r2l¿,t;ivns. Lo ¿\ntr.:r'j 01~ i:n¡_;J.1~:cJ que 

f <ml = ao es divisiblté po:· (p--mq). 

Si m = 1 en t;onr:Ps r.·-q d j v 1 de a f { :f ) ·¡' de: i 9un ~ fo1"HJ.-3. :; ¿_ 

m -1, tenc~mos qu<-' p + q divülc! i:l ·f(-U. 

Por tantD >'.p + ql <p ql divic.Je a f(l)fl--ll, 

consid¡~1·ando la sim,Hria c!e i(;-:), í(l)í(-1) 'º lfllll\ y 

implica ClLIC (fJ:• -- q 7
) e i virk~ a ( 1 ( 1J l -~. 

71 LL:1me1r.o•:; P1 a la int.121·s2c:ción de !hAr.-J. y 

pe:' ro 

cslo 



obt~·nerios Bz, denot[;.uos <1 F' c:orno td punto mr:d_ío _Ar.Az. 

/l., 

El ángulo A,,A1l\z den.,tudo por e vr..1 L' ri (n·<'> In, entonces 

dal triángulo ~nnn1D1 tenr!mos~ que el ángulo Ar.fJJA1 

(3 = 112(n-r¡(n-::'lln) == nin, el angulo l!1A1F' dc,not21clo por y 

Vcilf! '¡' == ll:?_(OI - 2(3) = 11.:frr(n-:~)/n ·- 2H/n) == 11/:2n(n-,1). 

I' = 

Por lu. ley d€! los SPnr.s r-::n e) t , .. i án~1 ul o Ll.Bif.\.tP, 

Bif'' 
sr.n 1· 

D1F 
e:-nfonr::·:c-. 1Jd"17 

SC'fl ( '.! .. (r~~~>J·-· 
2 íl 

2rsen [-'-'-en-~>)·-·----·------
7.r1 

(1) 

Como los tr-i:lf19ul os Af.\,f\2i-'11• \' t .... n1111f~., son ~>emejantc•s 

dos pe 5 ando ,. 
I' = (-\~('.: ·-··-···-----· ... ·-· ( ~~) 

.-.:!.1 



Como l CI proporción e~-1 \:rt> 

a
2
se1/ Í'.-'-(n-4>] 

a 2 entre ----:--.~.-----· 
sen

2 r~-(n--2>) 
2n 

desar1'ol l ando sen' (·:r -
:l 

Zr11 TI) !;;en ; - r; 
-2-l~~;r¡-J sen - ---

2 n 

) 

8) Supongamos r I" i HH?l"O que no es l1í; c:ulldr~do 

pe1-fecto. Sean tli,ó2, .•• ,cfr los divis;ore~,, de t1 ¡m 

intervalo ( 1,YN~) te11i:::mos _quG 

t = 1,2, 3, .... , r. Como ~:. < 1'-1-,-. t'Jl tonces .¡-¡y~ cL ( N 

tanto N 
~ < cr-r ,y CCJffiO N . :J 

i.ff 

cm el inter·valo ( ·/"N-· , N J. Adem:º"' obsorvl!mos qu¡; 

divisor de N tambi~1 

de la fo1-ma d N ,- rl _,..,-, . 
~r pues l ~ ~ < y N • ~sto 

tl1, c12 , ••• , dr, ~-¡:- , ••• , 

t·I 
a;· 

N 
cL 

para 

por 

f!S 

1 r.JS 

donde d1, ••• ,dr son los divisores de N en el intc1--valo 
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[ 1, .r¡-:¡-~ J. De modo que M = 21· + y el producto de los 

C,') El área dE' un he::f.gono regul a1- e~ (perlmetro) i<.1putemal /2, 

en un he'!-:ágono regular· de lado b obtr-~,1P-íí10S que su árc=-a es 

Supongamos que a = A1A;,. si C ¡•,:.:; 0 ~ e.entro del he;:¿,90110 

origindl, denotemos por f' la p• 0;1.:cció'1 de O sobt'r! f-hB.1. 

tenC?mos que 
OP __ on .. 

A J. 87 - (-fiiY:..- ' C.:tlfnD 

l1Q~:t19ano H. 

t3 
2Y'.<.~ (apott?m« ele Hl 2 

[a~/~ Jz ·--------
-11::;~ 



10) f"'or el teot'C?ll!•' de F'i t.\goras St! cumple qut, az + b
2 = 

Un enlero cualqui1:-1·a debe cu111p :. ir qut? " ""' O <mod 

z 
e • 

3)' 

x ;;:; 1 (mod 3) o ); " 2 (moti 3l. DC? miHtet'il que >:
2 

= O (mod 3) 

e x 2 ~ 1 (mod 3). Si a y b no son múltiplos de tres entonct?s 

(mmt ~'l. A <c.l. qut> c
2 = ;/ + b 2 

,;:; 2 (mod 3). Este 

;1bsurdo prueb¿1 quL• a o t· es múltiplo r1f' :: .• 

Nótese que un entero cualquiera dC'be cumplir 

·~ O (moti 5 l o .. 2 
__ Cmod 5) CmorJ 5). Si a y b 

n~ son múltiplos de 5, entonces c 2 = a 2 
+ b 2 

E 2 1 3 o O (mud 5). 

Ue manera que c
2 = O Cmod Sl f1Dr ta11to '.:í divide a c. 

entone!?~ 
z a 

y b
2 son i1npares y 2 

e ' tiene que 

Como en los ludas a,b y e h;1y r1éiltiplos de 2,3 y 5 

entonces el producto aoboc :...::s .. }i'li~ ... iiJl(;' pur· :.o .. 

1 U TracPmos el segmente t,?_(! µD1~r: .. clo y con la misma 

igual 

!or-.c}i i.:ud y pal"'i\lelo a (l'.A2., obten erno!", el 

di29ont1les, 



esto implicc1 que el área del triángulo 4_(),_?¡;:(\o_e_s_ i_gu<:d_ca _la 

clel trián,~ulo /.C1Ad1z, similarmente el área del 

f.A:iA2A~ -es in11al a la del triángulo .60A .. A2, y 12] 

triángulo 

área del 

triángulo ÁA~A6f\, es igual a la del tri~ngulo bDA•Ad. 

Por .. lo ;111Lt:':-101 .... E'l área del lte;.~ágnnu ,·.,1,t.'t:?'!' ..... ,Ao es: 

·2· (C:wea .c\U(";¡'.\1.l + (o\rE>a l.OAzA.d + (área J\OA~f\ol )= 

2· «\rea l>!'.12(\.,,;-.> 

2· CA1·e¿¡ del tt·i.'.ngulol. 

12J tres término!..1 PS una 

cr:>njur1to 

{1~2, ... r Jn)., ck:·Ucmos tener .. que p
2

m 5:. n .. Du [\\L)t;[) que m $. n/p~. 

Por t:u1t:::i J,-.~, t~rnc:\s r¡ut:..1 tienen ra~ón p sóJo p1.v:l1-·ian SE't"' 

-• 2p y 2p
2 

; ••• ; m, mp y 
.. mp donde 

'entere r:1rl.S 9r2.nde que t~s menot" o ioual (iliC.~ n.'p
2 

.. 

tenemo:, .~ lo m!,.s n/p;:i: ternas cuya , .. il~~ó;1 t:~s p. 

lil es el 

Put· tanto 

::Je .. ,, q el m~yor entf!t"'o pnsitivo t..:il q11c' 1=; 2 ~ n, ~~i p > q 

entont:co"- '.1!/' < 1, usl. que ya 110 hay l'L·''rti.'s en p1~09resión 

IJet1m61-1~:ic;: .. r:nn rr:tz6n p Pf\ el r:c>n.iunto {1 ,2~ ..... ,q). 

Lt:- :n1·.ti 1.::.11·_t qut= J.Jdl ·d cu1 i L:.:i.1 • 1 dS car i ti Uctdcu;:: c..ic:i tcr·nas en 

conjunto {1,2, .•. ,nl sólo 

11•'.:.T11º:?t'C: -::r·.ta ~ L".:i :ncnnr· o iuu.:tl .-:\:. 

! ~122 + + n/q 
2 

n ( 1 /2
7 

+ 1 /q 2
) 

---
11;} < 1/2o3 l /'.:'-·l .1 3, 
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1/q
2 < 1/(q-1) oq = l/(q-1)-1/q 

SL1mando ter1emos 'lL1e: 

1/2
2 

+ 1/3
2 

+ ••• +l/q
2 < n ( ) < n 

13) ScC\ n 7 = C<n -- 1l 1 1>
7

, y desarrollando P.l binomio: 

. < (n ll + 1> 7 
º· (n - 1)

7 + 7<11 - 1>
7

-
1 + 7(7 - ll(n - tl

7
-

2
-t 

~--

+ • • • + 7 <n - 1l -t 

restando 1: 

n 7 
- 1 = <n - 1)

7 + 7(n -- 11
7

•
1 + 7(7 l><n 

+ ••• + 7 (n - 1 l. 

factorizando (n - 1)
2 

+ ••• + 
<n 

7 
1l) 

como (n 

<n 1) 1 (n 
7 

1). - por 

(n 1l 1 <n 
7 

7l y - -

--~2,--

1 l, C?ntonces ( ll 

tdnto (,, 1) 1 <n 
7 -

= 
., - 8. n 

7 (7--1 l <n-1 l <-•+ ---:z-

J) 17 y CO/!JL• 

- l + 7) = n 
7 

+ 

Finulmente e: orno (11 - 1l 17' entoncc:i~> n 8. 

6 

14 l Es m~1s -fhc i l cc>n t<ir i os números rneno1·es que 1 'J(JO íJ00 

que no tier1eri dos Linos s~QLtidcs. 

o) Lo~; númel'O':.; qu::-~ no t1c1¡en unos .. En este Ci1SO tnnemot; 
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con t'111:Jo números de 6 e í i'ras y en cada e i f 1·¿¡ podemos poner 9 -

ci·fr'i'S, t!:?nemns 9
6 

·· 1 · posibi U dueles <hay que quitar al 00(1 

0(•(:). 

bl Este uno 

pu~de ocupar 6 lugares y los dem~~ 

OCLtpc:\dos en nuevt~ farm¿\s di fcr·TTl \:t:s. De mtu1e~·a que hi'ly 

e:) Los númer·os que tienen ~::.:.tctiunPntc dDs unos. Estos dos 

unos t:i en en que P~; tar 5Ppi3.l .. i:\i::lo:--~. L~?\~ pos íb i l id,:ldr2s para 

ellos eG que ocupen los luga1~es: 

1 1 ! 1 • 

1 • 1 l L Los 

ot!"'U':j r.uatro lu.c;_i~res pL:r.-·detl :.Ec~t· l lenc:tJos con 9 cifras 

di fr~rentes as1 que ha~/ l(t,,9"' U:! t:·c.:;tos 

d) Los númer·os quP- tiL·nP.r1 2~:~1ctc.' .1~:.·•1tr! tres unos .. Las 

posibilidader.:. par>L\ los t1 .. ~s wnc'~~ sun~ 

1· 1 1 1 1 _1 • i 1. U0 fr:odo que en este 

juntos. 

SOi\: 

7291729 + 486 + 941 - 1 = 72911309! 

De mi:lncrc-::\ que~ hay 'JS•c;· n 1?·,, - r11 ~_j•f '.:?l,(l 

mer1Q1~¡~s que 106 con das uno~ ~egul~n~:. 



t5l tos numeras t!f~ nueve __ e Lt ra;-; _~)os po_tjemos 

le puede 

•i'lSOCicil' el llÜll:f?l'O ilO··Atl (10·-lj~) ••• (10-A<» que lo llamamos 

e 1 e omp 1 t)1t1E•11 to, ¿: su ve~ (.~ l númet"'O 

(l(l·l)i) (1(1-(\7) .•• ( !ll-(\·~> t;otemos que un 

núrnt~1·0 m~s ~;u cnmplen:cnto d.:\ c-1 nlrnH?t·o 1111111110. 

El total de números de nu2ve ci r~s diferentes es 9! y 

tenemos 9!/: p,:-.r·ej¿\s út? nú1ncros comp1l?n:Pntz.1r~ias, y como la 

suma clu cada pareja es 11!.illlllO, E""·!tor:ccs C9!/2l(1111111110l'= 

lt.l Como X + Y 

"fi:\cto1·izando: X
8 + Y

3 + 3XY CX .;. Y.1 

en tont:es X
9 + Y3 + ::.xy !::: i y 

corqo XV -=' 

t':!niont:es: 

( X + y )2 ~, .i/'l ·-:z-

Como <X ·· Yl z 

desc-omron i. enclo: 

" ''. . ~· 
._,~ 
; 

1 y tlesa1-i-oll;;ndo: 

1, y como X + Y 

3XY. De i gu::il. 

pero 

to1-ma Zli.J ~ 1 /'l, 

X" - XY + Y
2 > XY, y multipli·:unrl<1 .:unbo<:. L:idut; por <X + Yl 

ob terw111c1s: < x" + Y
3

l ; X
2

Y + XY\ cin.ó J ogamt:n ta P<'.'ll'il ( Z L•J) 2 

se l il'.'11í.' <Z" ·1 ~-J~) > Z
2

l•J + Z\•J2, y ,,u111<1r1tL1 ,:imlJ;,c; clcsi~1uald::iues 

ob tcn~mos: 

2 ~ X Y + XY. ·1· l'l.i,•) + 



como X + Y= 1, Z + W 1, entonces 

17) D~dos die•:: números consectttivus n,n~ L, ..• ,n·:-? 1 sí empre 

padE!mos agrupi'.lr' a. n con n+9, n+l ccin ..,n+O'! ..... ,n t-4 c.u1i n1·6, y 

Lo!• núnH:t ·o:.; 

ren~1 l unce;. 
1 1 
20 

)' 1,1 ':.-,\llI!t;.\ lle r:;1da 

caóc:t rft.•ct:.na d1~ 

L~n tr~ 11 , 1 :; , 

12 1 :' 
19 10 

col umn .:\ oc. 

n(1mE.•1~n:j ~;n 

':-~O 

H 
17 

t;, 

j"ll!C'dP 

15 
16 

ttac~r: In m1:..Jmo. En 

:i.000, .:-.Uir._,niP .. 1do un c.u""t'L'Qln .tc-..buliJt"' datH.ir..~ 11!, {\z, .... 1 f\r:: .son 

{)1 

l 1 
20 

21 
30 

9'i'l 
1 (l(l(l 

(\7. 

12 
19 
~.-, 

2'7 

A2 

1 '' 
lD 

?:-; 

:'B 

9'?3 
'l'?B 

de ~sta t~bla s~ abticnr qu~ At, 

10. Pzt1~a colcicc.rlo, 

34 

(.\2 

¡t¡ 

17 

:::>:1 
2·1 

9'J'l 
CJ</1 

(b 

15 
16 

25 
26 

corno 



A1 A2 AJ (),; lb 

!.O 

t:l 20 19 l8 j7 

12 13 14 1::; 16 

21 22 ~~ 
,;_.._\ 2'1 ,., t.:.• 

~- ._1 

30 29 28 ~7 7.6 

.991 992 993 9'"'1 t_¡r/:.¡ 

1000 999 998 99/ 'h'(. 

En\~:1nces A1,. .... , n~ cubren a todos los n i:11nr:! r'DS •ic?::. t (l al 1000 

y 1<1 sun1ar. ch.:.' las elementos de cado'.:\ Ai e·~~ \;:¡ misma. 

de sus cjí-r·o.~_,, PS divisible por· 9 entonce:::1 cu'*:..,lqui~ .. i' númo1"'n 

':iUl? ~{2:. <jPner:tdn por' una pet"mutación dp lo::.-~ e i ·f r·11s de uno 

Si Ci\lcui.-Jcnos los números en los quP l.~, pr·imc:re. cifra 

qu8 lu ~tl:...-lrta., nbtendr·c111os los que genev·a.1 i.\ lo::; dem:ts 

1N.t.l.tipll·~a11dc... poi' el númi::ro de permuti:icim~es 11'-'"ii>les que 

SOíl J¡ ~ .. 

9873, 9864, 9765, 9621, 9531 y 9432 

Sl !::...> R: 8721, 8631, 8541 y 8532 

si l-"lC: 7~ 7o41, 7632 y 7542 

i:. ~ i-::·S f_,:,. 6543 

entonces ubl .. mcmos 14 núme1-os. f'or tanto t~l rit'!ltll:!1.,0 bU!.iCé\dO 



al número de pnt~~jas de números enteros .iuo contiene a. 

Entonces tenemos qt11: ::alculat' P(íl.l\UD) y P(/' 1'08'). 

Primero calculoremos PlóDAC) 

Notemos que P 11:.0AC) =' !' (.úOAD) + r·· (.6.DAC) -- P U'll>i (por 

que las parejas clel sc•9m0nl:n ()l) están cont¿.1tlas dos veer:~~ r:..1 íi 

la suma Pl.6.DAD> ~ Pl.úDACll. Como P 1 oDllf\L\' ) P'¿[Jt·D) + 

P 1.6.0AD' 1 P(t'.10> ;~P(NJAD) 

P<.6.0AD')I, tenemos que P li>01'.!DI 
Plolll>lrn') + ;->(AOJ 

PL\1 .. u calcul.::.r P <LiDAC), n~Jtcrnos que: par'i.I X ~..:: 1 .. _~oo, 

hay una pa1-eja Uf! cntot'os "n el 

hay 751. Por tan~o PlhD~Cl = + 2 ~· 3 + •.. + 7~1 

entonces 

282376 - 751 = 376001. 

tri f:i..nÍ:iu lo 

óOBC, u s¿\bc·r li=\ (0,c)), pt'.l'a X 

sucesivarncnte hasta Jl0gor~ 8 X 

pc;rejas rlecrc•cc• rlre l en l. Por tanto f"(6{][1C) 2 3 
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+ ....... ~01 .¡.. 50(1 499 + ••• + + 
2 (~·_¡oc)· ~~(11 > 
---,.;--- + 501 

251(•01. 

Dt.> aqui que P•t.LJAB> = F'ñOACl - P(f.08Cl + PWB> = 

376001 - 251001 + ~01 ~ 125501. Por simetría P(6A'OD'J 

12!'.i501. Prn· tanto L·l núr,,,ro lluo;cado ()5 1255C•1 + 125501 

<pues la pnraja CO, DI es contada d8H voces) = Z~100l 

nun1cración (1, 1, 2, , '19':' 9r;9. Eoo.c1· i btimosl os; en la -ro1-mi:\ 

ooo ooo, ooo 001, ooo oo~. ' 999 '>99. De ~sta ma11cra 

esLP.mos for'1h":\ntJo todas las fJfJ;:._jibl':";.l~-: sf.~}:tf:."tas us.a11do lo~; 

d1~ dos, cJe 

trl'1c., de cuaii·o, etc. i-\dern.'is l?c;c,·lbino=; 1 (1(10 000 de números 

us<1ndo 6 di 9 i tos pi:ll'é\ ca;!¿¡ un<~, ['íl Lcn.:,~s oc:upan1os 6 000 000 

de di g i tos.. Por~ tanto oc1 •p2.ma~. !.cio lJ((1 u11os 

ceros , etc.). 

Pero tfel costcil sucL\lf1C1~1 ! (JH') Oün c1Q uno, dr.:- m¿\neri.'t. que 

Por un r¿\::ont.HniGnt::. ~::fniJ: : ... al nnt!:.::rior oblr1nc•mos quF!' 

pe11·a escribir rJel 1 000 0•>0 ;;:t 

50 000 "' 150 000 unos (Jos lO~i (l(;(, S'-'fl rior que todos estos 

núiill?T'LiS llcvc.'n un uno i:\l µr·i¡·,cip:.r y lnr, 50 uOO s.;un los unos 

que se ocupaPos al escr·ibi1· 12. r:Lw1l~1··«~ición O, 1, =~~ ..... , 99 999>. 

del 1 lOO OUO al 1 197 9~q rs 100 000 ~ 100 000 ~ 50 000 

-.-, ;:;, 



t.•sc:rilJn la nu,w:?ración 1,2, .... · .. ,1 199 999, se han ocupado 

1 000 000 rJe urios. Entcmces C?l último nú11wn1 que s'" escribió 

es precisamc·nte 1 1'79 999. 

A 
_____ ,c. 

t I' i i111/)!.J lo t.ABP 

obtenPniDs: f'1[l Al° 
-;¡;[1-'t.1F'D- - -sr;¡:¡-·r:\fü"-

f;f-1í1 Pbl~ 

;;;c;¡;· (i[~( 

ABP, entonces 

y.:.1 q:.:e P es nl punto niedío ÚF.~ f\C enl:oncQs AD BC, 

En pr111cinio 110 pcHJC?mos:1 c:ubf"ir' L'l lo.hlPro cnn cunt:rn 



rec t:ángu los di f Dnm tes de al tLwa n, por que '~ 1 número más 

pequeno que se puede escribir como la 5L1ma de cuatro 

10. No pu~d~ haber 3 

rectángulos dt.· .:\J. tut•rt n porqur? el cuarto t.'lmb ién 

altura 8 y es~e caso ya lo En tone es 

al tura 8 1 b J sr.'· 1 o hay un 1-ec tángu 1 o de ,, 1h11·0 El )', e) no h.:1y 

1~ectAngulos de allLlt"'a 8. 

anchas miden G.t y ~.2 respP.ctivamcntE•,. La pa1--Lt~ rt::;Jtc.ntt:~ Sr? 

pod:·á cubt'ir con dos rcct;'.tngulos en posici.'.ln fv:wi~ontal 

Cfig. 1). P.::i1·" los ancho'.~ de 

y los rlos ho1·i:-011t.:1les pueden tefl!'t' l.:t~; siquiontP-s 11ltur.:1s 

<1,7>,C~,t.i y {3,:i). F'or tanto f1ay 27 formris de cubt'ii-- el 

b) ílndt-!IHOS 

i) 3 t'ru.:t.fanqulu~-i ho1··i~unt.alas 

(fjg. 2l: qt;-~ pn1jc.1 rnos l~SctHJt~r dc::i c~.ltur.:~::.~ (J,:~,5) y (1,3,4), 



i i) Aliara cont.:ll- •. ,mns el Cilso r.m qL1e hay LllO vertical 

ancho e11t1'E' 1 y 3, uno hot'izontal de al tura variable, y el 

espacio restMntP !-r. cub1·f.? can dos rt:ct:J.n~ulos VE1 r·ticales 

(fig. ::. fig. /). ~lo s2 puedE.• •lar E.'l caso en que o! vertic.:ii 

los dos vot~ticales 

quedarl<Jn iguales. 

En los cinco Ct1Eios =:-:ie t;_erie que t.il irninar lu ;.Josibi 1 idad 

de que el ancho dPl Y'."·rt icttl dt.) td tut",'.\ O se;.1 i !}l'" l a 1" 

cubrir es un cuaclradc y si !:jf:- pusie1--an los dos vertic~les 

t"'C?stanles, estos -.·r;.·rticrdt·~ (.~e podr·1 an a~ost:ar Y. o~:·tQnrJriumos 

un caso que ya contamos r?r1 iJ. 

Análisis Úf:_) los ci.1a.:w r:L\sc-..~:,;; 

1) Cu<mdo e! vertír:ul es de ,:1nc:t10 ( i i lj. 3), 

para el horizontal hL\y b ·fo1-müs dt~ colocarlo. 

al tura puecle ser d(~: 2, .... ·; ·¡, el esp¿:1c io rc~:>'lar1tt! ~:.E· cubr·r? 

con los dos hori :::nn t¡: ~ce::. que dt:ben ~.u mar t!n a1 ic:hc- cJ;_,. 7, 

entonces las form.::s d~ co!ocar.{o~~ scn1: <1,6),(2 15) y 

qbtenie11clo asl 18 ·fo1~n1as. 

2) Cuando el vt-1rtjc~l e·~ de... ,-:¡;-;c:1ü 2 ("fig. 'IJ r~l l1ori.2n1d:;~1 

Se? pucdQ tom~r c:un fi .J}\,1.'l""'i-lS r!~·rerentei:s (1 7 7. 1 4 1 5,L. y 7} y lo~; 

dos vr..:ir--ticules flllP. 1·estar: dcLlcn t:ubr~lt· una anchur·a de .J .. E~L!s 

posibilidades sun entc,ncJ?c::; '1,5) y (2 1 ·1) olJt0n!E·ndC! :-.s1 ~-;~ 

fo1-mas. 

Pc.\l'C:.l los cfJ.~"'jot·; 3), 'l) y S) c:l ¡11·occso p::_; c1nft:tr-HJU, :r se 

obtir?nr~n 12, 6 y 6 ·formas res.pectiVL\llH.~nte. 

Solamenl(-! rQ~itd co11t.r1.I' CÚClncln no hdy Vl~rtic.Jlus de 

de al tura 8. 
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En este caso, el tablera quedará partida en das 

rectf..no;¡ulos de al ht"a ·e y car.Ja una de' ellas F~s unión de cjos 

dr:. lllH~sb-os 1·eclá11t._J.tlus (ver fig .. 8 y 9). 

L~ división vertical en dGG rectángulos de altura 8 

tiene las siguicr1tus p~silJilidades 

nn c.:ontarnCls (5 1 3), C6.,2i y 

µ~rtjciones yn est~n rontadas ~n 

f'espt:c ti vDmen tP.. 

(J,7>, (2,6>, (3,5) y 

(7' 1) por que estas 

!3,.5), <2.,ú) y ( 1, 7) 

F',;11'i1 la división (1,7) C'J r·cct.'.r1gu!o clP. 8 poi· 

?e:,r partido en tres forma.,-, difo1·entc:.,-, ((1,7), <2,6) y <3,5)) 

y ei ntro rectángulo de Ll! 1.\il'J O <el i.le 8 por· 7) µLtf1de ser 

;1i:irtido tambit?n en las mi•;1:i~is ~:-; 1"1Jr1¡1,·.:i, pero se tiene que 

fillPl"'imi.r la po.rtición, en 'ia que~~-;..-! r·:pite la división Cl.,7) 

Pflt'il los rectf•ngulo~> de' O pr"" l, y p<1 "'<J el rect.:1ngulo 8 pot' 

'!, y~ que phtendt'ii'lmo:; do:~ rE:-•;.'1nt:•ull.,.; ivual!?s d" b poi• 1. 

f'Pt' tanto hay 8 fot'mas P·"ra li.1 .:Ji visíc'.r1 ( 1, 7). Si mi larmPnte, 

hay O formas para y (3, 5). 

f~naimente la división (·1,ll~ rll.::b<~ t1t!f" cont.c:ida de manera 

dt·7erente, pwes el primlºI' ;····-'<"- t,,11c ... 1lu :!!e f3 f)DI' 4 no puede se1· 

P~H'~ldu igurtl que r~l SQC)Unt!~2, p\.w·:. 

debun set~ dif~t""~T1tcs. 

E11tonccs 1 cuando partJrr.os t: \ "J:·1mL:~·o tJt~ 8 por 4 en dos 

(2,6) y 

(3, 5). Ct1¡¡11do el p1--:imr1ro i:!c.· t~ ru1-· 'l :.;rJ p(-,rtr.• en (fos 

rcc•ct..'ingulos de altut'a 2 y 6, i=J scgt.:nclo sólo pul".le p<:1_t·tircoe 

eq C:~~ ::;). Y el sr:gu.ndo de 8 pot"" 11 )'cJ no !::·C.l pucdr~ en más 



formils. En l:oncL?~~ pura ·el casa e) hay 30 for~·u~s_ 

Surnurido L:~s íor·r;lr15 de !os cu.sos a>, b> y e) obt~nernos 

finalmente 24 + ( 14 + 18 ~· 12 ,. 12 + 6 + .;,¡ + 30 1
..,.., 
4L 

formas de cubrir ~! tab!ero. 

23) Sean P1 el punto WPdio de AB, Pz el de CD, R1 el de AC, 

Rz el de BD, S1 el de BC y Sz r.l de AD. Del t1·i:,nc;iulo hr\80, 

P1R2 es paralElo a AD y ¡;:ide l~ mitad de su longitud , c:: ... th~mf.t.::. 

para el triángulo "'ACD, R•P• es puralelo y mide 1/? de lu 

longitud de AD. Por ~ante P1Rz es paralelo y de 

longitud A RtP;:~, ¿;nt~JogamentP. F-'1r.\1 es puralcla y i:ddc lo 

mismo que RzP2, p<:w t.:mto so tiono qur~ el 

de la longitud de AB. Del 

concluye lo mismo con respecto a AB. Por tanto R•S1 

StS2 se cor· tt\n en sr.1 nun to 'll~d i o y e: amo f.:1f\7. y P1P~ SE 

'12 



intcrsectan er1 sus puntos m~dios. 

2q1 Supongamos que 10s lad8s del triángulo son a, L y e 

Si m = 2, hacemos lfi~. 11 

por la semejanza de la~ tri~ngulos ~BCP y LABC: 

), t a 
-;)=¡;, 

til?ne que 
2 a 

¡:;--

rJ.j e 
--¡;- ·-- b E':-1tonces ld 

2 
a ¡,-

entonces a = 1. Al 10i"'i-'- supcn1JDtn:Js q~te L > 

e + 1 ~ e ~· a ~ b entcnc~D b 

y .:ll 

e, 

:..1.c 
T 

BP 

CH.:Ltrrir si el tri:tngulo l.1.!lUL: f!S dcyunc:rudc:i. Poi· tt .. r·to b __ c., 

y como b ~· 

prin1os r12lcttivl.1;.i cntuncc~~ ... b :.::: e = 1 ... 

( f i tj. :.: J = e 1A - a~> -------·----

F'tn' l ¿:\ !::emr.· j cu1 ~ ~- tl'-2 l 0:.1 t. r i i:111t_:.iu Jos .tiBF'C y .t-nuc: 

a 
¡; ' a 

e 
b 

Pll ttJnr:es y L.12 ::=-

(J) 

b 



. Fi~.1 

y c:omn ~2 1 112 b, por- t <in to In ~ h -- \ ., , ~:;u~: f.; i t:uy1::indo 

obt1~n!:!ITIOS: 
.,2 <l./ - ;:/) 

bz == L - ¡:;-·- ~ ----¡~-
2 7. •) 

[ "'. ;~;_:.,_!_ 

Vamns d prol>ar por~ irHJttr::ci6n qur:, 

m Vc'!CL·'. ~,J á 19ul.n c!n {), r2ntoncec; los l«.cln·ó ¿,m y b,.. cumplen 

y 

~.J 1 l ~ .1. ª \'a t:Dr.1probamos P.sf;a ct'fírrnc:iciGr1 pa1'it m = 2 'j ........ 

Su¡.;ong~;1.~1s que~ ec~tcJ reli..•.ción SF~ cttrnpiti p-:\r'L""°' m, .. es 

rn111H .. :ir·a quQ el 

á~gulo nn B QS lm + 11 veces el ángulo en A lfig. 31. 

A 
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De los tri ángu 1 os semc>jar1tGs 4Bf'C y l1ABC tenemos que~ -

arr1 e a -- t> y .~ 

y com~ ~'" + bm = l,, ento~~es bro b - Am, sustituyendo Am 

s~ obtir~ne 

susti tuyencJo c·11 <MJ 
2 ;¿ 2 

acw "' ( ~---=~•-2_ 
b Lz 

!?'impl ir i.ca11do: 

ac1~hzt~~-t = ( ( b 2 

(L2 - az) 
bm = --1)--

) t [(j_'~~ a;·¡-r 

(-!<·) 

dt:S)ar·rollt.tndo los biuomios y factGrizancto en cuda uno a ;k 

obter.enios: 

,_l!<o-1 
act<.IJ.) 

doncie X y ios f y rc>stuntes 

f'f_·cpc:..•Ltivi1nH.'nl-c• de bi110111iCJ 1?•·· lc:-7 que se ha fr"'lctn1·i::ado ~. 

Enlonces 

a(ci·'b2l1a-1 _ Y(I/ _ az) _ :>:bzo 

que-: e!: Ltn a t?>:prt!s i ón cr.Jmc la b: 1r.~.::L!J l'Jm:J~~. Es dc:.•r.: ir, tenernos 

ur,a e~:presión del tipo: ;.;1z === i/ n,2 
- a 2

) t 

est~ termina la inducción. 

los lados 

del t1·iánc:11ilo satis'facen une< tipo a:: 

¡,' (i./ que 

L e = l. 

a 

y 

.lH f·'21'l2 ( 'fi g • Í ) • 



P.~n·. ,'' ', 
1 \ 

' \ 

\ 
()~ \ 

l'\1·,~~ 

--------- f\:, 
. ---

TraccmosP1D=n1sobreP1A3, (fig. 2>, como el ánc;¡ulo 

lo es, 

PntoncE1 S el 

:1n9L1lo PtA1Ao es i9ual al {.;H}Ulo IJ{lJ(\3 y como f\1112"' AtA~ y 

t:.'11 tt.irlCl?~1 + 

Sumando an1bas iguaJdad~~s 

111 + nz + mJ = m1 + m2 ~ 113 

la suma 

i gua!. Poi' tanto la 

26> HarJamos ó(n) = sumi:I d:c- las cifJ'i'.\S dP. n, ),(n) = suma 

númt,;·t u de l ns r: i í r"t\!-:-. d2 n .. 

Entoncl2S lé~~~. condjcianC?~; pi:l.rtl F puad~~n C?sc.ribil"'SQ C\si: 

F<n ·I· F (n)) ,- (1 ------ ------ ( 1) 



Vamos 2 probar una serie de pr·opiedades d~ F. 

al r S FCF<rll para toda~ G C1,2, ... ,8l 

PtJra pr·cbnr t?!::tt.1., considt~t"'c:mos el númr:.:ar~ n C,'9 ___ _:_'! ' 
r· - e i. f ro.u 

9<F<F<rl)). r:·or t<mto 1· :5 F(F(r·)) para tndu r 'º :t,7., ••• ,8). 

bl Supongaros que F(nl O y que n tieno r cifras. 

Most1·ar2rnos flLit~ r = F<F<rl). 

Por· (2), 9i' ;::: ó<nl = ó(n) + >..<n 1 '-1 ( 1°· u= ( r· ) ) ) • 

!legando asl a que r ~ F<F<rll y por la>1 

r = FIF(t') J (3) 

e:) Supongamos que F<n> O. Probaremos que n ~~ d~ Ja 

·tr_¡"mc.t n = 99 .............. 9 
;-:-~ 

·Sea ;- , .. wln), enio11U!S ó<n> ·I O y por 

<bl, ó\1;) = i'r = 9w(nl. Es decir la sum¿• de las L"i~r·as de n 

es i<Jll::ll ~ 'f vcc:es el número de sus cifrc.\s. i.:·_st·c.i sólc pueda 

c-cur·ri t' si n t?s de 1 a i orma n = 99··············-9 
~r-;-~:~ 

Sean= 1 i Fil>, como Fil + F(lll =O, entonces n es 

99 ........... -99. Asl que f'.'(I i 9'1··· .. -98 ----r-ci.fro.G 

1 ·l· (91:· - l l + U) = 9 <F (~~:::·:::···-9'78_)). por tan to t' "" r (~_'.?..:.::·····-'l8). 
r-cif rn9 l - t.: t. f l O.lo> 

· ?\hor2. «Pl i::amos (2) al númer·o 99 ........ .c¡9[l y obtenr-·mo!;: 

<"1•1--ll + 8) + r = 9CFIFlr))) entonces 9 di vid{~ a <B+r) 

Ces decir n s6lo Licnr2 l:r1a ci fr·a) 

•'''J "'"' qus> 11 + Fl!J) "'9 y Fil>= O. Sustituye11~io <111 (2): 
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. · .. /' 

1 + 8 = 9<F<F!l}Jl, t:ntonr:es F(f(JJ) = l y 17 (8) 1. Como 

F<1 + F<lll = 9 y F<ll = B, J:?ntonces F(9l "" O. 

e) Ahor.:i c.:ilculat·C'mos FC2j. De <2> tenemo; que 2 + ),(2) 

9<F<FC1l)) = 9<1 l 

entonces /_ (2) (a:; U:.:cir·, la sumu de las cifras de f7C2) PS 

7). Por· e) (2 i FC2J l L'S de la for·ma 99 .. ···99'/. Por· tanto 
e-ci.fruñ; 

F (2) = 99 ....... .'f7 P'-'•'D 1 a :.uo.a d>"2 las dC' F<2l QS 7, 
;;~~s 

entonces FC2l = 7. 

f) Análogamente sE puede probar que F(7) 2 1 F (l:d --. 
F(51 = 4, FC41 = 5, F<5l ~ 4 • 

27 + >...Cl989l = 9\F(F(4)) l. r:r.,no F (11) s y r <~i> '!., 

cmtonces 27 + >,<l"'O'i') ~.• :'.6. f\sl que A.Cl?fWl ? 

la suma de las cif;~as d8 F<1989) DS 9). 

Por e 1 , ([ 989 + F < 1 98 71) ) ~9·-:.__-:._::.~~?._?_ , d:::: 1i\od1:; que 
l - e L f r ª"' 

F(1989l es de 12' to1·r.1¿1 ¡-. (19S9) = 99 __ ::.:::~99.~8010, pr:ro ~·<.~r.:o 
<t-·i>-cif res 

puede esct~ibi1~ d~ est~ fot·n1a: 

b ri-f n-1 
+ -- ~: + 

Cn-.i 
•.• + 

lH 
-:: + V.o con 
Ci 

Sea q un primo que no divida 

dP. la ítH'ma r¡s con s cni:C'l"'D tcru:mo!:>: 

bn 
Cn 

doncJt:.i k Gs un núm.r.:'11--0 e11tr21 ... o .. 

'19 

bi 
Ct 

801 (1. 

bi. y e:. c:nt[::?·ns 

Cq:-.;) + ilo I' 



multiplicanrlo ambo<: lados par· t:1c2-----.. -...... cn- obtenemos Lina 

~~presión del tipo: 

P(qs) = dr.bn(qo::;)n + dn-tbn-dqs)n-t + •.• + d1b1(qs) + 

(c1c::---- .. en) uo ~ (c1c2--....... cn) 1: 

de aqui obtenernos una iº!1C\ldad del tipo: 

qs<u> ,._. CI~ - aol (c1c2- ··-en) dando Ll f?S ur1 enturo. 

Por t<rnto q divide -1 <k - ao) (c1(:~- -----·---cr.l per·o q es 

primo relativo con c1c2-·-·· ·····Cn .. De mane1 .. ;1 que q divide u 

O: - ~o). Es decir q divide .::1 F'(qo;) -• ele-. Por t.omto P(qsl y 

ao dejan el mismo residuo C\l dividirln por q y esto ocurre 

pa1·a cualquieP enter·o s. 

28) Por hjpótesis ni, n~, .... ri:-r GO!"l l"'aiccs de P(X) m, 

entonces P <X> - m se puc-;-.te es!::rihir !:cimo: P(Xl m = <X 

ni.> <X - nzl·-··········<X - nzrl:jC:<l c!<::>ndto g<X> es un polinomio. 

Ahora demostraremos que ~(X) líen~! r:oeficie?ntes enteros .. 

Para hacer ésto es SLtficit'n1:~ p1·ub2:r que si q <X> = al"lXri 

_,_ ••• + a1X + ao es un p:J] :11:11•-,i~~ d!:.: r:ueíicientes C?T1te1 .. os y e 

es una ra1z entera de q(XJ, 

µo1inCJmio dC? coefic.ienl'r:-!: cr:tf-_1--ns. 

Jris números: 

C'n 
Ctr·C + Un·-1 

i:\r1C;>. __ i\r,-tC + L\n-2 

q < Xl 
x-=c: 

probar· 

par-a 
p¿tf'¿\ 

par·u 

X 

es un 

esta 



claramente, todos estos coeficientes son entc~os. Por tanto 

q CXl ,~ \X C>s<X) 1jonde sCX) es un polirlon1io de coeficientes 

enteros. 

Haciendc1 una inclucción sencilla tr~ndri<<mris que: 

P<XJ m = CX-n1) CX-nz) .......... (X-r.21l~¡\X' 

<lande g <X> E! LU\ polinomio de coef ic icnte::; ente1·0<;.;. 

Tomemos u11 s en los ent~ros. P(s) ílt se puede 

E"Scri.bir corno <s-n1>· ······ ( s-nzr) g ( s) • 

P1-ob,3.r-cmos que P ( s l >' ( m ± 1 ) , < r.1 •· 2 l , 

Si s == 11-.. pc.r a aiguna i entancE?S P Cs> = t11 re (m .:! 1), (m' .:!: 2), 

... ' (m ± rl. Si g(sl =O entonces p(sl 

\m ± r). 

m "'- Cm ± 1l 1 (m 

::t· 2)' 

n1. < n7. ~· •.• < n2r (si no estu•1ier·an 01"'d!2nZld2s, 1 :-\S podemos 

cwdr~n ""' · y rio c<1mb i « 1 a 11 i p6tes is de 1 pral~ 1 !?CTJ<., l • 

n.t <. < nL < s < nl~ 1 < < r.zr 

¡"'ntonces ¡p\::;) 

Ir- es> 

mi js-r11 j • 

js-n1 j· 

• j s- nzr i 1 r~ (e,) 

• js--mr 1 <poi· que 

jt;(;:;) 1 l?S Lm entero di·fer<?nJ;e dG> (1 pu2s g!si tiene 

co~ficientes enteros>, entonces j s-n1 I · • 1 s-rizr j es 

!" ·· nLj ¡:; - 'lHl··············!s nt l Is . nl•t !····· ······ js - nzr ¡---(*) 

r1l 1 ;:>: Cuma s "'!-- nt"I t.:.1ni~onces ¡s 

Ctr1~c ~ · .. nt > nt-1, entonc[~S Js - nt-il ¿; 2. Siguiendo este 

pr·oceso, ·: lr:Qi:\íl1{:i:; ~ qn~·~: 

( ·M ) e'. ( 1 ,. 2 o· ···" !; ) ( 1 o'.~ , ·· ... o ( 21•- t) ) (1 ol) (2o'.~) ............. (tot) 

( t \ 1) ( •; l 2' ... el 
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entr·e ni y n:!r· r·ern en el caso en que s < il.1 o s > nzr 

,razon~cniuntu 0s an~logo. 

Por tanto !r<sl - mj ~ lr!l 2 y en consecucnci~ Plsl no 

puede ser igual a (m:tll, lm±2l, ••. ,lm± ((r~l 2-ll:, y 

como !"' :$ t. nrL.1 t' ~ r1D puede SET 

i gu<d a ( m :!: 1 ) , ••• , ( m ± r l 

29) El númPro 222····· 2 es igui"tl . 1 .• l 11 " ....... j 

r-ci. f ras 

l 11 ... 1 11 ! . . 1 

2r-cifras r-cifr-as.; Zr·-ci..frct!;.; 

en el segL!i~d-:J micirnbr'o, restemos al pr·jmer s!..1w.zr,::iu e) segundo 

1 11 ......... l 01.10... .. o 111 ...... ··· 1 ---·--,-·--·-- - - -----
r- f..~ L ir o,; r - t.. i.. f re u T - e i I r ag 

como 111 ........... 1000 ............ (l 1 ! ¡ ........... ¡ 
;-= <.:. i ¡-r-:;!..,---;-_ e i.. f ro.:• - r - e L f,. a o 

10' 

entont:~s 111 ......... l'JO(l ............ (t _lJ..:1 ............ 1 es igua.l a: 

111· ......... [ 
~-;~;;· 

1-ci..J1u!;f l·-cifrun 

J•./ 111 .......... 1 
r-cif ras 

r-cifrafi 

i'actc.r·izando 111 ............ 1 obb:memos lo siguiEt1tc;, 
;-.-~·~-

i l J ........ 1 <!o' - 1 J 111. ·1o1999 ...... 91 
-------··· 
1·-c.ifro.r• 

9 o ( 1 l.¡ ............ ¡) 7. 

r- e i. f t· a~ 

~~~-~-~. ·._····:~.·~)"", que clarZ!mentu c1 s un t:ttadrc::-,d::J nurfpr~rt. 
'":" - e i ( : "."" !:! 

~r~~ IAACPI, tennmos que !CDlhA: ZplABl Xp \tJCl + Yp <AC> 



c. 

B 

2n tone E:S ( r:n} 1 ~ .. ~ :.. z t.> ( {\D) ·I X fl ( DC) -! y p ~ {\C) ~· l. Í' (e~!~ Xµ(CDl 

+ Vp(CDl. 

Cuando el punto que tomamos las 

per·penrli1'.L1lcti lc'S en el vbrtice A, tenemr:'. que X' 

y LA = (1. De> manc;·a r¡ue XA + Y A -1 LA = h A + O + (• C: >- p + Yp + 

que er. 

ti1alq•_•.1 r~•· otrc• punto. 

Por tanto el µunto En el que se alc~n~a el m~ximo de la 

vértice opuesto al drd 

tr iángttl o. 

pr·c'd ... u:to da l.)~ c:i fr·as de n. 

er,t;:,r,,-.;:,,-, :·: :: '7.-1989 = 17901 y como ;;: = n, entonces '" n 5 

1"l'/(t1 • 

Su¡i~r1¡;;;w.os que n tiene r cií1·1:1s difr?1-cntes de 1, 



1 7'7( 1. Como 2 1
:5 

:,:.276ll tenECiOlD'- r¡ue ,, :_ 1·1. Por' t'1nto el nUmf?r·::i buscilclo ¡"Juec!e 

Coma al menos ~-~ dt? 12.'.:• ci frus son cinco, y n no tiene 

CP.rns, entC.'11r:C''._; r ::.: JC/Oó + 13 = 2001 .. Por ntra parte, como 

y el v;::. l ot' rn:t;: i mo 

pi't"'¿t estas ci·ft'US C~S c7, tP.rle?íllG~, que Í: :5 1975 -J llorf + 3u5 

2089. Poi' t•u1 l:o '.:'(1(1 J '' :i: ::> 2<)89. De ilqui r¡ue 200l 

2089. Pero tr'~S de las cifr~as son ci11cos asi que 12::; 

divide a n. E~:;ta es ur11:t contradicción pues entre :2(1(11 y :-089 

no hay múltiples de 1:~:~. 

Esto p1~uGba qL1e no existP~ riús1ieros de 1989 c~1;··as t:o11 

32> Realizaret~os la~ siguientes construcciones aL1>·ili~.··2s: 

Tomamos el triAngulu 6nOD v construimos uno i~ual &Dbre 

el lado AD del cundredo (fig. ll, de t"l 

AD del trit.ngL•.lo ~,:;on cui1>c:i1J<1 con nn, 

el triángulo l.rt!:tX. clon.:Je vJ !,nri·-\lo X1f\B eé.; it)LWl ;d :.i:1"1'J' t l f.' 

DAD. De igual forma r::o'.1~ t.rul n1ns un d.i. 

án,¡ulo OCB ig<1e1l u! ángulo X:1CD y finalmente uno i•Jual ;d 

c>l .'1119ulu OlJC es irJll2.l al :..ngulo X-tDI-\. 
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B 

<'. 

x· 
d-, 

D e 
b 

f-·or !a construc:ción tP.nemos que "'lil sur1u d:; 18.S ár·uas de 

lti~ cunrlril~teros AX1BO, ~XzCO, CX3DO y ax.no es el doble 

dei :i1•e;i del cu2dri'do llDCO y los tlngul.os DA)';, ODX;:., fJCX3 y 

o::-.~ .. :;nt1 r·ect.:.is. 

pueuu ~ividir en dos lri:.ngulos ( f ig. 2) tra:::.:.ndo su 

cuadril~tcro hay un triánguta rcct6ngulc de catetos iguales, 

b, 

.. .. ( ! ) 

l?\1tbllLt!S :21~ \o "t1::i1H?mos qur~ calculür la surr.a de las áreas de 

perr:1 como en 

tór111inos dr> .01, ti, e y el, entoncC!S po1· la íó,·m1.lla de llerón 

I - ----·------. 
1rnri\ 1.x.on es -( n~.-d> <F'1-bl (P1-·r-' 2 al 



pa1'<1 l>X20C es 

pnra t.XaOD es 

donde P1, Pz, P3 y P. es el s2miperimetro correspondiente a 

cada tri~ngulo. Notese que cada P. se escribe en términos de 

~, b, e y d 

Por tanto lu suma de las áreas queda e;.;presacia en 

t61"11iirlos de L~, b, e y d, y como ( 1 j r:.stc=\ en té·r·minos de a, b, 

c. y d, 

33) 

tenemos que el áren del c1J2drado nBCD se puede 

puntri r, . con la 

mencionada. Sea M el punto de inters1'!::ci6n de la recta f\P 

con el lado DC. Por hipotesis ias triangulas AABM y AAMC 

tjenen lil misma á.rPr1. Lcts ;.!t;u1·r..~; por P· cJe L\mbos tri-1.ngulos 

hiootesis 51~:;,. tiene que divirJir <tl trit,nc¡ulo tiADC en dos 

tienr_~ quci t)Pt"' Cll doble del Al"f?i\ dt:·1 tr·iángulo ó.S1PS;! .. Sea O 
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AC dul lriángLtlo t.r.-:ic, So el puntl• ~le~ intL~1·sección con la 

l i~e.1 S1Sz y 0 E el pi. n fo ined io de l\C. 

y por ser los 

trilngulos bDBE y 6ScPB semejant~s, ~nlonces So divide a BD 

SoD, entonces 

es qut:> el 

y la d8l 

Sus ti tuyE•11tln 1 9, esta 

N\BC 

en dos pa1·tes de i~1 u<il .ár• '- Ptir- Lm tu P rio cumple con lo 

propiedad del enunciorlo. 

i·· .. !':?, ..... , A::12 se pueden 

J o.2 o 3 .... ··················· .1 üOO = 1 oc·~· ! 

· ...... <2 r. :.;O(l) ,.,"'irt') c500 1 

{\J 

4. (.1 «2) • ( 4 .:~). 



31 • (3! o2) o(:,::¡.:;.\ .. · (3 l 032) 

. (3:'.32) 

. 
31 32 .,~:2! 

An tiem-n ill 31' como 

factor común. AclPm2s /13~ = 32
3
to31 ! St! puede escribir t¿¡mbién 

<Agt'Uí''-'ndo un -32 de .32
31 

con 31'). 

De esta mi:lnr?ra abtcnt:111os qu~-- ·_~.~~ tri.rHbil'.'.,n es i 21c lu1-- comun dE 

los números At, Az, f-\•-:-. .. 

Si el imin<1mc1~. al :':2 ! de, A.H y An, sólo queda en A:i1 

el númer·o 31 32 y L!i\ ()32 el nLunC?ro :::.2
3
ü, = :) 1 ~ 0 En c:stc's L1ot;;, 

n~meros no hay u11 tJ1visor ~omón, poi~ quo son potenc1üs de 

primos distintos. r=·rn· ta11to el 32! es el m:.i.i:i:ro c::-1mún 

divisor de {\31 y A:1•~- Cuino Ct1.:\lquíer divisor comun d 1 vs. 

números At, Az, ••• ,r,so tien2 que dividir a P~· y 

entonces d debe ser me11rn· o icJual 

divisor de A3t y (u~ que 0s :c.2!. Ft.11· tanto para "'1t, Ai, 

35) De los númP~ .. o!..; que ~:01-. producto de cuatro p:-ii;•os 

dí ferentes, el menor· es 2..,3º5,.7, el siguiente es 

~l siguiente es 2.3.5 13, ~te . 

. Pura quP quc::pan en l.?. pt-1JrJresién 1z. númc1~0~~ 1;r-,.-,n 1 o~ 

qt\e bU~·ci\mcn;, es mcjot· Pmpc:zcd' ct:.H1 t'.11 más pl.:c¡Uuf'íc~ rla li., 

posible. Tr;:\ternos de C:!mpe:"'.ür cntont:t!S la proyrf:isión t:an f.11. 

número 210 = 2·3·5·7. 

La pro9re~;i6n d~:br~ SE~, .. dr.:: !ti forma ~lO, 210 + d, 210 + 

2d, , ~10 + '17d dond~ d v~-:; ur1 cntc:iro pn~,i ti vo. 

Para l:cnf?r mtt~ control ~,ob1"'P el númc1~0 de d.iv!sa,. ... ('':':.i que 
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que d comparta divisores con <-:1 número 2;:::o5.7 pues as1 

estos divisores "ª pu2den factori~ar. Y de ruevo, pai"a que 

quepDn 13 con !as car·actcri~t:íc:as mencitinadas es mejor 

.empe¡:a:r col\ una cJ í:>i·· 1 p1r:f'L1. En tone es veamos quc.:.i ·~:ucPde con 

Es decii-

2o3o5tt7, ~.3.,5" (8)' ~.,::,Q5(· {?)' ,2c,3.,5Q(56) .. 

Ya quci entre 7 y ':Jf~ hi:..~y 1::; númt:.'ros primos { 11' 1 :_,, ! 7' 19 - 2:2·, 

nú1n~t~os que son pr~ad~cto de 4 primas distintos 

36) Sean D1, D2 1 .... ,D·1 las puntns cJe intr>rsección qve c.i:• 

muestran en la fi1.~ur'é1,. 



un mismo punto, cu~ndo caminamos Je C a B tenemos que llegar 

a e p.;.samlo POI' D-;. Entonct:!S t(:;'ner11os que contar en el 

t:-iá.ngulo t.f\Odl< la•; -for1nas de 1 legur d:; A a. 07. 

ChdB camino d~ A a D7 será. ~anotado por una sucesión do 

letras. Por ejomp lo la e~:pr'esión AfJ~DoD-<D7 tionotará al 

por' n. y torntin.:i en 07. 

Entonces los cilmin<)S de A a D:- contenidos en el 

trián9ulo bAD1D':' son 

/\ /) ~ / L_, 
;_) AD)01D"D7 2l l'lf.'~D1ll·<D0'h 3> 1'.D0lhD1D<.D7 

/\/\ ,>--\ 
/ \ /7_ 

4ll'lD3DóD407 5> .~.DaD,D-:- 6) fi!h04D6D7 

5\ __/\ /\_ 
7 > l~OdhD4D7 Sl AllóD~D" 9) AD:iDóD7 

iOlAfJ» 

una vr~z que. llegamos a D ~t?i'IEfí:t:::.. f4';2 r.ontar las formus en· 

que se puede prolonQar cRJa 0nn 0u los diez caminos 

antP.r·iores. 

Nóteso quo los camin~s ll, 7) y 3) sólo St' pueden 

prolon~;ar CtJmin;:u1do Qn lin2i~. 1~ec:ta c~t-? Cu [L. Las caminos 4), 

y ~~t~s snn: co~rzB y 



Para contar las formas en que se puede) prolongar los 

caminos 'll y lOl, notemos q1.1e a) llegamos a C por D7, bl 

tenemos que salir de C por D~. 

En el caso de 9) tenemos ~Je construir caminos de D~ a 

B contenidos en el ruadril~tero D~D~D18. Esta es unC\ 

situ~ción s1mila1~ a los cam11u1':.:- qua cf"ln t,:imos primero 

.cantenit1os en el ~ri.'u¡y·.:,lo t.nD1D7 .. Es como si con tat'dillus 

cúilntos caminos h~y f.:"lr'~ ir de ft u D-;· en el t1"'i .. '!S1g 1 .:~c. .6AD1D7 

y que no p<1~.cm por lh. C'lJ<e,.,r,,1.:mdo los c0minus del l) al l(l) 

notaremos que 41, 51, ' 1 (l) tienen esa propirdad. l-'01· 

tcinta el c0.mi110 91 se pued2 p1·ol01HJür de- 7 forrnac;. 

En el cv~:o dE? 10) ~ te;;n~r.1os que? const1·uir c21¡~: ,·os ::ir? D~ 

a· B contenidos ~11 G! tri.~n9 1_.tlu t_J)~D!lf:I .. Esta PS un~1 situclC~CHi 

caso sa]ie1~on diez caminos. 

prolongar el camino !J'. 

Sumando las r-osi~tlf·.'S p1·alc;n~1 uc:iones pur·a CC'l.d:t uni:i de 

los caminos 1), 2), ..... , !'~;) obtenemos que hay 30 c~r11il1ü5 dr~ F't 

a e pasando por c. 

37) Sea O !:21 v.?rt!.ce supE:rior d0l l1·ibn.;,ulo, ti•~ j;; 

las que 11 amc:\mD~' pt' i me>r 11ive1, 

nivel. 
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A 

Llamemos Ai y Az a los punto~ d~J primer nivel, B1, Dz 

y Ea a los puntos del ~.ucr..is i vamen te 

octavo 

ni ve 1. 

Los caminos qlte empia:<:<.1"1 \!fl O y h~Pmincm t-n un punto 

del pri.mm' nivel son: oru, donde el 

orden que tienen las let1·as en Cüdu ll!lO de los caminos 

de ::aminas que van de O a un f.ll•n~r, daí p.~i11•f?l' nivel es 4 

Ahor•a vamos a c:ontc1.r e·) t1Limv ·p de} Cc.~mlnos- de O a 81. 

Tomemos un camino ele! •k;tci:. 1::1 •Jh:i:t:n t't111to q•.tr.• tit~n0 del 

como último punto del r•inw•· r.ívr:J. Ccr.;::; !11 PS el último, 

un.:\ vez que eJ cumlno pu::.r:.t por" ól, c~:;l:c-ct ti~ne qua bajar· y 

tamb i t'..·n 

i1~ ~:Ir..>- \.1 ü Dt h~y 2~número rk 



caminos qu;:: empie::<m en O y ter·mi11an rn un pCinL~ Llel primer 

nivel) , poi· que cada uno de esos C<lfl'lnos lo podemos 

complementar C?n dos fo1·m.c1s para l lega1· "' 81. l'_s d,c·cir, p<:1ra 

,;;;~ir de O i:l D1 ~ay 20"1 = 8 caminos .. El mismo é:tt"yunn2nto sirve 

par<:1 mas l ra1· que? de O ¿i f'z hay 2 oíl = 8 cam \ro•_-.s y que de O a 

.,, y terminan en algún Ih. SimiL:irmentu para ir dE' O a C1 hay 

:'(número de camjnos qur. empiezan en 6 y i;erm1ném en BL> 

3: ... ~3 y para Ci\da i = 2,::.,4 hay ?C.:.·~ o-7 2 ~ 

cc:qninos para ir"' de O a Ci .. 4 1 .-,3 
• O;_ 

q'lc-> Pn~p i E-~'.C\11 ;-,n O y terminan en un Gi. Y com(l da ,-:ad.:i í3i hay 

dos m=i~·:E11'r:'!:l de hajt-:;r al último nivel tenClmos que hay 

38) Como 

p 1<1no 

Eíl t; onc.es es tos 

pur1tos ti r.·nen qua esl:a1--, en el arco lllé.\):'Or de 2.l9un0 dí"? la::> 

cir·cunscritas los t1"i.án9ulo~; 

que tienrm al y 

los dos nrcos 
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(fig. l) 

llamenos 'C y 'C' ci los 
dos a1·cos 

Dado un trihngulo equilátero 6ABC con P en no y W en 

BC, el ángulo PDQ = 60°. De manera q~e B está en l. Adc:m.As 

el ángulo PAQ es mensr· o 19uéll " 60°. Entonces n no ¡.uede 

stat· en el interio1· de 1.:1 c•.11--:a ~ (ptws ";i D es :_•n punto 

del interio1· de la ctwva ~ n r.nlonces el :.ngulo F'DO 6(' ' 

Esto prueba que rtüi~¡ún puntL> de :e el 

interior de la curva ~-

Aho1·a tomemos un pu11to B1 en 'C' y constt·ui mas a /'.\1 dP l< 

siguiente manera: 

Si la linea B1F· ;rlt2t"'seci:3 en dos puntCJs a 'C, entw11~.:.~s t'•1 [?S 

el punto de esl;a ir,tr~1·s,<?cci.0n que' es di f(!l"Gntc:? de P y, 'é'Í Ja 

~·lr·,tc;.ic·~· 

que en el primer caso, 21 jnµulo PA1Q vale 60°. 

lur1;..!· di? 



PC1Q = 60 

Nadet 111~'1.s hay un cr.:\so en rpJc r\1 = P y C: es 

precisamente cu<incJn el l:ri.'.nguJo l>F'B1Q es eq1d l.\ tero. CuC\ndc 

no estamos t?li e~;t;:~ :..:uso, el l1·1:,.nyulo Li.A1B1Ct ti ene dos 

Angulas dp 60", as1 que es E?ql.ii 1:-..tero. 

y Q estA en B1C1. !::sto prueb.:> que los puntos A1 co11struidos 

de esta manET'Ll sio.npr·c cst:,.n en :e • 

Es m.i'.:; prolor.r:;a11r1:::i el sr.ogrnento E<1A1 pot· l'.1 y B1C1 poi· 

C1. Podemos can~_;~gttir trí..:'-1.ntjulos equiláteros cnda VEZ 

muyores. cJe a.qui q\1e t..::"J.t~a punte del ruyo que? ¡ji:u-te cJa r.1 

que no tiene a lh y que estf,· ::ontenido en la 

f1Prtt2necc.~ t·.;,111b i ·~·n i\ :i! • 

En resL1men: si A es un punto de ,l:.'1 y B y (, 5Ufl l L:5 

puntos tales qLm el t1·i.>.n1Julo AliBC: es equil.iten:, f" er, AJ': ·¡ 

pod0mos c:onstr·u ir 1~adtJ un rrtyn dr punto'=.; 

Si con:;icJorL\mo~. todo~; los puntos Lt 1 s de.? 'C,., lct uni~-r1 de 

65 



los •·ayos i-especti·;os nos diltl 
de l Ll 

figura. / / 

AJ\' -

__) ~ 

entonces, po1' sinletr1~ ab~enemos qt10 todos los pur1tas de la 

región sombread2. de: la sjguiente ilgui'tl, tamh1L:n pet-tenf~r:an 

a :e • 

Finalmente cc-mo el pL':-,to 9 sólo pucia t?<::ta1· s·n i;' ('; en 

la sigu.iE·n'.:e 

a) y 99 qcin .. ) 
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entonces n tief1~ a lo n1~s O cifras. Cada cift~~- vale a lo más 

9. Pr;:- i.anto el producto de las cifras de n es menor o igual 

a 809 = 7~. E5 decit' P(r1) S 72. 

El númer:.i r:ntrc (1 y 72 µa1·.:i. el q1_10 r>l prcd'JCtD d~ sus 

cifras es m.5.s yrf:.nde es el 6'1. De manerci quo t-·ü-'{n)l :; ó:J9 ~: 

54. 

El númerci c:o11tre O y 5'l que~ tiene su l'l«Jd:ici;u cie ci-rras 

m~s grande es el 49. Asi os que PIPIP!nJJ: 36. 

1 B y P <[ .. (f'' W ! r'' ( ~.) i ) ) ) :S 9. 

bl Di?nDtemos p01· Qlnl a P<PIP<P.<F'lnlllll. 

la mitad de !OS c•r1 

{(•1 l,'.?., ... , 1('~') cumplen que (J(n) :::: O .. Notrimoe; qtH:1 ~-;i n tienf.? 

u;1 O er· ~;'l e::µr<o'e>ión decimal, entonces P<nl "'O, P<Fin)) "'O 

y Q~n} =- 1_-.. F'f..,~"' l:anl;o si vemos que más de?. lE\ f111t-ad tic: los 

nú,1:e1·os .'.·n {0,1.,2, ••. ,10
6

) tiene algun O on ~»u 

dc"":~.f1l:0:1.l, ~:a!Jrcri~ür: tC'rminado. Es deci , .... , lr!flPmn:-; que VL'l- qut:a 

'°'l ,nenos (J(l
3 

+ ~°l/2 = 5ol07 + 1 núrne1·os de CO,l,2 1 ••• ,10
8

) 

til!11l-:ll t"1l·~~:.,..;1·1 {.f. O dicho de otra 1~1d11l:_·1~.-:-., 

cuántos rl" 1 conjunto 

{0.,1.2, .... 4,liJt
1
J no tiE'()l=!íl ningún (1. 

Dcs•'.~V O a 'l hay 9 númcr·os sin O 

!)ucrle 1 ( 1 u 99 hay B l =- 9
2 

númc?ra::: sin 'J (he.y que poner 

th:i· .. ; e~ ft·sv3 J' tcnenicfri lf épc i onEs pt.H ... tt c2d~ uni'.l.) ~ 

iJesdG ! l• 1} iC\ 9'19 h.:i.y 9
3 = 7:~9 número:; ~-; í n O 



Desde 1(l(H) u 9999 hay -9 4 ,,.,--6561 números sin Q-

Desde 10 (H)ll <1 99 999 hay 9-:; = 59 049 n 1me1·os sir. '-' 

Desde 100 000 s 999 999 hay 9
6 = 531 441 números si~ O 

Desde 1 (l(l•) f\(>(l ;:. 9 999 9'7'1 l1ay 9 
7 = q ·792 969 númeoros 

sin O 

Desde 10 000 000 a 99 9~9 999 hay 9° q:. 046 721 

Sum~ndo estas pctencicls dP 9 obtenernos 

entonces el númer·o ele (lún1erot_:. quc- no tienen ninljl.'.:n c.E..~rn SCil 

48 4~7 56Ct, que son ffiQJ"\OS d~ l~ n1it~d de 

conjunto {0,1,2, ••• ,\0°.J. .. Fu:· t.::H1to los nlirí1e1~os cL.': cor •.. :unto 

mayor qu~ la n\itaci de ~or!~s 1017, c1r~mPntos dPl conjt::,to. 

Entonces d~ los ele.11[1~tos d~l conjur1lo co., 1,2 .. · 19i'¡ 

cero es aqut?l para 21 que C-:?>:istr:n rn.fl3 n's en el 

conjunto {0,1,2,.~ ... .,lt."/
1

j ~tilu~·. oue Q(n) ~•O. 

e> Notemos ciuc si P (!l) = 1, entoncr2s ri es de· 1 e -f·:·r·mr1 •~ 

~:...:...:.-!.,por qu~ ~~in t.i:::-nr~ un (11oltn qut: JH"' :.:~:0. 
r-V'-lCOS 

entonces este dl9i i:o ci<ebs>t'J ;:1_ sc>l' divi~;o1· ele P(n), w:ro f''(n) 

= 1 no tiene diviso1~."?s. 

1, entonces Plml 

ínr·ma P (m) 11 ••••••• 1 • Pc;"o rinr lo qw:o vimo~. 011 ,,) F'(m) :-_ 
r-VQCC>S 

nttmercts mennrr~s qui~~ 10. Por t.:tnln F'(m) 1. 



cuálQS n's, Q<n> = 1 .. Tomr.?mo5 ptu~1 s unan -t¿-\l-_q 1_JC __ QCr.> 1. 

Entone~~ PIPIPIPIPlnllll) 1. Por lo que probamos antes, 

aplicado a m1-' PWIPln>l>, tonc'mo::; que! P<r<;:idi ~ 1 implica 

que P(mi) = l. F.::; decir- F'(PIP(Pln>) J) 1, l'lp 1 i Cc\dO o tr_, vez 

F'(P tn>), quü 

y, en consGcui:!.c1u, P<n> -=: l. F'a1~ Lanto n r.?s de? la iorma n 

1 l.. ..•... 1 
q-vocoo:; 

r··or- tant:o lus lt1licos n's tales que fJ<.ri> son 

1, 11, 111, ! 111, 11111, 111111, 1°111111, 1111111 l. P~r t¡,rito el" 1 

sólo p¡·nvien..--~ ch-_• 8 números a los qur? se 1 PS .~p! ic~ Q .. 

Cualr11d(?i- ntro número, por 8jemplo el 2, t11·oviclne de al 

::, 12, :·1, 121, 211, 11~, 7111, i. J 21, r.·~:c .. 

Pn:· l iln te. es el número que provit?nt~ r:!e n 1 i:~nos n' s 

Cl\ando se aplic~ Q. 

~l ra:;ar sus 

1 (1, (] l 

debt? ~;Cflt'?1· ~:l 11(1:ilt-:>ro O o 5 en su ultiflli'\ ci·fr'L\,. 

O. \.'~r'\mos que· p.:\Sr...-l. si l..:l pt.~nlil l:imtl ci ft-.u F·:.:; l • 

• • • • .. • • • • • • .. • • ti 1 () 
• :: ._.· :.? 



pas~r1dolns al princi~io y ~Llrn=nt~ndo un 0, entonces 2m 

10• • • ~ • • • • • •üO, !.lr.:· aq1_\1 que a -= 2. Entonces 

m ••••.•••••• '·b210 

2m 

Por ln m:i:;m~; , ... -1:: .. n; t. ~ '1. Si continu.Jnos ~ste rroceso, 

526 ~1~ 78~ 47~ 684 210 

1 •r~·¡:;~"-631-~:; ~·u <J~f~Y-3684::ü 

Lu primera vr.~ ;:¡w.e por:lc'mos d~>te11ernos es i::u~r,1J;i ::irriba 

f\par~ce un 5 pcr·u ~: .t r1 quE1 '' l l evcmos 11 nadn porcp.tci 2m 1;;. Ene• 

Si J~~ úlli1nns dos cit1"as sor1 ~ y O és decit' si 

tt~rmin;.in r.:n :?O, entn:1ce::¡ si9u1endo el mismo proce~-,u qt'. 1.~ c-:1.1 

i:cnC!· i ar11rJs .que termintu .. cuar.10 

mttlt:iplir:¡:¡r ror dos la úJtj""' cif1'a obtonida y s<1mar <:·. lo 

dlgito por 2 y num~r uno, Jo w~s que podemos obtener es el 

n\•flil?f'o 19. F·o1· t;lilto no os po~,il<le encontra1· u:• númot-ú ,-:on 

ci1ras al número ~O. 

Dr~ ·forma simi li:n· SP. conc1~.tye que tumpcico es 

terminen en lo~; número':i 30, 40, .... , 90. Por tanto d~ 

(?'S el mPnnt·. 

Si )a última cifrQ es el 5, la 

70 



penúltima e:c. el O. Si9uicndo el mismo prOC•:!SO í l~t'at1vo que 

en c:l c.:w~10 c:-~nteriot· obtenemos el numere; 

~63 157 09~ 736 º~~ 105 

Si la p~núJ tim.J r:ifru es el 1, enton.::L?:':i por"' un pr:J•_eso 

análogo cbt~n•.~~s el número 

7f":.! 473 684 ~10 5:26 :.15 ---·-~---- e::> 

R?:::cnand.:l cr.r!10 2.ntcs es posible mos:.ti·tH" qut? no ht7iy m's 

-... , 
Pot .. tr.n"t.:J~ !us números más pequeflos qu'-? CLW1pl2n lat; 

c:ondjcjQr;E;s -..;:.--~n (1), <:?> y (3) .. Y como 

263 157 894 736 842 10S 
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