UNIVERSIDAD NACIONAL

o A o [ B NAY AN B E\u“;‘ n/(ﬁ:‘xrn ~ AN
i AUTONOMA D M xaCO
e O YO e - oy iy rqe o TNEY PN TE A -
VNIVERADAD NACIORAL FACULTAD DE CIENCIAS
AVENMA DE
Muirico

40 PROBLEMAS PARA
OLIMPIADAS DE MATEMATICAS

T E S 1 S
Q UE PRESENT A
JULIO CESAR GUEVARA BRAVO
PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

Mexico D.F, Noviembre, 1989




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



i

Imtroduccion
Fregunias

Sugerancias

+ s s e e .

DR

e e e

INDICE

P R

P T I S S U R

L A I AL B I e

11



T b

ANTRCAE

Cara participar en las olirpiadas, los estudiantes
deben enfrentarse a dus  tipos de problemas: 1o que
requisiren un conocimiento de matematicas mas avanzadao gue ol

tan

ﬁmpartido en los cuwrsos de bachillerato, ¥y lus gue nec

n

Sle de alementos matematicos clementales, pero que

requieren de muche habilidad pare oncontrar la solucidn.

Este trabajo tiene como  finalidead, 1 de prosentar

ita dirigido a

problemas de los dos tipos v opricci

tudos los estudiantes que metonden participar  en la
olimpiada.

Eotos 40 problemas no  pretoades dar al lecltor  una
enposicidén ordenada ni por tem=ns, ya gue entre wn problema y
otro no hay relacién.  Son  siaplemonte Una coleczcidn que

pugde ayudar a prepararse pare participar en las climpiadas.

. Haemos querido inclusrs todos los tesas que se  usan en
las, Mimpiadas Internccicnales,  pe~o por  supuestio que

nuestiro gusto y capacidad seroonzies han influido  pars que

algunos temas queden asis roeprecsentoaiocs oue otres.
Todos los problomas son eoriginales. Todos ellos  han
sido inventadeos por ol o pors &1 Frofosor Alejandro Ll lanes

Meillia tguien divigio vste trabajo.

Nlogunos dz2 estos  problemsas ye hain sido  usados  en las




Climpiadas Mexicons s de Malomdticas o en

gramsanes won

:lus gue e seleccionaren o los alumnos que o representaros. a
Mevico en las Olismpiadas  Internacionales y  adenmas  han
‘aparecide en las folletos chiz preparscidn para lag
olimpiadas. PFeto ce debe a gue el Profesor Illontz ha cido
miembro del Comite Urganizador de las Olimpiadas Mexicanas

de HMatemiticas y & propussto estos problemas a dicha comite.



PREGUNTAS

1) Supongamos que la aliima cifra del numero 3n + 4m os 2

donde n y m son numerns  enloepros.  Probar gue entonces la

Gltima cifra de £n + 4m a8s tambidn 2.

2) Demostrar la siguiente desigualdads:
3 1 i)

1+ Y274+ Yy Z /0 oA 2o Y EWET )

.;J'

KA Sean p oy g dos punbtos en &)l interior a s
circunferencia, construlsr un tridngulo oquilatero AN, tal

flx T 4

que p y g estén en (R oy LE rozpectivamenltse vy Boe

circunferencia, Diccuiies para qué casos  es posible s

canstruceidn.

4) Probar que si & es on entero entre |y 9, caioncos

(ﬂ)2 + fam)’ v (aaa)? L S

a T oioT, er 20
s e R S B
gt L =2 ©

donde aa no es productoy aa

el numero alo -+ oa, aga = 210

al® + a, etc.




14) contided de

ta

Calewlar

iguales que ¢ menores: que -1

sus digitos al mance dos unos conspcutivos.

19 Calcular la suma de todos los numeros gue
cifras, todas ellas dife-zntes  entre  si
cero.

.
16) Demostrar que si

y X + Y =1, 2 + W =1, entonces

3 3 3 ., . a 3 3 a R

Ty o 2T o U i’z v P AN A A A A A 4
17)  Entre los numeros del 10 al 1000, engontrar Zinco
subconjuntaos ajencs nos 2 dos As,Az A3, Ay As (on decie,

2 conjuntos entre My As, no tienen elementos  en COminy
tales gue la suma de los elewzntios de & es  dguar & 1a
suma de los elemenics de A para toda vy toda i

18y  Considerar a todos lous numneros Tormados pos custro cifras

diferentes tomadas en el conjunto 1,2,...,93.

s poi 7

ellos son divisible ?

19} Cuantaz soluciones er los enteras tiene el

4

numercs  entoros

constan

A,Y,7 v W son nameros reales

LAy Ores o]

D00 gae tienen entre

de 9@

y difarentes - de

positivos

Cudntos de

sigtoma



Px |+ {y |sto00 .
1Txp-qyls o
Ipx |-y }=z o

20 De un rostal de sopa de nomoron, @0 haoe una nuneracion
0,1,2,3,4,...... . Se sabe que se ocuparon 1 002 J00 de unos.

dCual fue @i Gllimo namero que se escribid?

21) Dado el triingulo AABL, sean Iy H  los puntozs  de
interscecicn de las bisectrices Y Tas medianas

raecspectivanente. Demostrar que si oun vértice y los puntos 1

y M oestar ol ineados, entonces el triangulo ANECD oo isosceles.

22) DI cuancas formas se puede cubrir un fabhlers de ajedrez

con cuatro rectangulos diferentes, enlre si. ©in que xmporite

el crden. B decir, <i los rectangulos 1, Bry Ra v Ra  son
diterenves y cubren al tablero, entonces ol conjunto I,
Rey May, Red ce cuenta sdlo una vez, o imports oue el

Sohlern s2 npusda cubrir de diferentes forocs por estos

filemos tectenoulos,

2 Consideremos un cuadrilatero convero ARCD. Demostrar que

Yo lines que une los puntos medins de las diagonales y las

-

tineas gue unen lous puntos medios de los lados opuestos, se

o




5) Sean A,k y € los angulos
con o, by © sus erespectivos lados

al aen B/ D cas (/2 -+
cos{C/ Lo fi/y2Yocas(B/2D)

b ces N b oon

&6 Sea f(2) un polinomio

)
PAY IR 3

fin) =
tal que su grafica ey

Demostirar que si p/ig es

z 2 .-
entonces p- - g divide a

Sea

7

n par, y vértices

A1A3, Mafs,  fAsne

sy we oy

segnentos AzNl4, Mg, Qchin,

forma otro poliaong regular Jdan

ope [C
L

Demostrar que el Adrea de

poligono criginal.

con

sigdtrica

una rafis con p oy o primos relativo

un poeligono reqgular de n lados de
AL, A7, Ay« o v N
[ETRE 1273

“ ey

cooun. brlangulo cualquinrag

opusstos.  DenosErar jugs s

sen (B/2Ycos(B/2) = :

+ sen (A7) soen(B/2)

A cot(Cre) = cps B+ sen 13 cabt(Cr/R)y =

coefictientes enteros
n-1
+oan-1N 4 e + a0 = 0

Y.

con respecto Y eje

LS N

longriad &, o

Tracemos  Jes  seonentos

y  tambion tracnmos Toz

Nofze En ol into: o =6

al ameys ML

3

~} vees

lados

[STRTs [

=l Area del

Sy - Y- - e PR - . 23 :
o Gon N oen 1us patucales, demosivar gue N oes ol
productu do  los divisares positivos de W, donde M oS
la mitad del nowero de divieores de N,



@) Supongamus  ue  un hexigono regular tiene. .  como

vértices At, Mz, .. ., As, Sea B el punto medio de A1z,
4o el de fizfa, ..., Bos &l do Ashi. Tracemos los
segnontoy Ay, Az ds, AaBa, Neba, AsBe Yy Nolia. Llamenos H

al herdgone pequelio gue se forna en el interior, Demos trar
g !
ey

que el 4rea de H es un  treceavo del  area  del herdgono

original.

1) Si en un tribngulo rectanguieo, sus  lados a,b y c©
son nameraos enteros, entonces 21 produecto de sus lados aebec

=6 divisible por 30,

i1} Sean AL Az,...,0hs los vestice=s consecutivos  de un
hesdgono H convexo. Suuongamos ouve s lados opuestos de H
-

son iguales y paralelos. Froboor ous a2l triidngulo ANafisfse

tiene la mitad de 4Lvea di2 H.

12} DPeomestrer gue entroe los neerion do 1 al n, la  canbidad

de ternas  que estan en propvoscion geosdlrica con razdn

entera, es nenar o igual gue o,

13 Demostrar que i i - l)zfin - 1) entonces
(- DT e 5y - D -

Diga para qué valotes

toros de nomeyores de 2 se cumple.



intercectan on cus puatos medios.

24)  Sea el triangula AARC no degensrado en donde la medide
de sus lados son cowmeros enteros prings relativos dos a dos.

Suponga que existe un numero entero m tal gue el angulo en &

es m veces el Angulo sn . Probar que el triangulo  AABE es

equilaitero  y do lado uno.

25)  Sepan AftRzdn un trisnodo equilatero y € en circulo
circuncrito. Dados des puntoc ALy i éstos dividen et

circule 2 en dos  orcos.  Denotemos  por My &) arce mas

peguefio. Sran Py Pr o punitos cealeosquiera de oo acess ahy
y AAa respectivanento, Remcstrar que la difarencia clol

perimetro de los cuadrilateros adenePe y Pudd enses dgual a

Pife - Fafe]. A

0
~ . , va
/

\\,;"" \// ’L\ a

A
N4

\~_,,,-"'
26)  Sea Frdl,2,3,ce, 40010 —— {0, 1,2,.0.,10"-13
“una funcidn tal gue para todo n, Fin 5 F()) o= 0y ia sups

te las cifras de n) + {la suma de las cifras de F) ) =

G ndmera do Tas od fras do o). nconbenr FI1907) .

&



27)  Sea P(X) un pelinomio de comficiente: racionales, tat

que Pdm) es un Dntnré para cualguier-entero-m. R
Demostrar gue existe un entero g tal gque para todo

entero s F(gs) siempre deja =! mismo redsto, al dividirle

por q.

28) Sea F(X) un poliinomio de coeficientes enteros. Sea m

un entero fijo, ¥ r =2 2 un entero. Demostrar oue si ed

enteros ni, nz,...,nzr diferentes entre sitales qus P x=
m para toda i, entonces Mis) no puede ser igual a (m & 1),

m 22, ... , (m % &} para ningun entero s.

22)  Demopstrar gue la diferepcia de los numeros

111. i 2222
2r-cifran r-cifras

donde 1 es un entere, ¢ un cuadrado perfecto.

30)  Sea AABC un tridngulo acutannualo.  Para cada punto
dentro o el la orilla de HALC, tricemus las  perpendiculares
Yoy ¥p y Zp a los lados P, AC y AR respechivamentio, En que

punto P la sume Xp + Vp 1 Zp alcanza cu mérianog.

21) Deos

rar que no existe ann numero de 1909 i fros

que la suma de sus citras sea igual al producto de ollas ¥



que al menos- tres de sus cifras sean cinco.

32) = Cots tdéhe Ui cuadrado ABCD, sea O un unto cualquiera.
en su interior. Supongamos que las diztancias de O a  los

vértices secn: 0= a, OB = b, OC = ¢ y 0D = 4.

i}

hs)
o
i
o
i

Demostirar gue el  &rea del cuadrado (RS " £

expresar celo en términos de a, b, c y d.

T3 Eea AABC un triangulo cualquiera. que nag  existe
un punio P en el interior del triangulo 4APC tal  que  todas
Yus rectas que pasan por P dividen al  tiriidngulo en  dos

Tiguras con 1a micma Area.

24) Fura ceda vo= 0 1,2,3,,..,32, deliniocs AL igual al
producto de les mGltiplos positives de ¥, mesores o iguales
que mil. dCnal  es el maxime condn divisor de A, Az,

£33, 000, Nan?,

33 D o poaeros enteros entre 1y 1989, encuentra una

prugresidn aritmética, con 50 términos de 1o cuales 13 sean

producto de cuatro primos diforentes.

36)  2n la siguiente figuwra:



JCuantos caminos havy de A & B pasando par €7 (Un

puede pasar mas de una vezn

37y En la siguiente Tigura

..
por un mismo puntol).

as

I/"\ /'x\ S

/\/\/\/ VAVAY

.
dCuintos caminos hay para

camino pusde sequis una direccion lates

ir

del punto O

pasar mas doe ana vez par un nisma puanto,

al

~ad,

2}

purts
[SYRNS)

subir.

no

%

7.

camina no

Un

puede



368) Sean P y ( dos puntos fTijos en un planac Cual e=s el
lugar geométrico d= los puntos A tales que 2uisten obtros dos
puntos By C cion Yas propiedades de gue el triangulo AABC es

equil&tero, el punto F esté en 21 segmento ARy el puntn k

ects en el segeento DCT.

3N Dadn n, un  rdmero  entero mayor o igual aue  cero,

definimos F(n) igual al producto de Tas cifras de n (cuando

n e2s de una sola miira P(n) es igual a n).

a) Frobar gue si n es un namero del conjunto 40,1, 2.0.0.0,

tilie

100 QOO 000}, entonces FAF(PIFEMIIIII s wi nomero Ca

cifra.
b) Para gquéd nuasro { del conjunto {O0,1,...,9) euizien mas
.

n's en {0,1,2,...,100 000 000} tales gue PRPP G (n))Y)) =

c) Contestar in mismo gue en b)) pero diciendoe wonos n's

en lugar de mas n's.

A0Y - Encontrar 1 menor ndamizre entero m, con la caractertstion

de que al pasarr sus don Gltimas cifras al  prIancipioc v

multiplicarlo por diesz, obtencmos 2o,

10



,.. 1o \,..-.. b

i
UU\M,

1) Pruebe que si 3n + 4m = z mod (10, entonces  3n. debe

21 un namero par oy esto implica gue n tambien lo es

2) Nesarrol lando el bivomio (1 + f Ty se  obtiene que

(1 4+ Y 2™ > n, por tanto (0 o+ Y 27000 > 0 .

Demuestre qguo zH BT - STy, es dgual a
2 — —
- ., Yy conn VN > ¥ n—t entonces
—— ey,
(¥ n 4 v n-1d
2 5 = i
> = -
oy - —, B
(Y ro o+ ¥ n=1 2(¥ n 3]
) Construya trifsnguloas equiléteros tales que pg, sea
ur, lado de les tridcgulos, vy o Aanaiice los circulos

circunscritos y su interceescide con la circunferencia dada.

2 S
4) De lz suma (207 + (ee)® 0 (aas)® & L. ¢ (an1

. 2 s .
factorizar a”, chleniendo as!
2 2 2 FA 2
a® v 2fean? v afenin?® o oo af et 11 ?
y doscomponga los segundoes dactorens de esta formad

(1l = (1 4 10 4+ 10D + L. 4 30000 T,



a)l e A + B+ C=mn, se tiene yue
cos(C/2) = cen(A/2 + 1/2)

y posterierwcnte sustituya en

cosiE/Z)[cm:tH/B)cuﬁ(R/T) + son(ﬁ/ﬂ)gvn(B/Z))
b) Conziderantdo la ley de los senggs tenemcs que
sen A+ sen B a 4+ b
zoen O c-
desarrallando obtencao:
sen N+ cen B een(A/2 4 A/D) ¢ cend(B/2
csen C sen(C/2 + C/2)
(=Y Sea m oun entero cualquiera. Decaritolie fis) en

términns de las potencias de (2 - m) y evaluar » = p/g, paira

obtener gue (g~ mg) Jaoq'.

- - . . - . oin-
7Y Cada Angulo interior del poligone original vale —-—.

Ya recta Athr-1 s intersecta con AsAz en un punto que
1lamame= . Calcule la longitud de Ac y considere que es

Fl

Ta wismg que AL, Use la dlongitud do SN2 para calcular

NRE Prusbe  que los divisores de N en el intervalo

¢ Y RT,01 son todos 1os nomeros de la forma g donde d  es

yia.s < ; T
divisce de N oon el intervalo T 1, ¥ W ). -

W12

un



) ,E1~apotema”'béi'Hénﬁgmnm H ws la proyeocidn del centro

O sohre la hipoteonusa del triasngulo rectingulo LABabis,

e

10)  Para ver que uno de los. tres-nanefis es paliiple de G,

v
N

analice los posibles valores para a®y h™ y A" + b mddulo S.

- 12} Las ternas gquo lienen razdn p soleo pusdon cer:
2. ., - 2 . 2
Iy Py P 24 2p oy 2pTs ... jmy mp Yy ap
: N : 2
-donde m es ol entero mas grande gue sensr o jgual aque n/p.

N z
For tanlo tenemes a 1o mas a/p” ternas cuya razdn es p.

13y Tonsidercar gque n' = (o - 1+ 1Y)y desarrollar

el binonio tin — 1) + 1)°.

14y fCatcule, los nomeros de o lo mas 6 cifeas gque no tienen

dos unon seguidos

1) peensralle 0+ )T = 4y (Z 4 )7 = 1y factorizas XY

y W respecbivanente

17, Téwernze dies nameros  conasrcutivos n, ned, N+, ... ,0F7,
ndtese gue oA () =t L) b ) = ey o+ (pe7) =

ety {nth) o (A 4 (R DY L



18) ‘Use el hecho de que un  numero es  divizible por nueve

si v s6lo 51 la suma de sus cifras es divisible por nueve.

19} Calcule loz soluciones que hay para los =isteanas:

Y = §¥ Y £ X
Y £ 1020 ~- X Y £ 1000 - X
con X vY >0 con X y ¥ 0D

unos se necesitan cuandn  se hacen  las

20) Cugnte cuantos
siguientes numeraciones:

a) 0,1,2,...,9

=
~

Oyi 24,0099
.
) 0,:1,7,...,9%7, etc.
Nétess que para hacer cualquiera de esas numeEraviones  se

ovupa la misma cantidad de unos gue de dos, tres, cuatro, etc.

Z9r Dupangs: que el vértice alinesado con Iy H es K, P
28 2l currtto madin de AC, y use la ley de los  senos  para

Ten tridsnoulos AARR v ARPC,

22 Cupnte las formas en que s puede  cubrir e} teblero

Tantde sals un rectingulo de altura 8, usando 5510 dos y sin

S

unar recltingulos de altura 8.

14



23) Busgue tridngulos semejantes que estan en proporcion 2

24) Sean a, b y c los lados del tridngulo &ABC.  Analice

los casos cuando m = 2, m = &, m = 1, otc. y en cada uno so
- B : [} 2 4

obtiene una la relacidn del tipp: aw = L (L° ~ a”), donde

w, £y s con enteros, {2 4, s 20, w2z 1.

2%8) SBupongase que P1 esta en el arcoe ARz, denotemos por
ne = Py nz = Pz y na ~ DAz LDemucstre que n3s = M1+ nz.

26)  Pruebe los siguientes hochpz:

al L FF)) para teda r ¢ 1,2,...,8)
b) 1 F(n) = 0y n tieng » cifvres sniances »r = FE))
.c) S1 F(n) = 0, entonces n e e la Torma no= 29 QG

€)  Calcwlar F(1), F(2)....,F (2

27)  Toéme un entero g gue nhoo givid: al producto de los

donominadores de los coeficientes.

28)  Considere que Fx) = m tisne como ralces & i, N2g...,02r



y busque los valoris minimog d€ 1687 factores ™ (=~ nil—para--

T 1,2y ..., 20

2?)  téte que

18l onl 2002 11 L L0000
)

. i v
ceifraw r-cifras

2r-ztfras r-cifras

20 Exprese el area del triidvgulo AABC como la suma de las
dreas de los tridnguleos  APC,  AUPA,  AAFPE. Compare altura
del triidngulo AARC con la suma der Yae 3 alturas de  laos

trisngulos ADDC, ACOA, Ac00.

31) Calcule cuales son el vasar oaxiso y el valor minimo que

puede tener la suma de 1az cifreau.

32 Realice las siguienioes consirunciones auxiliares:
Tome el triingulo ASGD y conshrutmes une igual  sobre
el jado AR del cuadrado (fig. 13, G bl Torma gque o)l lade

b del triangulo  AROD  coincide  con AR, eobteniendo  asi

el tridngulo AARY:, donde el anguio Xt es igual  al angula
OAD. Do igual torma  constouys i bridngulo igual  al

triangulo AARD sobre DO, obloniendo el triangulo ARCYz donde

™

el anoulo Xzhl @ igunl al  Amnuio ) ptero dgual al

|

tridngulo ARBCO sobre RO obrteniendo @l

trifngulo ADCYa, con el



aAngulo OCB igual al Angule XaCD y finalmentz uno igual = al
AriAngulo -ARCR-schre-AD=obtentendo "l tﬁiérgulb:ADAXX;iHEHB&fj

el angulo ODC es iqual'al 4drngulo X4DA.

~
\’X3

33 SBuponga que de existic un'puntm " cen las, propiedades
mencionadas, P ticne gus ser ‘el controides Ipweito de
interscccien de las mzdicnas). Finalmente tome una  linea
paralela a uno de los lados vy prLlehu que el ocontepisie no

tiene la propiedad reguerids.

Z4q)  Nétese ques
Nz = (2e1) 0 (2e2) {203} e (2e500) = 2797 (5001

Az = (Tel) e (Do) o (Do) v (Fo333) = 3770EE3 0, etc.

25)  Conetrdya wna d aprepiada para que la prooresicn

2eTeTe7, ReToBo7 4 d, 2e35-7 4 2d, ... ,2:3.5.7 ¢ 454 sea
atil.

J&) Sean Dy, Dey oL, D7 1os puntos de intersoceoidn gue  se

17




mestran: en--la T UG wms e s e i s e e e e

Note que para llegar a C no se debe pasar por D2y Ds

‘ya que el camino de C =2 B pasarda por un punto por 21 que ya

se paso antes. fntonces se tiene que llegar a € por D For

tanto primoro hay gue contar logs caminos que hay de A a  d»

en triangulo AADdD?

37) Fruebe que el numero de caminos que empiezéetr en ¢y
acaban en A4 © en Az &8s igual a 2.2, usando esto, muestre

que el namera de caminos que empiezan en O y  acashan en

alguno de 1los Bi's es igual o 32,27, (verr Tigura)

/\
"\7\7

/\/\ VAVAVAV \/\

A / \/\/ \/\/\/\/\ /\

19 l15 e [N He  Hy iy

38)  Pruebe quh el lugar geondlrico que JP pide es la regidn

sombreada en la siguiente ftiguea:

18



)

SELLTS

Y I
I
39} PFruebe que Fn) = 72 para toda n  en (0,1,2,...,10n).

Frabar que 1 viene de meno: n's y 0 viene de mas n’s.  para
- ) a
) cero basta contar cusvtos ndmeros en (0,1,2,...,1073

tienen al menos un cera.

40 Los numeros que  cumplen  con las caracteristicas
indicadas deben tener &l ndmere 0 o S en su ultima cifra.

Si la daltima cifra es «11 0, suponica después que  1a
pendltima cifra es €l 1, entonees la  antependltima cifra

tiegne gue ser el 2.



] COLUITSTAS

LT D /A2

1) Ya que el nanero 3n o+ 4o tiene como Gltima cifra al
2, entonces .
St 4m o= 20 {mod 1) I S

Labto implica que 2n -+ Am es un nGmero P
gps entonves 3a tiene que cer par tambbidn

maliip!o de 2, entonces

Ty = 0 (mod 10) e

Humando (1) y (2) obtenemns:

G o Do 3mo= 2 (mod 10), de agquf gue

o tento, 2 es la gltima cifiera de 8n +

A Por 2| desartollo del binomios (1 +
(14 YRR w2 M 4 (ndne

Y

entmuies (34
ste implica gue 1+ ¥ 2/n > von

Pos tanen para los ndmeros $,2,3...,n b

1 a1+ v 3, 27 <0

20

a
, V3

ary  ya  ague im 1o

. Faorr tantao n es

{in + 4m = 2 (mod 10)

Hhw

ey )
7 obtensmoss

v7arizm) +..

Lo Andn o~ 1)/ 2/ = n

enemos o siguiente

C Lo+ ETET L0,



Sumandos:

3 n
1+ Y2+ Y37 a oo ¥y 00 ¢ on+ V20 412
12 VAR R S W Sa ' )

Notese que 2+ n - Y n-1_ ) es igual a:

b S I A T T S T A R Toty - 2
T e T T
como ¥ n—1" < ¥ n~
i 2 2 1
tenemos == e —- > e
. T — putsient
(v n 4+ /-1 2¥Y n Y n

entonces /Y n o < 2 v no - 2¢¥ n-1

Por tanto para los numerns 1,2,3,...,n tenemos 1o saiguiente
1 ¢2, 1/vV32° < 20 -2, 1Y I7 < 23T - 202
WYTET < 2/ AT - TE LR 2T - oY e
Sumando obtenemos:

1+ 1727+ 179737« o0 v 1Y R 20

(i) implica entonces gue:

3 tal

1+ 2+ T4 .. v ¥ A+ Y202/}

3) Constrruyamos puntos { vy R tales gue APER v AFGRY sean
equiliteros y R & R'. ’

_Seun €y €7 los circulos circunscritos a los triangulsos
AFQR y AMQR? l*ezpvr-tivmwnfe. Si v o ¢ intersecltan o 1
circunferencia inicial on uno o dos puntos, el problema

tendrd solucion. Nnalicemos e cosos



(

al Si ¥ corta a 1o ciraunferencia  en dos  puntos ™

—
i

e

y Ny, entonces loz Angulos PHO y PRI son de 60°.  Prolongando
con  igual longitud low Jaedos MRy MR construlmos el
triangulo equilistero. De igual forma se obliene el otro
trifingulo usando los lados NPy NQ. '

bh) 81 8 corta o1 un punto a la circunferencia nicial, ia
diferencia cs que £élo ebilenemes un triangulo.

) Si ¥ no corta a la circupferencia  inicial, entonues
ton cualquier punto 3 esterno a ¢ gue este sobes s

circunferencia inicial, chtenemros 2! Angulo FEO fue oo aseaor
de 60°. Por tanto no podesnos contruir un triangulo con  las
caractacristicas indicsdas.

semeiante

Con 8'se hace vn anslis

4) La suma

1?4+ (aad?® + taaa)® 4 L.

es igual a
a2 e a1 4 a2 1D ® 4 Ll 4 A e (11t ) ?

, F
factorisando & y desarrvollendo 1os segundos Tactores

+2
tJ



AP T (11001000 L L. 4 (1410FL00s L L +100- 0017

calculando laz =umas de les potencias de 16
z z . x 1 2
2 [VINEI Y jary - 1 oL 10 - 4
a 1+ i._..__-..,. + paa -___] e o
10-1 L s~} 10 -1

factorizando 1/7¢10 - 1YY", desarrcollando oo numeradores Yy

agrupando
12' 2 2 2.2 2. 114 - 2 -T2 .
-i—~z[IOTHJJCV+(IG P (20T J-DOL1410+ 10 e #1070 T T4y

{40-17

sunando las potoenciewn de 107 y 10

T ‘ e -
;30[“‘ 1] P )
{0 -1

simplificando vbtenemos finalmento la sumas®

2
a

(1o-13

a2 27 » 2o vy
L [ 20 0™ -1y - 2t =ty e J:
qzv LY G .
a)

a) Como A+ It =1 -~ 0. entonces:.

cos(C/2) (cos_’\h/'?f) cus(R/2) 4+ sen(B/2) sen (/20 Fl

sen /2 4+ B/2) (COS‘((\,':’.) ers (/D) 4+ con (A7) omm (B 4—1},

desarrollando cend{N/2 + By y mottiplicar
sendA/ D) sen(l/y (Cos (it nen(I/2) + cen (/T '"-05(‘2“17:‘"
cos{A/ 2)cos(R/2) Lr(:)"((a/ux,un([!/;?) e (A t‘iUS(B/"’,}).
multiplicando vy o factoricsnds tohemos

(sen (A/2)cus (A7) Juan” (R/2)

(sentA/2)cos (070 Jeos” (B72) &

[gen(U/...cnq(L'/-,;)N;. N/ o+

(senti/2rcos (/2) Jeos™ (A2)

factorizanda (" A/ D) cosin/2 )) ’ (sc:n(B/Z‘.;:’:‘JE(E‘/:{)J

(sen (/D eos (4‘7\/2)} (swnz L/ Py cos” {i}/:‘)]

-



(sen (/2 cas (B/2) ) (sen® (A/2) +cos” (A/2) )
Como senz(A/2)+cos2(n)2),= 1. lo anterior es igual a:

sen(A/2)ecos (0/2) 4+ sen(B/Z2)cos(B/2) s s bems

h) Por la ley de los senos tenemos

sen N+ sen P oa + b
aen =

Dissarral lando

sen A+ sen B sen (/2 + AS2) 4+ sen(BS2 4+ B/2)
sen C h sen (C737 + C/7Z2)

sen N/ cos (h/2) + sen(B/2rcos (1707 (1)
sen(c/llcos /L)

del problema a) tenenmos nue
senif/2Ycos (A/2) + sen(li/2)cos (B/2) =
sen (/2 + B/2)[cos(A/2)cos(R/2) 1 ser. (A/D)sen{B/2)1 =

Losi{C/Dlcos N/ Dcas (B/2Y & wona /) zen(/2)

sustituyendo en (1)

sen N+ ge2n B cos A/ mosill/8r + nonin/2)sen(B/72)

“gen C sen(Lsz)
cos{A/2 - R/}

Teen (C72Y T

De la igualdad cos(A/2 - /2 = cos(A - (4B /2) —— (2)

tenenns que: cosn/ - <)
e cen (G

cos{(MIcos ((AIM /2) F e (i con () 72)
T Ren (G o

‘

Se szabe que cos{(AMBI/D) = cos{r-a} " = aon(C/2)

) sen ( (A+ED) /2) = sen i/ = cos(Cr/2)

Por tanto cos (A/2 - B/
sen (L7

tos(Msen(C/2) + sen(Mcos(C/Z)
gSen(u/ey T TTTTTTTET

cos N F (sen N) (cotCr2).

a 4
Este prueba que arbh o ocoe A {sen A) (CotC/2

para abtener la otea dgualdad, oo () se Liene ques

cos{B/2-/2) = cos({AvE) 77T,y haciendo woun arilicis
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cos(n/2 - B/
sen(l/2)

= cos B + (sen B) (cot C/2).

6) Sea m un entere cuslquiera, Considerando el polinomio
f{x) desarrollado en ULérminos de las potencias de  (x—m)

Lenemos:
n rimi
Fi) = anfu-m) 4 an-t{x=p) = + ... + asfx-m) + as

X 2]
sustituyendo w = —%w obtenemos:

n , ]n—l
an[B - m] + An—;Pﬁ - My + ...+ a:[ﬂ - m] +oag = Q
q 0 J =1
simplificando:
an(p—mq)n + anqq(o—mq)n—i + ..+ a,qn—i(p—mq) + qneo = Q

factorizando (p-mn):

-1

n-2 n
“+ ... 4+ a1q Yo

(p-ma) ( An(p—mq)"q+ aneit) {p-ine)

+ aoq =0

n
aar)

For tanto (p-mg) divide a acgy’ y \CECTOR es u entero.

Como p ¥ q eon primos relativos, se sigue que p-mag y qh
son  tambidén primos relaktivrs., Lo anterior  impriuce gque
flm) = ao es divisible por (p-ngl.

8i m= 1 entonces pe-g divide a f(1), de igual forma =i
m = —1, tenemos que p + ¢ divide a f(-1).

Par tanto p + gt {p - q) divide a Tf(iX{i(-1Y, pero
considerande la siméiria de 14x), f1Xf(-1) = (f(l))”, y esto

implica que (p? - qz) givide a (1,

7) Llamemos Fi a la intersceocidn de MiAn-t vy anilogamente

e
ALt



obtenemos Bz, denoteans a F cono vl punto medio Arfz.

pd

Anw ¥ 8/ P \B

por ¢ viale n(n-2)/n, entonces

N A,

£1 angulo AAN2 denostado

del triangulo AAnfslls Lenemos que el 4dngulo AnBiAr vale

también oo Por tanto el sSngulo AnNBr dencotado por 3 vale

$ = 1/20-n(n=-2)Y/n) = n/n, el angule Lyl denotado poe >

vale > = 1/2{o0 -~ 23) = 1/ n=-2)/n - 2ua/n) = a/2ni{n—1).

Por la ley de los sencs  en 2! tiriangulo  ARiAd, el

srgnento Bin: denotado  poaes v ovaler

2P Dy . -
Sony T T Ty entonmic Dty =
sen 2 ::c‘r‘.[ Lo trm )
2
H .
= 2rsen( Py (raw“.)] - (1) -
N

Como los Criingulos AnOA20n v ARUNE. con semejanices

.

" a :
entonces = o lespedia
3 Enhy despeiando
2
[=3
o= e - s - w2
And <

Calcolando Anh2 por la 1=y Jde 1o cuhos en o) trisngulo AAnRNP:

ﬁnp bt
= R Tt entoercos &0z = Dasen ['—l—'(nn?.‘)] —{3)
2n

Sustituvendo (3) en ()

2
- a .
ro= . — .« Y vastituyenoc roon (1)
- I -
2azsen | —(n-2)
&n

asen [’_r,_,_(n__q)]
Flabra = ._2 n ]

ire
£en [—~~-(r1-'2)
2n

sy



Como la proporcicn entre 1

2 2n 2 - 2 {1t -1
. a sen p~4n~4)] sen (}u(nvz)] Sen (; -
a’ entre z—xg—"n--—--—--- = . :” = N
sen {——(an ] Sen"[L—(n~4)J sen [j
2n 20 2
z 1 " 2 {n 2r
desarrollando sen je - - v oosen |- - =—-
2 n 2 '
obtenemos finalmenic quo 1o proporcidn de las areas es

m

r:ms(n/n )JL

~os{iin/n)

.
8) Supongamos  primers gue W no es ur; cundratdo
perfecto. Sean di,dz,...,d0r los divisares de N en el
intervalo ( 1,¥v 1) , tenseos gue 1 2 di < ¥ N para
1= 1,2,3,0..,r. Cono & < ¥ N, entonces v N gy <N L por
N W )
tanto Y N < 45—,y como - £ N, entonces i L8 2+
a‘t dl dL
. e ]
en el intervalo ( Y N y N Y. Ademis observemos  gue gy es
divisor de N tambidn.
De esta manera, a cada di le estamos ascclandc e
- N N — - N :
divisor g awe cumple las desiqgualdades Vv N 4 a7 <
+ x
i e e e i H H -,
Obsetvemnos que si di # dj, entonces v ES g7 vy ooue sioo [21=9
t §
un diviser de N con ¥ W 4 d = N, entonces d tiens  gue  ser
N o N .
de 1la forma d = T pues 1 = g < ¥ . Esto prusha que  les
divisores pousilivos o [ sor :
t! 18]
deyd2 oo d i g e g o
1 1 5 Ty d1y L
" . A2
ademas = M/2 y el producto do ellous s W = N'7°%,
Ahora suponoarns que ¥ N es un entero. Razorevie cono
anltes, tenemos que (os divizires de N sons
e T M
digde g e, diy, ¥R e Looe, e
k] 1 5 Y 3 d! 3 L dl
donde di,...,dr son los divieores de N en el intervalo

27



L1,Y {7 ). De modo que M= 2r + 1y el producto de los

- rin 2ret)s Moz
divisores de N da N'v 1= NP7 nME
™ El Area de un hesigono regular es (perimetro) {apolemal /2,

en un hexigono regular de lado b obteaenos gue su area es

(6b) e (LY T /2172 = 29T b I/ = 27T T(apotema)

Supongamos que a = ARz si O 2o &l centro del hetagono
original, denotemos por P la pioyeceidn de O sobre AdBa.

Pe la semesjanza do  lon erjangulos Afskile  y  AOFB«

0P O .

W et Tmicy [ S g - lafie = ot 1 Re = 3
tenesos que  gep Ais v como R af? y BB av 3

e , . Gr ay 5 /2
entonces AR = a¥ 13 /2, cbhiteniondo qua T LA
ay & /2 i
entonces OF = —— gt 81 apntome del)  hesagono H.
¥ 137
Por tanto la proporcidn de las breas es:
e . # ey 2
2v7 37 (apotema del henagoms original: tay T
i = 13

2¥"37 (apotena da H)Y© : [gn’ Ty )2

~n



2 z z
10)  or el teorem: de FPitigoras se cumple que a + b = o .

.

o

Un entero cualquicra x debe cumplir gue x = O (mod  3),
vy & t (mod 3) o x & 2 (mod 3. De manera que %? = 0 (mod 3)
o %" =1 (mod 3. 51 ay b ne son moltiplos de tres entonces
az,hz = 1 {mod 3. A si que c? = a® «w b® =2 (mod Y. Este

absurdo prueba gue a o b es multiplo rde O,

Nétese que un entero cualguigra debe cumplir

%® =0 (mod S o x° 1 (mod 5) o 2.z 4 (mod S). Si a y b

il

s 2 2 2 - . -
no son maltiplos de S, entonces ¢@ = A7 + b = 2,3 o 0 (mod 5).

2 - e
Ve manera que c- = 0 (mod Z) por tanto & divide a c.
: 2
Ahora supongamos que @& y b no sen pares, entonces  a
z . . z .
y b” son impares y su sies, Que os igual a ¢y tiene que
ser par. De agui que ¢ ec par.

Como en los lados a,b y © hay naltiplos de 2,3 vy 5

entonces el producto acbe.c w@s ivinible por 30,

11)  Tracemos el segmente S200 pere.elo y con la misama
longitud que ANe y  Asde, eritocces s es de  igual
tongitud  y  paralelo a OBz, nor tanto obtenemos el

paralelogramno ArmN:z0As doide e« o wnie de sus  diagonales,

A 3 [N I )
==
P /_,,—-—-/ ul .r‘/ /
Avg=
\ ) .\ \ / A 3
As ) E:

29



esto implica gue el area del triangulo ANAzfie es ioua

bed

del trisngulo Aﬂﬂaﬁz,‘similarmenfe el -4area del triAngulo
AfsfzAs es icual a la del trisngulo AOARz, y ol area  del
tridngulo ARshAcNe e85 igual a la del triingulo ADA4A¢K

o lo anterior el area del hesagona Geyfs....,Ac ese
2. (tarea AUfafz) + (Arca ADA2Ae) + (4rea ADA:Aa) )=
2 (area AfzAsX2)

entunces. Hres del Hexégono = 2. {Area del trifngulo).

-~

12)  Una progresidn geométrica con  tres términos es una
2 .
tvrna de la faorma m, pm y p“m, donde p se llana razdn de 1a
progrezidn 3y si queremos gque sea una Terna del oenjunto
- 2 . , P
{1,2,...,n), debemos tener que p“m £ n. Do mudo que m = n/p.
For tantn los ternas que tienen razén p s6lo podrfan ser
1 2., s “n? . - . z | '
s BY P 3 I, 2y IR oj.e..3 My, ompoy  mp donde m e el
) . . Lo . 2 -
enters mas grande que es menor o igual gue n/po. Por tanto
¥ £ z -+ 3 -
tenemos a lo miés n/p” ternas cuya razdn es p.
- 5 Cas 2 . .
sea g ol omayor entero positivo tal e g7 2 ng i p > g
entonces a/p° ¢ 1, ast gque ya no hay tesonas  en progresion
Qeondétricn con razén poen el conjunto {1,2,...,n0.
B avie20d que para contair las canlivades de tornas en
cragcesiic goométrica en el conjunto {1,2,...,n2 s6lo
tenemas gue contar  las que  tienen razon Z,5,...,9 cuyo

noaeece tntal os menor o igual a:

I O R 2 R XS V2~ P S U 2o
de lax desigualdades -
VAT O 10t elt s 1472, 1737 € 1/2:3 = 3/2~1/3, ...-

as gy

30
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179 < 1/(q=1) eq = 1/(g=1)~1/5

sumando tenemos que:

1728 + 1/3° + L. 1797« n[gil] < n
13} Sea n’ = ((n ~ 1) 4 1)7, y desarrollando el binomio:

1 -2

n = D 4 DT s - DT 7= DT 77 - i = DT
>

+ vew 740 — 1Y 1 -

restando 1:

? 1 -2

nf -1 =(n-1D"+ 7 - D7+ 77 - Din - DT
2 .
4+ .0+ T(n - 1),
factorizando (n - 177 :
n -1 = @ (DT e 7-n0 e 77D =D T
2
el * Tﬁ_;"TT}
cono (n - 1)2’(n7 -~ 1}, entonces (n -~ 1)]7 y comu

v

tn - 1)|(n? - 1), por tanto (n - I)[(n7 -1+ 7y =n" + 0
y M= D" -1 -7)=n" -e.

Finalmente como (n — 1) |7, entonces n = 8.

14) Es mas {facil contar 103 nameros menoires que 1 200 L0

gue na tienen dos unos seguidcs.

Aralizamos casus:

&) Los nameros quz no ticnen unos. En este caso  tenemos
. < s

que contar cuantos numoroe menorss gue 107 oo puedeon irmar

con las nueve cifras restantes 0,2,3,...,9. Como  entamos

31



contando namercs de 6 cifras v en cada cifras podemos poner 9

cifras, tenemos 9 .. lvaSibilidades (hay gque guitar al  QQOQ
oo . ‘

b} “us nunereos gue tienen exactamente un uno. Este uno
puede ocupar & lugares y los  demis  lugares pueden e
5cupados en nueve formas diferentes. De manera gue hay -
nGMerus de estos.

c) iLos nameros gue tieznen exactamente dos unos. Estos  dos
unos tienen que estar separadesz. LAs posibilidodes para

ellos es que ocupen los lugares:

otrug cuatro  lugares purden  ger lienados con 9 cifras
diferentes asl gue hay 109 de estos

d) Los nuameros que ticnen suacteasate tres  unos. Las
posihilidades para los tres uanos sons )
t_1_1~ » 11 1,1 1o, v it Do owodo que en este

a
casu chienemos 4.9,

Ya no se pueden poner coatro wnos porgue gusdarian doz

For tanie Yoo naperos gue no dtienen dos unos  sequidos
- 3 4 .
¢ =1+ 6097 4+ 10.9% 4 1ug? = 67?4 6.6t 4 1009 ¢ 4 - 1 =
7ROAT29 4+ 486 + 94) ~ 1 = 72201305 - 1 = 954 260,
De manora gue hay 99¢ @2y - G504 2460 = 45739 pumeros

LG .
menorcs que 107 con dos unos seguidns.



19N todos s 1os- nuneros d§~-nuevc,:cifnéa;:;p§,wpndemms
reprecentar gomo nx\ﬂhﬁahsﬁéﬁﬂmﬁp, y a cada Qnd se le guede
asaciar el nuasero {10-A) (10--42). .. (10-A0) que 1o llamamos
el complenents; & su ven el coaplemento de 1l nuamero
(10-04) (10-A2) ... (10-Aw) es Mfzfo0 . ho. Notemos  que un
ndmero mas su complemento da el nasero 1111111110,

El total de nameros de nuove ci ras diferentes es 9! vy
tenemas ' /2 parejas de numeros complementarios; y  como la
suma de cada pareja es $11:31111110, entonces (F1/23(1111111110) =

BleDC111111111) es la suma buscada.

16}y Como X + Y = 1, entoaces (X ¢ vi¥ o= y desarrollando:
X7 4 37y o4 3y e ¥R o= g

factorizando: X7 + v? 4 AXV(X + vy = I, vy comoa X + ¥ = 1}
entonces X° 4 Y 4 JRY = oy oy N YT o= 1 - TEXY., D=2 igual
forma Jlegamos a gque AN TR RN Y83

Por tanto X7 2 v 2P w0t = 2 3oy 4+ 7Y, pero

o
cone XY < [ Zﬂ%—i ]“ = 1/ v ile iguel forma  ZW E 1/4,
entonces:
P v 2t e Wy n o maen = e

Como (X -~ V)% > 0 envencen 17 - 2 4 YT > 0
Hescomponiendo:
AN MR VE N Y, y multiplizando anbos lados por (X + Y
obtencoos: (X7 + v > XZY 4 XYin andlogamente para (2 - wy®

. . 3 3 2 et
se tiene (27 +« W) > 270+ 20%, v sumandy  ambas desigualdades

obtenezmos:



factorizando el segundo miembro:

e v 2 e Wty XY Y 4 ZWE e W

como X + ¥ = 1, Z + W= 1; entonces.

9 3

2 e x? w2 e > Xy 4o

17) Dados die:z: numeros consecutivos ny,ntl, .., 7, sienpre

podemos agrupar a n con A49, n4l o con B, ..o, nrd con nitvsy,  y
R

con cstn la cuma en cada pareja da el mismon ntnero.

Los ndmeros entre 11,12,...,70 se pucden ordonar en dos

rennlonos 11 12 13 4 15

~eng lone .

= 20 19 18 17 16

y la suma de cada  ceolumna ez la miame,  notese Qe con
cade  decena dir naneros se puede hacer o @ismo. En
particular cen las decenas de 21 a 20, 31 a 40, ... , 791 a

1000, sbhienienda un arreglo tabular donde Gy Nzy .. s 500

las columnas veepectivamcnte:

.

i1 2 2 Az N
I 2 1= 14 15
20 19 14 17 14
2 22 P 24 25
gy 29 28 27 26

991 QY2 Fe3 994 295

1000 DAl 783 Q97 DRl

de esta fabla ce obtiene que A1, 2y .. g B0 CAWd como

1os cinco suboconjuntos buscadaosz, pero adgn nos sobra el namero
10, frfara  colocarlo, vaans a orcordenar  los primevros  dos

renglonss. Haoidndolo ohtonpmans

34
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A Y A2 N T A £ T T

' 10
11 20 19 ig 17
12 13 14 13 14
21 22 23 24 s
I0 29 28 27 2
L9791 92 73 974 FL0
LOQO P99 7?78 97 Q4

Eninnces A1, ...,Ns cubren a todos los nameros del 100 al 1000

) -
y la swwan de los elementos de cada Al o5 1a misma,

(G Como un admero es divisible por 9 s1 y sdlo si, la suma
de sus citras os divisible por 9 entonces  cualyuice  namern
Lue ses generado por una permutacidén de las ci1fras de  uno
nue en diriginle por 9, tambfen es divisibils por 9.

Si calculiomos los nameros eon los gue la prrimeraz cifra
sen maycr que l@ sequnda, la segunda que la bercera  y ésta
que la cparta, oblendremos los que generatl o los  demas

myutliplicande por el ndamero de permutaciones pooibles que

Si la priuers: cifra epa 9 se oblichen los ndmerna:

7, IB6A, 97645, TAZL, 9531y Y45

53 25 B: 8721, 66431, 8541 y 89372
sl ws 7@ 7681, 7632 y 7342
5d s by 6543

entoences obtuenemos 14 ndmeros. FPor tanto el ndmere buscado

es 1417 =




A9Y - Si-a-estuns subconiuntoTget plang; Tdanc Taremos por Fla) T

al némero de parejas de ndameros enteros ue contiene . a.

Entonces tenemes que calcular PAARD) vy P(AYORY).

Primero calcularemes P{AOAL)
Notemos que FADAC) = PLADAD) + F{ADAD) -~ P(ALY (por

que las parejac del segmeobto NAD estan contadas dos vecrs  en

la suma P(ADAD)Y + FIADAD))Y .  Como P(abaD?) =  PRPILOSD) 4+

P (A0ADY) -~ P{AD) = PPLADADY T~ PAAD) Guies [SANTEY ] e
3 - NIy Y . oA

P(ADAD' Y)Y, tenemos quo P{ADADY = L i—j- ot .

251+751 + 251

= FAIT b

Fara calculzar FPADAC), natenos que para X = 1200, soHla
hay una pareja do cnteros =n el triingule ADALC o  vaboer
(1000, 0). Fara ¥ = %99, hay dos pareldas, para ¥ = 293, liay
tres y asi sucesivamente hasta llegar a X = 2350 para la  gua
hay 751. Por tanvo FOADADY = [ + 2 ¢ 3 ...+ 75980 = 2B2537646,

entonces POARALY = FLAGAD) 4+ FARAT) — P A PATIL 4

i

2823786 — 781 = 376001,

Fara X = 0, hay wra pareia de enteros en el triangula
AQBC, a saber la (0,00, para X = 1 hay dns  parelas 3y G
sucesivamente hasta llegar a X = 500 donde hay 50! parejas.
Para X = 499 hay 40O parciac y ahl en adelante ¢l numero  de
parejas decrece de 1 en 3. Por tanto P{AGRS) = 1 + 2 4 3

RY)



oLk 501 R SO0 4 499 4. e R 4§ o=
= 251001.

De agui que FsUNAR) = FIAOAC) - FLADRC) + POOR) =
I76Q01 ~ 251001 + Y01 = 125501, PUPV simetria P (AR OB™)

125501, Por tanto ¢l numaro buscado ps 1255010 + 125%01 - 1

(pues la pareja (0, @) es contada dns veces) = 251001

203 Vamos a ver primero cuantos unog se ocupan para hacer la

nuameracidn O, 1, 2y ... , 799 979. L=cribémoslos en la Torma

19

GO0 000, 000 001, 000 QO0R, ... , 999 &5929. De sta manera
estemos formando todas las pugiblwﬁ sertetas usando  los
digitos 0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 2. Nutemnos gue en esta oscritura
a2 nsa el mismo numero de ceros gque ds unos, de  dos, de
tros, de cualro, etc. Adenis esceibisos 1 000 000 de numeros
usando & digitos para cada unw, @nlonces ocupanos & 000 000
de digitos. For tanto ocrpamos 200 000 ungs  { y 600 000
ceres , etc.l).

Fero del costal sacamos @ UGN 000 de uno, de manera gue
cuando llegamas a 299 999 tadavia 0s sobraban 400 000 unos.

For un razonamients <imilor @i anteriaor  obtenemos qgue
para escribir del 1 000 000 al 1 %% 79 ge ocupan 100 OQQ -+
50 000 = 150 000 unas (los 100 OGC son nor que  fodos estos
numerss. 1levan un uno al principic ¥ los S50 000 son los unos
que se ocuparas al escribir le cumeracion 0,1,2,...,97 995).

Andlogamente la cantidad de ndameros usada para pscribir
del 1 300 000 al 1 157 979 ca 100 QG0 4 100 Q00 + 50 000 =

250 000,



Juntando los traeg resultados mbtcﬁémdﬁ‘ﬁQUEM“cuandaz,se:
escribe la num2racion 1,2,..},1 199 99%, se han ocupado
1 QG0 000 de unas. Entonces el dltimo namero que so escribid

es precisaments 1 199 999.

21 Suponganns que el vértice B, es el que oastad alineado
con T y He Entonces l1a recta BI pasa por el punto media F

N . B -
en el segmenta AL,

A P e

Aolicamds la ley de laos  senos  al trisnguleo  ARBP

obtenemas L. - ar
: sen AFB sen Al

analoganenie nava el tridngulo ARPC obtenemoo: .
[

Aividioado micmbro a miesbro las dos
Ht»
I

atverinress:

S sen (3BT~ n = grn OGP0

ya o que

1, ¥y comp sen PDOC = sen ABRF,  entonces

enione

= omme o va gue Poes ol punto amedio de NG enbonues AR = BC,

concikyindose que 2l tridngulo ANBC es icdsceles.

w05 cubrier el tablero cem cuatro

2y

principio no pod



rectangulos diferentes de altura 8, por gue &1 pamerc ‘mas

pequefin que ¢ puede  escribir como la  suma  de - cuatro

naturales diforentes es 14+2+43+4 = 10, po  puede haber 3
rectangulos de alitura 8 norgque el cuarto  también  tendria
altura 8 y eszte caso ya lo descarianos. Entonces
analizaramos Jos casos: En gue hay &) dos  rectanguleo  de
altura 8, b) sdlo hay un rectiangulo de altuwra 8 vy, ©) no hay
rectingulos de altura B,
a)l Supongamos que hay doo rectinguld de alilura 8 y que sus
anchos miden as y az respectivamente. La parte restante se
pod:r&d cubrir con dos rectingulos en pozicisn horizontal
(fig. 1). PFara los anchos de 105. dos  verticalece  tonemos
ins siguientes posibilidadess

(1,23, (8,3), (i ,4),(1,8), (1,6),(2,3) (2,4}, (2,5 y {54}
y los dos horirontales pueden tener las  ciguientes  alturag
(1,7, (2,60 y (2,89). For tanto hay 27 formas de cubrir el

tabiers usands dos rectangulos de altura O

ENE
*,

IR S R
[ Pl Lo
Y 8 Jig. 1 fig. 0 fig. 8
t) Lalucando un rectingule vertical de altura 8, podemos

cobye i Yo nue resta con: i) 3 rvactanguios horizontales
(fig. 2Y: qun podenos  escoger de alturas (1,72,5) y (1,3,4),

y como @l verbtical se puedoe. escoger de 7 oanchos diderentes

(1,93,0,059,8,7), entonces hay 14 formas para el caso i).

pope
~



ii)  Ahora contaremos el caso k0 que

hay uno

vertical

ancho entre | y 3, uno horizontal de altura variable, vy

egpacio restante = cubre con dos

tfig. & - fig. 7!. Mo s@ puede <ar el caso cn que el

de altura 8 es de archo & or
P q
quedar{an igualeos.
En los cinco casos se tlene que

de que el ancho del verlical de altu

.
altura del horizontal, puss en este caso, lo gque

cubrir es un cuadrade ¥y sl se pusier

ractintulos

ue los  do

eliminar

ra B8 cea

an lps dos

Ve

ile

el

verticales

ticai

5 wverticales

igual a

falta

la sosibilidad

la

por

verticules

restantes, estos verticales <e padrfan azostar y obtendriamos

un casoc que ya contames on i).
Andlisis de los Cinco —caseou:
1) Cuando &1 vertircal es de ancho

para el horizontal hay & formas de

1 (fig.

colocarlo.

3y,

For

altura puede ser de: 2,...,7, el espacio restante

can los dos harizontaics gue deben
entonces las formas de colocarlios so
obteniendo ast 18 Tormas.

2) Cuando el vertical oo de ancho

s puede tomar can 6 alveras diferen

dos verticales que restan deben cubr

posibilidades son entonces (1,3) vy |

formas.

o

sumay (518

n: (1,6,

2 (fTig. 4)

tes (1,34,

anch

2,5)

[aITR ™

s

e o

G

LS
sU
uhre

7,

D,

el horizontai

=
9,48

.

it una anchura «e 5.

254 ubleniende

el

Fara los casos &), 4) y S) el proceso es an&liogo,

obtienen 12, 6 y & formas respoctiva
Solamente resta contar  cudando

de altura 8.

mente.

na  biay

verticaloes

y 7} y los

Sus

-‘, l?



Fn este case, el tablero quedara partido en dos
rectangulos de altura 8 y cada unp de ellos es unidn de dos
de nuestros rectangaoes (ver fig. 8 y 90.

.

iz divisién vertical en dos  rectangulos de altura B
tiene las siguientes pesibilidades (1,7),1(2,6),(2,5) ¥y
4,4); no contamos  (5,3),(6,2; y (7,1) por gque estas
particiones ya "eolin contadas  en (5,5, (2,06) Yy (1,7)
respectivamente.

ﬁarn la divicidn (1,7) ol rect&nbu!m de 8 por 1 puede

ser partido en tres formas diferentes ((1,7),(2,6) y (%,5))

jrartido bambién en las missas T foreas, pero  se tiene que

sunrimir la particién, en ia gue =2 ripite la divisidn (1,7)

para los rectingulos de 8 pee §, v pare el rectingulo 8 por

Sncules iguales de b poer 1.

7. va que phtendriamns dos re
Por tanto hay 8 formas pava la divisican (1,7). Similarmente,

hay 89 formas para las diviciono Py y (Z,95).

Finalmente la divisién (4,4) debe ser contada de manera

diferente, pues el primer recltanodo de B por 4 no puede ser
pariido igual que el segunda, pues tos  cuatro rectangulos
deben ser diferentes.

Entonces, cuando part;mos vl oamero de 8 por 4 en  dos

horizontales de altuwa 1 y 7 ol wegunds de 8 por 4 sélo

puede ser partido en dos horizontalzs cen  alturas (2,6) ¥

(3,9 . Cuando s1 priasoro 2 por 4 e parte en  dos
rectingulos de altura 2 vy 4, el segundo sélo purde partirse
en (5,5, Y el cegundo de 8 por 4 ya o we puede  en mas

formas.

a:



For tanto pora la divigion (4,4), tenecos solamente 3
formas. Entonces para el case c) hay J0 forwas. o

Sumancdo las (oraeas de los casos a)y bh) y ) obltenenos

finalmente 24 + (14 « 18 4+ 12 » 12 + & + 4) +- .30 = 122

formas de cubrir o! tablero.

23) Sean P1 el punto nrdio de AR, Pz el de CD, R1 el de AC,
Kz @] de BD, Si 21 de BT y Sz el de AD. Del trifngulo AABD,
PiRz es paralelo a AD y aide la mitad de su longitud , ademé:
para el triidngule AACD, RaPe es paralelo y mide (/2 de la
longitud de AD. For canto P;sz es paralelo & e iuua?
longitud a RifFz, anélogamenie PRt ®s  paralelo ¥ oide lo

mismo qua RzF2, por tanto se  tieno qgue el cuadiiiatere
PiR1R2P2z #5 un paralelogramn gue tiene como diagonafes a
PiFP2 y RiRz. Entonces estos segmentos se cortan on oo cuinio

medio.

En el tridngulo AACL, RS es paralelo y fien2 (6 mitad
de la longitud de AR, Del triangulo  AABD  pars  S2Ra 562
concluye lo mismo con respecto a AR. Por tanto RSy oy b
son paraleleos y de iguwal loogitud, entonces el cuadr;léterm
Ri81R252z oo un paralalogramo, de aqui e tiene que Rz y
5152 se cortan en su punto eedio  y como  Faliz v i 56

12



cortan on el punto-medioy——eaentonces-PiPzy-—Rifig-y 8182~ ~se=-

intersectan en sus puntos medios.

24)  Supongamos que los lades del triangulo son ay by ¢

8im = 25 hacemos (fiy. 1) by = FA, A1 = CF y a1 = BP

por la semejanza de log itridngulos ARCF vy AQEC:

2
At a s C o ) = B2 R
—_—_— = ey e = = entonces A1 F J— Yy ar =
2 b P b b *

en este caso a1 = by y como A 4+ bt = b, sustituyondo sa

tiene que bl = by siwplificando y despejanrda acs

t‘“:‘J
S

v

=

B a
ac = (L7 — a%)

entonces a divide a b, pero como son primos  rslativos
entonces e = 1, Ahoi-e supcngemos oue L 2 oy entonces b =
c+ 1 = c 4 azbentonces b = ¢ 4 a pero este <i4lo plade
ocurrir si el tridangulo ANEC es degenerado. For terto b 2 oo,
similarmente, b 2 c.o Por toanto & = ¢ y como b v ¢ son
primns relativos entonces b = ¢ = 1,

Sim = I, aplicendo el cezo anterior al triangalo  ARTH
tenemos que (fig. 2) aze = (B3 - ad) e 1)

(donde bz = PN v oac = Ky,

For la cempianza de los triangulos ABFC y AADC:
z

Az a an [S 2 ac
o T -— = o entonces A2 o &2 = oo
a b ' o b = L y ¢ b



F}& Z‘

cus ki tuyendo Az

]

y coma Az ! bz = b, par tanto

obtenemnos: bz = L ~

cimplificando tenemos que:

2 2 2, 2 2
alc ™ {a” -~ L")y = b(b™ - a™}
analsgamente al caso anterior se deduce que ¢ = b = L.

Vamns & probar por  induccion  gue, para s gsualguilerr
entero pasit'vo my, si on el triidngulo ANREC e} dngulo e@n D oes

m vaecern =21 dwgulo on A, entonces los loados am vy ba cumplen

. N . 2,2 14 .
una relacidr sl tipo amw = Bmltm 4+ an) . Bonde w 200y
Wyl 1, Ya couprobamos esta afirmacidn para m = 2y 3.

Suponganas gque ecta pelacidn se  cunplie para m, | Bs
. 3] 2 2
decir: amiv = bralbm ~ am) ———e——e (M}
Tarenos ahora un trisngulo 46BC de tal  mansra que el

argulo en B es (m + 1) veces el angwo en A (fig. 3).

a4



De los triangulos semejantes ABFU y AAEC tenemos.ques.— -

N - : 2 -
Am A frmn (o sk o t:i___ o 9_(_: + :-.
55 3 B entonces . Am g v am 5
y coma Am + bw = by, entorces b = b - Arng sustitqyendo'Am
! 2 2 .
s obtirne bm = (b — a’)
b
sustituyendo en (M)
acw _( w® - 2% ac)? ][[(bz - a"';]s
o= i ‘ 5 .
§ bz b’ ;
simplificando:
acwbzc,m—1 = ((b° - aH* - (ac}z){(bz N T 3

<

desarrollande los binemios y factorizando en cada uno a a

obtenemos:
24151 2 2 28 .2
acwb® e (LY - a%) + aX) b + av)
donae Xy Y expresan tos £y s términos restantes

recpectivamente de binomio e lcs que ce ha factorizado  a.

Entonces

alewb5 oy 5% oo a2 o et o a5

que e una expresidn come la decir, tenemnos

una expresidén del tipo:
esty Lermina la induccidn.,

Una vex gue se sabe quz, pare cuslquier m, los lados

it

del  triangulo satisfacen una  icoaldad del  tipo  az

F 2 20t . -

b (L - a™), se puede hace. un  razpnamiento como el que
hicimos en el caso m = 1 y 2 psra conciaip gut w - b. = ¢ = 1.
23)  Como Pt ecta en el arce @i, Pz oen MNifAa, denotomos a

nt = 1Ay, nz = Pz, N3 = Fife, ma = P2ha, mz2 = P20z y

=
w
1

202 (fig. 1).
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1

Tracemos D = ni scobre FiA3z, (fig. 2), como el angulo
AtAzAs s de 60° entonces el sngulo  APlAn tambien 1o es,
poes tanto el triasngulo 4PiDAC es  eguilatere, entonces e
Znoulo FeNtAz ps igual al digulo DAAa vy como ArtAz = Atfo Yy
Ay = A entonces Jos tr‘i.(‘.xnc_u.xlr,;s tFafuafz y-= ADN1Az, =50n
iguales, de agui ebtenemes que DAY = m2 y coma D = ny,
entonces D o+ bz o= ona y anZlosgasenis para ol opunto P2ome ot
ma2 = oma

Sumando amhas jgualdados
ﬁt+nz+mu=ms+mz-lna .
entonces en los cuadrilateros PaPefs y  PafaFeiz,  la <suma
te ia Jongitud de 3 de sus lxites es igual.  Por tanto  la
anice diferencia del per*irg;.:-»tro dn 1ms dos cuadrilateros es
Ing - wez].

24)  Hagamos S{n) = suma d= las cifras de n, X{(n) = suma
de las cifras doe F) y ey} namet g do las cifras do o,
Entonces lan condiciones para F puedon escribirse  asi:
Fin + F{n)) = e e (1)
S(n) + X! = 2T (witnd ) }) e (2)

46



e

Vamos a probar una serie de propiedades dz F.
al r o< FA7ry) para toda r @ {1,2,...,82

FPara probar esto, consideremos el numern n & 99...

r-ch
aplicando () tenemos : Gr < T 4 ey = Sl 4 Nin
QUF(F{(r)). For tanto r < F(F(r)) para toda r « (1,2,.
b) Supongaros que F(n) = 0y gue n tiene r <«

Mostraremos que r = F(F(r)).
For (2}, T¢ 2 &n) = Sy + X(n)y = 2 EG))
liegando ast a que r = F(F(r)) ¥y pmr. (a):
r=FFM} - {3}
c) Supongamos que Fin) = 0. Prpbaremog que n o oo
Veeme A= 79
r-:ifrae

"Sea oo owind, entonces Sn) 4 0 = QU (T (rY ),
(b)Y, &) = Ir = Qun). s decir la suma de las vifras
es igral & 7 veces el numero de sus cifras. Esto solc

courrir sion g de la forma n = 999 |

r-ctiras

e Calouwlamns F (1), F(8) y F)

Cea n =1+ F(1), como F(1 + F(1}) = O, entonces

d2 la fovrna N o= 22~mmq22. Ast que F{1y = GG v
r—cifras r—etif

faYicande (2) al ndmero 1 tenenos gue:

1 {9¢r-13 + 3) = @(F (99 998) ), par tantc r = F(9F

N

fran

PR
Vo=

ifras.

U

de la

Y por
de n

puede

.98 .

ras

......... 98y .

r-cifras r -

Cahore eplivanos (2) al namero 99....990 y ohternemos:

Fi—iy = 8y o+ o= GUF(F(r)))  entonces 9 divide a
recordenus que e {1,2,...,8), pues es el ausoro de
de (1), For tanto v = | (es decir n s&lo tiens una

asf ms gue (1 ¢ FO1)) = 9 vy F(1) = 8. Sustituyendo en

47

cifras

(8+4r)
cifras
cifra)l

(2):



1 +°8 = 9F(F(111), entonces F(F(I)) =1 y ©(B) = 1.  Como

F(L + F(1)) = 9 yv F(1) = 8, entoances F(¥) = O.
e) Ahora calcularemes F(2). De (2} tenemos que 2 + A(2} =

FF(L))) = 9(1)

entonces »(2) = / (o3 dzcir, la suma de las cifras de [F(2) es

7). Por ) (2 4+ F{(2)) vs de 1a forma Q9...999. Far  tanto
. s~ctfras

F(2) = 97 97 puco la suma de las cifras  de F2)  es 7,

s~cifras

entonces F(2) = 7. *

f) Andlogamente se puede probar que F(7) = 2, FL5) = 3,

F(3) = 4, F4) = 5, F(T) = 4.

g) Ahora si podzmos calosiar F1989). Por (2) tonemos que
27 + 2(198F) = 9UHUF )Y, Do FAY = 5 0y FA(SY = 4,

Entoﬁce: 27 + OISR = 36,0 N=d th 21989y = 9 (s dor ey,
la suma de las cifiras de FU9B?) es 7).

Por ¢), (1989 + F1987)) = 99....9%9  deo aode  que

F(1989) es de la torma F{1987) = wro como

la suma de las cifras de F{1989) es 9, entonces {1989 = go10,

27)  Como PG) tione caocficieantes racionales enionces  ge

puade escribir de esta foraa:

brn n Bri-2 n-1 (LR
Pw) = %t cee v oo b oac con bioy cloanteras
Sea g un primo gue no divida a lencneg e},

evaluando a F) en un maltiplo de q, es decic en o aogmsea

de la forma gs con ¢ enteoro tonemos:

b r breges e 4, b
P{gs) = -~ G A 5 AP i 5) T =
P{q b {gs) = (q + ' o (t13) 1 ao }

dontde k oo un nampero onitero.



multiplicando ambos  lados por...cig2- —En-- Obtenemnos una-
expresicén del tipo:

F(gs) = drbn(gs)” + dnbnoglqs) "+ L., + dibilgs) +

{cicz ~Cndao = (catz--€n)k

de aqui obhtenemos una igualdad del tipo:

gsf{u) = (k - ao)(cicz -—-cn) donde u es un entero.

Por tanto q divide a (k - ao) lciur g}  pero q es
primo relativo con cicz-- €n, De manera gue g divide a
(: — Ae). Es decir g divide a Figs) = ac. For tanto P(gs) ¥
as dejan el mismo residuo al dividirln por g ¥y esto ocurre

paire cualguier entero s.

28) For hipdtesis ngy, nz, ... nzr sen raices de i’(X) ~  m,
entonces P(X) - m se pusde ezcrihir como: POX) - m = (X -

N} (X — nz) e (X —~ nzr)g(X) donde X)) es un polinomio,
Ahora demostiraremos gue n (X)) tienw coeficientes enteros.

P . + . . r
ffara hacer ¢sto es suficienio probar que si g(X) = anrX'

+ ...+ adX 1+ oac es un polinneig de cueficientes enteros y oo

: . (%)
g2s una ralz entera de giX), eniorces <) Ll;—_—-c— es  un
3
volinamio de coeficientics enterns. Fara probar esta
e i e PN el PP, ) q{Xx)
atirmacidn s suficiente haces Ia #ivicidn de s y
- .

abservar que los coeficientes gue se ocobienen nara s{X) son

los numeros:

& Lake

T para

oY ; n-

arll  + an-a para X

anC"—~ an-tC 1+ an-z para x"?
A-2 -3 .

arl - an-3il teeot  an-m-mC 4 an-mm-npara X

oo



claramente, todos estos coeficientes son epieros. For  tanto
g(X}) = (X -~ C)s¢) donde s(X) es un polinamio de cocficientes
enteros.
Haciendo wuna induccidn sencilla tendrfamns que:
PO — m = (X—n1) (X—n2) e (X-na2r)g )

donde g (X) e un polinomio de coeficientes enteros.

Tomemos un = en  los enteros. P(s) - m se puede
ectribir como (s-n1)-wc(s-naryg (s) .
Probairenos que Plg) = (m &£ 1), o 2 2)y .o 5, (m % ).

§i & = p. nara alguna ¢ entonces P(s) = m = (m = 1), (m £ 29,

g se» 3y m X r). 81 g3} = O entonces p(s) = m & uw = 4), (m
I 2y a4y WX or). '

SL.pur‘.ga}..u&a pues Que s # ni para toda §, gis) » 0 v que
e < nz ... nzr (s no estuvieran  ordenadzss, las  podemnos
acdenas y no cambia la hipétecsis del problemi).

Suponganes que ng < ... Mt <58 £ nuge < ... < nzr

entonces irs) = oo = Je-na]e oo s zenarf g is) ]

N

Jpts) = mf =2 Jsns]- ... - |s-n2: | tpor que

[g(-:)-[ 25 un enters diferenfe de O puss gyls) tien=
coeficientes enteros), entohces |5—m|- . . ls—r)zr[ 25
igual &z

i.—_,- -~ m] {5 - rn.xlls - niffs —-'mul---ﬂ S nzr!-—————(.*)
Como s > m. entonces [s — n) 2 1

Cose s - e > nieay entonces |s ~ nt-1] 2 2. Siguiendo este
pProceson, loganos a gque:

{k) 2 (1e2eotd) (12 o (20—-1)) oLl elX(Zell) (tat)

CEHL) (02 e i 20=-t), s esta suponiendo que t 2 2r-t, el

ot casn es similar. También se esta suvponiendo gue s esta



“Ghtre niy nze. Pero en el caseo en que 57 N oTs > Tnze el

razonamiento es analogo.

2 .

For tanto !P(a) - m} =2 (rH° y en concecuencia Pis) no
. - + aa

puede ser igual a (m % 1), (m * 2),....tm & ((r1)7=-1}3, vy

comp < (riy¥ed para toda 2 2y entonces Fis) no pueds ser

igual a (m & DL, (m * )

29)  El numero 222 2 es igual a’11! -1+
r-cifras r-e¢ifras
entonces 1iteoo 1 222 0 1317 1 “.»'.1~ -1 11t 1_
2r-cifras r~cifras 2r-cifras r-cifiras r~cifras

en el seguido miembro, restemos al primer sumzndo e) segundo

obternierdo:

111 JOQQ o 111}
f-criras r-cifrcs r-ciiras
como 11§ 1000 @ 1 E T 1 10"
r—cifrac r-citfrae r-citfras
entonras 111 w1000 O 11leeed s digual a:
t-cifras r-cifrasn r-cifrasg
1) B R es SEUE YU & §
r~cifran r—cif

factorizando 111wl obtenemos lo siguiente:

r-cifras

0T = 1) = 111 6 (999 0 e §) G111 ?
r~cifroe t~cilras :?i.fra.s

', gue claramente gs un cuadradd perfecto,

0y tone £ Lrea (AARLC) = area (AABRFP) + area (ARCF) +
Area (AACP), tenemos que (CRYha = Zp(AB) 4+ Xp(BC) + Yo (A}

(ha ow la altura por A).



% /e

2p :
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: Supongamas que CR es el lado mas pequelio del triingulo,
antonces (CRba = Zp(hl) 4 Xp (DL 4 YR ial) » 24000+ Xp(Ch)
+ Yp(CR).

De manera gue (CHha = (CB) (Xp 4 Y o+ Ip) de  agul que
ha =z Xp + Yp v Zp.

Cuando e)! punto que tomamos para trarar las
perpendiculares en el vértice A,ltenemmc aque Xa = ha, Ya = 0
Y Za = 9. De maneira que Xa + Ya + 2Za = ha + 0 4+ O x> kp + Yp +
+ Zp. For tanto, en A la suma es mayor o igual  gue en
Eualqu]er otro punto. i

Por tanto el punto en el que se alcenza el maximo de la

i =n 2]l wvértice opuesto al  lado @At poguehio del

triangulo.

31} Supongemns gque n es un nuamero con tales caractertisticas.
Denotonns e £ a 1a suma de las cifras de ny, v a [0 como el
prodacte de lqs cifras de n.

Lo aids grande gue puede sur cada cifra de n es 9,
ertanrog Ko 2.1989 = 17901 vy como X o= I, entoncos o= 1 £
17901,

Nevemns que v no puede. tonor cifras iguales o cero.

Supongamos que n tiene 1 cifras diferentes de 1,



entonces cade una de 2ilas es mnayor o igual jue 2 poe lo aue

N2z 2% Pero N1 < 17901, A sf qua 20 € 179C1. Como 2'° =

¥

32768 teneans que & 14, Por tanto el nusers buscado puede
tener a lo mas 14 cifras diferentes de 1.

Coma &l menos ° de las cifras son cinco, ¥y i no tiene
cerns, entonces ¥ 2 1984 + 13 = 2001, Por otra parte, como
hay a lom s 14 gifras diferentes de 1y 1  vaior maximo
para estas cifras cs 7, teneass que £ £ 1973 + 11.7 + T8 =
2089, Por tanto 2001 € £ < 208%. De aqui que 2001 £ 1 =
2089, Pero tros de las cifras son cincos asi gue O = 125
divide a I1. Esta es una contradiccidn pues entre 2001 y 2089
no hay maltiplos de 1.5,

Esto prueba gue no existen nuameros de 1989 cifras  coen

las caracteristicas dese

32) Realizaremos lags siguientes construcciones auvilie - zss
Tomamos e) triangulo ANAD v construimos uno ioual sobre
el lado AL del cuadrade (fig. 1), de tal . forma que =1 lade
AD  del tridngulo 430D coincida con AR, obtenisndo ass
el triangulo ANEY. donde el Snoulo XsAR es igual ol angolo
gAb. De igual forma conzbralmos un bridngulo dguel ah
tridngulo ARED sobre RO, obienicndo el triangulo AUGX. dopao
el angulo X2lC el  igual al  angulo 0N, otro iguad al
tridngulo ARCO sobre DC obtenienda el trisangulo ADCNs, coun el
angulo OCR igual al angulo XsCD y finalmente uno  jqual ol
triangulo ADCD cobre AD obteniendo el triscguio A0AYs, donde

el angulo ODRC es inual al angule YeDA.
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t'or la construccion tenemos que la cuma d2 las Zreas de

lds cuadrilareros AXIED, TX200, CX3bDOD vy DY¥and 2= el doble
dei &iea del cuedrado ARCD y los adngulos OAXs, OBX:, OCXs v
GhNe o0 rectos.

Cada une de los cuadrildteros  antes mencicnedos  se
puedye  dividir en dos  tridangulos (fig. ) trazando  su
diagonei  gqus pasa  por (0, obteniendo o:z1 que en cada
cuadei Vitora hay un tridngulo vectangulo de catetos iguales,
entunce: iss visgonales consideradas miden ¥ 2 2, ¥ 2 b,
.

Y2 w7 Td szaun sea el valor de los cotetos del
triangulo reciangulo correspondiente.

Por tonte la suna de las  &reas de los 4 tridngulos
rocbanguios o5y

t/2at b7 F o gh e )
ehbtbnres =fto Lenemos quo calcular la suma de las Areas de:
los irisngulos AY:OR, AX20C, AXsOD y AXsUN, pero como en
cada trisiguio conecemus sus & lados, vy estos estin en
téerminos de a, by © ¥y d, entonces por la  {éraila de Herdn

tenemoys que las dreas son s siguientes:

sy

/ s
para AXDR os v (Pa-d) (Fi-b) (Fo-v"2 a)

h

5



para a%20C es /(P:—a) (Fe-c)y(Fz—-7 2 ) S

i -
para AXalD es ¥ (Fi-b) (FPa-d) Pa-v 2 o)

para AX<0A es Vr?;}~c)(P<—a)(P4—/’f—d)
donde Pi, Pz, Fa y PFPd es el somiperimetro correspondiente a
cada triingulo. Notese que cada FPL se escribe en términos de
sy by, £y od

ffor tanto la suma de las Areas queda espresada en

ta en términos de a, b,

términos de &, b, € y d, v como
¢y d, tenemos que el Area del cozadrado NBECD se puede

expiresar en términos de a, b, c y d

33)  Supongamos que exista v punto T con la. propiedad
mencionada. Sea M el punto de intersescidén de la recta OF
con el lado BC. Por hipotesis ios  triangulos  AAEM  y  AAKMC
tienen la misma ares. Las :ltures por & de ashos  triingulos
coinciden y como tienen lé misma ores, sus bases deben ser
iguales, de manera que BM = ML Usto rrueba que P oesta en la
mediana por A, Similarmenis P esth o0 la mediana por B y por
ép For tantlo P es el centreoide del Leidngulo AAERC.
Considorencs 1a lines ¢ paraisia ¢ 60 que pasa  por P
Supongamos que ¢ intersecta @ AR 21 @ v a BC en Sa. Fonr
hipotesis 5182 tiene que dividgir al triingulo  AABC  en dos
rartes de igual drea, entonce. el ar o del tLridangulo  ANDC
tieno gue ser el doble del drea del $ridngulo ASi0Sz. Sea D

el punto do interseccidn de fa «liuwrs deade B hasta la . base



AC dol triingulo AMIC,. So el punto Jde interseccion  con la
linea 5152 y E 6l pUAto medio-de AC.- e
6
/h
SR EA N SN
NN
™~
(. —>
A o E ¢
Como P divide a BE en rozén de 2 a 1y por ser los
tridngulos ARBE y ASeFB semejantizs, entonces So divide a  ED

en la misma proporcién. fAhcora hajasosmos b = 82D,  entonces
8B = 2h. Sea b = AC entonces €i%a -0 7 asi  es  gue el
Avea del  triidngulo  ASeSeE es (/2(2/2hH)Y(2h) 0 v la del
Tridngulo ANRT ws 1/20(THY. Pero 2{aroa Absbezl) o= larean
ARRT) Sustituyendo, chtenemnns nue 8 = 9, esta
contradiccidn prucha que 3452 n divide  al  triingulo ARABC
ts:n dos partes de igual dr:y. FPor lanto P ono cumple con 1o
reguerido. De manera que no pueds existse un punto con la

propiedad del enunciado.

34 Nétese que los numerors My, A3y
escribir de la siguiente torra:

A1 7 e oS 1000 = (oog!

A = 20(2e7) 0 {203) Zene0y = 2™
A3 = T lFe2)e(Ten B e
e = Al (88 o, (4.72750) = a7t
o o ° o
o o a L
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° o °

far = 31e(3102) 0 (T alYe .
A2z = TRe(F207) 0 (70 D)o (320323 = 32700011

Observomas qgue A1y, Az, ... 5, Asz tienen al 34! como

- T s R
factor coman. Ademas fAaz = 327 31! se puede escribir  también

m 3O 31
como fsz = To00 TS (Agrupando un 22 de 32 con  31iY).

De esta manera oblenomos que 520 tambien es faclor comun  de

los numerpns ft, Az, .. &
Si eliminamus el 22! de Asr y gz, solo queda  en Aat

" 4432 . 0 250 - .
el ndamero 1 y @iy fisz el nomero I27 0= 2 Y. En estos Uos

numeros no hay un divisor coman, por gque  son potencias  de

primos distintos. Por tanto el 32! es el manimo  ooindn
divisar de Ast y Ase. Como cualguier divisor comdn d  de Toes
nameros A1, Az,...,00 tiense que dividir a PRz y 152,
entonces d debe ser aenrs o igual qgue el wiimo comun

divisor de fa y (w2 gue =s 32'. For tanto para G, Az, P

,Aaz el méximp comin divisor es G20,

33} DPe los numeros gque son producto  de cuatro pricos

diferentes, el mencr es 2:3.5:.7, el siguiente ez 2oZeWoil,

el siguiente es 2.0.5.135; =

s}
&

Para gue quepan envla progresidn 12 nameras  oomd
que buscamos, s mejot empezads con @l mas  peguoeic de (o
posible. Tratemous de caperar eontonces la progresidn con el
namaro 210 = 2.3%5:7.

La progresicn debe ser de la farma 210, 210 + d, 210 +
2d, .. 210 1 474 donde d es un entero positivo.

Fara tener més contrel wobre ol namern de divisoress gue

o8



tienen los nameros de la  forma2eIeSe7_+ kd, cs conveniente

que d comparta divisores con el nuamero 2:%2.5.7  pueps  ast

estos divisores ce pueden factorizar. Y de vuevo, pacra  gue

.

quepan 13 con  las caracteristicas menciliunadas es  aejor

empezar con una o piequeiiag Entonces veamos que vucede con

d = 275, De eata manera la progresidn que se obtiene ps

2:T0Ba7 +  2(2T6T), 2

o7

4
L]
)

ZeFeTe7, 2:5eFe7 + {(2.TA5),

J€2a3FeD)y onw 4 20Zehe? ¢ 492230,

Es decir .
2e3eTe7, 2:30Te(B), DTS5 lPry .. 2¢T0Ha (56,

Ya que entre 7 y 86 hay 13 ndaaeros primos  (11,135,17,1% 22,

29,31,37,41,4%,47,52), entonres en la progresidn aparecen 174
numeros que son groducto de 4 primos distintos
36)  Sean D, D2,...,D7 log puntos de interseccién gque se
muestiran en la fingura. :
&
Como tenemos gue pasar poer O antes  de lleger a &y

entontos no dehemes pasar por U2 ni por Ds antec e Ilpgec a
C, ya que de suceder esto tendrfiamos gue pasar dos veoes e

e TS WM
st B oiTECK
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un misma punto, cucndo caminamos e C a B tenemos que-llegar
a C pasando por  De. ‘Entonces  fenemcs que contar en el
trlangulo ANDiD: las formas de tlegar dz A a De.

Cada camino de A a D7 serd denotado por una sucesidn deo
letras. Por ejemplo la euxpresién AD:DsD4Dr  denotarad al
camino que ecapieza en A, pasa a Di, despups pasa a Ds, sigue
pAI‘ De y termina en Dr.

Entonces los caminos de A a Bo contenidos en el

/)

/' ' / Lo,

triaﬁgulo ARD4DY son

12 ADaDD<D? 2)0A0AD10 DNy SYADGDaDDD?

/\ / / ) / Z
4) ADaDsDsDv S5)YEDaDaDs 6YADsD4DsD?
7) 4DslisD+D» 8) AbigDeD= ?)AlsDsb?
107abs

ura vez que llegamos a B csgpemcs gqoe contar o las fm"mas e
que se puede prolongar cada ann de los diez  camines
anteriores.
Hétese que los camings 1y, ) vy 3)  sélo se pueden
prelengar caminando en lines rectae de C a B. Las caminos 43,
'

Sy 6Y, 7)) y 8 se pumden prolonyarc rde ¥ formas para cada uno

y éntas son: CDaD2R vy ODoDeThB.



Para contar las formas on que se puedes prolongar  los
caminos-?) -y 10}, nntémos que a) llegamos a C por T« b
tenemos que salir de C por bs,

En el caso de 9) tenemos cue construir caminos de Ds  a
B contenidos en €1 cuadrilitero DsDialB. Esta  es una
situacién  similar a  los caminos  guoe  contamos primero
contenidos en el triangaslo 24addar. Es  como  5i contaramnus
ctantos caminos hay para ir de i a D en el trisngalc  LADY
y que no pacen por Di. Observando los caminos de2l 1) al 1)
noctaremos que 4), ), ... ,10 tienen esa propiedad. For

tanto el camino 9) se puedz prolongar de 7 formas.

b

En el cezo de 10}, tencrnos que construir caw!vos de D
_d'B contenidos en el triidngulo ADsDaB. Esta es urna situvacion
andloga a la que tenlasamos cuando.contamog los caminwe e NHoa
D7z contenidos en el tridgulo AAiD?, Ya saboemas que es ezte
Easo salieron diez caminos. Por tanto hay 10 formas  de
prolongar el camino 124,

Sumando las posibles mrolongaciones para ceda unt  de

los caminos 1}, 2),...,!7) obienewmos que hay 20 camincs de A

a B pasando por C.

37)  Sea 0 el veértice superior del leldngulo, de  is

tenemos B lineas paraleles a ia base, {(contando la base) a

las que llamamos  primer nivel, segundo nivel, ..,ov

nivel.

=31
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L.lamemos A1 v Az a los puntos del priper nivel, By, Lz
y Ba a los puntos del sogundo nivel vy asi sucesivamente
hasta que llamamas Hi, H;:.,...,!-Sp'. s puntos del octaveo
nivel.

Los caminos que empinzan ¢ O y terainan en un  punto
del primer nivel son: 0, O/KsAzy Ofc vy ON2Ng, donde el
orden que tienen las lelrasz en cada uno de los camings
indica el recorrido que si1gh.e 6! camiso, Entonces el ndmero

de raminous que van de O a un punin del primeyr nivel gs 4 =

Ahora vamos a rontar o) ndme o de ceminos de O a  Bi.
fomemms un camino do dotor. El uliime punto  que  tiene del
priwer nivel es Ay o Rz, Yoaras cuanlns caminos tienen a A1
como Gltimo punto del prinsss rivel. Comn O e el ultimo,
una vez que el camine pasa por <1, estea tiene que bajar  y
hay dos bajades posibles (S:Bzi y Nelu,

Cuando el altimo punie del prismer nivel es Nz, tambidn
bhay dos posibles formas de caminar becia I a ssabee el v

AzitalzDe. For tanto para i de O a4 Be bay  Zindmero do



_—

caminos que empiezan en O y terminan 2n un puntd del  primer
nivel), porr que  cada uno de  esos o ccaminos. . looopodenos
complementar on dos formas para llegar a Bi. bs decir, para

ir de 0 a By nay 24 = B8 caminos. El mismo argumento sirve
para mostrar que de O a Ez hay 204 = 8 caaino:z y que de 0 a
Ba hay Z-4 = 8 caninos.

ey 2 . .
Por tantc hay 24 = 3.8 = 3!'2° caminos que enjezas en O

%y terminan en algun Bi. Similarmente para ir de O a O hay

2(numerc de caminos que empiezan en G y terminan  en B =
2 .. . - . 2, a
2(Z1e27) = Ti.2 y para cada & = 2,3,4 hay 240!.27) = 3.2
. : . . =4 a7 - v m3
caminos para ir de 0 a Ci. Por tanto hay 4(Z!.27) = 4! .2

caminos uug swpiezan en O y terminan en un pante del torcer

navel, . : -

[T

Siguiands ecte proceso tenemos que hay 8102 caminos
] ¥

,

e eepigzan O y terminan en un Gi. Y como da cada Gi hay
[}

dos maneras de bajar al ¢ltimo nivel tenewmos gque hay 8!'2

carinos de 0 a Ha.

Ka-H Lismemos ¥ al lugar geoméirico gque buscamos. Como

primer paso divepos cual os el conjunto ¥ de puntos E en el
piano tales goe el édngulo PEQ = 650°. Un punto & en el plano
sulnl iondr hacia Py Q@ un angulo de 607, Entonces estos

puntos ticnen gue estar, en el arco mayor de alguna de  las

des Circunierencias circunscrilas a los triangulos
equilitercs, gue tienen al segoento "0 como  ladgo. Y

claramente todo punto de la.unién de esos dos arcas cetd  en
B :

&, Por tantn ¥ es precisamente Ja unidn dz los dos  arcos

63



(fig, 1)

llamenos 8 y €' a los
dos arcos

Dado un trifngulo equilitero AABC con F en ARy W en
BC, el angulo FIMy = 60°, De manera que B esthd en 8. Ademas
el 4ngulo PAQ es menoe o igual a &0°. Entonces A no puede
star en el interior de la curva & (pues si D es on punto

°
N v

del interior de la curva % n nnténces =3} &ngu10<PDQ DA - 1R
Esto prueba que ninguan puntu de X puede  esiac en el
interior de la curva %o

Ahora tomemos un punto By en 2' y construisos a A de  le
siguiente manetra:
Si 1la linea B4 intarsecta ern dos puntos a ¥, entunces A1 es
el punto de eshta intsrseccisn que es diferente de F oy, i la
dinea P intersecta a 8 s¢lio en Py, hacemos Ay = F. Motenes
que en el primer casn, =1 4nuulo PR vale 60°.

De manera similas se councoruye C: tomando 2 ¥ tomando

la recta Rl en lugar de 5 y el punto O en lugar  de [
n./
G
P & Q
. L/
B,

&4



Observemos que =i G ps diferedte de 0 entorces el - sngulo

FCiG = 60°. .

es

Nada mis hay un caso en aque fr = Py € = Q qus
precisamente cuando el tridngulo AFIUQ es equilatero. Cuandae

no estamos en este caso, el  bridngulo  &SARCe tiene  dos

angulos de 60‘, a=i que es equilatero.

For tanto sy sicmpre 2s equilitero, P esti en Ay
¥y 8 estd en BiCi. Zsto prueba gque los puntos M construidos
de esta manera siompre estin en £ .

Es mas prolorngandso el segmento B por £1 y Bt puor
Ci. Podenos conseguir triingulos equiléateros cada VEZ
nla)'Dl"ES. de aqui que cada punto {iel ray gque [icn"’ce e Ca
que no tiene a By v yue estsd contenido en la  Jlipza Agds,

pertenece tambisn a 2.

En resumen: si A es un punto de W1 y B vy L soun les

puntos tales gque el triingulo AREC es equiliterve, I' en Ay

@ en RC, entonces B pertencce a . Para cade B del conjunto 87,
podemos construir fodo un rayo de puntos  que  pertonecza a
s

51 consideramos todos los puntos s de £, la uni<n de



los rayps respectivos nos dan la_ regicn  sombreada de’ 1a

figura.

phora hacemos gue I corra & 1o largo col arcoe 0
entonces, por simetria obtenemos que todos los puntos de la

regidén sombreade de la siguiente figura, tambien  perienecon

(O
’_jf:;;,g\

j/;, e

T ”Z“\

a .

—

Finalmente como el punte B sbdlo pude estar on 2 o en

€', ¥ es precisamenie la Fg:én ADmbreada de  la ciguiente

T

figura — !

Aot 1
{'4 -—- .a,.
Ay
a) i n es un nusera  entre Oy 1071 = 59 g9 499,



entonces n tices a lo mas B cifras. Cada cifre vale a lo mis

9. Fr- iLanto 21 producto de las cifras de n es menor o igual

a B.9 = 72. £s decir Fin) < 72.

El namera entre O y 72 para el gque el preducts de sus
cifras es mis gronde es el 69, De manera que ririn)) = 6.9 =
54.

El namera entre Oy 54 que tiene su producto de cifras
maz grande es el 49, Asi es que PAPFEM))] S f.9 =  T&.
Sunilarmente PAPPFGDIN) 2 3.6 = 1é y PR R(n) 1)) £ 9.
b Denotemos por Q(n) a FIPPWEFMIYIYIN) . Agenpuranoz . que
éi 9 oes el noaero de {0,1,2,...9) para el que exicien mas
n's tales guir Gin) = 0. Para pfohar dato, beostard con que
citequen: quer mas de 12 mitad de 10S S EAR T ER Rt oo =g
{0,1,8, ..,1(”3 cumplen gue RA(n) = 0. Notemos que i tieneo
uni 0 e osu edpresidn decimal, entonces Pin) = 0, P(Fin}) = O
y Gnd = o Fror o fanto si ovemos que mas de la mrvad de  laos
FLERIDS TN €O,1,2,...,1003 timne algun O en su erpresion
dufim;l, nrabremor terminado. Es decir, tonemos aque vu% que

5.10° + 1 numeros de

/2=

.8
al wmenos (1g +

tivnen ol 0 dicho de otra pal

[NTEYRTEEY REvY

1

L0,8,2,...,10")

5.107-1

hHAas

. . ey 2 B . s . »
rameros Gy Y03, 2500041073 no bienen ningdan O

Luntaramos pues cuantos clementos

v 1 . . L
2y0na 1072 no tienen ningan O,

10,1,
Dezcte 0 a 9 hay 2 nameros sin 0O
. . 2 . ]
Dacrle 10 a 29 hay 831 = 9% ndmeroz sin Q
s cifeas vy tenemos 9 copciones para cad
e 1O o, G0 3 - 770 “y N 1
Pesde 109 a 992 hay 97 = 729 numeros «in

67

2I=3 conjunto

(hay que poner

aoune) .,

()



Desde 1000 a 9599 hay 9=

2655i"nﬁmef05~5&n?0=::'~~~m
Desde 10 00U & ?9‘9?9 ﬁay 55 = 59 049 n.meros sin O
Desde 100 €00 a 999 999 hay 9° = S31 441 nameros sin 0
Desde 1 Q00 000 2 9 997 999 hay 97 = ﬁ 782 ?b?vnumeros
sin O
Desde 10 000 OO0 a 99 999 §99 hay 97 = 4% €46 721
numereps sin .

Sumando estas potencias de 9 obtenemos

9 4+ 9%+ 97 4 9%+ 07 4 97 4 §7 4 9% = 4 427 H60

entonces el numero de nameros gque no tienen ningdn cero  sen

48 A27 S60, que son eenns e la mitad de los  oumeros  del

. 8 - ] ) .
conjunto {0,1,2,...,10 1. Forr tanto los numeros dol cobunto

i} . .
{0,1,2y...510) que ticnen al wonos un cero en sui cifran ez

1o los  elementos del conj

mayor que la mitad de
Entonces de los eleaentos d@l]  conjunte (O 8,2.. .,97, el
cern es  aguel para 21 qgque existen mas n's en el
conjunte {0,1,2,...,1(ﬁ} vales oue Qind = 0,

e) Notemos dque si F(n) = 1, entonces n oes do le fatma s =

11.......1 § por gque &1 n Eione un digito que e sna 3,

r—-vaces

entonces este digito debsria cer divisor de P, poro ¥in)
= 1 np tiene divisoraea.
Si m es tal gque #FMI)Y = 1, entonces PO wg de 1o

]

forma F(m) = 1i,......1 . Pero por lo que vimes en a) #im) =
r-vecos

72. De manera que Mim) = 3 o Pdm) = 11, Ho es posiolio  gue
Fim) = 11 porque 11 es an noamero prime vy B os prosucto do

numeros menores que 10, Pore tanto Pim) = 1.,

Esto que probameos nos va a servir para deteirninar  para

603



cubdles n's, G(n) = 1, Tomemos pues una-n--tal.guae Oln) = 1.
Entoncas FIPWERPPInII = {, For lo gque probamos antes,
aplicade a my = PP (), tenemos que BFAD () = 1 implica

gue Flm) = 1. Es decir FPE(POMDIY = 1, Hplicado otra vez

il

1o del parrvafo  anterior  con me Fasin) Y, tenemns que

P(Pimz2)) = 1| implica que Plaz) = 1. Es deciv PP n))) = 1

Yy BN congecusncia, Py = 1. For tante n es doe ia forma n =

~

: tanto lus dnicos n's tales gue R0 = 1 son

P01, i, s, 11 11t 11111813, For tanto eltd

gélo piroviens de B nuameros a los gque se 1es oplica Q.
Cualgiier otro ndmero, por ejeaplo el 2, providne de al

monos los ﬁiéuiuuteg NGHEros:

L2, D, 121, 241, 112, 2ty 1211, 1121, etco.

Gue s0n wEs o .
Py tanto 1 es el ndmern que proviene de menos n's

cuando se aplice Q.

A Como @) rumero buscado debe cumpliv que  al  pasar  sus
albipan doo cilras al principio y amultiplicario por 10, el
numesite s Santicn, entonces @l nomoro que cuimple  con astio,
debe tenor 21 ndbaero 0 0 5 en cu ultima cifra.

PFeimpre snalizarencs el caso en que la Jltims cifra eos
0. Vzamos que pase si la pendltipa cifra es 1.

oo ““""""”E'«l(:‘

Comp v chijione quitandole las dos  Glbimas  a m,
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pasangolas al principio v sunsntindo un 9, entonces. 2n

10ssssnseeeez0, De agqui que a = 2. Entonces

m = cs s arensees: V10

b 2

m = ST IIITUTITUIIT0
Por la misma eazin, B = 4. 51 continuanos

obhtenemos el numero:

026 310 TE? 470 684 210
. 3

YRT L6 AZ0

 KUTETU S I

lLa primera ve: gue podemos detenernos s cuzndo

aparece un 9 oporo san que "“llevenos” nada  por
que empoezar con 10,

i las ultimas dos cifras =on 2y @

termingn en 20, entonces siguiendo el mismos proceso gue e

el casp  anberior, tendrianws que teeminar

mritiplicar por dog la dltima cifra obtenida y

mas § (el que posibiemente "llevemos"), llegom

sute

quie

5

2m

proceso,

arriba

decir

cuardo

Sumar &

t

On Al

tiene

=

~1

lo

e

20, Peoro ésto nunca va a occurrie por gue al multiolicase

tdigito por 2 swnar une, lo ras que podemos
pumero 19, For tanto no es posible encontrar
las coracteristicos dessadas oue tenge en sus

gifras al numern 20,

De forma similar sep concluye gue tampoco’

encontrar nameros con las caracteristicas del
terminen on los nameros  I0,40,...,%0. For
numeros terminados on O @) ndmero

AZs ST 789 475 LY 210 e
es el menor.

Si la vltima cifra es el S, supongaaos

70

ohtaner

s numor

U ciwas

es

enunciade,

tanto

(1)

chpora

ex

A0

un

@]

con

Hul

RIALYER R

de

quee

Lon

ue

o5

i



penultina es el O, Siguiondo @1 mizsmo proceco iterativo que

en &l caso anbterior obitenemos el numers

2LTO157 894 7T4H BAD 10D — e T2

Si Ja pencttina cifra es el 1, entonoes por un

analogt ohtencmos el namero

v A7 8B4 210 326 T15 —m—em e (D)

Razonandn coao antes es pesible mostr-ar que no

cun las caracieristicas deseadas gue  terminen  en

~

proueso
hay m's
25, 39,

For tento, los numeros mas  peguefios gue  cumplen

condiciones <=n (1), (T) y (3. ¥ como

e

463 157 BRY 76 947 10T

e5 el meaor ve cilos, este ntmero es el buse

PRI S L
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