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INTRODUCCION 

Un modelo dinámico de un fen<:jmeno f{sico conservativo con 

simetrías es llamado consistente si el modelo conserva la energía, 

el momento angular, y el momento lineal. 

El modelo din~mico de dos de los problemas mas sencillos 

de la mec~nica celeste( problema de fuerza central y el problema 

de los dos cuerpos) es un modelo consistente. Afortunadamente 

existen m~todos num~ricos que los resuelven y conservan su 

consistencia. 

los modelos din;micos de los dos anteriores problemas dependen 

de la ley universal gravitacional de Newton. Una de las 

propiedades de dicha ley universal como campo de fuerzas, 

es que la ft1erza que actua entre las partículas se aproxima 

al infinito cuando sus distancias se ~proximan a cero 

(hay colisión) .En dicha colisi.6n la ecuacion diferencial qne 

describe el sistema tiene 

En esta tesis procederemos 

gr,fico tanto del problema de 

una singularidad. 

a hacer un análisis numérico 

Kepler (problema de fuerza 

y 

central) corno del problema de los dos cuerpos Para esto 

hemos diseñado el paquete HCeleste para la - , . I grat i.cac ion de 

soluciones de ecuaciones diferenciales simples. Ademas tratarnos los 

m~todos clisicos de eliminaci6n de singularidades (debidos a 

sundman y a Levi Civita) y observamos las d.iferencias que se dan 

entre las soluciones del sistema original y las 

soluciones del sistema regularizado (sin s1ngularidades). 
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1.1 FORHULACION DEL PROBLEMAt 

Describiremos el movimiento de una part!cula de masa positiva en 

~ 3 , sobre la cual es 2j2rcida un3 fuer21 r~dial ( a lo larg0 d~ 
una recta que une a la partícula con otro punto que lo llamaremos 

centro). 

sean 

r(t) = la EunciÓn de la posición de la particula. 

Intensidad de la fuerza = -m r(t) f(r) 
r( t) 

donde r ( t) = 1 r ( t) 1 

(la intensidad de la fuerza depende de la distancia entre el 

centro y la particula y de la masa de la misma). 

Tomando >en cuenta que la segunda ley de Newton nos dice que la 

fuei:za es igual a la masa por la aceleración F m a), ¡.iodemos 

.::stablt=c~r 

evolución del sistema. 

( 1. l. 1) t = V 

- r f(r) 
r 

que •Jobiernan 

donde f(r) = .ur-p 

u - constante positiva y 

p - [N 

la 

Este problema es llamado "Problema de Fuerza Central" y nos 

enfocaremos en el estudio de los vectores r(t) y v(t) que satisfacen 

s1multaneamence el sistema (1.1.1) en un intervalo de tiempo. 

1.2 CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR 

Consideremos el siguiente producto cruz. 

( 1. 2. 1) r(t) x v(t) c(tJ 
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Calculemos la deri~ada de c(t) esto es 

d c:1 e) 

dt r(t) X ~(ti + r{C) X ~(t) 

V(tJ X vtci + ¡: ( t) X f ( r) 

o + r1c1 X 
E ( r) ¡: ( t) 
r 

o + o = o 

¡: ( t) 
r 

por lo que e( t) esta 

propiedad se le llama "ConservaciÓn del momento angula!."" y d e( t) 

el momento angular. 

es una constante "para toda f ( r)" .A 

Analizaremos dos casos para c(t) 

A) e( t) "' O 

De (1.2.1) sabemos que c(t)·r(t) = 0 y como é(t)"' 0 E:ntonces 

r(t) siempre es perpendicular a un vector fijo ~(t). por lo que la 

particula se mueve en un plano que pasa por el origen y el cual es 

perpendicular a c(t). 

B) e( t) = O 

Aqui consideremos la siguiente derivada 

(l. 2. 2) d ¡: ( t) r ¡: - ¡: r r v - ¡: 

dt r z 2 
r r 

., r . 
-

2 
r r 

Usaremos el hecho que a partir de la formula r·r 

d 

dt 
1 ¡:. rJ d 

Cit 
en (1.2.2) tenemos 

2 
r 

r·r 
r·r :: r r r r 

r 

2 
r se tiene que 

. Sustituyendo 

( 1. 2. 3) 
a r=1t1 
~ r 

(r·v)r . usando la siguiente f6rmula 

r r 
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A X B ) l{ e (A.·c)Ii (B·c)A con ;; ~/ s 
tenemos que 

(v·ri = <v X t=i '.{ ¡: + (r'rlv y lo sustJ.tuimos en 

d r(tl v (V X r) X v 

dt r 

<v x r:i = -e 

r 

v 

3 
r 

(v X r) X V 

J 
r 

3 3 
r r r 

d r(tl 
O tenemos que ¡r¡;- r 

r<t 1 

o 

r 
' 

e = r 

(l. 2. J) obteniendo 

pero como 

Por lo que el vector r es constante y el movimiento se lleva 

a cabo a lo largo de una linea recta fija que pasa por el origen. 

Una consecuencia que se obtiene cuando c(t) - o ~s que 

si introducimos coordenadas polares en el plano de movimiento con 

el centro en O, 

'i' 
1 

i ". l 1 

., 1 

~·~ 
;¡ i :: 

flgura. 1.. i 

tenemos 

r(t) = ( r cos(&) , r sen (&) o 
v(t) ( r cos(&)-r sen(&)(&) r sen(&)+r cos(&) (&) ,O) 

.c(tl (O, o, c
0

¡ 
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calculamos ~(t) t=1t1 x v1t1 

i k 

rxv reos:! rsen& o 

rcos&-rs enét& rsen&+rcos.:t·& o 

i(O) - j(O) + k [rcosfr(rsen& + rcosiJif)-rsen(rcoS>:f-rsen&0) 
2 2 . . 2 2 . 

k [ rrcosfr sen& + r cos && - rrsen,:fcostl + r sen 35' J 

k [r
2

:) {cos
2
&+sen

2
&)] = k (r

2 &} : (O,O,r2 cr) 

Por lo que tenemos que c
0 

= /& y calculando la razc5n del area 

barrida por el vector r(t) desde o, se tiene 

(l. 2. 4) 
2 • 

r & 

Integrando de ambos lados con respecto a t, tenemos 

1 e t + k k-constante de integración A=-
2
- o 

Esto nos dice que el vector barre areas iguales en tiempos iyuales 

(Segunda ley de Kepler). 

Con todo lo desarrollado anteriormente podemos 

demostrar resultados interesantes como el siguiente. 

,mal izar y 

Dada una particula en reposo que es atraida por un punto fijo 

(centro) con una fuerza positiva para O < r < oo dicha particula 

sufre una colisión con el centro de atracción en tiempo finito. 
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DEMOSTRACION: 

Dadas las condiciones iniciales v (O) = O y r (O) = r
0 

tenemos que 

el movimiento es una recta que une al centro con la partícula 

(ya que v(t) X r:(t) = c y s.i v(O) =O'* c =O) por: lo que el 

movimiento es colil1eal. De la ecuación 

( 1. 2. 5) V = - r(t) f(r) 
r( t) 

como r:(O) = r
0 

tenernos que si x( ti r(t) , x(O) 

,---..... ·\.__,~·----

hgura. 1, 2 

x(tJ 

d. 

entonces v = -f(r) pues ~ T. si integramos ambos lados de 

la ecuacion (1.2.5) con respecto a t 

t t e 

J v dt = J -f(x) dt 
o o 

v(t) - v(O) =-J f(x) dt.Per:o v(O) 
o 

t 

pero v(t) =J - f (x) dt y como f (x) es estrictamente positiva i.e. 
o 

t 

f(x(t)) > O entonces J f(x) dt es cr:eciente pues vamos 
o 

sumando factores positivos .Por: lo tanto v(t) es decr:eciente y 

negativa. Ahor:a bien, como x(t) = v(t} , 

t 

I x(t)dt 
o 

t 

J v( t) dt, por lo que 
o 

8 

t 

x(t)-x(O) ,,J 
o 

v(t) dt 

o, 



como :< (o) = d , :<( t) = 

t 

I ,, dt + d 
o 

Como v(t) es decrecinete entonces 

t 

J v dt no esta acotada por lo que para un tk 
o 

t t 

J\ dt d Asi que x.J t ) =I- V dt + d 
o o 

= O, que nos dice que 

para algun i:. finito existe el choque entre la partícula y el centro. 

1.3 CONSERVACION DE ENERGIA TOTAL 

Tomemos el producto punto de v con cada uno de los lados de la 

segunda ecuacion de 1.1.1 

v· V -f(r) r-l (r" V) 

-f(rl 

-f(r) 

-t. 
r 

(r· r) 

.Como r·r = r r 

= 
dr 

-f(r) dt 

t 

Integrando ambos lados I dr -f ( rl 

l 

z 

• 
2 

• 
2 

• 
2 v

2
(t) - f

1 
(r(t)) 

donde: 

i) -m f,(r) 

to ~ 

' donde f
1 

(r) 
to 

t 

- J f(r) 

f,(r(t)) - f
1
(r(t

0
)) 

2 

2 
V ( t

0 
) - f ( r ( t

0 
) ) = h 

Energía potencial ( U ) 

9 
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ií} 
2 

V m Energfa cin~tica ( T ) 

h m Energía total del sistema 

T = u + h se conoce como "Principio de Conservacion de Energía• 
-2 -l 

que en el caso newtoniano f ( r) µ m r f
1 

= µ m r 

(l. 3 .1) 
2 

2 
ffi V 

de la cual podemos deducir que: 

.u m 

r 

1) r(t) es constante++ v(tj es constante 

2) 

a) Si r(t) es creciente~ v(t) es decreciente 

b) Si r( t) es decreciente* v( t) es creciente 

Ahora busquemos todos los posibles movimientos para h 

para el caso newtoniano en el problema colineal . 

.u rn 
2 '2 rt/z rn V ha ~ r r 2µ * r = rs; z r 

e integrando ambos lados con respecto a t 

2 ] /2 
.) 

r Y 2.U t r(t} { 3 /2 ¡f Z:U-t (.t} ~ + a .. = + 

O y r > O 

z/• 

donde la constante " la podemos determinar sabiendo la posición 

inicial de la masa. 

Observemos que si derivarnos a r con rspecto a t: 

es una singularidad de r(t) ya que su 
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derivada no esta definida ahi. 

Veamos la gr;fica de la velocidad con respecto a t 

il 
. '"--. 

~:t(J 1 

\ 1 

\; i 
' 1 

1! ! 
: 1 

f1.guro. 1. 3 

(el comportamiento de la velocidad con respecto al tiempo). 

Ahora veamos la curva que obtenemos en el espacio fase 

Por Último 

1 

2 
2 

m V 

X 
1 ' . -----
' -------~r 
1 / 

¡( 
fL9ur<J. i. 4 

mediante de un breve an~lisis de la ecuación 

!-' m 

r = h
0 

nos revela la siguiente familia de 

curvas en el espacio fase. 

11 



r>O 

lt.gur-c. 1. !'> 

En base a lo anterior podemos con el u1r que si f ( r) = .w r -p, p > 1 y 

p e z+ y si la partícula se mueve con energia negativa entonces no 

se puede ir infinitamente leJo& del origen pues consideremos la 

igualdad 
2 

1/ 

,U 

r· . Si suponemos que si se puede 

mover infinitamente lejos del origen tendríamos que 

Lim 
r-+00 

-,u 

p-1 
r 

o v
2 

( t) 

porque el lado izquierdo de la ultima igualdad es siempre positiva y 

h
0 

es negativa por hipótesis. 

1.4 PRIMERA LEY DE KEPLER 

Suponiendo la ley gravitacional de Newton tenemos el siguiente 

sistema de ecuaciones 

(l. 4. 1) 

12 



I 

a partir de estas dos ultimas ecuaciones haremos un analisis para 

llegar a la r::onclusiÓn de que la part{cula se mueve en una seccicín 

c6nica (primera ley de Kepler). 

Primeramente multipliquemos ( 1. 2. 3) por -u de ambos 1 a dos 

ct r(t) 
-.u. dt r 

e X r 
3 

r 

y de acuerdo a la segunda ecuación del sistema ( 1. 4. 1) 

-µ 

,LJ J 

(l. 4. 2) 

¡: ( t) 

r 

d 

~ 

µ 

v x e 

r(tJ 

r 

r( tJ 
{ r 

, integramos ambos lados 

=: J v X e o bien 

+ e} v X c 

donde e es una constante de integración que llamaremos vector 

de excentricidad. 

Como r·c O entonces de la anterior igualdad tenemos que e·c O 

y SÍ C ~ Ü entonces e L C que nOS dice qUe e esta en el plano de 

r: 
movimiento. Si e o r - e que nos dice que e esta a lo 

largo de la linea de movimiento. 

Si c ~ O encontremos lo que e significa geometricamente Para 

esto tomemos el producto punto de ambos lados de (l.4.2) con r 

-µle· r + r} ¡:-·V X e r X v· e 2 lo llegamos c· c c por que a 
2 c 

( 1. 4. J} e·r + r =: 
µ 

Analicemos dos posibles casos: 
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CASO 1 : , e = o l 2 
e 

De la igualdad (1.4.3) se tie~e que r = ,u 

r es una constante por lo que el movimiento 

esto es q1.1e 

e¡; circular, 

mas aun podemos encontrar la velocidad para este caso como 

sigue: 

De la r6rmula (a· b) 2 
+ (a X b) 2 = a2

b
2 

poniendo a = V y b r 

pero como r·r 

r es constante 

2 2 
r V (y· r) 2 + C 2 = r 2 V 2 

2 '2 - 2 
rr entonces r r + e 

.z 
c 

-2 
c 

2 2 
r v >+ rv = e => v 

c e 
r 2 

c 

,U 

: 

2 2 
r V 

µ 

c 

y adem¿s podemos decir que en este caso la energía es negativa, pues 

h 
2 

CASO 2 

2 2 2 2 µ µ µ µ - 1 
µ 

< o; = 2 2 2 2 2 z 2 
e e e e e 

,U 

e"' O) 

En este caso introduzcamos el vector e como lo muestra 

la siguiente figura, 

\ 

\\ 
.... ~.¡,\ 

'. 
\ 
\ •. 

\ 
\ 

~~~~~~~~~~~~~~-+l L 

J't.guro. t. d 
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donde Q es la posición de la partícula. Ahora lo que haremos 

usar al vector e como eje de coordenadas y reprE<sentar a 

partícula con respecto a ( r,f ) donde f = i'J - w ( este ángulo 

llamado ''la anomalía verdadera"). En efecto, tenemos 

e·r e r cos(f), que sustituido en la ecuacion 1.4.3 , nos da 

(1.4.4) r 

e r cos ( f) 
2 

c 

2 
c 
µ r 

e 1-¡:;e - r cos{ f) ) . 

r 

2 
c 

2 
c 
µ - e r cos ( f) 

Consideremos una linea L a una distancia µe de o, 
perpendicular y del lado de dirección de e. La ecuación (1.4.4) 

lo que nos dice es que la distancia de una partícula de o a Q es 

e veces la distancia desde Q a L 
2 

c 
d(Q,L) ~ í-¡:;e - r cos(f)) 

es 

la 

es 

As{ que la ecuación (1.4.4)no es mas que una representación de una 

c¿nica en coordenadas polares, mas reconocible en la forma: 

r 

2 
c 
µ 

- e cos(f) 

(Como comentario diremos que el punto P es llamado "Pericentro"). 

P..ho:-a bie;:i a partir· ü~ que r
2

; = e , e ~ O , FJ > O y co.:no 

~ - f = w con w-constante se obtiene ,e;¡ f y se concluye que f > O 

(fes estrictamente creciente) por lo que podemos deducir que en 

una Órbita cónica la partícula pasa a lo mas en una vez en cada 

punto hasta postblement~ c~~pletar el p~riodo de la vuelta, si es 

una curva cerrada. 

Haremos un ra~onamiento que nos llevara a la 

acuerdo con el valor de la 
( 

energ1a que 

, 
conclusion que de 

tenga el sis tema podemos 
/ 

concluir en que tipo de canica se lleva a cabo el movimiento de la 

partícula. Para esto a part.ir de la igualdad { 1. 4. 2) tomamos el 

producto punto de cada lado consigo mismo, i.e. 
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r: 
.u(e+-­

r 
. ,u ( 

r: 
e-+ -­r 

2 2. 2 - -
,u ( e + 1 + r e· r) 

2 2 
V C , 

con m 1, tenemos qu.;; 

,u2 ( ez + 1 + 2 

r 

Reduciendo terminas tenemos 

.u
2 

( e
2 

1) 2hac 
2 - = 

i) e > 1 +. ha > o 
ii) e :: -1 ~- ha o 
iii) e < 1 ... ha < o 

:: v X e) v X e 

porque V J.. C De ( 1. 4 . 3) y ( 1. 3. 1} 

µ c
2 
-r)) r 

) . 

entonces si c "' o 

(Una rama de la hipérbola) 

(Parábola) 

(Elipse) 

Ahora encontraremos una expresión con la cual podamos encontrar 

los elementos de la có'nica correspondiente a p"lrtir de la 

excentricidad (vector e). Para esto hacemos lo siguiente. 

f1.9ura. 1. 7 
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sabemos que Q + P " 2 a, (longitud del eje mayor) siendo n 

el centro de la fuerza situado en un foco de la elipse. si 

consideramos que la particula inicialmente esta en s, f -"S ii;¡unl "· cero 

( recordamos que f es le án']ulo que se forna entre l~ rei.~td. 
/ 

que une el centro de fuerza n con la posicion de la particula 

y el eje :<). Entonces de la formula 1..\.4 , 

se tiene que p 

2 
c 

,U 

-1-;-e-

Ahora si consideramos que la partícula esta en t , el valor de f 

seria n, en cuyo caso 

2 

2 
c 

z 
c 

.u 

Ejemplo: 

2 
e 
µ 

q 
l - e 

2 
c 

.u 

+ ¡::e 

2a 

2 
e 

.u 

Pero como 

2 
e 

.u e + 

2a 

p + q 2a tenemos 

2 2 
c c e 

+ -- + -- e .u µ .u 

2 
2a 

1 - e 

(l. 4. 5) 

Dadas las condiciones iniciales µ = 1, r
0 

=(1,0,0}, 

v
0 

" (0,1372 ,O) , encontrar los elementos de la Órbita 

que describe la particula. 

De la ecuacion (1.4.2) tenemos 

r(tl 
µ (v ( t l X e ( t J l r 

Calculamos 
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i j k 

c(tJ r(tl .:!'. V(::J o o 

o -h--2 o 

: i{O) - j(O) + k(i•;2¡: (O,O,h:::Z-), como c(t) "'O 

el movimiento es en un plano. 

i j k 

o fi72 o i ( 3-/2) - j (o) + k(O) 
v(tJ X c(tJ 

o o -/3/2 
(•-'2.0,0), 

e : (3/2 I Q '0) (l,0,0) :: (v:<?,0,0) < 1 por lo que la 

conica es una elipse. 

Pe la fórmula µaj e'- ll c
2 

obtenemos el valor de a (semieje mayor) 

a :; 

le 

con cos(f) 

del centro 

2 

z 
c 

-11µ 

1 

:: 

(que 

de fuerza 

r 
1 

3/2 

1 (] / .. ) 

es cuando 

( F, ) que es 

J/2 

+ 1..: .t. 

I 
2 .De la formula r. 

• ' "' cos ( t) 

la partícula esta mas cercana 

un foco ) , se tiene que: 

esto .,;s (l,O,O) 

Si queremos saber el semieje menor b, lo podemos calcular por medio 

de las ecuaciones correspondientes a una elipse, al igual que si 

queremos encontrar le otro foco (c
2

) 

Dibujemos la trayectoria que describe la particula en este caso . 
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.. (... •, . 
11.(1,!)) -· -:.:_·__..._....: .• -· .--

f1.9uro. 1. o 

Para finalizar esta seccion demostremos la tercera ley de Kepler 

para O< e< l. 

Cerno sabemos el area de una elipse esta dada por rra
2 

( l-e2 ¡"2
• 

A partir de la ecuacicn (1.2.4) se tiene que 

A = 1/2 et + k , k-constante 

Como nosotros queremos conocer el periodo p (que es el tiempo que 

tarda la particula en barrer el area una vez), entonces igualarnos 

el área total de la elipse con la Última igualdad 

(l. 4. 6) 

De la igualdad (1.4.5) se tiene que 

l 1-e
2 I ,ua 

Sustituyendo en 1.4.6 

p 
e 

2 
p = 

o bien que 

2 ~ 
¿ rt a 

µ 

19 

3/2 
2rta o bien 
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que nos dice que el cuadrado del periodo es proporcional al cubo 

de su semieje mayor. 

1.5 PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS 

En esta sección consideremos dos partículas cuyas masas son m
1 

y rn
2 

y cuyos vectores de posicion con respecto a un punto fijo en el espacio 

son r 1 y r2 y denotaremos como r a la distancia entre ellas. 

r = lr
2
-r

1 
I · Entonces de acuerdo a la ley universal de Newton, las 

fuerzas de atracción entre las partículas es 

f = G mm r-
2 

G - Constante Universal 
1 z 

Las ecuaciones diferenciales quedan como 

G rn
1 
m

2 
r - I.~ 

m, r, = --'--') 
2 r , 

1. 5. 1 
r 

G rn,íllz i; - r 
' ) . m

1 
r

1 = :z ¡: 
r 

Se puede resolver este problema reduciendolo al problema de 

fuerza central por dos metodods diferentes llamados 

"Reducci¿n a coordenadas relativas" 

baricentricas". 

y 

I , 
Primeramente se atacara el problema con el metodo de reduc;:;ion a 

ccc:Md.2::2.d:!:: !:"~ l::. t: i. "~S P ~ r;::¡ P~ to di vi damos la primera ecuación del 

sistema 1.5.l er~tre m
1 

y lrt segunda entre m;:, y se resta la 

primera de la segunda,esto es, 

rz r, 
r = 

~ m, 

r, Gm 

r 2 
r 

(r, -~ ) Gm
1 

(r, -
--- -r 2 

r r 

Gm
2 r, 

+ --2-) - ---r 

2 
r 

r 

+ UJ, ) 
) = r 

r 
1 

Gm
1 

2 + 
r 

-G 

Gm
2 

2 
r 

Gm 
2 ---
2 

r 

m
1 

+ m 
2 

) 

2 
r 

) 

y como r = r
2
-r

1 
que nos indica el movimiento de r

2 
visto desde 
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r
1 

, queda que 

r = .:__E_ µ 
3 

r 
donde µ G ( ª\ + m2 

En este caso una vez determinada la soluci6n r(t) de la ~ltima 
ecuación para condiciones iniciales dadas r(O) y r(O) entonces 

podemos conocer los segundos miembros del sistema (1.5.1). 

Mediante dos integraciones de la primera ecuaci6n del sistema 

1. 5. 1 se obtendría r, ( t)' y de la igualdad ¡: = ~ - r~ se obtendría 

S y as! quedaría resuelto el problema (adem~s de poder aplicar 

toda la teoría anterior pues este es el problema de fuerza central 

con una µ especial) . 

Ahora ataquemos el mismo problema por medio de el otro 

procedimiento. Para esto definamos primero el centro de masas de 

las dos partículas como: 

l. 5. 2 r = 
" 

que se encontrara como en la siguiente figura 

... --~-·-"'·~---··-

ti.guro. 1. P 

Si se suman las dos ecuaciones de 1.5.1 se obtiene 

donde 1 vector tridimensional constante. Se tiene que 
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(rn
1 
+ m

2
) r;; = 1 lo cual integrarnos con respecto a t 

tl + b, donde ti ''° lR
3

• Observemos que T y b son determinadas 

por las condiciones iniciales 

Lo que dice la ultima ecuacion es que el centro de masas se mueve 

con una velocidad uniforme en una recta. 

Ahora bien, con las constantes I y E tenemos ya seis de las doce 

constantes de movimiento existentes en el sistema 1.5.1 pues en 

el sistema 1.5.1 hay dos ecuaciones vectoriales que se convierten 

en seis ecuaciones escalares.como cada ecuación es de segundo 

orden hay doce constantes de movimiento). 

como comentario diremos que debido a las constantes de movimiento 

se dice que este prolema es integrable, donde las integrales son 

la energia y el momento angular ( que hacen que baje la dimensi~n del 

problema). 

Para encontrar las otras seis faltantes movemos el origen o al 

centro de masas, esto es 

r' :: r - r 
1 1 .::. 

rd r 2 - re donde r; y ~ denota la posiciÓn de la masa ll\Y ~ 
como se puede observar en la siguiente figura 

-, 

---·~;-

tlgur(I, 1. to 
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J 
Esto ultimo lo podemos hacer porque como r = o, las segundas 

'º 
derivadas la transformacion no alteran las ecuaciones originales. 

En efect0, 

a partir de que r 
se obtiene 

m r' i i 

Gm 1\1 2 (r' 2- r'1 ) 

3 
r 

Como m,r; + m2 r~ O , podemos eliminar a r~ de la anterior 

ecuación, por lo que 

l. 5. 3 m 

Como 

r donde H = m
1 
+ m

2 
, 

se puede escribir la ~ltima ecuacicin de la siguiente forma 

3 
~l 

mir: ( 
ílJz 

y de forma analoga = -G 
3 11 r' 

l. 5. 4 
1 

3 

5' 
m,r~ ( 

m, 
= -G 

~f ,!! 
r, 

De esto ~ltimo ya se puede resolver cada una de ellas pues son 

de la forma del problema de fuerza central con µ
1 

y µ
2 

especiales. 

As! podemos encontrar las seis constantes restantes que son 

llamadas los elementos de cada Órbita relativa al centro de 

masas). 

Lo que nos dicen las ecuaciones 1.5.4 es que tanto r¡ y r~ se 

mueven con respeto al centro de masas como si una fuerza de 

atracción existiera en dicho centro. 
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Si continuamos con la suposició'n que el origen se encuentra fijo 
en el centro de masas, se encuentra que 

9 

l 2 m, m2 .. .. 
energía h = mi v1 - ,LJ ----= T - u, del primer cuerpo 

1 2 2 1 
M r' 

l 

3 

1 2 m z m' .. * " h = m
2 

v2 - µ Tz - u, energia del segundo cuerpo 
2 2 2 

M r' 
2 

/ total h h, + h2 = 1' + u enrgia = donde 

• • 1 2 2 
T = Ti + Tz (m

1 
v

1 
+ m

2 
v

2 2 
y 

3 3 .. .. ,W m 
1
m

2 
µ m 'ni, u u + u2 + 

1 i.f r' !Í r~ l 
3 3 

.:....:. m,lll, mi lll, 
= -r-,- + r' 2 

M i 2 

2 2 
,r....: m1m2 m2 m1 

(-r-,- +---
2 r' 

M 1 2 

r'm
2

+ r'm
2 

1 2 z 1 

r ~ r~ 

pero por l. 5. 3 

2 r' 
2 

r' 
2 

r' 
2 

µ m, 11!, 12' m, + ¡n) µ ll1 + n¡ ) ( 
1 2 1 u = = z 2 m, D!. r r 

M r 

¡.f 

,u r; 11112 + r ~ m1 n¡ µ r' m1 m2 + m,) l 

r ( r r r ) 

µ r'm M 
_µ_ 1 l 

= m
1
m

2 r r' M r 
l lll, 

además se puede agregar que como 
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• 3 
u, µ mt lll.z .. 3 
uz µ ~ m, 

y por otro lado 

• l 2 
T, 2 m, v, 

.. l 2 
Tz 2~ V, 

t l 
z- 2 

H r, m2 r, 
2 t 1 
H-

r;;. m~ r 

m, 

Il1z 

~ 2 

.. 
se tiene que U

1 
m

1 

2 

~ 2 

2 .v 
m, 

2 
vz 

.. • sumándola T
1 

m
1 Tzmz que con l. 5. 4 se 

" T:) 
.. • o bien m, u + m, Uz+ Tz) 1 

.. • 
mz 1l u, T, 

m, - .. - -.-
hz uz Tz 

2 

Il1z 
m, 
mz 

tiene 

m
1 
h

1 

I es decir la raz&n de las diferentes energias 

total) de cada cuerpo es constante. 
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CAPITULO 2 

2.1.-0EFINICION DE REGULARIDAD 

2. 1. 1 REGULARIDAD DE L!N 3 I 3'l'EHA 

2.1.2 REGULARIDAD DE SOLUCIONES 

2.1.3 SINGULARIDADES 

2.2.-REGULARIZACIOl'l DE SUNDMAN 

2.2.1 TIEMPO FICTICIO 

2.3.-REGULARIZAr.ION flE LEVl-CIVIT A 

2.4.-0BSERVACIOf'lES 

2.4.1 CASOS ESPECIALES 

2. 4. 2 VENT.l\JAS DE LA REGULARIZACION 
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2.1 DEFINICION DE REGULARIDAD 

En este cap{tulo daremos algunas técnicas de regularizacio'n que 

son muy utilizadas en la Mecánica Celeste, para esto daremos 

primeramente algunas definiciones para precisar ideas. 

Una colisio'n es una posición de las particulas de la forma 

:«= JS· 
Si la posición inicial en el problema no es una colisión, entonces 

los teoremas de ecuaciones diferenciales ordinarias nos aseguran 

la existencia de una solución x(tl de un intervalo [O,b). Si 

b < m (finita) decimos que la soluci¿n tiene una singularidad en 

b.Este es el caso en el que re.:ilmente estamos interesados por el 

resultado que se demostró en el capitulo I acerca de la colisi&n 

que se daba en tiempo finito entre una partícula que iniciaba en 

reposo y el centro de atracción. 

El problema a tratar es que cuando necesita~os calcular una 

solución ya sea por m¿todos anallticos o num~ricos, tanto las 

singularidades de la ecuaciones como de la soluciones presentan 

obsticulos para ese c~lculo, por lo que se tienen que eliminar 

de alguna forma. En el caso en el que las singularidades sean una 

minoria, de alguna foL-ma existe la posibilidad al m'~nos en 

principio de, aislarlas. Sin embargo, esto no resuelve el 

problema ya que podemos estar interesados en estudiar 

el problema ccn singularidades (para obtener una imagen cotal de 

las soluciones). 

2. 2 REGULARI ZACION UE SUNDHAN t 

Comenzaremos por estudiar el método de regularizacio'n de Sund.man 

para el problema de fuer~a central ( que tambien nos servira para 

el problema de los dos cuerpos en el plano por la equivalencia de 

dichos problemas que se demostr¿ en el capitulo 1). 
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La idea a seguir sera la de compensar el crecimiento infinito de 

la velocidad en la colisi~n. multiplicando ~ por un factor escalar 

adecuado que ze anule en Dicho / sera la 

distancia al orig;:n r, por lo que si multiplicamos a la ect1acio'n 

de la energía (con la fuerza de Newton) por r2, se tiene que 

2. 2. 1 

Si introducimos una nueva variable temporal s forma que 

la velocidad con respecto a esta nueva variable (llamada "tiempo 

ficticio") sea 

dr r dr 
dS=k dt 

k constante que nos permite 
normalizar, 

se tiene que la ecuacion 2.2.l se convierte en 

2.2.2 
1 2 ~ 2 -z k r' - ur = hr 

( de aquí en adelante la prima denotara la derivada con respecto a 

la variable s). 

Si derivamos la ecuacion 2.2.2 con respecto a s y dividimos entre 

r' tenemos, 

2 . 2 . 3 k 
2 
r' ' - 2 hr - µ = O 

una posible solución de la anterior ecuaci~n es 

r = - ~h o bien r'= O, que implica por unicidad que r'(s) O 

V s a~ ( soluciones circulares). 

A continuacidn analizaremos J distintos casos ( de acuerdo al signo 

de la energía) donde nuestras condiciones iniciales ser~n tales 

que la nueva velocidad se anule, esto es r(O) = r
0 

r'(O) O 

(por lo que r ~~ = O como r(O) "' O .. ~~ -= O qt:e r.os dice que 
la velocidad original se anula). 

CASO A: ( h = O ) 

Tomemos a k
2

= µ. La ecuacion 2.2.2 se convierte en r' '=1, y si 
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tomamos en cuenta las condiciones iniciales tenemos que 

2 

2.2.4 r( s) = : + r
0 

Por otra parte se 

dr 
ds 

o bien que s 

tiene que 

r dr 
k dt 

t - t 0 = -k- J r ds 
• s 

ók 
o 

tt, s 
+ -­k 

3 r
0

s 
2 . 2 . 5 t ( s ) :k + --k- + tt) . 

dt r ds 

o lo que es lo mismo 

Sin pérdida de generalidad hagamos a t
0

= O y analicemos dos casos 

a) r
0

>0. 

De la ecuacion 2.2.4 tenemos que 

2 
1 5 s 

t'(s)=-k-( 6 +ro)+ l.: (-s-) 
3 

, r 
.2... o 

ók + k 

para todas en R. Entonces t(s) es un difeomorfismo y las 

ecuaciones 2.2.4 y 2.2.5 nos dan irnplÍcitamente a r corno funci¿n 

regular de t. En la solución no hay colisi6n porque r
0

(s) >O 

para toda s en ~ 

¡:,) 

figura 2:, l 

b} r
0 

= O 

en este caso las ecuaciones 2.2.4 y 2.2.5 se convierten en 

r(s) = r( s(t) ) = r( (6kt)
1

/
3 J = 
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que corresponden a las soluciones con col isio'n. como k
2 

= "" 11.::gamos a 

la ecuaci¿n que se había obtenido anteriormente en el capitulo I 

(cuando se analizo' el caso Newtoniano con de h = O y r > O 

a partir de la ecuaci&n 1.3.1.) 

La 6ltima ecuaci&n tiene una singularidad exactamente cuando 

ocurre colisio'n en t = s = o. Esto era de esperarse pues si tomamos 

en cuenta las condiciones iniciales r = r' = O sabemos por la 

igualdad 

e· r +- r 
2 

c 
µ 

que el movimiento es lineal. 

AsÍ que se obtiene la siguiente gr~fica. 

r 

fi.gura. 2. 2 

CASO B: { li > 0) 

En este caso tomemos k
2 = h 

z De la ecuacio'n 2.2.3 se tiene que 

r', - 2hr - µ = O o bien 

r' ' - <Ir 
2µ 

-h-
µ 

--h-

Si consideramos las condiciones iniciales llegamos a las 

siguientes soluciones 
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r(s) 
u 

(cosh 2s 1) _!:!..__ senh2 - ro --- - s 
4k

2 21l 
t(s) - to :; 

__ µ_ 
(senh 2s 

2k
3 - 2s) + r s 

o T 

Si ponemos r
0 

t
0 

O, las anteriores ecuaciones 

corresponden a soluciones con colisi6n 

CASO C : ( h < O) 

En este caso hacemos k2 ,U 

z 

, 
y la ecuacion :.?. • 2. 2 se convierte en 

r'' + 4r 

Si volvemos a considerar las condiciones iniciales tenemos las 

siguientes soluciones 

y si 

r(s) ,U 
( 1 2s) 

µ 2 - ro - cos sen s 
4k

2 
2k

2 

t(s) - to 
__ .u_ 

( 2s - sen 2s) + s 

2k
3 ro k 

hacemos r " o o y t = o o tenemos la siguiente figura. 

- r 

1.'n <:1ctoL<.!t ~":!lt.-:t·~J<!ü P<il" uu drculo ··~~ t:td•J :1 ·~U~ 5P. -:.-:.~:.-vlaz;.t 

.. ,bl•! ~1 ·d~ , 

fi.guro. :z. 3 
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Observación: 

En cualquiera de los tres casos anteriores si e = o se tiene de la 

igualdad e ¡;que a= o, por lo que 8 = p (p=constante). Esto nos 

dice que el dngulo es s.iernpi·e e.i mismo ( movimiento colineal) .Si e = o 
entonces r r

0 
y nuevamente por la igualdad e = /,:r se tiene que 

3- ~ + :J define un movimiento circular uniforme. 
2 o 

ro 

Por Último dibujarnos el espacio fase de este problema con las 

variables de sundman. 

q 'I 

Observemos que las soluciones se pueden pensar como rebote 

elastico con el origen. 

2.3 REGULARIZACION DE LEVI-CIVITA 

En este segundo método que describiremos a continuación, 

utilizaremos nuevamente el tiempo ficticio que definimos en la 

anterior seccion i.e. 
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anterior seccion i.e. 

dr r dr -as = -k- --dt -
z 

con la diferencia que ahora r = ~ 

(e nueva variable), Si analizamos el caso c 

como 

O ( caso colineal 

dr dr i y dr 
2cc ', se tiene que dt dS r --a:s-

dr 2 e c'k 2 t: t k 
ctr 2 e 

Por lo que la ecuacion de la energ{a se transforma en 

o bien 

2.3.1 

Si le sacamos la derivada con respecto a e y dividimos entre 

e• se obtiene que 

2.3.2 o 

(que corresponde a un oscilador armónico si h < O) 

Analicemos el caso de h = O y k
2 = ,u La ecuación 2. 3. 2 se convierte 

en "'' = O cuya soluc ion es e = a s - s
0

). Si lo 

sustituimos en la ecuacion 2.3.1, se tiene que 

dt 

2!Ja
2 

= .u •* a = ± 1 / -ñ y asi obtenemos 

2 
e T ds • 

Mas aun como 

bi l ( )
9 

. I d d d i O en t = ~ s - s 0 con t
0 

= O, sin per i a e general dad 
~ que es lo que se hab1a obtenido en el caso A con r(s

0
) = o 

La gráfica de €(S) con la condición inicial s
0

= O es la siguiente. 
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¡: J 

fi.qura. z. !:i 

Si la comparamos con r ( s) en las variables de sundman 

tendremos alguna idea de como se van acercando las nuevas 

variables al origen con respecto al tiempo s. 

Daremos a continuacion el espacio fase en las variables de 

Levi-Civita come en el met2dc Jnteri·Jr. T~¿cs sen obt~nidos 

dibujando curvas de nivel de las diferentes ecuaciones de 

energias para diversos valores de h. 

__ ;._. ______ , ___ . ____ _ 

:l."'! 

.. ---· ~ ;; ;:..¡ 

- 11' ~ ~( 
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Como comentario diremos que existe una formulacion de este tipo 

de regularizacion que se aplica directamente al problema de fuerza 

central en el plano aprovechando la estructura 

multiplicativa de los numeras complejos. Identificando ~2 = ~ se 

introduce una nueva coordenada & ~ ~ donde x = ¿z y se reescriben 

las ecuaciones de la energia en termines de este cambio 

2.4 OBSERVACIONES 

Primeramente observemos que las soluciones tanto en las variables 

de Sundman corno en las de Levi-Civita son validos solo para h fija, 

como se considero en este capitulo. Esto explica el paso de 

diversas soluciones por un mismo punto ( el origen y {O , :!: -f,u/z ) 

respectivamente) sin que sea el punto de equilibrio para las 

ecuaciones diferenciales. 

T·1mbien observemos que las ecuaciones de energia tienen sentido si 

u < O y tomando h > O que corresponde a un problema de fuerza 

central repulsivo. 

Por ultimo diremos que las transformaciones de coordenadas de 

sundman o Levi-Civita nos permiten por un lado representar 

parametricamente las soluciones (como en los casos A B y C) 

Ademas, las ecuaciones diferenciales transformadas con µ e O 

son regulares, lo cual es ventajoso desde el punto de vista 

nurnerico. 
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3. 1 EXPLICACION GENERAL DE LOS PLAN'I'EAHIENTOS DE LOS PROBLEMAS 

En las siguientes secciones damos varios ejemplos de 

diferentes problemas .Aunque hay una gran variedad de 

ellos, nos enfocaremos al planteamiento de problemas 

que hemos venido analizando através de la tesis. Daremos la 

descripción numérica y gráfica por computadora ql!e se obtiene a 

trav~s del paquete HCeleste , que fue uno de los objetivos de 

esta tesis. 

La selecci6n de los problemas fue lo mas variado posible para 

poder dar una amplia visi6n de lo que ocurre en cada uno de ellos. 

Es necesario mencionar que la escala que aparece en cada uno de 

los espacios de configuraciones es de diez unidades entre linea y 

linea. Además diremos que lo que habíamos estado denotando como ,u 

en los anteriores capÍtnlos de ahora lo llamaremos "a" para 

finalidad de un buen funcionamiento del paquete.t 

En cada uno de los ejemplos que se dan a continuaclon se dar~ el 

sistema de ecuaciones diferenciales que lo modela, sus condiciones 

iniciales, su espacio de configuración, y el método de integración 

que lo resolviÓ,las condiciones iniciales se denotarÍn como : 

a = 
rl 

r2 

vl 

Constante de 

Posición de 

Posició'n de 

Velocidad de 
~r~ 1 ..., - ../ .-1-. -1 
V 1:;; ,.¡_,_,,_...!.U.u......._ je, 

la 

la 

la 

la 

' ' 

fuerza de atracci6n. 

primera partícula. 

segunda partÍcula. 

primera partícula. 

.::2q:.!ndJ. p.~:-tÍc 1..!la . 
dt Increme~to de tiempo. 

ti tiempo inicial. 

( µ 

tfl Tiempo final de la primera partícula. 

tf2 Tiempo final de la segunda partícula. 

3. 2 EJEMPLOS DE PROBLEMA DE FUERZ.1\ CEN'I'RAL 

/ 

En esta seccion daremos algunos ejemplos d~l problema de fuerza 

central. El sistema de ecuaciones plantea¿o para este problema 

(utilizando la ley gravitacional de Newton 
1

2 
es el que sigue: 

r 
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dx = du -a*x u 
dt dt 1r!3 

~ = V dv -a*y 

dt dt 1rl
3 

dz w dw -a*Z donde lrl es la distancia de 
dt dt 1 rl ª la partícula al centro de 

fuerza (origen) 

Como se puede observar el planteamiento se hizo para que la 

resolucicin sea coordenada a coordenada. 

Ejemplo 2.1 

Condiciones Iniciales 

, 

a = 1 

rl 

vl 

(LO,O) 

(O, f3_,z ,0) 

dt: 

ti 

0.1 

o 
tfl = 4.94 

Hetodo : Runge-Kutta ( de orden cuatro) 

Ejemplo 2.2 

Condiciones Iniciales 

a = 5000 

' 

rl 

vl 

(75,12,20) 

( 5, 1, 4) 

Hetodo : Leap-Frog 

Ejemplo 2.3 

Condiciones Iniciales 

' 

a = 5000 

rl 

vl 

(75,12,20) 

( 5, 1, 4) 

Hetodo : Leap-Frog 

38 

dt 0.01 

ti = o 
tfl = 37.80 

dt = o. 1 

ti = o 
tfl = 29.91 



Ejemplo 2.4 

Condiciones Iniciales 

a = 400 

J 

rl (75,12.20) 

Vl (5,1,4) 

Metodo ; Leap-Frog 

Ejemplo 2.5 

Condiciones Iniciales 

a = 5000 

rl {100,0,20) 

vl (0,5,0) 

Método : Euler 

dt :: o. 1 

ti = o 
tfl = 10.02 

dt o .1 

ti = o 
tfl = 48.37 

Hay que notar que no se cierra el periodo como deberla, por ser un 

método de baja precisión. 

Problema de fuerza central con dos condiciones iniciales 

Ejemplo 2.6 

Condiciones Iniciales 

a = 4500 

rl (0,120,37) 

'11 {3,0,0) 

M~todo : Heun 

Ejemplo 2.7 

condiciones Iniciales 

a = 5000 

rl (100,0,10) 

vl (l,5,0) 

MJtodo : Runge-Kutta 

r2 (20,170,0) 

Vl = (O,O,O) 

dt 

ti 

tfl 

tf 2 
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r2 (50,0,0) 

v2 = (O, 2, O) 

0.1 

o 
182.15 

78.62 

dt = 0.1 

ti o 
tfl 51.22 

tf2 21.78 



Ejemplo 2.1 

i 

1 

1 

l --- ------~~:=I--~~-=~~~ 1 

i --------~--------- -------·-------------------__ JI 
1---
1 1 
i ¡¡ 

l 

Ejemplo 2.2 

r-----------···-------·----------------··-·--------------------·-··------------------·--------------------------1 
~rrni.nca Cm:ietautes y Variables F'unciones Run ~iooes Quíl 

..,..c~•c• c1-.•• 
1-

(~" r 
~ i ~. ..-':'..::..- / ...:........., 

--'"""'~ -~-

--------~ ------·--- .......,..,-:._. 
~ --~---- --~-
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Ejemplo 2.3 

¡----···-·-··-··· ··--··-··--·-····----·---···-----·---··-···-·--······-···-····-···-·--········-······1 

i Termíooo Coostaotes y Variables runcúmel Run ~íorll'.:i Quit 1 

H4"la6'tr-• C•+••t• 
1-
t / .. -------...,, f 

1 t ----<r 
! \ ~ 

11 '-~'""'-~-~~-....- ~ 
. --~ ----·-- ~<...~ ¡ __..->·--·----=- ~:.__-,..,.. 

l ,,_.....-·- ~ ¡·· 
j 
1 

' 1 
1 

Ejemplo 2.4 

,.----· .. -·--·------··--.. --·-···-----·--------····---·--··---·--·-------------"·--·--.... 1 
! Termíooo Corstaotes y Variablfs Funciones Run ~iones Quil 1 

r 
¡ 
i 

1 
1 

1 _, 
1 1 
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Ejemplo 2.5 

¡------·-··-··-·---···-···-········-----·-·······-·····-·······-···-····-·--·-········-······------···-----------··1 
~ince Ccmtan~ y Variables l'uncioria Run Opdonr.R Qlút 

l 
Ejemplo 2.6 

r;::·---------·-··-·--··········-··········--···-··-------·····-·---------·-·-·-· 
¡ Termiooo CO!lltan~ y Variab!ES Fureirll?.l Run Opdor~------~~-¡ 

1 ~-•e• el•'• 
¡~----- .fr 1 

------- ·--...... ------ -----::::-~ -~----- . --------
~~-

-------- . ---.r--:--- -~~~ 
:-r-~ ~~~ -......,__ 
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Ejemplo 2.7 

····-·······-·········--···--······-----·---·------·-------·····-······-····--·-·-·······--·----···------, 
lrenn~ Coootanl..es y Vuriabiee Ftmcior.d!ll füm Op:i.ut:ll!!l Ql.út l 

1 ~--·-r· 
,---........_______ t 
1 ----. .._ J .. 

1 
----~ 1 

<--~--
..... ~ .... ..___ -~.:...~~ ~·--~~-! _,_~-~_;:;...--------------···---~- ~'-........ __ ._,_ ___ _ 

...---

3.3 EJEMPLOS DEL PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS , 
El sistema que se utilizo en este problema fue el siguiente 

dx = u du -a• ( x-A) 

dt dt Dz * ( sqrt( (x-A)
2 

+ (y-BJ +(z-d y· 

ID: = V dv = -a*(y-B) 

dt 
2 

( sqrt ( ( x-A {· + ( y-B) +( :::-CÍ y• dt D "" 

dz :: w dw -a* z-c 
dt dt 02 .. ( sqrt ( (x-A)

2 
+ ( y·-BJ +(z-d 

~/2 
) 

donde A,B,C y D son funciones que se definieron en el paquete como 

A 

B 

b*x + c*o 
D 

b*y + C*p 
D 

centro de masa en la coordenada X 

cantro de masa en la coordenada Y 
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e b•z + c_:g 
D 

centro de masa en la coordenada z 

D = b + e, en donde b y e son constantes del paquete cuyos 

valores corresponden a las masas de los dos 

respectivamente, b = o~, e = m2 ( para mas detalles ver 
A). 

cuerpos 

apendice 

Como se puede apreciar, el m~todo de resolucion a dicho problema es 

de Reducción a coordenadas baricentricas (Capitulo 1), por lo que 

las condiciones iniciales de ambos cuerpos estan con respecto al 

origen (pues se toma el centro de masas como el origen) 

Ejemplo 3.1 

Condiciones Iniciales 

a = 10000 

rl (100,0,0) 

vl = (O, 8, O i 
M~todo: Runge-Kutta 

' 

( -100,0,0) ti 

v2 (0,-8,0) 

tf2 

0.1 

o 
93.-17 

9.3. 4 7 

Notemos que es un problema simetrico con respecto al ori•pn S()bre 

el plano XY. 

Ejemplo 3.2 

Condiciones Iniciales 

a = 10000 

, 

rl 

vl 

(150,0,0) 

( 1, 7. o) 

Metodo: Leap_Frog. 

Ejemplo 3.3 

a = 15000 

rl 

vl 

(35,50,50) 

( 1, 1, -12¡ 

M~todo: Leap Frog. 

v2 

44 

r2 = 

r2 

v2 

-50,0,0) 

(O, -8, O) 

dt 0.1 

ti o 
tfl 17.32 

tf2 = 48.51 

dt 0.1 

( -120,0,-14) ti o 
(0,0,1) tfl 8.97 

tf2 17.04 



Ejemplo 3.1 

Ejemplo 3.2 

,--·-----------·--·-·--·---------··-····--· ... -----····--·--·------··--~ 
¡ Termi.nca CO!llltantEs y Varfab!.es Funcin!lfS Run OpJiones Quil_J 

1 
1 

1 /.,...--~------·- - J:==;-~·------------
1 ~ _,_,..........--~·--- ...,__ ______ ,,) 

L---...,,_,¿--. . ...~-- ..--------'":.---...___~ 

1 
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Ejemplo 3.3 

r·--·--··--·····--·-·-···-·-········--·-·-············--······-·····-··············-···-··-·-···········-·-·-··········--·-1 

¡ Termino3 C008b:mtl!S y Variables r'tJDCi0111!S Rtm !)¡:cioooi !~lit / 

3. 4 EJEMPLOS DE SISTEMAS REGULARIZADOS ?.l\RA EL PROBLEMA DE FUERZA 

CENTRAL 

En cada uno de los ejemplos a continuación 
, 

se utilizo el mismo 

sistema de ecuaciones diferenciales que en el problema de 

fuerza central. La diferencia es que a determinada distacia del 

origen cambian sus ecuaciones (dadas en el capitulo 2) y continua 

la r~soluci&n de dicho sistema con 

regulari.za. 

Ejemplo 4.1 

Condiciones Iniciales 

a = 65432 dt:: 0.1 

ti o 

las 

rl 

vl 

(140,180,30) 

(O, O, O) tfl = 108.62 

M~todo: Runge-Kutta 

Regularización : sundman 

Ejemplo 4.2 

Condiciones Iniciales 
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a = 7000 dt o .1 

rl (-89,-78,-12) ti ;: o 
vl (o' o' o) tf 34.49 

Hetodo: Runge-Kutta 

Regularizacion : Levi-Civita 

Ejemplo 4.1 

·-·····--- ·------ -· .. ······· ····--. ---- ----~ ------·······-------~- ····--·.--·---·--------·---·-········--····-----------····-·--1 

.Terminoa CúD.'i\:mtes y fariabltS Funcinnei Run i~~ÍL't11'9 Quit t 

' 
1 
1 :_--.. 

1 

Ejemplo 4.2 

r··--------·····----------------------------------------------·---------··----····--------------------------------------------·--¡ 
[TermÍDD3 CoDEtaoles y V3ri;1bles foncinllP.S Run O¡:dor,es Quit 

1 
1 
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3. 5 CONCLUSIONES 

Algunos aspectos interesantes que quisiera mencionar son que el 

paquete HCeleste no solamente nos da las trayectorias que 

sigue una partícula bajo la acci6n de una fuerza. Nos 

ayuda a estudiar otrod asp2c~o~ interpsantes como por ejemplo 

la estabilidad de una Órbita , la ·:ari:1r:i•::i1 :L:i l:i tr:>.y<7ctoria de la 

partícula al variar la µ ( a en el paquete), poder verificar la 

tercera ley de Kepler, probar con acciones de fuerzas diferentes a 

las de Newton. Nos da la posibilidad también de cambiar el método de 

regularizacion entre los que se propusieron en esta tesis. Ad.:>más podernos 

tener algunas alternantes a los problemas originales como el 

problema anisotrÓpico de Kepler i.e. 

constante cada una de las coordenadas o 

que describe la part{cula o poder 

alterar 

estudiar 

aplicar.lo 

por 

la 

el 

medio de una 

trayectoria 

p t-ob lema 

restringido de tres cuerpos en coordenadas sinodicas (giratorias). 

Como se puede apreciar hay mucho trabajo por hacer. Esta tesis 

sirve corno un primer paso para e 1 de as arrol l:i de un paqite te mas 

fuerte. Posibles pasos a seguirse en un futuro serian 

el ampliar el n~rnerc de ecuaciones diferenciales de , 
primer orden(que consiste de seis actualmente), la irnplementacion 

de algunos otros métodos nume'ricos de resoluci,)n del sistema 

de ecuaciones, y poder graficar mas de dos particulas a la vez, 

También posiblemente implementar algunas técnicas de 

coloración para que el rnovimient:o en tercera dimensión de la 

part{cula de sensacion de profundidad. 

Hablaremos un poco mas de las bondades que ofrece el paquet:e 

HCeleste (ver apendice), como por ejemplo, en la opcion de funciones 

"'"' puedc:l de~i!!'-r' funciones especiales como la energ{a del sistema 

y se puede v~rificar através de multiples ejemplos, su consistencia. 

através de la integracion del sistema de ecuaciones que se plantea 

para el problema de fuerza central, mas a~n, se puede verificar las 

relaciones de energías que se dan en el problema de los dos 

cuerpos (ver final del capítulo 1). Por ot1-o lado, l.os m~t0d0s de 

integración de ecuaciones que ofrece el paquete MCeleste, nos da 

la oportunidad de escoger la mejor opci¿n segun la necesidad del 

problema que se este planteando, (si queremcs mucha precisi;n a 

costa de mayor tiempo o viceversa), o tal vez empezar con un 
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m~todo de integracio'n y posteriormente cambiarlo . 

Una observdcio'i1 dt: .suma imp~::..4t~nci3 es que si cc.,mparnmos la 

gráfica que se obtuvo en el que se 
, 

r+;:sol.vio 

analíticamente en el capitulo 1, es exactamente igual a la gr~fica 

que se obtuvo en el ejemplo 2.1 del capitulo 3 que se obtiene por 

medio del paquete MCeleste, (tratandose del mismo problema), que 

quiere decir que dicho paquete se ejecuta perfectamente bien. 

Por ~ltimo platicaremos un poco mas sobre la metodología que se 

siguió para el caso ¿n el que existiera la de 

regularizacion. En el paquete HCeleste existe una func ioÍ1 

especial( llamada Rl para la primera partícula y R2 para la 

segunda), que estan iniciali:ades con la Eunrion distancia de la 

partícula al origen (obviamente pude ser cambiada por el usuario), 

la cual nos ind.ic:i ':l moml"nto en el q11" se t.enqa que hacer el cambio de 

las ecuaciones originales a las ecuaciones regularizadas, esto de 

acuerdo al valor que tenga l 3 constante "eps i l on" (dicha constan te 

esta dentro del paquete y puede ser alterado su valor por el 

usuario y nos indica el radio alrededor de la singularidad en el 

cual las ecuaciones originales cambien a las regularizadas),es decir 

mientras que la evaluación de la funcion Rl o R2 sea may•)r que 

dicha constante el sistema continua normal, pero si la evaluacio~1 
de la funcion es menor a epsilon entonces se realiza dicho cambio 

de ecuaciones, las ecuaciones regularizadas estan previamente 

c.:il::ulJ.da::::: { ·.rer: ~~p{tul0 ~ ! P i nt:eqrridas al coJdiqo del 

paquete explicitamente, por lo cual, cuando se realiza el cambio de 

ecuaciones,simplemente se asignan las nuevas ecuaciones al sistema, 

y el integrador numerico del programa se encarga de resolverlo y 

continuar graficando la partícula atrave's de la singularidad. 

De acuardo a las igualdades que se obtuvieron en el capitulo 2 el 

incremento de tiempo en las nuevas variables regularizadas 

dada por ds = __::!::__ ( r posisciÓn de la partícula), que 
r 

esta 

en 

principio nos gustaria que fuera un incremento de tiempo pequeno, 
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por lo que inicialmente no nos serviría regularizar en una 

posición cercana de colisi.Sn, porque en dicho caso nuestro ds 

sería un incremento de paso muy grande, asi que en principio 

nuestra constante epsilon no podría ser muy pequeña. 

Pero ¿Qué pasa si el m~todo que utilizamos en las ecuaciones 

regularizadas es de orden alto y lento ( Runge Kutta por ejemploíl , 

entonces no nos preocurarÍamos demasiado por que el incremento ds 

sea muy pequeño, pero por otro lado ¿ Qué pasa si 

utilizamos un método sumamente r~pido y poco preciso Euler por 

ejemplo) manteniendo el incremento ds pequeno? , entonces tendríamos 

una solución altamente precisa y sumamente rápida. 

Planteado lo anterior se pt1ede observar existe gran relacic;n entre 

la constJ.::te epsi.lon, 13 funci<~n Rl, el método que se utiliza y 

el orden del error, pero ~cu~l sería la epsilon ideal para el 

incremento ds? , ¿ Cc1ál sería el método mas con•;eniente a ntilizar 

en las ecuaciones regularizadas? con ¿cu~l dt? , (las funciones Rl 

y R2 son las adecuadas? o iposiblemente serd mejor qua dependan de 

la velocidad? o ¿de ambas~ 

Las Jltimas preguntas planteadas nos llevan a una de las partes mas 

importantes que se puden ir probando con el paquete HCeleste y que 

posiblemente, se pueda continuar estudiando en un futuro, hasta 

enco11t1ar la ~ar~~ y el rn0mPnto ''¿ptimo'' de hacer el cambio de 

ecuaciones. 
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APENDICE A 

En este apéndice daremos una explicació.n del uso del paquete 

MCeleste que se realizó corno parte del proyec 1;0 de investigación 

de esta tesis. 

El paquete MCeleste es un programa de graficaci~n de hasta seis 

ecuaciones diferenciales de primer orden, que principalmente esta 

enfocado a resol ver problemas de rnecán ica ce les te. 

Dicho paquete se puede manejar por medio de un menu principal y 

varios subrnenus o bien de modo alternante se puede rnane3ar en 

forma de ordenes que se listan a continuac1on. 

<ctrl>-e 

<ctrl>-s 

<ctrl>-d 

<ctrl>-c 

<ctrl>-v 

<ctrl>-n 

<ctrl>-h 

<ctrl>-r 

<ctrl>-i 

<ctrl>-b 

editar funciones Especiales 

editar Sistema de ecuaciones diferenciales 

editar el incremento de tiempo Dt 

editar la proyección 

editar las Variables del sistema 

editar las coNstantes 

Help 

poner la particula en movimiento (Run) 

Reinicializar el programa 

regresar a condiciones iniciales 

Este paquete cuenta con 5 diferentes métodos num~ricos para 

resolver el sistema de ecuaciones tales como lo son Runge-Kutta 

( de orden cuatro), Euler, Euler Modificado, Leap-Frog, y Heun, 

cuenta ademas con dos mitodos de ' reyularizctt..:ion tales como 

el metodo de sundman y el de Levi-Civita (para el problema de 

fuerza central). 
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El paquete cuenta con un editor de lineas para poder editar las 

diferentes opciones que se dan, como son: el dar el sistema de 

ecuaciones, el incremento dt, los valores de las cc~dic10nes 

iniciales, etc. 

También cuenta con un procedimiento para checar que las ezpi:esio1rns 

de entrada esten bien formadas sintacticamente, De lo contrario manda 

un mensaje de erroi: diciendo el error sintactico de la expresi~n 

El paquete cuenta con varias opciones importantes que pueden ser 

utilizadas tales como: 

Constantes (a,b,c,g).- Son constantes que el usuario les puede asignax:­

un valor par-a usarlas en otras definiciones 

del paquete. { la constante g se inicializa 

con un valor de 9.61, que de igual forma se 

pude redefinir y utilizarla). 

N~mero de condiciones.- Da la opci6n 51 usuario de poder dar una o 

dos condiciones iniciales que seran 

evaluadas, las condiciones iniciales est~n 

denotadas como xlO,ylO,zlO {posici¿n), 

u10,v10,w10 (velocidad) para la primera 

particula y x20, ... ,w20 para La segunda. 

Funciones Especiales(K,L,M,N,O,P) y 

funciones auxiliares(A,B,C,D,E,F).- son funciones que estan o 

pueden ser definidas de acuerdo a las necesidades 

del px:-oblema, tales funciones podrían ser el 

momento anguldr / la. e:n.:::-:;!a p0t:~11cial, energ{a 

cin~tica, energfa total del sistema (esta 

ultima particular- es util para ver si a lo largo 

de la trayectoria de la part frula permanece 

constante ~amo se dernostro en el capitulo I). 

Rl,R2.- son funciones que son utilizadas para saber el tiempo 

desde el cual se empieza a regularizar las ecuaciones del 

sistema (esto Jltimo en caso de estar prendiia la opcion de 

regularizacion del sistema) Rl es la fun<:J.on pax:-a la 

primera condicion inicial y R2 para la segunda. Este 

cambio de la regularizacion depende de la constante "epsilon". 

Mientras la evaluaci¿n de la funcion permanezca mayor 
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que la anterior constante, el sistema continua de la forma 

en que empezó hasta que la evaluación de la funciÓn sea menor 

que epsilon, que es el momento de realizar el cambio de 

ecuaciones del sistema (capitulo II). 

Escala. - Esta constante sirve para vei: la graficaciÓn de la 

partícula desde un punto mas cercano o leJano del origen 

(entre mas chico sea su valor se aleja mas del origen y 

enti:e mas grande, mas cerca del origen). 

Proyecciones (P,V) .- Toda la graficaciÓn que se realiza en este 

paquete esta hecha en base a tecnicas de proyeccion 

y rotaciones de puntos en el espacio. El punto 

desde le cual estamos observando (V) el 

movimiento de la pai:ticula esta inicializado 

en 10000 sobre el eje x, dichas observaciones 

las hacemos a.crav¿z de i.ln plano d,:; proj-,;;:::clc;°n. 

(?) que esca a una distancia de 7500 del 

origen sobre el eje x. Estas constantes pueden 

ser modificadas por el usuario deacuerdo a las 

necesidades del problema. 

En este momento cabe mencionar que los ejes coordenados estan 

puestos de la siguiente foi:ma: 

cuyas lineas de separacion de cada eje tienen una distancia ~ntre 

si de 10 unidades. 

Adem~s el paquete MCeleste cuenta con las siguientes opciones: 
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<ctrl>-r 

<ctrl:>-1 

<Ctrl>-y 

Poner ejes 

Limpiar pantalla 

cambiar color de la traYectoria 

cctrl>-o quitar ejes 

<ctrl>-h o Fl Help 

Regularizaci¿n de la primera partícula 

Regularización de la segunda partícula 

<ctrl:>-f 

<ctrl>-k 

<ctrl>-x 

<Ctrl>-g 

Control Dt para velocidades altas de la primera partícula 

Control Dt para velocidades altas de la segunda partCcula 

Las dos ~ltimas opciones ponen el incremento de ~iempo dt en ' t.:::rminos 

del vector velocidad de tal forma que si la partícula tiene una 

velocidad muy alta y esta prendida la opción el incremento se 

vuelve 

ds 

de paso muy lento se crea 

~ donde v es l:i. •Jelocidad de la 
i vi 

2 

t1n tiempc f~cti=io 

particulaj. Para 

regresar al dt normal basta con seleccionar nuevamente la misma 

opción. 
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