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INTRODUCCICN

Un modelo dindmico de un fendmeno {sico conservative con
simetrias a5 llamado consistente si =21 modelo conserva la energfa,
2l momento angular, y &1 momento lineal.

£l modelo dindmico de dos de los problemas mas sencillos

de la mecanica celesta|{ problema de fuarza central v el problama
de los dos cuerpos) es un modelo consistente., Afortunadamente
existen métodos numéricos que los resuelven y conservan sy

consistencia.

105 modelos dindmicos de los dos antariores problemas dependen
de la lay universal gravitacional de N2wton. Una de las
propiedades de dicha 1ley universal como campo de fuerzas,
23 que la fuerza que actua entre las partfculas g2 . aproxima

al infinito cuando sus distancias se aproximan a  <ars
(hay colisidn).En dicha colisidn la ecuacion diferencial gue

describe el sistema tiene una singularidad,

En esta tesis proceder=smos a hacer un andlisis numerico Yy
gréfico tanto del problema de Kepler (oproblema de fuerza
cantral) como del problesma de 1los dos cusrpos . Para asto
hemos disefado =21 paguete MCeleste para la graficacién de
soluciones de scuaciones difsrenciales simples. Ademas tratamos los.
métodos cldsicos de eliminacidn de singularidades (debidos a
Sundman y a Levi Civita) y observamos las diferenclas que se dan
entre las soluciones del sistema original vy las
soluciones del sistema regularizado (sin singularidades).
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1.1 FORMULACTION DEL'PROBLEMA+

Describiremos el movimiento de una partfcula de masa positiva en
Ea, sobre la cual 23 2jercida una fuerza radial { a lo largo de
una recta gue une a la partficula con otro punto gqus lo llamaremos
centro).

Sean
T(t) = la Funcion de la posicidn de la particula.
Intensidad de la fuerza = -m ©{t)  E£(r)
r(t)
donde r{t) = IT{t)

({la intensidad de la fuerza dapende de la distancia entre  -al
centro y la particula y de la masa de la misma).
Tomando =2n cuenta que la sequnda ley de Newton nos  dice ‘que la

fuerza as igual a -la'masa por la acelsracidn { F.= m a } . podemos

clones difsrencialess e gobiernan la

donde f(r} = ur ©

1

t
afle]!
+
n

u- - constante positiva vy

p= I
Este problema s llamado "Problesma dea Fuerza Central” y nos
anfocaremos 2n el astudio de los vectores r(t) y v(t} que satisfacen
simultaneamente el sistema (1.1.1} en un intetrvalo de tiempo.
1.2 CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR

Consideremos el siguiente producto cruz.

(1.2.1) T(t) X v(t) = c(t)

t Paro mayores detallss ver (1)



Calculemos la derivada de C{t) asto =3

d ¢t} N _ B B
T R rit)y X ov{t) + r{t) X wv{t}
= F(t) x () + Tty % £(r) HE
- Fir)
= 0o+ F(t) x Flr) 2
= 0+ 0 =0
por lo que c{t) =s una conscante "para toda f(r)" .A. esta

propiedad se le llama “Congervacion del momento angular? y a c(t)

el momento angular.
Analizaremos dos casos para ¢{t)
A) c(t) # 0 '

Da (1.2.1) sabemos qua c(t)y r(t) =0y como
T(t) siempre o35 perpendicular a un vector fijo
particula se mueve en un plano que pasa pof el
perpendicular a ci{t).

B) T(t) = O

Aqul consideremos la siguiente derivada

(1.2.2) d T(t) rT-Tr1

"
2
<4
|

ity # 0 entonces
g{t), por lo que fa

origen y el cual: es

dt r e

Usaremos el hecho que a partir de la formula B

n
a
v
"l
L I
It
2]
]
s
[ 3%
ts

d T(t) v (t-v)T
(1.2.3) -T_E_=m-"_—_—_—3-_.

- 2 N
r=r se.tiene que

L'r

. TE
T = g , r

Sustituyendo

Usando la siguiente férmula



=T

{AXB ) XCT s (AC)B ~ (B T)A coh A= % , B8 =T ,T
tenemos gque
AV'T) = (VX T)XT + (0'T)V v lo sustituimos en {1.2.3) obteniendo
d  T(r) v (VXTI XV (ro)v
dt ¢ - e i
) v ) (vXr) %2v ) v pero como
N a 3
r r r
. _ a4 rit)
(vir)=c = 0 . tenemos gue T T ¢ s}
T(t)

Por lo gque el vector es constante y-el movimianto se lleva

a cabo a lo largo de una linea racta f£ija que pasa por el origsn.

Una consecu=2ncia que s2 obtilene cuando clity * o ‘s que
si introducimos coordenadas polares en el plano de movimiento con
al centro en O, ’

5

g
B ety SO

o

e

figura t. ¢
tenemos
T(t) = ( r cos(®) , r sen (9) , 0 ) )
vi{t) ( r cos(B)-r sen(ﬁ)(é) ; r sen{f)+r cos(8)(8) ,0)
Lelt) (0,0, cy

1l



Calculamos clt) = r{t) x 'v({t)

i i k
TXV = rcos? : rsend , ' 0
reos®-rgente S rsen¥ircosd® 0

u

“1{0) = 7J(0) + k [rcos®(rsen? + rcosBé)—rsen(rcosﬁ—rsenﬁé)j

2z 2 2 2
k [rrcos¥sen® + r cos 3% - rrsenPcos? + r sen %)
c 2 2 2. PN
k [£®3 (cos™d+sen’®)| = k (r'9) = (0,0,r°9)

2. .
Por lo que tenemos que ¢, = r ¥ y calculando la razén del area
"barrida por el vector T(t) desde O, se tiene

(1.2.4) dh L 29

at z z

|'»

Integrando de ambos lados con respecto a t, tenemos

A= % £+ k k-constante de integracién
- 2

Esto nos dice que 2l vector barre areas iguales en tiempos iguales

{Segunda ley de Kepler).

Con todo 1lo desarrollado anteriormente podemos analizar '
demostrar resultados interesantes como el sigulente.

Dada una particula en reposo que es atraida por un punto fijo
(centro} con una fuerza positiva para 0 < r < @ , dicha particula
sufre una colisicn con el centro de atraccidn en tiempo finito.



DEMQSTRACION:
Dadas las condiciones iniciales v(0) = 0 y r(0) = r, tenemos que

el movimiento es una recta que une al centrs o<on la partfcula

(va que v(t) X r(t) = c y si vi(0} =0 = ¢ = 0) por lo gqua el
movimiento es colineal. De la =cuacidn
(1.2.59) v o= - T(t) £(r}
r{t)
como r(0) =-r, tenemos que si x{t} = T(t) , w(0) = 4.
»——w——.-_—.._.‘\-..._,.....,_,___. .
| ,
fgura 1,2
. : x(t) oo
entonces v = -f{r)  pues = = 1. 51 integramos ambos_lados de

la ecuacion (1.2.5) con respecto a t
T

t
f v dt = I -f£{x) dt: = vit) - v(0) ;—J f(x) dt.Pero v{0}) = 0,
-0 o . 0
h ot
pero vi(t) =J - £{x) dt y como £(x) es estrictamente positiva i.e.
0
t
f{x{t)) > 0 entonces J f(x) dt es creciente pues vamos
]

sumando factores positivos .Por lo tanto v(t} es decreciente vy

negativa. Ahora bien, como x(t) = v{t; ,

t t t
I Q(t)dt = f vit) dt, por lo que x(t)-x{(0) =I vit) dt
9] [¢] 0



Como %{0) = 4, (L) = f v 4t + &
Como Vv(t) es decrecinete entonces

t

f v-dt no esta acetada por lo qua para un t,
o]

£ ot

.k

J v dt = d . Asi que xdt ) =f— v dt + d = 0, que nos dice que
0 : 0 . .
para algun £, finito existe el chogue entre la particula vy el centro.

1.3 CONSERVACION DE ENERGIA TOTAL

Tomemos el producto punto de v con cada uno de los ladeos de la

segunda ecuacion de 1.1.1

-t

vV =2 -f(r) r {r-v)
= ~f(r) r " (FF) .Como ©F = r r .
. dr
= -f(r) v (rrr) = -£(r) —
t t
Integrande ambos lados f vV o= J -flr) dr
AT Sty Tats
1 2 t L '
3 Al =t frie)n | donde £.(r) = - f  E(r)
Qa (2]
5 vit) - = vitg) = £ (r(t)) - £ (r(t,))
1 2 13 Z
- v {t} - g (r(t)} = 5 v (t ) - f(r(to)) = h h -~ constante
donde:
1) -m £ (r) = Energia potencial ( U )



! 7
i)Y = vom = Energfa cindtica { T )
iii) b o='bom = Energ{a total del sistema

T = U+ h s5¢ conoce como "Principio de Conservacion de Energfa”

que 2n gl caso newtoniano f{r) =« m ™ , £, =um o
“om
1 r4
{1.3.1) 3 mv . - p- = hO

de 1a cual podemos deducir que:

1) r{t) &s constante # v(t) =s constante

2)
a) Si r(t) es creciente » v(t) es decreciente
b) Si_?(t) as decreciente # v{t} &s creciente

Ahora busquemos todos los posibles movimientos para h = 0 yr >0

para el caso newtoniano en el problama. colineal.

: H#om '
1 2 2 L /2
— @V - = h @ T T = 24 #I‘r/=V2AJ

e integrando ambos lados con respecto a t

a = Y24 ot o +a 3 rlt)y = {ajz (Y Tt o+ )l

z 3/2 243
e /

donde la constante % la podemos determinar sabiendo 1la posiciéh
inicial de la masa.
Observemos gque si derivamos a r con rspecto a t:

;:(t) = (203 (YZH t + a))_ua (3-2 Yz )

es una singularidad de r(t) vya que su

10



derivada no asta definida-ahi.

Veamos la griafica de la velocidad con respecto a t .

figura 2.3
(el comportamiento. de la velocidad con respecto al tiempo).
Ahora veamos®la curva que obténemosan el-espacio fase

b o4

__...._...._..............__...__.....9

figura 1,4

’ . . rs . ”’
Por ultimo , mediante de un breve analisis de la ecuacion

z mv - 0 = ho nos revela 'la siguiente familia de

curvas en el espaclo fase.

11



>0 !

. rigura 1.5
En base a lo anterior podemos concluir gue si f(r) = ur‘p,p >l y
: . ¥ ; . .
p = Z" y si la part{cula se mueve con snsrgia negativa entonces mno

se puecde ir infinitamente lejos del origen pues consideremos la

B N 1 [ .
X —_— 2 ! . .
igualdad 2 v - ”:?TT = by . 31 suponemcs gue si sa puede
mover. infinitamente lejos del origen tendr{amos que
-iy 1 2
- ' - ., Tz vo(t)
Lim s, =0 = 2 = hy !
r+@ X

porague el lado izguierdo de la ultima igualdad es siempre positiva y
h, es negativa por hipétesis.
1.4 PRIMERA LEY DE KEPLE

Suponiendo la ley gravitacional de Newton tenemos el siguiente

sistema de ecuaciones

(1.4.1) T =V

12



) i 0 / . .

a partir de estas dos ultimas ecuacionas haremos un ~ analisis para
4o ' g

llegar a la ronclusidn de que la particula se mueve en una seccidh

cbnica (primera ley de Kepler).

Primeramente multipliquemos (1.2.3) por ~u de ambos lados

d T{t) TET
M e = -
dat r rs

(=4) = € X (~uTr )

y deacuardo a la segunda acuacidn del sistema (1.4.1)

o 4 T(t) oo
—aF = = vXc , integramos ambos lados
J‘ d ;(t) J’_ =
’dt = = v-X-¢ o ' bien
r(t) - -
+ e} =vXc

(1.4.2 »

donde e es una constante de inteqraciéh que llamaremos vector
de. excentricidad.
.Como I"c = 0 entonces de la anterior igualdad tenemos que 2'C = 0
? si ¢ # 0 entonces & L+ C que nos dice gque & esta en 21 plano de
_ B _ -
movimiento. Si ¢ = 0 , ~z= % - @ que nos dice que e esta a lo

“-largo de la linea de movimiento.

381 ¢ = 0 encontremos lo que @ significa geometricamente . Para
esto tomemos el producto punto de ambos lados de (1.4.2) con T

X vT = ¢¢T =c por lo que llegamos a

b
ai
"
)

{8 T + r} = TV

z
Cc

7]

@i
2]l
+
o]
i

(1.4.3)

Analicemos dos posibles casos:

13



CASC 1 : (&= 0) o &
) De la igualdad (1.4.3) se tieme gue r =

asto s que

r as una constante por lo que el movimiento -eg circular,
mas aun podemos =ncontrar la velocidad para este caso como

sigue:
s - .2 —_ — 2 . e - - —
De la formula (a'b}) + {(a X b) = ab poniendo a = v yb =T
—_ — 2 — —_2 2 2 —_ = 2 - 2 2 2 — 2 —-— 2 2 2
(vir)y + (vXr)y=rv , (vir} +c =rv , (rr) + ¢ =rv
== ) 2 2 -2 2 2 : )
pero como r'I” = rr entonces r r + ¢ = rv ycomor = 0 pues
Z —2 z 2 < ¢ K
r 28s constante ¢ =7¢ =L V.® IV =Ec 8 vE — = s 2
; c
o

¢ rd N
y ademas podemos decir gque -en =ste caso la ensrgia es negativa, pues

2 ‘le 2 '2
Yo u O K o IE < o0
= 7z 2 T z -z F) Fl =7z z
¢ ¢ & é I
.u

CASO 2 (8= 0)
En esteé caso introduzcamos el vector e come lo muestra
la-siguiente figura,

A - 7 : ) RS

figura t. &

14



donde Q 25 la posicién de la partfcula. Ahora ‘lo -gua ~ haremos 25
usar al vector e como eije de coordenadas y rapresentar ‘a la
particula con respecto a { r,f ) donde £ = 8 -~ w { este 5ngulo

llamado *la anoma;fa verdad=sra"), En efecto, tanemos

2'F = er cos{f), que sustituido en la ecuacion 1.4.3 , nos da
2 2
c c

e r cos(f) = - T w5 r=——=-er cos(£)

2

(1.4.4) r = e {

- r cos(f .
He { ) }
2
o]

Consideremos una linea L a una distancia de 0O, )
perpendicular y del lado de direccidn de &. La ecuacidn {(1.4.4)
1o que nos dice es gue la distancia de una particula de 0.a Q es

e vaces la distancia desde Q a L ,

A, L) = | - r cos(f))

Asi que la acuacion (1.4.4)no &s mas gque una representacién de una

s N ~
conica en coordenadas polares, mas raconocible en la forma:

{Como comentario diremos gue =21 puntce P es llamade "Pericentro”).
Ahora bien a partir d= gque re = ¢ , o * 0, S > 9 ¥ como

5 - f = w con w-constante se obtiene ¥ = f y se concluye que f > 0
{f es estrictamente creaciente) por lo que podemeos deducir gque en

una orbita cdnica la particula pasa a Lo mas en una vez en cada
punto hasta posiblemente completar 2] periodo de la vuelta, si as

una curva cerrada.

Haremos un razonamisnto gque nos llevara a la conclusidn que  de
acuerdo con el valor de 1la energfa que tenga el sistema podemos
concluir en que tipo de conica se lleva a cabo el movimiento de la
partfcula. Para esto a partir de la igualdad {1.4.2) tomamos el

producto punto de cada lado consigo mismo, i.e.

15



_ o E . T - R
L B.¥ — DTSV Gl )=V ey - vXxc)
2 2 2 - — 2 2 e —
e + 1+ T e'r) = vc, porque vL o De (1.4.3) y {(1.3.1)

con m = 1, tanemos que

2 2 . 2 1 z- '___ 2 -
Hif e +1+ - { el r)) = c{2h +

Reduciendo terminos tenemos

2 20 - 2

(e =1) = 2h°c entonces si'c =0
S il L TR - ,
i) e> 1 & "h > 0 .{Una rama de la hiperbola)
1iy e ﬁ*l*fé"ho's'o S epardbolal : :
iii)y e <1 e h, < (Elipse)

Ahora . encontraremos una expresion con-la- cual -podamos  =2ncontrar
- Id
los elementos de 1la conica correspondiente a partir de la

excentricidad (vector 8). Para esto hacemos lo siguisante.

figurae t. 7

16



Sabemos que Q + P = 2a, (longitud del eje mayor)sienda n-
el centro de la fuerza situado an un foco de la elipse. Si
“consideramos que la particula inicialmente msta en s, f =s igual & caro

=

( recordamos que £ &5 le éngulo que se forma entre la reota
. < i 4 +
que une el centro de fusrza n con la posicion de la particula

v el eje ¥). Entonces de la formula i.4.4 ,

se tiene que P T e

s e
Ahora si consideramos que la particula esta 2n t , el valor. de f
seria 7, en cuyo caso

4

c
u ) .
= —17T3 Pern-como’ . 'p + q.= 2a tenemos
2 2 2 2
c ] c c ¢ c
- e i S ettt ot e
T+ve ' TTe =23 1 -8 -2
2 cz
—— 2
H ¢ z. - z ) 2
> = 2a-, — = a{l -~ ") , ¢ =pma(l-e) (1.4.5).
l.-e : T
Ejemplo:

Dadas las condiciones iniciales » = 1 , I, =(1,0,0),
VO = {(0,Y3-2 ,0) , encontrar los elementos de la drbita

que describe la particula.

De la ecuacién (1.4.2) tenemos
r(t)
r

= o (Vi) xTe(t)) -

Calculamos

17



(¢}
t
"
1l
—
it
i<
<‘[
er
H
s
<
[e]

1(0) - §(0) + K(¥TF) = (0,0,Y5757), como &(t) = 0

h

el movimiento a5 =n un plano.

| i j k
- _ 0 3.2 0 = i(asm -~ (0} + kK{0) =
vit) X c{t} = :
0 [¢] a2 {#72.0,0},

e =(32,0,0) ~ ({1,0,0}) = ({+2,0,0) < 1 por lo que 1la
conica &8s una elipse. '

De la férmula ua!ez— 1] = o obtenemos el valor de a (semieje mayor)

2
(:z 32 , c/;..'
a = {ez_li'u = 1(3/.‘) = 2 .De la formula r = m)

con cos{f) = 1 (que es cuando la partfcula esta mas cercana

del centro de fuerza (F,) que es un foco ), se tiene que:
32

r = T < 1 es3to es5 (1,0,0)

Si queremos saber el semieje menor b, lo podemos calcular por medio
de las ecuaciones correspondientes a unag elipse, al 1igual que si

queremos ancontrar le otro foco (F,)

Dibujemos la trayectoria que describe la particula en este caso .

18



foesy

-
9

figura - 1. @

Para finalizar esta seccion demostremos la tercera ley-- de- Kepler
para 0 < e < 1,
Como sabemos el area de una elipse esta dada por -'taz(l-ez)“z.
A partir de la scuacion (1.2.4) se tiene que

A= 1/2 ct + k , k=-constante
Ccome nosotros queremos conocer »el periodo p (gue &s el tiempo que
tarda la particula en barrer el area una vez), entonces igualamos
el area total de la elipse con la Gltima igualdad
(1.4.6) na (1-e”)"?= 172 cp
De la igualdad (1.4.5) se tiene que

2

c . c
Il—ezl = 03 o bien que {1 - ez)"2 ="
i u Ya
Sustituyendo en 1.4.6
(o]
2
Zna { _,/— _/-—- } 372
p = HoYa - ata o bien
[ m
4 ﬂz °
2 a
P = H

19



.que nosg. dice: que el”cuadrado del periodo g propeorcional -al  cubo
rde su semiejp mayor.

1.5 PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS

En esta seccio’n consideremos dos parti/culas cuyas masas son m_y m,
Y cuyos vectores de posicion con respecto a un punto fijo 2n el espacio
son T .Y ?z vy denotaremos como r a la distancia entre ellas,
|T,-r,|. Entonces de acuerdo a la ley universal de Newton, las
fuerzas de atraceidn entre las partfculas es
f=a m‘mzf_z G - Constante Universal

Las ecuaciones diferenciales quedan como

—‘-'_ Gmx F3 LR
mI, = 5 ( = ).
1.5.1 r
o Gam, L~
r, = 3 { = )
r

Se puede resolver este problema reduciendolo al problema de
fuerza central por dos metodods diferentes llamados

"peduccidn a noordenadas relativas® v "Reduccion a coordenadas

baricentricas".

nt2 se atacara el probl=ma con el me’todo de reduccio’n a
tisrag, Para esto dividamos la primera ecuacion del

stema 1.5.1 entrem v la segunda entre m,, Yy =52 resta la

i
primera de la segunda,esto es,

- r, r, _ r 5 Gm1 (rz—rl) G

) 1." ( Gm . G - rt ( Gm . Gm )
r I:z fz r rz rz
?1‘—1:1 G (m +m) i'g =G (m +m,)
s A2 r2 ) = —— = )

y como T = T,-I, que nos indica el movimiento de r, visto desde

20



T, , queda que

T = > donde # = G { m + m, )

En este casc una vez determinada la solucidn r(t) de . la dltima
ecuacidn para condiclones iniciales dadas r{0) y f(o) entonces
podemos conocer los segundos miliembros del sistema (1.5.1).
Mediante dos integraciones de la primera gcuacidn del sistema
1.5.1 se obtendria T (t), y de la igualdad r = r,- r, se obtendria
T, v as{ quedar{a resueito el problema (ademds de poder aplicar
toda la teorfa anterior pues este es el problema de fusrza central
con una 4 especial}.

Ahora ataquemos el mismo problema por medio de el otro
procedimiento. Para esto definamos primero el centro de masas de
las dos particulas como:

figura t.
Si se suman las dos ecuaciones de 1.5.1 se obtiene

mr, +mr, = 0 por lo que por 1.5.2 r_= 0. Entonces m,r + nariz—l

donde 1 vector tridimensional constante. Se tiene gue

21
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{m + mz)f: =1 lo.cual integramos con reSpecto'a t
(m+ m)r. = tl + b, donde b = ®®, Observemos que I v B son determinadas
por las condiciones iniciales
Lo que dice la ultima ecuacion es que el centro d2 masas se mueve
con una velocidad uniforme en una recta.
Ahora bien, con las constantes 1 y b tenemos va seis de las doce
constantes de movimiento existentes an el sistema 1.5.1 ( pues en-
el sistema 1.5.1 hay dos ecuaciones vectoriales gue se conviertaen
en sels ecuaciones escalares.Como cada ecuacidn es de segundo
orden hay doce constantes de movimiento).
Como comentario diremos que debido a las constantes de movimiento
se dice que este prolema 3 integrable, donde las integrales son
la energia y el momento angular | que hacen que baje la dimension del
problema).
Para encontrar las otras seis faltantes movemos el origen 0 al
centro de masas, esto es
¥l = r-r

— —_ — — —_ . J
r) = r,~ I, donde r; yr, denota la posicion. de la masa ny m

como se puede observar en la siquiente figura

tigura 1. 1ta

22



i ..
Esto ultimo lo podemos hacer porgue como r = 0, las segundas
derivadas la transformacion no alteran las scuaciones originales.
En =factn, '
i T o= T . T = - ool . e}
a partir de que r T, T/ ¥y como m r =mr' , mr, m,r;
se obtiene

i ('t
1 -
mr, =

Como mlfi + mZE; = 0 , podemos eliminar a r] de la anterior
L4
ecuvaclion, por lo que

v

1.5.3 mir: = -G m, m, {1 + -

Como
=525
2 g

donde M. = m+om,,

A ’ .
se puede escribir la ultima ecuacion de la siguiente forma

3

- m, L'
mr! = =G ( —( ) 5 ¥ de forma analoga
M r
1.5.4 *
. m3 ;:,
mil = -G ( — ) ;
M !

De esto ultimo ya se puede resolver cada una de ellas pues son
de la forma del problema de fuerza central con Hy Y H, especilales.
As{ podemos encontrar las seis constantes restantes ( que son
llamadas los elementos de cada orbita relativa al centro de
masas) .

Lo que nos dicen las ecuaciones 1.5.4 es gque tante ?; ¥ ?; se
mueven con respcto al centro de masas como si una fuerza de

atraccidn existiera en dicho centro.
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+ - . ; . . 4 N : .
Si continuamos-con-la suposiclon gue el origen se encuentra
en-el ‘centro de masas, se encuentra que o

fijo

m, m
[} 2 t 2 " - .
hl= - MV, - = T, - Ut energfa del primer cuerpo
M !
3
1 2 mzm‘ “* - / .
hz= MV, M = T, - U, ~energia del segundo cuerpo
M r!
enrgfa total h=h+h =14+U donde
T =T, +T, = i e )
=TT, Sz (m, vy Mz Vy ¥
3
SRR T N
* 2 J r! M r!
i 2
, 3
.7 ( m, m, m, .
- 1 [
Mz L I,
L 2 m Hm ”nﬁ+ r'2
_oHnay ( T, N 1 ) = My ( M 2B
= t 1 - [} g
M 'L" I‘z HZ L“ I‘z
pero por 1.5.3
“ om w4 r! ? M ! e ' z
u _' 1 "L ( 57 2 4 PI) _ ° ( 2 HL 1 !Il)
M Rt r g
2
M
¢ 1 1
= " LRy frmq ) = “ ( rem (my ¥ ms.))
= r T r
rym M L
= ( ) = m. m
' M r 12
rto—
v

ademas se puede agregar dque como
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1

- E N T 2 wh 2
Ux o “—ma. m, M T - gL - m, & = Ly mym,
. = 3 2 1 R - 2 - T, mm
Uz H mz ml M T, mz ,r;z mi 1‘1 t o
- ”n
Yy como I,m, = I.m se tiene que Um = Um (1.5.4)
y por otro’ lado
z 2
R m,
* _1‘ Z 2 z
'Ta - 2 B Yy B m ( m, ) o= m _ m, por lo que
« T 1 2 = 2 - m = m
T, Tmoy e v 2 ‘
Ad
'I‘:mx = T,m, que sumandola con 1.5.4 se tiene
® ° ” "~ bi . =
m, { u + T, ) = m, { U2+ Tz) o en mthl = mzh2 por lo que
\d *
mo R v, T
m = - ® *
1 hz g, T,

/ : 4 : N
es decir la razon de las diferentes energilas ( potencial , cinetica

total) de cada cuerpo es constante.
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2.1 DEFINICION DE REGULARIDAD

En este cap{tulo daremas algunas técnicas de ragularizacion qua
son muy utilizadas en 1la Mecdnica Celeste, para esto daremos
primeramente algunas definiciones para precisar ideas.

>Una colisidh es una pcsicioﬁ de las particulas de la forma

K= K.

31 la posicion inicial en el problema no es una colisidn, entonces
los teoremas de ecuaciones diferenciales ordinarias nos aseguran

la existencia de una solucidn x{t) de un intervalo [0,b). Si

b < » (finita) decimos que la solucidn tiene una singularidad en
b.Este es 21l caso en el que realmente estamos interssados por =l
resultado que se demostrd en el capitulo I acerca de la colisiénr
que se daba en tiempo finite entre una particula que iniciaba en

1
reposo y 2l centro de atraccion.

El problema a tratar es que cuando n=scesitamos ¢alcular una
solucidn ya sea por métodos analfticos o numéricos, tanto las
singularidades de la ecuaciones como de la soluciones presentan
obstdculos para ase cdlculo, por lo que s2 tienen gque eliminar
de alguna forma. En el c¢aso en el que las singularidadas sean una
minoria, de alguna forma existe la posibilidad al menos =2n
principio de, aislarlas. Sin embargo, esto no resuelve el

preoblema ya que podemos astar interesados en eastudiar

el problema cen singularidades {para obfener una imagen total de .

las soluclones).

2.2 REGULARIZACION DE SUNDMAN ¥

Comenzaremos por estudiar el nétodo de regularizaci&h de Sundman
para el problema de fuerza central ( que tambien nos servira para
el problema de los dos cuerpos en el planoc por la equivalencia de
dichos prcblemas que se demostrg en el capitulo 1}.

t Loe aeccionss 2.2 y 2.3 @6 basaron {uertemonts an (91

27



La idea -a seguir sera la de compensar el crecimiento ianfinito de
la velocidad en la colisién, multiplicando E por un factér escalar
adecuade gque s& anule an  la colisidn. Dicho facter serd la

distancia al origen r, por lo que si multiplicamos a  la ecuacion
de la energ{a {con la fuerza de Newton) porv rz, se- tiene que

t ‘2 1‘2

2.2.1 ~-

2
- kr = hr

81 intreducimos una nueva variable temporal s forma gque
la velocidad con respecto a esta nueva variable (llamada ‘“tiempo
ficticio™) sea
dr _ v - dr k constante que nos permite
ds T k dt normalizar,

se tiene que la ecuacion 2.2.1 se convierte en

2:.2.2 AT T

(-de agui en adelante la prima denotara la derivada con respecto -a
la variable s). '
Si derivamos la ecuacion 2.2.2 con respecto a s y dividimos -entre

r* tenemos,

2.2.3 K'r't= 2hr = 4 = 0

Una posible solucidén de la anterior ecuacién es
r = - —%E o bien r'= 0, que implica por unicidad que r'(s) = 0
e R

Y s { soluciones circulares).

A continuacidn analizaremos 3 distintos casos ( de acuerdo al signo
. . s

de la energia) donde nuestras condiciones iniciales seran tales

gue la nueva velocidad se anule, esto es r(0) = r, » r'(0) = 0
(por lo gque r —QE = 0 como r{0) # 0 = ar _ 0 gque nos dice gue

t dt
la velocldad original se anula).

CASO A: ( h = 0)

Tomemos a k = «., La ecuacion 2.2.2 8e convierte enr''=1, vy 8i

28



tomamos en cuenta las condiciones iniciales tenemos que

2

PR S t{s] = - +1,
Por -otra parte se tiene que

S dr . r_ dr . _

A= f v a4 ; de = r ds

o bien que ) s e 5 s

t-ty o= far ds = 32— + o lo que es lo mismo

52 TS

2.2.5 t(S) = oE + R + tm.
sin‘pérdida de ganeralidad hagamos a L,z 0y analicemos dos casos

a) r,>0.
De la ecuacion 2.2.4 tenemcs que

. 2 . s & I, &2
] o e [ 2 B -2 —_ PO
£is) = (= T [ S i s el -t Y

para toda s en R, Entonces t(s)} 25 un difecmorfismc ¥

las
ecuaciones 2.2.4 y 2.2.5 nos dan implicitamente a .r como funcién
regular de t. En la solucidn no hay colisidn porque r,{s) > 0

para toda s en R

flgura 2, ¢

b} r, =0
en este caso las ecuaciones 2.2.4 y 2.2.5 se convierten en
273, .2/
r(s) = r( s(t) ) = r( (ekt)"’®) = {88 L
2
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gque corresponden a las soluciones con colisién‘ COomo kzz = llegamos
la ecuaci&n que se nab{a obtenide anteriormente en =l capitulo I
{cuando se analizd el caso Newtoniano con de h=0yr >0

a partir de la ecuacidn 1.3.1.)

La Ultima ecuacidn tiene una singularidad exactamente cuando
ocurre colision en t = s = 0. Esto era de a2sperarse pues si tomamos

en cuenta las condliciones iniciales r = r' = 0 sabemos por la
igualdad 5
- - [ que el movimiento es lineal.
er+r=—L—~,

Asf que se obtiene la siguiente gréfica.

figura 2. 2

Cy

2 /
En este caso tomemos K = ~?~ De la ecuacion 2.2.3 se tiene que

B it - 2hr-um =0 o blen
. _da o H
rr'- 4r-T-————h —_kz

S1 consideramos las condiciones 1iniciales 1l1llegamos a las

siguientes soluciones

30
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r(s) = r. = {cosh 25 -~ 1) = senh’ s
? 4K : 2%
t{s} -~ to = 113 (senh 2s - 2s8) + T, —%4'
N

' Si ponemcs r, = t, =0, las anteriores ecuaciones

: N L
corresponden a soluciones con colisidn

CASO . C: (h-< 0)

2 ~ ¢ N
En este. caso hacemos k = .Y la ecuacion 2.2.2 se convierte
rt?' + 4r = —55
K

Si volvemos a considerar las condiciones inicilales tenemos las

siguientes soluciones

r{s}y = r, * .- yz {1 - cos 2s) = = P senzs
4k 2K
. - H - S
t(s) - to = 2k3 (. 2s sen 2s) + r, o

¥y sl hacemos r = 0 y t_ = 0 tenemos la siguiente figura.

3

doade a = ¢ K

'n celolde ganarada por un cdroulo e tadio 3 Sue s cddesplaza

wosbtar ol wfu

figura. 2.9
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Observacidn:

En cualguiera de los tres casos anteriores si c = 0 se tiene de la
igualdad ¢ =Jﬁ§ que Y = 0, por lo que & = 'p  (p=constanta). Esto nos
dice que 21 angulo es siempre 2i mismo ( movimiento colineal).31 e = 0
entonces r = I, Y nuevamente por la igualdad < = rza se tieﬁe que

3 = tf + 50 define un movimiento circular uniforme.
Por dltimo dibujamos el espacic fase de este problema con °1las

variables de Sundman.

PRI et e 2o [} R B (RSN

figura 2-4 -
Observemos gque las solucliones se pueden pensar como rebote
elastico con el origen.

2.3 REGULARIZACION DE LEVI-CIVITA

’ ) ’
En este segundo metedo que describiremos a continuacion,

utilizaremos nuevamente el tiempo ficticlio que definimos en la

anterior seccion 1i.e.
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anterior seccion i.a.
dr r dr . : 2
s T Tac” con la diferencia que ahora r = £

(z nueva wvariable), Si analizamos el caso ¢ = 0 { caso colineal )

como
gi = gg ~%~ v gg = 2c£', se tiene que
dr _ 2 £'k 2 'K
dr 22 - <

! . 7’
Por lo que la ecuacion de la energia se transforma en

_2.5__'__}_.(5 i‘ug z:hﬁ‘, o-bien )

2% %= 4 = he’

(S8
w
—

51 le sacamos la derivada con.respecto a £ -y dividimos  entre

&' se obtiene que
2.3.2 kett - 3520

’
(gue corresponde a un oscilador armonico si h < 0)
La ecuacidn 2.3.2 se convierte

Analicemos el caso de h = 0 y K = H

en <'' =0 , cuya solucion ess = a ([ s - s, ). 81 lo
sustituimos en la ecuacion 2.3.1, se tlene que
2mas = u - a=2%1/9 y asi cbtenemos
¢z st o= “§, (s - so)z . Mas aun =~ coma
62 i § 2 1 3
dt = - ds , t -ty = 5= [ (s - 5,0 = 7 (s - 5,07
Sy o
0 bien t = »ﬁ;—( s - so)5 con t, = 0, sin pérdida de generalidad
que es lo que se habia obtenido en el caso A con r{s,) =0

La grifica de «{s) con la condicidn inicial s,= 0 es la siguiente.
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figura 2.5
Si la comparamos con r(s) en las variables de Sundman
tendremos alguna  idea de como se wvan acercandeo las nuavas
variables al origen con raspecto al tiempo s )
Daremos a continuacion el espacio fase an . las variaples de

Levi-Civita comc en el metocde ankteris sen ohtanidos

dibujando curvas de nivel de las scuaciones - de

energias para divearsos valores de h.

figura 2.4
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Ccomo comentario diremos que existe una formulacien de este tipo
de regularizacion gque se aplica directamente al problema de fuerza

central en el plano aprovechando la estructura

el

[
ur & e S

-

multiplicativa de los numercs complejos. Identificando
o4
introduce una nueva coordenada ¢ « L donde x = £~ y se reescriben

las scuaciones de la energia en terminos de este cambio )
2.4 OBSERVACIONES

Primeramente observemos que las soluciones tanto en las variables
de Sundman como en las de Levi-Civita son validos solo para h fija,
como se considero en aeste capitulo. Esto explica el paso de
diversas solucicnes por un mismo punto ( el origen y {0 ,i Yujz )
respectivamente) sin que sea el punto de equilibrie para las

scuaciones diferenciales.

Tambien ohservemcos Jue las =2cuaciones de energia tienen sentido si
# < 0 y tomando h > 0 que correspoende a un problema de fuerza
central repulsivo.

Por ultimo diremos gque las transformaciones de coordenadas de

sundman o Levi-Civita nos permiten por un lado representar

parametricamente las soluciones {(como en los cases A , B vy C)

2demas, las ecuacicnes diferenciales transformadas con o < 0

son ragulares, lo cual es ventajoso desde el punto de vista
numerico.
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3.1 EXPLICACION GEHERAL DE LOS PLANTEAMIENTOS DE LOS PROBLEMAS

En las siguientes secciones damos varios ejemplos de

diferentes problsmas .Aungque hay una gran variedad de

ellos, nos enfocaremos al planteamiento de problemas

que hemos venido analizando atraves de la tesis. Daremos la

descripcidﬁ numérica y grafica por computadora gue se obtiene a

través del paquete MCeleste , que fue uno de los objetivos de

esta tesis.

La seleccidn de los problemas fue lo mas variado posible para

poder dar una amplia visidn de lo que ocurre en cada uno de ellos.

Es necesario mencionar que la escala que aparece en cada uno de

los espaclos de configuraciones es de diez unidades entre linea vy
" linea. Ademds diremos que lo que habiamos estado denctando como u

en los anteriores cap{tulos de ahora lo llamaremos "a" para

finalidad de un buen funcionamiento del paquete‘f

En cada uno de los ejemplos que se dan a continuacion se dard el

sistema de ecuaciones diferenciales que lo modela, sus condicilones

iniciales, su espacio de configuracién, y el método de integracidn

que lo resolviJ,las condiciones iniciales se denotarsn como :

a = Constante de la fuerza de atraccidm. ( ¢ )

rl = Posicidn de la primera particula.

r2 = Posicidn de la sequnda particula.

vl = Velocidad de la primera particula.

v2 = Velscidad de 1z zcegunda particnla
t = Incremento de tiszmpo.
ti = tiempo inicial.
tf1 = Tiempo final de la primera particula.
tf2 = Tiempo final de la segunda part{cula.

3.2 EJEMPLOS DE PROBLEMA DE FUERZA CENTRAL

En esta seccidn daremos algunos ejemplos d=21 problema de fuerza

central. El sistema de ecuaciones planteaco para este problema

’z )} es el que sigue:
r

{utilizando la ley gravitacional de Newton

f Para mayorees dJdetallea vaear Apendice A
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_arg

dx.= u vgg = 5
dt dt fr!
dy = v dv = .:ﬁfﬂ%__
dt dt I rl
dz = w dw = —:Ql%r~- donde {rl es la distancia de
at dt il la partfcula al centro de
fuerza (origen})
Como se puede observar el planteamiento se hizo para que la
resolucidn sea coordenada a coordenada.
Ejemplo 2.1
Condiciones Iniciales
a = 1 dt = 0.1
ri = {1,0,0) ti =0
vl = (0,7372,0) tEl = 4.94
Método Runge-Kutta { de orden cuatro)
Ejemplo 2.2
Condiciones Iniciales
a = 5000 dt = 0.01
rl = (75,12,20) ti =0
vl = {5,1,4) tfl = 37.80
Método Leap-frog
Ejemplo 2.3
Condiclones Iniciales
a = 5000 dt = 0.1
rl = (75,12,20) ti =0
vl = {5,1,4) tfl = 29.91
Método Leap~Frog
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Ejemplo 2.4
Condiciones Iniciales
a = 400 ’ dt

= 0.1
Tl = (75,12,20) ti =
vl = (5,1,4) . tfl = 10.02
Método : “Leap~Frog
Ejemplo 2.5
Condiciones Iniciales
a = 5000 dt = 0.1
r1 = (100,0,20) : ti =0
vi = {0,5,0) tf1 = 48.37

Método : Euler
Hay que notar que no.se cierra el perlodo como dcberla, por ser un
métode de baja pYEleiOn

Problema de fuerza central con dos condicilonas iniciales
Ejemplo 2.6 )
Condiciones Iniciales

a = 4500 : dt = 0.1
rt = (0,120,37) r2 = (20,170,0) ti =
vl = (3,0,0) vl = (0,0,0) tfl = 182.15
Método : Heaun tf2 = 78.62
Ejemplo 2.7
Condiciones Iniciales
a = 5000 dt = 0.1
rl = (100,0,10) ’ r2 = (50,0,0) ti =
vl = (1,5,0) v2 = (0,2,0) tfl = 51.22
Método : Runge-Kutta tf2 = 21.78
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Ejemplo

2.1

Terruines  Constanles ¥ Vortables Furcipues Bun Opclomes 0 Guit

Meacanicas Calazts

Ejempld

2.2
Termings  Conetontes ¥ Yariables Fupciones - Run  Opricnes Quit

recanicm Cajmata
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Ejemplo 2.3

f
%Yermims Constantes y Variables ~ Funciones * Bun' Oprienes Guit

Nacantics Cajasts

Ejemplo 2.4

Terminos  Corstantes y Variables Funciones Run  Opciones Quit

Macanica Cejlantu
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Ejemplo 2.5

Te;mi.nm Cevstantes y Variables Funciones - Bun Oﬁ:innes Quit

Hacanina Colsctwm

L —
e i e T
el G
B frac? o
H"‘_,:-. N“Q—.-‘_,
_‘_)__)-z"" .
[ ]
Ejemplo 2.6

!Termime Constantes y VYariables Funciones  Run  Opeicnes Quit

(-
[‘ Heqenice Csleaxte
J{ ]

F

" —

—
‘\ ..
T v e
~—— .‘_ e T
R r,
I .:-c"""'“* %"h!‘h—n.
fapme =)
e
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Terminos ~ Constantes y Yariables Funciooes fun  Opeloney Quit

Hecanica Cajsatm

3.3 EJEMPLOS DEL PROBLEMA

El

sistema que se utiliz<5

DE LOS DOS CUERPQS
en este problema fue el siguiente

dx = u du = —=27(X-A)

dat dt b * (sqrt((x-Af + (y-Bf +(z-cf ¥
dy = v dv = ——a*{y-B)

dt At D * (sqrt({x-AV + (y=-Bf +cz-cf ¥?
dz = W dw = -ar{z~C) _

dt dt D% (sqrt{(x-Af + (y~-Bf +{z-c} ¥?

donde A,B,C ¥y D son funciones que se definieron en el paquete como

b*X + c*o

A = centro de masa en la coordenada X

cantro de masa en la coordenada Y
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. X * . . B . 3

,C,=,_2,Eﬁi_9_§ - gentro de-masa-en‘la ecordenada 2

D =b + c, en dende b y ¢ son constantes del pagquete cuyos
e

alores  corresponden ... a las masas da los dos . .cuerpos

<

¢spectivamente, b = w, ¢ = 0

).

{ para mas detalles ver apendice
2

» o

Como se puede apreciar, 21 método de resolucion a dicho problema es
de Reduccion a coordenadas baricentricas (Capituleo 1), por lo que
las condiciones iniciales de ambos cuerpos =a2stan con respecto  al
arigen (pues se toma el centro de masas como el origen)

Ejemplo 3.1

Condiciones Iniciales

a = 10000 gt = 0.1

r1 = (100,0,0) r2 = {( ~100,0,0) ti =0

vl = (0,8,0) v2 = {0,-8,0} ££1 = 93.47
Método: rRunge-xutta : S - ££2 =.983.47

t

r'd
Notemos que es un problema simetrico con respecto al origen sabre

el plano XY.

Ejemplo 3.2

Condiciones Iniciales

a = 10000 dt = 0.1

rl = {150,0,0) r2 = ( ~-50,0,0) ti =0

vl = (1,7,0) v2 = (0,-8,0) tfl = 17.32
Metodo: Leap Frog. tf2 = 48.51
Ejemplo 3.3
Condicionag Inicisles

a = 15000 ' ' dt = 0.1

rl = (35,50,50) r2. = ( -120,0,-14}) ti = 0

vi = (1,1,7z) v2 = {(0,0,1} tfl = 8.97
Metodo: Leap_Frog. tf2 = 17.04
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Ejemplo 301

Termioed  Cotstantes y Yariables Funciones Bun  Opeicaes it
Hacanize ﬂ-{-u ta
- T e
et £
'/'7 N . . .
. -y _,.:M‘ﬁ-__._,_____ T
)\ﬂ\q}_;.:—'-«%______‘
[
Ejemplo 3.2
! . . . .
;Termmoe Conatantes v Varinbles Funciones Bun Opeiones Crait
{

Hecanins ‘:‘!f" te
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Ejemplo 3.3

iTermima Copstantes y Yariables -~ Funciones - Run - Opeiooes Quit

Hacanics Cojanta

3.4 EJEMPLOS DE SISTEMAS REGULARIZADOS PARA EL PROBLEMA DE FUERZA
CENTRAL

En cada uno de los ejemplos a continuacicn se utilizév 21l mismo

sistema de scuaciones diferencialas que en 21 Dproblema de

fuerza central. La diferencia es que a dererminada distacia del

origen cambian sus ecuaciones (dadas en el capitulo 2) y continua

ia rasolucion da dicho sistema con las nuevas variables

regulariza.

Ejemplo 4.1

Condiciones Iniciales

a = 65432 dt = 0.1
rl = (140,180,30) ti =
vl = (0,0,0) tfl = 108.62

Metodo: Runge-Kutta
Regularizacidn : Sundman
Ejemplo 4.2

Condicicnes Iniciales
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a. = 7000
rl =
vl = (0,0,0)

(~89,-78,-12)

[z N
et
u

o
rn

Metodo: Runge-Kutta

Regularizacion

Ejemplo 4.1

Levi-Civita

H
w
ey
.
[Yu]

H ) 1
b ' - v v . B . . {
Tertninos  Crostaotes v Variables Funcienes  Bun  ipeivnes Quit
; Hucanics Celamta a
! .
| I |
;
R
L
|
b
H 1
? U S
s Tt
R ”_‘___,.»«,-"'" R \ N‘r‘»‘;_‘
L ™, et
P RN T
- T ~ - hant ¥
Ejemplo 4.2
e
iTerminos  Copstantes v Varinbles Funciones  Run  Opvicres Quit
e
Hacanica COajsata
-+
S R
’_;.—r“““ . — T e e
")“_y‘__—«"“ s’\‘\“"*-—‘__,
e T
[ +
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3.5 CONCLUSIONES X
'Algunos aspectos interesantes que gquisiera mencionar son gque el
paquete MCeleste no solamente nos da las travectorias gque

sigue una partfcula bajo la accidn de una fuerza. Nos

ayuda a estudiar otros aspectos  interesantes como por ejesmplo
la estabilidad de una Srbita , la variacicn de la crayectoria de la
partfcula al variar la 4 { a en =1 paguete), poder verificar 1la
tercera ley de Kepler, probar con acciones de fuerzas diferentes a

las de Newton. Nos da la posibilidad también de cambiar el nétode de
regularizacion entre los que se propusieron en ssta tesis. adends podemos
tener algunas alternantes a los problemas originales como el
problema anisotrdpico de Kepler 1i.e. alterar por medioc de una
constante cada una de las coordenadas o estudiar la travectoria

que describe 1la particula o poder aplicarlo 21 problsma
restringide de tres cuerpeos en coordenadas sinodicas (giratorias).

Como se puede apreciar hay mucho trabajo por haczr. Esta tesis

sirve como un primer paso para =1 deasarrcllo de un pagquate mas

fuarte. Posibles pasos a segulirse en un futuro serian

el ampliar el nimerc de acuaciones difsrenciales ds

primer orden({que consiste de seis actualmente), la implementacid%

de algunos otros métodos numericos de resolucion del sistema

de aecuaciones, y poder graficar mas de dos particulas a la vez,

Tambign posiblemente implementar algunas tacnicas de

coloracicon para que 21 nmovimiento en tercera dimensién de la
partfcula de sensacion de profundidad.

Hablaremos un poco mas de las Dbondades que ofrece a2l paguetsa
MCeleste (ver apendice}, como por sjemplo, en la opcion de funcicnes

se pueden definir funciones especiales como la energfa del sistema

.
vaerificar atraves de multiples =sjsmplos, su consistencia

<
4]
18

o)
o
I
L
[t

atraves de la integracioﬁ del sistema de acuaciones que ge plantea
para el problema de fuerza centrzl, mas aﬁn, se puede verificar las
relaciones de energias que se dan en el problema de los dos
cuerpos (ver final del capftulo 1). Por otro lado, los mitodes de
integracidn de ecuaciones que ofrece el paquete MCeleste, nos da
la oportunidad de escoger la mejor opcién segun la necesidad del
problema que se este planteando, (si queremcs mucha precisién a
costa de mayor tiempo o viceversa), o tal vez empezar <on un
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_método de 1ntegracioh y posteriormente .cambiarlo

-, ‘ ' . ’
Una observacion de suma importancia =5 gue 51 comparamos

la

rd . . . ’
grafica - jue se obtuvo en 21 gjemplo que se resolvio

analiticamente en el capitulo 1, 25 exactamanta igqual a la gréfica

que se obtuvo en gl ejampleo 2.1 del capitulo 3 que se obtiene
medio del paguete MCeleste, (tratandose del mismo problema), qua
quiere decir que dicho paquete se ejecuta perfectamente bien.

Por ultimo platicaremcs un poco mas sobre la metodologfa quse
sigu15 para el caso =2n &1 gque existiera la opeion

regularizacion. En el paquete MCeleste axiste una func
especial{ llamada Rl para la primera particula y RZ para
segunda), gue =stan inicializadas con la funcion distancia de

particula al origen

bod

la cual nos indica =21 moments en 21l gius ge tenga gue hacer =21 ¢

las ecuaciones originales a las aecuaciones regularizadas, esto

a
obviamente pude ser cambilada por =1 usuario),

por

se
de
ion
la
1a

ambio
de

acuerdo al valor que tanga la constants "a2psilon” (dicha constante

esta dentro del paquete ¥y puede s2r alterado su valor por
usuario y nos indica el radio alrededor de la singularidad en
cual las ecuaciones originales cambien a las regularizadas),es
mientras que la evaluacidn de la funcion Rl o R2 sea mayor que
dicha constante el sistema continua normal, pero si la evaluaci

el
el
decir

P
on

de la funcilon es menor a epsilon entonces se realiza dicho cambio

de ecuaciones, las ecuaciones reqularizadas estan previame
calculadas { ver capitula 2) a intagradas al coﬁiqo del
paquete explicitamente, por lo cual, cuando se realiza el cambi
ecuaciones,simplemente se asignan las nuevas ecuaciones al sist
y el integrador numerico del programa se encarga de resolverlo
continuar graficando la particula atraves de la singularidad.

De acuardo a las igualdades que se obtuvieron en 21 capitulo 2

incremento de tiempo en las nuevas variables regularizadas e

A ”
dada por ds = : ( r posiscion de 1la particula), que en

nte

o de
a2ma,
¥

el

sta

principio nos gustarfa que fuera un incremento de tiempo pequeno,

49



por-lo que inicialments no nos servirfa regularizar en una
posicion cercana de colisidn, porque en dicho caso nuestro ds
serfa un incremento de paso muy dgrande, asi que an. principio

nuestra constante epsilon no podrfa ser muy pedquena.

Pero éQué pasa si el método que utilizamos en las ecuaciones
regularizadas es de orden alteo y lento ( Runge Kutta por ejemplo)@,
entonces ne nos preocurarfamos demasiade por que 21 incremento ds

Sea muy pedqueno, pero por otro lado L Qué pasa si

utilizamos un método sumamente répido ¥ poco preciso {  Euler por
ejemplo) manteniendo el incremento ds pequeno ?, entonces tendr{amos
una solucidn altamente precisa y sumamante rébida.

Planteado lo anterior se puede obssrvar existe agran relacidn entre
2 =2psilon, la funcicn R, el método gqus s=  utiliza ?

el orden del error, pern | 13 la epsilcen  idesl para =21

v (2
=

ri
incrsmento ds 2, § Cuil serfa ol método mas convenientz a utilizar
en las ecuacilones regularizadas? con écuél dtz ' Clas funciones R1
y R2 son las adacuadas? o Eposiblemente sera mejor qua dependan de
la velocidad? o (de ambas?

Las ﬁltim&s preguntas planteadas nos llevan a una de las partes mas
importantes que s2 puden ir probando con el paquete MCeleste y que
posiblemente, se pueda continuar estudiando =2n un futuro, hasta
encontrar la £orma vy el momento "6ptimo" de hacer el cambioc de

acuacionss,
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APENDICE A

En este apéhdice daremos una axplicacidn del wuso del paduete
MCeleste que se realizd como parte del proyacto’ de investigacién
de esta tesis.

"El paquete MCeleste es un programa de graficacién de hasta seis
ecuaciones diferenciales de primer orden, que principalmente esta
enfocado a resolver problemas de mecanica celests. )

Dicho paquete se puede manejar por medio de un menu principal v

varios submenus o bien de modo alternante se puede mansjar en

forma de ordenes aue se listan a centinuacion.

<ctrl>-e 2ditar funciones Especiales

<ctrl>-s editar Sistema de =acuaciones diferencialss
<ctrl>-d editar el incremento de tiempo DT

<ctrls-c aditar la proyeCcion

<ctrl>=-v editar las Variables del sistema

<ctrl>-n 2ditar las coNstantes

<ctrl>~h Help

<ctrl>-r poner la particula en movimiento (Run)
<ctrlswi ReInicializar &1 programa

<ctrl>-b ragresar a condiclones iniciales

Este paquete cuenta con 5 diferentes métodes numéricos para
regolver al sistema de scuaciones talzs como lo son Runge-Kutta
( de orden cuatro), Euler, Euler Modificado, Leap-frog, y Heun,
cuenta ademas con dos meétodos de regularizaui&n tales como
el metodo de sundman y el de Levi-Civita {para el problema de

fuerza central).
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El paquete
diferentes
ecuacionss,
infeciales,

cuenta con un editor de lineas para poder - editar las
bpciones que se dan, como ~son: -el .dar el éistema de

2l incremento dt, los wvalores <de 1as cendiciones
ete.

Tamblpn cuenta con un procedimiento para checar gue las expresiones

de entrada
un mensaje
El paquete
util
Constantes

izadas

’
Numero de condicicnes.-~

esten bian formadas sintacticamente,

De lo contrario

manda

de error diciendo el error sintactico de la expresion

cuanta con varias opcicnes important2s gque

tales como:

{a,b,c,g}.- 50on constantes que el usuarioc les

puadean

sar

puede asignar

un valor para usarlas en otras definicicnes

la const
a1,
pude redefinir y utilizarla).
al

del paquete. {
con un valor de 9, gus de igual
Da la UPCLOH

dos .condiciones iniciales que

avaluadas, las condiciones
denotadas como x10,vy10,z10
ulo,vio,wi0

particula y x20,

{velocidad)

Funciones Especiales{¥,L,M,N,0,P) ¥

usuwario de poder dar

iniciales

ante g se inicializa

forma se

una o
sSeran

.
agtan

(posicién),
para la primera
., w20 para lLa segunda.

funciones auxiliares(A,B,C,D,E,F).- Son funciones que estan o
pueden ser definidas de acuerdo a las necesidades
del problema, tales funciones podrfan ser =1
momento angular, la cn::gf= patencial, energfa
cinética, energfa al del sistema ({esta
ultima particular es util pa ver si a lo largo
de 1la trayectoria de la partL»ulq permansce
constante como se demostro en el capitule I}.

R1,R2.- Son funciones que son utilizadas para sabar el tiempo

desde el cual se empieza a regularizar las ecuaciones del

sistema {esto udltimo en casc de =star prendida 1a opcion de
reqularizacion del sistema) R1 =2s 1la funcion para la
primera condicion inicial y R2 para 1la segunda. Este

cambio de la regularizacion depende de la constante "epsilon".

Mientras la evaluacidn de la funcion permanezca

mAYOTr
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que la anterior constante, el éistema continua de la forma
en que empezd hasta gue la evaluacidn de 1la funciéh sea menor
ague apsilon, que =5 21 momento de realizar el cambio de
ecuaciones del sistema (capituleo II).

Escala.- Esta constante sirve para wer la graficaciéﬁ de la
partfcula desde un punto mas cercano o lejano del origen
(entre mas chico sea su valor se aleja mas del origen vy
; entre mas grande, mas cerca del origen).
Proyacciones (P,V).- Toda la graficaci&n que se realiza en este
paguete =sta hecha en base a tecnicas de proyeccior
y rotaciones de puntos en 21 espacio. El punto
desde le cual estamos observando (V) el

movimiento de la particula =s5ta inilcializado

2n 10000 sobre 21 eje x, dichas obsarvacicne
las hacemos acravéz de un plano de proyacoion
(P} que asta a una distancia de 7500 del
origen sobre =1 eje x. Estas constantes pueden
ser modificadas por el usuario deacuerdo a las
necesidades del problema.

En este momento cabe menclonar que 1los ejes coordenados estan

puestos de 1la siguiente forma:

cuyas lineas de separacion de cada eje tienen una distancia antre
si de 10 unidades.

Ademas el paquete MCeleste cuenta con las siguientes opcilones:
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<ctrl>-r Poner ejes

<ctri>-1 Limpiar pantalla

<otris>-y cambiar color de la traYsctoria
<ctrly-o quitar ejes

<ctrl>-h o F1 Help

<ctrl>-f Regularizacién da la primera part{cula

<ctrls>-k Ragularizacidn de la segunda partfcula

<ctrl>-x Control Dt para velocidades altas de la primara particula
<ctrl>-g Control Dt para velocidadass altas de la segunda partfcula

I4

/ . : . < . .
Las dos ultimas opciones ponen el incremento de tiempo dt en  terminos

del vector valocidad de tal forma que si la particula
velocidad muy alta vy esta prendida la opcién el inc
vuelve de paso muy lento { Se c¢rea un tiempo

ds dt1 donde v es la velocidad de la particula).
S

regrasar al dt normal basta con seleccionar nuevamsnts

opcidn,
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