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NOTACION 

C nubosidad, adimensional. 

CA calor especifico del aire húmedo, en J/kg ºc. 

Cp calor especifico de la salmuera, en J/kg ºc. 

dt dlas contados a partir del 21 de junio hasta el dia en que se 
expone el estanque a la radiación solar, en dlas. 

de 
dZ 

dT 
dZ 

dY 
dZ 
e 

ea 

gradiente de presiones de vapor, en mmHg/m. 

gradiente de temperatura, em °C/m. 

gradiente de fracción masa, en kg vapor/kg aire húmedo m . 

presión de vapor, en mmHg. 

presión de vapor en el aire, en mmHg. 

e~ presión de vapor en la superficie del agua, en mmHg. 

EH difusividad turbulenta de calor, en m2/s. 

EM difusividad turbulenta de masa, en m2/s, 

Ev evaporación del agua, en kg/m2s. 

fCC) función de nubosidad. 

fC Vv) : función del vi ente. 

g aceleración de la gravedad, m/s2
• 

h coeficiente de transferencia de calor, en W/m2 ºc. 

hCZ:> !~nción de transmitancia de la radiación, adimensional. 

HCt) r2diación solar incidente, en J/m2 dla. 

K conductividad térmica de la salmuera, en J/dia ºc. 

Kg conductividad térmica del suelo, en J/dia ºc. 

Ky coefici~nte de transferencia de masa en fracción masa, en kg 
vapor/m s. 

Pa presión atmosférica local, en mmHg. 

Qp energia perdida hacia la atmósfera. 

r fr2cción reflejada de la radiación incidente. 

t 1.11;1upo, en dias. 
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Tci t.emperalura ambienle,c en ºc. 

Tg t.emperat.ura en el. sumidero, en ºc. 

Ts t.emperatura en la superficie del 

Tciv temperatura virtual de u~a capa de vapor en contacto con la 
superficie del agua, en K. 

Tsv : temperat.ura virtual del aire, en ºK. 

T1Ct.) : temperatura en la zona I al t.iempo t., en ºc. 

TuCZ,t.): temper~tura en la zona II a la profundidad Z y al t.iempo 
t., en C. 

TinC t.): temperatura en 1 a zona III al tiempo t., en ºc. 

Vv : velocidad del viento, en m/s. 

w frecuencia angular, en radianes/dia. 

Y fracción masa del vapor, en kg vapor/kg aire húmedo. 

Yci fracción masa del vapor en el aire. 

Ys fracción masa del vapor en la superficie del agua. 

Z : profundidad, em m. 

profundidad de la zona I, en m. 

Zz produndidad de la zona II, en m. 

profundidad de la zona ll:I:, en m. 

profundidad del sumidero, en m. 

espesor de la zona I, en m. 

espesor de la zona II, en m. 

espesor de la zona III, en m. 

di fusi vi dad molecular de masa, em m2/s. 

QT difusividad molecular de calor, en m2/s. 

~o const.ante de Bowen, adimensional. 

&ci emitahcia promedio de la atmósfera, adimensional. 

n fracción de la radiación penet.rant.e, adimensional. 

p densidad de la salmuera, en kg/m3
• 

pA densidad del aire húmedo, en kg/m3
• 
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o : const..ant..e de St..efan-Bol t..zmann, en W/mz °K4
; 

9'(Z, t..) : energia penet..rant..e a una pro:fundidad Z. 

"' radiación solar, en J/mz dia. 'l'eot 

'Í'O.lm radiación at..mosférica, en J/mz dia. 

'Í'o.guo. 
: radiación del agua del est..anque, en J/mz dia. 

'Í'evo. : calor t..ransferido por evaporació, en J/mz dia. 

'Í'conv : t..ransferencia de calor sensible, en J/mz dia. 

"' radiación at..mosférica incident..e, en J/m
2 

dia . .,.. o.l 

,Po.r radiación at..mosférica reflejada. , en J/mz d1a. 

,Pl energia provenienle de la zona II, en J/m
2 dia. 

q,
9 

energia perdida hacia el sumidero, en J/mz dia. 
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1. INTRODUCCION 

El desarr c::inÓ ··~ c:l:;.,:f Ú.;,nt.~~: él.it.er na t.i vas . de energia es. 

dia, una tarea impost.ergable; el uso de energéticos t.radicionales 

está llegando a su f'in, ·pues su agotamiento ocurrirá en un futuro 

cercano y aún no existe consenso sobre cuales deberian de ser las 

fuent.es alt.ernativas de energia que deben desarrollarse. 

Aunque la energia solar se ha presentado desde hace tiempo 

como una opción at.ractiva, su desarrollo cint.ifico y tecnológico 

est.á apenas es su fase inicial. El aprovechamient.o ópt.imo de la 

energia solar se ha enfrent.ado a dos problemas fundamentales: ¿ cómo 

capt.ar la mayor energia posible ? y ¿ cómo almacenarla en forma 

eficient.e y rentable ?. 

Tradicionalment.e se ha buscado resolver es t. os problemas 

mediamte el perfeccionamient.o de celdas y acumuladores solares, sin 

embargo el perfeccionamient.o no ha logrado abatir. los costos, los 

cuales son todavia muy alt.os, impidiendo la generalización de la 

t.ecnologia solar. 

A diferencia de las celdas y acumuladores, que son ampliament.e 

conoc1dos, existe otra forma de aprovechamiento de la energia solar 

a la quro· no se ha prestado la atención debida, nos referimos a los 

Eela.nquea sola.rea. 

Un estanque solar posee la cualidada de captar y almacenar la 

energia r eci bi da en una misma en ti dad. 1 o cual representa una 

ventaja sobre las celdas y acumuladores. El est.anque solar abre, 

as1, grandes perspectivas en el aprovechamient.o de la energia solar 

de un modo más compet.itivo. 

Ahora lro describiremos brevemente. Un est.anque solar es un 
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depósito de agua con una salinidad variable; consiste, generalme~te, 

de t,;res zonas horizontales: una zona superior con nula salinidad; 

una zona intermedia donde la salinidad aumenta progresivamente con 

la profundida; finalmente una zona inferior con una salinidad 

constante y densidad mayor que las demás. 

El estudio de los estanques solares se inició a principios de 

siglo, desde entonces los modelos matemáticos que describen su 

comportamiento han mejorado notablemente. 

Es en este contexto que el presente trabajo se plantea un doble 

propósito, por un lado promover el conocimiento y el estudio del 

ESlanque sotar dada su gran importancia; por otro, contribuir en el 

mejoramiento de los modelos matemáticos que describen su 

funci onami en to. 

Hasta ahora los modelos propuestos han centrado su atención en 

la zona inferior, zona donde se almacena la energia recibida; 

nuestro trabajo plantea y resuelve por primera vez un modelo 

matemático que describe el comportamiento térmico de las tres zonas 

del estanque; se optiene, asi, un perfil de temperaturas a cualquier 

tiempo y profundidad. 

La exposición se inicia con un poco de historia sobre el 

estanque, en el capitulo dos, a la vez que describimos brevemente '-" 

que consiste; en el capitulo siguiente, analizamos el comportamiento 

térmico de la zona superior sin considerar la influencia de las dos 

zonas restantes. En los ca pi tul os 4 y 5 se plantea y rel uel ve el 

modelo matemático para las tres zonas del estanque; finalmente, en 

el capitulo seis, se analizan los resultados obtenidos. 



2. ESTANQUE soCAR~DE GRADIENTE SAl..;INO 

2. 1 DESCRIPCION 

Los estanques solares de gradiente salino son depósitos de agua 

con una salinidad que varia con la profundidad. Consisten, 

generalmente, de tres zonas: una capa superf'icial relativamente 

delgada C alrededor de O. 3m ) , homogénea y convecti va; una zona 

intermedia no convectiva con gradientes de salinidad y temperatura, 

con un espesor aproximado de 1 m; finalmente, en el fondo, una zona 

convectiva. La profundidad promedio de los estanques solares oscila 

entre los a y 3 metros. 

La zona no convectiva transfiere calor únicamente por 

conducción, la radiación térmica no se produce ya que el agua es 

opaca a la radiación para las temperaturas de operación del 

estanque. Los es·lanques solares tienen la ventaja de ser al mismo 

tiempo captadores y almacenes de la energia recibida. Dado que un 

espesor de un melro de agua no convectiva es aproximadamente 

equj V3.lente a seis' centimetros de material aislante, la zona de 

grado o?nle salino aisla a la zona inferior, donde se almacena la 

energla. La capacidad de almacenamiento depende de la profundidad y 

puede variar ampliamente. 

2. 2 HISTORIA 

El pr.i,mer estudio sobre estanques solares fue publicado por 
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Kalecsinsky en 1902 [2), el observó que varios lagos de Transilvania 

llegaban a tener temperaturas hasta de 70°C debido a la radiación 

solar. Su estudio se mantuvo olvidado hasta que fueron propuestos 

como captadores y almacenes de la energia en 1948 por R. Bloch en 

Israel, iniciándose su estudio formal 10 a!'!os después. La teoria y 

la fisica del estanque solar fue formulada durante los primeros a!'!os 

de la década de los sesentas; una nueva teoria que extiende su 

aplicación a grandes depósitos de agua salada, como el mar Muerto, 

fue desarrollada al inicio de los setentas. 

El primer estanque sol ar con un área de 600 2 
m en el mar 

Muerto entró en operación en 1960, obteniéndose temperaturas de 

hasta 96°C en el fondo. Dos estanque solares más fueron construidos 

antes que el proyecto de estanques solares fuera abandonado. En 

octubre de 1973, al inicio de la crisis energética, el proyecto de 

estanques solares fue reiniciado en Israel. 

Los estanques solares han sido estudiados, aunque 

limitádamente, en Chile C3J, la Unión Soviética C4,5J, Australia, 

India y Canada. Recientemente Argentina, Francia y Espa!'!a han 

realizado estudios sobre el tema. Los estudios sobre estanques 

solarea en los E.U.A se iniciaron en la Universidad Estatal de Ohio 

con la investigación de sistemas de almacenamiento de calor. Fueron 

realizados estudios teóricos y experimentales en 1974 C6,7J; un 

estanque solar de 200 m2 se encuentra en operación desde 1975 C8,9J 

y un estanque solar de 2000 m2 fue construido para la ciudad de 

Miamisburg, Ohio. 

También la Universidad de Utah, la Universidad Estatal de Iowa y el 

Instituto de Investigación de Zonas Desérticas en Nevada han 

construido estanques solares. 
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z." PROCESOS FIS!CO:os 

La utilidad de l. os estanques solares para la captación y 

al macenami en lo de~ ener gi a sol ar depende de la proporción entre la 

energia captada,• el cal.ar perdido y la capacidad de almacenamiento. 

La utilidad tambia.én depende del costo de mantenimiento de la zona no 

convecti va, la cu;;;cal provee el aislamiento térmica. 

La distribuc==ión de la energia solar absorbida, el calentamiento 

resul tanle en el • eslanque y el intercambio de calor con el subsuelo 

han sido discull=dos por Tabor C10J, Weinberger (11J y por Rabl y 

Ni el sen (12l. La radiación solar incidente que es absorbida por las 

capas de agua, es= una :f"unción complicada debido a la variación del 

coeficiente de ab~osorción con la longitud de onda. Muy poca radiación 

de longitud de on•nda mayor que O. 7 µm penetra más allá de 1m de la 

superficie del sa~¡ua. Una gráfica de la f'racción de energia total 

transmitida a una.a. profundidad Z de la superficie es mostrada en la 

fig. 2.1; la profundidad es tomada como Z/cosC8r), donde 

&r=20. 74ºc Cinde!99pendiente del sitio donde operará el estanque), 

lomando asi un vaI..ilor promedio para la radiación incident.e normal. 

H·.;.,4 -··¡ ·--

,,... ' ¡ 

! , ... ' 

r 

º' 
1 

j 

1 

º' 

Fracci.on Tranemi.li.da 

Fro.cci..on a.bsorbtdo. 

fig. 2.1 Fra=cidn de energía transmi t.ida a la profundidad z. 
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La curva de energia lransmilida delermina el funcionamienlo del 

eslanque solar, ya que la energia disponible para ser ulilizada a 

una profundidad Z es juslamenle la fracción de energia trasmitida a 

esa profundidad. El funcionamiento depende enlences crilicamenle de 

la conslilución de cada una de las capas. 

La capa superior absorbe la radiación incidenle pero contribuye 

muy poco a su relención. Es convecliva y casi isotérmica para 

periodos en los cuales hay enfr i ami enlo en la superficie, 

lransmiliendo calor hacia la superficie por convección; pero es 

libia en la superficie y no convecliva cuando la superficie eslá 

fuerlemenle calentada. Su comporlamienlo es lolalmenle desfavorable, 

transfiere calor hacia la superficie por convección pero únicamente 

por conduce! ón hacia el i nler i or; debe ser lan delgada como sea 

posible. 

En la zona intermedia se tiene un gradiente salino, es enlences 

no convecliva y sirve como aislante de la zona de almacenamiento. 

Mantiene la diferencia de lemperaluras entre la zona superficial y 

la zona de almacenamiento. La diferencia de lemperaluras se debe al 

gradiente de lemperaluras provocada por el gradiente salino, a la 

conducción del calor h:-c:ia arriba proveniente de la zona de 

almacenamiento y a la rae .. , :.1 en penelranle. 

En la zona no convecliva se establece una estabilidad gravilacional 

como resultado de los gradienles salino y de lemperalura, de lal 

forma que la densidad en cualquier punto se incrementa con la 

profundidad. Ha sido moslrado [11] que el gradiente de densidad real 

debe ser un poco mayor que el requerido para la estabilidad dinámica 

para evilar que las oscilaciones producidas por alguna perturbación 

arbilraria destruyan la zona de gradiente. 
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Finá1nienüi, la zona más prof'unda~°"esc~convect.iya_y_~n~~lla se 

almacena la energia, su espesor e-s(á.~-carai::t:erizada por un mimino 

necesario dependiente de la radiación incidente recibida en la zona, 

del gradiente de salinidad en la zona no convectiva y de la pérdida 

de energia hacia el subsuelo, de tal manera que el aumento en la 

temperatura no provoque un gradiente de temperatura en la zona no 

convecti va que exceda los limites de estabilidad dados por el 

gradiente salino. 

Z ... MODELO MATEMATICO 

Dado que los estanques solares operan continuamente, los 

cálculos de su funcionamiento se simplifican notablemente; no hay 

necesidad de especificar el intervalo de tiempo en el cual el 

sis:tema almacena energia ya que esto siempre ocurre. La energia 

almacenada en un intervalo arbitrario de_ tiempo depende asi 

únicamente del valor promedio de la radiación incidente durante ese 

intervalo. Es fácil mostrar que si todas las cantidades relevantes: 

radiación solar incidente, temper2~ura en la superficie y radiación 

por transmisión en el estanque, se:. p12ciódicas con un periodo común, 

entonces para un valor medio de la extracción de calor, la 

temperatura media de extracción puede ser calculada exáctamente de 

los valores medios de la radiación solar, de la temperatura en la 

superficie y de la radiación por transmisión. 

La energia absorbida aparece en el estanque como calor. Una 

fracción n de la radiación penetrante es removida como calor 

utilizado. En nuestro análisis el calor~ removido se hace lo más 
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cerca posible del--fondo del- eslanque.-~Si --hacemos l_a fracción de 

calor removido igual a r¡I, donde I es el flujo de radiación 

penetrante a un profundidad Z dentro de la zona de almacenamiento, 

entonces el flujo de radiación penetrante abajo de este nivel es 

menor que el calor removido nI. creándose una diferencia de 

temperaturas que provoca una conducción de calor hacia abajo, 

mientras que la radiación a cualquier nivel arriba de Z excede el 

calor removido, el exceso es llevado a la superficie por conducción. 

De lo anterior se sigue que la temperatura debe decrecer arriba de Z 

por conducción de calor hacia arriba y desciende abajo de Z por 

conducción de calor hacia abajo. Exactamente a la profundidad Z la 

radiación penetrante y el calor removido se encuentran balanceados y 

no hay conducción de calor, manteniéndose la temperalura conslanle. 

Asi la lemperatura se increment.a desde la superficie del eslanque 

hasla su valor máximo a la profundidad Z y decrece a parlir de Z con 

la profundidad. 

Considerese el problema en una dimensión, es decir, supóngase 

que las dimsiones lat.erales del eslanque son mucho mayores que su 

profundidad. Las ecuaciones para cada una de las regiones son 

enlences [ 13J: 

a) Para la zona superior convect.iva se tiene un fluido perfectamenle 

mezclado, entonces: 

éJ T 
pCpt.21 ~ 

donde: 

K ~ ~ la - 0p + HC1 - r ) (1 - hCa) ) C2.1) 

HCl - r) (1 - hCa)): energ1a solar recibida en la 
zona a la profundidad Z1. 

13 



Qp : · energia perdida .hacia: la atmósfera:.· 

=-===~oo-=-=---===--===--co=-===~----=--==-----==-=------ --'=---==---=-'='~---'o=--=-=-2--=:='.==..o:.;~___:_~-C:-

K : ~t2= ~~~~~~~~~~.del call)r desd~ la zona. 

b) En la zona no convectiva existe un gradiente salino, la 

temperatura depende de la profundidad, entonces: 

iJ T 
pCp~ !z ( K : ~ ) - HC1 - r) d~~Z) ca.ª' 

donde Hc1 - r) dhCZ) l di i l b bid l --c¡z-- es a ra ac 6n so ar a sor a por e agua. 

c) Para la zona de almacenamiento: 

iJ T 
_,c'.'.:pC Z3 - Zz) ~ Kl : ~ IZD - K : ~ IZz + HC1 - .r)hCZz) - U 

.ca. 3) 

donde: HC1 - r)hCZz): radiación solar absorbida en la zona. 

iJ T 1 Kt ---¡;--z- Z3: pérdida de calor hacia el subsuelo. 

iJ T 1 K .,.-z- Zz: conducción de calor hacia la zona superior. 
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-------=-=--=--=~=--'""'--= 
--~==-=-o-=--=-=-==--'--=-'--"'--- -

Generalment.e se cree que la ú'}iC:~ aplicaciói:> de los -esfanqüés~ 
- - -

solares es la generación de energia éléctrica, ·sin-e,mba~go-existen 

muchas más, por ejemplo: 

a) Desalación de agua. 

b) Producción de sal. 

e) Calent.amient.o de aire. 

d) Calefacción de edificios. 

e) Secado solar. 

f) Enfriamient.o de edificios. 

g) Cocinado de alimentos. 

Cada una es det.allada en la referencia C13l. 
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B.1 INTRODUCCION 

3. BALANCE DE ENERGIA AGUA-ATMOSFERA 

EN EL ESTANQUE SOLAR 

El comportamiento térmico de un estanque solar está determinado 

por los flujos de energia recibidos del medio ambiente, asi como de 

las pérdidas de energia por flujo hacia el exterior. Ahora haremos 

un análisis del comportamiento térmico de la zona superficial del 

estanque realizando un balance de energia agua-atmósfera, donde la 

influencia de las zonas inferiores será tomada en cuenta únicamente 

como una energia promedio conducida hasta la zona superior. 

La zona superficial recibe energia por: radiación solar de onda 

corta, 4',.ol radiación atmosférica de onda larga, it>alm y el calor 

proveniente de la zona inferior <Pl • Las pérdidas de energia se 

deben a: la radiación de onda larga emitida por el agua del 

estanque, "' ; o.gua. 
el calor transferido por evaporación, 

pérdida de calor por transferencia de calor sensible, ,Pconv" No se 

toma en cuenta la energia contenida en la lluvia precipitada y en el 

agua evaporada, tampocci el calor perdido por las orillas· del 

estanque, su valor es de mucho menor orden. Los di fer entes 

mecanismos son ilustrados en la fig. 3.1. 

"' + sol 
+ 4' aguo. t/>conv 

(3.1) 
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1~sol 1~alm T~agua T~eva T~conv 

r~r~l 
fig.3.1 Balance de energía en la zona I. 

9. 2 RADIACION SOLAR 

El Sol se comporta aproximadamente como un cuerpo negro que se 

encuentr,a a una ~emperatura de 576Z°K, emitiendo radiación con un 

máximo en 0.6 µm de longitud de onda. La cantidad de radiación solar 

recibida sobre una superficie de área unitaria normal a la radiación 

y fuera de la atmósfera terrestre se llama constante solar; varia 

durante el a~o pues depende de la distancia Tierra - Sol, pero puede 

tomarse como valor promedio 1363 W/m2
• 

La radiación solar de onda corta C0.3µm-4.0µm) incidente en la 

capa exterior de la atmósfera terrestre es transmitida a la 

.superficie de la tierra a través de la atmo'2'.fera. Aún a cielo 

c;lespejado, la atenuación de la radiación ocurrE ckbi do a procesos de 

dispersión y absorción de los componentes de la atmósfera. La 

presencia de nubes provoca una atenuación mayor de la radiación. El 

cálculo de la radiación solar que penetra la superficie del agua 

debe lomar en cuenta: la radiación solar recibida en la capa exterior 

de la atmósfera, la radiación solar recibida en la superficie del 

agu;i. a cielo despejado y nublado, asi come: la radiación solar 

reflejada en la superficie del agua. 
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Cada uno de-•los té-rminos anterio~es -es geheralment.e una fuhC:ión 
,-,, 

muy complicada pues.· i nvol ucr a un gran n°úmer o de variables , como son: 
-. - ' -

la constante solar, !'a-distancia Tierra - Sol, la posición del Sol a 

lo largo del af'ío en el firmamento, que a su vez depende de la 

lalitud; también se debe tomar en cuenta la dispersión y absorción 

de la radiación por cada uno de los componentes de la atmósfera, la 

nubosidad, etc. 

Existen en la literatura [141 expresiones para cada uno de los 

términos anteriores, pero no serán usados en el presente trabajo ya 

que la ecuación diferencial obtenida con ellos seria poco manejable. 

Aqui utilizaremos las expresiones utilizadas por Rabl y Nielsen (121 

para calcular la energia penetrante a una profundidad Z: 

tp(Z, t) HCt.Xl - r)hCZ) (3. 2) 

donde HCt): radiación incidente en la superficie. 

r : fracción reflejada de la radiación incidente. 

hCZ); función de transmitancia de la radiación. 

En el método de Rabl -Ni el sen HC t) es el promedio global de 1 a 

radiación solar incidente por unidad de área horizontal en la 

superficie: 

HCt) ¡:¡ + Ho ces ( w< t+dt)) (3. 3) 
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donde dt =O el 21 di junio ~ w es la r~ecuencia angular 

calculadas experimentalmente para el lugar donde se instalará el 

estanque; existen datos calculados ·indirectamente para todos los 

puntos de la República Mexicana que no cuentan con una estación 

meteorológica [15,16,1 ?J. Se han dado varias expresiones para la 

runción de transmitancia hCZ), aqui utilizaremos la propuesta por 

Bryant y Colbeck [28J por ser de gran simplicidad: 

(3. 4) 

donde a = O. 36 , b = 0 .. 08 CZ eri. metros) y. &r .;,· 20. 74°. 

La expresión rinal para la radiación solar recibida a una 

prorundidad Z es: 

C3. 5) 

4> •ol : r adi ación ~e onda cor ta r eci bi da del 
Sol, en J/m dia. 

w rrecuencia angular, en radiane:s/dia. 

t. dias contados a prtir de iniciada la 
operación del estanque, en dl as. 

r rracción rerlejada de la radiación 
indident.e. 

dt dias contados a partir del 21 de junio 
hasta el dia en que se expone el estanque 
a la radiación solar, en dias. 

Z prorundidad, en m. 
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3. 3 RADIACION DE LA ATMOSFERA 

La radiación de onda larga emitida por la superficie terrestre 

es fuertemente absorbida por los componentes de la atmósfera, 

principalmente por el vapor de agua, ozono, dióxido de carbono y 

oxigeno. De acuerdo con la ley de Kirchhoff los constituyentes de la 

atmósfera emiten radiación en la misma proporción que la absorben. 

La magnitud de la radiación atmosférica es generalmente más 

grande que la radiación solar recibida en la superficie del agua, 

siendo la segunda en importancia, únicamente superada por la 

radiación emitida por el agua El análisis de la radiación tiene 

como punto de partida la ley de Stefan-Boltzmann: 

donde 

C1 

C3. 6) 

radiación de la atmósfera a cielo despejado,en 
W/m

2
• 

constante de Stefan-Boltzmann 
W/m2 °K 4

). 

e 6. 66x10-e 

& emitancia promedio de la atmósfera. 
a. 

T temperatura ambiente, en °K. 
a. 

En apariencia la descripción es simple, sin embargo la 

determinación de la emitancia de la atmósfera no lo es. Se han 

propuesto varias fórmulas empiricas para la emisividad de la 

atmósfera, pudiéndose agrupar en dos categorias: las que asumen para 

&a. una dependencia de la humedad relativa y la temperatura, y las 

que consideran a &a.como una función únicamente de la temperatura. 

Una expresión sencilla para &a. que depende únicamente de l« 
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temperatura es .dada P.ºr. Swinbank · e 18 .1.9l: 

·'" .' 

e ·= 9.37~·0-~,~~';;:;~~ ~en °K C3. 7) 
e ~~:,.;-·· ,:_a. 

La fórmula de Swinbank ha sido ampliamente usada con muy buenos 

resultados en lugares tan distantes como Alaska y Australia, es muy 

recomendada para temperaturas mayores de 4°C. 

La presencia de nubes aumenta la radiación atmosférica, su 

comportamiento es cercano al de un cuerpo negro; su efecto es lomado 

en cuenta incluyendo un factor que depende de la nubosidad. De las 

varias fórmulas propuestas, una relación sencilla y ampliamente 

usada fue sugerida por Bolz CGeiger 1965), 

fCC) (3. 8) 

donde k e~ una constante con valor de 0.17 e Wunderlich 1972) y Ces 

la nubosidad, la cual debe ser determinada experimentalmente para el 

sitio donde operará el estanque 

superficie del agua es entonces: 

e 
a 

o T' fCc) 
a 

La radiación incidente sobre la 

(3. 9) 

En promedio un 3% de la radiación atmosférica incidente es 

reflejada, la radiación reflejada es simplemente: 

(3.10) 

Se puede ahora calcular la radiación atmosférica que penetra la 
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superficie del agua: 

4> o.lm 
4. 415x10-B e T + 273. 2 )" Cl + o. 17 C2

) 
C1 

C3.11) 

</> : cilm 
radiación atmosf"érica ne~a que 
absorbe en el agua, en J/m dia. 

se 

C nubosidad. adimensional. 

T Temperatura ambiente, en ºc. 
" 

Se puede calcular la temperatura ambiente mediante una relación 

ampliamente usada: 

Ta Tcip + Tcio cos ( wC t.+dt) - da ) (3.12) 

donde las constantes Tcip, Tcio y d~ son calculadas experimentalmente 

p!ra el sitio donde operará el estanque. 

S,4 RA.DIACION DEL. AOUA 

El agua emite radiación de onda larga C6. Sµm 100µm) y 

constituye l.a mayor componente en el. intercambio de calor en la 

~uper:licie. Puede ser fácilmente calculada dado que la emisividad 

del agua es conocida con bastante precisión. Estudios realizados por 
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él 

(3.13) 

rad{ación ·:eniitida 'por el agua, 
J/m2 dia. 

en 

T~ tem~eratura en la superficie del agua, 
en C. 

B.~ PERDIDA DE CALÓ
0

R POR EVAPORACION 

La pérdida de calor por evaporación es la suma de la energia 

necesaria para la evaporación C proporcional al calor latente), y 

la energia contenida en l.a masa de agua evaporada C calor sensible 

) ; la magnitud de la segunda es despreciable con respecto a la 

primera y no será tomada en cuenta. 

La evaporación desde una superficie de agua expuesta al medio 

ambiente puede ocurrir por convección fo'rzada, provocada por algún 

agente ext.erno, o por convección libre, pr-0vocada únicamente por 

fuerzas de flotación. 

En la evaporación se presenta una transferencia de masa a través de 

un gas, el aire. La evaporación total está dada por la difusión 

molecular y turbulenta, asi como por el vapor arrastrado por el 

movimiento global del aire húmedo. La evaporación queda entonces 

representada por la ecuación: 
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C3.14) 

Ev. eva¡;or~~i6n del agua, en kg/m2 s . 
. :-_ .. _-.".''";'- --- -- . 

Y.·: :'fr'a:cci·ón masa del vapor, en kg vapor/kg aire 
'húmedo. 

CtM 

EM 

dY 
dZ 

difusividad molecular de masa, en m2/s. 

difusividad lurbulenla de masa, en m2 /s. 

densidad del aire húmedo, en kg aire húmedo/m8
• 

gradiente de fracción masa, en kg vapor/kg aire 
húmedo m . 

La difusividad lurbulenla no es fácil de calcular con exactitud, 

haciendo poco práctica la ecuación anterior.La transferencia de masa 

es enlences representada mediante una relación empirica: 

Ky C Y• - Yo. ) C3. 16) 

Ky coeficiente de transferencia de masa en fracción 
masa, en kg vapor/m2 s. 

Y~ fracción'masa del vapor en la superficie del 
agua. 

Yo. fracción masa del vapor en el aire. 

sustituyendo, obtenemos: 

Ev Ky 
C Ya - Yo. ) (3.16) 

1 - Ya 

24 



Podemos expresar la ecuación anterior en presiones de vapor 

utilizando para la fracción masa, la aproximación del gas ideal: 

Ys (3.17) 

Yo. 0.628 eci/Pa C3.18) 

ea presión de vapor en la superficie del 
agua, en mmHg. 

ea presión de vapor en el aire, en mmHg. 

Po. presión atmosférica local, en mmHg. 

la ecuación,se,transforma en 

Ev 0.688 Ky e ea - eo. ) C3. 19) C Po. - O. 688es ) 

La presión de vapor de saturación es una función de la temperatura 

de la superficie del agua. Se han propuesto varias fórmulas 

empiricas, aqui utilizaremos la expresión debida a Murray [81J: 

e. " ( 4157 162. 9x10 exp T: + 839 ) C3. 80) 

eo. ( 1 ~~ ) 168. 9x10" exp ( -T-:-!-1-~-~-9- ) C3. 2D 

donde hr es la humedad relativa, en por ciento. 

Para temperaturas en la superficie del ag_ua menores que 50 ºe 

podemos despreciar el término 0.622e< con respecto a Po. (representa 
r 

menos del 8X), además definimos 01 coeficiente de transferencia de 
,. 

.¡ 
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masa en presiones parciales Ckg vapor/m2s mmHg) como: 

Kp 

entonces: 

0.622Ky 
Po. 

Ev 

(3, 22) 

Podemos ahora obtener el coeficiente de transferencia de calor 

mediante la relación de Lewis [22]: 

(3. 24) 

h coeficiente de transferencia de calor, 
en W/m

2 ºc. 
CA calor especifico del aire húmedo, en 

J/Kg °C. 

Mediante las ecuaciones (3. 22) y C3. 24) podemos determinar Kp, 

teniendo asi una expresión completa para Ev. El calor latente de 

evaporación puede ser calculado mediante la expresión: 

Lv 2500 - 2. 39Ts [ ~~ ] (3. 25) 

Finalmente obtenenemos la perdida por evapor·aci ón 

multiplicando la evaporación por el calor latente de evaporación: 

<Pava LvEv C3. 213) 

Es frecuent,e la utilización de relaciones empiricas dependientes de 

la velocidad del viento para la determinación de <P : 
r evo 

í:;;b 



fCVv)Ces - e<>) C3. 27) 

fCVv) ·función-del viento, en W/m2 mmHg. 

velocidad del viento, medido a 2m 
el nivel del agua, en m/s. 

Comparando ambas ecuacion"05- obtenemos: 

fCVv) KpEv (3. 88) 

a) EVAPORACXON POR CONVECCXON FORZADA 

Las expresiones empiricas generalmente usadas en la 

determinación de fCVv) son del tipo: 

fCVv) a + bVv (3. 29) 

donde a y b son constantes. 

Marciano-H3rbeck [18J proponen una ecuación que tiene buena relación 

con los d:;tos experimentales de evaporación en Lago Hafner· en 

Oklahoma, E.U.A.: 

f'CVv) 4.96Vv C4. 30) 

en unid;;.de:o de energia y a nivel del mar. Para cualquier presión 

barom~lr:~a C en~mmHg) la expresión toma la f'orma: 
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La energia perdida por convección !'orzada es. ent.onces: 

3769. 6Vv Ces _ ea:> 
Po 

b) EVAPORACION POR CONVECCION LIBRE 

(3. 31) 

(3. 32) 

Para det.erminarla se t.oma como modelo la t.ansf'erencia de calor 

por convección libre ent.re una placa de dimensión L a la t.emperat.ura 

superf'icial Ta y el medio ambient.e que se encuent.ra a una 

t.emperat.ura Ta. En un est.anque la convección es predominant.ement.e 

t.urbulent.a; Ryan y Harleman [18J, bajo est.e supuest.o, usaron las 

propiedades del aire en condiciones normales para obt.ener una 

expresión al nivel del mar: 

(3. 33) 

donde /J.e Ts - Ta 

Como la densidad del vapor es menor que la del aire, la evaporación 

cont.ribuye a increment.ar las f'uerzas de f'lot.ación; Ryan y Harleman 

usaron una dif'erencia de t.emperat.uras virt.ual en lugar de la 

dif'erencia real para t.omarlo en cuent.a. 

Tav - Tav (3; 34) 
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T11v temperatura virtual de- una capa de_ vapor;.en-
contacto con la superficie del agua,·en '!K. 

To.v t.emperat.ura virtua.1- de!l aire. en-_.~K. · 

La temperatura virt.ual se obt.iene igualando_ las_ den;;.idades del aire 

seco y húmedo a la misma presi6n_, considerando, sus propios pesos 

moleculares. 

Tav Ts +273.2 C3. 35) 
1 - O. 378es/Po. 

Tav Ta + 273.2 C3. 36) 
1 - 0.378ea/Pa 

Finalment.e obtenemos la expresi6n para la pérdida de calor por 

convecci6n libre para cualquier presi6n: 

<Pevo. 
___ 9_o_7_5_._3 _____ Aei/B e es - ea) 

P 1
/

9 C Ta + 273. 2 ) 
C3. 37) 

C1 

C) EVAI'ORACION POR CONVECCION LIBRE Y FORZADA 

Cuando la evaporación por convecci6n libre o forzada puede ser 

despreciada tenemos las ecuaciónes que nos permiten calcular la 

pérdida de energia, debemos ahora obtener una expresi6n para el caso 

en que ambas se encuent.ran presentes. 

Un crit.erio para saber cuando podemos despreciar una de éllas , dado 
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por Ozisil: [23l y Kreit.h l24l, consist.e en evaluar el cocient.e 

adi mensi onal , 

•giAe 

que represent.a la relación ent.re las fuerzas de flot.ación y las de 

inercia C g es la aceleración de la gravedad ). Cuando la relación 

es del orden de la unidad, ambos fenómenos deben t.omarse en cuent.a. 

Suponiendo que fCVv) se expresa en la forma : 

fCVv) a + bVv 

Ryan y Har le man encuent.r an 1 a expresión general par a cuando ambos 

proceso est.an present.es: 

4' evci [ 
9075. 3 Ae1

/
3 

. 

P 1
/

8 e Ta+ 273.a) 
(1 

+ 3100.SVv] p.,. ce .. - ea:> 

a.o TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONVECCION DE CALOR SENSIBLE 

La t.ransferencia de calor sensible, al igual que la de masa, se 

lleva a cabo por difusión molecular y t.urbulent.a, quedando 

representada por: 

'Í'c:onv 
(3.40) 
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Generalmente es 

que la medición 

<Pconv flujo de calor sensible, en W/m
2

• 

a difusividad molecular de calor, en m2/s, 
T 

EH difusividad turbulenta de calor, en m2/s. 

p,,. densidad del aire húmedo, en kg/m8
• 

CA calor especifico del aire húmedo, en 
J/'Kg ºc. 
gradiente de temperatura, en °C/m, 

temperatura, en ºc. 

z altura sobre el nivel del agua, en m. 

dificil evaluar <Pconv de la ecuación anterior dado 

dT 
de ªT' EH y -¡jz- no es posible realizarla con gran 

precisión. rJ>conv es entonces evaluada por el método propuesto por 

Bowen [ 25 J en 1 926. Bowen establece que el calor sen si ble se 

relaciona con el de evaporación; despreciando la difusión molecular 

Y considerando que las difusividades turbulentas de masa y calor son 

iguales, las expresiones para ambos proc•asos son: 

<Pconv 

t/Jevo. 

t/Jconv 

dT 
dZ 

dY 
dZ 

dT 
-¡jz-

EH CA 

(o. 622Lv 

31 

dT 
dZ 

EM ~~ )/Po. 

C3.42) 

C3.43) 



de 
dZ g~adient"'· de'présionescde ·vapor, en mmHg-".'m. 

e presión de 

Al discretizar los gradientes, hacer .EH . = EM ·: y·~substituir los 

valores para CA y Lv obtenemos: 

CA !:J.T 
0.00065Pc 

C O. 622Lv )!:J.e 
C Ta - Ta. ) 
e es - ec ) (30 (3.44) 

donde {30 es la constante de Bowen: la expresión final es entonces: 

C3. 45) 

!l. 7 ENERDIA' PROVENIENTE DE LA ZONA INFERIOR 

La zona II del estanque asi como la inferior se encuentran a 

una temperatura mayor que la zona superior; el calor es transmitido 

por conducción hacia la zona superior, tomaremos un valor promedio 

para dicha transferencia, la cual será justificada en el capitulo S. 

3. 024x10-cs J/m2 dia C3.46) 

a. a BALANCE DE ENEROIA 

La ecuación general para la conservación de la energia es: 

éJ T1CZ,t) 
éJ t 

iJ TCZ, t) 
+ Vz éJ Z ] 

38 

éJ TCZ, t) 
éJ z ) + FCZ, t) 

(3.47) 



fo1rcZ,t)dZ 

Hacemos la suposición de que en la zona I tenemos .. una. _.fluido 

totalmente mezclado, es decir, la temperatura es independiente de. la 

profundidad, entonces: 

TIC Z, t) :: T1C t.) T11 

por lo tant..o 

tenemos entonces: 

éJ T1CZ, t) 
bZ 

o 

pCp.AZi 
.dTxCt.) 

dt. 
fCZ, t) 

Resumiendo los resultados anteriores tenemos: 

f'CZ, U 4',.ol + </Jalm + 

donde: 

"' -L </Ja.gua. - <P,.va. - </Jeonv [-!-] 
m dia 
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C3.50) 

C3. 61) 

(3. 62) 

(3. 53) 
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C3. 55) 

(3. 69) 

<Pevci (~)~. /!!• + 
.Pci 

3100.BVv] · Pci .C es ..., ea ) (3. 59) 

rcz. u·· (3. 61) 

dTa 
el l 

l 
b'Zpep 4>ci9uci </>evá -

cp··· l (3. 62) 
conv r 

Tenemos, finalmente, la ecuación que nos describe el comportamiento 

térmico de la zona superior. ahora debemos resolverla. 

3." SOLUCJON DEL MODELO 

La ecuación (3.62) se resuelve por dos métodos: mediante el método 

numérico de Runge-Kutta y resolviendo la ecuación diferencial 

ordinaria que se obtiene después de linealizar. 

a) METODO NUMERICO 

El programa se realizó en Pascal y se muestra en el ANEXO A. Las 
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fig.3.2 Temperatura en la 2íR'iJ!Íbeh~~Trior CMélodo Numérico). 

-- NUMERICAl.IENTE o TEM. AMBIENTE 

temperaturas encontradas para cuatro diferentes profundidades de la 

zona I se muestran en el ANEXO 8. Se ha supuesto una temperatura 

inicial de 20°C al momento de entrar en operación el estanque. 

Observamos que la temperatura es prálicamenle independiente de 

la prof'undidad, al menos para los casos considerados aqui. Este 

mismo comportamiento será encontrado al hacer el análisis global del 

estanque, como puede verse al comparar T1Ct,) en los ANEXOS E a L. 

En la f'ig.3.2 se han graf'icado los dalos mostrados en el ANEXO 
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8, para la profundidad o. 1m, . asi. 'coino :.lª .. temp~~atura ambiente. Se 

obser ..,,.~_ºqu_e_ el"l J.'odo~.momen to~la~.temper;a t ur-,á.;,~ae&e~t~anCfue:eS--m~yor que 
-o·._·.,---; ·=·' "";~·L~/~~-:~_~:~;2_ -~~r.::!,=-.,'o=!--:O ·- -

la temperatura ambient.e; e~ft:e r'esultaci¡,, .dfferl.rá notablemente del 
, .. '.\ ~ -. '.- ,.-~-·, -' -- ' .. - . 

encontrado al analizar el cómportami entci glob~l de las tres zonas, 

alli observaremos que la temperatura ambiente no siempre es mayor 

que la temperatura de la zona superior. El resultado encontrado aqui 

se debe a que hemos trabajado bajo el supuesto de que toda la 

radiación incidente queda atrapada en la zona superior. 

b) METODO ANALITICO 

Primero se linealizará cada uno de. los térniinos que no lo sea: 

<P o.tm 

<P o.lm 

<Po.gua 

4. 415x10-e C To. + Z73. Z )"C1 + 0.17 C2 :Í 

As C 4. 415x10-8 )C 1+O.1 7C2
) =4. 603x1 O-e 

Az Z73. a 

-3 
Cs = 4. 743x10 

(3. 63) 

(3.64) 

Dado que la expresión para <Pevo. propuesta por Ryan y Harleman C3.39) 

no es fácil de linealizar, utilizaremos una relación más manejable 

[Cl9J: 

<Pevo. 
Ca' +b' Vv) ( Ce Ta - d) - hrC cTo. - d) ) 

36 



a'.= 6. 22x10~ 
J mbar. ]-

</leva (3. 65) 

<fJ evo. 

EzT• - E3 cos ( wCt..+dt..) - da J - E4 (3. 66) 

-4 
4. 87x10 Pa 

Ez EtCa'+b'Vv) 

Ea EtC a' +b' Vv)Tao 

= EiCa'+b'Vv)Tap 

Subsliluyendo oblenemos: 

1 
~pCp 
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Sea 
1 { cu AZtpCp 

+<f\ C1A" - 03 + E" l.-
2 

(3.68) 

1 
·1 4A

9
C1· + ~ + Ez} az AZtpCp 2 

C3. 69) 

1 { HoCl - r) [ bln( 
z ) ] } Ct!I AZ1pCp 

a - coser 
(3. 70) 

1 { 6A!5A1Tao + Dz + Es } et" = AZtpCp 2 

(3. 71) 

enl.onces: 

ru - etzTs + c;s cos(wet..+dl.)) + °'" cos(wct..+dl.) - da) (3. 72) 

La solución es: 

TsCl.) Tsl e -c;zl. + ~~ (1. - e -=l.) + -et-~---~-.,,-2-{ c;sw [ sen ( wC l. +dl.)) -

-CtZl. ] senCwdl.)e + etzets [ cos ( wC l.+dl.)) - cosC wdl.) e -c;zl.] + et4W 

[ sen ( wC t..+dl.) - da) - sen ( wdl. - da) e -=l.] + etzCX4 [ 

cos(wct..+dl.) - da) - cos( wdl. - da)e-=l.] } 
(3. 73) 
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fig.3.3 Temperatura en la zona sup~rior (Método Analítico). 

TIEMPO (DIAS) 
+ ANl.LITICl.MENTE O TEM. AMBIENTE 

Las temperaturas para la zona superior, encontradas mediante la 

ecuación (3.73), son mostradas en el ANEXO C para las mismas 

profundidades consideradas en el método numérico. Nuevamente 

encontramos que la temperatura es independiente de la profundidad. 

En la fi. 3. 3 se compara la temperatura del estanque con la 

temperatura ambiente, en tanto que en la fig. 3. 4 se comparan los 

resultados obtenidos con ambos métodos, numérico y' .. litico. 
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fig. 3. 4 Temperatm;.~M~On(oT.i.~) zona superior. 
-- NUMERIC.O.MENTE + .O.N.t.LITIC.l.MENTE 

La principal discrepancia entre ambos métodos ocurre cuando la 

temperatura alcanza un máximo; con el método numérico se obtiene una 

temperatura máxima de 31. 55°C mientras que con el anal1 tico la 

temperatura es de 30. 21 ºe, existe pues una discrepancia de 1. 34°C 

como máximo entre ambos métodos, lo cual representa menos del 4.5%. 

Ambos permiten dar una estimación razonable de las temperaturas en 

el estanque. 
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4; ANALISIS DE LA ZONA INTERMEDIA 

Ahora abordaremos el problema f'undamental, plantear y resol ver 

el modelo matemático que describe el comportamiento térmico de las 

tres zonas del estanque. En el presente capitulo se dará la solución 

para la zona intermedia, la cual .tendrá como parámetros las 

temperaturas de la zona superior e inferior, T1Ct) y TIII( t) 

respectivamente; es decir, la solÚ~ión .. de ia zona II asume una 

temperatura constante para las zonas I y nx, por la t?-nto, para 

conocer la temperatura en la zona n a un tiempo dado, debemos 

conocer la temperatura en las zonas x y nx a ese mismo tiempo. El 

modelo también asume que la zona intermedia se comporta como un 

aislante térmico que transmite integramente a la zona I el calor 

proveniente de la zona xn. 

4.1 PLANTEAMIENTO 

En la zona 11 tenemos un gradiente de salinidad C o densidad); 

la finalidad, como ya se dijo, es evitar la convección, tenemos 

entonces que no existe movimiento vertical de la salmuera, por lo 

tanto se debe tener que Vz=O; substituyendo este valor en la 

ecuación C3. 47) obtenemos la ecuación que describe el comportamiento 

térmico de la zona 11 Cver fig. 4. 1): 

a TnCZ,t) 
a t 

TnCZ.., D 

TuCZz, l) 

Tx 

Tnx 

z 
C< + 
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dZ : Z,.;$ z :$Zz. t> o (4.1) 

C4. cD 

(4. 3) 



..., 
i 

--, 

' 

. 1 

.. ) 

__ j 

_, 

- T11CZ, 0) 

2 
a 

tpC Z, L) 

fCZ,L) 

K_ 
pCp __ 

To 

dtpCZ, t.) 

dZ 

lip(Z1, t.) 

ZONA I 

ZONA II 

l<Pcilm 

ZONA III 

T<Pciguci 4> T eva T<Pconv 

lip(Z,t.) T <P, 

lip(Zz, L) 

T<P, 

fig. 4.1 Balance de energía. 

4. 2 SOLUCION 

Sea 

enlences: 

éJ TuCX,L) 
éJ t. 

ZCX) 

+ f'C X, L) . OS X Sl , L> O _ 
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C4. 4) 

é:4; 7) 

o 
Z1 

Zz 

-- C4. S) 

C4. 9) 

(4. 10) 



Tuco. q :r1 

Sea TuCX, D 

enlences: 

iJ ucx. t.) 
iJ t. 

UCO,t.) 

UC1, l) 

ucx ,Q) 

Si f'C X, D 

iJ ucx, l) 
iJ t. 

uco. t.) 

UC1, t.) 

ucx. Q) 

o 

o 

To 

o 

o 

a x2 

La solución es conocida y t.iene l~ f'orma: 

ucx. t.) -e nn(3)
2

t. E An e sene nnx:> 
(1) 

n=: j 
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C4.1D 

(4.18) 

. t.>O (4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4. 19) 

(4. 80) 

(4. 81) 

C4. 88) 

(4. 83) 

(4. 24) 



. -•' - :-_ _:_ --

An = 8 fo ~(~) se~C nnX:J dx (4. 86) 

Proponemos. corno-.: sc;J.u~i'óri""CÍ~~.fá'.~écÍJacÍ.óÍJ no homogénea: 
, ';'.± '-~\~:-:~_,·~·<> "_,;::-; 

(4.86) 
n=1-.--.·C:--·· - ,,-,-- ·-.~·---··-'.:.~·· 

di;mde XnCt..) es la solución del· caso homogéneo: XnCt) sene nrrX) , n 

1, 8, 3, ... ; entonces: 

00 00 

fCx,D E fnCt..)XnCD =i E fnCDsenCnnx) (4. 87) 
n=1 n= 1. 

(4. 89) 

,,,,·._.·,-

fnCD 2cr~~i5b TA +. E!~~~~CW,D ~J[-Zz~~~a~) { ces (-z=n_z_~_z=~-,-J[ 

nnZz ·] 
Zz - ü 

ci ( nnZ~ ) 
Zz - ü 

si (- -=,...n_n_a-=,... 
Zz - a ) ] ( 

nna 
- sen -==---=Zz - Zt 

Substituyendo UCx,t..) en la ecuación no homogénea: 

-00 00 

J[ 

e 4. 30) 

00 • 

E TnC t..) sen( nnX) 
n=i 

-(1
2 !): nn) 2 TnC t..) sen( nnX) + E fnC t..) sen( nnX) C 4. 31) 

n= n=t 

00 

uco. u E TnC l) sen( 0) o (4. 38) 
n=1 
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oo·· 
UCl, U· I:;TnCU sen~nnx) o C4. 3.E33) 

,· ._,_·. ·, 

lll,, .,. ',, ,,.····.' 
UCx,0) E TnCO)sen.Cn.nx) · C4.3.E34) 

-n=1 _ 

_. - ' \'.:'.:.~;_.-·;~~'~<· .. < . 
C4, 32) y C4. 33) se ;;u~~l~n p~ra, t.oda TnCU. Reagrupando Ürmin.nos 

lenemos: 

lll 

r: o (4, 3986) 
n=1 

lll ' ,,,. ' ' - - . -

E TnCO)seriCnnx)_, = !KX) ·. C4. 3896) 
n=s. 

Ambas 

T~CU + Cnn(1)z TnCt.). - fnCt.) - O C4,S-B7) 

y 

TnCO) 2 r: ~ex) sen( nnx) dx C4.S€38) 

TnC t.) [ TnCO) - ~( 
A 

+ 
BCnn(1)

2 J l e-Cnn{1)t. + 
e nrr(1) 2 2 + Cnnm" w 

A + 
BCnn(1)

2 

+ w r[ ( cosCwt.) senCwti) - ] 
Cnn(1)

2 2 + e nrr{1)" e nrr(1) z w 

TnCO) = 2 
nn 

- Ti + CTni 

C4,S 39) 

- To )cose nrr),] e 4, 40:::0) 

·-
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~en,(-, --~~ 

donde: 

s·icx:> = 

ciCx:> = 

··-.-; " 

00 

+ E 
k=• 

C-l)k+1 xzk-1 

C2k-DC2k-D ! 

00 

e + lnCx:> + E 
k=i 

C-l)k xzk 

C2k)C2k) ! 

Final mente: 

00 

[ (Z -Z•J] UCZ,t.) E TnCt) sen nrr Zz z. 
n=i 

TuCZ,t) [TI + CTn1 - TI ) ( ~ = ~) ] + UCZ,t) 

C4. 42) 

(4. 43) 

(4. 44) 

C4. 45) 

TnCZ,t) nos permite calcular la temperatura en la zona u a 

cualquier tiempo y prof'undidad si conocemos los valores de TI y Tn1 

a dicho tiempo. La determinación de T1Ct) y Tn1Ct) es el tema del 

siguiente capitulo. 
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5. ACOPLAMIENTO DE LAS ZONAs SUPERIOR E INFERIOR 

Pinalmenl.~ Ci~f;i,,'i!i6s éi~terininar las. tempera¡_~~~~· del · l?stanque en 
' ~- :_:..' ' .. : ; . '' . ' . . ' 

las zonas 1 /:1~¡. N{;estra suposición, hecha e~ ~J.. ·,;c"apitulo anterior, 

de que el calor proveniente de la zona III, rf>¡_•. pasa integramente a 

la zona I, tiene como consecuencia acoplar las ecuaciones que 

describen el comportamiento térmico de ambas zonas. Encontramos que 

nuestra solución queda representada por un sistema de ecuaciones 

acopladas por el término rp. Todo~ las términos involucrados ya han 
' 

sido discutidos en capitules anteriores, por lo cual aqui únicamente 

serán citados. 

!5. 1 ZONA SUPERIOR 

Todos los términos involucrados en el bal.an~e se- muestran en 

la fig. 5.1. 

r::~-Z-1 1 _,t._) 1 rp cilm 

r.:NA lI 

r-"'-"_g_u_"---T rp .. V" T r/> conv 

Z1 

fig. 5. 1 Balance en la zona superior. 

RADIACION SOLAR 

!?(Zl,t.) = [A+ B cosCwt) ](1-r) [a - b ln( co;~r) ] (5.1) 
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Ta 

rpalm=: a.+ 
, At +>si> ~c:ó';f[·k ~ da} 
~·e~ i ;~:) +~;~:c:~;~da)eosCwD + (38p senCda) sen( wl) C5. 8) 

E\'APORAeION 

Pv 

Pp 

Aphre) Ce + dVv) 

Bphre eosCda)eos(wl) - Ce + dVv)8phre senCda)senCwt.) (5. 3) 

CONDUCCION <CALOR SENSret..E> 

</>conv 
{30 Ce + dVv)CT1 - Ta ) 

</Jconv 
(3oCc + dVv)T1 - {3oCc + dVv)Ap - (3oCc + dVv)8pcos(da)cos(wl) 

- (3oCc + dVv)Bp senCda)senCwl) 

RADIACION DEL AOUA 

Í' = g + hT1 
a.9ua 

ENEROIA PROVENIENTE DE LA ZONA II 

K 
TIII - TI 

Zz - 21 
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BALANCE DE.EN~ROIA EN LA~ ZONk SUPERIOR 

A 

B' 1 
pCpti.Zt 

dVv) [ Ap 

e· K 
pCpti.ZtC Z2 2'.) 

o• 1 ~ BC1-r) [ 1 - a + bln( c~~&r) ] 
+ (30) ] Bp cose da) } 

+ pCpti.Zt 

dVv)(hre 

E' 1 ~ (3 + Ce + dVv)Chre + (30)} Bp sen(da) pCpti.Zi 

ent.onces: 

dT1 
en:- A'TI + 8' + C'Tu1 + O'cosCwt..) + E'senCwt.) 
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(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 



!5, 2 ZONA INFERIOR 

1---------~-l-rpe_z_z_._t_) _____ ._,_<P_, ______ ~--~---------11 

ZONA I I I tfl 

L---------~--------~1--g------------------------~Za 
~~Zg 

fig. 5.2 Balance en la zona inferior. 

tp(Zz,l) = [A+ B cosCwO ](1-r)[ a - bln(c!~&r)] 

T:ut - Tx 
K Zz - Z1 

- Kg Tg - T1i:1 
Zg - Z9 

·dTxn 
pCpll.Zs ~ = rpC Zz. l) 

Sea: F' 
1 

pCpAZa 

G' 1 
pCp~Za 

H' K 

- <P g 

K 
+ 

Kg 
Zz - Zt 

AC1 -r) (a - bl n (--3:__)] + cos&r 

I' pC~ J3 { BC1-r) [a - bln( c~~er) ] ~ 
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KgTg 
Zg - z,. 

C6.16) 

(5. 1 7) 

C6.18) 

~ (6. 19) 

C6. 20) 

(6. 21). 



enlences: 

F'. TII1 

El si slema de 

temperatura en 

C5. 23) 

Tu1Cl)= qeCOSCwl) (5. 24) 

Las constantes C1, Cz, mi, mz, q•, qz, q3, q4, q~. qd, q? y qo son 

evaluadas mediante el programa que se muestra en el ANEXO D . 

. -
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- . -- - _________ 6,~ RE~UL_TADO?=Y _ _<::g"'C_LUSIO_l-IES 

La 

C6. D 

(J) 

+ n~i TnCUsen [nrr( ~ - ~ )] 

C6.8) 

T1nC L) =q .. e mi L + q5e mz L + q<1 + q?SENC wt.) + qeCOSC wt.) C6. 3) 

Podemos analizar· ahora los casos de int..erés. Todo esLanque 

queda caracLerizado por los valores de Zi, Zz y Za, aqui veremos los 

casos que más frecuenLemenLe se presenLan en la lileraLura. 

CASOS 1 2 3 4 5 6 7 8 

Z1 0.2 0.2 0.2 0.8 0.8 0.8 0.1 0.3 

Zz 1. o 0.8 1. 8 1. 4 1. o 1. o 0.9 1. 1 

Za 2.5 8.3 8.7 2.9 3.0 3.5 2.4 2.6 

Zg 10. o 10:0 10. o 10. o 10. o 10. o 10. o 10.0 

ANEXO E F G H I J K L 

Los valores do la LemperaLura para cada una de las zonas son 

mosLrados en el anexo correspondienLe. Con los · daLos se ha 

c~~~lruido una gráfica para cada uno de los casos considerados Cver 

fig.6.1 a 6.8). En ledas las gráficas aparecen las lemperaluras para 

cada una de las zonas: T1CL),_TnCZ,l) y Tn1(l) respecLivamenLe. 
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fig.6.1 Caso uno. Ver anexo E. 
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ESTANQUE SOLAl1 
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-- z2~0.e 
TIEMPO (DIAS) 
-- Z3=2.3 -- Zg=10.0 

~ig.6.2 Caso dos. Ver anexo F. 
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fig.6.3 Caso tres. Ver anexo G. 
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fig. 6. 4 Caso cualro. Ver anexo H. 
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fig.6.6 Caso seis. Ver anexo J. 
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fig.6.7 Caso siete. Ver anexo K. 
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...., Centrar emes 

·' 

al macenami en to; 

elaborado 

CASO 

2 

1 

3 

4 

1 

5 

6 

8 

1 

7 

dondG 
III y 

Zz-.21 

0.6 

0.8 

1. 6 

1. 2 

0.8 

0.8 

0.8 

0.8 

0.8 

ü.8 

Z2-Z1 

Z1. la 

23-Zz Z1 
ier 

DIA 
Zdo 

DIA mo.x mo.x 

1. 5 0.2 87.7 410 87.8 780 

1. 5 0.2 101. 2 420 101. 6 780 

1. 5 0.2 112.1 420 113. 1 790 

1. 5 0.2 120. 8 430 122. 6 790 

1. 5 0.2 101. 2 420 101. 6 780 

2.0 0.2 9e.4 430 99.5 790 

2.5 0.2 95.3 440 97.6 790 

1. 5 0.3 99. 4 420 99.8 780 

1. 5 0.2 101. 2 420 101. 6 780 

1. 5 0.1 103.2 420 103.5 780 

es el espesor d& lo. zona 11, 

profundi.do.d de lo. zona. I. 
Z3-ZZ 

.· 
111 r DIA 

zdo 
DIA m•n m• n 

74.4 590 74.4 950 

88.0 600 88.1 960 

99.6 600 99.7 970 

109.3 610 109. 6 970 

88.0 600 88.1 960 

88.3 B10 88.5 970 

87.9 B10 88.5 970 

86.5 590 86.5 960 

88.0 600 88.1 960 

89.7 600 89.8 960 

.. t GSiipe&or da la zona 

A partir de ahora \.rabajaremos bajo el .supuesto de que el estanque 

inició su·operación el 21 de junio de 1989, con lo cual ganaremos en 

claridad en nuest_ra exposición. 
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En cualquier caso el eslanque alcanza su primer máximo en la 

lemperalura· enl-~;-1;;-s~~4io _X ~~s·~~~~di~as:_oo-crespt.iéi~C-Clet=friT~J:aC:lkio-,su~c 
o'_-;:";_c.;o_ ~- '""-='-'=',; _ _.,ó-'--'·'=-

operación, es decir, la· lemper-alura. riíá:xfma .· ariual}, ;;.;;~á .. ali::an:;;ácla 

agoslo .. y el; 3:Cp~i~ptie~r.e d~ .. ;:~~~r' áp;~~~~~a~~nle 
enlre el ~ yei i9~ae•· ágost.o del99r·s·ZfJfX~g~~~~ '~n 

ent.re. el 14 de 

un affo después , 

segundo máximo mayor que el primero en no más de ·2°c: 

La lemperalura mi nima es obtenida entre el 31 de enero .Y. el 19 de 

febrero de 1991 y praclicamenle la misma lemperat.ura c:i'cürr:·e 'enlre el 

26 de enero y el 14 de febrero de 1992. 

La temperalura se ve fuertemente afect.ada por la profundidad de 

cada una de las zonas, asi vemos que la zona de al macenami en lo 

incremenle su lemperat.ura al disminuir la profundidad de la zona 

superior, aumentar el espesor de 1 a zona no convecli va o al 

disminuir su propio espesor: r•,.·sul lados que confirman las 

consideraciones hechas en la sección 2.3. 

La confrontación del modelo con datos experimentales , t.iene el 

inconvenient.e de lener ques ser hecha con dalos de eslanques solares 

inslalados es sit.ios con condiciones climalológicas muy diferentes a 

las de la Ciudad de Méx.ico, por lo tanlo las comparaciones que 

puedar hacerse son merament.e cualilat.ivas. 

En noviembre de 1975 la Universidad de Nuevo México C30J puso 

en operación un estanque solar con una temperat.ura inicial de 2oºc. 

Mientras el espesor de la zona no convecliva se rnanluvo enlre los 60 

y los 110 cm, el espesor de la zona de al macen ami en to fue 

incremenLada de 20 a 150 cm para agosto de 1976.Para los dos veranos 

consecuLivos de operación sin exlracción de calor, el eslanque 

alcanzó su máxima LemperaLur. ~nual denLro de la misma semana: 71°C 

el 7 de agosLo de 1976 y 93°C el 6 de agosto de 1977. La t.emperaLura 
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--- - --- '----= 

fig. 6. 9 Insolación, temperatura ambiente y temperatura en l.a zona 
de almacenamiento para el estanque de la UNM. Tomado de la ref,!30J, 
f'ig. 4. 6, pag. 44. 

minima fue de 31°C y se obtuvo el 30 de enero de 1977. La 

temperat.ura en la zona de almacenamiento para los tres ai'los de 

operación es mostrada en la fig. 6.9. 

El modelo plant.eado permite explicar, en términos generales, 

los resultados experi~ent.ales encontrados en el estanque de la UNM; 

el periodo, los intervalos de tiempo donde ocurren los máximos y los 

m1nimos de la t.emperat.ura concuerdan con los que predice el modelo. 
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La principal discrepancia son las bajas temperaluras que se 

tienen· en invierno en el estanque de la UNM; tóm~e en cuenta, sin 

embargo, que la temperatura ambiente en invierno para el estanque de 

la UNM se encuentra abajo de oºc, lo cual no ocurre en la Ciudad de 

México. Cuando la temperalura ambiente, para el eslanque de la UNM, 

eslá enlre O y 13°C, la lemperalura en la zona de almacenamienlo es 

ya cercana a los 50°C . El modelo es no obslante oblimisla ya que 

las Lemperaruras de más de 100°C no han sido alcanzadas por ningún 

eslanque en operación. 

Una completa verificación, del modelo presenlado, requerirá su 

solución para el caso de un eslanque donde se disponga de todas las 

constanles involucradas, asi .como de los dalos de operación del 

mismo; sl los resultados nó son satisfactorios, nuevas 

consideraciones tendrán que ser realizada, por ejemplo, el calor 

perdido por las orillas del estanque, que no fue tomado en cuenta, 

puede explicar las altas temperaturas obtenidas. 
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PP.OGRAM ESTSOLAR; . . ··-· 

< POR··. MEDIO DEL METÓDo .. DE .. •RUNGE._:foITA/SE;RESUJ::C,\fE, .. LA, ECUACION. 
DIFERENCIAL .. PARA LA CAPA·SUPERIOR.'DEC'.UWESTANQUESOLAR DE GRADIENTE 
SAL!_ ~o; ~E~I_ZANOO "EL ____ VALANCE',_'AGUA'-'.-iAT~os:~ERA~~ '-y---. : ·. -. ' 

CONST a 
b 
FIII 
Tap 
Tao. 
w 
dl 
·da· 
e 
?a 
v 
H 

= 2.00e7; 
3;06e6; 
3.024E6 
23.86 ; 
5.72 ; . 
1.72142E-2 
o•.· 
o:9o; 
o:.5 ·; 
'760 :; 

';= 2;:59. ; 
70···· 
iQgg ; 
3;572E3 
(): 20 ; 

TYPE 'VALOR = RECORD 
. ~.NUM: INTEGER; 

.. ,-,.-:- ~- /{ '=" · -'l : REAL; 

; i~b; Ts: REAL 

··-

VAR ·t.~.Ts,•ti.>Tsi,dh,R :REAL; 
N,I : INTEGER 

X: FILE OF VALOR; 
Y: VALOR 

FUNCTION FISOLCl:REAL):REAL; 
BEGIN 

FISOL: = a + b * cose w * Cl + dl) ) 
END; 

FUNCTI ON Tac l: REALJ : REAL; 
BEGIN 

Ta : = Tap + Tao * COS C W * C l _.+. _dl) , - da ) 
END; 

FUNCTI ON FI ATMC l : REALJ : REAL; 
BEGIH 

FIATM:= 4.41504E-8 * Cl + 0.17*C*C) * 
EXP e 6* LN e TaCl) + 273.2 )) 

END; 

FUNCTI ON FI AGUAC Ts: REALJ : REAL; 
BEGIN 

FIAGUA := 4.74336E~3 * EXP.C 4 * LN e Ts +273.2) ) 
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FUHCTION 

FUHCTION TETACt., Ts: REAL)i 
BEGIN 

END; 

FUNCTI ON FI EVAC t. , Ts: REAL) : REAL; 
BEGIN 

) -
) 

FIEVA := 8.6~E4 * ABSC 9075.3*R * EXP C Cl/3) * 
LN CABSC TETACt.,Ts))) )/( TaCt) + 273.2) + 3100.8 * 
V/Pa ) * C esCTs) - eaCt) ) 

END; 

FUNCTION FICONVCL,Ts:REAL):REAL; 
BEGIN 

FICONV: = 6. 50E-4 * Pa * C Ts - .TaCt) .) * FIEVACL, Ts)/ 
e esCTs) - ea(t) ) 

END; 

FUNCTI ON M1 C L , Ts: REAL) : REAL; 
BEGIN 

Ml := l/C dz * p * Cp)*CFISOLCt) + FlATMCt) + Flll 
- FIAGUACTs) -FIEVACt,Ts) - FICONVCt,Ts) ) 

END; 

FUNCTI ON M2C L , Ts: REAL? : REAL; 
BEGIN 

M2 := MlC t + dh/2, Ts + dh* MlCt,Ts)/2) 
END; 

FUNCTI ON M3C t , Ts: REAL) : REAL; 
BEGIN .. · . 

t-13 : = MlC t +··dh/2. , Ts + dh * M2Ct., Ts)/2 ) 
END; 

FUNCTI ON t14C t. , Ts: REAL) : REAL; 
BEGIN 

M4 : = MlC t..;+- dh·., Ts + dl * M3Ct.,Ts) ) 
END; 

FUNCTI ON FC: t. , Ts: REAL) : REAL; ·-
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BEGI N . 

END; 

BEGIN REPEAT 

END. 

WP.ITE C' 
READLN e li .• Tsi • 
UNTIL CN > O ) 
WRI TELN ; WRI TELN ; •·. · 
WP.I TELN e ' t.(DI 
WRITELN; 
WRITELN C ti:10:0 , 
t : = t.1; 
Ts := Tsi; 
ASSIGN ex. 'DATOS. SOL'.).; 
REWRI TEC X) ; 

F"OR I : = 1 TO N DO 
BEGIN 

IF" e TETACt,Ts) 
R: = -1 
ELSE 
R: =1; 
Ts: =F"C t , Ts) ; 
t : = ti + dh * I; 
IF" C CI +10) MOD 1Ó 

BEGIN WRI TELN e t: 1 o: o . .Ts~~3()~ 2) ; 

END 
END 

Y.NUM :=!; 
y. t. : =t; 
Y. Ts : =Ts; 
WRITE ex. Y) 
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PROGRAM CONSTANT; 
·.- ·.-- '·' ~ 

{ PROORAMA PARA DETERMINAR LAS CONsTANTES DEL SISTEMA DE EDUACIONES 
DE PRIMER GRADO EN EL ESTANQUE soLAR: 'rÁ;::s:c. '.c·::D.'. ;E:~, F' ;G' .• H' ,I •• 
C1 ,C2,m1 .m2,q1 ,q2,q3,q4iq5;q6,q7 y, qs.>T~IEN' SE.·' DETERMINAN LAS 
TEMPERATURAS TI Y TII!.) 

CONST A 1.73E7; 
Ap 14. 9 ; 
am 0.36 ; 
al 1. 926E7 

B 2.05E6 ; 
Bp 2.89 ; 
Bo 0.459 ; 
bm 0.08 ; 
be 5.724E5 

e 4.883e5 
Cp 3.572E3 

d 3.557e5 
da B. 11 . 

e 3.3887 ; 
f -61. 9428 ; 
g 2.653e7 ; 
h 4.702e5 ; 

hr 0.6098 ; 
K 5.3e4 . 

Kg 8.294e4 
r = 0.03 

ro 1099 ; 
Tg 17 ; 

t. et.a 3. 6198e-1 
Vv 1. 08 . 
w 1. 72142E-2 ; 

VAR u, Ar , Br , Cr , Dr , Er , Fr , Gr , Hr r , l r , Z1 , Z2, 23, Zg: REAL; 
Bl , 82, Cl , C2, Ll , L2, L3, L4, L5, LB, M1 , M2, TI , TI I I , TI o, TI I I o, t. , TI F, 
TIIIF: REAL; . 
N,L,S:INTEGER; 
q1,q2,q3,q4,q5,q6,q7,q8:real; 

BEGIN WRITE C' DAME LOS VALORES Zl,22,23 Y Zg: '); 
READLNCZl.Z2,Z3,ZgJ; 
u : = 1/Cro*Cp*Zl) ; 
Ar : = - u*C K/CZ2-Zl) + h + e e + d*Vv)*C e + Bo J J 
Cr : = u*C K/CZ2-Z1) ) 
Br : = u..C A*C1-rJ*C1 - am + bm*lnC zl/COSCt.et.a) )) + e al + 

be*Ap) + Ce + d*Vv)*CAp*CBo + hr*e) - f*Cl-hr) ) - g) 
Dr := u..C B*C 1-r)*C 1 - am + bm*lnC zl/COSCt.et.a))) + C be 

C e +d*VvJO<Chr*e + Bo ) )*Bp*cosCda) ) 
Er : = u*Bp>«: be + C e + d*Vv ) *C hr*e + Bo ) ) *SI NC da) 
Hrr: = l(/C ro*Cp*Cz3-z2)..Cz2-z1) ) ; 
Fr : = -1 /( ro*Cp*C z3-z2J_ ) *C K/C z2-z1) + Kg/C zg - z3) ) 
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CAr*Fr-Cr>•Hrr))); 
M2 : = Cl/2)*<: CAr + Fr) - sgrt.C CAr + Fr )McAr + ,Fr) - 4* 

CAr*Fr- Cr*Hrr))); 
81 : = C Ml - Ar)/Cr ; 
82 : = C M2 - Ar)/Cr ; 
Ll : = C Gr - B2*Br) /Ml 
L2 : = C B1*Br - Gr)/M2 ; 
L3 : 
L4 : 

= 
= 

C CB2*Dr - lr)*W - 82*Er*M1 )/C Ml*Ml + W*W ) ; 
C C 1 r - 81 *Dr) *W + Bl*Er*M2) /C M2*M2 + W*W ) : 

L5 : 

L6 : 
= 
= 

- C C B2*Dr - 1 r) *Ml + B2*Er *W ) /C Ml *Ml + W*W ) ; 
C Bl*Er*W - Clr - Bl*Dr)*M2)/C M2*M2 + W*W ) · 

Cl : = C B2*Tlo - Tlllo - Ll - L5 )/( 82 - 81 ) ; 
C2 := 
ql:= 
q2:= 
q3:= 
q4:= 
q5:= 
q6:= 
q7:= 
q8:= 

C TIIlo - 81*Tlo - L2 - L6 )/( 82 -81 ) : 
Cl1+12)/(b2-bl); 
Cl3+14)/(b2-bl): 
Cl5+16)/Cb2-bl); 
el *bl; 
c2*b2; 
e bl *11 + b2*12 ) /C b2-bD ; 
Cb1*13+b2*14)/Cb2-bD; 
e bl *l 5+b2*16) /C b2-bl) : 

WRITELN;WRITELN; 
WRI TELNC ' ml =' , ml : 7: 4 , ' 
WRITELNC'Cl=',c1:7:4,' 
WRI TELNC 'ql =' , ql : 7: 4, ' 
WP.ITELNC'q3=', q3:7:4,' 
WRITELNC'q5=' ,q5:7:4,' 
WRITEUK 'q7=', q7: 7: 4,' 
WRI TELi ! , '~I TELN ; , 

'. 'mZ=' ,m2: 7: 4); 
', 'C2=' ,c2: 7: 4J; 
','q2=' ,q2:7:4); 

•• 'q4=' ,q4: 7: 4); 
• ''q6=' ,q6: 7: 4); 
, ''q8=' ,q8: 7); 

WRITE C lEMPERATURAS 08TE~HDAS EN EL ESTANQUE SOLAR PARA '); 
WP.ITELNC'LAS ZONAS 1 Y II!'); 
WP.ITELN;WRITELN ('==========================='); 
WP.ITELN C 't.CDIAS) TI TIII ' ) ; 
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END. 

A N E X O ·o CCONTINUACION) 

WRI TECN ~¡:~. ~~""~"""'"" ~-:-'- .:.,..-..:. .:.;-- ... _.,,!'.'-_--~c:--.;:-~_:::-;_~_2,i__'lll?.:s;:EL.._N ___ ; 
--- _-· .;';; ~- '· ,,._" _,_ -

--.".':-·,-,.,:_ -~O~c_,d;;!.-i'c;;.-_"- ~,· !;-, -"..°:;-'.~-;-- _' 

o.ToC'N·oo·----FOR L 
BEGIN t. : :o'5*G;< 

'ú: C\.;<4)~THEN 
S:=l . --· --

END; 

-ELsE·-
S: =O; 
TI : = Cl * EXPCMl*t.) + S*C2*EXPCS*M2*t.) + ql + 

q2*sinCw*t.) + q3*CosCw*t.); 

TIII := q4*EXPCM1*t.) + S*q5*EXPCS*M2*t.) + q6 + 
q7*sinCw*t.) + qS*cosCw*t.); 

WRITELN Ct.:4:0,TI:10:2,TIII:10:2) 
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