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1. INTRCDUCCION

La teorfa de sistemas dindmicost juega un papel fundamental en la modelacién de
fenémenos evolutivos deterministas, ya sea en forma continua o discreta. Sus origenes
se remontan a la mecdnice celeste del siglo pasado y a los trabajos de Poincaré, Liapunov
vy Birkhoff, entre otros. Ripidamente sc descubrié que por lo general es imposible in-
tegrar un sistema para encontrar las ecuaciones de todas sus 6rbitas o trayectorias.
Ei enfoque geométrico cualitativo, iniciado por Poincaré, trata de responder a esta
dificultad proporcionande en muchos casos aunque gea una descripeién parcial de las
caracteristicas principales del espacio de trayectorias. Bn los Gltimos 25 afics esta teoria
ha tenido un desarrollo notable, debido en gran medida al uso cada vez mds frecuente de
las computadoras en las mateméticas. Ellas nos permiten explorar facil y rdpidamente
una gama enorme de nuevos fendmenos practicamente inaccesibles mediante las técnicas
analiticas convencionales. Aquf se pretende ilustrar la utilidad del método computa-
cional en el andlisis de las caracteristicas cualitativas de algunos tipos fundamentales
de sistemas dindmicos en dos dimensiones. En particular se desca obtener informacién
gréfica que ayude a determinar la estabilidad del atractor de Hénon, cuyo compor-
tamiento asintético constituye un ejemplo clisico de lo que se conoce como dindmica
cabtica. La idea es desarrollar técnicas que puedan ser implementadas en una computa-
dora y que sean fitiles para llegar & una mejor comprensién de los problemas tedricos,
lo cuel se logra muchas veces mediante el estudio de ejemplos particulares que se con-
sideran representativos de un amplio rango de fendmenos fisicos o matemadticos. Nos
concentraremos en dos tipos de sistemas dindmicos: mapeos y flujos. Un mapeo I’
es simplemente una funcién F : R™ —R" (que supondremos sicmpre lo suficiente-
mente diferenciable para cualquier técnica que se vaya a aplicar). Ese mapco genera
un sistema dindmico simplemente por iteracién, de forma que dado un punto £, € IR",

se tiene z, = F(x,), 2, = F(x,), ¥y =, = F(z.-,), n 2 1. La drbita positiva de z,

t A lolargo de este trabajo sc identificard 1a nocién de sistema dindmico con los modelos matematicos
que lo representen (i.e. ecuaciones diferenciales o difeomorfismos, segtin se trate de un modelo continuo
o discreto).



es el conjunto de puntos {z,, 7;,%;,...}. Es muy sencille obtener numéricamente la
6rbita de cualquier punto evaluando la funcién en ese punto y después repitiendo el
praceso. Un flujo es un sisterna dindmico continuo dependiente del tiempo que estd
dado por las soluciones de una ecuacién diferencial ordinarin. Restringiremos nues-
tra ntencién al caso de ecuaciones auténomas, de la forma dz/dt = f{z), donde [ es
una funcién vector-veluada de R" a IR™ que se conoce usualmente como campo vecto-
rial. El flujo definido por las soluciones de tales ecuasciones esti dado por la funcién
p: IR" x N — IR", donde p(z,t) es la solucidn de la ecuacién diferencial al tiempo
t con condicién inicial z en t = 0. Asf ¢(z,0) = z, Vz. La drbita o trayectoria por
z es el conjunto de puntos {p(z,t),~00 < t < co}. Como los flujos estdn dados por
ecuaciones diferenciales ordinarias, gencralmente son més iraportantes que los mapeos
desde el punto de vista de aplicaciones. Por otro lado son mids dificiles de estudiar
numéricamente, dado que se requiere de algin tipo de integracidn numérica del campo
vectorial f para calcular la evolucién temporal del flujo en la computadora. En §2.1 se

dard un método sencillo para hacer esto.

Una de las nociones fundamentales en la teoria de sistermas dindmicos ¢s la de esta-
bilidad, de importancia central en este trabajo. El concepto conocido como estabilidad
estructural fue introducido por Andronov y Pontryagin (5] en 1937, y ha jugado un
papel crucial en el desarrollo de la teoria por més de 30 afios, tanto en la escuela rusa
como en las de Smale y Thom. A pesar de su utilidad, esta definicién tiene algunos
graves defectos, como lo son el hecho de que considera » todos los ciclos lfmites del
plano como equivalentes, y el hecho de que atractores no hiperbdlicos como los de
Lorenz y Hénon no son estructuralmente estables. La definicién de estabilidad que nos
insteresard aquf es la dc Zeeman [1], que se enuncia de forma precisa en §2.1. La idea
general, sin embargo, es la siguiente. Dado un campo vectorial v en una variedad X,
el flujo de v se obtiene resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria z = v. El com-
portamiento asintético de este flujo estd descrito por sus atractores, y de forma mads
cuantitativa, por una medida sobre esos atractores. Dada € > 0, sc puede construir una
g-sunvizacién u de esa medida, obteniéndose los picos mas altos en las zonas en donde
el flujo es més lento (las zonas de atraccién). Para construir u de forma més precisa, se
usa una eccuacién diferencial parcial en X, conocida como la ecuacién de Fokker-Planck

para v con difusién €. La funcién u es entonces el estado estacionario de esa ecuacién.
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Una vez que se ha construido u se define a dos campos vectoriales como g-equivalentes
81 sus soluciones u son equivalentes como funciones. E! punto clave de la constraccién
radica en la definicién de equivalencin que se dé. Se define a un campo vectorial v como
g-estable si tiene una vecindad de ¢-equivalentes, y como estuble si es e-estuble para
€ arbitrariamente pequefias. En el caso de los sistemas discretos (difeomortismos), las
definiciones son andlogas. El comportamiento asintético del flujo discreto de un difeo-
morfismo 0 estd descrito por una medida sobre sus atractores. Dada £ > 0, se construye
una suavizacién u de esa medida, y se procede de manera similar al caso de los campos
vectoriales. La diferencia de construccién estd en la forma de definir la suavizacién u,
que en este caso serd la composicién de una funcién de difusion con el mapeo inducido
por el mismo difeomorfismo 0.

Antes de dar ejemplos de las formas en las que se puede aplicar el método com-
putacional a estos resultados, habrad que entender bien la teoria. El tercer capitulo de
este trabajo se dedicard entonces a su explicacién detallada, particularmente en lo que
se refiere a la teoria sobre sistemas discretos, en donde se desarrollardn los resultados
de [1] para una clase més amplia de funciones. Asi pues, se trata de cumplir con un
doble propésito. Primero, explicar y extender algunos de los mds recientes avances en
la teor{a de clasificacién de sistemas dindmicos, y segundo, ejemplificar la forma en que
el andlisis computacional puede ayudar a determinar tanto la forma del flujo de un

sistema como la naturaleza de sus atractores.



2. HERRAMIENTAS NUMERICAS PARA EL ANALISIS
CUALITATIVO DE SISTEMAS BIDIMENSIONALES

§2.1. Retratos fase

Para obtener informacién cuslitativa sobre un fendmeno matemitico en la computa-
dora se tienen que generar imédgenes y grificas que de alguna forma capturen las car-
acter{sticas cualitativas del sistemn, y las haga resaltar claramente. En el andlisis
numérico de los sistemas dindmicos bidimensionales se tienen que resolver dos proble-
mas distintos, El primero se refiere simplemente a la iteracién de una funcién, dada
una serie de condiciones iniciales {ya sen para seguir la trayectoria de un punto en
particular, o bien para determinar el comportamiento global de toda una regién del
espacio). En general es muy sencillo levar a cabo este proceso en la computadore, y

por lo tanto sélo se discutird (en §5) para un caso de especial interés.

El segundo problema es el de obtener informacién cualitativa sobre las soluciones
de las ecunciones diferenciales ordinarias asociadas a los sistemas continuos. Esto es
mucho mds que una sirmple integracién numérica de la ecuacién. No sélo se quiere
conocer el valor de una solucién particular & un licmpo dado. Se desew conocer «!
comportamiento global de todas las soluciones; se quicre determinar la localizacién de
puntos fijos, la existencia de ciclos limites y la direceién del flujo para el conjunto de
todas las soluciones de la ecuacién. Se desea obtener lo que se conoce como un retrato
fase de la ecuacién diferencial. La primera dificultad que surge al tratar de hacer esto es
1a de aproximar un sistema continuo mediante cdlculos numéricos discretos, ya queen la
computadora no existe ninguna nocién de espacio continuo. Dado un campo vectorial
v, y una condicién inicial g, se tiene que escoger una Al y calcular un nuevo punto

= xp + vAt (segiin el esquema més sencillo de aproximacién lineal). Evidentemente
hey un error involucrado (de orden de At*), y este error puede irse acumulando hasta

llevar 2 una “falsa” trayectoria solucién. Considérese, por ejemplo la siguiente ecuacidn:
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cuyas soluciones son circulos concéntricos alrededor del origen. Si se toma como
condicién inicial (2o, yo) = (1,0) sobre la solucién de radio 1y se integra numéricamente,
se obtiene

Ty = Tp + v {20, o) AL = 1

Vi = Yot Uv(zoaya)fit = At

de donde /7,7 ¥ 3% = /14 At? 5 1, de modo que {z,,y:) ya no estd en el circulo,
y la solucién que se obtiene es une espiral en lugar de una 6rbita cerrada, lo cual es
completamente distinto desde el punto de vista cualitativo. Surge la pregunta: ;Cémo
saber qué tan cerca estéd In solucidn numérica obtenida de la solucidn real? Evidente-
mente, s s¢ usa una Af mds pequena, el error disminuye. Sin embargo, el tiempo gue
lleva resolver la ecuacién aumenta proporcionalmente, y en el caso de algunos campos
vectoriales no lineales, la velocidad del flujo puede crecer muy répidamente, en cuyo
caso el escoger una Af menor no corrige mucho los resultados. Incluso métodos de
integracién més precisos, como los de Runge-Kutta, pueden fallar.

La solucibén a este problema consiste en elaborar un programa “inteligente”, que
sepa reconocer cuindo estd cerca de un punto fijo, cerca de un ciclo limite, o bien en
una zona del campo vectorial donde la velocidad es muy alta. Esto requiere introducir
lo que se denominard como una At dindmica, lo cusl consiste en re-evaluar la velocidad
del Bujo en cada iteracién y segiin el caso aumnentar o disminuir la At que se esté
utilizando. En la vecindad de un punto fijo, donde la velocidad del flujo es cercans a
cero, si s¢ usa una At fija se requiere un nimero muy grande de iteraciones y un tiempo
muy largo para obtener una solucién gréfica. Por otro lado, en zonas en donde el campo
vectorial tiene un valor absoluto muy alto, una At fija puede ocasionar espaciamientos
muy grandes entre los puntos ealculados y una muy mala aproximacién. El algoritmo
mis sencillo de evaluacidén y graficacién para una trayectoria con Af dindmica se da a

confinuacién.



procedure Caleula .y Grafica;
begin
zl ;= z2;
yl:=y2;
ifabs(z2) + abs(y2) > 1 then
t:=t+di;
22 1= 21+ vr(z2,y2) * di;
¥2 := yl + vy(z2,y2) * dt;
{Estas 2 lfneas pueden sustituirse por un método
més preciso de integracién, como el de Runge-Kutta}
if (abs(z1 — z2) < 1) and
(abs(yl - y2) < 1)
then df := 1.5 * dt;
if (abs(zl — z2) > 2) or
(abs(yl —y2) > 2)
then dt := 0.2 » di;
draw(z1,yl,22,y2);

end;

Para implementar este algoritmo hace falta considerar todavia las dimensiones de la
pantalls, los factores de escalamiento, y el signo de t, yn que para obtener la grifica de
toda una trayectoria también hay que seguirla hacia atrés desde la condicién inicial.
En el Apéndice se incluye el programa en Pascal de un paquete completo de graficacién
de retratos fase de ecuaciones diferenciales en el plano. En las figuras 2.1y 2.2 se puede

observar la diferencia entre los retratos fase de la ecuacién

{:’n:x’—zy

=yt

obtenidos mediante una At fija (Fig. 2.1) y una At dindmica (Fig. 2.2). Bl criterio
usado para decidir qué At es la correcta en todo momento estd basado en la resolucién
visual de]l monitor de la computadora. Se escoge At de forma que la distancia cntre z; y
T;44 S€8, en términos del monitor, equivalente a la distancia de dos pixels de la pantalla.
Una mejor precisién que ésta no serviria de nada pues no se distinguiria visualmente.

Finalmente, en algunas ocasiones es conveniente saber qué velocidad tiene e! flyjo
en distintos puntos del retrato fase. Para esto se pueden asignar colores distintos a

velocidades distintas y graficar las irayectorias usando estos colores. Esto serd muy
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Gitil en §4 para determinur la localizacién de los atractores en el campo vectorial de la

ecuacién de van der Pol.

62.2. Diferencias finitas

In la teorfs que se desarrolla en la tercera seccidn de este trabajo juegan un papel muy
importante las ecuaciones del calor y de Fokker-Planck, ambas ecuaciones diferenciales
parabélicas. En el andlisis grafico-numérico del tipo de sistemas dindmicos descritos
aqui sera por lo tanto necesario implementar algin método para resolver este tipo de
ccuaciones diferenciales parciales. A diferencia de lo que sucede con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, para las ecuaciones parciales no hay programas, paquetes o
métodos generales de solucidén, y en general su estudio es mucho mas complicado. Sin
cinbargo, existen esquemas numéricos generales que pucden adaptarse a los distintos
tipos de ecuaciones. Uno de los més usados es el de diferencias finitas, que consiste
en remplazar las derivadas parciales por aproximaciones en diferencias. Se analizard el
métlodo primero para el caso de una dimensién, ya que después el paso a dos variables

cs bastante sencillo, La ecuacién diferencial parcial general en una variable espacial es

du d*u du
= it ) —
3 a(z,1) Fpe + b(=z, )61: ¢z, t)u,
que puede escribirse como
a
'a‘% = L(z,t, D, D*)u, (2.1)

donde el operador L es lineal y D = 9/dx.

Para obtener una ecuacién en diferencias equivalente a (2.1) se cubre la regién
que se va a examinar con una red o maila reclilinca de puntos paralela a los ejes z,t
y con separaciones entre los puntos de la malla de h y k para las direcciones z y {
respectivamente. Los puntos (X,7T) de lz malla estén dados por X = mh, T = nk,
donde m y n son enteros y m = n = 0 es el origen. Las funciones que satisfacen las
ecuaciones diferencial y en diferencias en los puntos X = mh, T' = nk se denotarin por
ul y U respectivamente. Las férmulas en diferencias (que involucran a dos niveles de

tiempo adyacentes) se obtienen de la expansién en serie de Taylor
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u(z,t + k)= (1+k———+ L’—g;-* )u(:z:,t)

8
= exp( Bt) (z.1)-
Si denotemos z = mh, t = nk y u(mh,nk) = u”, entonces, 51 L es independiente de ¢,

se tiene

ult = cxp(k gt)u;
= exp(kL)u,. (2.2)

m

Dada u’, se desea conocer ul*!, y todos los métodos por diferencins consisten en
aproximar (2.2) de una forma u otra. Para cada ecuacidén en particular habrd que
eveluar exp(kL). Sin embargo, como L generalmente contiene a D y D?, serd til
encontrar expresiones aproximadas para estos dos operadores desde shora.

El desarrollo en serie de Taylor para u(z + h,t) alrededor de (z,t) nos da

A 0'u R O%u

du
wz bt =u(ot) +haz(n )+ gran@ + e

= () +O(h)  (23)

(1) +

lo cual, dividido por A results en

a
a—;(x, t) = [u(:z: + R,t) - ulz, t)] Az + O(h).
La diferencia hacia adelante de la ecuacién anterior es la aproximacién de primer orden

gg = [ulz + 1, 2) ~ u(m0)] /1 + O(R)

para Ou/dz eveluada en (z,t). En la notacién de subindices la expresién anterior se

escribe como

Ju
2| = . - unl+ 0. (2.4
Una aproximacién alternativa sndloga a (2.4) estd dada por la serie de Taylor para
u(z — h,t):
_ ou 18u,,., 10% ., .
u(z — h,1) = u(z,1) — a—z-(h) + aa;(h) - ﬁé‘g(h) + O(h*), (2.5)

8



donde todas las derivadas se evaluan en (z,t). Dividiendo por A se obtienc la relacién

@
Oz

que se conoce como diferencia hacia atrds, y que también es una aproximacién de primer

1
= 2lun ]+ o)

nm

orden en el error O(h).
La forma més sencille de obtener una wproximacion de orden mayor para du/dz es
restando la ecuacién (2.5) de la ecuacién (2.3). El resultado, con las derivadas evaluadas

en (z,t) es

du  h*Ju

u(z + h,t) —u(z - h,t) = 2h5-$— + T + O(h*),
que dividido por 2k nos da
du - u;-o-l - u':\—l \ 2
F ok +0h%). (2.6)

A partir de {2.3) ¥ (2.5) se pueden obtener facilmente aproximaciones para las derivadas
parciales de segundo orden. Por ejemplo, si se suman esas dos ecuaciones se obtiene

1 v 2

;L—n{u(:r, + ht) = 2u(z,t) +u{z—-h,t)} = s O(r?).
En la notacién de subindices la expresién anterior se escribe como

d%u _ Uy 2up bun 3
Bt lom = 73 + O(R*). (2.7

En dos dimensiones los operadores pueden aproximarse de manera similar. Por ejemplo,

el laplaciano, que se usard en §4, puede aproximarse de la siguiente forma:

V’u],’m = uull.m + uVVII,m

1
= g{um.m = 2 F Uit + Wnst = 2 + W1} + O(R?)
1
= Z;{u,“,,,. + ul—-l.m + Upm+1 +ﬂ(.m_1 - 4”".’"} + O(hn). (28)

Dada la frecuencia con que aparecen las aproximaciones para 8/3z y 3*/dz, serd

conveniente introducir una notacién de operadores de diferencias finitas dados por

9



- U

LL— " n
m m+1/2 m-1/3

¥ por

In __ .0 —
6zum—um~ﬂ ..U +u’m i

En la prédctica, para fines de cdleulos numéricos, se puede substituir la expresién para
S,up, por J(up,, — u%_,}, que es una aproximacién equivalente (tomada de (2.6)) que
tienc la ventaja de tencr subindices enteros. La expresién original uf), ., ., — uf,_;, seré
mds 1til para el desarrollo tedrico formal, como se verd a continuacién.

Ahora hay que establecer una relacién entre 6, y D. Para csto, definase el operador

de traslacién E por Ef, = f,.1. La serie de Taylor

fat 1) = @) + 2 () + (e +

puede escribirse como

flz+h)=Ef()

ez
= e"P f(z).

De aqui se deduce que E = ¢"P. Ahora bien, §, = E*? — E~'/2, de modo que

2
D= hsenh >
1 12 s 17 2 . N
= 5(6‘"2%3!6’ + 5 5|5, ) (2.9)

A manera de ejemplo, considérese la ecuacién de calor en una dimensién

ou_ o
ot~ o
En este caso
L=D?

y la ecuacién (2.2) se vuelve

10



u™* = exp(kD*)ul,, (2.10)
de donde, por (2.9)

137=

D? = %(63 — Lty ...)_

Sustituyendo D? en (2.10) y desarrcllando la serie de la exponencial,

unt! = (1498 + 2r(r — 160 + 2r(r’ — Sr +1/15)6] .. Jup,,

donde r = k/h? es el cociente de la malla de puntos. Si se toman las &, hastn segundo

orden, se obtiene la férmula

Ut = (1+r8)U7,

y al substituir 67 queda

Untt = (1-2r)U0 4+ r(U2, + U2, (2.11)
donde U7, es una aproximacién de u,.

Antes de tratar de implementar este método en la computadora, es necesario saber
bajo cuéles condiciones funciona y bajo cuéles falla. Hay que establecer un criterio de
convergencia. Considérese la férmula (2.11). Denétese la diferencia entre la solucién
real y la solucién aproximada en el punto (mh,nk) por

oo o ™
zp =un —Un.

Por el teorema de Taylor,

= +4(2) +30(Z9) 4

R P

() G- G a2



de modo que

o du d*uyn "
w - (- 2ru, — () S o +k(¢9t) +1k2(-521—)m——(1-—-2r)um

- r[u" -+ h(g;)m + :h’(g}é):

() ()

v A (2]

(G + (), ]

k(%%—i;)u- (5 5

Como 8u/8t = 3'u/d2?, el primer término de lo ecuacién anterior desaparece, y se
tiene

bl +1 +1
‘;m 'l UV\

—uPH (L = 21)UP 4 (U7, + U]

=({l=2n){ul, —U2) +r{uy, ~Unyy +un ~UL)
Fuptt = (1= 2r)ul = r{un, b ul )

= (- 2n)ep 4 el )+ e (S0 - 10T

otr 6rdrt/m
Dado que todas las derivadas de u estin acotadas, la expresién anterior se puede escribir

como

2 = (1= 2r)2" + (20, +20_,) + O + kk?). (2.12)

El problema de convergencia para un método de diferencias finitas consiste en encontrar

Ins condiciones tales que 27 — 0 uniformemente para un punto fijo X = mh, T = nk
cuando b,k — 0 y n,m — co.

Lema. 8i 0 < r £ 1/2, entonces 2% — 0 bajo las condiciones dadas arriba.
Demostracidn. Si 0 < » < 1/2, los coeficientes del lado derecho de (2.12) son todos

mayores o iguales que cero, y por lo tanto

2] < (1= 20)ap ] + vl ]+ rlen o, + AR + kR7)
< Z0 L A(K 4 kRY),

12



donde A depende de las cotas superiores de 8%uf8t* y 8‘u/dzt, y Z™ es el médulo

méximo de 2 sobre las m. Asf pues

B < 20 AR + k&),

y 81 Z© = 0 (i.e. &l la condicién inicial es igual para la ecuncién diferencial y la

aproximacion en diferencias) entonces

Z" < nA(k? + kbY)
= TA(k + h*)
—+ 0 cuando kA — 0 para X, T fjos.

Por lo tanto el método converge 6i 0 < r < 1/2.

El paso a dos dimensiones es inmediato. Considérese el operador L para la ecuzcion

de calor dado por

a? &
L= —6—;% EE ED?’\\‘D;,
donde
2 a
D =w—yD= ——.
! 61:1 it 8333

Como en el caso de una dimensidn, se cubre la regién del espacio (z;,z,,t) que se
va & examinar con una malla rectilinea paralela a los ejes, con divisiones h, & sobre
las direcciones del espacio y del tiempo respectivamente. Los puntos de la malla estédn
dados por X; = lh, Xy = mh, T = nk, donde !, m, n son enteros. La funcién que
satisface la ecuacién en diferencias en cada punto es UP,. La ecuacién en diferencias

correspondiente a (2.2) es

U = exp(kL)UL,,, (2.13)

Substituyendo L en (2.13) se obtiene

Ul',‘;l = exp(kD})exp(k D]} Ul
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donde

1

D} = (8, - %65
y
D= (8, - 484-.)
Eliminando D? y D} queda
Urtt =14 r(82 + ir(r - % L6+ Ar(r - 2)62 LU0,
= [L+r(82, + &)U, + O(K + kR).

En §4 se aplicard esta teoria a una ecuacién menos sencilla (i.e. la ecuacién de

Fokker-Planck), y se discutird su implementacién en la computadora.
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3. ESTABILIDAD DIk CAMPOS VECTORIALES
Y DIFEOMORTFISMOS

§3.1, Campos vectoriales y In ecuacidn de Fokker-Planck

Desde los inicios de la teorfa sobre sistemas dindmicos se ha intentado establecer cri-
terios para “clasificar” estos sisternas de alguna manera. Un programa de clasificacion
consiste de cuatro pasos fundamentales:

() Escoger una relacién de equivalencia en el espacio V de todos los
campos veetoriales diferenciables,

(i) Definir un campo v como estable si tiene una vecindad de equivalentes,

{i7)  Probar que los sistemas estables son densos, y

{iv) Clasificar las clases estables,

El primer csfuerzo realizado en csta direccién fue la teorfa desarrollada por Thom para
sistemas gradientes

v=-Vf, [:X-— R,

donde X es una variedad diferenciable cualquiera, Se define f ~ f’ si existen difeomor-

fismos «, 3 tales que el siguiente diagrama conmuta:

x L
Lol
X — N

Segfin este esquema las funciones estables son las funciones de Morse (i.e. aquellas
cuyos puntos criticos tienen un hessiano no singular).

Para el caso general (no sélo gradiente), se desarrolld el concepto de estabilidad
estructural. Un fujo en X es una funcién ¢ : X x R — X, ooz, t} = ©'(z) tal que
t — ' es una accién de grupo de IR en X. La drbita de = es p{z % IR). Bl campo

vectorial v de o estd dado por v = 8p/dt, ¢ inversamente © es el flujo de v. La
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topologia €™ en el espacio de campos vectoriales en X induce una topologia en ol
conjunto de flujos en X. Dos flujes ©, ¢’ son topoldgicamente equivalentes si existe
un homeomoriisiwo £+ X — X que manda drbitas de @ a 6rbitas de /. Un {lujo es
estructuralmente estable si tiene una vecindad de equivalentes topoldgicos en el espacio
de flujos, y un campo veetorind es estructuralmente estable sisu fije o es,

Esta teorfa tiene varios defectos, Las principales son que los sisternas estructural-
mente estables no son densos, y por lo tanto no Hevan a ninguna clasifieacion, y que
la equivalencia topoldgica estd dada por hoemceomorfismos, lo cual hace que sistemas
cuyo comportamiento es intuitivamente muy distinto caigan dentre de una misma clase
de equivalencia, La nocién de estabilidad estructural tiene entonces pocos usos en las
matemiticas aplicadas.

Las definiciones y resultados que se presentan en este capitulo, y que fueron pro-
puestos por Zecman, constituyen un enfoque alternativo para cste problema. Este
enfoque se concentra en hacer resaltar la localizacion y la forma e los atractores de
un sistema dade. Para lograr esto se usa un modelo que simule ¢l comportamicnio de
una poblacién arrastrada por el flujo del sistema. Bvidentewncite, 1a poblacidn se verd
llevada hacia los atractores, en donde se ird acunmlando, St un atractor tiene medida
cero {como sucede tipicamente), entonces cuando ¢ — <o la poblacién en ¢l atractor
serd infinita. Bsto no es muy deseable, ya que es muy incémodo trabajar con cantidades
no acotadas. Entonces se introduce un términe de difusién en el modelo, de forma que
cuando la densidad de poblacién en el atractor sea demasiado alta, ésta empiece a
desbordarse. Asf, los atractores quedan como cimas de montafias y los repulsores eomo
valles en el espacic X. Este modelo se puede representar mediante una ecuacién del
tipo conocido como de reaccidn-difusién: la ecuacién de Fokker-Planck.

La ecuaciéon de Fokker-Planck surge en ciertos problemas fisices como cevacidn
de movimiento para la funcidn de distribucién de las variables macroscépicas de un
sistema complejo, tales como la funcién de distribucidén probabilistica del movimiento
browniano de un conjunto muy grande de particulas {8]. También es 1til sin embargo,
para obtener informacién cualitativa “macroseépica” sobre un sistema dindmico cuyo
comportamiento no puede ser deserito en forma exacta debido, al igual que en los

sistemas fisicos, 2 su complejidad. La construccién es como sigue.
Sea X una variedad orientada compacta n-dimensional de clase . Dendtese con
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R, alos reales no negativos. Dado un campo vectorial v clase €% en X, y dada € > 0,

la ecuacién de Fokker-Planck para v con difusién £ es la ecuacién diferencial parcial

(3.1)

donde w: X X By — IR, ule,t) >0, z€X, t=0y [u=1, Vi
X

La funcién u representa la densidad de una poblacién en X arrastrada por v y
sujeta 2 una difusion . Bl término wv es un campo veciorial que representa a la
poblacién u que se mueve con el flujo de v, de modo que la divergencia de wv representa
un cnrarccimiento de la poblacion debido a v, lo cual contribuye negutivamente al
crecimiento local de u. Por otro lado, ¢l término e Au representa una difusidn e-fuerte,
que contribuye positivamente a la velocidad de crecimiento, puesto que el laplaciano
de u en z compara el valor promedio de 1 en puntos vecinos a X ¥ por lo tanio mide ¢l
exceso de difusién que entra a partir de esos puntos y lo compara cou lo que sale de .

Sea u* : X —IR, la solucién de (3.1} dada por du/dt == 0. A esta solucion se le
llama el estado estacionario de la ccuacion. Como £Au == V. (uv), entonces hay un
equilibrio entre la fuerza del atractor y la fuerza de la difusién. La poblacién ya no se
mueve. Evidentemente, si ¢ es muy grande cl estado de equilibrio serd cercano a una
funcién constante, mientras que si ¢ — 0 entonces el estado de equilibrio serd un pico
muy grande sobre el atractor. En {1] se prueba la existencia y unicidad de u** para X
compacto, y se demuestra que es un atractor global de (1), es decir que dada cualquier

densidad de poblacion u® con [ u® = 1, se tiene que u® — u**,

Definicién. Dos funciones u, u' : X — IR son equivalentes, denotado u ~ t', si existen

difeomorfismos «, 8 en X y R tales que el diagrama siguicnte conmuta

X = IR
L
X — R

. s - 0 . . i
Definicién. Dos campos vectoriales v,v' en X son g-equivalentes si u¥* ~ u**.
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Definicién. Un campo vectorial cs e-estable si tiene una vecindad de g-equivalentes

en el espacio v{X) de campos vectoriales C* en X

Definicién. Un campo vectorial s estable si es g-estable para una € > 0 arbitraria-

mente pequena.

Como ejemplo sencillo considérese v(z) = —z, X = IR. La ecuacién de Fokker-
Planck en este caso se vuelve
du 9w O
T e -} ““‘(UI).
dt dz* Oz

El estado estacionario estd dado por

lo cual puede escribirse como

dz\dz ¢
Integrando se obtiene
du  uzx
EIE 4 = A,
donde A es una constante. Entonces

d 2 2
E(uez /21) = Ae® [21‘

Integrando de nuevo queda
w = (A/ e dy B)e—z’/h
0
donde B es una constante. Si 4 <  entonces la expresién entre paréntesis tiende a
—o0 cuando z — oo, de modo que u < 0 para valores de = suficientemente grandes.
Por lo tanto u > 0 = 4 = 0. Por otro lado la condicién [« = 1 determina el valor de

B, y entonces
1

\/2re

Por lo tanto en este caso cl estado estacionario es simplemente la distribucién normal

u= ﬂ—:.:/?t

con media 0 y variancia &.
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§3.2. Estabilidad de difeomorfismos y mapeos ¢

Esta seccidn se dedicard a la demostracidn del teorema pr'\n;:ipai de este trabajo, el
enal establece las condiciones nevesarias para extender ol programa de clasificacion
de sistemins continuos al caso discreto. Bl estudio de los sistemas dindiicos discretos
tiene la ventaja de que para éstos los fendmenos cadticos aparccen en espacios de dos
dimensiones, lo cual facilita enormnemente su andlisis. Las definiciones de equivalencia
=1 bien

y estabilidad para difcomorfismos son andlogas a les de los ciunpos vectoriales

la teorfn no es tan elegante. Aunque los fundamentos sobre equivalencia, estabilidad y
clasificacién se planiean en [1] para difeomorfisinos sobre variedades X sin fronfera, aqui
nos interesard demostrar uno de los teoremas fundamentales para funciones que no son
invertibles, es decir para funciones €° en X gue 1o necesariatnente son suprayvectivas,
y para variedades X con frontern. (Esto dltinie os bastante sencillo) En lugar de
utilizar, como se hace en {1}, una funeidn de distribucion probabilistica para probar el
resultado, se vsard la eenacion de calor u, = Awu. Antes que nada, harernos precisa la
nocidn de variedad con {rontera.

Tl medio-espacio (cerrado) 1" estd dado por

Hr = {{x,...,2,) € Rz, > 0}.
Definicién; Una variedad con frontera es un espacio métrico M tal quez € M = 3V

vecindad de z y n > 0 tales que ¥V es difcomorfo ya sea a IR™ o bien a H".

Sea entonces X una variedad compacta G, Sea U el espacio de funciones suaves de
densidad dec probabilidad en X, es decir de funciones v 1 X — IR clase &7 lales que
Ju =1, donde w representa la medida de una poblacidn en X. Denétese por M el
espacio de funciones medibles en X, Sca § : X — X una funcidn clase £, tal
que p(8(X)) > 0. Entonees & induce el mapeo 0" : U —+ M, donde 0*u es la medida
u transformada por 4 como se explica abajo. Dada £ > 0 se construye una funcidn

§ : M — U de suavizacién, y se considera la composicién
[:2d 5
U-——M-=-1/.
[ UN—— Y
L
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Se probard que L tiene un punto fijo dnico 1™, y que Yu & U, L*u — u** cuando

n ~+ oo, Deforma andloga a §3.1, u”* represéniael estado estacionario de una poblaciéon

transformada por 0 y difundida por €. Dos mapeos 6,8 en X son g-equivalentessi |

u?* ~ 1% como en §3.1.

Definicidn: 0 : X — X es g-estable si tiene una vecindad de e-equivalentes en el

espacio de mapeos C™ en X, con la topologia O™
Definicidn: 0 es estable si es g-estable para £ > 0 arbitrariamente pequena,

Ahora se procederd a definir 0* ¥ S de manera precisa.

Sea C(X) el espacio de Banach de las funciones reales continuas en X, con la norma
del supremo

= sup{{7 (&) € X}

Sea C(X)" el espacio dual, ¢s decir el espacio de Banach de las funcionales lineales
acotadas en C(X). Si p: C{X) — I, es una medida en X, entonees f € 0~ y X
compacto = p(f) es acotade. De hecho, p(f) < p(X)Ifl. Ademds p es lineal, por
lo tanto las medidas en X pertenecen a C{X)*. Sea m: M — C(X) la funcién que

asigna a cada v € M la medida correspondiente p ¢ C(X)*, dada por

mu(f) = ] u(x) fz)dz, [ & C(X).
Dada una funci6n infinitamente diferenciable 0 : X — X, sea § : C(X)* — C(X)" dada
por
0u(f) = p(f0) peC(X), fcC(X).
Lema 3.1. El mapeo 0° : U — M inducido por § esté dado, para z = 0(X), por
u(f~'z}
0° = S
“e) = Fpeny “EY

donde J&(y) denota cl médulo del jacobiano de 0 en y.
Demostracién.Sca 4° el mapeo inducido por § de forma que el siguiente diagrama con-

mute

cxy % ox)e
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" Seaz = 0(y). Entonces dr = Jl)(y)dyP.ln toda 1 € U7 yr 7 /€ C(k) se tiene 7quer )

i

/U(U)I(Uy)rdy /U(y)N(y)a’y
mu(f0)

= ilmu(f)

v

i

= mf*u{f)
2/0'11 z) f{z)dx

= / 0 u(z) £ (0y)J 0(y)dy.
Como esto es cierto para toda f € C(X), entonces
uly) = 0 u(z)J0(y).

Por lo tanto

Si 0 no es suprayectiva cn X, es necesario especificar 0 para las z € X donde 0!

no estd definida. Sea entonces §° : U — M dada por

-1
Jiﬂ((go——% z € 9(X)
0 , 2 € 0(X)
Para construir la funcién de suavizacién S usaremos la solucién a tiempo € de la
ecuacién de calor du/dt = Au con condicién inicial u® = §,, la delta de Dirac t en
Y. (En [16] se demuestra que la ecuacién de calor tiene soluciones para condiciones
iniciales y de frontera Lebesgue-integrables, y en principio serviria cualquier u° tal que

Ju®=1). Sea K,(z,y) esta solucién. Entonces

/K,(z, y)dz =1,

1 Sea {fx} una sucesién de funciones tales que: (i) se20 ¥ se=o fuera de una vecindad na de un
punto fijo y;
() [, n=1ve
(iif)Na~ {v}cuando k—oco.
Entonces la funcién s de Dirac se define como limawe /i
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porque la solucién de dufdl = Au preserva [u = L. Por otro lado, dado que la

solucidén de la ecnacion de calor depende continuamente de tu condicién inicial, se tiene

quu K,(r, ) [= (7(.\')

Sea S : C{X)" -+ C{X} definida por

Sup(z) = p{I.{x,")) peCX) re X,
Para toda € C(X)", é/b es diferenciable respecto a z debido a la diferenciabilidad

de X,. Ademds, § manda medidas de probabilidad a I, porque si g ¢s una medida de
s 3 1

probabilidad entonces
Splr)y >0 vae X

/S’u(z)dl = ‘/‘/L(K,(m,))dz

= ;L(/ K, (z, )d:r;)
= pu(l)
= 1.

Lema 3.2. El mapeo §: M —~ U inducido por 5 estd dado por
Su(z) = / K. (zr,v)uly)dy wel, zeX.

Demostracién. Sea § el mapeo inducido, de forma que el siguiente diagrama conmute:

Si v € U, entonces )
Su(z) = Smu(z)

= mu(i,(z,"))
=/K'(g;,y)u(y)dy.

Ahora considérese la composicién
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cx)-LamSex).

L

Como 8°, § son lineales, y C(X} ¥ M son espacios vectoriales sobre IR, entonces
L puede verse como operador liner! sobre C(X).
Definicién. Un operador es compacto si manda conjunios acotados en conjuntos
relativamente compactos, donde por relativamente compacto se entiende un conjunto
contenido en un subcojunto del espacio.
Lema 3.3. L es un operador compacto en C{X).

Demostracién. Sea F la esfera unitaria en C{X) dada por

F={fi]lf]] = 1}.

Hay que probar que la imagen de F es relativamente compacta en C(X), };a que
cualquier conjunto acotado puede encerrarse en un miltiplo de F, y entonces LF rela-
tivamente compacto => L es operader compacto,

Por el teorema de Ascoli,} basta probar

(i) {I|LS)ls f € F} es acotado, y

(it} LF es equicontinua.
ya que entonces LF estd totalmente acotado y como C(X) es completo, la cerradura
de LF es compacta y por lo tanto LF es relativamente compacto.

Por los lemas 3.1 y 3.2,
Lf(z) = /I{,(:c,t)ﬂ‘f(y)dy

f(6~'y)
= (_/ K,(z,y)mdy
o(X)
K. (z,y)

< B '
T Jo(oty)

8(x)

1 Teorema de Ascoli: Sea x un espacio compacto, ¢(x) el espscio de Banach de las funciones
continuas en X con la norma del supremo, y #cc(x) acotado puntualmente y equicontinuo. Entonces
estd totalmente acotado en o(x), donde por totalmente acotado se entiende que est& contenido en una
unién finita de bolas abjertas de radio «, veso. (Ver [12]).
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Como J4 es continuo y X es compacto, entonces J6 > § > 0 para alguna 6. Por lo tanto
1/J0 estd acotado, digamos que por 4. Sea B = [ K,(z,y)dy. Como X es compacto'y
K, es continua, B < co. Entonces |Lf(z)] < AB. Esto demuestra (i).

Para probar (ii) hay que demostrar que Vz € X, ¥n > 0, 36 > 0 tal que
Ve F Vi'e X, d(z,z') <b= |Li{z) - Lf(L) <.

Como K, es C* con respecto a z, existe una cota € (igual a ln méxima pendiente de
K.} tal que
| K, (z,y) — K.(z'\v)] < Cd(z, 7).

Sea § = n/ABC. Entonces

VieF, ILf{z) — Lf(z'}| = / (Ko(zy) — K (=, y))j%((il)’—}%dy
o(x)
< ABCd(z, ')
<.

Definicién. Se define el cono positivo P en C(X) por
P={fi 20} ={/i [ 20, Vz€ X}.
El interior de P estd dado por
int(P) = {f; f >0} = {f; f.>0, Yz & X}.

Se dice que un operador es fuertemente positivo si manda P — {0} al interior de P.
Lema 3.4. L es fuertemente positivo.
Demostracién. Hay que probar que si f > 0, f 5 0, entonces ¥z € X, Lf(z) > 0. Sea

entonces

de forma que Lf(z) = [ Idz.

o(X)
Obsérvese que I > 0, Vy € 0(X) y que I es continua en #(X) por la continuidad
de 8. Como f #0, Jze X tal que f(z) + 0. Entonces f(z) > 0. Sea y = 0z. Entonces
J{67*y) > 0. Por lo tanto I > 0 para y = 0z.
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Como [ es continua, entonces 3V € §{X) vecindad de y tal que J > 0 en V. Pero

entonces
Lifz) = f Ide >0,  u(o(X)) >0
o{x)
Esto es cierto para toda z € X. Por lo tanto Lf > G.
|

Observacién: Aqui hay que tener mucho cuidado, ya que el lema anterior sélo es vélido
para funciones @ tales que p{6(X)) > 0, ya que de lo contrario ln integral de Lf(x) sc
estaria evaluando sobre un conjunto de medida 0 y entonces se tendrfa L f(z) = 0, con
lo cual se vendria abajo toda la teorisn.
Definicién. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach A4 que a la vez es dlgebre

con identidad e, tal que Vz,y € A

Hzyll < M=l iyl

y tal que [je|| = 1.

Definicién: Sea 4 un dlgebra de Banach. Sea G(A) el conjunto de todos los elementos
invertibles de A. Dado z E A, el espectro o(z) de z es el conjunto de todos los nimeros
¢ tales que £e — z no es invertible. A cada £ € o(z) se le conoce como valor espectral

de z. El radio espectral de z es el niimero

p(z) = sup{|¢]: € € o(z)}.
Lema 3.5. 5i £ # 0 es un valor espectral de L, entonces £ es un eigenvalor de L.
Demostracién. Sea Ly = L — £I,y N(L¢) el espacio nulo de L. Si N{L;} # {0},

entonces £ es eigenvalor de L. Supéngzse que N(L} = {0}, donde ¢ # 0. Entonces
Lz =0=2=0,y existe L;* : I ~ ¢{C{z)} — C(X). Como

0 = (1) = N(Z) = H(L) = M(LY) = -+,

entonces X = LY(X) = L {X). Por lo tanto L cs biyeciva y L;" existe en todo C(X)
y entorices £ no es valor espectral, lo cual contradice la hipdtesis.

i
Teorema (Krein-Rutman).? Dado un cono positivo P y un operador lineal com-

pacto L fuertemente positivo con tespecto a P, entonces

1 Pars su demostracién ver [6].
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{(a) L tiene un dnico eigenvector v interior a P : Ly = Xv (A> 0,{91: 1):

{b) El eigenvalor A asociado & v es de médulo mayor 2l de todos los atros eigenvalores
de L.

Lema 3.0. L tiene un cigenvalor positive de médulo méximo, y C{X) puede escribirse

como la suma de subespacios L-invariantes
C(X)=E+H,

donde

(1) F es el eigenespacio de A,

{ii} dim(E) = 1,

(i) B Nnint(P) # @,

(iv) L tiene radio espectral < A,

Demostracién, Si E es el eigenespacio correspondiente al vector v del teorema de
Krein-Rutman, entonces quedan demostrados (i), (it), (iii) 3 (iv).

Por el lema 3.5, los valores especirales de L son eigenvalores de L, ¥ los eigenvalores
de L}, son todos menores que A, ton lo cual queds probado (v).

H
Lema 3.7. X =1, Demostracién. Sea f € Enint{P), Sea a = { f. Entonces a > 0
porque f > 0.

Sea v = a7'f, Entonces fu = a7 f f = 1. Como v & E, entonces Lu = Au, Por
otro lado, Lu es suave porque 8, y por ende L, son suavizantes. Entonces Au es suave,
lo cual implica queu e U, y A\u = Lu € LU C U. Por lo tanto fAu=1 y A= 1. i

En el lema anterior, cuando X tiene frontera, hay que precisar lo que se entiende
por una funcién suave en 8X, es decir, hay que definir diferenciabilidad en la frontera
de una variedad.

Sea f una funcién suave de un abierto V C H* & R. Siz €V, la derivada Df, se
define de la manera usual. Si z & 8V, entonces como [ es suave, se puede extender a
una funcién suave f definida en una vecindad abierta de = en IR*. Definase D f, como
la derivada DJ, : IR* — IR. Si _:f es otra extensién local de f, sea {z;} una sucesién
de puntos en Int(V) que converge a z. Como Iy ):' ambas coinciden con f en Int{V),
entonces

Df., = Df,.
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Por la continuidad de estas derivadas con respecto & z;, z; — 1 => Df, = D,:f,. Ahora
sea X C IR" una k-variedad con fronters, y definase ¢l espacio tangente T, (X}enz € X
como la imagen de la derivada de una parametrizacién local de IH* o X alrededor de
z.
Lema 3.8. H = {h€ C(X);L*h - 0 cuando n ~ oo} = {k € C(X); [ h = 0}.
Demostracién. Sea L, = L, y p el radio espectral de I — 1. Entonces p < 1 por el
leme 3.6(v) y por el lema 3.7.

Escégase r tal que p < r < 1. Un resultado conocido para dlgebras de Banach (ver
por ejemplo Rudin [12]) es que

= lim /L7l
Por lo tanto In, tal que

Vi >n,, L)l <,

es decir |[|LT{| < r™.

Por la definicién de 1a norma de un operador lineal
2N = sup{|IL"RlI/lIRl; k€ H}.
Por lo tanto, si h € H entonces ||L"k||/||h|] € [IL?{}| < r. Enfonces
IR < IR,

lo cual implica que L”h — 0 cuando n — co.
Con esto se prueba que {k € C(X); [ h =0} C H.
Para demostrar la otra contencidn, supéngase que f € C(X) y que L"f — 0 cuando
n — oo, Porel lema 3.6,5ea f =¢+h, ¢ € E, h € H. Por ¢l lema 3.7, Le = ¢, entonces
e=L"=L"f— L"h — 0 cuando n — oo. Por lo tanto f € H.
Ahora sea [ € C(X). Entonces
/xﬂ'f(:z)dm = /(x) jfé(—(o—o—_il%d:c (por definicién de 07)

[

= i %}(%J(}(y)dy {haciendo z = f#y)

- / Fu)dy.
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Por otro lado

Hi
——

/;Sf(:l:)d:t LK,(I,y)f(y)dy) dz
[
’x

K. (z, y)dz) fy)dy

Entonces

Jur=fsvo=[os-]s
/L"f:/f.

Si h € H entonces L*h — 0 cuando n — oo. Por lo tanto [ L™h — 0 cuando n — oo.
Por lo tanto fh =0.

A la inversa supéngase f € C(X) vy ff=0.Porellema36sea f=e+h, e€
E, H € H. Como dim(F) = 1, se puede eseribir

y por lo tanto

€ = Ccu

donde u es ¢l punto dado en el lema 3.7,y ¢ € R.
Entonces [ e = ¢ [ v = ¢. Ademés ya se probs que [ h =0, entonces ¢ = [ e+ [ h =
[f=0.Porlotantoe=0y f=he H. i
Ahore se procede a demostrar el teorema principal, que plantea la existencia y

unicidad de un estado atractor estacionario u®* para la funcién 0.

Teorema. (i) L|, tiene un punto fijo dnico u.

(i) Cualquier subconjunto acotado de U converge uniformemente a .
Demostracién. (i) En la demostracién del lema 3.7 se construyd un punto u € ENU.
Como Lu = u, entonces u es punto fijo de L|,.

Ahora sea v’ un punto fijo cualquiera de L]u. Entonces v’ € E, porque es un
eigenvector del eigenvalor 1. Entonces u' = bu para alguna b € IR. Por lo tanto
b= f bu= [u' =1, porque u' € U. Entonces v’ = u, de forma que el punto fijo de Lj,
es 1inico.

(i) Sea G un subconjunto acotado de U. Hay que probar que Ve > 0, 3N tal que

¥n>N,Vg€G, ||L"g —ul|<e
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Sea G' = {g — u; g € G}. Entonces G' también es acotado, digamos que por k. Si
g€ G, entonces g~ u € H porellema 38yaque [(g~u)= fg—~ fu=1-1=0.
Por lo tanto G' C H. Finalmente, tomando las mismas r,n, que en el lema 3.8, sea N

tal que NV > ny ¥ r¥k < €. Entonces para todan > N v g€ G,

[1Lhg = vl = ||L7(g — u)|]
< rllg - ul]
< r"k

< E.
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4. SISTEMAS CONTINUOS Y EL CAMPO VECTORIAL
DE LA ECUACION DE VAN DER POL

En esta seccibn se aplicaran los métodos numéricos de §2.1 v §2.2 n la teorfa desarrollada
en §3.1. Primero que nada se obtendrd une formna explicitz para resolver In ecuscidn
de Fokker-Planck en 2 dimensiones por diferenciss finitas. Posteriormente se explicaréd
la manera de implementar este método ya en lu practica en la computadora. Se verén
elgunos ejemplos sencillos en una dimensién v se daré ¢l listado del programa en Pascal
que resuclve la ecuacién en este caso. Finalmente se analizard ¢l caso bidimensional
con ¢! campo vectorial de la ecuacién de Van der Pol, y se mostrardn los resultados
obtenidos de su estudio numérico. Se escogié este campo vectorial en particular porque
es un ejemplo clisico que ha tenido mucha importancia en el estudio de los sistemas
dindmicos, y también porque es un caso muy ilustrativo del tipo de caracteristicas
cualitativas que pretende hacer resaltar la teoria que aqui se ha expuesto.

Qonsidérese entonces In ecuacién de Fokker-Planck

du
= eAu ~ V-{uy). {4.2)
8t
Siguiendo la notacién de §2.2, esta ecuacién se puede escribir como
du
— =1 2
57 = L (42)

en donde el operador L estd dado por

L=gDi+4eD}~aD,-bD, —c,

ydondea =1, b=y, c= gu’ + %%.

Los operadores D,, D,, D} y D) estén dados por
D=5 - ol ), Bul,=ul -2, tul,
D: = hl(a: 13 5: ) 53“t':m = Uy T 2Uy Uy
D, = (6. = 6 41, fup, = 2{ul, . — ey n)
D, = '17(5!: - 5?5»3' +00), Suf,, = %(u;:m+l - "qu)
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Sustituyendo estas expresiones en la ecusncién {2.13) se obtiene

€
upn = {1 k[ - e g - o)
Um bim i
= SR 8 = B - 8+ ) — ] ful,
k k k
=l [l (61 6) ~ faund ik ko4l

. k
Sustituyendo las expresiones correspondientes para 6, y 8, y haciendo o = E(F) y

B= 2—1‘;{ ge obtiene la férmula en diferencias finitas

Ut = (1 = da—kan) Ui, + (a - Baim)ULL, .,
et Ban)Ul, o+ (o= Bo Uy + (e Bbm)Un. . (4.3)

Antes de aplicar esta férmula, hay que encontrar les condiciones tales que converge a
la solucién tedrica para un punto fijo X =1h, Y = mh, T = nk cuando h,k—0 ¥y
{,m,n — oco.

Teorema. La expresién (4.3) converge a Ia solucién de (4.1) sia <} vy hB < g,
donde B =maz, ,, {a m, bim )

. Demostracién. Denétese la diferencia entre la solucién real y la solucién aproximada

en el punto (lh,mh, nk) por

" duy" J'uy"
uptl =y o+ k(ﬁ),,m + ;kz(T)m g,
n 2 n 83u\" 1 n
am e (Z2) 430 (2w (2 (B
n " Su\" a!u |: aau r: alu r:
U es = U h(a_y),m + ;;a(_;?)m + Lpt (EE)nm + LR (374).,., g,
n n du\" &uy" Pu\" dunr
Ygym = U ™ h(—z)’m + %h’ (—;—,—)'M — ;h"‘ (b;;):m + ;‘h‘ (5—1—‘ . 4o,




de modo que

“t;‘ - (1 — 4o — k‘a.m)“zm - (Ct - ﬁal.m)ulnﬂ.m

- (a + ﬁa‘v"")uln—),m - (a - ﬁbl‘M)”’l':m-n - (a + ﬂbl.m)ul':m»t

=unm+k(%):m+%k’(%}:ﬁ):m+~-—(l—4a—kc,‘m}u{"m
-lompeficr (53) ¢ () 0 (538) + e (53) -,
o B o= n(52) 1 (53) - v (55) e (5 + -
~(e=pan[un(Gr) 4y (5R)  1e(5R) + e (5) +
~ (ot Bay) [ - h(%) + ;m(—a-;i;‘) - gm(%‘;) 4 ;‘;h‘(—g—}) +- ]l
=il -G 5) e vy el
G g rag) e ) v

Como el primer término sztisface (4.1) entonces es igual  cero. Por lo tanto se tiene,

tras un desarrollo similar al de §2.2, que

Z,':;“ = (1 —do— kcl.m)zJV:m + (a - ﬂal.m)zrﬂm

+ (et ﬂal.m)zr-l.m + (o~ ﬁbl.m)z{,‘mn +(a+ ﬂblm)zzmq
Au Fu HMHu du

+ [ik’"g; + LkR? (a‘-aF + &giy‘-}) - £k (5; + —5;7) oo ],m (4.4)

El dltimo término de la expresién anterior puede escribirse como O(k? + kh?}, ya que
tanto las derivadas parciales de u como el campo vectorial @ = v,,b = v, son acotados.
(Nétese que la compacidad del espacio X en el que se estd trabajando juega un papel
crucial en todo momento.) Sea Z™ =max,, |7,.], ¥ sea C =mazim [eim] Si @ < 3,
entonces « — AB = (e — 2hB) > 0. Como todos los coeficientes de (4.4) son mayores
o iguales que a — B entonces todos son positivos. Por lo tanto
e | € (1 = de)lan ] + AC Al + (& — Baum) el ol + (o + Barm)iay,
(o = Bb )| 2 mer | (@4 Bl w)l2] o] + O(K + ER?)
< (1-40)2™ +kCZ™ 4 (@ — Baym) 2™ + (e + Baim) 2™
+ {0 — B} 2™ 4 (e + Bby ) 2 -+ O(EF + kh?)
= {1+ kC)2™ + O(k* + kR?).
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Entonces
2040 < (14 kC)Z™ 4 A(K? + kR?)

donde A depende de las cotas de 8%u/at?, d*u/dz* y 8*ufdy*.
Como Z® = 0 (i.e. la condicién inicial renl y la de la férmula de diferencias son

una misma) entonces
Z™ < {1+ (L+KC) + (14 kC)* + -+ + {1+ kC)" 7'} A(K? + kh?)

yecomonk =T,y

TO

< €79,

(14kC) = (1 + %—0—)

entonces

Z™ < eTOAn(K® + kh?) = Te"® A(k +h*) — 0 cuando h,k — 0.

Veamos algunos ejemplos en una dimensién. En este caso la ecuacién (4.1) se reduce

a -
du u du dv

R TR

y la férmula equivalente & (4.8) es

Urtl = (1 — 4o — ke, )UR + (e — Ba,)UR,, + (a + Ba,)UR (4.5)

donde a = ek/h?, f =k/2h, ap=v Y Cm= g:—: -

La variedad unidimensional compacta y sin frontera mds sencilla es el circulo. Sise
toma el intervalo [0, 27] y se divide en M partes, la férmula (4.5) se puede aplicar para
i€ {0,1,...,M} identificando los puntos extremos UP, = U?, de forma que se obtiene
un ciclo de puntos que equivale a una representacién discreta del circulo. Para simular
este esquema numérico en la computadora hay que asignar valores iniciales a cada U,
y aplicar la formula (4.5) para todos los puntos, graficando el resultedo después de
cada iteracién. Para lograr esto dltimo se representa ¢! intervalo [0,2n] en la direccién
horizontal de la pantalla, y se divide la resolucién horizontal H del monitor entre M, de
forma que la solucién se grafica como una poligonal con vértices (i, Ui, (i+1) &, Ui+1).

Para M suficientemente grande esta poligonal adopta la apariencia de una curva suave.
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E] progrema en Pascal que resuelve le ecuacién de Fokker-Planck en una dimensién se
lista a continuacidn, con pardmetros y funciones correspondientes al campo vectorial

v = cos{z).

Prograrm EBcuaciecn_.de Fokker Planck_en_el_circule;

{
du/dt = esD(D{x)) + D(usv)
¥
const m = 105; {numero ds divisionas dsl intarvelc espacial}
n = 1000; {numero de itaraciones en el tismpo}
k = 0.03; {intervalo dt de avance en el tiumpo}
e = 0.02; {epsilon de difusion}

{ NOTA: Pars asegurar una correcta convergencia del metodo, se debe
cumplix la desigualdad
P
4ek < (perimoetro/m)

var U,nueval: arzay [0..m] of real; {aqui se guardan los valores de
la solucion numerica en cada punto}
i,j: integer;
campo: array[1..2,0..m] of real; {aqui se guardan los valores
do 1a velocidad y divergencia del campo
en cada punto}
x,integral h,a,b,correccion,integralinicinl: real;
perimetro,factor: real; {ol imtervalo wspacial ss de O hasta
perimetro}

procedure condicion_inicial; {esteblece lm condicion inicial para
empezar a calcular}
begin
for i := 0 to m do U[i] := 0;
Ulm div 2] := m/perimatro; {funcion delta}
factor := 100+perimetro/m; {emplificacion para graficacion}
for i := 0 tom - % do {dibujas la condicion inicial}
draw (i*round{639/m),199 - round (U[il]+factor),
(i+1) *round (630/m),199 - round (U[i+1l+factor),1);
end;

function v (x: real): real; <{campo vectorial}
begin

v = con(x);
end;
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functior Dv (x: resl): rsal; {divergsncia dsl campo vectorial}

begin
Dv := —ain(x);
ond;

BEGIN

clrecr;
hirzes;
perimetro = 2+pi;
h := perimetro/m;
a := exk/sgr(h);
b := k/2+h;
condicion_ inicial;
for i i= 0 tom do
begin
x i= i*perimetro/m;
campo [1,i] := v(x);
campo (2,1 := Dv(x);
end;
{calcula la integral inicial de 1a solucicn para
deppues poder mantenerla constante}
integralinicial := 0;
for i := 0 to m do integralinicial :=
integralinicial + U{il*h:
for j :=1 ton do
bagin

for i =1 tom~ 1 do
begin
if keypressed then halt;
{Algoritmo de diferencims finitas}
nueval[i] := (a ~ b * campo(1,1]) * Ufi+1] +
(1 - 2%a - k * campo[2,i])+ U[i] +
(a + becampolt,i])}* U[i-1]);
end;
nueval{m] := {a - b * campo[1,m]) = U[0] +
(1 - 2+a - & * campol2,ml)+ Ulnd +
(a + brcampo[l,m)}* Ulm-1];
nuovalU[0] := (a - b * campo{1,0]) * U[1] +
{1 - 2*a - k * campo{2,0])+ U[0] +
(a + b¥campe[1,0])* Ulm);
integral := 0;

for i := O to m do integral := integral + nuevaU[iJ#h:

correccion := integralinicial/integral;

for i := 0 to m do nuevaU{i] := nuevall[iJ*corraccion;

for i :=0 tom - 1 do

begin {borre la splucion anterior y dibuja la nueva}

drav (itround(639/m),199 ~ round (U[i]*factor),

(i+1) *xound{639/m), 109 - round (U[i+1]+factor),0);
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if keypressed then hnlt;
draw (i*round(639/m),100 - round (nuevaU[il*Zactox),
(1+1)sround(839/r) , 100-round (nuevalli+1]+factor),1);
end;
for i:= 0 to m do U[i] := nueval[i];
end;
END.

Elcampo v = cos(z) tiene 2 ceros en el intervalo {0, 27]. Sin embargo, si se considera
la direccién del flujo, se observa ficilmente que sélo uno de ellos (7 /2) es atractor. Para
resolver la ecuancién de Fokker-Planck en la computadora hay que asignar valores a los
parimetros que deben cumplir Jas relaciones a < 1 y kB < €. Para el cuso de
v = cos(z) se ticne que B = 1, y entonces los valores € = 0.03, h = n/52 y k = 0.025
cumplen las desigualdades. (Los valores ¢xactos se escogieron por comodidad y a base

de prueba y error para obtener mejores resultados graficos.) En la figura 4.1 se muestra

el resultado de 1000 iteraciones para ¢l campo v = cos(z} con la condicién iniclal

_J1/h, m=AL)2
Un = {O, m# M/2

que es un andloge acotado de la funcidén 6§ y cuya integral es 1. Si se parte de otra
condici6én inicial de integral 1, la grifica que se obtiene después de 1000 iteraciones es
indistinguible de la de la figura 4.1, lo cual no es de sorprenderse, ya que la teoria indica
que todas las soluciones tienden a un mismo estado estacionario. Lo que se cbserva
inmediatamente de la figura 4.1 ¢s que hay un méximo juste sobre el punto 7/2, lo cual
hacer ver la eficacia del método para localizar los atractores de un sistema dado.

Un ejemplo menos trivial esta dado por
v = cos(3x) + Kzcos(3z), (4.6)

donde K es una constante <« 1. Este campo ticne dos atractores, uno en 7 /8 y otro
en 47/3. Sin embargo, debido al factor Kz, el segundo de ellos es “mds fuerte® que
el primero. Es interesante ver si la ecuacién de Fokker-Planck hace resaltar o no esta
diferencia. El segundo término del canpo (4.6) iiene el problema de ser discontinuo en
un punto, ya que zcos(2z) tiene valores distintos en 0 y 27, y si se estd considerando el
intervalo [O, 27| con ug = u,, entonces habrd un salto en el valor del campo puesto que

¥p 7 2. Desafortunadamente toda la teoria que se ha desarroliado aqui es para el caso
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Figura 4.1. Solucién de la ecuacién de Fokker-Planck en el circulo para el campo v == cos(z).

3
3T 27

Figura 4.2. Ecuacién de Fokker-Planck en el circulo para el campo v = cos(3z) + Kzcos(ix).



donde v es continuo y diferenciable. Sin embargo, el enfoque computacional tiene una
ventaja que no existe en los razonamientos tedricos: se puede experimentar, es decir
se puede aplicar el programa a un campeo discontinuo para ver si funciona, Adn asi os
recomendnble analizar el problema y no proceder simplemente al tanteo.

Iznorando el punto de diseontinuidad, lo que queda es ol intervalo (0,27) que no es
compactn. Sise aplica la ecuncidn de Fokker-Planck o clegas a cualquier campo v dis-

continuo en la frontera del intervalo, se pueden producir resultados indeseables. Como

se indica en {1}, la teorfa expuesta en §2.1 puede aplicarse a conjuntos no compaictos
si se aplican clertas restricciones a v en la froutera. En particular es necesario que la

direccidn del flujo de v en la frontera no vaya hacin aluery, va que se produciria un

falso atractor en esa zona y li poblacion arrastrada por ¢l flujo tenderfa o salirse del

espacio X. En el caso de {4.6) sin embiargo, la direccion del fiujo en los extremos 0y 27
es hacia adentro del intervalo, de modo que, con cierta precaucién, podemos ignorar
la discontinuidad. Bn ia figura 4.2 se muestra a solucion numérica de la ccuacidn de
Fokker-Planck para 1000 iteraciones con A¢ = 0.025. Como puede observarse clara-
mente, hay dos mdaximos sobre los atractores, y el primero es clectivanente menor que
¢l segundo. La discontinuidad aparentemente no causd problemas. Pasemos ahora al
caso bidimensional.

Como ejemplo ilustrativo, sca v el campo vectorial dado por la ecuacién de Van

der Pol

i

(T=y~-T 4
{_r)=~a: (4.7)

Esta ecuacidn, que modela un circuito eléctrico sencillo con una resistencia no lineal,
ha jugado un papel muy importante en el estudio de la dindmica no lineal, sirviendo
como prototipo para distintos fenémenos. Si v es un campo vectorial cualquiera en el

plano con flujo ¢, y D es una regién del plano, entonces [18] se tienc
d f
= (m‘ca #(D)) = J v
D
Esto quiere decir que la divergencia de v mide la velocidad a la que se expanden las

dreas conforme se siguen las trayectorias solucién. Sise aplica esta férmnula a la ccuacién
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(4.7) con D, el disco de radio r, se obtiene

gf(aren ée(D,)) a /(1 - 32)

:/ / (1 —38ricos*0)r dr do

r*)

(K

= 1—-

-

De aqui se ve que sélo el circulo de radio 2/\/.'? ticne un dred que no cammbia con el
flujo. Esto indica que la ccuacidn (4.7) sélo tiene una érbita periédica que estd cerca
del circulo de radio 2/v/8

Altratar de aplicar la frmula (1.3) con ol caznpo v dado por le ecuacién de Van der
Pol surge ¢l problema de que la ccuacidn (4.7) estd definida en IR®, mientras que (4.3)
sélo se pucde aplicar a conjuntos acotados (porque sélo se puede mancjar un mimero
finito de U2). Se puede optar por uno de dos camines. O bien tomar una region
rectangular K del plano y trabajar en un conjunto compacto aungue la teorfa de §3.1
no incluya variedades con frontere, o bien tomar una variedad sin frontera isomorfa a
un rectdngulo (i.e. un toro) y proyectar ¢l campo (4.7) @ esa variedad y aplicar (4.3}, lo
cual lleva a la misma dificultad que para el ejemplo (4.6) en una dimensién, puesto que el
campo vectorial serfa discontinuo en las dos lineas del toro correspondientes a la frontera
de K. Se pueden encontrar justificaciones para optar por ambas opeiones, y al hacer
los cileulos en la computadora para los dos procedimientos se observan exactamente
los mismos resultados, lo cual es muy alentador. Si se toma K = [-2,2] x [-2,2] y se
combinan las técnicas descritas en §2.1 y §2.2 con un método adecuado de graficacidn,
se puede obtencr informacién sobre los atractores del sistema a través de imdgenes
como la de la figura 4.3. Aqui se representa la velocidad del flujo del sistema mediante
colores, desde azul para las zonas mds rdpidas hasta violeta para las zonas cercanas
a los puntos fijos. Encima del retrato fase se representa la solucién de la ecuacidén
de Fokker-Planck correspondiente a este campo vectorial. Inimediatamente destacan
dos caracteristicas de esta solucién. La primera es que la densidad de poblacién sc
acumula en toda la zona correspondiente al ciclo lmite, lo cual indica que este ciclo
es efectivamente un atractor global del sistema. La segunda es que hay dos mdximos
en la solucién. Por lo tanto no todo el ciclo es igualmente “atractor”. Sise observa el

retrato fase, se puede ver que el ciclo limite no tiene un color tinico correspondiente a
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una sola velocidad, sino que hay dos ramas lentas ¥ dos ramos rdpidas. Les mdximos
en la densidad de poblacién corresponden a las ramas lentas. Bl comportamiento
de cste sistema dindmico es enalitativamente distinto al de otro sistewa cou wan ciclo
limite de velocidad uniforme. Las definiciones de equivalencia dadas en §3.1 distinguen

claramente entre los dos, mientras que el concepto tradicional de equivalencia topoldgica

no lo hace.
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5. ESTUDIO NUMERICO DEL ATRACTOR DE HENON

Ll progreso de la teoria de sisternas dindmicos puede verse come ¢l desarrollo simultineo
de dos lineas de investigacidn. Por un lado, la bisqueda de simplicidad, estabilidad,
determinismo. Por otro lado, el descubrimiento de complejidad, inestabilidad, caos.
El objetivo general de la teoria es entender qué sucede a tiempos largos; saber cuédl
es e] comportamiento asintético de los sistemas. Naturalmente, esto lleva a enfocar el
estudio hacia ¢l entendimicnto de la forma que tienen los atractores.

Uno de los primeros y mds famosos cjemplos de dindmica cadtica es el siguiente
sistema de ecuaciones concebido por Lorenz en 1963:

[:'c = —10z 4 10y

g =128z —y—z=z

1 E=—fzday
que es una simplificacién de un problema relacionado con fendmenos de hidrodindmica.
Lorenz descubrié que la mayoria dz las trayectorias parccen oscilar en forma impredeci-
ble alrededor de dos puntos fijos, y que cualesquicra dos trayectorias con condiciones
iniciales muy cercanas tarde o temprano sc scparan totalmente y adoptan compor-
tamicntos completamente distintos. Ademads, existe una regién acotada dentro de la
que todas las trayectorias acaban por quedar atrapadas. Todas las 6rbitas tienden
a un conjunto de medida cero que tiene una estructura local de un producto de una
2-variedad por un conjunto de Cantor. Esto sc conoce como un atractor extraio. La
definicién precisa se da mds adelante.

En 1976, Hénon [3} propuso un sistemna dindmico discreto que fuera lo més zencillo
posible pero tuviera caracteristicas esenciales de comportamiento andlogas a las de las
ecuacjones de Lorenz. El sistema de Hénon tiene dos ventajas obvias. Primero, que
es bidimensional, lo cual hace més sencillo su estudio, y segundo, que es un sistema
discreto, por lo que los cdleulos numéricos son més precisos que para un sistema con-
tinuo como cl de Lorenz. Los sistemas continuos y los discretos estdn relacionados de
la siguiente manera. Si se consideran exclusivamente las intersecciones de las trayec-
torias en IR® con una seccién transversal Y, se puede definir una funcién ¢ en Y de

la siguiente forma: dada y € Y, se siguc la trayectoria que sc origina en y hasta que
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vuelve a intersectar a Y, denotando por 0{y) a la nueva interseccién. Esta funcién 4
se conoce como mapeo de Poincard. A la inversa, dado un difeomorfismo ¢ : ¥ — Y
de una varicdad compacta Y, sca Y; el espacio cociente de ¥ » IR hajo fa relacidn de
cquivalencia (y,s) ~ (€*(y),s — n}. A partir de esto se obtiene un flujo suave {,hen
en Yy haciendo ¢y, s} = {y,s + t], donde |y, s] & ¥; denota la elase de equivalencia de
{y,5) €Y x IR.

Dado un difeomorfismo § : 2" -» IR" con un punto fijo hiperbélico z (i.e. un punto
fijo tal que DO{Z) no tiene eigenvalores de médulo 1), y una vecindad U de Z sc definen

las variedades locales estable ¢ inestable Wl‘oc(a“c) y Wl'z)c(j) como
Wi (2) = {z € U}0"(z) — z cuando n — oo, ¥ 9"(z) € U, Vn 2 0},

Wi (%) = {z € U[67"(z) — Z cuando n — oo, y 07"(z) € U, Yn > 0}.

Las variedades globales estable e inestable W*(z) y W*(z) se definen como

W(3) = Ua Wise (2

n20

we(z) = | Jon(wg, (&
nz0
Definicién: Dado un flujo continuo o discreto en IR™, un punto p es un punto w-Iimite
de z si existen puntos ¢,,{z}, @, (z}),... en la drbita de z tales que p, {z) = p ¥
t; — co. Il conjunto w-limite de z, denotado w(x), es la unién de todos sus puntos

w-limite,

Definicién: Dado un difeomorfismo # en IR™ con un punto fijo p, un punto homoclinico
es un punto g # p tal que g € W(p)(1W*(p). La drbita {0*(q)} de q es una drbite
homoclinica.

Dada una ecuacién diferencial en ", con un mapeo de Poincaré ¢ con un punto
fijo p, se dice que hay una drbita transversal homoclinica si las variedades W*(p) ¥

WH(p) se intersecan transversalmente.

Definiciémn: Un atractor es un conjunto cerrado invariante A con la propiedad de que,
dada € > 0, 3U en la e-vecindad de A con p{U) > 0y tal que z € U = w(z) C
Ayp(z}elU, vt 20.
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A partir de resultados numedricos obtenidos del sistema de Lorenz, Wénon obzerva
que un volumen en R? se estira en una direceidn al mismo ticmpo que se dobla sobre
siomismo en el fransonrso de una rovelieidn completa, De estas observaciones pudo

stumlar el mismo ofecto mediunte o composicion de irea i sohre ol plano rou.

Considérese una region alargada en la direccion det cie x (Figura 5.0477 BT dubindg —

del drea puede hacerse medinnte

T i =z,

.

que produce la forma de la figura 5.0b; ¢ es un pardmetro gjustable. El doblado se

completa moediante una contraccidn sobre el cje ¢ :
1‘7! : :‘y’-” = }‘-1“17 ‘UII e 3/!1

que produce 1 forma de la fgura 5.1.¢; b ¢s otro pardmetro, que debe ser menor que 1

en valor absoluto, Finahnente se vuclve a la orientacién original sobre ¢l cje @ mediante
A e T TR I A

de lo que resulta lo figura 5.1.d.
Sea 1" == T"T"1", Lscribiende (=, ;) en lugar de (£,y) v {#ir1, %) en lugar de

(z",y"™) sc obticne el sisterna dindmico discreto en IR?

T:imy, =+ L—azl, yy, =bz, {(5.1)

Una diferencia entre el comportamiento de este sistema v el de las ccuaciones de Lorens
¢s que los puntos sucesivos que se obticnen mediante la iteracion de {5.1) no siempre
convergen a un atractor. Ln ocasiones escapan alinfinito. Esto se debe o que el término
cuadritico de 7" domina para distancias grandes del origen.

Sc ha visto qne ¢l comportamicnto del sistema (5.1) puede ser radicalmente distinto
para valores distintos de los pardmetros a y b, La funcion 7' tiene dos puntos invariates,

dados por

1 S
T == 5(—7{—(1 — by (1~ b)? +da], ¥ = b

Estos puntos son reales para

a>a=—-(1- b)* /4.
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Figura 5.1, Bl area inicial @ es mapeada por 77 a b, por T a ¢, v finalmente por 7 o d.

Figura 5.2. 10000 iteraciones de la funcién T partiendo de 74 = 0, y = 0.



Cuando erto se cunmiple, uno de los puntos es siempre inestabie, mivnbras que ef olro es
“nestable para

a2 g = 3L h)

Siose fija el valor de b {por cjemplo b = (1.3}, entonces para ¢ -2 ¢, todos s pntes

tivnden @ infinito, de modo que no hay atractor. Lo mismo sucede para @ 2» ay {donde

s, = L35 para b = 0‘.)) Cuando se incremenia o por encima de a,, al principio el

atractor sigue siendo sencillo ¥ consizte de nn conjunto pericdico do p puntos. Conforme
antenta el valor de a, ¢l valor de p sufre una serie de bifurcaciones ¥ tiende o infinito
cuando a —+ ¢y, doude @, == 1,06 para b = 0.3, En eambio, pata ¢y <0 a <7 ay, o siraezor

1 i

consiste de una indinidad de puntos sin periodicidad v con un comportamiento cadtico.

Lo la figure 5.2 se hastra ol resuliado do graficer 10000 iteraetones de T opara a =. 14,

erpezandn con =0 0y, = (0, Bl atractor on este caso parece consistir de una serie de

1

(USR5 S151

¢ sobre

atos tenden aodistribuirs

“ourvas” nids o menos parideins, Los
05 CUTVAS. L esbruciinr: neitudinal del stractor ( o farro de lns curvast Barceo
esas curvas, La estructura qu;,,m.«lmfz del ntractor (oo largo de (@3 curvias) pareqe
dalinente nnn varieded L-diinensional, La

»lifica una zona

eafructura bransya

que contenga una scecion de curva, se puede observar que se divide en dos o mas

componentes paralelas, ¥ cada una de dstas a su vez s en realidad un conjunio infinito
de curvas. Existe una sucesion jerarquica de “niveles” en la estruciura del atractor que
es andloga a la estructura de un conjunto de Cantor.

El hecho de que después de miles de iteraciones los puntos no hayan escapado
sugicre la existencia de regiones en el plano invariantes bajo T. Efcctivamente, tales

regiones existen par cada valor de a. Por ejemplo, para el valor ¢ = 1.4 usado para

calcular la figura 5.2, el cuadrilatero ABCD dade por

Ly = -1 3’3, Ya = = (0.42 “ T = 1.32, Yy = 0133,
To = 1.245, yg = —0.14, z, = --1.06, y, == —-0.5,

es invariante. La imagen de ABCD es una region acotada por cuatro arcos de pardabola,
¥y csti totalmente contenida en el cuadrildtero. La figura 5.3 muestra la imagen de
ABCD para una, dos y tres iteraciones de T'. Nétese que para la tercera iteracién (Fig.
5.3.¢) la regibn transformada ya es muy similar al atractor en s{ {compirese con la

figura 5.2},
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Al contintiacini doy interesiara averignar sta-partic de estasinformacidn numdrica se
puede concluir algo acerca de la estabilidad del sistema. El problemia de la estabilidad
de este tipo de atractores ha tenido interés desde hace mds de diez afos, 3 hasta la fechs
todos los resultados obtentdos en este sentido han sido negativos, ya que se ha usado
la nocidn de estabilidad estructural, segin la cual ¢} atractor de Hénon es inestable,

20} Lae
;

¢ Invarientes perinite restringir el estudio do los atractores

a conjuntos compactos. Sin embargo, I funcion T’ restringida a estos compactos no es

suprayectiva, ¥y por eso {ue necesario desarrollar la teoria doda en 3.2 para garantizer

g
la existencia de funciones v que permiticran establecer su estabilidad,

Dado un valor para el pardmetro ¢, y uncompacio Kinvarionte {que dependerd de

a y ser similar al cuadrilitero ABCD deserito arriba), consiicérese la composicion de

7" con una funeidn de suavizacion § (e L salicidn de b ccuneidn de calor restringida

‘o

Toe

- 5
5€

a Iy aplicada por un tiempo £ como se indica en §3.2), el estado esticionario u
pucede aproximar nuwdricamente aplicando Ty § repetidas veces 2! conjunto I Para
inplementar a funeion de suavizacién S en la computadora se piuede utitizar el mismo

we-Planek, La

esquema de diferencias s usado para resolver ln ecuacion de 1o
implementacion de 77 se hace de la siguiente manera, Se cxzaminan los puntes de una
region de M7 que contenga al coujunto invariante IV y se revisa s¢ estdn o no en este
conjunto. De ser asi se caleula y se grafica la imagen del punto bajo 1% El resultado

final es la imagen completa del cuadrilitero I, El programa que hace esto, y que fue

utilizado para calcular las imdgenes de la figura 5.3, se lista o continuacién,

Program Atractor_de_Henon;

const a = {agignar squi un valor pars el parametrs a}:
b = 0.3; {valer fijo de b usads para los calcules (puede cambiarse)}
color = 3;

type matriz = array [0..320,0..100] of integor;
spuntador = “matriz;

var espaciol,espacio?,espaciocant!, espacioant2,vacio: apuntader;
{Como el numero de puntos que 8e manejan es superior a loa 64000,
#a necesario utilizar apuntadoros para que las estructuras
quepan en 1la memoria}
veces: integer;

function en_cuadrilatero(i,j: integer): boolean;
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{Dezidn 8i el punto que sa esta oxaminsndo portensce al cuadrilaters
invariante i}
var x,¥y: real;

hegin
(1 - 1503/107;

y 1= (99-j)/200;

en_e¢utadrilaterc = true;

if % € -0.2934782+yr - 1.20673%) then en_cuadrilaters 1= Zalsee;
if x> 0.2747262+y + 1,2834615 then en_cuadrilaters := false;
if y > -0.1083018+x +« 0.2750586 then on_cuadrilatero := falae;
if y ¢ 0.1561822+x - 0.33.14468 then en_cuadrilaters := false;

end;

procedure dibuja_cuadrilatera; {Dibuja el marco de la regicn invariantel}
begin
draw(round (158+107-(~1.33)) ,round (89-200+0.42)
round (160+-107+1.32) , xround(99-200:C. 133} ,colox);
draw{round (150+107-{-1.32)),reund(59-200+0...2
round (159+107+¢(~1 .06} ), round{59-200+(~0.5)), color);
draw(round (1504 107+, 245}, round (69-200- (-0.14)),
round (159+107+(-1.06} ), round{99-200+(-0.5)),colar);
draw{round (1551071, 215} , round {35-200- {-C.L13),
round{159+107 +1.32}, round(99-200+0.133) ,coler);

end;

procedure condicion,inicial; {Asigna un valor positivo a todos los puntosn
del eppaciol}
var i,j: integer;
begin
new(vacio) ;
for j := 0 to 200 do
for i := 0 to 320 do
begin
vacio~{i,j] := O;
if j <= 100 then eapaciol~[i,j] := i;
if j »= 100 then easpacio2”[i-100,j] := i;
end;
end;

procedure itera;
var 1,j,k, coordl,coord2,valant: integer:
X,y: real;
begin
espacicantl”™ := espaciol™;
egpacioant2” := aspaciol”;
espaciol” := vacio”;
espacio2” := vacio”;
for i := 1 to 319 do
for j := 1 to 199 do
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begin
if keyprosaed then haly;
{Toma cada punte (i,}) de la pantalla, y si corresponde a
un punto del cuadrilatero lo convierts a ccordenadas reales
pars calcular su imagen}
if an_cuadrilaterc(i,j) then

begin
i€ j <+ 160 then valant o= espacicanti~{i,j];
if j ®= 100 then valant := espacicant27[i,}}:
x = (1 - 159) /107
y = (89-j)/200;
noaE oyt 1 - aduenm,

y = br{i-~156)/107;
round (189 + 107+x);

i

coordl
coord2 := round(89 - 200:y);
{Asigna el valor de cada punto a su imagen}
if coord2 <= 100 then eapaciol”[coordi,coord?] ;= valant,
if coordl >= 100 then espacio2”[coordt, coord2} := valant;
(dibuja golo los valores distintos de cero, es decir
aquellos que corrasponden a la imagen del espacie anterier}
if § <= 100 then if (espaciocanti”[i,j] > ©) then
plot(coordl, cocrd?, color);
if j >= 100 then if {espacioant2"{i,j] » 0) then
plot(coordl,coord2,color);
end;
end;

end;

BEGIN
graphcolormode;
paletta(l);
ney(espaciol); {inicializa los apuntadores}
ney(espacio?);
ner(espacioantl);
neu(espacioant2);
condicion_ inicial;
for veces := 1 to 3 do {tres iteraciones para lograr las tres imagenes
de la figura 5.3}
begin
dibuja_cuadrilateroc;
itera;
if veces < 4 then clearscroen;
end;
END.

Cuando dos pardmetros a y a' estin suficientemente cerca, se pucde escoger un
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u™* puedan coinpararse correctamente, Bsto hace posible la nocidn de “vecindad de

funciones equivalentes” a una determinads o

Considérese en primer lugar ¢l intervalo de pardmetros ¢y = @ <L @y, Dara estos val-
ores de u el atractor consiste de un solo punto. Evidentemente, dada una perturbacién
T' de T, las funciones u™* y u?* tendrdn ambas 1n solo maxirnoe de naturaleza similar

y serdn difeomorfas, cs decir equivalentes. Se pucede concluir entonces que para estos

T g da, ¢ obsorvan una

vilores deb pardmetro a, T es estable. Para los valores e,
seric de bifurcaciones de doblamiento de perfodo, Dadrin pensarse a primera vista que

los valores de bifurcacion son inestables. Sin embargo no es asf. Censidérese la primera

riy
bifurcacion. Para ¢ menor que cierto valor ¢; se tiene un periodo p == 1 correspondicite

aun punto fijo % Para a > a; se tiene p == 2, v hay dos atractores x, v 2. Sta >«

se ohservi que cunndo o Ay, T &y oy — E.de modo que br - | puede hincerse

tan pequedio como se quicra oscogiendo ¢ ecerca de . Dadn £ = 0, si los dos puntos

1

e coren, entonces al aplicar nna fineidn de suavizaeidn

Yy x. estin
los dos atractores se reflejardn como un solo mdximo en la funcién v Esto puede
entenderse como sigue. Sise usa la solucion de la ccuacidn de ealor eomo funeidn de
suavizacion, entonces dada una condicidn inicinl de dos funciones delta ny cercenas

(Fig. 5.4.a) la solucién de la conacion de calor se encarga de ir llenando el espacio entre

lentemente largo, los

ellas conforme avanza el tlempo {Fig. 5.4.L). Para un tlempo sy
dos picos iniciales s¢ habrin transformado en un solo méximo (Fig. 5.4.c). Ahora bien,
dada £ > 0 tan pequefia como se quiera, es posible tomar dos deltas lo suficientemente
CCreanas como para que aparczea un solo miximoe en un tiempo menor que £. Pero esto
es justo 1o que se neeesita para que T sen estable en el valor de parametro o, ya que
para cualquier £ >» 0 existe una vecindad de pardmetros alvededor de a; para los cuales

T es casi idéntica, va que dos atractores cercanos se comportan como uno

la funcién u
solo bajo la suavizacién. Como el argumento se aplica al resto de las bifurcaciones, se
puede concluir que 1" es estable para todos los valores de a entre aq, ¥ a,.

Para a; < a < a, s¢ observa un comportamiento sumamente complejo. Parcce
haber regiones de caos intercaladas con “ventanas” de periodicidad. Este fendmeno

no es del todo nuevo, ya que algo muy similar sc observa en el caso de los mapeos

unidimensionales como el siguiente:

IA
&

fly) =1-ay’, 0<a
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Figura 5.4.a, Condicidn inicinl de dos funciones § para la ccuacién de calor en un
intervalo compacto.

»
=

-

Figura 5.4.b. Solucién después de 0.075 unidades de tiempo.

Figura 5.4.c. Solucién después de 0.2 unidades de tiempo.



que han sido estudiados bustante mds que los sisternas en dos dimensiones.[21] Aunque
pocos de los resultados en una dimensién pueden aplicarse directamente al caso bidi-
mensional, hay algunas caracteristicas que se manifiestan de forma muy similar en
ambos tipes de sisleiiis, Dor cjempio, se observa numéricamente que parece hinber
una finidad de ventanas de cornportamiento periodico en el espacio de parametros.

Por otro lado, se observi tambidén lo que parecen ser regiones de caos, sin puntos f{ijos
ni periodicidad, A partir de simples observaciones grificas no se pueden hacer deduc-
ciones formnnles ni teoremas, Sin embargo, se pueden anatizar las distintas posibilidades
de compertamiento del sistema {que gracins o los cdlenlns nomdéricos se han reducido

ustante SAacar cone l‘.S‘l( Nnes para cada caso.
bastante), v luxio 1 s

Supdngase que existen intervalos de la forma [ = {a;, q;) en el espacio de pardinetros

Lyl

tales que para ¢ <= I hay exclusivamente drbitus cadticas. Dado un valor cunlquicrn

a para ¢l cual el sistemnn manifieste un comnportamiento ircegular, ¥ experimentando

numéricamente, se observa lo siguiente. Existen pertnrbaciones de @ suficientemente
pequedias tales que la imagen grafica del atractor no cambia. Parcee ser que lo Gnico que
varfa ¢s la manera en que los puntos se distribuyen sobre ¢l atractor, y no el atractor
en si. Una vez mas, hay que recalcar que estas observaciones son puramente visueles, y
podria ser que ¢l sistema tuviera cambios drdsticos en su estuctura transversal imper-
ceptibles a bajas resoluciones. Adn asi) debido a la pequena escala a la que se tendrian
que manifestar, y dadas las caracteristicas de la funcién de suavizacion ya descritas al
discutir los puntos de bifucacién , estos cambios no sec reflejarfan en la funcién ™ para

una perturbacién suficienternente pequefia. Por lo tanto, si existen intervalos de caos

“puro”, estos intervalos son regiones estables de T.

Desgraciadamente, esto es lo més que se puede decir en favor de la estabilidad
del atractor de Hénon. A partir de aqui, todas las observaciones que se pueden hacer
indican la existencia de un conjunto infinito de pardmmetros para los cuales el sistemna
es inestable. Se trata de aquellos puntos de frontera entre las regiones periddicas y las
cadticas. En estos ] > turbacid ipita la funcidn u™* de tener u

. puntos la menor perturbacion precipita la funcion u”+* de tener un
nimero finito de miximos a tener la forma de una distribucién suave encima de unas
curvas parabélicas. La pregunta es, qué tan grande es este conjunto de pardmetros

inestables. ;Es denso?
Existen dos formas alternativas de comportamiento para el sisterna. La primera
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-posibilidad serfa que los.valores del pardmetro.a correspondientes-a-un.comportamiento
cadtico fucran sélo la frontera enire dos regiones de periedicidads En ese caso solo s
tendria un comportamicento cadtico para un conjunto de pardmetros de medida cero.
Los experimentos numéricos parecen contradecir esta hipdtesis, puesto que se observa
“caos” para mucho mis valores de a de lo que se esperarin si el conjunto fuera de medida
cero. Sin, cinbargo. csio podrin delierse simplemente a errores de aproximacion de la
computadora, los cunles harfan que un punto saltara a través de un nimero indefinido
de periodicidades, pasando por orbitas que en realidad no lo corresponden, y dando
la falsa impresion de caos. También podria suceder que las ventanas de periodicidad
fueran en la mayorin de los casos tan estrechas, o de perfodos tan altos, que fueran
esencialemente indistinguibles de una orbita cadticn.

La segunda alternativa serfa que efectivamente hubiera conjuntos abiertos de valores
de ¢ con comportamicnto exclusivamente cadtico, Ya se ha visto que para esos puntos
el atractor serfa estable, como también son estables los intervalos correspondientes a
4rbitas periddicas. Solo quedarian, como en el caso anterior, los puntos de {ronfera entre
regiones de caos y regiones de perindicidad; los cuales podrinn seg iir siendo densos en
ciertos intervalos. en ambos casos los valores problemilticos se reducen a un conjunto
de medida cero.

Como se puede ver, no hay evidencia suficiente que ayude a probar la densidad
del conjunto de valores inestables del sistema. Se sabe muy poco todavia acerca del
atractor de Hénon. De hecho, la existencia misma de un atractor extrafio para T
sigue siendo un problema abierte.f4] Sin embargo, o manera de conclusién, se puede
establecer la siguiente
Conjetura: El atractor de Hénon (5.1) es estable segin la definicién de §3.2 para un
conjunto denso de parametros, y los valores inestables forman un conjunto de medida
coro,

Por muchos antos el trabajo en sistemas dindmicos se ha desarrollado bajo un prinei-
pio conocido como el dogma de estabilidad, segin el cual un modelo de un sistema fisico
es 1til sélo si sus propiedades cualitativas son invariantes bajo perturbaciones. Gen-
eralmente se exigia la condicién de estabilidad estructural para considerar a un sistema
como un “buen” modelo de un fenémeno dado. Recientemente se descubrieron defectos

e insuficiencias tanto en cl concepto de estabilidad estructural como en el dogma de
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estabilidad, ¥ ya no se conffa ¢n cllos tan-ciegamente. Sin embargo, se sigue buscando
una cierta robustez en los modelos, y asicomo la estabilidad, definida de un modo o
de otro, seguird jugando un papel primordial en la teoria de los sistemas dindrnicos, la

compubacidin seguira siendo o instrumento ideal para su estudio.
L]
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APENDICE: PAQUETE DE GRAFICACION
DE RETRATOS FASE

Progranm Graficacion. de_ecuaciones_diferencialea_en_el_plano;

{Veraion en Turbe Pascall}

type cadena_de_100 = string[100];

arreglo_polaco = array [1..100] of cadena_de_100;

label otra_vex;

Var Matriz: Azrray {1..9,1..50] of Real;

num_imag,num_archives, llunero_de_condiciones,

Densidad,Punto,recsread,ya: Integer;

erigenx,origeny,amplificacion,s,

cota,Factor!,Factor2,a,b,e.k,contador _de_flecha: Real;

polaca_x, polaca_y: arreglo_polaco;

screenbuffer: array [1..16128] of byte;

pantalla; file;

tecla: char;

campo_x,campo_y,campo_vectorial x, campo.vectorial_y : cadena_de_100;

sobrepusatas,flechanino,nunero,filenaxne, nombre_de_archivos: string{12];
procedure Graphics; external ‘graph.bin’;
procedure HiRes; external Grnphicu[ﬁ];
procedure HiResColor(Coloxr: Integex); external Graphics(9];
procedurs GraphBackground(Color: Integer); oxtexrnal Graphicsf15];
procedure GraphWindow(X1,Y1,X2,Y2: Integer); external Graphies[18];
procedurs Plot{X,Y,Colox: Integer); extormal Graphics([21];
procedure Draw(Xt,Y1,X2,Y2,Colox; Integer); extornal Graphics([24];
procedure GetPic(var Buffer; X1,Y1,X2,Y2: Integer); extornal CGraphics{36];:
procedure PutPic(var Buffer; X,Y: Intoger); external Graphics{390];
function GetDotColor(X,Y: Integer): Integer; external Graphics[42];
procedure ClearScreen; external Graphics(60];
(e S
function SUFIJA (expresion: cadena_do_100): cadena_de_100;
var infija, {expresion infija originall}

polaca, {expresion sufija final}

tenp,

temp2: atring(100]; {cadenas temporales}

alphab: string[ioo]; {cadenna de caracteres alfabeticos}

i,pep: integer; {contadores}

invalida: boolean; {indicador de expresion invalida}
type cadena = string[100];
{Las siguientes funciones (f,g,r) determinan ol orden de precedencia
de los caracteres de la exprasion}
i }a



function £ (simbolo: cadena): integer;

var simbolo_char: cadena_de 100; <{sinbole que se va a analizarl}
begin

if pos (simbole,alphab) <> O

then § = 7

ewlse begin
aimbols_char = copy (gimbols, {,1):
cape pimbolo_char of

P e . f
o tege g
ro f
I(l £
))I f
v £ .
and
end
end;
e e }

function g (simbolo: cadena): integer;

var aimbolo_char: cadena_de_100;
begin
if pos (simbolo,alphab) <> O
then g := 8
else begin
pimbola_char := copy (simbolo,i,1);
case aimbolo_char of

tar, i g = 2;
e g s 4
e g := 5
1 g =0
end
end
and;
S SRS S S ).
function r (simbolo: cadena): integer;
begin
if pos (simbolo,alphab) <> O
then r := 1
else r := -1 {distingue las variables de los operadores}
end;
T ¥
function unaria (simbolo,infijita: codena): cadena;
begin

if (simbolo = *-') or (simbole = '1’') or
(simbolo = ') or (simbolo = 'c’) or (simbolo = 's') then
begin
unaria := 'no’;
case simbolo of
'~1: if i = { then unaria 1= *\?;
'1': begin
if copy {(infijita,1,1) = 'n’ then
unaria := '&’;
end;
'e’: begin
if copy (infijita,f,1) = ’'x’ then

[{
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if copy {infijita,2,1) = 'p’ then
unaria 1= *'§7;

end
‘¢! begin
if copy {infijita,1,1) = 'o’ then
i copy (infijita,l,1) = 'a' then
unaria ;= '>':
and;
's'; begin
if (eopy (infijita,1.1) = "i') or
(copy (infijita,1,1) = 'e’) then
if copy {infijita,2,1) = 'a’ then
unaria 1= 1<’
end;
end;
end
elae unaria := ’'no’;
end;
i e e e e e e T ¥

procedure couvierte (infija: cadena; var polaca: cadena);

var stack: array{i..20) of atring(160]; { el "stack" }
nueve: stringl100}; {simbolo que se esta analizande}
tope, {tope del stack}

contador: integer;
{sub-procedure dn convierte}
procedure detecta_ operaderss _unarios;

{Detecta ¢l menos unmario, aai ¢omo las funciohes sen,
caa,
1n,
axpk
begin {detecta_operadoras_unaries}
{revisa si es un operador unaric}
temp := unaria (nuevo,infija);
if temp <> ’'mo’ then
{8i es unaria entonces dependiendo del tipo de
funcion quita los caracteres necesarios de infija}
begin
case temp of
'&'; infija
1Cr, rsr g infija
ond; {del case}
rapeat
begin
nueve := copy (infija,1,1);
infija := copy (infija,2,100);
end;
until nueve <> 7 ?;
if nuevo = '{’ then
bagin
i:=0;
psp {parentesis sia pareja} := 1;
while psp > 0 do
begin
i=i+ 1
temp2 := copy (infija,i,1);
if temp? = (' then pap := psp + i;
if temp2 = ')’ then pop := psp - 1,

copy (infija,?,100);
copy (infija,3,100);

i n

end;
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polaca concat {polaca,tempZ),
polaca concat (polaca,tomp):
nuavo copy (infija,i1 + 1, 1);
infija = copy (infija.i + 2,100):

if nuevo = ' ' then

repeat

begin
niave = eony (infiia 1 1)
infija := copy (infija.2,100);

end;

until nueve <> ' ),

1 :=0;

end {del if nueve = '('}
else begin
if temp <> '\’ then
begin
invalida = true;
taxtcolor(12);
writeln (’Expresion imvalida');
textcoloxr{15);

end
elsa begin
polaca := concat (palaca,nuevo);
polaca := concat (polaca.temp);
nueve = ' '
repeat
begin
nueve ija,4,1);
infija ; (infija,2,100);
end;
until nueve <> ' g

ead;
end;

{Al finalizar esta rutina, debe consideraracle
como 8i hubiera sido un caracter alfabetico}
contadoxr := contader + 1;

end; {del if temp <> ‘no’}
end;

begin {convierto}
{inicializa el stack}
tope := 1;
stack[tope] := *(’;

{inicializa la expresion sufija}
polaca := **;

contader = Q;

i :=0;

nueve := ' 7

{toma el primer simbolo gue no sea onpacio en blanco}

repeat

begin
nteve := copy (infija,1,1);
infija := copy (infije,2,100);
if nuavo = '~’ then i := §;

end;

until nueve < ! ?;

{traduce la expresion infija}



while (nuevo <> ’#'} and not invalida do
begin .
{quita del stack lou mimbolos de mayor prioridad}
if tope = 0 T s e S R
then . begin
invalida := truae;
taxtcolor(i2);
writeln (’Expresion invalida’);
textcolor(15);

end
elpe while ( f (nuevo) < g (stackftepel))
snd not invalida do

begin
Lemp atach{soped;
tope := tope - 1
polaca := concat (polaca,temp);
contador := contador * r (temp)

if contador <t

then begin
invalida := true;
textcolor (12}
writeln (’Expresicn invalida');
textcolor (15);

end
end;

{revisa si la ecxpresion es valida}
if net invalida

then begin
detecta_operadores_unarios;
i=4i - 4

{revisa si el siguiente simbolo es un parentesis dervcho}
if f (nueve) <» g (utack{topel)
then
begin
tope := topa + 1;
stack{topel := nuevo;
end
eloe tope := topes - 1

{toma el siguients simbolc que no sea espacioc en blanco}
if length (infija) > 0
then begin
nueve := ' ';
repeat
begin
nueva := copy (infija, 1, 1);
infija = copy (infija, 2, 100);
detecta_operadores_unarios;
if nueve = '(7? then i := 2 else i := 0;
end; {del repecat}
until nuevo <> ' '
end {del if length (infija) > 0}
else nueveo := '#';
end {del if not invalida}

'

end;

{revisa i la cxpresion es valida}
if not invalida
then if (tope > 0) or (contador <> 1)
then begin
iavalida := true;
textcolor (12);
writeln ('Expresion invalida’);
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textcolor (1B6);
end

{inicializa el indicador de invalido y la cadena de alfabeto}

invalida ;= false;
alpbab := ’'abelxy123456769";

{convierts la expresion a notacion polaca}
infija := concat(expreaion,’)’);

convierte {infija,polaca);

if not invalida

then sufija := polaca + '#’
elae sufija = '"#7;
end; {sufija}
o e y

procedure preprocess (cadena: cadena_de_100; var polacarray: arreglo_polaco);

var x: stringll];
i,posicien: integer;

begin
textcolor(id);
writeln;
posicion := 0}
for i := 1 to length (cadenma) - 1 do
begin
posicion := posicion t 1;
case copy (cadena,posicion,1) of
'k?: if k = 0 then
begin
write ('k = *');
readln (k);
str (k: 20, polacarray [posicion});
end
else str (k: 20, polacarray [peasicion]);
'a’: if a = 0 then
begin
write ('a = ?);
readln (a);
str (a: 20, polacarray [posicion]):
end
else str (a: 20, polacarzay [posicion]);
'b': if b = 0 then
begin
write (’b = '),
readln (b);
atr (b: 20, polacarray [posicion]);
end
else str (b: 20, polacarray [pesicien]);
‘0’: if e = 0 then
begin
write ('e = ');
roadln (e);
astr (e: 20, polacarray [posicionl};
end
else str (a: 20, polacarray [posicien]);
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else palacarray [posicion]
end; {case}

x := copy (polacarray [pesicion], i, !);
wvhile x = ' ' do
begin .
polacarray (posicion] := copy (polasarray [posicien}.2,100);
w7 ocopy fpolacarray [pomicion) 1.1);
end;
end; {for to}
polacarray [posicien + 1] := *#';
end; {preprocess}
o o e o
var tope,i,j,basura: integer;
simbolo: cadena_de_100:
stack: array [1..100) of real;
function £1{x,y: real): real;
begin
tope 1= O,
i:=1;
simbolo :% campo.x[i];
while sipbole <> '#’ do
begin
case oimbolo of
'x': begin
topa := tope + 1;
stack [tope] := i,
end;
'y': begin
tape := tope *+ 1;
stack [tope] := y;
ond;
'a'; begin
tope := tope + 1i;
stack [tope] := e;
end;
'a’: begin
tope := tope + {;
stack [tope] := a;
end;
'b’: begin
tope = tope + 1;
stack [tope] := b;
end;
'k': begin
tope := tope
stack [tope]
end;
'+': begin
stack [tope -1] := atack [tope -1] + stack [topel;
tope := tope - 1;
end;
’~’: begin
stack [tope -1] := stack [tope -1] -~ stack [tope];
tope := tope - {;
end;
'x'; bagin
stack [tope -1} := astack [tope -1] * stack [topel;
tope := tope ~ 1;
end;
"\’ gtack [tope]l := - (stack [tope]);
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if frac{stach {tope]) = O thon

begin
atack [tope + 1] := atack [tope - 1];
for j := 1 to round (stack {topel-1) do

stack {tope - t]:= mtack [tope - t]+stack [tope + 1]
tope := tope - 1,

end

else Legin

if stack [tepme - 1] > O then

stack [tepe -1} :- explatach {tope] + infstack
elae if atack {topm - 1] = O then

atack [tope - 1} = 0

else if frac (stack {topel/2) <> O then

staci [tape -1} = —nxp(utack [tcpe}*lu(“ntnck [topc -1
elge
stack [tope -] := exp(atach [topel:in{-stack {teope -11));
tope = tope - 1;
end;

t/': begin

stack [tope -1] := stack [tope -1] / stack [topel;
tope := tope - |
end;

'<7: ptacik (tope] := sin (stack [topel);

'>': atack [topel con {stackz {tcpel):

'tY; stack [topel 1n (stack [topel);

'$': atack [topel exp (stack {topel):

else begin

+ b
,atack [tope],basura);

end;
end; {case}
o= i+ 1,
simbolo := campo_x [i];
end; {while}
£1 := stack [tope];
end; {f}

function £2(x,y: real): real;

begin
topes := 0,
i:=1;
simbole := campo_y{il;
while simbolo <> '#’ do

begin
cage simbolo of
'x': begin
tope := tope + 1;
stack [tope] 5 X
end;
'y': begin
tope := tope + 1;
stack [tope] := y;
end;
'e': begin

tepo = tope t+ 1;
stack (tope] = e;
end;
'k': begin
tope := tope + 1;
stack [tope] := k;
end;
: begin
tope := tope + 1;
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~atack

[topel "= a;

end;
'b': bagin
tope :=:tope -t 1,
stack [tepe] := b:
end;
'+ hegin
stack [tope -1] = stack [tope -1] ¢+ atack [tepel;
tope := tops - 1]
. end;
*-': begin
stack [tops -1] := atack {tope -1] - stack [tope];
tepe := tope - 1,
end;
47: bagin
atack [tope -t] := stack [tope -1] + stack [tape];
topa := tope - 1
and;
'\': gtack {tope] ;= - {stack [tepel);
't if frac{stack [tope]) = O then
begin
stack [tope + t] ;= stacl: [tope - L]
for j :¥ { ta round (st [tope]~1) do
atack [tope - 1] = atack [tepe - 1}+stack [tope + 1];
tepe = tepe - L,
end
elee begin
if atack [tope - L] » U then
atack [tope -1) := exp{stack [tope] * In{(stack [tope -1]))
else if stack [tope - 1] = 0 thea
stack [tope - 1} := 0O
else if{ frac (stack {tope}/2) <> O then
stack [tope -1] := -exp(ntack [topel«ln(-stack [tope -11)}
else
stack [tope -1] := exp(stacik [tope]#ln(-atack [tope -11))
tope = tope - 1i;
end;
*/?: begin
stack {tope -1] := stack [tepe -1) / stack [tope];
tope := tope - 1,
end;
'<?: stack [tepe] := gin (stack [tope]);
'>?: stack [tope] := ces (atack [topel);
*&’: stack [tope] := In (stack [topel);
'$2: stack [tope] := exp (stack [topel);
else begin
tope := tope + i;
val (simbole,stack [tope],basura);
end;
end; {casu}
i= 1+
simbole := campo_y [i];

end; {while)}

£2 := stack [topel:
end; {f}
OV
procedure parametroo,
begin

a = 0;

b i= 0;

e 1= 0;

k = 0;
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campo_x sufija{carpo vectorial.x);
canpo_y sufija{campo_vectorial y):
“if (campo x <> '#1) and. (campo.y <> 0800 then_

B4

begin T e e

preprocaess (campo.x, polaca._x)
preoprocess (campo_y, peleca.y);
end;

procedure  ecuacion_nueva;

var
i: integer;
label no;
Begin
no:
¢lreer:
textcolor(9);
writeln ('-Escribir cualquier numero racienal coms p/q.');
writeln (’-Usar las constanten a,b para expresar numeros mayores que 10');
writeln (' y numeros en forma decimal’);
writeln (’-Expreenr los parametros o constantes de perturbacion con l,e.’);
writeln:
writeln (* EJEMPLO:  dz/dt = (3/2)-x - aiy’);
writeln;
writeln (' dy/ds =y - kex"27);
writeln;
writeln (° & o= 200
writeln (’ o= 0.01547
writeln;
textcolor(i5);
writeln;
write (*dx/ds = ');
readln {campo_vectorial_x);
writeln;
write ('dy/ds = ');
readln (campo_vectorial_y);
textcolor(14);
parametrog;
if (cnmpc_x = '#') or (campo_y = ’#') then
begin
delay (2000);
goto no;
end;
End;
e OSTTIPE }

Procedure Evalua;
Begin
matriz [5,punto]
Hatriz [2,Puntc]

matriz [5,punte] + matriz [B,punto);
Matriz [2,Punto] + s * Matriz [9,Punto] »
£1 (Matriz [2,Punto)/s + origenx,

Matriz {4,Puntol}/s + origeny

) & Matriz [6,Punto]);

T

Matriz [4,Punto)] := Hotriz [4,Punto] + & += Matriz [9,Punte] »
£2(Matriz (2,Punto]/s t origenx,
Matriz [4,Puntel/s + origeny
} * Matriz [6,Punto];
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R
Proceduro Dibuja;
Begin
Braw (2«Round(Matriz [2,Puntel]) + 319, 69 - Round{Uatriz [d Puntel},
2-Found(Matriz [1,Punto]) ¢+ 319, 09 - Round(Matriz [3,Puntel),1);
End:

Procedure C{ondicienes_iniciales;
var a,b: integer:

Begin
Punto := 0;
llumero_de_condiciones := SGR(2 + Denaidad + 1};
For a := -Dennidad te Dennidad do
Begin
For b := -Densidad to Densidad do
Begin
Punto := Punto + 1;
Case Densidad of
i1: Begin
Facter! :~ 100;
Factorl := 60;
End;
2: Begin
Factoxl := 70;
Factnrl := i5;
End;
3: Begin
Factorl := 50;
Factorl := 30;
End;
End;
Matriz [2,Punto] := a * Factori + B;
Matriz [4,Punto] := b # Factor2 - §;
Matriz [6,Punte] := 0.0005;
End;
End;
For Punto := 1 to Numero_de_condiciones do
Begin
Matriz [9,Punto] := 1{;
Matriz [5,Punto] := 0;
End;

Matriz [7]
Matriz [8]

Matriz [2];
Matriz [4];

[

Procedure Ajuata_dt;
Begin
If (Aba(Matriz [1,Punto] - Matriz [2,Punte]) < 1) and
(Aba(Matriz [3,Punto] - Matriz [4,Punto]) < 1) then
Matriz [6,Punte] := 1.5 * Matriz [6,Punte];
If (Aba(Matriz [2,Punto} - Matriz [i,Puntol) > 2) or
(Abs (Matriz [3,Punto] - Matriz [4,Punte]) > 2) then
Matriz {6,Punto] := 0.2 * Matriz [6,Punto];
If (Abs(Matriz [2,Punto}l - Matriz [1,Punte]) > &) or
(Abs(Matriz [3,Punto] - Matriz (4,Punto]) > 5) then
Matriz [4,Punto] := 100;
End;
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Procedure Ejes;
var i: integer;

Begin
Hires;
Hirveseoloz (L5,
begin
for i := 0 to 159 do plot (4+i,09,1);
for i := 0 to 99 do plot (310,2+i,1);
end;
End;
0 y
Procedure Va_ de_regroso;
Begin
Matriz [9,Punto} Matriz {9,Punte) - 2;
Matriz (5,Punto] 0
Matriz [2,Punte]} Matriz [7,Puntol:;
Matriz (4,Punto] := Matriz [8,Punto]:
Matriz [6,Punto] := Q.0005;
End;
e RS ¥

procedure flechas;
var i: integer;

185

e
Qo

if (oqr(matriz(4,i] - matriz ([3,i]) > 0) and (Aba(latriz [6,i]) <0.1)

x,¥y: real;
begzin
for i := 1 tc numerc_de_condicicn
begin
then
begin
% = ((matriz{2,i] - matriz

(matriz [4,i] - matriz
agrt{eqr(matriz{2,4i] -
agqr(matriz[4,i} -

y = ({matriz(2,i] - matriz
(matriz {4,1i) - matriz

aqrt (eqr(matri={2,i}] -
sqr{matriz[4,i} -

[1,i]) *con(pi/d) -
[3,i})#sin(pi/d)) * 4 /
matriz [1,i]) +

matriz [3,1]1));
[1,i1}*ein(pi/d) +
[3,i])*cos(pi/fd)) ~ 4 /
matriz [1,i]) +

matriz [3,i]));

if matriz [9,i] = { then begin

bS
¥

-3
Y

K

end;
drav (2*round(x+matriz[2,i]) + 319, 99 - round(y+matriz[d,i]),
2+round{matriz{2,1]) + 349, 99 - round(matriz{4,i}),1);

% = ((matriz{2,i) - matriz
(matriz (4,1} - matriz
sqrt(ogr (matriz(2,i] -

sqr(matriz{4,i] -

= ((matriz[2,1) - matriz
(matriz [4,1i] - matriz
sqrt(sqr (matriz{2,i] -
aqri{matriz(d4,i] -

matriz [9,i] =

<
1

n

i

[1,i])*coa(-pi/d) -
[3,i))#8in(~-pi/4)) « 4 /
matriz [1,1]) +
matriz - [3,1]1));
{1,i])#sin(-pis/d) +
[3,i])+coa(-pi/d)) + 4 /
matriz [1,i]) +

matriz [3,11));

1 then begin

x
y

-x3
-y

.I'i .1i

and;
draw (2*round(x+matriz[2,i]) + 319, 99 - round(y+matriz{4,il),
2¢round(matriz[2,1i]) + 319, 99 - round(matriz(4,i]).1);

end;
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end;
U S ORI }
Procedure Calcula_y _CGrafica;
Begin
contador_de_flecha := contador du flecha + . :
1f (frac (ccnuador de ‘lecHa/CO) = 0) and (flcchnnxno =!'SI') then flechas:
Matriz [1] !
Hatriz &)
For Punte := to liumero_de_condiciones do
Begin
If (Matriz [9,Punte] > -2) aad
(Abg (Matriz [2,Punto]) + Aba(Matriz (4, Puntal) > 1)
and (abe(matriz[6,punte]) < 10)
then
Begin
Evalua;
Ajusta_dt,
If {Round(Abs{Matriz [2,Punto])) <= 319) and
(Round{Abe (Hatriz [4,Punto])) <= 99) and
(Abs (Matriz [6,Punts)) < 10) and
{Abs(Matriz [5,Puntal) < cota}
than Dibuja
Else Va_de_regresc;
End
Elge Va_de_Tugreso;
End;
End;
e }
procedure proyecta_secuencia;
begin
clrucr;
textcolor(2);

writeln ('PROYECCION DE UNA SECUENGCIA DE IMAGENES,’);writeln;
textcoloxr{15);
vurita (‘llombre generico de les archives de pantallas : *);
readln {nombre_de_archivos);
write (’Deasde 1 hasta ');
readln {num_archivos};
hires;
for num_imag := { to num_archives do
begin
str (num_imag,numero);
assign (pantalla,concat{nombre_de_archivos,'.’,numero)}};
reset (pantalla);
blockread (pantalla,screenbuffer,126,racsread)
close (pantalla);
putpic (screenbuller,9,166);
end;
repeat until keypreassed;

procedure savedcreen,
begin

write (’Nombre del archivo (NOMBRE.nnn , donde mnn = 1 a 999) : ');
readln (filename);

assign (pantalla,filenams);

rewrite (pantalla);
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blockwrite (pantalla,screenbuffor,126,recoroad):
close (pantalla);
end;

procedure solucion_particular;

label no;
begin
clrsecr:
no;
write {’Condicion inicial = = ?);
readln (matriz {2,1]);
write (’Condicion inicial y = '),
readln (matziz [4,1]);
writeln;
matriz [6,1] := 0.000%;
g := 40 * Amplificacion;

Hatriz [9,1]) := 1;
Matriz {5,1] := 0;
matriz [2,1] := (matriz [2,1] - origenx) + s;
matriz [4,1] := (matriz [4,1] - origeny) =« s8;
if (abs{(matriz[2.1]) > 3el} or (aba(matriz[i,1]) > 3ed)
or {f{(Matriz [2,Puntcl]/s + origenx,
Matriz [4,Puntol/s + origeny)

« Matriz [6,Punto] > 3ei)
or (£2(Matriz {2,Puntol/o t+ origenx,
Matriz [4,Punto]/s + origeny)
+ Matriz {6,Puntol > 3ed)
then
begin
textcolor (12},
writeln (’Valozes frera de rango.'};
taxtcolor (15)
writeln;
goto no;
end;
matriz [7,1]
matriz [8,1]
ajes;
if pobrepuestas = 'SI' then putpic (screembuffer,0,190);
numero_de_condicionen = {;

matriz [2,1];
matriz [d,1];

]

contador _de_flecha := O,
repeat calcula_y_grafica until keypressed;
end;
Jm e e e e e e n e e m s A e e mam—mm e mmmmm e o
precedure relralo;
begin
clraer;

dengidad := O;
Repeat Write ('Densidad de flujo (1,2 o 3) ');
Readln (Densidad);
until Densidad in [1,2,3];
8 := 40 * Amplificacion;
condiciones_iniciales;
writeln;
write ('Dibuja ejes (8/H} ? ');
read (kbd,tecla);
if (tecla = 'a’) or (tacla = ’S') then ejes
eloe begin
hires;
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hirescolor(15);
end;
contador_de_flecha := O,
repeat calcula_y grafica until keyprensed;

procedure cambia_amplificacion;
begin
Repeat clrser;
writeln ('Ampli{icacion = ’,amplificnciun:i:l);
writeln;
Write {'Nueva amplificacion (min 0.1) = ’};
Readln (Amplificacion);
until (Amplificacion >= 0.1);
writeln;
writeln ('Tiempe maxinmo dn recorride = ',cota:l:0);
writeln;
write ('lueve valow = ’)¢
readln (cota);

end;
e
procedure mueve_el_origen;
begin

clracr;

vriteln;

writeln ('E1 origen eata en {’,erigemi:5:3,’ , ’,origeny:5:3,')');

Writeln;

write ('lNueva coordenada x del origen = ’);

readln (origenx);

vwrite ('lNueva coordenada y del origen = ’};

readln (origeny);

gobrepuestas = 'N0’;
end;
O S
procedure menu;
begin

writeln;

texteolor(2);

write ('F1:7);

texteolor(15);

writeln ('’ HNUEVA ECUACION®);
textcolor(2);

write ('F2:');

taxtcolor (15);

writeln (' GRAFICA SOLUCION PARTICULAR’);
textcolor(2);

write (’F3:’);

texteolor(15);

writeln (' RETRATO FASE COMPLETG');
textcolor(2);

write ('F4:');

textcolor(15);

writeln (’ SALVA LA PANTALLA EN DISCO’);
textcolor(2);

write ('F5:');

textcolor(15);

writeln (' CAMBIA LOS PARAMETROS O CONSTANTES');
texteolor(2);
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write ('F6:°);
textcolor(15);
writeln (' ORIGEN (', origenx:3:%,' , ',erigeny:3:1.7)7);
textcolor{2);
write ('F7:°);
texteolor{15);
writein (' OCAMDTA 0OMAY {7, cctali0,
') ¥/0 AMPLIFICACION (°,amplificacion:d:i,’)');
texteolor(2);
write {('F8:'};
textcolor(16);
writeln (' SOLUCIONES PARTICULARES SOBREPUESTAS (',sobrepuentas,’)’);
textcolor(2);
write ('F9:%);
textcolor(15);
writeln (° DIBUJA FLECHAS Ell EL FLUJO (', flechasino,’}’);
textcolor(2);
write ("F10:7);
textcolar(15);
writeln (' PROYECTA TMAGENES DE DISCO');
textcolor(2);
write ("ESC:');
textcolor(15);
writeln (' TERMILAY)

procedure monsaje;
begin
textmode (<80 ;
textcolor(15);
clracr;
writeln;
writeln (’GRAFICADOR DE ECUACIONES DIFERENCIALES EU EL PLANO?):
writeln (’(c) Salvador Malo G., 1987-88, THUNAM');
writeln;
write (’Oprima ESC para salir o RETURH para continuar');
read {kbd,tecla);
if tecla = #27 then halt;

end;
o m et e e  m m e mm
function funckey: beolean;
begin
if (tecla = #27) and keypressed then
begin
read (kbd,tecla);
funckey := irus;
end;
end;
0 OV S
BEGIN
mensaje;

flechasine := 'l0';
sobrepuestas := '}0’;
ya = Q;

erigenx := 0

origeny := O;
amplificacion := {;
cota = §;
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otra_vez:
if ya = then getpic (acreenbuffaer,0,0,639,199);
textmode (c80); ’
textcolor (15}
clraer;
manu;
ya := 0;
read (lbd,tecla);
if funclkey then
cana tocla of
#61: begin
retrato;
ya = 1}
end;
#68: proyecta_socuencia;
#66: begin
if aobrepuestas = 'SI’ then sobrepuestas :@= no’
elso nohrepuestas := 'SI’;
goto otra_vexz;

end;
##65: cambia_amplificacion;
#60: begin
solucion_particuler;
ya = 1;
end;
#67: begin :
if flechasino = 'SI' then flechasino := 'NQ)’
else flechasino := '8I';
goto otra_vez;
end;

#63: parametroa;

#62: savescreen.

#59: begin
ecuacion_nueva;
goto otra_vez;

end;

#64: mueve_el_origen;

elme if tecla <> #27 then goto otra_vez elas halt;

and;
goto otra_vez;
END.
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