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PROLOGDO

Para muchos de nosotros, la geodesia es un Ambito de estudio obscuro
¥ prohibitive, pero esta verdad no debe aterrorizarnos, realmente la
geodesia no tiene nada nuevo, sinoc que es una simple aplicacidn muy

especializada y con muchas facetas de los principios basicos de las -

matemidticas y de la fisica, ciencia en las que ya estamos familiari -

zados.

En la prdctica la geodesia utiliza los principios de las mateméticas,
de la astronom{a y de la fisica aplicindolos dentro de los limites -

de la tecnologfa y de la ingenierfa moderna.
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OBJETIVOS

Uno de los objetivos es mostrar en una forma condensada todos los cono-
cimientoes adguiridos en el transcurso de esta carrera con respecto a
la Geodesia y sus ciencias anexas como: Ajustes, Teorf{a de los Errores

aplicadas al ajuste de un levantamiento geodésico en el elipsoide.

Tomando en cugnta que no existen textos en espafiol sobre la resclucién
de este tipo de problemas, se propone como un trabajo de consulta a

manera que motive a4 toda persona relacionada a4 esta carrera o que sSe ~
interese mas por la Geodesia, ya gque en México se le ha mostrado poce
interés. Se espera que esie trabajo sea de utilldad para otros traba-

Jos relacionados a la Geodesia dentro de las dependencias gubernamen—
tales.

Se quiere con esto enfatizar la importancia del 4rea de la computbcibn

para este tipo de problemas geodésicos, ya que sin ésta, serfa cas{ im-
posible obtener los célculos matricinles y la inversidén de matrices, =
para el mismo rin. Se espera se comprenda el objetivo perseguido y que

se cuente con la aceptacidn de todos ustedes, los interesados,
tipo de probiemas.

en este






INTRODUCCION

La finalidad de este trabajo es la presentacidén del célculo del ajuste
de un levantamiento geodésico, aplicando estrictamente las ecuacliones

paramétricas y utilizando los modelos matematicos y formulas necesa -
rias para el célculo de latitudes, longitudes y azimutes directos e in-

versos para formar las ecuaciones normales del ajuste.

El tema central, es ¢l calculo del levantamicnto geodésico, donde se
muestran los cadlculos correspondientes para [ormar las matrices, las
cuales se desarrollan con la aplicacidn de la computucidn para llevar

a cabo el calculo y ajustar cl levantamiento geodésico.

Se puede mencionar que en México egte tipo de trabajo es insipiente ya
que instituciones publicas como PEMEX y EL INEGI, por mencionar algu-
nas, son las que han desarrollado algunos trabajos de conocida impor-

tancia pablica.

Si tomamos en cuenta gue anteriormente este tipo de trabajos eran parte
de estudios mads avanzados, ahora la implantacién en universidades cons-
tituye una necesidad debido al adelanto tecnoléglco existente. Comoe ve-
mos esta clencia y su aplicacién en orden préctico nos es (til para otros

trabajos base de cartograffa y fotogrametria.



LA TRILATERACION GEODESICA: Durante un largo tiempo ne fue pozible de—

sarrollarla por no contarse con las técnicas de instrumentacién de =
campc ¥ los modelous matemiticos de cialculo adecundos, hoy con las nue-

vas tecnologias ya podemos realizarlos.

El propésito de este trabajo es mostrar la ayuda que los instrumentos
electrénicos de medicidn de distancias y las computadoras preatan ol
desarrolle de los trabaios geodésicos, asi micmo exponer la bondad del
método de cllculo y compensacién por trilateracidén del cuadrilﬂteéo -

con diasgonales,

DESCRIPCION DE LA RED:Esté localizada al norte del pais, en e) estado

de Chihuahua, esta red consta de dos vértices de llegada y dos de sali-
da, estos son c¢onocidos, tenemos como coordenadas por calcular o vérti-
ces desconocidos, cuatra.

Los vértices cenocidos o fijos son: Dos, Lamentos, Rayo y Gonefio; los
desconocidos son: Magdalena, 24, Venado y Légrima.

Se tienen distancias hasta de 70 km. en diagonales. Se obtuvieron tre-
ce distancias, 24 direcciones medidas, no se midieron azimutes; las -~

distancias zenitales gi fueron medidas, todas ida y wvuelta.

Loa instrumentos utilizados en e¢i ievantamiento geodésico de la red -
geométrica {cuadrilatero con diagonales), tres figuras la confarman.
Fueron teacdolitos T-2 con los que se midleron los aAngulos horizuntales
(direcciones) y las distancias zenitales del levantamiento, en la me-
dicién de los lados (distancias) se ocupd el ELECTROTAPE DM20.
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El programa de célculo estd elaboracc para gue a partir de cuatro go=-
siciones geodésicas conocidas {dos ce salida y dos de llegada) estos
son los extremos de la red, y asi chzener las cuatro estaciones geodé-

sicas desconocidas para conformar l: red geodésica.
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PRINCIPIOS RELATIVOS A LOS LEVANTANIERTOS GECDESICOS.

Uno de los propésitos de la Geodesia es el de determinar la posi -
cién precisa de puntos sobre la superficie de la tierra; los pro-
cedimientos seguideos para alcanzar tal propésito pueden agruparse

como siguen:

1.~ Observaciones astrondémicas
2.- Procedimientos técnicos para la obtencidén del contrel horizontal

3.~ Procedimientes técnices para la obtencidn del control ver<ieal

Ahora examinemos estos procedimientos para los métodos con los cuales
podemas conectar puntos entre si; en la superficie de la tierra y de~

terminar el tamafio ¥y forma de la tlerra.

OBSERVACIONES ASTRONOMICAS

Excepto para levantamicntos urbanos que son de limitado alcance, es

necesario referirse a un sistema de medida horizontal vinculado a 1la

tierra. Esta referencia puede obtenerse llevando a cabo observaciones
astrondémicas, para obtener coordenadas astronSmicas, para ésto debe-
mos contar con la observacidén de una latitud y una longitud astroné-
micas de ur purto.

Ademds de un azimut o direccidn a otro punto del levantamiento para

proporcionarle un control direccional a la red general del trabajo.



Estas observaciones astrondmicas proporcionan un método para la deter—
minacién de la desviacién relativa de la vertical y asi determinar la
figura de la tierra.

Los puntos en donde se determina la latitud, longitud y azimut astro-
ndmicos son también llamadks estaciones laplace. Es de interés adver-
tir que las observaciones astrondmicas propercionan sclamente relacic-
nes angulares y en consecuencia, ellas pueden suministrar informacién
con respecto a la forma de la tierra pero.no con respecto a su dimen-
sién.

PROCEDIMIENTOS TECHICOS PARA LA OBTENCION DE CONTROL HORIZONTAL.

La ciencia de 1la Geodesia implica, no solamente la determinacidén de ia
figura de la tierra, sino también la ejecucidn de medidas sobre la su-
perficie terrestre , para establecer las relaciones de posicilén de los
accidentes topogréficos los cuales pueden estar referidos al plano, ¥y

los geodésicos para obtener la posicién relativg de puntos a grandes -
zonas geograficas, utilizamos levantamientos geodésicos requiriendo se

tome en cuenta la curvatura terrestire.

La extensidén del control horizantal puede llevarse a cabo por diversas
maneras, pere el procedimiento basico es como sigue: Se comienza por
un punto o puntos de posicién conocida y desde ellos se miden distan-
cias y fingulos a los nuevos puntos, cuyas posiciones se calculan por
medio de los valores medidos. Los métodos mfs comunes incluyen poli-

gonnalea, triangulaciones y trilateraciones.

PROCEDIMYENTOS TECNICOS PARA LA OBTENCION DE CONTROL VERTICAL.

También llamada Hivelacidén Geodésica, es por la cual se nos permite -



determinar las diferencias de nivel entre puntos de la superficie
terrestre.

Los métodos e instrumentos son mds precisos a los que se utilizan
en la nivelacidn ordinaria, ésta nivelacién se dispone perpendicu-
larmente al geoide y la linea resultante seguird la curvatura te-

rrestre y por eso se le considera nivelacidn geodésica.

14
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EL DESARROLLO DEL CALCULO DE AJUSTE

En el siglo XVII se vié nacer esta ciencia,fueron sus inventsree i
multéneocs pero separadamente, los matematicos Friederich Gauss ( a la

edad de 18 aflos) y Adrie Marie Legendre.

En el libro de Gauss “Theorica Matus Corperum Celesestium’ publicada

en 1809 se encuentra el parrafo siguiente:

*Si fueran absclutamente correctas las observaciones astronémicas y -
las diversas cantidades en las que se basan las determinaciones orbi-
tales, también serian estrictamente exaoctos los parametrosde una, dos,
tres o cuatro observaciones (segin las leyes de Keppler, para el movi-
miente, ciertamente), y por lo tanto, aunque se usaran cbservaciones
diferentes, los valéres de los parametros derivados deberian confirmar-
se, pero no "corregirse'. Dado que todas nuestras observaciones no son
mas que aproximaciones de la verdad, lo mismo es vAlido para todos los
cfilculos que se hacen basados en estas observaciones. Por lo tanto el
principal objetivo de todo el cdlculo para cuantificar un fendmenoc, de—
be aproximarse a la verdad tante como sea posible, &sto puede lograrse
combinande un nimero mayor de observaciones que las absolutamente nece-

sarias para la determinacién de los parémetros desconocidos.

El problema puede emprenderse adecuadamente solo cusndc se ha ganado un
conocimiente aproximado de las &rbitas, el cual es corregide de mode tal

que satisfaga todas las observaciones de la manera mas exacta posible."

De este pfirrafo de Gauss obtenemos los conceptos sigulentes:

A).- Los modelos matemfticos pueden ser incompletos.



B).-
C).~

D).-

E).-

F).-

Aln
hech
dade:
6 ad

I.=

Las mediciones fisicas son inconsistentes

Todo lo que puede esperarse de cdlculos basados en mediciones
inconsistentes, son estimaciones de la verdad.

Las mediciones redundantes reducen el efecto de las inconsis-—
tenciae medidas.

Pebera usarse una aproximacién inicial para obtener la estima-
cién fimal.

Esta aproximacién inicial deberd corregirse de tal modo que mi-
nimice las insconsistencias entre las mediciones (por lo que -
Gauss le llamé "El Método de Minimos Cuadrados™).

cuando los conceptos fundamentales tienen cerca de 200 afios, el
o de que en estad{stica se manejen con frecuencia grandes canti-
s de datos, solo fue posible su aplicacién hasta el desarrollo

venimiento de:

Conceptos Modernos de la Teorfa de Estimacidn Estadistica.

Se pensd mostrar en este inciso conceptos de la teoria de esti~
macidn estad{stica, pero, se podrfa recurrir a cierta repeticidn
ya que en el capituloc dos se esta haciendo una conceptualizacidn
de cada una de las medidas estadisticas empleadaa, y & la vez -
ah{ miamo se muestra la forma en la que van aplicadas al ajuste,
para asi posteriormente obtener los resultados deseados come con-

clusicnes positivas.

Estos conceptos son: La Dispersién e Incertidumbre, Errores Nota-
bles y sus Probabilidades, Varianza, Desviacién Estandar, Propa-
gacién de Covarianzas, Matriz de Covarianzas, Factor de Varianza

a Priori y a Posteriori, Coeficientes de Pesos y Varianzas.

16



IT.-Notacion Matricial y los Conceptos de Algebra Lineal Maderna,

Debemos tener muy presente este subinciso ya que es la parte me-
dular del cédlculo a tratar en este trabajo por lo que se indica-

rdn clertas definiciones y métodos matriciales empleados.

MATRIZ.- Es un arreglo rectangular de clementos, donde cada uno
de éstos puede ser un nimero real, un nimero complejo, un polino-
mio, una funcién, un operador, etc.

El orden de la matriz estd dada por el nimero de renglones y co-—

lumnas de la misma.

a Y- |

11 12 13 in
A=} 221 Rap  ®a3 terfpy orden m x n
. . . . nocolumnas a;; s.1.,,.,n
. . . . J=1.. o
m1 A2 m3 %mn

MULTIPLICACION DE MATRICES.- Sea la matriz
A=(alJ) (i=l,...,m3J=1,...n) orden m x n ¥y B=(b‘J) donde

(i=1,...,n) y (j=1,...,p) orden n x p dos matrices de orden
mxn y n x p respectivamente el producto AB ea una matriz.

C:(ciJ) dond i=1,...,m y J=l,..,,p orden m x p
n

de orden m x p cuyos elcmentos estén dados por ch= 2: alkbkj
k=1

Para multiplicarse matrices debe de ser, el nimero de columnas de

ta primera debe de ser igual al nimero de renglones de la segunda.



También para multiplicarse dos matrices dehen ser conformables, es

decir ndmero de columnas igual al nimero de renglones.

La multiplicacién de matrices no es conmutativa.

PARTICION DE MATRICES.

Hipermatriz.- Se llama hipermatriz a un arreglo rectangular de matri-

ces, a los elementos de una hipermatriz se les llama submatrices.

Particién de una matriz A.- Se entiende por la formacidén de una hiper

matriz agrupando los elementos de A es submatrices.

-

41 %12 B3 P14
.
A=) 221 P2 B3 Baa Ay Ao
.
B33 %32 B33 %3 Aan Alap
a a a a .
L AL 42 43 a4 Hipermatriz

MATRIZ TRANSPUESTA Y PROPIEDADES, MATRICES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS

Transpuesta de una matriz.— Sea A de orden m x n "se le llama trans -
puesta de A" y se representa por At , 8 la matriz de orden n x m cu-—
yos renglones son las columnas de A y cuyas columnas son los renglones

de A.
Propiedades de_la matriz_transpuesta.
1-H Y <o

2.- (A - aat



3.~ (A + B)t

i
>
+
w

a.— (ag)®

[}
m
ko

Matriz Simétricas .- Son matrices cuadradas para las que k:At; es decir
aij= A‘“ para ¥ i,j

Siempre seré posible obtener una matriz simétrica mediante S:A'At

Matriz Ortogonal .- Una matriz cuadrada de &rden y con elementos reales
es ortogonal si : P AtAzln



DETERMINANTE DE UNA MATRIZ

Es una funciénmedimte 2 1la cual a toda matriz cuadrada A se le asigna

un escalar bien definido y se representa por ''det (A)}"

REGLA DE SARRUS.- Para determinantes de SEGUNDO Y TERCER ORDEN

8y 12

det de A= = a

11 %227 %21%12

821 22

Para obtener un valor de un determinante de tercer orden, a los pro -
ductos de los elementos de la diagonal principal y paralelas se restan

los productos de los elementos de la diagonal secundaria y paralelas.

B -
a a a
11 %12 M3
N~
a a a
det A 21 22 231, a a + a, n..a -
a X n = 81800833 * 83;835%13 * 33;%12%03
31 f32 P33 a D & fd. — & .
X R 31%22%13 © 11%32%23 T P21%12%as
a a a
11 %12 *a3
~ N
32 22 asz
-

METODO POR COFACTORES

se le llama menor del elemento a de un deter-

i 13

minante de &rden "n' al determinante de orden "n-1" que se obtiene al

¥enor del elemento a

suprinir en el determinante original el renglén i y la columna j se

representa por M

iJ

20
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811 "2 "1
a a a <
21 22 23 Se quité el renglén 2y, ¥ la columna
f31 Pz %33
-
r‘ —
222 ¥23 a1 1z
M= a i Mag= a a
B3z 233 31 3z
- J
e -
212 213
M3y
B2z B3
ol =

MATRIZ INVERSA Y SUS PROPIEDADES

Matriz Inversa .- Es una matriz cuadrada A puede existir una matriz -

cuadrada A”' a la cual se le llama "Inversa de A", tal que A Yaean o1n

“No todas las matrices cuadradas tienen inversa

No Singulares —— Existe Inversa
Matrices Cuadradas

A Singulares ~- No Existe Inversa

Propicdadeg «— Sean Ay B No Singulares
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b).— (a”ht La

cr- (AR)"L = pTla"t

d).- Sea 1 un escalar distinto de O, entonces (A A)_l = -1

1
i

o a7t Al A
Solamente se muestra este método para obtener la inversa de una ma-
triz, pero también existen otros como el de transformaciones elemen

tales.

CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA A-l, POR MEDIO DE LA ADJUNTA

Matriz_adjunta_.- Se llama matriz adjunta de la matriz cuadrada A,

“adJA” & la matriz que se obtiene de sustituir cada elemento de AT

por su cofactor correspondiente

A=(a‘J)
t
A= (eji)
Adj A= (AJi)
férmula para obtener la inversa A—_l
A"t 1 adj A

det A

Si el determinante de A=0 indica que no tiene inversa es decir c¢c cin-

gular.

a2

Cuando se va a calcular la adjunta, al obtener la transpuesta se cambia

de signo alternadamente

Ejemplo:
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Haciendo el cambio de signo

1 1 o 1 -1 0
3 -2 1 -3 -2 -1
At= =
-2 1 -1 -2 -1 -1

III.Computadoras Digitales Programables.

Este trabajo y tantos semejantes nunca se hubieran logrado con tanto -
ahorro de tiempo sin la ayuda de las computadoras, este avance tecno-
l6gico, es una herramienta primerdial para céilculos topogréficos y prin
cipalmente para los trabajos geodésicos, ya gque por medio del sistema
matricial usando computadoras se hacen ajustes de redes relativamente -
grandes (3 & maAs figuras), no como se hacia anteriormente figura por

figura.

El principal ahorro de tiempc y trabajo del empleo de la computadora es
la inversién de matrices ya que si se invirtiera una matriz de 16x16

por cualquier método de célculo manual, nos llevarfamos aproximadamente
una sole persona, alrededor de seis meses, y con el usoc de la computa-
dora se reduce a segundos o minutos de proceso y todo debido a su ve-

locidad extremadamente alta,

Esta velocidad tan extrema va acompaflada de un nivel de confiabilidad
igualmente alto. un computader préicticamente nunca comete un selo error
108 errores casi siempre provienen de un error de programacién © de -

tragmisién de datos.

Una experiencia que se tuvo aqui con respecto a este tipo de errores,

fue en el momente que se le pidié a la méqguina que calculara la inver-



sa de la matriz, marcaba un error de falta de capacidad de cdlculo
en el tipo de almacenamiente, se pensd, en que el tipo de clave -
(tiempo de cdmputo) era muy pequefio o gue no 3e usaba la doble pre-

cisidén, que el programa estuviera mal planteado.

Lo que nunca sucedié {ue encontrar el porqué del error; y lo que se
hizo fue pensar gue las cantidades que formaban la matriz eran muy
grandes por lo que se decidid dividir la matriz por un factor y asf
fué como se obtuvo la inversidén de la matriz, después se volvid a

dividir para obtener el resultado exacto de la matriz inversa.

La computadora utilizada fue VAX/VMS VERSION TK DIGITAL EQUIPMENT -
CORPORATION del Centro de Célculeo de la Facultad de Ingenieria.




Cen el correr de los afios, los matemdticos y clentifices generali-
zaron y extendieron el método original de Gauss y Legendre y asf

encontramos entre otros, los métodos siguientes:

AUTOR METOUDO ANDO

Gauss-Legendre Minimos Cuadrades 179%

Kruger Sumatoria de Ecuaciones 1905
Normales

Tobey Hétodo Diferencial NMinimos 1930
Cuadrados

Tienstra Hinimos cundrados en fases 1956

Kalman Flltro de Calman 1960

Bayes Filtre de Boyes 1964

Schim-Schmid Secugpcial 1965

Krarup~Moritz Colocacidn 1865-1972

Todos de una manera ¢ de otra se relacionan o fundamentan en el Mé&to-
do original de Gauss~Legendre.
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INTRODUCCION .~ Las mediciones de los distintos observables fisicos
con la m&xima presicidn posible son de fundamentalisima importan-
cia pura'las diferentes ramas de las ciencias f{isicas. Gracias a
ellag y al empleo de ias matemiaticas a dichas ramas de las ciencias

se les llama, con un poco de optimismo, ciencias exactas.

El resultado de una medicién de una magnitud fisicz es un nimero -

que depende de:

a} Lo que se mide {la magnitud misma)
b) Del procedimiento de medida

¢} Ei instrumento usado

d) El observador

e) El medio que rodea la ejecucién de la medida (temperatura,tensién,
carpa eléctrica, velocidad con respecto al observador, humedad re-
lativa a la oceleracidn de la gravedad, etc.

Para que el nimero atribuido a2 una cantidad fisica tenga sentide, de-
be ir acompaiiado, explicita o implicitamente, del procedimiento segui-
do y de las caracteristicas de los inatrumentos utilizados en la obten

sién de dicho nimero.

El medir una determinada magnitud fisica con verdadera exactitud por
rigurosas que sean las precauciones que se tomen, todo instrumento de
medida permite efectuar lecturas dentro de los limites de apreciacién
del mismo y no er posible construir ninglin aparato de medida que pueda

efectuarr mediciones con errores menores que un determinade valor,

De 1o anterior se infiere que el proceso de medicién de las distintas
cantidades ohgervables a lo mas que podemos aspirar es a determinar,

de la mejor manera posible el valor mé&s probable, a la mejor estima-
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¢ién que de dicha magnitud podemos hacer teniendo en cuenta el con-
junto de resultados obtenidos y a cuantificar las precisiones o -
sea los limites probables de error de dicho valor que podemos tam-—

bién determinar de las medidas Correspondientes.

De lo expuesto precedentenente tenemos que, cada vez que se efectua
el conjunto de operaciones requeridas para medir una determinada -
magnitud, se obtendrd un nidmero que solamenteen forma aproximada,

representa la medida buscada, por lo tanto, cada resultado de una -

medicidén estd afectada por un cierto error.

La Teorfa de los Errores estudia fundamentalmente el tratamiento ma-
temdtico que debe efectuarse con les diferentes resultados obtenidos
al medir una determinada magnitud, para determinar la mejor aproxi-

macién de la medida buscada y su limite probable de error.

Para hallar una buena estimacidén es necesario hacer nmiltiples medidas
y de ellas deducir el valor mas probable. Debemos recalcar que cada
una de las diferentes medidmas de una determinada cantidad debe ser -
efectuada en condiciones fisicas similares, es decir por el mismo ob-
gervador en igualdad de condiciones, utilizandoc los mismos instrumen~
tos y procedimientos de medida, en caso contrario el conjunto que se
obtenga no podrd ger considerado como una muestra representativa del

universo de medidas correspondientes a la calidad fisica considerada.

El Procesco Inverso serfa.- Fijando el intervalo de error probable de
una cierta magnitud, determinar el nimero minime de nediciones para
alcanzarlo dentre, por supuesto, de un margen de error, este proble-

ma es de fundamental importancia para la programacién del trabajo.
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ESTIMACIONES DE PRECISION DE LAS OBSERVACIONES

Es una regla bien establecida tanto en la investigacidén cientifica como
en la practica diaria, que la primera vez, que se hacen cobgervaciones -
de una cantidad fisica el valor obtenido esti lejos de ser el verdadero
de tal cantidad fisica. A medida que las observaciones de la misma can-
tidad fisica son repetidas a2 la vez que se refina la técnica y el méto-
do para su obtencidn, los resultados en promedio se van aproximando -

gradual y asintoticamente a lo que podemos aceptar coh alguna confianza
que es la estimacidn adecuada del valor verdadero de la cantidad fisica
de interés. Para determinar la mejor estimacidén del valor verdadero, -
las observaciones son sometidas, a un proceso de correcciones. Este pro
ceso de correcciones parte del hecho de que las observaciones de una -
misma cantidad fisica que tienen dispersidén lo que motiva que nuestros

resultados tengan cierta incertidumbre, es decir que "las observaciones
no son todas iguales, los causantes de la dispersién se conocen en ge-

neral como errores! En consecuencia un error estd definido como la dife

rencla entre el valor observado o calculado y el valor verdadero.

Si me conoce la naturaleza de estos errores se puede intentar aplicar
ciertas correciones para eliminarlos y reducir la incertidumbre entre

los resultados,

Clasificacidén _de los errores:

a).- Ilegftimos o Equivocaciones
b).- SistemAticos o Instrumentales

ec).- Accidentales, Aleatorios, Causados por el azar.
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Dispersién e Incertidumbre

Se egsta ya en pogibilidad de indicar que el término error significa
una desviacién del resultado con respecto al valor verdadero. Nor-
malmente no Se conoce este valor verdadero, por 1o que folo se pue-
den tener estimaciones de los errores inherentes a las observaciones
sin embargo, al principio se dijo que los errores son los causantes
de la dispersién de las observaciones; ésta dispersién motiva que los
resul tados definitivos de campo ¢ de célculo se determinen con cierto
grado de incertidumbre,

Este trabajo ignorari los problemas de los errores sisteméticos y se
concentrard en el estudio de los errores accidentales, causantes de la

incertidumbre en los resultades.

Se tratari de enfrentar ellproblema de extraer de observaciones y/o

cAlculos las eatimaciones ma&s razonables para los valores verdaderos -
de cantidades fisicas de interzs: las estimaciones para los errores -
accidentales, el efecto que estos errores tienen con los resultados -

considerados "definitivos”,

En teorfa de los errores no sdlo se requiere la determinaciédn exactos
¥y precisos.... también es razonable, esperar que los resultados mas
consistentes sean nquellos que provengan de observaciones con errores
minimos convenientemente compensados en todo el proceso requeride para
la obtencién de resultados; en consecuencia, el problema de ajuste de

observaciones o de resultades serd parte importante de estas notas.
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Poatulado de Gauns

1).— Los pequefios errores son mas frecuentes que los errores mayores

2).- Los errores positivos y negativos de igual magnitud son iguale
mente probables

3).— Lo= errores muy grandes no se presentan

4) .~ Los errores son modificados por las circunstancias de otros mien
tras mejores sean los aparatos y mejor el ojo,etc.,Los resultados
sean mfis precisos.

“ah 3% L2v wiv 0 3n FU an 4 5 "

Curva de la Propabilidad

En observaciones precisas, la probabilidad de un pequefio error es mayor
que la de uno grande. Los errores peaitivos y negativos son igualmente
probables, y la probabilidad de los errores grandes es cero. Las pala-

bras muy grandes sean algo bajas cuando se usan en forma general aunque
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en un caso particular el significado es claro, asi como un trudolito
de un segundo de aproximacién, un error de 20" es muy grande, con>un

trénsito de un minute de aproximacidén un error de 5', también seria

muy grande. Realmente en cada clase de mediciones hay un limite
tal como los errores positivos estan inclufdos entre cero y mis "1,
Puesto que la probabilidad del error estard representado por una -
ecuacién ¥= f{x) y estard determinada si la forma de funcion de x
se puede encontrar si, entonces "y" se toma como una ordenada y x

como absisa.

Esta puede ser considerada comc una ecuacidén de la curva la cual debe
de ser de una forma tal que concuerde con los postulados antes esta-
blecidos; nominalmente su ordenada maxima OA debe corresponder al error
cero, la curva debe de ser simétrica con respecto al eje “y" puesto -
que los errores positivos y negativos de igual magnitud son igu+lmente
probables; a medida que x aumenta numéricamente, el valor de “y' debe

disminuir cuando "x" llega a ser muy grande y=0

A

=f{x)

La figura representa tal curva OP y OM siendo errores PB y MC sup res-—
pectivas probabilidades ademés, puesto que diferentes mediclones tienen
diferentes grados de precisién, cada clase de observaciones tendrd una

curva propia diferente de las demfis. Esta curva se llama curva de la -
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probabilidad, con objeto de determinar su ecuacidn, es necesario con
siderar que "y" es una funcién continua de x, esto evidentemente, es
licito, puesto que a medida que aumenta la precisién de las observa-
ciones los valores de x estén mas cercanos entre si. E1l requisito es
tablecido par el tercer postulade que "y" debe de ser cero, para to-
dos los velores de "x" mayores + lImite "1" aparentemenie es un obs-
téculo ya que es imposible determinar una funcién continua de "x" la
cual sea cero para x = + "1™ ytambién sea cero para todos los valores
de "x* de + 1 hasta +co pero puesto que el limite “1" nunca puede
ser asignado con precisién lo mejor serd extender el limite hasta =
+ o y determinar la curva en una forma tal que el valor de "y" aun-
que no sea cerc para valores grandes de "x" serd tan pequefic que casi
sea despreciable. La ecuacién de la curva de la probabilidad serd 1la
expresién matemftica de la ley de la probabilidad de los errores de
una ohservacion.
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Deduccién de la Ley del Error

Esta demostracién de lg Ley del Error {Ec. de la Curva de la Probabi-
lidad) se debe a Gauss y estd basnda en el siguiente postulado debi-

do al mismo matemdtico y que &l dedujo de la experiencia.

El valor més probable de una cantidad, la cual ha sido obtenida por
obgervacién directa y repetida, es el promedic aritmético de todas -
las medidas. El promedio aritmético siempre ha sido aceptado y usado,
como la mejor regla para cambiar observacicnes directas de igual pre-
cisidén en una sola. Esta aceptacién universal puecde considerarse como
suficiente para justificar el postulado que da el valor mé&s probable
(EL VALOR MAS PROBABLE DE UMA SERIE DE SUCESOS). Es ese que tiene la
méxima probabilidad matemdtica, pues como dijo Laplace: La teoria de
la probabilidad no ee nada, sino, sentido comin reducido a célculos.
S las observaciones se reducen a solo dos en nimero el promedio arit-
mético es indudablemente el valor més probable y para un nimero mayor,

ia humanidad, desde la mas remota antiguedad asf lo ha considerado.

Se dice que loa errores y su probabilidades corwespondientes son in-
dependientes de los errores y probabilidade=s correspondientes de los

otros errores.

Haciendo todos los ¢dlculos de residuos, errores, sus derivadas y loga-

ritmos a donde se llega a: 2
tx
y=ke 2

como no cumple con los postulados de Gauss fque dice que al error grande

probabilidad pequeila y viceversa.
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La constante ¢ debe ser esencialmente negativa puesto que la probabili-

dad "y" disminuye cuando x auamenta y finalmente sustituyends C zhz
2 2
—oxX
5 "
tenemas y= k € = — 5 .'. %=h2
e ~SX
2
entonces:
22
y=k e_h x

La cusl en la curva de la probabllidad o sea la ecuacién que exprasa
la Ley de la Probabilidad de los Errores de Observacién.

—hzxz
Digcusidn de la Curva y=k e

Pueato que valores poaitivos, negativos de x que sean ndmericamente
iguales dan valares iguales para “y", la curva eg simétrica con res-—
pecto al eje de las y. El valor mdxima de "y™ ea cuando x=0 esto es,
¥y=k ik por lo tanto, es probsbilidad del error O

k
2.2
~h %
= y=k & =
X +x hztz
e
El valor mé&ximo de y=k
De otra manera derivando _d y 2 —h2x2
= ~-Zh x k e = 0

este puede ser cero



a medida que x aumenta el valor numérico; "y" disminuye y cuando x= a
y=0.

. 2 -hx2
El valor de la primera derivada es y= -2h x k e = 0 1la cual se
reduce a cero cuando x=0 y cuando x=:m s 1o cual indica que la cur
va en horizontal en el origen y en el infinito, esto es el eje de -~
las x es una asintota haciendo la segunda derivada.

2 22 2.2

—g-&—--&hzke-hx +dh412kc.hx

sacando un elemento comin

2.2
= ke ™ *F (1em®®) -0
1-m%2 = 0
xz = —1'—2- « s X = : . S esto nos da un punto de in -
2n R f2 n flexidn

Para determinar el valor del pardmetro k partiendo de su deduccidn

correspondiente entre derivadas e integrales tenemos sSu valor que es

b h

=y

en consecuencia la ecuacién de la curva de la probebilidad seré

k =

h —hzxz

[ Ley del comportamiento de los errores
AV

accidentales.

£l error medio cuadritico enti en funcién de la determinacién del pa—
rémetro h de una observacidén, todo ésto basado en integrales y tenemos
como resul tado

[



Donde E es el Error Medio Cuadritico



392

Errores Notables y sus Probabilidades

El Error 50% o Error Probable {e}. Donde e=0.6745E. para un grupo de

observaciones, el error probable o 50% es un error de tal medida, -

que hay tantos errores mayores, como errcores menores que &1.

En otras palabras para una sola observacién, la probabilidad es un

medio que el error sem mayor o menor que el error probable.

El Error €68% o Error Medio Cuadratico (E). También desviacién estandar
de lp tabla de probabilidades se puede calcular la probabilidad del -

error medio cuadratico.

[
- e . x . 6745 (-3 _ 1
€= 0.6745E " B 538 .. e " " e " 6745 ~ 0.6745
1

= 1.4825 P=6822

Esto significa que el &rea comprendida entre la curva de probabilidad
el eje de las x y las cocrdenadas cuyas absisas son : EMC, ec aproxi-
madamente 68%del &rea total. También significa que para cualquier ob—

- +
servacidn inica tenga un error menor que B

que el 68% de todos los errorea se encuentran entre : E.

El Error 90X & EEO . Em este un error dentro del cual el 90X de los
errores de un grupo de obaervaciones deberan teéricamente estar com-
prendidos. Ea completamente popular para los topSgrafos como un medio

de expresar la precisién

: = 2.24 P=.90
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x= 2.44 ¢ = 2.44(0.6745 B)= 1.6457 E
sgo%-'l.sasw' E

Haciendo uso de la tabla de probabilidades podemos demostrar que -—

EQOX= 1.6457 E

Error 95% 6 E 5 * Es uno elegido como tolerancia en muchas ocasiones
_— g

X - 2.9 P=0.95
L]
% =2.9e=29(.6745) = 1.96E ' B, = 1.9 E

Error 99.9% 6§ Egg 9 .Ea el error que incluye casi todos los errores

posibles a ese que 99.9% de probabilided y que comprende a

= 2487 P=.999

e

x = 4,87 (.6745) = 3.29 E

Desde luego este es el error méximo admisible. Asf{ de errores que exce-

dan de 3.29 X no se pueden aceptar y las observaciones correspondientes

deben deshecharse.



RESIDUO.- El residuo (ri) es toda desviacidn de una observacidn de la

muestra (li)' con respecto a la media de la muestra (™):

Como puede observarse los residuos se detine en forma Gnica y por lo
tanto pueden considerarse come errores.

Los residuos con signo contrarie se llaman correcciones puesto gue ~
M= = /I entonces:

ry= IL—N = 5i=x£—[l Si=Son las desviaciones.

Dado que las desvinciones ( §i), son lus mejores estimaciones para -
los errores (E) entonces podemos afirmar que en la préctica los resi-

duos (ri), son las mejores estimaciones para los errores (El)'

Error Medio o Error promedio de la Muestra. El error medio (Eu) de la

muestra estd dado por la suma de los valores absolutos de los residucs

dividido entre el nimero de ellos menos uno.
1 N 1 N
= — r.l= — (1,-M)
i - ;_1 [ i] N-1 ; 1

aqui también E- = E

Error mis Probable.— El error mas probable (EP) de las muestras es -—

aguel error para el cual

Po( [ril <Ep) = P ( [ri] > B,)= 0.50

Este error se puede obtener si se construye la funcifn de probable dis

L)
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tribucién de los ry de 1z muestra tomando aguel valor de r; para el
cual P (ri)=0.50

Varianza y Desviacién Estandard.- Un pardmelro mas fdcil de usar ana—

liticamente es mfs apropiado para medir la dispersién de las observa-

ciones con respecto a la media, ésta es la desviacién estandard { § ).

LA VARIANZA ( 52) : Se define como el limite del promedio del cuadra-

do de las desviaclones con respecto a la media

82= lim (-:— }':;1 XE)MZ

N =@

LA DESVIACION ESTANDARD ( §) : Es la rafz cuadrada de la varianza:
Es decir es la rafiz media cuadrética de las observaciones esto es,

la rafz cuadrada del promedio del cuadrado de les desviaciones.

De esto modo podemos afirmar que § es una medida de la incertidumbre

en el resultado debido a2 las fluctuaciones de las cbservaciones.

X = Valor verdadero de una observacién
Xi = Cualquier valor de una observacidn
M = Media

Medida de Dispersidn en_la Muestra:
Existen diversos pardmetros para estimar la dispersién de las observa-
ciones con respecto a la media de una muestra de observaciones:las més

comunes son:!

1Y)
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VARIANZA DE LA MUESTRA.- La varianza de la muestra 52 esta definida -

por el numerc real dado por:

N N
2 1 2 1 2
8% e ¥ (1, -M)° = ———— ¥ r
N-1 $=1 i N-1 jo1 i

Donde {N-1) son los grados de libertad gque quedan después de determi -
nar M con N observaciones. Esto se puede demostrar objetivamente, si
reconocemos que si se tuviera una muestra de una sola observacidn la
media de tal muestra serfa la misma observacidn as{ mismo el corres-
pondiente valor de 52 seria igual a cero. En consecuencia, en la --
prictica se requiere un numero de dos observaciones para que S2 pue-—
da ser determinada.

Obviamente por lo dicho en ¢l postulado basico tenemos que: 52.—-52 :

las cuales son varianza poblacional y muestral respectivamente.

DESVIACION ESTANDARD DE LA MUESTRA.- La desviacidén estandard, de las

observaciones con respecto a la muestra, S seré la raiz cuadrada de

2
s=:\/s_—=3

57 esto es:
Puede demostrarse que la desviacién estandard de la muestra, el error

medio ¥ el error més probable quedar&n en la siguiente relacién:

5= 1,25 B- = 1.5 EP 6 bien E. = 0.805 ; Bp = 0.675

EP = Error mis Probable

E‘ = Error Medice




El peso de una

donde Po es el
niente escoger
el caso de que

peso unitario.

OBSERVACIONES CON PESOS O (PESADO)

cbservacién i (se define por)

2
31
2

8o

a4

peso de una observacidn tipica, frecuentemente es conve

P°=1; 512 es la varianza de la observacidn tipica es

2
P°=1, entonces So

se convierte en la varianza de un-

2
8i es la varianza de una observacion independiente en el caso de -

que se¢ haya escogido un peso unitario para una observacidn tipico, el
observacidn i, serd P,= 502 1

pese para otra

i s 3
i

de la relacién se deduce que puede ser escrito como se muestra

en notacién ma

tricial P= K X ‘t
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Debide a que las observaciones son consideradas como no-correlaciona-
das. La matriz XL de varianza-covarianza de las cantidades observa-

das es una diagonal, aP se le denomina como la matriz de pesos en for
ma mAs general la inversa de una matriz varianza-covarianza multipli-
cada por un escalar arbitraric es una matriz de pesos, en la literatu-
ra usada 81 se refiere usualmente a la desviacién estandard (o error

standard) correapondiente a una observacién individual.

Para calcular el peso de las distancias medidas en el levantamiento,

fue calculado mediante la siguiente férmula:

552 = az + bz + S2

donde:
a=0.03m

b = 3§ PPM
S = distancia inclinada en metros.



AJUSTES DE OBSERVACIONES POR MINIMOS CUADRADOS
USANDG METODOS MATRICIALES .

ax +by+c

1 it 17— MYy

azx + bzy + ez = H2=V2

Matricialmente
a, b1 ey x "1 Vl
a, bz cy ¥y Mz - Vz
a b ¢ z " v
n n n n n
= AX 4 - L = v

La Expresidn Matricial para el principio de los Minimos Cuadrados cuan

do todas las ecuaciones de observacidén son de Peso Unitario.

vT v=minimo (1}

Y Yo - - ITN

48
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cuando las observaciones son de pesos diferentes dicha expresién toma

la forma:

vT PV = minino 2

Los pesos es una matriz diagonal o sea un vector

Pl 0 ]
P 0 P2 o]
0 o Pa
viev=fv v v P o o v
T 277 "'n 3 1
o PZ o] V2
a [¢] P v
n n
2 T, 2 2 2
X =vV= P1V1 + szz ...+ Pn\ln = minimo

En las expresiones 1 y 2, V es el vector columna de n residuos con di-
mensién nxl1, VT es la transpuesta de V, con dimensiones 1xn, y P es
una matriz cuadrada diagonal, la cual estd integrada por los pesos, -

con dimensiones nxn sicndo n el nGmero de observaciones o mediciones.

AJUSTR USANDO ECUACIONES DE OBSERVACION

Antes de todo debemos desarrollar el algebra matricial necemsaria para

la resolucién de este problema.
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La expresién matricial para un conjunto de ecuaciones de observacién

estd dada como sigue:
si hay n observacicnes y u pardmetros desconocidos o incognitas en-

tonces:
V= AX-L (3)

en la cual V es el vector columna de los residos {n), con dimensiones
nxl ; X es el vector columna de los pardmelros desconocidos con dimen—

siones uxl ; A es 1a matriz de los coeficientes, de dimensiones nxu y

H es el vector columpa de los térmings constantes de dimensiones nxl.

En la ecuacién (3) los coeficientes de los residuos se suponen que

todoeg son unitarios. Este es el caso general en el ajuste de medidas
Reodésicas gencrales por medio de ecuaciones de observacién, tomando
el caso general de observaciones con pesos diferentes, el valor V de

la ecuacién (3) se sustituye en la ecuacién {2) lo que se traduce en:

V= AX-L (3)

VIPV= minimo (2)

= (AX—L)-r P(AX-L) = minimo (4)

[
!

u = (ATX™LT) P(AX-L) - minimo (5)

= (ATXTP-LTP) (AX-L) = minimo

= XTATpax-LTPax — xTATRL « LTPL = minimo

P = PT

LTpax = x"ATpL



u = X?AFPAX - ZXTATPL + LTPL = minimo

du = 2ATPAX — 2ATPL = O
dx

(ATpa) X = & ATPL

X = » ATPL

ATPA

X = + (ATPA)_]' (ATpL)

3

Se obtiene el vector de incdgnitas corregido
n"
X = Xo + X

Los residuos
§-ax-1

¥ las observaciones compensadas
A A
L=La+V

49
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LEY DE PROPAGACION DE COVARIANZAS

Las cantidades derivadas de un mismo conjunto de observaciones se

torrelacionan entre si.

Para conocer estas correlaclones las cantidades derivadas no deben
calcularse en forma independiente sino obtenerse simulténcamente

por 1o que X se convierte en el vector de incognitas (Xl, xz. ...Xm)
denominado tambi&n muestra miltiple derivada en contraposicién al
vector de observaciones (observables) L, integrado por las observacio

nes (11, 1 . lm) que se conoce como 1a muestra miltiple original.

20
En este punto no es dificil imaginar que el vector X tiene también -
asociada una matriz de varisnzas y covarianzas X.Con el prop&aito

de facilitar su derivacién convengamos en que X esté integrado por las
cantidades Xl. xz relacionadas explicita y linealmente con las obscr-

¥y covarlanza Sll,

vaciones 11,12; con desviaciones estandard Sll.Slz

Slz es decir:

Matricialmente

X1 bll b12 ll
= esto es:

X2 Bay P 1z



51

X=8B1L modelo lineal
donde B es conocida como matriz coeficiente o matriz de diseiio

En cste caso general m incognitas y n observaciones tenemos:

»
i

=Ty (e 15 eee 1))

n = Nimero de observaciones

o
1

r,o¢,,1,, ...1)
2 2 12 n m = Nimero de incégnitas

b3
ki

£, (11. 1ys ee- l“) H

matricialmente las ecuaciones anteriores nos quedan
X = F (L}

donde F simboliza a los modelos matemlticos que dan las relaciones fun-
cionales entre el vector de incégnitas X y el vector de observaciones L

X T 1
x =f ! L F = 1 L o= 1
H ;
1 1 1
xm f- 1n

El vector de observables L al estar considerado como muestra maltiple
tlene asociada una matriz de varianzas y covarlanzas IL con elemen=-
tos tal como se indican a continuacién

sle 51,1, 51,1, ...S Ll
P RN 5"’12 81,1, ... S0,
nxn . . . e -

sS11 s 11 s11 52

n'1 n'2 n'3 n
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En la que las covarianzas Slilj serdn cero si las observaciones fue-

ran realizadas independientemente.

El problema que se revuelve es el de transformar estadisticamente -
una muestra primaria L a otra X y asociade a L tenemos £L que debe

transformarse a XL, esta transformacién se lleva a cabuo:

£X =BxL 8T
donde:

ZX es la matriz de varlonzas y covarianzas para el vector X
LL es la matriz de varianzas y covarianzas pura el vector L

B es la matriz de disefio

B es la matriz transpuesta de B

La expresion anterior se conoce como la Ley de Propagacién de Varian-
zas y Covarianzas de la matriz XL
n) Esta ley puede ser eplicada cuando se tienen modelos matematices
explicitos del tipo:
X = F (L)

b) En modelos matemfiticos lineales, los elementos de la matriz B estén
dados por los coeficientes de las observaciones de las ecuaciones

de las incognitas

c¢) En modelos mateméticos no lineeles los elementos de la matriz B
sstan dados por los valcres obtenidos para las derivadas correspon-

dientes:



de, cdn .. dn
. di, 312 d1,
= ds, dr, .. .d%
a1, 1, i
r}rm ()rm e . ‘)fm
Jll di, di

L =

d) La matriz IX proviene de XL y contiene las varianzas y covarianzas
de xl . xz consideradas como "observaciones' que simboliza por £X
la matriz que provenga de ¥L y que contienen las varianzas y cova-

rianzas de las medias de las observaciones.

MATRIZ DE VARIANZAS ¥ COVARIANZAS PARA LA SQLUCION

DADA POR _AJUSTE PARAMETRICO

Como ya se ha dicho, la solucidn para el ajuste paramétrico esté dada

en general por la ecuacién

T,= ~1

£ Tt ATeL - N AT

ei ahcra se indica por:
B= NIaTp
¥ se tiene que:

A
X= BL
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N . L
La matriz de varianzos y covarianzas XX para el vector Z’i se obtie-
ne fécilmente aplicando la ley de varianzas y covarianzas.
2 o
XX =8B LL B
recordando la rmatriz de pesos P se define como inversamente propor-
nal a la matriz de varianzas de los valores mas probables de las ob-

servaciones.

-1
P=x L donde K= 8 y «5;-_-1
entonces:
by A ’

Austituyendo:

1 -1 T T

A - -
IX = AT e ke h (0t AT e
puesto que P, N son matrices simétricas, entonces:

P=pP :N=N ; (WHT =

con lo que:

x=xnNt AT pp! pant?
=KNY (ATpayu?
=k Wl wwt
Y

L-xnt

donde N = (AT P AT

A = Matriz de coeficientes & bienZ® = K (AT P Ay '



Volviende a sustituir:

_1
P=K XL
tenemos:
3 T o=t
IX=kK(a kK XL A)
-1 doride K = 8: a posteriori
R-k = Wzt

SR=ATXT
Con lo que se demuestra que Z&‘ no depende del factor K

El problema ec que no se conoce el valor correcto de los elementos
de la matriz ¥ L .lLa mayorfa de las veces solo se conocen los valo-
res relativos de las varianzas y covarianzas de las cbservaciones

que se integran eén la matriz ¥i a través del factor de escala.

Esto significa que conocemos los valores numericos de KEL 6 de 1la
matriz de pesos P = K L L -1 pero sin conocer el valor de X por lo

A
tanto, la expresién anterior parazx no puede emplearse.

Para obtener una estimacidn Q del factor K, se asume gue las obser-
vaciones solo tienen errores accidentales con lo que la forma cuadri-

tica para los residuos pueden expresarse en funcién de

Fepl=(nuk

esto es:

T ey
k= {n—u)
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donde (n—u) es el numero de observaciones redundantes o grados 1i-

bertad que se tienen para realizar el ajuste.
Este valor debe ser mayor de cero si se desea un ajuste por Minimos

Cuadrados.

Usualmente a K s¢ le conoce como el factor de varianzas a priori y Q
"
es el factor de varianza a posteriori consecuentemente, K pucde usar-

S
se para dar una estimacién de }X

o N
La matriz de varianzas y covarianzas, Y X estimada para X se obtiene -

ehora de : ,
2;’(‘: g w1

susti tuyendo:
£R -

aqui también se puede obscrvar que el valor de Y X no depende de K

T e d

T =1
e L)

As{ mismo, sf, . 2 se usa en subsecuentes ajustes como “observaciones"
se debe tener en cuenta sus respectivos pesos como sabemos, la matriz
de pesocs de un vector de observaciones debe ser proporcional a la in-

versa de su matriz de varianzas y covarlanzas,

En consecuencia, la matriz de ecuaciones normales N puede usarse inme-
diatamente como la matriz de pesos de i ya que su inversa H_l ea pro-
porcionar a 2:2 por esta razdn H—l es conocida como matriz de coefi -
cientes de pesos y la matriz cuadrada de sus elementos diagonales como

coeficientes de pesos.

"
Los elementos del vector X se consideran no correlacionadas cuande sea

diagonal la matriz N porotra parte de la expresién
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R 2 .
se deduce que K puede ser considerada como So conecida como la varian-—

: : 2 . , 2
za de peso unitario. En tal caso K = So & bien K= bo‘

i

varianza de peso unitario estimada serd entonces:

o7 o a
A A
K:Szz u—-—lébiﬁn K:az
o {n—u) (]

La estimada desviacidn estandar de peso unitario serd:

A
La relﬂcién&/ﬁ,debe ser muy aproximada a 1 para que las varianzas

y covarianzas de 3L se consideran correctas.

81 ys)l se dice que £ L ticne valores pesimisticos.
51 ?/S.O. se dice que ZL tiene valores optimfigticos.

finalmente es conveniente indicar que en muchas literaturas es costumbre

simbolizar Q= Nt

A A A
por lo que: ZX= 802 . Q 6 biend X = 50 Q



TEMA IXL



MODELOS MATEMATICOS EN EL ELIPSOIDE
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Nos podremos preguntar porqué en este ¢apfitulo mencionamos los mode—
los matemdticos, pues esto tiene como explicacién que los modelos ma
temAaticos tienen una relacidén directa entre las cantidades observa -

das y la informacidn estadistica que se nos da en las captidades ob-
servadas.

Tenemos lo que son las cantidades convancionales o lan de campo, co-
mo son: Las distoncias, Angulos intericres horizontales y dngulos ver-
ticales

(para la obtencién de las elevaciones), asi come la determina~
¢ién de les ecuaciones de Llncégnitas.

La informecidn estadistica es todo aquello gue s¢ nos relaciona con

todas las medidans de dispersidn, como por ejemplo: La desviacibn estan-—

dar (I L)

Estos modelos mateméiticos son ecuacicnes no lineales las cuales para
ser usadas en geodesia se tienen que linealizar por medic de las ecua-
ciones de Taylor, ya que son tratadas en forma rigurosa en el elipmoi-

de. Aqufl no se muestran las derivades para la linealizacién, solamente
ge muestran las ecuacicnes ya linealjzpdan.

Por otra perte las férmulas nos sirven psra resolver prohlemas coma pa-
ra la determinacién de latitud, longitud y szimutes aproximados los
cuales nos sirven para que en funcién de las ecuaciones linealizadas

podamos resolver el ajuste riguroso en el elipsoide.



La not

a, b=

e = Pr

P,
P,

ij

15 =

NOTACION

acidn serd mostrada aquf por conveniencia

Semieje mayor y semieje menor respectivamente, en el elipsoide
de referencia de Clarke 1866

a= 6,378206.4 m.
b= 6,356583.8 m.

imera exentricidad del elipsoide de referencia

2 _v?) /a2

At = Coordenadas elipsoidales de un punto §{
Am = Coordenadas elipsoidales promedio de dos puntos i y J

Ay Amo—tt L

= Diatancina espacial observada entre dos puntos 1 y j corregida por

retraccién y aplicadas ya lags correcciones instrumentales,

Distancia entre dos puntos & y J en la superficie del elipsolde de
referencia

Direccibn horizontal observada en el terreno para los puntos i y
el punto }
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e
<
0

Azimut geodésico en el elipsoide para el punto i1 y el punto j

d‘tij = Azimut astrondmico para puntos i y j en el terreno

Ra = Radio de curvatura de Euler en el azimut &

ij

Ry = MoON (3-1)

2 2
)(i sen @ gy +N1 cos 1]

"1 = Radio de curvatura e¢n el elipsoide y el planc merlidiano en el
punto i
a( 1- e®) (3-2)
M = ————

2 2 3,
(1-e° aen (pi)

"m = Radio de curvatura promedio del meridianc
LR nj) /2 (3-3)

N = Radio de curvatura promedio del primer vertical

N O+ N (3-4)
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i} = Distancia zenital observada en el terreno para puntos en el
terreno i y j corregidos por refraccién y correcciones de
instrumental .

hi = Altura del terreno de un punto i sobre el elipsoide de referen

cia midiéndolo a lo largo del elipscide normal.

Last
i

Deflex1on de la componente vertical en el plano meridiand en un
punto 1 .

N
]

Deflexién de la componcnte vertical en el primer plano vertical
en el punto i .

ﬁi‘jk = Angule horizontal en el terreno en un punto j para un punto iy
un punto k.

31“ = Distancia zenital corregida por la deflexién de la deflexidn en
el terreno.

{ %= Notacién de una cantidad elipsoidal,

{ )%= Uno cantidad aproximada.

HJ = Alturas ortrométricas de un punto j en el terrenc {altura de un
punto sobre el geroide)

llj = Altura geoidal del punto j (Beparacién entre el geoide y el -~

elipsoide de referencia
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FORMULAS PARA LA REDUCCION DE LAS OBSERVACIONES

En la examinacidn de varias reducciones de férmulas se verad que los
términos de correccion son algunas veces funciones de las posiciones

para secr resuelta la cantidad que va a ser corregida.

§i la posicidn del punto es requerido para ser resuelto entonces las

coordenadas pueden ser calculadas usandoe las férmulas,

a cos (A
_ (3-8a)
?, P, _J____ i)

a Coordenadas Aproximadas

a _ P+ % (3-5b)

Pig  men (8450 (3-5¢)
A=A,

N_ coa @ .

Las componentes de deflexidn para el control horizontal de los puntos

pueden ser dados mostrando las coordenadas redefintdas.

Bl significado para calcular !L ¥ ql ,» bara cualquier punto nuevoc
en lo marftimo, estard disponible por Surveys and Mapping divisidn of

L.R.I.S..
Las elevaciones de los puntos antes mencionados en el elipadide deben

ser medidos si es posible y pueden ser obtenidos por la suma de alturas

ortrométicas y alturas geoidales.



Aunque nosoiros estamos trabajando ahora en dos dimensiones de la super-
ficie elipscidal, las alturas de los puntos son necesarios para la reduc
cidn de varias cantidades observadas en la superficie elipsoidal.

La altura H, es la altura ortométrica.

3

-
La altura Nj , para conocer el control de los puntos se debe de dar mos-—
trando las coordenadas redefinidas.

»
As{ mismo como gj y 4y parz métodos de chleulo N-1 puede estar dispo-

nible solo para puntos maritimes,

Teniendo rcducidas las observaciones, log célculos de posicidén directa e
inversa pueden ser hechos en la superficie del elipse usando las férmulas
de Puissan't o de Gauss (o cualquier otra férmula equivalente) easta dispo-
nible para la realizacidn del problema directo de nuevas coordenadas para
el segundo punto.

Estos pueden ahora ser usados en la reduccién de la férmula para obtener
correcciones nds precisas. Esto es més esencial cuando le diferencia de la
alturs c¢lipsoidal de dos puntos es muy grande.

La propagacidén del error a través de la reduccidén de la f6rmula, estén for
mulados asumiendo que 1la estimacién del segundo punto es de 1'' de su va-

lor final o aproximadamente 30 metros.

Las coordenadas obtenidas de la solucién del problema directo pueden ser

probadas contra las estimacicnes usadas en la reduccién de la férmula.




REDUCCION DE LAS DIRECCIONES HORIZONTALES

La direecclién horizontal es reducida desde el terreno al elipsoide por

(Krakiwsty y Thomson, 1974)

8 _ h 2 2 _
dij _dij(nj e aenaij cos @, cos ?; )
mn

- (e SEiJ con” Pa sen Zﬂfij )
12 8 2
m
- ([gl sengr ;- 1)y o8 @ . ] cot Z”o ) (3:6)
donde:
a
N + N,
Np = ‘_j_z__._,J___, N (3v7)
a
M + M
L. -i—z—-i—- . . (3.8)
a
- ® L
P = 23, (3.9)
y N a y M 8 estan evaluadas en (] a Yy = A en la primera
J 3 f] aiy 13

aproximacidn.
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REDUCCION DE ANGULOS HORIZONTALES

Entonces un éngulo horizontal es en realidad compuesto por dos direcciones,
nogotros reducimes esto desde el terrenoc hacia el elipseide aplicando

dos veces la ecuacidn {3-5a) ,este produce:

h
[~ i 2 2
Prak = B * (_L“'"u e menay; com o)

2 2
e sen ¢ 4 €08 @ . )

2
e sij cog’ 'Pmi,‘L sen zaiL)

2
12 N m‘j

2
e Slk ‘V"u« aen 2 o 1k)

1282w

-(
ik

+ ([g sen -7, cosa, ] cot 3.}
i i} i 1 i}

- UE,; emay, -N; cosa, lcotz, ) (3-10)
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REDUCCION DE DISTANCIAS ZENITALES

Las distancias zenitales en el terreno son reducidas hacia el terreno

del elipsoide (Krakiwsky y Thomson,1974)

31y =3iJ + (g‘ cos q; ¢+ 71 sen a”) (3-11)

REDUCCION DE AZIMUTES ASTRONOMICOS

Los azimutes astrondémicos obsgervados es mejor reducirlog desde el terre-

no al elipsoide en una serie de pasos del mismo tipo, primero:

aij= A=y teggy (3-12)

enseguida:

a“ij=a'ij ~ ([ £ nen a'u -1}; cos ahi.‘l ]cotg“) (3-13)

donde 9 ij esta corregida y descrita en la seccién arriba mencionada

La siguiente reduccidén es:



h

ey e re e
3 2 2
@y = @y * (H-. e sen a iy @8 @ j cos q;j)
(3.1}
y finalmente y usando Sij eg calculedo por la scuacidén { z-f¢)
e
rs o2 521. cos°P m smen 2 & i
Fy= @ gyt + 5 )} {zm)
2 Nm

donde &y es el asimut geodésico deseado
i

REDUCCION DE DISTANCIAS ESPACIALES

La distancia egpacial en £)1 terreno, Pij s, entre dos puntos { y J

{véage fig. 3~1) es reducida desde el terreno hasta el elipaoide siendo
el mismo tipo.

{Krakiwsky y Thomson, 1974}
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REDUCCION DR & DISTANGCIA ESPACTAL

Fig. 3-1



Caleul ando
%
2 2
(r‘ij) ~ AN
1°=
h h
S -
(- =) 1+ =)

entonces la distancia elipsoidal es dada por:
1

~1 o
S;j= 2R sen ( an)
bonde: Ah:h',—hi
y: R= Rotyy + Retyy
2
lo cual:
M N
i i
Rdl.f:
2 2
liaena( 15 +Nicon K’-J
n N
y:Rel 44 = i3
J LJ senzo( + N coazg(
J 31 i ij
| N
s A HE |
yiRet g z

M neneog M + HJ cos "‘ji

(3-16)

{3172

71
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PROBLEMA DIRECTG (HASTA 100 KM.)

El problema directo es: dadas las cantidades geodésicas (?1. Ai'sij'c(ij

calcula las coordenndas geodésicas (Pj' Aj' La solucién para ?j es ite—
rativa y el resultado es: (Krakiwsky y Thomson, 1974).

S 52 53
A‘Pk=~3§—-cos‘j- ~—ij—-tglpi senaa i " —i—%—cosa 1j
"1 2N2 6N
i i
2 2
sen” o 15 (1 +3 tg ‘Pi) . { 3-18)
entonces:
s sZ ¢ 2
A 1 SOB (K 44 ¥ 8@ ; @en & gy
P+ 1" n - 28 N -

3 2 2
Sij cos g senqy (1 +3 "¢ )
2

1

ﬂiﬂ

3 ez sen g cos @
1 i i

-Agp (3-19)
2 (l—e2 Senzq)i) K

Donde la letra k es un contador de interacién finalmente.

q)j = (Pi +A(?Dk +1 (3-20)



e
Examinandose la ecuacién (3-19) puede verse EStaA(P a3 funcidn ae AP

¥ por lo tan*o es necesaria la iteracidn
Para poder realizar esto, la soluciénd ¥ , 1 oS sustituida _::or;_\(ak

y se obtiene Aq}k 2"

Este proceso es repetitivo hasta que la diferencia entre les wvalores

o -9 )
sucesivos AP sean menores que 1 x 10 radianes.

Ahora: 5

S S,
A= (2D I % PO, - 2 )
Al (NJ sen (¥ ij o%ec @y 1 sui (1- sen"r sec” @ 3 )

Como sigulente paso uno puede calcular el azimut inverso.

Primer cédlculo:

3
Au=(A41 sen @ = sec ‘A2¢) + A{; (scn(fmsec Lg; —

- sena t? > seca (Aa—'p) )) (3-23)

entonces:

+Aa + 180' (3-24)

X5 = Xyj
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PROBLEMA INVERSOQ

El problema inverse de Puissant’s es dado por (Pi' A N de un punta i
¥ (pj, _\J del punto j , calculemcs las cantidades Sij'nij ya‘,i.

el procesu de solucidn se muestra a continuacidn.

{(Krakiwsky y Thomson, 1974)

Primer Cdlculo: f_'_ —_—
Al Y
See @
Agu
-1 P (3-25)
aijk = T 2
B 3e sen cPi cos @ ,; &?
(1- }
L 2 (l-e2 senz? q )
s, - AN
J {2-26)
Sec cf’J sen @ gk
M
S: S A(P i

ijk = com @ ;.

3¢® aen @, cos P49 (3-27)
2 1-e2 senzq)i) i
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cuando:

A‘P‘?J P

y
BA= Ay -4y
Los siguientes nuevos valcres de "i.i 7 sij es como sigue: |
caleulando
3
T = AANJ + [Sijk ! sen o .
T Sec (f’.j 6 “2 ijk
d
Si,k 2
- - 5> Sen™ (Y sec . T 3-28;
o n2 L4% ? s
3
y :
2 2
T, =AQ % v BipdT mQy venTay g,
2
3 e sen cos
i . 2N
“ - Pico= 9 29, .

2 (1—62 senz(P 1_)

3 2 2
. (si_jk) cos (y ik sen a’i_ik {1+ 3 g @, )

6 ":ie (3-29)
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Ahora:

agy 7T ) . " (3-30)

s N S (3-31)
g Sen 5,

Ta
513 le e (3-32)
kel S o,

Obseérvese que el nuevo azimut ‘xlj (ecuacidn 3-31) es usada en (3-31)
k+l

& (3-32). Usando shora los nuevos valores de S

‘Jk v ijkkl

+1

Nosotros podemos de nuevo calcular valores actuales repitiendo las ecua-
ciones (3-28), (3-2%), (3-30}, (3-31) 6 (3-32) este proceso continuo de
iteracién hasta que los cambios de (¢ ¥ S son despreciables hasta -
QﬂﬁiJ 5'1110_9 Rad)- en l"l ¥ slj' una vez obtenido un valor final para
el azimut directe y el azimut inverso, se calcula utilizando las ecua=-
ciones (3-23) , (3-24), esto completa el problema inverso usando la fér-
mula de Puissant's.



MODELOS MATEMATICUS DE LAS DISTANCIAS

En &3ta seccién nosotros desarrollaremes los mogdelos relacionados a las
distancias y coordenaduas. Las coordenadrs son lag latitudes y longizu

glou~

des geodésivas referidas al elipsoide de refereneia.

Estas distancias medins observadas pueden ser reducidas on la superficie
del elipsoide antes de que puedan ser ajustadas, ndtesce que esIo es Jigno
de @tencidn, si 1la dintancia peodésica entre dos puntcs en el elipsoide
puesden ser expresads en forma cerrada, estando ¢n funcidn de iss Trorde-

nardas, entonces esto puede ser simple ¢n materia de linvallzacidn

problema inverso, en el elipsoide no tiene que resclverse en una s9lu
en forma cerrada. Dos aproximaciones son dadas abajo. La primera s ba~

sada en una expresidn diferencinl y es lineal, mientras que ia segund

empieza con una expresidn na-lineal.

DIFERENCIAL APROXIMADA

El modelo matemitico, para la base unltaria deo una distancia y dos pun-—

tos de coordenadas, es8 escrito simbdlicamente asi:

3355 WA @y Ay) - 55 =0 (3-33)
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Donde los primeros términos son una funcidén aa-.ineal de las distan~
cias o en funcidn de las coordenadas, mientras tanto, los segundos
términos estdn valuades por la distancia. Este modelo no-lineal es ~

aproximado por la serie de Taylor. La ecuacidn resultante es:

Fij = Fi_j 5 dFjj ¥ (3-34)

1l

SCQT 452D =y Joem el el -

- vsij + ... =0 (3-35)
Los dos términos entre paréntesis representan el punto de expansién. Es
decir, que los valores de la distancia estin basados en los valores apro

ximados de las coordenadas, menos el valor observado de la distancia.

El tercer término e85 el cambio de diferencial en la distancia debido al
combio diferencial en las coordenadas y es descrito por la diferencial -
total. (Helment, 1880, P.282 ; Toby, 1928, P.55)

o5 35 [-H] as .
as= agQ, » dd | - aqQ, + 4 (3-36)
203 Poraas it aey et
de donde:
as . . W, cos ay {3-37)

oP s



o5

——— = — N sen con @, {3-38)
N 3 3t P35 ,

-1

E = -~ cod (¥ . (3-39}
a?j 3 Ji .
s

= ( 3-45)

alj "j Elm'\(lji cosc?j 3-40

M y N son el radio de curvatura del elipscide en el meridiano y iz di-
reccidn del primer vertical, respectivamente y (X es cl azirmn: geodé?icc.
VS” es la correcidon de la distancia observada, sustituyendo las ex-
presiones anteriores nosotros obtenemnos uno expresién, ahora siends la
ecuacién de observacién.

vs __ lli t:tasrz'i d(?" ~ N t:lenzxi °°9‘P_ dln ~ M, cos(Y i
i -—————-‘ip.. i -'i—'—l—’————‘:,.. -ty *J*—'-———'Lpu
f
oy o asen con o
@, +—i—-—-——f-i—p—,-,~f§— AT e8P 80, ()

» . ve .
=0y, d(fi+bij d}\,i + Gy dqj +dyy d,lj + 8y -5y,

(3-42)

Esto es esencial para el método usado en Gals {(Mc.lellan, et,nl,1370)
con la excepeidén de 1a unidad y la combinacién de los pesos.

FSTR TESKS W3
Sal '
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Nétese que cada término de arriba ¢iene unidades en metros, esto e
va llevando a cabo combinando las unidades de las correciones de las
coordenadas de radiunes {(2-36) a segundes de arco ¥y las unidadas de
los coeficientes de metros a metros divididos por segundos de ar&c

{ P= 206264.6).

Las vorianzas usadas para la determinacidén de log peSos para las dis-

tancise observadas 8on dndas en metros cuadrados.

La importancia cde estar combinondo las unidadea es equivalente llepar

a hacerse cuando sc muestra combinando informacién de distancias y di-
recciones en e} ajuste , Es muy importante notar gue 59 es una diswan-
cia aproximada, en el sen%tide de que cshc s calcéulable para coorde-
nadas aproximadaes y el calculo dv estes valores es indispensable hacer-
Lo usando cualquier de menor precisidn por ejomplo: g uno-dies de lo
divisién normal de la digrantia observada. En‘otrus palabras, la ecua-
cién de los errores calculados pueden user insignificantes en compara-

cibén de los errores observados.

Esto implica el uso de problemas exactos de algaritmos inversos tal coe-
no el método de Bessel. Nosotros ahora extenderemos la linealizacidn del
Método Matemdtico a muchas distancias entre una y varins estaciones, i

ecuacidén de observaciédn ecpresada en matriz |, es:

A X - v = v . .l); (ro2 2: -

{nxu) (uxl) {nxl} (nxn)

Donde n es ¢l nimero total de distancias observadas y u el total de
. 2

ndmero de coordenadas de estacloness desconscidas. Fo en el factor de

varianza apriori y Y la matriz de varianzas y covarianzas para laa dis—

tancias obsarvadas.
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A Eatacién Fija

4 Eatacida Vvacia

rig. 3-2 * Cuadrilatero con dos puntos fijos



Por ejemploe, un cuadrilédtero con dos puntos rijos y todas las distan-~

clas observadas, haciendo el seguimienio Ce 1o ecuacidn de observacidn
en forma de matriz,

T - -1 — - g -
(s ]
P13 By 0 0O b ) 813~ S1a Vi3
Q
©° 9 G494, ol 514~ S1a V14
(4]
Bag Py O O 94 | Sp3 = Spaf ] Vs
Q
0 O Gy o Sa4 = Soa Vaa
(=]
834 B34 Cg4 9, dad, Sa4 = B3 V3a
i —‘ b ——t S
- e
-1
o, 2
14
o 2z
2
A 23
7 2
24
o
2
-~
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MODELO MATEMATICO DE DIRECCIONES

Las direcciones observadas son relativas desde que el valor de una di-
reccidén de un punto a otro, es una complementacién arbitraria y depen-
diendo de la direccidn *cero" del cfrculo horizontal suponiendo cuando

el instrumento estd disponible. La localizacién del cero relativo a

la direecidn norte es un pardmetro desconoeido estorboso y puede ser de
terminado por el ajuste junto con las coordenndas desconocidas. La infor
macién apreciada de las direcciones resultantes de las observaciones -
del teodolito estd contenido en los nimeros (usualmente més de uno) visan
do desde un punto dado a otro punto, esta direccién es asumida para ser

referida a la superficie del elipsoide.

La relacidn entre un azimut aij y una nueva direccidn d es dado por

1J

la direccidn delzu:onc)ci.dazi es decir

3
a0
N

3-3 orientacién desconocida.
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DESARROLLO DEL MODELG MATEMATICO

El nmodelo matemftice para observaciones de direcciones sepuide deade

el modelo matemdtico del azimut Fij mﬂd(pi.""j"?j'-li) _alj= Q
(Tobey,1928) sustituyendo por {3-42a} por el azimut, es decir:

Fig= @l Ay @ A5 - (dy+ 8} =0 (323

donde la orientocidén desconocida Zi, uniendo las coordenadas, sus can-
tidades

o ,0 0 . -3
Pi.i = a((pl.)_i,(p.‘.)\.’) - Zi -d” + da-1 4, - "‘*u + sasm0
{3-44)
donde pueden usarse todas las cantidades prevismente definidas excepto
a

para E’ el cusl es un valor aproximado para ta orientacién desconocida.

Esto es usualmente obtenido por 1la direccién diferenciando de una eata~

cién vista con el azimut de la misma linea calculada para las coordena-~
dasg.

Variags estimaciones en cada estacidn pueden ser obtenidas con la media
existente de los valores aproximados, 8in embargo, solo un valor es usa-—

do necegariamente.

_Dando la ecuacidn de cbaervaciones para direcciones, es decir:



a5

1 B (3-45)

(3-46)
A fije
A Desconocido

d Direccién
A5

Distancia

Saq 3

fig. 3—4 :0Observacién de Direcciones y pDistancias



Ahora nosotros aplicaremos el modelo matemdtico de direcciones en el
cuadrilitera mostrado en la fig. {3-3), donde todas las distancias
fueron observadas a mAs de tres direcciones a la estacién 3 y2ala

estacién 2. La forma matricial de la ecuacién de observacién es:

A x -~ w = v ., p
1.6 6x1 1ix1 13x8 1Ix11
—— — e ey g — -
C1a 93 o ° o ° ag, 835 = 543 Via
° o Cia %4 © ° ad, 574 - 514 Via
a3 933 ° e o o 9, 171505 ~ S5 [] Vo
° o Cag dpq O o ad, 34 = Sz Vaa
L b, Cyy Gy, O o 53, - Su4 Vaa
P31 Ty o ° o = gl 31"23 Vay
. fon o o o dz, 22023} | Voo
oy, faa  §zq Ty O -t az,, gﬂ—d“—-zg Vas
G2y ~fa a o - 0 ga—dza-i!g Von
o a 924 Toq -1 o Lga"’za"’; Vaa
—— L. . -t e
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Z-x 5}
5,5
P = Croz
11x11 o =t
5. 5
L —
o 2
31
O;z 2
a
5,5 = 34 2
0,, 2
Oy 2

Note que la matriz de varianzas y covarianzas para las distancias ya fue
ron definidas, mientras la nueva matriz ( 5x5 ) pertenece a las de obser

vacidén de direcciones.

Eato es una matriz incorrecta cuando todas las direcciones en todos los

puntos tienen que ser observados.
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CALCULOS PRELIMINARES
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RED DEL LEVANTAMIENTO GEQDESICO

Se optsé por cambiar los nombres de las egtaciones de la red a forma
numérica, para facilitar las notaciones en los cilculos mostrades en
este capitule

Dug

le-«hg

A Posiclones fijos o conocidas

A Posmiciones desconccidas

suiabr cushro

Dos =1 Ry Ligrima = S g
Lamentos =2 Venado = 6
Magdalena = 3 Rayo = 7
Veinticuatro = 4 Gomeilon = 8



La red caonsta de los siguientes datos:

4 Vértices Conocidos

Vértice Dos
Vértice Lamentos
Vértice Rayo

Vértice Geomenos

4 Vértices Desconocidos

Vértice Magdalena
Vértice Venado
Vértice Veinticuatro
Vértice Lagrima

Distancias

13 Distancias Medidas

Angulos Horizontales

24 Angulos Internos Medidos

No se observaron Azimuts

Se Midieron teodan las Distancias Zenitales.




DISTANCIAS CRUDAS PROMEDIOS_Y TEMPERATURAS

Dos-Magdalena
Dos~Lamentos
Dos-24
Lamentos-Magdalena
Lamentos-24
Magdalena-24
Magdgalena-Rayo
Mugdalena-Venado
24-Venado
24—-Rayo
Venado-Rayo
24-Lagrima
24-Gometio
Rayo—-Lagrimn
Rayo-Gomefno

Gomeflo-Ligrima

28763.863
30317.803
46757.795
47497.227
32082.225
42865.221
68325.6375
44507, 631
50339.412
45546.038
36812.741
49054, 312
76418.45%
64158.288
67926.262
37161.430

1
14.972

6.003
8.419
8.14%8
6.942
5.607
26.354
21.631
22.186
22.376
29,233
16.004
23.819
18.507
24.744
24.8%94

o
7.472
0.847
1.664
1,142
0.797
2.487
10.278
7.150
12.603
8.600
11.596
4,767
7.986
6.736
12.430
10.761

g
603.504

599.694
602.99%6
611.124
609.082
619.760
617.855
627.380
623.870
613,918
620,268
606,552
601.345
£09.600
603,335
602,869

92

mm.
mm.
mm .
mm.
mm.
mi.
mm.
mm,
mm.
mm.
mm,
mm.
mit.
mm.
mm.

mm.



En primera instancia se obtuvieron los datos de campo para €l <ilculo,
los cuales ya se mostraron.

a}.~ Todos los #ngulos horizontales con un total de dieciseis observa-

ciones cada uno. {Asi fueren medidos en campo)

b).~ Distancias Crudas ida y vuelta, aqui se gacd un promedio para ca-
da distancis por lada, éstas acompaniadas de asus temperaturas seéca
¥y humeda asf{ comc su presidn, sus unidades son °C y ma Hg res-
pectivamente.

CORRECCION METEREOLOGICAS A LAS DISTANCIAS WEDIDAS EN CAMPO

Mostrande el procedimiento de céleulo de las correcciones metereolé-

glcas para cada digtancia, solamente el cdlculo de la primera dlstan—
¢ia eptd paso A paso.

Correcitn a las Distencias = fZB_p

na
vo

np = = Indice de refraccidn en el aire ordinario y es igual a
v

1.00032

na = Indice de refraccién al medir
B = Distancia Medida
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na = 1 . 103.46 p o+ 49081;.24 e 10—6
T T
T = Temperatura absoluta 273.15 + t
t = Temperatura del termémetro seco
t' = Tewperatura del termdmetro himedo
P = Presifn en mm Hg
e = Tensién del vapor de agua en las condicionea de la medida.
e' = Tensién del vapor de agua en el aire saturado a la miems temperatura

e = e’ +de

de = ~0.00066 ( 1 + 0.00115 t') p ( t - t*)
a o T8¢
237.3 + €

e' = 4.58 x 10%

Entrando al célculo de la primera distancia
Dos Magdalena ( 1 -3 )
de = -0.00066 1 + 0.00115 (7.4723 603.504 (14.972 -~ 7.472 }= -3.0130

7.5 (7.472) = 0.2971
237,3 + (14.972)



e = 4.58 x 100°%°2 7.62547

T = 273.15 + 14.972 = 288.1220

na = 1 & __I_M__ (603.504) + _ﬂu'z__f_e (4_52547)
268.1220 { 288.1220)

1-3 Correcisn = 2222932 5g963.863 = 28766.02639

1.0002

1 0-6

95

= 1.0002
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Las siguientes distancias quedan como sigue, esto es ya corregidas:

= 30320.2318 m.
= A46761.68116 m.
= A47%01.11886 m,
= 32084.79196 m.
= 42868.09405 m.
= 68331.8904 m.
= 44511.68398 m.
$0342.55728 m.
= 45550.12109 m.
= 36816.1301 m.
= 49053.455 m.
= 76426.17682 m.
64163.9793 m.
= 67931.56786 m.
= 37164.72377 m.

@ NN 2SO0 Db AW W NN
|

@ oMo YN NN 0N A DLW AN
]

Se usé la férmula citada en el primer cdlculo ya que el tipo de levan—
tamiento no ameritaba que se calculara con otras férmulas como las gue
se citan en el capftulo 3



CALCULO DE LA CORRECION DE DISTANCIAS

POR SEGUNDA VELOCIDAD

Esta correccidén se hace para que la distancia medida en forma de curva

nos quede en ferma ineliradn {esta correccidén se indica en les ccrrec=

ciones geométricas).

Pero para el fin de obtener las cetas de lon vértices desconocidos, es

necesario hacer primero cota correccidn con respecte a las cotas de los

vértices conccidos y para ests tenemos que calcular un radic medieo de

Gauss para toda la red geodésica, este

coordenadas de los vértices conocidos,

?,
Az

n

30 39 06.818
"

106 06 47.526

2154.21 MSNE

° "

29 53 15.678
L L

105 56 43.601

1952.82 wSMeM

P
Az
H,
Ps
A

Hg

Lo obtendremos en funcidn de las

los cuales son:

° t "
30 34 39.553

° ' "
=105 48 32.284

1976,06 MSNMM

° ' "
29 51 32.150

a ’ "
105 14 35.870

2216.90 MSNMM



Calculande los radios para las latitudes conocidas y después sacando
un radio promedio

Datos :
a = 6378206.4 2 b2
. {(1—=") = —z = 0.993231342
b = 6356583.8 a - :
2

e” = 0,006768658

Am = a(1-e>}

3/
{ 1-e? san(P )
Gbteniendo los siguientes resultados:

Hnl = 6351789.094 m

Rm2= 6351715.720 m

6351038.937 =

u

Rey

R g = 6351010.932 o

Calculando ahora N, tenemos :

¥ U - —
()—e2 ecnz(P)Uz




Obteniendo las siguientes resul tados

N, = G(383824.374 m. N,

1 7
N, = 6383799.791 m. Ng

#

6383573.050 .

= 6383563.670 .

Ahora se calcula.d ¢l radio medio de Gauss para cada estacidn

l)a v N BRm

Obteniendo los valares siguiences:

,01 = 6367786.589 m. P,

P, = 6367737548 m. Ps

De estos resultades tomaremos un preomedia

promedio pora toda la red geodésica y hos

P oromedio = 8357518.963

Procedemos n calcular la correccidn de lta

de las digtancias, empleando la sigulente

Lt -RI®
28 “'ra

Ry =) Proacdio

Ss = Sm

Sen.

= 6367285.214 m.

= 6367266.497 m.

para obtener un radio de Gauss
da:

segunda velocidad para cada una

férmula:

3
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Tomando los datos siguientes:

n}.- Cada una de las distanclas corregidas por los efectos metereclégicos
b).- Radlo promedic de Gauss

c}.- El valor de R para aparatos electromagnéticos = 0.25

Usando l1os datos znteriores y la férmula antes mencionada se obtuvieron

1as distancias correctas.

= 28766.01263 m,
= 30320.21569 a.
= 46761.62205 n.
= A7501.056%0 m.
= 32084.77587 wm.
= 42868.04851 a.
= 68331.70597 nm.
= A4511.63300 wm.
60342.48353 a.
= A5550.066406 mn.
= 36816.10125 m.
= 49058.74344 m.
= 76425.91877 m.
= B6A163.B2660 m.
= 67931.38665 wm.
= 37164,69410 m.

M NN A& AL AW WL NN
{

oL e NN NS ANW
]

(Distancias corregidua por segunda velocidad )



NIVELACION TRIGONOMETRICA

Esta nivelacidn es con observaciones simulténeas y reciprocas.

"

Vértices Verdadero

Vértices Aparentes

Superficie del Nivel del Mar
Distancias Zenitales Verdaderas
Distancias Zenitales Observadas
Angulos de Refraccién

Altitud del Vértice A

Altitud por determinar
Distancia eatre a y b

Centro de 1la Tierra

Apgulo en el Centro de la Eafera Osculadora

Rodio Medio Terrestre

121
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. PORMULA UTILLZADA PARA LA NIVELACION TRICONGMETRICA

2
H = Hatg 172 (2' -2y 1 22, ~L——é)
o 128
, ' 2 HeH
B - Heltg W2 (2 -2 (1e-ip , A2

12R 2R

. L
Como se encuentra H en el segundo miembro se calcula primero H , des-

,
preciande el término R ;KH para obtener un primer valor # , el cual
’

,
se sustituye en el término —ﬁ§§—2—~ para el céleule Qefinitive de H

.
En lugar de ia diferencias de distancias zenitales verdaderas, Z -~ Z,
se puede emplear la diferencia de las distancias zenitales obsgervadas,

2! —~ z por haberse hecho observaciones stmultdneas, ya que en este caso!

f
| I ¥y z' - Z =2 ~2

Nota:

Hay que tomar en cuenta la altura del instrumento y la de la seflal



DATGS PARA EL CALCULO

= Batacidn Conocida
= Distancias Zenitales Simulténcas

= Distancia entre Estnciones Corregida por segunda Velocidad

L

Radio Medio dc la Triangulacidn 6367518.963 m.

a3

HA = 2154.21 KSNWK

°

L
= 90 s9 0-4'.‘39

° ' "
Zg = 89 ia 39.00

1-3

-

]

28766.01263 .

= 6367518.963 m.
= 1.27 m.

= 1.47 m.

Resultade de 1a Primera Iteracién

1717.2B4590 .

Resultado Final

1717.1518 + 1.27 ~ 1.47 = 1716.9518 KSHMM

104



Como existieraon variaciones entre los valores obtenidos para cada ¢s-
tacidén en la Nivelacidén Trigonométrica, se tomaron los promedios de

estos cdlculos. .

Esto fue debido a que se obtuve un radio de Gauss para teda la Trian-—
gulacién.

Mostrando Resultados

I‘!1 = 2154,2}] NMM
H2 = 1976.06 HNMM
H,, = 19052.82 M
HB = 2216.90 NwaM
Valores Resultantes Promedio
H3 = 1716.17 Nt
HA = 1879.64 Ml
H. = 1625.86 N

H5= 1979.32 N



e
Q
o

CORRECCIONES GEOMETRICAS

maclenon ias correcciones geométricas para transformar la distancia in-

clinada o horizontal, correceién de distancia horizontal & cuerda y por
ultimo, la correcidn para transformar la cuerda en curvatura de la tie~

rra, por lo tanto tenemos:

88 = Carreccidn de Segunda Velocidad
Sh = Correccidn para hacer horizontal la distancia inclinada
Sc = Correccién de distancia horizontal a cuerda

Sa

Correccidn para transformar la cuerda en arco {curvatura Terrestre}

3 4 3
&zsﬂ_(x-k;&a _(Auz *Aus"'ShHm ' s«:z
2a R 2 sa 8 Sa R + Ho 24 R
Se
L , |
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En este trabajo se aplicé esta fdrmula, pero también se puede aplicar
la férmula (3 - 19), todo ésto de acuerdo a la c¢alidad del levantamien-

to geodésico.
Tomando en cuenta que los términos:

2 3
Sm ~ L-l:g—l—n—sEL—d- 3 ya los calculamos, entonces lo tomaremos
2
24 R
como valor conocide (tomandolo come dato) para el célculo de las correg

ciones resultantes agrupadas en la férmula general.

Datos:

El valor de Ss

HB = Altitud de un Vértice

HA = Altitud de otro Vértice

AH = Diferencia de Altitudes de los dos Vértices en Turno
Hm = Promedio de Altitudes de los dos Vértices

Sustituyendo estos valores para cada distancia en la f&érmula general a-
rreojé los resultados sigulentes:

501-3 = 28752.00124

501_2 = 30309.04493

501-4

A6744.10219



502—3 = 474484.76G7

502_4 = 32074.46992

g

42855.722

So, = 68311.94469

g

44499.31497

&
1

50326.119
So, . = 36804.360
So, . = AS5536.403 - o - o
So, . = 49043.905
So, . = 76401.061
So, _ = 64144.290
So., , = 67908.964

5o = 37159.363

Ya teniendo las distancias corregidas tanto por efectos metereolégicos,
como geométricamente se procedié a efectuar el cilculo de los pesos pa-

ra las distanciss por medio de la sigulente férmula:
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O’a"’ = n2 + b2 32
Donde:

a = 0.03 m.
= 0.000008 & 6 PPM
S = longitud ya corregida en m.

o
|

Donde :

3
0.2

P =

Por lo tanto tenemos de 1 -3

0-82 = 0.0009 + 0.05290 = 0.053807365

P o= 0.053807365 = 18.5848

P]_4 = 18.59
Pl—z = 16.75
Pl-d = 7.11
PZ-3 = 6.‘89
P, = 14,98

24~
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ANGULOS HORIZONTALES Y SU PESO

Como se indican todas las repeticiones de los &nguloes interiores,
solamente se mostrar& el valor mas probable, el error medio cuadri-

tico, Bu varianza y su peso para cada &nguio observado.

Tomando estas fdérmulas:

Mo+ M, + M+ ... M
n

e = 1 2 - 3 s
g.2
%2 - @mey? ;P = —2- donde:
Oiz
o2
o =1 que es el factor de varianza a priori
-4-7-95

vwp = 49" 36 20 .a06
032 . o.s27202

P = 1.90
-5-7-8
) . "
VNP 32 30 SO

2 . o.7700.5
1.298

bl
n



-s-4-8
e = 237 a1 a7 .85
052, 4. 705007

P = 0.211630

-~ 7 -8~ 4
- . "
VP = 36 11 09 .459
o2
i 1.0007

P = Q.9933

~4-8-5

we = az o2 m".ase
- 0.9420

P = 1.0616

-8 ~-4-7

. * »
WP = 61 41 51 .294
g.2

12 = 12.6059
P = 0.0793
~T_-a-8
e e -
wwe = aa as’ 27 .10
72 . a.30025
P =0.120a

-6 -a-3

- .
VP = 56 22 00.480
952 - s.4824

P = 0.1824

Ve
"



-3-6-4
VWP = 53 18
42 _ 6.50693
P = 1.2393
—a-6-~7
P =60 40
G2 (it
P = 0.7081

P = 0.5365
~7-3-6

] 1)

e = 29 29

952 _ 3.2274

P = 0.3008

-2-1~4

=

L}

3

° '
42 535
2.629

0.3804

1 -3

=

- L]
64 04
4.8628
0.2056

o
26 .30

"
59 .808

27

n
1% .1067

20

”
25 .0110
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-1-3-2

o 1 =
VWP =37 37 07 .878
0:2 _ 2.1099
P = 0.4740

-—2-3-34
e 1+ _m

VNP =41 11 33 .922
%2 _ 1.61458

P = 0.6194
_7_-5-4
v = a5 o0 06 .397
g, 2

12 = 0.0987

P =10.1276
-8 -5 -7

- . 1]
we =79 18’ 33"239
%2 - a.8135
P =0.1135

-6-7-3
« 4w
VP =36 31 22 .363
012 _ 0,76a5
P = 1.9238

-3-7-4

o 1+ ..m
VP = 37 59 10 . 6958
032 . o.s5108
P = 1.9238



116,

~3-a-1
a 1
VMP - 37 06 56 .7055
952 _ 3.1928
P = 0.3132

-1-4-2

° . "
= 40 03 20 ,0802

VNP
032 _ 14.8242
P - 0.0674
-—a-2_3
o
we =61 38 14".1518
052 . a.0472
P = 0.2471
~3-2-1
o  m
we - 35° 23’ o6 .683
912 . 3.z4999
P = 0.3077



CALCULO DE COORDENADAS APROXIMADAS POR EL METODO
DIRECTO E INVERSO

Partiendo de las coordenadas fijas:

¢ N

o ' " a ' "

1 - 30 39 o086 .818 106 06 47 .526
o * " o L "

2 - 30 34 39 .553 105 48 32 .284
- v “ a . "

7 - 23 53 15 .678 105 S6 43 .601
o + " a . "

8 - 29 51 232 .150 105 14 35 .870

Haciendo el calculpo de los azimutes de partida por la férmula de Puisgant°s

para el Método Inverso (3-25 a (3-32), dadas (Pl' Axv ?Jv lj

obtuvimos un azimut directo y otro inverso de partida y otro de llegada,

cuales son:

De 1 a 2
° ' n
285 40 38 .88 D
° ' "
105 43 S6 .647 Y
De 7 a 8

- ' "
272 30 55 .971 D

o "
92 51 54 ,993 T

los
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Con estos azimutes y los 4ngulos horizontales internos propagué los azi-

mutes para las demés lineas, tanto directos comoe inversos,

Para calcular las coordenadas aproximadas por medio del método directo
utilizando la fdrmula de Puissant's (3186} =& (B-24) los resul-
tados fueron como sigue, tomando como datos: Distancia, Azimut, Latitud

conocida y lLongitud conocida.

3 - 1
28752.00124 Dist.,
o v m
32" 40 23 .a91 Az, Datos
L L] L]
30 3% 06 .818 9,
o v+ m
106 06 47 .526 X2
e e+
212" 35" 28 .301 AZ,
o v m
30 26 00 .5078 ?3 Coordenadas aproximadas
e v+ . m
106 16 29 .19 A3
4 - 3
42855.71928 Dist.
o 1 m
201 24 10 .098 Az,
o 1 u
a0 26 00 .s078 @y Datos

e . "
106 16 29 .19 A3



e v w
111" 36’ as".8s Az,
30" 17" a0”.2503 G,
o e m
108" 51" 36" .123 A4
6 -4
50326.11877 mist.
o [ "
55 14’ 44”302 Az,
- L] ”n
30 17 30 .2533 t‘f a
106° 51' 36".113 Xa
o 4w
235 01 am”,938 Az,
o ¢ _m
36" o1’ 56".0333 Y
e 4 .
106 17 19 .321 }\ 6
24
32074. 46992 biat.
e v »
188" 47’ 01".59 Az,
o v
30 17 30 .2593 t? a
to5° 51 36 .113 Aa

o + u
8° a8" a4".70as1 Az
30" 34" 39".6127 9

Az

-
105 48 32,295

=
@

Coordenadas aproxisadas

Datos

Coordenadna aproximadas

Coordenadas aproximadas



5 — 4

48043, 90456

285 o2’

[£]
2

105" 51

- .
105 17

B
ac 10

- [
105 22

’
17

"
33" .936
30", 2593

"
36 .113

"

25 ,324
"

33 .483

05" .903

Azs

@s
s

120

Datos

Coordenadas aproximadas

Las coordenadas aproximadas obtenidas son las siguientes:

o ' "

30 26 00 .5076
° ' “

30 17 30 .2593
° . "

3 01 5 .0333

o . “
30 10 33 ,463

Por el método directo

o . "
106 16 29 .19
L t 3
105 B1 36 .113
o v L
106 17 19 .321

105" 22" gs".g03



METODO INVERSO

Ahora Yya teniendo las coordenadas fijas y las coordenadas aproxinadas
y aplicando la férmula de Puissant's (3-25) a (3-32) se calcula-
ron las distancias y los azimutes, los cuales me serviran para poste-
riormente usarlos como datos en el cdlculo de las diferenciales tanto

de distancias como de direcciones.

Las distancias calculadas van a ser usadas posteriormente para obtener
el valor o diferencia entre la distancin calculada y ia medida, pero és
to se verd posteriormente con lo que respecta a los azimutes. Come no
se midieron azimutes en el campo, estos azimutes calculados son los més
cercanos a la realidad, por lo que se ha decidido utilizarlos para los

célculos posteriores, arriba mencionados.
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AZTDWUTES DIRKCTOS E INVERSOS

Est. P.V.
o L]
3 P 201° 24
3 2 250" 12
- 1]
a 6 55" 14
-
6 3 1817 a3
a s 285" o2
3 1 212" a5
1 4 azs” 3s
3 7 a3z" 14
6 7 295" a3
4 2 188" a7
a 7 10° 26
4 8 308" 44
°
5 7 60" 17
.
5 8 3a1” o1

"
10 .043

. "
45 .853

"

a4" 5665
"

21".80
“

47 .346
-

28" .528
"

51" .22
"

44" 842
"

16 .158
.

05".332

17".8716
"

24".66
"

18 .2109

"
41 .254

° ' n
111 36 44 .75
. ' "
70 26 57 .0885
L t L]
235 061 49 .185

° .

"
1 43 47 .04217

"
105 17 38 .701

o
32 a0 24 .1189

n
148 43 33 .413
. "
152 24 40 .518
L L3 "
115 53 233 .27
L L3 ”
8 48 38 .a45188

L} "
190 23 43 .71
- v "
129 03 07 .317
- + "
239 59 58 .353

. v "
161 05 26 .389

Todos estos azimutes son calculados y son los que tomaremos en cierto

caso como observados al ser empleados en los calculos posteriores.



DISTANCIAS MEDIDAS Y CALCULADAS

Est. P.v. D.M. D.C. Dif.
1 3 28752.001 28752.0178% 0.01628
1 4 46744.10219 46744.991 -0.8881
3 2 47484.7607 A7486.04405 1.28335
4 2 32074.46992 - 32072.649 -1.7706
3 4 42855.719 42855.682 -0.03776
3 7 68311.94% 68314,.220 2.2751
3 6 44499.315 44498.939 —0.37603
4 6 S$0326.119 50326.119 0.00039
6 7 36804, 3597 36803.988 -0.372
4 7 45536.403 45539.528 3.124
4 5 49043.905 49043.073 -0.83155
4 8 76401.06117 76403. 48053 2.4194

S 8 37150.363 37154.199 3.8367



Mostrando numericamente el término { X

iy =

mtico Linealizado para direcciones tenemos:

1-2
1 -4
1-3
3-1
3-2
3-4
a_-7
3-6
7 -6
7-3
7 -a
7-5
7-8

Direccién fija 1
° . "

285 40 38 .88
° . n

328 35 51 .22

° ' "
32 40 24 .1189

Direccién fija 3

° f "

212 35 2B .528
e . "

250 12 45 .853
o f Ul

291 24 10 .043
- ' "

332 14 aa .842

° ’ "
1 43 a7 .04217

Direccién fija 7
- . "

115 53 33 .27
- . "

152 24 40 .518
- L] "

190 23 a3 .71
° . "

239 59 S8 .353

° . "
72 30 5% .971

°
106

°
a7

a
78

119

149

-
74

a
124

156

' "
55 20

. "
89 45 .006

. )

37 07 .88
. .

43 41 .80
. "

39 o8 .79

] "
08 23 .9

+ "
31 22 .36
' "
30 33 .05
' "
06 53 .46

' "
37 43 .as

dij

—Zi ) del Medelo

°
285

285

285

212

°
212

°
212

212

115

-
115

°
115

115

1us

.

a6
.

40

.
40

' "

35 28 .528
L Wl

a5 28 .528
[ "

35 28 .528

3s' 28".528

.
53

'
53

.
53

.
53

"
39 .88
"

38 .88

"
38 .88

B ' "
35 28 .528

"
33 .27
n
33 .27
"

3 .27
"
33 .27

"
a3 .27

124

Mate-—

]
o

"
-7 .656

"
0 .228



Direccién fija 4 - S

285" 02' 47" .346
308° 44’ 34".66
10" 26 17 .8716
55 14’ 44 .5665
11 36 a4 .75
148" a3’ 33" .a13

188" a7’ 0s".332

Estacidén fija 8
o ' "

92 51 54 .9933
° ' "

129 03 Q07 .317

° ' .
161 05 26 .389

Estacién fija 5
° ' "
341 QL 41 .254
° ' "
60 17 18 .2109

° . "
105 17 28 .701

°
23

°
85

130

186

263"

79

124

' n

41 47 .86
[ "

23 39 .14
1 "

12 06 .24
0 n

34 06 .71
‘ "

4) 03 .a2

[ "
44 23 .50

' "
11 09 .46

+ "
13 40 .806

o
0 "
15 33 .24

' "
15 39 .630

285

285

°

285
a

285

o
285

°
285

92

92

92

02

o2

o2

02

'
o2

c '
o2

02

51

51

81

o1

o1

(D)3

"

47 .346
"

47 .346
"

47 346
"

A7 346
n

A7 346
n

A7 .346

"
47 .346

"

54 .9933
"

54 .9933

1"
54 ,9933

n

)

-
[
o

"
3 .714

"
17 .814



"

it

A

W

70

105

181

°
235

Estacién fija 2 -~ 4

a8’ 38".45188 - o
vow e v m
26 57 .0885 - 61 38 14 .15

. " ° ' "
49 56 .6A7 - 97 01 20 .83

Estacidn fija 6 - 3
v "
43 21 .80 - o]

' " o . "
01 49 .185 - 53 18 24 .a8

° ‘ " o 0 "
43 16 .158 - 113 59 24 .29

126

o . 1
8 48 38 .45188

i
=]

a . "
8 a8 38 .45188 = 4 ,482

o . " "
8 48 38 .45188 = -2 .628

) . "
181 43 21 .BO = 0O
0

e ' "
181 43 21 .80 = 2 .904

. “ "
1817 43’ 21 .8= = 30 .066
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DIRECCIONES USADAS PARA EL AJUSTE

B . “

2 o 00 o0
B ) "

4 a2 55 20
- \

3 106° 59 45 .006
o . ..

1 o o0 oo
o , "

2 a7’ 37 o7 .es
N . -

a 78" a8 a1 .80
o . "

7 119 39 o8 .79
o B "

6 14s o8 23 .90
.. . “

6 o 00 00
- . B

3 36 91 22 .36
N } "

a 74 30 33 .05
o . w

5 124" 06 53 .48
- . "

8 156 37 43 .45
o . "

5 o 00 oo
o B "

B 23° a1 a7 .86
- \ "

7 85 23 39 .14
o , “

6 1300 12 06 .24

3 186° 34' 06".71
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"
a3 .42

223 a1
° "
263 a4 23 .50
a "
(4] 00 00
° "
36 11 09 .46
e "
68 13 40 .81
a "
o 00 [s o]
e "
79 15 33 .24
3 "
124 15 39 .630
° "
4] 0 o0
- "
6] 38 14 1%
a "
97 o1 20 .83
° "
o 00 00
° "
53 18 24 .48
. "
113 59 24 .29
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AJUSTE PARANETRICO DEL LEVANTAMIENTO GEGDESICO
IR .
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Meostrando numéricamente lgs valores de log coeficlentes del Modelo Matemético lineamltizado de las distan-

Va

Ve

Vo

0P,

0Py

10.4244

30.4314

-11.2372

-30.7793

-17.5536

-13.3632

-30.2830

- 7.9938

-19.2709

-29.1184

~27.2506

%P3
“Pa
ap,
975
ag,
LI
ap,
ap,
¢9q
g
ap,

cias ( 3 - 41 ) tenemos:

od 2

0d X,
25.1095 d X,
4.0813 d ),
24.8448 d ),
0.8055 d ),
21.9562 43,
24.1388 )¢
4.8417 4} ,
25.8073 d ),
20.8433 d )\,

8.6981 a )

12.4267 d ),

25.9444 d?a
26.3183 d @,
g,

Rk

11.3417 ag@,
30.7775 dés
17.6479 d?s
g,

odg,
8.1221 4@,
Od?8

. %%e

odp,

+

+

+

14.3737 d )\,
13.8731 d 5,
0dx,
odx,
24.8448 d 3,
0.8055 d ).,
21.9862 d )4
od),,
0d ),
25.8073 d)\
od) g

Od)\B

0d 3,

0.01628

0.8888

1.2834

1.7706

0.0378

0.3760

0.00039

0.3720

3.1243

0.8318

2.4194

3.8366

2.2751
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vd

vd

vd

vd

vd

va

vd

vd

vd

7~3

7-4

7-5

6-4

6-7

cpuida se

ruestra numéricamente

ud?l

bl 21

= - 118.9909 d @,

'

1

4.3084 do,
125.8625 dp,
137.9676 d 9

43.2984 d 4

0ap,
OdP7
oag,
g,

0651 d @,

64.8404 d @,
25.2706 4,4
103.6910 d ¢,

1

7057 4@,

KR

380 A,
30.2426 49 4
04Py

Gd'f’u

136.6708 d?s
80.3686 d?s
129.0552 (l(?s

(’Dd?2

g,
20,4157 d?s
65.9908 d‘?ﬁ

172.1763 d @ o

+

los valores de los coeficientes del Modelo Matemético Linealizado de las

(

direcciones

04 A,
0d 3y
160.7838 d X4
124.1386 d 2\,
38.7328 d A,
47.3743 d 24
71.8069 d X 4
odA,
0d ).,
ad .,
od ),
29.6807 d X ,
45.6529 d ),
119.5469 d An
62.9399 d X,
46.8689 d X 4
100.2785 d A,
169.3315 d X
0d X g
0dA
125.5269 d A g
71.8019 dX o
26.9284 A
odx ,
OdA ,
127.3260 dA ¢
72.8969 d Xy

38.2146 dX ¢

+

+

3 - 45 ) ; tenemos:

70.5380 d 5)4
118.9909 d?s
9,

4.2907 d?ﬁ
od??
137.7857 d?d
oag,,

4676 d@

43.2964 d?ﬂ
25.2706 l‘ll‘)4
85.9986 d 95
124.0164 d ty‘:,
g
od (‘!7
103. 4157 d?G
137.9876 d?!
®9;
o9

64.8404 d@
136.6708 4
NPy

DdT7
125.9489 4@ ,
34.7048 d@
94.8983 d @,
3.8776 d?s
96.2631 dg

od ?7

+

4

+

+

+

100.7867 d ) ,
161.2920 4 ),
0dx
124.1386 d
0d X,
47.3743 d ),
0dx,
65.1687 d )\
71.3045 d )\,
119.0455 d )\,
42.6414 d My
29.6807 d A,
0dXg

0an,
62.9399 d A [
46.8689 d ) 5
DdA‘

0d X,
45.1518 d 3,
91.8513 dA
04Xy

oA,
26.9284 dAa
174.1807 d A,
84.1224 A 5
127.32680 dX
72.8969 d X ,

0dA

+

.

.

15.108

22.608

28.368

9.018

9.306

17.352

2.862

9.402

3.714

17.814

2.904

30,066
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DESARROLLANDO EL AJUSTE POR MEDIO DE LA FORMULA
T -
x = (AT pA)™t (AT pL) , TENENOS:
AJIISTE MATRIC LA, oF VaLUOFRFS PE OASFRYAC | Tn

MEEODN N, DTRECCINNFS

HATRTZ DF NISERN

?R.0444 ~14_4717 4y [ " n 0 n o n 0 n W 0 O ]
e 0 26.31R3 13,8731 [ 0 o a0 o o o 09 n 0o 0
108244 =251 nonHoa A w0 0 06 6 o0 o o0 g 0
0., 0 30,4314 -4 _NH137? 0 n 0 0 [+] 0 [ 0 [} n 0 "
=11.7372 =24 KA 14 .37 24 k449 [ o 0 n 0 n a n u n u n
=30.7793 HOS4KT .0 n it 0 AN . TTITS5 = _HOS54H7 1 0 [}] n [+ 1) u o
0. 0 17 &3 0 1T 6479 =21,9%02 D 0O 0O A 4 Ny N
a o0 a 24,93A 0 6 0 A O 0 0 0
0o 0 in Ha o0 w0y 0 n u
[+ 0 T 3 4 25,8073 O 1] 0 1] Q N i ] () n
0 1] 19 1 8] 0 [ [ n [ )
o0 O_ 06 o 0 0 0 o 6 4 _ 0
Y. S AV AN JN» TNV s S ¢ SR o SR MO BTV 12 E
0 0 10,5178 ~100_T7RT b D U 0 =t 0 0D 0 0 0 O
«tIR, 991 =31K1.292 6 0 0 N 0 0 -1 06 Qg 0 0o 0 4 n
=1IR, 991 ~«1hR0.7%4 0 N O 0 o 0 ey n 0 n gy o
4,30u443 1724.13%0 " n " 0 =6,297 =124,113 n 0 =1 o o 0 ] 0
=175, u6h3 _=1R, 732R (YR 1) 60 0 0 0 -y o ] 0___0
i 3J.9AH 47,374 137 _7A6 =AT_ 174 6 0 0 0 [T W 0 a0 u
«43,72904 T1,ROnC 4 0 O 1 0 0 =y 0 0 4w 0
[ (1) (1) a .n 0 «1845,_4AR RS _1AR6G 1) 2] 0 n (] n = 0
«41.7249R4 ., 71 _404S n " 0" 0 n 1) n [} n -1 n
o 0 25_270n 119 046 .0 O N O O 0 0 n v 0 - n
0O 0 0 N RAK_QUAK 4% 6414 0 @ 0w 00 0 =1 N
o 0 =126.0R% 20.6R07 174,916 =29 AR07 4] n o n 0 -1 () n u r
13 N =Ka_ra0ra a4 K820 [ ) 0 3 =1 (1 n O n
¢ 0 2%.2704 11R.%47 0o » o 0 n -} n 0 o 0
0 0 103 6081 AY.QIWBS N =103, 416 —R2,9709 0 0 G =1 4 O 4 O
w1317 ,9R% . JK HRHO 137.79n =4h_ HAHQ 0 O 4 0 6 0 o~y G Ny N
4] n IN_. 5379 =1un _Jwn n [}] n 0 n L8] 0 =1 n (1] (1] [
0 N =3N_,2470 =1xhP 311 f 0 a 00 06 O =t NN oy 0
0 0 =fa_A40d_ A& 1517 _ N 0 0 0 0 a0 0 9 =
G 0 0 0 =1In.nT a3 . %8172 o 06 0 0 a 0 n [VES |
(1] 0 { N =13In_nTH 128 5771 il o 0 n 1] 0 =1 n o n
1] o W n HO,36RA Ty, ,4010 [} n (1) O o N =1 n 0 [4]
0O 0 «174%_ 49449 =%n, 4?0 d 17,085 26,9744 0 n a a 0 0 -y n ] n
0 FALTDAR =174 1 # 0 0 0 6 -1 0 [ w 0 o 0
~Q4 . RURY =04, 1775 0 n o 0 " 0 O - (1) n 0 4 n
AL ATIRS . $2T7.328 . n o 0 40 _A4157 =127 ,.32R 4] 0 1) N g -t 0 n
0 0 QR 2R TY_ROING (b O =nS_G9Q0K =T2_.H4962 o H 9 N 1 =1 «aq n
w0 )0 0 0 =1T72.176 IR.2146 0 O 0 N 0wt 0 n
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CONCLUSIOQONES



Por medio de la distribucién‘!? se hace la prueba de hipdtesis del
de varianza a priori

A A n~ A

L 02 < VT p 4
2

= v, L

Los limites de este intervalo se evalian de:

a) El nimero de prados de libertad v

141

factor

S
b) Valor calculado del factor de varianza estimado o-o (aposteriori)

¢) Valores tabulados de XZ P1 ¥ x2 Pz ., correspondiendc a los grados de

ibert. i -
libertad v, y las probabilidades ¢ 1 a‘() %y ¢ 1 ;‘t) M

Las sigulentes estimaciones a priori dadas para este ajuste son:
2

0o -« 1
fair = 2".1302089

fais = 0.016386 m.

Las otras caracteristicas de efite ajuste aon:

n* de Incégnitas =u = 16
n*® de Observaciones = n = 41
Gradoa de Libertad =n —u = 25

Y A puntos fijos

Del ajuste se obtuvieron los sjiguientes resultados
2
€o - 3.s66254

v =25
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2 I\;T P G AT ~ £2 AT
6-0 = v 3 obteniendo vi P Vv tenemos 6_9 v =V P
{ 3.866254 ) ( 25 } = 86.65635
AT ~
v P V = 96.65635

Los valores tabulades para X al ser usados en el intervalo de confianza

< p,

X% (25) , 0.025 = 13.1

]

40.6

3

= P, = X2 (25) . 0.97s

2
¥y los limites del intervalo de confianza para 0o son

2
2.3807 < fo 4 7.37a3

2
entonces la prueba falla para 6 =1

La razén por la cual la prueba falla puede ser alguna de las aiguientes :

s} Presencia de errores sistemfiticos en las cbaervaciones
b) Separacién de 1o normalidad en las cbservaciones

c) Valor impropio de los varisnzas de las observaciones
d) Modelo Matemfitico Inadecuado

Les resultados estfin dades al 38% de probabilidad, esto e8 porque esta re—
presentado en dos dimensiones, segin Krakiwsky (1973) estos resultados de
este ajuste, estén relacionados con la matriz de varianzas-covarianzas del
vector solucién ’x\ ., estadisticamente la probabilidad del 38% parn trans-

formarla al 95% se omplea la siguiente Srmulas

Y2 F, , v,oo = 2.45 dque ca ¢l factor deseado

2
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