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PROLOGO 

Para muchos de nosotros• la geodesia es un ámbito de estudio obscuro 

y prohibitivo. pero esta verdad no debe aterrorizarnos. realmente la 

geodesia no tiene nada nuevo, sino que es una simple aplicación muy 

especial izada y con muchas facetas de los principios básicos de las -

matemáticas y de la f'ísica, ciencia en las que ya estamos familiar! -

zados. 

En la práctica la geodesia utiliza los principios de las matemáticas, 

de la astronomía y de la f'ísica aplicándolos dentro de los límites -

de la tecnología y de la ingeniería moderna. 



PROLOGO 

Para muchos de nosotros 1 la geodesin es un ámbito de estudio obacuro 

y prohibitivo. pero esta verdad no debe aterrorizarnos, realmente la 

geodesia no tiene nada nuevo. sino que es una simple aplicación muy 

especializada y con muchas facetas de lo~ principios básicos de las -

matemáticas y de la f'(sica, ciencia en las que ya estamos familiari -

zndos. 

En la práctico la geodesia utiliza los principias de las motemáticas, 

de la astronomía y de la física. aplicándolos dentro de los límites -

de la tecnología y de la ingeniería moderna. 

ó 
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OBJ~TIVOS 

Uno de los objetivos es mostrar en una forna condensada todos los cono­

cimientos adquiridos en el transcurso de esta carrera con respecto a 

la. Geodesia y sus ciencias anexas como: Ajustes, Teoría. de los Errores 

aplicadas al ajuste de un levantamiento geodésico en el elipsoide. 

Tomando en cuenta que no existen textos en esp~ílol sobre la re$oluci6n 

de este tipo de problemas, se propone como un trabajo de consul tn a 

manera que motive a todo persona relacionada a esta carrera a que se -

interese más por la Geodesia, ya que en Mé~dco se le ha mostrado poco 

interés. Se espera que es.:.e erabajo sea de utilidad para otro::; traba­

jos relacionados a la Geodesia dentro de las dependencias gubernamen­

tales~ 

Se quiere con esto enfatizar la importancia del área de ln computnción 

para este tipo de problemas geodésicos, ya que sin ésta, ser!a casi im­

posible obtener los cálculos ma.tricialea y la inversión de matrices, 

para el mismo fin. Se esr.iera se comprenda. el objetivo perseguido y que 

se cuente con la acepto.ci.ón de todos ustedes, los interesados, en este 

tipo de problemas. 



B 

TEMA I 



INTRODUCCION 

La :finalidnd de este trabajo es la presentación del cálculo del ujuste 

de un levantamiento g~odésico, aplicando estrictamente las ecuacioneG 

paramétricas y utilizando los modelos matemáticos y fórmulas necesa -

rias para el cálculo de latitudes, longitudes y azimutes directos e in­

versos para formar las ecuaciones normales del ajuste. 

El tema central, es el cálculo del levantamiento geodésico, donde se 

muestran los cálculos correspondientes para formar las matrices, l<'\s 

cuale=.. se desarrollan con la aplicación de ln compul..l.ción para llc•Jo.r 

a cabo el cálculo y ajustar el levantamiento geodésico. 

Se puede mencionar que en México este i:ipo de trabajo es insipiente ya 

que lnsti tuciones públicas como PEMKX y EL INF.GI, por mencionar algu­

nas, son las que han dcsarrol lado algunos trabajos de conocida impor­

tancia público.. 

Si tomamos en cuenta que anteriormente e5te tipo de trabajos eran parte 

de estudios más avanzados, ahora la implantación en universidades cons­

tituye una necesidad debido nl adelanto tecnológico existente. Como 

mas esta ciencia y su t1plicnción en orden práctico nos es útil para otros 

trabajos base de cartograf"ía y fotogrametría. 



LA TRILATERACION GEODKSICA: Durante un largo tiempo no fue posible de-

snrrol larl 11 por no con t.arse con las técnicas de inst:rurnen tación de -

campe y los modctus mnt.emf1tico~.; de c.:ílculo ndecundos, hoy con las nue­

vas tecnologías ya poderr.os real izarlos. 

El propósito de cstr. trabajo es mostrar la ayuda que loH instrumentos 

electrónicos de medición de distancias y las cornpuLudoras prc!ltnn al 

desarroll0 de los trabajos geodésicos, así mismo CY.poner la bondad del 

método de cálculo y compensación por trilatl.°'ración del cuad:ril6.tero -

con diagonales. 

10 

DKSCRIPCION DE LA RED:Está localizada al norte del país, en el estado 

de Chihuahua, esta red consta de dos vértices de llegada y dos de sali-

do, estos son conocidos, tenemos como coordenadas por calcular o vérti­

ces desconocidos• cuatro. 

Los vértices conocidos o fijos son: Dos, Lnmentoa, R4yo y Goneño: los 

desconocidos son: Magda1ena, 24, Venado y Láqima. 

Se tienen distancias hasta de 70 km. en diagonales. Se obtuvieron tre­

ce distancias, 24 direcciones medidos, no se midieron a:t.imutes; las 

distancias zenitales si fueron medidas, todas ida y vuelto. 

Los instrumentos ut1.l1zulios t'fl el l~vunt.'.".Lo,icr:to ~t"odé~i..-o d1~ la red -

geométrica (cundrllatero con ding,onnles}, tres f'igurns la conforman. 

Fueron teodolitos T-2 con lou que se midi~ron loa ángulos horizontalcfl 

(direccionetJ) y las dintancias zeni tales del lcvnnt.amicnto, en la me­

dición de los lados (distancios) se- ocupó el ELECTROTAPE DM.20. 



El programa de cálculo está elaboraC~ para que a partir de cuatro po­

siciones geodésicas conocidas {dos de salida y dos de llegada) estos 

son los extremos de la red, y así ct~ener las cuatro est:.aciones geodé­

sicas desconocidas para conf'ormar ! :;, :-ed geodésica. 

11 



PRINCIPIOS RELATIVOS A LOS LEVANTAMIENTOS GEODESICOS. 

Uno de los prop6si tos de la Geodesia es el de determinar la posi -

ción precisa de puntos sobre la superficie de la tierra; los pro­

cedimientos seguidos para alcanzar tal propósito pueden agruparse 

como siguen: 

1.- Observaciones astronómicas 

2.- Procedimientos técnicos para la obtención del control horizontal 

3.- Proccdimicnto.3 técnico:; pa:--a la obtención del control ver-<:ical 

Ahora examinemos estos procedimientos para los métodos con los cualea 

podemoG conectar puntos entre sí; en la superficie de la tierra y de­

terminar el tamaño y f'orma de la tierra. 

OBSERVACIONES ASTRONOMICAS 

Excepto para levantamientos urbanos que son de limitado alcance, es 

necesario ref'erirse n un sistema de medida horizontal vinculado a la 

tierra. Esta referencia puede obtenerse llevando a cnbo observaciones 

astronómica.a, para obtener coordenadas astronómicaa, para ésto debe­

mos contar con la observación de una latitud y una longitud astronó­

micas de t:r. pur:to. 

Además de un azimut o dirección a otro punto del lc:var.tamiento para 

proporcionarle un control direcciono! a la ret.I gene1·nl del trabajo. 

12 



Estas observaciones astronómicas proporcionan un método para l& dcter-­

minaci6n de la desviación relativa de la vertical y así determinar la 

:figura de la tierra. 

Los puntos en donde se determina la latitud• longitud y azimut astro­

nómh.:os son también llanuh; e::> tac iones laplace. Es de interés adver­

tir que las observaciones astronómicBa proporcionan solamente relacio­

nes angulares y en consecuencia, ellas pueden suministrar in:formación 

con respecto a la forma de la tierra pero. no con respecto a su dimen­

sión. 

PROCEDIMIENTOS TKCHICOS PARA LA OBTENCION DE CONTROL HORIZONTAL. 

La ciencia de la Geodesia implica, no solamente la determinación de :a 

figura de la tierra, sino también la ejecución de medidas sobre la su­

perficie terrestre , para establecer las relaciones de posición de los 

accidentes topográficos los cuales pueden estar referidos al plano, y 

los geodésicos para obtener ln posición relativa de puntos a grandes -

zonas geográficas, utilizamos levantamientos geodésicos requiriendo se 

tome en cuenta la curvatura terrestre. 

La extensión del control horizontal puede .llevarse a cnbo por diversas 

maneras, pero el procedimiento básico ea como sigue: Se comienza por 

un punto o puntos de posición conocida y desde ellos se miden distan­

cias y ángulos a los nuevos puntos, cuyas posiciones se calculan por 

medio de los valores medidos. Los métodos más comunes incluyen poli­

gonRle.R, trianRuleciones y trilttteraciones. 

PROCKDIMIKfCTOS TKCNICOS PARA. 1.A OBTKNCION DE CONTROL VRRTICAL. 

También llamada Uivelo.ción Geodésica, es por la cual se nos permite -

13 



determinar las di.fercncias de nivel entre puntos de la supe-!"~ii:i~ 

terrestre. 

Los mét:odos e in3trumcntos son más precisos a los que se utilizan 

en la nivelación ordinaria, ésta nivelación se dispone perpendicu­

larmente al geoide y la líneo resultante seguirá la curvatura te­

rrestre y por eso se le considera nivelación geodésica. 

14 



EL ORSJ\RROLl.O DF.L CA 1.cm.o OR ¡\JUSTF. 

En el siglo XVII se vió nacer esta ciencin, fuf:'ron :='.'..!e ir.·:~r.-t::=:-~!; !:!­

mul táneos pero separadamente, los matemáticos Friederich Gauss ( a la 

edad de 18 años) y Adrie Marie Lcgendre. 

En el libro de Gauss "Theorica Matus Corporur.i Colcsestiurn" publicaC.a 

en 1809 se encuentra el párrafo siguiente: 

15 

"Si fueran absolutamente correctas las observaciones astronómicas y -

las diversas cantidades en las que se basan las determinaciones orbi­

tales, también serian estrictamente exactos los parámetrosde una, dos, 

tres o cuatro observaciones (según las leyes de Keppler, para el novi­

miento, ciertamente), y por lo tanto, aunque se usaran observaciones 

diferentes, los valores de los parámetros derivados deberían confi:-rnar-

se, pero no "corregirse". Dado que todas nuestras observaciones ne. 

mas que aproximaciones de la verdad 1 lo mismo es válido para todos los 

cálculos que se hacen basados en estas observaciones. Por lo tanto el 

principal objetivo de todo el cálculo para cuantif'icar un f'en6meno, de­

be aproximarse a la verdad tanto como sea posible, ésto puede lograrse 

combinando un número mayor de observaciones que las absolutamente nece­

sarias para la determinación de los parámetros desconocidos. 

El problema puede emprenderse adecuadamente solo cuando se ha ganado un 

conocimiento aproximado de las órbitas, el cual es corregido de modo tal 

que satisf'aga todas las observaciones de la manera mas exacta posible." 

De este párrafo de Gauss obtenemos los conceptos siguientes: 

A}. - Los modelos matemáticos pueden ser incompletos. 



B) .- Las mediciones rísicas son inconsistentes 

C) .- Todo lo que puede esperarse de cálculos basados en mediciones 
inconsistentes, son estimaciones de la verdad. 

O).- Las mediciones redundantes reducen el efecto de las inconsis­
tenci?.2 =:-:edido.s. 

E).- Deberá usarse una aproximación inicial para obtener la estima­
ción f'inal. 

F) .- Esta aproximación inicial deberá corregirse de tal modo que mi­
nimice las insconsistencias entre las mediciones (por lo que -
Gauss le llamó "El Método de Mínimos Cuadrados"). 

Aún cuando los conceptos .fundamentales tienen cerca de 200 años, el 

necho de que en estadística se manejen con f'recuencia grandes canti­

dades de datos, solo f'ue posible su aplicación hasta el desarrollo 

6 advenimiento de: 

l.- Conceptos Modernos de la Teoría de Estimación Estadistica. 

Se pensó mostrar er. este inciso conceptos de la teoría de esti­

mación estadística, pero, se podría recurrir a cierta repetición 

ya que en el capítulo dos se esta haciendo una conceptualización 

de cada unn de las medidas eet8dísticas empleadas, y a la vez -

ahí mismo se muestra la forma en la que van aplicadas al ajuste, 

para así posteriormente obtener los resultados deseados como con­

clusiones positivas. 

Estos conceptos son: La Dispersión e Incertidumbre. Errores Nota­

bles y sus Probabilidades, Varianza, Desviación Estandar, Propa­

gación de Covarianzas, Matriz de Covarianzas, Factor de Varianza 

a Priori y a Posterior!, Coeficientes de Pesos y Varianzas. 

16 



II.-Notación Matricial y los Conceptos de Algebra Lineal Moderna. 

Debemos tener muy presente este subinciso ya que es la parte me­

dular del cálculo a tratar en este trabajo por lo que se indica­

rán ciertas def"lniciones y métodos matriciales empleados. 

MATRIZ.- Es un arreglo rectangular de elementos, donde cada uno 

de éstos puede ser un número real, un número complejo, un polino­

mio, una !"unción, un operador, etc. 

El orden de la matriz está dada por el número de renglones y co­

lumnas de la misma. 

orden m x n 

n columnas ªiJ, i=l,, •. ,n 
J=l, •..• ~ 

MULTIPLICACION DE MATRICES.- Sea la matriz 

A=(aij} (i=l, ••. ,m;j::::.1, ••• n} orden m x n y B=(bij) donde 

( i=l,, •• ,n} y (J=l, ••. ,p} orden n x p dos matrices de orden 

m x n y n x p respectivamente el producto AB es una matriz. 

C=(c
1
j) dond i==l, ••• ,m y j:l, ••• ,p orden m x p 

de orden m x p cuyos elementos están dados por Cij"" Í: ªikbkj 

k•l 

Para multiplicarse matrices debe de ser, el número de columnas de 

la primera debe de ser igual al nÚlllero de renglones de la segunda. 



También para multiplicarse dos matrices deben ser conf'ormables, 

decir número de columnas igual al número de renglones. 

La multiplicación de matrices no es conmutativa. 

PARTICION DE MATRICES. 

!:!iE_e;:m!_tE.i!.- Se llama hipermatriz a un arreglo rectangular de matri­

ces, a los elementos de una hipermo.triz se les llama submatrices. 

E_a!:_t!c.!6!! 9_e_u!'_a_m~t!,i_;: ~-- Se entiende por la formación de una hipe!, 

mRtriz agrupando los elementos de A submatrices. 

ª11 ª12 813 ª14 

A= ª21 ª22 ª23 ª24 ["' '"] --------
ª31 ª32 8

33 ª34 A' 21 A' 22 

ª41 ª•2 ª•3 ª•• 
Hipermatriz 

MATRIZ TRANSPUESTA Y PROPIEDADES, MATRICES SIMETRICAS Y ANTISIMETRICAS 

!,r!fl!!.P~C!!,t! ~e_u!!.a_m~t!.i!.- Sea A de orden m x n "se le llama trans -

puesta de A" y se representa por A t • a la matriz de orden n x m cu­

yos renglones son las columnas de A y cuyas columnas son los renglones 

de A. 

~r~P!e.2_a.2_e~ 2_e_l~ ~a,E:r_!.z_t!,~B2.u~sia. 

1.- (A t) t = A 

18 
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3.- (A+ B)t = At + Bt 

4.- (AB)t 

!:1_a~r~z_S!_m!tr_i~a.:! .- Son matric~s cuadradas para las que A=A t; es decir 

ªij= Aji para -\"- i.j 

Siempre será posible obtener una matriz simétrica mediante S=A+A t 

Matriz Ortogonal .- Una matriz cuad.roda de órden y con elementos reales 

~B - o;t~g~n~l - s~ ~ AA t ::t A t A=ln 



DETERMINANTE DE UNA MATRIZ 

Es una función ~iaite a la cual a toda matriz cuadrada A se le asigna 

un escalar bien def"inido y se representa por "det (A)" 

REGLA DE SARRUS.- Para determinantes de SEGUNDO Y TERCER ORDEN 

Para obtener un valor de un determinante de tercer orden, n los pro -

duetos de los elementos de la diagonal principal y paralelas se restan 

los productos de los elel'l'lentos de la diagonal secundaria y paralelas. 

det A 

METO DO POR COF ACTORES 

ª11ª22ª33 + ª21ª328 13 + ª31ª12ª23 -

ª318 22ª13 - ª11ª32ª23 - ª21ª12833 

Menor del elemento a 1 j se le llama menor del elemento ªiJ de un deter­

minante de 6rden "n" al determinante de orden "n-1" que se obtiene al 

suprioir en el determinant~ original el renglón i y la columna j ee 

representa por ~ij 

20 
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~
11 ª12 

ª21 ª22 

8
31 

8
32 

Se quitó el renglón a 11 y la columna 

MATRIZ INVERSA Y SUS PROPIEDADES 

Matriz Inversa .- Es una r1atriz cuadrada A puede existir una matriz -

~u;d;a~a-A:1- ~la cual se le llama "Inversa de A", tal que A-1 A-AA- 1 .. In 

"No todas las matrices cuadradas tienen inversa 

Matrices Cuadradas 

A 1 

No Singulares -- Existe Inversa 

Singulares -- No Existe Inversa 

!~.r2.P!.e!!,a~e,!'! • - Sean A y B No Singulares 



.-1 

b),- (A-1¡-l =A 

e).- {AB)-l = B-lA-l 

d) .- Sea ,\ un escalar distinto de O, entonces L\ A)-l = _!_ A-1 

O ,\-1 A-1 ,l 

Solamente se muestra este método para obtener la inversa de una ma­

triz, pero también existen otros como el de tronsformocionea eleme!! 

tales. 

CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA A-l, POR MEDIO DE LA ADJUNTA 

!:!n_!r.!_z_a~j~n!a_.- Se llama motriz adjunta de la matriz cuadrada A, 

"adjA" a lo matriz que se obtiene de sustituir cada elemento de AT 

por su cofactor correspondiente 

A=(alj) 

At= (aji) 

fórmula para obtener la inversa A-l 

A-l = 1 adj A 

~ 

Si el determinante de A=O indica que no tiene inversa es decir ce :::in­

gular. 
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Cuando se va a calcular la adjunta, al obtener la transpuesta se cambia 

de signo Hl ternadamente 

Ejemplo: 
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Haciendo el cambio de signo 

[_: ~: _:] 
-2 -1 -1 

III .Computadora!3 Digitales Progr<lmablcs. 

Este trabajo y tantos semejantes nunca se hubieran logrado con tanto -

nhorro de tiempo sin la ayuda de las computadoras. este avance tecno­

lógico, es una herramienta primC":·dial para cólculos topográficos y pri!}_ 

cipalmentc para los trabajos gl!odésicos, ya que por medio del sistema 

matricial usondo computadoras se hacen ajustes de redes relativamente -

grandes { 3 6 más figuras¡, no como se hacía anteriormente figura por 

rigura. 

El principal ahorro de tiempo y trabajo del empleo de la computadora es 

la inversión de matrices ya que si se invirtiera una matriz de lúx16 

por cualquier método de cálculo manual, nos llevaríamos aproximadamente 

una sola persone, alrededor de seis meses, y con el uso de la computa­

dora se reduce a segundos o minut:os de proceso y todo debido a ::>u ve­

locidad extremadamente al ta. 

Esta velocidad tan extrema va acompaf\ada de un nivel de confiabilidad 

igualmente alto. un computador prácticamente nunca comete un solo error 

los errores casi siempre provienen de un error de programación o de -

trasmisión de datos. 

Una experiencia que se tuvo aquí con respecto a este tipo de errores, 

f'ue en el momento que se le pidió a la máquina que calculara la inver-



sa de la matriz, morcaba un error de f'alta de capacidad de cñlculo 

en el tipo de almacenamiento, se pensó, en que el tipo de clave -

(tiempo de cómputo) Pra muy pequeño o que no .:>e Ufwba la doble pre­

cisión, que el programa es tuviera mal planteado. 

Lo que nunca sucedió fue encontrar el porqué del error; y lo que se 

hizo .fue pensar que las cantidades que formaban la matriz eran muy 

grand!:"s por lo que se dt>cid.ió dividir la matriz por un factor y así 

f"ué como ae obtuvo la inversión de la matriz, después se volvió a 

dividir parf\ obtener el resultado exacto de la matriz inversa. 

La computadora utilizada f'ue VAX/VMS VERSION TK DIGITAL EQUIPMENT -

CORPORATION del Centro de Cálculo de la Facultad de Ingeniería. 
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Con el correr de los años. los matemáticos y c;:ientíficos g.~:me!"ali­

zaron y extendieron el metodo original de Gauss y Legendrc y asi 

encontramos entre otros, los métodos siguientes: 

AUTOR METO O O ~ 
Gauss-Legendre Mínimos Cuadrados 1795 

Kruger Sumatoria de Ecuaciones 190$ 
Normales 

Tobey Método Oifcrenciol Mínimos 1930 
Cuadrados 

Tienl'itra Mínimos cuodrados en fases 1956 

Kalmnn Filtro de Calman 1960 

Bayes Filtro de Boyes 1964 

Schim-Schmid Secuencial 1965 

Krarup-Mori tz Colocación 1965-1972 

Todos de una manera o de otra se relacionan o rundamentan en el Méto­

do original de Causs-Legendre. 
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TEORIA DE LOS ERRORES 



INTRODUCCION.- Las mediciones de los distintos observables f'ísicas 

con la máxima presición posible son de fundamentalísima importan­

cia para ·las diferentes ramas de las ciencias f'ísicas. Gracias a 

ellas y al empleo de las matemáticas a dichas ramas de las ciencias 

se les llama. con un poco de optimismo.* ciencias exactas. 

El .resulta.do de una medición de una magnitud fisic:J es un número -

que depende de: 

a) Lo que se mide {la magnitud misma} 

b) Del procedimiento de medida 

e) El instrumento usado 

d) El observador 

e) El medio que rodea la ejecución de la medida {temperatura,tensi6n, 
carga eléctrica, velocidad con respecto al observador, humedad re­
lativa a la ncelel"aci6n de la gravedad, etc. 
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Para que el número atribuido a una cantidad física tenga sentido. de­

be ir a.compaiiado, explícita o implícitamente, del procedimiento segui­

do y de las características de los instrumentos utilizadas en la obte!!. 

si6n de dicho número-

El medir una dretern..i.nada magnitud f"ínica. con verdadera exncti tud por 

rigurosas que sean las precauciones que se tomen, todo instrumento de 

medida permite efectuar- lecturas dentro de los Umi tes de apreciación 

del mismo y no eD posible construir ningún aparato de medida que pueda 

efectuar mediciones con errores menores que un determinado valor. 

De lo anterior se infiere que el proceso de medición de las distintas 

cantidades ob:tervAbl.es a lo mas que podemos aspirar es a determinar, 

de la mejor manera po9ible iel valor máe probable. a la. mejor estima-



ción que de dicha rnagni tud podemos hacer teniendo en cuenta el con­

junto de resultados obtenidos y a cuantilicar las precisiones o -

sea los lfmi tes probables de error de dicho valor que podemos tam­

bién determinar de las medidas correspondientes. 

De lo expuesto precedentemente tenemos que, cada vez que se efectua 

el conjunto de operaciones requeridas para medir una determinada -

magnitud, se obtendrá un número que solamenteen forma aproximada, 

representa la medida buscada, por lo tanto, cada resul todo de una -

medición está afectada por un cierto error. 

La Teoría de los Errores estudia fundamentalmente el tratamiento ma­

temático que debe efectu.:irsc con los di.fcrentes resul tndoH obtenidos 

al medir una determinada magnitud. para determinar la mejor aproxi­

mación de la medida buscada y su límite probable de error. 

Para hallar unn buena estimación es necesario hacer múltiples medidas 

y de ellas deducir el valor mas probable. Debemos recalcar que cada 

una de las dif'erentes medidas de una determinarla cantidad debe ser -

eíectuada en condiciones físicos similares, es decir por el mismo ob­

servador en igualdad de condiciones, utilizando los mismos instrumen­

tos y procedimientos de medida, en coso contrario el conjunto que se 

obtenga no podrá ser considerado como unn muestra representativa del 

universo de medidas correspondientes a la calidad física considerada. 

El Proceso Inverso serfa.- Fijando el intervalo de error probable de 

una cierta magn1 tud, determinar el número mínimo de medicloncs para 

alcanzarlo dentro, por supuesto, de un margen de error, este proble­

ma es ele .fUndamental importancia para la programación del trabajo. 

29 



30 

ESTIMACIONES DE PRECISION DE LAS OBSERVACIONES 

Es una regla bien establecida tanto en la investigación cientílica como 

la práctica diaria, que la primera vez, que se hacen observaciones -

de una cantidad f"Isica el valor obtenido está lejos de ser el verdadero 

de tal cantidad f'Isica. A medida que las observaciones de la misma can­

tidad :física son repetidas a la vez que se refina la técnica y el méto­

do para su obtención, los resul tactos en promedio se vnn nproximnndo -

gradual y asíntoticamente a lo que podemos aceptar con alguna confianza 

que es la estimación adecuada del valor verdadero de la cantidad físico 

de interés. Para determinar la mejor estimación del valor verdude1·u, 

las observaciones son sometidas, a un proceso de correcciones. Este pr~ 

ceso de correcciones porte del hecho de que las observacionea de una -

misma cantidad f'ísica que tienen dispersión lo que motiva que nuestros 

resultados tengan cierta incertidumbre 1 es decir que "los observaciones 

no son todas iguales, los causantes de la dispersión se conocen en ge­

neral como ~~· En consecuencia un error eotó. definido como lo dif~ 

rencia entre el valor observo.do o calculado y el valor verdadero. 

Si oe conoce la naturaleza de estos errores se puede intentar aplicar 

ciertas correciones para eliminarlos y reducir la incertidumbre entre 

los resultados. 

Clesif"icación de los errores: 

a).- Ilegítimos o Equivocaciones 

b) .- Si e temáticos o Instrumentales 

e).- Accidentales, Aleatorios, Causados por el 



Dispersión e Incertidumbre 

Se esta ya en posibilidad de indicar que el término error significa 

unn desviación del resultado con respecto al valor verdadero. Nor­

malmente no se conoce este valor verdadero• por lo que Solo se pue­

den tener estimaciones de los errores inherentes a las observaciones 

sin embargo, al principio se dijo que los errores son los causantes 

de la dispersión de las observaciones; ésta dispersión motiva que los 

resul tedas definitivos de campo o de cálculo se determinen con cierto 

grado de incertidumbre. 

Este trabajo ignorará los problemas de los errores sistemáticos y se 

concentrará en el estudio de los errores accidentales, causantes de la 

incertidumbre en los resul todos. 

Se tratará de enfrentar el. problema de extraer de observaciones y/o 

cálculos las estimaciones más razonables par·a los valores verdaderos -

de cantidades físicas de interés: las estimaciones para los errores -

accidentales, el efecto que estos errores tienen con los resul tedas -

considerados "definitivos". 

En teoría de los errores no sólo se requiere la determinación exactos 

y precisos •••• también es razonable, esperar que los resultados mas 

consistentes sean aquellos que provengan de observaciones con errores 

mínimos convenientemente compensados en todo el proceso requerido para 

la obtención de resultados; en consecuencia. el probleme de &justo'.! de 

observaciones o de resultados será parte importante de estas notas. 



Pos tu1ado de Gauss 

lJ .- Los pequeños errores son mas frecuentes que los errores mayores 

2) .- Los errores positivos y negativos de igual magnitud son igual­
mente probables 

3) .- Los errores muy grandes no se presentan 

4) .- Los errores son modif'icados por las circunstancias de otros micn 
tras mejores sean los aparatos y mejor el ojo,etc. ,Los resultad0s 
sean más prec ieos. 

-4" -3" -2° -1" o l" 2" 3 11 4 11 5" 6 11 

Curva de la Probabilidad 
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En observaciones precisas, la probabilidad de un pequeño error es mayor 

que la de uno grande. Los errores positivos y negativos son igualmente 

probables, y la probabil.idad de los errores grandes es cero. Las pala­

bras muy grandes sean algo bajas cuando se usan en f'orma general aunque 

•.··· 



en un caso particular el signif'icado es claro, así como un tt.:0dol!to 

de un segundo de aproximación, un error de 20" muy grande, con, un 

tránsito de un minuto de apro~imación un ~rror de 5', también se!""Ía 

muy grande. Realmente en cada clase de mediciont•s hay un límite"!." 

tal como los errores positivos están incluidos entre cero y ~ás "l", 

Puesto que la probabilidad del er-ror estar5 representado por una -

ecuación Y= f"(x) y estará determinada si la forma de función de x 

se puede encontréu· si, entonces "y" se toma como una ordenada y x 

como absiaa. 

33 

Esta puede ser considerada como una ecuación de la curva la cual debe 

de ser de una forma tal que concuerde con los postulados antes esta­

blecidos; nominalmente su ordenada máxima OA debe corresponder al e!"'ror 

cero, la curva debe de ser simétrica con respecto 111 eje "y" puesto -

que los errores positivos y negativos de igual magnitud son ig1.n1;;:ente 

probables: a medida que x aumenta numéricamente, el valor de "y" debe 

disminuir cuando 11x 11 llega a ser muy grande y=O 

A 

y=f"(x) 

Le f'igura representa tal curva OP y C. siendo errores PB y MC sus res­

pectivas probabilidades además, puesto que dif"erentes mediciones tienen 

di!'erentes grados de precisión, cada clase de observaciones t.enJrá ur.a 

curva propia diferente de las demás, Esta curva se llama curva de la -



probabilidad, con objeto de determinar su ecuación. es necesario CO!!_ 

siderar que "y" es una f'unci6n continua de x, esto evidentemente, es 

lícito, puesto que a medida que aumenta la precisión de las observo.­

e iones los valores de x están mas cercanos entre sí. El requisito e:!_ 

tablecido por el tercer postulado que "Y" debe de ser cero, para to­

dos loa valores de "x11 mayores 3 límite "l" aparentemente ea un obs­

táculo ya que es imposible determinar unn función continua de .. x" la 

cual s~a cero para x "" .:!: 111" ytambién Hf"fl cero para todos loa valorea 

de "x" de 3 1 hasta .:!: oo pero puesto que el limite 11 1" nunca puede 

ser asignado con precisión lo mejor será ex.tender el limite hasta -

.! co y determinar la curva en une forma tal que el valor de 11y" aun­

que no sea cero para valores grandes de ºx11 será tan peque~o que casi 

sea despreciable. La ecuación de la curva de la probabilidad será la 

expresión matemática de la ley de la probabilidad de los errores de 

una observación. 
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Deducción de la Ley del Error 

Esta demostrec16n ,.¡,._ la Ley del Error {Ec. de la Curva de la Probabi­

lidad) ae debe a Gauss y está basada en el siguiente postulado debi­

do al mismo matemático y que él dedujo de la experiencia. 

El valor más probable de una cantidad. la cual ha sido obtenida por 

observación directa y repetida, es el promedio aritmético de todas -

las medidas. El promedio aritmético siempre ha sido aceptado y usado, 

como la mejor regla para cambiar observaciones directas de igual pre­

cieión_ en una sola. Esta aceptación universal puede considerarse como 

suf'iciente para justif'icar el postulado que da el valor más probable 

(BL VALOR MAS PROBABLE DE UNA SERIE DE SUCESOS). Es ese que tiene la 

máxima probabilidad matemática, pues como dijo Laplace: La teoría de 

la probabilidad no es nada, sino, sentido común reducido a cálculos. 

Si las observaciones se reducen a solo dOft en número el promedio ari t­

mético es indudablemente el valor más probable y para un número mayor, 

la humanidad, desde la mas remota antiguedftd as! lo ha considerado. 

Se dice que los errores y au probabilidades cornspondientea son in­

dependientes de los errores y probabilidades correspondientes de los 

otros errores. 
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Haciendo todos los cálculos de residuos, errores, sus derivadas y loga-

ritmos a donde se l.leaa a: 

como no cumple con los postulados de Gauss que dice que al error grande 

probabilidad pequei'ia y viceversa. 
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La constante e debe ser esencialmente negativa puesto que la prababili-

dad "Y" disminuye cuando x: auamenta y finalmente sustituyendo +=h2 

~x2 
tenemos y;:,. k e -

entonces: 
-h2x2 

y= k e 

La cual en la curva de la probabilidad o sea la ecuación que ex~r-esa 

la Ley de la Probabilidad de los Errores de Observación. 

DiacuaJ6n de la Curva 

Puesto que valoree positivos, negativos de x que sean númericamente 

iguales dnn valores iguales para "Y", la curva es simátrica con res­

pecto al eje de las y .. El valor máximo de "Y" es cuando x,,.O esto es, 

7=k ;k por lo tanto, es probabilidad del error O 

11 
k 

+X 

El valor máximo de y=rk 

De otra rnaner-a derivando _2J_ ~ -2b2 x k e-h2~2 .,. 0 
d" 

este puede ser cero 



a medida que x aumenta el valor numérico¡ "y" disminuye y cuando x= ro 

El valor de la primera derivada es Y= -2h
2 

x k e-hx.
2 

= O la cual se 

reduce a cero cuando X--0 y cuando x=: cv 1 lo cual indica que la cu!. 

va en horizontal en el origen y en el infinito, esto es el eje de -

las x es uno asintota haciendo la segunda derivada. 

d
2 

v _ -2h2 -h
2

x 2 
4 2 -h

2 x2 
~ ke +4hxkc 

sacando un elemento común 

esto nos da un punto de in -
f'lexión 

Para determinar el valor del parámetro k partiendo de su deducción 

correspondiente entre derivadas e integrales tenemos su valor que es 

k~-h-.;; 
en consecuencia la ecuación de la curva de la probabilidad será 

Ley del comportamiento de los errores 
accidentales. 

El error medio cuadrático eotá en función de la determinación del pa­

rámetro h de una observación, todo ésto basado en integro.les y tenemos 

como resul todo 
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h = _1 __ 

~E 

Donde E es el Error Medio CuadrAtico 



Errores Notables y sus Probabil.idadeu 

El Error 50%. o Error Probable (e). Donde e=0 .. 674SE. para un grupo de 

observaciones. el error probable o 50% es un error de tal medida, -

que hay tantos errores mayores, como errores menores que él. 

En otras palabras para una sola observación, la probabilidad es un 

medio que el error sea mayor o menor que el error probable. 

El Error 68% o Error Medio Cuadrático (E). También desviación estandar 

de la tabla de probnbil idndes ee puede calcular la prob.a.bilidod del -

error medio cuadré.tico. 
e 

e= 0.6745 K '" K= .~45 
X .. 6745 e 1 -e-- ~ --e-- "' :'6745e = o.6745 

1 
- 1.'4825 

Esto signif"ica que el área comprendida entre la curva de probabilidad 

el eje de las x y las coordenadas cuyas absieas son : ES:. es aproxi­

madamente 68"del área total. También significa que para cualquier ob­

servación única tenga un error menor que : E 

que el 68% de todos los errores se encuentran entre : E. 

El Error 90S 6 E 
0 

.. Ea este un error dentro del cual el 90% de los 

errores de Wl an.1po de observaciones deberAn teóricamente estar cona­

prendidoe .. Ea completanlente popular para los topó¡¡raf'os como un medio 

de expresar la precisión 

-"- = 2.2A e 
P...90 
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X= 2.44 e = 2.44(0 .. 6745 E)= 1 .. 6457 E 

K9()%• . 1. 6457 E 

Haciendo uso de la tabla de probabilidades podemos demostrar que -

K!!Oj(" 1.6457 E 

Error 95% 6 E 5 • Es uno elegido como tolerancia en muchas ocasiones 

~ = 2 .. 9 P=0.95 .. 
x = 2.9 e KO 2 .. 9( .. 6745) 1.96 K E

95 
= 1 .. 96 E 

Error 99.9% 6 E99 • 9 .Es el error que incluye casi todos los errores 

posibles a ese que 99.9%, de probabilidad y que comprende a 

~ -4 .. 87 .. 
x • 4.87 ( ;67.o\5) • 3.29 K 
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Desde luego este es el error máximo admisible. Así de errores que exce­

dan de 3.29 E no se pueden aceptar y laB obaervacionea correspondientes 

deben deshecharse. 



RESIDUO.- El residuo Cr
1

) es toda desviación de una observación ..:e la 

muestra (li) • con respecto a la media de la muestra (Jll): 

Como puede observarse los residuos se define en forma única y po::- lo 

tanto pueden considerarse como ~ 

Los residuos con signo contrario se llaman correcciones puesto que -

M= = /l entonces: 

ri= 1cM = Si=Xcµ 8i=Son las desviaciones. 

Dado que las desviaciones r ~i), son lns mf~jnres flGtimncioncs pn:-a -

loe errores (E) entonces podemos afirmar que en la práctica los resi­

duos Cr
1

J, son las mejores estimaciones para los f'lrrores (E
1

). 

Error Medio o Error promedio de la Muestra. El error medio lEJI) de la 

muestra está dado por la suma de los valores absolutos de los residuos 

dividido entre el número de ellos menos uno. 

N-1 

N 1 

t1 hJ= ~ 
N 

t1 
aqui también ~ :: K 

Error más Probable.- El error mas probable (Ep) de las muestras es -

aquel error para el cual 

Este error se puede obtener ai ee construye la f'unci6n de probable di!!_ 



tribuci6n de los r
1 

de la muestra tomando aquel valor de r
1 

para el 

cual P (r
1 

)=<>.SO 

Varianzn y Desviación Estandard.- Un parñmelro más .fácil de usnr ana­

líticamente es más apropiado para medir la dispersión de las observa­

ciones con respecto a la media, ésta es la desviación estandard ( S ) . 

LA VARIANZA ( lj 2 ) : Se define como el límite del pro::;edio del cuadra­

do de las desviaciones con respecto a la media 

LA OESVIACION ESTANDARD ( l)) : Es la raíz cuadrada de la varianza: 

Ea decir es lo raíz media cuadrática de las obser·1acionee esto es, 

la rarz cuadrada del promedio del cuadrado de las desviaciones. 

De esto modo podemos af'irmar que l> es una medida de la incertidumbre 

en el resultado debido a las f'luctuaciones de las observaciones. 

X = Valo1~ verdadero de una observación 

Xi = Cualquier valor de una observación 

µ = Media 

!!e~i~a_d~ fil:.s.ee!:s!.6!! ~n_l!: !!U~s!,r~: 

Existen diversos parámetros para estimar la dispersión de las observa­

ciones con respecto a la media de una muestra de observaciones:Las más 

comunes son: 



VARIANZA DE LA MUESTRA.- La varianza de la muestra s2 
esta defin1da -

por el número real dado por: 

N 
¿ 

i=l 

1 
~ 

N 
¿ 

i=l 
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Donde (H-1) son los grados de libertad que quedan después de determi -

nar M con N observaciones. Esto se puede demostrar objetivamente, sí 

reconocemos que si se tuviera una muestra cie una sola observación la 

media de tal muestra sería la misma observación así mismo el corres­

pondiente valor de s2 sería igual a cero. En consecuencia, en la -­

práctica se requiere un número de dos observaciones para que s2 
pue­

da ser de terminada. 

Obviamente por lo dicho en el po!:;tulado básico trnemos que: S2
=S

2 

las cuales son varianza poblacional y muestra! respectivamente. 

OESVIACION ESTANDARD DE LA MUESTRA. - La desviación estnndard, de las 

observaciones con respecto a la muestra, S será la raíz cuadrada de 

s2 esto es: 

Puede demostrarse que la desviación estandard de la muestra, el error 

medio y el error más probable quedarán en la siguiente relación: 

S = 1.25 .... = 1.5 Ep 6 bien i;. = 0.005 : ~ = 0.675 

~ .. Error mfuJ Probable 

X. .. Error Medio 



OBSERVAClotlES CON PESOS O (PESADO) 

El peao de una observación i (se de:fine por) 

2 
81 ---2-
So 
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donde P
0 

es el peso de una observación típir.a, frecuentemente es conv~ 

nientc escoger P =l; i;
1

2 es la varianza de la observación típica es 
o 2 

el caso de que P 
0

=1, entonces bo se conviert.e en la vo.rianza de un-

peso unitario. 

2 
Si es la varianza de una observación independiente en el caso de -

que se haya escogido un peso unitario pqrn una observación típico, el 

peso para otra observación i, será Pi= b
0 

2 
_l_ 

s,2 
de la relación se deduce que puede ser cscri to como se muestra 

p = ()2 
o 

l 

¡;12 

l a: 
o 

en notación matricial P= K l; -~ 

o 

l 

----s2 
i 



Debido a que las observaciones son consider13das como no-corrtlaciona­

das. La matriz l:L de· vari·anza-covarianza de los cantidades observa­

das es una diagonal, aP se le denomina como la matriz de pesos en f"o!: 

ma más general la inver-sa de una matriz varianza-covarianza multipli­

cada por un escalar arbitrario es una matriz de pesos, en ln literatu­

ra usada 1'1 se refiere usualmente a la desviación estandard (o error 

standard) correspondiente a una observación individual. 

Para calcular el peso de las distancias medidas en el levantamiento, 

fue calcul"ndo medi<mte la siguiente fórmula: 

donde: 

o = 0.03 m 

b - 8 PPM 

S = distancia inclinada en metros. 
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AJUSTES DE OBSERVACIONES POR MININOS CUADRADOS 

USANDO METOOOS MATRICIALES • 

e z ..,. M ;V 
n n n 

Matricialmente 

La Expresión Matricial para el principio de loa Mínimos Cuadrados cua!! 

do todas las ecuaciones de observación son de Peso Unitario. 

(1) 



cuando las observaciones son de pesos diferentes dicha expresión toma 

la f'orma: 

V T PV = mínimo (2) 

Los pesos uno matriz diagonal o sea un vector 

+ P V 
2 = m.inimo n n 
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En las expresiones 1 y 2. V es el vector columna de n residuos con di­

mensión nxl, VT es la transpuesta de V, con dimensiones 1xn, y P es 

una matriz cuadrada diagonal, la cual est6. integrada por loe pesos, -

con dimensiones nxn siendo n el número de observaciones o mediciones. 

A.JUSTll USANDO KCUACIOIO<S DE OllSl<RVACION 

Antes de todo debemos desarrollar el algebra matricial necesaria para 

la resolución do eetc problema. 



La expresión matricial para un conjunto de ecuaciones de observación 

está dada como sigue: 

si hay n observaciones y u parám¿tros desconocidos o incognitas en­

tonces: 

V =AX -L (3) 
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en la cual V es el vector columna de loll residas (n), con dimensiones 

nxl ; X es el vector columna df' los pnrá;;iclros desconocidos con dimen­

siones uxl ; A es ln matriz de los coeI'icientes, de dimcn!lioneo nxu y 

H es el vector colum..-ia de los términos constantco de dimensiones nxl. 

En la ecuación (3) los coe.ficicntea de los residuos se suponen que 

todos son unitarios. Este es el caso general en el ajuste de medidas 

geodésicas generales por medio de ecuaciones de observaci6n, tomando 

el caso general de observacioneo con pesos diferentes, el valor V de 

la ecuación (3) se suati tuye en la ecuación (2) lo que ae traduce en: 

V= AX-L (3) 

VT PV~ odnilOO ( 2) 

P(AX-L) = a!ni.., (4) 

= (ATXTP-t. TP) (AX-L) • iaini*> 

:a XTATPAX-LTPAX - XTATPL + L TPL '"" ainJ..:> 



~= 2ATPAX - 2ATPL = O 

ch: 

Se obtiene el vector de incógnitas corregido 

X·= xº + x 

Los residuos 

0 =Ax - L 

y las observacionea compensadas 

" " L.,, L +V 
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LEY DE PROPAGACION DK COVAJUJJIZAS 

Las cantidades derivadas de un mismo conjunto de obse:-vaciones se 

correlacionan entre sí. 

Para conocer estas correlaciones las cantidodeD derivadas no deben 

calcularse en f"orma independiente sino obtenerse simul tñncsmentc 
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por lo que X se convierte en el vector de incognitas (X1 • x2 , ••• Xm) 

denominado también Jli.ueatra múltiple derivada en contrnposlcl6n al 

vector de observaciones (observables) L, integrado por lns observnci~ 

ncs ( 1
1 

• 1
2 1 ••• lm) que se conoce como la muestra múltiple original. 

En este punto no es difícil imaginar que el vector X tiene también -

asociada una matriz de varianzas y c:ovarinnzas X.Con el propósito 

de facilitar su derivación convengamos en que X está integrado por las 

cantidades ~. ~relacionadas explícita y linealmente con las obser­

vaciones 1
1 

,1
2

; con desviaciones eatandard 51
1 

,51
2 

y covarianza 51
1 

• 

si2 es decir: 

Natricialmente 

esto es: 
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X::: B L modelo linca1 

donde B es conocida como matriz coeficiente o matriz de diseño 

En este caso general in incogni tas y n observaciones tenemos: 

x1 = r1 <>¡. 12, ln) 

n = N(unero de observe.e iones 
x2 = r2 <1¡.12, ln) 

Número de incógnitas m = 

matricialmente los ecuociont:s antcriore5 nos quedan 

X= F (L) 

donde F simbolizo a los modelos matemáticos que dan las relaciones fun­
cionales entre el vector de incógnitas X y el vector de observaciones L 

F = m; ~· [J 
El vector de observables L al estar considerado como muestra múltiple 
tiene asociada una matriz de varianzas y covarianzas l:L con elemen­
tos tal como se indican a continuación 

['" 
s 1112 s 1113 

. "'"] l:L = S 1~11 s2i2 s 1213 51
2

1
0 

n x n 

S 1
0

1
1 

s 1
0

1
2 

s 1
0

1
3 

s2i 
n 



En la que las covarianzes Sl 
1
1 j serán cero si las observaciones fue­

ran realizadas independientemente. 

El problema que se revuelve es el de transformar estadísticamente -

una muestra primaria L a otrn X y asociada a L tenemos !:L que debe 

transformarse a l:L, esta transformación se llev3 a cabo: 

donde: 

!X es la matriz de varianzas y cova.rianzac para el vector X 

IL la matriz de varianzas y cavarinnzns pura el vector L 

B ea la matriz de rHAeño 

BT es la matriz transpuesta de B 
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La expresión anterior se conoce como la Ley de Propagación de Varian­

zas y Covarianzas de la matriz ! L 

a) Esta ley puede ser aplicada cuando se tienen modelos matemáticos 
explici tos del tipo: 

lC = F (L) 

b) En modelos matemáticos lineales, los elementos de la matriz B están 

dados por los coeficientes de las observaciones de las ecuaciones 

de la& incogni tas 

e) En modelos metemtiticos no lineales los elementos de la matriz B 

estan dados por los vo..loree obtenidos para. las derivo.das correspon­

dientes: 
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df'1 i2- df'1 

Ji1 J 12 h n 

D= 
Jf'2 d"2 clr2 

,Ji1 ,)¡2 ,Ji 
n 

,Jr., :!.s_ ,Jr., 

,}¡1 Ji2 ,/1 
n 

d) La matriz l: X proviene de l:L ~ contiene los varianzas y covarianzas 

de x 1 , x 2 consideradas como "observaciones" que simboliza por l:X 
la matriz que provenga de l:L y que contienen las varianzas y cova­

rianzas de lns medias de las observaciones. 

MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS PAHA LA SOLUCION 

DADA POR AJUSTE PARAMETRICO 

Como yn se ha dicho, la solución para el ajuste parnmétrico est6 dada 

en general por la ecuac i6n 

si ahora se indica por: 

B = N-l ATP 

y se tiene que: 

" -X= B L 
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La matriz de varianzas y covarianzas >:: ~ para el vector i;X se obtie­

ne fácilmente aplicando la ley de varianzas y covarianzas. 

i:Q=BIL-
1

BT 

recordando la motriz de pesos P se define como inversamente propor­

nal a la matriz de varianzas de los valores mas probables de las ob­

servaciones. 
-1 

p = K r L donde K=c\~ 

entonces: 

:¡;¡: = KP-1 

R1Jsti tuyendo: 

;E~= (H-l 1o.T P) (K P-l) (H-l AT P)T 

puesto que P, N son matrices simétricas, entonces: 

lo que: 

X = K "-1 AT pp-1 p A .. -1 

donde 1( = (AT P A)-1 

A = Matriz de coef'icientes 6 bien I:~ = 1C. {AT P A)-'l 



Volviendo a sustituir: 

-1 
P = K l:L 

tenemos: 

donde K = l)~ a posteriori 

Con lo que se demuestra que ,r2 no depende del factor K 

El problema ee que no se conoce el valor correcto de los elementos 

de la matriz J: L .La mayoría de las veces solo se conocen los valo­

res relativos de las varianzas y covarianzns de las obeervac.iones 

que se integran en la matriz !:L a través d'21 f'actor de escala. 

Esto significa que conocemos los valores númericoa de Kl:L 6 de la 

matriz de pesos P == K l: L -l pero sin conocer el valor de K por lo 

tanto, la expresión anterior paral:i no puede emplearse. 
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Para obtener una t:!!:illmü.clón 2 del f'o.ctor K, se AAume que las obser­

vaciones solo tienen errores accidentales con lo que la f'orma cuadrá­

tica para los residuos pueden expresarse en función de : 

';" P O' = n-ul ~ 

esto es: 

~ f¡T p V 
"= (ñ:U)"" 



donde (n-u) es el número de ohsPrva-:ior.c~ r~dunc:!Bntes o grados li­

bertad que se tienen para realizar el ajuste. 

Este valor debe ser mLiyor de cero si se desea un ajuste por Mínimos 

Cuadrados. 
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Usualmente a K se le conoce como el factor de varianzas a priori y ~ 
es el factor de varianza a posteriori consecuentemente, K puede uoar­

para dar un<i. ~stimaci6n d~ 2'~ 

A A 
La matriz de varianzas y covarianzas, !:X estimnda para X se obtiene -

sustituyendo: 

aquí también se puede observar que el valor de l.' X no depende de K 

Asi mismo, si. ~ se usa en subsecuentes ajustes como "observaciones" 

se debe tener en cuenta sus respectivos pesos como sabemos, ln. mo.triz 

de pesos de un vector de observaciones debe ser proporcional a la in­

versa de su matriz de varianzas y covarianzas, 

En conRr.cuencia. la matriz de ecuaciones normales N puede usarse inme­

diatament;e como la matriz de pesos de X ya que su invtH•i»a. r:-l ce p!'"o­

porcionar a l:X por esta razón H-l es conocida como matriz de coefi -

cientes de pesos y la matriz cuadrada de sus elementos diagonales como 

coef'icientes de pesos. 

,. 
Los elementos del vector X se consideran no correlacionadas cuando sea 

diagonal la matriz N porotra parte de la exprco16n 

l.S 
2 = K o 



57 

se deduce que K puede ser considerada como S~ conocida como la varian-

za de peso uní tario. En tal caso K = S~ ó bien Ko /j 2 
o 

La varianza de peso unitario estimada serél entonces: 

La estimada desvincíón e~tandar dt! peso unitario será: 

La relaci6n&/fiadebe ser muy aproximada n 1 para que las varianzas 

y covarianzas de ~ L se consideran correctas. 

Sí ~S,.>1 se dice que :EL tiene valores pesimísticos. 

Sí ~h.<1 se dice que ~L tiene valores optimíaticos. 

!'inalmente es conveniente indicar que en muchas 1 i teraturaa es costumbre 

Rimhol:izar ~ N-l 

por ia que: ¿~,,,. s
0

2 • q 6 bienL~,,., §
0 

o 



TEMA II.I. 
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llODKLOS MATEMATICOS EN EL ELIPSOIDE 



Nos podremos preguntar porqué en este capítulo mencionamos los mode-

1os matemáticos, pue!i esto tiene como explicación que los modelen m~ 

temáticos. tienen una. relación dircctn entre lnn cantidades observa -

das y la información estadística que se nos da en las cantidades ob­

servadas. 
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Tenemos lo que son las cnntidades convencionnles o loa de campo~ co­

mo son: Las distoncias. ángulos 1nteric.re:s horizontales y ángulos ver­

ticales (para la obtenci6n de las elevacio:iea), nsí corno la determina­

ción de las E>cunciones de inc6gni tas. 

Lo información estadística es todo aquello que oc nos relaciona con 

todas las medidns de dispersión, como por ejemplo: La dcsviocl6n estan­

dar C.l:Ll 

Estos modelas matemáticos son ecuaciones no llneales las cuales para 

ser usadas en geodesia se tienen que linealiznr por medio de lan ecua­

ciones de Taylor, ya que son tratada& en forma rigurosa en el elipsoi­

de. Aqu! no se mueetrar. las derivadea para la linea.lizaci6n, aolamente 

ae muestran las ecuaciones ya linealizndas. 

Por otra parte las fórmulas nos sirven para reoolver problemas como pa­

ra la determit1ación de latitud, longitud y azirnutes aproximados los 

cuales nos sirven para que en f'unci6n de las ecuaciones linealizadns 

podemos resolver el ajuste riguroso en el elipsoide. 



NOTACION 

La notación será mostrada aquí por conveniencia 

a, b= Semieje mnyor y semieje 

de referencia de Clarke 1866 

n= 6,378206.-1 m. 

b= 6.356583.8 m. 

respectivamente, en et elipsoide 

e =Primera exentricidnd del elipsoide de referencia 

'Pi , Ái = Cocrdcnadaa elipsoidales de un punto 

'Pm ,.ílm = Coordenadas elipsoidales promedio de dos puntos l y j 

: Am :::: ~1=-~;-...._ 

Gl 

r ij= DistanciR espacial observada entre dos puntos l y j corregida por 

retracción y aplicadas ya las correcciones instrument;ales. 

Sij Distancia entre dos puntos i y j en la superficie del elipsoide de 

referencia 

dij Dirección horizontal observado. en el terreno para los puntos l y 

r.l punto j 
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aij = Azimut geodésico en el elipsoide para el punto 1 y el punto j 

Jtij = Azimut astronómico para puntos i y j en el terreno 

Ra = Radio de curvntura de Euler en el azimut a ij 

( 3-1) 

= Radio de curvatura en el elipsoide y el plano meridiano en el 
punto i 

a ( 1- e 2 ) (3-2) 

Mm = Radio de curvatura promedio del meridiano 

(3-3) 

"• = Radio de curvatura promedio del primer vertical 

(3-4) 



~ij =Distancia zenital observada en el terreno para puntos en el 

terreno i y j corregidos por refracción y correcciones de 

instrumental , 

G3 

hi = Altura del terreno de un punto i sobre el elipsoide de refere!! 

cia midiéndolo o. lo largo del elipsoide normal. 

~ = De:flex1ón de liJ, compor.Pnte vertical en el plano meridiano en un 

punto i . 

1]
1 

"" Pl·flcxi6n de ln componente vertical en el primer plano vertical 

en el punto i . 

~ijk Angulo horizontal en el terreno en un punto j paro un punto i y 

un punto k. 

3iJ =Distancia zenital corregida por la deflexi6n de la deflexión en 

el terreno. 

>ª= Notación de una cantidad elipsoidal. 

)
8 = Una cantidad aproximada. 

HJ = Alturas ortrométricaa de un punto j en el terreno (altura de un 

punto sobre el geroide} 

Mj • = Altura geoidal del punto j (eeparaci6n entre el geoide y el -

elipsoide de referencia 



FORMULAS PARA LA REDUCCION DE LAS OBSERVACIONES 

En la examinación de varias reducciones de f'órmulas se verá que los 

términos de corrección son algunas veces funciones de las posiciones 

para ser resuelta la cant'.idad que va a ser corregida, 

Si la posición del punto es reqtJerido para ser resuelto entonces lao 

coordenadas pueden ser calculadas usando ln::; fórmulHS, 

a 
~ 

coa 
91j 91 i + 

Mí 

----A~ij~)- (3-Sa) 

a 

a 911 + 91 
91m 

Coordenadas Aproximadas 
(3-5b} 

~ a =A l°iJ 
ecn (Aíj) 

• J 1* N 
m coa 'P 

111 

(3-Sc) 

Las componentes de derlexión para el control horizontal de los puntos 

pueden ser dados mostrando las coordenadas redef'inidas. 

El signif'icado para calcular t 1 y '1 1 , para cualquier punto nuevo 

en lo marítimo. estará disponible por Surveys and Mapping división of 

L.R.r.S •• 

G4 

Las elevaciones de los puntos antes mencionados en el elips6ide deben 

ser medidos si es posJbl.e y pueden ser obtenidos por la sume de alturas 

ortrométicaa y al turas geoidales. 
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Aunque nosotros estamos trabajando ahora en dos dimensiones de la sup~r­

ficie elipsoidal, las alturas de los puntos son necesarios para la rcdu::_ 

e ión de varias cantidades observadas en la superficie elipsoidal. 

La al tura Hj es la al tura ortomé tri ca . . 
La altura Nj , para conocer el control de los puntos se debe de dar mos-

trando las coordenadas redefinidas. 

Así minmo como S j y 'I i para métodos de cálculo Nj * puede estar dispo­

nible salo para puntos marítimos. 

Teniendo rcducidac los obr.ervaciones. los cálculos de posición directa e 

inversa pueden ser hechos en la superficie del el ipae usando las fórmulas 

de Puisonn't o de Gauss (o cualq.rlcr otra fórmula equivalente) esta dispo­

nible para la realiznción c.Jel problema directo de nuevos coordenadas parn 

el segundo punto. 

Estos pueden ahora ser usadoo en ln reducci6n de la fórmula para obtener 

correcciones l't'ás precisas. Esto es más esencial cuando la diferencia de la 

altura elipsoidal de dos puntos ea muy grande. 

La propagación del error a través de la reducción de la fórmula, están fo!_ 

muladas asumiendo que la estimación del segundo punto ea de l'' de su va­

lor final o aproximadamente 30 mt!troG, 

Las coordenadas obtenidas de la solución del problema directo pueden ser 

probadas contra las estimaciones usados en la reducción de la fórmula. 
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REDUCCION DE LAS DIRECCIONES HORIZONTALES 

La dirección horizontal es reducida desde el terreno al elipsoide por 

{Krakiwsty y Thomson, 1974) 

donde: 

111. ~ -"'""'i_+:___lllj.._ª_ 
2 

2 
e sen a ij con a ij 

y Nj ª y JIJ 
8 

están evaluadas en 9j ª Y ª!J. 

aproximación. 

2 coa 

(3-:7) 

(3.8) 

(3.9) 

Aij en la primero 
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REDUCCION DE ANGULOS HORIZONTALES 

Entonces un ángulo horizontal es en realidad compuesto por dos dirf'cciones, 

nosotros reducimos esto desde el terreno hacia el elipsoide aplicando 

dos veces la ecuación {3-5a) ,esto produce: 

f!J ... jik ~ {'> jik + cos
2 cp j ) 

(~ e2 2 ) Mm sen a ik coa '/1 k 
ij 

+ 1 _e_
2_s~~~J~_co_s_2~_'P_m~iJj~~~-2-ª~i~j~ 

12 N
2 

mij 

2 a ik l 

(3-10) 
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REDUCCION DE DISTANCIAS ZENITALES 

Las distancias zeni tales el terreno son reducidaa hacia el terreno 

del elipsoide (Krnkiwsl<:; y Thomson, 1974) 

3ij = 3 lj + ( !, i coa a ij + '1 i sen a ij ) (3-11) 

nEDUCCION DE AZIMUTES ASTRONOMICOS 

Los azimut:es ast:ron6micos observados es mejor reducirlos desde el terre­

no al elipsoide. en una serie de pasos del mismo tipo, primero: 

a' 
ij 

(3-12) 

enseguida: 

a iJ= a'ij - <[ !, i sen a ij -'71 a ij J cot '.I ijl (3-13) 

donde 3 ij esta corregida y descrita en la sección arriba mencionada 

La siguiente reducción f?B: 



a 1J = a iJ + 
~ 2 ( ,.._ e sen a iJ coa a 

y :finalmente y usando s
1

j es calculado por la ecuación ( ~- tf) 

cos2 tp m sen 2 a 
ij - ( (3-15) 

donde a 1 j es el nsimut geodésico deseado 

mrouccIOfi DE DISTJUICIAS ESPACIALES 

La distoncía eapncial en el terrena, l9 ij • entre dos puntos 1 y 

(véase rig. 3-1) es reducida desde el terreno hasta el elipsoide siendo 

el mismo tipo. 

(K.rnki.,,aky y Thomson, 1974) 
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Fig. 3-l 
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Calculando 

[ 
J¡ 

l • 
e 'i ,2 -

": J o 
hi 

(1- -R-) e 1 ++> 
(3-16) 

entonces la distancia elipsoidal es dada por: 

(3-17) 

Donde: Ah= hj - hi 

y: R RoC.ij + RoP(,ji 

2 

lo cual: 

R o<.. ij 

• N 
y: Ro( ji 

•j een
2 o<. +Ni coa~ij ji 

• N 
y: Ro<. ij 

.j 
2 

+ Nj 
2 

sen o<. 
ji 

coa oo<, Ji 
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PROBLEMA DIRECTO (llASTA 100 KM.) 

El problema directo es: dndas las cantidades geodésicas cp 1 , .l. 1 .$ ij ,o(i.j 

calcula las coordenadas geodésicas lf j' Aj· La solución para ~ j es ite-

rntiva y el reaultado (Kro.kiwsky y Thomson, 1974). 

2 
sen a ij 

53 

2t- cosa: ij 
6111 

entonces: 

s~J tg rp i 

2 
sen a iJ 

Sil "12 

3 e
2 

sen q> 
1 

coa tp 
1 

2 (1-e
2 

sen
2 tp

1
) 

( 3-18) 

2 
sen (}' ij 

Donde la lctr:a k es contador de interación finalmente. 

(3-19) 

(3-20) 



Examinandose la ecuación (3-19) puede verse esta a r.p '~.:: fur.c"!,611 \JC il~'J 

y por lo tan~o es necesaria la iteración 

Para poder :-ealizar esto, la soluciónll <pk + 1 es sust:it·.Ji\.!a por.J<pk 

y se obtiene L1 tpk + 2 • 

Este proceso es repetitivo hasta que la diferencia entre los ·.-alore:s 

sucesivos .19' sean menores que l x 10-9 radianes. 

Ahoro: 
s 

.u~ PL 
"J 

sen a ij eec 'P j (1 -
2 

si'<i- 2 2 ¡) ~ een a ij sec W j 
6N~ 

{3-21 j 

( 3-22) 

Como siguiente paso uno pued":? calcular el nzim•Jt inverso. 

Primer cálculo: 

.ó.a = ( LL\ sen rp m sec ( ~ rp) + (sen <f m sec ~ 2 

- sen
3 f m scc

3 (~rp) ¡) (3-23) 

entonces: 

ªJi a iJ +L1a + 180 
. (3-24) 



PROBLEMA INVERSO 

El problema inverso de Pui"Jsa.nt • s es dado por cp i • .,\ 
1 

de un punto i 

y <f' j' .\j del punt.o j • calcuh•mc~-> lns cnnt1dadcs Sij'l'.l'ij YaJt' 
el proces~J de solución se muestra a cantinl1ac1ón, 

(Krakiwsky y Thomson, 1974) 

Primoer Cálculo: 

y: 5 1Jk 

6: 8
iJk 

3e
2 

sen <p
1
. coa <p 1 a> 

( 1 - ----..!......,--'-"--'-T ) 
2 (1-e

2 
aen

2 'f' 1 ) 

.Ó .\ Nj 

Sec cp j sen a ijk 

(3-25) 

(2-26) 

.1 cp [ .. J coa a ijk 3e2 
sen cp i cos cp 1.ó" 

(1-
2 ( 1-e

2 
een

2 cp i) 

74 

(3-27) 



cuando: 

y 

Loa siguientes nuevos valores de a ij '.J s
1

j es coT"lo sigue: 

calculando 

~3 

6 N~ 
sen a ljk 

- . .2.JL 3 2 
Sen (t ijk GCC cp j 

6~ 

2 
cos a i.jk sen a ijk (1 + 3 tg

2 C(' i ) 

(3-29) 
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Ahora: 

a iJk+l 
= T-1 

g 
{:i_) 
T2 

. (3-30) 

Y' 
TI 

siJk+1 Sen 
()' ijk 

(3-31) 

siJk+l 
+ l 

T2 

Cos a ijk (3-32) 

Obsérvese que el nuevo azimut aljk+l (ecuoc16n 3-31) ea usada en {3-31) 

ó (3-32). Usando ahora los nuevoo valores de Sijk+l Y a ijk+l 

Nosotros podemos de nuevo calcular valores actuales repitiendo las ecua­

ciones (3-28), {3-29), (3-30), (3-31) 6 (3-32) este proceso continuo de 

iteración hasta que los cambios de a !' S son despreciables hasta 

C00-1 j ~ lxl0-
9 

Rad)· en a ij y s 1j, unn vez obt:enido un valor final parn 

el azimut directo y el Azimut inverso, se calcula utilizando las ecua­

ciones (3-23) , (3-24), esto completa el problema inverso usando la f"6r­

mula de Puissant 'a. 



MODELOS MATEMATICOS DP. LAS DISTANCIAS 

En !!-Sta S'"2'Cci6n nosotros dcsarrollar~mos los modelos relacionados a las 

dist'lncias y coordcnad<'.:is, Las coorcienG.dns son las l:i':itudes y long~:::.::­

des geodósic.as referidas al elipsoide Qe re!'er'!?nCi,:).. 

del elipsoide antl'.!s de que puedan ¡;et· F!.JU5tadns, nótese que esto '..'S ::Ean( 

de aLcr.ción, si la di~tnncin geodésica entre dos p 1Jt1tos en el eli;::::>oide 

pueden ser cxpresuda <'n forma cerrndn, estar1UL1 ;;n :~nC'i"in de i&s :-'.'..:.i:-:ie-

nadas, eni:onces esto puede- ser simple \~:~ r.mteri.:i de :in·:aUz:lci6r-. ;:2.:-:<. -

obtener ln forma linenl necesitada para el UJUste. Solamente dcsp:.iés del 

problemn lnverso, en el elipsoide no tiene que resolverse en : .. ma S':!!.·Jció:­

en forma cerrada. Dos aproximac1or1cs :;on dadns abajo. La pri"1era es ba­

sada en una expresión diferencinl y es lin<?nl, mien't.rns que :a .se~·...:.:-.~3. -

empieza con una expresión no-lincnl. 

DIFERENCIA!. APROXIMADA 

El modelo matemático. para la base unitaria d~ una distancia y dos pun­

tos de coordenadas, es escrl to simbólicamente así: 

(3-33) 



Donde los primeros t&rminos son una -función na-.... .l.neal de las distan­

clns o en función de las coordenadas, mientras tanto, los segundos 

términos están valuados por la óistancia. Este modelo no-linenl 

aproximado por la. serie de Toylor. La ecuación rcsul to.nte es: 

Fij = F~j + dFij y (3-34) 

- vs1J ., .•• -= o (3-35) 

Los dos términos entre parént'.?sis representan el punto de expansión. Es 

decir, que los valores de la distancia están basados en los valores opr~ 

ximados de las coordenadas, menos el valor observado de la distancia. 

El tercer término es el cambio de direrenciol en la distancia debido al 

cambio diferencial en las coordenadas y es descrito por la diferencial -

total. (Helment. 1880, P.262 ; Toby, 1928, P.55) 

(3-36) 

de donde: 

(3-37) 



( 3-38) 

(3-39) 

sen a ji cos cp j 

M :,• N son ~~1 radio de curvatura del elipsoide en ~l :r«.:"'idiar.o 'J :i..;:?. di­

rección del pr!.mer vertical, respect1vament:e y a <:>s el :lZir.11•. geodl'~ico, 

vs1 j es la correción de la distancia observada, sustituyendo las t_•X­

presiones anteriores nosotros obtunemos uno t~xpresión, a!lor-a sie-nd0 la 

ecuación de observación. 

d.li 
_ Mj cos(r ji 

(>" 

l 3-41) 

( 3-42) 

Esto es esencial para el método usado en Gals (Mc.lellan, et,ul,1'370) 

con la excepción de la unidad y la combinación de los pesos. 

TESIS 
if lA 

M3 OFBE 
!il~LttfitCA 



Nótese: que cada t.~rmino de arriba tiene unidadl'.'a er. rnet:ros, esto .;i1~ 

va llevando a cabo combinando las unidndco de las correciones de lus: 

coordenadas de rndiune!"; (2-36) a segundos d{" arco y las unidades de 

los cocficient.en de metros a metro!l divid1.dos por segundos de arce 

e Po; 20626-1.61. 

Las varianznn uaadas para la dctcrmin<.i.ción de lo~; pesos para las dis­

t:;mciaa observarlm'l s·-m rlodaa """ metros cuadrlldos, 

La importanci.:i fle estar combinnndo las unidildes en equivalente 1 legai-
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a hacerse cuando se mueatrn combinando información de distancias y d!­

recciones en el njuste , Er; muy importante notar quP sº e::J una d:-:3t.an­

cia nprox.ir.:,1d~, en <f'l sent1d0 t!c qu~ csi:.c e~ c.1lculable para coordp­

nadas nproxirn'3do:-; y el cálculo d~ 1:.•:->t.os valore~ e~ indispensable hl'lC"<"!r­

lo uao.ndo cunlquic:- de rn1~nor· pi-ecisicín por ej•~mplo: ic1 uno-d1c~ de la 

división norMal de ln cllt:;t,an·-1<1 0bservr:¡da. En.otras r.alubras, lu ec:J,1-

ción de los erraren calculndu::; puedf'n uer l;wipü f1conLen en compar·a­

ción de los errores obs•_.rv.:.nJog. 

f:st.o implica el uso de pr::.,blemas exactos d(' -'ll;.~:1ri tr.ios inver::io~1 t.:il co­

mo el método de Bessel. Nosotros ahora cxtenderP::ios ln linealización del 

Método Mo.temát1co a much.1H disti.lncias (•ntre una y varios estncio1H'!i, t:i 

ecuación de observación ecpresada matriz. , es: 

A X W = V 

{nxu) (uxl) (nxl) (nxn) 

Donde n ea el númerr.> total d~ dist:Hncias obs~rvndas y u el total de 

número de coordenarl::is de e!1ta~iones der:ee>n':lcicJ,1r:. Uo 
2 

en El factor de 

varianza apriori y r la matriz de varianza~ y covririto)7<.ts pa.ra loa dia­

t.Anciaa observadas. 



A Estación Fija 

.4 Kstaci.6n vacia 
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.rtg. 3-2 cuadrilátero con dos puntos fijos 

... 
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Por ejemplo, un ClJadrilátera con dos puntos fijos y todas laa distan­

cias observadas, hn:c1endo el seguimie:'l:o de la t?cuac1ón doe obser'.'aci6n 

en forma <le matri::, 

8 13 b13 

o o 

9
23 1>23 

o o 

"34 b3" 

o o 

c14 dl4 

o o 

c2• d24 

c3., d34 

CT 
14 

2 

df3 

d-\ 

df,. 

ct-\ 

a 2 
23 

8~3 - 5 13 v13 

5~4 - 5 14 v1• 

- s~a - 5 23 v23 

8~4 - 5 24 v24 

s~ - 534 v3" 

-1 

CT 2 
Z4 
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MODELO NATEXATICO DE DIRECCIONES 

Las direcciones observadas son relativas desde que el valor de una di­

rección de un punto a otro, es una complementación arbitraria y depen­

diendo de la dirección "cero" del círculo horizontal suponiendo cuando 

el instrumento está disponible. La localizaci6n del cero relativo a 

la dirección norte es un parámetro desconocido estorboso y puede ser d~ 

lt!rminado por el :J.juste junto con lns coordenndn¡:; dnsconocidas. La inf"o! 

mación apreciada de las direcciones resultan tes de las observaciones -

del teodolito está contenido en los números (usualmente mó.s de uno) visa!:_!. 

do desde un punto dado a otro punto, esta dirección es nsumida para ser 

referida a la super!"icie del elipsoide. 

La relación entre un azimut (l'ij y una nueva dirección dij es dado por 

la dirección desconocida ~i es decir 

( 3-42a) 

j 

3-3 orientación desconocida. 

l 



DESARROLLO DEL IQJELO ICATEMATICO 

El modelo matemá.tico para observaciones de direcciones seguido desde 

el modelo matemático del azir.:ut F1 j o::fl"(<:p 1 .Áj•<f'j•.:l 1> -a1 j== O 

(Tobey,1928) sustituyendo por (3-42a) por el azimut, es decir: 

(3-43) 

84 

donde la orientoción desconocida z 1 • uniendo lns coordenndns. sus can­

tidades 

{ 

ooo• o ( 
F iJ ~ a ( (ji 1 •Á 1 , cp J, ..l J l - z 1 ....i1J ) + da -1 dz - vd1J + ••• =-0 

(3-44) 

donde pueden usarse todas las cantidades previamente definidas excepto 

para Z~ el cual es un valor aproximado para la orientación desconocida.. 

Esto es uaunlmente obtenido por la dirección diferenciando de una esta­

ción vista con el azimut de la misma linea cnlculada para las coordena­

das. 

V1:tri'1.:J: estimaciones en cada estación pueden ser obtenidas con la media 

existente de los valoree aproximados. sin embargo, solo un valor es usa­

do neceaaria1Ttente .. 

Dando la ecuación de observaciones para direcciones, es decir-: 
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V dij 
Mi a iJ 

d(fli -
NJ cosa Ji cos cp J 

d,\i 

siJ siJ 

MJ een 
°'iJ " Nj coa a Ji cp J d d ~. 

+ 
siJ 

d cp j + 
siJ 

-

1 dZi ( ª~J - dij - z~ (3-45) 

.. 
d<' d <p ~. de!~. 

V dij= cij d<f' i + f'lj + 3 ij + (-f"ij) 

- l dZi <a~J - dij 
13-46) 

.L 

"''""' 

.:5.3"1- "' fijo 

"' Desconoc:ido 

'"'·~ ~ 
Dirección 

sij Distancio 

.2.. d.z .. =-, .. , 4 

f'ig. 3-4 :Observación de Direcciones y Distancias 
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Ahora nosotros aplicaremos el modelo matemático de direcciones en el 

cuadrilátero mostrado en la fig. {3-3)' donde todas las distane:ins 

f"ueron observadas a más d.: tres direcciones " la estación 3 y 2 a la 
estación 2. La f'orma matricial de la ecuación de observación es: 

A X ,,, V p 

11.6 Sxl llxt llxl 11x11 

c13 d13 o o o o df3 5~3 - s13 v13 

o o c14 •14 o o <1<13 8~4 - 5 14 vl4 

c2a d23 o o o o d'/'4 
. 8~3 - 523 v23 

o o c24 •24 o o d1(, 5~4 - 524 v2a 

ª34 b34 c34 d34 o o s~ - s34 v34 

-------------------
º31 1'31 o o o -1 ;1-dai-z~ va1 

º32 '"32 o o o -1 dZ
2 ~-<132-z; V32 

º34 '"a.o :134 -1'34 o -1 dZ
3 ;.,-d34-2~ v34 

'f23 -f"23 o o -1 o ~-<123-2~ v23 

o o 
¡)24 -r24 -1 o ~4-<124-1!~ v24 



llxll o 

¿ 
5,5 

a 2 
31 

o 

f 1 

s. 5 

o;2 2 

Note que la matriz de vnrianzas y covarianzas para las distancias ya fu~ 

ron definidas, mientras la nueva matriz ( 5x5 ) pertenece a las de obse!: 

vación de direcciones. 

Esto es una matriz incorrecta cuando todas las direcciones en todos los 

puntos tienen que ser observados. 
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TEMA IV 
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CALCULOS PRELIMINARES 



RED DEL LKVANTAM!KlfTO GEODESICO 

Se opt6 por cambiar los nombres de las estaciones de la red a forma 

numérica, para facilitar las notaciones en los cálculos mostrados en 

este capítulo 

90 

6. Posicionen fijnn o conocidflB 

6 Posicionen dceconocidnn 

Dos = l "'""i• L6grimB = 5 
,... .... 

LaJbentoa = 2 Venado ~ 6 

Ma&dnlena = 3 Reyo = 7 

Veinticuatro = 4 ac-Hoe = 6 



La red consta de los siguientes datos: 

4 Vértices Conocidos 

Vértice Dos 

Vértice Lamentos 

Vértice Rayo 

Vértice Gomenos 

4 Vértices Desconocidos 

Vértice Magdalena 

Vértice Venado 

Vértice Veinticuatro 

Vértice Lágrima 

Diotancias 

13 Distancias Medidas 

AnRUlOB Hori 7.00tlllmt 

24 Angulas Internos Medidos 

No ae observaron Atl-.itu 

Se Mi di e ron todM lnn Distancias Zeni ta1ee. 
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DISTANCIAS CRUDAS PROMEDIOS Y TEMPKRATURAS 

., ""L' p 

Dos-Magdalena 28763.863 14.972 7.472 603.504 mm. 

Dos-Lamentos 30317 .809 6.003 0.847 599.694 mm. 

Oas-24 46757. 795 8,419 1.664 602.996 mm. 

Lamentos-Magdalena 47497. 227 8.158 1.142 611.124 mm. 

LamentoR-24 32082.225 6.9·12 0.797 609.092 mm. 

Magdalena-24 42865. 221 6.607 2.487 619.760 mm. 

Magoalcna-Rnyo 68325.6375 26.354 10.278 617.855 mm. 

Magdalena-Venado 411507 .631 21.631 7.150 627.380 mm. 

24-Venado 50339.412 22.186 12.603 623.570 mm. 

24-Rayo 45546,038 22. 376 8.600 613,918 mm. 

Venado-Rayo 3&812. 741 29.233 11.596 620.266 mm. 

24-Lágrimo 49054. 312 16.004 4. 767 606.552 mm. 

24-Gomeño 76418.455 23. 819 7.986 601.345 mm. 

Rayo-Lágrimn 64158.288 18.507 6. 736 609.600 mm. 

Rayo-Gomer.o 67926.262 24. 744 12.430 603.335 mm. 

Gomeño-Lñgrima 37161.430 24.894 10. 761 602.869 mm. 



En primera instancia se obtuvieron los datos de campo para el cálculo~ 

los cuales ya se mostraron. 

o.) &- Todos los ángulos horizontales con un total de dieciseis observa­

ciones cada uno. {Así fueron medidos en campo) 

b) .. - Distonciaa Crudas ida y vuelta, aquí se sacó un promedia para ea.­

da diato.neia por lado, éstas acompañadas de sus temperaturas seca 

y humcda naí como su presión. sus unidades son 

pectivamente. 

•e y - Hg res-

CORRKCCIOH llR'l'KREOLOGICAS A LAS DISTAllCIAS MEDIDAS Kll CAMPO 

Mostrando el procedimiento de cálculo de las correcciones metereoló­

gicas para cada distancia, solamente el cálculo de la primera distan­

cia eetó. paso e. paso .. 

np = 

Correción a las Distancias 

Indice de refracción en el aire ordinario y es igual a 

l.00032 

na = Indice de re:frocei6n al medir 

O .,. Distancia Medida 
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1 + '103.46 P + e T 

T = Temperatura absoluta 273 .. 15 + t 

t = Temperatura del termómetro seco 

t' Temperatura del termómetro húmedo 

p = Presión en Hg 

Tensión del vapor de agua en las condiciones de la medida. 

e' Tensión del vnpor de agua en el aire saturado a la mJ.e.aa. temperatura 

e' +de 

de = -0.00066 ( 1 + 0.00115 t') p e t - t•) 

7.5 t• 
237.3'+t 

e• • 4.58 x ioª 

de 

Entrando al cálculo de la primera distancia 

Dos Jlagdalena ( 1 - 3 

-0.00066 E+ 0.00115 (7.472J 603.504 (14.972 - 7.472 >= -3.0130 

7.5 (7.472) = 0.2221 
237.3 + (14.972) 
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0 1 4.58 X 10°·2221 = 7.62547 

T = 273.15 + 14.972 = 288.1220 

490814.24 :J -6 (4.62547) 10 = 1.0002 
( 288.1220)

2 

1-3 Correción l.CXXJ32 
~ 

28763. 863 = 28766. 02639 
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Las siguientes distancias quedan como sigue, esto es ya corregidas: 

1 - 2 = 30320.2318 m. 

1 - 4 = 46761.68116 na .. 

2 - 3 = 47501.11886 m. 

2- 4 = 32084.79496 m. 

3 - 4::::: 42668 .. 09405 m .. 

3 - 7 = 68331.8904 m. 

3 - 6 = 44511.68398 m. 

4 - 6 e 50342.55728 m. 

4 - 7 = 45550 .. 12109 m. 

6 - 7 = 36816.1301 m. 

4 - 5 = 490511.455 

4 - B= 76426.17682 m. 

7 - 5 = 64163.9793 m. 

7 - e= 67931 .. 56786 m. 

B - 5 = 37164. 72371 ... 

Se usó la f'órmula citada en el pr-imer cálculo ya que el tipo de levan­

tamiento no ameritaba que se calculara con otras fórmulns como las que 

se citan en el capítulo 3 



CALCULO DE l.A CORRECION DE DISTANCIAS 

POR SEGUNDA VELOCIDAD 

Esta corrección se hace para que la distnnc.:in medida en forma de cu:-va 

nos quede en f'crmo. incl ir:;>.d~i (esta co:-rección :c;;e indica en la!! correc­

ciones geométricos). 

Pero f¡ura el fin de obti'!'ner las cotas de lo:; vér1-ices desconocido•;, es 

necer;a;·io hc:icer prir:iero cot;a corr1~t;ción con respecto n las cot:as Ce los 

vérti•~c!i conocidos y para esto tenemos que calcular un radia medio cic 

GnuGs para toda lo red gcodé1:;ica, este lo obt(:ndrcrnos en fllnción de las 

coordenadas de los vértices conocidos, los cuales son: 

<pl 
. 

<p2 
. . 

39
1

:553 = 30 39 06.818 = 30 34 

.íl1 = 106 
. 

06 47.526 .íl2 =105 
. 

48 32~284 

Hl= 2154.21 - H2= 1976.06 MSNMM 

<p7 = 
. 

is:
1

678 <pa = 
. 

29 53 29 51 32.150 

.í\, 7 = 105 
. . 

437601 .í\.a = 105 
. 

357870 56 14 

H7 = 1952.82 - Ha= 2216.90 """"" 



Calculando los radios para las latitudes conocidas y después sacando 

un radio promedio 

Dntoa : 

637820G.4 
2 b

2 
(1_,-¡ = -2- = 0.993231342 

a b = 6356583.B 

Rm -= ~ª-(~1~--·~2~-
2 2 ) 3/2 

( 1-e sen -<p 

Obteniendo los aiguientes resultados: 

n .. 
1 

= 6351789.094 m 

Rm
2 

= 6351715.720 m. 

R "'7 = 6351036. 937 m 

R m
8 

= 6351.010. 932 m 

Calculando ahora N, tenemos 
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Obteniendo las siguientes rcsul tados 

N
1 

= 0383824 .. 374 m. N
7 

= 6383573. 050 

N
2 

= 6383799 .. 791 rn. N
8 

= 6383563.670 

Ahora se r:atc:ulc. • .i el rndio :ncdio de Gnuss para cada estoc:i6n 

Obteniendo los valor-c.J siguien':es: 

p 
1 

"" 6367786.589 m. 

p 
2 

= 6367737.549 m. p 8 6367266.497 

De ea tos rcaul todos tomaremos un promedio para obtener un radio de Gauss 

promedio para todn. la red geodésica y tlOS da: 

Ppromedio = 6367518.963 111. 

Procedemos n calcular lo correcci6n de la segunda velocidad para coda una 

de las diatancias, empleando la siguient~ !'órmula: 

ss = s.. _ < i - lu2 
s..3 

24 R.r 2 

R.r =P~1º 
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Tomando los datos siguientes: 

n).- C::ida una de las distancias corregidas por los efectos met~reológicos 

b) .- Rndio promedio de Gauss 

e),- El valor de R. para oparntos electronagnéticos = 0.25 

Usando los dato~ ~ntcrior""fi y la fórmula antes mencionada se obtuvieron 

lüs distancias cor-rectas. 

1 - 3 = 28766.01263 

1 - 2 = 30320.21569 

1 - 4 = 46761.62205 

2 - 3 = 47501.05690 

2 - 4 = 32084 .. 77587 

3 - 4 = 42668.04851 

3 - 7 = 68331. 70597 

3 - 6 = 44511.63300 

4 - 6 = 50342. 48353 

4 - 7 = 45550. 06646 

6 - 7 = 36816.10125 

4- 5 = 49058. 74344 

4 - 6 = 76425.91877 

7 - !i - 64163. 626'10 

7 - e = 67931 • 38665 

8 - 5 = 37164.69410 

{Distancias corregidas por segunda velocidad 



NIVELACION TRIGONOMETHICA 

Esta nivelación es con observaciones simultáneas y recíprocas. 

A , B : Vértices Verdadero 

A B : Vértices Aparcntea 

b : Superficie del Nivel del Mar 

Z Z : Distancias Ztmi ta1es Verdaderas 

7. :r. •: Diatancina Zcni tales Observadas 

r' : Angulos de Refracción 

H Altitud de1 Vórtice A 

H Altitud por determinar 

L Distancia e.'ltre a y b 

C Centro de ln Tierra 

\ C Angulo en el Centro de la Esfera Osculadorn 

R Radio Medio Terrestre 

10: 
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FORMULA UTILIZADA PARA LA NlVELACION TRlGONOMETRlCA 

H + Tg 1/2 (Z
0 

- Z) (~ .. ..lL_ + 1 
2R 2R 

H
0 

~ H + L tg 1/2 (Z 
0 

- Z) ~) 
2R 

. 
Como ae encuentra H en el segundo miembro se calcula primero U • des-

' 
preciando el tél"mino H ;" para 

1

obtener un primer valor u'. el cual 

se suetituye en el término H ~ H para el clilculo def'initivo de H
1 

En logar de la di.ferencia de distancias zenitalea. verdaderas, z' - Z, 

se puede emplear la diferencia de las distancias zeni tales observadas, 

z' - z: por haberse hecho observaciones simultáneas. yn que en ~"Ste caso: 

r = 1"'' y z' - z .... :t' - z 

Notn: 

Hay que tomar en cuenta la al tura del inetrumen'to y la de la señal 



DATOS PARA EL CALCULO 

H = Estación Conocida 

' : ,z = Distancias Zenitn1.ea Slmu1táneas 

L = Distancia entre Estacionen Corregidn po:r segunda Velocidad 

R = Radio Medio de la Triangulaci6n 6367518.963 m .. 

De 1 n 3 

111 = 2154.21 ~ . ' 04:39 z
1 

= 90 59 . ' 39:
1

00 %3 = 89 14 

Ra ... 6367518 .. 963 •• 

1 = 1.27 

s :r:::: 1.47 ... 

Resultada de la Primera I teraci6n 

H~ ~ l717 .. 26>1590 

Resultado Final 

u' = t71?.1s1a + 1 .. 27 - 1.47 = 17ts.951e llS,.. 



Corr,o existieron variaciones entre los valores obtenidos para cada es­

tación en la Nivelación Tr!.gonométricn, se tomaron los promedios tle 

estos cálculos. 

Esto fue debido a que se obtuvo un radio de Gnuss para toda la Trian­

gulación. 

Mas trando Resultados 

H = 1 
2154.21 lflOI 

H2 = 1976.06 lflOI 

"-¡ = 1952.82 -
"a= 2216.90 -

Valores Resultan tes Promedio 

"a= 1716.17 -
H4 = 1879.64 -
116 = 1625.86 -
"s = 1979 .. 32 -
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CORRECCIONES GEOMETRICAS 

Nae1enoo ia.s correcciones geométricas para transformar la distancia in­

clinada o horizontal, corrección de distancia !10rizontnl a cuerda y por 

último, la correción para transformar la cuerda en curvatura de la tie­

rra, por lo tanto tenemos: 

Sn = Corrección cb Segunda Velocidad 

Sh <:r Corrección pll"a hacer horizontal la distancia inclinada 

Se == Corrección de distancia horizontal a cuerda 

So == Corrección para trnns:formar la cuerda en arco {curvatura Terrestre) 

So = Sm - (1 - lt) s..3 

24 R2 

' SB 

(~.?- .M_)-~+ Sc3 

2 Sa 8 Sa3 R + Hm 24 a2 

Sh 

Se 



tff/ 



En este trabajo se aplicó esta rórmula, pero también se puede aplicar 

la :fórmula (3 - 19), todo ésto de acuerdo a la calidad del levantamicn­

t? geodésico. 

Tomando en cuenta que los términos: 

Sm - ; ya los calculamos, entonces lo tomaremos 

como valor conocido (tomándolo como dato) para el cálculo de las correE_ 

e iones reaul bmtes agrupadas en lo f'órmula general. 

Datos: 

El valor de Sa 

H B Altitud de un Vértice 

H A Altitud de otro Vértice 

AH Diferencia de Altitudes de loa dos Vértices en Turno 

Hm Promedio de Al ti tudea de los dos Vértices 

Sustituyendo estos valores para cada distancia en la f'6rmula general a­

rrojó los resultados siguientes: 

Sol-3 = 23752.0012'1 

Sol-2 = 30309.04493 

Sol-4 = 1'6744.10219 



So2-3 = 474484. 7607 

So2-4 = 32074.46992 

So3-4 = 42855 .. 722 

So3-7 = 68311.94469 

So3-6 = 44499.31497 

So 4-6 = 50326. 119 

So6-7 = 36004. 360 

So4-7 = 45536.403 

So4-5 - 49043.905 

So7-5 - 64144.290 

So8-5 = 37159.363 

Ya teniendo las distancias corregidas tanto por erectos metereol6gicos, 

como geométricamente se procedió a efectuar el cálculo de los pesos pa­

ra las distancias por medio de la siguiente fórmula: 
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Donde: 

a = 0.,03 

b = 0.000008 6 8 PPtl 

S = longitud ya corregida en m. 

Donde: 

p = 1 
ª82 

Por lo tanto tenemos de 1 - 3 

Ua2 = o.0009 + o.05290 = 0.053007355 

p = 
0.053807365 = 18.5848 

pl-3 = 18.58 

pl-2 = 16.75 

pl-4"" 7.11 

p2-3 = 6.89 

p2-4 = 14.96 



p3-4 = 8 .. 44 

p3-7 = 3.34 

p3-6 = 7.84 

p 4-6 = 6.14 

p6-7 = 11 .. 42 

p 4-7 = 7.49 

p 4-5 = 6.46 

p 4-a = 2.67 

P7_5 = 3. 79 

p7-8 = 3.78 

PB-5-= 11.21 
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ANGULOS HORIZONTALES Y SU PESO 

Como se indican todas las repeticiones de los ángulos interiores, 

solamente se mostrará el valor mas probable, el error medio cuadrá­

tico. su varianza y su peso para cada ángulo observado. 

Tomando estas fórmulas: 

VMP 
M 

n EJIC = ~2:v2 
n-1 

donde: 

0 o
2 = 1 que es el factor de varianza n priori 

-4-7-5 

VJIP = 49ª 36
1 

20
11 

.. 406 

U1 2 = 0.527292 

p = 1 .. 90 

-5-7-8 

v.:Jl "' 32° 30
1 

50
11 

0'1
2 = 0 .. 770.... 5 

p :::: 1.298 
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-5-4-8 

Vl(P = 23. 41
1 

47" .. 86 

ª12 -... 4,. 725227 

p '"' 0.211630 

-7-B-.it 

VMP = 36• 11' 09" .. 459 
1112 = 1.0007 

p = 0.9933 

-4-8-5 

VllP :::: 32. 02· 31".352 

111
2 = 0.9420 

p = 1.0616 

-6-4-7 

VMP = s1 • 41' s1" .. 294 
111

2 
= 12.6059 

p = 0.0793 

-7-4-6 

VKP = 44• 45' 27" .. 10 

171 2 = 8.30025 

p = 0.1204 

. . 
VWP = 56 22 00 .. .480 

U:i.2 = 5 .. 4824 

p = 0.1824 



-3-6-4 

VMP = 53• 18 26".30 

171
2 = 0.80693 

p = 1.2393 

-4-6-7 

VMP =60°40 59
11

.806 

Ui
2 = L.4121 

p = 0.7001 

-4-3-7 

VJIP = 40. 50 27" 

ª1
2 = 1 .. 66397 

p = 0 .. 5365 

-7-3-6 

VMP = 29° 29' 15°.1067 

ª1
2 == 3.2274 

p = 0.3098 

-2-1-4 

Vl(P = 42. 55 20
11 

Ul2 = 2.629 

p = 0.3804 

-4-1-3 

VJICP = 64. 04. 2.5" .0110 

(Ji 2 = 4.8628 

p = 0.2056 
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- 1 - 3 - 2 . .. 
VllP = 37 37 07 .878 

ª12 = 2.1099 

p = 0 .. 4740 

- 2 -3- 4 . " VllP = 41 11 33 .922 

a1 2"' 1.61459 

p = 0.6194 

-7-5-4 . " VllP = 45 00 06 .397 

Ui.2 = 0.0987 

p =10.1276 

-8-5-7 . ' 33
11

239 VllP = 79 15 

Ui2 = B.8135 

p ""0 .. 1135 

-6-7-3 

VllP = 36. 31
1 

22" .363 

171
2 = 0.7645 

p = 1.9238 

-3-7-4 

v.i ,,. 37• sg' io". 6958 

C112 = 0.5198 

p = 1.9238 

: 15 



-3-4-1 

VMP = 37° 06' 56
11

• 7055 

U1
2 = 3.1s20 

p : 0.3132 

-1-4-2 

VMP = 40° 03
1 

20".0002 

0 1
2 = 14.8442 

p .,. 0.067., 

-4-2-3 

VMP = 61 ° 38 
1 

14" .1518 

u1
2 = 4.0472 

p = 0.2471 

-3-2-1 

VllP = 35° 23' oo".683 

ª1
2 = 3.24999 

p = 0.3071 
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CALCULO DE COORDKMADAS APROXIMADAS PüR EL METODO 

DIRECTO E INVERSO 

Partiendo de las coordenadas fijas: 

'P ). . " . " 1 - 30 39 06 .818 106 06 47 .526 

. " . . " 2 - 30 34 39 .553 105 48 32 .284 

. .. . .. 
7 - 29 53 15 .678 105 56 43 .601 . " . " R - 29 51 32 .150 105 14 35 .870 

Haciendo el cálculo de los azimu'tes de partida por la fórmula de Puissant · ~ 

para el Método Inverso C".5·2.5) ('.!o· 3l..) • dadas 'I' i. ). i. r J' ). j 

obtuvimos un azimut directo y otro inverso de partida y otro de llegada. ~os 

cuales son: 

De l a 2 

20s
0 

40
1 

35".aa o 

1os
0 

49' ss".647 I 

Oc 7 a B 

Zl2. 30' 55
11

.971 D 

92° s1' 54
11

.993 :t. 
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Con estos azimutes y los ángulos horizontales internos propagué los azi­

mutes para las demás líneas. tanto directos como inversos. 

Para calcular las coordenadas aproximadas por medio del método directo 

utilizando la f'órmuln de Puissant 's (~16) ( 3· ::t.+) los resul-

ta dos fueron como sigue, t:omando como datos: Distancio, Azimut, Lnti tud 

conocida y Longitud conocida. 

3 - 1 

28752.00124 

32 40 23 .891 

30. 39 06 .818 

iooº oo 47".525 

212° 35 28
11

.301 

30 2s 00
11 

.5078 

106° 16 29" .. 19 

4 - 3 

42855. 71928 

291 o 24 10
11 

.. 098 AZ
3 

Diat. 3 } 

30 26 oo'" .. so1a c¡
3 

106° 16 29
11

.19 .)..3 

Datos 

Coordenadas aproximadas 

Datos 



. 
44

11 

.. as lll 36 "•] . 
30" .2593 30 17 'f4 Coordenadas nproximadas . 
36

11

.113 105 51 J.4 

6 -4 

50326.11877 

"'º' • } . 
44

11 

.. 322 55 14 AZ
4 . ' 30" .. 2593 

Da toe 
30 17 

14 . 
36

09 

.. 113 106 51 
).4 

. 
48., .938 235 01 

u, l . 
56

11

.0333 'f s 30 01 Coordcnadna o.proximadan . 
17 19

11 

.. 321. "6 106 

2 - 4 

32074.46992 

""· . ) 188 
. 

47 01" .. 59 AZ4 

30 
. 

17 ' 30" .2593 'f 4 
Datos 

10!) 
. 

35" .. 113 51 ).4 

. 
34" .?0451 B 4B 

"'} 30 
. 

34 ' 3s".s127 92 Coordenadus npr-oxiaadas . 
105 46 32".295 )..2 
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5 - 4 

49043. 90456 

""' '] . ' 33" .. 936 285 02 Az4 

30 
. 

'30
11 

.2593 ¡p 4 
17 

105 
. 

51 36" .. 113 
).. 4 

Dntoa 

. 
17 25" .324 105 

;:¡ 30 
. 

10 33" .. 463 . 
os" ~903 105 22 ). 5 

Coordcnadna aproximadas 

Las coordenadas aproximadas obtenidas son las siguientes: 

'f ). 
3 

. .. 
30 26 00 .so·1a 

. ' 2.9".19 106 16 . ' .. 
30 17 30 .2593 4 

. ' as" .113 105 51 . 
01 ' 56 

.. 
30 .0333 6 

. ' 19" .321 106 17 

30 
. 

10 33" .463 5 
. 

os" .. 903 105 22 

Por el método directo 



METODO INVERSO 

Ahora ya teniendo las coordenadas fijos y las coordenadas nproximndas 

y aplicando la f'órmula de Puissant's (3-~5} 

ron las distancias y los nzimutes, los cuales me serviran para poste­

riormente usarlos como datos en el cálculo de las diferenciales tanto 

de distancias como de direcciones. 

121 

Las distancias calculadas van a ser usadas posteriormente para obtener 

el valor o dif'erencia entre la distancio calculada y la medida, pero é.!!. 

to se verá posteriormente con lo que respecta a los nzimutes. Como no 

se midieron azimutes en el campo, estos azimutes calculados son los más 

cercanos a la realidad, por lo que se ha decidido utilizarlos para los 

cálculos posteriores, arriba mencionados. 
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AZ1JIUTBS DIRECTOS E DM<RSOS 

Est. P.V. 

o " . " 3 4 291 24 10 .043 111 36 44 .75 . 
45" .. 853 

. 
57 

.. 
.0085 3 2 250 12 70 26 . .. . " 4 6 55 14 44 .5665 235 01 49 .165 . " . .. 

6 3 181 43 21 .ao 1 43 47 .04217 . . " 4 5 285 02 47 .346 105 17 38 .701 . " . .. 
3 212 35 28 .528 32 40 24 .1189 . " . " 1 4 328 35 51 .22 148 43 33 .413 . " . ' " 3 7 332 14 44 .842 152 24 40 .518 . ' is" .isa 

. ' " 6 7 295 43 115 53 33 .27 

188°' 47 ' os".332 
. ' " 4 2 6 48 38 .45188 

10 
. ' 17

11

.B716 
. ' " 4 7 26 190 23 43 .71 . " . ' " 4 6 308 44 34 .66 129 03 07 .317 . . 

ia" .2109 5 7 60 17 239 59 56 .359 

5 6 341 
. 

01 
. 

.254 
. 

26 ... 389 41 161 05 

Todos estos azimutes son calculados y son los que tomaremos en cierto 

caso como observados al ser empleados en loa calculoa posteriores. 



:23 

DISTANCIAS MEDIDAS Y CALCULADAS 

Est. P.V. D.M. o.e. DiL 

28752.CX>l 28752.0175 0.0162B 

4 46744.10219 46744 .. 991 -0.8881 

3 2 47484.7607 47486. 04405 1.283:15 

4 2 32074.46992 32072.649 -1. 7706 

3 4 42855.719 42855.682 -0.03776 

3 7 68311..945 68314.220 2.2751 

3 6 44499.315 44498.939 -0.37603 

4 6 50326.119 50326.119 O .. CXKJ39 

6 7 36BCM.3597 36003.988 -0.372 

4 7 4S53ú .. 403 45539.528 3 .. 124 

4 5 49043.905 49043.073 -0.83155 

4 8 76401.06117 76403. 48053 2.4194 

5 8 37150.363 37154.199 3.6367 



124 

Mostrando numericarnente el término ( Cl(ij - dij -z1 ) d~l Modelo Mate­

m6tico I..inealizado para direcciones tenemos: 

Dirección fijo 1 - 2 . .. . . .. .. 
1 - 2 = 285 40 38 .ea o - 285 40 38 .as o . .. . .. . .. .. 
1 - 4 = 326 35 51 .22 - 42 55 20 - 265 40 38 .as -7 .656 . .. . .. . .. .. 
l - 3 = 32 40 24 .1189 - 106 59 45 .006 - 285 40 38 .88 o .228 

Direcci6n Cija 3 -2 . .. . " .. 
3 - 1 = 212 35 26 .526 o - 212 35 28 .528 o . .. . . .. . . .. .. 
3 - 2 = 250 12 45 .853 - 37 37 07 .BB - 212 35 28 .528 9 .438 . .. . .. o . .. .. 
3 - 4 = 291 24 10 .043 - 76 48 41 .ao - 212 35 28 .528 -O .282 . .. . .. . . " .. 
3 - 7 = 332 14 44 .842 - 119 39 OB .79 - 212 35 28 .528 = 7 .518 . . .. . .. . . " .. 
3 -6 = 1 43 47 .04217 - 149 08 23 .90 - 212 35 28 .526 = -5 .382 

Direcci6n Cija 7- 6 . .. . " .. 
7 - 6 = 115 53 33 .27 o - 115 53 33 .27 o . .. . " . . n " 7 - 3 = 152 24 "° .518 - 36 31 22 .36 - 115 53 33 .27 =-15 .108 

7 - 4 190 
. . " . " . " .. = 23 43 • "Tl - 74 30 33 .05 - 115 53 33 .27 =-22 .608 

7 - 5 = 239 
. 

59 58 " .359 
. 

06 
.. . . " .. - 124 53 .46 - 115 53 33 .27 ~26 .368 . . .. . .. . . " .. 

7-8 = 272 30 55 .971 - 156 37 43 .45 - 115 53 33 .27 =-20 .. 742 



!_2'., 

Dirección Cija 4 - 5 

. " . " .. 
4 - 5 e 285 02 47 ,346 - o - 285 02 47 .346 o . .. . .. . " .. 
4 - 8 e 308 44 34 .66 - 23 41 47 .86 - 285 02 47 .346 -o .540 . .. . .. . " .. 
4 - 7 e 10 26 17 .8716 - 85 23 39 .14 - 285 02 47 .346 -8 .61 . " . .. . .. " 4 - 6 e 55 14 44 .5665 - 130 12 06 .24 - 285 02 47 .346 -9 .018 . .. . " . .. .. 
4 - 3 e 111 36 44 .75 - 186 34 06 .71 - 285 02 47 .346 -9 .306 . " . . " . .. .. 
4 - 1 e 148 43 33 .413 - 223 41 03 .42 - 285 02 47 .346 e -17 .352 . .. . .. . .. .. 
4 - 2 e 188 47 05 .332 - 263 44 23 .50 - 285 02 47 .346 e -5 .508 

Katación fijo B - 7 . " . . " .. 
8 - 7 = 92 51 54 .9933 - o - 92 51 54 .9933 e o . .. . . .. . " .. 
a - 4 ==- 129 03 07 .317 - 36 11 09 .46 - 92 51 54 .9933 e 2 .862 . . " . .. . .. .. 
8 - 5 e 161 05 26 ,389 - 68 13 40 .806 - 92 51 54 .9933 e -9 .402 

Estación f'ija 5 - 8 . " . " 5 - 8 = 341 01 41 .254 - o - 341 01 41 .254 o . . " . .. . " .. 
5 - 7 = 60 17 18 .2109 - 79 15 33 .24 - 341 01 41 .254 3 .714 . " . .. . " .. 
5 - 4 e 105 17 38 .701 - 124 15 39 .830 - 341 01 41 .254 17 .814 



Estnción fija 2 -
. " 2- 4 = 8 48 38 .45188 -. " 2 - 3 = 70 26 57 .0885 -. " 2- 1 = 105 49 56 .647 -

E~tación f"ije 6 -. " 6 - 3 = 181 43 21 .80 . " 6 - 4 = 235 01 49 .105 -. . " 6 - 7 = 295 43 16 .158 -

4 

o . " 61 38 14 .15 -. " 97 01 20 .63 -

3 

o -. " 53 18 24 .48 -. " 113 59 24 .29 -

0° 48 

0° 48 
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" 38 .45188 o 

38
11 

.45100 ~ 4
11 

.JU32 

aº 40' 38
11

.45188 = -2
11

.s2a 

. " 181 43 21 .ao ~ o . " " 181 43 21 .ao 2 .904 . .. " 181 43 21 .s- = 30 .066 
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DIRECCIONES USADAS PARA EL AJUSTE 

. ' " o 00 00 . ' " 42 55 20 

. " 106 59 45 .()06 

. " o 00 00 

. " 37 37 07 .BB 

. " 
3 

78 48 41 .00 

. " 7 119 39 08 .79 . " 149 08 23 .90 

. " o 00 00 

. " 3 36 31 22 .36 

. " 7 4 74 30 33 .05 . " 124 06 53 .46 

. " 6 156 37 43 .45 

. " o 00 00 . " 6 23 41 47 .86 

. " 7 65 23 39 .14 . " 
4 6 130 12 06 .24 

166° 34' 00
11

.71 
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. " 223 41 03 .42 

. " 2 263 44 23 .50 

. " 7 o 00 00 . " B 4 36 11 09 .46 

. " 5 68 13 40 .81 

. " B o 00 00 

. . " 5 7 79 15 33 .24 . " 4 124 15 39 .630 

. " 4 o 00 00 . " 2 3 61 38 14 .15 . " 1 97 01 20 .83 

. " 3 o 00 00 

. " 6 4 53 18 24 .48 . " 7 113 59 24 .29 



TI! IC A 5 
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Mostrando numéricnmcntt~ los valores de los coeficientes del Modelo Matemático linealiz.ado de las diAtan­

cias ( 3 - 41 ) tenemos: 

Ve 1 - 3 Od1\ Od :111 + 25.9444 d'j'3 - 14.3737 d)..3 + 0.01628 

Ve 1 - 4 Odf1 OdX1 + 26.3183 dq>4 + 13.8731 d ,).4 - 0.88611 

Va 3 - 2 10.4244 d'f3 25.1095 d >-3 + Od 'P2 + Od >-2 + 1.2834 

Va 4 - 2 JQ.4314 d 'f' 4 4.0813 d A4 + Odq>2 + Od;>..2 - 1.7706 

Va 3 - 4 -11.2372 d~3 24.8448 d A3 + 11.3417 dq>4 + 24.6446 d >.4 - 0.0378 

Va 3 - 6 -30.7793 dcp3 0.8055 d Á3 + 30.7775 df6 - 0.8055 d >-3 - 0.3760 

Ve 4 - 6 -17.5536 df4 21.9562 d A4 + 17.6479 df 6 - 21.9562 d).6 + 0.00039 

Ve 6 - 7 -13.3632 df 6 24 .. 1388 d),6 + Od'Y1 + Od).7 - 0.3720 

Va 4 - 7 -30.2830 d 'P 4 4.8411 d >. 4 + Odf7 + Od).7 + 3.1243 

Va 4 - 5 - 7.9938 d'j14 25.8073 d ).4 + 0.1221 df5 • 25.8073 d ;>.. 5 - 0.8316 

VR 4 - 8 ~ -19.2709 d<j'4 20.8433 d).4 + Odf0 + Od}..8 + 2.4194 

Va 5 - 8 -29.1194 d? 5 8.6981 d.). Odf0 + Od )..8 + 3.8366 
5 

v. 3 - 7 -27.2506 df, 12.4267 d).3 + Odf7 + Od).7 + 2.2751 



~ 

En:H":goid..t B" r;u1estra numéricamente los valores de los coeficientes del Modelo Matemático Linealizado de las 

di. rece iones ( 3 - 45 ) ; tenemos: 

Vd 1-4 Od f 1 + Od J.1 + 70.5380df4 - loo. 7867 d ),.
4 - dZ

1 - 7.656 

Vd 1-J Od '!'1 t Od ).
1 - 110. 9909 d 49

3 - 161.2920 d ).3 - ldZ1 + 0.228 

Vd J-1 llB.9909 df 3 - 160. 7638 d )..3 + Od 'J'1 Od_Al - ldZ
3 o 

Vd 3-6 4.3084 df3 t 124.1386 d A
3 - 4.2907 d 'fs - 124.1386 d)..6 - ldZ

3 - 5.382 

Vd 3-2 - 125.8625 df3 - 38.7328 d A.3 + Od'j' 2 + Od >--2 - ldZ3 + 9.438 

Vd 3-4 - 137.9876 d f3 + 47.3743 d)..3 + 137.785"/ d'J',, - 47.3743 d .A4 - ldZ
3 - o.~82 

Vd 3-7 - 43.2984 d'f'3 ' 71.8069 d )..
3 + Od<j> 7 + Od)\

7 
- ldZ

3 
t 7.518 

Vd 7-G Od'f' 7 
Od,\

7 
- 155.11676 df6 t ss.1s87 d As - tdz., o 

Vd 7-3 Odf7 t Od,A.7 - 43.2904 d 'f3 t 71. 3045 d A.3 - ldZ7 - 15.108 

Vd 7-4 Odfl7 + Otl)..
7 
. 25.2706 df 4 + 119.0455 d A.4 - ldZ7 

- 22.606 

Vd 7-5 Odf7 t· Od A., 85.9986 d fs + 42.6414 d >.
5 - ldZ7 

- 28.368 

Vd 11-!; - 1:.·~i.0651 
d 'P" ?9.6807 d)..

11 
t 124.>!164 d 'l'5 - ?9.600-1 <1A!i - ldZ

4 
o 

Vd 4-8 - 64.8404 d 'f',, t 4s.6s2n d ,X4 + Od 'l'8 + Od),.
8 - ldZ4 - 0.540 

V<I .,_., 
2!'l.2706 ti 'P 4 + 119.5469 d)..4 t Od'l' 7 

t Od}.
7 - ldZ

4 - 8.61 

Vd '1-H 10:1.6910 d f 4 + 62.9399 d Á4 - 103.4157 df6 - 62.9399 d.A,6 - ldZ4 - 9.018 

Vd 4-.l IS/,'7057 df4 - 46.8669 d;.\4 - 137.!JU'/6 df3 + 46.8669 d.A,3 - JdZ
4 - 9.306 

Vd 4. 1 ·111. 'l3RO d cp '1 - l00.279fi d).4 t Od~l Od_Al - ldz
4 - 17.352 

v,1 4-r' - 30.2426df4 - 169.331~· dA.4 + Odf2 Od.).
2 - ldZ

4 - 5.508 

Vd 0-4 Odfa + Od;\_B - 64.8404 d 'l' 4 + 45.1510 d A.4 - ldZ
8 + 2.862 

Vd A-r1 Dd'fa Od).. O - 136.6'/0B d<J>s + 91 .8tJ13 d...l. !> - ldZB - 9.402 

Vd ~o 1:m.6'1oa d'f's . l2fi.5269 d.A5 + Od5'8 + Od).
8 

- ldZ
5 

o 

Vd 5-º/ B0.3686 d<j>s + 71.8019 d),. 5 + Od'l'7 + Od.A.1 
- ldZ

5 + 3.714 

Vd !~4 1?9.0552 df5 26.9284 dA._5 - 125.9489 d<¡' 4 - 26.9284 d .A4 - ldZ
5 + 17.814 

Vd 2-4 (kl 'P 2 + Od). 2 + J•. 7048 dr. - 174.1807 dA
4 - ldZ2 

o 

Vd 2-:1 Odf2 + Od.A 
2 - 94.A983 d 'fJ - 84.12?.4 d;\ 3 - ldZ2 + 4.482 

Vd G<l 40. 4157 d<j16 - 127.3280 d.A 6 t 3.fl?76 d'f3 t 1?7.3260 d.AJ - JdZ ti + o 

Vd 6-4 (l~.9900 df 6 - 72.8969 d.A6 - 96.2831 df4 t 72.8969 d A 4 - ldZ
6 + 2.904 

Vd fi-7 - 172.1?63 df6 + 38.2146 d).. 6 Od <¡>
7 + Od,\7 - ldZ

6 
. 30.066 



DESARROLLAHDO EI6 AJUSTE POR MEDIO DE LA FORMULA 

X ~ (AT PA)-l (AT PL) , TENEMOS' 

1'.lll!;TI- Mll.TPl r1 /.1. 11F" VAT.llPF~ 

Wf!T~T1, IJ~ Ol!'J.'J;.11 

?c;,.q44¿ ... , 4·. -11l7 ·" n " n tl n o n n " n " n o ?F; .. l1JH 1 ii. A"'7 ·l1 " n 11 o o n o () n o 
in.•74~ -? ... ,.10Qt; " " n n " n " n n o o (j 

.o., n io ·' 1J 4 -d..,Oid.:l? o n o n o n n () o o 
-t1.?17? •::J4.Hit4P 11.'lo.l11 ?4,. >c4oiP n n o o o n o 
-l0,.77CJl • H0"'i4117 . " n " n l0,.777~ -.H0'14H7 " o " o o _, 1.c.c.1.-. ? l. QC\h? o n , 7 .f.47~ -?l.Q~n? ,) o " o o n n " n -1'1.lh'l? :"'?4 .. 1 ll-IR o n o n •) n o 

o o ... lO. ?~ l 4,. HA' f.._ n " n " o " o ,, n " n 
o n •1,.qQ1R5 -?r;,.R07l e.t?714 ?5.A073 o n o n o 
o n -tCJ .. ?1nQ -?T1.,H.11":1; o n o n " n o n o o o 

b-¡-4-:&_n~=f,:.:{:2h-~ .. '.'\~---~~.,:.~R~·~~_: __ ~fr_:__:H~~& _ _!_€W~!;==&s~-

o n 7f"l.'il7A -1t10 .. "7H1 11 " o -· 1) n o " -11R.qq1 _, t.1 .. ?t.!? o n " " n -· " " n " _, Jl.l.,QQ1 -1h0..,'7M4 n .. " n " n -· o o n ,, 
•. lOH4 t '?4. t lQ n ,, -4.?<1111 -1?4.tlQ n " -· -''"·""' -lf!.r..] l7Q ., n ,, n n ,, fl o -1 n 11 Q 1 

-tJ).,Qfff.t 47., f~4' 1'11 .. 7Rh -41. 114 o o o o o " -· -•) .. ?Q,.4 71 .,ROnO " " 
,, o n n () o -· n o o ,, 

o n o o . " n -1c;?1 .. 4hR f>'i .. tñAf; o o " o o n -1 
-4'J .. ?QP4 • 71 .. -tn..i.o; .. n .. o " n o n n o ,, n -1 

o o ?s; .. ?1nn 1 tQ .. ni.t.F> " o n n o o n o " n -1 
o n n n "c;·Ql.#Rh 4 ·;. t.'1' 4 n n n n " o ,, o -· o n •1?fi .. Of'S... ?ti.., hPh7 17•.Qth _,Q.fi.907 " n o n " o n -h4 .. A4(\4 .4S.., ....... 7fl " o " n o n " -1 .. n " o n ?.¡ .. :non t \P .. '14"1 o o n n o n o -1 o o o 
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OBTEMIE.NDO LAS COORDENADAS YA CORREGIDAS 

~ = X 
o 

o .. o 

3 = 30 26 00 .5078 - 0.029 30 26 00 .4740 

o .. o .. 
3 = 106 76 29 .19 + 0.011 106 16 29 .196 

o .. . .. 
4 = 30 17 30 .2593 - 0.060 30 17 30 .192 

o .. o .. 
4 = 105 51 36 .113 - 0.022 105 51 36 .090 

. .. .. 
5 = 30 10 33 .463 - 0.046 30 10 33 .414 

o .. o .. 
5 = 105 22 05 .903 - 0.143 105 22 05 .754 

o .. o .. 
6 30 01 56 .0333 - 0.072 30 01 55 .956 

o .. o .. 
6 = 106 17 19 .321 + 0.075 106 17 19 .392 
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Por medio de la distribución X se hace la prueba de hipótesi~ dP.l foctor 

de varianza a priori 

2 

Los limites de cate intervalo se evalúan de: 

a) El número de grados de libertad v ...., 
2 

b) Valor calculado del factor de vnrianza estimado Co (nponteriori) 

e) Valores tulJuladon de x2 P 
1 

y x2 
P 

2 
correspondiendo a los grados de 

1 i b~rlo.d v, y las probabi 1 idndes 
1 ;"') " 

Las siguientes estimaciones a priori dadas para este ajuste son: 

ºº 2 = 1 

6'"' die 0.016386 •· 

Las otras caracteristicas de eAte ajuste son: 

n• de Incógnitas =u= 16 

n• de Observaciones = n = 41 

Gradoa de Libertad 25 

y 4 puntos f"ijou 

Del ajuste se obtuvieron los siguientes resultados 

,.. 2 
Oo = 3.666254 

= 25 
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,.. 2 VT p V ~ 2 
'T Óo ; obteniendo VT p v tenemos llo V= V p 

V 

( 3.866254 ) ( 25 ) 96.65635 

~T p v = 96.65635 

Loo valores tabulados pnra ~ al ser usados en el intervalo de confianza 

x2- pl = i'- (25) • 0.025 = 13.1 

x2- P
2 

= x2 
(25) • o.975 = ao.s 

2 
y los limites del intervalo de confianza para tfo 

2 
2.3807 ~ óo :". 7.3783 

2 
entonces lo prueba :falla para Óo = 1 

La razón por la cual la prueba falla puede ser alguna de las siguientes 

a) Presencia de errores eiste.iticoe en las obeervac1.ones 

b) Separación de la noraalidad en los obuervnciones 

e) Va1or impropio de lo.a vario.n%&B de las observaciones 

d) llodelo btemático Inadecuado 

Los resultados están dados al 38% de probabilidad, esto es porque esta re­

presentado en dos dimensiones, según K.rakiwsky (1973) estos resultados de 

este ajuste, están relacionados con la matriz de varianzas-covarionzas del 

" voctor solución X , estadísticamente la probabilidad del 38% parn trans-

formarla al 95% ae omplea la oiguiente fórmula: 

J2 F 2 •v.""'- = 2.4.5 que es ol f'octor deuendo 

" V 
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