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INTRDDUCCIDN 

El ho•bre, en su cotidiana activid•d 1 enfrenta una varied1d 
d• fen6••nos o situaciones qui le r11ult•n inco•prln•ibl•• Y 
cuy11 can11cu1nci11 o r11ul t•do1 son inci1rto1. Sin ••bargo, 
si••pre exi1t1 h n1ce1id1d de toa1r d1ci1iones concernient11 a 
dichos fen6•eno1, por lo que en 11 111yoria d• las oc11ion1s, 
111 deci1ion11 deben ta•1r1e 1nt1 circun1t1ncia1 inciertas. La 
Teoril de h Prob1bilid1d 1urge con 11 necHid1d de co•prender 
Ht• tipo d• fen6Hno1 y co•o 1ltern1tiv1 1 11 i•podbilid1d de 
conocer y entender co•plet1•1nt1 su co11part1ai1nto. 

ActullHnte, 11 T•ori1 de 11 Prob1bilid1d H enloc1 11 es­
tudio de •odelos HtH6tico1 que rapreHnhn fendHno1 
tlHtorios. DHde el punto d• visto practico, i>r•tende 1den­
tific1r l• corrHpondencil •ntre un1 1itu1ci6n red en Htudio, 
11 cual HU 1uj•h 11 Hlf, y un •odelo Htedtico co•puHta 
por una v1ri1ble aleatoria y un• lunci6n · qu• nprHenh h pra­
b1bilid1d de qu• eu v1rilble HUH un det•r•in1do vllor o "' en­
cuentre •n un cierto int•rv1lo < luncidn de den1id1d o de 
distribuci6n prob1billstaca l. 

Sin 1ab1rgo, el pl1nt11ai1nto 1nt1riar corr11pande 1 un en­
foque e1U1tico1 bajo 11 cual no 11 cont1•pl1 •1 ca•port1•i•nta 
de un1 vui1ble 1leotoril 1 tuvh del tieopa. Al incorporar el 
f1ctor tie•po 1 Hte tipo de 1nUilil, 11 Teorl1 de 11 Prabl­
billd1d cobu un ceucter din6•ico, que H tuduce •n loe 
lll .. do1 Proce101 E1tochtico1. Elte c1r1cter dinbico na es 
gener1da ••clu1iv••1nt• par •1 p1r•utra ti•1tpa, sino qu• eMi&­
ten otro• fectore1 que pu1>d1n prapiciu Htl indole cHbi1nte en 
11 T1oria de h Probabilid1d. 

L11 C1denH de "1rkov can1ti tuyen un tipo p1rticul1r de 
prac•10 ••tac•stico, 'I ca•o t1l su 1plic1cidn s• •nfac1 
bhicHente 11 enUisil de l•ndHno1 din6•ico1, H decir 
1quello1 en 101 cuol11 el tnn•currir del tiHpo propici1 una 
v1ri1ción .n 11tt c1r1cteristica1 de su caapart1•i•nta. Actual­
••nte en un •undo c1•bi1nt• de can1t1nt• tr1n1for•1ci6n, 101 
fen6••na1 1 · la• cu1l•• •• •nfr•nt1 el ho1br• •aderna san •n 11 
gran •1yort1 de 101 c1101, d• c1r1cter dinj1ico. Can1•cu•n­
tHente edite un• gun c•ntid1d de hn6Hno1 a procHOI que ion 
1uceptiblH de Hr 1n1liz1do1 a tr1Yt1 de C1den11 de "•rkov. Los 
1i1tH11 d• 1provechHiento1 hidr6ulica1, pracH01 d11 
tr1n .. i1iOn de c1r1cterH hereditaria• en el · cHpa de 11 
6enttic1, tearil de juegos, invenhriDI, •te. ion 1lguno1 cH­
po1 en la• que la• •odelo• de C1den11 de "&rkov ti•n•n un1 gun 
1plic1ción. 

H1ic1Hnh el Htudio de C1den11 de "ukov H centr1 en la 
Htriz d• prab1bilidodH de tr1n1ici6n, li cull e1U can1-
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tituida por lH probabilidades d• tr•nsiciOn ""ishntH •ntro 
todos Jos pasibles e1t1das o •i tuiciones •n lis que pu•d• c•er el 
f•nóHno b•Jo HtUdio. L• di•ensión d• l• ••triz de tunsición 
estli d1d1 en !unción del nó111ro de estados o resultados 
po•ibles, par la que •ientr•• 11yor !iel 11 c1ntiddd de est1dos, 
Hyor HrA h coopl•Jid•d a1ocilda ol Hn•jo do la Htriz de 
tr1n1ición corre1pondi1nt1. Los c6lculos qu• 11 r11liz1n can 
11• 1ntr1d11 de 11. 11triz de tr1nsici6n son 11ncillos 1 1unque 
pueden lleg1r 1 11r 1uy nu11ro101, lo que ocasian1 que el ••n•Ja 
de lH C•denH de "ulov asochdn rHulte un hnto co•plic•do. 
Sin .. b•rgo, consideundo lH venhJH que nos proporcian• el 
•dehnta tecnológica de ln co•puhdarH, este problH• de 
Hnipul•ción usult• insignific•nte, Y• que el uso de un 
progr111 de cóaputo nas per1it1 r11Uz1r op1r1cione1 con 
HtricH de un1 ••nero rApid., y Ucil, Hnteniendo idHh or­
ganiuda nuHtr• infou1c1ón y 101 rHulhdos obtenidos. 

El PHHnte trob•Jo Uen1 por abJeUvo •astur el enoHe 
patenci•l que lH CdenH de "ulov tienen coeo herr .. tentH de 
•nUilil1 en el Htudio de silt .. 11 dinAeicos realH, 11! ca•a 
l• Htructura e i•Pl•nhción de un progr .. a de có•puto que 
redice lis t•reH bhicH rellcion•du con el anAlisis de H­
t11 c1d1n11. 

En el pri•er c•p.ltulo H define la que H un• c•den• do 
"•rkav, 11 11t1bl1c1n 1lgunoa canc1pto1 ba.1tcos •cerc1 de •1111, 
y s• dHtoc•n Hpectos de i•parhnch en su •nUisil. 

El Hgundo c•pltulo H ocup• de prHenhr lH principol11 
Ht•dhtic11 asaciodH • un• c•den1 de .l!arlav, Hi co•a de 
•astur un pracedi•iento •edhr.te el cu•l pu1on Hr colcuhdH. 

En el tercer c•pitula se 1ndiu h Htructuu de un 
praguH de c6•puta dHnrallada p•u el •nUisis de c•d•nH de 
"orkav, prHentonda la far•• d• operarla; 

El cu•rta copltula HU con&tituida par eJ1•plo1 de 
•plic•c16n a prabl .. H con cuocterlsticu red11. 

En 11 part• Un1l, •• pr•••ntln las conclusion•s derivad11 
en •l dHerralla de Hte tub•Ja. 

2 



CAPlTULD 1 

CONCEPTO& DE CADENAS DE "ARKOY 

L11 Cadenas de t1arkov constituyen uno de los procesos 
estoc.\sticos ••s h1port1nte1 y por con•iguiente mas estudi1dos 
dentro del caMpo de lo Prob•bilid•d· 

L•• propiodades •n•llticu que presenton y las 
caracterlstica!r a1intóticas de 1u coaport1aiento, han 
propiciado su utilizacit:in en el estudio de diversos fen611enos, 
sob1·e todo en aquellos que ti•n•n un c1r1cter dinl•ico, e• decir 
donde el co111port111iiento de h1 variabll!I de e1t~dia a lo ~argo 
del ti••po es i111porhnte. As1 ais•o la s11aplicidad de su 
interpnt•cion y h •plic•clón qut Hh clHt de pracHDI 
estccai1ticos h• encontrado en diver111 r•••• de la ciencia han 
ocasionada que las Cadena• de "•rkov cobren una •ayer iapartancia 
co•o in1tru•entos de anilisis en la to11a de deci1ion11. 

Dentro de los procesos markovianos eMit1n vario1 tipo5 1 101 
que nos ocupan en el presente tri.bajo son aquellos que tienen un 
n6••ro finito de est•dos y cuyo par••etro del tieepo H Hdldo 
en for•1 discreta. 

El d1Hrrallo de 11te prlHr c•pltulo H co•o ligue: en h 
prlHr• Hcclon del t•pltulo H define lo que es una C•dana de 
11ark.ov y se establecen algunos conceptos de utilidad para su 
estudio, en la Hgunda Hcción se phntea el problema de 11 
cl1sificaciOn de atlados da una cadena, 1n 11 siguiente liección 
•• analiz• el co•porta•i•nll> d• aquello• estados que 'ion 
tran1ito1 io1, lis siguientes dos secciones se enfocan al e•tudio 
de estados recurr1ntes, a través del r.on..:epto de periodicidad y 
di1tribuciane1 11•ite1¡ por ólth10 1e incluyen algunos ej1•plos 
de car11cter ilu1tr1tivo. 



Lils c1denas de l'larl:.ov son utilizadas para representar sis­
te11s din~•icas que cambian de •anera probabilistic• en el 
tie•po. Debido • la n1tural1za dinl•ica di! este tipo de 
prace1os, un aspecto qu• re•ult• necesario consider1r al •D•l!nto 
de su estudio •• el concepto da e1t1do del 1ist•••i el cual se 
refiere a 11 informacHin rele>11-nte del si1tema en un in1tantl! de 
tie1po dado. Por eje•plo en un sistea1 de inventarios, el. est1da 
do! •istHI podrl1 Hr el nivel d• invontuio i1 linll d• un 
perlado d1 op•racitin; en •l caso de una pre11, el estado del 
sist••• puede representar el niv•l de 1gua al inicio de un 
perlado d• producciOn 1grlcala. 

El ••hdo de un si1te1a en el instante e periodo n se 
denota co•a x( n l o bitn Mn 1 por lo tanto nos interesa estudiar 
~l co•port11iento de la& v1lore1- < Ml n > } cui1ndo el 111rlaetro n 
vull. El conjunto d• Hhdo1 que puedo tenor un 1i•tH1 en el 
tr1n1curso del tie1po, e1 conocido coao •spacio de esti1do1, 

Las c1d•n11 de "arkov se pueden clasificar en b11e a diver-
1a1 caract•rl1Uc1s, sin 11b1rgo la1 que considerare1os 1 la 
largo del presente trabajo san 1qu1tll1• caden11 cuyo esp•cio de 
11hdos H finito y en In cullH el puiootra do! tleopo H d1> 
n1tur1lez• discreta. 

ConoldorH01 un proceso Htac•stico X:(M( n 1 1 n E N> donde 
101 valor•• qu• puede to•ar xt n > pertenecen a un conjunto finita 
E <np1cio de Hhdo•I. 

DelinlciOn. - Un procHo estac•stica X:( MI n l In E N > es 
una cad1n11 de "1rkov 1i cu1p le que: 

donde in, in-a., ••• • io son el••entos d• E, en otr15 p.ilabras, una 
cadena de Harl:.av es una sucesión de variables ale1tori11i tl1l que 
en l• et•p• n-1 1 el evento x( n) solo depende de xt n-1) y la his­
toria p111d1 N( O>, M( 1 >, x< 2 )1 , •• , M( n-2 > es irrelevante. 

Otra restricci6n que i11pondreaas en el tipa de cadenas de 
f11rkav que cansiderare1os es que 

PCMn=J 1 Mn-a.=il : PCxn • .,.:j l Xn• .. -a.:i) 
par1 k = -< n-l 1, -< n-21, ... , -1, o, l, 2, ... 

es decir 11 prababilid1d do transición'. 11 independiente de 11 
etapa en lil cu1l •• lac1liza la c1den1. Las c1den11 de "11rkav que 
cu•plen Ht1 propiod•d se die• que son haoag•nH1 o 
Hhcian1rlH, puH los prob1billd1des d• tran•ic!Oo HOCi1dos 1 
ollH no d•p•nden del tiempo. De Ht1 eanora la prob1bilid1d de 



pa1•r del estado i 11 e1tado j en la siguiente etep1., s1 denota 
por p .. ,. 

Considereao1 un1 cadena d1 rlar~av cuyo espacio d• est1das es 
el conjunta E=U, 21 31 '+, ••• , nl, esto 11 hay n diferentes estadas, 
y 1upong1 qui ••iitln n• prob1bilid1dH d1 tuniición P•h 
1=11 21 ... ,n; j:l,21 .,.,n. Unl faHa Hncllll d• guudar y 
••n1j1r 11ta1 valares 11 a tr1v•1 de una •1triz P, d1no•inad1 
•atriz de tr1n1icitin, donde el 1l1e1nta qu1 11 1ncu1ntr1 en 11 
renglón i y en 11 calu•na j, r1pr111nh 11 prob1bllidad de 
tran1ición d1l estado i al Htada j. 

pu Pa.• P.1.• P•" 
P•a P•• P•• P•" 

p 

D•finici6n.- Un1 11tril P:tp.,l di ard•n n•n H d1nD1ina 
Htriz d• tranlición 11 tadu 1u1 1ntud11 1an na_n1gativH, y 
la 1u11 de la• 1lH1nta1 d• c1d1 renglón H igull a 1. 
E1p1clllcH1nte 11ti1l1c1 111 1iguient11 prapi1d1d11: 

., p., > o 

n 
bl J: p., = 

j:l 

i,J=l, 2, .. , ,n 

t:l,2, .. ··" 

El t1arH1 1igui1nt1 intraduc• la 1cu1ción de 
Ch1p .. n_Kahagarav la cull 11 d• fundaHntal i•partlncl1 para el 
11tudla de 101 prac1101 "lfkavlana1. Para cullquier pu de 1n­
t1ra1 na-n1gativa. • y n, 11 1cuación proporciona la probabili­
dad d• que un1 c1d1na de "arka\' caig• en el Htada J dHput1 d• 
••n pna1, dada que iniclalHnt• 11 1ncu1ntr1 1n •l Htada i. 

DenatHaa par .41,,lnl la prab-"illdld d• tran1lción 1n n 
p11a1 d1l Htada i al Hhda J1 H decir p.,I n l r1pr111nh la 
prab1bilid1d d• qu• d11puh de n tran1ician11 11 cad1na H 1n­
cu1ntr1 •n •l 11tada J1 dado qu• actual11nt1 11tl en i. 

TearHa.- IEcuaclón de Ch1pHn-Kol1ogarovl. S11n n y • 1n­
teros na-n1g1tiva1 i y j 1tlHentos del 11pacio de 11t1das 1 E l. 
Entonc11 : 

P••ln+•l = J: pnCnl P••l•l 
kEE 

•l lado izqul1rdo d• 11 1cuaci6n r1pro11nh 11 prababilid1d de 
· ir del 11t1da i 11 Hhda j en n•• p11a1, Aqul 11Un 1nglob1d11 
lH probabilid1d11 de tada1 101 cHina1 pa1iblH que Inician on i 

s 



y desput1 de n+• p11a1 t1r1in•n 1n 11 11hda j, El !Ido d1r1cho 
di 11 igudd•d can1ldeu 11te conjunto di cHinas y lo P•rticion• 
d1 •cuordo d Hhdo dond1 11 1ncu1ntu l• c•d1n• d11puh de n 
p11a1. Todo• •qu11lo1 c••inos que v•n d• l • k •n n p1101 y 
d1put1 di ~ • j on • p1101 son englab1da1 y lo prob•bllidad d• 
11t1 grupa d• c.-ino1 esh d•d• par p .. tnlp. 1<•>· Ahou, si 
1u•Ho1 11tH prob1bilid1dos sobre todos las Hhdo1 de E, ob­
t1ndrHa1 11 prob1bll id•d d1 ir d1 i • J 1n n+• p1101. 

L1 Htriz P=<P•• l repr11entl 111 prob1bilid•d11 de 
tundci6n 1n 1 pno 1ntn 101 difer1nt11 11t•do1, sin Hborgo 
la Htriz p• t .. bitn 11 un1 •1triz d1 tr1"9ic!On y HPHHntl 
lH prob1bllid1d11 d1 tr1n1lc!On 1n dos pua1, tito 11 Ucll 
d1 co•prob•r utiliundo 11 lguald•d d1 Ch1pHn_Kol•ogorov pr111n­
tld1 1nterlorHnt1¡ 1n g1n1ul P" r1pr111nt1 lu prob1bil.ld1dH 
d1 tundc!On 1n n puo1. 



1.2 CLASIFICACION DE ESTADOS, 

Un primer paso en el analisis de uno Cadena. l"!arkoviana, es 
el determinar las relaciones entre los difer~ntes e!:tadcs 
existentes, por ejemplo, nos interesarla saber si dados dos es­
tadas cualesqu1era existe la posibilidad de que la cadena visite 
uno a partir del otro, o bién si existen estados a los cuales la 
cadena siei.pre regresa, o por el contrario, si hay estados que no 
tienen esperanza de ser visitados una vez que la cadena los deja. 
Dependiendo de su co11porta11iento con relación a estos aspectos, 
los estados r~c_iben diversas cl1sificaciones. 

Sean dos estados i, J ele1nentos de E, deci11as que el estada j 
es accesible desde el estado i si existe algl'.m entero • > O tal 
que P.tJC11J > O, es decir si existe una probabilid•d poo;;itiv• de 
visitar el estado j a partir del estado i en algón p•so m. Esta 
propiedad de accesibilid•d no es si•ttrica, Y• que iii existe • 
tal que p.,.1C•> > O esto no garantiz1 que eJCist• un entera n tal 
que Pu(n J > O. Cuando dos estados i, j son accesibles 
110tu•1ente, se dice que 1e "co•unican 11

• 

La propiedad de comunicación de dos estados de una cadena 
de Pfarkov es una relación de equivalencia, ya que cu•ple con las 
propiedades siguientes: 

• 1 i ·<=> i 

b 1 Si i <=> entonces J <=> i 

e 1 Si <=> y od .. o <=> k entoncH i <=> k 

la propiedod a) es 11 .. ado rollexivld•d y significa que el esta:ío 
i d•be e5tar relacionado con •l 11is1to, es decir, que i se comu­
nica con i, lo cuU es in11diato de co•probar. La propiedad bJ 
lla•ada de siaietr ia es t••bién fácil de ca1prabar, y1; que por 
definición, si i se co11unic• can j, entonces j se ca11unica con 
i. Lii propiedad e> lla11ada transitividad se puede co•probar 
utilizando la ecuación de Ch•P••n-Kol1ogarav • 

Si 1 se co1unica can j y •d••lis j se co1unica con k esto 
1ignific1 que existen m y n no-neg•tivas tales que . 

P•1l•J >O y p,.CnJ >O 
P•1l•lp,.CnJ >O 
pu.C11+n> = I pu.(11Jpu.fn> 

tEE 
p.,cmJp,.CnJ > ci 

par lo que elCiste l:m+n na-neg•tivo tal que p.u.<l> >.O. 

D•do que la relaciOn de co1unic•ciOn es tartbién de 
equivalencia, se induce una p~rtición en el conjunto sobra el 



cuU 1ctó1, por lo que el conjunto de estados queda dividido en 
subconjuntos ajenos que reciben el na111bre de clases co•unic1ntes. 

Propo1iic:i6n.- El conjunto de e5tados de una cadena de 
11arli.ov se dividen en clases comunicante-; ajenas, es decir todos 
los •stados p1rtenecientes a una mis11a clase e•t&n co1unic1dos 
entr• si, aientras que 101 estados que p1rtenecen a diferentes 
clases, no st co•unican. 

Prueba.- Sea i E E un e1tldo, denateaos por c .. el conjunto 
d1 estado• que se tofRunican con i 1 es decir c .. es una clase 
co•unicant1. S1a j un estado tal que j ( Ca., y 1de•~1 j comunica 
con i. Co•a j se co•unica con i, entonces se caiwunica con todas 
los estadas de Ca. 1 y de igual forma toda• los ele•entos de c ... se 
ca•unican con j 1 esto significa que j pertenece a c .. , pero 
hibh101 supue!to que j f e, lo cual es una contr•dicción. En­
tonce• lis intersecciones de las diferentes clage1 co1unicantet 
san v1c 111 y todo '1ttado rie la caden1 pertwnece a una y 1010 una 
cli111 co•unic•nte. 

l>ependienda de 11! cu·1cteri1ticas de los e•hda1 que la 
confora1n, una deter11in1da clase puede cl••iHcarse co1110 cerrada 
o 1bierta. Una clase co11unic1nte es cerrada si los estados que 
pertenecen a ella no pu•d1n acce1ar estadas que no pertenezcan a 
la •h•• clase coaunicante. Una clase 11 •bierta •i 101 est1dos 
que pertenecen a ell1 pueden accesar est•do• que no pert•nezcan a 
11 ail•a clne co1unicant1, 

Una chie cerr1d1 s1 dice que e1 irreducible si todo 1ubcon­
junto ne-propio de esa chie no constituye. por 1i 1i110 una clase 
cerr1d1. Cu1ndo una c1den1 di "•rlov 1010 tiene un1 ch•• cerrada 
y eoU for11da por todo el Hpacio de nhdo1 (El, se dice que 
••• cadena es irreducible. 

Lo• e1tado1 que pertenecen 1 un1 cf¡se cerrada, son lla•ados 
estados recurrentes, atr1 fur•a equivalente de definir un estado 
recurrente 11 la siguiente : un estado i ele1enta d• E se dice 
que •• recurrente •i: 

PC Saliendo de i, la caden• no vuelva j .. h J:O 

D• for•a 1niloga, las estados que p•rt1necen a un• cl11e 
abierta, san lla11das estadas transitorios y ta1bitn 1e definen 
equivalente••nte de 11 for1a sigui•nte: 

Un estado i € E H dice que es transitorio si 

PC Saliendo de i, la cadena nÓ· vuelva ja•h l>O 

Si una el••• cerrad• e1tl• for111ad1 par un tiOlo e!tado, dicho 
1st11.do e• lh.aada 1bsorbenta. Cuando una clase abierta consta de 
un 1010 11t1do i, con probabilidad de tra.n1icion Pu( 1 >=o, este 



estado es lla•ado estada 1in retorna. 

Si una c1d•na es irreducible, sabeaos que eKiste una soh 
clas• ca•unicante, y ésta e5 cerrada, ade11as todos 1u1 estados 
son recurrentes, desafortunada•ente no todas 111 cadenas de 
"•rkov son . irreducibles, por lo qu• es neceurio e1tablecer un 
procedi•ienta para deter•inar 111 ch••• co1unicante1 de una 
caden11 asi co110 el tipo al que pertenecen dichas clases. 

Un procedifllienta para 11 clasificación d• e1t1do1 1 es a 
través de la utilización de algunos algoritmos de Teoria de 
GrUicas. Pua este fin se consideran los estados ca•o nodos en 
una grilfica y lis probabilidades de transición entre estadas se 
representan a través de arcos ponderados entre los nodos 
correspondientes. Una discusión ••• dehllada de estos 
procedimientos se incluye en el 1netto A de este trab1Jo. 

Es iepartante hacer notar que cualquier c1den1 de 11arkov 
tiene al ••na• una cl•se cerrada, ya qua en c110 de no edstir 
subconjuntos no-propio• de E que 1e1n clases cerradas, entonces 
la cadena 11 irreducible y •l espacio de estados E es una clase 
cerrada. En particular, na i•parta que la cadena parta inicial­
•tmte de una clase transitoria, 1ie•pr• eMi1Jta una probabilidad 
po1itiva dt que •st• llegue 1 una cl•se cerrada en un nó•ero 
finito de p1101. E• decir, tarde o te11prano el proceso abandona 
101 e1tada1 tran1itoriot1 y per•an1ce en los e•tados de alguna 
cla1e cerrada. 



1. 3 ANALISIS DE ESTADOS TRANSITORIOS. 

La identificación de la:t clases cerradas 
existentes en una cadena, ade1d1s de simplificar 
clasificaci6n de e1todos 1 hcilih el anHisls 
ta111iento de los estados tr•nsi torios, 

irreducibles 
el probleu de 

del co•por-

Ccnsiderenios una cadena de l'tarkov cuv• 111triz de transición 
es P=C p .. , >i si interca•bil•os el orden d• 111 calu•n11 y la• 
renglon•s de tal for•1 que los estados que pertenecen a un1 •is•a 
clase cerrad• queden agrupadas; la nueva •atriz de tr1nsicidn 
( p• 1 asu•e un-a "forma de bloque: 

Q 

dand• p.., e1 una ••triz e1tocA1tica de orden rxr que rep1·e1enti1 
la Htriz di probabilid~des de transición dentro de 111 clHH 
cerr1das (se supone qi.;e r estados pertenel:en a cl11es cerradas,. 
Q et una 1D1triz 1ubestoci6.stica de orden <n-rhln-rl, •• decir, 
la suma de los ele•entos de ill •enas un renglOn de Q 11 •enar 
que una, esta 11atriz representa las prab1bilidade1 de tr1nsici6n 
entre estadas transitorias. Res una •atriz de ord•n <n-rhcr que 
representa las probabilidades de transición de e!t1dos tr1n­
sitorio1 • estados recurrentes. 

Considerando el espacio de e1t1da1 E dividido •n 2 subcon­
junto• ajenos <T, T>, donde una de ellos contiene 101 estadas 
tran1itorio1 <TI y el otro 101 recuruntH !TI, podHos 1n1lizu 
el co•porta•iento de l• c1d1na considerando que el proce10 pued• 
iniciar ya sea en un e1li1do recurrente o en uno transitorio. 

Si la c1d•n1 inici1 •n un e5tado recurrente, el proceso 
nunc1 1bandonarli la cl•se cerrada a 11 que pertenec1 dicho 
•11t1do, y c1d1 una de loa e1t1da1 de••• el••• 11rin vhtitados 
un n6•ero infinito de veces. 

Si 11 cadena inicia en un •1t1da transitorio, el proceso, en 
un nlJ11ero finito de pasos ll1g1r• 1 un estado r1currente, y un• 
vez 11111 p•r•1nec1r• par1 lie•pre en la el••• c1rr1d1 1 111 que 
pertenece dicho Htodo. 

Ahora bi•n, 
Hhbiliur4 ol 
saber si e1t1 p110 
llrgo. 

11be•o1 que Un1l11nt1 
ca•r en una cl11e cerrada, 
•• re1liz1r• en un plazo de 

la c1d1na 1• 
plrD CQID pad••a• 

tiHpo corto o 

Que nu1ero de pasos t1rd1riA li c1d1n1 en traSlad1r1e d• un 
.estodo i tr1n1itorio 1 un Htldo j recurrent"? o bitn cu1nto• 
p1101 son necesarios ant•• de que 11 cadeno1 caiga en un1 clise 

lQ 



cerr1da?, son algunas de las preguntas que nos interesarla poder 
contestar, para 1st1 fin es necesario 1naliz1r bbic•••nt1 •l 
co•porta•iento de la cadena cuando se encuentra en eshdos 
transitorios, ya que il llegar 1 un eshdo recurrente, el proceso 
tiend• a. estabiliz1rse, algunos resultadas que son de griln 
utilidad pora ••ta, u •enalin • canlinuoción. 

Considerando la r1pr1sentaci6n en far•• de bloque de la 
Htriz de tronsición 

p, O 
p = 

Q 

donde la Htriz subHtaclslic• Q reprnenta lH probobllldadH 
de transiciOn 1ntr1 1t1t1da1 transitorias, d1Hni1os 11 11triz 
"=CI-QJ-• caea la •otriz lund11ental de la cadena ile "arkav, "H 
adelante •e co•prenderl la i•partanci1 de Hta Htriz. 

Propasiclltn.- La ••trlz "=CI-Q1-• ••l•te y H igual a 
• 
t Q• ~ o 

e 
Can•iderHOI 9 = t a· = l+Q+Q•+Q•+ ... ' ad•ltienda l• 

•=O 
siguiente canvenclltn p.,101 = 1 si i=J y p.,101 =O •i itj¡ Q H 
una ••triz de prababllldadH da tran•iCiltn Hclu•l•Hente entre 
Htados transitoria•, da igual laraa Q"1 sala que reprHenta 
prababilidadH de transiclltn an dos pHo•; en farH general Q" 
raprnenta prababllldadH de tran•ici6n entre estado• tran­
•itarla1 en n pHas. Dada que lo• Htadas transitoria• pertonecen 
a una ch .. abierta, •ola Hrln visitada. un n6aero finita d• 
vecH; tsta 1ignillca que para cada estada j tran1itaria Hi•te 
un entera n, tal qui O < n, < a y p.,1n, l=O para todo Hhda 1 
alemento de E. 

Caaa ten11os un nóHro finito d1 ntado1 tunsltarlo1, 
pad••a• encontrar un entero N qu• •• el 11yor de tad11 la• n 1 '•• 
tal que P••INl=O Y l,J E T. Ahora, caaa N < • entancH 

11• p.,lnl =o Y 1, j E T 
n->e 

a N a 
Par otra lada t Q• = t Q• + t Q• 

a:O a:O e:N+l 

N 
= t Q• + o 

e a:O 
. par la que 9 = "& Q• canverg1. 

•=O 
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A fin d1 d1t1r•in1r wl v1lar h1ci1 11 cu1l conv1rg1 s, con­
~id1re•o1 lo siguiente: 

S : I +Q+Q•+a•+ ... 
as = a+a•+a••a'"+ ••• 

s-as = I+a+a••a•• ••• aN -< a•a•+a•+ ••. +QN+o 1 
s-as = I 

CI-QIS : I 
8 : CI-QJ-• 

donde h inver11 de CI-Ql •Kiste, yo que S converge. 

El eleHnto •u de h ••triz lundHenhl " repreuntl el 
nC•or• proHdio de vecH que h codena visito el Htado j 1 con­
siderando que parU6 del Hhdo i. Ahora DUn, si considerHo• 
•• = & •.u. , ea d1cir •• 11 11 1u•1 di 101 1le•1nta1 d1l 

kET 
rengl6n carrHpandiente al Htado i 1n la eatrtz "• Hh•o• 
sueanda el nC•ora praHdia de v1cH qui lo cad1na visita 
cualquier Htado transttario1 suponi1ndo que partl6 del estado 
i, y caaa la cadena sala visita Htadas transitaria1 antH de 
caer 1n un 11t1da r1curr1nt1, 1ntanc11 •• r1pr111nt1 11 nd•ero 
praeedia de pasos que la cadena elect6a antH ,de caor en una 
clH• cerrada¡ un an6ltsis •n aapllo del signiUcado y utilidad 
de la aatriz lundHental " se preHnta en el capitula siguiente. 
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1.4 PERIODICIDAD 

Una vez que una cadena de l"tarlov cae en una clase cerrad• es 
i•po1ible que !íalga de ella, esto signiHca que a partir de ese 
p110, 101 •stados que pertenecen a esa cl1.se cerrada s•r•n 
vhit1do1 un n~Hro inlinito d1 v1c11. Ahora bitn, pod .. os 
e1per1r que eKi1ta una cierta regularidad 1n 11 nó••ro d• pasos 
que 11 cadena ef1ctóa, 1nt11 d1 r1gr111r a un d1ter•in1do 
11t1da, o por el contrario, 11 cadena puede regresar 1n cui1lquier 
1hp1 • un ciuto 11t1do?. 

En el cantuta cotidiano, el conc1pto d1 p1riodicid1d 11 
11aci1do a una cl111 de co•part1•i1nto en 11 que un hecho ocurre 
• int1rvlios roguhrH de tiHpo o d1 11p1cio. Cu1ndo h1blHas de 
periodicidad 1n un aorco r1l1rido • C1d1nH d1 "arkav1 11t1 con­
c1pto varh un poco. 

Dlfinici6n.- Un 11t1da J u dita qu1 ti1n1 poriodo d, si d 
H 11 m6•i•o coldn divisar del conjunto: 

Q1 = <nlp,,!nl>OI 

Analiunda 11 d1finici6n d1 p1riadicid1d obHrvHos qui, si 
bien tsta u d11in1 en Ur•inos d1 int1rvlios di U11po o d1 
1Sp1cio, coao pudiera ur 11 n6Hro d1 tunsicianH que 1l1ctd1 
la cad1n11 11 concepto d1 periodicidad d1ntro del anUi•i• d1 
CadenH d1 "arkav difi1r1 1n cierta larH d1l canc1pta cotidiano, 
ya que la p1riadicidad d1ntro d1 Cad1n11 d1 "arkav r1prounta un 
intervalo d1 tiHpa ( n611ro d1 tran•icion!s 1, d1Spu.. d1l cual, 
•li•t• 11 pa•ibilidad do que 11 hecha vu1lva a ocurrir, pira no 
hay una absoluta corteza d• que ocurra. · 

El p1rlodo do un 1stado Htl rollcianada con 11 nó .. ro d• 
tran1iciann que d1b1 1l1ctu3r 11 cad1na antH d• qu• .. 1.ta u~a 
prababllid1d pa•itiva d• rogrHar 1 dicha Hhda. Esta significa 
qu1 •i un Htada J1 U1n1 per lodo 3, y la cad•na 1n 11 paso 1c­
tual H 1ncu1ntra 1n J, la cad1na t1ndr6 posibilidadH de cHr 
nuev••ent• •n •l ••tado j, 1010 en e.c1ct11ent• un noa1ro de 
PHH a6ltiplo di 3. 

Cuando 11 p1rlada d1 un Htada H igual a 1, u die• qui 
dicha 1Stldo H aporitldica, 

T•or111. - Todos 101 ••t•dos w~ una cla11 co•unic1nte tienen 
11 •iHa periodo. 

Pru1b1. - S11n i y j 1stado1 que pertenecP.n a una misma clase 
co1unic1nt1, y sea d4 el per !oda de i, es decir dt. es el m~h imo 
co•6n divisar do 

Q. = <nlpu!nJ>O} 
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Co•o co11unic1 con J e>ei•t•n •a. y •• t1l•• qu• 

p .. ,c •• J>Oi p,.,c •• J>O 

Entonces para cualquier n E Q, •• tiene que pu( n ))0. 

Utiliundo la igulld1d de Ch1pHn-Kol•ogorov 

por lo qu• •••n••• € Q,. 

Por otro lldo li pu!nl > O ontoncH pu!2nJ > O y 
1nUogHonte pu! •••2n+•• J > O lo cull lignific• que •• +2n+•• 
tubitn H el .. onto de Q,. 

SH d, •l p•riodo de J, entoncH d, divide 1 n, H d•cir 1 
cu1lqui•r •leHnto d• Q,, poro co•o .d& •• el •hi•o cadn 
divisar d• G., ••to •ignific1 qUI d& ! d,. 

Procediendo de foH1 1nUog1 p1r1 d• podHa• ll•gor 1 11 
concluli6n de que d, t d&; par lo que d& = d,. 



1.5 COMPORTAMIENTO DE CADENAS DE "ARKOV A LAR6D PLAZO 

Prob•bl•••nte una de 101 ••P•cto1 •lis iiwportant11 de la 
teorh de C•denH de "ukov H el referente 1 lo distribución 
de un1 c1den1 entre lo• diferentH Hhdo• de E dHput• de un 
per lodo llrgo de tlHpo. En porticullr H intereHnte Hber li 
h di•tribuci6n nintdtic•Hnte Hr6 independiente del n6Hro 
de p11011 Hto H refiere 1 1i 11 di1tribuci6n de •• converge • 
un1 diltribuci6n ll•ite cu1ndo n tiende 1 infinito. 

E•h di1tribuci6n ll•ite, cu1ndo edite H l1H1d1 
di1tribuci6n ·de prob1bilid1dH Ht1cion1riH. 

Co•o hHOI vilto en lH Hcciones 1nteriorH 11 c1den1 torde 
o tHpuno visit1r6 1lgun1 cllH cerud1 d• 11 cull no pQdr' 
11lir nunc11 por lo cull .. l~gi<o penHr intuitiv1nnte que 
p1r1 un Hhdo J tr1nsi torio: 

li• p.,Cnl: O 
n->• 

Y i E E 

Y• que li1 clHH cerrodH HUn constituidH por Ht1das 
recurrentH1 cuyo co11¡1orta•iento Hint6tico puede ser Htudilda 
en forma ind11pendiente del rHto de 101 Ht1do1 que no pertenecen 
1 11 •iHI cl1H1 podHOI enfoc1r nuHtH 1tencidn sobre el co•­
portHiento 1 largo piara de lH cl1Hs urndH. 

Dttfinici6n. - Un1 caden1 de "orkov H dice que e• regulor li 
Histe un entero politivo • tal que p• H HtrictHente po1itiv1. 

L1 c1r1cterhtiu de reguhrid1d de un1 c1den&, significa 
que dHput1 de un n6Hro 1uficientHente gunde de 
tunsiciane1, lH prob1bilidadH de tronsici6n entre cull~uier 
por de Hhdos ion positi•H· 

El concepto de Htrir regullr H i•port1nte, ya que edsten 
llgunos rHult1do1 Hocildos 1 lH •atricH regularH, el prin­
cipal de ello• H dHcribe en el teorHa que H enuncio a 
continuación. 

Teanaa.- SH P Htrh de tunsici6n de un• c1den1 de 
"•rkav reguhr, entancH: 

a 1 E•i1te un dnico vector eo) O hl que •oP = •• 
b 1 Dado un Htldo i cu1lHquieu y e, un vector 

renglón cuyo i-hi•o eltHnto ea i.gull • 1 y •l rHto ion 
c•roe, •ntanc•• · 

•o = li• •a p• .. •->e 
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c l P = lio p• donde P H una Htrlz cuyo• ronglanu ion 
•-)1 

lgualtl a Wo. 

El tear•11• 1nt•rior no1 indic1 que p1r1 una c1d•ni1 r1gul•r, 
11 llolte do p• cuando •->• Hilt1. AdH61 101 ronglan11 do la 
•atrh U•it1 P ion lgual11, Hto 1ignifica qui 111 proba­
bilidad11 d1 tran1iciOn dHpuh d1 un ndHro 1ulici1nto•1nt1 
gund1 do p1101 ion ind1pendi1ntH d1l Hhdo del cual parto la 
cad1na. 

Pruoba. - El rHul tado al 11 in11diata dol T•or11a do 
Frob1niuo-P1rron, y• qui on 11t1 c110 •l valar po = l put1ta qui 
la 1uoa d• cada ronglOn d1 P H igual a l. 

Para probar 101 d1161 ro1ultada1 can1idor1101 p cualquior 
otro vector caractorlotico do P diloront• d1 ••• dicha vector H 
tal qui 1111<1. Utilizando 11 T10HH do Jardan podHal 11cribir P 
Cll90 TJT-• dando T 11 una •atriz no 1ingular y J 11 la oatriz do 
Jardan, quo podHo• roprountar caoa: 

Jo 
J = 

1 
1 
1 
1 

3-1 

dando Ja H la lorH d1 Jardan cuya valor .caractorlotica 
111.1 < 1 1:1,2, ••• ,p. 

Por lo qu. p• :TJ•r-• 

li• P• : T 
•-)1 

Por lo qui: 

1 
o 

o 

... p = li• ... p• 
•->• 

o 

( li• •• p•-• )p 

•->• 
loa P lP 
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Par lo qua 'º : •a. P. 

Ahau, ca•a i fut 11cagida en fDHI 1rbitror 111 

nific1 qui •o no depond1 del ntlHra do rengldn i 1 
toda• 101 renglanH d• P 1an igullH • •o· 

11ta 1ig­
par la que 

Un1 vez e1hbllcid1 11 iepart1nci1 de h reguhrid1d de un• 
11trh, c1b1 preguntlrna1 par un1 far11 d• verificor 1 priori 11 
regul1rid1d de un• c1d1n1 de "•rkav, puH bija tlln 
circun1tlnci11, H palible garontizor 11 existencia de una 
diltribuciOn Uaite Wo, la cual puede Hr calculado re1alvienda 
el listua de-1qu1cian11 •o P = wo. 
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1. 6 EJEMPLOS 

EjHplo 1.- Consid6rHe el sigui•nh juego; se hnza un• 
•onedi. cinco veces y el jugador g1n1 dos nu:mE?das cui1ndo cae 
"i&guU1• y pierde dos moned•s cu•ndo ca• "sol". Si cansideri•a• 
K" ca•o 11 g1n1ncil del jugador 1n 11 et1p1 n, Mn r1pr1s1nt1 una 
c1d1n1 d• "arkov1 dond• •l np1cio d• Hhdos HU lorHdo por 
el ligui•nte conjunto 

<-10,-&,-6, -~. -2, o, 2, ~. 6, 6, 101 
11 g1n1nci1 d•l jug1dor 1iHpn Hrt un •óltipla de 2, y1 que 
en c1d1 oportunid1d g1n1 o pierde 2 •oned11. 

Can1id•randa que 11 1aneda utilizada para el uperiHnta el 
una 1aned1 "han11t1• y tilne 11 1iH1 probabilid•d d• 0.5 d• caor 
sal a tgui11 1 la .. triz d• prab1bilid1d11 d• transición Hril 
de 11 sigui•nt• lar11: 

-10 -6 -6 -~ -2 o 2 ~ 6 6 10 

-10 1 o o o o o o o o o o 
-6 .s o .s o o o o o o o o 
-6 o .s o .s o o o o o o o 
-~ o o .s o .s o o o o o o 
-2 o o o .s o .s o o o o o 
o o o o o .s o .s o o o o 
2 o o o o o .s o .s o o o 
~ o o o o o o .s o .s o o 
6 o o o o o o o .s o .s o 
6 o o o o o o o o .s o .s 

10 o o o o o o o o • o o 1 

EJHpla 2. - Cansl.derHDI el c11a d• la tr1nn!1idn d• un 
d•l•Hin1do c1racter h•r•dit1rio •n un1 poblecidn cerrad1. 

L• 11ngn de un Hr hu11na HU · canstituida'por gldbulos 
bl1nco• y glóbulos rojos. Los gldbula• rojos son la• enc1rgado1 
d• tran1port1r o•lg•no1 •n ellos .. i•t• un pigHnta protelnica 
llHado hHoglobin1. En individuo• nor11lH .. ht• 11 hHoglobin1 
tipo A npreHnt1d1 por un p1r de g•nH AA. 

Cu1nda en la hHoglobin1 ocurren llt•racionH u•nttic11 H 
producen genH d•l Upo SS qu. c1•biln la Htructura d• 101 
glóbulos rojos propicilnda su d•truccidn 1 lo que tu• co•o con­
s1cu1nci11 una 1n1•i1. 

Cansid•unda un1 pablaciOn c.,.uda qu. H g1n1r1 1 putir 
d• das individuos, podHa• abtlnor Hi.s pasibles tipo• de unian 
difeuntes, 101 cuo!H pu•d•n producir trH tipo• dileuntes de 
g1notipo1 <AA, SS, AS>, en h sigui.nt• tabl1 •• 1uestun Htos 
Upas de union y 111 prob1bilidad11 de c1d1 genotipo: 
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PROBABILIDADES DEL GENOTIPO HIJO 
TIPO DE UNION AA AS SS 

1 AA can SS o 1 o 
2 AA can AS 1/2 1/2 o 
3 AS can AS 1/4 1/2 1/4 
4 AS can SS o 1/2 1/2 
5 AA can AA 1 o o 
b SS can SS o o 1 

·En cada tipa di uniOn liHprl eMi1t1n cuatro larHs 
diferentes de coabin11cicn de lo• gen•1, Y• que cada individuo 
padre aparta un·g1n. Par e¡Hpla 1n el tipa de uniOn 3 111 ca•­
binacianes que pueden abteneno ion AA, AS, SA y SS, por la que: 

PtAAl : 1/4 
PtASl : PCAS U SAl : 1/4 + 1/4 : 1/2 
Ptt;SJ : 1/4 

Supónga11 que ten .. 01 una pabhciOn · 1n la que lcaaa 1n al­
gunas grupa• ahlada1 > 11 r11tring• la uproducciOn d1 la 
11p1ci• a 1f1ctuar11 6nica11nte entre dHc1ndilnt11. Parti1nda 
de un d1ter11inada tipa de uniOn, pad•101 abt1ner la probabilidad 
d1 toda• 101 tipa1 d• uniOn qu• •• pu1d1n producir •n al 
1igui1nt1 pasa, 11ta 1ignilica qui padHDI r•pu11ntar .i caepar­
h•i•nta d• Hta pablaciOn a trav.. d1 una cad1na "arkaviana, 
•n dand• cada tipa d1 uniOn r1pr111nta un pa1ibl• 11tado, 

Ad, por •jHplo 1i no1 1ncantr1101 1n 11 11tada 3 11 d•cir 
1n •l tipa de uniOn AS con AS, padHal calcular lH probabi­
lidadH d1 que la 1igui1nt1 uniOn 111 del tipa l 1 AS con SS), 

Para que la ligui1nt1 uniOn Ha del tipa l 11 nec111ria qu• 
en l~ unión actual 11 produzcan individua1 AA y SS, la probabi­
lidad d• qui 11 produzca un individua del genotipo AA a partir d1 
la unian tipa 3 H d1 1/41 y la probabilidad d• que H produzca 
un individua del genotipo SS 11 taabitn d1 1/41 pera caaa la 
unión tipa l pu1d1 dar11 d• das lor•11 di1tint11 1 i,1, AA can SS 
a bitn SS can AA l la probabilidad p .. = 2 • 11/4 • 1/4 l = 1/8, 

Ad 111 prababilidad11 d1· transición •n un p110 ion d1 la 
1igui•nt1 laraa: 

5 b 

o o 1 o o o 
2 o 1/2 1/4 o 1/4 o 
3 .. 1/8 1/4 1/4 1/4 l/lb l/lb 
4 o o 1/4 1/2 o 1/4 
5 o o o o l o 
b o o o o o l 
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En e1t1 c1d1n1 existen 2 1st1da1 1bsarb•nte1 11tas san el 5 
(AA can AA> y •l b (SS can SS>, Hta 1ignific• qui la1 d1Scon­
di1nt11 alcanzu'n tarde a tHprana la1 genes tipa AA o SS. 
Todas 101 de•A• tipos de unión son transitorias. 
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CAPITULO 2 

EBTADIBTlCAS IASICAB DE UNA CADENA DE "AllkOY 

En el capltulo anterior hHo• analizado •l probl .. • d• la 
cla•iticacicln de Htado• de una cadena de "arkov, y hHo• vi1to 
la •anua •n que Hta clHificacicln H cltil para el anUili1 
de un procHo HpHHntodo par una cadena d• "arkav. Sin ••barga 
la HPHHntacl6n d• un •lltH• a trav•• de una cad•n• d• 
"arkov na 1010 P•Hite deterainar que Htada1 tientn caracter de 
recurrencia o de tran•itarledad, •ina que tHbi•n na• prapar­
clana una cantidad can1iderable de inlaHaci6n adicional, tcerca 
del caapartaalenta Hperada del •ist .. a en Htudia. 

Eota inlaraaci6n adicional H proporcionada par dlverH• 
HtadleticH que 1e encuentran Hoclada1 a cualquier cadena de 
"•rkav. 

A trav .. de Hta1 Htadl•tlcu podHDI conocer por ejHpla 
el nclHra de vecH que •n praHllia el •isteaa reprHentada 
vlelta un deterain1do Htado, a el nclHro de p11a1 que en 
prDHdio H necHi taran pira que el •l•tH• caiga en una cl•H 
cerrada lle la cual no podr& •alir ja•••· 

InlarHcl6n de Hte tipa, rHulta de gran utilidad al 
aounta de analizar el electa que •abre el •lltH• en Htudia, 
pudieran tener dllerantH paUticH de aperaclcln, la cual na• 
proporciona criterio• pira poder •valuar en un aaHnta d1do, la 
bondad de una deterainada paUtlca en caaparaci6n a ottA. 

En Hte Hgunda capitula analizare1a• alguna1 de Hta• con­
cepta• a loe que hHa• hecha relerench y que H encuentran 
Hoclado• a una cadena de "arkav. · · Para cada · una de las 
Htadl•ticH incluida•, H pHHnta una .. plicaci6n la .... 
clara pa•ible acerca de •U dgnilicada teórica, de Igual laHa, 
H ilustra una Hnera practica d• calcular dlchH Htadl•tlcH, 
al llnal del capitula H ane .. n alguno1 ejHploa que ilu•tran 
lH Htadl•ticH analhadH. 
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2, 1 REPREBENTACION DE UNA CADENA DE "ARKOY A TIAYEB DE 
BRAFICA&. 

En •l anUl.sl.s de lH HtadbtlcH HocladH a CadenH d• 
"arkov, no• auxiliare.01 de alguno• conceptos d1 .la Teor la d• 
BrUlcH, Hto H debido a que edite una relaciOn ba1tant• 
Htrecha entre una cadena d• "arkov v la reprHentaciOn de una 
grAUca, lo cual no1 p•Hit• aprovechar 101 concepto• deHrro­
lladoe •n l• T•arla de BrU icH, para anal har el coepor­
tHlenta d• una cadena d•· "•rkav. Concretall'llt• una cadena de 
"arkov puede HPHHnhn• Mdiante una grUica panderada, en 
donde cada ••tada de la cadena equivale a un vtrtice de la 
grAUca v lH tran1l.c101191 entre la• Htadoe •• repreHntan por 
udlo· de arca• entre .los vtrticH carrHpandlentH. El pHo de 
un ~•teuinado arca tiqulval• a la probabilidad d• tranei~lon 
entre loil Htada1 repr~entada1 par •l vtrtice inicial y el 
vtrtice final de dicho arco. 

11 la aatriz de tran1ic16n de una cadena d• "arkov " d• 
orden n, entancH existen n• tranlicianH, de lH cualH algunH 
1an transicianH pa1iblH, talH que Pul 11 > O v atrH san tran-
1icianH iapa1iblH d.• tal far•• que P••l l l=O, cuando r9¡.re­
Hntaaa1 una cadena de "arkav par ••dio de una grUica, sola H 

·necHaria Hllalar 101 arcas Haciada1 a tran1iclanH pa1iblH. 

A cantlnuaciOn •• prH•nta un ejeapla a Un de Uu1trar 
••jor Ht• equivalencia. 

Can1ldtr1H una cadena de "•rkov con npaclo de Hhdo1 
U,2,3,'+,S) y cuya Htriz d• tran1ici6n Hl 

1 1 1 2 1 3 1 " 1 s 1 
--+---+---·--~·---+- --+ 
1 1 o 1 ,ltl o 1 .111 o 1 
--+---·---·---·---+---+ 
2 1 o 1 .71 o 1 .31 o 1 
--+---·---+---+---+---+ 
3 1 O 1 .SI O 1 O 1 ,SI 
--·---+---+---+-.--+---· 
.. 1 o 1 .111 o 1 .ltl o 1 --+---·---·---·---·---· 
S 1 .SI O 1 .SI O 1 O 1 -·---·---·---·---·---+ 

Coeo el Hpaclo de Htado1 U•n• cardinalidad s, la grUlca 
corrHpondient• tendrA S vtrtice1, 1010 aqu11lH entradH d• la 
•atril de tran1icHln que 1Hn dllerentH d• cero tendr6n 
repreHntaci6n coeo arcos en la gUUca; d• Hta foraa la 
gr U ica ponder.!'d• rHulta de la siguiente eanera: 
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2, 2 PERIODO DE UNA CLASE CERRADA. 

En li Hcción '+ del c•pltulo •nterior d•fini•o• el 
periodo di un e1t1do j ca•a el •4u10 co•dn divisor d•l con­
junto Q1 =< n 1 p111nl > O }, 

Coeo H ve, tutu de c•lcuhr li p.riodicid•d de un eshdo 
j, opeglndono• Htr1ct .. 1nte 1 ll del!nición •nllrior, rHult• 
d••Hi1do hborio10¡ v• que tendrl .. o• qu. d•t•r•lnu piro que 
v1lou1 entero• de n, I• prob1bilidad de ngr•11r 11 Htldo j en 
n pH01 H diferente de cero; H decir, Hpeundo con n:l, ln­
cr111nt1r •1 v1lor de n, d1 uno •n uno y prab•r p1r1 que n' •• 
p111 n J rHult1 diferente d• cero, el probleH H que Hte 
proc•di•lento n~nc• t•Hin11 v• que n puede 1er increa.nt1d1 1ln 
nlngOn lf•i te. 

Sin .. b1rgo 1 coeo verHo• • continu1ción .. ilttn forH• 11-
ternotivH de cdcullr ll periodicld•d do un Hhda. 

AnlllHnda 11 definición de pHiodicid1d podHDI obHrv1r 
que poro finH de cUculo, H iaporhnte deteHinlr el nóHro 
d• tronlicionH •n 111 que 11 c1d.n11 portiendo d• un eshdo 
detera1n1do puede ragrHor 1 dicho Hhda. 

En 1• repreHnt•cl6n de c1den11 d• "•rkov a trovh d• 
grUicH, Hte conjunto de tr1n1icionH, re1ult1 Hr un 
circuito, donde el vtrUce inici1l H igu1l 11 vtrtlce Hn11 1 

lo cu1l corre1pande 1 11 ldH de que lo c1don1 ngrHI 11 •il10 
Htlda dll cull p1rtid, y el nó•rro de tunliclonH nece11ri11 
p1r1 logrn tito, H •qulvllente 11 nóura de 1rca1 que ca1-
ponen el circuito corrHpond!ente. lln ubugo •1 probl .. • del 
c6lculo per1hte1 Y• que par ea. circuito• que logrHol id•n­
tiflur nunu Htlr .. a• Hgura1 de que no ed•t• otro circuito 
cuyo nOaero d• nca1 no h1yH01 can1ider1do piro el calculo de 
11 perlodlcld1d 1 e1to H dl!bido 1 que en una grUic1 coneu el 
nOHro de circuito• no si•plH H Infinito. 

Colo padno1 ObHrvu, ion 101 circuitos na 1laplH 101 que 
origin1n lH dlUcultdH de cUculo; 1unqu• 1fartun1d11ente 
podHOI dejn de con.lder1rlo11 Y• que no rHult1n 1lgnlllc1Uva1 
p1r1 el propOlito de deteroin1r 11 periodlcid•d de un1 cl•H 
cerr1d1, Hto H debido 1 que el na1ero de orcos que coepon1n 
cullquilr circuito na-1ieple H igu1l 1 la 1u•1 de ll languitud 
de 101 c1rculto1 li•plH que fore1n parto de dicho circuito 
no_liaple. 

Con1idere101 un circuito C na-1i1ple, que p1rtbnda de un 
Ht1da i ugrH1 1 tste y esta forHdo por n. orcos. 

Ca1a e H un circuito na-1i1ple, esto lignifico que .wista 
otro circuito A s.i1pl1, que v1 de i 1 i, y qu• canstiil dw n. 



1rca1, can n. < n.. El circuito C no-si•ple, 1e g1ner1 1 partir 
del circuito si•ple A, al cual 1e l• han 1ueentldo un deter•in1do 
n611ro d• arcos, 101 cual•• cansti tuy1n por ti •i••O• otra cir­
cuito 81 Hta .. debida a que el conjunto de arcos 1diclonalH 
mencionada• se separan del circuito original A y deben regresar a 
t1t1 1n 11 111110 11t1do, d1 esta far•• el nó•1ra de arcos 
totelH del Circuito C resulto Hr la IUH de lH longitUdH de 
101 circuito• A y 8, 

Ahare bitn li el circuito B rHulta Hr na-•i•ple, ontoncn 
pode•a• encontrar, de igual larH en que la hiciea1 para e, un 
circuito 1i•ple D a partir del cual H deriva lj Hte 
pracedieienta ·padeeo• realii.rla t1ntH vecn caea 111 necesaria, 
h11ta llegar • dHcaepaner el circuito original C en OnicHente 
circuito• 1ieplH, Hta significa que el n6Hra de arcas del 
circuito na-si11Ple C, es igual 1 la IUH de lol longuitUdH de 
101 circuito• 1iepl11 que la caepanen. · 

Taeando en conlidereciOn el rHultada anterior, padHal 
dejar de con1iderar la• circ•ita1 na-sieplH1 al llCIHnta de cal­
cular 11 periodicidad de una cl11e cerrada, ya que 11 el n6eero 
de arca• de un circuito na-sleple H una caebinaci6n llnHl del 
n6eero di arco•, de vario• circuito• sieplH, Hto 1ignilica que 
li calcull•o• el periodo de una cl11e cerrada en b111 •olaHnte 
al n6Hra do tran1ician11 11ociad11 a longltudH de circuito• 
liepiH, el perlada obtenido de Hta !orea 11 tHbitn divi1or 
del n6Hra de trenlicionH d• cualquier circuito no-•i•ple. 

511 n el n6Hro de arca• de un circuito na-sieple e, Hto 
1ign il ica que: 

n = na. + ne + n• + • • • + n• 
donde na, "•• ne, ... , n. •an •l n6•ero de arco1 de 101 e ircui to• 
li•plH que coepon1n c. 

Y Ha d el per lodo de la clHe cerra~• en la que H 
lacali za C1 entoncH 

n = b& d + b• d + + b• 
con ba. 1 ba, ..• , b., 1ntera1 

n : d( ba +ba + ••• •b• ) 
n = di con B = b. + b• + ... + b. 

Hta significa qut d H divisar de n, por lo que podHa. dejar de 
considerar lH langitudn dt la• circuito• no_lieplH para cal­
cul•r la periodicidad. 

El rHultada anterior na1 peralte calcular lo periodicidad, 
Hdilnte un pracedieienta finito, ya que lo que· teneeo1 que 
hacer, H bu1car 101 circuitos 1ieplH de una grUica coneH y 
detereinar el ehiea ca•On divisor d• las longitud .. de dicha• 
circuitos. 

En el ani•a 8 51! prtHnta un algaritea para d1tereinar 111 
langitudH de lo• circuito• 1iepl11 de una grUica. 
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2. 3 PROBABILIDADES DE PRI"ERA VISITA EN EXACTA"ENTE N PASOS. 

Cu1nda h1bl1101 de l• prab1bilid1d de tr1n1iciOn P••I n l de 
qu• un1 c•d•n• de "•rkov vi1it1 un d1t1r111in1da •1t1da J a p1rtir 
da un 11t1do i d11put-s d1 n p1101, 1lit1101 con1id1r1nda 11 
pa1ibilid1d de qui 11 caden1 en HDI n p1101 visite el Htlda j 
•61 de una vez. Si quere•a• r•lerirno1 11 hecha de que h c1den1 
porta del Htlda i y eK1chHnte en el pasa n coig• on 11 Htada 
j 1 sin h1b1r vilitlda dicha Htada •n ninguno d• 101 n-1 p11a1 
1nt•riorH, d•bHDI utiliur 111 prab1bilidadH d• priHra vilit• 
•n n p11a1. 

Denat••a• par luln l la prababilid1d condicional d1 vi titar 
un d•tor•inado Htada j a p1rtir d• un Ht1da i, •n •••chHnh n 
tr109icianH y na antH: 

lulnl: PI Nn :j 1 Mn-• tj 1 Nn-1 tj 1 .. , 1 •• tj 1 No =i 1 

En •l ca10 do que n:l, 1.,11 l os igual 1 la prab1bilid1d d• 
tr1n1iciOn en un p110 d•l Htada i 11 j. 

1.,11> = p.,lll 
Si hacHDI n:2, Htasos h1blanda de 11 pa1ibilid1d de que 

dHput1 d1 2 tr1n1icianH d• h1b1r partida d1 i nos encantrHDI 
1n el Htada j par pr iHfl vez, 11ta 1igni lica qu• on 11 pHa 1 
pod1•01 visitar cualquier 11t1do que na 111 j, 1si : 

1.,121 = t p .. lll 1.,11> 
Vktj 

1 
1 P•1I 11 1i n=l 

l.,lnl < 
1 & P••lll 1.,1n-ll 1i n > l 
IVktj 

(2.3,1) 

D1 Hta lorH, el cUcula de 111 prababilid•dH de prileu 
vi1it1 en n p1101 H realiza de ••nora recursiva, utilizando 
luln-ll p1r1 poder calcullr fulnl. · 

Si utiliza1101 11 nataciOn Htricill, el cUcula de Htll 
prababilidadH resulta eucha ••• Hncilla. "D1natHa1 par FI n 1 11 
Htriz d• prab1bilidadH de priHrl visita en n p1101, donde la 
entrada i., roprHonta la probabilidad do priHra visita en n 
p1101 del Htlda i 11 Htada j. Para n=l FI 11 rHulta Hr la 
utriz d• tr1n1iciOn PI 1 ), Pau calcular FI n 1 b11tl can eulti­
plicar 11 eatriz de ·tr1n1ici6n Pl1l par h 11triz Fºln-11 donde 
Fºln-11 H la Htriz de prababilid1de1 de priHra vilita en n-1 
p1101, en h cual 111' han sustituida las •lHHtas de la diagan1l 
ful n-ll par cera1. 
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2, ~ TIEKPOS "EDIOS DE OCUPACION, 

Cuando 1naliu1oa 11 co1portHi1nta de un aiat1H • trav•• 
de un 1od1lo de C1d1nH de "arkav, pu1d1n ""htir ci1rtoa estados 
hiela loa cuaba t1ngHa• un Hp1chl intor•• par p1r11n1c1r en 
ellos, o 11 contrario Htado• • loa cullH dHHrlHo• viait.r 
11 Hnor n011ro d1 acnlonH poliblH, par 1j .. plo, •i HtHos 
hablando d1 un ai1tH1 de riega, nuHtro int1rta Htari• 1n­
facada h1cil 1qu1llaa Htadaa qu1 r1pr1S1nt1n nivel•• de ll-
11c1nHi1nta de 1gua eufici1ntH p.ra cueplir nuHtH d111nd1, y 
par •l contraria, tutarlHaa de evitar en la pasible aquellas 
Htadoa en loa que no tuvi1S11oa HHrvH paaiblH diapaniblH. 

El concepto d1 ti11po Hdia de acupaciOn rHulta de gran 
utilid1d, li dH1Hoa evllu•r la 1f1ctivid1d de una ci1rta 
paU tica de aperar.ion, b1dndanaa en 11 nOHra d1 vecH qui 
11 aiet111 Viaitl cilrtae Ht1daa¡ VI que HPHHnta 11 n6•ro 
pra•dia de v1c11 qui un Hhda H visitada a la llrgo d1 11 vid• 
de la c1d1na. 

A cantinu1cl6n prH1ntAr110• de un• 11n1ra •H lar•ll 11 
concepta d1 U11pa 11dio de acup1ciOn. 

D1not1101 par r.c n, •I u .. pa d• acup1ciOn del Htada k en 
n pnoa, H decir r.cn > H 11 n611ro d1 vena que 11 cad1n1 
vid ti 11 Ht1da k duunt1 n pnas. 

l>1finHOI UH varhbll aleatoria Z.Cn) que t1ng1 VllDr 1 ei 
11 c1d1n1 vlait• 11 Hhda k en el pno n y O en CHO contr•rio: 

1 
z.<nl=< 

1 o 

1)1 Htl farH 11 ti .. pa di DCUpoción dll Ht.da k In n 
pa101, .S.do qu• 11 c11d•n1 10 encu•ntr1 1n el e1t1da j •n 1tl p1.10 
O reeulta 11r: 

n 
T.lnl 1 •o=f : & Zalll 

•=1 

Ahor1, si hacHoa hnd1r n h•cil Infinita, abt1ndr .. a1 11 
tiHpo total de ocupaciOn: 

• T.<•> 1 •o=i = & z.c.1 
•=l 

Eat• tiHpb total d1 ocupuiOn, r11ulh Hr el n011ra .to-
tal de v1cH que la c1d1na viaitO un d1t1r1in1do Htada, pero 
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por la for•• •n que defini•a1 Zk<•>, ••ria n1c11ario 1n1liur la 
c•d•n• dHpuh da cad• tr1Hición, pAra qua pa1tAriarHnt• 
pudit1 .. a1 c•lculu esta tiHpa total .d1 acup1ción. Por Ht• 
ruón Hh 11tadlstic1 na u1ulh de utilid1d, 

En c1•bia si can1id1ra•a1 11 •speranz• de este tie•pa total 
d1 acup•ción, abtandrHH al thapa Hdia da acup1ción: 

• 
ECT.<•ll•o=P =E! e Z·<•ll 

•=• 
• 

: t ECZ.<all 
•=l 

• 
: E !lCp,.lall+Ol l-p,.Calll 

•=1 

• 
= C P1•<•l. 
•=1 

D1nat1101 al ti••PD Hdia d1 ocupación de un 11hda k1 dada 
qu• •n el paso cero la c1d1n1 11 encantr1b1 en j, ••di1nt1 r ,.,, 

Entonces r ,., r1pr1sent1 el nó11ero prc••dio de v~ce1 que se 
11p1r1 qui 11 11t1do k 111 vi1i tado, can1id1rando que la cadena 
en 11 p11a inicial ico 11 1ncantr1b1 en J• D1 esta for11: . . 

•1• = C P1•<•> 
•=l 

Ca•a pad1•01 ver el valor d1 r ,. depende 1ntan~11 del estado 
1n 11 qui cansid1r1•01 qui 11 1ncu1ntr1 la c1id1n1 1n 11 p110 
cera; y 161 adn, depandi•nda del tipa da 11tada 11 qua per­
tenezcan j y k1 •l valar da r •• converge a diverge, 

El conjunta E da Hhda1 pa1ibl11 d1 una cad1n• puede 
dividirse 1n da• subconjuntos, Hhda• transitoria• y Htada• 
recurrentH, considerando Hta cl11ificaci6n t1nH01 ~ pasiblH 
casa• para r ••. 

Cno 1 > Tanta 11 Hhda j caao el nhda k ion ucuruntH. 

En Htl caso pu1d1n 1xi1tir das pa1ibilidadH: 

1.1 > La• 11tada1 j y k p1rten1c1n a 11 •i•H cl11e d• 
equiv1il1nci1, en cuya caso la cadena vi1it1rl un nó1era in-
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1 
finito de veces aiaba• •1t1do1, par la qui t p1a(a) no converge, 

1:1 
pues sie•pre existiri\ un valor de • por euy grande que ~ita 1ea 
para la cual p , ... l •) > 01 de e1t• for•a r , ... :a, 

1. 21 Les e.todos 
equivalencia, en e1te c110, 
todo j al k ya que P••l•l=O 

y ~ pertenecen a dif1rant11 cl1111 de 
la cad1n1 nunca podrá pasar del es­
y • E N; por le que r,.:o. 

Case 2 1 El ntadc 
tr&nfti torio. 

es recurrente el Htadc k H 

Para 1ste caso r, ... r1sulh1 !ier O ya que si la tAden~ se en­
cuentra 1n un 11t1do j recurrente, 11 i11po•ible que en alg(1n 
p11a po1t1l.•ic..r llegue a visitar 1 un 11t•do k t:tan~itorio, 

CHo 3) Tan te el estado j cc1c 11 ntadc k ion tran1itorio1, 

Caeo h1101 vi1to 1int1rior11nte, cuando la cadena parte d1 un 
ntodo tran1itoric, ••ta puede v11itar ctrcs Htado1 tran-
1itario1 1010 un n611ro finito de v1c11, ya qui tarde o t11prana 
la cadena forzo1111nte c11r• 1n un e1t1do r•curr•nt• y y1 no 
pcdrl rogro11r a 101 Hhdos tunlitcrio1. Eoto 1ignlfica que 
r ••• cuando j y k •on tranlitorio1, 11 di11t1nte do •· 

Para d1torelnar la Htriz d• tiHpc1 11dio• do ocupacibn 
•ntro 11tada1 tran•itcrio• conliderHDI la 1iguient1: 

Su PI 1) la Htriz do prcbabilid1d11 do tran1ici6n do una 
cadena do Karkav, •i •adilicHa• 11 orden 1n que 1parocon ln 
caluanu y la. ronglcnH, do lorH tal que pri1ero queden 101 11-
tada1 rocurront11 y d11put• 101 trandtorio1, la Htrh P 
t1ndr l la 1igui1nt1 lana: 

T' :A 01 
PI 11 : 1 1 

IR. 111 

donde T H el ••bconjunto d• Htldo• tran1itcrios, T' el 1ubccn­
junto do 11tadc1 rocurront11, R 11 la 1ubHtriz de tran•iciOn 
•ntre ••t•do• r1curr1nte1, A.a r1pr111nt1 111 tran1icion11 de 11-
tada• tran1itcriDI a r•currontH y Q H la SUbHtriz de 
transición 1ntr1 11t1do1 IKC lu1iv1•1nt1 tr1n1i tor íos. 

D1 11ta •1n1r1 11 eatriz di tran!Sici6n •n n p11os qu•d• de 
·la sigui•nt1 for•1: 

tRn 
Pln» 1 

:Rn Q• 
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dand• 11 entud1 i, í repreHnh 11 prab1bilid1d de tunsicián 
del Ht1do i al í en n p1101. 

Con1iderHas lo utriz R d11inid1 do la 1igul1nta lar••: 

• 
t R• o 

• •=l 
t P<•I = 

•=1 • • 
t R. t Q• 

•=l •=1 
A1i R rHultl Hr 11 Htriz d• tiHpos Hdia• de acup1cidn, 

y1 qu• 1• entri1d1 i, j d1 est1 •1triz, ra.,a, •• igu1l 1 

• 
t P•1<•> 

•=1 
L1 1ubHtriz S de t1Hpa1 ••dios de ocup1cidn •ntn Htldo1 

tronsi torios H igual 1 

• t Q• 

•=1 
Si 1d•l ti•o1 lo liguhn te convención: 

1 o 11 a 
p.,(0) = < 

1 1 •i = 
• 

entoncH podHOI Hhblecer qu. S : t Q• = I+Q+Q"+Q• ••• 
•=O 

y caeo h .. o• visto en 11 Hccidn 1.3, el vllor dw 9 converge • 
11 •1triz fundH1ntll CI-QJ-•, 

Cuo ~ l El Ht1do j H tr1n1itorio y el Htldo k H 
recurrente. 

En Ht• c110 el tiHpo Hdio de ocup1cidn ••• os inlinito 
cu1ndo el Ht1do k es ucHibl• d11de 11 11hda j, y1 que un1 vez 
que 11 c1den1 visite 11 Ht1do k recurrente •1t1 ser~ vlsi hdo 
un ndHro infinito de ocuiones. 

En CHO de que k no HI ICCHibll desde j 91 ti .. po •tdio di 
ocup1ciOn valdrli cera Y• qui· la c1d•na nunca podr~ visitar el 
Hhdo k, 

30 



P1r11 deter•in11r si un est1do k. es iltt••ible 11 p.utir de j, 
pode•o• •udliuno• de lH prob•bllididftl de priaeu visita, con­
cepto qu• 11 discute en la dguiente 11cci6n. 
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2. 5 PROBABILIDADES DE PRIHERA VISITA 

En la 11cclón 2. 3 d• Ht• c•pitulo h1blnos d• 1 .. prob1-
b!Ud1dH d• prioeu visit• d• un est•da· k 1 partir de otro j, 
p•ro con la r•1tricciOn de que dith• pri•1ra visita H efectuara 
•n •••ct1•1nt• n p11a1. 

AhaH bl•n, si •ll•inHas IA restricción sobr• •I nOHra 
de posas, ntar1101 h1bl1nda d• IH probabilid1dH de prioera 
visita. Es d•cir la prab1billd1d d• qu•, considtr•ndo que I• 
c1d9"1 11 •ncu•ntu •n •I •aHnta 1ctu1I •n •I estado J, tst1 
vhit• •I Htada k en 1lg6n pisa pa1t1rior, na !•portando •l 
nó11ra d• p.1101 n1c111ria1. 

O.natarH01 Ht11 prob1bllid1des d• 11 siguiente 1aneu: 

1,. = Probabilld1d d• visitar •I Htada k •n ilgOn poso 
past•riar 1 cansid1r1nda qu• la cad•n• 11 encu•ntu 1ctua1Hnt11 
In •l Htada j. 

Anh• d• 1n1Uur la lare1 •n qu• padHa• c1lcular HtH 
prab1bilid1dH VH•D• das rHult1da•. qui nas Hrln d• utllid1d 
pira tal propósito. 

Sun j 1 k das Htadas cu1hsqu!l!fa, 1ntoncn: 

• '•• = e 1,.1n1 12.s.11 
n:l 

El rHultada 1nterlar H Ucil d• 1ciptar si can1ld1r11os 
qu• en 111 prababilidadH d• pr!Hra ·visita na t1n1aas 
rHtrlcc!ón •n cuanta al nOa1ra d11 p11as •n que 11 c•d•na d•b11 
visitar al Htado k, par lo qu• si suaHa1 111 probabilidades de 
prl••ra visito •n n p11as1 variando n dHdl 1 hast~ 1 1 Htaeas 
taaando en cuenta, sal1Hnt• e! h•cha de qu11 11 c1d1na vhit• el 
•shda k, sin !apartar en QU9 n011ra de pHa• la hlgi. 

Otro resultada qu• nas Hrl d• utilidad n 111 sigul•nte: 

Dada• das Hhdas J y k cualHquilu, y n 1 entancH 

n 
p,.lnl = i: 1,.1.1 p .. ln-11 12.s.21 

•=1 
An1llcHa• •l signlllcada d1 Ht• n1u1t1da. 

El llda izquierdo de la iguald1d r11preHnh la prob1bilid1d 
d• transición del Ht1do j 11 Htada k en n pasas, sin i•portor 
•I nOHra di! acuianH •n que la c1d•n1 vhit• •l Htlda k 
duronte HDS n puas; el lada dtr•cha d• la igulld1d nos auHtra 
un1 1u11tori1 en la que cada el111nto d1 la 1u•a r1pr19enh 11 
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probab\lid1d d• que h c1d1n1 putiendo del estado j tHchHnte 
dHputs dt • puos visite el Htado k1 sin i•portn 11 nd .. ro 
d• ac1•ione1 que la haga en los restantes •-n p1101; ca•a 11 su•A 
de lH probabilidadH •e rHliza voriando el vllor de • dude 1 
h11t1 n, se cubren todas 111 pasibles for•a1 en que la cadena 
puede visitar el estado k en n posos. 

Al igu1l que los tiempo• .edio1 de ocupaciOn, lH prob1bi-
lidad11 de priHro visita l •• dependen del tipo de eshdo •l que 
pertenecen j y k. Can1ider1•01 la •i••• cl11ific1ciOn pira 101 
e1t1da1 que en 11 s1cci6n anterior y 1ndic1•01 cada uno de 101 
cu1tra c1.101 r11ul t1nte1. 

C110 1) Tinto el estado j coao el 11tada 11. san recurrentes. 

En Htm CHO ••i•t•n do1 palibilid1dHl 

1.1 Que 11 11tada j y •l Htado k p1rt1nozcan a la •ilH 
cl111 de 1quivo11ncla1 y por la tanta k H acc11ibl1 dHd• j 1 
poro CHO k 11 recurnnt• y j tHbitn, la cadena vi11lt1r• un 
n6aera infinito de veces 11bo1 e1t11do1, par lo que !.111.=1, es 
decir ••ilte la ab•aluta certezo de qui la cadena p1rti1ndo del 
estada j visitar• 1n llg6n p110 pastorior 11 estado k. 

1.2 Que el Htada j y 11 Htado k p1rt1nezcan a diferentes 
clatH de 1quivahncia, do Htl fon• 11 estado k na H accHible 
dHd• ti Hhdo j 1 par la qu• ti la cadena H encuentra •n •l es­
t1da j 1n •l pHo 01 y j H r1curnnt11 la c1d•na jHh 
ab1ndanar• la clHt dt •quivahncil a 11 qui pertenece j y par 
la tanta nunca visitar• el 11tada k, por !ª que l ,,:o. 

C11a 2 l El Htada j H recurrente ·y el Htada k es 
tranoitario. 

Si 11 cadena 1e 1ncu1ntra 1n el p11a cera •n un est•da 
r•currente j, •ignifica qu• se •ncuentra en una ci11• cerr1da y 
no padr• abandonar jHlt dicha c111e, par la que n i•pa•ible 
que visite cualquier Htada que no pertonezca a dicha clan, en 
particular algdn 11tada transitorio, por la tinto ¡,, en este 
CAIO val• o. 

Ca•a 3) Can1idere1a1 1hor1 el caso en que tanto j ca10 k •on 
estada• tr1n1i tar ias. 

Para esto utilizue101 los resultados que 1naliz••o1 
anterior••nt1: 

n 
p,.<nl = t 1,.<111 P••<n-•1 

•=1 
1u•anda sobra n tene•o• que: 
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• • • 
t P••lnl = t 11.101 P••ln-•I 

n=1 n:1 •=1 

intercambiando el orden de las su••torias 

• • 
t P••lnl = t t li•l•I P••ln-•I 

n=l •=1 n=1 

101 ele11nto1 dt 
1ignilic1do yo que 
11 Ht1do k oer 11n 

• . 1 

t p,.1n1 = t 

la 1u11tar ia cuando n es aenor que • na tienen 
lu prob1billdad11 de tun1lcl6n del Htado k 
en un n011ero de p11os neg1tivo1, por lo que: 
• 
t fa ... l•> p ...... tn-•) 

n=1 •=1 n=• 

h1c i1ndo 1 = n-1 

• • • 
t P1•lnl: t t 1,.111 P••lll 

n=l •=1 1:0 

co10 11.lel no d1p1ndt d1 11 pod1101 11carlo de h 1u11tori1 
interior 

• • • 
t P••<nl:t 1,.111 t p .. 111 

n=l •=1 1:0 

utiliundn el prlHr r11ultldo an1lludo en ut1 11cción: 
e • 
t P1•lnl = 11• t P••lll 

n:l l=O 

de 11 eMpn1lón 1ntorior pode101 d11p1jar li• 

• 
fo = 

t P1•lnl 
•=1 

• 
t P•• l 11 

l:O 

L1 1•pr11lón interior no no1 rHult1ri1 d• ouch• ut11id1d 
1i prot1ndUr1001 cllculor lH prob1billd1dn de prioero vi1it1 
1 trav•1 d1 ell1, ya que 111 1u•11 1an 11rie1 infinit11, sin ea­
bargo H posible realiur clert11 1ioplillc1clonH que liciliten 
el cUculo, 



Ob1•rve•a1 que si j:k entanc11: 

f •• = 

f,. = 

f .... = 

• 
t P1•ln > 

n=l 

• 
t P••' l> 

1=0 

• 
&-p,.ln) + 1-1 

n:l 

--------------------• 
C P••ll > 

1:0 

• 
t P••<n> - 1 

n:O 

• 
C P••ll > 

1:0 

• e p,.ln) 
n=O 

------------• C P••' l> 
1=0 

1 -
e 
t p .. l 11 

1=0 

ya que P••' O> = 1 91 J 

------------• 
E p .. lll 

1=0 

AhaH bien, ca•a p,.lOI = O ti j ' k entancH, utlliunda la 
e•prHi6n del tiHpa Hdia de acupaci6n Hncian1d1 en la 
Hcci6n anterior tenHa1 que: 

••• 
ti J ' 

f jk = 
1-- li j = ... 
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c .. a ltl E•t• 61tlH CHO .. PHHnta cu1ndo •1 Hhdo j .. 
tr1n1itorio y •1 Ht1do k 11 ncurr•nt•. 

Part11nda d• 11 upu1IOn 2.5. l t•n•••• qu•: 
• 

1,. = 1,.t11 +E 1,.1n1 
n:2 

1har1 utiliunda 11 ••PH1illll •ncantr1d1 pn1 h• prab1bllid1dH 
d• priHrl Yblt• •n n PHDI 12.3.11 

• ••• = P••' 11 + t t p,.t 11 1 .. 1n-11 
n:2 Yitk 

• 
1,. = p,.111 + t p,.111 E 1 .. 1 n-11 1 

Yitk n:2 

h1ciendo l=n-1 
• 

1,. = p,.111 + t ( p,.111 t 1~.111 
Yltk 1:1 

utilizando nu•v•Hnt• •1 rHultada 2.s.1 

1,. : p,.111 +E p,.111 1 .. 
Yltk 
E E 

can1ld•r1nda el can junta de Hhdo1 divididas· •n da• 1ubcanjunto1 
T y T• d• Htada• tr1n1itorla1 y Htado1 ncurHntH 
H•p•ctiv1Hnt•, 

1,.: p,.111 + t p,.1111 .. + t P••'ll h• 
YIET YIET' 

- k 
.n •I subconjunto de Hhdae r•currentH Hbten Htada1 qu• p•r­
t•n.c•n 1 h •l•H chH d• •quivll.ncla de k1 p1r1 101 cualH 
1 .. :11 p•ro h•bitn Hl•t•n Hhda• qu• na p•rt•n•c•n • la •l•H 
ClH• d• 9t1UIY•l•ncl• d• k y p1r1 101 cualH i..=0, d• ...... 
qu.: 

1,.: p,.111 + t Pul11 1 .. +E Pul11 
YIET YIEcH k 1 

J:tk 

1,. = t p,.tll ... + t p,.tl>" 
YIET YIEcll k 1 
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·; 

La eMpr••ibn 1nt1rior r1pr1sent1 un si1t1•1 de ecuaciones 
si•ultanen donde las incllgni.tH son la• f .. Yi E T y k E T', v 
donde t pu< 11 Yj E T repreHnhn 101 ttninos independientn. 

Yi. cl<kl 

A fin de 1iop1ificar 11 calculo de i .. i,., oburveaos que 
loo coeficientH de lH vari1bl11 1 .. son igualH para un estado 
j fijo v cualquier estado k recurrente, ya que dichos 
co1Hci1ntH no d1p1nd1n del Hhdo k. Con1idereaos la notacidn 
Htricial del sistHa de ecuaciones rHultante; pua esto 1upon­
g1101 jJ. 1 j.,j., ... ,Jn 11t1da• tr1n1itoria1 y k& 1 k.,k., ••• ,k. 
e1t1da• r1current1•: 

11, •••• 1' .1 lp, •••• p, ,1 11, ...... 1, ... 1 1 t P• • ••• J: P• • 1 
lf, ...... •' :p, •···P• '1 11, ...... E, .. IYiECll h 1 YiEcll k.11 
l: 1 = 1 1 1: : + 1 E P• • • •• E P• . 1 
11 ••••• 1' .1 lp, •... p, , 1 11, -. ••• E, -.1 IYiEcl( k• 1 YiEcll k. 11 

1 1 
1 C p, • ••• t P• . 1 
lYi.Ecln.1 YiEclH. 11 

F:QF+S 
donde F H la Htriz de prababili.dadn de priHra vilita de es­
tado• transitorio• o recurrentH y a es la utriz de probabil­
id1d11 de trandcilln entre Htado1 tran1ltor io1, de aqui 
podHos calcular la .. triz F de h lana 1i.guiente: 

F = u - ar• s 
donde CI-QJ-• H la Htriz lundaHnhl de tieapa1 Hdio1 de 
acupacilln entre Htadoe tranlltorio•. 

Fin1l•1nt1 ob11rv1•0• qui el ttr1ina independi'!nt• t P•a. •• 
Yi.Ecl( k 1 

igual para todo• oquellas ·estada• k que pertenecen a la •iHa 
cl11e de equivalencia, por lo que hita con calcular lH proba­
btlidadH de prieera vi1ita para un 1010 estado k de cado clH• 
cerrado, yo que Mta1 ion !gualH para todaa las e1tada• que p1r­
t1n1c1n 1 una •illli el•••· 

Esta rHulta Ucil de uplicar li recordaea1 que k H un 
Htado recurrente y por lo tanto una vez que la cadena vhita 
cualquier Htado de la cl111 de equivalencia de k1 todo• los 11-
tada• pertenecientH a dicha clH• ion visitados un n<iHro in­
finito de oc11ionH, par lo qu• rHulta lbgico ••parar que lH 
probabilidodes de pri•era visita a partir de un d1terein1do e.­
todo j 1ean igualH para todos eso• Htodo•. 
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2,ó TIE"PDS "EDIOS DE ABSDRCIDN 

Cu•ndo •l ••p•cio de e1tldo1 E de una c1d1n• d• ttarkov es 
finita, 1e tiene la absoluta certeza de que 11 c1den1i, indepen­
diente .. nte del Htlda del cull p1rh, linal .. nt• cHr& en una 
cl1H cerr1d1 de Htldas penistentH, de 11 cual y1 na padr• 
Hlir jHh, 

AntH de que 11 c1don1 caigo en ligón est1da recurrent• a 
absarb•nt•, visitar• un d•t•r•in1da nó .. ra de Htldas 
tr1n1itaria1. Este nó .. ra d• p11a1 en que 11 c1d1n1 visito es­
tados tran1itarios, •• i•part1nte •n algunas 1plicac1an11, ya que 
r•p .. H1nta 11 nó•ora de p1101 qu• 11 cad•na 1loctlla, ant1s de 
qu• su ca•parta•i•nta .. vuelva ••• Hhbl• o periódica. 

El tlHpa Hdia d• absorción •• repreHntA 11 nóHra 
Hperoda d• pnas qui una cadena d• "orkav dlb1 •i•ctuar antH d• 
c11r en un ••t•do r1curr1nt1 o 1b•arb1nt1, con1id1r1ndo que •• 
•ncuentro •n •l •1tada j en 11 p11a cero. 

Al nó••ro de p1101 tot1le1 que un¡ cadena p1r11anece 
visitando •1tldo1 tr1n1itaria11 dHputs de partir dRl estada j y 
1nt11 d• que c1ig1 1n una cl111 cerrada, lo lla••r••o• ti••pa 
antH d• 1b1orcitln y H equival•nte 1 la 1u~1 dt la• tlHpas d• 
ocup1citln total do coda una do los Htldo1 tunlitorio1, can­
lideranda que la caden• H •ncu•ntu •• j •n el p110 o, 
utilizando la natación introducida en l• socci6n 2.~ tenHos : 

T,' : t T •I el 1 Mo : Y JET 
YkET 

1>1 esta aan1r1 T,' r1pre11nt1 el ti11pa antes de 
ah1orcitln, H decir 11 caden• H 1b1arbida en el siguiente pHa 
dHputs de T,' tronsicionH. Poro, ya que la que deH1101 es •l 
tlHpo ••dio d• 1b1orción, d•bHol 1u11r un p110 al tl11pa antes 
de ab1arcitln y calcular su HP•ronu: 

ECT,J: ECT,' + 11: ECT1'l+l: EC t T.l•l 1 M0 :jl + 1 
YkET 

: t ECT.l•ll •o=jl+ 1 
YkET 

utilizando la .v .. iobl• z.in l delinid• en la sección 2.~ 

• 
ECT1l: t tH t z.lnlll + 1 

YkET 

• 
=t e Etz.1n11+1 
YkET n:l 
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: C CUp,.<nl + 0•<1-p,.lnlll 
YkET n:1 

• 
=1+C e P••<nl ( 2.6.11 

YkET n:1 

• +e e p1.<n1+1-1 
YkET n:1 

cooo p,.< O l = 1 cu•ndo j = k 1ntoncH: 

• 
=1+C e P••<n> -1 

YkET n:O 

• 
e e P••<nl 

YkET n:O 

• 
p•ro r.1i..= 1: p,, ... (n) 

n:O 

ECT¡J:C r1• 
YkET 

Asl, si denotHos el tiHpo Hdio de •b1orción d• h 
cad•na • partir del Hhdo j por ~,, entancH: 

•1 : E r.1i.. 

kET 

E1to 1ignilic• que el tiHpo Hdlo dt ab1orclón a partir 
do j H igual a h 1uH d• las tiHpas Hdia1 de acup•cllln d• 
todo• loo Hhdoo tunsitoria1 • partir del Ht•do j, lo cu.i 
thn• aucha 11ntida y• qu• •l Ueopa Hdio d• absorción, H 
pr•ci•11ente el n6••ro e1par1da de ac11ian1s en que 11 cadena 
vhitl Hhda1 tunsitaria1, •ntH de caer en •lg6n Htldo 
recurrente o ib1orb•nte. 

Co•o hH01 visto, 11 conc•pta de titopo ••dio de lb1orcidn 
•• 1010 thn• Hntido para j tran1itorio. 

SI utiliz11os notación oatricill, paro d•notar 101 ti••pos 
••dios d• ocupación, tendri1101 un vector d• ti••po1 oedia1 de 
ocupación, donde cad• un• de 111 entradu de Hte voctar es 

· . igual a h 1u01· por ronglonH d• 101 •ltHnta1 del renglón 
corrHpandi1nt1, de l• Htriz lund1Hntll de ti1•po1 oedio1 de 
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ocup1ciOn " : CI - q1-•, 

Otro •11pre1iOn equiv1lente plrl el tiHpD HdiD de 
1b1arci6n .. 11 1iguilntt: 

'( •• = 1 + t P1•!I) •• 12.ó.2) 
lliET 

y puede ... obten id• UcilHnte • portir de 11 HprHión 
( 2.ó. I l 

., 
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2, 7 TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y DE RECURRENCIA 

Un• vez que un• c1deni1 di! '11rk.ov visita un estildD 
recurrente, es ift1posible que 6st• ab1ndonde la clatJe cerridi a 
11 qui pertenece dicho estado y a piirtir d1 111e •a•ento, la 
c1d1n1 vhitor6 un nó•oro infinito d1 ocnionH •l resto do los 
•1t1da1 perten1cient11 1 la •i1•a el••• c1rr•d•· 

Si dneo101 Hdir d• 1lgun1 Hn•r• ol llp10 do tiHpo 
nec•••rio para qui! l• c1den1 vi1i te un cierto ••t1da 1 p•rtir di 
otra en l• •i••• clase c11rrad1, 11 concepto d1 tie•pa medio de 
pri•or pno reault1 di utilid1d. 

El tiHpo ••dio do pr!Hr pno ••• H 11 nómero Hp1udo de 
pno1 1n quo lo cadtn• pau del Htldo j al Htldo k. En 11 CHO 

en que j : ~. 11 ti••po Hdio de priHr pHO H !liudo th•po 
•edio d1 recurrencia. 

E1to1 conc1ptos 1ola•1nt1 ton 1plic1bl11 1 cad1n1c de "•rkov 
irreducibles, e• decir 1qu1lla1 que e11tan can1tituid11 por un• 
1011 clase cerr•d•1 aunque en r1•lid11d toda clase cerr•d• pu1de 
ser consider•d• por si 11is11a 1 una c•deni irreducible. A1i, la• 
ti•1pa1 ••dia1 d• pri1•r p110 y d• r•currenci• •.111. sola •xi1t•n 
para j y k •1t1dos recurr•nt11, p•rt•n•ci1nt•1 • 11 •i••• cl11• 
c1rr1d•. 

Constd .. Hos 11 vor i•ble llHtor 11 n que roprHenh el 
no•oro d• tun1iciones en que 11 c•den1 de "ukav p111 del .. -
tado j al ntado k (ambos recurrentH y pertenecientH 1 lll •isH 
cl11e cerr1d11 1 11 prob1bilid1d de que n tengo un deter•inado 
vllor no 11 igull 1 11 prob1bilid1d de priHro v111t1 de j • k en 
ex1ct111nte no p1101. 

PCn:nol = 1,.<noJ 

De Ht1 lar•• h Hcuoncil de prob1bilid1dH de priHro 
vilitl i,.<n 11 n:1 1 2, ... constituye 11 luncidn de den1id1d 
prab1bil11tiu de 11 v1ri1ble l1Htori1 n y 1u HperonH repre­
Hnh precila.ente el tiHpO Hdia de priHr p110 del estada J 11 
Hhdo k. 

e 
•.111. = I: n f.111.( n, 

n:I 

Pau c1lcul1r 101 tiHpo1 Hdio• de pri•er pno pode•o• 
valernos del procedi•iento utiliz1do p1r1 cllcullr lo• tiHpos 
11dio1 di •bsor~idn, •unqu• s•r.t neces•rio re•liz1r algun•• 
1adiHcacian111 • fin de que el procedi•i•nta 11 1just1t • 
nue1tro1 prap61i tos. 

~l 



p11a, dol ntada l al eshda k < ••• l can l t k. 

SH P=<P•• l la Htriz de probabilldadH de tun1ición 
originll; il partir de t1t1 obtendre•a1 una nuev1 1.atriz 
P'=<P-'J' > donde: 

•i i=k y J=k 

P• 1' = < si i=~ y jtk 
1 
1 p., 1i itk y j cualquiera 

D1 esta larH el estada k, que es el Ht•do final para el 
cuail d•111aas cilcular lo• ti••po1 ••dios de pri•er pa1a, s11 con­
viert1 1n un ••hdo 1b1arb1nt1. La6 11odific1cione1 ant1riar111 no 
altmran el co•portHiento de la cadena nriginal •ino huta qui la 
cadena ya ha vhi tado el estada k, par lo que, calculir el tiHpa 
aedia de priHr paso del Htado 1 al Htada k en l• r.adena 
original, H equivalente a calcular el tiHpo Hdio de 1b•orción 
a partir del Htado 1 en la cad•n• •Ddilicada, Por lo que, par­
tiendo de la ••pr11ión 2.ó.2 abten1101 la 1igui1nte: 

•i.~ = l + t pu.( 1) ••-. 
Yillk 

El r11on1•i•nta anterior se h1 realizada bajo la 
r11tricci6n de que lik, v•1•01 ahora co•a pod11•01 d1ter11in1r una 
expr11i6n p1r1 101 ti11pa1 ••dios de r1curr1nci1. 

Cuando hablHOI del tiHpa Hdio de rocuruncia del e1tada 
k, na1 Hleri•a. al tiHpo Hperado en qué la cadena partiendo 
del Htado k, regrHa a ht1. En 11te · cHo eM11t1n da1 
alternativa•, que 11 c1d,.n1 per•anetca 1n el estado k en el 
pri•er p110, o que la cadena abandone el Htado k tn el priHr 
p110, Hta 11 r11l1ja en •1 cUculo dtl ti11po Hdio dt recu-
rrencia de la 1igui1nte •anera: · 

••• = l•p •• < 1) + t p .. < 1,.,1 + ••• ) 
Yilfk 

El priHr elHtnto dt la 1u .. repre11nt1 la alternativa de 
que la cadena pmrHnezca en el Htlda k en el priHr p110, 91 1 
reprHenta 11 nó11ro de p1101 involucudo1, 101 cul111 11 •ulti­
plican par la probabilid•d de que 11ta ocurra, para obtener el 
valor esperada. La 1u11torla repHHnta la alternativa de quo la 
cadena abandone el 11tado k en el pri••r p110, y donde 1 + ••• 
repr11ent1 •l nO•tro de patos n1ce1ar iot para qui 11 c1d1n1 
regrHe al 11tado k dHput• de haber ·vi•ltado •1 utado i 1n •1 
priHr pHa; v p .. < 11 repre11nta la probabilidad de que ~•ta 
acuna. 

Ahora •ilp 1i licando la 1Kpr11iOn anterior: 

1+2 



••• = P••' ll + & Pul 1l + pu( 1 l • 
Yitk 

= p.,..,(1) + t pu.l11 + t pu.l11 •u. 
Yitk YUk 

•tt.11. = 1 + t p11.a.l 11 •a.11. 
Yitk 

Dependiendo del valar del tieopa •edia de recurr1nch •••• 
•• dice qu1 un e1t1do •• recurr1nt1 positiva si su ti•1po •edio 
de recurr1nci1 ª""' < 1 , y si ....... es inHnito, se dit.• que el 11-
t1do k 11 r1curr1nt1 nula. La1 11t1do1 recurrentes nulos solo •K­
bt•n 1n cod1nH d• "ukav que ti•n•n un na•era Infinita de 
e1t1do•• 
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2, 6 PROBABILIDADES ESTACIONARIAS 

Cuando analiza111os un siste11a a travts de un •odelo de 
Cadenas de ttarkov, uno de 101 aspectos que probablemente tengan 
•1yor i•porhnciil, es el ref•rente al co111port•1iento de la cadena 
a l•rgo plazo, ya que est• clase de infor1i1ciOn no• per•ite 
tener un p1nora•a 111.1 a11plio sobre 11 tendencia general del sis­
te11 en estudio. 

Co110 1e distribuirl 11 c1den1 entr• 101 dileuntH 111t1do1 
del espacio de resultidos 71 en pnticuhr, Ht1 dbtribución 
ser• asintótica1ente independiente d• n, •l nd11•ro de tri1n-
1icionew realizadas ?. Las preguntas anteriores e5tin dirigid•s 
a determinar si la di1tribuci6n d• un cad1n1 M" canv1rg1 1 un1 
distribución ll•ite cuando n tiand• 1 infinito. Eltl 
distribución li•ite1 cu1ndu 1Mi1te, H lllHd1 distribución d• 
prob1bilid1dH Hhcion1riH d• <K.>. Y•Ha1 1 continu1ción 11 
Hnu• d• d•t•Hinar dichH prab1bilid1dH_ Ht1cion1riH. 

Esp•clfic•••nt1, de111101 conocer 11 li• p • .,<n>, para tada 
n->• 

i, J •n el espacia d• •1t1da1. 

Con•iderHOI •l cno •n qu• j H un Ht1do tr1n1itorio. 
Caaa habl1•a1 vista 1nt•riar•1nt•, una cadena d• "•rkav de1puf1 
de un nó•1ra finita d• p1•a1, Hn•l•ent• d•b• c11r 1n un ••t1da 
r1current•, perteneciente 1 alguna el••• c1rr1d1, de 11 cual no 
padr6 ulir nunc1, por Hh rozón si j H un Htlda tron1ito­
ria1 li• Pulnl =O 

n->• 
Pado que todo& 101 Htada1 ucurr•ntH pert1necen • 1lgun1 

el••• cerrada, y qui! una clase cerrada puede ••r cansid1r1da par 
si •i••• ca1a una c1d1n1 irr1ducible, 1n1liz1re•a1 el co1por­
h•iento •n •l li•ih d1 un1 c1d•n1 d9ntro d1 uno cl1H cerrodo, 
d• Hneu ind•P•ndi•nt1 d1l u1to d• los Ht1dos qui no per­
t1n1c1n • dicha cl111 cerrada. 

Por• d•t•Hinor 11 distribución li•it• •n 11 caso de uno 
c1d•n1 irnducibl• Ccl110 cerr1d1I, utiliz1ruo1 11 aigui•nte 
bar•••• cuya d1•01tr1ción se pr11ent1 1n 11 1n1tMO C. 

T1or111 de Renovación.- Sean <a ... >, <b-.} 1 <u ... > &ucesiones de 
nt'..111ro1 reales no-neg•ti vos con 

• • 
E h 1 , E b, < • 

k:O k:O 
con <u ... > una sucesión acatada. Supang1101 que el 1cd de <k 11 ... >O> 
es igual a 1 y que se cu1pl1 la ecuaciOn de renovación 



¡. 
1 

n 
Un - t an-11. Ui.. : b" P•H toda n = 01 11 21 ., 

k:O 
Entonces el U1ite Un cuando n tiende • in Uni ta existe: 

• 
J: b. 

k:O • 
si J: k .. < • • k=1 

li• Un ¡; k .. 
n->• k:1 

• o si ¡: k .. = • 
k=1 

Utiliunda el tearHa d• nnov•ción d11ostror11oa que 11 
P = ! Pul H l• Htriz de tranaición de un• cod•n• d• "orkav 
irreducible y •poribdic• 1 entone .. pu• tod• i € E, 

li• puln) 
n -> • 

li•p.,!nl 
n -> • 

• 
& k fu(ll 

k=O 

1 
1------------
1 • 
1 t k fu!kl 
< k:O 
1 
( 

• 
•i & k ful k) < 1 

k:O 

en otra c110 

• 
Vi E E ai & k fu 1 k l < • 

k:O 

P•ro probu lo 1nt1rior, H n1cH1ria id•ntificor ln 
•uc•1ianes <•n>, (b,.} 1 <u,.} 1n t•r•inos d• suce1ian11 
r•l1cian1du can C1d1nH d• "nkov, •d••h de verilicu IH 
hipbtH!e d•l t1or111 de ronov1ciOn. 

S11 un. 11toda orbitrorio fijo, aelaccionHo• 1n 
suc•1iones de 11 siguiente •in•r1: In : <ha ( n », u .. = <pu ( n n, 
bn = O ai n ~ 1 y bo = 1. Por hipótHis todos leí• Ht•do• .son 

. 1p1riódicaa y r1currontU en porticulor 11 Htldo i lo H, 



Caaa el estada i es 1peri6dica teneoas que el acd de 
< n 1 lulnl >O> H igull 1 11 par otra parte, ya que pulnl es 
una probabilidad, tenHa• que la 1ucHi6n <u.> HU acatada¡ y 
pcr la for111 •n que se d•fini6 bn, 

• 
& b.=1<•· 

n:O • 
Ade•i• co10 i es un est1do recurrente t~ne11as que t Eu.(n) es 
igual 1 1. n:O 

En b11e 1 lis 1uc1sione1 11leccian1d11, 
renovacitm to111 ll siguiente for•1: 

n 
pulnl - & lulkl pucn-kl =O 

k:O 

11 ecuación de 

en el casa de que n > 01 cuando n vale O pul O 1 = 1, E1tu 
ecU1cianes ya hin sida ••t1blecidH anteriaraente (Hccian11 2.~ 
y 2.s 1. 

Caaa tad11 111 hip6tHi• del tearHI de ronav1ción hin 
•ida caaprab1d11 1 padHa• 1plic1rla1 abtenienda que : 

1 • 
---------- cu1nda & k fu ( k 1 < • 
• k:O 

Ua pulnl 
n -> e 

t k fulkl 
k:O 

• 
cu1nda &" k luO 1 = • 

k=O 

Ahau bi•n, 
lltlda i, 

natHa• que 11 tiHpa aedia de recurroncil del 

• •u = & k lulkl 
k:O 

par la que 11 llaitl de 11 prab1bilid1d de tun1ición pulnl 
d1p1nd1 en farH rec lprac1 del tiHpa aedia de recurrencil, 

1 
lia puCn) = •1 ..... < • 
n -> • ..... 

AnllicHa1 1har1 el vllar dll llaitR de P•.Cn 11 cuando n 
tiende a infinita. En la HCCilln 1.5 HftllHal que cu1nda una 
caden1 H reguln, la Htrh de prababilidadH de tran1ición 
llaite tiene 1U9 renglanH igu11H1 Hta 1ignilic1 que 111 pra­
b1bilid1d11 de tunsición ltaites P•• 1an independient11 del 
Ht1da i del cu1l perte la caden1. Coaa ost11a1 rHtringienda 
nuHtra an'1ili1 1 una c111e carud1 1 en la cual 1iHpra edite 
para toda par de Htldas un entera n tal que la probabilidad de 



transición entre esoia dos estados en n p•sos es •ayer que O, en­
tonces pod••o1 decir que: 

lim p.1.J(n) = lim p,,ln> 51 e,, ( 1 Yi € E 
n->m n->• mJJ 

Hasta •qui hemos considerado que la clu1e cerrad1 a la qutt 
pertenecen los estados, es aperiódica, t111a1 d cansideraaas que 
el periodo d t 11 surge cierta dificultad al tooar el 11111te de 
las prab1bilid•des de transición P•aln > cu1nda n tiende a 
infinito, Esta dificul t1d estrib• en qui, en ocasiones el 1 i1ti te 
eKiste y es diferente de cero solo para ciertos v•lores de n, 
especifica11ente cuando n es un •óltiplo de d. 

A continuación se enuncia un r1sult1ido que nos serj¡ de 
utilidad para det•r•inar las probabilidades 11aite en el c1ia en 
que una clase cerr11da no sea 1p•ri6dic1. 

El espacio d1 estados de una cadena irrl!ducible con periodo 
d1 puede ser p1rticion1do en d subconjuntos disjuntos lean 
ir1ter1~cci6n vacia > Do, Da., o., ... D•-a. 1 de foraa tal que si l• 
cadena se •ncuentra en algón estado de D.,, en el sigui1nte pa10 
vi9itari Algón Htoda de D, •• p1u j:O, 11 21 ••• , d-2. Y cu1ndo te 
encu1ntra en D•-a la c1den1i regre11ir4 1 algón estado de Do. 

Se1 i un est1do H JO en E, d1fin11os D. co1110 

Da=< jlpulnd+el O p1u 1lgun1 n >. 

Co•o 11 cad•n• •• irr•ducible ten1aos qui: 
d-1 

U Da : E 
e:O 

Para ao1trar qu~ 101 subconjuntos D .. 's son disjuntos toa1ao1 un 
estado j 1l•••nto de D.a. n D •• i:on O !!: •a. < d, O !!: •• < d. Co•o 
J E D .. a. , 2ntonc1s e111ste na. t1l que pa 1 lna.d+•pa. > > 01 t .. 1bifn 
caaa 11 c•den1 es irreducible 1Mhh un entera k t.l que 
p,.( k ))0, Entonces: 

De ••ner• si111ilar pode11os llegar a la conclusión de que 

De 1qui se s1gu1 que ma+k y ••+Ir. son 11Htiplo1 de d1 es decir 
IJ.+k = ra.d y ••H = r.d, con ra. y r• enteros, por lo que 
l•a.H.>-<11.+k> = r.ld-r.d, esto implica que •a-••=<r.l-r.>d pero 
co•o O .:! •1. < d y O :!. •• < d tene1os que •.a.-•• debe ser 11enar 

. que d, por lo que •a-•• •• igual 1 cero, es decir 111 = ••• Esta 
significa que si D.a. y D •• ti1n1n un eh•ento en co1un, entonces 



ion igu1l15, por lo que los subconjuntos I>. 1 s constituyen una 
p•rticibn de E¡ y por h lorH en que construl1os los subconjun­
tos D.'s 11 c1d1n1 •• •u1ve de un subconjunto D.1 • otro I>,,.,, con 
lo cual queda d1111ostrado el resultado enunciado. 

Ahor• bien, s1 P es una •1triz 1stacii1tic1 de pRrlodo d, 
utilizando el resultado anterior tene•os que R = p• •apea c1da 
uno de 101 subconjuntos D111 = < j 1 P.aJlnd+1) ) O con i un estado 
fijo y n un entero > en s1 mismo. De hecho si consideramos 
A=l r .. , l co10 un1 nueva 11atr i z d• tr i1nsic i6n, c1da subconjunto D. 
puede 1er considerado co10 11 espacia de estados de una cadena de 
1'11rkav irreducible y aperiódica, por lo que, colfto vere•os a 
continuación el limite de rtJl n) cuando n tiende a infinito, 
eKiste. 

Sel P la 111atriz de transición de una cadena de Mar .. ov, 
irreducible, peri6dica, con periodo d. Denote11os R = P•. 

Co10 R constituye una aatriz de tr1nsicitm para una cadena 
de "•rkov irreducible y aperi6dic1, s•be•os que el limite de 
r .. ,< n > cu1nda n tiende 1 infinita, es el reciproco del tiempo 
aedio d• recurre1'ltia v, 1 considerando a R como la matriz de 
transici6n, es decir 

1 

vu= & khu(U 
k=1 

donde hul k > H i. probabilid•d de pri1era vhit• del eshdo j a 
1i •iHo on k pnos, utiliundo la 11triz de tunsicl6n R. En 
general 101 tie•pas 11dios d• recurrencia vu difieren de los 
origindH ""' ya que el h1cho de utiliz•r R o P co10 lo 11triz 
di tun1lci6n, al1ct. el nd11ro de pHos n1cosuio1 pau que la 
cadena regrese a un deterainado estado. 

En p1rticul1r si utiliza•os • P co10 aatriz de tr•nsición, 
es n1ce11ria 1f1ctu1r d transicion•• para que li1 cadena pase de 
un el11ento de Do 1 otro d• la •iw•• clase o subconjunto, 
•i•ntr11 qu1 si R e!. utilizada co•a 1atriz d1 transicibn 1010 s• 
rwquiere de un p110. Estas das for11as de ••dir las unidad111 de 
ti1apo no1 proporcionan valores diferentes p1r1 el ti••pa 11dio 
d• recurr1ncia. 

1 • 

Ahora v.,= & k hulU = & 
k=1 k=l 

• 

1 

l,.tdU =lid & dk luldU 
k=l 

Hi vu =lid & n fulnl, y• que fu<n> vale cero salvo en el 
n=l 

cno de que n •H •~l tlplo de d l n=dk t. 

Por lo que vu = •uld 1 y cot10 li• ra.1lnJ es igual al 
n->• 

4& 



racipraca de v..,, tene•as que li• ra.1<n> = dl•ut esta en 
n->• 

caso de que tanto i co•o j pert•n•zcan 1 la •is•1 clase D.. Si i 
y j pertenecen a diierentes cl•ses cerradas l!ntances el 
li• r .. ,.<nl es igual a cera, y,¡ que esto es equivalente a que 
n->• 
i y j pertenezcan a dilerentes clases cerradas can rel1cion a R. 

Co•o s•ftala•os anterior•11nte, el hecha d• utilizar a R como 
•atriz de tr1nsicitm, ocasiona •odi ficaciones en 11. ••nera de 
•edir el nó•ero de pasos que efectóa la cadena, de esta •anera, 
una transición en relación a la •atriz R equivale a d pasos 
cuando se utiliza la 111atriz P, por lo que en el caso en que la 
clase cerrada a la que pertenecen i y j ••• periódicai con 
periodo dtl, entonces 

si n es •111 tiplo de d ( n:kd l ... 
O en otro ca50 

Considere•as por cH thio el caso en que i es un estado tran­
sitorio y j as recurrente. 

Pu1 determin1r el ll•ite P•i<n l cu1ndo n tiende • • con 
tronsitorio y j recurrente, parh•os de 11 siguiente iguald1d 

n 
p.,<nl = t l.1<•> pu<n-•l 

•=I 
ToHndn llnite1 de Hbo1 hdo1 de 11 iguald1d 

n 
li• P•1<nl = li• t f.,C•l p.,<n-•l 
n->• n->• •=I 

• 
Ahora ca•o t h.1<•> = h.1 ! 1 entonces 

•=I • 
li• P•1lnl = t 

n->• •=l 
E..<•) li• Pu< n-• I 

n->• 

Pero co•o j es recurrente li• pu< n > = l/11"' cuando j es 
n->• 

1pori6dico1 por lo que 

li• P•1<nl = f.1 con aptr iOdico . 
n->• •u 

En el cHo de que j teng• un periodo d t 1 entonce• 
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lia P••<n> = 
n-)• •H 

con n = kd, y de iguail far•• 

li• p.,<n> i., con n kd 
n->• •u 
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El tiHpa en cierta ciud•d pued• Hr car1cteriz•da ca•a 
salHdD lSl, nubllda lNl, a lluviosa lLl. Si el dll es salHda, 
••ht• 11 •i•H prababilidld di que 91 di• •igui•nt1 H• solHda 
a nubllda. Si •l dh H nubl•da, •ntonc11 h•Y un 50 z d• prab­
obilidadH di qu. .i •iguilnt1 dh H• salHda, un 25 Z de prab­
•bilidodH d• que cantinue nubhda y un 25 Z de prob1bilidadn d• 
qu. Uu.vo. Si •l dio H lluvla•o cont1nu1r6 nublldo a lluviaH 
con uno prab1bilid1d iguol poro c1d1 Htoda. 

L• Htrir de tun•ic16n Hoclld• H: 

s N L 
----+---------------------ª o.s o.s o 

N 0.5 0.25 0.25 

L O o.s o.s 
Si representa•o• •ita situaci6n a travt1 de gr¡fica1, 11 

c1d1n1 d• "••kav Haci1d1 t•ndrl• l• •igul•nt• ••P••Hntoci6n: 

.s 

Poro tado Htada i en 11 cod•na, h probabilid•d puiO la 
cual •lgnilica que tada1 101 Ht1dao ion 1peri6dico•, H d•cir 
na •Mi•t• un potr6n d• p1riadicid1d regullr con •l cull .. 
repita un d•t•Hinada Upo d• cliH· 

Par atro llda •plicanda •l olgaritea par• d•t•Hinar lH 
clHH d1 1quivll1nci1 t1n11a• que toda• la• Hhdo1 pert1n1c1n a 
un• •i••• c1•••1 1• cual •• c•rrida; par lo que la• tr•• e1t1do• 
son r•currente1. 

s N L rcs1 
s 1 1 o o 
N 1 1 1 1 
L o. .1 1 2 

r-1s1 o 

rcs1 n r-1s1 = N, S, L> 
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e1to 1!gnillca qu• dado un cinto Upo da cllH, SiHpr1 .. iste 
la probabilided de qui Hta vu1lva a r•p•tiroe. 

Calcule•os 1hor1 111 prob1bilidades de priaer• visit• en n 
pHOI pu• n = 1, 2, 3 • 

1 .5 
F<l>=I ,5 

o 

• 5 o 1 
.25 .251 
.5 .s 1 

1 .s 
F<2>:1 .S 

o 

.5 o 1 1 o .5 o 1 

.25 .251 )( 1.5 o .251 

.5 .5 1 1 o ,5 o l 

1 .25 .25 .125 1 
= 1.12s • :ns .0625 t 

1 .2s .2s .12s 1 

o 1 1 o 1 .s 
F<S>=I ,5 

1 o 

.5 
.25 
.5 

.251 X 1.125 

.5 1 1.25 

.0625 .125 
:1 .09375 .1675 

.1675 .1Z5 

.09375 1 
• 0761251 
.03125 1 

.25 .125 l 
O .062SI 

.25 o 1 

Debido a que 101 tr11 Htado1 d• h cad1na put1n1cen a una 
•iH1 clH• cerroda, 101 tiHpo1 Hdia• de ocupacilln pu1 
cullquin par d• Hhdo1 san !nfinito1, ya qua 11 c1den1 
visttnA un n6Hro inlln!ta de v1cas 101 tr11 Hhdo1. l>a igu1l 
Hnaro lH probabilidadn d• priHro vilih pora todo par d• eo­
tadH HrAn !gullH a 1, H decir dada cÜalqu!er tipo d• cltH, 
Hist• 1• absoluta c1rtH• d• qu• •l t!11po en alg6n PHO po1-
terior podr• pHHnhrH da cualquiera de 101 trH tipos, 
nublado, IOlHdD o Uuvlo10, 1in eocluir alguno d1 1llos. 

Ca•a no 1.isten eohdo1 tran1itorio1 no ti•n• Hntido hablar 
da ti .. po1 HdlOI de 1b1orcilln, 

La ••triz dw tiHpo1 Hdio1 d• prhor p110 y d• rmcurrench 
H 11 sigui1nta: 

s 
H 
L 

s 
2.5 

3 
5 

H 
2 

2.s 
2 

L 
10 
a 
5 

Esta Htriz nos proporciono inlorHcilln intareunte, co•o 
por aj .. pla el hacho de qu• 1.._: 10 11·gnUica que una vez qua el 
cliH •• 1olHdo, H d1 Hp1rar11 qui hHta dnput1 de tunocu­
rrldos 10 d111 •l cliH 1arA Uuvlo10. 

Por 6ltl•o •l voctor d• probabUiddH Ht1cion1rin es 
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[ 0.~ 1 0.~ t 0,2 ] 1 15 decir, que •i observHas el CliH In un 
ptrlada bntant1 luga dt tiHpa, 1n el ~O X de las dlu el 
cliH 11r• saludo, •l igual que nubhda, v salo 1n el 20 X de 
las acasian11, nte 11r• lluvio1a. 
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CAPITULO 3 

EL PROBRA"A ""ARKOV• 

Actu•l••nte las co11put1dor1s se hin convertido en herr1•ian­
t11 indi•p•nHbl11 en culiquier c•ntra d• inv11tigación 1 un gron 
nt1••ro d• ••pre1as 111 utilizan par• el ••n•ja de sus proc1soa 
ad•iniltrativas y en algunas hagorH el un •quipo d• usa tan 
co1ón co•a 11 t1levisión; esto ca10 cons•cuencil de 111 gr1ndes 
v•ntaj11 qu• proporciona su usa. 

E11ncilh1nt• 1 h utilidad d• 111 ca•putadaru consiste en 
el proce•••iento de inforaiciOn de 11n1r1 r~pida y 1fic1z. 

Cansid•randa qui el anUisil de una c1d•n1 d1 "orkav supon• 
una gron cantidad d• cUcula• nu•trica1 1 y dopendhnda d• h 
Hgnitud y ca•plejidad del sisteoa estudhdo, requiere de Hnejor 
un gr1n nd11ro de d1to1, resul t• in1edi1ta sugerir 11 
utilización d1 un pragroH d1 có•puta ca•o herrai.nta, para la 
H1liucion d1 dicha 1nUilil. 

El. objetiva de Ht• capitula H ilustrar la Hnera en que 
las algarit•a• pr1Hnt1das en el capitula anterior, H dtsarra­
llaran •n un oragraH de ca•putadau, facilitando as! 11 
cUcula d• 111 eshdlsticas nec111rias p1u el anUili1 de 
Cid.nas d• "•rkav. 

L1 priHra 11cciOn dt e1t• capitula, Hpane algunas 11pec­
ta1 g1n1ralH 1abre la operación y funcianHi1nta d•l pragrua 
••1rkov•, En 11 •iguient• 11cciOn. -11 e11plic1 11 estructur1 d•l 
pragrH1 1 travh d• una dHcripÚOn breve d1 "c1d1 un• dt las 
funclanH que la ca•panen. L1 11cción trH describe el 
pracedi .. nta para 1liHnhr de infarHclOn 11 pragrH1 1 in­
dicando 11 fare1 en qu• san introducidos las datas. En la 
Hcc!On cuatro 11 det1l11n algunas 11p1cto1 de capacidad y 
li•it•cianH del pragr1H. Finalmente 11 siguiente .. cción 
pHHnh llguna1 1j••plos ejecuhdas ••di1nte e•te pragra111. 

s~ 



3.1 GENERALIDADES 

Bhlc1Hnte, el propo1i to fundHenhl del programo 
"11arllov" es el de c¡lcular una serie de estadlsticas que nas 
per•itan •nalizar una caden1 de t1arkav. Por lo que el desarrollo 
del progra11 •• r1alizO en b11ce • la id•• de proporcioni.r •l 
usuuio un forH de introducir 101 d1to1 Cprob1bllid1des de 
transición J, una for111 d• calcular li111 e1t1dlitica1 asociadas a 
1101 datos, y de poder i1primir los resultados obtenidos en 
dichos cUculas. 

Una de 111 c1ract1rl1tic11 con1id1r1d11 al 1om1nto de 
deurrollor .1- progra.1, lut el grado de cooplejld•d que prtsen­
hb• l• operación del •ismo. A fin de que su op•racilln fuera 
lo •6• f1c!l po1iblo, H di"""º el progrH• bu1c1ndo qu. h 
co•unicaci6n que el usuario establece con 11 paquete 'll 

r1aliz1ra 1 travé& de 11nus de opciones, d1 esta far•• el 
usuario indic• Hdi1nt• el n6Hro de opción corr11pondiente h 
1cción que dne1 ejecutar. 

"edilnt• el progr111 e• pasible rul!ur el 1n.Uhil de 
varia• cad1n.ii1 d1 "•rkov de •anera 1i1ultan111 Y• que no1 per•itlt 
seleccionar 11 •atriz que dase11101 utiliz.•r pt1r1 el cUcula de 
111 Hhdl1tic11, de Ht• fora1, 1nt11 de •ollcitar alguna 
est1di1tic1, es nece1•rio que previa••nte h1y1 •ido ••leccion1da 
el archiva de d1tos que contiene h ••triz de prob1bilidad11 de 
tr1nsición, 11to 11di1nte la opción l del Hnll de 
'ESTADISTICAS BASICAS'. En el cUculo de lH estldl1ticH 11 
utillH l• llltiH Htriz de transición sel1ccion1d1, esto sig­
ni fic1 que 11 de11111os c1lcul1r da• o ••• ••hdi•tic1s p1r1 una 
•isa11 •atriz basta con sel1ccianarla una •ali v1z 11 principia, y 
•i•ntu1 na1otro1 no 1b1ndon .. 01 el •ódulo de 'ESTADISTICAS 
BASICAS", HI Htriz 11r• utilizod• p1u tedas los cUculas, 
h11ta que nasotra• seleccianeaas alguna otra, en cuyo caso l•s 
subsecuente• t:1•t1di1tic11 que tte c1lculen se realizar•n •n bise 
a 11 nuev1 •atriz 1eleccion1d1. 

Otro upecto hparhnte de 111 cor1cterht!cH d• 
opeuciOn del prcgraH 1 es el de 11 i•PH•ión d• result1do1. El 
tercer •Odula del proguH H el corr11pondiente • h i•prHión 
de r11ult1das, y Hdhnte esto cipcion no1otro1 podH01 dHplegu 
en p1nhll• o i•pri•ir en P•P•l 101 resultados calculados. C•d• 
oc11ión que 11 reiliu •l cUculo de alguna 11tldl1tica se 
gener1 un archivo, con c1r1ct1r t••poral, donde se gr1b1n la• 
resultado• obtenido•, 111 en caso de que de1e6r1•as una 
i•prHiOn en papel do lo• r11ulhdo1 obtenido1, con el 
prap01ita de analizarlas con •ayor deteni•iento, la pade•o• ab­
tenor Hdi1nte li .cpc!On de 'I"PRESION DE RESULTADOS•. E1to1 
1rchivo1 t••porales donde 11 graban las re1ult1dos c1lculida1 
desaparecen al •D•1nto de ter•inar la ejecución del· progra•a. y 
sil irnos del Hrill principal Hdi•nte h opción de FIN e 9 ). 
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Al seleccionar la opciOn de "IMPRESION DE RESULTADOS•, 
t•n••os 1ccesa a otro •enil el cu1l nas da oportunidad de i11-
pri•ir o despleg1r en pant•ll• 101 archivo• de resultados, •n 
cualquiera de estas dos opciones el progra•• nos d11plieg1 un11 
listii de archivos d• resultados calculados, asi co•a de archivos 
d1 datos con 1n1trices d• .prob1bilid1d1s de transición 
1JCi1tent11, pi1ri1 que no1otro1 seleccion1•01 11 resultado a i•­
pr i•ir o d11p legar. 

Otra caracterhtica i•portante del prograH fS el relu1nte 
a h función utilizada para poder d11plegar aquell11 
11tldl1tic11 qui con•tituy1n una 11triz 1 co10 11 el c110 de 111 
probabilidades eshcionarias o de los tiHpo1 Hdlo& de prl••r 
puo y d1 recuruncia. Estu eshdllticas, dependiendo del 
nóa1ro d1 11t1do1 qui tenga 11 cadena, resultan d1111i1da 
grandH para poder Hr d11pllg1dH 1n 1u tohlidad en la 
panhlla, por lo que 11 n1c11arlo d11pl1g1rl11 p•gina par 
p6glna, para Hta H utiliza una función qui nas per•ite 
dHplazarnas a la largo d1 la •atriz 1n cualquier dirección, y 
d1 Hta forH poder visualizar la tahlidad d• tsta. 

El d111rrollo del progr1•• "11rkov• •• r•1liz6 1n un1 caa­
putadora AT&T UNIK PC, oste tipo de equipas utilizan co•o 1ht1 .. 
operativa el UNIK, el cual tiene la caracterlltico de 11r un 
sht1a1 operativo aultiusuaria, 11 decir, qui! per•it• 11 varios 
usuaria• trabajor si•ulhneaHnt1. En nt1 11ntido 11 progra•o 
¡pravech1 •st• c1ract1ristic1 del •i•t••• operativa y perait1 
qui vario• usuarios la utlllc1n d1 .. nora 1ieultan11. 

EL progrHa debe sor in•talado 1n el disco dura d1 la 
ca1putadar11 y tados las 1rchiva1 d• di1ta1 san cr•1do1 en •l 
miHo y per .. n1cen 1n tl huta qui son 9li•lnadas Hplicit1Hnt1 
por 11 usuaria a travts d1 la opción d1 "BORRAR "ATRIZ". 

La prograHCión 11 llevó a cabo a· tuv~s d1 el lenguaje 
di progra .. ción •e•, Htu debido • que dicho l1nyuaj1 1n la ca•­
putadau AT&T, afroc1 uno 11rie de v1ntaj11 can rHp1cta a otras 
ltnguajH1 1n 11p1ctas d1 velocidad y capacidad. 
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3,2 ESTRUCTURA DEL PROGRAl1A 

El progru1a "•arkovH e•t• co•puestc d• tr11 •ódulos 
principi1l11s, el pri1111ro estA relacionado con h c1ptur1 y 
•odiEicaciOn de 11 fllltriz d1 prob•bilid1de1 de transición, en 
el Hgundo H ruliza el cUculo de 111 estadlstic.. bbicas y 
el CHtiao tiene co10 función permitir la i1pnoión d• lo• 
resultados calculldo1. 

Estos trH aódulo1 esUn con1tituido1 por un total de 30 
funciones, las cuales d1 d1scrib1n 1 cantinuaciOn. 

analls( I;-· Función que Hneja el Hnó 'ESTADISTICAS 
BASICAS". Esta funr.ión dHpliega In opcionH ed1tentH y nos 
perait• Hleccionar alguna de 1llu. LH opcionH pooibles son: 

01 SELECCIONAR "ATRIZ DE PROBABILIDAnES DE lRANSICION. 
02 CLABIFICACION DE ESTADOS 
03 PERIODICIDAD 
01+ PROBAIIl.IDADES DE PRl"ERA VISITA EN N PASOS 
05 PROBABILIDADES llE TRANSICION EN N PASOS 
Oh PROBABILIDADES DE PRl"ERA VISITA 
07 TIE"POS 11EDIOS DE ABSORCION 
06 TIE"POS "EDIOS DE OCUPACION 
O'I TIEl1POS "EDIOS DE PRl"ER PASO V DE RECURRENCIA 
10 "ATRIZ DE PROBABILIDADES ESTACIONARIAS 
'l'I SALIDA 

Una vez que la opción donada ha sido indicada, anallsf 1 
lllaa • la funCi6n correspondi1nt1. 

1rch1C ),- Est• función ••neja 11 a1nó corr1spondient• 1 la 
11ATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION. A trav•1 de ella podHos 
1el1cciani1r algun• d1 11• apcian•• 1igui1nt11 

1 CAPTURA DE LA "ATRIZ 
2 CONSUl TA/MODIFICACION DE LA 11~TRIZ 
3 BORRAR "ATRIZ 
'I SALIDA 

E1t11 apcianH1 HUn nlacionadH con la creación y 
aodilicación de 101 archivo1 dando H captura 11 Htriz da pra-
babilidadH de tran1ición. 

barral 1,- El prop01ita de uta funciOn H p1r•itir barrar 
archivas; d1 datas, 11 d1cir archivos donde 11 gu1rd1n las valar•• 
do las Htricos do probabilidadH de tran•lciOn. E1ta función 
eliaina delinitivaHnte d1l di1co dura de l• co•putadora el ar­
chiva indicado, 

capturen! r;- En Hta funciOn H rHllza la captura de un 
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ungl6n de 11 utriz de probobilidades de tronsici6n, tHbit!n 
•• valida que lis prab1bilidad1s teclead11 !le encuentren en el 
intlrvolo C0, 1l,y 1deob que la su .. dt los elHentos de todo ti 
renglón 111 igu1il a 1. Una v1z s1ti1f1chos estos criterio'i d• 
validación se grabil el renglón en el archivo correspondiente 1 
11 ••triz indicad•· 

clHil< 1.- Esto función 1f1ctll1 l• clnilicoción de los 
11t1da1 de la cadena de "•rkov a1aci1d• 1 11 ••triz di probi1bi­
lid1d11 de tr1n1icion seleccionada. t>11d1 aqul se realiza 11 
llH1da a la funcion t .. cu( >. 

crah< 1,- Esto función u utiliza poro construir a portir 
del nchho d1 datofi, una •atriz con 1ntr•d11 booleanas, que 
ull•i• In tun1icionH posiblH entre las 1st1do• de la c1d1na 
de "ark.ov 11aciad1 al archivo di datos indicado. 

deltep< 1.- Coda v11 que se realiza •l c&lcula de una 
Htadlstico H g1n1ra un orchivo dond1 .. gub1n lo• rHultados 
obtenidos. "edi1nt1 nta luncll>n H tli•inan tados Htos u­
chivo1 de r11ultado1 t1•por1l11, con 11 Un de que •ste11 na per-
11an1zc1n ocupando 11p1cio, una vez que ya no ion de utilidad. 

dnp( >.- El propósito d• Hta función os el de desplegar 
•n p1ntalla un rengl6n del archivo que H l• indique, En el 
pragrHa H utilizo para listar los archivos d• resultodas 
calculados, dentro de la opcion de I~PRESION OE RESULTADOS, yo 
qu• •n el archiva li1t1.•k.v •• genera un relaciOn de toda• las 
HhdlstlcH calculadn, y Hh función nos per•it• ver las 
re1ul t1da1 •Ki1tent11s para 1eleccion1r aquel que de1e1•01 
ilpri•ir. 

dispren< l.- "•dilnte-nta función 11 de•pliegan lH pro­
babllid•dH d• translciOn de una aatriz, Hpecllic•Hnte la 
funciOn d11pll1g1 los 1IH1nto• que carnspondon a un detor­
•inada nnglOn de la Htriz de transición. Esta función H 
utilizado en 11 opción de CONSULTA/"ODIFICACION DE LA "ATRIZ. 

grbarch< ),- El abJ•tiva de h función grbarch, H per•itlr 
la captura d• lH probabilidades d• tun1lci6n, pira poder 
can1truir la •atriz de transici0n 1 y cuor un archiva dandi se 
grabarA h infoHaciOn capturada. Onde aqui H invac1 la 
función capturen< 1, tantas acasianH ca•a unglann tenga la 
Htriz. 

i•pre< 1.- Esta función cantral• h apción de "l"PRESION DE 
REE1JLTAOOSª, 111 tareas Hpeclllcas que realizo son: .. nejo del 
Hnll de la opción, gener•ción de la listo de archiva• de 
resultados c1lculados ccn el lln de permitir la selección de lo 
e1tldl1tic1 • i•pri•ir a desplegar, ali co110 •andar ejecutar el 
co11nda de i•prnión o dHpl1g1da sabre el archiva d1 n1ultadas 
Hltccionada. 
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inver( ),- Esta !unción tiene co110 propósito 
cAlculo d• 11 inv1rs• de uni1 ••triz d1t•r•ini1d1, 
utiliHdo p¡ra la invwrsilln de h 11triz se baso on 
••cion11 1l111ental1s par r1nglon11. 

ónico e!. 
ol Htodo 
tran1for-

iqcall 1.- UtiliHndo eota funcilln podHos calcular la 
•atriz fundH1ntal ":CI-Qi-•, a 1u voz Htl funcilln hac1 uso d•l 
proc1di•i•nto 1nt1rior para calcular 11 invHH d• una ••triz, 

l•atl l. - L1 función lHtl 11 no1 sirve para cargar la •atril 
do prab1bilidadH d• transicilln en H•oria principal, y do Hta 
faHa, facilitar 11 •anejo de 11 •iHa para las dHU funcionH. 
Es decir, Hta funcilln 111 11 archiva d• dlta1 donde H grabó 
la •atril de transicilln y g1n1ra con Htl infarucilln una 
11tructura 1n faHa de •atril, qu• nsulta •11 UcU de Hn1jar, 
que 11 archiva •iHa. 

Hnul 1.- Elh H la funciGn princip11 1 H decir aqu11la 1 
partir de 11 cual san 11H1d11 d• 11n1ra directa a indirecta 
todas las dHb1 1u prap01ito H 11 d• d11pl111r y 11nejar •1 
Hnó principal, que con1t1 d• 111 sigui1nt11 opcion11: 

1 "ATRIZ DE PROJAIILIDADES DE TRANSICIOll 
2 EITADl&TICA& IASICAS 
3 J .. IEBIOll DE RESULTADOS 
9 FIN 

llOdUC 1.- "9di1nt1 11ta función H pueden relliHr 
llOdUicacionH y consultas 1 111 prab1biUd1d11 qui co11pon1n 11 
•ltri1 de transición. Per•it• d11pl11ar las v1lar11 que foHan 
un d1ter1in1do renglOn d1 la Htru, y una vez eo1tr1do, d1 
apciOn a Hdific1r dicho renglOn, en cuya c11a HU n1c111rio 
capturar nu1v111nt1 tod11 la• probabiUd1dH que co•ponen 11 
rengl6n, tH1ndo en con1id1raciGn todas las v1lid1cion11 que H 
cont111plan en 11 HHnto de la captura d• 11 11trh. 

nprocl 1.- E1ta función regrua una cad1n1 d• cancterH que 
contiene 11 nO•Ho d• procHo qu1 H 11 Hignó 11 progrH1 al 
·•-to d• iniciar su 1j1cucilln, tsto H uUUu para iden­
tificar pl1n1Hnt1 los archivas tHporalH y d1 rHultado1 que 
gan1ra 11 prac110, ya que Hti c1d1n1 d1 caract1r11 far11 parte 
del no1bre con 11 que ion id1nUficada1 dicho• 1rchiva1. 

nuaregl l. - El prapó1ita di 11ta función 11 proporcionar ol 
nll•ora da renglanH que tiene un d1t1rain1do archivo d• d1to1, 
de Htl for11 podHos conoc1r •l nllHra de 11tada1 de 11 c1d1na 
Haciad1 o bien 11 diHn1illn d• la 11triz d1 transición. 

periodl 1,- E1t1 funcilln rHliH 11 cUculo do 11 p1-
riadicid1d para cada uno d1 la• Htadas de la cadiln• d• "arkov 

· .11oci1da • 11 •itriz de tnnsicilln indicada, Para padlf r11li11r 
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este cUculo, •• nece11rio qu• los est•dos 51 encuentren 
previ•••nt• cla•Uic1dos, por lo que antes d• iniciar el c•lculo 
d• la p•riadicid1d, es invoc1d1 la funciOn chsill l. 

prabHtl l. - La función prabHtl 1 tien1 caea objttiva el 
cUculo de h Htriz d1 prab1bilid•des Hhcian1ri11. Pau Hta 
H utiliun 111 luncianH pvi1I 11 periodl 11 y tlpHI 11 ya que 
par1 el cUcula de 111 prob1bilid1dH ll•it• H n•celitln 101 
tiHpa1 Hdia1 d1 recurnnch, el periodo v 111 prob•bilidadH de 
pri••r• visit•. 

pvi1l l.- E•h funciOn tiene ca•a prap01ita el cllcul1r 11 
.. triz d1 prab1bilid1dH de priHH vilit11 par1 Hta requiere de 
11 .. triz lundH1ntal "=Cl-Q1-•, par la que llHI 1 la función 
iqclll l. 

••l•cC 1,- E1t1 funciOn 11 encarg1 de Hleccianar el 1rchiva 
de d1ta1 que •• utilizara pa1t•riarHnt• pau el cUcula de 111 
Htldl1Uc11 b61ic11, ver lic1 •i el 1rch1va Hleccian1da edite 
y nati lica del re1ul tlda de 11 b01qued1, •n c11a de que el ar­
chiva na .. i1t1, na Hra pasible c1lcul1r ningun1 Htldl1tic1 
h11t1 que se 1eleccian• un 1rchiva valida, 

tlp11C 1.- "•diant• •ita fun<iOn i1 n1li11 •l cucula d1 
11 utriz de u .. pa1 Hdias d• pri•r p11a v d• recurrenci1, 
utilizando •l •itllO practdi•hnta que en el calcula de la1 tie•­
pa1 Hdia• de 1b1arcion, 1ala que can 111 1adilic1cianH 
1•ftl11d11 en la 11ccieln 2. 7, 

tlb1arl 1.- El objetiva de Htl funcion •• ulcular las 
Ue1pa1 Hdia1 de ab1arcion. Y1 que Ht1 Htadlltic1 sola tiene 
11ntida p1t1 Htldo1 tr1n1itario1, la funcion v.,iliu que ••li­
tan ntldas tr1n1itorio1 en 11 c1dena, •n c110 de no Hiltir, 
dHplleg1 un Hn11j• indidndolo. 

tHcuC 1.- Esta lunciOn 11 util1u p1r1 d•t•Hinlf 111 
ClllH Ctrtldll •Mi•tentH V lo• CDfHlpandientH •1t1da1 qui 
pert1n1un 1 e1111, Hdi1nt• el 1lgarit•a d• Ta .. 1cu p1r1 d•tar­
•in1r 1ubconJunta1 cane•o1 en un1 grUica. 

tocupC 1,- A tuvh d• Htl función H d1t1r•in1 11 Htriz 
de tiHPo• ••dial de ocup1c1.0n, en el calcula de Htl 
e1t1dl1tie1 H HquieH d• la Htriz fund1Hntll "=ll-QJ-• y de 
111 prab1bilid1dH de pri•eH vilitl, por lo que dHd• 1qul ion 
1l11ad11 111 luncionH lqcllC 1 y pvill l. 

tr1n1nl >.- E1tl función H utiliH para 11 cUculo de la 
e1triz de prob1bilid1dH de tun1ición en n p1101 1 qui na 11 111 
qu1 la Htriz d1 prob1bilid1dH de. tr1nsiciOn 1l1vad1 • la 
n-hi.. potencia, e1t1 prac1di•i1nta se r111iu de ••n1u 
r•cursiv1, calculando la •atriz P" a partir d• P"-1• 
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vitn< >.- "•diant• tita función se deter•ina la 11.triz de 
prabobilidodH d• pr iHra vi&i O •n n pno1, Hh cálculo •• 
r•Íliz• •1 igull que 11 función interior d• ••ñ•r• recur1iva, 
utllhonda lo ••triz d• probobilidodH d• pri .. u visito •n n-1 
p11os p1r1 c1lcul1r l• corre1pandi•nt• 1n n p1~a1. 

MHtC >.- Esh función rediza l• 1ultiplic1ción do da• 
•1trice1, verific1 1nt11, que 111 di11n1ian•1 di las •1trice1 1 
1ultiplicor p•r•lhn dich1 producto, •n cno contraria regr111 un 
cOdiga d• •rror 1-1>. 
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3, 3 ENTRADA DE DATOS 

Ca•o 111\alamos en las s•ccion11 ant1rior1s, el prograaa 
r1quiere de un archivo de datos donde se le indiquen las proba­
bilidades d• trangición de la cadena 1 anal izar. E1to1 archivos 
se graban en el disco duro de la ca•put1dora y p1raanecen •lli 
h11t1 qui son borrados por 11 u1u1ria. 

La cr1aci6n d1 e1ta1 archivos d• datos se realiza a tr1v1t. 
de la opción "CREAR "ATRIZ" < 1 l del Hnu dt1 ""ATRIZ DE PROBABI­
LIDADES DE TRANSICION•, Al Hleccicnor dicho opción el prcguaa 
ne• solicitar• o1 nc•bre que querHc• Hignule 1 la •atriz que 
VHDS a capturu, .. di•ntt1 111 HnHj• "NO"BRE DE LA "ATRIZ OE 
PROBABILIDADES DE TRANSICION' 1 dHpub del cual deb•n•a• 
teclear 11 na•bre que d1111•01 111ignarle a la mi1triz, ••guido d1 
un <Return). 

En Hguid• el progrH• prt1guntar6 el nl!Hro de Htados d• 
la cadt1n1, dHphg6ndono1 el HnHje "DI"ENSIDN DE LA "ATRIZ DE 
PROBABILIDADES : ", Al iguol qut1 t1n lo pregunt. 1ntt1rior dt1bHCS 
techar un <Return> dHput1 da indicar el nlloerc de renglanH 
de 11 aatriz d• probabilidades de tron•ición. 

A continuación el proguH Hp•ur6 a solicitar lu pro-
babilid1de1 d• tunsici6n por renglones; dHplagando •l nll•oro 
de renglón •n turno y 11 entrada de la eatriz que H esU 
capturando, Para cado •ntud1 debt1re•o• t•clur 11 probabilidad 
uocild1 1eguid1 de <Return>, y tll prcgu•a nos dHpl•gu41 del 
lodo derecho de la pontalla lo suH de 111 probabilid1dn 
1cu•uladH pon He renglón, esto con el prop6sitc de que el 
usuario detecte lo• casas •n que l• su•• d• l•• probabilidad•• de 
un Hngl6n no 111 igual 1 1, sin Hborgo •l proguoa ver i !ica 
esto y en ca•o de que suc•da detiplieg~ el siguiente 11en•aJe 
"ERROR; LA SU"A DE LAS PROBAIILIDADES NO ES IGUAL A 1. INTENTE DE 
NUEYD", y nci; solicito teclear d• nueve las prcbabili~adn co­
rrHpondientes a e11 renglón, En cHo de que llguna probabilidad 
tecleod• sea •ayer que une desplegarl tHbUn un •enuje de 
error 'YALDR NO YALIDO; INTENTE DE NUEYO", y nos •olicitarl 
nuevHente la probabilidad de transición. Este pracedi•iento de 
captura de un renglón lo re1liu un nOHro vecH igu1l o1 
n6Hro de Htada• que le indicHos tenla la c1dt1n1. 
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3. ~ ASPECTOS DE CAPACIDAD 

Cu1ndo H dlHrroll• un progrH• d• có•puto, cuyo 
propósito H 11 d1 realiur cUculo1 Htedticos en bHI a 
llglln llgorit•o1 lrecufnttHnte 11 n1c111rio establecer 
r•stricc1an1s en 11 pragr1•1, sobre •lgunos 1sp1cta1 d1 c1p1cid1d 
que conc1ptu&1Hnt1 no 11i1t1n 1n 11 dgorit•o1 pero qui son 
n1c111ri11 para 11 in1tru•1nt1ci6n de dicho 1lgoritao 1n un 
progrH1 d1 có•puto. En 11 deHrrollo del progrHa 'Hrkov• fue 
n1c1Hrio 11t1bllc1r h•ihtion11 respecto • l• diHnsion d1 lH 
aatricH d1 probabilidad11 d1 transición qui 11 aan1jaban, 11t. 
11ait1 !uf lijada 1n ·~O 11hdo1. 

RHpecto • l• precisión utiliZ1d1 en 111 v1rilbl11 d• punto 
flot1nt1 corr11pondi1nt11 • 111 prob1bilidad11 d1 tun1ición, 
hta 11 d1 7 digito1, 11 decir qui 1010 H con1ider1n hHh 7 
cifrH 1ignific1tivH d11puh del punto deci••l 1 por ejHplo, 11 
c1pturar prob1bilid1dH d1 tr1n1icilln y v1rific1r •i la 1u1a por 
renglon11 11 igual 1 1, 1n ro&lid•d Hta v1Ud1ción H 1!1d~• 
pregunt1ndo ai l• dif•rencil 1ntr1 la auaa d1 probabilid•d•• y 1 
11 aenor qui o. 0000001 • 

El nr'.l•ttro de archivos d• d1.'to1 que pu1d1n gu11rd1r1e no 
tien. r11tricción por porte d1l progr111, 11U fij1d1 por 11 
11pacio libre en 11 disco duro d1 la co1put1doro utiliud1. 

Loa no•bres d1 loa 1rthivo1 de d1to1 pueden Hr d1 huh 10 
car1ct1r11, y pueden conten1r l1tr11, n6•1ro1 y el c1.r1ct1r • _ • 
!guión bojo>. 



3. S EJEMPLOS 

Con el propósito de ilustrar la operación y funi:iona•iento 
del progr111a, consideremos la cadena de l'tarlr.av asociadii a la 
siguiente 11atriz de probabilidades de transición. 

10 
----+--------------------------------------------------
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Analiz1r1•os con ayuda d•l progra•• d•sarrolh1da l•• 
est1d!stic1s bisicas corre1pondienle1 1 ••ta cadena. 

Al iniciar la cporaci6n del progru1 H despliog& un1 
prim•r pantalla que pr•111nt1 las apcion•• correspondientes 11 
oonó principal. La priHrl opción lhHdl ""ATRIZ DE PROBABI­
LIDAKS DE TRANSICION' na1 per•it• introducir los datos co­
rrHpandiontn a !IS prob1bilid1dn do tr1n1ición, 15te p .. a es 
indisp•n1abl•, es decir p1r1 pod1r trabajar con alguna c1.den1, •• 
n1c•111rio qui previ111nt1 intraduzc••os la •atriz d• prabab1-
lidadH de tr1n1ición 11ocild1. E1t1 opoución H rolliu 1n 
una sola ocasi6n y no 1ts n•c!sario r•petirla par• cad• i&•ión, 
ya que el archiva qu• contiene lis prob1bilid1d•s de transición 
per••n•c• grab•da en el disco dura d• la ca•put11dar•. 
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CIJ NATRIZ DE PR0811BILIDADES DE TRAllSIClllll 

[2) ESTAOISTICAS IASICAS 

[3) lllPRES ron DE RESULTAOOS 

[9) flft 

OPCllJll: 

Fig. 3.2 

ml!E DE LA MATRIZ DE 
PllOIMILllMlllES DE 'IMISIClllll : EJEllPLD 

DINE"811111 DE LA llATlllZ DE PIUMlllDAES: 18 

REllCUlll l 

Rfft l ,COL l : 

Fig. 3.3 
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Un1 vez que h•1os 1li11nt1do los ditas correspondientes • 11 
m1triz de probabilid1des d• transición, y1 1•a en una 1es1dn 
anterior a en 111 mis•a s•sit>n •n 1• cu1l esh•o1 tr1b1J11ndo, es-
t•101 en posibilidad de solicitar las ostadlstica• 
correepondientes. Esto •• r11liz1 1 trav•• dt l• opcidn 2 del 
11nó principal 'ESTADISTICAS BASICAS", h cual nos despliega un 
nuevo oenó ( Eig, 3, 4 ) 101trjndono1 lH dil•r•ntRS 
Ht1dl1tiCH qu• podHOI 101icit ... 

[81) SELECCIOllAR llATRIZ DE PROIABILIDAES DE TRMSICIDll 
[82) CLASIFICACIDll DE ESTADOS 
[831 PERIODICIDAD 
[84) PRilllllllliADES DE PRlllEAA UISITA EN " PASOS 
[151 PRill!llLIDADES DE 'IWSICIDll E" " NSOS 
(86] PRIUBILIDAOES DE PRIMERA UISITA 
[11) TJEllPOS NEDIOS DE lllSIJllClllll 
(88] TJOIPOS MEDIDS DE OCUPACIOll 
(89] TJEllPOS NEDIDS DE PRIMER PASO V DE REi:IMEllCIA 
[181 MATRIZ DE PRlllMILIDADES ESTACllJllARIAS 
(991 SALllNI 

OPCIDll : 

Fig. 3.4 

Antea de solicitar cu.alquier 1st1distic11 e1 nece11rio 
••leccion11r 11 ••triz de tr•nsición can 111 que v1111os a tr1b1j1r, 
Hto H 1 indicarle al prograH qu• datos d•b• utilizar para sus 
c6lculo1, Hto se realiza por oedlo d1 la opción '01 SELEC­
CIONAR "ATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION', uno vez que se h• 
seleccion1do un1 11triz, est1 p•r11nece co10 la 11triz de d1ta1 1 
utilizor hash que uleccionH01 algun• otra, o bltn •b•ndonHos 
el .. nó de 'ESTADISTICA& BASICAS'. 
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TECLEE EL lllllRE DE LA llATRIZ DE 
PlllllMILllNIDES DE TRAllSICllll : EJOllLO 

LA llAlRIZ EJEllPLO HA SIDO SEUCCllllMDA ElCITDSMIEllTE 

Fig. 3. 5 

D .. put1 d• Hl•ccian1d1 11 Htriz d• transición pod .. 01 
1alici tar 111 Hhdiltic11 11aci"1d11 • 1111. La opción "02 
CLASIFICACIDN DE ESTADOS", nos auHtra inlar•1ción 1corc1 d• lH 
c1r1ctert1tic11 de c•da uno de 101 est1da1 d• 11 c1den11 coao 
1an: el tipa da e1t1da que 11 ( tr1n1itoria, r•curr1nt•, 1b1ar­
bt!nt1 "' sin r•tarna >, 11 cl11e ca•unic1nt1 1 11 qu1 pertenece, 11 
niv•l d• 1ccno d• 111 cl111 y •1 tipo d• cl11t 1 11 qui 
p1rt1n1c1. 
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CLASIFJCACIOll DE ESTADOS 

ESTADO TIPO CLASE "IUEL TIPO 
EDO. CLASE 

1 TllllllSITllllO 1 2 MIERTA 
2 TllllllSITllllO l 2 MIERTA 
3 REClllllDITE 2 1 CEMA .. TllllllSITlllJD l 2 MIERTA 
5 REClllllDITE 3 1 CEMA 

' TllllllSITllllO 1 2 MIERTA 
7 llClllllDITt 2 1 Clllllllll 
8 REClllllDITt 3 l Clllllllll 
9 REClllllDITI 2 l Clllllllll 

11 REClllllDITt 2 1 Clllllllll 

S1ll TillOS LOS ESTADOS; TECLEE <llETilll> PllM CllTllUR 
Fig, 3,6 

L• opción •03 PERlODlCI~AI>" no• proporciona inlorHcidn 
•obre la poriodicid•d de 101 Hbdo1 de la cadena, 1enalando ai 
Hto1 ion tun1itorio•, 1peridd1co1 o bt•n el nd .. ro d• 
periodo que tienen. 
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PERIODICIDAD DE LOS ESTADOS 

ESTADO 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

11 

PERIODICIDAD 

TllAllSITDRID 
TRllllSITDRID 

2 . 
lllllSITIIUO 
•mm1co 
lllllSITDRIO 

2 
APERllmlCO 

2 
2 

Sllll 11IDOS LOS ESTADOS; TECLEE <RETIIUI> PARA COltTlllllRR 

Fig. 3, 7 

La apci6n 'O~ PROBABILIDADES DE PRI"ERA VISITA EN H PASOS', 
nas P•Hit• calcular las prababilid•d•• de pri•1ra visita 1n un 
nOHra d•t•Hinado d• pna1 a tun1icion11. Pua •l •JHpla 
preHntlda, Hto1 .. calcularan paro 10 tran1icion11 <Fig1. 3,e y 
3.91, 1n la parto inloriar d• 1A pantalla 1p1 .. c1n 101 caHnda1 
qu• nas p1Hit1n dHpluarnas a lo largo d• la •atrh, para pedir 
visualizarla d1 •aneu ca•pletl, 
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PRDBRBILIDAOES DE PRIMERA VISITA En· n PASOS " = 18 

1 2 3 4 5 6 7 
1 8.1188111188 8.81188888 8.11115581 8.•ne 8.11884982 8.11881824 8.8819888 
2 8.11888888 8.fllleee8B 8.8874868 8.118811888 8.8881689 8.8811111118 8.1111117497 
3 8.881111111M! 8.t11111ee0e 8.87299811 8.88888811 8 • .-8.- 8.111111888B 
4 8.- 8.8881945 8.8816815 ........ l • .ae27 8 .... 8.88241168 
s 8.81118189 8.8111118811 &.81118111 8 ..... 8.81188111111 8.881111118 8.118118888 
6 8.11881111118 8.8882723 8.8822421 8.81188118 8.8812358 8.11118811111 8.8833695 
7 8.1188111188 8.118811888 8.8656118 8.8888888 8.811i11118 8.1181111118 8.81118811 

8 8.1111111188.81881111118.8M81118.- 8--··-··-9 8.881111118 ............ 8.111111111 8 ..... ··- 8.11111811 
18 8.118888118. 8.8Ml88 8 ..... 8 ..... 8.8811111 8.- 8 ....... 

COllAllDO: [AJ Arriba 
[ <J b.quierda 

[IJ Abaja 
[IJ P19. Inicial 

[)] Derecha 
[FJ Fin 

Fig. 3.6 
PllllAllLIDADES DE PRl"Ellll UUllTA El 11 PASOS 11 • 18 

• 9 11 
1 1.-133 1.1132131 .... 136 
2 l.m2639 ..... 1.1121322 
3 1.-1.-•.-
4 l ..... 1.1374339 1.1137Ci 5 ·-~•.-1.-
6 l • ..S976 1 •• 13775 1.1152417 7 ··-l·-··-8 l.~1.-1.-
9 1.-1.1m.1.-

11 ··- 1.16561• ··-

(AJ Arrilll lll ~· . [)] DeNClll e <J liquierü (I] •11. tnicill en f 111 

Fig. 3.9 
De igual farH la apción •os PRDIABlLlDADE!¡ DE TRANSlClON 

EN N PASOS" · no• •UHtra la •atril de prababilidadH. de 
tunllción en un cierta n6Hra de pHa1. 
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PRIMllLIDllDES DE llWISICIÜll E11 n· PASOS n = 11 

1 2 3 4 5 6 7 
1 8.1111115143 1.8881498 8.lllllM •.-79 1.1581144 1.1182247 8.1153811 
2 1.•1918.~291.81136511.•386 1.518194118.Bll7941.1123161 
3 1.-1 . ...., 1.19191111.- e ..... 1.- 1.9191999 
4 l.ml744 8.-197 1.1246535 l.~ 1.1111313 l.m3295 1.2425727 

5 ··-1.-1.-··- 1.6132775 ··-1.-6 1.1111115242 8.1113176 1.1345149 ••• 7411.15656311.194613 8.3396118 7 ··-··-··-1• 1.-•• - 1.- 1.91911199 e •·-•·-1.-1.- 1.4959133 •·-1.-
9 1.-1.-•.-1.-•.-1.-1.-

18 ··-··-··-1·-··-··-··-
Cllml: ) . (1) ••.111& (1) IMJ• 

C<J lzquinda [IJ P11. Inicial 

Fig. 3.10 

[) J Dll'lc:ha 
[FJ Fin 

PllllllllLllNmES DE IWSICIÚll Ell 1· PISllS R • 11 

• ' 11 1 1.1792115 1.1493171 1.e51454 
2 1.3154211 1.11112• 1.Ml912 
3 1.-•.-1.-
4 1.1566135 1.15112n 1.5115334 
5 1.3967226 1.-1.-
6 1.1792449 1.1362315 1.3524769 
1 1.-1.-1.-
1 1.5141961 1.-1.-
, 1.- l .... l.""'99 

11 1.- l .... 1.,.,.,, 

COllAlllO: F [AJ Arr üa [IJ lllljo 
C<J lzqui1N. (1) P11. Inicial 

Fig. 3.11 

72 

[)] Derecha 
[f) Fin 



L1 opciOn 'Ob PROBABILIDADES DE PRI"ERA VISITA' realiza el 
cUculo d• la aatriz d• probabilidodH d• pri••ra visito. 

PllllMlltll•H Df PlllllfM UISITI 

1 2 3" 5 6 7 
1 8.2:.11 8.2531646 8.66233n 8.85116329 8.3376623 8.3161225 1.6623377 
2 1.1- 1.1253165 l.1'62331 1.- 1.1331663 1.13161221.1662331 

3 1.-··-t.-1.-··-··- ··­" 1.5181818 8.1265823 1.8311689 1.1253165 1.1611312 l.15ll612 1.8311689 
5 ··-8.- •. - •. -1.-1.-1.-6 l.,_ 1.1712152 l.7'36364 1.13544311."'3636 1.2142157 1.7636364 7 ··-··-··-··-l·-··-'·-8 ··-··-··-l·-··-··-l·-9 l.-··-··-··-··-··-l·-11 1.-1.-1.-•.-•.-1.-··-

COIMlllO: !AJ ArriN CIJ !1b1Je 
((] littida4a (1) P19. Inicial 

Fig. 3.12 

MIMILIWEI DE PRlllEM u·1s1T11 

8 9 11 
1 8.337"23 1.6623377 1.6623377 
2 1.8337"3 1.1662338 •• 1'62331 
3 •.-1.-1.-
4 1.1111312 1.1311'19 1.131"" 
5 1.-1.-•.-
6 1.2363636 1.7636364 1.7636364 
7 •.-1.-1.-

1 ··-··-··­
' •.-1.-1.-11 •.-1.-1.-

C-.: (1) llniN (1) tlllja 
(() liquierda (1) Pll!J. lnicial 

fig. 3.13 
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La opción siguiente "TIE"POS MEDIOS DE ABSORCIDN" 1 nos despliega 
los tie11pos 1edias de 1bsorcibn de l• c•den•, consid•r•ndo que 
parte de c•da uno de 101 est1dos transitorias, en c1so d• que no 
eJ<istan estados transitorios e1t1 est•dlstic• no puede c•l­
cularse y el progr•m• despliega un mensaje indicandalo. 

TIEllPOS MEDIOS DE AISORC IOll 

ESTADO ORICEft 

1 
2 • ' 

TIEllPO llEDIO DE AllSORCIOll 

2.-
1 • .-
2.-
2 ..... 

Sii! TIIOS LOS ESTADOS; TECLEE <RflURID PARA ClllTllMR 

Fig. 3.1'+ 

L• apcldn '06 TIE"POS "El>IOS DE OCUPACION' na1 p .. eite c•l­
cul•r 11 11triz d• ti••PO• ••dial de ocup1ci6n, en !11 1ntr1d11 
donde ••t• vdar os •, 1pnece lo pal•bH "INFINITO', 



TIEllPOS MEDIOS DE OCIMIOll 

1 2 3 4 5 6 7 
1 l.2987813 8.2597483 lftflftlTO 8.8519481 lftFlftlTO 8.3896184 lftFlftlTO 
2 8.1298781 1.8259748 m1nno 8.2851948 lftFlftlTO 8.8389618 m1nno 
3 1.1111111111 8.1181111111 lftFlftlTO l ..... 8.111118811 8.8811111 lftFINITO 
4 1.6493516 8.1298711 INFINITO 1.8259748 INFINITO 8.19411152 INFINIID 
5 l ..... 8.111181111 8.81188888 8.118811888 INFINITO 8 ..... 8.8881880 
6 8.9191989 1.1818182 INFINITO 8.1363636 INFINITO 1.2727273 INFINIID 
7 1.-8.- INFlftlTO 8.-8.- 1.1118811 INFINITO 

8 ··-··-··-8.- INFINllO ··-8.-9 1.-1.- INFINITO 8.-1.-8.- INFINIID 
11 8.- 8.111118811 INFINllO 8.-1.- 8.111181811 INFINIID 

COllAlllO: ) CAi Arria CIJ Abajo 
((] Izquierda (1) P19. lnicill 

Fig. 3.15 

TllJllOS MEDIOS DE IDMIOll 

8 9 11 
1 lllFINllO INFINllO lftFlllllO 
2 lftfllllTO lllFllllTO lftFllllTO 
3 1.- llFIRITO lftFllllTO 
4 lllFllllll lllFlllTO lftfllllTO 
5 lftFllllTO 1.-1.-
6 llFllllTD lllFllllTO lftflllTD 
7 1.- lllFllllTO lllFllllTO 
8 lllFllllTO 1.-1.-
9 1.- lllFllllTO lftFllllTO 

11 1.- llFllllTO llFllllTO 

cm.mcJ: (11) ArrJN [IJ ANjo 
[(] lzquierd.1 (1) Pat. Inicial 

Fig. 3.16 
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[)] Derecha 
CFJ Fin 

[)] Deret:hl 
[f) Fin 



La opción ·o~ TIEMPOS ~ED!OS DE PRIMER PASO Y DE 
RECURRENCIA" nos muestra la matriz de tie1pos ••dios de pri11er 
paso y de recurrencia, estas estadisticas solo s• c1lcul1n para 
aquellas estados que pertenecen a una 111isaa clase cerrada, para 
el resto de la• ca1bin1ciane1 este valor es cero. 

TIElll'OS "EDIOS DE PRl"ER"PASO V DE RECURAEnCIA 

l 2 3 4 5 6 7 
l a .... 1.888BB e .... 11 .... B.11111111111111 .... e.111881188 
2 1 ...... u11111111111.- e.- 1.81188118111.1111181111 .... 
3 ..... 1.118118111821.""'611 ..... 11 ........ ··- 2.888BB 

4 1.111181111111.- ··-··-··-··-··-5 1.- ··-··-··-1.1188118111.-•.-
6 l .... B.1181181118 8.-l.-l.-l.-l.-
7 e ...... •·- 19.""'6 •·-•·-•·-2.-e •.-•.-•.-1.-1.111118111.-•.-

' ··-··- 21.""'6 ··-1.-··-1.-11 ··- ...... 18.99'J'J96 8.- ......... ··-l.-

COllAlllO: [AJ Arriba 
[ <J liquierda 

[IJ Allajo 
(1) P19. Inicial 

Fig. 3.17 

7¡, 

[)] Derecha m Fin 



TliMPOS "EDIOS DE PR1"ER PASO V DE RECURREltC!A 

8 9 18 
1 8.- 8.811811888 8.118881188 
2 ...... 8.111811188.11118118811 ] •.-1.-3.-
4 ··-··-··-
5 1.~ •. -8.-
6 •.-1.-8.-
7 ··- 21.""96 1.-1 2.~··-··-9 •. -21.999996 2.-

11 ··- 19. 999996 2. 21111118 

COllAllDO: (AJ Arriba 
C<J lrquhrda 

(8) AllljD 
(1) P ... Inicial 

Fig. a.u 

[)] Derecha 
en Fin 

Por ólti•o h op<ión "10 ftATRIZ DE PROBABILIDA~ES 
ESTACIONARIAS" rHliH el cUculo d• In probabilidadts 
Ht1cionari11. Para aqu.1101 Ht1do1. qui ti•••n poriadicidad 
dil•Hnt• d• 1 y cuya prob1bilid1d Ht1cionlri1 d•p•nd• d1l 
p1rlado1 111 probabilid1d11 corr11pondi1ntH 1p1rec1n 
d11pl1g1d11 1n 1tributo "vid10 inv1r10' !r1v•rS1), 
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calllll: 

8 
1 8.1511722 
2 t.3715621 

3 ··-
4 1.1751361 
5 1.4444444 
6 1.1151515 
7 1.­........... '1.­
ll ··-

.-0: 

[AJ Aniba (1) llbljo 
[ <J Izquierda (1) Pas. Inicial 

Ftg. 3.19 

llAlRIZ DE PlllllM lllllAllES ESTACllllAlllAS 

(fl) .... iM (1) lllajD 
C<1 JzquleNI UJ P19. Inicial 

Fig. 3.20 

1& 

[)] Denc:hl 
Cfl Fin 



CAPITULO 4 

EJEKPLOB DE APLICACION 

4.1 APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS 

Considere•os un si1t111a de •provecha11ientos hidriulicos que 
const• de un vaso y un distrito de riego y cuyo propósito e11 el 
de proporcion1r agua 1n dich• tona d• riego. Supong1•a• que se 
de•ea evaluar una doteralnado polltlc• de Hignación · de ogua 
b11•ndonos 1n la ••Ki•ización de 101 beneficios netos esperadas 
de la praducci6n agricola, to•1ndo en cuenta 11 c1racter 
e1toc~stico d• los 11curriaientos 11 v1i10 en cada p1riodo. 

Una polltico de nignoción de oguo consiste en la 
11p1ciUc1ci6n del volu•en de 11gu1 que 11 proa1te durante un 
periodo de acuerda ol nivel de olHcen .. ienta del VHa al ini­
cia de He perlada, 

Etci1t1rn diver101 i1ctore1 que afectan 101 b1neficia1 que •• 
obtienen de la producción agricala en el distrito do riega, por 
lo que oon los que deteninon la palltica de Hlgnaclón de 
agua. El pri•er Hpecta HU nhcion1da can lH 
caracterlollcas del vaso y lo .. neu probobilistica can que 
llegan 101 Hcurri•i•ntas 11 l!Ho. Especllic1Hnte 11 capacidad 
del VHD y h función de distribución do las escurrl1ienta1 al 
vua. El segundo upecto HU relacionada con el usa del aguo 
reflejoda en el hecha de que cada valu11n praaetida de agua en un 
cicla de producción 1gricol1 peroitir• obtener un beneficia 
ecanó1ica que 11 cuontificable. Un 61ti•a Hpecta 11 el 
rel1ciani1da con 11s penalizac:ion•• que deben can1iderars• al 
operar un 1i1t••• d1 1provach1•i1ntos hidriulica1, una da ellas 
•• la debida al control d1 1venid1.1, esto e1, c1d1 valu1en de .. 
rr11ado d1 agu• tiene un co11to, Y• que 11e volu11n padr 1• ser 
u11da en la producciOn ogrlcola o bien couu d1ftas •oterilles 
11. Hr dorH•odci. La atu penolir1ci6n H la debido al dtlicit 
en h entrego de 1guo, Hta H 11 diferenci1 entre el volu•on de 
1gu1 praHtida y el valuHn nll entregoda. 

Bupong11a• que cad1 perlada 11 cantid1d 
1ntra al v110 producto d1 lo!= 11curri1i1nto1, 
aloatarh que denohr110• por Q, y cuya función 
HU doda por l• •iguiento tabla: 

total d• •gua que 
11 una c1ntidod 

de distribución 

o 114 112 
116 216 316 

311t l 
11 a 116 

donde PI Q 1 es h prob1bilidad Haciada a un vqluaen de Hcu­
rrlmlenta Q. CanddorHas que la cap1cid1d del vHa es igual a 1 
y h palltic1 de nign1ción que 11 sigue ea l• siguiente: 
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5 
w 

o 1/1+ 1/2 
1/1+ 1/1+ 1/2 

3/1+ 1 
3/1+ 3/1+ 

donde S 11 el nivel de almacenallienta al principio del ano y tJ el 
volu11en de i1gua pro111tido. 

L~ 1igui1nt1 tabla no1 •uestra las beneficio• obtenida!i de 
asignar un volu•en de 1gua ><, estos beneficios se denota.n por 
BI M l. 

M 
BIMI 

o 
o 

1/1+ 1/2 
2 7/2 

3/1+ 
9/2 

1 
5 

Lo• beneficios anterior•• 1an los obtenidos al 111.signar al 
dhtrita d• ri•ga un valu••n d•hr•inoda d• aguo, 1in iepartor ~¡ 
dicho voluaen es real••nte entregada o no, ya que las de1-
vi1ciane1 producto de 111 dif1r1nci1ti entre las volO•enes 
•ntreg1da y Hignoda H cansidoron •n lH p•n•liHciann 
aigui•ntn: 

M - M' 
TIM-M'I 

o 
o 

1/1+ 
-1+ 

1/2 
-7 

3/1+ 1 
-9 -10 

dand• M H •I valuHn de ogu1 pro .. tido y M' •I entrogoda y la 
penlliuci6n debida ol dtlicit M - M' H TIM - M'l, 

"i1ntr11 qui 111 p1n1liz•cion11 par derra•ar un volu•en de 
agu1 Z Hhn dodH par: 

z 
DIZl 

o 1/1+ 
o -312 

1/2 • 3/1+ 1 
-1+ -1+ -1+ 

PadHa1 idontiliur los cinco dilerontes nivolH de 11-
a1c1n1ai1nta con 101 e1t1da1 di 11 c1~1na de fllarkov 11aci1d1, asi 
el estado 1 corr11pand1 1 un nivel d1 alaac1n1ai1nta o, •ientr1• 
qu• •l estado 5 •• ••ocia • un nivel d• al••cen••iento 1. 

L1 Htrit de prob1biHdadH do tunsición H obtiene UHndo 
11 luncilln do distribución do 101 Hcurri1ienta1 11 VHD y I• 
carrHpandlente palitic1 de asignotlón ~. 1gu1. 

L• entud1 Pu de I• .. triz de prab1bilid1dH do tunsición 
roproHnto I• probabilidad de qui 11 pres• •• encuentre vach 
IHtlda 11 al Unll dol perlado, cansiderando que 11 principia 
del perlada H encantnba vaci1. De 1cuerda a 11 paUtica de 
Hign1cllln Hta acurriri en el CHa do que las Hcurrlaientas 
11 ••so Hin e1nar11 a lgullH 1 1/1+1 • y1 que HI es 11 c1ntid1d 
do 1gu1 praeeUda par la que: · 

Pu : PtQ ! l/l+l : PtQ : Ol + PCQ : 1/l+l : 1/6 + 2/1 : 3/6, 
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De manera analoga podeaos determinar el resto de 111 
probabilidodH, cuyo cUculo H prHtnta a continuación: 

P •• = Probabilidad de que la presa H encuentre a 1/4 de 1u 
capacid1d al final del periodo, dada que al iniciar el 1Dis1a, 
estaba vacia. 

: PCQ : 1/21 3/6, 

P .. = Prababilidod dt qu1 l• PHH 
c1p1cidad de 1/2 dt su nivtl •lli•a, 
periodo •• encontraba v1cl1. 

: PCQ : 3/41 : 1/6, 

11 encuentre 1 una 
do da qu1 11 in le la dtl 

p,., = Prababilidod d• qu• al linolizar •l ptrlada 11 nivtl 
d1 11 pre11 este a 3/4 de su c1p1cid1d, doda qu1 11 iniciar 11-
tob1 vacia. 

: PCQ = 11 = 1/6, 

Pu = Prob1bilid1d de que al linoliur el pulodo •l nivel 
de 11 pre&a se .encuentr• en 1, dada que 11 iniciar estaba vicia, 
Esto prabobil id•d es igual 1 O ya qu. H necesitar la qu• 11 
niv1l d• la• Hcurri•i•ntas al vna fu1ran d• 1 1/~ la cu1l na 11 
pa1ibl1. 

=o. 
P .. = Prab1bilid1d dt qui 11 finalizar 11 ptriada 11 prHa 

51 encuentre vacil, dado qui al iniciar el periodo se 1n-
cantrab1 a 1/4 dt su c1pacid1d. 

: PCQ : 01 : 1/6, 

P .. = Prabobilidad d• qui al linllizar el ptrlada 11 preso 
se 1ncu1ntr't a 1/4 d• ~u capacidod 1 dada qu• al iniciar Htob• en 
1/4. 

= PCQ : l/41 = 216. 

P.. = Probabilidad d• qu• 11 finalizar •l putada 11 pHH 
•• 1ncu1ntr1 a la •itad de su capacidad, dada que al iniciar, su 
ninl ira d• l/~. 

= P[Q : 1121 : 3/6, 

P • ., = Pro.b~bilid•d d• que 11 linalizar 11 p1rloda la prHa 
H 1ncu1ntr• • 3/~ d• 1u c1p1cidad 1 dado que al iniciar, su nivel 
IH di 1/4, 

: PCQ : 3/~I = 1/6, 
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P •• = Prob•bi lidad de que al finalizar el periodo la presa 
se encuentr1 ll1n1, d1do qui •l inici1r, su nivel er• de 1/lt. 

: PCQ : 1l : 118, 

Pu = Probabilid1d de que 11 finoliur •1 periodo la presa 
se encuentre vaci•, d•do que •l inicio d1l periodo se en-
contraba su nivel en 1/2. 

: PCQ : Ol : 1/&, 

Peo = Probabilidad d• que ol flnali zar •1 p•r lodo h preH 
H •ntu•ntr• • 1/lt d• su copocldad1 dodo que ol inicio dl!l 
p1riado 1e encantr1b1 su nivel 1n 1/2. 

: PCQ : l/ltl : 2/8, 

Peo = P•obabilidad d• qu• al t•Hino dd periodo h pnH 
•• •ncu•ntre a 1/2 d• su capacidad, consi~•rondo qu• al lnlciu 
•1 p•rlodo H •ncontraba t .. bHn a 1/2, 

: PCQ : 1/2l : 3/8, 

Po• = Probabilidad d• qu• al Ur•ino d•l periodo h pr•H 
•• 1ncuentr1 i 3/lt d1 su c•p•cidid, consider•ndo qu• al inicia su 
nlv•l •ra d• 1/2, 

: PCQ : 3/ltl : 1/&, 

P .. : Probabilidad d• qu• al Ur•lno d•l per lodo h PHH 
•• encuentre llena, dado que al inicio su•nivel era d1 1/2. 

: PCQ : ll : 11&. 

P.. : Probabilid1d .d• que al finalizar el periodo la preu 
•• encuentre v1cl•, dado que al inicio del •i••a, · s1 1ncantr•b1 
1 3/lt d• •u c1p1c id ad. 

: PCQ : Ol : 11&. 

P.. = Probabilid1d d• qu• 11 finlllzar 11 periodo la prtH 
H 1ncu•ntre 1 1/lt d• su upacldad, con1ld•rando qu• al inicio •u 
nivel ero d• 3/lt, 

: PCQ : 1/ltl : 2/&, 

P •• = Probabilidad d• que al t•reinu •I perlada •I nivel 
de la prHa H• de 112, da~a que al iniciar, ht• •ra d• 3/lt, 

: PCQ : 1/2l : 3/&, 
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P.... = Probabilidad de que al Ur•ino del perlada el nivel 
d• la pr•H Ha d• 3/41 dado que al inicio eu de 3/4. 

: PCQ : 3/41 : 1/6, 

P•• = Prob1bilid1d dt qut al finalizar el ptrlodo 11 pre11 
•e encuentre llena, considerando que al principio del •i••o 1u 
nivel •u dt 3/4, 

: PCQ : ll : 1/6, 

P .. = Prob1bllld1d de que al ttnlnor el putada 11 prH1 
•• encuentr• . vacl1, dado que al iniciar 1e encontraba a •u 
•hla1 c1p1cld1d. E1tl prob1bilid1d H igul1 1 O ya que para que 
Hta 1uced1 Hrla necourlo que 11 c1ntldad de agua praHtlda 
fuese de 1, lo cual no ocurre en ningtln c110. 

= o. 
P.. = Probabllld1d de que al finalizar el perlada el niVtl 

de agua al .. cenada su de 1/41 con1idtrarodo que 11 lnlcior la 
pre11 Ht1ba Uen1. 

: PCQ : Ol : 1/6, 

P .. = Probabilld1d de que al t•r•ina del periodo el nivel 
de agua alaacenad1 luHe de 1/21 dado que al inicior el alHo 11 
pre11 Hhba llen1, 

: PCQ : 1/4l : 2/6, 

'•• = Prababllld1d de que 11 Hnll del periodo la prtH 1e 
encuentre a 3/4 de 1u c1p1cidad, considerando que 11 inicia H 
encontraba llen1. 

: PCQ : 1/21 : 3/6, 

P.. = Probabilidad de que 11 ter•lner el periodo la pre11 
11 encuentre llena, cansideundo que al lnlchr el •h•a 11 en-
contrab1 tHbi•n llen1, · 

: PCQ ~ 3/41 : PCQ : 3/4l+PUI : ll : 1/6+l/6 : 2/a, 

De Hta Hnero 11 utriz de prob1bilid1dt1 de transicibn 
quedar h do la 1lguitnte Hntra: 
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b., 

-... 

4 
---+--------------------------.--

1 1 3/6 3/6 1/6 1/6 

2 1 1/6 2/6 3/6 1/6 
1 

31 116 2/6 3/6 1/6 
1 

4 116 216 3/6 1/6 
1 

5 1 o 1/6 2/6 3/6 

Para poder avaluar h polltic• d• 
el beneficia neto ••per1do 11 pasar 

bu (2 - 4)(1/61 + 2(2/61: 2/6, 
b.. 213/61 = 6/6, 
bae = 211/61 = 2/6, 
b.. 2( 1/6) = 216. 
ba.e = O. 
b•a = 2( 2/6) = t+/6. 
bee = 2t2/61 = 4/6, 
bee = 213/6 l = 6/ 6, 
be• = 211/6 l = 2/6, 
b .. = 211/6) = 2/6. 
bu= 17/2111/61 = 7/16, 
b .. = (7/2112/6) = 7/6, 
bee = 1712113/6) = 21/16. 
be•= (7/2111/61 = 7/16, 
boe = (7/2111/61 = 7/16, 
b •• : t9/2Hl/6l: 9/16. 
b.e : t9/2H2/6l = 9/6, 
b.e : (9/2H3/6l : 27116. 
b••: t9/2H1/6l: 9/16. 
b •• = (9/2111/&l = 9/16. 
b .. = (9/21101 =o. 
b .. = (9/2111/6) = 9/16. 
b .. = (9/2112/61 = 9/6. 
be•= 19/2H3/61 = 27/16. 

o 

1/6 

1/6 

1/6 

2/6 

••ignición, 
del Hhdo i 

b .. : t9/2H1/6l + t-6/2111/61 3/16. 

Ba : 12/6 • 
•• = 16/6, 
Be = 26/6 • 
•• = 31/6 • 
•• = 57/16. 

c1lcull!ll1os 
11 Hhdo j, 

Dando B. reprHenta el beneficio 111peudo en el siguiente 
perlado, considerando qu• el nivel de l• proa H o1 corrnpon­
diente al Htado i. hto significa que el benehcio operado H 
eayor cuando 11 pr•~• 11 encu1ntr1 1n el 11t1do Lt, •• decir 1 3/&t 



de su capacidad. 

"•diante los b1aneficio1 e•p•r1do1 pode•os evaluar di fer ente• 
politicas d• asignación, can•id .. ando d valar pnstnte de los 
beneficios esperados durante vario1 periodos, de 11ta 111ner1 
sir• posible compar1r dD6 o mas politicas diferente1 y 1n b11e 
• 101 beneficios 11p1r1do1 d•ter•in•r cuilll 11 ••• conveniente. 

La •atriz de tie11pos 111dio1 de primer paso y de recurreocii, 
11: 

l 2 3 4 5 
l 6.63. 3.16 4.07 b. 74 11.20 
2 9.33 3.95 3.09 4.43 9.40 
3 9.33 3,95 3.09 6.43 9,40 
4 9.33 3.95 3.09 6.43 9.40 
5 10.64 4.42 3, 39 4.54 6.20 

la cuol na• auntra d nO••ro di P•rladas qut tn praHdla 
tr1n1r.urren para que l• pr11i1 pase d1 un· estada a otro, por 
ejemplo la entrada t •• = t0.44, esto significa qut cada vtz que 
11 pres• este llena <e1t1.do 5 >, tri.n1currir•n 1n pra•1dio 11 
p .. ladas para qu• ••ta quede vacla leda. 11. 

Par Ciltl•a •l vector d1 prababilidldH Htaclonariu H 

o.1443414, o. 25304&&, o. 3231101, o, 1554676, 0.1219512 1 

y cuya interpretación H l• 1igui1nt1: 

Un 14. b 1 d1 la• perladas l• pr11a Htara vacla, en el 
25,3 1 de la1 perlada• 11 prHa H encontrara 1 1/4 d1 su 
capacidad, en ti 32. 3 % dt la• ptr lados l• preu sv encontrara 
a 1/2 d• su capacidad, 1n el 15.4 1 de las ptr lada• la prna se 
encontrara a 3/4 d• 1u capacidad, y en 11 12. 2 1 d• lo• 
per lodo1 la pr110 11 encontrara llena. 
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~.2 SISTEMA DE COMPUTO 

Considere•os un siste11 de có11puto 1 el cual al11acena 
infar111acLón y tiene una capacidad finita de 50 11Bytes. A lo 
largo de una semana de operacBn, el siste•a recibe deter11tinadas 
cantidades de información generada por los usuarios, dicha 
infor•aciOn es •l11cen•d• en 11 siste11. Los voló•enes de 
infor••ciOn qu1 se reciben tienen un car1cter aleatorio, y su 
función de densidad est" dada por: 

V 0 S 10 lS 20 25 30 
P(vl O.OS 0.1 0,1 0.1 0.3 0.2 0.15 

donde v representa el volu11en de informac16n recibido para al­
ta1cenaei1nta y P< v > la probabilidad asatiilda a ese volumen. 

Co10 lt1 capacidad del sistema es li11ihda 1 la infor11cidn 
na puede permanecer para sie11pre almacenada, por lo que cuando el 
siste1a e1pieza a ¡aturarse, e1 necesario liberar espacio, v 
tra1l•dar l• inlor•il.ciOn h1ci1 dispoli ti vos dt •l•c:c1n1•iento 
•Kterno. Esto se realiza bajo hi política <s,SI, lo que sig­
nific¡¡ que cu¡¡nda el volu•en de infor•aciOn 1ls;acen1do sea mayor 
a igual • s, se resp1ild• información en cantidades necesarias 
P•r• que dicha valu•en dis111inuya a s. Considereao1 en e•te caso 
que h palltic• • utilizu H (30,35). 

Con1id1re•o1 11 dif•rent•1 11t1dos del siste••• asociados • 
voló•en11 d• infor•ación 1la1cen1d1: 

Eshda 3 b 10 11 

ValuHn de inf. 
ll••c11n1d• O 10 15 20 2S 30 3S ''º 4S so 

P1r1 construir i. Htriz d• prababilid•dH de tunsición 
utiliz1r••o1 111 función de d1n1id•d dtl va1u11n i:f1 infar11cidn 
r11cibida y 1• palitic• d11 1dminhtuclón d•l slstoa1: 

pu: PCv:Ol = .os P••= o P••= P•• = O 
p .. : PCv:Sl = .1 P••= PCv:Ol = • 05 p .. : PCv:Ol = .os 
p .. : PCv:lOl = .1 P••= PCv:Sl = .1 P••= PCv:Sl = .1 
pa._: PCv:!Sl = .1 pe._: PCv:lOl .1 p .. : PCv:IOl = .1 
P••= PCv:20l .3 P••= PCv:lSl .1 P••= PCv:lSl .1 
p,.: PCv:2Sl .2 P••= PCv:20l .3 P••= P[v:20l .3 
P••= PCv:30l .15 pu·= PCv:25l .2 p .. : PCv:2Sl .2 
Pa•=Pa•=Puo=Paaa: O P••= PCv:30l .15 P••= PCv:30l .15 

P••=P•ao=Pau= O P•ao=P•u= o 
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p .. a=p ... :p .. a= O 
p .... : PCv:OJ : .OS 
p .. o: PCv:SJ : .1 
p ... : PCv:lOl .1 
p .. ,: Ptv:15 l : , 1 
P"•= PCv=20l : , 3 
p .. •= PCv:2Sl : .2 
p .. 10= Pcv:30l = .1s 
p ...... : o 

P• a.=P••=P••=P• .. = O 
p .. = Ptv=Ol = .os 
p .. : Ptv:Sl : .1 
pu: PC v:lOl : .1 
p .. : PCv:lSl : .1 
p .. : PCv:20l : ,3 
P••o= PCv:2Sl .2 
P•u= PCv:30l : .15 

p,.a:p,..:p,.a:p, .. :pr•=P,.•= O 
pn: PCv:Ol : .OS 
P••= PCv:SJ : .1 
P••= PCv:IOl : , 1 
P•10= Pcv:lSl = .1 
P•u= Pcv~20l = .6S 

P••=P••=P••=P• .. =P••=O 
P••= PCv:Ol : , OS 
P••= PCv:Sl : , 1 
p .. : PCv:lOl : .1 
P••= PCv:lSl : .1 
puo= PCv:20l ,3 
P•u= Prv~2Sl = ,3S 

lH prab1bilid1dos de tron•iciOn poro 101 estldas 81 91 10 y 11 
•on igual~s a l•• que •• tienen p1r1 el ••t•do 7, de esta ••n•r1 
h 11triz dt prab1bilid1des de tran1ic iOn 11u•1 h 1igui1nte 
far•1: 

.. 10 11 --... +-------------------------------------------------------
1 1 • os • 1 • 1 .1 • 3 • 2 • lS o o o o 

1 
2 1 o • os .1 .1 .1 • 3 • 2 .15 o o o 

1 
3 1 o • os .1 .1 .1 • 3 • 2 .1s o 

1 
.. 1 o o o .os .1 .1 .1 .3 .2 .1s o 

1 
1 o o o o • os .1 .1 • l • 3 • 2 .15 
1 
1 o o o o o .os .1 .1 .1 ,3 .35 
1 

o o o o o o .os .1 .1 .1 ,65 
1 
1 o o o o o o .os .1 .1 .1 .65 
1 

9 1 o o o o o o .os .1 .1 .1 .115 
1 

10 1 o o o o .os .1 .1 .1 ,65 
1 

11 : o o o o o o .os .1 .1 .1 .115 

L1 cl11ilic1ciOn de est1da1 na1 •u11tr1 que 101 11t1das 1, 
2, 3, ... 5 y " son 11t1da1 tr1n1itor 101, •ientr11 que la~ Hhdo1 
1, a, 9, 10 y 11 1an 11tada1 recurnntH y pert1ne~en 1 un1 •iH1 
cl11e cerr•d11 · par otro 11do1 la• tiHpa1 Hdia1 de 1b1ardOn 
san: 
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Eshdo 1 2 3 4 5 6 
TiHpo •1d. d1 absor. 2.12 1.79 1.1t2 1.29 1.16 1.05 

E•to significa que de1put1 de 2 s111nas de oper1ciOn del 
siste1111, existe una alta proDabilidad de que el sistema se en­
cu1ntrc en nivele• d• saturación 1uy •ltas (estadas 7, &, 9, 10 
y 11 > y que una vet que el valu11n de infor111.cit.ln al11c1n1do 111 
•ayor o igual a 30 1 nta cantidad de 11paclo ocupado no 
di1•inuira nunca, e1 decir 11 volu11n de 11p1cia ocupada 
ocihrl entre 30 y 50 d11de e11 10Hnto en adehnte. 

La1 tieepa1 11dio1 de pri•er p110 y de recurr1nci1 son: 

6 10 11 
---+-----------------------------------

! 20 10 10 10 1.54 

6 1 20 10 10 10 l. 54 
1 

q 1 20 10 10 10 1.Slt 
1 

10 1 20 10 10 10 1.54 
1 

11 1 20 10 10 10 1.54 

Co•a podHos ver, la• t111pa1 Hdios de priHr p110 y de 
recurrencia, ion igu1l11 para un deter1in1da e1t1do, 1in i1part1r 
el Htado d11de donde el •hteaa parte. La interpretacibn dt 11-
tos valorH H la siguiente: 

Indep1ndi1ntes1nt1 del 11tada en 11 qui le encuentre el 1i1-
t1.. transcurren en pra .. dia 20 HHnH· para que 11 nivel de 
valuHn ocupado 1ea d1 30¡ 10 1Han11 pera qui el valuHn Ha dt 
35 1 ltO y lt5; y de 2 .... n11 para que el espacio ocupado sea h 
totalidad de la capacidad del 1i1tHa •.. 

Por 6ltleo el vector de probabilidades ntacianarias 11: 

1 o, o, o, o, o, o, o.os, 0.1, 0.1, 0.1, 0.65 ) 

la que signi lica que aprod•ada1en te : 

en el 5 z de 111 oc11ionH el volu•en ocupado H de 30 "'• 
en el 10 % de 111 oc111onH el valuHn ocupada H de 35 "B, 
en el 10 Z de 111 ac11ianH el valuHn ocupado H de ltO "'• 
en el 10 % de 111 oc11ionH el valuaen ocupada es de lt5 "'• 
en el •5 z de 111 oc11ion11 •l valuHn ocupado H de 50 "'· 
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CONCLUSIONES 

EKi•t•n 1n 11 vida real un gran nl11nero de si•t11111 y 
•itu1cion11 que cu11plen con 111 c1r1cter hticas de un aod1lo de 
cad•nH de 11arkov, par la qu• 1u utilidad 11 •UY HPli•. 

LH CadenH de "•rkav 1an un 1odela probabilhtica que 
proporciona inforeaci6n • tr1vts d1 una 'llrie d• est1dlitic11 
11aci1dH y cuya int•rpr•tacilln H bHtant• uncilla. 

El 1nUili1 de C1donas de "arkav UnitH can par•Htra 
discuta involucro un• gun cantidad de cUculo1 y operacianH 
11trici1les, que requi1ren de un esfuerzo cansid1r1bl11 no tanto 
par ¡u complejidad dna par 1u cantidad. El utilizar una ca•­
putadau para ruliur tedas 11ta1 cUcula1 huta cierta punta 
tediosas, nos proporciona una 19rie de •11nt1j1• que propician un 
au1ento en la efectividad de h1 Cadenll d• "arkav ca1a he­
ru1ientas de anUilh. 

Par una parte el hecha de rHliztr 101 cUculas a trav•s 
de un proyra•a .de co1putadora. na1 proporriona •ayor conli1bilidad 
en dichas cUcula•, adeds de pe .. itirna1 canalizar nuHtrn 
energlH en la interpretación de lH HtadllUcas calcuhdH 
'!" vez de cansuairla• en la r11lizaciOn de cilculas l\ecj,nicas. 

En ac11iane1 •n que d•bHo• ca1p1rar variH poliUca1 de 
operaciOn y cada una d• Htll pallticH ganan una aatrh de 
transiciOn di l•nnte, la laboT de cUculo se 1ul tip lica, por la 
que la utilizacilln de una ca1putodara pau llevar a cabo Hta1 
cUculo1 re1ulta en un ahorra 1ignific1Uva de Ue•pa y 
Hiuerza. 
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ANEXO A 

"ETODO DE DESCO"POSICION DE UNA SRAFICA EN SUBSRAFICAS CONEKAS 
"AXI"AS 

S•1 r•< M) 11 conjunto de sucesar11 di x, •• decir aquellos 
vtrticH que pueden alc1nzArse dHde x con c1•ino• de longuitud 
cullquhra¡ y SH r-1x1 el conjunto de predecHorH de x 
(Con junta de vtrticH dHde las cualn padHo• Uegu • x sin 
iapartar l• longuitud del c .. ino u ti liuda>, el can junta 
CI • l:r•1x1 n r-1x1 constituye una subgrUic• caneu H d•cir un• 
el••• caaunic•nte. 

Un attoda PAr• identificar ln clHH caaunic1ntH de un 
c•d•n•, consiste en taHr un vtrtice cullquier• x y calcular 
r•111 y r-11 I y 1 pArtir de astCJS CI • 1 can la cual abtenHat l• 
clna coaunicant• de •· A cantinu1ci6n 1upriaiaa1 las vtrticH 
qu• carrHpandan • dicha cl•H y repetiaas •l aiHD pracediailnta 
pau otra vtrtic• de 101 rHt.ntH, ni h11t1 ca1pletar todas 
la• vtrticH. 

Para ilustur Hte attoda cansid1reaa1 11 1igui1nte 
grHit1: 

Canstruyuos 11 ••triz baalHna, dan de indit1re1ac la• arca• 
pa1ibl11 can un l. 

2 3 .. 5 r•111 
---+-------------... ------

l 1 o 1 1 o o o 
1 

2 1 o o o 
1 

3 1 o o o 
1 
1 o o o o 2 
1 

s 1 o o o o 2 

2 

TOHIOS el vtrtice 11 pArl cdcullr r•11) lnlliZ .. 01 la 

91 



,. 

•atriz por renglone1, ••rcando con O el vtrtice analiz•do, 
de1pu•5 con l 101 v•rtices qui pueden 11r 1lc•nz1da1 de~d• el 
vtrtice 1 con ca•ino1 de longuitud igual • 1; de igual •aner1 
e1to1 vtrtic11 •arc1do11 deben •naliz1r1e y •arcar aquellos que 
pued•n alcanzarse can ca•inos d1 longuitud 1, con etiqueta igual 
1 11 d•l v•ruce 1nlliuda + l, A!il hHh que ningón v~rtice 
puedl ••r etiqu•tada, •n CHO d• que dgón v•rtic• y1 Hh 
•tiqu•hda, H n1p•h h •tiquet. arigin•l. 

Pau c1lcular r-111 pracedHD• d• 
1n1lh1nda 11 aatriz par coluan11, 
pr1d1cesar11. 

igual far•••. piro 
H decir otiquehndo 

A•i r111 
Cl11 : < 1, 
t1n1•0•: 

: <!, 2, 3, lt, S> y r-111 : U, 3, ltl, por la qut 
3, ltl. Eli•in1nda Hto1 v•rtlcH de 11 Htriz 

2 s ---·----------
2 1 1 l o 

1 
5 1 o 

r-121 o 

Ta• .. 01 1har1 el drtic• 2 y d• igual •1ner1 r•121:<2,Sl y 
r-121:<2, S>, par la que CI 21=<2, S>. 

l911 .. 01 mntoncH da1 clHH camunic1ntH : 

c. = u, 3, lt) y c. : <2, 5), 

llETODO l'MA LA DETER"JNACJON DE · LOS NIVELES DE CLASE DE UNA 
&llAFJCA 

E•t• .. todo na• peHlte d•t•r•inor •l arden en que uni 
c1den1 recorH 111 dif•rentH cl1111 ca•unic1ntH. PH• poder 
utUi11rlo1 H necHnia deteHinu prieero 111 clHH de 
equival•ncia, dHpu" canatrui•aa 11 Htrl1 baol11n1 11aciad1, 
pero canaideunda 1 lH cl1H1 d• •quiYl1.ncl1 c11110 ai lueun 
.. ruc ... 

Fau1101 un vector Yo en el que aparee• la IUH d• 101 
e1Henta• de 101 renglanH de la ••triz1 101 eleHnta1 d•l vectat 
Yo que san igualH 1 C9fD HPHHntan 111 clHH que p•rhnecen 
al nivel •ll inferior No, H d•cir qu• a partir de dicha claH 
no existe otra el••• que ••• 1u suca1or•· 

Supanga•o• que Ca y e, pert•necen • No, entancH calculHOI 
la IUH de loa 9le•entas de 101 renglonH do h Htriz, pera dn 
to•ar en con1id1r1ción 111 calu•n11 carre1pondi1nt1s 1 Ca. y e,, 
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11 vector resultante lo resta.11os a Vo pira obtener V.a., las 
entr1d1• correspondiente1 • lis cl111• ya ordenadas no se'" 
consider1da1. Los ele1111ntos de V.a. que san igu1les a O constituyen 
el 1iguiente nivel N.a., es decir, aquellas clases cuyas sucesoras 
son los ele•entos de No. E?te proc1di•ienta •e repite h1•ta 
agotar todas 111 clases. Oe esta far•• las cllse5 que teng1in un 
nivel No con1tituyen 111 cl1111 cerradas, ya qui na tienen 
1uc11or1s y par lo tanto una vez que 11 cadena ca.e en dicha clase 
per•enece en ella par• 1ie111pre. 

A continuación H ilustra •l •ttodo dHcrito con un 
•l••plo. 

Con1idere•o1 la c1dena repre11ntada por 11 grUica 
siguiente: 

Aplicando el pri••r •ttodo presentado en Ht• ane•o, 
teneaas que ••isten cu1tro el•••• co1unicante1: 

c. : <U 
c. = <3, ... 5) 
c. = <6, 7) 

c. = <2> 
ConsiderHo• cada clH• ca•a 11i iuH• un vtrtice y larH•o• 

la Htriz baolHna carrnpandi•nte. 

c. 
c. o 
c. l 
c. o 
c. o 

c. c. c. 
o o o 
o l o 
o o o 
l o o 

Vo 
o 
2 
o 
1 

LH clHH c. y Co pertenecen al nivel No. La nu1va Htriz • 
considerar 11 : 

c. c. y, 
c. o o l( 
e;.· o o o 
c. o o l( 

c. 1 o l 
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El siguiente niv1l N. e5tl constituido por lit. clase e: ... 

c .. v. 
c. o M 
c. o X 
c. o M 
c .. o o 

Par 6lti•a el nivel N• •1t1 formado por la clise c ... 

D• ••t• Jar•a h1•a• ordenado las e 11111 co•unic1nt•1, ob­
t1ni1nda qui 111 tllH c. y c. ion tlHH corudH y IH tlHH 
C. y C .. IDn tlHll lbintH, 



ANEXO 1 

ALGORITMO PARA DETERf'!INAR LOS CIRCUITOS Sif'!PLES DE LONGUITUD NO 
NULA A PARTIR DE UN DETERf'!INADO VERTICE. 

11 H•c•r C : C1 = 1. 

21 Ell!gir un vtrtice cullquiu• 11 •tiquetar dicho vtrtice 
con etiqueta hoporll Cp:Ole. 

3,. H•cl!r V1 = •· 

~J Etiquehr 101 r•1hntH v~rtices con •tiquet. tHporal 
Cp=•le. 

SJ Tour •l prlHr v•rtice v,, •n r•1v1J qu• na·t•ng• •tiqu•t• 
perHn•ntl! C le., y •tiqu•hr tHpaui..,t• can Cp=•in<Cp( V, lle. 1 
Cp<V1Jlc.+1llc. ; si na ••i9t• dicha vtrtlce Ir 11 pua 9. 

6l Poro c1d1 una d• las ruhntH vtrtic .. v. •n r•1v1J qu. na 
t•ng•n etlquet1 p•rHn•nte C leo, h•c•r : 

6.1 > e = c + i. 
6.2l Etiqu•hr tada1 las vtrtlcH can •tlqu•t• tHparol 

[p:•Je. 
6.3J Etiqu•tor per11n•nt•••nt•, vtrtlcu 1nt•c .. au1 can 

•tlqu•tH C leo 1 • p1rtlr d• V• hHh ll•g•r 11 v•rtlce can 
•tiqu.h Clleo a [Ole.; can •tiqu•h1 [ple, dand• p H h 
•tiqu•h d• Cplc •• 

6.~ J Si v. na tilne •tiqu•h p•rHn•nt• le, •tiqu•hr 
tHpaHlHnt• can Cp=•in{[p( Ville1 Cp< V• Jleo+l>l 

llJ C .. bior 111 •t!qu•tH COle d• 1 pqr t•epardu Cp:•Je. 

9 l Ta1u cu1lqul•r vtrtic• v, 1dy1cent• 1 V1, can llgun• 
•tiqueh tHpaul Cpleo1 can p t •, y h•cHa1 V• = v,, en c110 d• 
na ••iltir dicha vtrtic•1 buscor dgdn vtrtic• can •tiqueh 
t•11paul [ple, con C t C• y p t • 1 y h1c•r C•=C; 11 no eKisle 
nlngdn v•rtlc• que cu1ph con Hto t•roinor. 

10 J Ej•cutar PHDI s, 6 y 1. 

11 l SI 1lguno d• 101 vtrtic.. etiqu.t1da1 en 101 p11a1 S y 6 
.. •• h•c•r p•r11nent• dich• •tiquet. y 9lieinu tad11 ln 
•tiqu.tu heparolH C•le• can Ci = l• etiqu•h p•rHnent• d• s. 

12 J Ej•cutor pHo 9. 

13 J Ir al p110 10, 
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ANEHO C 

Lemma.- Sean a.1., aa, ••• ,a" enteros positivos con •Aiximo 
coeón divisor igu1l a 1. Entonc11 •Miste un entere N t•l que si 
• ~ N, entonces • puede ••r IMprts•do ca•c un• co•bin•cidn 
lineal positiva de los ele•entos ••· Esto es 

n 
• = r b, h donde b.1. son ent•ros no .. negativos • 

i=1 

Prueba.- Si 11 •.c.d. d• < 11., ••i••••ª" >es igual a 11 en­
tonces eKisten enteros k, hles qu1: 

n 
1 = t k, .,. 

J=1 
n 

Sea s = 1: i.t. 1 cualquier entero positivo pu1d1 ••r 
i=1 

11crita di ••n•r1 Cmica ca10 • = q1 + r dandi q y r son 1ntaro1 
y O i r i 1. Entonces 

n n n 
• = q t 

i=1 
la.+ r J: ka la.: J: fq+rl.t.Jla 

i:1 i=1 

par lo qu• buta Hcagor • la 1ufici1nt•mvnt1 grand• para qu• 
q ~ slk•I PIH toda i : 11 21 ••• ,n • EntoncH todo1 101 
ca1ficient11 q+rki ••rAn no-n1g1tiva1. 

1uc11ion11 d1 nOe1ro1 

• 
E b. < • v can <u.> 

k:O 

SHn <h,, <b.>, <u•> 
• 

r11l11 no-n1g1tiva1 can J: 1 ... : 11 
k:O 

uno 1ucHión 1cohd1. Sup~ng .. os qu~ •l 

•.c.d. d• Olh > 01 H igual a l y qu• H cu•pl• 11 •cu•ción d• 
HnavaciOn: 

n 
Un - E In-• u .. = b .. p1r1 tad• n:O, 1, 2, ••• 

k:O 

EntancH •1 lf•lt• d• u. cuando n ti•nd• • infinito •Milt•: 
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lill Un 

n->• 

E 
k:O 

• 
E 

k:1 

b. 

k ª• 

• 
Si E k .. < • 

k=1 

• 
siEka•=• 

k=1 

Pru•ba, - El 1upuHto de que el ocd d• <k l h O> = 1 H •uy 
i•portant•, p11r1 l• d••o1tr1ci6n del teore111. •1uair•ao1 que 
.... = o, •• ) o, •• > o. 

Su p = Tiii u. cuando n->•1 por hipOtesil p H finito. 
S•leccionHa• un1 subsuceli6n n, hl qu• 111 li• cuando j->• de 
u., = p. "a•traruas qui lim cuando j->• d• Un•-• = p utilizando 
la condiciOn de que •• > o. SupongHas que H hha qu• lim 
cuando j->• de UnJ-• = µ. Entonces existe µ'< JJ tll que UnJ-•< µ 
para un nOoera infinito d• vllores de j. SH E= ••IP - p' 11~ y 
" = sup<u.>, 

• 
ToH•a• N tal que E •• ! E/"· Ahora HCaj1mo• lo 

k:N+1 
sufici1nt1a1nt1 gr1nd1 para quin, !: N, u,., > p-E,un1-• < JJ'< p; 
b., < E y u. < p + E 1 p1u todas las valar•• de n t n, - N. Esta 
.. pasibll• y1 qu• ·" y E san fijas. Par la qu• usando el hecho de 

• • 
que E •• = 11 Hi•t• uno N t1l qu• E h E/", 

k:O k=N+1 
O.j11as fija dicha volar d• N. Co•a u.,-> p cu1nda J->•1 Hilt• 
J. h1 qu• p - E < u., < p .+ E poro tad1 J J •• De hecha, ya que 
p H •l ll•it• •up•riar d• 11 sucHiOn ariginll <u.>, todas los 
ttro!nas d• (u.> p•rHnecen par deboja d• p + E • p1rt!r d• un 
ci•rta •a••nta. Esto 111 1xht1 J• tal que u.,_" < p + E pira 
tad1 J !:. J.. Tl•bUn y1 que 

• 
E b. < •, existe J. hl que b., < E p1r1 tadH lis j ~ J •• 

k:O 
SH J = •ul J., J., J. I. P1u un nóHro infinita de vllarH de J 
t1n1•a1 que un,-• < JJ' fij••a• ••• valar d1 J• qu1 111 a1yar que 
J, Piro Ht• j" la cond!ciOn 1ntuiar H Hti•l•ce. 

A1i 

u .. ,. 
n,. 
t 1.., Un.1•-1t. + bn1• ( 

k:O 
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N 1 

( Z: lk Un .1•-11. +· f1 1: b. + E 
k:O k:N+l 

N 
<E 1.., u,.,._.., +2E ((10+11+1.•+ ••• +t1.1111H p+E> + •• p'+2E 

k:O 

~ ( 1-•· )( µ + € J • •• µ' + 2€ ( µ - ( µ - µ' lb +3€ = µ - € 

E1to cantudic1 un1 d11iguold1d 1nhrior, par la que deb• 
Hr ci1rto qu• li• Uoi-• = µ cu1ndo j-)1, Utiliundo •l hecho de 
qui!! •• > O es posible •01tr1r •1di1nt1 el •iu10 proc•di•i•nto que 
11• uo1-• = µ cu1ndo j-)1, Ahau putiendo d1 qui li• cu1ndo 
j->• d• u.1-• = µ v Hpiti1ndo 11 1rgu11nto utiliz1do •nt1riar­
••nt1 t1n1•01 que li• Un.t-•-• = p cu1nda j->•· Continu1ndo can 
11te procedi•i•nto abtene•os que li• cu1ndo j->• de Un.1-••-••= p 
p1r1 cullquilr 1 v b 1nt1rc1 po1itivo1. Por •l 11111 interior 
11b9aa1 qui Hi1t1 un 1nt1ro N• tll q"" li• cu1ndo j->• de 
Un.1-•= p p1r1 a > N• ( D1 hecho si •• > O y •• > O entonces N•:1 >. 
En cualquier c110 1upong11os que N• 11 el ••nar 1nt1ra que cu•ple 
11t1 propi1d1d. Quer1•01 •ostr1r que li• Un.1-• = p cuando j->• 
p1u toda• 101 1ntero1 po1itivo1 d, la qu1 1ignilic1 qu1 Nº:O. 

Si N• > O 1ntonc11 por definición d• N", 111 cu1ndo j 
ti1nd1 1 • d1 u,.,_.,.. t p. Sin 1ab1rgo1 can1id1r1101 

n,-N• 
Unj-N• : 1: lk Un1-N• + bn.1 00N• 

k:O 

11to puede rH1cribir11 di 11 dgui1ntl 11n1u 

",-N•-t 
( l-10 )Un,1-N• : E •k•& Un.1-N•-c ••& J + bnJ-N• 

k:O 
n,-N•-t 

y Y• qu• 1: ........ tiende a 1-&o cu1ndo j->• y UnJ-N•-c ... , , 
l:O 
tiende 1 µ p1u tod1 l cu1ndo j->• v bn•-• ti•nde • O cu1ndo 
j->•, ten11a1 qu1 

n,-N•-1 
E 111.+1 UnJ-N•-C-.•&I --) µ(1 - •ol 

k:O 

Ali ( 1 - 10 lli• u••-•• = ( 1 - 10 Jµ y v• que •• < t1n1••• 
j-)1 

que li• Un1-•• = µ cu1nda j->•• Est1 contudicción i1plic1 que 
lil Uo1-• : p PHI tad1 d ! 0, 
J->• 



En nto punta padrlHa• decir que el ll•it• de lo 
1uc•1iOn origin1l Un •• p. Sin elftbargo, esto na 11 sigue del 
hecho que li• cuando j->• un,-• = p para toda d ?. O. Para ver 
11to con1idere1as el siguiante aja•plo. Sea Wn = 1 1i kª-k.<n~ ... 
p1r1 1lg6n •ntaro k., y Wo = O an otro caso. La 1ub1ucesión Wn;i 

canverg• a l. De h1tcho Wn•-• converge 1 1 p1r1 todo d !:: o. Sin 
a•bargo Wn••& convarg1 a O par lo qui lim cuando n->• de "'" no 
exista. Observando ast• eja•plo no• d•re1101 cu1nta de qu!! no 
pad11os concluir que 11 li• cuando n->• da un existe • 

. Saa rn : ln•I. +in•• + ••• u sigue que 

e • e • j-1 • 
t .. = ¡: ¡: ., & ¡: ., ¡: j ., 

k:O k:O J=k+l j:l k:O J=l 

• 
par la que h hipOtesi• que invalucn & j •• ur• d•d• en 

J=l· 
Ur•ina1 de r.. 
que todos las 
tena101 que In 

El intorcHbio de In Hries Hh ju1tilicoda Y• 
ttr•ino1 son no-ntig1tivos. Par construcción 
rn-& - rn para n !. 1 y 

n 
CD•O Un - C lll Un-ll : bn tane•DI qua! 

k:O 

n 
Un - lo u" - 1: Cr..-a. - h. )U"-" b,. 

k:l 

y d• aqu 1 se 1i gue qui 

foU" + fJ.Un-J. +,,,+ r"uo: foUn-a. + fJ.U"-• +,,,+ r"-.aUo + bn 

H•g1•01 A,. = roUn +,,. + rnuo 
ree1cribirs1 co•o 

A" : An-a + b" donde Ao : rouo < 1 - lo Juo : bo 

Resolviendo el siste•a d• ecu•cion11 resulhnte, tenemos que 
n 

Ao = E b.. P•n un• N fi ji .. nar qu• n t1neaa1 que 
i:O 

D•J•nda que j->• 
• 

par la que µ ~ E 
n:O 

· te-ne1101 
N 

bn I t 
k:O 

"' ~ A,., : 1: b .. 
n:O 

• 
que lro+r.1.+ ... +rNJ JJ ~ t 

n:O ... 



·' 

• 
Así, si I: r.. = • entonces JJ debe ser O. 

k:O 

• 
Si I: r.. < •, entonce1 

k:O 
1el•ccion••a1 una 1ub1uc•1ión 

Slti y : li11 u"'' De 

n->• 
011. tal que lil Un1o. 

k->• 
qu• li• Un11.-• = v para todi d ~ O. 

k->• 

= v y •a1tr1•01 

D11ini•o1 g( N 1 : t rn por lo qui li• gl N 1:0, Ahou 
n:N+I N->• 

•• 
t bn ~ roUnti. + rau ... 11.-a. + ••• + fNUn•-N + " gC N, 

n:O 

donde " 11 11 •uprHo de 101 Un • O.j•ndo que k->• hnH01 que 
e N 

C bn ~ t rn V + " gl N) 
n:O n:O 

• 
ahora dw j1•0• que N->• y tene•o• que t bn 

n:O 

• e bn 
n:O 

e rn 
n:O 

• 
I rn v por lo que 

n:O 

co11binando 11t1 r•sulhdo con 11 resultada anterior t1ne101 qui 
v ~ µ por la que v = µ. Asl 

• e bn 
n:O 

lil Un : -------
n-)• • 

e rn 
n:O 
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