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INTRODUCCION

El hombre, en su cotidiana actividad, enfrenta una variedad
de fenbaencs o situaciones que le resultan incomprensibles y
cuyas consecuencias o resultados son inciertos. Sin esbargo,
siespre existe la necesidad de tomar decisiones concernientes a
dichos fentmenos, por lo que en la mayoria de las ocasiones,
las decisionas deben tomarse ante circunstancias inciertas. La
Teoria de la Probabilidad surge con la necesidad de comprender
este tipo de fendmenos y comc alternativa a 12 imposibilidad de
conocer y ententler comspletamente su comportamiento,

Actualmente, la Teorfa de la Probabilidad se enfaca al es-
tudic de wmodelos satemdticos que rapresentan fendmencs
aleatorios. Desde el punto de vista préctico, pretende iden-
tificar la corraspondencia entre una situacién reel en estudio,
la cual estd sujeta al azar, vy un sodelo satemético cospuesto
par una variable aleatoria y una funcién que representa la pro-
babilidad de que esa variable asuma un deterainado valor o se en-
cuentre en un cierto intervale {funcién de densidad o de
distribucién probabilistica).

8in embargo, el planteamiento anterior correspande a un en-
foque estético, bajo el cual no se contempla el coaportamiento
de una variable aleatoria a través del tiempo. Al incorporar el
factor tiespo a este tipo de andlisis, la Teoria de la FProba-
bilidad cobra un caracter dinkmico, que se traduce en las
1llamados Procesos Estocdsticos, Este caracter dindmico no es
generado exclusivasente por el pardestro tiespo, sino que exis-
ten otros factores que pueden propiciar esta indole cambiante en
la Teoria de la Probabilidad.

Las Cadenas de Markov constituyen un tipo particular de
proceso estocdstico, y come tal su aplicacién se enfoca
basicasente al andlisis de fenbmenos dinssicos, @s decir
aquellos en los cuales el transcurrir del tiempo propicia una
variacién en las caracteristicas de sy cosportamiento. Actual-
mente en un mundo cambiante de constante transformacién, los
fendasnos  a° los cuales se enfrenta el hombre modernc son en la
gran sayoria de las casos, de caracter dindaico. Consscuen-~-
temente existe una gran cantidad de fentmenos © procesos que son
suceptibles de ser analizados a travées de Cadenas de Markov, tLos
sistemas de  aprovechasientos hidraulicos, procesos de
transmision de caracteres hereditarios en el -campo de la
Genética, tecria de juegos, inventarios, etc. son algunos cam-
pos an los que 1o sodelos de Cadenas de Markov tienen una gran
aplicacion.

Bisicamente el estudio de Cadenas de Markov se centra en la
matriz de probabilidades de transicién, la cual estsd cons-
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tituida por las probabilidades de transicion existentes entre
todos los posibles estados o situiciones en las que puede caer el
fendmeno bajo estudio. La dimensién de la satriz de transicidn
estd dada en funcién del nimero de estados o resultados
posibles, por 1o que mientras sayor sea la cantiddd de estados
mayor serd la complejidad asociada al manejo de la aatriz de
transicién correspondiente. Los cdlculas que se realizan con
las entradas de la matriz de transicién son sencillos, aungue
pueden llegar a ser muy numercsos, lo que ocasiona que el manejo
de las Cadenas de Markov asociadas resulte un tanto cosplicado.
Sin eabargs, considerando las ventajas que nos proporciona el
adelanto tecnoldgico de las computadoras, este problems de
manipulacién resulta insignificante, ya que el uso de un
prograsa de coOmputo nos persite realizar operaciones con
satrices de una manera rdpida y fdcil, manteniendo ademds or-
ganizada nuestra informacién y los resultados abtenidos.

€1 presente trabajo tiene por objetivo mostrar el enorse
potencial que las Cadenas de Markoy tienen comc herrasientas de
andlisis, an el estudio de sistesas dindeicos reales, asi coso
la estructura @ implantacion de un programa de computo que
realice lasc tareas bisicas relacionadas con el andlisis de es-
tas cadenas.

En el primer capitulo se define 1o que es una cadena de
Markov, se establecen algunos conceptos basicos acerca de ellas,
y se destacan aspectos de importancia en su anblisis.

El segundo capitulo se ocupa de presentar las principales
estadisticas asociadas a una cadena de Markov, asi como de
msostrar un procedisiento mediarte el cual pueden ser calculadas.

En @l tercer capitulo se analiza la estructura de un
prograsa de céeputo desarrollado para el andlisis de cadenas de
Markav, presentando la foraa de operarlo,

El cuarte capitulo estd constituide por ejaaplos de
aplicacién a problemas con caracteristicas reales.

En la parte final, se presentan las conclusiones derivadas
en el desarrollo de este trabajo.



CAPITULD 1
CONCEPTOS DE CADENAS DE MARKOV

Las Cadenas de Markov constituyen uno de los procesos
estocastices mas importantes y por consiguiente mas estudiados
dentro del campo de la Probabilidad.

Las propiedades analiticas que presentan y las
caracteristicas asintoticas de sy comportaaiento, han
propiciado su utilizacién en el estudio de diversos fendmenas,
sobre todo en aquellos que tienen un caracter dindmica, es decir
donde el comportamiento de las variables de estudio 4 lo largo
dal tiempo es importante. Asi mismc la sieplicidad de su
interpretacién  y la asplicacién  que esta clase de procesos
estccdsticos ha encontrado en diversas rasas de la ciencia han
ocasionado que las Cadenas de Markov cobren una mayor importancia
comp instrumentos de andlisis en la toma de decisiones.

Dentro de los procesos markovianos exiten varios tipos, los
que nos ocupan en el presente trabajo son agueilos que tienen un
numero iinito de estados y cuyo parémetro del tiespo es medido
en forma discreta

El desarrollo de este priser capitulc es como sigue: an la
primera seccion del capltulo se define lo que es una Cadena de
Markov y se establecen algunos conceptos de utilidad para su
estudio, en la segunda seccion se plantea el problema de la
clasificacion de estados de una cadena, en la siguiente seccidn
s$¢ analiza el comportamients de aquellos estados gque son
transitorios, las siguientes dos secciones se enfocan al estudio
de estados recurrantes, a través del concepto de periodicidad y
distribuciones limites; por ¢ltimo se incluyen algunos ejemsplos
de caracter ilustrativo.
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1.1 CADENAS DE MARKOV SIMPLES

Las cadenas de Markov son utilizadas para representar sis-
tesas dinsmicos que cambian de manera probabilistica en el
tiempo. Debido & 1la naturaleza dindsica de este tipo de
procesos, Uun aspecto que resulta necesario considerar al somento
de su estudio es el concepto de estado del sistema; el cual se
refiere a la informacion relevante del sistema en un instante de
tiespo dado. Por ejemplo en un sistesa de inventarios, el estado
del sistesa podria ser el nivel de inventario al final de un
periodo de operacion; en el caso de una presa, el estado del
sistema puede representar el nivel de agua al inicio de un
perioda de produccién agricola.

El estado de un sistema en el instante o© periode n se
denota como x(n) o bien xn, por lo tanto ncs interesa estudiar
¢l comportaniento de los valores { wtn) } cuando el pardmetro n
varia. El conjunto de estados que puede tener un sistema en el
transcurso del tiespo, es conocido como espacio de astados,

Las cadenas de Markov se pueden clasificar en base a diver-
sas caracteristicas, sin esbargo las que consideraremos a lo
largo del presente trabajo son aquellas cadenas cuyc espacio de
estados es finito y en las cuales e] pardmetra del tiempa es de
naturaleza discreta.

Consideremns un proceso estocdstico X=(u{n) | n € N} donde
los  valores que puede tosar x{n) pertenecen a un conjunto finito
E (espacio de estados).

Definicién.~ Un proceso estacdstico Xz{ xinlin &€ N } es
una cadena de Markov si cumple que:

Plan=in | Xn-1Zin-2y tn-a2=in-@,.sH02le) = PlXnZin | Kn-1Zin-a)

dohde inyin-14...4i0 50N elementos de E, en otras palabras, una
cadeha de Markov es una sucesién de variables aleatorias tal que
en la etapa n-1, el evento xin} solo depende de xin-1} y la his-
toria pasada x(0}, wit}, x{2),,..,xin-2) es irrelevante.

Otra restriccién que impondremos en el tipo de cadenas de
Markov que consideraremos es que

Plun=§ | Hn-2=id = Pl¥nen=j ! Xnen-3=il
para k = ~(n-1),-(n-2).04y~1,0,£,2y 4%

es decir la probabilidad de transicién’.es independiente de la
etapa en la cual se localiza la cadena. Las cadenas de Markov que
cusplen - esta propiedad se dice que son hosogéneas o
estacionarias, pues las probabilidades de transicidn asociadas a
ellas no dependen del tiempo. De esta manera la probabilidad de
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pasar del estado i al estado j en la siguiente etapa, se denota
POr pPary.

Consideremos una cadena de Markav cuyo espacio de estadts es
el conjunta E={1,2,3,4,...,n}, esto es hay n diferentes estados,
y suponga que existen n® probabilidades de transicién pay,
121,2400ayn 5 21524000y, Una foraa sencilla de guardar vy
manejar estos valores es a través de una matriz P, denominada
matriz de transicion, donde el slesento que se encuentra en el
renglén i y en la coluana j, representa la probabilidad de
transicion del estado i al estado j.

i P11 Pam Pam se. Pan i
! Pas pas Pas «ov Pan !
P =t. . . oot
[ H H !
! !

Pns Pns Pne e Pan

befinicién, - Una matriz P=[p.,) de orden nxn se denaaina
matriz de transicion si todas sus entradas son no_negativas, vy
1a susa de 1los elementos de cada renglén es igual a 1.
Especificamente satisface las siguientes propisdades:

M Pas > 0§y §=1,2, 00040
n .

BIE  pag =1 isl,2y000yn
j=1

El teorena siguisnte introduce la  ecuacién de
Chapman_Kolmogorov la cual es de fundamental isportancia para el
astudic de los procesos Markovianns. Para cualquier par de en-
teros no-nagativos @ y n, 1a scuacidn proporciona la probabili-
dad de que una cadena de Markov caiga en el estado j después de
a*n pasos, dado que inicialaente se encuentras en el estado i.

Denotesos por psain) la probabilidad de transicion. en n
pasos del westado i al estado j, es decir py,sin) represents la
prababilidad de que después de n transiciones la cadena se en-
cuentre en el estado j, dado que actualsente esté en i.

Teorema.- (Ecuacién de Chapman-Kolmogorav), Sean n y m en-
teros no-negativos i y j elementos del espacio de estados (E).
Entonces :

pasines) = L panin) payla)
EEEE kEE

. el lado izquierdo de la ecuacitn representa la prababilidad de

© ir del estado i al estado j en n+m pasos. Aqui estdn englobadas

las probabilidades de todos los caminos posibles que inician en i
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y después de n+a pasos tersinan en el sastado j. El lado derecho
de la igualdad considera este conjunto de caminos y lo particiona
de acuerdo al estado donde se encuentra la cadena después de n
pascs. Todos aquellos caminos que van de i a k en n pasos vy
depués de &k a j en m pasos son englobados y la prababilidad de
este grupo de caminos esta dada por paninlpagim). Ahora, si
susasos estas probabilidades sobre todos los estados de E, ob-
tendreacs la probabilidad de ir de i a j en n+a pasos.

La eatriz P=(pay) representa las  probabilidades de
transicion en 1 paso entre los diferentes estados, sin smbargo
1la matriz P® también es una satriz de transicion y representa
las probadbilidades de transicion en dos pasos, ésto es fécil
de comprobar utilizando la igualdad de Chapman_Kolsogorov presen-
tada anterioraente; an general P" representa las probabilidades
de transicién en n pasos.



1.2 CLASIFICACION DE ESTADOS,

Un primer paso en el andlisis de uns Cadena Markoviana, es
el determinar las relaciones entre los diferentes ectados
existentes, por ejemplo, nos interesar{a saber si dados dos es-
tados cualesquiera existe la posihbilidad de que la cadena visite
uno a partir del otro, o bién si existen estados a los cuales la
cadena sieapre regresa, o por el contrarie, si hay estados que no
tienen esperanza de ser visitados una vez que la cadens los deja.
Dependiendo de su comportamiento con relacion a estos aspectos,
los estados reciben diversas clasificaciones.

Sean dos estados i, ) elementos de E, decinos gue el estado |
es accesible desde el estado i si existe algén entero m > O tal
que pas(m) > 0, es decir si existe una probabilidad positiva de
visitar el estado j a partir del estados i en algtn paso a. Esta
propiedad de accesibilidad no es simétrica, ya que 3i existe &
tal que p.slm) > 0 esto no garantiza que exista un entera n tal
que psaln) > 0O, Cuando dos estados {, j son accesibles
aGtuamente, se dice que se “comunican’.

La propiedad de comunicacitn de dos estados de una cadena
de Markov &s uUna relacién de equivalencia, ya que cumple con las
propiedades siguientes!

al i{=) 1
b) 81 i (=) j entonces ) ¢==) i
£) Bl i ¢=> j y ademds j (=) L ‘entonces i ¢==3 k

la propiedad a} es llamada reflexividad y significa que el estado
i debe ectar relacionado con el misso, es decir, que i se comu-
nica con i, lo cudl es inmediato de comprobar. La propiedad b}
llamada de simetria es también f4acil de comprobar, vya que por
definicién, si i se comunica con j, entonces | se comunica con
i. La propiedad c) llamada transitividad se puede comprobar
utilizando la ecuacién de Chapman-Koleogorav .

8i i se comunica con j y ademds | se comunica con k esta
significa que existen m y n no-negativos tales que

pagim} > 0 y panin) > O
pagimipanin} > 0 .
pasnimtn) = pselmipeninl 2 paglmipsnin) > 0
tee -
por lo que existe l=m+n no-negativo tal que panil) > 0.

Dado que la relaci6n de comunicacién es también de
equivalencia, se 4induce una particién en el conjunto sobra el
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tudl actbda, por lo que el conjunto de estados gueda dividido en
subcon juntos ajenos que reciben el nombre de clases comunicantes,

Proposicidn.- El conjunto de estados de una cadena de
Markov se dividen en clases comunicantes ajenas, es decir todos
los estados pertenecientes a una misma clase estdn coaunicados
entre si, sientras que los estados que pertenecen a diferentes
clases, no se comunican.

Prueba.- Sea i € E un estado, denotesos por Cs el conjunto
de estados que sSe comunican con i, es decir Cis €5 una clase
comunicante, Sea j un estado tal que j € €4, y ademds j comunica
con i, Como j se comunica con 1, entonces se comunica con todos
los estados de €., vy de igual forma todos los elementos de Ci se
comunican con j, esto significa que | pertenece a C., pero
habjasos supuesto que j € Cs lo cual es upa contradiccidn, En-~
tonces las intersecciones de las diferentes clases comunicantes
son vacias y todo estado de la cadena pertenece a una y solo una
Clase comunicante,

Dependiendo de las caracteristicas de los estados que la
con forman, una determinada clase puede clasificarse como cerrada
o abierta. Una clase comunicante es cerrada si los estados que
pertenscen a ella no pueden accesar estados que no pertenezcan a
la wmissa clase comunicante. Una clase es abierta si los estados
que pertenecen a ella pueden accesar estados que no pertenezcan a
1la missa clase cosunicante.

Una clase cerrada st dice que es irreducible si todo subcon-
junto no-propio de esa clase no constituye. por si aismo una clase
cerrada. Cuando una cadena de Markov solo tiene una clase cerrada
y esté formada por todo el espacio de estados (E), se dice que
esa cadens es irreducible.

Los estados que pertenecen a una clase cerrada, son llamados
wstados recurrentes, otra furma equivalente de definir un estado
recurrente es la siguiente ! un estado i elemento de E se dice
que ®s recurrente si:

P( Saliendo de i, la cadena no vuelva jamds 1=0

De forma andloga, los estados que pertenecen a una clase
abierta, son llamados estados transitorios y también se definen
equivalentesente de la forma siguiente:

Un estado i € E se dice que es transitorio si

PL Saliendo de i, la cadena no vuelva jamis 150

8i una clase cerrada esté formada por un solo estado, dicho
estado es llamado absorbente. Cuvando una clase abierta consta de
un sole estado i, con probabilidad de transicion Pii(1)20, este
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estado es llamado estado sin retorno.

S5i una cadena es irreducible, sabemos que existe una sola
clase comunicante, y ésta es cerrada, ademds todos sus estados
son recurrentes, desafortunadamente no todas las cadenas de
Markov son irreducibles, por lo que es necasaric establecer un
procedimiento para determinar las clases comunicantes de una
cadena, asi como el tipo al que pertenecen dichas clases.

Un procedimiento para la clasificacién de estados, es a
través de la utilizacién de algunos algoriteos de Teoria de
Gréficas. Para este fin se consideran los estados coso nodos en
una grdfica y las probabilidades de transicién entre estadas se
representan a través de arcos ponderados entre laos nodos
correspondientes. Una discusion wmas  detallada de estos
procedimientos se incluye en el anexo A de este trabajo.

Es isportante hacer notar que cualquier cadena de Markov
tisne al menos una clase cerrada, ya que en caso de no existir
subcon juntos no-propios de € que sean clases cerradas, entonces
la cadena es irreducible y el espacio de estados E es una clase
cerrada, En particular, no importa que la cadena parta inicial-
aente de una clase transitoria, sieapre existe una probabilidad
positiva de que ésta llegue a una clase cerrada en un némero
finito de pasos. Es decir, tarde o temprano el procesb abandona
los estados transitorios y persanece en los estados de alguna
clase cerrada.



1.3 ANALISIS DE ESTADDS TRANSITORIOS.

La identificacitn de las clases cerradas irreducibles
existentes en una cadena, ademds de simplificar el problema de
clasificatién de estados, facilita el andlisis del compor-
tamiento de los estados transiterios,

Consideremos una cadena de Markov cuya matriz de transicidén
es P=lpiy)} si intercambiasos el orden de las colusnas y los
renglones de tal forma que los estados que pertenecen a una ajsma
clagse cerrada queden agrupadosj 1a nueva matriz de transicidn
{P®) asume una forma de blogue!

Py 0

|
P =
tR @

donde P, es una matriz estocéstica de orden rxr que representa
la matriz de probabllidades de transicién dentro de las clases
cerradas {(se supone que r estados pertenecen a clases cerradas).
Q es una matriz subestocdstica de orden (n-rix(n-r), as decir,
la suma de los elementos de al menos un renglén de Q es aenor
que uno, esta matriz representa las probabilidades de transicién
entre estados transitorios. R es una msatriz de orden {n-r)xr que
representa las probabilidades de transicidén de estados tran-
sitorios a estados recurrentes,

Considérando el espacio de estados E dividido en 2 subcon-
juntos ajenos (T,T), donde uno de ellos contiene 1os estados
transitorios {T) y el otro los recurrentes {(T), podesos analizar
el cosportamiento de la cadena considerando que el proceso puede
iniciar ya sea en un estado recurrente o en uno transitorio.

Si la cadena inicia en un estado recurrente, el proceso
nunca abandonard la clase cerrada a la que pertenece dicho
estido, y cada uno de los estados de esa clase serdn visitados
un ntmero infinito de veces.

5i la cadena inicia en un estado transitorio, el procesa, en
un ndmerc {inito de pasos llegaré a un estado recurrente, y una
vez all{ persanecerd para siempre en la clase cerrada & la que
pertenece dicho estado.

Ahora bién, sabemos que finalmente la cadena [ 1]
estabilizara al caer en una clase cerrada, perdo como podemos
saber si sste paso se realizard en un plazo de tiempo corto o
largo. -

) Que numero de pasos tardard la cadena en trasladarse de un
‘estado i transitorio a un estado j recurrente? o bién cuantas
pasos  son necesarios antes de que la cadena caiga en una clase
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cerrada?, son algunas de las preguntas que nos interesaria poder
contestar, para este fin es necesario analizar bdsicamente el
comportasiento de la cadena cuando se encuentra en estados
transitorios, ya que al llegar a un estado recurrente, el procesoc
tiende a estabilizarse, algunos resultados que son de gran
utilidad para ésto, se seflalan a continuacidn.

Consideranda la reprasentacién en forsa de blogue de la
matriz de transicion

tPs 01

P =) t

iR Q!

donde la wmatriz subestocdstica Q representa las probabilidades

de transicion entre estados transitorios, definimos la matriz

N={1-Q}"* como las matriz fundamental de la cadena de Markov, Mas

adelante se comprenderd la isportancia de esta amatriz.

Proposicien.- La satriz M=CI-Q1-* existe y es igual a

.
A
az0
[
Consideremos 8 = Q* = I+Q#Q=+Q"+..., adeitiendo la
=0

siguiente convencion pasf0) = 1 si izj y pss(0) = 0 si i2j; Q es
una satriz de probabilidades de transicion exclusivasente entre
estados transitorios, de igual forma Q®, solo que representa
probabilidades de transicion en dos pasos; en forma general Q"
representa probabilidades de transicion entre estados tran-
sitorios en n pasos. Dado que los estados transitorios pertenecen
a una clase abierta, solc serdn visitados un ndesro finito de
vetes; 6sto significa que para cada estado j transitorio sxiste
un entero n, tal que 0 ¢ ns ¢ ® y paylng =0 para todo estado |
elesento de E,

Como tmnasos un ndmero  finito de estados transitorios,
podemos encontrar un entero N que es &l mayor de todas las n,'s,
tal que pa,yNI=O ¥ {,§j € T, Ahora, coso N ¢( @ entonces

lim pasin)l =0 9 i, jET

n->s
L] N []
Por otro lado ! L Q* =L Q= +L Q=
az0 az0 azN+l
N
=L Q"+ 0
. =0
.por 1o que 8 =T G converge.

az0
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A fin de detersinar el valor hacia el cual converge S, con-
sideremos lo siguiente:

S = I+Q+Q3+Q2+...
QS = Q+Qm+QP+Q~+...
B-Q8 = I+0+QR+Q%+...0" -(Q+Q%+Q%+...+QN40)
§-Q8 =
{1-q1s =

L1-q)-=*
donde la inversa de [I-Q) existe, ya que S converge.

El elemento a,; de la satriz fundamental M representa el
ntaero proaedio de veces que la cadena visita el estado j, con-
siderando que partié del estado i. Ahora bién, si consideramos
@y = L sin y @8 decir &, es la susa de los elementos del

hET

renglén correspondiente al estado i en la satriz M, estamos
suasndo el nésero prosedic de veces que la cadena visita
cualquier estado transitorio, suponiendo que partié del estado
iy y coso la cadena solo visita estados transitorios antes de
casr en un estado recurrante, entaonces ey rapresenta sl ndsero
proasdio de pasos que la cadena efectta antes de caer en una
clase cerrada; un andlisis mas amplio del significado y utilidad
de la matriz fundamental N se presents en el capitulo siguimnte.

12



1.4 PERIDDICIDAD

Una vez que una cadena de Markov cae en una clase cerrada es
iaposible que salga de ella, esto significa que a partir de ese
paso, los estados que pertenecen a esa clase cerrada serdn
visitados un ndmero infinito de veces. Ahora bién, podescs
esperar que exista una cierta regularidad en el nimero de pasos
que la cadena efectéa, antes de regresar a un determinado
estado, o por el contrario, la cadena puede regresar en cualquier
etapa a un cierto estado?.

En el contexto cotidiano, el concepto de periodicidad es
asgciado a una clase de comportasiento en el que un hecho ocurre
8 intervalos regulires de tiempo o de espacio. Cuando hablamos de
periodicidad en un marco referido a Cadenas de Markov, este con-
cepto varia un poco.

Dekinicién.- Un estado § se dico que tiene pericdo d, si d
es el adxiso coadn divisor del conjunto:

Qs = {nipyystnd)0)

Analizando la definicién de periodicidad observasos que, si
bien ésts se define en términos de intervalos de tiempo o de
espacio, como pudiera ser el ndmerc de transiciones que efectda
la cadena, . ®l concepto de pericdicidad dentro del analisis de
Cadenas de Markov difieres en cierta forsa del concepto cotidiano,
y& que 1a periodicidad dentro de Cadenas de Markov reprassnta un
intervalo de timmpo (ndmero de transiciones), después del cual,
existe la posibilidad de que el hecho vueiva 4 ocurrir, pwre no
hay una absolutas certeza de que acurra.

El periodo de un estado esta relacionado can el ndesrv de
transiciones gque debe efectuar la cadena antes de qua exista una
probabilidad positiva de regresar a dicho estado. Esto significa
que si un estado j, tiens periode 3, y la cadena en el pasc ac-
tual se encusntra en j, la cadena tendré posibilidades de caer
nuevamente en el estado j, solo en exactasente un nasero de
pasos agltiplo de 3,

Cuando el periodo de un estado || igual a 1, se dice que
dicho estado s aperi6dico,.

Teoresa.~ Todos los estados ue una clase comunicante tienen
«] sisen periodo.

Prueba.- Sean i y j estados que pertenecen a una misma clase
comunicante, y sea d. el perioda de {, es decir d. es el miximo
comtin  divisor de

Qs = (nipacin)do}
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Como i comunica con j existen ms y sx tales que

pesima)>0; psalma)d0

Entonces para cualquier n € Q. se tiene que pie(n))0.

Utilizando la igualdad de Chapman~Kolmogorov

psslmsdntmn) 2 pyalmydpasinipaging) > 0
por lo que auénems € Q.

Por otro lado si pasin) > O entonces pasi2n) > 0 y
anbdlogamente p,,(@.42n4aae) > O lo cual significa que m.+2n+ms
tasbié¢n es elemento de Q,. . .

Sea d, ol periodc de §j, entonces d, divide a n, as decir &
cualquier elemento de Q.2 pero coso .d. es sl sdxiso cosdn
divisor de Qi, esto significa que ds 2 d,.

Procadiendo de forsa andlaga para d. podesos llegar & la
canclusién de que d, 2 da} por lo que da = d,.

1



1.5 CDHPURTRHIENTO DE CADENAS DE MARKUV A LAREQ PLAZO

Probablemente una de los aspectos mds importantes de la
teoria de Cadenas de Marhov es el referente a la distribucidn
de una cadena entre los diferentes estados de £ después de un
pariodo largo de tiempo., En particular es interesante saber si
la distribucién asintoticemente serdé independiente del ndmero
de pasos, esto se refiere a si la distribucion de xn converge a
una distribucién 1isite cuando n tiende a infinito.

Esta distribucién limite, cusndo existe es ilasada
distribucién “de probabilidades estacionarias.

Como haaos visto en las secciones anteriores la cadena tarde
o tesprano visitard alpguna clase cerrada de la cual no podré
salir nunca, por lo cual es légico pensar intuitivasente que
para un astado j transitorio:

lim pasin) = 0 ViEE
n=>e

Ya que las clases cerradas estén constituidas por estados
recurrentes, cuyo comportasiento asintotico puede ser estudiado
en formsa independiente del restoc de los estados que no pertenecen
ala ea clase, podeans enfocar nuestra atencién sobre el com-
portasiento a largo plazo de las clases cerradas.

Definicion.- Una cadena de Markov se dice que es ragular si
existe un antero positivo a tal que P® es astrictamente positiva.

La cearacteristica de regularidad de una cadenz, signtfica
qus despuls de un ndsero suficientesante grande de
transiciones, las probabilidades de transicidn entre cualguier
par de estados son positivas.

El concepto de matriz regular es isportante, ya qua existen
algunos resultados asociados a las aatrices regulares, el prin-
cipal de ellos se describe an &l tearssa que se enuncia a
continuacién.

Teoress.- Sea P aatriz de transicién de una cadena de
Markov ragular, sntonces:

a) Existe un dnico wvector we) 0 tal que woP = we

b) Dado un estado i cualesquiera y #4 un vector
renglén cuyo i-ésimb elemento es igual a 1 y el resto son
teros, entonces

e = lim @1 P®
[ d ]
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c) P = lia P™ donde P es una matriz cuyos renglones son
a-)8
iguales a wo.

El teorema anterior nos indica que para una cadena regular,
el linite da P® cuando a-)® existe. Adeaés los renglones de la
matriz lisite P son iguales, esto significa que las proba-
bilidades de transicion después de un ndmero suficientessnte
grande de pasocs son independientes del estado del cual parte la
cadena. :

Prueba.- El resultado a) es inamdiato del Teoress de
fFrobenius-Perron, ya que en este caso el valor po = 1 pussto que
la suna de cada renglén de P em igual a 1,

fara probar los demis resultados consideresos ) cualquier
otra vectar caracteristico de P diferente de wo, dicho vector es
tal que lpicl. Utilizando el Teoresas de Jordan podesos escribir P
casns TJIT=: donde T @8 una matriz no singular y J es la aatriz de
Jardan, que podesos representar coso!

1
3
Je

(2}
"

kS
donde J. es la forma de Jordan cuyo valor .caracteristico
’ et ¢ 1 is142y.004yp.
Por lo que P® =T)a7-2

l} H
' !
! H
lisP= =T ¢ . t T2 =29
n-)e ¢ i
! t
t H
Por 1o que:

®s P = lim e P®
a-)e

= (lim @s P*-2 0P
a=)e

= {es PIP
14



Por lo que ®o = @a P,

Ahora, como i fué escogido en foras arbitraria, esto sig-
nifica que %o no depende del ndmero de renglén i, por lo que
todos los renglones de P son iguales a vo.

Una vez establecida la isportancia de la regularidad de una
matriz, cabe preguntarnos por una forma de verificar a priori la
regularidad de una cadena de Markov, pues bajo tales
circunstancias, es posidble garantizar la existencia de una
distribucién limite wo, la cual puede ser caltulada resolviendo
el sistesa de-equaciones Yo P = we.
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1.4 EJEMPLOS

Ejemplo i.- Considérese el siguiente juego; se lanza wuna
moneda cinco veces y el jugador gana dos moncdas cuando cae
"&guila* vy pierde dos monedas cuando cae "sol”, Si consideramos
Xn COMO la ganancia del jugador en la etapa n, xn representa una
cadena de Markov, donde el espacio de estados estd formado por
el siguiente conjunto

{-10,-8,~b,<4,-2,0,2,4, 6,8, 10}
la ganancia del jugador siespre serd un adltiplo de 2, vya que
en cada oportunidad gana o pierde 2 monsedas.

Considerando que la moneda utilizada para el experimento es
una aoneda “honesta” y tiene la eisaa probabilidad de 0.5 de caer
sol o dguila, la satriz de probabilidades de transicién seria
de la siguiente foras:

~10 -8 -6 ~4 -2 0 2 4 & & 10

-10 i1 0 0 0 o 0 0 O O O 0
-8 .5 0 .5 0 0 0 0 0 O O 0
-6 o .5 0 .5 0 o0 00 0 O 0
-4 o 0 .5 ¢ .5 0 0 o0 0 O 0
-2 o 0 0.5 0 .5 0 0 0 O 0
0 9 0 o o0 .5 0 .5 0 0 O [
2 o 0 ¢ 0 0 .5 o0 .5 0 O 0
L 6 0 0 0 0 ¢ .5 0 .5 © 0
é o ¢ 0 0 0 o0 0 .5 0 .5 0
[} o ¢ 0 0 06 o0 o 0 .5 0 .S
10 o 0 ¢ 0 0 0 o0 0°-0 O 1

Ejeaplo 2.- Considereacs el caso de la transeisién de un
deterainado caracter hereditario en una poblacién cerrada.

La sangre de un ser humano estd constituida’por glébulos
blancos y glébulos rojos., Los globules rojos son los encargados
de transportar oxigeno, en ellos existe un pigaenta proteinico
llamado hemoglobina. En individuos normales existe la hemoglobina
tipo A representada por un par de genes AA.

Cuando en la hesoglobina ocurren alteraciones genéticas se
producen genss del tipo SS que cambian la estructura de los
globulos rojos propiciande su detruccién, lo que trae como con-
secuencia una anemia.

Considerando una poblacién cerrada que se genera a partir
de dos individuos, podemos obtener seis posibles tipos de unian
diferantes, los cuales pueden producir tres tipos diferentes de
genotipos (AR, §5, AS), an la siguiente tabla se auestran estos
tipos de union y las probabilidades de cada genotipo:
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PROBABILIDADES DEL GENOTIPO HIJO

TIPO DE UNION AA AS S8
1 AA con S8 0 1 0
2 PAA con AS 1/2 1/2 0
3 AS con AS 1/4% 1/2 1/4
% A8 con SS 0 t/2 1/2
5 AA con AR 1 0 0
&4 S5 con SS 0 0 1

“En cada tipo de unitn  siempre existen cuatro forsas
diferentes de cosbinacion de los genes, ya que cada individuo
padre aporta un-gen. Por ejempla en el tipo de unién 3 las com-
binaciones que pueden obtenerse son AA, AS, SA y 85, por lo que!

PLAAY = L/
PLAS] = PLAS U BAT = {/u + 1/ = 1/2
PLE81 = /4

Supéngase que tenemos una poblacién " en la que (como en al-
gunos grupos aislados) se restringe la reproduccion de la
especie a efectuarse Gnicamente entre descendientes. Partiendo
de un determinado tipo de unién, podemos obtener la probabilidad
de todos los tipos de unién que se pueden producir en el
siguiente paso, esto significa que podesos representar el comspor-
taniento de esta poblacién a través de una cadena Markoviana,
en donde cada tipo de unién representa un posible estado.

Asi, por ejesplo si nos encontrasos en el estado 3 es decir
en el tipo de unién AS con AS, podesos calcular las probabi-
lidades de que la siguiente unién sea del tipo 1 (AS con 88).

Para que la siguiente unitn sea del tipo 1 es necesario que
en 13 union  actual se produzcan individuos AR y 8S, la probabi-
lidad de que s® produzca un individuo del genotipo RA a partir de
la union tipo 3 es de 1/4, vy la prababilidad de que se produzca
un individuo del genotipo 55 es también de 1/4, pero comso la
unién tipo i puede darse de dos formas distintas (i.e. AA con S8
o bién 65 con AA) la probabilidad pss = 2 & (1/4 @& 1/4) = 1/8.

As! las probabilidades de transici6n en un paso son de la
siguiente forma:

1 2 3 4 5 &

1 o 0 1 0 0 ]
2 0 Y2 it/ O /4 O
3.1/78 /v 1/ LW L/L6 L/16
4 0 0 1/4 172 0 g/u
5 0 0 0 0o 1 [+
& 0 0 0 0 0 1
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En esta cadena existan 2 estados absorbentes estos son el §

(AR con AR) y w1l & (S8 con SB),
dientes alcanzardn tarde o
Todos los deads tipos de unién

esto significa que los descen-
temprano los genes tipo AA o §S.
son transitorios.
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CAPITULOD 2
ESTADISTICAS BAGICAS DE UNA CADENA DE MARKDV

En @) capitulo anterior heaos analizado el problema de la
clasiticacion de sstados de una cadena de Markov, y hesos visto
1a sanera sn que esta clasificacién aes dtil para el andlisis
de un praceso rspreasentado por una cadena de Markov. S8in embargo
1a representacién de un sistema a través de una cadena de
Markov nc solo persite determinar que estados tisnen caracter de
recurrencia o de transitoriedad, sino que tasbién nos propor-
ciona una cantidad considerable de inforsacién adicional, acerca
del comportamiento espersdo del sistesa en estudio.

Esta inforsacién adicional es proporcionada por diversas
estadisticas que se encuentran asociadas a cualquier cadena de
Markov.

A través de estas sstadisticas podemos conocer por ejeaplo
el ntmero de veces que en promedio el sistesa representado
visita un detersinado estado, o el nGaerc de pasos que en
prosedio se nacesitarin para que el sistesa caiga sn una clase
cerrada de la cual no podré salir jasds.

Informacion de aste tipo, resulta de gran utilidad al
aomento de analizar el efecto que scbre el sistema en astudio,
pudimran tener diferentes politicas de operacién, lo cual nos
proporciona criterios para pader evaluar sn un somento dado, la
bondad de una detarminada politica en comparacién a otra.

En este segundo capitulo analizaremos algunas de estos con-
ceptos a los que hemos hecho referencia y que se ancuentran
asociados a una cadena de Markov. ' Para cads ‘una de las
estadisticas incluidas, se presenta una explicacién Lo aas
clara posible acerca de su significado tebrico, de igual forma,
se ilustra una sanera prictica de calcular dichas wstadisticas,
8l final del capitulo se anmxan algunos ejesplos que ilustran
1as estadisticas analizadas.
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2,1 REPRESENTACION DE UNA CADENA DE MARKOV A TRAVES DE
BRAFICAS.

En @l andlisis de las estadisticas asociadas a Cadenas de
Markov, nos auxiliaresos de algunos conceptos de la Teoria de
Gréficas, estc es debide a que existe una relacién bastante
estrecha antre una cadena de Markov y la representacion de una
grdiica, lo cual nas peraite aprovechar los conteptos desatro-
llados en la Tearia de GBraficas, ' para analizar el cospor-
tasiento de una cadsna de Msrkov. Concretasente una cadena de
Markov puede representarse sediante una gréfica ponderada, en
donde cada dstado de la cadena equivale a un vértice de la
gridfica y las transiciones entre los estados ss representan por
asdio de arcos entre los vértices correspondisntes. El peso de
un deterainado arco equivale a 1a ‘probabilidad de transicién
antre los estados representados por el vértice inicial y el

‘vértice Final de dicha arco.

8i la satriz de transicién de una cadena de Markov ws de
orden n, entonces existen n® transicicnes, de las cuales algunas
son transiciones powibles, tales que pesli} > 0 y otras son tran-
siciones isposibles de tal forma que pagi{1)20, cuando repre-
ssntasos una cadena de Markov por asdio de una grafica, solo es
‘necesario sefialar los arcos asociados a transiciones posibles.

A continuacion se presenta un sjeaplo a f{n de ilustrar
ssjor esta equivalencia.

Considéress una cadena de Markov con espacio de estados
{1,2,3,4,5) y cuya matriz de transicitn es:

112131414851

. & <+
1?01.@0‘1.6;01
z;°["1°"3;°i
a?on.noio;.sn‘
woi.uol".ﬁoi
ss.sxw.sno;ol

+ + + ‘ 4

Coso el sspacic de estados tiens cardinalidad 5, la gréfica
correspondiente tendrd 5 vértices, solo aquellas antradas de la
matriz de transicién que sean difsrentes de cero tendrdn
representacién coso arcos en la gréficai = de esta forma la
-gréfica ponderada resulta de la siguiente asanera:
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2.2 PERIODO DE UNA CLASE CERRADA.

En la seccién 4 del capitulo anterior definimos el
periodo de un estado j como el méxiso comdn divisor del con-
junato By =C n | pyala) > 0 ¥

Coso se ve, tratar de calcular )a periodicidad de un estado
Jy apegindonos estrictasente a la definicidn anterior, resuita
demasiado laborioso; ya que tendriamos que determinar para que
valores snteros de n, la probabilidad de regresar al estado j en
n pasos es diferente de cero; es decir, eapezando con n=i, in-
creasntar el valor de n, de unc ®n unp y probar para que n's,
pasin} resulta diferente de cero, el probless es que este
procedisiento nunca teraina, ya que n puede ser incresentada sin
ningdn limite.

§in embargo, como vereaos a continuacidn existen formes al-
ternativas de calcular la periodicidad de un estado.

fnalizando la definicién de periodicidad podemos chservar
que para fines de célculo, es importante detersinar el ndmero
de transiciones en las que la cadena, partiendo de un estado
deterainado pusde regresar a dicho estado.

€n la representacian de cadenas de Markov a través de
graficas, este conjunto de transiciones, resulta ser un
circuito, donde el vértice inicial es igual al vértice final,
lo cual corresponde a la idea de que la cadena regresa al sismc
estado del cual partié, y @l ndserc de transiciones necesarias
para lograr ésto, es eguivalente al ndesra de arcos gue com-
ponen el circuito correspondiente. §in eabargo el problema del
célculo persiate, vya que por mds circuitos que logremas iden-
tificar nunca estaremos seguros de¢ que no existe otro circuito
cuyo ndmero de arcos nc hayamsos considerado para el célculo de
la periodicidad, esto es debido @ que en una grdfica conexa el
ngeero de circuitos nc sieples es infinito.

Como podesos abservar, son los circuitos no siaples los qua
originan las dificultades de cdlculo; sunque afortunadasente
podemos dejar c¢e considerarlos, ya que no resultan significativos
para ®! proposito de deterainar la periodicidad de una clase
cerrada, esto es debido a que el ntmero de arcos que componen
cualquier circuito no-simple es igual a la susa de la longuitud
de los circuitos simples que jlorman parte de diche circvito
no_sisple. .

Congideremos un circuita C no-simple, que partisndo de un
estado i regresa a éste y estd foraado por ne arcos.

Cono C es un circuito no-simple, esto signhifica que existe
otro circuito A simple, qQue va de i a i, y que consta de na
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arcos, con fia ¢ Ne. El circuito C no-simple, se genera a partir
del circuito simple A, al cual se le han ausentado un determinado
nisero de arcos, Jos cuales constituyen por si misaos otro cir-
cuito By esto es debido a que el conjunto de arcos adicionales
nencionados se separan del circuito original A y deben regresar a
¢ste  en el misao estado, de esta forma el nimero de arcos
totales del circuito G resulta ser la suma de las longitudes de
los circuitos A y B,

Ahora bién si el circuito B resulta ser no-simple, entonces
podemos encontrar, de igual forma en qus lo hicimos para C, un
circuito siaple D a partir del cual se deriva B aste
procedimiento "podencs realizarlo tantas veces como sea necesario,
hasta llegar a descomsponer el circuito original € en dnicamente
circuitos sisples, esto significa que el nOmerc de arcos del
circuito no-sisple C, es igual a la susa de las longuitudes de
10s circuitos sieples que lo cosponen,

Tomando en consideracion el resultado anterior, padesos
dejar de considerar los circuitos no-sisples, al sossnto de csl-
cular la periodicidad de una clase cerrada, ya que si el ndasro
de arcos de un circuito no-sisple es una coshinacién lineal del
ntisero de arcos, de varios circuitos sisples, esto significa que
si calculamos e] periodo ds una clase cerrada en base sclasente
al ntsero de transiciones asociadas a longitudes de circuitos
sispies, el periodo obtenido de esta forma es también divisor
del noGeero de transiciones de cualquier circuito no-sisple.

Sea n el ntmero de arcos de un circuito no-sisple G, esto
significa que:
NNy tna*ne ¢t .o ¥Ne
donde na, Ns, N#,...,Ne SON @l némerc de arcos de los circuitos
sisples que cosponen C.

Y sea d el perlodo de 1la clase cerrada en la que se

localiza C, entonces

Nnzbsd+bad+... #bed
con ba, bay ... ,bs Entercs

n = d{b, +bs +...%bs)

n = dB ,con Bzby ¢ be ¢ ...t be
esto significa que d es divisor de n, por lo gue podemos dejar de
considerar las longitudes de los circuitos no_sisples para cal-
cular la periedicidad,

El resultado anterior nos peraite calcular la periodicidad,
sediante un procedisiento finito, ya que lo que' tensmos que
hacer, es buscar los circuitos sisples de una gréfica conexa y
deterainar el asxieo combn divisor de las longitudes de dichas
circultos.

. En @1 anixo B se presenta un algoriteo para determinar las
longitudes de los circuitos simples de una gréfica.
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2.3 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA EN EXACTAMENTE N PASOS.

Cuando hablamos de la probabilidad de transicién payin) de
gque una cadeni de Markov visite un determinado estado ) a partir
de un estado i después de n pasos, estasos considerando la
posibilidad de que la cadena en esos n pasos visite el estado j
ads de una ver. Si queremos referirnos al hecho de que la cadena
parta del estado i y exactasente en el paso n caiga en el estado
jy sin haber visitado dicho estado en ninguno de los n-1 pasas
anteriores, debesos utilizar las probabilidades de primera visita
an n pasos.

Denoteacs por fi4(n) la probabilidad condicional de visitar
un determinado estado j a partir de un estado i, en exactamente n
transiciones y no antes:

Eagln) = Pl ®n 2§, Xn-s £j, %n-8 Zjyecey Na 2] | o =i )

En ®#1 caso de que n=1, f.4(1) es igual a la probabilidad de
transicién en un paso del estado i al j.
fagl1) = paygll)
8i hacesos n=2, estasos hablando de la posibilidad de que
despu#s de 2 transiciones de haber partido de i nos encontremos
an 8} estado | por primera vez, esto significa que en el paso 1

podemos visitar cualquier estado que no sea j, asi @
£ast2) = T panll) fuyil}
vk
&n general:

!
i pagti) si n=t

fagin) < {2,3.12
PL panil) fugln-i} swin> 1
(21331

De esta iorma, el cdlculo de las probabilidades da primera
visita en n pasos se realiza de manera recursiva, utilizando
f14(n-1) para poder calcular f4,(n).

84 wutilizamos la notacion matricial, el célculo de estas
probabilidades resulta sucho aés sencillo. ‘Denotemos por Fin) la
satriz de probabilidades de primera visita sn n pasos, donde 1la
entrada f.; reprasenta la probabilidad de primera visita en n
pasos del estado i al estado j. Para n=1 F(i) resulta ser la
satriz de transicion P(1). Para calcular Fin) basta con multi-
plicar la matriz de transicidn FP(1) por la matriz F*in-1) donde
F*(n-1) es la satriz de probabilidades de primera visita en n-t
pasos, en la cual se han sustituido los elesestos de la diagonal
Esaln=1) por ceros.
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2.4 TIENPQS MEDIOS DE OCUPACION.

Cuando analizasos el cosportamiento de un sistema a traveés
de un modelo de Cadenas de Markov, pumden existir ciertos estados
hacia los cuales tengamos un especial interés por persanecer en
ellos, o al contrario estados a los cuales deseariasos visiter
@l senor nisero de ocasionas posibles, por ejesplo, si estamos
hablande de un sistema de riego, nuestro interés estaria en-
focado hacia aquellos sstados ques reprasenten nivel de al-
sacenasiento de agus suficientes para cusplir nuestra desanda, vy
par el contrario, tratarfamos de eviter en lo posible aquellos
sstados en low que no tuvissemos reservas posibles disponibles.

€1 concepto de tiempo sedio de ccupacién resulta de gran
utilidad, si deseasos evaluar la wfectividad de una cierta
palitica de operacién, baséndonos en el ndmero de veces que
el sistesa visita ciertos estados; ya qus repressnta el ndsero
prosedio de veces que un estado es visitado a lo largo de la vida
de la cadens. ’

A continuacién presentaresos de una manera sas foraal el
cancepto de tiespo sedio de ocupacion.

Danotescs por Tuin) el tiespo de ocupacién del estado & en
n pasos, es decir Tain) ew sl ndmera de veces que la cadena
visita e1 estado k durante n pasos.

Definamos una variable aleatoria Zuin) qua tengs valor 1 si
la cadena visita el estado k en el paso n y 0 en caso contrario:

il $i Kn =Kk
Iuin) = ¢
10 si Ao £ &

De wsta forea el tiempo de ocupacién del estado k en n
pasos; dado que la cadena sc encuentra en el estado j en el paso
0 resulta ser:

n
Taln) i no=§ =L Zaim)
act

Ahora, si -hacemos tender n hacia infinito, obtendresos el
tismpo total de ocupacién:

[ ]
Tul®) ! xo=j = L Znlw)
azl
Este tiempb total de ocupacidn, resulta ser el néamero ‘to-

tal de veces que la cadena visité un detersinado estado, pero
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por la forma en que definimos Ikim), seria necesario analizar la
cadena después de cada transicion, psra Que posteriorasnte
pudiésesos calcular este tiempo total .de ocupacién. Por esta
razén esta estadistica no resulta de utilidad.

En casbio si considerasos la esperanza de este tiempo total
de ocupacion, obtendrescs el tiespo aedio de ocupaciont
[
ElTu(®)ixo=§) = EL T Zuim))
[ 239

[]
=L Ellatm)]
acl

[}
= E [Upsnim))*0(1-pyuin))]
[ 3]

[
E puim)
=1

Denotescs &1 tiempo sedio de ocupacién de un estado &, dado
que en el paso cero la cadena se encontraba en j, mediante ryu.

Entonces Tt representa el nomero prosedio de vaces gue se
espera que el estado k sea visitado, considerando que la cadena
an el paso inicial xo se encontraba en j. De esta iorma:

[ ]
e = L puim)
az1

Comn podemos ver el valor de r,« depende sntonces del estado
eh @]l que considersaps que se encuantra la cadena en s} paso
cero} y ads adn, depandiando del tipo de estado al gque per-
tenezcan j y k, el valor de r,» convarge o diverge.

El conjunto E de estados posibles de una cadena pusde
dividirse sn dos subconjuntos, estados transitorios y estados
recurrentes, considerando esta clasificacién tenemos 4 posibles
Cas0s para faa.

Caso 1) Tanto el estado j como el estado k son recurrentes.

En este caso pusden existir dos posibilidades!

1.1) Los estados j y & plrtenccch a la wmisma clase de
squivalencia, en cuyo caso la cadena visitard un ndsero in-



[}

finito de veces ambos estados, por lo que © psuim) no converge,
[ E1Y

pues siempre existird un valor de m por muy grande que ésta sea
para la cual pyuim} » 0, de esta forma r;u=s,

1,2} Los estados § y k pertenecen a diferentes clases de
equivalencia, en este caso, la cadena nunca podrd pasar del es-
tado j al k ya que psuini=0 ¥ a € Nj por lo que ranz0.

Caso 2} El estado | es recurrente y el estado &k es
transitorio.

Para este caso rj. resulta ser O ya que si ia cadens se en-
cuentra en un estado j recurrente, es imposible que en algln
paso postericr llegue a visitar a un estado k transitorio.

Caso 3) Tanto e] estado § como el estade k son transitorios,

Como hemos visto anteriorssnte, cuando la cadena parte de un
sstado transitorio, esta puede visitar otros estados tran-
sitorios solo un nomero finito de veces, ya qua tarde o tesprana
la cadena forzosamente caerd en un estado recurrente vy ya no
podrd regresar a los estados transitorios. Esto signitica que
Tsmy Cuando j y % son transitorios, es difersnte de #,

Para detereinar la wmatriz de tiempos sedios de ocupacién
entre estados transitorios consideremos 1o siguiente:

Sea P(1} la matriz de probabilidades de transicién de wuna
cadena de Markov, si sodificamos el orden en que aparecen las
columnas y los renglones, de Eorea tal que prisero queden los es-
tados recurrentes y después los transitorios, la matriz P
tendrd la siguiente forsa:

TR0
PlL) = ! {
T e @&

donde T ®s el subconjunto de estados transitorios, T' el subcon-
junto de estados recurrentes, R es la wubmatriz de transicién
antre estados recurrantes, R. representa las transiciones de es-
tados transitorios a recurrentes y 1 es la subsatriz de
transicién entre estados exclusivassnte transitorios.

De wsta manera la matriz de transicién en n pasos quaeda de
‘18 siguiente forma:

Pin) =
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donde la entrada i,j representa la probabilidad de transicidn
del estado i al j en n pasos.

Consideremos 1a matriz R definida de'la siguiente forma:

[ i
t T R 0 i
L ! om=l !
R= L Pim=z|
as | e [] !
! L Ra I @ !
LI T3 o= H

Asi R resulta ser la matriz de tiempos medios de ocupacidn,
ya que 1a entrada i,) de esta matriz, ra,, es igual a
[ ]

L payim)
az=l
La submatriz 8 de tiempos amdios de acupscidn entre estados
transitorios es igual &
[ ]
a=i
Si adaitimos la siguiente convencidn:

10 sitz2
past0) = ¢
P osiiz
]

entonces podemos establecer que § = £ Q% = I+Q+QU+Q® ...
az0

y como hemos visto en la seccion 1.3. el valor de 8 canverge a
la matriz fundamental CI-Q)~%.

Caso &) E1 estado § es transitorio y el estado k es
recurrente.

En este caso el tiespo medio de ccupacion rye es infinito
cuando el estado & es accesible desde el estado j, ya que una vez
que la cadens visite el estado k recurrente éste serd visitado
un ngaeroc infinito de ocasiones.

En caso de que k no sea accesible desde | el tiempo medio de

ocupacién  valdrd cero ya que la cadena nunca podrd visitar el
estada k.
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Para determinar si un estado k es accesible a partir de j,
podeacs auxiliarnos de las probabilidades de primera visita, con-
cepto que se discute en la siguisnte seccién.
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2.5 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA

En la seccién 2.3 de este capitule hablamos de lag proba-
bilidades de primera visita de un estado-k a partir de otro j,
pero con la restriccion de que dicha prisera visita se sfectuara
an exactasente n pasos.

Ahora bien, «i ®liminasos 1a restriccién sobre el ndmero
de pasos, estaremos hablando de las probabilidades de prisera
visita. Es decir la probabilidad de que, considerando que la
cadena se encuentra en el momento actual en el estado j, ésta
visite @l estadc &k en algién paso posterior, no importando el
ntmero de pasos necesarios.

Denotaresas estas probabilidades de la siguiente manera:

fsn = Probabilidad de visitar el astado k en algin pasc
posterior, considerando que la cadena se encuentra actualsente
en el astado j.

Antss de analizar la forsa en que podeans calcular estas
probabilidades veasos dos resultados que nos serdn de utilidad
para tal proposito.

Sean j,k dos estados cualesquiera, entonces?

L]
fan = L Esin} t2.5.1)
nz{

El resultado anterior es ficil de acéptar si consideraaos
Que en las probabilidades de prisera ‘visita no tenemos
restriccién en cusnto al ndmero de pasos en que la cadena debe
visitar al estado k, por lo que si sumamos las probabilidades de
prisera visita en n pasos, variando n desde i hasta e, estamos
tomando en cuanta, solamente sl hecho de que la cadenas visite el
estado k, sin isportar en que ndmero de pasos lo haga.

Otro resultado que nos serd de utilidad es el siguiente:
Dados dos estados j y k cualesquiera, y n 2 1 sntonces

n
pastn) = E fsuim) panin-m) (2.5.2)
a=4
Analicemos =l significado de este resultado.

El lado izquierdo de la igualdad repressnta la probabilidad
de transicidn del estadc j al estado k en n pasos, sin impartar
el namero de ocasiones en que la cadena visite @l estado +
durante esos n pasos; el lado derecho de la igualdad nos muestra
una sumatoria en la que cada elementa de la suma representa la
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probabilidad de que la cadena pattiendo del estado j exactamente
después de m pasos visite el estado &k, sin isportar sl ndmero
de ocasiones que la haga en los restantes m-n pasas; como la suma
de las probabilidades se realiza variando el valor de m desde 1
hasta n, se cubren todas las posibles formas en yue la cadena
pusde visitar el estado & en n pasos.

Al igual gue los tiempos medios de ocupacién, las probabi-
lidades de prisera visita f,. dependen del tipo de estado al gque
pertenecen j y k. Consideremos la aisma clasificacién para los
estados que en la seccidén anterior y analicesos cada uno de los
cuatro casos resultantes.

Caso 1) Tanto el estado j como el estado k son recurrentes.
En este caso existen dos posibilidades:

1.1 Gue el estado | y el estado k pertenszcan a la sisma
clase de equivalencia, vy por lo tanto k #s accesible desde j,
per0 cosmo k es recurrente y j también, la cadena visitard un
ntmero infinito de veces ambos estados, por lo que fgc=l, es
decir existe la absoluta certeza de que la cadena partiendo del
estado j visitard en algin paso posterior al estado k.

1.2 Que el estado j y el estado k pertenezcan & diferentes
clases de wquivalencia, de esta forms el estado & no es accesible
desde el estado j, por lo que si La cadena se encuentra en el es-
tado j en el paso 0, y j es recurrente, la cadena jamis
abandonard 1la clase de equivalencia a la que pertenece j y por
lo tanto nunca visitard el estado k, por lo que £40z0,

Caso 2) El estado j es recurrents 'y el estado k es
transitorio.

S§i la cadena se encuentra en el pasc cero en un estado
recurrente j, significa que se encuentra en una clase cerrada y
no podré abandonar jamds dicha clase, por lo que es imposible
que visite cualquier estado que no pertenezca a dicha clase, en
particular algdn estado transitorio, por lo tanto f;n en este
caso vale 0.

Casoc 3) Consideremos ahora el caso en que tanto j como h son
estados transitorios.

Para esto utilizaremos los resultados dque analiiasos
anteriormente:

n
psnin} = T fmim) punin-m}
a=1
susando sobre n tenemos que:
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- [
L pauind =L L[ fsuin) punin-m)
n=4 n=1 m=4

intercambiando el orden de las sumatorias

. I ]
L psmindi =L E fsula) prnin-a)
n={ az{ nz={

los elementos de la susatoria cuando n es menor que m no tienen
significado ya que las probabilidades de transicién del estado &
al estado k serian en un ndmero de pasos negativos, por lo que!

[ ] .8 @

C pmind =L E f5im) panin-m)

n=1 Azl nzm

haciendo 1 = n-a

. e 0
C opsmln) = E £ f5nlm) panil)
n=i azl 1=0

como Ej;nim) no depende de 1, podemos sacarlo de la sumatoria
interior .

[] . °

E psain) =L fsula) E punil)

n=1 a=i 1=0

utilizando el primer resultado analizado en esta seccidn:
[] .
L psnin} = f3u £ punll)

n=i 1=0

de la expresion anterior podeeos despejar .

La expresion anterior no nos resultaria de mucha utilidad
%i pretendiéramos calcular las probabilidades de prisera visita
a través de ella, ya que las sumas son series infinitas, sin em-
bargo es posible realizar ciertas simplificaciones que faciliten
el célculo. .
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Observemos que si j=k entonces:

[ ]
L panin}
n=1

E-pmin) ¢ -1
ns1 .

By = N Yy que pani0) = 1 sl J sk

[ ] [ ]
E paatl) E paail)
1=0 1=0

Ahara bien, como psai(0) = 0 si j ¢ k entonces, utilizando la
expresiéon del tieapo eedio de ocupacién amencionada en la
seccidn  anterior tenesmos gue:

H Pan
| i e
i Tan

Fjk = ¢
H 1
1= ____ sij=k
! Fan



Caso %) Este 0ltimo caso se presenta cuando el estado j es
transitorio y e1 estado k es recurrente.

Partiendo de la expresién 2.5.1 teneacs que:
[}
fan = faull) ¢+ L fgaln)
n=2

ahora utilizando la expresién encontrada para las probabilidades
de prisera visita en n pasos (2.3.%1)

(]
40 2 panll) ¢+ E L pastl) basln=l)
n=2 Vizhk

[ ]
fan = pauil) ¢+ L (paull) £ Kinln=1) }
Vit n=2

haciendo l:=n-1

[ ]
Fan S pamll) ¢ £ ( pyald) I fanl1) )
vizh 1=1

utilizando nusvasente el resultado 2.5.1
Fon = pyall) ¢+ £ pyatll) fan
vigk
€E

considerando el conjunto de estados divididos en dos subconjuntos
T y T¢ de aestados transitorios y estados recurrentes
raspectivasente,

Egn 2 paull) ¢ & pyall) £ ¢ L pyall) ban
ViEeT Vi€T’
[ )

«h @l subcanjunto de sstados recuyrrentes existen estados que per-
tenecen a 1» misaa clase de equivalencia de &k, para los cuales
fan=l, pero tasbién existen estados que no pertenscen a la eisma
clase de squivalencia de k y para los cuales #iu=0, de manera
que: .
fan s panll) ¢+ L pyall) f4u ¢ paaitl}
VieT Vi€cl(k)
ix

Fgn = L paatl) fan ¢+ T pudt)
ViET vi€el(k)
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La expresion anterior representa un sistema de ecuacianes
sisultaneas donde las incégnitas son las faw Vi ET y R €T', vy
donde £ paa(l} ¥j ET upuuntan los términos independientes.

Vi clifik)

A $in de simplificar ml cdlculo de las fsu, oObservesos gue
los cosficientes de las variables f,u son iguales para un estado
j fijo ¢y cualquier estado k recurrente, ya Qque dichos
coeficientes no dependen del estado k, Consideremos la notacidn
satricial del sistema de scuaciones resultante; para esto supon-
ganos i, isyisy ssey in Gstadas transitorios y dka,kmyksy, ..oy ka
estados recurrantes:

1hy nevoly ul Py seoofrs st JEs ooy n! lfp,;... !:.m s )
N ua..f‘ wl Hn Jeeepy sl {8y mooo by it (Vi€eliky ) ViEckihall
)t b= T L P {4 1Bpssee. Epsoal
:‘] h-..(. n! (Pg seesps 3! HINTY TRY IVi€ci(ks) Vi€cliha)!
! H : |
{ Epga ooe Epgat
1Vi€clika) Vi€clika )}

= QF+8
donde F @8 la eatriz de probabilidades de prisera visita de es-
tados transitorios a recurrentes y O es la matriz de probabil-
idades de transicién entre wstados transitorios, de agul
podesas caltular la matriz F de la forms siguiente:

F=I[1-041"ts8

donde [I-Q1=* ws 1a aatriz fundamental de tiempos medios de
ocupacidn  entre estados transitorios.

Finalaente chservamos Qque el téreino independiente L p,. es
Yi€clik?}
igual para todos aguellos ‘estados k Que pertenecen a la misma
clase de equivalencia, por lo que basta can calcular las proba-
bilidades de primera visita pars un sclo estado k de cada clase
cerrada, yd que estas son iguales para todos los estados que per-
tenecen a una misma clase.

Esto resulta fdcil de explicar si recordasos que k es un
estado recurrente y por lo tanto una vez que la cadena visita
cualquier estado de i{a clase de equivalencia de k, todos los es-
tados pertenecientes a dicha clase son visitados un namera in-
finito de ocasiones, por lo que resulta logico esperar que las
probabilidades de priaera visita a partir de un determinado es-
tado j sean iguales para todos esos estados.
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2.6 TIENPOS MEDIOS DE ABSORCION

Cuando #1 espacio de estados E de una cadena de Markov es
finito, se tiene la absoluta certeza de que la cadera, indepen-~
disntesente del estado del cual parta, finalmente caerd en una
clase cerreda de estados persistentes, de la cual ya no podrd
salir jamis,

Antes de que la cadena caiga en algén estado recurrente o
absarbente, visitard un determinado ndaera de estados
transitorios. Este numerc de pasos en que la cadena visita es-
tados transitorios, es isportants en algunas aplicaciones, ya gque
reperesenta el ndmero de pasos que la cadena einctda, antes de
que su cosportamiento se vuelva ads estable o periddico.

El tiespo medio de absorcién @, repressanta el ndmero
esperado de pasos que una cadena de Markov debe efectuar antes de
casr en un sstado reacurrente o absorbente, coniiderando que se
encuentra en el estado j en el paso cero.

Al ndsero de pasos totales gue una cadena permanece
visitando estados transitorios, después de partir del estado j y
antes de que caiga en una clase cerrada, lo llamaremcs tiempo
antes de absorcién y es equivalente a la suma de los tiempos de
ocupacién  total de cada uno de los estados transitorios, con-
siderando que la cadena se encuentra an j en el paso O,
utilizando la notacion introducida en la seccign 2.4 tenesos @

Tg' =L Tul®) | %o = § v JET
VRET
De esta sanera T;' represanta el tiespo antes de
ahworci6n, es decir la cadena es absorbida en el siguiente paso
después de T,’ transicionss, Pero, ya que lo que deseamos es el
tiespo medio de absorcién, debemos sumar un pasc al tiempo antes
de absorcién vy calcular su esperanza:
ELT,) = ECT,’ + 11 = ELT,/34L = €0 L Tal®) | %o=jl 4 1
T
=L EtTa(®)} xozjit+ 1
VKET
utilizando la variable Z.(n) definida en la seccién 2.4
" .
ECT4)l = £ CEL E Za(nil) + §
VKET
[}

=L E E[Zu(n)] ¢ 1
VKET n=i
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]
= b L {1lepsin) + O 1-pyuin))]
VKET n=t

[]
=1 +L £ pantn) (2,6.1}
WKET n=i

=1+ L psmin) ¢1 -1
VKET n=zi

como psnl(0) = 1 cuando j = k entonces:
[]

=1+ E pmin) -1

VKET n=0
[}
= L T pain)
VKET n=0
[ ]
pero rsu= E pyaind
n=0

ElT4]1 = E ran
WRET -

As§, si denotamos el tiempo sedio de absorcidn de la
cadena a partir del estado § por m,, entonces:

a0
kET

Esto significa gque el tiespo msdic de absorcién a partir
de § es igual a la suma de los tiespos sadios de ocupacién . de
todos los estados transitorios a partir del estado j§, 1o cual
tiene sucho sentido ya que el tiespo medio de absorcion, es
precisamente el némero esperadc de ocasienes en que la cadena
visita estados transitorios, antes de caer en algun estado
racurrante o absaorbente.

Coso hemos visto, el concepto de tiespo loulu de absarcidn
a; tolo tiene sentido para j transitorio.

81 utilizamos notacién matricial, para denotar los tiempas
aedios de ocupacién, tendriamos un vector de tiespos medios de
acupacién, donde cada una de las entradas de este vectar es
".igual a la sums’por renglones de los elementos del renglén
correspondiente, de la wmatriz fundamental de tiespos medios de
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ocupacién M = [I - Q1-%,

Otra expresion equivalente para el tiespo weedio de
absorcién es la siguiente:

8y =1+ L pall)as {2.6,2}
Vi€T

y puede ser obtenida faécilmente a partir de la expresidén
(2.6.1)
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2,7 TIEMPOS MEDIDS DE PRIMER PASD Y DE RECURRENCIA

Una vez que una cadena de Markov visita un estado
recurrente, es imposible que #sta abandonde la clase cerrada a
la que pertenece dicho estado y a partir de ese sosento, la
cadena visitard un néeero infinito de ocasiones el resto de los
estados pertenecientes a la misma clase cerrada.

S§i deseanns wsedir de alguna manera el lapso de tiespo
necesario para que la cadena visite un cierto estado a partir de
otro en la aisma clase cerrada, el concepto de tiempo medio de
primer pasc resulta de utilidad.

El tiempo medio de priser paso asn @s el ndmeroc esperado de
pascs en que la cadena pasa del estado j al estado k. En el caso
en que j = h, el tiempo medio de primer pasc es llacado tiempo
sedio de recurrencia.

Estos conceptos solamente son aplicables a cadenas de Markav
irreducibles, es decir aquellas que estidn constituidas por una
sola clase cerrada, aunque en realidad toda clase cerrada puede
gser considerada por si mismd, una cadena irreducible. Asi, los
tiempos wmedios de primer paso y de recurrencia mgs solo existen
para } y k sstados recurrentes, pertenecientes a la sisma clase
cerrada.

Consideremns la variable aleatoria n que reprasenta el
namero de transiciones sn que la cadena de Markov pasa del as-
tado j al estado k (ambos recurrentes y pertenecientes a la misma
clase cerrada), la probabilidad de que n tenga un deterainado
valor no es igual a la probabilidad de primera visitade j a k en
exactasente no pasos.

flnznel = fyulne)

De esta forma la secuencia de probabilidades de priasra
visita fguln), nz1,2,... constituys la funcién de densidad
probabilistica de la variable aleatoria n y su esperinza repre-
senta precisamente el tiempo medio de primer paso del estado j al
estado k.

Mgn = n fain)
n

iteas

1

Para calcular los tiempos aedics de priaer paso podamos
valernos del procedimiento utilizado parsa calcular los tiespos
medios de absorcidn, aunque serd necesario realizar algunas
modificaciones, a fin de que el procedimiente se ajuste a
nuestros propésitos.

Supongamos que deseamos calcular el tiempo medic de primer
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paso, del estado 1 al estado k (man) con 1 Z ke

Sea P=ipsg) la matriz de probabilidades de transicidn
original; a partir de ésta obtendresos una nueva matriz
P'={ps,’') donde;

L si =k y j=k
!
pas’ = ¢ O gi ik y jEh
|
! pay si itk y j cualquiera

De esta forma el estado k; que es el estado final para el
cual deseamos calcular los tiempos medios de primer paso, se con-
vierte en un estado absorbente, Las moditicaciones anteriores no
alteran el comportamienta de la cadenz original sino hasta que la
cadena ya ha visitado el estado %, por lo que, calcular el tiempo
medio de primer paso del estado 1 al estado k en la cadena
original, es equivalante a calcular el tiempo medio de absorcidn
a partir del estado 1 en la cadena modificada. Por lo que, par-
tiendo de la expresion 2.4.2 ohtenemos 1a siguiente:

M =1 + L paall) man

El razonamiento anterior se ha realizado bajo la
restriccion  de que 1#k, veamos ahora como podesos determinar una
expresién para los tieapos medios de recurrencia.

Cuando hablamos del tiespo sedio de recurrencia del estado
k, nos reierisos al tiespo esperado en qué la cadena partiendo
del estado &k, regresa a éste., En este caso existen dos
alternativas, que la cadena permanezca en el estado k en el
prisar paso, o que la cadena abandone el estado k en @) primer
paso, wsto we refleja en el cilculo del tiespo mmdio de recu-
rrencia de la siguiente manera:

San = 1%pani{l) ¢ T paalid®il ¢ man)
vigk

El primer eleamento de la suma representa la alternativa de
que la cadena permanezca en @l estado k en el primer paso, el 1
representa el ndmero de pasos involucrados, las cuales se sulti-
plican por la probabilidad de que estc ocurra, gpara obtener el
valor ssperado. La sumatoria representa la alternativa de que la
cadena abandone el estado k en el priser paso, y donde 1 ¢ msm
representa el ndmero de pasos necesarios para que la cadena
regrese al estado k despuds de haber 'visitado el estado i en el
priser paso] y panil) representa la probabilidad de que ésto
ocusta.

Ahera sisplificando 1a expresitn anterior:
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Bue = panil) ¢+ £ pasli) ¢ puall) &
Vizk

Panil) + T puall) + & paall) mpu
Vizk vizk

Bun = L+ L paall) Ben
Vigk

Dependiendo del valor del tiespo medic de recurrencia mes,
se dice que un wstado es recurrente positivo si su tiespo medio
de recurrencia swx ¢ % , y si ann @5 infinito, se dice que el es-
tado k es recurrente nulo. Los estados recurrentes nulios solo ex-

istan en cadenas de Markov que tienen un namero infinito de
estados.
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2.8 PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

Cuando analizamos un sistena a través de un modelo de
Cadenas de Markov, uno de los aspectos que probablemente tengan
mayor importancia, es el referente al comportamiento de la cadena
a largo plazo, ya que esta clase de informacién nos permite
tener un panorama mas ampliv sobre la tendencia general del sis-
tema en estudia.

-Como se distribuird la cadena entre los diferentes estados
de! espacio de resultados 7, en particular, esta distribucién
serd asintoticamente independiente de n, el ndmero de tran-
siciones realizadas 7. Las preguntas anteriares estin dirigidas
a determinar si la distribucion de un cadena X~ converge a una
distribuciotn limite cuando n tiende & infinito. Esta
distribucién limite, cuando existe, ms llamada distribucién de
probabilidades estacionarias de {X»}. Veamos 3 continuacién la
minera de deterainar dichas probabilidades estacionariss.

Especificasente, deseamos conocer el lim pasin}, para toda
n->e
i, j en el espacio de estados.

Consideremos w®l caso en que j es un estado transitorio.
Como hablamos visto anterioraente, una cadena de Markov después
de un namero finito de pasos, finalmente debe caer en un estado
recurrente, perteneciente a alguna clase cerrada, de la cual no
podrd salir nunca, por esta razén si | es un estado transito-
rioy lim payin) = 0

n->®

Dado que todos los estados recurrentes pertenecen a alguna
clase cerrada, y que una clase cerrada pusde ser considerada por
si misma como una cadena irreducible, analizaremos el cospor-
tamiento en el liaite de una cadena dentro de una clase cerrada,
de manera indepandiente del resto de los estados que no per-
tenecen a dicha clase cerrada.

Para determinar la distribucién limite en el caso de una
cadena irreducible (clase cerrada), wutilizaremos el siguiente
tearema, cuya desaostracion se presenta en el anexa C.

Teoresa de Renovacitn.- Sean {aw}, {bx}, {un} sucesiones de
nadmeros reales no-negativos con

[] .
E sz t, L bugo Y
k=0 k=0

con {un} una sucesion acotada. Supangamos que el mcd de (kian)0}
es igual a { y que se cumple 1@ ecuaction de renovacion
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n
Un =~ L an-x Uux = bn para toda n = 0,1,2,..

k=0
Entonces el linite v, cuando h tiende a infinito existe:

! []
1 L. b
i k=0 e
[ si £ kan ¢O
| (] k=1

1imun ¢ L kan

n=>e l’ k=1
| .
I ] si B kaw =0
t k=i

Utilizando el teorema de renovacidn demostraresos gue si
P = (pas! es la matriz de transicién de una cadena de Markav
irreducible y aperiddica, entonces para toda { € E,

H 3 4
| mm—m———c——— si Bk faulk) ¢ @
1 e k=0
LI A FYY )
lim paalnt = ¢ k=0
n->e H
t
! 0 en otro caso
H
! t .
P Vi EE st B Kk Egutkigm
i e k=0
U A B PP S
1im pasln) = ¢ k=0
n->e H
[
) 0 en otro caso
t

Para probar lo anterior, es necesario identificar las
sucesiones {an}, {ba}, <{un} en térainos de sucesiones
relacionadas con Cadenas de Markov, ademds de verificar las
hipOtesis del teorema de renovacién. -

Sea i un. estado arbitrario fijo, seleccionemos las

sucesiones de la siguiente manerad an = {faa(nd}, um = {paain)},

bn = O0sin21lybo=1. Por hipitesis todos los estados son
".aperiédicos y recurrentes en particular el estado i lo es,
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Coso el estado i es aperitdico tenemos que el wmcd de
€n it faaln) > 0 ) es igual a 1, por otra parte, ya que paain) es
una probabilidad, tenemos que la sucesién {un} ests acotada; vy
por la forma en que se definid bn,

[]
L be =1 ¢0,
n=0 []
Ademds como i es un estado recurrente tenemos que I fiu(n) es
igual a 1. nz0

En base a las sucesiones seleccionadas, la ecuacién de
renovacion toma la siguiente forma:

n
paein) = B faslk) pastn-k} =0
k=0
en el caso de que n > 0, cuandon vale 0 padd0) = 1, Estas
ecuaciones ya han sido establecidas anteriorsente (secciones 2.4
y 2.5)

Coso todas las hipétesis del teorema de renovacién han
sido casprobadas, podemos aplicarlo, obteniendo que

i 1 .
} oo cusndo I K f.a(k) ¢ @
L ] k=0
L0k faalh)
lim paatn) = ¢ k=0
n->e !
} [}
{ 0 cuando L™k faslk) s ®
! k=0

Ahora bién, notesos que el tiempo sedio de recurrencia del
estado i,
]
#ss 5L Rk Egglh)
k=0
por lo que el lieite de la probabilidad de transicién paain)
depende en forsa reciproca del tiespo sedio de recurrencia.

1im pasln) = —ceu= (O YR
n=>me L T

Analicemos ahora el valor del liaite de p.y(n), cuando n
tiende & inkinito. En la seccion 1.5 sefalamos que cuando. una
cadena es regular, la matriz de probabilidades de transicion
liaite tiene sus renglones iguales, westa significa que las pro-
babilidades de transicion limites pa, son independientes del
estado i del cual parte la cadena. Coso #stascs restringiendo
fuestro andlisis a una clase cerrada, en la cual siempre existe
para todo par de estados un entera n tal que la probabilidad de
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transicién entre esos dos estados en n pasos es mayor que O, en-
tonces podemos decir qued

lim pasin) = lia pyytn) = =-===- 51 Mgy ¢ @ ¥i €E
n->9 n->e L]

Hasta aqul hemos considerado que la clase cerrada a la que
pertenecen los estados, es aperifdica, mas si consideramos que
el periodo d # 1, surge cierta dificultad al tomar el limite de
las -probabilidades de transicién pasgln) cuando n tiende a
infinito, Esta dificultad estriba en que, en ocasiones el limite
existe y es diferente de cero solo para ciertos valares de n,
especificamente cuando n es un mdltiplo de d.

4 continuacién se enuncia un resultade que nos serd de
utilidad para determinar las probabilidades limite en el caso en
que una clase cerrada no sea aperitdica.

El espacio de estados de una cadena irreducible con periodo
dy puede ser particionado en d subconjuntos disjuntos (con
interseccién vacia) Doy Diy Day... Da-ay de forma tal que si la
cadena se encuentra en algén estado de Dy, en el siguiente paso
visitard algén estado de D,.. para §=0,1,2,...yd-2. Y cuando se
encuentra en De-: la cadena regresard a algdn estado de Do.

Sea i un estado fijo en E, definamos Da como
Da = { jipssind+m) ) O para alguna n }.

Como la cadena es irreducible tenemos gue:

d-1

U Da=E

n=0
Para wmostrar que los subconjuntos Da’s san disjuntos tomemos un
estado | elemento de Das () Dup con 0 S my ¢ dy 0 < ma ¢ d. Como
J € Dma , antonces existe n, tal que paginadempa) > 0, tambien
cosn la cadena es irreducible exniste. un entero &k tal que
Paath 20, Entonces:

Pralnsd+matk) 2 payinademgdpgatk) > O
De manera similar podemos llegar a la conclusi6n de que
Pasinmd+metk) 2 pasingd+malpsatk) » O,
De aqui{ se sigue que Mmi+k y matk son mGltiplos de d, es decir
Matk = rad y matk = raed, conry y ra enteros, por lo que
(ma+k )-{natk) = ryd-red, esto implica que si-msz(ri-rald pero
como 0 2 ms ¢(d y O < ms ¢ d tenemos que mi~ma debe ser manor
-que d, por lo que mi-Me es igual a cero, es decir m1 = ms. Esto
significa que si Dmy y Dms tienen un elemento en comun, entonces
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son iguales, por lo que los subconjuntos Da’s constituyen una
partici6tn de E; y por la forsa en que construimas los subconjun-
tos Da’s la cadena se mueve de un subconjunto Dy a otro Dyesy con
1o cual queda demostrado el resultado enunciado.

Ahora bien, s1 P es una matriz estocdstica de perifodo d,
utilizando el resultado anterior tenemos gque R = P* mapea cada
uno de los subconjuntos Dm = { j! pasind+m) > 0 con i un estado
fifo y n un entero )} en si mismo. De hecho si consideramos
R=(rss) como una nueva matriz de transicidn, cada subconjunto Dm
puede ser considerado como el espacio de estados de una cadena de
Markov irreducible y aperiédica, por lo que, como veremos a
continuacion el limite de ryyin) cuando n tiende a intinito,
existe,

Sea P la matriz de transicién de una cadena de Markov,
irreducible, peritdica, con periodo d. Denotemos R = P9,

Como R constituye una matriz de transicién para una cadena
de Marhkov irreducible y aperiédica, sabemos que el limite de
regin) cuando n tiende a infinito, es el reciproco del tiempo
medio de recurrencia v, considerando a R como la matriz de
transicion, es decir

.
vas = L &k hygtk)
k=1

donde h;s(k) es la probabilidad de primera visita del estado j a
si misso en k pasos, utilizando la matriz de transicién R, En
general los tiempos wmedios de recurrencia vy, difieren de los
originales m;,, ya que el hecho de utilizdr R o P camo la matriz
de transician, afects el ndmeroc de pasos necesarios para que la
cadena regrese a un detersinado estado.

En particular si utilizamos a P como matriz de transicidn,
es necesario efectuar d transiciones para que la cadena pase de
un eleaento de Do a otro de 1la wmisma clase o subconjunto,
signtres que si R ey utilizada comp aatriz de transicién solo se
requiere de un paso., Estas dos formas de medir las unidades de
tiempo nos proporcionan valores diferentes para el tiempo medio
de recurrencia.

» . [ ]

Ahora vys = B k hygtk) = E k fyy(dk) = 1/d € dk f£,50dk}

k=1 k=1 k=1
[
asi vyy = L/d L n £s55in)y, ya que £,4(n) vale cero salvo en el
n=1

caso de que n sea moltiplo de d (nz=dk}.
Por 1o que vyy = mMyy/d , y como lis ragin) es igual al

n=>e
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reciproco de vg44, tenemos que lia rasin) = d/my,y, esto en

n->e
caso de que tanto i como j pertenezcan a la misma clase Da. S5i i
y | pertenecen a diferentes clases cerradas entonces el

lim rys(n) es igual a cero, ya que esto es equivalente a que
n-)s
iy j pertenezcan a diferentes clases cerradas con relacion a R.

Como seflalamos anteriormente, el hecho de utilizar a R como
matriz de transicién, ocasiona modificaciones en la manera de
medir el némerc de pasos que efectda la cadena, de esta sanera,
una transicién en relacién a la eatriz R equivale a d pasos
cuando se utiliza la matriz P, por lo que en el caso en que la
clase cerrada a la que pertenecen i y j sea periodica con
periodo d#l, entonces

I d
§ o si n es miltiplo de d (n=kd)
1 myy
lim pagin} = ¢
n=>e !
H ] en otro caso
'

Consideremas por Gltimo el caso en que i es un estado tran-
sitorio y j es recurrente.

Para deterainar el 1fmite payin) cuando n tiende a ® con i
transitorio y j recurrente, partamos de la siguiente igualdad
n

pasin) = L fasi{m) pysin-m}
[ 31
Tomando linites de ambos lados de la igualdad

n
1im payln) = lim E fsg(m) pyytn-a)

n->® n=>8 a=i
.
Ahora como £ £45(m) = £.; S 1 entonces
asl
L]
lim peylnt = L feq(m) lim pysin-a)
n=>8 m=1 n=)e

Pera como j es recurrente lim p,s{n) = 1/ay,; cuando j es

n->e
aperiddico, por lo que
1im pegln) = fgy == con j aperitdico
n->8 . L¥Y] .

En el caso de que j tenga un pericdo d 2 | entonces
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d
lim pastn) = -——
n=>9 LTY]

con n = kd, y de igual forma
d

1im pastn) = oy - con n = hd
n=~>e [ ¥T)
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2.9 EJEMPLOS

El tiempo en cierta ciudad puede ser caracterizado como
soleado (§), nublado (N}, o lluvioso (L). Si el dia es soleado,
existe la misema probabilidad de que el dia siguients sea soleado
o nublado. Si el dia es nublado, entonces hay un 50 ¥ de prab-
abilidades de que el siguiente dia sea soleado, un 25 % de prob-
: abilidades de que continue nublado y un 25 { de probabilidades de
que llueva. Si el dia es lluvioso continuaréd nublado o lluviaso
con una probabilidad igual para cada estado.

La matriz de transicién asociada es!

i 8 N L
-] ; 0.5 0.9 0
N ; 0.5 0.25 0.25
[N ; o 0.5 0.5

§i representamos esta situacién a través de gréficas, la
cadens de Markov asociads tendria la siguiente representacion:

. Para todo estado i en la cadena, la probabilidad p.s20 lo
cual signikica que todos los estados son aperiddicos, es decir
no existe un patron de periodicidad regular con el cual se
rapita un determinado tipo de clima.

For otro lado aplicando el algoritso para deterainar las
clases de equivalencia tenesos que todos los estados pertenscen a
una sisma clase, la cual es cerrida; por 1o que los tres sstados
son recurrentes.

§ N L risl
8 1 1 0 [
N 1 1 1t 1
L 0. .1 1 2

B -3 ] o 1 2
L83 Nr-(s) = ¢ N, §, L}
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esto significa que dado un cisrto tipo de clisa, siespre existe
1la probabilided de que aste vuelva a repetirse.

Calculesos ahora las probabilidades de primera visita en n
pasos paran = {, 2, 3,

1331 »5 0!
Fliizl .5 .25 .25)
o S5 5

H t.2% .28 125 1
5§ = 1,125 .375 ,0025!
§ | .25 .25 125 1

t .5 .5 0! i .5 0
Fi2)=! .5 «25 ,2%1 X 1.5 0 .2
[ 5 W5 10 5 0

1.5 «5 0y 10 25 ,125 |
F{3i=t .5 .25 .25 X 1,128 O L0251
t o 5 .5 ) 1,25 .25 [ ]

i .0625 (125 L09375
=1 .09375 .1475 .078125!
{1878 125 03125 |

Debido a que los tres estadas de ia cadena pertensceén a una
nisea clase cerrada, los tiespos medios de ocupacion para
cualquier par de estados waon infinitos, ya que la cadens
visitard un némero intinito de veces los tres estados. De igual
saners las probabilidades de primera visita para todo par de es-
tados serdn fguales a I, es decir dado cualquier tipo de clima,
axiste la absoluts certera de que #) tismpoc en algin pasa pas-
tariar podré presentarse de cualguiera de las tres tipos,
nublada, soleado o lluvioso, sin excluir alguno de ellos.

Camo no existen estados transitorios no tiene sentido hablar
de tiempos medios de sbsorcion.

La satriz de tisspos medios de priser paso y de racurrencia
a8 1a siguiente

s N [
8 2,5 2 10
N 3 2.5 ]
L 5 2 s

Esta matriz nos proporciona informscién  interesante;, coso
por ejsmploc el hecho de que es= 10 significa que una vez que el
clisa s soleads, as de esperarse gque hasta despuds de transcu-
rridos 10 dias =] clims seré lluviosc.

Por dGltime el vector de probadilidades wstacianarias es
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que si observamos el clima en un
en el 4O Y de los dias el

f 0,4y O+, 0.2 ), es decir,
y solo en @l 20 ¥ de

periodo  bastante largo de tiempo,
clisa serd soleads, al igual que nublado,

las ocasiones, este serd lluviosa.
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CAPITULO 3

EL PROGRAMA “MARKOV*

Actualmente las computadoras se han convertido ep herramien-
tas indispensables en cualquier centro de investigacién, un gran
ntesero de espresas las utilizan para el manejo de sus procesas
adeinistrativos y en algunos hogares es un equipo de uso tan
comtn camo la televisién; esto como consecuencia de las grandes
ventajas que proporciona su uso.

Esencialaente, la utilidad de las computadoras consiste en
el procesamiento de informacién de manera rdpida vy eficaz,

Considerandn que el andlisis de una cadena de Markov supone
una gran cantidad de calculos numéricos, y dependiendo de la
sagnitud y complejidad del sistesa estudiado, requiere de manejar
un  gran ndmero de datos, resulta insediato sugerir la
utilizacion de un programa de cdmputo como herramienta, para la
realizacion de dicho andlisis.

El. objetivo de este capitulo es ilustrar la sanera en que
los algoritmos presentados en el capitulo anterior, se desarro-
llaron en un programa de computadora, facilitando as{ el
cdlculo de las estadisticas necesarias para el andlisis de
Cadenas de Markov.

La primera seccion de este capitulo, expone algunos aspec-
tos generales sobre la operacion y funcionamiento del programa
"markov'. €En la siguiente seccion. -se explica la estructura del
prograsa a través de una descripcién breve de cada una de las
funciones que lo cosponen. La seccién tres describe el
procediaento para alimentar de informscién sl programa, in-
dicando la formsa en que son introducidos los datos. En la
seccion cuatro s detallan algunos aspectos de capacidad ¢
limitaciones del oprograma. Finalmente la siguiente seccién
presents algunos sjemplos ejecutados msediante este programa.
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3.1 GENERALIDADES

Bdsicamente, el propésito fundamental del programa
"markov” es e} de calcular una serie de wmstadisticas que nas
permitan analizar una cadena de Markov. Por lo que el desarrolle
del programa se realize en base a la idea de proporcionar al
usuario un forma de introducir los datos (probabilidades de
transicion), una forma de calcular las estadisticas asociadas a
es0s datos, y de poder imprimir los resultados obtenidos en
dichos célculos.

Una de las caracteristicas consideradas &l momento de
desarrollar el programa, fué el grado de complejidad que presen-
taba la cperacitn del mismo. A fin de que su operacion  fuera
lo més facil posible, se disefi6 el prograsa buscando que la
comunicacién que @1 wusuario establece con el pagquete e
realizara a través de aenus de opciones, de esta forss el
usudrio indica mediante el nGm=ro de optién correspondiente 1la
accion que deses ejecutar.

Mediante el programa es posible realizar el andlisis de
varias cadenas de Markov de manera sisultanea, ya que nos permite
seleccionar la matriz que deseamos utilizar para el cdlculo de
las estadisticas, de esta forma, antes de solicitar alguna
estadistice, es necesario que previamente haya sido seleccionado
el archivo de datos que contiene la matriz de probabilidades de
transicion, esto  mediante la opcidn 1 del asend de
"ESTADISTICAS BASICAS*. En el célculo de las estadisticas se
utiliza la 4ltisa matriz de transicién seleccionada, esto sig-
nifica que si deseamos calcular dos o més estadisticas para una
misma matriz basta con seleccionarla una sola vez al principio, y
sientras nosotros no abandonesos el ambduleo de “ESTADISTICAS
BASICAS", ®sa matriz serd wutilizada para todos los cdlculos
hasta que nosotros seleccionemos alguna otra, en cuyo caso las
subsecuentes estadisticas que se calculen se realizarén en base
a la nueva matriz seleccionada.

Otro aspacto importante de las caracteristicas de
operacign del programa, es el de la iepresién de resultados. El
tercer mddulo  del programa es el correspondiente a la impresion
de resultados, y sediante esta opcién nosotros podesos desplegar
en pantalla o imprimir en papel los resultados calculados. Cada
ocasion gque se realiza el cdlculo de alguna estadistica se
genera un archivo, con taracter temporal, donde se graban los
resultados obtenidos, asf en casoc de que desedrascs una
ispresion en papel de los resultados obtenidos, con el
propésita de analizarlos con mayor detenimiento, la podemos ob-
tener mediante la.opcién de “IMPRESION DE RESULTADOS”, Estos
archivos temporales donde se graban los resultados calculados
desaparecen al momento de terminar la ejecucién del- prograsa. vy
salirnos del ment principal sediante la opcién de FIN (9),

5%



Al seleccionar la opeidn  de YIMPRESION DE RESULTADOS®,
tenesos acceso a otro men(d el cual nos da oportunidad de im-
primir o desplegar en pantalla los archivos de resul tados, en
cualquiera de estas dos opciones el programsa nos despliega una
lista de archivos de resultados calculados, asi coso de archivos
de datos con matrices de probabilidades de transicién
existentes, para que nosotros seleccionemos el resultado a im-
primir o desplegar,

Otra caracteristica importante del programa es el referente
a la funcién utilizada para poder desplegar aquellas
estadisticas que constituyen una matriz, como es el caso de las
probabilidades estacionarias o de los tiempos medios de primser
paso y de recurrencia. Estas astadisticas, dependiendo del
ntserc de estados que tenga la cadena, resultan demasiado
grandes para poder ser desplegadas en su totalidad en la
pantalla, por lo que es necesario desplegarlas pdgina por
pdgina, para esto se utiliza una funcién que nos persite
desplazarnos a lo largo de la satriz en cualquier direccion, y
de ssta forea poder visualizar la totalidad de ésta.

El desarrollo del prograsa "sarkov” se realizé en una coe-
putadora ATAT UNIX PC, este tipo de equipos utilizan comp sistema
operativo el UNIX, el cual tisne la caracteristica de ser un
sistema operativo multiusuario, es decir, que permite a varios
usuarios trabajar simultansasente. En este sentido el programa
aprovecha esta caracteristica del sistema operativo y pereite
que varios usuarios lo utilicen de manera sisultanea.

EL prograsa debe ser instalado en el disco duro de la
cosputadora, y todos los archivaos de datos son creados en sl
mismo y permanecen en é1 hasta que son elisinados explicitamente
por el usuario a través de la opcidn de “BORRAR MATRIZ*,

La programacion se llevod a cabo a través de el lenguaje
de programacién °C*, esto debido a que dicho lenguaje en la com-
putadora ATAT, ofrece una serie de ventajas con respecto a otros
lengua jes, en aspectos de velocidad y capacidad.
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3,2 ESTRUCTURA DEL PROGRAMA

€l programa ‘“markov* estd compuesto de tres mddulos
principales, el primero estd relacionado con la captura y
modificacién de la matriz de probabilidades de transicién, en
el segundo se realiza el célculoc de las estadistices biésicas vy
el dltimo tiene como funcidn permitir la iepresidon de los
resultados calculados.

Estos tres atdulos estdn constituidos por un total de 3¢
funciones, las cuales de describen a continuacién,

analis( )o-- Funcitn que wmaneja el mend  “ESTADISTICAS
BASICAS". Esta funci6n despliega las opciones existentes y nos
permite swleccionar alguna de gllas. Las opciones posibles son:

01 SELECCIONAR MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION
02 CLASIFICACION DE ESTADOS

03 PERIODICIDAD .

Ob PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA EN N PASOS

05 PROBABILIDADES DE TRANSICION EN N PASOS

06 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA

07 TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION

08 TIEMPOS MEDIOS DE OCUPACION

09 TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y DE RECURRENCIA
10 MATRIZ DE PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

99 SALIDA

Una vez que la opcién deseada ha sido indicada, analis()
liama a la funcién correspondiente.

archs().~ Eqta funcién maneja el mend correspondiente a la
MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION. A través de ella pademos

seleccionar alguna de las opciones siguientes @

1 CAPTURAR DE LA MATRIZ

2 CONSULTA/MOPIFICACION DE LA MATRIZ
3 BORRAR MATRIZ

9 SALIDA

Estas opciones, estdn relacionadas can la creacidn vy
eodificacién de los archivos donde se captura la matriz de pra-
babilidades de transicién.

berral ).- E1 proposito de esta funcidn es permitir borrar
archivos de dates, s decir archivos donde se guardan las valores
de las matrices de probabilidades de transicién. Esta funcién
elisina definitivamente del disco duro de la computadora el ar-
chive indicado.

capturan{ }.- En esta Ffuncién se realiza la captura de un
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renglén  de la matriz de probabilidades de transicién, también
se valida que las probabilidades tecleadas se encuentren on el
intervalo (0,1),y ademds que la suma de los elementos de todo el
renglén sea igual a 1. Una vez satisfechos estos criterios de
validacién  se graba el renglén en el archivo correspondiente a
la satriz indicada.

clasif{ },- Esta funcion efectéa la clasificacion de los
estados de la cadena de Markov asociada a la matriz de probabi-
lidades de transicion seleccionada. Desde aqui se realiza la
1lasada a la funcion tmscul).

cretxl ), - Esta funcién se utiliza paras construir a partir
del archivo de datos, una matriz con entradas booleanas, que
refleje las transiciones posibles entre los estados de la cadena
de Markov asociada al archivo de datos indicado.

deltep( ),- Cada vez que se realiza el cdlculo de una
estadistica se genera un archivo donde se graban los resultados
obtenidos. Hediante esta funcién se eliminan todos estos ar-
chivos de resultados tesporales, con el fin de que éstus no per-
mangican ocupando espacio, una ver que ya no san de utilidad.

desp{ }.- El propgsito de esta funcion es el de desplegar
en pantalla un renglén del archivo que sa 1le indique. En el
programd se utiliza para listar los archivos de resultados
calculados, dentro de la opcion de IMPRESION DE RESULTADOS, vya
que en el archivo lista.skv se genera un relacion de todas las
estadisticas calculadas, vy esta funcitn nos permite ver los
resultados existentes para seleccionar aquel que deseamos
isprimir,

dispren().- Mediante-westa funcién ee despliegan las pro-
babilidades de transicién de una matriz, especliicamente la
funcion despliega los eleasntos que corresponden a un deter-
ajinado rengléon  de la eatriz de transicidén, Esta funcién es
utilizada en la opcion de CONSULTA/MODIFICACION DE LA MATRIZ.

grbarch( ).~ El objetivo de la funcién grbarch, es peraitir
la captura de las probabilidades de transicidn, para poder
construir 1a matriz de transicién, y crear un archivo donde _se
grabars la inforsacion capturada. Desde aqui ss invoca la
funcién capturen{ ), tantas ocasiones como renglones tenga la
matriz.

imprel ).~ Esta funcién controla la opcidn de "INPRESION DE
RESULTADOS*, las tareas especificas que realiza son! manejo del
menti de la opcién, generacion de la lista de archivos de
resultadas calculadps con el f£4n de pérmitir la seleccién de ia
estadistica a imprimir o desplegar, asi como mandar ejecutar el
comando de impresion o desplegado sobre el archivo de resultados
seleccionado.
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inver( ).~ Esta funcién tiene como propdsito Ynieco el
cdlculo de la inversa de una matriz detersinada, el metodo
utilizado para la inversion de la satriz se basa en transfor-
aacionss elementales por renglones.

iqcall ).~ Utilizando esta funcion podesos calcular la
natriz fundamental M=(1-0]"%, a su vez ssta funcién hace uso del
procedimiento anterior para calcular la inversa de una satriz.

leat( ).~ La funcién leat(), nos sirve para cargar la matriz
de probabilidades de transicién en mesoria principal, vy de esta
faraa, facilitar el sanejo de la aissa para las desés funciones.
Es decir, esta funcion lee el archivo de datos donde se grabo
la aatriz de transicién y genera con esta inforsacién una
sstructura en forsa de matriz, que resulta mas fécil de manejar,
que el archivo aisso.

senui{ ).~ Esta es la funcion principal, es decir aquella a
partir de la cual son llasadas de eanera directa o indirecta
todss las deads, su propésitc aes el de desplegar y mansjar el
send principal, que consta de las siguientes opciones:

1 MATRII DE PROBADILIDADES DE TRANSICION
2 ESTADISTICAS DASICAS

3 INPRESION DE RESULTADOS

? FIN

sodif().- Madiante esta funcién ss puedsn realizar
sodificaciones y consultas a las probabilidades que comptnen la
mstriz de transicion. Persite desplegar los valores que forasn
un detersinado renglén de 1s satriz, y una ve: sostradoe, da
opcién o eadificar dicho renglén, en cuyo caso serd necesaric
capturar nuavassnts tadas las probabilidades que cosponen @t
renglén, tosando en consideracién todas las validaciones que se
contesplan an el sasento de la captura de la matriz.

nproct ).~ Esta funcidn regrese una cadena de caricteres que
contiene el nGmeco de procase que se le avignd al prograsa al
-mosento de iniciar su ejecucién, ésto se utiliza para iden-
titicar plenamente los archivos tesporales y de resultados que
gensra el proceso, ya que esta cadena de caracterss forsa parte
del nombre con #l que son identiticados dichos archives.

nuaregl ).~ El propdsito de esta funcién es proporcicnar el
nomerc de renglones que tiene un detersinado archivo de datos,
de. esta forsa podemos conccer el ntasro de estados de la cadena
asociada o bien la disension de la satriz de transjciodn.

period( ).~ Esta funcitn realize el célcula de la pe-
riodicidad para cada uno de los estados de la cadana de Markov
‘.asociada a la mitriz de trensicién indicada, Para poder realizar
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este cdlculo, es necesario que los estados se encuentren
previamente clasificados, por lo que antes de iniciar el caiculo
de la periodicidad, es invocada la funcion clasif().

probest{ ).~ La funcién probest{) tiene como objetivo el
télculo de la matriz de probabilidades estacionarias. Para esto
se utilizan las funciones pvis(), period(), y tipas(), ya que
para @] célculo de las probabilidades limite se necesitan los
tiespos sedios de recurrencia, el periodo y las probabilidades de
prissra visita,

pvis{ ).~ Esta funcién tiene como propésito el calcular la
astriz de probabilidades de prisera visita, para esto requiere de
la satriz fundasental M=CI-@1=%, por lo que ilasa a la funcion
iqcall).

selec( ),- Esta funcidn se encarga de selaccionar #l archivo
de datos que se utilizard posteriorsente para el célculo de las
estadisticas bdsicas, verfica si el archavo seleccionado existe
y notifica del resultado de Ja bisqueda, @n caso de que el ar-
chivo no exista, no serd posible calcular ninguns estadistica
hasta que se seleccions un archivo valido.

tipas( ).~ Mediante esta funcion se realiza el célculo de
1a matriz de tiespos esdios de primer paso y de recurrencia,
utilizando el mismo procedimiento que en el cdlculo de los ties-
pos medios de absorcién, sole que con las sodificaciones
sefialadas en la seccion 2.7,

tabsor{ ).~ El objetivo de esta funcién es calcular los
tisspos sedios de absorcion. Ya que esta estadistica solo tiene
sentido para estados transitorios, la funcion verifics que exis-
tan estados transitorios en la cadena, en caso de no existir,
despliega un ssnsaje indicéndolo.

tascu( ).~ Esta funcitn se wutiliza para dJeterminar las
clases cerradas existentes y los correspondientes estados que
partenscen & sllas, aesdiante @l algoriteo de Tomescu para detar-
ainar subconjuntos conexos en uns grafica.

tocupl ),— A través de esta funcion se determins la weatriz
de tiespos medios de ocupacion, en el célculo de esta
estadistica se requiers de la matriz fundamental M=(I-Q1°* y de
las probabilidades de primsera visita, por lo que desds aqui son
1lasadas las funciones igcall) y pvis(),

- transn{ ).~ Esta funcién se utiliza para el cllculo de la
satriz de probabilidades de transicién en n pasos, que no es mas
que la aatriz de probabilidades de.transicion elevada a la
n-ésima potencia, este procedimiento se realiza de manera
recursiva, calculando la matriz P™ a partir de P8,
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visn{ ).~ Mediante esta funcidén se determina la matriz de
probabilidades de primera visita sn n pasos, este célcule se
realiza al igual que la funcién anterior de manera recursiva,
utilizando la matriz de probabilidades de primera visita en n-{
pasos para calcular la correspondiente en n pasos.

xmat{ ).~ Esta funcién realiza la multiplicacién de dos
matrices, verifica antes, que las disensiones de las satrices a
multiplicar persitan dicha producto, en caso contrario regresa un
codigo de error (-1).
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3.3 ENTRADA DE DATOS

Como seflalamcs en las secciones anteriores, el programa
requiere de un archive de datos donde se le indiquen las proba-
bilidades de transicién de la cadena a analizar. Estos archivos
se graban en el disco duro de la computadora y permanecen alll
hasta que son borrados por el usuarioa.

. La creacién de estos archivos de datos se realiza a  través

de la opcién “CREAR MATRIZ" (1) del meny de *"MATRIZ DE PROBABI-
LIDADES DE TRANSICION®, Al seleccionar dicha opcion el prograsa
nos solicitars el nosbre que queremos asignarle & 1a matriz que
vanos a capturar, amediante el sensaje "NOMBRE DE LA MATRIZ DE
PROBABILIDADES DE TRANSICIONY, después del cual deberesos
teclear el nombre que deseamos asigharle a la matriz, seguido de
un <(Return).

En seguida el programa preguntard el ndmero de eatados de
la cadena, desplegindonos e] aensaje *DIMENSION DE LA MATRIZ DE
PROBABILIDADES :*. Al igual que en la gregunta anterior debesos
teclear un {Return) después de indicar el ndmero de renglones
de la satriz de probabilidades de transicién.

A continuacién el programa eapazard a solicitar las pro-
babilidades de transicién por renglones; desplegando #1 ndmero
de renglén en turno y la entrada de la matriz que s estd
capturando, Para cads entrada deberemos teclear la probabilidad
asociads seguida de (Return), vy el prograsa nos desplegard del
lado derscho de la pantalla la sumsa de las probabilidades
acumuladas para ese renglén, esto con @l propdsito de que el
usuario detecte los casos en gue la suma de las probabilidades de
un renglén no sea igual a 1, sin embargo &1 programa verifica
esto y en caso de que suceda despliega el siguiente mensaje
"ERROR; LA SUMA DE LAS PROBABILIDADES NO ES IBUAL A 1. INTENTE DE
NUEVO®, vy nos solicita teclear de nuevo las probabilidades co-
rrespondientes a ese renglén, En caso de que alguna probabilidad
tecleada sea wmayor que uno desplegard también un eensaje de
error "VALOR ND VALIDO; INTENTE DE NUEVO*, y nos solicitard
nuavasente la probabilidad de transicién. Este procedimiento de
captura de un renglén lo realiza un nimero veces igual al
néasro de estados que le indicamos tenia la cadena.
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3.4 ASPECTOS DE CAPACIDAD

Cuando se desarrolia un programa de coémputo, cuyo
proposito es el de realizar célculos matemdticos en base a
algdan algoritmo, frecuéntesente &s necesario establecer
restricciones en el programss, sobre algunos aspectos de capacidad

‘que conceptualasnte no existen en el algoritmo, pero que son
necesarias para la instrumentacién de dicho algoritac en un
prograsa de computo. En el desarrollo del prograsa “"sarkov* fué
nacesario establecer limitaciones respecto a la dimensién de las
satrices de probabilidades de transicidn que se manmjaban, este
lieite fué fijado en 4O estados.

Respecto a la precisién utilizada en las variables de punto
flotante correspondientes a las prababilidades de transicién,
ésta es de 7 digitos, es decir que sclo se consideran hasta 7
ciftras significativas después del puntoc decimsal, por ejeaplo, al
capturar probabilidades de transicion vy verificar si la
renglones es igual a 1, wn realidad ssta validacion se efectda
preguntando si la diferencia entre la suma de probabilidades y 1
es senor que 0.0000001 ,

El ntmero de archivos de datos que pueden guardarse no
tienw restriccion par parte del prograsa, westd fijada por el
aspacio libre en el disco duro de la cosputadora utilizada.

Los nombres de los archives de datos pueden ser de hasta 10

caracterss, y pusden contener letras, nGesercs y el caracter *_*
(guitn bajol.
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3.5 EJEMPLOS

Con el propésito de ilustrar la operacién y funcionamiento
del programa, consideremos la cadena de Markav asociada a la
siguiente matriz de probabilidades de transicidn.

w o~

!

|

'

1

l
4105 0 0 0 0 o 05 0 0 0
S : 0 0 ] 0o 0.2 0 0o 0.8 0 0
[} ; 0.7 0 03 0 0 0 0 0 0 0
? ; 0 0 0 [ 0 0 0 0 0 1
a i 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
9 ; 0 0 0 [ 0 0 1 ] 0 0
10 ; 0 o o1 0 0 o 0.9 0 0 0

Analizaremos con ayuda del prograsa desarrollado las
estadisticas bisicas correspondientes a esta cadena.

Al iniciar la operacién del programa se desplieg: una
primer pantalla que presenta las opciones correspondientes al
mend  principal. La prisera apcién llasada *MAYRIZ DE PROBABI-
LIDADES DE TRANSICION' nos peraite introducir los datos co-
rrespondientes a las probabilidades de transicién, este paso es
indispensable, es decir para poder trabajar con alguna cadena, es
necesario que previamente introduzcamos la matriz de probabi-
lidades de transicién asociada. Esta operacién se realiza en
una sola ocasién y no es necesario repetirla para cada sesidn,
ya gue el archivo que contiene las probabilidades de  transicién
persanece grabado en el disco duro de la computadora.
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[1] MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRAWSICION
[2] ESTADISTICAS BASICAS

[3] IMPRESION DE RESULTRDOS

[91 Fin

opcIon :

Fig. 3.2

MOMBRE UE LA MATRIZ DE
PROBABILIDADES DE YRANSICION : EJENPLD

DINEMSION DE LA MATRIZ DE PROBABILIDAES:. 18

RENGLOW £

REM t ,COL 1 :

Fig. 3.3
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" Una vez que hemos alimsentado los datos correspondientes a la
matriz de probabilidades de transicién, ya s®a en una sesidn
anterior 0 en la misea sesién en la cual estamos trabajando, es-
tanos en posibilidad de solicitar las estadisticas
correspondientes. Esto se realiza a traves de la opcién 2 del
mend principal "ESTADISTICAS BASICAS", la cual nos despliega un
nuevo mend {fig. 3. }  mostrindonos las diferentes
estadisticas que podemos solicitar.

[81] SELECC IOMR MTRIZ IJE PR(JMBILIDRES OE TRANSICION
82 CL“SIFICMIM DE ¢

[83] PERIODICIOAD

[84] PROBAAILICADES DE PRINERA VISITA EN M PASOS

[05] PROBABILIDADES DE TRAMSICION EN M PASCS

[86] PROBABIL IDADES DE mum VISITR

(671 TIENPOS WEDIGS OF ABSORCION

[68] TIEWPGS WEDIOS DE OCUPACION

[89] TIENPOS MEDIOS OE PRIMER PASD ¥ DE RECURRENCIA
18 gﬂ%‘l‘ DE PROBABILIDADES ESTACIONARIAS

oPcIon :

Fig. 3.4

Antes de solicitar cualquier estadistica es necesario
seleccionar la matriz de transicién con la que vamos a trabajar,
esto es, indicarle al programa que datos debe utilizar para sus
cdlculos, esto se realiza por medio de la opcidn *0) SELEC-
CIONAR MATRIZ DE PROBABILIDADES DE TRANSICION®, una vez que se ha
seleccionado una matriz, esta permanece cosn la matriz de datos a
utilizar hasta que seleccionemos alguna otra, o bién abandanemos
el ment de “ESTADISTICAS BASICAS”.
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TECLEE EL WOWBRE DE LA WATRIZ DE
PROBABILIDADES DE TRAMSICION : EJENPLO

LR NATRIZ EJENPLD B SIDO SELECCIONADA EXITOSAMENTE

Fig. 3.5

Después de seleccionada la matriz de transicién podeaos
solicitar las westadisticas asociadas & ella. La opciébn *02
CLASIFICACION DE ESTADOSY, nos suestra informacién acerca de las
caracteristicas de cada uno de los estados de 1la cadena, como
son! el tipo de estado que es (transiteorio, recurrente, absor-
bente o sin retornol, la clase comunicante a la que pertenece, el
nivel de accesc de esa class y el tipo de clase a la que
pertenece,
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CLASIFILACINY DE ESTADDS

ESTADG TiPD CLASE NIVEL TIrD
ko, CLase
1 TRANSITORIC 1 2 MIERTA
2 TRAKSITORID 1 2 ABIERTA
3 RECURRENTE 4 1 ERRADR
4 TRANSITORID 1 2 MIRTA
3 3 1 ERRADA
b TRANSITORIO 1 2 ABIERTA
? RECURRENTE 2 1 CERRADA
8 RECURRENTE 3 1 CERRADA
9 RECURRENTE 2 1 CERRADA
18 RECURRENTE 2 1 . CERRADA

SOM TODOS LGS E€STADOS; VECLEE C(RETURM) PARA CONTIMUAR
Fig, 3.4

La opcién *03 PERIODICIDAD” nos praporciona inforascion
sobre la periodicided de los estados de la cadena, sefialando si
@stos son transitorics, aperitddicos o bién el ndmero de
periodo que tienen,
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PERIODICIDAD DE LOS ESTADOS
ESTADD PERIOOICIDAD

1 TRANSITORID
g m;mm
4 TRARSITORID
5 APERIODICO
g m;mw
8 APERI0DICO
9 2

18 2

SON TODOS LOS ESTADOS; TECLEE CRETURN) PARA CONTINUAR
Fig. 3.7

ta opcién "0 PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA EN N PASOS”,
nos permite calcular las probabilidades de_primera visita en un
ntmero detersinado de pasos o transiciones. Para el ejesmplo
presentado, estas se calcularon para 10 transiciones {Figs, 3.8 y
3.9), en la parta inferior de la pantalla asparecen los comandos
que nos peraiten desplazarnos & 1o largo de la smatriz, para poder
visualizerla de sanera completa.
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1 2 3 5 6 7
1 0.0000000 8.0008008 6.0095581 0. MNB 0.0004992 9.00060624 B.9015888
2 0.0680000 @.4066660 ©.6874060 B.0006600 0.8001689 0.0000088 0.08687497
3 0.6000886 B.8800A00 0.6729080 §.8080800 9.4B0GE00 8.8006000 O.00083A6
4 0.0000000 8.0061945 0.6816815 0.8000060 0.8966027 0.0000008 6,0024848
5 0.0000800 .0000060 ©.0000062 0.5000900 8.PHEREAA 8.BAG0AN8 B.0082080
6 0.0800090 0.8982721 0.9822421 £.6090800 B.8012350 0.8000000 8.0833695
7 0.800000¢ B.0600068 8.8656100 £.8000808 5.0088608 0.0000008 O.85600003
8 0.0000800 0.0000000 0.6000000 0.0000800 0.0000804 0.0000000 ©.0806008
9 0.0080000 0.0000008 8.0000000 9.0000000 0.0000000 ©.0000008 0.0680000
10 £.0088890. 0.0006MED ©.0966008 §. 6400008 0.0508008 0.0000008 0.85A8085
COMANDO : [A] Arriba 8] Abajo 3] Oerecha
{1 lzquierda [1] Pag. Inicial . [F) Fin
Fig. 3.8
PROBABILIDADES DE PRINERA VISITA EN M PASOS N = 18
8 9 10
1 0.0086133 0.0032031 0.004813%
2 0.0082629 0.0006840 0.0020322
3 0.0000008 0.0000000 §.0000000
4 0.0004248 0.0374339 0.M037485
S 0.0000084 0.0000000 0.0000000
6 0.0085976 0.0813775 0.0052479
7 0.0000000 0.0000000 0.0000008
8 0.0000020 0.0000008 0.5000000
9 0.0000000 0.5729000 5.0000000
10 6.0000000 0.0636100 0.0000008
COMANDO: (A @rriba 8] Mbaje . 02 Derecha
(] lzquierda 1) Pag. Inicial [F] Fin
Fig. 3.9

bDe igual forma la apcidn

PROBABIL IDADES DE PRIMERA VISITA EN'N PASOS % = 18

. EN N PAS0OS” -nos musstra la
transicién en un cierto némero ds pasos.

“05 PRODABILIDADES DE TRANSICION
satriz de probabilidades’ de

"



N=18

PROBABIL [DADES DE TRANSICION EN N PASGS

Ipspee
3mmmuﬂmm~m~

R
~388383

aliliil
alili

[*] Derecha

m 1]
[1] Pag.Inicial [F] Fin

{A] frriba
[<]1 lzquierda

)

Fig. 3.10

PROBABILIDADES DE TRAMSICION EM N PASOS  H = 10

1T M 5
ummmnnm——mm
-
s

§8c 3

-EREH

123‘5‘7.,“

[A) Arriba

[>] Oerecha

[F] Fin

(1] Pag. Inicial

Fig. 3.11

(] lzquierda

F
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*0b PROBABILIDADES DE PRIMERA VISITA realiza el

opcién

La
cilculo de la matriz de probabilidades de primera visita,

PROBABIL IDADES DE PRINERA VISITA

-SRI

v 0 D vt O vt

Sl

-SRI

""l--‘l-.

SRR

D 4 o ) P TD v @) vt ot

33§20
2nﬁmn
CSESET

£ -

123‘5‘?"“

[>] Derecha

{F] ¥in

Pag. Inicial

L]
m

{A) Arriba
{1 lrquierda

Fig. 3.12

PROBARILIOADES DE PRINERA VISITA

s

0 4 G5 D € w4 4 v o

,wmmm_m__._

..C..'..ll.alll

1
8.6623377

'-23‘5‘7.,“

2] Derecha

{F1 Fin

1) Pag.Inicial

18] fibajo

/] Areiba
(] Tzquierda

Fig., 3.13
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La opcibn siguiente "TIEMPDS MEDIOS DE ABSORCIONY, nos despliega
los tiempos medios de absorcion de la cadena, considerando que
parte de cada uno de los estados transitorios, en caso de que no
existan estados transitorios esta estadistica no puede cal-
cularse y el programa despliega un mensaje indicéndolo.

TIEMPOS MEDIOS DE ABSORCION
ESTADO ORIGEN TIENPD NEDIO OF ABSORCION

[ ¥ N X T
“PMN

SON TODOS LOS ESTADOS; TECLEE (RETURN) PAR® CONTINUAR
Fig, 2.14%

La opcién  *0A TIEMPOS MEDIOS DE GCUPACION" nos permite cal-
cular la matriz de tivmpos medios de ocupacien, en las entradas
donde sste valor ¢s ®, aparece la palabra “INFINITOY,
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TIEWPOS NEDIOS DE CCUPACION

-

1 2 3 4 3 6 ?

1 1,2987813 8.2597403 INFINITO 0.8519491 INFINITO 0.3896184 INFINITO
2 0,1296701 1.0259748 IMFINITO 8.2051948 INFINITO B 0389610 INFINITO
3 0.0000000 6.0000000 INFINITO 0.0000000 0.0000000 0.0000000 INFINITO
4 0.6493586 0.1298781 IMFINITO 1.8259748 [INFIMITO 8 1940052 INFIRITO
5 9,0000000 ¢.0068000 0.0080000 0.0008000 INFINITO 0.0000000 0.0000800
6 9.9896989 0.1616162 INFINITO 0.8363636 IMFINITO 1.2727273 INFINITO
7 0.0000000 0.0000000 INFINITD 6.0900000 0.0000008 0. INFINITO
8 0.0000000 0.0000000 ¢.0000000 £.0000008 INFINITD 0.0000000 8.0000000
9 9.0000000 0.0000000 INFINITO 8.0000000 0.0000000 9.9000000 INFINITD
16 0.0000008 6.0000086 INFINITO 0.0000000 0.0000000 8.0088688 INFINITO

CONRMDO: ) [A] Areiba {8] Abajo )] Derecha

[} lzquierda [1] Pag.lInicial [F] Fin
Fig. 3.15
TIENPOS MEDIOS OE OCUPACION
8

1 INFIMITO l'lFIllITII llIFllllllJ
2 lllflllm IIIFIIIITII INFINITO
3 0.0000000 INFINITD INFINITO
4 lllFlIIlW INFINITO INFINITO
5 NITO 0.0000008 §.0000000
6 I!lFIIllm INFINITG INFINITO
7 G.0000008 INFINITO lllfllllm
g llw 'mnnm INFINITO
0 0.0000000 INFINITO INFINITO

CONANDO - {R] Rrriba 8] Abajo [)] Derecha

{(1 lzquierda 1] Pay.Inicial {F} Fin

Fig. 3.16
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La opci4n *09 TIEMPOS MEDIOS DE PRIMER PASO Y DE
RECURRENCIA* nos muestra la matriz de tiempos medios de primer
paso y de recurrencia, estas estadisticas solo se calculan para
aquellos estados que pertenecen a una misma clase cerrada, para
el resto de las combinaciones este valor es cero.

TIENPOS MEDIOS DE PRINER PASO Y DE RECURRENCIA

1 2 3 4 5 6 4
1 0.0000000 0.0000000 00000000 0.0000000 0.0000008 0.0000000 0.0008000
2 9.0000000 -0.0000069 0.0000006 0.9000000 8.0000090 0.0600008 0.0000008
3 0.9000000 ©.8000000 21.99999% 0.000600 0.9000000 0.8000008 2.0000008
4 0.6006080 0.0000000 0.0000000 8.0000000 00000000 0.0000000 0.000000
S 0.0000000 0.0000006 ©.0000000 9.0000000 1.9000001 0.0000000 00000000
6 0,0000000 B.0000000 0.0090000 0.0000007 §.9000000 0.9000008 0.0000000
7 8,0000000 8.0000000 19.799996 0.0000000 0.0000000 £.900A000 2.2000000
0 8.5000000 0.0000008 0.0000000 0.0000000 1.08000000 §.0000000 0.0000000
9 0.0000000 0.0000000 2099999 §.0000000 0.0000000 0.0000000 1.0000000
10 0.0000000 0.2900000 10.9999%6 0.0000000 0.5000000 6.0000000 1.2000000

CONANDO: [A) Aeriba 8] 2] Derecha

0
<] lzquierda i m{lnicid {F] Fin

Fig. 3.17
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TIENPOS MEDIOS DE PRINER PASO Y DE RECURRENCIA

§ 9 18
1 9.0000000 9.0000000 6.0000000
2 6.0000000 0.6000000 §.50086000
3 0.0000008 1.0000000 3.0000008
4 0.0000000 0.0000000 6.0000000
5 1.2500000 0.0000000 6.0000000
6 0.0000000 §.0900000 00000090
7 0.0000000 20.9999% 1.0000000
0 2.2500000 0.0000008 0.0000000
9 0.0000008 21.9999% 2.0000000
16 0.8000000 19.9999%6 2.2000080
CONANDO: [A} Rrriba [>] Derecha

8] o
<) lzquierda in wlnicid [F] Fin

Fig. 3.18

Por Oltimo la aprién "10 MATRIZ DE  PROBABILIDADES
ESTACIONARIAS® realiza el «chlculo de las prodbabilidades
estacionarias. Para agquellos estados. que tienen periodicidad
diferente de i y cuya probabilidad estacionaria depende del
periodo, las probabilidades correspandientes aparecen
dasplegadas en atributo “video inverso" (reverse).
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WATRIZ DE PROBABILIOADES ESTRCIOMARIAS

A 2 3 5 6
1 '5.9008000 B.0000008 9606608 8. 1075982 . 9060500 (S

2 6.0060060 0.0060008 0808608 8.4437035 8.0800608

3 0.000000 §.0060068 0000650 .9600600 55000000 }

4 0.0800008 §.0000008 .0000608 B.8937951 8.0060006 |

5 0.900000¢ 8.8000060 0000068 8.5555555 B.9000098

6 5.9000000 B.6000000 . 5000088 8.1313131 §.9969908 |

7 £.0000000 B.9900908 . 0000008 8.5000008 §.0000008 |

8 9.0000000 9.9000008 9000008 85555555 §.0000000 }

9  B.5000008 §.0000008 . 00000080 95000000 #. 8000000 |
10 5.0000008 8.8000000 0000008 0. 0000080 8.0508008 |

CONANDD: {A] Arriba [8] Abajo )] Derecha

{(] Tzquisrda [11 Pag.lnicial [F] Fin
Fig. 2.19
WATRIZ OF PROBABILIDADES ESTRCIOMARIAS
8 ) 18
.1508722

BB NN B LRI e
g

CONMRO: 1 Mbajo D3 Derecha
) {2} g'm‘?:m ﬁ] v..f tricial {F] Ein

Fig. 3.20
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CAPITULO W

EJEMPLOS DE APLICACION
4.1 APROVECHAMIENTOS HIDRAULICOS

Consideremos un sistema de aprovechamientos hidrdulicos que
consta de un vasa y un distrito de riego y cuyo propdsito es el
de proporcionar agua en dicha 20na de riego. Supongamos que se
desea wevalusr una deterainada politica de asignacidon ' de agua
basdndonos en la maximizacién de los beneficios netos esperados
de la produccién  agricola, tomando e&n cuenta el caracter
estocdstico de los escurrimientos al vaso en cada periodo,

Una politica de asignacién de agua consiste en la
especificacién del volumen de agua que s prosete durante un
periodo de acuerdo al nivel de alesacenssiento del vaso al ini-
cio de ese periodo.

Existen diversos factores que afectan los beneficios que se
obtienen de la.produccitn agricola en el distrito de riego, por
lo que son las que deterainan la politica de asignacion de
agua. El primer aspecto estd relacionado con las
catacteristicas del vaso y la manera probabilistica con que
1legan los escurrimientos al mismo. Especificamente la capacidad
del vaso y la funcién de distribucidn de los escurrimientos al
vaso. El segundo aspecto estd relacionado con el uso del agua
reflejado en el hecho de que cada volumen prosetido de agua en un
citlo de prouduccién agricola permitird obtener un beneficiac
econtmico que es cuantificable. Un ¢ltimo aspecto es el
relacionado con las penalizaciones que deben considerarse al
operar un sistema de aprovechasientos hidriulicos, una de ellas
s la debida al control de avenidas, esto es, cada volumen de-
rramado de agua tiene un costo, ya que sse volusen podria ser
usado an la produccitn agricola o bien causa dafios wateriales
al, ser derrasado. La otra penalizacién es la debida al deéticit
en la entrega de agua, esto es la diferencia entre el volusen de
agua prometido y el volumen real entregado.

Supongamas que cada periodo la cantidad total de agua que
entra al vaso producto de loc escurrisientos, es una cantidad
aleatoria que denataremos por O, y cuya funcién de distribucion
estd dada por la siguiente tabla:

Q 0 1/ 1/2 3wt
PGGI 1/8 8 38 LB L8

donde P(Q) es la probabilidad asociada a un valumen de escu-
. reimiento Q. Consideresos que la capacidad del vaso es igual a i
y la politica de asignacidn que se sigue es 13 siguiente:

9
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donde S es el nivel de almacenamiento al principin del afio y W el
volumen de agua prosetido.

La siguiente tabla nos suestra los beneficios obtenidos de
asignar un volumen de agua X, estos beneficios se denotan por
B(X),

X 0 s 172 I 1
BUX) 0 2 112 /2 5

Los beneficios anteriores son los obtenidos al asignar al
distrito de riego un volumen detersinado de agua, sin isportar si
dicho volumen es realsente entregada o oo, ya que las des-
viaciones producto de las diferencias entre los volGeenes
entregado y asignado se consideran en las  penalizaciones
siguientes:

X - ¢ i/ 1/2 e 1
TIK-= X ] -4 -1 -9 -10

donde X es el volusen de agua prometido y X' el entregado y la
penalizacion debida al déficit X - X' es T(X - K’}

NMientras que las penalizaciones por derrasar un volumen de
agua Z estan dadas por:

I3 9 1/u 12 = 3N 1
1V 3 0 -as2 -4 -4 -4

Podesos identificar los cinco diferentes niveles de al-
macenamiento con los estados de la cadens de Markov asociada, asi
@l estado 1 corresponde a un nivel de almacensmisnta 0, ajentras
que el estado 5 se asocia a un nivel de almacenamiento 1.

La matriz de probabilidades de transicién se obtiene usando
la funcitn de distribucion de los escurrimientos al vaso y la
correspondiente politica de asignacien de agua.

La entrada Pys de ia satriz de probabilidades de transicion
representa la probabilidad de que la presa se encuentre vacla
(estado 1) al final del periodo, considerando que al principio
del periodo se sncontraba vacia., De acuerdo & la politica de
asignacién  esto ocurrird an el caso de que los escurrisientos
al vaso ssan aenores o iguales a 1/4,. yva que esa es la cantidad
de agua prosstida por lo ques )

Pas = PIQ S 1/41 = PLQ = 0] + PLQ = §/4) = /8 + 2/8 = /M,
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De manera andlega podemos determinar el resto de las
prababilidades, cuyo cdlculo se presenta a continuacion:

Pim = Probabilidad de que la presa se encuentre & 1/4 de su
capacidad al final del periodo, dado que al iniciar el mismo,
estaba vacia.

= PIQ = 1/2) = 3/8.

Pis = Probabilidad de que la presa se encuentre a una
capacidad de 1/2 de su nivel miximo, dado que al inicio del
periodo se encontraba vacia.

= PO = 3/4] = 1/8.

Paw = Probabilidad de que al tinalizar el periodo el nivel
de la presa ssté & 3/4 de su capacidad, dado que al iniciar es-
taba vacia,

= PIQ = 11 = t/8.
Psa = Probabilidad de que al finalizar el periodo el nivel
de la presa se .encuentre en i, dado que al iniciar estaba vacia,
Esta probabilidad es igual a 0 ya que se necesitaria que el

nivel de los escurrimientos al vaso fueran de § 1/% lo cual no es
posible.

= 0,

Pas = Probabilidad de que al finalizar el periodo 1la press
se encuentre vacia, dado que al iniciar el periodo se en-
contrabs a 1/4 de su capacidad.

= PL0 = 01 = 1/8.

Pas = Probabilidad de que al finalizar el periodo la presa
se ehcuentre a 1/% de su capacidad, dado que al iniciar estaba en
1/4,

= PLOQ = L/4) = 2/8.

Pas = Probabilidad de qua al finalizar e! pericdo la presa
se encuentre a la mitad de su capacidad, dado que al iniciar, su
nivel sra de L/4.

= PLG = 1/2) = 3/8,

Paw = Prababilidad de que al finalizar el pericda 1a presa
se encuentre a 3/4 de su capacidad, dado que al iniciar, su nivel
era de 1/4, :

s PLQ = 3/4) = 1/8,
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Pas = Probabilidad de que al finalizar el periodo la presa
se encuentre llena, dado que a} iniciar, su nivel era de 1/b.

= PIQ = 1] = t/a.

Pss = Probabilidad de que al finalizar el periodo la presa
se encuentre vacia, dado que al inicio del perfodn se en-
contraba su nivel en 1/2.

= PLQ = 0) = L/&,

Psw = Probabilidad de que al finalizar el perfodo la presa
se entuentre a 1/4 de su capacidad, dado que al inicio del
periodo  se encontraba su nivel en 1/2.

= FIQ = L/4) = 2/8.

Pas = Prababilidad de Que al término del periodo la presa
s encuentre a 1/2 de su capacidad, considerando que al iniciar
@l periodo se encontraba también a 1/2.

= PIQ = 1/21 = 3/8.

Paw = Probabilidad de que al término del periodo la presa
se sncuentre a 3/4 de su capacidad, considerando que al inicio su
nivel sra de 1/2.

= PIQ = 3/4) = 1/8.

Pas = Probabilidad de que al términoc del periodo 1la presa
se encusntre llena, dado que al inicio su-nivel era de 1/2.

= PLQ = 1) = 1/8,

Pus = Probabilidad de que al finalizar el periodc la presa
se encuentre vacia, dado que al inicio del mismo,  se encontraba
& 3/% de su capacidad.

= PLQ = 0] = 1/A,

Pes = Probabilidad de que al finalizar el pericdo la presa
se encuentre a 1/% de su capacidad, considerando que al inicio su
nivel era de 3/4%.

= PIQ = 1/4] = 2/a.

Pus = Probabilidad de que al terainar el perfodc el nivel
de la presa sea de 1/2, dado que al iniciar, éste ers de 3/4.

= PLQ = 1/2) = 3/4.
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Puw = Probabilidad de que al término del periodo el nivel
de la presa sea de 3/4, dado que al inicio era de 3/4.

= PLQ = 3/4] = 1/4.

Pus = Probabilidad de que al finalizar el periodo la presa
se encuentre llena, considerando que al principio del aisao su
nivel era de 3/u,

= PIQ = 11 = 1/8,

Pes = Probabilidad de que al terminar el periodo la opresa
se encuentrg vacia, dads que al iniciar se encontraba a su
sdxima capacidad. Esta probabilidad es igual a 0 ya que para que
esto suceda seria necesario que la cantidad de agua proastida
fuese de 1, lo cual no ocurre en ningtn caso.

=0,

Pes = Probabilidad de que al finalizar el periedo el nivel
de agua slmacenada sea de 1/4, considerando que al inicier 1la
presa asteba llena.

= PG = 01 = /4,

Pss = Probabilidad de que al término del periocdo el nivel
de agua alaacenads fuese de 1/2, dado que al iniciar el aismo la
presa estaba Llena,

= PIQ = 1/4) = 2/8,

Pasu = Probabilidad de que al final del periodo la presa se
encuentre a 3/4 de su capacidad, considerando que 3l inicio se
encontraba 1lena.

= PL@ = 1/21 = 3/8.

Pes = Probabilidad de que al tersinar el periodo la presa
se® encuentre llena, considerando que al iniciar el mismo se en-
contraba taabién Lllena,

= PLO 2 3/4) = PLQ = 3/41+P1Q = 1] = 1/841/8 = 2/A.

De esta eanera la matri:z de probabilidades de transicion
quedaria de la siguiente aanera:



[ 2 ] 4 S

e 38 18 e 0

¥
é ; 1/8 2/8 /4 /8 178
3 |I 1/86  2/8 38 1/8 178
L ll 1/6  2/8 3/8 L/ 1/8
5: 0 1/8 2/8  3/4  2/8

Para poder ovaluar la politica de asignacién, calculemos
bas ol beneficio neto esperado al pasar del estado i al estado j.

bas = (2 - 4)(1/8) + 2(2/8) = 2/8.
bam = 203/8) 5 &/8,
bse = 201/8) = 2/8,
Baw = 201/8) = 2/8.
bie = 0.
bes = 202/8) = 4/8,
bee = 2(2/8) = W/8.
= 203/8) = &/8,
= 21/8) = /8,
= 201/8) = 2/8.
= (7/2)(1L/8) = T/16.
= (7/2M2/8) = 7/8,
= (7120 3/8) = 21/16.
= A(T/2)1/8) = T/16.
= (77200478} = T/164.
= (9/2)(1/8) = 9/48.
= {9/2112/8) = 9/8,
= (9/213/8) = 27/16.
bue = (9/2)01/8) = 9/14.
bus = (9/2)(1/8) = 9/1b.
bes = (9/2)(0) =2 0,
bem = (9/2)(1/8) = /16,
bes = (9/2)(2/8) = 9/8.
bew = (9/2)03/8) = 27/16.
bes = (9/2)(1/8) + (-4/2){1/8) = 3/1b.
Ba = 12/8.
Bs = 18/8.
Bs = 28/8.
B = 31/8.
Bs = 57716,

Donde B, representa el beneficio esperado en el siguiente
periodo, considerando que el nivel de la presa es sl correspon-—
diente al estado i. Esto significa que el beneficio esperado es
@ayor cuando 1a presa se encuentra en e} estado 4, es decir a 3/4
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de su capacidad.

Mediante los beneticios esperados podemos evaluar diferentes
politicas de asignacién, considerando el valor presente de los
beneficios esperados durante varios periados, de esta wmanera
serd posible comparar dos o mas politicas diferentes y en hase
a los beneficios esperados determinar cual es mas conveniente.

La matriz de tiempos eedios de primer pasa y de recurrencia
s

1 ? 3 4 5
1 4.83. . 3.14 4.07 .74 11.20
2 9.33 3.95 3.09 6.43 9.40
3 9.33 3.95 3.09 6.43 9.60
4  9.33 3.9% 3.09 4. 43 9.40
S 10.44 b. 62 3.39 4,54 8,20

la cual nos msuestra el ndmero de periodos que en prosedio
transcurren para que la presa pase de un estado a otro, por
ejemplo . la entrada tes = 10.44, esto significa que cada vez que
la presa este llena (estado 5), transcurrirén en promedio 11
periodos para que ésta quede vacia (edo. 1),

Paor Gltimo el vector de probabilidades estacionarias es @
€ 0.146341k, 0.2530u88, 0.3231707, 0,1554A78, 0.1219512 )
y cuya interpretacién es la siguiente:

Un 4.5 ¥ de los periados la presa estars vacia, enel
25.3 § de los periodos la presa se encontrard a 1/4 de su
capacidad, en @1 32.3 ¥ de los periodos Jla presa se encontrard
a 4/2 de su capacidad, en el 15.4 ¥ de los periodas la presa se

encontrard & 3/4 de su capacidad, y en el 12.2 X de los
pericdos 1la presc se encontrard llena.
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4.2 SISTEMA DE COMPUTO

Consideremns un sisteaa de céaputo, el cual almacena
informacién y tieme una capacidad finita de 50 MBytes. A lo
largo de una semana de operacisn, el sistema recibe determinadas
cantidades de informacién generada por los usuarios, dicha
informaci6n es almacenada en el sistema. Los voldmenes de
informacion que se reciben tienen un caracter aleatorio, vy su
funcién de densidad estd dada por:

v ] s 10 15 20 25 30
Piv} 0,08 0,1 0,1 0.1 0.3 0.2 0,15

donde v representa el volumen de informaci¢n recibido para al-
macenamiento y P(v) la probabilidad asnciada a ese volumen,

Como la capacidad del sistema es limitada, la informacion
no puede permanecer para siempre almacenada, por lo que cuando el
sistema empieza a saturarse, es necesario liberar espacio, vy
trasladar la informacion hacia dispositivos de almecenamiento
externo. Esto se realiza bajo la politica (sy5), lo que sig-
nifica que cuanda el volumen de informacion aleacenado sea mayor
o igual a S, se respalda informacion en cantidades necesarias
para gue dicho volusen disminuya a s. Consideresos en este caso
que la politica a utilizar es (30,35).

Consideremos 11 diferentes estados del sistema, asociados a
voltmenes de informacién alaacenada

Estado 12 3 4 5 & 7 & 9 10 1

Volumen de inf.
alsacenada 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Para construir la matriz de probabilidades de transicién
utilizaresos la funcion de densidad del volumen de informacidn
recibido y la politica de adainistracion del sistesa:

psat PIv=01 = .05 pas= 0 P31= pax = 0
pam= PLvz5] = .1 pan= Pivz0) = .05 pasz PIv=0) = ,05
pam= PLv=i0] = .1 pass PLvzS) = .1 paw= PLv=S] = .1
paws PIv=15} = .1 pau= PLvz10) = .1 pas= Plv=10] = .1
pas= PLv=20] = .3 pas= PLvziS) = .1 peex= PLv=1S] = ,1
piax PLv=25) = .2 paes PLv=20] = .3 pwr= P[v=20) = .3
pPa»= PLv=30] = .15 pey= PLv=25] = ,2 pee= PLv=25] = ,2
PiasPsezpi162Paaas 0 pme= PLvz30] = .15  pyez PLvz30] = .15
Pae=paio=pais= 0 Pmso=paasz 0
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Pres=purzpua= 0 Peicpsa=pes=peu= ¢ Pes=Pea=pPea=Pev=pas=0
puus PLvz0] = .05 pes= PIiv=0] = .05 pas= PIvz0] = .05
Punz Plv=5] = .t pse= Plv=S) = .1 par= PILvz5) = ,1{

Pus= PLv=10] = .t parz Plv=10) = .§ - pas= PEvz10] = .t
Pur= PLv=158] = ,1 psez Plv=158) = .1 pew= PLv=181 = .1
Pwa= PLv=20] = .3 Pae= Plvz20) = .3 pero= PLvz20] = .3
Pue= PLv=251 = .2 Peio= PLv=251 = .2 pasa= PLv225] = ,35
Puses PLv=30) = (15  pesa= PLv=30) = .15

Presaz 0

Prs=pre=praspru=pra=prec O
prr= Plv=01 = 0§
pre= PLv=51 = .1
pres P(v=10] = ,1
prioc Plvz18) = .1
pPraaz PLVv220] = .45

las probabilidades de transicién para los estadas 8, 9, 10 y 11
son iguales a las que se tienen para el estadc 7, de esta manera
la matriz de probabilidades de transicion asume 1a siguiente
forma:

1 2 3 Y S & 7 8 9 10 1t

.08 .2 .4 .1 .3 .2 .45 0 0 o 0

l
2 : 0 405 4 1 Wb .3 2 W5 0 4] 0
3|l 0 o .08 .1 .1 .1 .3 .2 .15 o] 0
hll 0 0 o .05 .1 .1 4 .3 .2 15 0
Sll 0 0 ] o .05 .i .1 .t .3 .2 .15
6: 0 0 0 0 0 .05 .1 .1 .1 3 .35
1 I-' 0 0 0 0 0 ¢ .05 .1 .1 1 .65
I: 0 [ 0 0 o o .05 .1 .1 1 65
9 i < (] Q 0 0 0 .05 .t .1 1 .65
10 lI 0 [ 0 0 0 o .08 .1 .t A0 .88
ll: 0 0 0 "] ] 0 .05 .1 .1 . .1 .85

La clasificacion de estados nos musstra que los estados i,
2, 3, 4, 5y 6 son estados transitorios, misntras que los estados
7, 8 9, 10 y 1i son estados recurrentes y pertenscen a una misma
clase cerrada,- por otro lado, los tieapaos sedios de absorcién
son?
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Estado 1 2 3 Y 1 [}
Tiespo aed. de absor. 2,12 1,79 1,42 (.29 1,16 1.0§

Esto significa que después de 2 semanas de oparacién del
sistema, existe una alta probabilidad de que el sistema se en-
cuentrc en niveles de saturacién muy altos (estados 7, &, 9, 10
y 11} y que una vez que el volumen de informacién alaacenado sea
mayor o igual a 30, esta centidad de espatio ocupado no
disminuird nunca, es decir el volumen de espacio ocupado
otilard entre 30 y 50 desde wse momenito en adelante.

Los tiespos medios de primer paso y de recurrencia son?

E 7 L} 9 10 11
H ! 20 10 10 10 1.54%
[} ; 20 10 10 10 1,54
9 i 20 10 10 10 1,54
10 ll 20 16 10 10 1.54
11 l\ 20 10 10 10 A 1.8h

Cono podemos ver, los tiespos medios de primer paso y de
recurrencia, son iguales para un determinado wstado, sin importar
el estado desde donde el sistess parte, La interpretacién de es-
tos valores es la siguisnte:

Independientesente del estado en el gque se encuentre el sis-
tesa transcurren en promedio 20 semanas para que el nivel de
volusen ocupado sea de 30; 10 sesanas para que #1 volumen sea de
35, 40 y 4S5 y de 2 semanas para que el espacio ocupado ses la
totalidad de la capacidad del sistesa. .

Por Gltiso el vector de prababilidades estacionarias es:
{0 0, 0, 0, 0, O, 0.05, 0.1, 0.1, 0,1, 0.45 )
1o que significa que aproxisadssente !
en &1 S I de las ocasiones el voluaen ocupado es de 30 B,
en #l 10 § de las ocasiones sl volumen ocupado es de 35 MB,
en el 10 I de las aocasiones ! volusen ocupado ms de 40 MB,

en el 10 ¥ de las ocasiones el volumen ocupado es de 45 MB,
en @l 45 ¥ de las ocasiones el volumen acupado es de 50 MB,
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CONCLUSIONES

Existen en la vida real un gran ndmere de sistemas vy
situaciones que cumplen con las caracteristicas de un modelo de
cadenas de Markov, por lo que su utilidad es suy amplia.

Las Cadenas de Markov son un wmodelo probabilistico que
proporciona inforsacion a través de una serie de estadisticas
asociadas y cuya interpretacién es bastante sencilla.

El andlisis de Cadenas de Harkov finitas con pardmetro
discreto involucra una gran cantidad de célculos vy operaciones
matriciales, que requieren de un esfuerzc considerable, no tante
por su complejidad sinc por su cantidad. El utilizar una coa-
putadora para realizar tcdos estos cdlculos hasta cierto punto
tediosos, nos proporciona una serie de ventajas que propician un
aumento en la efectividad de las Cadenas de Markov como he-
rramientas de andlisis,

Por uns parte el hechc de realizar los cdélculos a través
de un prograsa .de computadora nos proporciona mayor confiabilidad
en dichos cdlculos, ademis de peraitirnos canalizar nuestras
energias en la interpretacidn de las estadisticas calculadas
en vez de consumirlas en 1a reslizacién de célculos mecsnicos.

En ocasiones en que debemos comparar varias politicas de
operacion y cada una de estas politicas genera una satriz de
transicion diferente, la labor de cdlculo se multiplica, por lo
que la utilizacién de una cosputadora para llevar a cabo estos
célculos resulta en un ahorro significative de tiempo vy
esfuerzo.
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ANEXD A

METODO DE DESCOMPOSICION DE UNA BRAFICA EN SUBERAFICAS CONEXAS
MAXINAS

Sea *(x) el conjunto de sucesores de x, es decir aquellos
vértices que pueden alcanzarse desde x con casinos de longuitud
cualquiera; y sea [“(x) @l conjunto de predecesores de «x
(conjunto de vértices desde los cuales podemos llegar a x sin
importar la longuitud del casino utilizado), @l conjuntc
Clxd=M*(x) N F=({x) constituye una subgréfica conexna es decir una
clase cosunicante.

Un método para identificar las clases cosunicantes de un
cadena, consiste en tosar un vértice cualquiera x y léular
F*(x) y F-(x) y a partir de @3tos C(x) con lo cual obtenemos la
clase comunicante de x. A continuacién suprisisaos los vértices
que correspondan a dicha clase y rapetiscs el mismo procediaiento
para otro vértice de los restantes, asi hasts cospletar todos
los vértices.

Para - ilustrar este wmétodo consideremsos 1a siguiente

gréfica: o g
(2) (W)
G ‘o

Construyasos la satriz booleana, donde indicarsaocs los arcos
posibles con un 1.

112 3 W s rec)
110 1 1 0 o ]
2: 6t 0o o 1 1
3: £ 0 0 1 o 1
Wio 6 1 o0 o 2
s1 0 1 0 0 o 2

ret1y o 12

Tomenos ! vértice 1, para calcular F*(1) analizamos la

N



matriz por renglones, marcandes con 0 el vértice analizado,
después con | los vértices que pueden ser alcanzados desde el
vértice 1 con caminos de longuitud igual a 1} de igual manera
estos vértices marcados, deben analjzarse y marcar aquellos que
puedan alcanzarse can caminos de longuitud 1, con etiqueta igual
4 la de] vértice analizado + I, Asi hasta que ningin vertice
pueda ser etiguetado, en caso de que algdn vértice ya este
etiquetado, se respeta la etiqueta original.

Para calcular r~(1) procedemos de igual forma,  pero
analizande la matriz por columnas, es decir etiquetando
predecesores.

Asi Fol1) = {1, 2, 3, 4, S} y F=(1) = {1, 3, 4}, por lc que
€ = € 4y 3, 4. Eliminando estos veértices de la matriz
tenesos:

211 1 o
|
st 1 0 1
r=(2) ¢ 1

Tosemos ahora el vértice 2 y de igual sanera T*(2)=(2,5} y
r-(2)=(2,5}, por lo que C{2)=42,5).

Tenemos entonces dos clases comunicantes
Ce = {1y 3, W) y Cas= (2y 5}

METODO PARA LA DETERWMINACION DE - LOS NIVELES DE CLASE DE UNA
GRAFICA

Este abtado nas persite deterainar el orden en que una
cadena recorrs las diferentes clases comunicantes. Para poder
utilizarlo, es necesario determinar prisero las clases de
equivalencia, después construimos la satriz booleana asaciada,
pero considerando a las clases de equivalencia comd si- fusran
vértices.

Forsasos un vector Vs eh @8l que aparece 13 suma de los
eleasntos de los renglones de la matriz, los elementos del vector
ntan las clases que pertenscen
al nivel aks inferior No, ecir que a partir de dicha clase
no existe otra clase que sed su SuCesora.

Supongasos que C,. y T, pertenacen 3 No, entonces calculamos
1a susa de los elesentos de los renglones de la matriz, pero sin
tosar en consideracién las coluanas correspondientes a C. vy Cy,

92



al vector resultante lo restamos a Vo para obtener V., las
entradas correspondientes a las clases ya ordenadas no son
consideradas. Los elementos de V, que son iguales a O constituyen
el siguiente nivel N., es decir, aquellas clases cuyas sucesoras
son los elementos de No. Este procedimiento se repite hasta
agotar todas las clases. De esta forma las clases que tengan un
nivel No constituyen las clases cerradas, ya Qque no tienen
sucesoras y por la tanto una vez que la cadena cae en dicha clase
persensce en ®lla para siempre.

A continuacién se ilustra el eétodo descrito con un
ejesplo,

Cnnsidnre-ldi la cadena repressntada por la gréfica
siguiente:

Aplicando el primsr wsé#todo presentado en este aneno,
tenemos que existen cuatro clases cosunicantes:

Cs = (1}

€s = (3, 4, 5)
Co = {4 7}
Cw = (2}

Considereros cada clase como si fusse un vértice y formemos
1a matriz booleana correspondiente.

Cs Cs Ca Ce Vo
[ ) 0 (] 0 0
Ca 1 0 1 0 2
Cs O 0 0 Q- 0
Ce O i 0 Q 1

Las clases Cy y Cp pertenacen al nivel No. La nusva matriz a
considerar os @

Ca Ce L\
Ca O 0 X
Ca” 0 0 Qo
Cs ¢ Q X
Ce 1 0 1

LE]



El siguiente nivel Ni esta constituido por la clase Ca.

Cu Va
Cs O X
Ca O X
Ca ¢ X
Ce © 0

Por Gltimo el nivel Na esta formado por la clase Cuo.
De esta forma hemos ordenado las clases cosunicantes, ob-

teniendo que las clase Cs y Ce son clases cerradas y las clases
Ce y Cu son clases abiertas.
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ANEXD B

ALGORITMD PARA DETERMINAR LOS CIRCUITOS SIMPLES DE LONGUITUD NO
NULA A PARTIR DE UN DETERMINADD VERTICE.

1) Hacer C = Ca = 1.

2) Elegir un vértice cualquiera s, etiquetar dicho vértice
con etigqueta temporal (p=0lec.

3) Hacer Va = s.

M)Euqueta; iul restantes vértices con etiqueta teaporal
[p=elc.

5) Tomar el primer veértice V., en M*(Va) que no-tenga etigueta
permanante [ lca, y etiquetar tesporaleente con [(p=min{lp{Va)lca,
{p{Va)lca+l}lca § si no existe dicho vértice ir al paso 9.

&) Para cada uno de los restantes vértices Ve en "*(Va) que no
tengan etiqueta permanente [ lce, hacer :

éo1) C=C+ L.

6.2) Etiquetar todos los vértices con etiqueta temporal
Cp=elc.

6.3) Etiguetar permanentemsente, vértices antecesores con
stiquetas [ Jcay & partir de Va hasta llegar al vértice con
wtiqueta [tlca ¢ (0)caj. con etiquetss (plc, donde p es 1la
etiqueta de [plca.

bale) §i Vi n0 tiene etiquata permanente [ Je, etiquetar
tesporalmente con [p=ain{lp(Vi)le, [(p(Va)leatl}d .

7) Hacer permanente la etiqueta ( Jca de Va.

8) Casbiar las etiquetas [0lc de s por tesparales [p=@)c.

9) Tomar cualquier vértice V. adyacente & Va, con alguna
etiqueta teaporal [plce, con p 2 8, y hacesos Va = V;, en caso de
no existir dicho vértice, buscar algin vértice con etiqueta
tamporal fple, con C 2 Cay p 2 o y hacer Ca=C; si no exisie
ningdn vértice que cumpla con esto terminar.

10) Ejecutar pasos 5y &y 7,

11} 8i alguno de los vértices etiquetados en 10s pasos 5 y &
#% 8, hacer permsanente dicha etiqueta y elisinar todas las
etiquetas teaporales (®]c. con Ci = la etiqueta permanente de s.

12) Ejscutar pasg 9.

13} Ir al pasa 10,

9%




ANEXD C

Lemma.~ Sean as«, aamy...,3n enteros positivos con amdximo
comtn divisor igual a 1. Entonces existe un entero N tal que si
& : N, entonces m puede ser expresado cosc una combinacidn
lineal positiva de los eleagntos a.. Esto es

n
m=Z bs as donde by son enteros no-negativos.
=1

Prueba.- Si el m.c.d. de { asy amys..,8n } @5 igual a 1, en-
tonces existen enteros k, talec que:

n
1 =8 ks ay.
j=1
n
Sea s =L a., cualguier entera pasitivo puede ser

escrito de maners (nica como m = gs + r donde q ¥y © son entaros
yO=2r <s, Entonces !

n n n-
mzql as +r L ki as =L (gtrkalag
i=t i=t i=1

por lo que basta escoger s lo suficientesente grande para que
q * s!ky! para toda i = 1,2,...,n . Entonces todos los
coeficientes qérki serdn no-negativos.

Teoresa de Renovacin .~ Sean {an}, {bu}, <ua}

]
sucesiones de ntmeros reales no-negativos con [ an = i,
. k=0

I ba ¢ ® ycon {un} una sucesién acotada. Supongamss que el
k=0 )

mc.d. de (kian > 0} es igual a 1 y que se cusple la ecuacidn de
Tenovacian:

n
Un = E an-a Un = be para toda n=0,1,2,...
=0

Entonces el liasite de un cuando n tiende a infinito existe:
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i k=0 L]
| wrmeam—- si L kaw<e
H [ ] k=1
I koa
i k=t
lim un <
n->e H
| ®
i 0 siLkansze
| k=1
-t

Prueba,- El supuestoc de que el acd de {kiax O} = 1 es suy
impartante, para la demostracion del teorema asusiremos que
a1 =0y &2 ) 0, am > 0. ‘ )

Sea g = lim un cuando n-)>®, por hipotesis p es finito.
Seleccionhemos una subsucesién n, tal que @) lim cuando j-»o de
Uny = p. HMostrareeos que lim cuando j-)8 de uns-= = p utilizando
la condicién de que as > 0. Supongamos que es falso que lia
cuanda j=>® de uns-a = y. Entonces existe p‘¢ p tal que Unjy-a< P
para un ndmero infinito de valores de j. Sea € = aalp =~ p' M4y
H = supdun),

[}
Tomemos N tal gque £  aw & E/M, Ahora escojamos j lo
kxN+i .
suficientemente grande para que ny 2 Ny uny > p-€yung-m < P'¢ Jl;
Bns ¢ €E ¥ un < p + €, para todos los valores de n 2 ng - N, Esto
[ 11 pnlible ya que-M y € son fijos. Pnr 10 que usando el hecho de

que E an = 1, existe una N tal que E a ¢ E/N

k=0 k=N+1
Dejenas €ijo dicho valor de N. Comd uny-> p cuando j->®, existe
Js tal que p - € ¢ ung ¢ p ¢ € para toda § 2 Ji. De hecho, ya que
» es a]l lisite superior de la sucesion originmal {un}, tados los
términos de {un)} permanecen por debajo de p + € a partir de un
cierto momento. Esto es, existe Ja tal Que Uns-w ¢ p + € para
toda j 2 Ja. Taabién ya que
[}
L b ( ® existe Js tal que bas ¢ € para todas las j 2 Ja.
k=0
Sea J = max{ sy JeyJds!), Para un ndmero infinito de valores de |
tenemos que uns.e < p‘ fijemos ese valor de j* que sea mayor que
J. Para esta j* la condicién asnterior se satisiace.

Asi
Nje N LD
Unge =L & Unge~n * bnge { L 2 Ungje-n + T &x Unge-u *+ €
k=0 k=0 kaht1 '
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N (]
CL an Unge—n + ML an + €
k=0 k=N+1

N
< L an Ungoe-n +2€ (laotas+ast...+anil p+€) + an p'+2€
=0

S (l-aaMp ¢+ €) + an p'+ 2E C p - (p - p'laa +IE = p - €

Esto contradice una desigualdad anterior, por lo que debe
ser cierto que lim usj-= = p cuando j-)>8, Utilizando el hecha de
que az > O es posible mostrar mediante el mismo procedimiento que
1im ung-» = p cuando j=-)9, Ahara partiendo de que lim cuando
j=>® de uns-» = p y repitiendo ol argumentc utilizado anterior-
mente teneacs que lim Uns-s-a = § cuando §->8. Continuando con
este procedimientc obtenemos que lim cuando j-)8 de Unj-ma-se= p
para cualquier a y b sntercs positivos. Por el lessa anterior
sabeuos que existe un entero N® tal que lim cuando j->® de
Uns~a2 y para & > N® (De hecho si as ) O y as > 0 entonces N*z1),
En cualquier caso supongamos que N es el menor entero que cumple
esta propiedad. Quersmos mostrar que lim umns-e = p cuando j->8
para todas los enteros positivos d, lo que significa que N°=0,

8i N® ) 0 entonces  por definicién de N®, 1im cuando j
tiende a ® de uUn;-we £ p. Sin embargo, consideresos

ny-N*
Unj=ne = L @n Ung-ne ¢ bngenae

esto puede resscribirse de la siguiente sanera

ny-N=-t
{1-doMing-ne = [ @ues Ungene-casi?r ¢ bny-ne
k=

ny=N"-1
y va que L anes tiende a 1l-3c cuando j=>8 Yy Unj-me-cnes)
k=0
tiende a p para tods k cuando j-)>® y bns-w tiende a 0 cuando
j=re, tanemos que

ng=N"-{
L anet Ung-me-tnea) -=> p(1 ~ aol
k=0

AL (1 -~ 8o )lim Ung-me = (1 - Solp y ya que 2o ( | tenemos
-

que lim uns-ne = p cuando j~)>e, Esta contradiccidn implica que

1i® Uns-e = p para tada d 2 O,

j-e
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En este punto podriamos decir que el limite de la
sucesion original un es p, Sin embargo, esto no se sigue del
hecho que lim cuando j=)® Uns-e = p para toda d 2 0. Para ver
esto consideremos el siguiente ejesplo. Sea wn = 1 si  k®-k(nsk®
para algan entero k, y vo = 0 en otro caso, La subsucesidn wea
converge a 1, De hecho wns-« converge a L para todo d 2 0, Sin
8Abargo wnses converge 4 0 par 1o que lim cuando n-)>® de v, no
existe. (Observando este ejemplo nos daremos cuenta de que no
podemos concluir que el lim cuendo n->8 de u, existe.

‘5@ Tn T dnet tinem *... S sigue que

s s » e j-1 .
I a=l L ay=L [ a3y =L jay
k=0 k=0 j=k+i j=1 k=0 =1

[}
por lo que la hip6tesis que involucra & j a, serd dada en
=1

téerainos de ra, El intercambioc de las series esta justificado ya
que todos 1los términos son no-negativos. Por construccidn
tereaos que @n = fn-3 -~ fn pare n 21 y

n
CORD Un = & ax Un-n = bn tenesos que:

n
Un = @0 Un ~ L (Faes = 'n Nn=x 5 bn

k=1

y de aqui se sigue que

Toln ¢ Talinus +4:s% Tallo = ToUn=1 + Paln-2 +ii ¥ Ta-1lo + bn

Hagamos An = Tolin *sset Tnio Yy la ecuaci6n anterior puede
reescribirse como

fAn = An=1 + bn donde Ao = Toue = (1 - dolue = bo
Resolviendo el sistema de ecyaciones resultante, tenemos gue

n
RAn = L by, Para una N fija aenor que n tenemos que
i=0

¥ ]
To Uny # Ta Unj-s #.0s® TN Unj-n % Ang = L bn
n=¢
[ ]
L bn,

Dejando que j->® " tenemos que (Totri+.,.+Tm) p &
(] N n=0

por loque p <L bn /L ra.
n=0 k=0
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Asi, si L ra = ® entonces p debe ser O.
k=0
Q
Si T re (¥, entonces sea v = lim un. De igual manera,
k=0 n->e
seleccionamos una subsucesién na tal que lim unw = v y mostramos
k->e
que lim Une-e = v para toda d 2 0,
k-)>®
(]
Definimos g(N) = L rn por lo que lim g{N)=0, Ahora
n=N+1 N->®
119
E bn 2 FoUna + FaUna-2 *.0.® Tntne-w + B g(N)
n=0

donde M es el supramo de los un . Dejando que k-)8 tenemcs que

[ ] N
L bnf L rav+MgiN)
n=0 n=0
. []
ahora dejemos que N->8 y tenemos que £ bn S I 1n v por lo que
n=0 n=0
[]
£ bn
n=
V2 mememeeee-
[ ]
E re
N

combinando este resultado con el resultado anterior teneaos gue
vZy por loquev =p. Asl

[}
L bn
n=
lis up = =-=-o=m .
n-)® [
E mn
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