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IHTROllOCC!O!I 

El presente trah&jo J.o tesi., tiene por objetl<'O el estudio y desarrollo analitico 

del .;,todo J.o Le""rtler-Faddee ... Describir sus ,.;!tiples alcances , y amtrlbulr con 

••liricaciones de las que se desprende otro ,.;todo para ia obtenci~n de los vectores -

ca.ra.cterÍsticos: a.sh•iSJ'IQ desa.rrollal" el algoribo e i•plantd.r un slste.a. de pJ'1JCesa.­

•lento elect~nlco. 

Actua.1.-ente, exlste11 diversos ~todos para el ~Jcu.lo de 11eetores cara.cterÍsticos, 

por citar alguoos, estan los .. todns de Xrylao, S...telson, llanllevsky, aproxiMclones 

sucesi ... , entre otrosl\81 De todos estos ,.;todos , el .,,..;. de-inador es el gran 

,.;..ro de operacione. que se requiren por• el c~lculo. Por ejeoplo, el ..;todo de Xrylo• 

requiere i<n .. +4nl•znl-n-3l Mtltipllcaciones y di1.1i$iones 1 en tanto qu.e el ~todo 

de Suuelson requiere : n<n-u:z t ~(n~,4n1•2n:z-n-3) MUltipllco1ciones ~divisiones . 
3 ' 

Por otra parte el ..;todo de D>nilevsky dlsoinuye sustanclal .. nle el oo .. ro da "'1il! 

pllcaciones y divisiones a : <n-I><n'+n-u , eopero llene la desventaja de utiliur 

suboatrlces, cu¡¡o .:....ro crece en funci~n del orden (n) de la ••trii que I•• Dl'igina, -

resl'inqiendo al ~todo a un n:u.ero finito de su~trices en ura l11plantaci¿n con progra­

ucí~n Fortran o bi~n a una C0111plicada prograMci~n con asigna.cl~n dii~ica de ~ria.. 

En cuhio, el_ ~todQ de 1.everrier-fa.ddeeva. es UM herruienb con gt'incle:s ventajas 

tonto para coopren!er el principio en que sa basa , cooo para ••pliculo y efectuar los 

~lculos en "".,;..ro ooderado de operil>lones • Lo cual lo hace "" .;,todo atractiuo y 

r~cll de l•pl•ntar llll!d.l•nte al~n lenguaje de progr ... cl~n . 

Cabe tubl~n ..;,.¡ ... que este .;,todo acepta cualquier ti¡o de .. trli , lo c¡ue no es 

pool\le con otros .;,todos """" Crout , Choleskl , QL , llK , etc. , los cuales requieren 

que lu Ntrlces ean sl.:.trlcas , lr14lagonales , deflnldu pooltlvH , ...,.pectl,,...nte. 



ftu ::e pretenJe poner en !ela <le juicin la efectiv:dad &e esto:; n~tados; Jo que se 

intenta en e.:tc hahajo es nostrar otro n~todo tonando cono punto de referencia 

el nunero tata} de operacionc::: para calcular, pofl ejcnplo, el poHuonio caracteristi:;o 

y¡, generalidad del n~todo. 

. . 
ciar. caracteri:;tica. obtcni:m.io de MncN a!terna otros resultad.o~ , tales co;.o : el 

Tio-singulares ) , los cuale.::; cm1~"..ítu1:_lr.n el .1!::.-t11:c del r.cta'1ü 

. . 
Por otro 1afo 1 e:! calc;,do de vectores c.i.rüct::rí:>ticc.: 1 .:::;r.:ti"..~tjC r.J titi:<:~ pr~r:-

:i:;iu~ ¡.a.N, la cl¿¡torucion t,e c::;tc -:rai:.ajo, e;: et que r;e "bDCG z;.:tdctür.i!ntc 
1 

!f<":r'J. -­

!~hl<i.r i\c: !~.; nu..1ifi::a:¡one:-. del n~todu de !.evcrrif'•'-Fadrleeva 1 r.ediante uri an~lisi~ r.~.::; 

rletallado , }13.ra calc:tlar clicho:: u~ctores . 

l.lel algoritf\Cf que :-csulto del analisi~ dc:;arralie el correspondieflte l'ro~rana 

~odi!ka:lo en lenguaje Pascal . La inp!antaci¿n del proqrana a11 lcnguage Pascal -­

resulta no\ledosa pue:;to que la r.ayoria de los algoritl'Lc:; - para cal:ular ualol'e-J y 

vectores caractcrit:tico:; - han sido i~plafltados en lenguaje:,; cono fortraníZJJ 
1 

ft!g.:it 12'1; 
Da!;iclZ~l • ~en~s, contribuyo ~011 el fortaleciniento dr; prograC<as cti.:;tcnle:; , para 

aplicaciones , en naieria:; cono ~;todo;; nu.n~rico:::. 

En el capitulo l nenciona algunas definiciones , teorer..as 9 propiedades del 

~lgehra elenental 1 lineal y natricial los cualc:;. son de gran inportardo parto ¡.n-.1! 

zal" y describir el tielodo de Leuerrier-Faddeeua , calcular el polinonio cara.cteri.sti­

ca , y perfeccionar el n;todo para el c~lculo de los vectores caracteristicos . Al . . . ' 
final del capitulo doy una clasUicacion de alguno:> nctodos para el calculo de dichos 



vectores, lo cual resulta con11trnie11te pa.r.t. e~licar el rt0li~o0 que tiene el ¡>Mcr 

1les.irrollar un sisteM en Mse a. un s¿lo _;todo, que cubta todas lds p.t.rlicutariila1les 111:! 

otros ~lod03. 

En el capit11lo 11, r:xplicu nrts deta.llad"nente el ~todo .l-: L~verrierFadilf!>!V3 1 t:I 

principio en que se has.¡ y de las 1.1e11ldja.s 1¡ue esto r-cport.,, para el sisten.a q11e 3e p1•e­

ten.te desarrollar . En cuaoto ctl ~todo de Nevlon-&lphson 1 lo uso~ n~t~lu rtoJ.:dlill' 

par<i calcular los u.\\Oíf!S •:.drade.rÍst.icos del l"llioonia c.\rac~ristico. Y ,lel cotMspo~ 
di~nte a1~lisis, son de<>.u·rollados los rept!ct.ivos -1.l!Joritnos . 

En el capÍtulo 111 , desr;ribo las ideas ~sicas que r:ie lleuau a cofl4:1uu• 'lll'! ~l 
n~toito, tat1bi~11 1 J'Uede ser enple<l1io par.t. c.tlcul.ir \,;:; ~·tol'rl3 1~a1•dcleristicos - coriel~ 
ci¿n a ld que lattbi~n Llego Fad•lee·.ia 

1 
t!i cudl no 1la una Jescripci~n "4.l!;J Jddll.,,\"(l~L. 

Lste "..apÍlulo resulb -:>er N.l'J in¡JOrtdnte , pu~s i::ow;iJeN que l:!S la PJ.!'le "''llJ11lñr 

para des.\l'roll;uo \111 sistcrw. n~s ~;liJo , que rc~po1)l\a i•1disti11la~enle ·l !"'-; p.Jrt.iotl:i.ri­

dades de uno u olro \lrllble11<1 1 ex.~re-rado a tra\l!!S iie nc.Jelus J1alriclales Je arJen ·~1 • 

En el capitulo lU 1 J.esdrrollo , en bi'lse a los ~t•lolos pl"n\.en.1'11)S, t:l al•jCJrilnu IJ 

e\ progt'aJta. para vroces~r sislel'\dS de P,t..ll.acio1~S liJ'6d}es 1 t¡,Ue vruportiuOO los siquit!o-

tes productos ; 

_PolinDftio cara1;lerÍstico. P<\> = ..... • b
1 
\' 1 ·~ t bl:."-1 t ••• 1 bh-\ ... ~" 

_La nah iz adjunta • ru> 

_El detel'ftiila1\le del sislena • DET e A> 

_Lanalriz inuersa. A-' 

-La Mtriz unitaria ; producto de A*A-
1 

_}.os valores ca.racterÍsticos • .\1,\1•··· 0 i..1+ 



Final.ente , debido a la inportancia y los resultados que se obtienen del ~lodo, r.e 

MUestran algunas ~reas del conociniento C capitulo lr ) en donde se aplica el .¿todo, sin 

profundizar en el plantea•iento de los ejettplos . 

Se concluye con una breve discusi~n sobre las ventajas y desventajas del ..;todo y el 

logro que este representa en la soluci¿11 espectral de pro~leaa.s que lo requiren. 



•• J DfAS CLAMS , •• 

PtlRi't E'UOLU\.h'lHMl " 

f .t..H • 

.. tttlJIDE 'i UEHCERAS" 

A.a. 



CAPITULO 

CONCEPTOS GENERALES 
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El objetloo de este capÍtulo es presentar alguoos conce~tos ¡,,;sicos del ~lgebra elo-

nental 1 ;lgebra lineal y ~lgebra ~tricial 1 que ser~n utilizados en los· capitulas 

subsecuentes , 

1.1 SISTIMS ALGEBRAICOS 
l>l 

Definici~n ( Grupo ).- Un grupo G es un sistefta alqdra.ico con um. aperacion 

hin.aria. 1 la cual ~ple con ! 

- Asoclatividad : e ><Y> z. = ><e !:IX> para todo x1y1z € s 

- Existe el elenento de identidad .1. •x = x•.i. = x ~ra toda x f s 

- Existe el ele111enta inuerso tal que: x-'x=x•x-'=.L 

Deíii\lci~n ( Ca•po).- Un cal'po es un sistefta. F de el~nlos , cerrados bel.jo dos 

~n!C<Js operaciones binarias , definidas por la SUM 9 producto , tal que : 

il bajo la su .. , F es un grupo co"""lalloo ru90 el-11\0 de identidad 

.. el B; 

lil baji la 111l!ipllcaci~n , los elet10nlos diferenles de cero ro.,..n un 

grapo COlllUlatloo, 

!iil para Ulbas operaclooos , las leyes de dis\rlhutluidad contienen : 

a.Cb+o>=ab + ac 
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!leí iniciun { Anillo - Es un :i ist~ ilgebrdiC'l A ::. < S , • 1 • ) co11 Jos 

opeNciones ( • y • J 5¡ 

D Es un grupo dhelia.-10 bdjo fo\ .. 

!i) ~un Naruide abelh.1l0 bdj.1 • , tal 411e se '.lt!rifica;1 f'1.i siyuientes ptopi~da­

des : 

•·- ~l:RRAllURA 

b.- A!lOCIO!!VA 

!.a • bJ .; S : Ca • ~) -: S • 

(., • b) • ¡:; ~ a • Ch -. cJ ; 

(a • b) ., i.: :. <\ • (ó • e) 

c.- !X!STDlC!A DU rUJIEN!O JD;;¡j!Jl\1Q ' • Q = a •• = ,, : •• l = l •• = ' 

d.- O:IS!ENC!A DU m:im;ro JNVrRSo • + (-a) = (-1! •• =a : 
d • ,,- 1 :: d- 1 • -\ :; 1 

e.- COMIUTA!l~!DilD • 1, .;. L • " 

iiiJ V s..\tisface fa lt!!J Je 

- D IS!H !litl!IU J;)AJ) 

l .Z ~F1lCIOS IJECTORIALrS. '
1

: ! 

Oefinici~n (IJtclot} .- Un l1Cdur es mi seq~nto re;tilÍne·l orhrnt~Jo !J catt::actcrh:r 

do por el ~ulo 1 tfirecd~n • '.'lf!nt.ido y vuuto Je aplic..icion . 

El ... ~ula correspon.fo d ld lonyitud J~I segnento, •j Id direccio11 es la rP.cL\ d le\ 

•1ue pertenece. El sentida, q11eJa 1fetl!N1ina~io en funci~o 1iel ptrnta 1l1: inicio 'J e1 pi11lto 

rfnal • Por ~!lino, el punto de a~Jfcaci~1) es el pui1to .le origen. 

Derinici~n (Espacio Vectorial). Un espacio uectorial li11QaJ u !fe dilwmsion N , Je­

f inido sobre un ca1tpo F, es uoct r.oleccl¿n -!e ele.entos lli:ow.do~ vectm'eS , tal que 1los 

vectores x ~ v ¿ u deterniíldn 1m vector x ,_ ·i Cl'l10 SllN , y que cualquier ua:tor x 

tu y cualquier escalar 0 i: F deterninan un producto escaJ.:t.r e *X .: u • y etu.ple 

con las propie<l..tes de c.inpo . 



UlBESPAClOS.- Un subconjunto w .tel espacio vectorial u con operadvncs de 

su~a y prollucto yor un escahr rorM un ::ubcspacic •;ectorial s: : 

a). - v. 
1 9 Y. : ?ertenecen a w . entone~:; , !a Slti'M. l:t:ib i~n \ierte1;cce a ~ 

b).- Para to.fa. Y. qae perkr.ece ::l i..i, 'l e pe:"te11e.;ca a ¡.-- , entüllce;; , e ~\' t-.:•t:: 

neceaw. 

ts decir . cunple con la propieli..111 Je la cerradura b.1jo las operacionc: Je iUil•l y 

producto esca !Jr • 

DEP!:.~DEllCIA E !NDEPEllDE!K:IA DE 'JEC!OR!S. 

Detinici~n (Co~binac?;n lineñll.- Si x
1
,x:: ... :.x

11 
perter.ccen a w y son 

n-vectores 1 entonces, el 'Jecto1•: c
1
"'X:•c:"X:• ••• tc,,!1.X,, 

se le llar:ia conhi11acio11 lineal ,fa ?os vectJre:: x:.x: ..... x 
1 

coa los. ccl!ficientc~ o 

escalares e ~·e¡•····ª",: F. 

Si al nenas uno ,fo b:; Jscal.wes e: . as distinto de cero 1 tal ccnbina;:~an :;e: Jicc 

que na es !riuial , si r¡:m !" t.:.t¡;l ih.i de esta.s cc.:itii1acic¡1a;; genera el }ii"c¡;io :;ab~¡;a-

cía de w . 

Def inic i;n Clndependenciil lir.eil l ).- Un conjunto Je !Jectores x: es linea h1cntc inde-

pendiente ( sobre F ) si y s¿lo si : c:*X:= 0 , ent011cas, 

= la para . toda i 

En casa contra.ria se dice que son linealnente dependientes . 

Detinicion <Dascsl.- Un conjunta B= < xt' x: , ..•• xH> de vectores de un conjun­

to e 1 se dice que es una base del conjunto e 1 si B es liTiealnentc independiente y 

si cualquier vector e puede expresarse ceno coAbinacion lineal de los vectores B 
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De lo a.nterio,. se consíd.era que la Jhwmsi¿n de un esp.lcio 11eetol"ial u es. el 

~ro Je vectores linecilnente independientes sie1'kio H la dinensi¿n del EV , 

a).- 1t uect.ares x.
1 

, linea1Minte independientes constituyen una hase en uto 

b).- Si u): es un suhesp.tcio de u M , ento\lces : 

la di M u.._ < di M u" Y 

ti di M u t := c..\ i .., u 1• entonces X :. M 

Derinici~n (Producto lnlei-nol.- Sea1\ X= 

V = (y 1,y a•···•Y,."> vectores, entonces 

se define eJ producto interno Je dos w:dore~ x !I 'l. 1 f-{Ue pertenecen a u , ClWl : 

Derínici¿n (Espacio euclíd.eaoo) .- un espacio ~torial cur.Jideano <D..11 se dert~ 
cono un espado uectorial 1 en donde es~ definido el producto interno !I CUAple con : 

l.- X + V 

z.- x•11 
respect i uahente. 

l.3 MTJUCES V Drn:MUIATES. 

Se 11..,. Mirh teWjlon al vector dispuesto horizont.>loente : 

Ar= Ca.u• ªu,··~' ª1u3 • 

Y la ..atriz colU11na es el vector ordenildo verticah•ente : 

[ 'J 
.. ., 
"'•• 
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Definicion ( nalrit ).- Una nalf'iz se derine co.eo Ull a.rreylu de uectores 1 

J.e lt""veclores rel19lou 9 n-1JeCtores colunna : 

F" '"' '"• a~ 

\ª" 
ª;;:o. ª,;¡ ... :¡ 

A "u "'-3:0. ªn 

ª"\ !··· tftl ª11z ª"¡ a~ 

De ~qui en adelante , ~ta A?1triz ser~ der.ataJ;i por una letra. ..ai1scula : n , y \~ 
ele.entos que contenga. , ser.~n reíef'encfa..Io~ por una letra 111iri'iscula subiMizada ªu 

para indi~ en qur. reI\ljl~n g colu ... na se encuentra tal cletitento . 

- na.trices cuadradas .- Un.a Ad.tri:: CtJ<tdNt\a es aquella que pasee n-~iect.ores rengl¿n 

y n-uectores colurma. , y los eleMnlos a tJ con i = j forfta.n una J.iayonal pririclpdl. 

Salo estas Mlrices tienen asociado un escalar llaRado Jeter1111inanta 1 y se d.enontna 

-atri'l. no siThjular cuan..lo el delert1ina.ule asociado a ell11 es dislint.o J.e cero. 

- ftatri:L lriangu}ar superior . r.s Ul\c\ 1Y.t:riz Cl1."\\\rada 1 \a Clla\ Se caracteriza por 

que sus elB1~mtos· a.,,, son· iguales a cero cuando i>j , y cuando i!j dichos e\et11enlos 

sau dislintos l\e cero. 

- rktriz triangular inferior .- Es una. 911atriz cuadrada , \a c:ua.t se c:uacteriza pol" 

que sus ele.entos a u son cero ettando i<j , 9 cuando i~j dichos el~ulos son distintos 

de cero. 



l.O 

- llalri: triangular di"lJonal .- Es una natrl: cuadrada cuyos unicos ele,,.ntos dlstl~ 

tos de cero , se localizan en la diagonal principal . Es decir , si i = j , entonces 

a. u es distinto de cero . 

- ftatriz trlangulu escalar .- Es una ..a.triz diagonal especial , si todos los ele­

oenlos de la diagonal principal son iguales . 

- ftatriz si_;trica. .- Una .atriz es si..;trica si los ele11entos si~trita1'ente coloca 

dos respecto a la diagonal principal son iguales. Es decir, ªu: ª.n pua toda i,j . 

. . 
- ftatrb antisl..etrica.- Una aatriz cuadrada es anlish•etrica si para lodo i,j se 

tiene que a u= _a .u y todos los elettentos de la diagoMI principal son iguales a 

cero. 

- ftatriz rola .- Es una ..atriz cuyos eleMntos son iguales a cero 1 y se deoota por 

O . Dicha ,..tri: puede ser rectangular o cuadrada y representa al eleoento identidad 

en la SUM de M.lrices. 

- Subaatriz .- Una suboatrlz esta !oroada por n - k renglones y • - p culuanas . Es 

decir , ~lo se taaan algunos renglones y col~nas . 

- Rango de oatrices • El rango r de una oatrlz de orden !n,•l esta deterolnodo por 

el orden de la oayor suh!latrl: no sinqular c¡ue se pueda obtener de la oatriz A • 

El rango indica el .:i..ro de uec\ores renglones y/o culuanas Jinealoente independientes. 

Si uno ,..\riz cuadrada A de orden !nl , y el rango culncide cun el orden 

entonces , los vectoret c¡ue la fo.,..n son linealoente Independientes • Pero si el rango 

es oenor c¡ue el orden , entonces , esto Indica c¡ue existe dependencia lineal entre los 

vectores c¡ue la ro ..... n • 



PROPIEDADES EL!llDl!AllS DE LAS 111\TRICES. 

AL- Propiedades de la suJ1<\ ~te Mlrices y producto por un esca.lar. 

Sean A 9 B r.iatrices Je orden Cnl , definidas sobre en un canpo F , r¡ue 1:11.nplen 

con las si9uie11les propied.lJe.c; : 

1. -CERRODUPJ\ : S l A 9 B son M trices , entonces , A t- B E F. 

Z. -ASQCIATIV 1 DAD: 

3.-COll'lJTA!IVIDAll: 

<A+D>+C A· .. <B+C) 

A+B B+A 

4.-EL!Mll!O IDlllTIDllD: A+ o O+A " 
5.-LA CE'RAADUPJ\ : Si 0 € F !J ·A es uoa natri'Z. , entonces : 

c•A € F • 

b.-ASOCIA!IVIDAD DE ESCALAAES: e•< b•A> = < c•b>•A 

7.-DISTRIBIJTIVIDAD DEL PRODUCTO l'CR Ull ESCALl\R SOERt Lll S1Jr.A DE 11ATRICES : 

8.-DISTRIBIJTIVIDAD RESPEWl Ah PRODUCTO DE ESCllLAR!:S : 

9.-El.llflllTO IDlltllMD DEL PROOOCTO : sea 1 un• Mlrlz ,ie identi•l•d definí.la sobre 
un cMpo F , enlonces ¡•A= A . 

Bl.- PtopieJodes dol producto ,¡. Mlriccs. 

1.- [n gewtral no es coiw1taliuo A•B es d.Uerenle de B'lA 

Z.- Es asociatiw e A•B> •e = A•< u•C> · 

3.- Es distributivo A•CB+C>=- A'B + A•C 

4.- Existe el eleoenlo neutro: 

- la "'1.triz de identidad. I de orden (n,uL 

si A es una Mlriz de orden {n,n) 1 se cu11iple que A• 1=1 •A= n 

si n es uoa ..atriz de orden (" 1 n) , se ttmple que A 11::: ~ 1 pero 1 •A 

no est..a definido • 
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C.- Propiedades Je la tritnsposicion tle ilW.trices: 

l. -- CA T) l' = A 

2-- < c•n >: c·}A: 

3-- (A+IJ)T = n 1+n: 

4-- < 1"t•B>: = a:•A: 

D.- PO!lllC!A DE IJNll llATRJZ.- L. potenci• <le una ""lriz es el res1dt.,fo º" ""l\i-

~pecto a las poteudds 1ldturalcs {fo uoa ftdttiz 1lebc tenerse e11 cuentit Jos sigufo1r . . 
tes puntos : D A"'= 1 ; iil una 1111atriz pel'."iodka de periodo n twf;ple que : A,.:: A. 

E.- Si n 9 B sou dos Mtrices cuadra.fas oo singulares Je orden (n) , t.\l que eJ 

producto A•B=D•A= 1 , se dice que :g es Ja inwrs.1 A y se escriben -i • 

PropieJa,f.<?s de la natriz inversa.. 

1.- n-1 es unica. 

2.- <A-1>-1 : A 

3.- Sea B natri: no siugnfdr: < R•B> -1=.1r1•A-1 

~.-Sea e~ F y e es diferente de cero; <c•A>-·=~•A-1 

5.-SeaA mtriz no~inp1lar: A•A-1=A-'A=I 

F.- Porpiedades de equivalencid para inuersion de ttatrices. 

1.- TransforMciones por operaciones elenentaJl!S[?l 

2.- C.:!culo de la adjunta. 
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Para el pirt1er caw , tales operaciones elenenta.les pueden efectuarse ta.nto en ..iec~ 

res rengl~n COiia e1\ vectores coluruw. • Para ello se distioguen 3 tipos de operaciones 

a.- lnt.ercanhio de renglo1'1eS • 

b.- PI'O<lucto de uo escalar 0 • JiCerenle 1le cero , por un re!'M'j\ou i .. 

c.- Suna de renglones , 

l.3.1 TtoRD'd),- Si una secuencid. ele operaciones el.-enlales, en los renglones, transfor·nJ.1l 

a A en I 1 la nisna. secuelicia lransforM a I en A -1 • 

1.3.Z lEOR01A.- Si una secuencia finita J.e oycracíooos elt:nentales 1 en los renglones 

trarisror.a. a A en 1 , y construinos la supcrnatriz <A ,. t > , la nisna secuencia 

lt•ansforrw. a 1licha natr iz en e I .. A -1 > 

De acuerJo a estos teorenas, se tiene que ne.liante operaciones elr.n.enlales se \}Ue1le 

cñkular n -: 1 sh:hpr~ y cualll.lo el raíliJO de A sea i!jlldl al o~len Je la rti.ma ~tri'.!, 

indica"'lo asi rttte es una Mlriz oo singular , con n-vectores lhlt!al~nle independienl~. 

Definit:i~n {DeterMinanteL- El \'\eteminanle es uM funci~n c.uya Joninia es el canju~ 

to c\e las mtrices cuadradf\s y su iRagen esta en los reales y se define cofta : 

.n 111 

í:sig "¡~f1,1 

Do0tle el C\lfa.clor de ªu es -.L !lhll"'u , denotada ca.o 0 IJ y: 

M 
1

,, es el dete~inate: de la aa.lriz que qu.eda. de eli"inar el renrJl~n y colwma donde se 

encuentra e 1 e leAento a 
1

., • 



14 

ADJUllTA E lll\J!JISll DE UWI r1m1z. 1121 

DerinicioA Cnalriz adjunt.J.L- Sea. A llna Mlri?. 1\e orden Cn} , a H eJl!ltento ,fo A 

defini1los en tin .:ai.tKJ F . &!a e i.: el cofa.::~11r del ele11e11to ªi,1 y e 1~ n4lrit. de 

r.ntactores 1le A , IJ sea et 1;, Atl.trh lranspuesla Je e , la Clldl recibira el ri011hre 

ADJUNTA DE A <lcMI•~• por r< n > • 

l.3A TEOREllA.-Si el DET<n>•1:rcn>0n 

si el DET < n > es diferente d~ cero , entmv.:es 

A-1 = __ i. __ •!"<A> 
DET<A> 

De aquí que el proJuclo n •r <A) es una. Aatriz tliayoBa.. l co1l los elel't?ntos 1tia.goM­

les iguales ul delerninaole ile A • 

E11 otrdS (k1 lrthras se debe ueriricar l{Ue : n •r< A> = D ET<"> •T Donde el 

.ele~nto tle\ k-~iAO rel\ljl;n ~ j-~sina colunM 1lel ptOiluclu : 

D=A•ct o bien 

es igual a cero si k es d.irerenle de j , e iyual al DET< A> si k=j .. En fotM . . . 
seaejanle 1 el elet1enlo en e\ j-esi.-o rengllm y k-esina colu11.M del producto 

D= ct•n o bien 

n n ' 
C\1;=1~1ª •au =¡;1º¡,¡'ªn. 

el cual es , tafthi~n , igual a cero cuando j es diferente Je k e igual al DET e A> 

si j e• iyual • k • 

[Je estd Cor111c1 se concluye que si el DET e A> es diferente ({e cer-0 , entonces: 

A~ 1 = __ i. __ 1 fCA> 
DET<A> 



Tl!llZll OE MATRICES . ¡,¡ 

Derinici¿n .- el producto lle las raices 1lel polhlDPlio C;\NcterÍstico de A es igtt.ll 

al 1leterRinante tle A : '·1·'·i'···'1.H::DET<A> 

La traza Ja A es , taabi¿n, Ílj\tal a },\ suna de :os ele.-ientos diayoMles Je n 

PROP!EDl\lll:S DE LA TRAZA DE n . 

1.-TR(A+D>~TRCA>-~TRCB) 

2 .. - T H < e •A> =e 1 T 'R (A> 

3--THCA•B> :::TR<B•A> 

4 .. -TH<A 1) ::::TR(A) 
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Las propiediiJes espectrales de r:za.trices de orden (o}, se distinguen tres fund.t..,en­

t<llncnte : polinonio , valores y 'Jectores caracterÍsticos los cuales son Jescritos ,, -

continuad~n y se con:;":.:tuyen ceno un \!!e:u:nto i:iportJ.nte r.n e:ae tr,\hajo de lesb. 

l.4.1 T::O~E.~A .- El csc,\lJ.r :. es :m valor caracteristico ¡{e h :i.ltriz n si y :;.¿?o d 

<A - ,•I> esuna:iatrizsingular, es decir: si DET<A-)..l>=e-

El de~r:iiil<lnte , no es n;:> que un pal incnio Je grado 11 en . 1 ll.;,naJ;; ~')L1NC~1l0 . ' 
CAP.AC!ERISTICO DE A 1 c:uyJs raices proporcionan lo!: paNnetros .. ~u:;calc:: . !.a ~u:;tit~ 

' ' . 
sion de los valores c••r,\ctcristicos (r1iccs) en t!I sbtcna : < n - , 1 ) x '::Id . , ¡;erni-

te calcular los vectores C.:\ra.cteristícos. 
' . 

Detinicion bector cancteristico).- E:; un ~ectcr .fif¡;renta Je cero, ta! que, -

al a:tlicarle la tr.:1.11set'or!'1aci~n : T: u_,. u e:: igual ü ~•x . ,!::.n.:t: i:~ an ~~.:.• 
' ' 

la!' l !anado valor CJi'aC~eri::ti:o ,1e la tran~!crr.ac!cn 'f , ta.! que : 1'f: ,•..i<. , f~'-·l 
' . 

?ara alym1 1.iectc!" x dit<J:~nte Je cero . !Jn •:ect.:ir :J ;.ia!or caract.:r!stico J~ u11a ;iatri:: 

cuadr.:tda A es correspondiente a un •1ec.tar (del conjunto de '.lectores) 

X:< x~·'<:=.•••••x .. > tal que i:t•X: ,.•x: 

'l al con.Junto ,fo t~os lo:; 11alares carJderisticO!O ;le T e:; llanada E~PEC!RO. 

Un ualor caract2rÍstica , recibe el apelativo de degenerado si corresponde a una 

raÍz Rultiple del -polÍliol"liD caractr.rÍstico . A la rmltipliddad .le esta rai:. ::e h \k:i; 

n.1 cono orden de Jege1;eraci~n Je l ua lar caracter Íst ico ccrrespmhtie11lu . 

Una ~atrit cuyo espectro no sea Jegenerado se llana estructura sinple . t:e acucrJo a 

lo anterior , la:; car11cteristka:i de una natriz , esta ¡;uede clas:ificJ.rse en: 

1) DeriniJas positivas, :;ienpre y cuando la parte real de la raÍz sea ~ayor a cera. 

Z) DeriniJas no ncyatiuas, cuando la. parte real de la rah:: ~ea nayor a igual a cero. 

3) Derinidas ile~ali•Jas y rro positivas , es decir, tengan propiedades opuestas a las 



17 

anteriores, 

41 tlo defii1i.i.as 1 si no cla.sirican en los ,1parlados .:mteriores . 

Si .::e estudi,1 1 para el conjmtto .te valores caracterÍ:.ticos: ,,,:,1..;.•····'·,• .{e un.i 

natri: A Je orden n i la. re::aluci~n i\e lo::. zistena:; hanog~neos : < n--.. 1 > x :.: Id que 

prepare ion11n los vectores propios , 11ued!m d i'.:ti11gu ii"::;e l<ls siguientes c,1sos : 

a).- El vaio'r carncterÍ:;tico na es degenerado • E:; .iecir , la. ktewh1.1ci~n 11e l1.1s 

elenento:; x exige la bm:;:p1eda ,le n-inc~gnita.s ; lja que R .::s de C:"•!cn n y el 

DET<A-~I >:::=0:; l.1 c.m!ici~11 ?ªrl fatert1inar >': ei1 f1mcion ,fo un 

paranetro es : RAM< A- 1,I >:;::;: n-.1.. · 
. . 

En c~o de que no se Cttt"pla esta conJicion , el vector x 1¡0 podra. .leterninar-

se ~fabidari.entc, 

'ü).- E! valor caracterÍ:;tico dege1mra.J.o .fo orJen n ~ :i . 1!.:i. que !~~a cncon~r-.\~·:2 
!'1-uectores 1 inedli:iente indeper.J.ientcs cono ;,:niflo para r.cHpleta" la ha:;c cara~ 

~r.ri:;tica 1 ser;n ¡1eces~rios ;,-í'ñl';netra:; , e;; decir : 

HAN<A- :...1 ):n-M 

E;1 c.1::0 contraria no podr~ ser conp!etadu la ~u:;e c.,w.idcr!.;;tica. 

. . . 
e).- Los valeres caractedsticos Je una :iatri-: si:-,etrica son tüdo::: ;;u;.eri:;~ reales. 

e).- Si A es una i"iati'iz antisin;trica, entonces, todos le~ valore: caracteri:>ticos 

son inaginarios puros. 

fl,- Sean m~a :."latriz tte orden n, .:e un escalar, y< n-:..I > x:;:;.a . Los valores 

carateristicos de la natrb: ~n son ·c.. y los uectorm; pcrM11ecen innriantes, 

en decir : ~<AX>=< ~A) X=a:< '..X>=<'{\) X 
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g) .- Del punta anterior se desprende la Idea de que los vectores caracterlstlcos 

quedan Indefinidos en un factor escalar oultiplicatioo. Sea< un escalar 

direrente de cero, del inciso r se tiene : 

«:CRX>=<<l.>X 

o bien , 

<<RX):\(4: X> 

La indeter .. lnaci~n del ractor -e puede Dl'llilirse si se oorMlizan sieapre las 

uectores caracteristicos. 

hl.- Sea R una oatriz de orden y i., su espectro. Supongase que A sea de 

estructura sh1ple y el conjlnto de dichas vectores cdl'acteristicos es lined­

.ente independiente 1 entonces J dicho conjunto de vectores recibe el no.bre 

de BASE CARl'tCl'IJlISTICA. 

D.- Los uectores caracterÍstlcos asociados d los 11alores cuacterÍsticos degener~ 

dos , generan un subespacio vectorial de dh1ensi~n igual al orden de degener~ 

ci~n. por CQnsecuencia existir~ una infinita agrupacl~n de conjuntos de vec~ 

res caracteristicos asociados . ~ el inciso d • 

j).- En caso de ser posible de ercontrar la base caracterÍstica, las ecuaciones 

< A-l.1 I > xI son equiua.lentes a la ecuacion ..atrlcial en roraa ¡pacta 

AX=X6, donde: X=<x
1 

, ••• ,><"'>es la .atrlz base caracteristica y 

6= d. i ag < >.,
1 

•••• , ~"> la Mtriz diagonal can las valares caracterÍsticas 

sobre la diagonal principal. Y cooo las x, son Iinealoente Independientes, 

la utriz x es no-si~lar, y en consecuencia : x~'AX=ó. 

En este caso se dice que I• oatriz R es dlagonalizablo. Y podfa decl ... que 

A es equiualente a una Al\riz diagonal, en relaci¿n a su base caracterÍstica. 
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kl.- Del inciso anterior se obtiene una propiedad *'Y il'portante sobre las 

"'1lrices diagoni:zables, pu~, peN1ile el ~lculo de potencias de natrice'ii, 

esto es : 
si 

AX=X~ 

se tiene que 

n=x.:.x- 1 

y puesw que 

A'X=Xc,f 

resulta quu : 

donde la i:O.tttiz Jíagor.a.l C:. contiena los 11alor~ caractaristicos \
1 

elei;ados 

a la pote11C ¡,, p • 

Lá.s propie1tattes de los v-l lores caracterÍsticos descritas basta aqu i, COllSt ituyen uo 

eleRento i111port~nle 1 pu;s, <le ;slas puede hacerse una ínterprelaci¿n ~s clara de los 

resultados obtenidos Mediante la iP1plantaci¿11 del siste-.\ cte procesaAiento elecl~nico. 
Por ejeaplo, el ractor escalar es lonado en cuenta en el problena de procesos estoc;sti­

cos al efectuar la norNli'Zaci¿n sobre los eleaentos del corresponJ.ienle vector carad&­

rilico 1 de tal forN. que la SUM de sus ele.entos sea igual a t; en otros problenas el 

~lculo de la hase caracterislicd estar~ correcta..ente.delerAinada i:;i se cunple con el 

inciso a, o en su defecto los resultados quedar~n j1stiricados serPn los incisos b1 i. 

Por otra parte, aunque existen otros .;lodos para calcular las potencias de "atrices, 

el .¿lodo resulta adecuado para calcular los eleMnlos que interuienen en la propied.ad 

del inciso k l ioplantacl~n que no cunleJ1pla el sisteoa de ~rocesa•iento eleclr~nicu). 

. . 
Por ulti10 1 el tener en cuenta el tipo de ualores característicos C reales o iR<l.gi-

narios Jlll"" l ¡xlll<le facilitar su iterpretaci~n en probl"""s ecol;,gicos. 
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TeoriciU'\ente , los ualores CdN.clerist.ícos de n SI! pueden obtell'!r encm1trd00o las 

n-raices del polinonio caracleristico y po~teriomente 1 resohdt:ndo el sisteM li1ieal 

asocbdo : < "_'--11 )o X= 'I , se delerftindn los vr.clores c..1ral:teri~ticos t:Orrt!SfM.nkiÍ+;l~ 

tes . 

En cuanto al c~lculn del poliuo111io c~tra.cterÍstico , f!ste se üblic1.e 1'e1lid11le la d\lli 

caci~n Jel tcoretia de Clyle!J-Ha"i Han , el cual rt:sulla nuy inpü1•t.mte p.ua la d~i:rip­

ci~n del ~toda de Leuerrier-Fdd.lee!J.\, Me~s, lle la vali.fot yeneral Jel teorena ttepe~ 

1\e la validez general del n~todo Je LeuerrÍ>!t'-faddeelJ4 . 

1.5.Z lEQREllA liE CA'ILEV-Ht.ili.101! • 

. . 
La idea de MATRIZ nado hacia la Rilad llel sig"lo XIX • En 1858 , ~luesler Cnalep.1-

tico ingl~) J.ahia tlenoninado tt.11RICES a Id.-; ldbla~ 1le consl.rntes o fuTH;iofleS, n:s 

lar.Je en 1853 !Jilliíl.tt F.oiJan H. en un articulo '11i1teat aílil veciol" fllnc:lio1t5" di¿ Jiuer-

~as propiedades t\e las fornas lint:tll~ y utilizo el C01\Cr.llto de nti!dz. f.n 1353, Art.hur 

Cayletj d.i~ en un articulo 'liP..r.orie on lht:: Theory of !la.tri,( '' las bases noder1..:.-:- 11P.l c.11-

culo nalricial , l_J enunciando a:;i U1l teul'et"a f[l!i! llfiua su 110nbre : 

leorena Je Cayle!J-Halliltmt .-

toda hatriz cu<1dradd es una raiz. Je su propia ecuací~n caracteristica. 

Sea A una natriz de orden (n) , !J 

F(\>= DET<A-)..1 >= .•." + c 11 _
1

\,!l-l • ctl-c.·\H-.? •, •• + c 1J. • c 1 . . 
con .\

1
, \:• :··i• ••• ,).

11 
rt\ices de la fmieion F.<\) , a1 sustituir \por A se lie1ie: 
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DEltOS!RACIOH 

Aplicando el leoreM 1.3.4 , se tiene : 

DET<A>•I=A•r<A> 

aplicantlo esta f~NW.la y ree11pla.z.lnJo n por ( A-1,.I > {l\d.lriz c.iraclerislic,l) 

se liene: DET<A-:...I>•I=<A-\I >•i<A-\1) 

Y la fuoci~n del polh'IOftio caracteristico se conviel"te f!ll 

( A-'.\I >•r< A-\I >=F< :-.> •I 

donde las entrailas de l.t 1'alriz < A-\I > ~011 ptlH1.u"ios lhit;.lks e11 .\ , cu~o gra­

do es cuall\la ~s n-1 , Calta elenenLo en la dlljunta .\e < A-\.1 > es un cor actor tal 

que esta adjunta puede escribirse cor10 una surta dr. n-natrices . CoJa t;,l"Aino inoolu­

cra un.\ potencia lle \ • 

Es J.ecir , la adjunta de e A_\ 1 > puei.te escr·i1irse Cú/10 : 

donde cada coeficiente B; es una naLríz dt! ar.ten n , co11 eleneotos P,sr.a lares . 

Aplica.rulo esto a la ecu¡¡,ci~n . s~ tiene : 

n··l 
( A-\1 )~Q\tB 1= F< \) I 

que se puede panel' en Ja foN\c'\ : 

< A-\1 ):~~\J.Bi.= k~eº;;~!~I 

desarro liando : 

A> . .,,B.• A).B 1t A.\2B 2t ••• + A\M-tB¡.¡_ 1 - \B,, - l.2B 1 - AiB 2 - ••• - )."'B 14 _1= 

agrupando por sut11as : 
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despues , igualMJo los terninos 1le iy11dl potencia eo 1_ 

nB,.=c•I 

susliluyen1lo en c.1da \ por la. n.üriz n 
se obtiene : 

COftpletdn..lo ~r11tinos : 

sh1pliricitndo : 

A"B,._1-A to-tn,,_¿= º11-1n"-¡,,. 

-AHBM-\ .. A
11
BN-I '~~A 1 DK·l-ABo.I -j~A·BK-1- AD,)= ~~o,.nX + n"+c_..i 

sii.plificando tert1ioos : 0 

LO CIN!L DDmSTRA EL TEOREl'.A • 
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J.6. BRM DISCOC!O/l DE rn:rooos PAAA t.1 SOUJCION DEL PROBLD1A ESPECTAAL. 

Algunos ~lotlos e11foc.1llos a la soluci¿n de problenas de ~lores y uectl'.lres ca ... ac~ 
risticos , alicnJen ciertas pd.1•tic11ld:ridades ,p.e., en probleNS discretos ,fe et¡uilibl'io 

di~ico , los cu.t.les son expresados f*f!dia11lc sw.lelos Mtriciales Je lipa si~trlco . 

Algunos nelodos AaS COlllllles , son : 

- rtet.oJo ciclico Je Jacobi; 

- lfetoJo de aproxonaciones sucesit1Gs; 

- :i.;loJo de Krylou; 

- Hoto.lo de O.nileusky; 

- lfolodo de Huslisilduser; 

- n,;loJo de llausl10lder y algorilno QL ; 

- ~loJo de S.nue.!son; 

Sin eAhal'fJO , alisten otros problenas plantealtus a traues ,le AOtfelos 11atriciales que 

no clasifican dentro tie ttalrices sh..;tricas y que requieren c\lgoritMOs es¡ieciales o bien 

transfor1Mci¿n a r.ntriz si~lrica. Lo qut1 h1plica una labor que puetle ~.er c~vlicatl:a y 

exten~;i si se realiza ndnilal~old o tt:<tuicre de un gran esfuerzo de prO<jJ'Madon 

A~l'kliendo a fo Jldturaleza Je los _;todos , estos puetl~n clasiricarse dentro Je dos 

categorids : 

- lletoJos Directos ; 

- l!etodos Iterativos; 

Los ..;todos directos se distinguen por resoluerse en un ~ro fijo de pasos, suje­

tos rola .. mle a errores ~e redondeo • En t.rnto los ..;todos ite""liuos , son aquellos que 

se aproKÍMn a la solucion 1 en hdse a una serie de repeticiones , de la "isna regla an~ 

Jitica , sobre los resullddos de una revetici~n antel'ior r41 , 
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En la CdteyorÍa de ~to.los directos 1 se tHlCuentriln : 

- lleto.lo Je Krylou; 

- n,;toJo Je Danileusky; 

- i':::to..fo tfo Sanuelson. 

En la cate<joria Je ~lo..fos iterativos : 

- ~todo del ico 1le Jacobi; 

- ~lodo ;te aproxi~ciooos sucesiuas : 

- ~te.fo t!e M1slisl\.d.us~r; 
- n,;toJo de HausholJer y algorilt10 QL . 

Es IRportanle hacer esta dif'.linci~íl , pues de ello deperJe 111iniAizar el efecto de 

error de re-fondeo y el l~ftero total de operaciones en los ~lculos eft:elt.tados , Por otra 

parl1', ti r~'o,ero 1le operaciones se !Je increnentttdo al tener conexi¿ll •lirecta con el ~~ 
do (te G.uiss-Jo.-Jan p.ll'il in~l'Si~n ile Mtrices , el cnal ~s utiliudo en alqunos casos 

para calcular el polincH1io caracterÍstico o Li~n para cilcular el 1.1ector caracterÍstico 

asociatio al ..enor valor car~cterÍstcoB71 C~t01lo Je Jacobi y aproxinaciooe.-. sucesivas, 

respedival'lenle). 

En base a est.ds cunsideraciories , creo conveniente proponer un nef.o.to que eliAine 

tDtlos estos inconvenie11tes y 4ue a.tle~s lellijc\ un alto gratlo Je eficiencia para oo pe1'11er 

la posibilidad de siste1Wlizaci~n . Por esto 111isNl propongo el ~todo de I.e1.1errier­

Faddeeua, para resoher el prohleAa de valores y vectores ca.racteristicos en funci¿n del 

poi il)Mio caracterÍstico 1 que tuhi~n proporciona de aanera alterna otros re.<mlt.ados 

nuy interesant~s cono : el deterninante de la natri?. , la natriz adjunta ·yto inversa • 
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DESCRIPCION AIW.ITICO DEL nE!ODO DE LEV!JlRIER-FADDWA 

Calcular los valores y vectores caracterÍstico:; resulta , con frecuencia 1 una labor 

rutinariia consiJera.hle. Tan s~lo el Cdlcular el 1lelerRina11te y obtener Id ecuacion 

caracteristica pueda ser un prableAa CGAplicatlo , segun el ralRtlro Je uariahleS qua inta~ 
veny.m • 

De acuerdo a estas apreciaciones , es conveniente proporcion<U' ~toJos adecua\fos . . 
pata no perder la posibilidad 1le sisteAath.acion , coaprension y objetiuiJad . Es por 

ello que, en este capitulo descl'iho y analizo eJ principio en que se has.1 el _;lodo 

de LMllRIER-FADDEl:VA , ,les.rrolla<lo por el ast,¿._ la..,;. Urbaoo Ju•n Jo..; Le IJerrier 

( 1811-1877) eu 1841 e !91 

11.l nE!OOO DE LMRRllJl-FADDWA.ILOJ 

Dicho AeloJo , aunqtu:~ requiere de gran cantidad de apera.ciar.es , es CGAtJletaRenle 

general a particularidades de una u otra ~triz 

Jo tlel polinonio uracteristico . 

11.1.l PLAllTEMIEMTO DEL "ETODO DE LE \ltlllll!JI. 

Sea: P(\)=-.1."' [\H - b¡'.\.H-t - b,a~.»-a - ••. - h,;] 

el poi Íl'K*Ío caraclerÍstico de Ja Mlriz A de orden Cn) y 

entre las cuales puede haber raÍces igualas . 

Por otra parte, la áplicaCi~n 1le IA r¿rNtla Je Newton·: 

J<bi:=s.- btSI_,- b¡Sx_,- ... - hA_lsl 

las 1•aices 

pueden ser caculados los coeficientes b
1 

Y para e.acular t.1.les coeficientes se utíl! 

za la relaci~n : h 1=s 1 

Sz-S1b1 

b·c= --2-- bl= ____ 3 __ _ 
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T.uthi~ll se tiene que el i,;raioo lndepeOOiente hN corresponde con el k~iAO t~rttloo 
de la f~uula de llevtou . ~s .~. , el ~uioo independiente Jel polino•io es iyual al 

deteri.inate del sisteaa , y a su i.iez el delet1tinante se c,;lcnla c\Wl : 

bM=-J. "<\ti\~•,' ,•).H> 

es Jec.ír / el producto de las ra¡ces del J10li0011tlo caracteristico de A es igual al 

deter.inante de A • 

Teniendo en cuenta esto , el concepto Je tAAlJl de una M.triz, sera 1le !JH\'\ utllidad 

debido a que la SUN de las ralees de p < \> es Í!fUal a. la suM "~ los elueutos de la 

diagonal principal de la .. triz . 

En olras palabras , se tiene que si el coeficiellle ~el ~Mino ~.11~l viene daJo por : 

• n 
TR<A>1~1ªn =i~l\i 

esto suguiere qut. : 

TR<A
1'>=J

1 
... ~::: Sx 

es decil" 1 la SUJla de valores caracterÍsticos elevados~ ld. K potencia es igual ;¡ Ja tI>~ 
za Je A e leuada a la X pot.eocia • 

Por ejettplo : 

una tw.triz de orden <Zl , cuyos elei-entos SQO 

~ ~] 
su correspondiente poliTI011io caracterÍs-tico se calcula.r~ coao : 

P<>.>:-J. 2 <l2 
- ht). - b~) 

asi : 
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Lo que se pretende , ~ encontrar los coeficientes bij en Cunci¿n de los u.alares 

caracteristlcos \ , que l.wbi;n se desconocen . Es por ello C{Ue se propone c.a.Icular Ja 

ll!AZA de cad.i potencia Jo A • 

2 
S 1 = TR<A>=i~la 11 : 3+3:6 

A'= f.i3 .1.21 l!-2 .1.aj 

sustituyendo las trazas : 

26-6(6) 

2 
= -5 

. . 
y sustituyendo en la funcion del poi ÍllOftio caracteristico: 

P<A>= .1.<\ 2 -6).•5>=>.~-6\+5 

resolviendo , para encontrar las raices del polinoi.io caracterÍstico : 

\t::::S \?=.L 

aplican..to la ecuaci¿n: k~l\1" =sr 

se tiene : Sl=5+.l.=6 

S 1=5¡+i 2=26 

lo cual MUestra que sl:=TR<A1> 

En resui.en , el ~puto se concreta a calculas sucesiuos de las potencias de A , !J 

despu~ se calculan sus truas pal'a aplicarlas en el sistaw. recurrente , propuesto por 
NEVTtlll, y obtener el correspondiente polinooio caracterÍstico • 
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Calcular las n poteocids de A , pard obtener sus tr.tus , requiere un gran J"Kl.Rero 

de operaciones y esto lw.ce al ~to.fo de Le1,1errier ~s laborioso que otros ~todos . El 

n:u.ero de Nlltiplicaciones oecesarias p.l.ra COfllpletar el ~lculo es igual a : 

< n-.1) C 2n ;-2ni1:+n-.. 2 > 
2 

Sin e~barga 1 la generalidad del ~todo es la ver1laja ~s fuerte ante otros. 

Esta ~isna a}lreciaci~n , proha.ble~nle fu~ considerada por D. X. Faddeova CMl~ti­

co co11tet1por~oeo) para proponer 5'04lificaclnnes al ~todo 1{e Leuerrie1• , el cual resune y 

siaplifica el c~letllo lle los coeficientes del polinonio caracteristico , y a~n ~s 1 pe~ 
ttile calmlar la Mtriz int.1ersa y los uectorP.s caracterislicos Je la Mtriz . 

11.1.2 MD\ílCllCIOMES PROPUESIAS l'()R D. K. FADDWJA. 

La. Mesll'd fdddeeva. 1 propone que, en lugar de calcular la secuencia de potencia:. 4.e 

A, se calcule la secuencia A ,,A 2 ••.. ,n
11 

, construida 1le la siguiente forM: 

Ra=AB 1 

q 1:TR( A 1> 

q 1=TllCA 2> 

2 

N 

Tal secuencia de C~mtllas rerurrenles sou el resultado de : 

b 1=ql=TH< A 1>/J.. 

b,=q¡=T~<A:a>/2 
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La siguiente de.ostrai:i¿n da una idea de la relaci~n que guardan dichas fotwllas: 

Sea n n 
bl=S 1= i~l).1= i~\ ªu :::TR< A> 

SH:TR<At<> 

A,::n ; q,=::TH<n1> 

es decir : ( i) 

utilizando las relaciones : 

S"=TR<A">= 

susli\uyendo esto en la foNtOI• e i > : 

~ <_ TH< n 11 > -TR< A H-I > h,-TFI< A M·l) h¡- ••• -TRC n > btt-1 >:::-;.- TFI ( n .. > 

.U.Ora , desarrollando para el 8eJUndo Rief'bro de la ecuaci¿n : 
priMero: 

J. J. qz==z T:R< A2>=2 Ti:f.<A<A ,-tl,X > > 

= ~ TRCA
2>- + TR<q 1A> 

n,=ABz 
.l. J. J. 

ql=3 TRCA 3 >=3TR<ABz>=3TRCACA 2-q 2 I > >= 

= ~ TRCACAB 1-q 2I>> 

J. 
=3THCA CACA 1-q 1 I. >-q2 I. > > 

= ~ T'RC Ai-q 1A 2-q
1
A > 
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Por otra parte , se tiene : 

nbN'::'TR(AN}!;:TR(A 11 >-TR<n"-1lb1-···-i'R<A 2 Jbfi_2_ TR<A>b,._, e 3) 

igua \an.lo t~r•ioos de las ecuaciones lZl y l3l 

T'R<A">=TH<A"> 

·T'RC q 1.iw.~A¡l 

-TFl(q 11 _1A> 

-T:RC A¡lb
11

_:t 

-TRC A> b,._ 1 

utilizando la propiedad asocial\ Ud de escalares : 

T"R(AH>=T:R<A"Jo 

-qH•2.T~(A 2>:-T'RC A¡)bH•Z 

-q 14 _1T"R<A> =-TRCA>b"_' 

despejando para los t~roioos en b • « 

lo que daluestra. que la secuencia. es uallda y \)Or lo tanto : 
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11.1.3 RESULTADOS SEWIDARIOS DEL llETODO DE llV!J!llIIJl-FADD!l.VA. 

fulli~n es i•port.a.nte Mcer oot.u que B"= e es decir : 

BN=AN-qNI =ABN_,-qHI=e 

la de.ostraci~n es: si"ilar a la anterior 1 ~lo que en este caso se des.arrolla para 

n-ési.a Mtriz B: 
BN= AN-c¡,AH-l_qzA H-2_ - - .. -qNl :0 

sea A 1=A • c-,c 1 =T~<A>/J. • B 1=A 1-q 1I 

desarrollando para calcular las n-ésiMs 11atrices e 

A 1=AB
1 

q 2:TR<A¡)/2 

Bz=A 2-q 2 I = AB 1-q2 I = A 2-q 1A-c;c11 =<~~~-qz-¡A 1 > I+A2 

A
1
=AB2 q 3:TR<A 3>/3 ,. 

B,=A,-q 1 I =A C Az-r¡lA-q 1 I >-q1 I = A 3-q 1A 2-q 2A-q 1 I = 

=<~~~-q1-1A'> 1 + Al 

en general 1 el proceso para calcular las i-ésitw.s '!4trices de 8 consiste en calcular 

las potencias de A pre111U.ltiplica.das por la traza , entonces : 

• n >.L 

desarrollando e lgu•lando a cero , l'lN aplicar el teo .... de C.ylegii..ilron se llene : 
DN=AN-qlAN·l-qzAN-z __ ... -c¡:NI: la 

lo cual deouestra que n.= 0 . 

Y amíei:uent.ente , este hedo ..,,.tra que : 

si BN=AH-qNI=GI =ABH_l-qMl=lil 

entom:es: AB .. _,-qHI=lil 1 despejando la aatriz inuersa A-•=2:._ B 
ql'I N•I 

es ecl• , el .;to.lo 1iP11e taa\I;• plU in,.Ptlr .. trices. 

Far otN pute, el ..;...., de opeNClcmes .....,...1 .. pu1·0\tene• los Coerlciéntes 

b, Clncl...., el ~lculo de 11 .. trlz B,l es lgul a : hr-lln3 · •ltlplicacion... 
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ll.Z ALGOR!!!IO DE l.MllR!!JHADDEEVA • 

El ...;Wt!o de Leverrier-Faddeeva , para calcul.,. los coeficientes b, del polh,..lo 

caracterÍsllco F< \> , consiste en los siguientes pasos Cundaoenlal,.,nle : 

1 .... El proceso iniela can : A,= A 

2.- El ~lculo de los coef"íclentes de p < i> , se realiun caJculanda 14 traza de 

la aatriz A 1 dluidida entre l• i...ÍSi11a !teraci~n: T R< A 1 > 
bt= 

3.- Las subsecuentes Mtrice.• A 
1 

se C<licuian cooo el producto de la 11atri• A par 

la diferiencla de la .. triz A. y el coeficiente b, : 
' • A,u=A<A 1-b 1 l>~ 

A partir de aquÍ , ss efec¡.;a un ciclaje pau calcular los ircoefieclentes del 

polhlDftlo caracterÍstico. 

OBSDlVllCIOl!l.'S : 

1.- ~n el ~todo·, taJ.bl;n puede ser calculada ld ..atriz inuersa CORO : 

A··=< J. /bH> ªN-l 

es decir, un ciclo antes de obtener el n-esiftO coeficiente de P< >.>, la. ..atrlz 

A,_, corresponde a la .. triz adjmla . 

2.- Dado que el á>eficlenle b• es iguol d deteraioante de la aatrlz , por la rela­

ci¿n f\•r< A>= DET <A> 1 , ~te es calculado por el ~t&do CIJ"O : 

A,=A<A,_,-1>,_,1 >,y por lo tanto ya no es necesario calcular l• .Hs1 .. 
traza de A, , •• rest111en el ciclaje se rmllza en Cn - ll iteraciones • 

lle acuerdo al ........,. y • las ohservaclones precedentes , el algo•!tloo so ll•lta a 

>ealizar tres operaciones ~icas: i) Inicializar A,=A;m Calcular el coeficiente 

b, ;ili)C.lcular l••ífll•nleMlrizn
1

, """° :A,.,=A<A,-b,I> Y"'!Jl'OSOl'•l 

J1iSO 11 , huta coapletar In - 1) ciclos • 
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. . 
U.. Caroa ... detallada del alyorit.o de l.euerrier-FadJeeua inclulra las siguientes 

variables : 

•..iari abl es 

llATRIZ-All.l!RITA 

llATRIZ-IHlirJISA 

DETERllUWHE 

= 
Ol!Dlll-l1ATRIZ 

TR 

DESCRIPCIOM 

llA!RIZ DE l!ISIJllO 

llATRIZ QUE HARA UlS VECES DE A
1 

MTRIZ QUE AIJ!ACIJlt\RA A,_, 

MTRIZ IHIJERSA DE A 

VECTOR DI DONDE Sl:MN AI..".1CrnADOS LOS COITICIEMTES b 

DETEilll IMMTE DD. SISTEllA 

ES LA SlM DE LOS D.DllllTOS DE LA DIAGOIW. PRINCIPAL 

DE A
1 

• 

TOTAL DE Rtm;LOMtS Y COUIVl1\S DE LA MTRIZ n 

IUllCIC.~ QUt DE\,'Utl.UE LA TRllZA DE LA M!RIZ A 
1 

1 

CORO ~ltiM obseruaci¿n , el coeficiente de \w si.CApre es igual a uno , entonces ,el, 

pri""r el..,.nl<> .le! vec\llr P ser~ uno : P(1J = l.0 
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nLGORll!IO DE LE\JIJ!RlER-FADD[l)JA. 

OllJET!VO : calculao el pollno•io caraclerlsllco P< ;>; 

la .alriz a1ljmta re A> : 

el delerRina.nle DET< R >: 
la. ..alriz invers,¡ R -1 • 

DATOS DE !llTRADA : ORDEN-M!RlZ , IJ.EllDl!OS DE Ul M!RlZ A • 

l'ASO 1: mlC!AL!ZAR P<J.>:J. ~e y 

B =A 

PASO Z : PARn 1 : 1, ... ,ORDDl-MTR!Z - l l!OCLR des<le el paso 2.1 al Z.5 : 

PASO Z.l : !RllZA : tR<BI I 1 ; 

l'ASO Z.Z : PU•ll : -TRAZA ; 

PASO Z.3 : J'Allll J: l, ••• ,ORDllHfll!RlZ l'i\CER el paso Z.3.1 : 

PASO Z.3.1 : BCJ,Jl:BCJ,Jl-TRAZA; 

PASO 2.4 : SI 1 : <ORDDHflltG!Z - ll DITONCES hacer el paso Z.4 .• 1 : 

PASO Z.4.1 : MTR!Z-ll])JlJl(TA: B • 

PASO Z.S : B : A•B ; 

PASO 3 : PCORDEN-MTR !Z • 1l : -BC 1, ll ; 

PASO 4 : DETIJUt!MTE -BC!,ll ; 

PASO 5 : llfi'R!llE : MTR!Z-ADJIM!A ; 

1'11SO 6 : SI ABSC DETl:JlllllWlTE l ) 8 lll!ONCES hacer del paso 6.1 al 6.Z : 

PASO 6.1 : MTRlZ-ll«JEHSA : Cl.8/DETEPllUmTElo/tATRlZ-ADJU!tTA ; 

PASO ó.Z : lnl'RIME : nATR!Z-llm!ISil 

DI CASO IXMTRAR!O hacer el !"so 6.3 : 

PASO 6.3 : lnl'Rllll: : "EL DETERnllWITE ES !GOOL A CERO " , 

''NO EXISTE MTR!Z ll«IERSI\". 

PASO 7: lllPRlllE: "POL!llOnlO OO!ACTER!ST!CO: ", P<J.> , ••• ,P<H> 
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l!.3 ALGUNOS EJEl1PlOS OE APL!CllCION • 

Despu~s de explicar !J aro!izar el ti~todo de Leuerrier-f\1.:i.ieev.1 1 con.;idcrenc::, ;;.hora 

alqur.as dplicacianes r:ie.liante los si~uiente3 ejenpl.n 

1.- Oalll la siguiente n.Jtriz A de orden n :: ·I : 

a.- Calcular su correspontliente polinonio ca.racteri:.otko 

b.- Crt!cular to,fos las raÍces, con el n~taJo de Neuton-P.a;ih:on ·!oblP. ,fivL~ion 

c.· C.1kular ~us respectivos vedare~ caracteristicos . 

! 1? -1 -'1:1 ·6 ; 
·H ·-5·1 -21 : 

A = 
-::') ·1 

- ~ ·19 51 

2.-- Det ejerciciJ a;iter1c;o , :m:trar que : 

.1.·· EI Jek;-11h1ante 1?a 11 es igual al prc.i~cto Je los cJrrespanJfentc:> ~·.;.!urcs 

uracter ist ico.; . 

b.- rfastrar que la Aatri:: inver:3 C::i e,d:ot~) se c~lcula CGi:'.O : 
l 

;i-i :: -· - 3.,.. y :.m con.secm::r:ci-1 l'r 1.1 = ft*t)-: :: 1 

iJ.I 

c. - ~ostrar qi:e B.1 :: l\ - q
11
I = 8 

3.- Del Ejercicio 1 inciso e : 

a.- Cu~I es la conJ.ici¿11 necesaria para calcular el correspon .. Hente cector 

caracter istico ? . 

b.- Si se' ~plicasc el n~todo Je let1errier-Faddceua para CJlcul111• la ~atrh. 

adjunta de <A-\I> , eJ n~todo lo pernite, por qu~? 
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RESPUESTAS 1 

1.a .- De acuerdo al ~todo de Leverrier-F.iddeeua , el polilXMllio cd.racteristfco se 

obtiene: P< \) = -1••c _\N • b1.\u-1 • ••• • b1•-\'· • b11> 

dond.e 1\: A: h
1
= TRiA

1
)/J ; h

1
= A

1 
- q

1
1 , y ye11el"dl: A

1 
= A8'

1 
con 1 > 1. 

l7 -1 -Z7 -&l 
6 -H -54 -24 ¡ 
t 1 -29 - 4 

L9 -19 51 Gj 

b
1 

=TRCA
1 
J/1 : -2811 : -Zll 

r
-1-?l-u B : A - b f: 6 6 -5-1 -Z4 

1 1 1 1 1 -9 -4 
9 -19 51 Z6 

1888 
- 968 
-llli8 
8416 

~~-~-Lea: l 
~ 0 6 -~ 
b / -4ll0600/4= -!ZOBOO 

suslitU!:Jeíklo Bn p < i.> : 

¡;:511 &! --168 -~ 
1 300 312 -144 -168 

1
5!152-24-18 

.--IS8 -168 1!16 462 
L ---' 

b,: TRCA, J/2 = Hllll/2= 78í! 

388 -388 -H·I -188 ~
Sll 64 --168 -j26 

B,= A, - b,l = 56 52 -7Z4 - 1B 

-458 -168 1116 -238 

~ 
Ulll8 5818 -1~ 

AJ: ruJZ : 
7048 uszn 7+18 

-1168 15928 1210 
6418 -2321l8 &!~ 

• = TR(A Jl3=24l8113"1Bl8 
J J 
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L.b .- Oado el poliR0911io caracterÍstico P< ).> 1 ahora , se calculan las raices 

reales o ca.plejas de : p( ).) = \°' + 20).J - 1ae\.l - 8A8'h.. • 1299QQ: e 

sea X, = 110.0 , 8.0J 
FIX,_,J 

Xi : X1-1 - --­

F' tX1-1 l 

(18.8 • 8.8) Cl,8) IZll ,OJ (-71!8 , 8) C-Slltl8 , 0) C\28Cl811 , Bl 

(18,8) 1 388 , OJ 1-1888. 8) 

Cl,8) (38,8) Hlll!, 8J l-1Z881l, BJ 

(18,8) ( 41l8 • 8) 1 B • 8) 

Cl,BJ (48,8) ( 8 , OJ H2888, OJ 

x, = (10 • 8) -~ = (18,8) - C0,0) = 118,8) 
(-129lll,0) 

l-12ll008, Bl 

(O. 8) __ 

Error relativo = C!B,Bl - (13,0> = ABS( CO,Ol / CIB , 0)) , ( 8 , o ¡ 

••• x, ' (-38:8 • 8.8) 

c-38.8 , 0.0> (1,8) 

8) 

Cl,llJ 

<18,8) 
rcx,_, > 

x, : XI-1 - --­
F'CXl-1) 

( 38,8) !-41l8 , 0J C-1288B, OJ 

(-38,8) 8 , Hl < !21188, 8J 

( 8,8) HBB, 8J < 8 , 8> 

c-38,0! ! 9118 , 81 !15888 , lll 

(-38,llJ ( 588, 8) (15888 • 8) 

X = c-38 llJ- <
9 

' 
9
> = Hll 8) • cll 8J = !-38 llJ 

1 
• (15880,8) • ' • 

FtX
1

_
1 

> 

r' cx
1

_
1 
l 

r· ex,_,> 

Error rel•tiuo = (-38,lll - C-311,8l = AllSC lll,8) ¡ (-J8 , 8)) = ¡ 11 , 8 ¡ 

(-38,lll 
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sea x. = < ZB.B , B.Bl 

l ZB.8 , 8.81 <1,Bl 

ll,81 

ll,8) 

F<X,_,l 
x1 = x1-1 - --­

F' cx1_,1 

( 8,8) l-11!8' 81 

l ZB,8) ( 4118 ' 8) 

l ZB,Bl ( 0 , 8l 

( 28,8) 

( 48,81 

X, = l ZB, 8)-~ = ( ZB,8l - l8,8l = l Z8,Bl 
Co\B, Bl 

r• cx,_,l 

Error relalluo : < 2ll,Bl - < 28,Bl = ilBSl l8,Bl ¡ ¡ zn , 8)) = l e , e ¡ 
( 28,Bl 

sea X, = l-28.8 , 8.8l 
nx, _,l 

X1 =X1_ 1 --·-­

F'<X,_1 l 

(-28.8 ' 8,8) <1,8) ( 28,Bl 

8,8) ___________ _ 

---------------F'lX,_,l 

X, = <-28 , 81-~ = <-ZB,Bl - (8,81 = <-ZB,8l 
( 1, 8) 

Error relati.o = (-'2!1,Bl - C-28,8l = ABS< lB,8l ¡ < l , 8)) : l e , 8 ¡ 

( 1,8) 

Las ralees d.el poll0011io caracterisuco son : >..,= 1i , >.z = -39, ).
1 

= 2a, .l..•= -21 
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l.c .-f'fediantc tl'ansforMciones por operaciones elestenta\es , se lleva a la Aatríz 

<A-i.I > a una. ..alriz lri;flljUlar superior 1 para efectuar sustituciones ha.cid. atras y 

ca.lcu.lu los respecti1JOS vectores caracterfsticos x 
1 

asociados a cada \
1 

• 

í41 -1 -7:1 -~ ............. R, 

<A- .\ I > = Cl\-l-38lll :lb lb -54 -Z4 .......... " .R, 
• 1 1 1 - 1 ............. R, 

- 9 -19 51 36 .•.•.......•. R, 

1 
18 -r.e 

-48 -74 

1 
-18 -74 
-18 68 

-~ 1.-1 
tez¡: o 

ºl ' o 
~ Lº 

1 
-48 
-18 

-74 
¡,a 

- :¡¡ 
10;1 

a\ 

R, ._ - GR"R' 
R1 ,.__ -t1R1 +R1 
R" .,_ 9R 1•R., 

x, 

-16 {,8 

[ .1.'7~/.l.92 

-18 60 

IHTERCMBIO 
R,._R, 
R,._R, 
R- 4 .... Jh•R., 

6 • J. 

8 

SEA X,= 1 

X,= b ; 

~ 

X, =362/lBZ; 
X,=17-1/lBZ • 

362/.1.82 :¡t 
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~ j 3? - 1 -27 - 6 ............. R, 

. rn ZBJ > _ L& 6 -54 -21 ............. R. 
<n-1,t>= t - 1 1 -9 -4 ............. R: 

- 9 -19 51 ~ ............. R, 

G l9 
Ri ,._ - 6R1 •Rz 
R~ .,.__ -37R1 +R1 
R, .,_ 9R1•R, 

INfERCAllBIO 
R2,._ll• 
R,,._11, ; 

-~ r1 e : ¡ o 
HZ L. B 
-10 8 

R2 .,_-a.IR,; R,.__.JBR,<R, ; 
R,+-- llWR, 

SEA x,,-7; 

x,, 3 
x,~z 

x,, 1 

X
4 

C.L • -2 ~ 3 .. -7 J r 

[

1 18 "IZ 
1 Z3 27 
1 1 -39 
9 -19 51 

- l -Z7 -j · ............ R, 
-24 -54 -24 ............. R, 

1 -39 - 4 ............. R, 
-19 51 -~ ............. R, 

]

i [1 18 -12 
: 8 13 39 

- 8 -9 -27 
- 8 71 -57 ~ ~

1 18 -IZ ~ rl 

: o 1 3 :1= ¡ ~ 
o e o o a 

Lº 71 -57 ~ L~ 

18 -12 
l 3 
8 -273 
8 o 

R, +-- -IR, •Rz Ri-9R2•13R, !Nfl:RCMBJO St:ll X,, -1 
R, +-- -1R1 •R:; R, .--lll3R, 

R,...,_R, ; R,._.R, x., 9 ; 
R, .._ 9R,•R .. 

R, .,__-7JR,+R, 
x,,-& ; 
x,, 3 • -- . x, [ 3 -6 -.1 "'9] 'l 

·' 



41 

<A- \,I > = (A-281) 

[
! Z -~~ -~-IB: [! ¡ =~ =~: \; 
0 -10 z40 e e -1 6 ~\ 1 o 

l -19 ~ 11 1-87 -9: 8 
8-81-9 8 
o -1Z6 -14 L8 

~ ~ 
-9 -1, 

o -1a -398 -so a -1 -39 ~ Lº 
R, +-- 8.SR, 
R, ......V40R, 
R .. ~ 8.!R, 

Ri....-Rz• Jh 

R .. ...- Ri• R .. 
R, +--l/9R.-l/HR, 
R, .._!/9R, 

X 3 = r 7 • 6 ,. J. ,. -9 l 1 

llATRIZ MSE CARAC!El!ISTICI\ : 

B 
174/lBZ 7 -¡] 6 6 

l l 
36Z/IBZ -9 -, 

x, x, x, .x, 

Sr.1 X,: -9 

x,, l : 
x,, 6 : 
X,= 7 • 

o ~ 
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Z.a Ll JelerRinante es igual al produt:la de los ualores caracterÍslh."Os : 

puesto que b, = TMIA4 l/4= -1' (-IZl!lllllll = 1Z!lllOO , lo cual nuestra la igualdad. 

Z.b La inuersa ,te A se obtier-.o : 

n-t=2:_ B • • 
q" 11-1 , ~11 efecto . D"= ~ , Jofltle nh se calcula CORO 

A 11 - q
1
, 1 = e , leniendo en cuenta que A 

11
: A BH_, , su'itlluyenJ.o se tiene 

1 pre;¡altip!icorJo por la ~lriz in~rsa A-1 

, des pe jdn.lo para A -1 

lo cual denuestra ttue el ~lodo Je l.e11P.rrier-Faddeeua hwierte 

Mtrices. E'n concecuencia A-
1
A = l • 

Z.c El cilcula de UH es igual a cero 1 de acuerdo al teore11a de Caylt:y-ffaRi lton : 

B::=A 11-q_;1I:::0 

utilizando el ejercicio anterior 

-12111l116 
8 -~: l : 

9 1 .--t!Zlllltl5 

-~ e 

5 
-1211888 
e 
e 

e s J e e =tat 
-128888 0 
e -1.Z1181l8 



43 

3.d Para calcular los vectores caracterÍslicus a partir de la Ralriz < n-\1 > es 

necesario llUe el ra1'Mjo Je la na.triz sea Aeoor que el arJer1 de la Aatr1z 1 lal l\Ue : 

( A - .\¡ l) T < A - \ 1 1 > : A ,. 

3.b Puesto t¡ue la Nlriz liwel'sa (te A se c~lcul~ CMO : n-1= 2:.- r< n > 
DET<n> 

lJ \)Ut!Stu que 1 por el ~loJo J.~ Leverrier-faddeeva , la Mlriz in\leM>a se calcula COhO: 

n-L=_!_. B .. _1 , doode nh_ 1 l"elJl'esenld. i1 la nalriz "'ljunh ,~lo inJllica r¡ue La .... 
1'..\lrfa a.J.j.inla de <A-:.., 1 > puet!e ser calcula1fo. por el n~l0<lo de Lewrrier-fait.deeua.. 

De acuerda al leoreM 1.3.4 el deternlnanle se ohiene cor.o : 

DET<n> I=AfCA> 

Sel,lUfkfo 1 en has.e al teoreN l.4..1 se tiene : 

DET e A - \t > = 0 . De acuurdo a. estos dos leorends se tiene q11i'l : 

D ET< A - \ 1 > = e A - \ I ) r < A - ,'. l ) = g (j_) 

Fueslo que , al calcular los ucctores caraclerislicos se preleoJ.e e~"1C011tra1' 1m 

vector x diferente de cero, tal que:< A-\l >X= ta • Dado 1tne \a eco.aci~n (1) 

CUl'ple con dicha cond.ici~n , enl.rmces 1 eslo suyulete que los vectores cohuma de la l\0.­

triz aJjA11h
0 

,piieJe.11 ser utilizattos e~ un veclot· ca.racterislico x 1 asoci~do a un ua­

lor ca.ra.ct_eristico :i.,
1 

• 



CAPITULO ITI 

DESA:RROI.1.0 ANALITICO DE- LA EXTENSION 

DEL HETODO DE LEUERHIER-FADDEEUA 



" •• , HO HAY Dl tL KIJ!IDO lllt"3tlll f.SlUDIO 

QUI UAGA l'IClUAR tlE MAHEP.A ~S ARMHICA 

iOOOS LAS FACULTADES Dt LA. "ENTE (;OMO 

LAS !Ull~TICllS ... ". 

Jt<nES JOStrH SVl.'JE:;TEf. 
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DES.1Rl!OUO MALIT ÍCO DE lA t:XTOO!ml DEL IU:IODO DE LlliERJlllJ!-FAllD!IllA 

lll.l EXIDISIO!I Df.í. IU:toDO DE UVIllllll:lHAllDEEVA. 

El objetivo :le este capitulo , es presentar el =respondiente a~llsis 'l"" per•lle 

calcular lM """lores caracterÍsticos a partir del ..;todo de Le..,rrier-Faddeeua. 

CoM ya. se "4 •nclonado anterior.ente, la obtenci~n de dichos vectores !"ed• llegar 

a requerir de una qun cantidad de .,;,lculos , dependiendo del ,.;todo e>1pleado , y de los 

result.doo que se desee obtener • 

Su¡.;119ase que se desea calcular todos los uectores caracterÍsticos y que es utiliza­

da lato,.,.. .. trlcial :<A-\,t>x,:'" 

lll.l.1 PUWn:MlllllO • 

Es decir , dada una Mtri?. A de orden n , la coa! es UM .. trlz oo si119"lar y 

P< }.> es su polinmio cuacterÍsiico1 del cual todas sus raices }.
1 

han sido calcutaAas 

Se ·desea , ahora , calcular sus correspondientes '1eetores caracterilsticos a. partir de: 

e A-l.
1 
t > x,=a , lla11a.da utriz cancteristica. 

La dete .. lnocl~n de los el.,..ntus x, , exige la busqueda de n-i11CD9nlla• • Puesto 

que A e; deordennyel DET<A-\1t>x,=e, entQnces lacordici~npara deteN! 

nar las x
1 

en funci~n de un par~tro >..tes que el rango .ie la utriz cara.cterÍsttca 

su igull • n-1..;,g.ltu •not un¡ , es decir : 

~AN<A-}..l'):n-1 

Esto ·significa '!"• , por el hecho de existir una ecuaci~n lineal .. nte dependiente, 

entonces , exista uno vuiahle 1 ibre • l• cual puede asig~le un .. 1or arbitrarlo ,y 

en base • ~I• calcular el ualor de las lncognitas rest.ntes • 
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Ad ... s , por el leo...,.. 1.3.i y 1.1:1 se tiene : 

Por otra parte , se tiene c¡ue el 111etodo de Leuerrier-Faddceua inuiert.e Mlrkes COllO 

A -1= q:1Bit-t • Pero CCMO ahor11. la Mlrh:. C$ singular 1 ciH es igual a cero y por lo 

tanto no edste la inveJ"Sa • 

En otras P41abra.s, q·" ~calcula CQllQ T-n<~M>/n• y a su vez, An se calcula. 

COMO AM=A'Btt-\ donde A' es la Mtri"L ca.racterislica < A-1,,I >. 

Atendiendo el hecho de que s
11

_
1 

representa. a Ja N.triz ~dj.mta.. de < A-\1 > , 

entonces se puede escriMr : 

(:!.) 

En relaci~n a la for•a. <A-" 1 > x= e , la relaci~n {1) sugiere que los vectores 

coluRna son una soh1ci~u no-triuJal lal que satisface al siste.a. e A-\1 > X=e , 

Dado que lns vectores colwma de la .atriz adjunta. rep~nlan un vector cuar.teris­

tico , entonces 1 el probleN se reduce a calcular la Jtatri'i ad.junta de < A-\I > 

y para ello se utiliza el ..;todo de Le .. rrler-Faddeeva • 

111.1.3 HIPOtESIS. 

SI el DET<A->I > I=<A-~I>r<A-~1 >=B, y u,_, .. triz odjinta con q, 

Igual il dete .. h,.nte , los cuales son c.i.lculados por el ..;todo de Le..,rrler-Faddeeu. 

entonces: DÉT<A->.l>=A.=<A->.l>B,.,=<A->.l>r<A->.I>=B. 
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111.1.3 DDIOSTRACIOM 

Del ~todo de Leuerrier-Faddceua , este se hasa en el ~\culo de la secuencia de : 

A¡•At•u•,A"calculadas~: Ai=All1-l "t1=TR<A1> 'Dí:=A¡·q~, 
i 

Donde n. es igual a la ;aatriz de identl,\ad, i = 1,?.1, ... ,n . 

Por otra parte , se tiene que la Motriz adjun\.ii pucJ.e escribirse cono una suAA Je 

Ratrices vremltiplicada:; por una yohmcia. Ja ~. 1 :n;.l lt 

\Ce'·:B \•1-1\-1 

Donde cada~ es calculada por el n~t.cda de Levcrrier-fa,~deeua 

Por la hi~tesis , se sabe que : 

Prinero , se deAOStrar~ que A 'B
11

_
1 

es un \\QliílORÍD igual a cero : 

n-1 l 
A'Bi._,=<A'-\11 > i~Q\._BIK-al-J 

desarrollando para la S\uia : 
n-1 n-Z n-3 2 

A'~ 11 _ 1=<A'-\ 1 J:) ().>. I+\,_ D 1•._, B¡+ ••• t\)BN-lt).~13 11 _.:c•B,._ 1 > 

n-1 n-2 n-3 2. 
=).x A'+\J. A'B 1+\1 A'B¿t •• ,+J...).A'B

11
• 1t\1A'D

1
,_!+A'B 14_1 

n n-1 n-2 2 
=-11 It\J: <A'-B 1>+\, <A'B 1-B 1 >+ ••• +\1 <A'B 11 _~-Bt1-!>+ 

>..<A'DH-J:-BH-t> + A'B11-t 

si•plilicando : 
n n-1 n-2 '.J 2 = -\ll•\,; q 1:I-t\,. Clal+ ••• •}...:"-M-¡I•\,,q,._,1•\,c.:i.-t1:+ A'B>1-i 

despejando A'B,_, : 
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De acuerdo a la de110slra1:i~11 anterior 1 se verifica 1¡u.e 

. . . 
Y COflO qh revresenU al t.erAÍIJO ir1o.tepen.iiente ,tel poliooaio ca.racteristico y ad.aws 

al 1~t~111iiw.nte del sisf.cRa, el clldl se c~lcula por el M~todo ,\e Leverrler-Faddeeva COSlÓ 

Por la ,\ei\ustrdciu1l anterior 1 n ,.= ~ , llGt lo tanto , se Clrnch1ye '(lte : 

qtt=TR< Ar.>/n=DET< A-).I > =9 -

CO/l LO CllllL SE Dmltstiln U\ Hll'OrtslS. 

111.1.4 O:llCLUSlOllES 

Ile a.Cllel'JO a la ~StNci~n preceJe11te 1 la i.lea 1\e uti li:;.a:r -\os IJCclores CO\llARa 

de la Mtriz. c\t\jimta de < n-\I > cmto uecl-ores caraclerÍslicQS, est~ dai\,. por el ~ 

reM. 1.4.1 • Y en ui.sla 1\e qne la Ral~iz adjunta puede cala1larse por el net.oJ.o Je 

Leverrler-FadJeeua , sin la preuia necesidad. Je saher si la nalri'Z. C$ !i:inyt1lar o no , 

lw.ce al ~toda cm.plelaM:11te genera\ a cuillquiel' partic11\aridall de una u olN l'latrit.. 

~or ;dliM , .se pu~e· decir que el calen lar los tiectorcs caraclel'isticos <(e Ntrices 

cuadradt\s: dicha. tat"M consiste en calcular la Mtriz. O.l\jlmtd < A-~I > y en este 

caso ' el .:.1o.1o de Leoerrler-faddeeva resulto ser ... y.adewado para dlcf10 c~!C«lo. 
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.¡¡¡ .2 ALGORl!!IO DE 111 EXTI!ISlllH DEL llETOOO DE LEVtRRl!Jl-FADDEEllA 

Hasu aquÍ , la descrl¡ici~n de los algorlloOS tienen objetiuos particol;u-es, prioero 

calcolar el pollnoolo caracterÍstlco y '""JUndo NmJ!uerlo , encontrando \DOOs y cada 

uno·d.e sus valores caracterÍsticos (ralees) . Ahora 1 de acuerdo a toda la teorÍa desa­

rrolla~a , se elabora el correspondiente algoritRD para calcular los CICCt.Gres caracte­

rÍsticos utilizando cooo fur.cl~n prlnoipal el algorllno 11.2, el cual calcula l• .. triz 

adjunta de e A-;I > • 

Para calcular la Mtriz adjunta, los datos de entrada que requiere el algorltoo 11.2 

son : el orden de la Mtriz y los eleoenlos de la oatriz , que en este caso son calcola­

dos COM <A->. 1 > , donde). es el i-esifto valor caractarÍstico asociad.o a la 
1 1 ' 

i-eshu. M.trlz adjunta 1 y amsecuenl~nle al i-esino vector caracteristico x
1 

• 

Con!oM!le se calC11lan las Motrices adjuntas de <A-:.... 1 > , se extrae un uector 

cohuma que representa un Yeetcr caracteristico 1 el cual es incluida en una Mtri'z 

ll,..da ftatrlz Basa Caracteristica. 

El correspondiente a\goril!IO realiza las siguientes !unciones, para calcolar los 

ut,ctores caracterÍsticos ! i) calcular la .atriz caracterÍsUca. < A-l..
1 

I > ; ii) calel! 

lar la correspondiente oatrlz adjenta : liil i•prl•ir la Mtriz adjenta ; lu) !oroar la 

M.trii baso con los uectol'tlS cuacterÍstlcos : u) l•prl•ir la oatriz basa • 
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ALGORl!llQ DE LA i:<TD!SIO« Da. nmoo DE LJ:ulJ!RlEHADD!IVA • 

OBJttl!IO : calr.1Jl•r los uectores r.aracterÍsticos • 
DATOS DE llURAM : los n-wlores C1traclerÍsticos , 

el oc-den .ie. la. ~trlz ., 
fa Mtriz original ~ . 

Sl\Llllll : llatriz Base c•r.cterÍstic.i (tol'tlddil por los uectores C4r•cterÍstico•) 

l'l'lSO 1 : PARA Cl\'11 l = 1 ,. •. , QR!IDl-1\ilmlZ HACER del paso 1.1 al 1.5 

rASo 1.1 : ne = n : 

PASO l.Z : PARA Cl\DI\ J = 1, .. .,ORDDl-MTRIZ HACER el paso 1.2.1 

PASO l.Z.t : llCIJ,Jl=r.ClJ,Jl - W1LOR Q\RACTERlSTICQlll ; 

PASO 1.3 : ArLlC.'\R : ALGORJ!m DE u:vamirn-rAnDnvA: 

PAW 1.4 : JnPRlnJ; : " MTRIZ CftllliCTJ:l;tST!Cll : ... ne • 

" MnlRJZ ADJIJ:ITA : " , MiP.lZ-nDJUll!A ; 

PASO 1.5 : PARlt C.'tllA J : ·¡ , .. .,ORDE-n.lTRIZ llACtR el paso 1.5.1 

PASO 1.5.1 : ~.A!RJZ-MSE [J,11 = lllllRlZ-ADJUllTMJ,Jl; 

PASll Z : !IU'Rlllt : " llllTRlZ MiiE Cl\AACTER!SllCA " , llAIRIZ-RASE; 

PASO 3 : . lEll!liNA Cl\LCUl.O DE UtcTORLS CllJ:l.Cy¡;J¡lSf!CQS • 

Poi' ~lthto , es necescU•io ~ncionar que 1 si al c.\tcu'tar los uafores ca.ract.erÍsticos 

estos estan definidos en el ctu1po de los ~neros cc...plejos 1 entonces es necesaria uti 

l izar uit..etica. COMpleja para calcu1ttJ' la secueJM:ia de A\ , n 
1 

y ~ l que proporc.i~ 

nan la. •atriz adjunta . 
Las \lariaLles u.tili:udas en r::l alyorít"" son : 

..,ariables 

ne 
MTRIZ AJ).JlJITA 
l, J 
UllLOR-CllllACTtRISTICQ 
MTRIZ-IIASE 
ORVDl-MTI!IZ 

dE>acripciOn 

llATRlZ CAllACTERlSTlCll 
MTRIZ llDJllflA DE< A-\l > 
CIJllTADORES DE RDIGLllltS V COUlllAS 
lltC!OR iJ!E a.ITllltE LOS IMLORES CMACTEJ:IS!ICOS 
MTRlZ ~ wmoo: LOS llttTOHES CAAlCTERISTICQS 
!UIEllO TOTAL Dt RDIGLOllES V COUJIW¡ DE U\ llATR!Z 
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111.3 APLICACIONES 

l.- Del ejercicio 1 . del capitulo ll , calcular los rectores caracteristicos apli­

cando el algoritoo lll.Z . , 
a.- Que diferencias se encueottian e1i lüs resiiltailos obtsrnidas aqui '?. 

2.- Mostrar 1¡ue < A-1., 1 >r< n-\., t l =0 

RESPUESTAS • 

1.- En el ejcrcicio.11lel cavÍtulo 11 ltl~ ucc:lores c.tracleristicos fueron calcula­

dos por operaciones elel'enlales , sobre los renglones Je la Mtriz ca.ract.erÍslici\. Ahorc1. 

se aplica el ~lodo de Leverrier-FatMeeua parr1 calcular la Mtriz adj.mta y extraer 

el vector caracleristico Je la i-:SiM coluníkl 

4ea 1., =l.0 

A
1
=A':(A-\

1
1 > B

1
:::::A

1
-h

1
I n,=n•n

1 

o 
-61 1 Ea -lfülS -~ - 1 -7:1 

1 &~ - l -Z7 -~ 44 
-Z4 -54 -z: l 36 -54 -Z4 14Zll -468 -IZZ4 -ssa, 

1 -39 -ll 1 l 1 Zl - 4 1 73 7Z -1184 

~ -19 51 - 4 L.::9 -19 51 56 ~~ -543 2136 
~ 

b,=-60 b¡=-.L01a9/2=-500 

B¡;=A,-b.,I A 3:A'B2 

E 44 -111H8 -24&1 a· 1628 -2340 -19001 

~ 
3Z -LZZ4 

-~ 72!:6 8766 '163ll 

~ 7Z - (,84 21!0 -548 1Z7llll 
-548 2136 z 1l8ll8 4868 -7HZ8 

bJ= 3Gtaee/3:::::1aeee 
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Bl=.A.:-bJI 

róOO lbZ.B -rno -1~ 
72811 -3Z4B 4GSO 3~ 12811 -548 788 bbB 

~e:JOO 40bB -7028 -59·\B 

La De acuerdn a.l hetodo de Leoorrier-Faddeeua , la 1tatriz odjunla esta dada )lílr el 

la Mtriz D,._
1 

, en este caso es B, Npresenta diclia a.atrlz • rxt.raya;"1.:i una colmt1la 

p.e. la uro , el vector caracterÍsiico es : f -3&08 
1 

7208 , 12CO , -1C306l
1 

1 
el cudl 

es diferente , en un Mlllplo de 1200 a los resultados oLtenidos en el capitulo JI 

f-3 1 6 1 1 , -9) 1 lo cual se solutiCln.:i. dh1iditmdo entre 1288 ca1~a eleACnto del va.ciar 

caracterÍstica (obtenido de la natriz ~d.junla). 'I en genend dividier1do ¡;,or un Íclci.or 

cr~u a los elenentos de cada colunTIJ , \1.e. en la colunna dos el factor es -54B : en la 

hes es 788 : en la cuat110 es f.68. Aplicando esta!: sencillas oper·acim..as , la M.tf.iz 

a.dju11ta se reduce a : 

~ 
-3 -3 

-~ e, t 
l l 

-9 -9 -9 

z.- El contitv.lal' aplica11do el nielado , para calcular el dettmiM11te de < n-'!,I > 

el cual es , teorica.ente , igual a cero : 

A
1
=A'B;:0 

o -· -· ~ r -3 -3 -~ Iª l] -24 -54 -24 .. & b b & = B 
1 -39 --4 1 1 1 tJ 1 8 

-19 51 --4 -9 -9 -9 -:J Le 

ConsecuenteMnte : b,.=TR< A
1
>/4=0,.,4 B 1 = A~-b .. 1=0-01 =0 



CAPITUI_.O IV 

IMPLANTACIOH r DOCUMENTnCION V 

EUALUACION DEL METODO 



52 

llll'l.All!ACION , DOQJl!Jl!ACION Y !.VAUJACION Dl:L llEIODO 

Rro\PlllllJICION. 

De la teoria desarrollada huta aqui , para explicar el _;todo de Leverricr-Faddeef.14 

considero ainveniente presentar un esquena de traba}> . A tra~ del cual explico de 

oanera general ; el objetl11a de este trabajo y la seaiencla l~ica de d., es desarro­

ll~do el algoritao para soluci~n espectral , la h1plant.J.ci~n del "isl'IO en un lenguaje 

de alto nlwl y presentar su respectiva docU110ntacion. 

PRIMEROi 

El objetivo de la tesis es : El estudio y desarrollo analÍtlco del .;tOOo de 

Leverrler-Faddeeva. Deseribir sus ,.;!tiples •!canees y contribuir con oodir! . . 
caclones que desprenden otro oetodo para la obtenclon de los vectores carac-

terÍsticos; asf amo i•plantar el algaritao y sisteoa de procesa.iento elec­

t~oico. 

SEGUNDOz 

El objetivo del ..;todo de Leoerrier-Faddeeua es : proporcionar soluciones a 

proltleMS expresados a tra~ · de mclelos ..at~ticos 1 especifica.ente 

M.trices cuadradas . ftedian~ la apl icacion de las siguientes r~rw1.las de 

recuniencia: A,=AB¡.1•h1=TJt;<A,> • Bz=A,-hrI 

TE:RCERO t 

Una ""' calculadu todu las HÍces ~ del polino.la car¡cterÍstico, a tru,;,s 
' 1 ' • 

del oetoclo de llDITOIHWllSOll (dable dlvlsion slntetlca) , so procede 1 -

calcular los correspondleates uectores caracterÍsticos aplicando naevaoente 

ol .;todo do Leoerrler-F•ddeeva sobre Ntrlcos CUidridas calcoldas 

CDm> < A->.I > • 
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CUARTO: 

Alcances del ~todo de Leverrier-faddeeua: son diversos , a tra~ del ~la.la 
se pu~e Cd.lcular : 

- la Mlriz ad.julll.1. : 

- el de\erioinanlc del slstc..a; 

- los coeficientes del polh'°"io caractel'istii:.o; 

- Mtriz in-..ersa.; 

- vectores caracterÍslíco:i X1 ,asociados a los valores caracteris.ticos \: 

QUIMTO: 

Funciones del alyoritAO: todas las ruocio~ del -algoritno de Le1Jerrler­

Fad.deeua para. soluci¿n especbal , son efectuadas Jled.ianle la aplicaci¿o de 

las rar•las Je tecurrencia , en base a la siyuiente secuenr.i<t de resulta1\l}s! 

- calcular los cooficientes¡1el polinOAio cara.cteristico, con h,::.TH<n,> 

, t 

- calcular el deterninanle del sislefta: '°"° : A w= A n,1-1 

- si el deterttinante de la aatriz A es diferente de cero , enlonces : 

efectue el ~lento tte la .atriz inuersa A-1=b-1B".
1 

- calcular los ua.lores caracteristicos li• it lra~ del ~toJo tle ME\ITON:­

ill1PllSOM. 

- caléulU la aa.tr~z a4jlnta de la aatriz c.iracteristica< A·-,._ 1 > • ¡xir 

el ..;to.In de J.euerrler-Faddeeua . 

- extraer la i-~iaa coluana de la "'1lrii adj.lnla de e A-~ y> , para­

Ser üliliúdo COAO vector CaracletÍstico. 

- IRp-rh11ir resulld:dos • 
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SEXTO: 

l•planuci~n : en hase al alyoribo p~¡iuesto es i•planlado , oedl•nte alW,n 

lenguaje de pl'Ogl'.,..ci~n de alto niuel, el correspondiente sis\ea> para p...,.,,..r . . 
irJüraacim1 a:.i:presa.!a a tl"ilCCS de ;atrkes c:.ici~~a.ias , y. p~nt.ll' moa. sa1m:inn 

al prubleM que representa . 



55 

IU.1 AWlRl!l'll DE l.EVtllRIER-FADDEEVA Y EXTOOIO!I P11Jil1 SOUJCIO!I ESPECTRAL 

Antes de escribir el algoril..a {C01tpletol para procesar Mlrices cuadra.das , es con­

veniente seccionar el algoritno de l.euerrler-faddee.,. ( 11.Zl en dos procesos : del paso 

1 al paso 1.3 corresponde al c~lcula de tos coeficien_tes del polinoRio caracterÍstico 

y .. triz adjunta ade..;s del Je\er•inanle ; del paso 4 al paso 7 correspoooe al ~!culo . . 
d.e la Ntriz inversa , inpresion del poliOOl!\ia característico , iRpresion de na.trices e 

i1presíon del deter,.inanle . 

Asi , ~ , el algorit.M se Jiuide en dos : 

-·AtgoriU.O de Leuerricr-Fadtieeua: 

- Algaribo de depuraci~n . 

El algorib10 Je Newton-Raphson , peraanece sin ca•bio alyuoo , al igual que el alyo­

ribo para calcular los vectores caracterÍsticos (111.Zl 

OBJETIVO 

ALGORllM DE l.EVtllRIER-FADDWJA. 

:calcular el poi ino11io caracterÍstico p < .\.) ; 
la natriz adjrnta r< A> ; 

el delerttinante DET<A> · 

DllTOS DE ll'ITRADA : orden de la •alriz, eleaentos de .la .. triz n. 
PASO 1 : INICIALIZAR p <.l.>= .1. _ lil y 

B =A 
PASO Z: I'aRA l: 1, .. .,0RDEll-MTRIZ - 1 14\CER desde el paso Z.1 al z.s·: 

PASO Z.1 : TRAZA : TR<Bl I 1 ; 
PASO z.z : P< l•ll : -TRA?A ; 
PASO Z.3: PARA J: 1, ... ,0RDDl-MTRIZ mctR el plSO Z.3.1: 

PASO Z.3.1 B!J ,Jl=D(J ,Jl-TFNA; 
PASO Z.4 : SI l : (ORDEll-MTRIZ - 1l ll'lrot«:ES hacer el l"so Z.4.1 : 

PASO Z.4.1 : MTRIZ-ADJlll!A: D • 
PASO Z.5 : D : A*B : 

PASO 3 : P!ORDDHVITRIZ • 1l : -B(1,1l : 
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r1LGORlmo DE DEPUAACIOM • 

OBJETil.IO : calcular la aalriz inversa. si y ~lo si es una Mlriz no si"IJul.tr. 

DATOS DE D4TP.ADA : Mlriz adjunta 1 deten.inante , políBC*io ca.racteristico . 

SALIDA : deter«ina.1\te 1 Motriz ad.junl.4' o/o inueru 1 poliJ'IO"iD caracterlslico. 

PASO 1 : DEtElllllWITt ' -DC!,ll ; 

PASO Z : 111PRlftE : IVllRIZ-ADJ\JHA ; 

PASO 3 : SI ABSC DEtEllllillAHIE l > 8 IllTONCES hacer del paso 3.1 al 3.Z : 

PASO 3.1 : IVITRIZ-IH\IEJISA ' C1.B/DET!J!llllWITEl'"11TRIZ-nDJl.lllA ; 

PASO 3.Z : 111PRlftE : MTRIZ-lllJERSA 

Ill CASO COlllAARIO hacer el paso J,3 : 

PASO 3.3 111PRlftE : ''1:1. DE!tlillUWllE ES IQJAL A CERO " , 

"llO EXISTE MIRIZ IH\IERSll". 

PASO 4 : 111PRlftE : " PQLIHQlllO CAMCIERloT!Cll : " , p < .t > ..... p <,.. > 

ALGOR!mll DE l.INERRIER-FADDEtllA Pt1RA SOUJCIOlf ESPECTRAL • 

OBJE!Il.IO : calcular los coeficientes del polinoAio caracterÍstico ; 
I• .. tri• adjmta ; 
la aatriz inuersa; 
los valores caracteristtcos; 
los vectores r.ancterfsticos. 

DATOS DE ElllRADA : orden de I• .. tri• , eleoentos de I• .. tri• A 

PASO 1. : LEE-DATOS DE DlrAADA ; 

PASO Z : APLICAR : ALGORITllO DE UllillRlER-fADDEl.VA ; 

PASO 3 : APLICAR : ALC:ORITllO DE DEl'IJIIACIOll ; 

PASO 4 : APLICAR : ALGORITllO DE llDITOIH!APHSOll; 

PASO'S : APLICAR : AI.GORilllO DE IJECIORES-<:AAOCTERISTICOS ; 

PASO ¡, : TERlllllA PllOCESOS • 
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lV.Z llU'LllNTAClON Y OClCIJ!rnTAClO!t 

Antes de pasar a la codificaci¿n del algorit.-i desarrollado hasta aqui , considero 

conveniente enuMerar dlgunas razones por las cuales se debe selr.ccionu 111.0 u otro 

leOCJUaje de proyra•aci~n . Y presentar la correspondie11le docuaentaci¿n del sisteM. 

1.- La t:Oftpuladora Jonde es des.i.rrollado e instalado el sist~ . 

Z.- E:l lenguaje de proyra..aci¿n con el que es desdl'rollado el sistena . Este puede . ' 
ser FORTP.AN 1 ALGOL , POSCAL o al§Un otro lenguaje J.e proyraA<lcion tldecnado para 

realizar c~lculos nu,.;ricos • 

3.- Ue11taja.s y Jesuentajas Je uno u otro lenguaje Je programci~n. 

4.- Conocit1iento .. tel lenguaje a utilizar. 

5.- Calidad de presenldci¿n . 

& • - Partah i ¡¡,tad. 

7 .- Estructural y autodescriptiuo. 

Es por ello que el algoritAO de Le11errler-FaJdeeua ll'U'a solucion espe~tNl , fue 

codificado en das lenguajes de progra .. ci~n ( FOR!Rl'.~ , PASCAJ.J. El prinera lo desar"'! 

lle en un equipo Burroughs 1888 ( wase apendh:e l\) y el SetJUodo t.m ltl\a. nÍCNOJApu~a,1~ 

ra PC Ccoooprttible con otros sisteftds operalivosl en lenguaje Pnstl\f, , 

Con ~ta ~tihia b1plantaci~n , son procesados todos los probleAa.s plantea~os en 

el capitulo V . Ta11bi~n se ha obtenido un• 0ejor calidad de presenlaci~n, porl.<ibilidad, . . 
estructuracion y autodescripcion . 

La versi~n en FORTRAN , .;s C0111pacta , queda prtra aquellos lectores que prefieran 

progra.ar en dicho lenguaje , el cual espero les sea de utilidad • 
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Por ulti..a , la docunentaci~n del siste..al 261 servir~ al lector COMO !fUÍa , y r~pitla 
identificaci¿n , del flujo de infornaci~n a. tra~ del siste&iia . Los eleM:nlos que cOA­

ponen esta docllftentaci~n son : 

- DIAGRl\MA GENERAL JEAARQlHCO • S..l objetivo es 110str.tr to1los los nÓ-iulos qu~ confor-
' ' 

Mn el sisteM . Este tiixi Je diagraJM es produri:o dP. la tecniCd de .)1"1a.lisis 

TOP-DOU!I C DE ARRIBA AllllJO). 

- DIAGllAM ~OORAL DE PROCESO • El pro~sito , de este di•gr<•• , ._, •oslroU' el -

flujo de infor"''ci¿n a lra.~s de e11lradas y salidas Je cada n~ulo Jel sislena • 

' ' - DJAGJW1A DE IMRNIER • Presenta una. relaciou y rererencia de los no..\nlos tlel 

siste•a·, que per.•il~ gular al usuario directanenle a" la pa~Jina de rererencia del 

~uta del sistena en el listado del 11royrana fuente. 

- LISrnDO D!J. FROGRl'JlA l1JDITE • En dicho 1 isl.1do se .ueslra l• CO<lificacion del sis­

lena en lenglla.je de pNXjraMt:i¿n áe alto nivel U'f\SCAL). 
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D IAGJ!M1 DE llAJ'lj IER 

1.1. l.8 PJ!ESDtTAC!Oll .. • . • .. • .. • . .. • • • • .. • .. .. • . .. .. • • • . .. TI 

2.1.1.8 !NICIALIZACIOll Y LEC!Ul!A DE MTRICES ............. TI 

3 .1.1.8 l!E!OllO DE LEVERHIER-FADDWJA ..................... 78 

4.1.1.8 DEPURAC!OH DE INF1lllMCIOH ........................ 71 

5.1.l.8 CIU.llJl.A UALOllES CAllACTERISTICOS .................. 73 

6.1.1.8 DET!JllU*l TIPO DE llICTORES !l~IERDA O DIJ!EOlR) 7S 

7 .1.1.8 CllLllJl.A UEtrollES CllRACT!JHSTICOS ........••••••••• 76 

1.2.1.1 llU'llillE l!EllSAfES .. .. .. .. .... .. • .. .. • .. • • .. • • • • • .. • 67 
1.8.8.8 

1.2.2.1 INICIALIZA Al!JIEGJ.OS .. • .. ..... .... ... .. ••• • ••• .... 67 

llETODO 2.2.2.1 LtE ELDIDITOS llJllERICOS .. .... ... .. .. .. .. .. • .. .. .. 68 

LJ.VEIIJIIER-Fi\DDWJA 3.2.2.1 LD: l!ATRIZ ... • .. • ............. ...... .. • .• . • • •• ... 68 

PAllll 1 .Z.Z.I DET!JllllM TIPO DE MTRIZ .. .. . .. • .. . .. .. .. .. • • • .. • 69 

SOUJCIOll ESPECTllAL 1.Z.3.1 lllL!IPLICll MTRICES • • • •• . .. •• .. .. • .. .. . • • • • • • • • • • 69 

1.2.4.1 lllPRlllE POLINOIUO CARACTERISTICO .. . • • .. .. • .. • • .. • 71 

1.Z.5.1 SIN .. .. • • .. .. .. .. .. . • . .. .. . .. •. .. .. . .. .. • • . • . . .. 71 

2.2.5.1 lllL!IPLICA ..... .. ........... ..................... 72 

3.2.S.I DIVIDE .............. .... ........ .•. .. ...... .... .. 72 

1.Z.6.1 TRl\llSPOllE MTRJCES .. .. ... .. • .. • • .. • • • .. • • .. • • .. • 7S 

1. 3. l.2 CllLllll.A llXm ACTUAL • • .. .. • • • • .. .. • • .. .. • • • • • • .. • 65 

Z.3.1.Z CllLllll.A LA HORA DEL DIA ACll.ilL ...... ....... •• • ••• 66 

1.3.1.Z lllPlllllE MTJIICES .. .. • • ... ... • • .. .. • • .. • .. • • • • • • .. 68 

1.1.1.3 COHGEl.A PAllTALl.A ........ ..... ......... .... .. •• .. • 67 
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D IAGRi11111 Gllll:Pl!L DE PRCCt:;O 

PROCESO 

1.8.H.H 

SALIDA 

DESPLIEGA 
SOt.IJCICH 

ESPECTRAL 

Ftg. 2. MÓdulo Pf"incipill drl sistt"l de Leverril'r-Faddt'eva. 

1.1.1.H 

~ ..._ ___ _, Z.1.1.8 

DESPLIEGA 
PORTADA DE 

PRESDUilCIOH 

MATRIZ 
OJUGIHt)L 

\ DE ORDEN t H> 

Fig. 4. M~d11\o de lechlra de eletWntos de h . ..-.atrh .• 

MATRIZ 
OKIGIHAL 

'DE ORDDI un 

l'l'ATRIZ A~JUHTA 

DETERMtlti:IHTF. 

3.1.1.0 

4.l.1.0 

POLINOMIO C. ,_ ___ .., ~~1J~t 

1----"'HATRU ltPJ[RSA 

~ig. 6. t4Ódulo pan c<1.lcula.t' h ""atriz inversa.. 

POLIHOfllO 

CARACTJ:RIST 1 CO 

~ ~-V.-L-OJ!-~-~ 

.. ~ ----- CAMClERISTICOS 

MATRIZ 
ORIGIHRL 

TRAHSPUFSTA 

Fig •. 8. • ~duto para seleccionaP el cálculo dt' v•ctorH ca.ract .• 

tRIZ 0-RIGillAL y . 
UALORES CARACT. 7.1.1.0 

VECTORES 

CARACTiRISTlCOS 

Fi!J. '9. MÓdulo parilti cot.lcuh.r los OJrctor.s cat'act.rlsticcs. 



SlllllOLOS DE DIAGRtmCIOH 

SÍ111bolos de diagraaa.ci~n para dispositivos de entrad.\ Sd.lida (f./S). 

lHlado <E> 

panbl h. <S> 

oc=J 
disco (F./S) i•\>ttSON (S) 

( ) 
~•ria principal 

(F./S) 

Otros siMbolos de ,\fagra..ací~n. 

D o 
biturcilci Ón lineas de conutiÓn 
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<METODO DE LEVERRIER-FADDEEVA PARA SOLUCION ESPECTRAL 

OBJETIVO 1 CALCULAR 

F•ROGRAt'I MFPSE; 
TYPE . 

MATRIZ 
VECTOR 
VALOr.:_COMPLE'.,l O 1 

VALOR_COMPLEJ0'.2 

MENGA.JE 
CADENA 
TITULOS 
HmICES 
U::TRAS 

CONST 
TITULO TITULOS 

EL POLINOMIO CARACTERISTICO J 
LA MATRIZ ADJUNTA ; 
EL DETERMINANTE DEL SISTEMAI 
LA MATRIZ INVERSA; 
LA MATRIZ UNITARIA PARA CHECAR QUE 

LA MATRIZ INVERSA HA SIDO CORRECTAMENTE CALCULADA 
LOS VALORES CARACTERISTICOS 
LOS VECTORES CARACTERISTICOS 

<POR LA IZQUIERDA O POR LA DERECHA) 

i:• ARRAY (1 •• 2t), L •• :..'.OJ OF Rf:.AL.~ 

= ARl::AY r1 •• :.;0J t:lF r..:EAL; 
RECORD 

<l,bi :f.,R!:;A'/ E1 •• 20J OF HEAI-; 
E-:ND; 

= RECORD 
c:,di : re.-.. 1 

ENO; 
= STRINGCBOJ; 
-= STRINGC20J: 
=z Al\RAYí.1..193 OF STrHMGC45]; 

= !31THNGí.4úl; 

C't-h~t.odo dt." Fadd2€~va p<.H-a Sol•1c:i."n f::9J.Ho~ctrc:o.l·'· 

~11at.:ri2 ORIGINAL rh~l sistemr.J .•••••••••• ····"r 
~Mn.1·ri~ adjunt::.. ········-···················:o 
'"DaterminBnte dnl sistmm~ ••••••••••••••••• ~, 
~ Matr j:: i r1VEN' su ••..••••••••••••••••••••••• " , 
·"Matri:;:: unit..ar·ia del produr:ta A*A""<-1> ••••• >:o 

'"F.:l df'.;1termi.:inte P.<> <:f~ro ••• l\lo ha'/ ir1v.o?rs..o • > • 

"Matriz Card~teristic~ (A - aI) •••••••••• •, 
~M .... tri:.: 1-ierm.\ti..::~na •••••••••••••••••••••••• ·, 
-"M,;i.tri:: Hemi--h1~rmi. tl an•"' ..................... ··, 
"'Polinomin C."1racteristiC'7o ······--·········"'~ 
"'Valores Car"'r.:t.<~ri.~\lir:os ••••••••••••••••••• ", 
~vectort'!s Car.!'lcteristic:os .•••.•••••.•••.•• '"~ 
~Mc'\trl:! B.:t"3fl! Caracteristici:\ .••••••••.•.••• •, 
"SolL1cion X. = A.,...l-1> *B •••••••••••••••••••• •, 
'El orden dR la mC1.triz es : • 
•Error Relativo : 
'Ep!Silon dF.! aproaimac:ion 
• •••••••• Ti;;rnd11u Mt.'!-1;.ado F~ddeeva .......... • >; 

NIJMl!RO_MAX_ ITERACIO~JES 30(l; 
APROXIMACION = :t. OF.>-6; 
EPSILDN = 1.0E-3; 



(Variables globale~ ) 
VAR 

MATRI Z_ORlGINAL 
MATRIZ_B 
MATR1Z_C .. 
t1ATR I 'Z_8ASE .• 
MATR I Z_AD.l\JNTA 
POLI NOM t O CAHACTER t ST I CCI. 
PL1, - . 

PL':~ 
VALOR CABACTERISTICO 
vEcToR_n 
COL, 
REM. 
ORDEN MATRl Z 
GRADO:POLINOMIO 
N_RAl Z 
N_Tfi'.f::f'l!l'IOS 
tTERACIONES 
VALIJR_C-tAX lMO 

. ERROR RE.LATl\JQ 
D~TERÑIMAl'ITE 
TRAZt~ 

1,J .• K 
RAlZ_X 
DATOS 
U:;'.TRF.Rfl 

MATRIZ 

1/ALOR_COMPLEJ O\ 
\JECTOR: 

lNTE"GER 

PEAL 
UIOICES ; 
VALOR_COMF'LEJ02 
CADE'.NA 
HENSAJE 

2 
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<OBJETIVO . DE LA FUNCION : HACER UN LLAMADO AL SISTEMA PARA CONOCER LA 
FECHA ACTUAL ,Y CALCULAR EL NOMBRE DEL DIA 
DE LA SEMANA, Y EL NOMBRE DEL MES> 

FUNCT ION FECHA : LETRAS ; { 1. 3. 1. 2} 
TYPE 

R~GISTROS ~ RECORD 
AX' BX, ex, DX. BP,. SI. os. ES, FLAGH: HJTEGEF:: 
EMO; 

IMDICES = 0 ... 6; 

CONST 

\.'AR 

TOT.:'1L_DlAS:AHRA'f[ 1 ... l.:';] OF INTCGER = 
<31.=8,31,30,.31,30~31,31,30.~1,30,31); 

MDMDRE_MES:ARRAYCl ... 12.1 OF STí<IMG[lüJ..., 
<'ENERO",'~ERRERn".~MARZO'","ADRIL". 

'MAYO', "JUM10". "JULIO", 'AGOSTO". 
'SEPTIEMDRE' .• 'OCTl.IORC" ,~NO\JlG.t1llRE' 1 

'O!CIEME1RE''): 
NOMBRE_OIAS: Af.:RA\'[i) •• bJ OF STF:!MOC9J= 

REGISTRO : REGlSTROS : 
l•IES 1 DIA : STR1NGC2J; 
ANIO : STR!NG[4l: 
OX,CX ,X_DhiS • ERRm~·. 

A.M.D l~ITEGER; 

tNoi:cE_I : tMDICE!3; 
INDIC:E_ ... l : INTEGEF:: 

( • Lunt.."'S •• 'MartRs··, ·Mi er-cnl E:!'!'!t'. • Jul'l'vt,s', 
'Vii::1pne~,.·, ~!.,ahdd1:>',. 'Domin90' >: 

BF:GIN 
REGISTRO.AX :=-;.:r1 SHL 8~ 

MSDOSCREGISTRO); 
l>JITH REGtSTRO DO 
BEGIN 

STR(CX:oAMJO>; GTR(OX MOD :'56, IHA>~ STR(J)i( SHR S ! t"IES>; 
Et·ID; 
VAL <ANIO,A~ E.RRUR>; 
-VAL(MES ,M:oERROR>; 
VAL(DIA .D.ERP.ORl; 
.x_o1As :.;,, O; 
lF' <A-1900) = O THEN X l)!AS : = X DlAS +- 1 
El.SE X DtAS :=' (365.t CA:t90-0)) .. ( <A-1901) orv 4> + O;: 
FOR INolcE_.J := l TO M-1 DO 

X_OIAS ;= X_OIAS + TOTAL_OIASC HJOICE_JJ; 
FECHA: =NOMBRE OIASCX DIAS HOD 7J + ~ +DIA+ ~ 1- NOMI:tRE_HESCMJ ·I· 

. - - • du ~ + f\NJO; 

ENO; 

3 
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{09.JETIVO DE LA FUN°CION : REALIZAR LLAMADOS AL SISTEMA PARA INDICAR LA 
HORA DEL DIA ACTUAL> 

FUMCTION HORAS LETRAS ; {2. 3. 1. 2l 
TVPE 

VAR 

REGISTROS = RECORD 
AX,BX_.cx,ox,oP,DI .. SI,DS .. ES.FLAGS : ltJTEGER; 
END; 

REGISTRO REGISTROS; 
AH, AL, CH~ CL~ OH: BYTE; 
HORA, f1JNUTO .. SEGUNDO: STR IMG[ 2J? 

BEGIN 
AH :""$2C; 
REGISTRQ.AX::-AH SHL A + AL ; 
INTRC$21,REG.tSTRO>; 
WJTH REGISTRO 00 
BEGIN 

STR (CX SHR 8 , HORA>; STR <CX MOD 256 , MI MUTO>; 
STR (OX SHR 13 , SEGUMDO> 

END; 
HORAS ; .,, HORA + " : " +MINUTO+, ; ~ +SEGUNDO 

ENO; 

4 
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{OBJETIVO INICIALIZAR A CERO CADA VARIABLE UTILIZADA DURANTE EL 
PROCESO DE CALCULO} 

PROCEDUf.:E HITC IAL l ZA_i=,r~Pl:':'.t:lLO~~ <N: [MTEGFr::;: { 1.'.2. 2. 1} 
BEGlN 

FOR J := 1 TO N DO 
l:.".!EGIM 

rOL1NC1M10_C?'1RAC:Tr:r:-1 STlC.n. i1 [ ! J l...::•). ··1; 

Ptll.. INOM I o_cr.~Rr.,~:TF.r.: r s r r1..:c1. ln !'. t J ! ··<· •. ·,: 
PL1."l. íl l:··.u"1.0: 
Fl..1.ht ( I]:'"'ü.•):; 
PI..~. :.. [ l J: ~-.o. O; 
f:·v2.~t r r 11 .,.n,(•• 
'·/ALor;:_CAHACTSR is r l i::1 ... .:'.\ r ( j: =•1 •• •1 

~.'ALfJR CA!'°t.)CTEl;·r!5T!CO. t.•i [ r·1:----:(1.<•: 
FfJn ,J - : '" \ ro N oo · 
DF.GIM 

MATRIZ ORlGINAL(l.JJ:~o.o: 
MATRiz:1: c1.Jl:~0.(1; 
MqTRlZ_8 cr~JJ;~0.0; 

MATr< r Z_Afj.]IJf'IH\ f. I. ,J}: 7(1. n: 
MATRIZ_DA~E [I,aJ~~o.o~ 

EMO 
END 

END: 

!OBJETIVO INTERUMPIR EL PROCESO DE CALCULO PARA VISUALIZAR LOS 
RESULTADOS PARCIALES QUE APARECEM EN LA PANTALLA> 

PR1!CCDURI~ CflNGEI. ~._Ff~oMTt-\LLA: C 1. 4. 1. 1} 
nF.:.GI1'l 
\.JniíFLM; 
\ilRiTE''F·APt-"'t corrnr-u_1.~1:: • F'lJl.SF, CllAL•Jl·lF.:':: TEt:u:.· 1;: 

RC:.Pr:A·r UNTit 1.-.~','F·RF:~,'.~EO 

EMD; 

( * OBJETIVO : DESPLEGAR MENSAJES V RESULTADOS EN LA PANTALLA * > 

PF:OCEPURE MEMGA.JE!3 <COl.Ul"!NA, REMGl.OM '! lMTEGF.I~ : l'ISG: MEMSP,J~); 
tcEGTN 

GIJTOXY <COl_Ut-IF"·IA~ fi'ENGUJl'D;: 
WR{TELN<MSG); 

Et·rn;, 
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<OB~ETIVO 1 DESPLEGAR EN PANTALLA LOS RESULTADOS PARCIALES , OBTENIDOS A 
TRAVES DE MATRICES } 

PROCE'.DUnE 1MPRES1DM<VAR MATRIX:: MATRIZ: APUMTAOOR ':: INTEGERl: 
VAf-: 

Il,Jt:ItlDlCES; 
BEGIN 

CLRGCR; 
Ml!NSAJE.S<:::;.1,l.F.1REf.:O ~ • ' +- HORAS + • Hr~:\·}: 
MENSAJES <3~ ~5~ ílTULO(APlJNTAOORl): 
FOR 11 : ..,.. t TO OF:DEN_t1ATrn 7. no 
BEO!N 

FOR ~11 : 12 t TO ORDEt.J 11~,TRI Z. 00 
WRtTECMATRIXCtt.31J:6:8. ~ >: 

Wl::ITELN . 
END: 
wrnTCLN; 
CONGELA PANT{~LLA: 

ENO; - . 
<OBJETIVO : LEER LOS CORRESPONDIENTES ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE INSUMO 

PRODUCTO> 

FUNCTION ELEMENTO : F:EAL; 
VAR 

ERFOR : 1 t.ITEGER; 
ELEME.t-IT01 : l~EAL; 

BEGIN 
RCP~AT 

EERQR ;::..-. \."l;GOTOX'/{COL,REHl; DATOS ''; 
RE:AD C OATnS l : 
lF DAT~S rt '' THEN 

DATOS:~ DATOS+ ·o.o~; 
VAL (COPY <DATOS. 1 • LEMGTH <DATOS>) • ELEMENTO\. ERROF:>: 

IJNT1L Eí,ROR = O~ . . . . 
ELEMENTO :o-.:. ELE11f-:'."NTOl: 
COt._ := LEMGTH<DATDS> + •l 1- COL 

END; 

<OBJETIVO J INTRODUCIR LOS ELEMENTOS A LA MATRIZ DE INSUMO-PRODUCTO> 

PROCEOUOE LEE_MATRlZ ; 
SC.GIN 

REM :..., 9 : 
l"1ENSAJES ( 1.3, 8, ~ TECl_EE RENOLOt~ POR REMGLON, LOS E.l.EMENTOS DE LA MATRl z~ >: 
FOR· t i= 1 TO OP.DEM_MATRIZ DO 
BEGIN 

COL := 1 ;REN:=REN+1; 
FOR·J := 1 TO DRDEN_HATRIZ no 
BEGIN 

MATRIZ_DRIGlNALtl,JJ :-= ELEMENTO; 
MATRIZ Btl 7 Jl MATRIZ ORIGINALCt.JJ 

END - - . 
END 

END; 

b 
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<OS·JETIVO DETERMINAR EL TIPO DE MATRIZ A PROCESAR, v·ASlGNARLE 
NOMBREJ 

::·PDCl:l)IJEF Ttl'n_t-IATr-:J ¡: :. 
~N!1R 

HEF.J•\fi lt~1Ht~ • HEtit_HG.f.:Ml ffo'·'of\Ji-• : \Ttn:i:•c:r;: 
BEG!M 

Hl-:'Prl ! ·1 l ,~,\ IA ! "'" \ i ~ HE!·1 l l1f;.Rt" I f T l M!'IM 
ron t ~ ·~ ! ·ro ,·_1FrnE~r.1 1·1i; T ni z 1:.r:1 

r-r.r.: :· .... t ro nr!ni=1·.1 .. n,~Tr'.i: DO 
r1-: MP.TR!7._01:-rnrtk.1_rJ •. il -~ r·1,;·ri::1t Br,J.r-:t rHF!l 

i-\E:F1"1 í T t AM,1~ ! t:. Ht:'.R!1 { ·¡ l ,··NP1 • 1 
13:!.GE 

¡¡:: l1íHr:1: !)PT[',lMP,t.Ct .... 11 .,.. ~- \.•)Hlt\!T-:t:: r.r.J.1J) THF:tl 
~!EllI l-!Í:PM[T{,.;,¡¡;.:. ~...,,, Hi:t"lí l'Ff:111 f!r-'<llt:. ; l ! 

tF HFrn 11 r "i ¡),t ¡¡; "<:: -.:;;ÜF: ~ u¡.;:flt::M __ M .. ;-¡ R I :: 11-1n1 
1t1Pf::~<3 fQr.¡ U·!t'ITF• l Z GR ffi {f l.Cd .. ~ •:n 

P.:l.SF -
.tF Ht:tt.t HEF;MlT!,'.;nr •. -. s01::Jf1Ffif::n t'\1~1TPf"Z.> Tlff::r1 

rw:RE:s1or1 <M;;n: r·.::_rn:.:IG1M.!i.L. 1(.• 1 

El.SE 
7MPr~cs101'1 \MATE ( z. _.nRJ Gf!·IAl. • ::; 

<OBJ~TIVO : EFECTUAR EL PRODUCTO DE MATRICES } 

l J •• 11.1: \~ t!lf.'•{GFf'~ 
EtE.Gtl'I 

1-:'(ll; 1 l ~"" l TiJ or:·nr.:t·I Ml'1TG [;: no 
Ffir.; ~1 I : "' l Tf1 DRnst.1 M.::.T1:: ! z DO 
m:orr.i -

M.'\TP.17 cr T .t •• 11 1 ~ º'"> O.•"'tt 
F'1R , ..... 1 - : •;:. 1. TO ClEDr:N Mt=.Tf.' 1 z no 

MC!rr.:1z __ c\:l1. ,J 11 :-n,1MTiH !._C( I 1 • .1 \ 'H-

Et-!D 
FMn~ 

NATR11._Gf.:HHNALf.1 l, l<.1 J:..\Mt-\TIH? _rff!(1~.1:1 

UN 
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<OBJETIVO APLICAR EL METODO DE LEVERRIER-FADDEEVA PARA CALCULAR LOS 
COEFICIENTES DEL POLINOMIO CARACTERlSTICO Y CALCULAR LA 
MATRIZ ADJUNTA> 

PROCEDURE METODO_FADOEVVA; 
BEGIN 

WITH POLIMOM.IO CARACTEF:!STICO DO 
BEGIN -

aC 1 J::.,.. 1. (10 

bi CtJ;"" ü.ú; 
FOR l: = 1 TO DRDE'.M_MATRt z -1 on 
BEGIM 

EMD 
END; 

TRAZA:2 (1 .. (l: 

FDR J:i::i 1 TO OPOEN MATRIZ DO 
TRAZA:= TRA!A 7 MATRIZ_BCJ.JJ; 

a c1~1J:= - TRAZA / INT(I); 
TRAZA:~ -~ Cl+11; 
bi íl 1--1 J:= 0.(1: 
FOR ,J : ,,. t TO ORDEN MATRIZ DO 

MATRIZ BCJ.Jl :~-MATRIZ BCJ.JJ - TRAZA: 
rF t ~ coRoEM~ _ _r·tATRtl - t> THEM 

FOR 1< : = 1 TO ORDEN t1ATR I Z DO 
FOR .. l : ,..,, 1 TO OR0Er.J MATRIZ DO 

MATR t z .. AD.JUl'ITACK:- J J: r:::11MATRIZ_BCK, JJ; 
MUL TtF'L ICA_l'1ATFctCES; 
FOR i< : ..... 1 TO ORDEM MATRIZ DO 

FOB J : g \ TO ORDEN Mf~TR t z DO 
M~1TRI'7'._BCl{~J] :=-MATRlZ_CCK~JJ 

END.: 
u [0P.Df:M_l1ATRI7..+11 
bitORDEM_M,~TFc:tZ+-11 

-MATRIZ CC1.1J; 
o.o; -

8 
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COBJETIVO 1 DESPLEGAR EN PANTALLA EL POLINOMIO CARACTERISTICO l 

PROCF.:DURE lMPRIME_POL.lNOMIO_C; 
BEGIN 

CLRSCR; 
MENSAJES C~, t. LETRERO + • + HORAS 1- ~ Hru. >; 
MENSAJES<l,10 ~TITULOC11J>; 
WRITEL.N;WRITE(~p( '> ..., ··)~ 

FOR I :"" t TO ORDEN MATnll. - l DO 
BEGTN -

WRITE <POLINOMIO CARACTER!ST I ca. a[! .l; In 13 
CORDEN_MAiRIZ -~ l) - r.~ ~ ~; 

IF POLINOMIO CARACTERJGTICQ._,(l+lJ ·~. 0.~1 THF.:N l>JRtTE·:·· 1- " 1 

ENO: -
l>lRii-E-::POLtNOMIO CARACTF.RtGTICO.~COROEN MATPlZJ:i,:8 •• ' 1 > ~ 
IF POLINOt'1IO_cARAcTEr<I8TtCQ • .:\tOROEN_M¡!:1"ÍRIZ + 1) ~- o.o THE~I 

i-IRl TE { ·• + ? ) l 
llJRlTE\POLlNOMIO~CAF:ACTERISTICO.a.CORDEt-l.)1h.TR1Z 1- l]:t:.:D ) ~ 
CONGELt;_PANTALLA; 

ENO; 

{OBJETIVO CALCULAR LA MATRIZ INVERSA 
(SI LA MATRIZ ES NO-SINGULAÁ l 

PROCEOURE DEPURA_INFORMACION; 
BEGtN 

IMPRESIOM<MATRtZ AOJLINTA.3>: 
DETERMIMANTE :=> ÑATRtz_cc t,. .\.]; 
TF ~\BS <OETERMIMANTgl ) APRO:{ IH/;CI"OH fHEN 
BEGIN 

IMPF:CStON<MATRIZ C.4>: 
DETERMINANTE : "' 1. Ú!DETERl1 (NANTE: 
FOR t :-== 1 TO OROGM MATRIZ 00 

FOR J := 1 TO OF:0E.r-.J MATRIZ DO 
MATRIZ_BC I, J J: = DETERMIN/.'lNTE.!MATRI Z_AO.llJNTf:liC l, ,J 1; 

IMPRESlDNCMATRIZ_fl,5>; 
MULTIPLICA_MATRICES; 
lMPRESION<MATRIZ_C .• 6>; 

END 
ELSE 

IMPRESIOt.J<MATRIZ_C, 7); 
IMPRIME POLINOMIO C 

CND; - -

9 
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<OBJETIVO EL SIGUIENTE GRUPO DE PROCEDIMIENTOS SIRVE PARA EFECTUAR 
ARITMETICA COMPLEJA <SUMA , PRODUCTO , COCIENTE> ) 

PROCEDURE SUMAR (VAR RESULTADO: '1ALOR_CDMPLEJ02; A, B 1 C. O: REAi. l; 
BEOIN 

RESULTADO.e A + C; 
RESULTAOO.DI B + D 

END; 

PROCr:our.:E t1Ul-TIPL tCAClOl'I \VAR RESIJL TADO: lJALOR_COMPLEJ02: A. B. e~ D: RF:AL) ; 
BE:l11M 

P.ESUl-TADD.C AitC - BtO; 
11E:3ULTADO.Dt := i='•*D + BtC 

t:.l\ID; 

PROCEOUP.E Dl'J C DE (IJAR RF.SUL TAOO: ~JA1-DR_CrJMF'LEJ0'2 ; A~ ü, C. O: F;EAL 1 : 
DECHN 

RESULTADO.e:""" <A*C - B:«O) I \SQR<C> + SOR\D>>~ 
RESULTADO.DI~= <A•O + B~CJ / CSQRCC> + SQRCDl). 

END; 

10 
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<OBJETIVO 1 CALCULAR TODOS LOS VALORES CARACTERISTICOS ) 

PROCEOURE CALCULA_VALDP.ES_CARAC.: 
\/AR 

Pf<ODUCTO,DIVlSTOt.1.SUMA : VALOR_CDMPLEJ02; 
A.1USTE : REAL~ 

DF.:GIM 
N_ TEP.Mlt'IOS : = OR.OEM_MATIH 7 + t : 
GRADO_PO\_ lNOf"ll O : :a ORDEN_l'h·YíF< 17.; 
FOF: M_RAlZ :"" 1 TO GRADO __ PDLlNOMlO 00 
BE'.G1M 

f\AlZ. X.e:. := 0.(1: 
nA1z:x.dl:= i.o; 
ITERACIONES := O: 
RE.PEAT . 

ITERACIONES :n ITERACIONE"S + 1:; 
PL.1.aCll ;= PlJLIMOM10 CARACTERtSTICO.aCl1:: 
PL1. bi ( l J: '"' POLIMOMIO=cr.RACTEP.IST lCQ. bi e 11: 
FOR I :co 2 TO N_ TEf...:M IMOS OlJ 
Bt:.G1M 

MUL ilPLlCHCION <PRODUCTO~ RAt -Z_~. e, RAl Z_X. di, PI. 1. ~( t·-11 ~ PL • t:d ( I -1 J) t 
PL.t.aCI1 := PDLINOl'IILl_CAf,ACIERISTICO.a(IJ +- f-·RODIJCTO.c 
PL1.bit1 J: = POLINOMIO_CARACTEP.ISTI CO. bl ( 1 J + PRODUCTO. di 

ENO; 
PL=-~ (!J != PL1.a [!J; 
PL2.bi[\l :~ PL1.bittl; 
FOR l := 2 TO M_TEnMtMDG - '\ DO 
8EG!M 

MUL T lPLlC~1CtOM <PP.OOUCTO. RAIZ_X. e:. RA1 z_x. rli .Pt.2 •• "'.\( 1·~1 )_. p¡_:;:>_ b \ r 1 ·· l J j; 
PL'.1.aí.l) :~ PL.1.aClJ + PRlJDIJCTO.c: 
PL2.. bi tí J:= PL1 .bi ( I l+ PRODUCTO.di: 

EMO; . 
( Y = 1.. - tPL1[f.JJ I PL::?"C.1"'111 

1HVIDE \OI'JISION, PL1. at.M_ TE.RtHMlJSJ , PL.1.. bi CN_ TERMINOS 1 ~ 
PL2 .. E:.\CN_ TE.RMIMOS-1 J, ·-PL2. bi tt·l_TEl::M!NOS-1 ll ~ 

VALOR_CARACTEí-:tSTlCQ.a t:N_Rt"lit7.J := R1~1z_x.c - Dl'./ISJ.\)N.c; 
VALOR CAF:ACTE.RISTlCO. bi (N RAl Z J : = P.AJ Z -r.. di - DIV"!Sl(.lf'I. di; 

- Cn o <X - vr;y l -
~UMAn (SUMA, P.AJZ_x.c. RA17._X .. di' -VAU1R_CARACTERISTtCO .... rN_RAl ] ~ 

-'./ALOP._CARACTERlSTICO.bltM_Ro':-.1 :1); 
Dl'JlDE <DIVISION, SUMA. e, SUMA. di~ V/.,LQr-:_CARACTERlSTtCO."" n1_r.:,;1 1. 

'H~1-.0P._CARACTER!ST1.CO.b\ Ul_R¡.¡¡ :n ~ 
F.:Rí.:OR_REl-ATtVO:.=ABS< DlVtSlOr.l.c>:. 
lF APROXIMACION < C::RROR_RELATI'JO THEN 
B~(;lM 

RAlZ_X.c :=- tJALOR_CARACTEP.lSTICO.<!lf.M_RAI"lJ~ 

RAIZ_X .. di:"" VALOR_CPiRACTERlSTIClJ.bi [N_RA1Z J 
END 
Eu;;r:: 

BEGlM 
FDR 1 : ':::> 2 TO N_ TEfiMINOS - t no 
BEGIN 

POL1NOMtO CARACTE.RlSTICO.aí.lJ :-= PLt.a(Ilt 
POLIMDMlO=CAR.ACTE'.RISTICO. bi C I J ~ = PL1 -bi. ( t 1 

ENO; 

.ll 



C CONTINUA PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LOS VALORES CARACTERISTICOS) 

N_TERMINOS '!~ N_TERMlNOS - \ 
ENO; 
UNTlL <.APROXlMAClON )·:.:. ERROP._f-<El-ATIVO> OR 

<tTE.RACIOME:S :•·= NUMET-<O_MAX_ITERACtONESl; 
IF APROXIMACION < ERROR RELATI~JO T\-IEN 
BEGtN -

MENSAJEsc=o .• 15. ~E.RF:OR. NO CON\JERGE EL METO"OO • ) ; 
HALT 

END 
ENO, 
CLR5CR; 
MENSAJES<t.5~LETRERO + • • ·•·HORAS•··· l-lr-s'>; 
MENSA,JE:S ( 1 ~ B, Tt.TULOC 121 >; 
FOR -1. to"'" 1 TO GRAOO_POI. tMO~·llO 00 
9EOIN 

AJUSlE := ADS t..FRAC<t.JALOr...:_CARACTEfHSTICO-•"Ctll l J 
IF AJUSTE •: t. OE.-:3 THEM 

vr .. LOR_CARACTERISTlCQ. ,.,,,,( t 1 ;-:: TRUNC {lJALOR_CARACTERl ST ICO. a[ 1 J); 
WRITE::C' ••,t ~· =' ~·JAl .. OF_CAPACTEf..:tSTICO.aC!J:6:B); 
IF ADS(VALOR_CP1RACTEí..:tSTlCO.b1 (IJ> .'l- E.F"SILON THEN 
BEGIM 

lF VALOR_CARAClERIST"tCO.bi[lJ )e: O.O THEM 1..-JRITE(' + , > ~ 
WRITE <' , , VALOR_CAR"CTERIST H-:.O- bit I J: 6:8, CHR l 173) > 

END; 
1..-JRlíELl\l¡: 
E.NO; 
CONGELA_PANTALLF\; 

END; 

12 
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<OBJETIVO TRANSPONER LA MATRIZ INSUMO-PRODUCTO PARA CALCULAR LOS 
VECTORES CARACTERISTICOS POR LA IZQUIERDA) 

PROCEDURE TRANSPONE MATI-;; I 7 ! 

BEGIN -
FOR l im t TO ORDFN MATF:l 7. DO 

FOR J = -~ l TO riRor:N_\'1HTF. T 7 DO 
MATlH Z 1:..\(.1. I 1 : ""· !1f.\T1~: t Z t1P ! G1 rJf-'tl. ( 1, .l J: 

FOR I := t TO ÓRnc:r1_r~i"1TG·fZ 0n - . 
FQF: ~l : ~.,. \ ·1 n 1JP.L.1::11 t·!,:\TR l <: f1íl 
MATRl7._0RfG'{HP1L rr.JJ MATffCZ_P:[t.~11 

EMD ; 

{08.JETIVO PREGUNTAR Sl SE DESEA CALCULAR LOS VECTORES CARACTERlSTICOS 
POR LA IZOUIE.ROA O POR LA DERECHA1 

PROCEDURE vc_r_t_n 
VAR 

CARACTEr-..: : Cl-lt".\F:-; 
DE.GtM 

CLRSCR ; 
MENSAJES (3~ 1 ~ LE.l'f·'.E\-::01 • ~ -t\·IOF . ..-·,,-; 1- • Hr·~.' ·• l; 
ME.NSA.JES<tO,. t~, •u:is ·n:cn;;-_ES rl CAl.CULAR ~ SDl'·I POR LA IZOLltERDA o~~ 

_....,. 1:·or- L ;:1 r·r.1:Fr1-1;:,":' ·); 
CARACTER : ·:. ~ ·• : 
REPE .. 1T 
HEAD<t~Bo ~ CHRroCTCP): 

UNTtL UPC¡;~;E(C,:;r.:rlr:rr;:r;,.· lf! i:· \''.~ni l~ 

IF UF'Cf'\SE' <CAR.'\f':TEF:) TI IFM Tn,:,t.\Sf:':-1Nr.:_t1ATRl Z: 
EMD; 
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COBJETlVO :i' CALCULAR LOS VECTORES CARACTERISTICOS ASOCIADOS A CADA VALOR 
CARACTERISTICO ) 

PROC~OURE CALCULA_VECTORES_CARAC; 
VAR 

11,"..Jl~Kl:IMOICES; 
10::2: INTEGER; 

BEGlN 
K2:i=- t); 

r-OR lt. :=1 TO ORDEN MATRIZ DO 
VECTOR Dl:l.tl :==-MATRIZ ORIGINALí.11. 11J; 

FOR lt :: 1 TO ORDEN MATRtZ DO . 
BEGt~I -

IF' EPSILON )"" ABS(VALOR C:f.',RACTERlSTICO.bil:llJl THEN 
DEGIN -

FOR Kl :<=$ 1 TO ORDEN MATF:l7. DO 
FOR Jl := 1 TO OR0EN_MATRI~ DO 

MATR1Z_[4[1(1~J1J :'ª MATRlZ_ORIGlNALn:1.JtJ: 
FOR 1<1 i.,. l TO OROEN_MATRI Z 00 
BEGIN 

MATRIZ_ORlGINA1 .. CK1,1<1J :""' 11A.íRIZ_ORIGit-IALCKl~lt'.IJ -
VALOR_CARACTERISTlCO.aLtlJ1 

MATf.:IZ_EH:Kl, 1(1 J :=: MATRI Z_OR!GlNALCl<t, 1(1 J 
El'ID; 

METODO FADDEVVAJ 
IMPRESÍOM <MATRIZ_OR!GINAL, 8); 
IMPRESIDN tMATRIZ_AOJUNTA, 3) ; 
l:.':Z:c:K2t-1; 
FOR .J 1 : = 1 TO OROEN_HATR I Z 00_ 

MATf::I7._BASEl:Jt.lC2.l ~= MATRIZ_AOJIJMTAC~1t.t<;.'2J; 
FOR .Jl :u t TO ORDEN MP1TR12 DO 

MATP.IZ_ORIGtNAL(Jl ,J \ J: = VEt:TOR_OC.J t J 
ENO 
ELSE 

MENSAJES <1, 10,. 'POR EL MOMENTO SOLO VALORES REALF..S'·); 
END; 
1t"IPRESION<MATRI2_BASE,14> 

END; 

14 
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(OBJETIVO INICIALIZAR TODAS LAS VARIABLES UTILIZADAS EN EL 
PROGRAMA , LEER LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ Y 
DETERMINAR EL TIPO DE MATRIZ OUE SE VA A 
PROCESAR • ) 

PROCEOUBE INICIALIZA; 
BEGTN 

C:LRSCR; 
LETRERO : .-.. FECHA ; 
ME:NS1':iJES <3, 1 • L.ETREPO + ~ • ·' + f--IOf;.:¡;;; 1- .~ Hr· o:;·· ) : 

MENSA.JESC10.~~TITULOC16J>; 
COL: =56; REN: "'hl; 
ORDEN __ MATr~I z : ;,,.-rnuNC (ELEMENTO); 
I MI C J ALI ZA_AF:REGLOS <OROEN __ M?"tTR I Z > : 
LEE MATR!7; 
TIPO 11ATrn2 

END; -

<OBJETIVO : DESPLEGAR PORTADA DE PRECENTACION DEL SISTEMA DE 
LEVERRIER-FADDEEVA PARA SOLUCION ESPECTRAL> 

PROCEDURE PORTADtl; 
BEGIN 

CLRscr~~ 
MENSP.~1 ES ( 20. 5. 
MF.:rJSr'\.JEG <20,. 6, 
MF.:t.JS1'1.J E8 ( 20 ~ 7. 
Mr::NSA,JES (20,. O,. 

~ Ut'IIVERSIDiJ,D NAC!Ot.lr'\L /:'illTOMDMA DE ME:< ICO' > . ~·--" ·---··---- -----····-·· ··--··--- ··-· ---·····- --··-·-- -· -·-----·-·) 
• ESCUELA tJP.CltJM~.L nr. F.STLIDIOS F"F'.OFE'310NAt.r:s·) 

"A e r. T L P¡ t-1" • ) 
METODO DE 1 E'·.'F.:rmrER··FADDEE"t;,::.•) 
PAF:,';', SOLJJCIOM ESPECTRAL ·· l 
PRESEMTA ~ ·' l ~ 

1'1ENSA,JE'.S \:!O, 1 :::~. 
MEt·lflA,JE:S (20~ J JJ~ ·• 
MC?.NSA,J ES ( 2(• ~ 1 '"f ~ ~ 
MENSA.1ES !:!O, 71·1~ ~ 

11ENSAJEG Vi'O ~ ::4. • 
CCIMGF.'.LA_PAM r ALU-'t 

LF.l1N HEnNANDG"Z r-nANC rsco··); 
SANTA CRUZ r..CATLl'tN F.:OD. DE MEX reo 1988~ \ ~ 

END; 

OBJETIVO 1 CONTROLAR LA SECUENCIA DEL PROCESC DE LEVERRIER-FADDEEVA 
PARA SOLUCION ESPECTRALJ 

FlEGlt-.1 { PROGRAMA PRJNCIPALJ 
POtffADA; 
lMIClALIZA; 
ME'.TODO Ff?'iDDEVlJA; 
DEPUí-:A - I NFORMAC 1: 01'1; 
CALCULA_ VALOREG_ CAR~.r.; 
ve P l o : 
cALcüLA_vEcTORES_CARACr 

END-

1';'; 
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IU .3 EW\Llll1CIOll DEL "E!ODO 

De los ejellplos presentados aqul , lodos ellos de aplic.cion .lluersa , han sido re­

sueltos con el ~lodo de Levcrrier-Fa1ideeua , proporcionando c.t.da uno de los resultados 

descritos al inicio de este trahajo , r.t1Apliendo a.si con el objetiuo del ~iodo : 

"LA GOOJIAL !MD" • 

En el •is.o orden de ideas , lds particolari1lades 1le cada proble"'1 han sida cubier­

tas satisfactoria.ente por el ..¿tocio , OCtecir:odo con esto un eool'N! potencial para un 

a~I is is ..;s co.pleto y detallado de probleMs planteallos a tra~ de W>delos .atricia­

les . 



CAPITULO U 

APLICACIONES V RESULTADOS 



" ... DEDICARSE AL AHllLJSIS PMTDtATICO , 'l 

AL PROPIO TIDtPO IJQLUER LA ESPALDA 

A sus APLJCACtOffi:S 'l A LA unu1c101t • 

rs COHDENARI.M il UIM ATROFIA IJIEVITADLE." 
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APLlCAClO!fES Y RESULrAOOS • 

El objetiuo de este capitulo 1 es *lStrar algunas~ del conoci-.ienta d~Tltle puede 

aplicarse el ~todo de Leuerrit!r-Faddeeua. 

V.t ECOHOltlA. 

Areas del canociniento donde algunos probleMs pueden ser e11:presa1los a lraves 

Je lllOd.elos .a.triciales , son por ejeliplo : en estudios ite aacroeco0011Ía 1 donde el a~l ! 
sis de entradas y sal idas se eFeclua a tra~ de Motrices de uinculaci~n Cproducci¿n y 

uenta) , digclMS en el sector industrial , ¡fande hu son las uentas de la ir.duslria i a 

la industria j Y brt la retenci¿n de los bienes proJucidos por la industria i. La ucn­

ta de bienes , producida por la inJustria i, a nsuaJ1ios externos es denotado por y, y el 

total de salida por >< 1 <Yi•;iiu=x
1
> • El siguiente paso es definir el coeficiente de 

entrada ca..o : (b = Y •AX) . Usuahaenle se asnAe que la salida , en cada il'klustria , c.~ 

bia en una. ta2a proporcional a la d.irerencia entre el niwl .ie uentas y el de prod.uccion 

por lo que el ....ielo dlnanico t .... ria la roNOa : ~ = OWHJX(!) , ~Clll ofonde D 

dt 
es una Ra.triz di•gonal de los coeficientes de reacción • de las industrias . DicJla ecua-

ciones un llMklelo siaple del co.porta•ienlo dil~ico Jel sisteM • Y la cuesti~n de est~ 
hilidaJ de Jos sisteAas co.ienza a .odelarse al detert1inar los vectores cardctarlsticos 

lte la ..atriz DCA-U y así conocer el c~porta .. iento de las soluciones del sisteAa , en 

partictdat , para este Mdelo la existencia de ua.lores caracteristicos con parte real 

positiva , puede indicar una Inestabilidad en el sisteoa debido a que se requiere una 

fllol!JOI' salida que , puede crecer exponencial..ente con el tie11po .llil 
1 

ESTA 
SAUi1 

TI.SI~ i)!1 BEB~ 
m: l.t~ ¿¡:Jd9TECA 
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EJEMPLOll 7 1; 

En la. siguiente tabla se lil((eslran las tr~u\S.ilccianes indw;triales entre la induslrla 

de transporte ~ de enel'fjet itos ~ 

~Ol!PMS 1 DllVl.~DA lKURlll:JllA D!MH!il PRODUCCIOll 
urnr;;s ¡ TllAHSPORrt IIIEF.GF.Tlro<¡ FIHAL BPMl1\ 

'llli'MSl'llm 

1 
358 Z08 3811 BS6 

OO!IGEYICOS .\00 s;:n 558 t478 

La priN!r coluana. representa. las CO.\lras que la ir..\«Stl'ia del transporte hace a si 

"is..a y a la industria de energ~licos , la segund;i colwola indica las C011pras Je la 

indllstria. de energ~ticos a r._ de transportes y a ella "is"'1 . 

La. [ inal id.at\ de estas co.pra.s es \lrodllcir bienes paN satisfacer la Jenand.a Je los 

consu1'i1lores fina.les 1 cuyas cMpras lque no se enple.in coao insu.AOS internei.líos 11ara 

prod.llCÍr otros bienes ) lllJ.eslra. la tertera. colusmd • LA ulli..a colw-na ~ la suna d.e 

los renylooos correspof\tUentes y representa \.l. cantidad total 1Jendida a lodos los secto-

res . 

Debe ob.serlklrSe la interrelaci~n de industrias , \l·ª· 1 para surtir la deMnda. rinal 

del consUJ1idor , la industria. de lra.nsporle J.ebe eo1tpNr bienes a ella 1tisad. asi com. a 

h industria de energ~ticos • 

llatrh de insuu-pro.luctn: A=@ ~ se transfo..,.. en la Mtriz do coelicien 

tes ~nicos : ~ Zffi/14~ 
B = ~ SZll/14-aj 

Para la cual se puede establ°""r la ecuacl¿n ((-BlX'V ,donde x es el "'°Úlr le ~ro­

dw:cion bruta : lSS,4781' ; 11 es el "'°tor Je deaanJa bruta : 1388 ,5561 • 
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Si los incre.enlos preuisl0$ en la deM.nd.t. ri11<1I p.ara el a~ siguiente son : 

~V=~ ¡xir lo que la deaaoda firul ser: : v = ~ 

DelerRitar los incre.ent.os necesarios en el vector de producci~n bruta X para surtir 

la ._nd• , se obtiene : X ,(1-B)·•y • 

La ..alriz U-B)- 1 recihe el no.bre de JW.triz de requerh1ientos directas e indirectos 

por un id ad de d..,. oda r i na 1 

Obtener toda la inf'orttaci¿n posihle , aplicanJo el aetodo de Leuerrier-Faddeeu.i e 

Interpretar resultados • 
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:RESULTA DOS: 

De \os resultad.os obtenidos por el ~todo de l.etJCrrier-fa~Meevd para sohtci¿n espec­

tral , fa iwtriz inversa de ({-B)- 1 es : 

El corres11olld.iente pro1hlttD de O-BV 1 Y =X , os : 

~ r 1 r 1 
-6 .• 43811'l7ll~ L~B -! 414 ! • 1 -1 1 

Lllbe75%4 7ll8 1 11l2j 
J '-

i\si 1 el increMento en la prOOucci¿n bruta de las industrids 11.'i 

rml¡ 
o><= 

~7ffl..J 

Í as 1 
><=,.,Bj 

L,, J 

Cono puede obserViU'se , 1a producct~n hl'\lla crece 1111 37&.S ·1. eu J}l'QM!tHo J.ebido a 

a que el sistellk\ es ineshhle segun se dedllce Je los cor••eslJ<11\t.\ienlr,s ualoMS ~racteri~ 

Ucos : 

los cuaJes son pasitiuos 

En l'eSWleíl ,se ~riric.a que se necesita una M!l'r prod.ucciun qiie tie0tle i\ crecer 

C<J1l el tiewpo . 
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V.2 lr.01.XIA 

Valores y .uectores c.u-acterÍsticos en prohleMs ecol~icos , p.e., depredaJor y 

presa , el cual puede represent..rse por el llO<lelo 11at....;\icat!!l 

d~ [:]- ~ J[:J 
donde N1 (t) ~el ~ro de predadores 1 N2 CtJ es el ~ro de presas y a,b,c1d son con~ 
\antes • 

Li soluci~n a este sisteM ·de ecuaciones diterencii\les es efe Ja f()rllkl. : 

' ' donde .\
1 

y .\i SCJD los valores característicos correspondientes a los uectores caracteri~ 

ticos X, y Xl de Ja ..atriz • y c
1 

y cz ¡;;,m constantes que de[JeMen de las condiciones 

iniciales • 

De la soluci¿n se observa. que si aJ1bos valores caracterÍsUcos son positi1JOs , el 

, . sisteM ecol&;,i'-11 explota , pues 1as exponenciales tienden a inrinito. Si iÍ.Mbos valores 

caractérÍsticos son 00yattoos , las poblaciones se exteri.inan . Si los 1Mlores caracle­

. J.Ís.ticos son ca.piejos con.;tgados , · 1as poblaciones osci Jan , pues : 

e<aHiDt = eetccosCbU• sen<bt>i) 

O~te~r los 1.1alores caraclerÍsticos para las siguientes aatrices de coeficientes. 

Í-6 ~ í-s ~ 
tz ~ tz ~ 

Interpretar Jos resultados • 
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RESULTADOS: 

De Jos resu.llados obtenidos par el ~lodo 1 para. el prohlf!M t{epredat\or y p~ dt! 

el ejetoplo : 

se obt.u.vieron los si!juientes 11<1.lot·es ca:racteristicos 

\.1= 1 ' \e:: 4 

los cuales son posiliws e indican qile el sisleM et:.o\~ico 

explota • Su~rtiJaM~ que , las condicfooos inicia.les potra c1 ~c.? son lyual a l y 3 

respectiva.ente, es decir , son el r:.u.ero de pohlaci¿n jle~1-&tadores y presils al inicio 

del ciclo y la variable t es la unida.! d.e ti~po tra¡¡sc.1.rrriJ.0 1 su~nga"'ls que es igua 1 a 

loes. 

Las correspondientes vectores caraclerÍst.icns son : 

.., 
= depre~taJor~ 

o presas J 

De este :resultado , se observa que la poblacion de presas tiende a tener un de[icit 

con respocto al llUllero de depredadores . 

Del probl ... : i-r. ~, los correspolll!ient.es oalores caraclerlslicns son : 

l:.z ~ ).1= -1 ; >.2 = -4 

y los cor.respondientes vectores taracleristicas son : X, C-2 , -Zl , X!CS , Zl , 

1•C-2,-l.J1te· 1 
• Z11(5 , z1e-• = [ -8.SS , -e.GGJ°'. Del cual se observa que , aíectiu.u.e~ 

te • la poblac~;n tiende a d.esiparecer. 
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U.3 llGJ!llJ!lA 

Otros ejeoplOI de la aplle>cl~n do adrices , se encuentra en el a..;lisis de proble­

aas lngenleri• • Conside""'°' la "°luci~n de probl.,... de ••!oreo caracterÍstiC01 que se 

11resenUn en ~ de vibraciones 1 u~lisis da circuitos el~triCO$ , teoria de la el~s 
ticidad , etc., etc. c:' 1 ~ 

En particular un slsteaa vibratorio que consta de ..,ios !Jl'•dos de libertad , los 

valores de las coeflclentes se derivan de lns valores de•, , k, Crospectl..,,,.nta , aasa 

y amtantes el~sticasl , y X, son los desplazaaienl<Js de las aasas respectivas, y los 

valores macterlstlcos representan los cuadrados de las freeuencias n.turales del 

sisteaaU'11 , 

Un e•liricio de cuatro pisos , donde el valor caracterÍstico aÍni>o y el ""ctor CA!'~ 
terÍsticu asociado , corresponden al cuadrado de la rrecuencl• circular y a la configur~ 
ci~n de aaplitudes , respectivaaente , del llOdo FundilJlental de olhraci~n del edificio. 

Las ecuaciones par• el edificio de tuatro pisos pl'Oduclr~ un. .. tri>: de orden 4 • Se 

superno que lo dlsll'lhuci~n de pesos del edirlclo se puede representar en la ro.... de 

carga. concentradas al niuel do cad4 piso • t .. bi~n "" supone que las trabes do l• 

estructllr• son infinita.ente rlgidu on """paraci~n cnn lu coluonas que soportan . 

Lls constanUis el~ticu do la conflguracl~n , son constantas oqui11alentes que 

representan ·1. rigidez agrepj• de tod1s lu col ... nu que S<!porbn un piso dldo , y se 

obtuvieron cunsidepando las cohumas cu-. oleaentos el~icoa en paralelo • 

Utlllzan&o !& eaw:l~n de Llg>•nge o l• segunda ley de Mevton , se entuentr& que las 

ocu•clones dllererclales de 0ovlalento del sist- son : 
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Slst .... do 110ui.tentll de un edlflclo de cuatro pisos : 

n,x, • CX,+XalX1 - x.x. = 8 
n,x, - x,x, • ex,• x. ix,- x,x,= e 
n,x, - x,x, • ex,. x.ix,- x.x.= a 
n.X. - x.x, + x.x.= e 

Donde X, es igual al desplazaaionta del l-ésillll piso ; ft1= U/g , oasa del t-e's¡.., 
piso j X

1 
const.inte el~stica dB las colwmas , 

De la teoria de vibraciones , se sabe que del slsi- de oouioientos puede taur la 

fol'llO : X = x,slll!ptl ( 2) ' en donde las x, son la aoplltud de llOUioiontll del 

i-esioo piso y ., indica la frecuencia circular natural que correspor.!e a los oodos pri~ 

cipales de uibraci~n del slsteoa • La suslituci~n de la ecuacl~n Z y de las derivadas 

car.respondientes en el sistella , produce el siY':liente ,conjlnto hoMMJ~neo de ecuaciones 

algebraicas : 

.1/ 

!K,+X, - P' lX 1 - x,x, = 0 

"' "' -x,x, • ex,. x, - P'lx,- x,x.= e 

"· "· 

Su~ng...,, que la constantes ol~stica¡ tienen 

los siguientes .. !ores 
X, = 121'.6 lb/in 
X, = 18I& lblln 

, X, = 81:6 lb/in 
, X, = 61:6 lblln 

~x,:c, • CX,+ X, - P'lX,- X,X,= 8 Y las .. sas de cada pisó : 

"· -x,x, + 11,- P'lX,= 8 

"' "· 

"· = 6E3 llblseg' 

"· = 5E3 liblseg' 

' "· = 4E3 llblseg' 

• "· = 3E3 llblseg• 

Del sisteoa anterior , _,, que P' correspondo a ~ 1 .. 1 .. caracterÍsticol y que las 

cantidades <X, •11llft, , X¡lll, , etc. corresponden a los el-ntos a., 

para encontrar los .. 1 .... a., , se llene el siguiente slsteoa : 

Suslltuyendo 
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3666.667 
-211811.1111 

0.8 
8.8 

:RESULTADOS : 

-1666.667 
3688 .111 

-211811.111 
8.8 

e.e 
-16111.B 

35111.8 
-211811.8 

e."íl e.e 
-!Sllll.8 
2008.B 
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El conj.mto de valores caraclerÍslicos que resuelven el probleM. Je ef cuadra.do 

de la frecuencia circular son : 

'" p2 :::. \1 = 317 .628914'2 : p = ).l = 17 .82ill 

,,, 
p2 = k¡ :::.1871.39833189 t p = ~. :: 43 .3279 

'" pl :: \3 :4233.44&71399 : p = ).] :: 64.9649 

'" pi :: ,. .. :::6338 .2'3993128 : p :::. \1 = 79 .6133 

Y el conjmto de vectores caracterÍsticos , que RUestran los M>dos principales 

de despla""'ienta : 

X, = f -Z3428'l4'l37 .! , -47ll7866947 .5 , -67Z'J487'>l8.3 , --.el' 

X, = 1 46GB!ll3828.8 , SA•.ttJJm9.J , -IJ907Üm.9! , ·7157-13iG72.71' 

X, = ! 5'l55843268.Z , -2112536'M72.3 , -«>4Z'l59483.5 , 5'J4863Z152.11' 

x, = 1 -48888Blllllll .8 , 641!8'.15Z14 • e , -!i9735!7869 • 9 , Z753115S6011. e I' 
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U. 4 PROCES-OS ESTOCASTICOS 

Otra ~a donde se aplir.an ualores y W!Clores caracteristicos: Procesos es~stlcos 

Los procesos de narkov Fueron estudiados por el Ml~tico ruso A. A. Harkou e 185l)-

19ZZ) . Desde entonces la teoria se ha. desarrollddo NJcllO , y ha encontrado aplicaciones 

en canpos tan dhiersos CONJ la risica nuclear , la psicol~ia de la educaci~n , en estu­

dios ~~icos , JO:lelos de epide11ias , etc.tzoi. 

f.s conueniente pensar en el los coao procesos o cadenas de sucesos , Jmto con los 

pasos necesarios para el caJ1bio de un estado a otro . 

General.ente no es posible decir o predecir exact.:wm!:e que cuino ua a toaar el p~ 

ceso , sino uniCdaente halJar las probabiliJades de cada posible dlrecci¿n . La descrip­

ci¿n M~tica (JIOclelo) del proceso , en el que las probabilidades uienen fleterftinadas 

en c.1<ta uno de los pasos , se ll...an PROCES-OS ESTOCASTICOS • 

Si PCs1_.s,,) es la probabilidad condicional par• que el proceso que se encuenlra en 

el estado s1 se MICIM hast..i el estado s..r , en un s~lo paso : se designa COM p1_,. A esto 

se le llaM probabilidad de transici~n de un ~lo paso • Si estas probabilidades son 

conocidas para. todos los pares de estados,podl'Ía.os ordeJW.rlas CORO llna 11a.triz cuadra.da. 

V la ••lriz resultante se llaaa M!HIZ DE !RllNSICIOll , si•bolizada por p , 

La pro~hilidaJ de que el proceso pase ,te s
1 

a s., en n-pasos , se llam. probahil idad 

de transici~n de n-pasos y se denota por P ':,, • 

En relaci~n a los planteuientos ·anteriores , ha.y NtChas cuestiones que podri.um 

hacet' acerca del .-oviRiento de una cadena a lo largo de su conjmto de estados . Para 

el proposito de este trabajo Renciono , uniCM1ente , Ja probabilidad de que una cadeM 

este en s., despues de o-pasos , sabiendo que e111pieza en s 1 • 
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En relaci¿n a procesos esu.c,;sticos, el poder deterAÍMr los estados estacionarios 

de una. cadena a lo largo de sus estddos, Jescribi~ algunos conceptos relativos al teAa.: 

- Propiedades de la ..atri:z; de t'"ansicion : 

il H ~ Pi.:i ~ 1 : iD JiP"' = 1 i .: 1,Z, ... n 

Sea e el vector Cl,l, ... 1 1>1 , enúmces PC:.C. Es decir, Ces el uedor car~ 

terÍstico a lil derecha Je P • que correspoMe al valor caracteristico \ = 1 • 

iiD Si dos JN.trices P y Q son Mlrices cst~s~icas , entonces , el producto 

de Q laablen lo es : QC'1: , osto inplioa ljll• PQC'PC~ . 

Para. calcular el uector de prohahilidajle.'l del ~-Udo estacionario <D> J1abra 

que decir que : n11 u = n~P,.. o n11 H= n11 P 

El ua.lor de 11 se calcula COlllO : si tal li~ite existe , 

enlooces : 1 ¡,, n = a 
~tlrl 

cu consecuencia : 

Es decir , II es el 1Jeeior caracterÍstico a la izquierda de P , fjUe correspon­

de al u.alar caracteristico \ = 1 • 

Una .. quina tiene aiatro eslados posibles 

m Operando en .buenas condiciones ' (2) llecesita un ligero ajuste , 

13) Operando .en foroa incorrecta , (4) lnoperando . 

Y se {ieMn consideradas cinco posihles accioues y 

Dejar las cosas la! cual ... CN! 
ftanteni11iento ru.tinario ••• OU 
Hacer un a}lste ... fA) 
~nlenh•iento ruthlUio y 
aik..ls un ctjuste ••. (f) 
Reparación """Pl•ta ... (C) 

costos : 

s 8.118 
s 1118.ll!l 
s 388.88 

s 358.08 
$1ll88.00 
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.. 
En total se tienen 5 po\itlcas , sin eoha:tgo 1111chas de ellas carecen de sentido , y 

par Jo t~nto ser~ considerada la. siguiente pol Ítica : 

1.- Dejar las cosas tal y CíAJ estan , hasta que la A<;qnlna. queJEJ inoperante !J, 

hacer la reparaci~n COMpleld , 

La siguiente ..a.lriz esloc~tica conlitme lclS probabilidades de transici~n : 

r 8.06 8.83 .. , 
.e e.sa 8.81 e.et 
.8 e.e e.s e.s 
.e e.e e.e e.eJ 

Calcular el estado eslacionario , y delel'ftinar el costo d.e la potillca . 

De los resultados obtenidos por el ~lod.o Je Leverrier-Fad.deeua 1 se tiene que el 

correspondiente ~lor caracteristico , que proporé:iona el estado estaciona.ria , pal'a 

politica es : 

X
1
= [ 8.t , 8.03 , 8.012 , 8.01.Dl: , el cual noNWlizado es igual a : 

x,= 1 e.r.ss , e.1'.l7 , e.m, e.11661' 

Asi , el costo par• la potitica. es de : .GSIMel • e.197•(8) • 8.879•l8l • 

e.ll66•ll!ill!'6ó 

es el costo igual a $1;6.81! 
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COHCLUSIONES 

Para dar una. canclusi¿n a este trabajo 1 considero t.l>nvenienle explicM que el usa 

de uno u otro ~todO , aplicable a ..atrices etta<lradas , puede estar en funci~n Jel tipo 

de tesultallD t-cqueri<\O , por la cantidaJ de tiet\po Je proceso , por la racil i1l,ut 1le 

i~planldCi~n eR aly1~n le1)1jl1ajc Je progN1naci~n , etc. 

Original"ente , este ~todo lo seleccio~ por el ij\cance tan .:t11µlia .:mlc! otros , sÍn 

eAhargo alg¡~n precio dehe pagarse por estas uentajas . Puesto 1!lle e~ tleripo Je proceso 

es~ en runci~n llel total de operaciones que retp1ierc el ~todo expuesto 1 1.ast.l ;u1ni ' 

es necesario indicar qu~ , aunque, la naestra faddcevo\ redujo en cierta canlidcld el nu~ 

ro de operaciones, el ~todo a~n consune bastante tie.,po de proceso para Mtrir.es nu!J 

grandes. 

' ' En total , el netD1to re{(l.tiere Cn-lln:?- RUllipl tc1ciorw.s , nas n-t dit.1isiooes , "ªs n! 

sunas para. calcular desde los coeficientes del polinonio ca.racteristico lk1std. la Mlriz 

adjmta • Con relaci~n a otros ~l0ilos, considero que el total de operaciones aritn~t! 

casa eje1..i.ltar no seria equ.itatil}O entre ~stos y el ~todo ,_te Leuerrier-Fadtlec11a 1 puesto 

o:¡ue ~sta al eCectuar c~lculos para obtener el polirooio caracterÍstico, .al Ris..a ties.po, 

conducen a otros (Matriz adjmta y deleN1h1anle) que son ~sicos para dichos c~lculos, 
1}~1\dole una particularido?.d especial al ~todo, de la que carecen los dtm~s. 

En rest.1..en, el total de operaciones aribeticas .i realizar, definitiuanente, no es 

tm punto de referencia representatiuo de la eficiencia de uno u otro :.etodo. Por el co1r 

trario, la diferiencia, a consideraci~n personal, e.sh datla por la irersatilldad de uno y 

otro ..;todo; por la generalidad sobre probl ... s especÍFicos y particulares. 
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. . 
Otra raion para 11tili:z:ar el ..etodo de teverrier-Faddeeva , l!S qllti este uttliu la 

operaci¿n de diuisi¿n s¿lo en un 'l:I. del total reqllerldo 1 ltl que hd.ce ~~ exactos los 

calculas al euit.ar con Myor rrecueocia. error~s de redondeo producidos por el rt.iSAO pro­

cesador al efectu11r Jicha npcra.ci~n . Hay q11e recu~tar •(Ue el lr.t.b.aja.r con nn procesa­

dor sea cual fuere su capacidad ~te ¡w.labra. 1 sierfpre ¿slar~ trabajando con tm Úaite dt: 

digitos despu~s Jel punLl J1.:ciMl , es decir no se ohtenJri.l el ~isl'IO resultado al efec­

tuar la siguiente operd.CÍ¿ll : (1/3)•b : (8.3::J3J)Jtñ= l.9'JC3U f{UC CS diferente de l!,0 1(\10 

es el resu.lt.ado exaclo . 

[11 otro or<\e1\ de i~\eas , ¡iara "'1.trices R<!.IJOf'eS d Zfl re1lljlones y Z8 cohumas 1siynifi­

ca hablar da l101~~00s iaport..1nt..as J.e inforMci¿n, por lo qtte seria coniteniente analizar 

si es oocesario utilb1r o no el ~t0clo de Leverrier-F~ddecva , p.e. , algunas aplk~ 

ciones s~lo requieren ~OIV'..ter el ualor caNcteristico f'ftnor y su correspondiente uector 

característico .t.sociada , por lo i(IJC conveud.ria utiliur 1 '(UÍ?.a'i • ~l ~lo.to de 

aproxinacio1\e.$ suce3f~1.is . 

final..ent.e queda " critP.rio riel lector tet:onsidt!rll' al ~todo, con uistAs a r~Ju­
cit a~n ~sel r:iRtra l\e o¡lí:racinoos necesarias- 1 o bi¿,, consi•\e1"e su c~pleo P.n aplica­

ciones con runcion~ tri9ono,,;tricas 1 uariable'CfN\pleja. 1 "Cte. 1 ele .• Hasta este Mr 

Mnto los eleftfnto.~ de las fta.lrices han estaila ·de( iniJos en e\ i:aftpo d.e los 1~ros rea.­

les , sin enco~•trar a;m interpretaci¿n o avticaci¿n a.l!lllM a aatrices con ele..ent.os r.a..-

ple,jis . 

ED ~1~nto al ~lodo de Leuerrier-Fa.ddeevo. pd.ra. soluci~n especlri\ l co.u t~niu pard 

ulculu el espectro de una Cuoci~n, debo s.eocionar l{l1e, existen otras t~nicas partio:l­

,Jares Jira dicho c;lculo, a.o Series de lie111po donde el espectro es utilizado para pre­

de<:ir la t.endeoci• del ajust.e de turlk\s ¡ior ol~i"°s tllddrados Cparticularoent.e •jisles -

llueales de priNlro y segun.lo ordeol; Series de flllll'ier, Jonde •I espectro es uliliiado 

paN predecir la relaci~n entre el ¡,ocho de bandcl del espectro de se;.a.les a\eatorlas · 

y las iuterualos de correlaci~n. 



lle lilS ~icas lllDCionodAS anwlo,...nte, aabas """ utlllzaw en • .._ gran varíe 

<Id de pro\leus plante.Aes, ll!l'lros, • tn.;,. de ""®lll'S de auúir"'9?""i~n d• p..-di.,: 

..,.n.,,., cuyn estu.!lo se el:e<:tua M>diante si.t.M• de ecuaciones dlforencia101; lineal"" 

para l!llpl'eU!' la deptndsncia de una vari•hle suhre otra. 

BUicaaente "pal'& ·~ dlclm (ll'Qbleus a tu.:.. da sM .... s lineal,,. de =•· 
difel'tlnclalts, es nocesaJ'lo ...,.liza: un conjsnto do obser .. cio°"" en un tieopo, y pos­

terio!'Wlnte calcular la etuaci~n que periolta conocer el cooporta>íento futuro, lntel'!llr" 

dio o pudo de dichos oh..,..11aeio111S. 

llepenillendll del esl"'Ctro do I• eaw:l~n de ajssle. linul de pl'e<lítti~• ... [IU8<!e 

hacer una lnterpl'ela•l~n do los l'eSllllados ohtenid"" para el pro\\.,.. dodo. Por epplo 

para un probl.,.. eeol~lco, IAS raices i:aracter\stieao (espectral Indican estacionalidad 

(apliacJ.ti~n U.Z 1 pa.g.61): en prohleau econ:.ioos las rai~ rea.les representan tina 

tendencia cnn;t&nte de ~ialento o deooalaiento Caplicaci~n U.1, pag. l1l; en otros . , . , 
pro\leus a.oi i~enieria, -••lea o cirtUitos eloctri= el espectro se utilixa para 

co..,..,r lt aapliti.A de rre:uencb de htnh.. 

En reslJllOn I• ll<lClaci~n del ..;,Ui.lo· de Le11eniea-Faddee .. con series de tieapo, 

es tactiMe lletiante un lllldelo, adecuado, de e<:a1eiones dife,...ncialos, para resolver el . . 
P""\l- de anolltis esptctr..I, teniell4o en CW!nb que, \aJ1bien, al uso, en qn lllt<, de 

11Íni- cutdtdos l'eSU!ta lllJIOrUnte par• el •~lisis con serl~ de tl .. po. 

Pon aste ~ltiao pu•to, creo ~lo lndieat que la i;.,nia de oÍnh""' coadrldos 

efec:tua •l ~\Cilio de I• OQW;i~n de aj¡st.1, aplia"4o Mtri= inversas y pil'• tal fin 

el .;,todo de 1.e .. rriea-laddeelll puede ser de utilihl; por otra parto el eopleo do! -

.;,todo de Moorton-Raphson CAnoxt1 Al -.Ita ade<:U.W. \MI'ª resolver l• ~Ql~n. 
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C<lllO obseruaci~n al slsteM desarrollado en este trabajo, creo necesario adue~ 

tir al lector que ' las ru~iones que deseRpe7.a son co..pletMenle generales 1 es decir, 

todos los ~lculos se rea liun sin detener el pl'OteSO para e.itir alguna selecci~n de 

continuidad , por ejetoplo , el US<W'io querr~ elegir el .,.;_iculo de la Ntriz Inversa y 

detener el proceso , o calcular solaRente alg~n ualor y uector caracle~Ístico en 

especial y detener el proceso . F.stas ohseruaciones pueden seruír para perfeccionar el 

slsteaa y obtener un ... jor producUi de proqraMcl~n , tallbi~n , el prograN podrÍa oejo­

rarse de tal fol'lla que fuese ~s conuersaciond , p.e. , solicitarle calcular el produc­

to ele dos natrices ( ele acuerdo a alg~n pro~iUi particular l o hí~n n<;jnNr GI ;i;\GM 

para conservar los resultados , en ..,..ria principal o en dlsposiliuns de •loace..,.ienlo 

S1ltundario , y utilizarlos en calculas posteriores. 

El tie•po de proceso para calcular los vectores caracterÍsticos de Mtrices de orden 

n Nyores a 28 , podrÍa reducirse considerahle..ente si el c~lculo se erectua coNJ lo -

indica Faddeeva.: ).~-lX+).~-ªD 1+ ... +l.r.B
11

_
1
+s 11 _1 

donde la~ Mtrices s
1 

ya fuel"On 

calculadas al obtener los cuel'icientes del poliooolo caracterislico , y que pueden ser 

alMcena.das en ..-orla secundaria y recuperarlas al M>Mnto · de efeclurat el c~lClllo de 

Jos vectores caracterÍsticos , en Jugar de aplicar el ..;lodo c'"'plelo sobre la oatriz 

caracterÍstica < A-1., 1 > • 

Por ~ltloo , debo decir que , este trabajo de inuesligaci~n no tel'llina aqui ;·.a~n 
existe una gran variedad ele •plicaciones que requiren del ..;!culo de valores y vectores 

caracterÍsticos, ui cooo de tnnslOHaCiones lineales que inuolucran oatrices inuersas, 

utrlces diagon&les, p.e., en aplic.tciones ele 111ul•lento de ioagenes por cóopotadcra127! 
En general . el potencial del ..;todo es extenso y depende de la Ílplicaci~n. que se 

le de. 
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l'OLINOftlOS. !71 

Se defioo <..'OllO poli1~io algebraico a la SUAcl. de n-teminos : 

en donde las ªt estan 1iefinidas sohre un caapo F • 

Derinici~n .- P< x> püf'.de Cactorizarse sobre un c.utpo F si existen : h1 ,hz,•··btt 

tales que pe X>= aN< x-b 1> < x-.b¡> ••• < x-bii~ 

Derinici~n .- El conjunto de soluciones Je Ja ecuaci~n potioonia.l :p < x> = 0 e X> 

sobre el ca•po F , es el conjunto : ( x t.il r¡ue x ; F y PCxl,QCxl } . 

De estas dos 1fefiniciooes , debo decir qi1e son h11pol•lantes pd.ra eJ desarrollo ite 

este trabajJ , pues de ello Jepenile la introducci~n Je Jos tP.orei.as: teorellk't. del residuo 

y del ractor , necesarios pdl'ª e1'.pJicar posterior.ente el .;lodo Je tlewto11-R.lphso11 para 

calcular J~s· raÍces del polino.iio caracterÍstico • 
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TEOREM.- Sed p 9 d. dos polhoios 1 y d es diferente de cero 1 entol\Cf:S existen 

dos po\inoe!.ios ~nicos q !I r- tales que : 

P:q:•d+r 

donde r tiene wado Menor !}lle "' ) o bien r= ra 

DlllOS!RJ\Cl()ff : 

Si di.1Jid.i,qs ubos lados de P:::qOcl+r , ent.re d , podeftOS expresat"to C<*l una 

dhisí~n: 
p ~ ... _::__ 
d d d 

p 

d d 

.doJ'k1e a. p se le lla.N iliui1len.io , 1.l divisor , q el cociente y ..... el residm1. 

El al9orib10 pat"a. efectuar la diuisi¿n de dos polincwllios es Cot90 sigue : 

1.- Arreglar las t~r111inos del diuideMo y del díuisor en potencias decrecientes de 

la 1Jaria.ble , dejando cero para los ter111inos inexistentes. 

2.- Obtener el prioer ~nioo del cociente lql diuidlendo el u;,...ino Inicial entre 

el ~r.ioo inicial del divisar. 

3.- lhltíplicar el diuisor JlO? este \~Mino del cooienle y restar el producto del 

diuldendo • 

4.- Usar el residuo de esta resta , jlnto con !ns ~ninos no uUliudns del dM­

dentlo y se;¡uir con los pases Z • 4 , repetid ... nte , ohteniendo cada vez un 

ooew ter.ina para el cociente . 

S.- Cuando el residuo tenga grado oeoor que el divisor (o bien, se> etorol el pro­

ceso hil tero inado • 
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!EORl:M DEL RESlllUO • 
1
' 1 

Sea F< x> :·u~ polinonlo sobre el ca.po F , de grado n ~ t y a. € F • Hay un 

polhll:Mio sobre F, q~x.> y un nwtero r E R 1 tal que: 

Ahora , si : 

entonces : 

Dll10S!AACION : 

F< X>: ( x-a.> Oq( x> +.r 

FCa.>=r 

El uso Je) olyoribo .te Ja diuisi~n per•ite expresar F< X> en Ja forM : 

FC X>= C x-a> •qC x>+r 

en JarJe res un residuo constante que no contiene x , ya que ex-a> es de grado 

uno 1 por lo tanto : 

FC X>=< x- a> •qC ><> +r 

=<0>•q + r 

!EOR!M DEL fACroR • 1' 
1 

Sí.y es_ una runci~n polino11ial ysi F<a.>=9 ,JoOOe a€ F ,enlooces.(x-a> 

es un factor de F< x> . 

DDIOSTllACIOH. 

Sup;,ngaRGS que Fe x > = 9 e x > e x- a>+ r • donde r es una constante . Pero 

r=F<a.> por lo tanto F<x>=g<x> cx-a>+F<a> 1 dido que F<a>=e 

se ohtiene que F< x> = g< x> ex-a> de donde se tiene que < x-a> es un F4Ctor. 
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DIVISIOH sunmCA~ 13 l 

Al liSar el teoretW. del residuo , a J11enuJ11 es neasa.rio dlui1lir entre un polino.io de 

pr iMr !Jl'ddO tfe la r OJ'M ( X_ r > , De ah i que se CliCUentre provechoso M.11 j p11 lal' B l 

algoritM de la diuisi¿n para esta caso especial, con vistas a si"pliflcarlo en cuanto 

al ~ro de divisiones entre los t¿rAioos .de J.iYidtmdo y divisor. 

En restuteft , el d.l!Joril*l \)dra la 1Huisi:m sint~lica erectua los sigu.ieules pasos: 

1.- Arfüjlar el polin.onio p <X> en pot.eocias decrecientes Je x , agrP.gando un 8 

cua.rklo no exista alJ]~TI t~rnino qtt.e COl'lplele el arretJIO. 

2.- Escribir lo.s coeficientes ª~·ªi•ª¡r .... ª~ 1le P< X> , en una linea en 

que conseruen c=l arden y el signo . A la izquierda. de esta ltr.ea , anQtar el 

wlol' de r , s.ep.t.r;odolo Je los coeficientes por una raya. uea•tica.l • 

3.- Dejar el pr¿xino tellljl~n en blanco , y escrib'.r a,. en el ltirc.el" re1l>Jl¿11 , 1\ir~ 
ta.ente abajo del ~isno a., C.iel priner renglonl. 

4.- J1ultiplicar A,) por r y colocar el resulla,to en el segun .. to h::oyl~n ahd.jo Je a, 

despu~, suRar :<al)r>+a,=b
1 

y colocar el resultado en el tercei'.' reiYJl¿n, 

5.- Continuar las opera.cior1es aplicando la r¿rl'IUIA: Cbr+,r>+~ui=biu hasta 

suMr el n-esiftO l~tt1ioo ttel poliOOMiD - donde i= l,Z,J, ... ,n - • Cada b
1 

se­

r~ colocado el tercer rcngl~11 • 

G.- Los pr.bteros n-~..eros colocados an tercer renyl~u, son Jos coeficientes de las 

. varia.Mes de:scendenlf'...S que pertenecen al cociente eM~zallllo con ><w~1 , y siendo 

el ~lliM ~N 1 de la. fila 1 el residuo. 
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A.1 TtORDlll .- Teoreoa fund,..nlal del ~lgebra . Cada ecuaci¿n de grado n ~ J. 

tiene al ..enos ,una raiz , real o cOApleja . 

A.Z TEOREM .- Cada polino..io F< >< > de grado n? J.. pue~le ser expresada r~ 

el prodncto de o-factores lineales . 

A.3 Tt0Rll1il T0tla ~uach1n polioo-.íd\ FCx') =B Je grado n 1 tie\le e>tacta-

ftt!n le n-ra ices • 

A.4 l'EOREM Si el m1111ero COt11plejo Ca,b) , r.on h Jistinlo de cero , es una 

ra.iz de una ecuaci~n polinDRial con coeficientes reales , ,t!ntooces el nunero CQlllplejo 

Ca.
1
-b) es t.ubi~n una raÍo¿ • 

ti.S TmRfl!A .- Sí un ,;u.ero racional ble en t~rAÍllOS 1tinirtas , es una raíz de 

la ecuacl~n F(x):ft donde los coeficientes a son todos enteras con a distinto 1le cero 
1 ' 

entonces , bes un factor de aN y e un factor de ª~ 

lll!IEJIOS Cll!ll'LEJOS. m 1 

Definici¿n tJlil't!ro c01111plejal.- llna pare~ ordenada de 1~eros tea.les Ca,b) es llana­

da ..;,,.ro C<"'P le jo • 

Definici¿n llgualdad do .;,..ros Ct>llplejosl .- Dos i:.oeros C<lllplojos (a,bl y (c,dl 

son iguales si y .;,lo si : a:c y b'<i • 

Derinici~n .- Ca,b) es lluado itw.ginario si bes distinto de cero ; 

(a,b) es llaoado ..;..ro ¡>lll'aJ1ente i .. ginario si a = 8 y b es distinto 

de cero ; 

(a,bl es lla .. do real si b'8 
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Es costu.hre usar la letra i para representar al 0011ero coop le jo CB, ll y su nega ll uo 

-i representado por (8,-1> . 

Definicion .- La suaa , diferencia , producto y cociente 1le dos r.wrieros co.plejos, 

son derh1idos por las siguientes ecuaciones : 

b+d> 

RESTA: b-d> 

PRODUCTO: <a,. b> <e. d> = < a.c-hd ,. ad·•bc > 

DlVlSlOH: <a .. b> = 
<e ,.d> 

<ac+bd bc-a.d> 

e' 

Definici¿n, Los ~ros CORplejos (a,h) y Ca,-b) son llaMados ~aeros coaplejos con­

jugados • 
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1 l.J llJ:!ODO DE H!Jlltll-AAP!lSOH • 

Un ..etodo conveniente y apropiado .para resoluer ecuaciones algebraicas de orden n, 

es el de llet<ton-Raphso• doble dioisioo sintetica para calcular los cotrespoodienles 

valores carácterÍsticos del polfocNIÍO F< l.> de A . 

Dicho ...;lo.Jo, Jo he seleccionado por su flexibilidad tanto para calcular todas 

las raÍc.es coaa por sn generalidad , así cOM su Facilidad Je h•plantacion en cual­

quier_ lenguaje de progranaci~n • 

Sup;mgase que la funci~n p es continua...ente diíerenciable das \\eCeS en el interualo 
l•l 

ca.hl: oseaF¿C2 ca.hl 

Sea ><" t e a. hJ una aproxiRacion a h tal que F" < ).> es diferente de cero y 

.11>< .. -hll es nuy pequeno • 

Y considerese el poli~io Je raylol" de prii.er graJo pa.ra F< \> alrededor át! x"' 

F< ).) =E< x'>+< \-><~>E ·e><~> 
1.! 

< \-x .. > c.f" •• < t<x;.,>> 

2! 

Donde ¿<x·"> esla entre:\. !:I x•. Ca.o F<h>:e can \=h, entonces: 

e= E<x">+<h- x.->t'cx•> 
1.! 

<h-x">ir"<Hx"'>> 
2! 

Aquí, el ~todo de Newton se deriva suponiendo que el ~Mino _que co11tiene a 

e b-x'>' es SUAa110nte peque;'., y por eso puede ser prescindible y.,_, ahora la 

funci~n 1 en estos ~lAOS 1 no es enctuente igual a cero entooces se tendt~ que: 

despejando para h se tiene 

b = x-" 
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tle la relaci¿n auterlor se tieoo que b debe ser una ..ejor aproxi~ci¿n , en )u!Jar 

de ><:ii • 

Eslo prepara. el a1'bienle para el _;todo de Heut.on-Raphson , el cual requiere generar 

la sucesion do c. b.,> Jeflni.J.a. por : 

n>.I. 

La coTWergencia del ~todo a cada. uua de las ra·Íces se Jelerttina l'Cdiante la siquie~ 
to ro .... : 

< ' 
, Jond.e CO?'responde al error relatioo 

y tes el ;psilon de aproxi..aci¿n a la raÍz de F< \) = ra . 

Puesto qu.e el ,.;todo Je Hewton-Raphson CQnsiste en calcular la sucesi¿n Je 1311 , ev~ 

h1ando la funci¿n F< bt1-t > y F' < bH., > nedfonle la ecuacÍon de recurrehCia ~ 

resultar~ conveniente utilizar los teoreJlils ael residuo y del hctor para llegar a la 

siguiente conclusion : 

Si 

y aplicaooo el teo ...... del residuo snt.re "'
1 
e•> 

cz 1< }.>=< \-b>.qa.<).>+q 1 < ).> 

sustituyendo q 
1 
< 1.> en la funci~n F < >..> se obtiene : 

F<.\>=F < h>+<l.-h> q 1< }.>+< >.-b> 2q 1< l.> 
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Aplic•ndo el polioooio de Tiylor , a= b : 

G< x> =g< x>+<x-b> g'C x> + < x-b> i.g•• < b> 

i1 2f 

igualando ~niioos de los poli0011ios F< x > ,. Ge x > i>e tiene : 

f'Ch) =g(b) 

De lo anterior se tiene que :F'cb
14
_l> pue,te ser calculado a partir del cociente 

q
1
Cb> (el cual resulta de divldir FCh)/( x-b> ). 

Por otra parte , ha.jo suposiciones razonables , el ~lodo de Newton canuer~ir~ a h 

sia.pre y cuando se escoja una aproxiMCi~n inicial lo suf icieutenente exacta • El 

siguiente teoreAa afirna lo anterior : 

TEOR0tA.Sea.F€Cª Ca,.bl•Sib ECa.~hl es talque FCh>=la y la 

d~rivada de la funcion F< h> es dlrerente de cero , entonces 1 existe un ó>B tal que 

el ~todo de Newton genera una sucesi~n e hu J.~ = 1 que conuerge a b para cualquier 
' n 

aproxiucion inicial be E' Ch-l. h+él · 

PuestO que el calcular raices de ecuaciones algebra.icas de orden n , corresponde a 

encontru factores lineales de la forM ex-a> 1 resulta conveniente utilizar el 

a.lgoribm .de la diuisi~n sin~tica 1 pari. calcular los residuos que son , el resullado 

de eualuu a F<b> 9 Fº<b> , pari. la sucesi~n cbH_,>. 

Hasta el -nto poco se ha hablado sobre la natur•leza de las !unciones , así coooo 

de sus raÍces, es decir , si F<X>=e es una Funci~n polit10Ria.1 definido en el c¡a­

po de los ~ros rea les H 1 entonces sus ra ices Wb i~n esbn en el • ÍSIMJ cupo7 • 
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Folld~odooe en los tooreN.s A .2 y A. 4 que dicen que W• ecua<: i~n de graJo 

tiene a.l J1eoos una. r.a.Íz la. cual puede ser eottpleja, ~si esto ocurre eutooces el 

c.ottplejo <ar b> es una ra.Íz y su COlljlgado <a .. -b> t.J:iitbi;n lo es. 

n ) 1 

Sea el par ardellddo <a r b "> que repres.enl-t un ele.ento deJ caR¡'IO de lus ~ros 
c011plejos , y represe11td. una l'aiz de la funci~fl F< x )o , ent.ances : 

seab:(.;...,b> .. x=<c.,d) !Jr~<w,.v> 

nunercs CDMplejos ~ 

·y F<x>=<x-b>q<x>+r 

sustituyen~.to b .. x .. r- en la t«.ntion : 

es una ra.iz de F< a,,. h> =ta , ento\lCes , 

[Cc,.d.>-<a,,.b~J esunFaclo.rdeF<~ .. b> asi~ 

F< a ,,b>=0ºq< a. h>+<w .. v> 

=<w,.v> 

y cono F< e .. ·d > =0 entonces F< a,. bi :::::éa lo cual deAUestra que <a,, b> 

es una rai2 de F<c ,.d> · 
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ALGORfmo DE HE\1!1lll-Rllf'HSOO • 

Siguiendo la linea establecida , antes Je pasar a Jescrihir el algorit.o ,te lle1.rt01r 

Raphson doble Jiuisi¿n sin~tic.i , procede~ a resUJ1ir dicho .¿tado . 

1.- El ~todo inicja dando un 1Jalor apro>cina&o a la l'aÍz: x,.= < 9 _ e ,.J. .. e>. 

2.- Se procede a calcula.!" Ja sucesion de x, hasta q11e estas converjrn a la xM 

tal iflle el error relatiuo sea :iieoor a un epsilon daJo ~ 

Dicha sucesi¿n ser~ calculada COM : Fe X r-1 > 
x,=xr-i- F'<x,_,> 

Y puesto que ª"has funciones son ecuaciones algebraicas de orden n , se uli H­

u el algoritno de la diuision sintetica , para ohtener sus correspondientes 

residuoS . 

3.-Una uez calculada la raÍz x:, se procede a hacer a F<X>=q<X>, donde 

q<".<°>= F<X>/CX-X1> 

1.- Teniendo en cuenta el teo~ funduenta1 del ~Jgehra. , es conwmieule .uipli.ll' 
' . 

el cupo de I~ _ nwteros rea.les al ca.tpo de ltls nuaeras iMginarlos , para .no 

,perder la posihilidad de calcular todas las ·~ices de la runci~n palinon!al • la 

cual )JW'de tener raices """plejas • 

2.- Dado que la sucesi~n de { X
1

} lnuariable.ente conuerge a la raÍi de F<X> 

entonces , una aproxiuci~n inicial a la r¡Íz puede ser (8.8 , 1.6) 

3.- Un epsilon igual a t.e·• , indica que se dese.t obtener UM conoergencia de X • 
• • 1 

la raiz de F<X> con 5 dígitos de precision, tal que F<X,>:: 8.81lfl81. 
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4..- CQflO la sucesi~n de x, puede ser hasta. infinito , se ha optado por un liaile 

de 188 iteraciones , para alcanur la conueNJCncia Je la. ra.Íz con el epsi ton 

de precisi¿n . 

. . 
Cabe decir q_ue el e!'pleo tle oo.aeros eottplejos , para calcular las ra.iet>..s de l.i fon-

cf~n polillOflia.l ' requiere de operaciones a.rit~ticas coaplejas 1 las Cllales rucron 

pre11iu.enle descritas. Para dar Myor clarlttaJ al algoribo, ~st.as son Íl1'liCJdas -

COIWJ se hace en la pr~ctica c~n , al utilizar 1~neros reales 

Las uariables utilizad.as en el a.lgoribo son : 

•Jari a.bles 

11-l'!JllllNOS 

GAAOO-POL lllln 1 O 

11-RAIZ 

ln:liOCIOllES 

EPSILOH 

POL!OOll 10-CAAA<:n:H IST!CO 

Q 

Em!OR-mATl\10 

descripci~n 

fUIERO DE n:mmios DE LA 11JNCION POL Ulllnlt\L. 

GAA!lO DE LJ\ rulCIO.~ POLl!IQllllU.. 

CO:ITAOOR DE ~AICES DE LA ruNCION POLINOll!AL. 

VARIABLE QUE tw:E LA3 llECES DE X 
1 

, 

COOAOOR DE SUCESIOHJ:S PARA X • 
1 

PRECISICll QUE SE DESEA AL llJnllJAR F!Xl • 

VECTOR qur. CONTIEHE LOS OlEr!ClllUES DE LJ\ 

rutCION POLlllOl111U. • 

IJECf(JH qur. AU!OCEHA LOS HLSULTAOOS OBT!lHDOS 

DI LA PHl111J! DIUISIOll SUtn:TICA FCXJ/lX-X l. 
1 

\IECTOK IJJE A.fAlCOO LOS m!ILTROOS OHTEIHDOS 

lll LA SEQllDA DIUISIOM Sl"l!:TICA PlXJ/lX-X
1
l. 

IMlllCA lA COOEKGEMCiA DE FlXJ : 8.11118111. 

UJ:CTOK El EL QUE S01t IUJIACEHADAS IA'> 11-RA ICES 

DE LA NICIOll POLIMOlllAL • 
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ALGORITllO DE Nl.VTOH RAPHSOH DOBU: DIVISION SINTETICA • 

. . 
OBJETIVO : calcular todas las raíces , reales o c°"i'leja.s , de la runcion polinoAial . 

DATOS DE DfTRAM : Polinonio caracter;stico , gNdo del poliooMio. 

SllLIDA : coeficientes del polinonio c.1racterÍstko. 

PASO 1 : 11-l'tlllllNOS = GRADo-POLINOlllO • 1 ; 
PASO 2 : PAAA N-RAIZ = 1 , .. , ,GAAOO-POLIN-OlllO HACER ,fesde el 1''"' Z.1 al 2.4: 

PASO Z.l : X.= CB.0 , l.0l; 
PASO 2.2 : ITERACIONES = 0 ; 
PASO Z.3 : lllEll!RAS l!EAACIONES < 101 OR i:PSILO > ERROR-RELA!IUO 

HACER <lesde el P<''º 2.3.l al 2.3.8 ; 
PASQ 2.3.l : PC1! : POLINClllO·C~RllCIDIS!ICO(l); 
PASO 2.3.2: PARA 1=1, ... ,ll-IDIHiMOS 11.lCER Z.3.2.1: 

PASO 2.3.2.1 : P(I) = POLINOlllO-CARAC!ERISTICO CIJ• CX•PCl-tll; 
PASO 2.3.3 : QC1! = P(l) ; 
PASO 2.3.4 : PARA 1: 1, ... ,:l-TERllWOS - 1 HACER 2.3.4.l: 

PASO 2.3.4.1 : Q(J): P(IJ • l X•P!Hll; 
PASO 2 .3 .5 : V<H-RHIZl = X - { PUH'ERlllNOS ) I QUl-!Ell!llNOS - lll 
PASO 2.3.6 : ERROR-RELA!f~'Q = AllS({V!ll-RAIZl - Xl / YCll-RAIZll 
PASO 2.3.7 : Sl EPSILON ( EROOR-RELJ\!lUO ElHCllCES HACl:R 2.3.7.l : 

PASO 2.3.7.l : X= 'HN-RAIZl 
EN CASO COlliRARIO HACER Jes.te el paro 2.3.7.2 al 2.3.7.3 
PASO 2.3.7 .2 : POLJ!Olll!O-CARACTERIS!ICO = P ; 
PASO 2.3.7.3 : N-TERrmios = N-TERll!NOS - 1 : 

PASO 2.3.B : m:iw:1om:s = l!ERHCICll!:S • 1 : 
PASO 2.4 : SI EPSILOO < El!ROH-RELATIUO OR lltllOCJídlES ) 11!8 ENTONCES HOCER 2.4.1 

PASO Z. 4.1 ; lllPR IME : " ERROR F.L llETOOO llO CONUERGE " ; AL !O , 
EN CASO COllTIWUO HACER Z.4.2 
PASO Z.4.Z : lllPHlllE: "LAS RAICES S011 :", Ylll , ... ,YCGJ!Af)(>-POLJNOlllOJ. 
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CALL 4º1i'FESC:-'J 
oc: ea. r< •1,,.. 
,._(K,.KJ•AZ(K) 
crmr ItiUF 
;.. ET UPtl 
E tdJ 

P~llGk• M-Ul<I T LEN GTH 47:;g, • 312 
C~ lAlELLED C~PMU~ LEhGTH 
C~ STORAGE USED 
COHP¡LE TI~E 

b32B • 410 
1>35006 •. 2ó432 
<J. 305 HC CtlOS 
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