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IRTRODUCCION

El presente tradajo de tesis, tiene por objetive ol estudio y desarrolls analitics
" dol wetoda de leverrier-Faddeeua . Describir sus n'nluplzs alcances , y contribulr  con
sodif icaciones de las que se desprende atro wetodo para la abtencion de los veclores ~—

cuacter'lsticus; asimisma. desarrollar el algoritmo e implantar un sistesa de procesa-
wlenta slectronico.

fictualmente, existen diversos netodos para el caleulu ds vectares wacter%stims,
por citar algunas, estan las retodos de Krylav, Samweison, Danilevsky, aproximaciones
sucestvas’, entre otros'9? D todos estos netodos | ef comn  denominador s el gran
mnera de operaciones yue se requiren para el caleulo. Por elenglo, el netoda da Krylov

vequiere Lo tsgntizgton-gy  Miltiplicaciones y divisions , en tanto que el metodn
3

de Samelsan requiere @ (o132 4 3(,,t.4,,3,2,,z.,,_3, miltiplicaciones y divisiones .

Por otra parte el netodo de Danileusky disninuye sustancialmente sl mnero d it

plicaciones y divisioves 3 @ (qugyenen-gy , npero tiene la desventaja de utitizar

bsuhatrlnas, cuyo y;mem crece en Cuncix'm del orden (n) de la matriz que las origima, —
resringiendo al wetodo 2 un maneco {inito de submatrices en una luplantacit‘m con progra~

racion Fartran o bien a una conplicada \)rogrmclt;n con Asigmch,m dinanica de memoria.

En canbio, sl netodo de Levereier-Tadieewa es una herranienta con grandes ventajas
tanta para conprender ol principlo en que sa basa , como para explicarla y efectuar los
caloulos en un numero moderado de operaciones . Lo cual lo hace un setod atractivo y
facil ‘de fmplantar mediants algx.m lenquaje de ymgrwcit'm .

Cabe tasbien semalar que este netods acepta cuzlquier tipo de matriz | Io qua mo es
posible con otros wetodos cono Crout |, Choleski , QL , GR , otc. , los cuales  requisren

que- las wateices ‘sean sln;tﬂus . tridlagonales |, definidas positivas | respectivamente,



fo se pretende poner en lela de juicio Ja efectividad de estos relodos; lo que se
intenia en esie irabajo es mostrar otro netodo tonando  como punte de referemcia

el nunera total de operaciones para caleular, por ejesple, el polinonio caracteristizo
y 1a generalidad del netodo.

. .
L} netodo de leverrier-Fadderva es utilizado, basicamente, para caleular la fun-
cion caracterisiica obteniznde de mavera alterma oiros resultados | tales coro ! ¢!

dclerninante del sistena |, 1o matriz adjints | la matriz

inverss (onocess Jdo radrices

no-singulares ) | los ceales comstitugen el aloause dc) netoda .

. ,
Por otro jado , o} calcalo de vectores caracteristices ot

stices, conotid

1
cipal jare la eleboracion de este ifrabaje, £n el gue e ebase sxiricta

sxirictarentc ;| pesa
hablar de lea nadifivaziones del netoda de Leverripi-Faddegva | rediante un awalisis nas

detallado , para calcular dichos vactores .

el algoritna que resulto del analisis tlcsmnlié el carrespondiente prograna
codificade en lenguaje Pascal . La inplantaci[m del prograna an lenguage Pascal ~-
resclta novedosa puesie que la mayoria de los algorifmos - para calaular walores g
vectares cara:tcr‘is‘-icns - han sido inmplantados en lenguajes cona Fcrtran(z‘”, Mgal‘“z
Basic!?S? | nden;s, contribuye ;:on el forlaleciniento de programas cxistenies | para
aplicaciones | en nalerias cono metodos nunéricu:,
Enel cap}tulo 1 ,. nenciono  algunas  definiciomcs |, ieoremas y prupieﬂad_cs del
;lqebr-\ elenental | lineal y natricial los cuales son de gram importancis - pars z.n:'.li
zar y describir el m.atuda de Leverrier-Faddeeva , calcular el polinonio cuacteri:ti-

ca , y perfeccionar el netodo para el caleulo de los vectores caracteristicos . Al

final del cap'itnlu doy unz clasif jcacion de alqunos nctodos para el ciloulo de  dichos



vectores, lo cual resulta conveniente para explicar el motivo que tiene el poder
desarrollar un sistena en dase a un solo wetodo, que cubsa todas las particufapidades de

otros netodos.

En el cap'itulo 11, explico nas detalladanente el mitodo d: Leverrier-Faddeeva, ¢l
pr i"'.u’:ipio en que se basa y de las ventajas que esta reporta para el sistena qie 52 pre-
tende desarcollar . En cuanto al n::todo de Newton-Raphson, lo uso como wetodo auxiliar
para caleular los valores v:«aran:ter'isticus del polinonia c«\racter:lsticu. 1 del correspan

.
diente analisis , son desarrollades los repectivos alqoritmos .

En el capimlu U1, descrito  las ideas basicas que ne llevan 3 conclurs que ol
m;tu«lu, tanbis':n, puede ser enpleado para cateular los vectorss cavecteristicos - conely
cion 2 1a que tanbien llego Faddeea , e¢i cual no da una d:scripci;n nuy detallada®!-,

, .
tste capitulo resulta ser muy ingortante , pues co

siderd e es la parte angitar
para desarrollar un sistent mas solido | que responda indistintanente a las particulari-

dades de uno u otro problena , expresade a travis de nodelus mabriciales de orden w .,

En el up;tuln 1V , desarrello , en base a los actdos plavteados |, el alquritno y
el prograra para procesae sistemas de ecuaciones lineales | yue proporcivee los sigaina-

tes productos @

.
~Polinonio caracteristicn. peyy = o v b 000

3 [ T L L

SR

—Lla matriz adjumta | e

—EI deterninanle del sistem . peTcn> .
—la matriz inversa | -

—1la matriz unitaria ; producto de A

_los valores caracteristitos . Molareeerly

—Los wectores caracteristicos. U‘,Ua,.,.,UN



Finalwente , debido a 1a inmportancia y los resulfados que se obtienen del w’ztndu, )
muestran algunas a'mas del conocinients ( cap;tulo )} en donde se aplica el u.:mdo, sin

profundizar en el planteamients de los ejenplos .

Se concluye con una breve discusion sobre las venta jas y desventajas del retodo yel

logre que este representa en la solucion espectral de problemas que - lo requiren,
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CONCEPTQS GENERALES

El objetiw fe este cap;tulu es presentar algunos conceptos dasicos del ;lgehra ele-
nental *, slgebra lineal y ;lgebra matricial | que seran utilizados en  los’ cay'imlos

subsecuentes |

54 SISTOVS aLGERRalces .

Definicion ( Grupo ).~ Un grupe g es un sistema algebraico con uma npemcit'm

biraria , lacval cunple con ©

- hsoclatividad | ¢yeyd>z= wcyz> Mratodoxyze g
- Existe el elerento de identidad 5 o =01 = para toda x £s

- Existe el elenento inverso fal que @ x-1x=xex-t=1 -

Deinicion ¢ Campo}.~ Un canpo es un sistema = de elesentos |, cerrados dajo “dos

dncas operaciones binarias , def inidas por la suma y producto , tal que !

i) bajo la suma , g es un grupo convutativo cuyo elemento de identidad
esel B ; )
i) hajo 12 mltipncacin'm , los elenentos dibiere\\tes da cero forwan un
grupo comutative,
iii) para anbas operaciones , las leyes de distritutividad contieven :

aCb+clr=ab + ac



Definici:m Canitlo ) .- Es un sistena alyebraico # =<8, ., ¢ ) cob dos
operaciones { +y v ) si
i Es un grapo abeliamo bajo Ia +;

1) B un nowide abzli2no bejo o , {al gue s werilican [as siguientes peopieda-

des
a.~ CERRADIRA aed o 8; aed): §,
b.= ASoCIATIVA (atblrezarrel;

faebrsc=aethber)

c.- EXISTENCIA DEL ELEMENTO IDENTIDAD A ¢B=3+a=-a ;aefzleaza -

d- IXISTNCIA DEL ELEMENTO INVERSO o ¢ (-ad = (-a) 4 a =@

ae g7t a” ey 31
e.~ COMMUTAT Y T2AD atbzbra, ceh:bea
iti} ¢ satisface la ley de *
- DISTRIBUTIVIND as tbe)=ael . ae

HEN

1.2 ESFACIOS VECTORIALES .

fef inicion (Weotor) .- Un westur es segnento rectilines orientedo y caracteriza-
do por el rodulo R direc»:ién , sentido g punte de aplicaci\;n .

El m')dulo corcesponde o la lomgitud del seqrento, y la diceccion es la reclaq la
que pertenece, El seatido, quéda detarminads en funcion del punto de inicio y el punto

fiual . Por &ltino, el punto de aplicncién &s el punio de origen.

Defiuicl'('m {Espicio Vectorial). Un espacie vectovial lineal ¢ de dlnensi:m o, o
finido sobre un mpo i.—, és una maleccion de elenentus | lomados vectoves , tal que -dus
vectores x , y ¢ u deterninan un welor x .y €ono swa , Y que cualquier vestor w
¢ u Y cualquier escalar o, . = deterninan un producto escalar ¢ wx ¢ u , Y cunple

con las propiedades de canpo . R



SUBESPACIOS .~ Un subconjunta 4 “del espacio wectorial y con operaciames de
suma y producto por un escalar forma un cubespacic wectorial si @

a}.- ¥y, pertenecan &y | entonc2s | la suma tanbien pertenece a 4y

D).~ Bara toda ¢ que pertanece 3 gy o perionEsta A |, OWWONCES | g wy pESAC
nece A 4y

Es decir . cunple con la propiedad de la cerradura Bajo las operaciones de suna y

producto ascalar .

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIN DE UECTORES.
Def infcion (Cosbinacien lineal).~  Si x‘.x._,...'.'x" perierecen A 45 y son

n-vectores , ewtonces , el vector B4, b KX, cue b 4K,

se lz llana conbinacion lineal d2 los vectores w ., L%, con tos coeficientes o

escalares ¢ e ,...,G. ¢ F

Si al nenos uno de los escalapes o | 25 distinto de cero , tal conbimanion sz dice

Cque vo es feivial | g que s tatalidad de estas conbinaciones gewera el

propio subespa-

cla de 4y

Definicion (Independencia lireal).- Un conjunto de vectores x ' es linealmente inde-

pendiente ( sobre F ) si ysolo si @ s

c.wx,z=@  entonces

c. = @ para-todai.

En caso contrario se dice que son linealrente dependientes .
Definicion (Bases}.- Un conjunte p=¢ x,, . ,.. X de vectores de un conjun-
to ¢ , se dice que es uma base del conjunto o , si p es linealmemte independiente y

,
si cualquier vector ¢ puede expresarse como combinacion lineal de los vectores p



D2 Jo.awterior se considera wque la dimension de un espacie vectorial ¢ es el

winera de vectores linealnante independientes siendo H la dinensi(’m del BV |

al.~ N vectares X, linealnente independientes constitugen una base en gy .
b).~ Si yx es un subespicio de yr , entonces ©
: Boaim ub ¢ dim Ut Y
St dim UF = Qim ueenloces K= N

DeFinicion (Producte interno).- Sean Xom O xgeenn> Y

¥ = QUMY veclores, entances

se def'ine el producto interns de dos vectores ¢ y o, que perlenecen a ¢, come !

NI =oe 0 8, ¢ 30U, ¢l b 30U,

" Definicion (Espacio euclideano) .~ un espacio vectorial euslideano (EU) se del Ire

cona ua espacio wectarial | en donde esb; definido e} products interno y cusple con *

R T S P T LTI

R 2.0 xey = e u b e v o euy
respect jvarente,

1.3 MIRICES. ¥ DETERMINATES,
Se Hana malriz rengl;m al vector dispuesto horizontaimente :
Ax=Ca,, , R ) a“J .

" ¥ la mairiz columna es el vector ordenado verticalmente @
hatT]



Detinicién(l\atriz Y.- e matriz se defive como un arreglo de vectores

" de w-vectores renglon y n-vectores columa !

Ry Rz Ry - azu(
A= 3 R 3y, © B
tant Buz Buz oo '
t— —

Te aqu:l en adelante | toda matriz ser; denctada por wea letea nay;lscula ta oy yles
. elementos que contenga | seraa referenciados por uma letra atoscula swbintizada a,

para indicar en‘que renglon 1y columna se encuentra tal elemento .

MOMENCLATURA DE MATRICES ™'

- Matvices cuadradas .- Una natriz cuadrada es aquella que pasee n-vectores rehglz’m
y w-vectores colunna , y los elenentos a,, con i = j forman wma diagenal principl.
Solo estas. matrices tienen asociado un escalar [lamado detesninante , ¥ sk denonima

matriz wo simular cuando el deteeninante asociado a ella es distinto de cers.

- fatpiz triagular suparior . Fs ura matriz ciadrada | la cual se caracteniza por

que sus elénen{os*a” son’ iquales a cero cuando iY§ , y cuando i(j dichos elementas

son distiniss de cero.

- Matriz trianquiar ioferior .- Es una matriz cuadrada , ia cval se caracleriza por

que sus elementos a,, Son cers cuando (], y coando ij dichos elementos son distintos

de cera.
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= Matriz triangular diagomal .~ Es una matriz cuadrada cuyos Cmil:os elenentas distin
tos de cero , se localizan en la diagomal principal . Es decir , si i = j , entonces

a,, o distinto de cero .

- Matriz triangular escalar .- Es uma matriz diagenal especial , si todes los ele-

mentos de la diagonal principal son iguales .

- Natriz sinétrica - Una matriz es siu;h-ica si los elerentos sinétricanente coloca

dos respecto a la diagonal principal son iguales. Es decir, a,=a, KR toda i, .

- Matriz antis lnt:.trica.- Una matriz cuadrada es anlisin;ttlca si para todo {,jse

tiene que a,= —ay, Y todos los elementos de la diagonal principal con iguales a
Cero.

- Matriz mla - Es uma matriz cuyos elementos son iguales a cero |, y se denota por

0 . Dbicha matriz puede ser rectanqular o cuadrada y representa al elemento identidad
en la suma de patrices.

- Submatriz .~ Una submatriz esta formada por n - k renglanes y m - p columnas . Es

decir , sola se toman algunos renglones y coluamas .

- Rango de matrices . El ramjo ,. de una matriz ds orden (n,m) esta deterninado por
el orden de l1a mayor submatriz wo singular que se pueda obtener de la matriz q .

El rango indica el numero de vectores renglones /o columnas linealmente independientes,

Si um mtriz cudrada a de oden (n), y el rango colincide con el orden
entonces , los vectores que la forman son linealmente independientes . Pero si el rango
€S menor que ¢l orden , entonces , esto indica que existe dependencia lineal entre los

vectores que la forman . -
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PROP [EDADES ELEMINTALES DE LAS MATRICES.

).~ Propiedades de la suma de matrices y producto por un escalar.

Sean o 4 g pairices de orden (n) | delinidas sobre en un campa w , fue cumplen
con las siguientes propiedades
1.~CERRADURA © S1 A y B Son matrices | entonces |, qp ¢ ¥,
2.-AS0CTATIVIDAD:
3.-CORUTATIVIDAR:

4.-ELEMINT0 [DENTIDAD:

CA+B>+C = A+C(B+C>
A+B = B+AR
A+OC = O*«A = A
S.~LA CERRADURA : 8i o ¢ & Y - es uma matriz , eatonces ©
c'a ¢ F .
. b.-ASOCIATIVIDAD DE ESCALARES | Ceq maon >

= Cec*hrwn
7.~DISTRIBUTIVIDAD DEL PRODUCTO POR UN ESCALAR SOBRE L SUlw DE MATRICES :
ct*CABI = CctA ¢ o'l

B.-DISTRIBUTIVIDAD RESPECTO AL PRODUCTO DE ESCALARES @
} Cetbd>A= cen + b%a
9.-ELDMENTO IDENTIDAD DEL PROINCTC © sea y umna matelz de identidad definida sobee
un camps ¢ , entonces yeq=gq -
B).- Propiedades del producto de mateices.

1.- En geveral no es commtalive peg es diferente de gog -

2.~ Is asociativo ¢ qepsec = AecBeC> -

3.- Is distributive aecpacs= asp + ‘A -
4.~ Existe 21 elesento neutro:
- la matriz de identidad y de arden (nm}.
si g es un matriz de orden ) | se ample @2 ey =1ea=n
si q es una matriz de orden (1) , se cunple’ que qex =g , PEID 1oqn
no esta definido .
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€.- Propiedades de la transpusicion de matrices!

1-.— ¢AanH? = n

2.~ Cec*na>’ = g2A’
3.~ <a+B>T = A’+n’
4.— <a*'B>’ = B’

D.- POTINCIA DE UNA MATRIZ .- La potencia de una ratriz es el resuliado de mulli-
plicar una matriz por si nisma mveces: po=neneqensne,_ en ’
Respecto a las potencias naturales de una matriz debe tenerse en cuenta los siguinn

tes puntas ¢ i) ges= 1 ;i) una matriz periodica de periodo n cuxple q'ué ‘ar=a-

E~ . 8i q 4 p sou dos matrices cuadradas no singulares de orden (n} ; tal que el

prodicts qeg=pea=1 . st dice qte g es la inwrsa o U se eseribe -1 .

Propiedades de la mateiz inversa.

’

1.- -1 es unica.

2~ ¢a-t>' = a

3.~ Sea g nateiz no simglar © cqemy -tz g -teg-!

1-8ea ¢ ; F y o &s diferente de cero : (c.n)-s=£.n-x
c

5.- Sea o natriz no singelar ! geg-tzp-ta=1

F .~ Porpiedades de equivalencia para fnversion de matrices.

1.~ Transformaciones por operaciones elenentalest?? :

2.- Calculo de la adjunta,



Para el pirner caso , tales operaciones elementales pueden efectuarse tanto en vecto

. res rg\\glan coma en veclores colunna . Para ello se distinguen 3 tipos de eperaciones ©

a.~ Intercanbio de renglones .
“bo Producto de un escalar o |, diferente de cero , por up rewjlé\i i

c.- Suna de rengloves .

1.3.1 TEOREMA,- Si una secuencia de apecaciones elmentales, en los rengloves, transfornan

a g en g, lanisna secuencia transforma a ¢ #n g -1 .

1.3.2 TEOREHA.- Si una secuencia [inita de operaciones elenentales , en los rengloves |
transfarma a o en g, y construinos la supermateiz ¢, x> , 1A nism secvercia

transforna a dicla natrizen ¢ 1 a4ty -

De acuerdo a estos ieovemas, se tiene que nediante operaciones elenentales se yuade
calowlar -, sienpre y cuando 2l eango de o s2a igual al onden de la nisma matriz,

indicando asi fue es ura natriz vo singulae | con w-vectores livealmentz independientes.

Tefinicion (Deterninante) .~ Bl deteminante es una funcion cuyo deninie es el conjis

- {0 de las matvices cuadradas y su imagen esta en los reales y se define como ©

= .
DETCA>=a, %, ,+a, . %G +...+a o,

Donde el cofactor de , s _q t1sd) denatado cono o Y
W M ! 1

M, © el deterninate de la matriz que queda de eliminar el rengion y columma donde se

encuentra el elenento a, *
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_ cofactores de q 7y sea 1 1o matriz transpuesta de ¢ , la cusl

CADJUNTA DE A denotada por ey o

.. es-igual a cero si k es diferente de

ADJUNTA £ (MUERSA DE L MATRIZ.112!

Def inicion Uateiz adjunta}.- Sea q ana mateiz de orden G}, o ' elenento de o

dafinidos en a0 compe g . Sea o e cofactnr del elementa a,¥c la nalriz de

recihlr:} el vonbre

L34 TERIMA- Si el prTca>sr=rcaren U

siel pprea> o5 diferente de coro |, entonces -
i

n-t ———e
DETCAD>

T<Ad>

De aqui qua el prodacis perc ay €s-una matriz diagoaal con los elamentas diagom-
les iguales al determinante de o .

- En otres palabras se debe veeificer gue ¢ qercpa>=DETCa>er » Donde el

_elenento ded k-isinn rengl-;u 4y j—ésina colunna del producty @

D=psct O diew

o 1

aushagtey 5

w1z
L]
-
a

U x T

j ,eigal al pprca> Sikj. En foma
seme jante |, el elenento en el Jésino rengl:m y k-esima colunm del producio :

D=Cisa 0 bien

el cual es , tanbien , igual a cero cuando j es diferente de k e igual al peTcas
si jes iyuala k.
Te esta forma se concluye que si el pgyca> &s diferente de cero |, entonces:

LY
A = ————— s TCAD>
DPETCA>



TRAZA OE BATRICES . '

“Definicion € Traza ).~ La suma de las rq%ces de pey se llam TRAZADE g yse

N . n
desigma cond !  TRca> =2

i

l\.

Def inicion- .- el producto de las raices lel polinonio caractaristicn de A es igual

al deterninante de o @ 4 o '\, =DETCA>
N y

3

) ¢
la traza dg q es , tambien , iqual a la'suma de los eleneatos diagovales de q

TRCAD

PROPIEDADES DE LA TRAZA DE 4

1.-TR<A+B>=TRCA>+TRCE>
2.—-TRCO'AY> =c*TRCAD
3.~TRCAMB> =TRCBWA)D
4a_.-TRCA’> =TRCAD
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1.4 PROPIEDADES ESPECIRALES DE MarRicEe’?
Las propiedades espectrales de natrices de orden (n), se distinguen tres fundanen-
talnente ! polinonio | valores y vectores caracteristicos los cuales son descritos a —

continuacion y se constitugen cend wn leaento inportante en este trabajo de te

1.4.1 TZ0REMA .- El escalar , es un valor caracteristico de la natriz A Ssiy sl si

<A — 13 tsum natrizsingular , es decir 1 54 DETC(A-,1>=@.

El deterainantz | 7o es mas que un polinenio de grado wen | |, Hamado POLINCMID

'
. .

CARRCYERISTICO DE o , cuyas vaices proporcionan los paranetros . Suscados . la mustity
sion de los valores caracteristicos (raicss) anelsistema ! (peo.19x=w , porni-

te calcular los vectores caracteristicos.
k3 ' M
Definicion (vector cavacteristical.~ B3 un wector diferentz de cerc
,

al aplicarle la transsformacion o, y—p y e5 igRala Hyx | &

23 an 238}
las !lanado valor camcéeri:ti:o d 1o trancformacion T, talque !t Ler s ok, sem
para algx‘m vector o diferente de cero . Un vector o valor caractaristico dz wna maseiz
cuadrada o es correspondiente a wn vector (del conjunto de wectores) !
X2 €3, 135000003, > tal que pax= yox
¥ al conjunto de tedes los valores camateristicas de T €5 llanade SSPECTRO.
Un valor caracteristico , recibe el apelativo de degenerado si corresponde a una

raiz aultiple del polivonio caractaristico . # la multiplicidad de esta raiz sc 12 desiy

' .
na cono orden de degaveracion del valor caracteristics correspondients .

Una matriz cuyo espectro no sea Jdegenerado se llama estructura sinple . fe acuerdo a

'
lo anterior , las caracteristicas de una mafriz | esta puede clasificarse cn @

1) Delinidas positivas, sienpre y cuando la parte real de la raiz sea mayor a cero.
2) Befinidas no ncyativas, cuando la parte real de la raiz sea mayor o iqual & caro.

3) Definidas nemativas y no positivas , es decir, tengam propiedades opuestas a las ’



anteriores,

4) Yo definidas , si no clasifican en los apartados antericres .

'
Si ce estudia , para el conjunto de valores cavacteristicos ¢ de uma

Apatprereato

matriz o Je orden n , 1a resolucion de los zistenac honogeness @ ¢p—y1> % =@ QU@

rogorcionan o3 vectores propios |, pueden distinguisze los siguiantas cases ©
prop propios , g g
a).- El walan caracteristica no es degenerade . Ez decir |, la Jeterninacion de los
elenentos 5, exige la busqueda de a-incognitas ; ya que p 2s decrdenny el
DETcA-.1>=a 4 2 cadicion jara daterainar . en funcion de un
paranciio 88 ' RAMCA~- Id>=n—d1
En'caso de que no se cunpla esta condicion | el vector x we podea Jeterninar-

se debidanentz.

).~ £} walor caracteristico degenerado deordenn é n. %2 que lhe encw

a-vectores linealnente indeperdientes cono ninimo para completar la base carac
teristica , seran wecesarios n-paranetros , &5 decie !
AANMLA— Id>=n—mn
'

Ea caso contrario no pedra ser completada la Sase cavscteristica.

' . '
¢).- los valores caracteristicos dz uma matpiz sinetrica son {odos muneres reales.

835§

es naitarias son tedos iguales a (1)

d3.- 1oz valeres caracleristic

e).- i 4 es una mateiz antisinetrica, entonces, fodes les valares caracteristicos
son inmaginarios puros.

1.~ Sea  uma matriz de ordenn, o un escalar, Y ¢ p- 13 x=u@ - Los valores

carateristicos de la matriz . son ¢ u los vectores permanecen invariantes,

en deGir 1 xCaX> = €2A> X =dE1XD = Cad X



[

W

-

Del punta anterior se desprende la idea de que los vectares caracteristicos
quedan indefinidos en un factor escalar multiplicativo. Sea . un escalar

diferente de cero, del inciso [ se tiene !
£CAX> =CLD> X
o bien ,
LCAXD =1CL XD
la indeterminacion del factor ¢ puede owitirse si se normalizan siempre los

vectores caracteristicos.

Sea o una matriz de arden y S espectra, Sup('mgase que o sea de
estructura sinple y el conjunto de dichos vectores caracteristicos es lineal-
nente Independiente , entonces , diche canjunto de vectores recibe el nombre
de BASE CARACTERISTICA. '

. ,
.~ Los vectores caracteristicos asociados & los valores caracteristicos degenera

dos , generan un subespacio vectorial de dirension xqual al orden de degenera
mon por consecuencia exushra una infinita agmpacinn de conjuntos de vecto

res camctenshcus aseciados Uease el inciso a .

En caso de ser posible de encontrar la  base cax-actenshca las ecuaciones
<A-), 13X 500 equivalentes a la ecuacmn nah-lcml en form cnapacta

AX:=X4 » dun&e DXt s 3> B8 la matriz base wacwrlstlca y

A=‘|:1i AL, hens 3D la matriz diagonal con los valores caracteristicos

sobre la diagonal principal. Y como las x, son linealmente independientes,

la matriz 3 es no-singular, y en consecuencia § x-1ax=a.

En ecte caso se dice que la matriz o es dlagonalizable. Y podra decires que

@ es equivalente a una matriz diagonal, en relacit.m a su base caracteristica.



k).~ Del inciso anterior se obtiene una propiedad muy  importante sobre las

mateices diagonizables, pues, pernite el caleulo de potencias. de matrices,

esto es ¢

si '
axX=Xx3

se tiene gue
A= XX

y puesto que
Aalx=xyf

resulta qua !
LEES £ b

.
- donde la matriz diagonal |, contiens los wilores caracteristicos, alevados

a la potencia p .

Las propiedades de los valores caracteristicos descritas hasta aqui, constituyen ‘un
elenento importante, put'as, de estas puede hacerse una interpretaci:m ras “clara de fos
resultados obtenidos mediante 1a inp]ant«\ch;n del sistema de procesaniento elestronico.
Por ejenplo, el factor escalar es lonado en cuenta en el problena de pi‘écesns estoca’sti-
tos al efectiar la normalizacion sobre los elenentos del correspondiente vector caracte-
rEf.ico , de tal forna que la sum de sus elementos sea iqual a 1; en otros problemas el
c;lculo de la base carat:ter;slicd estara correctaente. deterninada si se cumple con el

inciso a, o en su defecto los vesultados quedar;n Justil icados segllm los incisos b, i.

Por otra parte, aunque existen otros metodos para calcular las potencias de matrices,
el wetodo resuita adecuado para caleulae los elenentos que intervienen en la  peopiedad

del inciso k ( inplantach’m que no contenpla el sistena de procesaniento electronico),

Por |-lltino, el tener en cuenta el tipo de valores caracteristicos ( reales o tmgi- .

narics puros ) puede facilitar su iterpretaci:m en problemas ecnlc'ygicos‘



Tearicangnte , los valores caracteristicus de g se pueden obtener  encontrando las

,
, ,
n-raices del polinonio caracteristico y posterioraente , resolviendo el sistena liveal!
asociade ! ¢ A-y, T>X=0Q , S delerninan los vectores caracteristicos coreespomdizn

tes .

En cvanto al c.;lculn dal polivonio c(\rmter;sticn , este se obtiewe nediante la apli
cacion det tcorema de Ceyley-Hamilton , el cual resulta muy inportante para fa descrip-
ci;u del M;.todn de Levercier-Faddeeva, Rdeu;s, de 1a validez gencral el teorena depen

e la validez general del m'etndn de Leverrizr-Taddeeva .

1.5.2 TEGRENA DE CAYLEY-HAIILTON .

La idea de MATRIZ naci;) hacia la mitad de} siglo X1X . En 1853 , Syluester (nutep.;-
tico inglés) lmbia devonivade MATRICES a las tablas de constantes o fuw:iones, s
torde en 1853 Wiltian Rovan H. en un articulo “lineae and vecior funct fons” dio diver
sag propiedades de las formas lineales y utitizs el concepto de nateiz . Fn 1858 , Aethar
Cayley ‘h:) en un apt;culo "Herocie on the Theory of latrix ™ las bases .m)d&:r:-:f del el
culn natricial , oy esunciando asi o teorena qui lleva su nonbre :

Teorena de C&gleg-ﬂéniltun -

. . '
Toda matriz cuadrada es una raiz de su propia ecuacion caracteristica.

Sea g una matriz de orden (03 |y
FC1\2= DETCA—)2\I>= N+ c"_“,"" . n"_i_\"‘z et et e,

. .
SO\ by ge e shy raices de la funcion Fa al sustituir , por o se tiene:

FCar>=afre, Al re AT oA Ye I = @
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DEMOSTRACICN
aplicando el tearena 1.3.4 , se tiene
_DETCAIII=ANCAD .
aplicando esta fornala y reeaplazando g por (- x> f(natriz caracter'isticn)
se blele ! DETCA— I>01=CA-LTIDFCA=T> v
¥ 1a funcion del polinonia caracteristico se convierte en
CA—\IDICA-\I>=FCL> I
. donde las entradas de la mateiz ¢ q -1 > son poiiwnios lineales en , , cuyo gra-
do es cuando nas L . Cada elenents en la adjnta de ¢ -y 15 &s un cofactor tal
que esta adjunta ypueds escribirse cono una swm de w-pateices . Cada teraine invale-

cra una potencia de .

Es decir , la adjunta de ¢pq—y3» puede escridirse cono :

n=i
rCA—-:I>= T -'B
e o+

donde cada coef iciente es una matriz de onden u , con elesentos estalares .
B, ’ .

’ *
fiplicando esto a la ecuacion . se tiene
cavaive=rFan 1
ke T

que se puede poner en fa foma @

ca-\I

desarrollando *
AB,r A)B ¢ AVB ¢ Lt AVIB, B, - 2B - B, - .-, =
CYIYCATIC 2T vt G "I M

agrupando poe simas !
nz1 [ n=l
LY. = - rig = npy'e %
‘EGL AB, kl-:B\' B, AT _ac,\ T
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.
separando tersinas con v L, 2 !

n ot " L= N
SANB k_i\’( AB,—8B, >« B, = 'Y oki.lcl\ I +ae,1

.
despues , igualando los ternims de igual potencia e |

B, =" , \CAB-B>=c I ,
VCAB,~B >=e 3L . L, MiCAR,  —B, =0, T,

AB,=c,T

susti!.uye‘lklu en €ada | por la matriz o , simplificando *

se abtieve : —avm =A% .
-

~“atp, =aht1, .
-t A*B,—AB,=0 A ,

ACAB,—-B>=c,AI, a'm.—niE =
& 1

—nn-‘n o nh“
=, -

ez

AlCAB,~B >=c AT e s
2z ) b i “"Ba-;

= -_— - H-i
a*l<caR, -8B  d>=s A1, . Al =c T
o ®

AB=c 1

sunando los resuitados ¢
4% L= nzt y .
-AE, ¢+ LAYB, - &P B ot atie

conpletando termines ¢
" [ w1 Lo _
—a's, v a'B, K_zn B, ,—~8B, - LA'B, ,— AB= e

% " I
AT atee I

sinplificando terminos @ @ = Qe :E:ic‘g‘ 4+ c,1

10 CUAL DPOWESTRA EL TEOREMA .
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1.6. BXEUE'NSGJCIO{I DE METODOS PARR LA SOLUCION DEL PROBLEMA ESPECTRAL.

Algunos metodos enfocados & la solucion de problenas de valores y vectores caracte
ristiens , atienden ciertas pacticularidades ,p.e., en problemas discretos Jde equilibrio

. . .
dinanico , los cuales son expresados nediaate nodelos matreiciales de tipo sineteico .
) ,
Algunos petodos mas comuines , son ¢

~ Hx;todo ciclico de Jacabi;

- Hétudu de aproxonaciones sucesivag)

= Ketodo de Krylov;

- H::iodu de Danilevshy;

- Iiétudo de Rustishauser; .t
= Metoda de Hausholder y algoritna QL ; '

- ih;‘lndo de Samelvon;

Sin enbargo , eisten otros problemas planteadus a traves de nodelos matpiciales yue
o clasifican dentro de natrices singtricas y que requieren algoritmos especiales o bien
transl‘urnacién a matriz sinetrica. Lo que inplica una laboe que piede ser complicada y

extensa si se realiza nanualnents 0 requiere de un gran esfuerzo de programacion .

. ﬂ;emlighdo a Ia naturaleza de los u;.todos , estﬁs pueden clasif icarse dentro dé dos
: categor;as : . )
: - Hétodos pirectos.;
- H;todus iteratives;
Los n'atudus directos se distinguen por resalverse en un winera Fijo de pasos, sije-
‘tos solanente a ervores de redondeo . En tanto los metados iterativas , son.aguel tos que
se aproxisan a fa solucit;n , & base a una serie de repeticiones , de la nisma regla ana

litica , sobre los resuitados de wna repeticion anterioe €47,
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En la categor;a de n;to‘lus directos | se encuentran @
- Hétula de Keylov;
- Motodo de Dani levshy;
- stody de Sanuelsan.

En la cateqoria de metodos iteraties @

,

- Metodo ciclico de Jacodi;

- Hetodo de aproximaciones sucesivas ;
'

~ Hetoda de Austishauser;

- Matodo de Hausholder y algoritmo QL .

Es inportaniz hacer esta dis.l.incitlm , pues de ello depende  mininizar el efecto de

ervor de redondeo y el auaro total de operaciones en los calculos efectuados . Por otra

-parte, el nero Jde operaciones se ve incrementado al tener covexion directa con el welo

'
do de Gauss-Jordan pars inversion de mateices , el cnal es utilizado ew alguuos casos
N I3 v I3
para calcular el polinomio caracteristico o bien para calewlar &l vector caracteristico
X , )
asociado al sewar valor cacacteristen™ ¥ (netode de Jacobi y aproximaciones sucesivas,

respectivanente}.

,
En base a estas consideraciones , creo conveniente proponer wn netodo que elinine

.
todos estos inconvenientes y que ademas tenga un alto grado de eficiencia para no penler.

“la_ posibilidad de sisteutizacil;n . Por esta mismo propongo el metodo de Levercier-

Faddeeva, para resolver el problema de valores y vectores caracteristicos en funcion del

pol inonio wacteristim, que tanbien praporeiona - de manera alterna otros resullados

- nuy interesantes cono : el deterninante de la matriz , la matriz adjuata ‘y/o inversa .
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- DESCRIPCION ANALITICA DEL NETODO DE LEVERRIER-FADDEEVA

vCalcular l&s valnreé y wectores wacteristicm resulta , can frecuéncia , una fabor
rutinaria consideradla, Tan s:)la el calcular el Jdeternivante y oblener |a eciacion
caracteristica pueda ser un problema conplicale | segt'm o} mmare da variables que ‘inter
vengan | i ‘

De acuerdo a estas apreciaciones , es conveniente propercionar netodos  adecuados
para o perder 12 posidilidad de sistematizacion , conprension y objetividad . Es par
ello que, en este capitulo describo y amalizo el principio en que se basa el netodo
de LEVERRIER-FADDEEVR , desarrollado or el astronoeo fances Urdana Jian Jose Le Verrisp
(1811-1877) en 1842119

11.1 NETCDO DE LEVERRIER-FADDEEVR.1®?

Diche nétn..lo , aunque requiere de gran cantidal de operaciones | es conpletarente
general a particularidades de una u otea matriz y sirve especialnente para el G;]Ct_l
1o del polinonio caracteristico -

[1.1.1 PLANTEANIENTO DEL NETODO OE LE VERRIER.

Sea ! pevd=—a1¥ L - npNt - BE - L - B3
el polinomio caracteristico de la malriz n de orden () gy G odgeeeaidy las l‘aices
enire las cuales puede haber raices iguales . .

Por otra parts, la éplic‘;{:i{m de 1 Formla de Newton

Kh,=S,~ bS5, — b8, .— ...~ b,_ &,
- pueden ser caculados los coeficientes B Y para cacular tales coef icientes se utili
f
za la relacion @ B,=S,
§,;-5b, $;—S;:b =S5 h,
b'==—2—— » b,:——a—-.,--.
§,—S; ,b~...~5 b
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de la f(’)l‘lt(h de ¥euton .

. ,
su correspondiente polinomio caracteristico se caloulara como @

Tabien se tiene que el terning. (nd P

diente B, corresy de con el k-esino tl':rnlm
Nas aun , el terning independiente del polinoaio es igal al
deterninate del sistema | y a su vez el determinante se calcala cono

R ES T SVLIVCRNG T 2

es decir |, el products de las. rajees del polinoalo caracter%stica de n es fgual al

deterninante de p .

--Tenjendo en cuenta esto , el concepto de TRAZR de uma mateiz, sera de yran utilidad

Jebido a que 1a sum de las raices de pg o5 es iqual a la suma de los elementos de la
diagonal principal de fa matriz .
En otras palabras , se tiene que si el coeficiente del h'amino yh=t viene dado por !
TReA = a,, =} '
Sa%o TNy
esto suguiere que *

Wy o By
Th(a‘)—ki: = o8y
P .
es decir , la susa de valores caracteristicos elevados 2 1a R potencia es igual -2 Ja tra
za de o elevads a la X potencia .

For ejemplo :

Sea o uma matriz de orden (20, cuyos elementas son ©

£ |

POO=-1102 - by - B>

h,:s‘ »

$,~S b,
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Lo que se pretende , es encontrar las coeficientes 4,

en funcion de los valores
caracteristicos ', , que tambien se descanocen . Es par ello que se propone calcular la
TRAZA de cada potencia de q .

2
5! = TR(Q):ii'_:la”= 3+3=6

aze |13 12
T a2 13

§, = TRCA® = 13+13=26

sustituyendo las trazas @ -
b, = 6
2 -—
b o 2B-6¢<6> _
2

y sustituyendo en la runch;n del polinonio carac(er;shco-

PCI>= 1< 1-6)+52=2-61+5" ’
f ,
resolviendo , para encontrar las raices del polinomio caracteristico
LW=5 .0, =1

.
aplicando la ecuacion @ 8 4x =s,
; k=1
se tiene : S$,=5+1=6
§,=5*+1%=26

lo cual muestra que S, =TRCA

En veswnen , el coaputo se concreta a calcu]ds sucesivos de las potencias e Ay
despues se calculan sus trazas para aplicarlas en el sistema recurrente pmpuestu por
NEWTON , y obtener el correspondiente polinonio caracteristico .
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.

Calcular las n potenciss de n , para oblense sus trazas |, requiere un gran wnero
de operacioves y estn luce al netodo de leverrier mas laborioso que otros metodos . El

. P
nmwero de rultiplicaciones necesarias para cospletar el calculo es iguala @

Cn—12C2Zn*~2ni+n-+2>
2

Sin eabargo , la gencralidad del netodo es la venta ja nas fuerte ante otrus.

Esta nisna apreciaci('m , probablenente fue considerada por D. K. Faddesva (matenati-

€0 contenpor;nen) para proponer madif icaciones al netoda de Leverrier , el cual resune y
simplilica el c;lculu de los coelicientes del polinonio caracteristico . 4 aun mas | per

nite calcular la matriz inversa y los vectores caracter%sliws de la matriz .
11.1.2 HODIFICACIONES PROPUESIAS POR D. K. FADDEEVA.

La maestra Faddeeva, propoue que, en lugar de caleular la secuencia de potencias de

.
a, se caleule la secvencia g IR PP Y construida de Ja siguiente foroa ©

. «=TR(A> ; B =A-,I ,
B, , «,=TRCA,> , B;=a,—g, I ,

2

A=AB, . 4 =TR<A > , B =0, a,l
—— .
- .
Tal secuencia de fopeulas recucrentes son el resultado de .
=4, =TRCA>/L
b,=q,=TRCAD>/2

b =¢q,=TRCA >/N
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1a siguiente denostr.\cil;n da uma idea de la relaci:m que guardan dichas h'umlast

Sea h‘=s‘=i'__§1).,=i;1':la”=1'n<n> 5
S,=TR<Ak> s
AR,=A ; o =TRCAD ; B‘.:nl—q‘l 3
se pretende demastrar que b= a,= %TR(R“)
esdecir ! 108, -8, b,-8, B, m S By €15
o ;
utilizando las relaciones °
S, =TRCAM>= , s,  =TRA!> ..., JETHCOAD
sustituyendo esto en la (‘;mla ¢y’
‘__L_('rn(n'b-'rn( A%y n -TRCANZD D —...-'rﬁ(n)hu_,):-% TRCA,>

n
'
ahora |, desarrollando para el segundo miembro de la ecuacion !
vrimero:
A=A 3 g =TRCA) 3 B,=A —gq I 3

A,=AB,

1 i
qz=? TRC R2)=-;- TRCCACA g 13D

"

Y
=45~ TRC(A®™>— —— TR{4,A>

N

B,=A ,—a. I
A,=AB,

P 2 L s
‘l‘=—3— TR(R;):———TR( “BZ)="3—T3(“(ﬂzfqu ’?:

TRCACAB —q,I>>

" ull- m'h w

TRCACACA, ~q, I>~q,17)

il

TRCAT-q A% A

[A)
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A i M et . -
A== TRCAD == TROA g AV~ o AR, A

N =TRCA DITRCA*I-TRCy, A - -TRCa, ;A -TRC g, AD
Por otra parte , se tiene :

Nnb =TRCADTRCAND -TRCAN IR -~ TRCADD, - TRCAI b, ,

- igualawde ternivos de las ecuaciones (21 y (3) ¢

TRCAY> =TRCAM

“TROg ANI> = -TRCAY L,

STRCa, A2 = -TRCADR,,

“TRC, ,A> = -TRCAdD,

utilizando 1a propiedad asociativa de escalares : ‘
TRCA> =TRCA™

;q‘rncq“"> =‘-—TR(F\"")h‘
-vq,(_lTF(RZ)=—TR< Alb, .,

—a, ,TRCA> =—TRCAD D,

desyeJanda para los termings en ‘B oy o ¢

L T e R RTIEE MR N e it 51

1o que demuestra que la secvencia es walida y por lo tanto ©

b,~q =TRLADI/ D

<2

(kb
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[1,1,3 RESULTADOS SECUNDARIOS DEL METODO DE LEVERRIER-FADDEEWA.

Tasbien es inportante hacer nolar que B, =@ &s decir !
B,=A,—«, =08, ~a,I=0

la deaostraci;m es similar a la anterior | solo que en esle caso se desarrolla- para
nesima matriz B
B =R'—q A" —q,a"i- . L. —q,1=0
S8 A=A , ¢ =TRCA>/L , B=A —q,I
desarrollando para calcular las nésimas matrices g
A,=AB, . aq,=TRCA D> 2 ,

2-1
B,=R,~«,I = RB,~q, I = A’—gq A—q,l SO T AP AT

A,=AB, ., a,=TRCA,>/3 ,
By=A,—«, I =ACA—q R—q, 1> —a,I=R"a Ri-g A~q,I=

321
= - H 3
=Cfea, AT A

en yeneral |, el proceso para caleular las i-ésimas matrices de g consiste en calcular

las putancns de o presultiplicadas por la traza | entonces :

net
B,=<¢ }.'.n-q“_ arr+a” . 0>l

desarrollando e igualando a cero , para aplicar el teorma de Cagleg-!hnlllon se tiene ©
’ B=A'—o At '-q At L LLleqT = @
lo cual demuestra que'y - .
'Y consecusntements | este hecho meestra que :
si B,=A,~q,1=@ =A8, —a,I=@
entonces : qm, —q,x=@  despejindo la matriz inersa g-x-“'_ B,
es decir |, el utndn nrve hnbleu para mmtir satrices,
Por otra pn-ta, o1 munera do operaciones necesarias para cbtener los coeficienter
b, (incluyends el caléalo de la matriz |, )es iqgula: (r1n? " multiplicacianes.



32

11,2 ALGORITHO DE LEIVERRIER-FADDEEWR . -

El metodo de Leverrier-Faddeeva , para calcutar los coeficientes B, del polinomio

caracieristlm Fcy> , tonsiste en log siguientes pasos fundamentaimente :

1.~ El proceso intla can a=a ;
2.~ Bl caleslo de los coef iclentes de Pcy> o 58 realizan calenfande lo traz de
ta witriz | dlvidida entre la i-dsina Heravion: TRCA >
. ST 3
3.~ las sudsecuentes matrices ", se calculan como 2l . producto de-la matriz o por
la diferiencia de la matriz o, y el coeficiente 5,
, S © A, =ACA,~B I>.
A-partir de aqui , se eleclua un ciclaje para caleslar los  nrcoefiecientes dol
‘ polinoaio caracteristico,
OBSERACIONES :

t~ Szg\'m &l netodo A tasblen puede ser calenlada la matriz inversa como !

2.

ATl=CL B, B,
es decis, un ciclo antes de obtener el mesimo coef icients de pcyy> . lamtriz

a,, correspande & fa matpiz adjunla .

Dado que el coe{n:iente b, s xgual al deteﬂmnto de-la matriz , por la ﬁla-
- cion ncr( A>=DETCAD I , este es calculado por el netodo cono |
a=ACA, ~b, 1> 40 lo tanto ya no es necesario calcular la n—t'zs;n
traza ds A, ;B2 resunen el ciclaje se realiza en (n - 1) iteraciomes .

.. De acuerdo al resuen y a las observaciones precedsntes , el algar((uo sa liniti a

realizar tres operaciones pasicas ¢ i) Inicializar a =n;h’) Caleular el - coeficients

b, sili) Calcudar la siguiante matriz n, ., MO m-'“‘“x'h > gregresaral

Cpasa dl,

hasta completar (a - 1) ciclos



33

Una’ focea. mas detaliada del alyoritao de Leverrier-Faddeava inclulra las signientes

;iariahles H
Wvwariabltes
a
B
* RATRIZ-ABTINTA
PATRIC- INUERSA
P

DETERMINANIE
TRAZA

QRDEN-MATRIZ

]

DESCRIFCIOHN

MATRIZ DE [NSIRN0

MATRIZ CUE HARA LAS VECES DE &,
PATRIZ QUE ALICEWRA A
PWTRIZ INERSA DE A ,
UECTOR EN DONDE SERAM ALIWACRDOS LOS CORFICIRNTES b

1

DETERMINANTE DEL SISTEMY -

ES 1a SU™A DE L0S ELEMENTOS DE LA DIAGOMAL PRINCIPAL
a4 .
'

T0TAL DE RENGLONES ¥ COLIRNAS DE LA MATRIZ A

TUNCICH QUE DEVUELVE LA TRAZA DE LA #ATRIZ hx

Como ultima abservacion , el coeficiente de \« siempre es iqual a uno , entances ,el»

hriwr elemento del vector P sera uno ¢ P(1) =1.8
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ALGORITYD DE LEVERRIER-FADDEEVA.

QBJETIVO0 @ calcular 21 polinonia macter'isticn PCI>
la matriz adjunta rcm>
el deterwinante prren>;
la matriz jnversa g -t
JATOS DE BNTRADA : QRDEN-IRIZ , ELENENTOS DE LA MATRIZ A .
SO 1t INICIALIZAR peyr=1 . Y
B =a
PASO 2 ¢ PARN 1= 1,...,0RDEN-MATRIZ - 1  KACER desde el paso 2.1al 2,53
PSO 2.1 ¢ TRAZA = TRAD) /1 '
S0 2.2 ¢ BCI*1) = ~TRGA ;
PASO 2.3 1 PARA I = 1,...,ORDEN-MATRIZ HACER el paso 2.3.1 :
' PASO 2.3.1-1 BUJ,J1:BCI, J)-TRATA;
PASO 2.4 : ST | = (ORDEN-MATRIZ ~ 1) ENTGNCES hacer el paso 2.4.1 ¢
PASO 2.4.1 : MATRIZ-ADJMIA = B |
PASO 2.5 0 B = asB ;

BRSO 3 ¢ PUORDER-MATRIZ + 1) = -B(L,4) ;

PASO 4 © DETERMINATE = -B(L,1) ¢
PASO 5t IMPRINE : MATRIZ-ADJUNTA ;

(S0 6 © ST ABSC DETERMINARTE ) ) 8 ENTONCES hacer del paso 6.1al6.2:

PASO 6.1 ¢ MATRIZ-IWERSA = (1B/0ETERNINANTE)ATRIZ-ADINT 5
PAS0 6.2 ¢ INPRINE ¢ MATRIZ-IWERSA ‘
EN CASC CONTRARIO hacer a! paso 6.3 : .
7450 6.3 ¢ INPRUNE : "EL DETSRMINATE ES IGUAL A CERO °
Ny EXISTE MATRIZ' INUERSA"”,
BASO 7 1 INPRINE : * POLINOMIO CARNCTERISTICO : ™, ey > ..., PCM> -
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[1.3 ALGUNOS EJENPLOS D€ APLICRCION |
Hespm;: de explicar y analizar el setodo de Leverrier-faddeeva, cansiderenscs; ahora
alqunas aplicaciones mediante los siguientes ejemplos !

1.- Dada la siguiente natriz 4 de orden n =4

a.~ Calcular su correspondiente polinonio caracteristico .

b.- Calzular todas las x-ai'css, con el metodo de Newton-Raghson  doble .!ivi:i:;n

v .
sintztica (vease anexo A) .

c.~ {aleular sus respectives vectores caracteristicos .

Y O
i P
R R
!

2.~ Del ejercicia antericr |, nostrar que *
R

a.+ Il deterninante d2 A es igual al producta de los carréspundien s valores
caracteristicos |
b= tastrar que la matriz inverza (31 eaiste) se calcula cono ¢
L,
1,
c.~ Mostrar que B, =9, ~q 1 =18

"

Y an consecunaciy ATIA = Qe = |

3.~ Del Ejercicio 1 incisoc @
. )
a.~ Cual es la condicion necesaria para calcular el correspondiente vector

»
caracteristico 2.

.- Si-se a.plx'case el netodo de Leverrier-Faddeeva para calcular la matriz

adjunta de ¢ q—\1> , €} netodo lo peraite , por qué ?
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RESPUESTAS :
t.a .~ De acuerdo al netodo de leverrier-Faddesua , el polivoaio caracteristico s

obtiene I PO = 1M AN B ANTH L 4 b, s b

(

donde AL h TR ;bah - gl yyeweral DA 7 A8 con | t.

" -— —- -
-1 -8 7800 169 S8 - 17
hih s § -1t 54 - Ben —p 1|0 -%0 usE 4w
' to1 - ST e e 7om 12m
g 19 516 ’ 588 8448 23 -7IR

b =TR(A, )Y = -28/1 = -28 —
! 126080 8 8 )

3 -1 -2 -6 A48, = g o -meg
e 6w 3
R R B e 8 8  -126008

9 19 8t % b = -4B08AA/A= ~120088

sustitugendo en p ey

658 61 468 -126) pei> = -1% yt ¢ 207 - 79812 - 8068, + 120000)
369 312 -144 -188
L] 5852 =2 - 18] poy>= '+ 200 - 700\ - 8088), + 120008
’ -458 -168 1116 = 462

o
"~

= TR(A, )72 = 1480/2= 708

64 160 -1%
-388 -144 -188
52 <74 - 18
~168 1116 -2

B -b 1=

0 (6 S - 128
%08 MBS0 7448
h7 % 60 -1168 1598 1240
5408 . 44D 23789 aqt_a_]

bj: TRA, 1/3-24806/3-0008



- 1.b-.- Dado el polinomio caracteristico pcy> , dhora, sz calenlan  las raices
reales o coaplejas de T p o> = 2t 4 203 - 790\F - 8000y + 120600 : @
FO§, )
sea X, = (18.8 , 8.8 : -t
¢ LS SO
)
188,08, (B 080 (788, 8) (eled, B) (126084, @)
{18,8) ¢389 , 8) (4888 @) (-128868, 8)
(1,8) (38,8) (~88 , 8 (-12660, 8) 8, . FU, _))
(18,8) (488 ,8) (8 , @
(1,83 (48,8 t8 ,08) (-17898, 3} KL
=, n-08 e - 00 te,n
(~1288,0)
Error relative = (18,9} - (13,0} = ABSC (8,817 (18, 8D = (a ,8)
(19,8)
FX,_ )
sea X, 2 (308,88 ; X=X  -__
P
(-33.8 , 8.9) (1,8) (38,8 (-488 , 9) (-12800, B)
-39,8) (-8, 8 (1200, )
(18 ( 8,8 (498,00 (¢ 8,8 FQX, )
=38,8) (94, B) (15089 , )
(1,8) (-38,8) ( Sea, @) (15088 , 8) P

8,8
(15008,8)
Error relativo = (-38,8) - (-38,8)
(-38,8)

X, = (30, 8- = (-8,8) + (8,8) = (-3,8)

37

= ABSC (8,8) / (+38 , B)) = (B, 8)
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P,
sea ¥, = (28.8 , 8.8) HEE SRS S
Fi)
(288,88 (1,8 ( 8,8 (8 3

(B3 (488, 8)

e (By ( 8,8 LR,
(B2
o (88 P,
s, - cimm-en:am
us, o

Error velativo = (29,80 - ( 28,8) SABS( (8,0 /(78,9 =8, 8)

(28,8
UK, )
sea ¥, = (-20.8 ,8.8) ;X =%_, - _—
. PR,
(78,8, 08 || 1,8 (2,8
(-28,8)
1 a8 ¢em FX,_,)
(1,8 FK,._)
om0 Can-en:ean
: (1, ®
Error relativo = (-28,0) - ¢-28,9) | AU /0 1,80 =08,8)
€18

Ls raices del polinonio caracteristico son : \E10, 0, = 30, 8,220, 3,5 =29



1.c .Mediante transformaciones por operaciones elesentales

39

,se tleva a ta matriz

,
ca—1x> auna matriz triangular superior, para efectuar sustituciones hacia atrasy

calcular los respectivos vectores caracter isticos x, asocladus a cada -

[ -1 2 gl R,

_ 4 6 18 54 -Z24f..... R,

cn- o= EEBNE T B,
-9 -19 51 36f.c.eiieeiennd,

Intercambio: R .= R, : R, = R,

{1 -4 111—41111-1‘ 11.1—;]
b S 2| B 0 W BTl B @ 0 -8
-1 20 -6 | 8 8 74 182 | @ -1 6 a* ba <18 s a
-9 9 51 315 8 -8 68 _11! 8 -1 6 8 Lu !
Re o - BReoR: INTERCAMBI0 SEA X,= 1
Ry o— —AR4Rs Rz P %= b ;
B e 9RioRe §*j . L,

+ +-Faths X s1M4/182

W
~
L}

L '17as382 ., 6 , L , 3627182 37
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—
k(4

S S A 3 NUTONPIIN |
. . 6 6 -5 =24
ca-yoaseemy st L T S

-9 -19 51 ?ﬂ

Intercanbio:

1-9-4 r—l

Bi= R:; Ra= Ry

v 1 -9 -4
] 6 6 -5 -24{Z| 8 08 8 1t 3 1
¥ -1-27 -6 8 -33 386 112 ﬂ 8 7 '3
-9 -9 51 2 8 -18 -3 -8 a8 8 8 8
Rz ¢— =~ BRi Rz INTERCANBTO o
Re o <3R4 ReeRs SER Xy=70
Re 4—. IRieRs Rie—Re- =3
R: 8. IR;, Rs4—-38R:#R= ; %222
. R 17687 L=t .
-T. X, = £t ,-2 ,3 ,-—72T
7 -1
6 -24
- lxl)z(ﬂ-lﬁl) = 1 t
-9 -19 5t -4
—
Riq—ReRi | Rig—Ri+Ra ; Rig—B.5R,

L - o
1-18:-12° 'S 1 1 -12 5 1 18 -~12 5 1-18 -12
12327 W@’-!8 13 39 13218 1 3y 8.y 3
1 1 -33 -4 8 -9 -27 -8 g 8 0 @ 8 . 8-273

-9 -19-'.51 -4 B 71 -5 41 Lﬂ u 57 4_1_{ Lﬂ 4 8
R« ~1Ri*R: Rs IR +13R, INTERCABIO SEA X,= -1
By o -1R,*Rs : RieRe ; Reg-Rs : yoa.
R o SRk, Brg /130y i
. Ry q~71Rz*R3 D
- X=3.
JT.x, =€ 3 . -6 , -1 ,917

5
1
-30
8



a1

Fa -1 -z -d)
6 -3 5 ) .
cass,1>= 80 = l-l 1 -9 R, INTERGAMBIO
S99 51 Ml b B e
Rre 6Ri-Be ; Roe FioRs ; Ruq FRurRs
R 11-49—4‘_11494 11 49
82 <8zl 8 L-g7 9fc] 8 18 -9zt 1-m
948 48 B |8 -1 6 0 |8 8- -9 |0 8 -9
9 -18-29 5| | 8 -1 -39 fl g 8- -1l |8 8 8
;‘f“"ﬁ‘ Be—Beob g ey, SRS
s o140k, Rie— Bt Re  Rs _b9R %=t
Re o B.1R, ; :
%2z b 3
Wz ?.
WX, = £ 7 .6 .1 . =9 37

3

RATRIZ BASE CARRCTERISTICA :

3,718 .1,=-20 , )\ 220 , ),=-20

=
31182 v
16 3 3
-1 1 |18
9 & - -9
L Xy X Xy

2 -

_4
-9
I3

Rl
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Z.a El deterninante es igual al producta de'los valores caracteristivos |

LI 10, \,=7-38, 1,2 28, 5,2 =20 <1 18K(-30) 2BK(-20) )z 120066

pueste que h4= TRAL)/4= -1' (-170089) = 120898 , 1o cual swestra la igualdad.

2.%  La inversa de-d sa obliems ©

att= X

.
qNBn-‘ yenelfecto i g @, donde g se calouta coso

B=R, -l iqualando a cerc se -abtiene :

A, - «,1.= @ , leniensen cuenta que A=AB, , sustituyendo se tiene

- = prasaltiplicando por 1z saleiz inversa q-t
AB,  -qI=@ P A

-i=@ , despejando para -1

, lo cual daauestra que el setodo de Levarcier-Taddeeva invierte

matrices . En comceceencia A Az 1.
Z.c El edlculo de BN es tqual a cero , de acuerdo al teorena de Cayley-Hanilion :
B=0,-q,1=0

_utilizando el ejercicio anterior :

- - fd
-128683 @ 8 8.t -18888 -8 8 -3
8 - -128ee8 8 8 — 8 -120008 @ 8 —@1
8 8 -120888 8 8 a -126009 - 0
8 8 8 126688 ] 8 ] -1280080
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3.4 Para calcular los vectores caracteristices a partir de la matriz (- 1> es

necesario que e} rango de la natriz sea nenor que el onden de la mateiz, tal que :
CA—,IdTCA—\ I>=@.

’
3.0 Tuesto que la natriz dnveess de A secaloula como  poiz 2t L orens
DETCAD i

y puesto que , pae el netolo de Leverrier-Taddeeva , la matriz invecsa se calcula conol

‘\-1.:_%_; B, donde B, representa a la natriz adjunta jesto inplica que la
H

maleiz adjunla de ¢ q—; 15> puede ser calenlada por el netodo de Leverr ieo-Faddesoa.

De acuerdo al teorema 1.3,4 el deterninante se ohiene como @
DETCA> L=ATCAD

Sequado , en base al teovema 1.4.1 se liene

PETCA -yvr>=@ - b acuerdo a estos dos Leoranas |, se tiene qua !
DETCA -112=CA - IDTCA - 1) =0 (£
‘Puesto que , al calcular los vectores caracteristicos' se preteade encoatrar wn
vector y¢ diferente de'cero , tal que ‘cay1ax=@ « Dlado jque fa ecvacion (1)
cunple con dicha candicinn , entonces | esto suguiere que los vectores columa de la na-

- - ¥

< oteiz ad uata pueden ser utilizados como un vector caracteristico X, aseciado a un.va-
[ v

lop caracteristice | -
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DESARROLLY AWLITICO O Lo EXTENS10M DEL KETODO DE LEVERRIER-FADDERVA

C-1tl EXTENSION DEL METODG DE LEVERRIER-FADOEENA.

E} ub;ieuvn ae aste capitnlo , &3 presentar el corvespondients An;l(sis que paralte

caloular loy vectores caracteristicos a partic del netodn de Leverrier-Faddeeva,

Cono ya se ha mencionado antericrmente, la obtencion de dichos vectares puede [{egar
a reguerir de una gran cantidad de caleulos , depend fendo del u;todo upludn , yde los
Tresultados qua se desee obtever .

Sup"mgasu_q\te sg desea caleulae todos los vectores caracter%siicns g que-es utiliza-
da la !‘umnatrl;ial :(“_.\11))(‘ a - 7

{I1.1.1- PLANTEANIINTO .

Es decir | dada.uma matriz o de orden n , a cual es une matriz no singulary
P> 88 su plinoaio cuacter'isiico del cual todas sus raices N han sido calculadss
Se dasea v ahora |, calwlar sus correspm\d\entes wctores uncterlshcos a partir de

<a-— " 1»%,=@, “Hanada mateiz caractensnca. .

La dstarmlnacion de los elenentos X, exige 1a busqueda de n-incognitss . Puesto -
que o8 de orden n'g el D“—'T"“—M‘ >x,=@ , entoces la eodicion para dn;temi
nar las x, @ funcion de un parametro %, ©8 que el rango de la matriz caracteristica

sea igual a n-incognitas wenoe una | es decir :

RANCA-\IY?=n—-1 -

"Esta ‘significa que | por el hecha de existir um eouacion finealnante dependiente,

entorces | existe umk variable lilre a la cual pusde asign;rsela un walor arbitrario y

‘en Base a osta calcular el valor de las incognitas restantes .



fdeses |, por o} tearesa 1.3.4 ¢ LA1 se tienc :

DETCR.II=ZCA-VIIICANIDI=R

Por atra parte , se tiene que el weloda de Leverviee-Faddeeva Invierte natrices cono

ATz q-lﬂ
H

ot Pero como  ahora la mateiz es singular | o, ® igual a cero y por lo

tanta no existe la Inversa .

En otras palabras | o, 52 caleula como e A/ Ny yasiez, g se caleula

s
* cona a.=a'8,., donde o es la matriz caractzrisf.iua <A I>:

Atendiendo el hecho de que B,., representa a la mateiz adjntade cq\ 1>, -

entances se pusde escribir ©

AECA-IYB, =CA-I>ICA~1>=0 ) (F5)

’ i .
En pelacion a 1a farm ¢q— 1> x=@ , la relacion {1} suyiere que los veclores

columna son una soducion wo-trivial tal que satisface al sistema ¢q 13 x=z0 -

Dado que los uectom colunna de 1a matriz adjunta representan un vector caracteris-
lico , entonces. | el problems se reduce a calosiar fa matriz adjunta de ca-—-y1>

y para ello se utiliza el setodo de Levervier-Fadleeva .

© HI.1.3° RIPOTESIS.

Siel pETcanI>I=<AI>TcaT>=@ U n,  Miriz djnta con g
igual al:deterwinante ;. los cuales son calculadas por el metodo de  Leverrier-Faddesva

entorces ! pETCA-LI>=A,=CRIIP B, = CA-LAIITCA-LID=D -
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I11.1.3 DEMSTRACIOR

Tel metads de Leverrier-Faddeeva , este se basa en el caleulo de 1a secvencia de :

TRCAD
=

A A, claldas 0l g —an g (B =A a1 .
; d

i i-4 i

i
Donde ‘B, €8 fqual a la matriz de identidad, i =1,73,...0 .

Pnr. otra parte , se tiene que la matriz ad junta puede esceibirse cono una suma de

B

e d ey

matrices presultiplicadas por uma jatencia le | etk
T,
: e

Tande cada By, es caleulada por el nétcdu de Leverrier-faddeeva..

Por 2 hipr'»tesis , Se sabe que :

DETCA-, 1= A =A'D,_ =<A-,I>ICA-,12=8
Prinero , se demostrara que a'B, , 8 polinonio igual a cero ¢

am, _=zca—, 15 B
LT3} N [E R LI R b

. desarroliando para la suma @

. ! Ay n-2 n-3 2
A'E, SCA-L T30, In, By Bt B, 08B, B, >

L. 0

- o v -2 . =3 . ’ .
xRy ATAB N, ATE +a'B +

2
AT A8

o] f-1 n-2 3 2
TONING By Bty B B LB Y
= -2 2
=—),':1 0\: e a'-B> o_\': CA'B-B >0 CA'E, -804
WA'B, B, > 4 A,

sinplificando @
n_ o a-l n-2 3 2
= o, Ty e Ingy ol TG Ty, TeATH,

vdespejandn am, ¢

L n-1 n-2 3 2
@ = —Iey o, I6, w It e, Tega Ty, 1
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.
De acuerdn a la demostraciaw anterior |, se verilica que @

A=A'B, =CA-I>TCA-\I>=a -

¥ como o representa al teraino fwlependientz del polinomia caracteristico y adeaa's
W . A
o al deterninante del sistema, el cual se caleula por el metodo de Lavereier-Faddeeva como

2,=TRCA >/ n"

Tor la demstracian antarior n=8 W o tanto |, se eoncluye que :
% =TRCAD/N=DETCA—\I>=0.
CGH LO CUpL SE DRNUESTRN LA HIPOTESIS.

ULL4 COKILSIONES

s .
De acuerdo a la demostracion precedente |, la idea e utilizar “los veclores colurna

de la matriz adjinta de ¢ p—\ x> como veclores caracteristices , esta data por- el teo
rema 141 . ¥een vista de que la matriz adjunta puede caleularse por el n:atndn de
Leverrlér-Faddeava _ sin 1a peevia recesidad de saber si ia mateiz es singnlar o wo -,

S
hace al metodo completameite general 3 cualquier particularidad de wna u otva matriz,

For witim , se puede decir que el calenlar los oéntqrcs \:aracteristicos de matrices.
cuddradas ¢ dicha tarea cossiste -en caloular 13 matriz adjenta ¢a - 1> U en este. ..

caso , el metolo de Leverrier-Faddeeva resulta ser wy.adecuado para diche calealo,”



111.2  ALGORITO DE LA EXTENSION DEL WETODO DE LEVERRIER-FADDEEVA

Hasta aqﬁi , la descripcit'm de los algoritmos tispen objetivos particulares, primero
calcular el polinonio caracteristico y segundo resolverio , encontrande todos y cada
uno"de sus valores canacteristicos (ra.iceS) . Ahora , de acusrdo a toda la \eor;a desa-
rroilada , se elabora el correspondiente aigoritmo para calcular los vectares caracte-
ristimx utilizando como fuscion principal el algoritmo 11.2, el cual calcufa la watriz

adjuntade cp—y1>

Para calcular la matriz adjunta, los datos de entrada que requiere el algoriteo 11.2
son el orden de la matriz y los elementos de la matriz , que en este caso son caleula-
dos coma ¢ a-yI5 donde %, &8 el i-esino valor caractar;stico asociado a la

i-esima matrlz adjanta , y consecuentenente al i-esino vector caracter{slica %,

Confarme se calculan las matrices adjuntas de ¢ q— 13 , S¢ extrae on vector

columna que representa un vector canacteristico , el cual es iucluido en uma matriz

llanada Matriz Base Caracteristica,

El cnrmpnndiente algonu\o realiza las siguientes funcioves, para calcular los
vectores caracterlstlcos t 1) calcular la matriz uracunshu <cA-yI> i i) calew :
lar-1a - correspordiente matriz adjunta ; 1i{) imprinir la mtriz adjunta ; iv) farmar la

matriz bass con lo:_wctam uncterisﬂms ;3 @) imprinic la matriz bass .
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ALGORITNG DE LA EXTEMSION DEL METODO DE LDVERRIER-FADDEEVA .

0BJETIVC + caledlar los veclores caraeteristicos .
DATOS DE INTRADA © lus w-valures caracteristices |,

¢l orden de fa watriz , .

fa matriz oviginal A .

SALIDR ? Matplz Base coracteristics (Tormada por los’ vectores caracteristicos)
PASO & i PARA CAW 1 = 1 ..., ORDEN-WATRIZ WAGER de) paso 1.1 al 1.5
: PASO 1.1 - MC=q
PASG 1.2 ¢ Padh CADA J = 1, ... ORDIN-FATRIZ HACER el pasa 1.2.1
' PASD 1.Z.1 1 #CHJJINCL8,d1 - WALOR CARACTERISTICO(I] ;
PASO 1.3 T APLICAR 1 ALGORITHO DI LEVERRIER-FADDENA;
PASO 1.4 T-RIPRME @ " MAYRIZ CARACTERISTICR © * , ¢,
" WATRIZ ADJTA L MTRIZ-ADIMTA
Tas0 1.5 ¢ PARR CADR 'J =L ... ORDE-MATRIZ WACER el paso 1.5.1
PASO 3.5.1 ¢ MATRIZ-DASE [J,13 = MATRIZ-ADJUNTALS, 1);
PASO 2% MPRINE @ " MATRIZ BASE CARRCTERISTICA ™ , WAYRIZ-BASE:
PASO 3. TERMINA CALCULD DE UECTORES CARKCTERISTICOS .

» . -0 v
Por ulting , es necesario mencionar qee , si al calcalar los valores caracierislicos

estos estan definidos en el conpo de los Mineros conplejos , entonces es w:gésaria uti

lizar niin;tica “Complefa para calcular lo secuencia de o
van’ Ia matriz ad junta .
‘Las variables utilizadas en el algomtm sau !

B Y o Que proporcio

variables Aescripcidn

. MATRIZ CARACTERISTICA
MATRIZ ADTURTA ) HATREZ ADINTA DE ¢ o1 >
1,4 CONTADORES DE REMGLOKES ¥ COLUAS

URLOR-CARACTERISTICO VECTOR QUE CORTIENE 10S UALORES CARACYERISTICOS -
- MATRIZ-BASE MATRIZ QUE CONTIENE LOS VECTORES CARACYERISTICOS -
ORVEN-MATRIZ

WRERD TOTAL DE REMCLOMES ¥ COLPMWAS DE LA MATRIZ
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111.3  APLICACIONES
1.- Del ejercicio 1 . del capzltulo H, calcular los wectores caracteristicos apli=
candn el algoritno” T11.2 .

, d
a.~ Que diferencias se encuentran en los cesultalos abtenidos aqui 7.

Z.-Mostrae que cq—y 1>r<A—y, 13 =@ -

RESPUESTAS .

1.- Ea el gjercicio 1 del cap'itulo [T, los veclores caracteristicas Tuerdn caloula-
dos por aperacimmes elementales , sobre los renglones de la mateiz caracleristica. Rloea
se aplica el selodo de Leverrier-Fadleess para calcular la aatriz adjunta y extraer
el vector caractetisiicu de la i-€sima colunna . ‘

se2 | =10

A =R'=CA~}, 1) B,=Aa,—h I n2=n'n',v
-1 T -_ﬂ (& -1 -2 -6 P;u 44 -1808 2%
6 -2 54 -241 1 b 36 51 -24{ 47 -468 -1224 -S89
1 1 -39 -4 | 1 t 21 -41 |m®™ T2 -us -ﬂ
-9 -19 5 -_j i A [-_m =543 213% @2
n=—60 h,=-10008/2=-500
B,=A,~b.1 A.=A'B,

o as s 2a6] [ em w6z ez -tom)
4287 3 -1224 -SSR0 | 7280 9766 4683 3960

L TR A T 1280 549 12788 - 668
" |-638 541 213 582 |-ieseR 485D -7EZD 6860

Bb;= 36aB0VB-3=12080
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B,=A,—b,I

-3688 1628 -z340 ~l9§]
7208 -3248 4688 3%8
1288 -548 788 668
r_i%‘ﬂa 4868 -7828  -S94B

1.2 Te acuerdn al retodo de Leverrier-Taddesva , la matriz od junta esta dada por-el
la matriz B, e este caso es B, represenla’ dicha mabriz . Ixdrayendo una columna
p.e. la um , el vector caracterisiico es © [ -3688 , 7288 , 1289 , -18308] | ¢l cual

“es diferente , eh un wultiplo de 1260 a Jos resultados obienidos en el cap%tnln 1
-3,6,1,-9), locral s2 suluciona dieidiendo entre 1288 cada elencntn del vector
caracteristica (ubtenido de la matriz adjunlal. ¥ en general dividiendo por un facior
comait 2 los elensutos de cada colusm , e en la colunna dos el faclor es 548 en la
tres es 788 en la cuatro es 668 . Aplicando eslac sencillas operaciones |, la matriz
ad juita se reduce a !

E3 -3 -3 -3

B, = 6 6 6 &
i | A R S |
9 -9 -9 -9

2.~ E} contimar aplicando el retodo , para calealar el deterninante de ¢ q—_\1 >

el cual es , teoricamente | igqual a cerv :

A,=A'B,=08

7.1 @ -6 3 3 -3 3] ie '8 8.8
6 -24 54 -24| .. 6 6 6‘6=lﬂ 8 B 8
1:1-39 4 O T je 8 e @
5 -19 51 ~4 9 -9 -9 -3 I8 6 B 8

Consecuentenente @y, = TRCQ,>/4=B-4 : B,=R,—h Ic0-@I=0



CAPITULO IV
IMPLANTACION , DOCUMENTACION ¥

EVALUACION DEL METODO




cansidera conveniente presentar un esquema de trabajo .
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[HPLANTACION , DOCUNENTACION Y EVALUACION DEL WET0DO
RECAPITYLACIOM.

De la {eoria desarrollada hasta aqui , para explicar ol netodo da Leverrier-Taddesca

nanera gm;‘al + el abjetivo de este trabajo y la secuencia h;gica de com es desarro-

1lado el algoritmo para saluch;n espectral |

de alto nivel y presentar su respectiva docunentacion.

PRIMERO:

Il objetiva de la tesis es © El estudio y desarrolio analitico dal metodo da
Leverrier—Taddesva, - Describir sus meltiples alcances y contribuir con modifi
caciones que dasprenden otro u':todn para la abtencion de los vectares carac- '
tenstiws asi cono inplantar el algaritmo y sxsteu de pmcesamento ela.—

tmmm

.SEGUNDO1

El objetivo del sctodo de Leverrier-Faddeava es | proporcionar  saluciones a

. problems exprésadns a traoés- de modelos nte-;ﬁcos , especif icarente
wmatrices cuadradas . Mediante la aplica::h;n de las siguientes formalas de -
recurrencia : A,=AB,_ ,b=TRCA,> , B;=A —b 1 v

—_

féRCER D1

- Una vez caleuladas todas las raices h‘ del polinomio wu:taristim, a trawes
del netodo de NEWTON-RAPHSON (doble division sintetica) , se procede a —
calcular los correspond ientes vectores caracteristicos aphcmdn nuevanente
el wetodo do Leverrier-Faddeeva  sobre . matrices uudrulas , calasladas

COMO ¢a— 1)

8 traves el cual explico de

la iuy)antacit'm del misno'en un lenquaje
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CUARTO:

. Alcances del nétodu de leverrier-Faddeeva® son diversos , a trau:zs del u':lo.!o -
se puede calowlar
- fa matriz adjouta ;
- el deterninante del sistema;
. los coeficientes del polinowio macteristiw;
- matriz invex_'sa: _
- vectares caracteristicos X, ,asociados 2 los valores naracter:lslticus v -

QUINTO:

Funciones del algoritno! todas las funciones del algoritwo de leverpier-
Faddeeva pai; sdlucit'm espectral | son  efectuadas mediante la ap]icm:i:m de

las formulas de recurcencia , en base a la siyuiente secuewcia de resuliados!

- calcular los coef icientes del polinomio caracteristico , con y, —pRen.>

1

'

calcular 1a matriz adjunta a partir de @ B,.,=0,~b, 1

calcular el deterninante del sistena come © n=AB

si el deternimante de la matriz o es diferente de cero , eatonces @

efectue el c;!culo de la matriz inversa q-1-1p-'p

calealar los walores caracteristicos o @ traves del netode de NEMTON-

caleular la watriz adjunta de la matriz mactenstlca.; A—1I3 . Por
"l metodo de leverrier—Taldesva .

extraer la i~Esina columna de la matriz ad,\unu de ¢ n_.\-[) . pan‘
ser utilizado como vector caractenshcn

v= lnpruur resultades .
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SEXTO:

lnplantacir'm . en base al alyoritso propests es implantado , mediante al.q\'m
lenpuaje de progrmci;n de alto nivel, el correspondiente sistema para procesar

. .
Informacion expresadd a traves de mateices cuadradas | y presentar un

al problema ‘que representa .
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1¥.1 ALGORITNO DL LEVERRIER-FADDEEVA ¥ EXTENSION PARA SOLUCION ESPECTRAL

fntes de escribir el alqoriteo (completa) para procesar matrices cuadradas | es con-

veniente seccimar el algoritno de Leverriar-Faddesva (11.2) en dos procesos : del paso

~1al pass 1.3 currequnde al c;lculo de los coeficientes del polinomio uracier%slicn

© g mteiz adjunta adenas del deleramanu: del paso 4 al paso 7 carrespol\de al caleuto

de la matziz inversa | mprcsum del polinonio caracteristico

inpresion del deterninante .
fisi pués , ¢l algaritmo se divide en dos @
~"Algoritso de laverrier-Faddecva;
- flgoritso de depuracion .
El algoritmo de Newton-Raphson , permanece sin cambio algumo
" vitwo para calcular los vectores caracteristicas (111.2)

"ALGORITMO DE LEVERRIER-FADDEEWA.

OBIETIVO ‘calcular el pol inomio caracteristico peyy !
. la matriz adjunta reas;
el determinante pErca> -

DAtoS DE Bﬂkﬂm : arden. de la matriz, elenentos de 1a matriz .

PaS0 1% INICIALIZAR pe g >=a . g y’

lnpresmn de natnces e

, Al igual que el algo; ‘

PASO 2 1 PARA 1 =1,. ..,ORDDC MTRlZ -1 WCER desde el paso 2.1 al 2,573

PASG 2.1 ! TRAZA = TMRMBY /I ;
PASO 2.2 ¢ P(I+1) = -TRAZA ;

PASO 2.3 : PARA J = 1,...,ORDEN-MATRIZ HACER el paso 2.3.1 :

PASO 2.3.1 B{J,0)=B(J,J)-TRAZA;

- PASO 24181 1= (ORDBHM’Rlu -1 mmcm hacer el paso 2.4.1 ¢

PASO Z.4.1 : MATRIZ-ADIUNTA = B
PASC 2.5 : B = AeB
PASO 3 : PCORDEN-MATRIZ + 1) = ~B(1,1} :
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ALGORITO DE DEPURACION .

omnuo ¢ caleular la matriz inversa siy solo si es una mateiz o singular,
DATOS OE INTRADA © matriz adjinta , deterninante , palinonio caracteristica .
SALIdn ¢ determinante , matriz ad junta y/o inversa | polinomio caracteristica,
PASO 1 @ DETERMINATE = -B(L,1) ;
PASC 2 @ IMPRIME : MATRIZ-ADJUNTA
PS03 St @S( DETERRINGNTE ) > B ENTONCES hacer del paso 3.t al 3.2:

PASO 3.1 & MATRIZ-INVERSA = (1.8/DETERMINANTE)MHATRIZ-ADJUNIA ;

PASC 3.Z : IMPRIME : MATRIZ-INWERSA

EN CASO CONTRARIG hacer el paso 3.3 :
PASO 3.3 INPRINE @ "EL DETERMINANTE ES I6UAL A CERO ",
"N EXISTE MATRIZ lNUEBSﬁ",

PASO 4 : INPRIME : " POLINONIO CARCTERISTICO ™ , pcgn,....pcrd> -

ALGORITMO DE LEVERRIER-FADDEEVA PARA SOLUCION ESPECTRAL .

OBJETIVO : calewlar los coeficientes del polinoajo caracteristico ;
fa watriz adjunta ;
la matriz ‘inversa;
los valores caracteristicos;
los vectores caracteristicos.

DATOS DE ENTRADA © onden de la matriz , elementos de la matriz & .

PASO 1. LEE-DATOS DE ENTRADA ;

PASO 2  APLICAR @ ALGORETNO O LEVERRIER-FADDEEVA

PASO 3 5. APLICAR ¢ ALGORITNO DE DEPURACION ;

PASO 4 ¢ APLICAR @ ALGORITN DE NENTON-RAPHSON;

PASO'S : APLICAR © ALGORITHO DE VECTORES-CARGCTERISTICOS :
PASO & @ TERMINA PROCESOS . o
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V.2 IMPLANTACION Y DOCUMENTACICN.

fAntes de¢ pasar a la codificacion det algoritno desarroliado hasta - agui , considero
convenjente enamerar algunas razones por las cuales se debe. seleccionar nio u otro

lengua je de proqranacién Y pl;esentar la cormspoxidiente docwentagion del sistena.

1.- la computadora Jonde es desarrollado e iﬁstahdo el sistena |

2,- Bl lenyuaje de programcian con el que es desarrollado el sistena . Este puede
ser FORTRAN | ALGOL , PASCAL o algt'm otro tengua je de pro«;ramcir’m adecaado p.ax'a
realizar calealos numericos .

3.- Venta jas y desventa jas de uno u otro lenguaje de pmgramuéién.
4;- Conociniento del lenguaje a utilizar.

5.- Calidad de prese“h\cic'm .

.- Tortabilidad,

.= Estructural y awtodescriptivo,

Es - por ello que el algoritno de Leverrier-Faddeeva para solucion aspectral -, fue

codif icado en dos Ienguajes e prbgranaci«;n ( FORTRAN | PﬂSCﬂL) El prirers lo desarro

“1le en un equipa Burroughs 1608 ( vease apendu:e Ay el sequndo el una mcmt.unwtmlo
ra PC (conpahb!e con otros sistenas aperatives) en lenguaje PASCAL

" Con esta utilna inplantaci:m , son procesados  tndos los pmblws planteados an
el capltuln v, l‘anblen se ha obtenido um neJor calidad de presentacwn portadbilidad,

estracturacion 4 auto'lmcnpcmn .

la oersi;n en FORTRAN , n;s conpacta , queda para aguellos lectores - que prefieran

- programar en dicho lemjuaje , el cual espero les sea de utilidad .
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Par l'lltim , la docunentacit;n del sistema!2®) servira al lector como guia )Y r;pida
identificacion , del Tlujo de infornacion a traves del sistema . los elementos que com-

'
poven esta documentacion son :

- DIAGRANA GENERAL JERARQUICO . Su ebjelive es mostrar todos Tos wédulos que confor-
man el sistema . Este tipo de diagrams ez producto de la u'al:uica de rm;lisis
TOP-DOUN ( DE ARRIBA ABAJO).

~ DIAGRAW: GENERAL DE PROCESO . El pmpc:’lsita , de este diagrama , es nostrar el -

flujo de informacion a traves de entradas y salidas de cada nodula del sistena .

- DIAGRNG DE VARNIER . Presents wma relacion y referencia do los oodulos del
sistema’, que permite guiar al usuario directanente 2 la paqlna de referencm det

noduto del sistena en el listado del groygrama fuente.

~ LISTADO DEL FROGRAMA FURNIE . Em dicho listado se muestra la m\ificaci;n del sis-
temna en lenguaje de progranacién de alto nivel (PASCAL).



59 ’ . DIAGHAMA GENERAL JERARQUICO

]
£ b B B [ (o] (o] 2] o] o]

NMENCLATURA ¢
S— DY T
PRESS— )

DE MODULO D PROCEDINCIA_
——T . JRINTR0 D KIVEL OF oRIGRX

e

. Fig. 1 Sistens Leverrier-Taddeeva para Solucidn Lspectral.,
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DIAGRAMY DE  UARNIER
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1.2.4.0 INFRINE POLINOMIO CARRCTERISTICD +vvvvvivvseanrrs 71

1251 . 7

2.25.4 7

3.2.5.1 7

1.2:6.1 ®

1.3.12 CALGRA FECHA ACTUAL .vovivenenssihorencansss 65

2.3.0.2 CALOLA'LA HORA DEL DIA ACTRL .....ovoee e . 6

1.3.4.2 INERINE BATRICES +vvvoveoreeeireinerroneenennes 68
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DiAGRAMA GENERAL DE  PROCESO

ENTRADAS FPROCES O SALIDA
——————— ——————ewmmen.

o LECTURA DESPLIEGA
OF 1888 | SOLUCION
WATRICES 8.8, ESPYCTRAL

Fig. 2. Modulo yrincipal-drl sistema de Leverrier-Faddeeva,

DESPLIEGA
1.1.1.8 PORTADA DE
Aol PRESENTACION

Fig. 3, Modulg de presentacion de portada .

LECTURA MATRIZ
DE N oz GRIGINAL
- DATOS oAl \ DE ORDEM (M)

Fig. 4. Modulo de lectura de elementos de la watriz.

oM BN . T
DE ORBEN (N} 3.11.8

Fig, 5. Modulo de} método de Leverrier-Faddesva .

MATRIZ ADJUNTA
DETERMIIBIHTE

Fig. . Modula para talemlar 1a matriz inversa.

VALORES
CARACTERISTICOS /.

Fiy. 7. MWodulo para calcular 1os valores carnpter(sllqns.

POLINOMIO €,
MATRIZ  Ald

4.1.1.8 HATRIZ IMUERSA

POLINOMIO
CARACTERISTICO . 5.1.1.8

MATRIZ
ORIGINAL

VECTORES # - 6.1.1.8 j— P

Fig., 8. Hédulo»para seleccionar el calculoe de vectores carlc!..‘

* YECTORES
CARACTERISTICOS

TRIZ ORIGINAL)
“\UALORES cARACT .

7.1.1.0

Fig. 9. Wodulo para calcular los vectores caracteristices.



SINBOLOS DE DIAGRAMACICN

ASinhlvo‘s de dia:gfamic’vll para dispositivos de entrada salida (E/3).

ﬂ(“(@

m:lado (E; disco (E/S) impresora (S)
pantalla ($) : memoria principal
()

Otros sinbolos de diagramacion.

<> =

Proceso Bifarcacion Yineas d» conexicon

‘Fig. 1@ Siwbolos de diagramasitn.
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{METODRO DE LEVERRIER-FADDEEVA PARA SOLUCION ESPECTRAL

OBJETIVO 1+ CALCULAR £l POLINDMIO CARACTERISTICO )

FROGRAN MFPSE;
TYPE
MATRI Z
VECTOR
VALLOR_COMPLE)G1

vALOR_COMFPLEJOZ2

MENSATE
CADEMA
TITULOS
IHDICES
LETRAS

 CONST
TITULD : TITULOS

NUMERD_MAX T TERAC TONES

APROXIMACION
EFSILON

il

[

L]

El

4

LA MATRIZ ADJUNTA ;
Et. DETERMINANTE DEL SISTEMA;
LA MATRIZ INVERSA;
LA MATRIZ UNITARIA PARA CHECAR QUE
LA MATRIZ INVERSA HA SID0 CORRECTAMENTE CALCUILADA
LOS VALORES CARACTERISTICOS
LDS VECTORES CARACTERISTICOS
(FOR LA IZQUIERDA O POR LA DERECHA)

ARRAY (1..20,.1..20]1 OF RiiALy
ARRAY [1..201 OF REAL;
RECORD

a,bi tARRKRAY £1..20]1 OF REAL:
END 3
RECORD

c.di’ 2 reea

ENDz
STRIMNGIBOI;
STRINGILZ201;
ARRAYLL. . 191 . OF STRINGLAT);
Qo203

STRINGLICGT;

{"Metodo de Faddasva para Salnci"n Eapectral®
Matriz ORIGINAL del sistema o
TMatriz adjunta .. ieeiaeanaa
*Determinante dal sisterns
"Matriz inversa -
*Matriz uvnitaria del producto A¥ST (-1}, ....7
*El determiante es cero... Mo hay inversas .7
"Matriz Caracteristica ( A -~ al) ..
TMatriz Hermitiana «..-..00.
*Matriz Hemi-hrrmitiana ..
’Pelinomin Caracteristico
*Valaree Caracteristicos..
"Vectoras Caracteristicos
“Matriz Base Caracteristica........ ’
"Selucion X = AM(=1KB ... ’
*El orden de la matriz s : :

:
B

4w u e u e

*Error Relativo
*Epsilon de aproximacion @ . .
’ - Termina Metodo Faddeeva ...i.-..-

Coa e w N




{Variables globales ) 64

VAR - : .

: MATRIZ_ORTGINAL
MATRIZ_ B
MATRIZ_C
MATRIZ_RASE ,
MATRIZ_ADJIUNTA
POLINDMIO_CARACTERISTICO
[

PLT,
VALOR_CARACTERISTICO
VELTOR_D

coL,

REM,
ORDEN_MATRIZ
GRADD_POL.INGMIOD
N_RATZ
N_TERMINGS
TTERACIONES : INTEGER
VALOR_MAXIMO

. ERROR_RELATIVO
DETERMIMANTE
TRAZA
T1,d.K
RATZ_X
DATOS
LETRERO

»

MATR1Z

VALOR _COMFLEJOY
VECTOR;

e

REAL

IHDICES
YALOR_COMFLES
CADENA
HENSAJE

JnlY

e oo

" e s

N
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{OBJETIVD ' DE LA FUNCION : HACER UN LLAMADD AL SISTEMA PARA CONOCER LA
FECHA ACTUAL ,Y CALCULAR EL NOMBRE DEL. DIA
DE LA SEMANA, Y EL NOMBRE DEL. MESY

FUNCTION FECHA : LETRAS 3 (1.3.1.22
TYPE
REGISTROS = RECORD
AX, X, CX, DX, RP,51, DS,ES, FLAGG: INTEGER:
EMD; : .
IMDICES = O..b;

CONST
TOTAL_DIAS:ARRAYL L. (121 OF INTEGER =
131.28,531,340,
NOMBRE_MES: ARRAYL1.. 121 OF STRINGL1OI=
) CENERD? L CTFEBRERD” . "MARIOT P ARRIL” .
TMAYOT, T JUNIR JULIo” , rABosTa”,
PBEFTIEMRRE™ , ' DCTUDLRET , * MOV IENMBRET ,
. TDICIEMBRE® ) :
NOMBRE_DIAG: ARRAYEN. . &) OF STRIMGLS 1=
Otunes”  TMartes” , "Miercoles’ .’ Jusves’,
‘Miernes', "Sabado’ L’ Doningo ) :

30, B1,%1,50,31,30, T ;

VAR
REGISTRD REGISTROS 3
FMES, DTA STRINGC213
ANIQ STRINGEA1

AL, D
INDICE_1
INDICE_J

DX,CX ,%X_DIAS ., ERROF.
: TMTEGER;

- BEGSIN

REGISTRO.AX =52 SHL &
MSDOS (REGISTRA) 5
WITH REGISTRO DO
BEGIN

STRICK,AMTD); GTR(DX MDD 256 , DTA); STRIDK SHR 8 , MES);
EMD; i )
VAL (AN, A, ERROR)
VAL (MES  , M, ERROR)
VAL(DIA ,D.ERROR) 3
X_DIAS 1= O
IF (A~1900) = O THEN X_DIAS := X_DTAS + 1
ELSE  X_DIAS 1= (X&54(A<1900)} ¢ ((A=1501) DIV 4 + D:
FOR INDICE_J := ! TO t—1 DO

TN_DIAS t= X_DIAS + TOTAL_DIASCLINDICE JI:
FECHA: =NOMBRE_DIASEX_DIAS HOD 71 + *  *+DIA+ * , ® + NMOMEGRE_MESCMI +

* do T+ ANIO:

H

£END3
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{OBJETIVO DE LA FUNCION : REALIZAR LLAMADDS AL SISTEMA PARA INDICAR LA
. HORA DEL DIA ACTUALY

FUMCTION HORAS : LETRAS ; {2.3.1.2)
TYPE
REBISTROS = RECORD
AX,BX,CX,DX,0BP,DI,SI,DS,ES,FLAGS : INTEGER;:
END3z
VAR
CREGISTRO : REGISTROS:
AH, AL, CH, Cl.. DH: BYTE;
HORA, MINUTO . SEGUNDD: STRINGL2]:
PBEGIN
AR 1=s2C;3
REGISTRO.AX:=AH SHI. 8 + AL 3
INTR{$21,REGISTRO) 3
WITH REBISTRO DO
BEGIN
STR(CX SHR 8, HORA); STR(CX MOD I5&6 , MINUTO);
STR(DX SHR 8 ,SEGUNDD)
‘END;
HORAS 3= HORA + 7 :* MINUTO+’:’ +SEGUNDO
END}
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{0BJETIVO 3 INICIALIZAR A CERD CADA VARIABLE UTILIZADA DURANTE EL.'
PROCESQO DE EALCULDY

PROCEDURE. TMTCIALIZA_ARY
BEGIM
FOR T 2= 1 TO M DO

SLOS O ENTEGER 2 (1.2.2, 8

BEGIM
POLINOMIO _CARALTERIGTICO.A T11: N
FUL.THOM IO ARACTERISY P20, b C U

FLi.a 11

VALK CARA
FOR 3 :=
BEGTM
MATRTZ_ORIGIMALLI. I
CMATRIZ_G £1,a31
METRIZ_& Cr.dls

MATREZ _A
MATRIY_E

PAURITA £1,33z=
3 [1,33

{OBJETIVO : INTERUMPIR EL PROCESO DE CALCULO »  PARA UISQALIZAR L.OS
RESULTADOS PARLCIALES GQUE APARECEM. EN LA PANTALLAY

PROCED
REGIN
WRITELM;

WRITIZ 2 FARS COMT LR
REFEAT UNTIL KEVFRE
£MD;

CONGEL S _FaMTALLA: C2.4.1.17

2

« PULSE CUARLDNCTER TR e
n

(¥ QBJETIVO : DESPLEGAR MENSAJES Y RESULTADOS EN LA PANTALLA %)

PROCEDURE. MENGAJES (COLUMNA, REMGLON : [MTEGER : MSG: MEMSAJE)
BEG TN
GOTORY (COLUMNA, RENGION) 1
| WRUTELN(MGE) 3
ENDy :

5
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{0BJETIVO 1 DESPLEGAR EN PANTALLA LOS RESULTADOS PARCIALES

, OBTENIDOS A
TRAVES DE MATRICES )
PROCEDURE IMPRESIOM(VAR MATRIX : MATRIZ :; APUMTADOR : INTEGER):
VAR
11,Jd1: IHDICES;
PEGIN
CLRSCR;
MENSAJES (S, 1, LETRERD + * . * + HORAS + * Hra’):

MENSAJES 5, TITULOEAPUNTADDRT) ¢
-FOR Tt .:= 1 TO ORDENM_MATRIZ DO
BDEGIM
FOR J3 := 1 TO ORNDEN_MATRIZ DO
WRITEMATRIXCIL,J11:6:28, 7 " )
WRITELN
END:
WRITELN:
CONGELA_PANTALLA;

{OBJETIVO : LEER LOS CORRESPONDIENTES ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE

PRODUCTO?

FUNCTION ELEMEMTO : REAI:

VAR )
ERROR : IMTEGER: -
ELEMENTOL @ REAL;

BEGIN
REPEAT
ERROR 1 O3 GOTOXY (COL,REM ; DATAS := "7 3
READ (DATAS)

IF DATAS = 77 THEN
DATOS := DATOS + ~0.07;
VAL (COPY(DATOSG, 1, LEIIGTH"DAT(\S) ) LELEMENTO1 , ERROR) ¢
UNTIL ERROR =
ELEMENTO == EL TNTO1
CoL e= L.FNDTH(‘)AYDS) + 4 ¢ COL
END3

{OBJETIVO :
PROCEDURE LEE_MATRIZ ;

REM 1= 9 3

INSUMO

INTRODUCIR LOS ELEMENTOS A LA MATRIZ DE INSUMD—PRDDUCTD)‘

MENSAJES (13, A, * TECLEE . RENGLON POR REMGLON, LOS ‘ELEMEMTOS DE LA MATRIZ?)

FOR- 1 := 1 TU ORDEM_MATRIZ DO
BEGIN .
COL. 1= 1 ;REN:=REN+1s
FOR Jd 3= 1 TO ORDEN_MATRIZ DO
BEGIM
MATRIZ _ORIGINALLILJIY 2= ELEMENTD;

MATRIZ _BLI,Jd1 == MATR!Z ORIGINALLT,J1]
END

END
END;
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(UB-JETI‘)D’ : . DETERMIMAR EL TIPO DE MATRIZ A PROCESAR , Y ASIGNARLE
NOMBRE) :

DCﬁl)lJi?R TG _HATRY L
'S

HERMTITLAMS o HEM_HESR TTAMA 3 PRV

BEGIN
HEEPDT A \1 HFNTHTIHNH ER IR
oo b

=g

It MATRYZ ﬂ(#[(-f“ml ti. ll
D

CEATIRFL_RFd .17 THEN
T lﬁNi} 2w MUERCHT i 0

IR MAaTRLZ
!I

LLOSMNTRTY BEQ0. 11y THED
SEIR DI S HLTE (AN

PO o AMNMTIOFDEM MTRITY THER
TE LD _ORTIMSL, 1G s

=g
I PENML_HERMIT
TIERES IO

BELGE

PRESTION MATELZ _ORISTINAL T

[t S {FF]

COBJETIVO : EFECTUAR EL PRAODUCTD DE MATRICES 2

TR

PORT TFL T2A_METRT

na
on

L 0 DM _M&TRIZT G0
METRTI_CU 1,013 =MATRIZ_CEIY, 310
FRISIMALL TS (108 JAMATIRIZ By, 311

TuN
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{OBJETIVOD 3

COEFICIENTES ' DEL POLINOMIO CARACTERISTICO Y CALCULAR
MATRIZ ADJUNTAY

PROCEDURE METODO_FADDEVVA:
BEGIN - -
WITH POLINOMIO _CARACTERISTICO DO
BEGIN
i alllz= 1.03
bifl13:= Q.0
FOR X¥:= 1. TO ORDEM_MATRIZ -1 00
BEGIN
TRAZAz= Q. Q:
FOR J:= { TO ORDEN_MATRIZ DO
TRAZA:z= - TRAZ& -+ MATRIZ _RL3.J3;
a LI+1d:= — TRAZA / IHNT(I)s
TRAZAz= - EI*IT.

bifIril: %
FOR 3 == l TO ORDEN_MATRIZ DO
MATRIZ_HREJ,J1 = MATRIZ_BC(3J,.J1 — TRAZA:

IF T = (ORDEN_MATRIZ -~ 1) THEM

FOR ¥ := | TO ORDEN_MATRIZ DD

FOR J :a 1 TO ORDEN_MATRIZ DO
MATRTZ_ADJUMTALK, J1:=MATRIZ_BEK, 33

MULTIPLICA_MATRICES;
FOR ¥ := 1 TO ORDEM_MATRIZ DO

FOR 3 = 1 TO ORDEM_MATRIZ DO

MATRIZ_RBEK,JY s= MATRIZ_CLK,J3

€MD
5 [ORDEM_MATRIZ+11 sm —MATRIZ_CE1.373;
bi LORDEN_MATRIZ+1] = 0.0
£ND -
END3 :

APLICAR EL METODO DE LEVERRIER-FADDEEVA PARA CALCULAR - LOS

(2}
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(DBJETIVO : DESPLEGAR EN PANTALLA EL POLINOMIO CARACTERISTICO f

PROCEDURE IMPRIME_POLINOMIO_C:
BEGIN
CLRSCR3
MENSAJES (T, 1,I.ETRERQ + -° . 7+ HORAS + " Hra’)s
MENSAJES (1,10 . TITULDC113);
WRITELN:WRITE('FL ) = Yz
FOR I := { TO ORDEN_MATRIZ - 1 00
BEGTIN
WRITE (POLINOMIO_CARACTERISTICO.allls 6383 ,° 7,
(ORDEMN_MATRIZ + 1) -~ I,”7 R
IF F'DLINDHXD CARACTERISTICO. atI+11 » 0.0 THEM WRITE ("
END:
WRITE {POLTNOMIO_CARACTERISTICO. aLORDEN _MATHIZ I 6z
IF POLINOMIO_CARACTERISTICO. afORDEN_MATRIZ + 1]
WRITEL + ?)g
WRITE (POLINOMIO_CARACTERISTICO.alORDEN_MATRIZ v 11:6:0
COMGEL.A_PANTALLAS
END3

oo

a. Ty
T R0L0O THEN

{OBJETIVC 1 CALCULAR LA MATRIZ INVERSA .
(SI LA MATRIZ ES NO-SINGULAR )

PROCEDURE DEPURA_INFORMACION;
REGIM
IMPRESION (MATRTZ_ADJIUNTA,
DETERMINANTE = NATRTZ_CCL, 113
T ARG (DETERMINANTE) > APROXIMACION THEN
BEGIN
IMPRCSTON (MATRIZ_C, ) ¢
DETERMINANTE := 1.0/DETEMMINANTE
FOR 1 := 1 TO OROEN_MATRIZ DO
FOR J := 1 TO ORDEN_MATRIZ DO
MATRIZ_BLI,J1:= DETERMINANTEAMATRIZ_ADIUNTALL, J1;
IMPRESTOM TMATRIZ_B,S);
MULTIFLICA_MATRICES;
THPRESTON(MATRIZ_C,&) 3
EMD
ELSE
IMPRESTION(MATRIZ_C,7);
IMPRIME_POL INOMIO_C 3
END3
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(OBJETIVO : EL SIGUIENTE GRUPO DE PROCEDIMIENTOS éIRVE PARA EFECTUAR
ARITMETICA COMPLEJA (SUMA , PRODUCTO , COCIENTE) )

PROCEDURE . SUMAR (VAR RESULTADD:VALOR_COMPLEJOZ2;A,B,C,D:REAL) 3
BEGIN
RESULTARO.C 3= A + O
RESUWLTADO.DT = B +D
ENMD; .

PROCEDURE MULTIPLICACTIOM (VAR RESULTADO: YVALOR_COMPLEJOZ:A. B.C,D:RFAL) 3
REGINM

FESUI-TADD.C 1= AXC — RED;

RESULTADD.DI := AxD + BiC
END;:

PFROCEDURE DIVIDE (VAR RESULTADG: YALOR_COMPLEJOZ 5 A,B,C.DiREAM);
BEG TN
RESULTARO.C z= (AXC - BxD) / (SQR(CY + SORIDII:
RESULTADO.DI:= (3D + B¥C) 7/ (SER(C) + SOR(D))
END;
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{OBJETIVO : CALCULAR TODOS LOS VALORES CARACTERISTICOS

-

PROCEDURE CALCULLA_YALDORES_CARAC:
YAR
PRODUCTO,DIVISTON,SUMA : YALOR_COMPLEJOR;
AIUSTE : REAL:
REGIN B R
N_TERMINOS := OROENM_MATRIZ + 1 3 ’
GRADO_FPOLLINOMID 2= ORDENM_MATRIZ:
FOR M_RATZ := 1 TO GRADO_FOLINOMIO DO
BREGIN
FALZ_X.c 2= O
1

ul

RATZ_Y.di=
ITERACIONES
REFEAT
ITERACIONES : o ITERACIONES + g
FLi.alll POLINOMIO_CARACTERISTICO. ALLY;
PLi.hitl FOLINOMIO_CARACTERISTICO. i1
FOR T := 2 7O N_TERMIMOS DO
BEGIN
MULTIFLICACTON (PRODUCTO, RATZ_X.c,RATZ_X.di,PL1.all-13,FL1 RilI-11)
PLi.alll := POLINOMIO_CARACTERISTICO.aC!{] « FRODUCTO.c

PL1.bilild:= POLINOMIQ_CARACTERIGSTICO.bIC1]) + PRODUCTO.di;
EMND:

PLZ.a (11 := PLi.a C[13;

PLZ.BICL1] = PLLI.LLIELI;

FOR 1 3= 2 TO M_TERMINOG —~ 1 DO

REGIN
MULTIFLICACTIOMIFRODUCTO.RATZ _X. .o RATZ _Xodi ,PL2. Al T-13,PL2LpifE-13)
PLZ.afId 3= PLi.aCl]l + PRODUCTD.c:

FLL2.Hbi0f3z2= PLI.P10I1+ PRODUCTO.A1;:
EMD;

=

Y = % - (PLIINI / PLZLMTY 3
LIVIDE(DIVISION,PLI. alN_TERMINOSI s FLLI-DIDN_TERMIMDS),
PL2. alh_TERMIMOS-1], -PL2.bIiTHN_TERMINOS-17) 3
VALOR_CARACTERIGTICO.a IN_RATZ] = RKR&TZ_X.c - DIVISION.
VALOR_CARACTERISTICO.RiIM_RATIZ] == RATZ_».di - DIVISION.

n = (X '~ ¥¥/% >
SUMARLSSUMA,FATZ _X.c RAIZ_X.di,-VALOR_CARATTERISTICO.a IM_RALZ],

VAELOF_CARACTERISTICO.BLEIN_RALIZ1Y 3
DIVIDEADIVISION, SUMA. ¢, SUMA. UL, VALOR_CARACTERISTICO. a2 T _FRALITI,

YALOR_CARACTERISTICO.biCHM_FaAIT Y

CERROR_RELATIVO: =ABS{ DIVISIOMN.c) s B
IE . APROXIMACION < ERROR_RELATIVO THEN
BEGIM

RAIZ _X.c = YALOR_CARACTERISTICO.aflM_RAIZI:

RATIZ _X.di:= VALOR_CARACTERISTICO.biLCN_RATZ]
EMD

ELBE
REGIN
FOR 1 2= 2 TO N_TERMINDS - 1 DO
BEGIN
FOLINOMIO_CARACTERISTICO.ANTI 2= PL1.alil:

POLIMOMIO_CARACTERISTICO.bICII:= PLL.bIT1Y
EMD3




T4 )
¢ CONTINUA PROCEDIMIENTO PARA CALCULAR LOS VALORES CARACTERISTICOSY

N_TERMIMNOS := N_TERMINOS - 1
END; :

UNTIL (APROXIMACION = ERROR_RELATIVO) OR

CITERACIOMES »= MUMERD_MAX_ITERACIONES) ;
IF APROXIMACION < ERROR_RELATIVG THEW
BEGIN
MENSAJES (20, 15, " ERROR.
HALT
END
END3
CLRSCR;
MENSAJES(1, S, LETRERO + * . ~° +
MENSAJES (1,8, TITULOC12 1) ;
FOR 1. 1= 1 T GRADO_FOLIMOWIO DO
BEGIN
ASUSTE 2= ARS (FRAC (VALOR_CARACTERIETICN. alli)) g
IF AJUSTE « 1.0E-3 THEN
UALOR_CARACTERISTICO.al13 := TRUNG {VALOR_CARACTERISTICO.al11)}
WRITEC” 7,1 = ¢ VALOR_CARACTERISTICG.alll:6:8)3
IF ABS (VALOR CARACTERISTICH.bACI1) > EFSILON THEN
BEBGIM )
1F VALOR_CARACTERISTICO.LICID »= 0.0 THEN  WRITE( + ?)3
WRITEC L UALOR_CARAETERISTICO.bLiLI1: 6:8, CHRO1T3) )
END;
WRITELN;
END;
CONGELA_FAMTALL A3
END;

MO CONVERGE EL METODO 753

- HORAS, + ° Hes® )3

12
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(OBJIETIVO :  TRANSPONER. LA MATRIZ INSUMD-PRODUCTO PARA CALCULAR LOS

VECTORES CARACTERISTICOS POR LA IZBUIERDAY

FROCEDURE TRAMSFONE _MATRIT &
BEGIN -
FOR I 1= 1 TO DROEM_MATRIZ DO
FOR. J 3= 1 TO DRDENM_MATRIT DO )
MATRTZ _BCI, 11 ¢t _ORTGINSLCT,30; -
FOR T := 1 TO DRDEH_|
FOR J := 1 1O 0
FIATR 17 _OR TG TRAL

T00
MATRTZ_RLT. g1

{OBJETIVO : PREGUNTAR 81 SE DESEA CALCULAR LOS VECTORES CARACTERISTICOS

POR LA IZOUIERDA O FOR LA DERECHAY

PROCEDURE VE_P_TI_U :

VAR
CARACTER : CHAR:
LEGIM
CLRSCR ;
MENSAJIES (T, 1, LETS
MEMSAIES (10, 17, "L

TR

13
CALCULAR , SOM POR LA TZOWIERDA 07,

: T HEP Y 3
CARACTER = * 7 g

REFEAT

- READ (kRD

S REOTH LT, 00T 4
fErOTHEM TRANSEONE_MATRIZ:

UNTIL UPCASH
CIF UFCASE (CARACT
EMD
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{OBJETIVO 2 CALCULAR LOS VECTORES CARACTER1ISTICOS ASDCIADOS A CADA VALOR
CARACTERISTICO

PROCEDURE CALCULA_VECTORES_CARAC:
VAR :
11,31,K1: 1NDICES;
(2: INTEGER;
BEGIN
KRa= O3 .
FOR I1 :=1 TO ORDEN_MATRIZ DO
VECTOR_DCIAT := MATRIZ_ORIGIMALLIL, 113;
FOR 11 = 1 TO ORDEN_MATRIZ DO

BEGIN
IF EPSILON >= ABRSIVALOR_CARACTERISTICO.biElI13) THEWM
BEGIN )
FOR K1 := 1 TO ORDEM_MATRIZ DO
FOR J1 := 1 TO ORDEN_MATRIZ DO .
B MATRIZ_BLK1,J3313 = MATRIZ_ORIGINALLW1.J1]:
FOR 1 3= 1 TO ORDEN_MATRIZ 0O
REGINM
MATRIZ_ORIGINALLIKL,K1] = HATRIZ_ORIGIMALCKL, 1) -
. VALOR_CARACTERISTICO.afl113
MATRIZ_BLK1,1K11 :=: MATRIZ_ORIGIMALLKT, K]
END;
METODO_FADDEVVA; .
TMFRESIOM(MATRIZ_ORIGIMAL,8) 3
IMFRESIDON (MATRIZ _ADJUNTAL3) 3
Wlr=K3rly
FOR J1 := 1 TO ORDEN_MATRIZ DO
MATRIZ_BASELJ1,K2] = MATRIZ_ADIJUNTACI1,.K21;
FOR J31 = 1 TO ORDENM_MATRIZ DO
MATRIZ_ORIGINALCJIL,J13:= VECTOR _DLJI1]
EMD
ELSE )
MEMSAJES (1, 10,7 FPOR EL MOMENTD S0LO YALORES REALES™)
ENDs :
AMPRESION(MATRIZ_BPASE, 14)

EMD3
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(OBJETIVO = INICIALIZAR TODAS LLAS VARIABLES UTILIZADAS EN EL
PROGRAMA , LEER LOS ELEMENTDS DE LA MATRIZ Y
DETERMINAR EL TIPO DE MATRIZ QUE S& VA A
PROCESAR .)

PROCEDURE INICTIALIZA;

BESTH
CLASCR:
LETRERD := FECHA 3
MENSAJES (5. 1 ,LETRERD + =~ . °
MENSAJES (10, 4, TITULOL 1410 5
COL: =553 REM: =43
ORDEN_MATRIZ :=TRUNC (ELEMENTR)
IMICIALIZA_ARREGLOS (ORDEM _MATRIZ) @
LEE_MATRIT;
TIFD_MATRTIZ

END;

- HQRAS .+ THrs ") g

(OBJETIVO : DESFLEGAR PUORTADA DE PRESENTACION DEL SISTEMA DE
: LEVERRIER~-FADDEEVA PARA SOLUCION ESPECTRAL)

PROCENDURE PORTADA;
BEGIN
CLRSOR;
MENSAJES (20,5, *UNIVER
MENSNIES (20,5, " =

CIOMAL.  AUTOMOMA DE i

)

’s
MR CUELA MACIONAL DE FESTUDINS FROF "y
MENSAJES ’ ACOA T LA N ’)
MEMGAJES - METODO DPE | R TER--FARDEEVA’ ) 5
MCHHAJES( . FARS  SOLUCION ESPECTRAL s
MEMGAJES (20, 19, " FRESEMTA 2713
MENSAIES (20, 20, ° LEDM HERMAMDEZ FRANCISCO® )
MENSAJES (20, 224, ° SAMTA CRUZ ACATILAN EDD. DE MEXICD 19887 );
COMGELA_PANTAILA

EMD;

€ DOBJETIVO ; CONTROLAR LA SECUENCIA DEL PROCESTC DE LLEVERRIER-FADDEEVA
PARA  SOLUCION ESPECTRAL3Z

REGIN { FROGRAMA FRINCIPAL]
FORTADAS
IMICIALTZA;
METODO_FADDEVWAZ
DEFURA_ TNFORMACTOM:
CALCULA_ VAXORF" CARACS
vC_P_1_D
CALCULA, VECTDREG cARAC;
END.

I
un
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V.3 EVALUACION DEL METODO

De los ejemplos presentados aqui , todos ellos de aplicacit;n diversa , han sido re-
sueltos con el nétodo de Leverrier-Faddeeva , proporcionando cada uno de los resultados

descritos al inicia de este trabaja , cuspliends asi con el objetivo del netoda
LA GENERRLIDAD" .

En el mismo orden de ideas , las particularidades de cada problema han sido cubier—
tas satisfactoriamente por el wetodo .- Ofreciendn con esto un enome potencial para un
analisis was completo y detallado de problemas planteadas a traves de acdelos matricia-

les .



CAPITULO .U

APLICACIONES ¥ RESULTADOS




”... DEDICARSE AL AMALISIS MATEMATICO , ¢
AL PROPIO TIEIMPO VOLUER LA ESPALDA
A SUS APLICACTONES ¥ A LA Intulcion .

S CONDEMARLA A UNA ATROFIA [MEVITABLE.”
2. couxxaur
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APLICACIONES ¥ RESULTADOS .

El objetiva de este capituln , es mastrar algunas areas del conocinienta donde puede

aplicarse el wetodo de Leverrier-Faddeava.

V.4 ECONQUIA,

fireas ' del conociniento donde alqunos problemas pueden ser expresalos a través

de sodelos matriciales , son por ejenplo © en estudios de ncroecomnia , donde el nn‘;li
sis de entradas y salidas se efectaa a traves de matrices de vincufacion (produccil;n y
venta) , digamos en el sector industrial , donde b,, son las ventas de la industria i a
la industria j yb,, la retencion de los bienes producidos por la industria 1. la ven-

" ta:de bienés , producida por la industria i, a usuarios externos es denotado par y; .y el
total de salida por %, (yl.?”ﬂ‘) . El siquiente pasa es definir el coeficiente de
entrada como (b = ¥ 1A%} . Usualuente se asune que la salida , en cada industria , can
bia en una taza proporcional a la diferencia entre el nivel de ventas y el de pmduccil:m
por io que el modelo dinanich tomaria fa forea @ ﬂ = BLA-DXD + ¥ donde” D

at
es una matriz diagonal de los coeficientes de reaccion , de las industrias . Dicha ecua-

cion es un nodelo simple del comportamiznte dinanico del sistema . ¥ la cuest ion de esta
" bilidad de los sistemas conienza a modelarse al deterninar los wectares caracteristicos
de la watriz D(A-D) y asi conocer el coaportaniento de las soluciones del sistena , en
particufar , para este mdelo la existencia de valores caracter'istims con parte real
positiva , puede indicar una {nestabilidad en el sistema debido a que se requiere una

mayor salida que , puede crecer exponencialmente con el tiempo ,““

ESTA TESI 27 BERE
Salli BF i A3uOTECA
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eJenpLo 7

En la siguiente tabla se meestran las transacciones industriales entre la industria
de transporte y de em:rg::ticos :

COMPRAS DEVNDA  INTERNED LA DEYANDG {PROZUCCION
VENTAS TRANSPORTE DNERGETICOS FINL BRUTA
TRANSPORTE 358 Pl 368 858
ENERGET1C0S 108 528 558 1478
1

La primer columna representa las compras que la  industria del transporte hace a si

nisma y -a la industria de enc:rg;.ticos , 1a sequnda columma indica las compras de la
industria de energélir.os a {a de transpories y a eila misma .

La fimlidad de-estas compras es producir biemes para satisfacer la denanda de los

conswnidores fimales | cuyas compras (que no se eaplean case insumos intermedios para

producir otras bienes ) muestra fa tercera columna . la Uitina coloama es la wma de

los renglones correspondientes y representa la cantidad total vendida a todos los secto-
res

Dede ohservarse la interrelacion de industrias , p-e. , para surtir la demanda final

del conswnidor , Ia industria de transparte debe comprar bieves a eila wisma asi como 2

. la-industria de energéticos .

: = x| ,
fatriz de insumo-producto: A = P R transforma en la matriz de coeficien

tes tocnicos : WEASE  Z0/UTE
32 vy sovum

Para la cual se puede establecer la ecnacl;n (1-B)X=¢ ,donde % es el vector de pro—
daccion bruta : 185,478)" ;  es el vector de demanda bruta @ (388 5581,
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§i los incrementos previstos en la demanda final para el ano siguiente son @

av =58 | por lo que la demanda final sera': ¢ =358
158 08

Deterninar los incrementos necesarios en el vectoe de pm’luccil’)l\ druta X para surtir

la demanda |, se obtiene ! X =(I-B)-'¢ .

" La mateiz {I-B)'! recibe el noabre de matriz de requerinientos directos e indirectos

por unidad de demanda Final .

Obtener toda fa inforsacion posible , aplicanda el melodo de LeverrierFaddeeva e
imterpretar resultados .
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RESULTADOS :

De los resuitados obtenidos por el metodo de leverrier-Taddeeva para sol\\ci;m espec—

tral |, la matriz inwrsa de (-B)Y st

2.84303% -B.4383797}_11
-1.49868824 x.m%ﬂ

El correspondiente producto de (1-B3'¢ =X | es:
- -
2.0443839% -u.mmj'rxﬂ Tt
- [

-1.48868024  1.868TS% mi Em J
P S

fist , el incrementa en la produccion breta de las industrias as @

- b . -
aX= (414 » XK= [_85 i r XEZXK= g—‘ﬂ‘; i
oy i

1252}
1
Lo

Cono puede observarse , la \)mducc{;n brota crece un 376.5 % en promedio debido a

. '
- a que el sistesx es inestabie segun se deduce de los corvespandientes valores caracteris

ticos *
3= 836255629, ),= B.87193753

los cuales so pasitives .

En resunen ,se verifica que se necesita una aayor produccion que tiende a crecer

can el tiempo .
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0.2° IroLisia

- “Valores y -vectores caracteristicos en problesas ecnh;gims ; p-e., depredador y
presa -, el cual puede representarse por el modelo watematica'®!) ! :
d | N _|a b K

at|n, fc dllw,

donde N, (t) esel m;mm de predadores , N, () es el unero de presas y a,b,c,d son cons

tantes .-
! Ny . . y .
La solucion a este sistema de ecuaciones diferenciales es de la farma *

N, (1)

- ast Lt
RO o X,erMt g Xe

donde { g\, sou los valores carasteristicns cnrrespmuli&tes a los vectores Dal‘attel‘:lf
ticos X, y X, de la matriz , y ¢, y'c, <un constantes que dependen de las  condiciones
iniciales .
- .o De Jla solucion se observa que si anbos valores cara:ter;sticus son positives , el
sistenk.ewlégimgxplota , pues jas expunenc.iales tienden a Tulinito. Si ambos valores
r_oar;iétéristims son iiegitluos , las poblaciones se exterminan . Si los valares caract;a-
’iis}icos son comple jos cnnjugados B :las poblaciones oscilan |, yues @ :

efatbidt S patactitle senlbt) i) .

Obtcx\ér los valores wacteristicas para las siguientes‘uah-'im de coeficientes.

BT BT OB

Interpretar los resuttades .



84

RESULTADOS:

De los resultados obtenides por el wetodo , Para el problema depredador y presa de
el ejemplo © .

6 5 se obluvieron los siguientes valores caracteristicas
2 - MEL . yEA4 )
los cuales son positives & indican e el sistema ecologico
explota . Supi'lr-gams que , las codiciones iniciales para ¢, ye, somigual aty3
respectivamente, es decir |, son el waero de po\zlacit-m depredadores y presas al  inicio

del cicle y la variable t es la unidad de tiempo tramscurrido, supt;nganus que es igual-a
1nes .

,
i ion ¢ N, ¥ e\,
Sustituyendo en la ecuacion ©  c X eM? + g X et

Los correspondientes vectores caracteristicos son @

] o

: ; . -
I 2 U 5-“3. =[551 =depregladnr¢f

-2 xa {224 = presas J

De este resultado | se observa que la pohlacit')n de presas tiende a teper un deficit

o respectn al mmero de depredadores

-6 5
-2 1

Del problesa © , los correspondientes vafores mraclerisliéns son :

31 . by =74 .
y los correspondientes vectores caracteristices son @ X -2 | =21, X,05 , 21,
1n[-2,-0)eet ¢ Z8(5 | 21e~% = [-8.55 , ~0.6617. Del cual se observa que |, efectivanen
te , la ’pnblaci:'m tiende a desaparecer. B :
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¥.3 INGENIERIR

Otros sjemplos de la apllmk‘m de mairices , se encusntra en el analisis de prable-
aas ingenieria . Consideremos la solucion de problemas de valores ca.racter'istims que se

ymscnian en areas de vibraciores s analisis de circultos electricos N teoria da Ia al;§
ticidad , etc., etc. ‘:ﬂ

En particular un sistems vibratorio tque consta ds varios grades de Lidertad |, los
valores de los coeficlentes se derivan de los valares de »; , k, (respectivanente | masa

y contantes al:lstic;s) ; yX, son los desplazamientos de las masas respectivas, y los
valores caract isticos 1 P

sistemal!??

tan los cuadrados de las frecuencias naturales del

Un edificio de cuatro pisos , donde el valer caracteristico minix y el vectar carac
teristico asociade , carresponden al cuadrado de la Precuencia circular y 3 la conf igura

cion de anplitudes , respectivamente , del mado fundamental de vidracion del edificio,

Lag ecuaciones para el edificio de cuatro pisos pmducir; una matriz de orden 4 . Se
supons que la distribucion de peses dal edificlo ss puede representar en 14 forma de
cargas concentradas al nivel da cada pisa , tamhien se supove que fas trabes de Ja

“estructura son inf initanente rigidas an coaparacit'm can las colusnas que sopartan .

las constantes elasticas de la eonﬁguru:i;n , son canstantes equivatentes que

regreszntan 'll'ri'gidn agregada de todas las coluwmas que sopartan un piso dado , y se
cbtavieron iderando las co}

vona alesentes slasticos an paralelo .

Uﬂliuﬂo 1a ecurcion de Lagrange 0 la sequnda ley ds Newton , se ancuentra que las
scuaciones diferenciales de naviniento dol yistems son ©
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- Sistema de movinienta de un edificio de cuatra pisos ¢

Mk ¢ (KyokadXe = KeXe = 8

Maka = Kiky ¢ (Kot KW= aka= 8
ks = KoXa ¢ (Kat Kadham KeXaz 8
BaXe - Ky ¢ KaXe= B

Donde X, es Iqual al desplazamients del i-esino piso ; N=V/g , msa del I-esino

“piso ; K, constante elastica da las columnas .

De la-teoria de vibraciones , se sabe que del sistema de movimientos puede tomar la
forma t X = X SEM(pt) ¢2zy , en donde las X; son la anplitud de mavinientn del
i-esino pisa y y indica la frecuencia circular natural que corresporde a los modos prin
cipales de vibracion del sistena . L2 sustifucion de la ecuacion 2 y de las derivadas

correspandientes en el sistewa , produce el "siguiente conjunto homg:anen de ecuaciones

algebraicas H
Ktk =~ P, - KaX = @ S _' g que la constant elasticas. tienen
M [/ los siguientes valores ;
. P vs K = 125 Win -, K= 8E6 IVin:
Tkt G Ko Pm BRZ8 e e, K 686 Iin
(11 % M
Coedalle 0 (¥ R - B KKz 8 ¥ las masas de cada piso _ :
i n- N W, = 6E3 1ibseg M, = 4E3 lidsegt.
Tt a- P8 M, = 53 lib/seg? |, M, =33 1iMsegt
- ' ’

Del sistema anterior , vemas que P? corresp de a N (valor t 2.";1:0) y que las

cantidades (K, *, ), , K;/M,  etc. carvesponden. a Tos elementos a,, . Sustitugendo

14 -

para encontrar los valores a,, , se tieme el siguiente sistema ©
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. Sistema honogenss .

3666.667 -1666.567 . B.8 . 8.8
~2898 .88 308.80 -1600.8 - 8.8
8.8 -7609.86  3580.8 . -1508.8
8.8 8.8 -Zo6R.8  ZBGA.B

RESULTADOS =

El conjuto de valares caracteristices que resuelven el problema o el cuadrado
de 1a frecuencia circular son ©

2
Pz A\, = 317.62081492 P =) = 17.8221

172
vy = 43.3279

o
"

P2 = ), =1877.30633189

e

P2 = , S4233.44077890 : P =), = 64.064%

P
o

172
P2 = ), =6336.,29P83128 : P =\ = 79.6133
4 4

. ¥ el canjunto de vectores caracteristicos , que muestran los modos principales

de desplazanientn :
R -ZR2EMEI.L | ATOTESKONT.S , -GTZOTHB. , -GARA0RREN0.81°
X, = | 4668183829.8 ,’.'iv;m_mmg.é , A39678799,91 | ~PISMHMTR. I
X, = | SESBIZ60.1 | ZBZSIMIL.3 , -SZSHMS , SMRRTEZAN

X, = | ~4690088899.8 , (A11895274.8 , -5973517069.9 , Z753855608.81°
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V.4 PROCESOS ESTOCASTICOS
0tra area donde se aplican valores y vectores caracteristicos: Process estocasticos

Los procesos de Narkov fueron estudiados por el matematico ruso . A, Harkou ( 1856-
1922) . Desde entonces la teoria se ha desarvollado mucho 'y ha encontrado aplicaciones
en camrpes tan diversos cono la l‘.isica mclear , fa psicnh')gia de la educacit'm , en estu-

dios econonices , nodelos de epidemias , etc.'%,

Es conveniente pensar en ellos como processs o cademas de sucesos , junto con los

pasos necesarios para el cambio de un estado a otro .

Generalnente o es posible decir o predecir exactanente que canino va 2 tomar el pro
ceso ,-sino unicamente hallar las probabilidades de cada posible direccion . la descrip-
cioh matematica frodela) del proceso , en el que las probabilidades wienen determinadas

en cada uno de los pasos , se llawan PROCESOS ESTOCASTICOS .

i Pls;—ps,} es la prababilidad condicional para que el proceso que ‘se encuenira en
el estado s, se meva hasta el estado s; , enum solo paso ; se designa cono-p,,. A esto
se le llama probabilidad de transicion de un solo paso .- Si estas probabilidades son
conocidas para todos los pares de estados,podrianos ordenarlas como una matriz cuadrada.
¥ la matriz resultante se llana MATRIZ DE TRANSICION , sinbolizada por p .

La probabilidad de gie el proceso pase de s; a's, en'n-pasos , se 1lama probabilidad

de tr.\nsici('m de npasos 'y se denota por P':q

En relasion a los planteanientos anteriores , hay muchas” cuestiones que podr;ams

hacer acerca del movimiento de una cadema a lo largo de su conjunto de estados . Para

el propésitn de este trabajo menciono , unicamente , ia probabilidad de que una cadena

este en's; despm’:s de n-pasos , sabiendo que empieza-ens, .-
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En relacion a procesos estucaslieos, el poder determinar los estados estacionarios

de una cadena a lo large de sus estados, Jescribln:z algunas conceptos relativas al temal

- Propiedades de la matriz de teansicion ©

D 8y, ( 1 ib ,i-?:'lp'“ =1 131,2,..0

Sea ¢ el vector (1,1,...,107 , entances PCC , Es decir | Ces el veclor carac

teristico a la derecha de P . yue corresponde ai valar caracteristico (=1

iii) Si dos matrices P y § son natrices clec;sQicas , entonces , el producto

de q tanbien lo es ¢ QC , esto inplica que PGCPCC |

Para caleular el vector de probabilidades del es_tadn estacionario (p , habr‘;

i : = N - .
que decir que Ty = PY O 0, = 0P

El valor de  se c;Icula LR T TTS: W si tal linite existe |
n-ba

it Ty = Hn P

entonces @ yymp o =@ ei consecuencia ©
"o frt
.
Es decir , y es el vector caracteristico a la izquierda de P, que correspon—
i :
de al valor caracteristico , - 4 .

- lna n;quina tiene cuatro estades posidles :
(1) Operando en Buenas condiciones , (2} Mecesita un ligero ajuste |
)] Operarila el forma incorrecta , - (4) Inoperando .
¥ se tiensn consideradas cinco posidles accioes y castos °

Dejar las cosas lal cual ...(N) § .89
Manteniniento rutinario ...(R) G 188.90

Hacer un ajuste AR § 308.08
Hanteniniento rutivario y
ademas un ajuste () § 358.08

Reparacidn conpleta -0 $1969.00
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In total se tienen §' pul'itlcu , sin enbargo muchas de ellas carecen de sentido , y

por lo tanto sera considerada la siguiente pol%ti:a :
1.- Dejar las cosas tal y coma estan , hasta que la w;qulm quede isoperante v,
hacer la reparaci&'m conpleta .

1a siguiente matriz estocastica contieve las probadilidades de transicion

.98 8.6 0.83 6.01)
9.8 8.9 8.81 8.8t
8.8 8.8 95 BS
1.4 B4 8.8 8.0

Calcular el estado estacionario ', y detersinar el costo de la polalica -

De' los resultados obtenidos per el u'atnd.o de Levervier-Taddeeva , se tiewe que el
. correspandiente vector caracter'istica , que pmpori:im\a el estado estaciomacio , para
pt:nl’itica es !
X=08.1,8.03,0.02), 8.618)° | el cual normalizado es igual a :
%,= [ B.658 , 8.7 , B.679 , 0.8661°
fisi:, el costo para la politica es'de T .658%(8) + B.197%(Q) + B.879%(8) +
. 8.866+1808:66
es el costo igual a $66.08
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COMCLUSIONES

Para dar una conclusion a este trabajo , considera convenientz explicar que el use
deyu\yn W otro netodo , apticable a matrices cuadradas , puede estar en funcion del tipe
de tesultado requerido |, por la cantidad de tiempo de proceso |, por la facilided de

inplanh\ékién en algl,ln' tenyua je de pregramacion |, etc. .

Origivaimente , este netodo ln‘sslecciun:: por el alcance tan amplio awte otras , sin
éahargo algl'm precio debe pagarse por estas ventajas . Puesto que el tiempo de proceso
es(; en furcion del total de operacioves que reyuniere el netodo expuesto | hasta aqu'i ,
es necesario indicar que , aunque,- fa naestra faddeeva redujo en cierta cantidad el m'xng

ro d‘e'bperaciones, el netodo aun conswe  bastante tienpo de proceso para matrices auy
grandes.

in total | el netado requiere (n-1in* multiplicaciones , mas -1 divislones . azs nt
sumas para calcular desde los coef icientes del polinonio canacteristico Msta la matriz
adjunta . Con relacion a atios u'etu‘lns, considera que el total de opzraciones aritnéti
., €as a gjecutar va seria equitativo entre estos yel retodo de Leverrier-Faddeeva, puesto
. que esta al efectuar calculas para obtener el palinenio caracteristim, al aismo tiempn,
conducen a otros {matriz ad jmta y deterninante) fue. son b;sicos para dichos ca'tim\los,

dandole una particularidad especial al n:atodo, de 1a que carecen los demas.

En resunen, el total de operaciomes aritmeticas ‘a realizar, definitivanente, wo es

. un punto de refevencia representativo de la eficiencia de uno u otro actoda, Par el con-
) '

trario, la diferiencia, a consideracion personal, esta dada por la versatilidad de uwno y

otro n:atodo; por la generalidad sobre problemas especiﬁcos y particulares.
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Otra razc'm para utilizar el petodo de Leverrier-Faddeeva , ks que este utiliza la
operal:it;n de division sola en an 2 del total requerido , lo que hace nas exaclos los

c;lculus al evitar cun mayor frecuencia erroces de redondes producides por el nisao pro-

“cesador al efectuar dicha nperacién . Hay que recondar «que el trabafar con un procesa-

dor sea cual fuere su capacidad de palabra , siempre estar; traba jando con un lisite de
digitos desp\u’:s del punto decisal | es decir no se abtendsis el nisao msﬁhadn al efec-
tuar la siguiente operac(:m 1 (1736 = (B.3333)%5= 1,999 que es diferente de 2.8 que
es el resultado exacto .

£n otro arden de ideas , para matrices mayores a 28 cenglones y ZB columnas,signifi-
ca bablar da volumeies inportantes e inraraaci:m, par io que sepia conveniente amlizap
sl es tesesario utilizar o vo el netodo de Leverrier-faddecva |, p.e. , algumas aplica
clones sl;ld vequieren comscer el valop caracteristico senor y su correspondiente vector

» r . >
caracteristico asociade , por lo que convendria utilizar | quizas , ¢l asetolo de

aproxinaciones sucesivas .

Finalmentz queda a criterio del lector reconsidecar  al metodn, con wistas a redu-

[ ' s
~‘cir aun mas el nusern de operacinnes necesarias', o bien considare su explao en aplica-

ciones con funcioues trigmmnétril;as , variable’canplefa |, etc. |, ete, . Hasta este mo-
rento los elesento: de las mateices han estado definidos en el canpo dz los m;aems rea-
fes , s'in enconirar au interpre!aci;m o a\ilicaci(.m alguna a matrices con elementos com-
plejos .

En f.uintu al aélndn de Levercier-Faddesva para snluclt‘m espectral coms tecoica para

calcular el especiro de una hmci:m, debo mencionar que, existen otras tecnicas partien-

;lares para dicho r.;lmln, comd Series de Tiempo donde el espectro es utilizado para pre-

decir 1a tendencia del ajuste de curvas por uiﬁims tuadrados (particularmente a justes -
ineales de primero y segunds orden); Series de Fourier, donde el espectro es. utilizado
para predecir la relacion entre el ;mln de banda del espectro de semales - aleatorlas -
y los intervalos de corre lacion,
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L
Da las tecni anterd t

; anbas son utilizadas en una gran varie
dad dn groblems planteados, algunss, a traves de nodelos do aufmregm'u'm ds promedios

lnvﬁes, cugo estudio se efectua mediants sistemas de ccuaciones diferenciales limeales
para expresar 13 dependencia de una varishle sobre otra,

Bisicanente para exprosar dichos problesas a traves da sistenss . Lineales da enga-
diferanciales, es necesario realizar un conjunto de abservaciones en un tiewpo, y pos-

teriomenta caloalar la etuacion que pernita conocer el compartaniento future, interme-
dio o pasado de dichas chservaciones,

Dependiendo del especiro de la ennnit.m de ajuste lineal de predicni:m, st uede
hacer una Knierpretani;n de los resultados oblenidos para el problems dada. Por ajemplo
para un problesa emh.:giw, 1as ralces caracteristicas {espectro) indican estacionalidad

{ap! i’auci:'m 0.2, pag. ¥%; en problemas ecm;auims las ra%ces reales representan una
* ‘1 il oy +. de s 4,

o decainients (aplicaci;m V.1, pag. 397 en otros
problesas como ingenier}a, pecanica o ciraitos electricos ol espectro se utiliza para
comocer 1a amplitud de frecusncia da banda.

ﬁ\ vesunen la u.txﬁiu:i::r\ del notodo de Leverrierl‘a&deéua con series de tiespo,

es factible wedianta un nodelo, adecuado, de ecusciones diferenciales, para resolver el
A problesa de av\;lisis espectral tm\ieu!ny en cusnta qus, ta\bi;n, ol uso, en un 188z, de
aininos cordrades resulta importante para e analisis con serles 4 tiewpa.

Para este i'l.ﬁﬁn pusto, creo necesarly fndicar que la tecnica de° nininos cuadrados
efoctua el calculo da 1a ecuacion de ajusts, aplicando matrices fnversas y pira tal fin
el netoda da laverrier-Taddeeua puede ser do utilidad; por otea parte el ewpleo dal —
mtodo de Mewton-Raphson (Anexo A) resiits adecuado para resalver [a sevacion,
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Como obsewaniz'm al sistema desarrollado en este trabajo, creo necesario advef

" tir al lector que , las funciones que desenpc;\a son completanente generales | es decir,

todos los caleulos se realizan sin detener el proceso  para emitir alquna seleccion ds
continidad , por ejesplo |, el usuaric querra ulegh- ol clwlo de la utrlz Inversa'y

detemr el proceso , o calcular snlanente algun valor y vector caracterlshco en

especial y detener el process . Estas obsepvaci pueden - servir -para.perfeccionar el
sistena y obtener un mejor producto de pmgrwciu;n f talbién , el programa pod.r;a e jo-
m.-se de tal forma que fuese u;s conversacional , p.e. , solicitarle calcular sl produc—
10 da dos matrices ( do acusrda a algl'm pmp:zsitu particuiar ) o bimm rejorar sl sistem
para conservar los resultados |, en memoria principal o en dispositivos de almacenaniento

secundario , y utilizarlos en calculos posteriores.

El tiempo de process para caleular los vectares caracteristicos de matrices de onden
n nayores a 28 -, podria reducirse considerablemente si el calculo se efectua coma lo —
indica Faddesva : - llﬂ.; B+ 4.,“ aa* By, donde la? natrices B, 1R fueron
calculadas al obtenar los coeficientes de] polinomio- -caracteristico , y que pueden ser
almacenadas an mesoria secundaria y recuperarlas al momento’ de efecturar el caleuls do

los vectares caractaristicos , en lugar de aplicar el metodo conpleto sobre la matriz

caracteristica ca—y,13"

Por ultino ; debo decir que , este. tradajo de. investigaciu;n o ternina aqul ;'»il'm

existe una gran -variedad de aplicaciones que requiren dol calculo de valores y vectores

wa:teristim, asi como de transformaciones lineales que involucran nﬁices inversas,
utrim diagonales, p.e., en lpliw:iorcs i woviniento de inagenes por- cmp\hdnra””

En general .ol potencial- del netodn es extenso y depende de la apllcacmn queso
la de," ’ :
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PoLtnontos 171

B
Se define como polivomio algebraico a la suma de n-terninos @
PCX>= a X"+ a, X¥ e e a X +a,

"en donde las a; estan definidas subre un canpo - .

.
Definicion .~ p ¢ x> puade factorizarse sobre un campo g si existen I b b,,...b,

tales que pexd> =, (x—0 > Cx~B > Cx~h,> *

' . ,
Definicion .~ EI conjunto de saluciones de 1a ecuscion polinonialipc x> =acx>

sobre el canpo g -, es el conjunte @ { x tal que x o Fy POxI=Q(x) } .

De estas dos definiciones ', debo decir que son importantes para el desarcollo de
esle’t'mbajo ,-pues de ello depenie la introduccion de dos teoremas: tearena dei residuo
y del factor , necesarios para enplicar posterforlente el metodo de Heutoa-Raphson  para

' ,
calcular las raices del polinomio caracteristico .
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TEOREMA.- Sea p o dos polinowios, y  es diferente de cero , entonces existen
dos polinomios unicas o gy toles que @

Pzgtd+r

donde o tiene grado menor que 4 , o bier =g .
. DENOSIRACICN

Si dividimos anbos lados de po goaa - o E0tre g , podenos - expresaclo. como una
’
divisian :

P aa r
Foo s =
a Q a
) - r
a - a

donde 3 p se e Ilama dividendo , o divisor | o el cociente y .. el residwo,

£l algoritmo paca efectuar la division de dos polinomias es como sigue !

1.~ Arreglar los t;rnims del dividendo y del dﬁisor en patencias decrecientes de
la-variable , dejando tero para los ferminas inexistantes.
2.~ Obtever el primer tt.aruino del cociente (y) dividienda el terning inicial entre
el ternina inicial def divisor.
3.~ Muitipticar el divisor por este terming del cociente gy vestar el producto det
dividenda .
4.~ Ysar el residuo de esta resta , junto con los ternines no utilizados del divi-

dendo y seguir con los pasos 2 2 4, repetidamente., cbteniendo cada vex un
meva tering para 2] cociente .

6.~ Cuando el residuo tenga grado menor que el divisor (o bien, sea cero) el pro-

ceso bha terminado .
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TE0REW DEL RESIBO .7

Sea g > un polinenio sobre el campo g, de gradond 1y o ¢ F . Hyun

’
polinmio sobre g , o cse> Yun mumero ¢ g, tal que !

FCX>=Cx—adogCxd e+

@hora , si @ X=8

entonces © FCad=x

DDYSTRACION :
E} uso del algoriteo de la division pernite expresar ¢ y» en la forna &

FCAI=Sx—adigdxrex

en dowde .. es un residuo constante que no contiene ¢ , ya qUe ¢ yc—a> €5 de grade
uno , por lo tanto @
FCXITIx—adigdxd &

C@>%yg + x
b

v

TEOREW DEL FACTOR . 7'

o . oo .
Si. F es una fuicion polinomial Y si Fea>=@ ,dode 5 ¢ 7 ,entonces ¢, a3
"es un factor de pexy -

DEOSTRACION.
SUPONGAROS QUE FC XD =g C x> < x— o>+ . d0Mde i es uma constante . Pero

r=FCad> NP 08D e =g d Cx—ad+Fcar, MO Qe Fcad=0

se obtisne qUE B¢ 5c> = g € x> € 3 o > d& donde se tiene que ¢ yc.. 2> €S un factor,
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DIVISIN SINTETICAF1Y

8l usar al teoresa del residuo , a menuda es necesario dividie entre un pdlinonio de
priser-grado de la forma ¢ 5c—yx> - De ahi que se. encuentre provechoss manipalar el
algoritno de fa division para este caso especial, con vistas a simplificarlo en cuanto

al nurere de divisiones entre los témimsvde dividendo y divisor.
En resunen , el alyoritmo para la diuisi('m sintélica efectua los siguientes pasos:

1.~ Arreglae el polinorio p ¢ > en patencias decrecientes de ,, | ageegando un 8

~crando no exista alg;m teraine que complete el arreqla.

2.- EBsceidie los coef icientes AR Ry v Ay de pexy , enua linea en
que conserven &l orden u el signo . A la izquierda de esta lirea , anntae el

valor de . , separ;odulo de los coeficientes por una raya vestical .

. . ,
3.- Dejar el proximo rewjlon en blanco , y escribir a,en el tercer remylaa |, direc

tanenie abajo del aisno a, Uel prinee rengl(;n).

4.~ Maltiplicar a, D0 ey calocar e} resultado en el sequndo xengh"m aba jo de A,
despue’zs ¢ SURAP ey 3> ea =B, Y colecar el resultado en el tercee rel\glx'm.
5.~ Continuar las operaciones aplicando la fareala : Chy, w 4oy, =B, hasta
sumar el -esino Leenino del polinonio - donde i= 1,2,3,...,0 - . Cada b, Se

r; colocado el teccer m\\gl:m .

6.~ Los primeros n-numeros colocados an tercer renglon, son los ' coeficlentes de las -
.. variables descendentes que pertenecen al cociente empezande com 5oh-1 , g siendo

el tltino mumero ,-de la fila , el residun.
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TEGRDAS CONCERNIENTES A LAS RAICES DE ECUACIONES,!16?

A TEOREM .- Teores fundasental dol algebra . Cala  ecuacion de qrado ny 5

'
_tiene al wenos una raiz , real o cospleja .

A2 TEGREMA .- Cada polinowio gy de grado )y 4 puede ser expresado cono

el producto de n-factores lincales .

4.3 TEOREMA .- Toda ecuaci:.m polinonial g ¢ 5> =@ de grado n | Liene exacta-

mente n-raices .

'ﬁ.‘i TEOREMA .~ Siel N,lnem complejo (a,b} | con. b ldistinto  de cero , es um

raiz de una ecuacion polinomial con coeficientes reales , entorces el numera complejo

{a,b) es tarbien una raiz .

8.5 TEOREMA .- Si un wuera raclonal be en teraivos nininos , 8 usa raiz de

i;\ ecuaci;)n F{x)=8 donde los coeficientes a son todos enteros con a, distinte de cero

entonces , b es un Tactor do a yeu factor de a .

NUNEROS COMPLEJOS,[16)

Def inicion (&'mero conplejol,— Una parefa ardeneda de mmeros ceales (@,b) es {lama~
da wumero coai;lejo .
Def inicion (Igualdad de wineros complejos) .- Dos n\'meros complejos (a,b) y (g, d) -
son iguales si y solo i ?az y b4,
Detinicl;;n - (a,b) es llamado imginario si b es distinto de cero ;
(2,b) es liasado m'uero peranente imaginario si a = By b es distinto
de cero ;

(a,b) es 1lanado real si b8 .
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Es costunbre usar la letra i para representar al numera complejo (8,1) y su negative
-i representado por (8,~1) .
Definicion .~ La suma , diferencia , producto y cociente de dos numeras comple jos,
son’ def inidos por las siguientes ecuaciones : '
! ca,bd+co,ad=Cavh , bedd>
RBESTA! ¢a.bd>=<Ce,d>=Ca=b , h—ad>
FRONCH: ¢ a,b>Cc,d>=Cac—hd , adehed>

DVISIK: ¢a,b>  <Cac+bad ., be—add

<g ,ad> et + a2

Befinicion. Los mineros coaplejos (a,b) y (a,-b) son llamades nuneros conplejos con-

Jugades .
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+*11.3 MET0BO DE HEWTON-RAPHSON .

U metodo canveniente y apropiade para resoluer ecuaciones .algebraicas de arden n,
es el de Newton-Raphson doble diuislt'm sintetica para calailar los cosrespondientes

- . - M . . .
valores caracteristicos del polinomio p¢y> de g .

Dichn‘n:atodo, lo he seleccionado por su flexibilidad tanto para caleular todas
1as raices come por su "generalidad |, asi cono su facilidad Je iuplantaci(;n en cual-

yuier lengua je de prograuaci:m .

Supangase que -la runch'm p es continuamente diferenciable dos veces en el intervale
t4)

La,bl (0SB F:C2 taa,h2

.
Sed .5 ¢ £ &, p1 Una apraximacion a y tal que g+ ¢, es diferents deceroy
Hsc"—h} €5 MY pequeno .

¥ considerese el polinomio de Taylor de primer grado para g¢ > alrededor de ,o» .

FO=£CxD+C—x"D £ (x> - A=%D il

L 20

< Donde a6y o5t entre  y 5t . (OM Fe B> =@ 0O =1, entonges

@ = F OB~ 3 £ x4 CH—3 276" CtHd
1t 21

ogui, el metodo dz Newton se deriva suponiendo que el t:emina que contiene a
Ch—3">2 es sunanente peque;n y por eso puede ser prescindidle . y como ahora la

) funcion , en estas t;mim , ho es exactanente igual a cero entonces se tend.r; que:
B T FOx + Cb—x">£'Cx"

despejando para 3, se tiene @

£Cx*>
£2Cx">
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' '
Be la relacion anterior se tiem que y, debe ser unma mejor aproximacion , en lugar
de 5% .

Esto prepara el ambiente para el -s':tndn de Neuton-Raphson , el cual requiere generar
1a sucesion do g5 definida por ¢

ECh

lt-l)

S v

-y

b=h

La convergencia del metodo a cada wia de las rajces se deternina nediante la siguien

e forwa 2

m =, b~ 1

<t ,donde correspode at error relative

[

" .

, . .
y ¢ es el epsilon de aproximacion a laraiz de pey>=a -

Puesto que el wetodo de Rewton-Raphson cansiste en calcular la sucesion de B, o8

luando la funcion g ¢ B, Y Fan, > nediante 1a ecuacion de recurrencia ®
£<h, >

£¢H, > "

by =By, ngt

resuitara conveniente utilizar. los teoreass det residuo y del factor para llegar a.la
siguiente conclusion &

S Frad=—bog,<0+£<h>

-y aplicando el teorem del residuo sobre @, €\
2, = OBl e, QO+ a, 1D
. ’
sustituyendo «, <1 en fa funcion g ¢,> se obtiene

FOD=FChI+ OB g, <X+ O—Db>2g, 00D
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fiplicando el polinomio de Taylor |, -y ¢

GEXI=gCx>+Cx—hdg'Cx>+ Cx—hdig''Ch>
2t ) at

igualando terainos de los polinomios g ¢ s> ,Ge x> 58 tiene !
£CH> =gCh>
g, <Chd>rt =g’ x>
€ CB22 =g R
Be 1o anterior se {iene T £r¢m,., > puede ser calculado a partir del cocients

a<h> ( el cual resulta de dividir Fens ¢ x—h> I

Por otra parte | bajo supesiciones razonables | el wetodo de Heutan cunvergir; ap
siempre y cuando se- escoja una apruxinacién “inicial lo suf icientenente exacta . ‘El

“siguiente teorema afirma lo anterior @

TR Se2 ¢ ¢ c2 ra,p3-Simcra,.bny estailue peny>=a y la
_derivada de la funcion g ¢ > es dll‘erente de cero , entonces , existe un gp tal -que
el netodn da Rewton genera uva suoesmn €», > * = 1 Yue converge a 3, para cualquier

aprnxmacmn inicial h €Lb—3, bhesd -

Puesto que el calcular ra'im de eeuaciones algebraicas de orden n , drrawﬂe a
encontrar  factaores lineales de la forma ¢ o 5> -, resulta couveniente utilizar el
alguntm de 1a division smtetica para calcular los residuos que son , el resultado

de evaluar a FCb> y F'ehy , Parala sucesion <b, 3"

Hasta el nomento poco se ha hablado sobre la naturaleza de las funciones , asi-como
do sus raices , es decir | 5] pexy =@ €S UM funci;m polinonial definido en el can-

po de los mineros reales R , entonces sus raices tanbien estan en &l misno canpo?. .
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Fundandowe en los teoremas A2 y A4 que dicen que toda ecuacion de grade n j 1
tiene al vencs wm raiz la cual puede ser compleja, y si esto ocurre ewtonces el arern

. .
complefd ¢ o _ny 88 una raiz y su eonjugado ¢ o , 3> tawbien o es.

Sea el par ardenado ¢ o 1> Yue representa un elementa del campo de lus wineros

. '
_ corplejos | y representa una raiz de la funcion ¢ 5> , Entonces ©

S8 h=<a ,b> ., x=Le,A> yr=lw,wd
s
wineres coaplejos

YRR I T Cx~DI x>

sustituyende 3, | 5¢ | o~ &0 1a funcion ©
FCa,bd=<C(Cc ,a0~Ca. .brrgdlla b))+, v>
. .
si¢ca,prP=Ce.a> , BSUMThizZde ¢, n> =@ , entowes |

ECp.Ad>~Ca,b>3 esun factor de ¢ 5, m>  asit
FC€a,br=@%gCa,n>+Cw, v

=(w,v2

YOO oo, ar=@ BMOMES Fea,n> =t 10 cual deasestra ue ¢ 4. x>

.
es wm raiz de pe o, ad> -
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ALGORITO DE NEWION-RAPHSON

Siguiendo 1a Iinea establecida , antes de pasar a descridir el aigoritas de Newton~
Raphsan doble division sintetica R pmoederé a resunir dicho setodo .

, v
1.- E} metodo inicia danda un valor aproximade a la raiz @ X,2C8.@8,1.8>"

2.- Se procede "o calcular la sucesion de x, basta que estas conver jan a la x,

tal que el error relativo sea menor a un epsilon dado =

FCX, >

-4

=X, rren
4 -1
FOX, >

, .
Dicha sucesion sera calculada comp ©

¥ puesto que anbas funciones son ecuaciones algebraicas de orden n , se utili-

" za el algoritmo de la division sintelica , para  obtever sus torrespondientes
residuos

3.-Una vez calculada Ja raiz x, » Seprocede a hcer @ pex> =g x> , donde

GEXI= FCXI/CN—X,> +

OBSERVACIONES .,
1.~ Teniendo en cuenta el teorema fundamental de! ;lqehm , es conveniente 'anph'ax-
...el.canpo de - los ,m;nems reales -al campo de lus nl;neros ingimrids ) pax-a»bo : :
perder. la pasidilidad de cajcular todas  las rafces de la funcion polinonial , la

cual puede tener raices conple jas .

o 2.~ Dado que la sucesion de € Xx} fnvariablemente converge a la raiz do FOCX> +

entances , uma apmxiuacit;n inicial a 1a raiz puede ser (8.6., 1.8)

3.~ Un epsilon igual a 1.8°5 | indica que se desea obfener una convergencia de )(l a i

la'raiz de ¥ex> ton 5 digitos de precisi(;n , tal gque o x> 8.08081 .
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4.- Coma 1 sucesion de x, puede ser hasta infinito , se ha optado por un linite
de 188 iteraclones , para alcanzar la comvergencia de la raiz can el epsilon

de precision .

Cade decir que el emplen de nneros comple jos , para calcular las raices de la Fun-
ci&n palinonial , requiere de operaciones uitnéticas complejas , las cuales fuerom
previamente descritas, Para dar mayor claridad al algoriteo, estas san indicadas —

. , . .
cono se-hace en la practica comun , al utilizar wineros reales .

las variables utilizadas en el algoritmo son @

variables ’ descripcidn

N-TERMINGS NIMERD DE TERH]PiUS DE [f FUNCION POLINOMIAL,

GRATO-POLINOMIO GRALO DE LA FUNCION POLINGNIAL,

N-RAIZ CCNTADOR DE RAICES DE LA FUNCION POLINOMIAL.

X VARIABLE QUE HACE 1AS VECES DE )(K .

ITERACIONES CONTADOR DE SUCESIONES PARA Xx .

EPSILON PRECISION QUE ST DESEA AL EVALIMR FLX) .

POLIHORI0-CARACTERISTICO VECTOR QUE CONTIENE L0S COEFICIENIES D% La

FUNCION POLINOMIAL .

? ) VECTOR QUE ALMACENA 10S RESULTADOS OBTERIDOS
) D> B PRIH}ZR DIVISION SINTETICA F(X)/(X-Xx).

q VECTOR QUE ALMACENR LOS RIBULTNME QBTENIDOS

EN LA SEGUNDA DIVISION SINTETICA \’(XV(X-X‘).

- ERROR-FELATIVO INDICA LA COMVERGENCIA DE F(X) = 8.80081.

N . VECTOR EN EL QUE SON ALRACENADAS LAS N-RAICES

DE LA FUNCION POLINORIAL .
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ALGORITRO DE NEWION RAPHSOM DOBLE DIVISION SINTETICA .

0BJETIVO : calewlar todas las ra;ces , reales o complejas , de la funch;n polinonial .
1AT0S DE ENTRADA © Polinonio caracteristico , grada del polinonio.

SALIDA © coeficientes del polinonio caracteristico.

PASO 1.0 N-TERMINOS = GRADO-POLINGRIO + L ;
PASG 2.: PARA N-RAIZ = 1, ... ,GRADO-POLINONIO HACER dJesde el pso 2.1 al 2.4:
. PASO 2.1 : X = (8.0, 1.8);
PASO 2.2  ITERACIGNES = 8 ;
PAS0 2.3 : NIENTRAS ITERACIONES < 101 OR EPSILO ) ERROR-RELATIVO
HACER desde el paso 2.3.1 al 2.3.8 ¢
PASH 2.3.1 ¢ P(1) = POLINGNIO-CARACTERISTICO(1);
PAS0 2.3.2 ¢ PARA [ = 1,... N-TERHINOS HACER 2.3.2.1:
PASO 2.3.2.1 : P(1) = POLINOMIO-CARACTERISTICO (D¢ (XxP(I-1)};
PASO 2.3.3 1 QY = PLY)
PASO 2,3.4 : PARA I = 1,... N-TERMINOS - 1 HACER 2.3.4.L0
PASO 2.3.4.1 ° (1) = PLD) « .0 XPUI-1):
PASO 2.3.5 ! YN-RAIZ) = X -  PAN-TERMINGS ) / QUN-TERMINOS - 113
PASO 2.3.6 © ERRQR-RELATIVO = ABSULY(H-RAIZY - X} 7 Y(N-RRIZ))
PASG 2.3.7 : ST EPSILON < ERROR-RELATIVO ENTCHCES HACER 2.3.7.1 ¢
PASO 2.3.7.1 1 X = WN-RAIZ)
EX CASO CONTRARIO HACER desde el pase 2,3.7.2 al 2.3.7.3
PASO 2.3.7.2 : POLINOMIO-CARACTERISTICO = P
PASO 2,3.7.3 ¢ N-TERMINQS = N-TERMINGS - 1 ;
PASO 2.3.8 : ITERACIGNES = [TERACIGNES + 1 ; ) !
PRSO 2.4 : SI EPSILON. < ERROR-RELATIVO OR ITERARCIGNES > 188 ENTONCES HACER 2.4.1 i

PASO 2.4.1 @ INPRIME : “ ERROR EL METODO NO CONVERGE " ; ALTO .
B{ CASO CONTRARIO HACER 2.4.2
PRSO 2.4.2 & INPRIME : “LAS RAICES SON :" , (D) ,...,Y(GRADO-POLINGHIO0).
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PRUGHAM PACK T4/810  SPTAQ, M Dx B/ S/ Ff=D,~pL

FTH.-5.1+0RY 86/05/ul. 15.35.¢4 P GE 1
DiR=LUtG/ =0T nF Gu-CUMMGN/=F1XED,Con USER/<FIXECS,
DBa=TB/=58/-5L/ EF/=ID/=PHC/=LT,=ilsPL=50 L0
FTNS 5% =PALKIL mPaCKL .

i
i
|
i
\
i
i

1 ¢ RPN B ARG R M AR A B S M P R E R A IR M s P I G RE Y TR RFAS S F X VO I M AV FU S EIF S S wEn B
i 2. C * PRUGAAMa PACK (VERSIIN 1 4 Q%44 <.
} 3c = METLLU DE LIVERRLIK-FeaDUEVA PARE SULUCILY SSPELTHAL .
H “ C- v SUTLR! .
i 5 C - FRa'iCISChL LEL HESMANDEZ : =
H b C A PR R N PG B RN R R S M AN ARG 4 AL A W ARG F NP ML e TUO IS T A v unhaan s wain®
i T OCFall LUAULISCatSENUEHT ALYy XTIk a b S¥ 31T G, ETL TUS 1ULRY, MYUSE =17 u1)
A C L TalJETii aMTE«LUA SE UTLLIZ. 78 £SJLPLS 8Y+IUGHS. ’
2 .C-
13 PRLGRIN FrOX(DISCuy INPUTHLUTAUTs Lotlu, 07 =35t s UNIUD5=0NPUT,
1 il LLTPUT) .
: 12 COMMIrZ UMIZA 410, LY >3 (1001)
13 CURMLL/DLS/CELY510) 40 C1C,19052(L0)
i4 DinE
15 CuMPLEX Y .
16 102 FORMATOLUN St 2lat2S1L ES ru.L',S(/),).ox,
17 TDiME EL SRDEN CE La #ATHLZ
181 LTE(5,100)
17 LEnD(Ss &, Zrax=l,TNnD=933) M
20 CaLL LIFELH
21 CALL FalEVIM)
2 Catl ZJAFHES()
23 Lall VaLllt,Y)
24 CaLl ViiCiH,Y)
25 399 STuP'PAhLLESL TER“LINARLY
L 25 ©EHD
e .
PRUCEDUR 5= (L Uwn)
*MAME TYPRE RSG5 TLeS fmmme—
FADEV 1 SLALCHTINE
LMPKES 1 SUR-LUTINE
LEER z SUASEUTnE
VALC 2 SUS KLUTINE |
VECC 2 SUBAEUTINE
-ST&T.STZCS—-
(Pvucxu-un T LEFGTH 1328 = 94
'cn LadELLED CUMHUN LFKRGTH 6328 = &17
_,;cn STIRAGE USED . " 535U08 * 26632

ACUMPILE TIME 1,109 SECONDS
i

!
»
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SUBRCUTINE LELR T6/821,  uPTay,ROURD= A/ S/ M/~=Dy=D5
FTN He1¢b8S BO/ub791. 15439.04% PACL 1
DUS=LUNG/=UTy AF GE=COMAIN/~FIXED,CS= USER/=FLXEC,
OA==TB/~5B /=507 EX/=iD/=PHD/=3Ts=aL,PL=250C0
FTNGpIlaPuCX,LapPrCKL,

1 C D L L T L TR Y T LT LYY Y TR LY )
2 C * SUBRLTUAL LECTakn LE MATALCED

3c B L LA LR T N R S R P Y
4 SUSRULT ILE LEEF(M)

5 CuMPoE /UL n (10,10),5,2(¢10,10})

6 100 FURMATCLIUX "CUMIENZ, & DarME Lu3 Valurdl FELGLUG Fuon

7 WEaTE,200) .

8 tu 1 121,01

9 FEAD(S, =)V (Alird), dal,i)

19 Lip 1 J=1,0

i1 3,402 (o,

12 1 CunTinut

13 IMP LY, 0)

14 !

15

==STATIL3TICL~

PRUGRAM=UIIT LTLGTH 1333 = 93
€M LAJELLED CUMHune LENGTH 3103 = 2008
CM STIARAGE ULED 5350ud = 26632

COMPILE TInt Dells S3ECTNDS




R

oW NC G SN

DUw= LUNG/ =0Ty sk Ga=CiH I /=

13

SUBICUTLINE FalEV 74781y GPTeu,RUUND = &,/ S/ M/=0,=DS

FTH belebAsn 89/35/00. 15.39.35 PaGE
XEDSCSm USER/-FIXEDs
DBw=T3/~53/=5L/ EV/=iD/~PMD/=3T,=-al»PL=50C0

FTNS »L=PALK L 2PATKL,

1

C R L R P R Ry S R L TR EE R e LT
¢ - nuT ¥ La MaTRIZ DT IMSUNFS PrafUCTE
3 *PUR D2 LEVERRLZR=F.DDEVY
C L A R AL L A R L R A RS R S R AL AL S R R AL LIS A AT R A AR Rl AR 1]

SUARILTINE FuDEVI) ’

CoNUN/UNGZ 211D, 100530105 10)

CUMMENL/UES /6 (105, 10),20010,10),7 (101

"9 5 1alsnel

T1=0.

Ul Ioei,™
1 TL=TL & 3€12,12)

PLLI=TL/Y

LD 2 I2El,
2 3012, .2)%30.2,22) = PII}

o4 3 I3sl,M
Od 3 Jd= 1,M

3 Al23,00=3(13,0)
Lol MuLTE)
CERLIE S S PR

Qu-bh J e,
4 A4i30 3180025 8)
5 COnTInDE
NETUR D
£n0

—=tTATISTIC S

PRUGAAM=UNLT LENGTH 1733 = 421 -

“CM-LASELLED LaMiuh LENGTH 6322 = 410
CM-STISAGE UuED 535003 = 26432

CIMPLLE TIME «135 SECUNDS
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SUBRQUTINE MULT T4/Ble TPT=wyAlUU=® N7 S2 M/-0,=-CS
FIN 5.146983 39/ublule 15.35.06 P GE 1
“DLm=LUHG/=UTs nNGe=CIMMNNI /=CIXED,)CLm DEER/~FIXZC,
UBa=T8/=358/=5L/ ER/=ID/~PNO/=ST)=ilsPLa30C0

FTNS »isPACKsL=PACK L,

1.C L T R Y T Y P R T L L T PR PPN
2.4 2% LUOBAUTING Paln BULTIPLLIZAn "1eTE5 CES
3.¢C PR L I R T I I I T R T I T VU T P I D PP P P
4 SUBRLUTIRE MULT(A)
S CUMMUN/ UNL/A{10,10)52(10Ly12)
2 CLPMLB/LEY/C LD 20
7 DU 1 lal,M
a8 G311 Jxl,n
;.9 Clisd)miau
%] Gu 1 Kel,™
11 Clisdizatirrded ik, J)eltand)
RS TS | CUNT . MJE
13 [y
eSTATISTICS-— -
PRIOGRAM=ULIT LENGTH 736 = 5%
CHOLABELLEID wiitiul LannTY CL4qq = 300
CM STIRAGCE ULsTU HASONH = 224732
COMPILE TINE . T3 S ECUMIS




115

SUBRCUTINE 1MPRES 747813 UPT=0,hUJNCs A/ 57 M/=D2,-DS
FTH S.1¢608 " E9/7ub/ule 15.39.. 4 PAGE i
OU==LENG /=0Ty ARGw=CUNMIN/~FLXEL,CS= USEn/-FFIXEL,
D3a=Td/=S87=507 ER/=~10/=PMD/~ST,=AL,PL=5C(C

FTNS s I=PACK L =P,CKL

D B o MUSMUPU BN NS R AT EA IR R AVIVUB GBIV SV RI LUV NI O AL ume s I F AN ansn
2 C ‘% SUBKUTLHA Paxa UEPURAR La dAFLMa(lli CETTHI0A oW 2NTT L
3C * PRIESE pE FaDFV . . .

4 C EACMAFUB LRI R VN EXB T KL ECFARFEACTE I YRS R L ARSIV VSR AN R VW E R T Fup P Faa
5 SUBRUUTIRE LEPRES(Y) :
5 COMMON/ VRO /A tlus 2092 (1l 1u) !
7 CUHMUE /OGS L (10, 100540 (13,1G),P {10} !
3 Call M2 (a1

9 PLA)=C(1s1) .
19 COLF (CHis1)I2s%02 i
AL -2 Call 4PIC,Np2)

12 DET=(1./C(1,1))

13 UL 3 ivl,M :
14 0U 3 Jals¥ S P
15 .3 Blasd)mGET=Al{2sd) : - H
16 caLtL PL3,4,3) . i
17 caLL NULTN) . ; - s
13 Cali MPLC,Mp4) -~ e : E Lol
19 P ITUe . EETR ; /
20 4 Call IMPLLN,5)

21 FETURN

22 £

amSTATIS TICS-—

CPRUGRN=URE T LENGTH 1253 = 19 s . ;
CH LABELLED CUMMUM LENGTH 6328 = 412 L : Felh
CM STORAGE ULED . . 635203 = 26432 : T :

. S ;

CUMPILE “TIME ) 0,138 SECUHLS
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SUBA LUT L HE VaLC T4/810  SPT=G,RUINU=® &7 S7 M/- ()r‘ 5
FTH S.1+638 B9/05701. 15.39,04 FACE

DU== LONG/=lT) ARGu~CLMMON/=FIXED,CS» YSER/-FLXEC,
OB®=T3/=L3/~5L7 Ex/=1D/=PHD/~=STs=alsPLeSULd

FINS »1#P2lKsL =Pal¥ i

1 C LR N A R T R L R N N L L
2 C w SUSAUTING PAra CALLNILER LUS VALJIRED CarrCTzrhoilyds Df

3 C * Lo ECUALLLN CAKACTERICTICH

4 C ARG s N KRR IETE Y C N AT A F KL AR CE AN IR FAC B RS R I RTINS F TR ST KO
5 SURRGUTINE VALC (4, V)

) C oMM/ OGSICIU»1 )20 120,103,201 3)

7 DIMENSIUN PLOLOY,PLLILUI»PL2G1DY, Y (L)

3 CUMPLEX FL,PLI;PL2Z,YsX X

F lew FURMATIIHL, /5

] . 10X, ' EXPUNENTE FCUsILp CHanTACTEZASTICS '/,
11 coEe 13%, N 0 d - ‘s
12 L% 710X, ’ LAMBD W PRETE nEAL PanTy LY. OIN.rkid?,'7/)

13- 1lua FoOrMaTlloX,6S(1K=~))
Ll4 1c2 FIKMATU 7 /75 0uXp15226204145020)
©15 103 FurMaT(/510%, P aP<SXIMALLUN RELATIVAY 5 F1201G,s /)

16 Lya FOrinT(/,10%,¢ V&LORES CanalT ERFREVERT P I 9
17 BhLH(V=1) /) X 'WALT PARTE hEaL PubTE ZM.GIManlaidyzy!
13 1v5 F TLLCKs L 55 2B200an ) .
i3 luw F TOLLX, Vwvenw EL METHOL MG CUNVEERGS BN 101U, Yl T@atlone sy
20 CLOX, YERLCTD 4 DESCULTLIUAY (A3{3ITKE) £L OFCGaavaty
2L 107 | FORPETLIO0G P ITERACLIUN 1) SXp PERFIR KRELATIVUYpLuY 10T a3t ")
22 1e8 FORMAY( LN IS SXpFilaltpbXp 2E2uels)
23 Pollds Low
24 Qu 1 I=1,»
25 Bl=—(P{1))
25 .1 Putlivl)=Fl
27 neMel
2: W2LTEL(L,109)
29 By 2 i=l,n
3y z WraTE(0 302V {N~1)sPL(}}
431 KPP XL, OC~5
2 APRLX121.0E—4
33 AslTE(G2103)APKJY

36 COWRLTE (D, *YPCUMISNTA LA 3USAUKCA VE . FRICIS !
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SURL QUTLINE VaLC T4/BLL  OPTwdeaNUND = A7 S/ %/=8,=0DS
FTH 5.1+688 89/Un/Ll. 15.39.04 PAGE 2
35 AMI=lCy . . . 5 Lo
35 . NGRADL=H : . Lo
37 C =@ COMIENZA La BUSIUEDA OE LaS RAICES (VALURES CAZACTERISCGSY
33 T DI 8 P ALZ=1sNGRADI
(.99, b. XelOesl) e Viaes
49 T deITeles107) .
41 55 Nt 5 L=l,nMl - PR
42 Lo PRI EPLIL) ch v Rl . N
3 UL 3 w2y .
44 3 PLEIL,I=PLIL) & (X ® RL1(I=1)),
45 PL2(1)=PLL(1) Lo
“a D3 4 1=, LT
7% PL2CI)=PLL(T) & (X ® PL2(I=1))
43 L YANRALZ Y uX - NIZPL2UM) )

))/7Y(MPALZYY
IY(\K(.iLZ)

BN SRR € E.nPROX) GuU TL 6 '
52 IF {FEL.LE.APRCXL) GO Ta o .y i
53 X=Y{rRasZ) . R S . R
5% 5 cur-T:,us N AR R PRI
55 0 +VICaul Exar - : u ,
5676 - TURITE(5,106) <!
£7, ASLTE (O 102)NS A2y Y L6 w1T)
53 7 Bu 7 1wi,M
L8597 PLEI}=PLLE) . '
63 har-l S : .7 e
61 IEILESY o ’ 4 .
62 NHlelug I y
63 8 CUMTIME ' : P, . .
a4 HIGRADG RN -
, &5 2 ) S
A . -
. e [ °
==>TATISTiCS= ; . .
- PRUGRAM~UN. T. LEHGTH 6768 = 444
LM LWdELLED CUNAIN LERGTY | 3228 "=, 210 . R
CY STURAGE USEC -535008 = 26432 T

CUMPLLE TinE D440 SECUNDS
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SUBRGUTINE VECL ] o 7#(&10 bPY-\lyh"Ul\hl al S/ vi=0,-L5
FTh S541¢633 | 89/U6/C1. 1%439.94 . PAGEY . . 1 ..
DL~ LiNG/=IT5 AR Ga~CUMMUN/=F IXEGSC " . IISEK/"F[XEL'r . et

03w4=T8/=S3/=SL/ cR/=i0/=PUD/=3T,=AL,PLa50C0 - . . 5 -
FTHS pa=PaLK)L =PACKL.

1 C GU'POCI"lio-rul‘.‘!"‘.llulut. .'l‘l oull-u.x'!v- -0-:;.‘1#..!5-1
2t * SUBKLUTING PAFA TALCULAR LGS -V F3 Cabai iy STCOS L
3¢ c-'c‘u-.Icc\ccl»‘!‘ivuhodcdlutviv4h!vl.us-uc-a-;-.o.»hn.wt-au..‘
B "SUBECUT 2HE "VECC(M, Y) X
5 CUMMEN/ UK ZA(10,10),3€10,10)
H CaMAIn/UE3/CILEI20),45(1D,1L),P (1) .
7 LIMELSILA D010,133,Y030),42(12)
8 CJMPLEY Y T .
B REmL PaXx '~ : o
pAg . Dis L Kml,H Lo
11 H2{K }an (K, ) -
12 Dy 3 I=l,N""
13 o VA Tima i siY(I)) : PR
14° CVALLAWRE ALY (DY) N . T
15 IF L(10.4-5) LT, 885(v4lCI}) SUTn 8- : G
15 D) 2 Km=le™ N e =
17 0Jd 2 Jal,* T
18 2 BK, J)witny g . . s ol
T 12 23 3 Kk=l1,4 . _— -
20 BAK,K)I= AKX )=YSLIR B
2L 2 LUK, R )= B (K, K )
22 VaLL FLOEVIY) : . .
21 L7 K=1,M - TN I
24 . BAX=AD{1,K)
25 Ui 4 Jd=1,n e a
28 IE (ASS (MAXDGULABSIALII,KII) GLTY & : L
27 MaX =N (15%) R P PP
23 &4 CUNTINUE )
29 IF(MAX) 55755
30 5 DU 6 Jel, M
31 IF [aCCdsn)eNELO) (I )=rDUISKI/ M0 X
32 6 CUMTINIE
33 7 CONTLJE
36 Cabl IMPRECIL,MVALLT, L) - . : P
=335 SCall iMPLASN,T) : T
36 Call JYPFES(M)
37 DG E3. K =1l,M
<7 3388 ALK IKImAZ(K)
39 8 CONTINUE
4 RETUPH
41 END
~=STATISTICS~~
PROGK4M=UNIT LENGTH 4758 .= 312 : . :
CH LAJELLED  CLMMON LENGTH 6328 = 410
.- CH STORAGE USED 635008 = .26432 - : L

COHPILE TIME 2.305 3ECCHDS



SUBKUUTINE INMO 74781 wPT=y,?%

FTN-571¢BR8 - )- " 806201, 15.39.0
: N/=ELXED,C5m U
u/- ST;—er“L-50tb.

1c g
rrencr20C > \Ra, 'q?-mm L»S
. 3 cC /* PRUCESL DE 'FADEV
e rin g
5 SUBRULTLME ITHPCALsmpN) | ,,r
L} UIMENSITGM Aal1(10,12) °
7 CHARACTEr =41 739
) 04TAH TaBl. l-m.'r;‘z
2 - SMATRLZ Mitat
39 = -n Twl [
11 *
12 - S
13 - "1.|T-;I
14 - LY
‘ 35 low FURMLTL/ 2204528500}
‘ 15 . 200 FIEMATLZX, LOETa%)
; 17 WRLTE {65 LOUI TASL A C21)
: 13 Du 1 I=l,n
‘ 13 1 WRALTEL5,200) L. 20L, 30,820, )
: ‘20 Al TUR N
‘, 21 L up
| .
== STATISTICS~~
PRUGRAM=UNIT LEHGTH La5Lde L 1as
CM STIRAGE ULLEC 535000 =t 25432
CJAPILE TiME 2.122 SECUMUS

]
PACE
SER/=FiXEL,

LEsINTE I IR NSNS NEC,

;.r«:.u.sa c:qr_F.u'-;'r

119

ND= A/ .84 #1=Dy=~DS
1

srsdevrvrnwn
(WA u\T" EL

X J-nhu.. -ot-c44w< a=w

“ACJusTa OF i MaTEIZ FRIPLRC.T
T: LEL 30STetw

s Cnty v

evsesseaets

La FPaATR{2 P'L.'".J(.L.A"LU\ s,

Ia DEL PFUJ\J Tu = x &% Y
INVERIA T,

sacossety

cevnsa



SUBIUUTLINE IAPRE2 764/81u LPT=0,KGJIHE = &7 57 M/=Dy~0D5
FTH 2.1+688 A9/05/01. 15.39.04 P4 GE 1
DU==LUNG/~LTs 2f Go»=CUMIUN/=FIXED, T 5= USER/-FIXED,

08 ==T8/=58/=3L/ ER/I=I0D/=PHD/~LTr~ALsPL"5C W i
FTHS3 5 i=OACH,L =PACKL, ’

B

1 C D Y L T N R e

e ¢ # SUBPLTLNA Para THPEIMIR LA MATRLZ D8 VECTLRELD CARLCTEnmaaTifdE

3. C W.C"Uﬂ!"‘.""'l'.'!'tvilvl-‘ilh.ﬂ“‘vCl’tv&v.ll‘uvi‘.'.tall'

4 'JS?&.L'TL.'E IMPREZ(ALNMs ValCRHL)

5 AMENSILN AL1(10,19)

5 100 Ftl)-..‘lLT(lHlf/,J.U'(;'HAT.\Z.’ GE SULUTIGMES & ML TEVIALES «0,/520%,

7 $PO,ka LatADa 1 L', 05, 1) 21sE2Leldslslu X,

8 ¥ICaus VECTTP LULUMHA JE Lam MaTwxil PRESENTE', /7510Xs )

3 #1TEPRLLENTA fLOCONJIUNTY BF SOLUCICNES « KU TalVix DX, /a1l

12 ¥ 1 Pars Uil SULa LuM3Dheeooesosnonas t /LU X,

11 S oEVULTA 20, /530X 85T Ete aLGLet MOMENTU NS APLRECE La Mal?2(2 n¢ VECTC

12 ®EES CanNmLTER LTICIs /51X YESTY UF DE3E A ¢ MWE £ T ﬁ-’-‘GU‘ﬁPTD

- 13 HINMAGIMATIU 5 /520X TPASA LU VALY CARACTEFISTIC e, ';//l

| . 1% "3l¢ FURAATIILX ) P4 CONTIRUACILY APAREZEN CTFAL MaTwICES wBTENIGALY,/ ¢
i 15, M1CKs 'L PRRTIR OEL PRULUESD OEL TallULG OEL VELTLR CanalTesialillvy/
: 1% ¥luX, PR PAUPURULUHAN UNA  BAYUR IR FURIACIIN seesenaccsvsnccadt/}
. 17 12y FGRMATI2X1LE74) . .
i 14 di‘YE(a.u_v\)L:VI.LCR . i ) . cd
: 172 LU 1 l=1,% .

20 1 AnaTe(h,120) (ALLT ;J):J!l;")

21 i 1 TE(S5110)

22 FETunt

23 EHD

== STaTIaTIC -

PRAGF A M=ULL T LENGTH 4T3 =135
-CM'STIRAGT - USEL 635008 =- 26432
CUMPILE TIME 04133 SECUNLS
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