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CAPITULO l. 

INTRODUCCION. 

I.1.-0RIGEN DEL PROBLEMA. 

En estudios realizados sobre la fragilización de 

materiales sometidos a altas dosis de radiación [l], se ha 

observado que una de las causas principales del deterioro en sus 

propiedades mecánicas es la formacion de burbujas de helio en las 

fronteras de grano de estos materiales. Debido a las dificultades 

que representa el estudio de la presencia de dichas burbujas, en 

las condiciones en que fueron observadas, fué necesario 

desarrollar diferentes métodos para simular los efectos esenciales 

en el laboratorio. s. H. GOODS y W. D. NIX [2] desarrollaron un 

método experimental para introducir burbujas de vapor de agua, de 

un tamaño y una distribución determinadas, en las fronteras de 

grano en materiales de plata policristalina pura. Supusieron que, 

como el helio es un gas inerte, la causa de la fragilización es la 

presencia de las cavidades y no la especie gaseosa en su interior. 

Por lo tanto, los resultados obtenidos pueden compararse con las 

observaciones originales. Posteriormente, T. G. NIEH y w. D. NIX 

[3]-(4] extendieron la técnica para introducir tarnbien burbujas de 

agua en materiales de cobre. Corno se esperaba, las 

microestructuras de burbujas de agua, tanto en plata corno en cobre 

simulan muy bién el efecto fragilizante de las burbujas de helio. 

Al analizar las superficies de fractura, se encontró además que, 

como la distribución de las cavidades antes de las pruebas y 



después de la fractura coincidian, la causa se debió prácticamente 

solo al crecimiento de las cavidades y que se puede considerar, 

por tanto, que no se generaron más durante el proceso, cuando 

variaron la temperatura entre 200°C y ssoºc. 

I.2.-PRIMEROS ANALISIS. 

En la literatura [ 5 J - ( 6] / se han propuesto dos 

mecanismos diferentes para explicar el crecimiento de las 

cavidades; uno basado en procesos controlados por autodifusión 

atómica y otro por deformación plástica de los granos cristalinos, 

es decir, en el primer caso la causa del crecimiento es el 

desplazamiento y reacomodo de los átomos en la red cristalina y en 

el segundo es por la deformación inelástica de los granos. Sin 

embargo, NIEH y NIX [7] diseñaron un experimento para probar que 

el crecimiento de cavidades no se rige por deformación plástica. 

Para ello, demostraron que la introduccion de algunas particulas 

de Mg o en una matriz de plata hace que adquiera un gran 

endurecimiento. Oservaron además, que la rapidéz de termofluencia 

para esta matriz se reduce de manera notable con respecto a la 

plata pura. Sin embargo, después de introducir burbujas de vapor 

de agua en las fronteras de grano de ambos materiales, sus 

propiedades de termofluencia resultaron esencialmente iguales. La 

independencia del tiempo de fractura con respecto a la dureza de 

los granos los condujo a concluir que la deformación plástica 

entonces, no rige el crecimiento de las cavidades. Por las 

experiencias expuestas anteriormente, el crecimiento de cavidades 



intergranulares, en condiciones de termofluencia, se ha convertido 

en un problema clásico de la metalurgia mecánica. Generalmente, 

para atacar este problema, se supone que las cavidades se 

encuentran localizadas en las fronteras de grano del material, el 

cual se somete a tensión, y que crecen por el transporte difusivo 

de los átomos, desde la superficie de la cavidad hasta la frontera 

de grano adyacente. El fenómeno de la difusión atómica se puede 

efectuar por el movimiento de los 

posibles¡ ya sea que los átomos 

átomos siguiendo dos caminos 

se muevan solamente sobre la 

superficie de la cavidad hasta alcanzar la frontera de grano o 

que, de la superficie de la cavidad pasen a la red cristalina y de 

alli, a la frontera de grano. (Ver figura 1). Sin embargo, a 

temperaturas ordinarias, se ha demostrado (8), que el transporte 

atómico través de la red puede despreciarse porque es mucho más 

lento comparado con el transporte sobre la superficie y en la 

frontera de grano. Originalmente, el proceso se estudió en el caso 

en 1ue la difusión en la frontera de grano es mucho más lenta que 

la difusión superficial. En este caso, como los procesos operan en 

serie, se dice que la difusión en la frontera de grano controla el 

proceso de crecimiento. El estudio fué hecho primero por D. HULL y 

R. E. RIMMER ( 8) y subsecuentemente extendido y modificado en 

otros trabajos ( 9), [ 10] y ( 11). En ellos se toma en cuenta el 

trabajo de R. W. BALLUFFI y L. L. SEIGLE [12], en que demuestran 

que la creación de las vacancias suficientes para el crecimiento 

de las cavidades, se debe a la tensión normal que actúa sobre la 

frontera de grano. De acuerdo a esto, la fuerza motriz de la 



Figura l .. ·• 

difusión, como se verá mas adelante, se produce por gradientes de 

potencial quimico que a su vez resulta de la distribución no 

uniforme de las tracciones normales a la frontera de grano, tal y 

como habia sido calculado por e. HERRING (13]. La rapidéz del 

crecimiento de la cavidad que obtuvieron HULL y RIMMER fué 

proporcional a la difusividad en la frontera de grano y al 

esfuerzo aplicado. Una suposición implicita de estos tratamientos 

es que el perfil de las cavidades es un arco de circunferencia y 



que mantienen esa 

sólamente el radio. 

forma durante todo el crecimiento, 

Esta hipótesis se justifica porque 

variando 

como la 

difusión superficial es mucho más rápida que la difusión en la 

frontera de grano, cualquier diferencia en la curvatura de la 

cavidad, que se desarrolle durante el 

rápidamente por la difusión superficial. 

Una consideración del caso 

controla 

crecimiento, se 

que la en 

el crecimiento 

elimina 

difusión 

de la superficial sea el proceso que 

cavidad, revela que existen cambios importantes tanto en la 

geometria de la cavidad como en la cinética del crecimiento. El 

primer trabajo, debido a M. YAMASAKI (14] realizado sobre 

cavidades elípticas, y de F. DOBES (15] sobre elipsoides, 

indicaron que el efecto de la difusión superficial como el proceso 

de control, es elongar la cavidad en la dirección normal al 

esfuerzo aplicado. 

TZE-JER CHUANG y JAMES R. RICE [16] fueron los primeros 

en calcular, más que postular como en los dos casos an:eriores, la 

forma de una superficie; hicieron esto resolviendo la Ecuación de 

Difusión Superficial de NERNST-EINSTEIN. Para determinar el 

perfil, resolvieron una ecuación diferencial ordinaria, no lineal 

de segundo orden, suponiendo que cada punto del perfil se mueve 

con la misma velocidad y que se preserva la forma durante el 

crecimiento, es decir se supone que se ha alcanzado un estado 

estacionario. La solución dió una superficie móvil elongada, en 

form'a de punta de grieta como se muestra en la figura 2. 

Cuando esta superficie en forma de punta de grieta se 



Fi.rura 2. 

usa para analizar el caso limite 

superficial, el resultado es una 

de control 

rapidéz 

X 

por difusión 

de crecimiento 

proporcional a la difusividad superficial y a la tercera potencia 

del esfuerzo aplicado. En este caso limite de crecimiento, la 

fuerza termodinámica de la difusión está dada por gradientes de 

potencial quimico que aparecen debido a que la curvatura de la 

cavidad no es uniforme [ 17]. En tanto que, en la frontera de 

grano, ahora cualquier diferencia en las tracciones normales se 



elimina rápidamente porque la difusión alli es mucho más rápida 

que la superficial. Este tratamiento del problema por CHUANG y 

RICE se limitó al crecimiento de cavidades en forma de punta de 

grieta en estado estacionario, en el sentido ya mencionado. 

I.3.-ESTUDIOS NUMERICOS. 

En los análisis anteriores, no se incluye una 

descripción de los procesos, por los cuales las cavidades formadas 

en equilibrio, evolucionan hasta tomar la forma de punta de 

grieta. G. M. PHARR y w. D. NIX (18] llevaron a cabo esta tarea 

posteriormente, usando una técnica numérica en diferencias finitas 

para resolver la ecuación de difusión en la superficie de 

cavidades, tridimensionales con simetr ia axial 1 y determinar la 

evolución de la forma. El mecanismo que estudiaron numéricamente 

fue el mismo que el de CHUANG y RICE, salvo que no usan la cavidad 

en forma de punta de grieta, sino que emplean una cavidad inicial 

como la de HULL y RIMMER. Mostraron que en la etapa inicial del 

crecimiento, aparecian unas protuberancias en la punta de las 

cavidades y que, una vez formadas, ·se comportaban como las puntas 

de grietas en estado estacionario. Esto explica por qué el modelo 

de CHUANG y RICE da una buena descripción del crecimiento en el 

limite de control por difusión superficial. Hasta ahora, se han 

dado las descripciones de dos casos 

cavidades por difusión. Claramente, 

limites de crecimiento de 

cuando la difusión en la 

frontera de grano es el proceso más lento, el análisis de HULL y 

RIMMER debe usarse. Por el contrario, cuando la difusión 



superficial es mucho más lenta, se debe recurrir al análisis de 

CHUANG y RICE. Sin embargo, para la mayoria de los metales / la 

difusividad superficial y la difusividad, en la frontera de grano, 

no se diferencian bastante. Por tanto, 

crecimiento de la cavidad podria estar 

procesos difusionales simultáneamente. 

es de esperarse que el 

influida por los dos 

Para describir el 

crecimiento cavitacional, en estas condiciones, es necesario 

tratar las difusiones al mismo tiempo y acoplarlos usando 

condiciones de fronteras apropiadas en la punta de la cavidad. T. 

J. CHUANG, KEITH I. KAGAWA, J. R. RICE y LESLIE B. SILLS [19] han 

dado una solución a este problema en el caso en que las cavidades 

crecen en forma de punta de grieta. La solución mostró cómo la ley 

de potencias para el crecimiento cambia cuando la difusión en la 

frontera de grano influye sobre la rapidez del crecimiento. 

Encontraron que su solución no·podia usarse cuando la difusión en 

la frontera de grano es el proceso más lento, porque la suposición 

de una cavidad en forma de punta de grieta no es válida en esta 

situación. Sugirieron que el modelo de HULL y RIMMER debla 

emplearse en este caso. Debido a que el tratamiento de CHUANG et. 

al., está basado en la geometria de punta de grieta, no puede 

emplearse tampoco para investigar la transición completa, durante 

el crecimiento, del proceso controlado por difusión superficial al 

controlado por difusión en la frontera de grano. Para esto es 

necesario que la cavidad pueda tomar la forma de punta de grieta o 

la forma redondeada, dependiendo de la cinética de los procesos 

difusionales, tanto de la superficie como de la frontera de grano. 



I. 4 .. -ACOPLAMIENTO DE LOS PROCESOS DIFUSIVOS. 

El problema de la difusión en el caso en que los dos 

procesos influyen de manera preponderante en el proceso fue 

resuelto por L. MARTINEZ y w. D. NIX [l],(20) quienes usaron un 

método en diferencias finitas para resolver la ecuación de 

difusión sobre la superficie de una distribución uniforme de 

cavidades, con una solución en estado estacionario para la 

difusión en la frontera de grano, en el sentido que se indicará en 

el capitulo 2 .. Cabe mencionar que, aunque inmediatamente después 

de aplicar la carga, la concentración de esfuerzos en la frontera 

de grano en estado estacionario, solo se alcanza cerca de la punta 

de la cavidad, para cavidades dénsamente espaciadas la 

distribución de tracciones cambia rápidamente conforme los átomos 

fluyen desde la superficie de la cavidad hasta la frontera de 

grano y desde la parte media de la frontera de grano hacia la 

punta de la cavidad. Asi, depués de un corto tiempo, la 

distribución en la frontera de grano alcanza el estado 

estacionario. A medida que las cavidades crecen y ocupan una 

fracción mayor de la frontera, el esfuerzo promedio sobre ésta 

aumenta y la distribución de tracciones cambia pero manteniendo el 

estado estacionario y el equilibrio mecánico. Debido a que este 

transitorio es mucho más rápido que el proceso completo de 

crecimiento de la cavidad, MARTINEZ y NIX consideraron la difusión 

en la frontera de grano en estado estacionario; la distribución de 

tracciones requerida, para que los átomos se vayan depositando de 

manera uniforme en la frontera, se establece rápidamente y se 



mantiene durante el proceso - Aplicaron este mé t<ido a cavidadeesaes 

tanto bidimensionales como tridimensionales con. simetria axial lal, 

que inicialmente tenian un diámetro de 0.1 µm con una separació:o.aón 

de 10 veces el diámetro inicial y un ángulo de capilaridad de 10° ºc::i'. 

Manteniendo constante el esfuerzo aplicado.,. calcularon L1 la 

evolución de la superficie para diferentes valo:ces de la razón db de 

la difusividad; la de la frontera de grano entre la de l! la 

superficie de la cavidad. Al comparar sus resultados con lo! los 

obtenidos anteriormente por CHUANG et. al. , encc::Jntraron que éstoj; tos 

concordaban cuando la razón de las difusividades era muy grandebnde. 

Era de esperarse, ya que cuando la difusión en la frontera • _ de 

grano es mucho más rápida que sobre la superfi-cie de la cavida.sl:jad, 

esto es, cuando la razón de las difusividades es muy grande, L1 las 

cavidades tienen que crecer en forma de punta de grieta. En caml:::::im::rnbio 

cuando la razón es muy pequeña, la forma de la cavidad calcule! lada 

no se asemeja a la de CHUP...NG et. al. . En este caso se logra u una 

mejor concordancia con el modelo de HULL y R:t~R, cuando ee hs¡j hace 

la comparación con cavidades redondeadas y con El mismo ángulo o_o de 

capilaridad en la punta. Como era también de esperarse, esta mi iirnisma 

situación se tiene al comparar los tiempos de ruptura. 

I.5. -OBJETIVO DEL TRABAJO. 

El objeto del presente trabajo es i:rn11lementar unmét:ts .. étodo 

numérico basado en el concepto aproximacióo por interpolaos_ación 

mediante splines polinomiales de tercer grado (21], para reao:osolver 

las ecuaciones de MARTIN"EZ y NIX. Las priric::ipales razones as que 



motivan el uso de esta técnica se encuentran en que, por un lado, 

perrnitiria seguir la evolución de la forma de la cavidad conforme 

transcurre el tiempo, lo que no es tan directo con el método en 

diferencias finitas. Por otro lado, los splines cúbicos tienen 

propiedades muy adecuadas para describir el fénomeno fisico por 

estudiar. Por ejemplo, se sabe que los splines cúbicos son las 

funciones con segunda derivada continua que minimizan un promedio 

aproximado de la curvatura, entre todas las funciones que 

interpolan a una función dada y que cumplen con ciertas 

condiciones de frontera [22). Considerando que en la superficie de 

la cavidad, la energia libre es proporcional a la curvatura de la 

cavidad, se vé la ventaja que se obtendria con este método. 

Además, determinar un spline apropiado es relativamente sencillo 

desde el punto de vista numérico ya que se reduce a resolver un 

sistema lineal de ecuaciones algebráicas, donde la matriz de los 

coeficientes es simétrica y diagonal dominante [23). Este sistema 

se resuelve usando elim.nación gaussiana sin pivoteo [24). 

En general, d;:ipendiendo del problema que se trate de 

resolver, el conjunto de funciones de aproximación con el cual se 

trabaja, para propósitos prácticos, se toma con una estructura de 

espacio vectorial. En el caso de los splines cübicos, a usar en 

este tratamiento y que son funciones formadas con polinomios 

cübicos por tramos, de manera que el resultado global es una 

función continua con primera y segunda derivadas continuas, esta 

condición se cumple. Esto es, dado un conjunto de puntos en el 

dominio de la función, entre dos puntos vecinos se determina un 



polinomio cúbico con la condición de que tanto el polinomio como 

su primera y sii segunda derivada coincidan con el polinomio y las 

correspondientes derivadas en los intervalos adyacentes. Con la 

definición usual de suma de dos funciomes y la multiplicación de 

una función por un escalar, este conjunto adquiere la estructura 

de un espacio vectorial de dimensión N+2 [ 25], donde N es el 

número de puntos en que se unen los polinomios. A estos puntos se 

les conoce como nodos del spline. Debido a que, como se verá más 

adelante, las ecuaciones de difusión sobre la superficie de la 

cavidad contienen la segunda derivada de la curvatura con respecto 

a la longitud de arco, se presenta una dificultad por el hecho de 

que los splines polinomiales cúbicos de tercer orden poseen 

sólamente derivada continua hasta de segundo orden. Esta 

dificultad se cubre usando la técnica en dos etapas; primero se 

determina el spline que interpola forma de la cavidad usando n 

puntos de interpolación y dos condiciones de frontera adicionales. 

El resultado es una función con segunda derivada continua de la 

cual podemos calcular la curvatura. Posteriormente calculamos el 

spline que interpola la curvatura, en los mismos puntos, con otras 

dos condiciones adicionales. De esta manera se tienen los 

elementos para determinar la forma posterior de la cavidad, 

durante un pequeño intervalo de tiempo. Aplicando reiterativamente 

este proceso, seguiremos la evolución de la cavidad conforme 

transcurre el tiempo. 



CAPITULO 11. 

DERIYACION DE LAS ECUACIONES DE DIFUSION. 

II.1.-GENERALIDADES. 

Como se indicó en la introducción, el problema a 

resolver consiste en el crecimiento difusional de una distribución 

uniforme de cavidades, situadas en una frontera de grano, el cual 

se acopla, mediante condiciones de frontera apropiadas, con la 

difusión en la frontera de grano. En este capitulo, se obtendrán 

las ecuac.:• ones que describen el fenómeno y que se resolverán más 

adelante. 

En ausencia de agentes externos, el flujo difusivo de los 

átomos por el movimiento de las vacancias o de los átomos 

intersticiales de la red cristalina, es proporcional al gradiente 

de la concentración e de estos defectos de la red, de acuerdo a 

la Ley de Fick [26] 

- o ve ( 2 .1) 

donde D es el coeficiente de autodifusión, C el número de 

vacancias o átomos intersticiales por unidad de volúmen y J la 

densidad de corriente que mide el número de los defectos que pasan 

a través de una unidad de superficie, perpendicular al gradiente 

de e y por unidad de tiempo. La constante D depende tanto de la 

sustancia como de la temperatura del material. En presencia de la 

tensión, como en el caso que nos ocupa, los defectos de la red 



tenderán a moverse en direcciones que compensen las desigualdades 

en la tensión sobre el sistema en estudio. En estas 

circunstancias, es más conveniente escribir las cuaciones de 

difusión en términos del potencial quimico µ, o sea en términos 

del trabajo requerido por átomo para colocar, reversiblemente una 

pequeña cantidad del material en la región dada del cristal. 

Procediendo asi, el flujo difusivo J resulta proporcional al 

gradiente del potencial quimico [13] 

J - D/(k T O) 'V µ ( 2. 2) 

donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta y 

n el volumen atómico. Si la temperatura y el coeficiente de 

difusión son constantes, entonces tenemos que 

div J - D/(k T íl) div (Vµ) ( 2. 3) 

por otro lado, de la ecuación de conservación de la materia 

(27],que se puede escribir como 

a e at + div J o (2.4) 

nos dice que si la divergencia del flujo difusivo es diferente de 

cero, entonces hay una variación local de la densidad de los 

defectos de la red, dando la suma total igual a cero. Esta 

expresión, en forma diferencial, tiene su•contraparte integral que 



. -,.:,';' '·:' 

se obtiene integrando ( 4) en una I"e9'ión n, lo que nos da 
:·;·;'\:/!.::/::;.~·-".,·': ,·S:-- -.'\::.t 

J ca c'ia t) dv~:~·s div 
n ·· ·· · ···· .:··.· ·· n · 

Aplicando el teorema de la divergencia [ 28] a esta ecuación, 

suponiendo la suficiente regularidad tanto en la función como en 

la región de integración,. tenemos que se transforma en 

d/dt( J e dv ) J J ds (2.5) 
n an 

donde an es la frontera de íl y ds es un vector normal a an 

apuntando hacia adentro de íl. Esta última ecuación tiene una 

interpretación sencilla que dice que la rapidéz de variación de la 

cantidad de materia dentro de íl es igual flujo total que entra 

sobre la superficie an. En las deducciones que se harán mas 

adelante esta forma será usada escogiendo apropiadamente la región 

de integralión. Como se mencionó en la introducción, sin embargo, 

los defectos se generan en la vecindad de la frontera de grano por 

efecto de la tensión existente en esa zona. Por tanto, podemos 

tomar, como buena aproximación en el interior del grano 

div J o. (2. 6) 

Mediante la ecuación (4) esta expresión se puede transformar, para 

el potencial quimico, en la ecuación de Laplace 

'í/ 2 µ = o (2.7) 



De acuerdo a la teoria de ecuaciones diferenciales parciales 

[29], para determinar un solución única a la ecuación de Laplace 

en una región dada, se requiere cónocer el valor de la solución en 

la frontera de la región en cuestión. Asi, el flujo difusivo está 

determinado por el valor del potencial quimico en la frontera de 

la región en consideración, esto es, en la frontera de grano y en 

la superficie de la cavidad. 

En las secciones que siguen se determinará el potencial 

quimico µ, tanto en la frontera de grano corno en la superficie de 

la cavidad, para calcular el flujo difusivo en cada caso, y usando 

la ecuación de la conservación de la materia, determinar el 

movimiento que experimenta cada punto de la cavidad. Cabe aclarar 

que el flujo de los defectos de la red cristalina, al que nos 

hemos estado refiriendo hasta ahora, se puede interpretar también 

como un flujo atómico. Por ejemplo, en el problema que nos 

interesa, el movimiento de las vacancias de la frontera de grano a 

la superficie de la cavidad puede verse como el movi. üento de los 

átomos de la superficie de la cavidad a la frontera de grano. En 

lo sucesivo nos referiremos a ésta última. 

II.2.-ANALISIS BIDIMENSIONAL. 

Consideremos para empezar, un arreglo de cavidades 

cilindricas en la frontera de grano de un material, el cual se 

encuentra sujeto a un esfuerzo ~ap' Supondremos que las cavidades 

tienen la misma forma de radio A, medido sobre la frontera de 

grano, con una separación constante igual a B. En la figura 3 se 



Figura 3. 

muestra un corte del material en esta situación, donde el origen 

de coordenadas se localiza en el centro de la cavidad; el eje x 

paralelo a la frontera y el eje z perpendicular a esta. Usaremos 

la expresión z =u (x,t), para describir la forma de la cavidad, 

en cualquier tiempo t como una función que varia con el tiempo t y 

con la variable espacial x. 

II.2.-(a).-Difusion Sobre 1s Superficie de la Cavidad. 

Veremos a continuación que sobre la superficie de la cavidad, 



como ya se mencionó, la difusión se produce por gradientes del 

potencial quimico que, a su vez se deben a diferencias en la 

curvatura. Estos resultados se obtendrán de las siguientes 

consideraciones. En primer lugar, tenemos que conforme transcurre 

el proceso difusional, el área de la superficie de la cavidad 

tiende a aumentar, lo que nos permite calcular el trabajo 

requerido para agregar una pequeña cantidad de materia, sobre la 

superficie, en función de la tensión superficial ~ de la cavidad 

[15], que es igual al trabajo requerido para aumentar el área de 

la cavidad una unidad. Como los procesos que vamos a estudiar son 

a temperatura constante, la tensión superficial ~ es igual a la 

energia libre de la superficie 1
6 

[15]. Para calcular el potencial 

quimico sobre la cavidad, recurriremos a la ilustración de la 

figura 4, donde se muestra una sección de la superficie subtendida 

por un ángulo ti.e con radio de curvatura p y veremos qué sucede 

cuando el radio de curvatura cambia a p-ti.p. Cabe aclarar que el 

cambio de la curvatura aqui es un carbio con respecto al tiempo y 

no con respecto al cambio en la posj ción sobre la superficie, es 

decir, el cambio que estamos considerando se debe al paso de una 

superficie a otra y no al cambio sobre una misma. Como la cavidad 

es cilindrica, bastará con tomar sección de profundidad 

arbitraria, digamos igual a L. Por lo tanto, el área inicial, 

correspondiente al radio de curvatura p, es igual a 

L fi.s 



Figura 4. 

donde As es la longitud de arco subtendido por el ángulo Ae / es 

decir As ; p Aa. Asi, tenemos 

Sp L p MJ 

Se concluye asi que la energía de esa sección de superficie es 

'1 s L p /:J.B 



donde 1 s es la 

constante y que no depende 

Análogamente, la energía de la 

de curvatura es p-llp, 

supone 

orientación del cristal. 

final, cuando el radio 

. ':;:~;(~:;~:~>: 
Por lo tanto, el tra~a1pit~~~rJd6 iiara este proceso es 

- :~'::",-:·, . .' "'-i·.~;-. - e ·.;e,, . 

llE - E: ····. ~-E 
6-l!.p p - o

5 
L ll.p tia 

Como el potencial quimico µ. se medirá como la energía por átomo, 

tenernos que dividir esta cantidad entre el número de átomos que 

ingresan , que a su vez se puede calcular como el aumento del 

volumen b.V entre el volumen atómico n. El aumento del volumen 

resulta ser, haciendo referencia a la figura 4, igual a 

/lV = L {P lle) lip Finalmente, tenemos que el potencial químico 

sobre la superficie se puede expresar como 

l!.E - íl 1 s 

llV /rl p (2.8) 

donde K es la curvatura del perfil de la superficie en ese punto. 

Por conveniencia, y por el desarrollo seguido para encontrar las 

fórmulas, la curvatura se tomará como positiva para superficies 



elemento de longitud de arco. 

De la ecuación de la conservación de la materia, se 

determinará la velocidad con que se mueve cada punto sobre la 

superficie de la cavidad. Para ello recurriremos a la figura 5 1 

donde se considera al flujo difusivo J corno función de 
s 

la 

longitud de arco en los puntos s y s+t.s. El aumento del volúmen 

debido a estos dos flujos por unidad de tiempo en la región 

mostrada, es igual al número neto de átomos que entran a la 

región por unidad de tiempo, multiplicado por el. volúmen atómico, 

esto es 

fN/fit (J(s+l!.s) - J(s)) •S. L íl 

donde ó • es la anchura difus ional de la superficie, o sea la 

profundidad dentro del material en que ocurre la difusión, que se 

considera constante; J(s+t.s) el número de átomos que abandonan la 

región y J ( s) el número que ingresa. Por otro lado, la última 

cantidad es igual a la velocidad con que aumenta el volúmen de la 

región y que, de la geometria es igual tambien a 



!J.V / llt 

Figura 5. 

L !J.s _Ee_ 
dt 

Igualando estas dos expresiones y tomando el limite cuando !J.s 

tiende a cero, resulta 

. 
J• (s) 

1 dp 
-r-n-at 

recurriendo a la ecuación (8), la velocidad con que se mueve cada 

punto en la dirección normal a la cavidad, o sea en la dirección 

del radio de curvatura, está dada por la siguiente expresión 



V 
82 K 

a s2 
(2 .10) 

Reescribiendo las ecuaciones en forma adirnensional, donde las 

longitudes se miden en unidades de A
0 

donde 2A
0 

es el diámetro 

inicial de la cavidad como se observa en la figura 4 y el tiempo 

se mide en unidades de 

t k T A
4 

/ D .5 7 íl 
S 0 S B S 

la ecuación para la velocidad se transforma en 

donde la curvatura " es igual a 

K(X,t) 
[1 + (8u/axf] 312 

y la longitud de arco s es 

s (x,t) 

X 

I ~ 1 + (8u(€,t)/8x)
21 

d€ 
o 

(2 .11) 

(2.12) 

(2 .13) 

Conociendo la velocidad normal, mediante las ecuaciones 

obtenidas, calcularnos la forma posterior de la cavidad. Sin 

embargo, el movimiento de la punta de la cavidad no se puede 
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determinar solamente con estas ecuaciones. Para esto, .es necesario 

analizar el fenómeno en la frontera de grano. 

II.2.(b).-Difusion sobre la frontera de grano. 

Se ha establecido [13], que los esfuerzos cortantes que 

actúan sobre la frontera de grano, es decir, las componentes 

tangenciales de los esfuerzos a la frontera de grano, se eliminan 

rápidamente por el deslizamiento de las fronteras de grano en la 

interfase, quedando sólamente las componentes normales a ella. El 

exceso de potencial químico de los átomos, relativo al estado 

libre de esfuerzos normales se obtiene tomando en cuenta que, como 

el área de la frontera de grano no crece por este efecto, el 

trabajo que se realiza es en contra del esfuerzo normal cr que 

actúa en esta parte. El exceso del potencial quimico, con respecto 

al estado libre de esfuerzo [13],entonces ·es 

/i µ - íl T 
n 

( 2 .14) 

donde Tn se considera positiva para esfuerzos de tensión. El flujo 

atómico en dirección paralela a la frontera de grano (ver figura 

3), conforme a la ecuación (3) resulta 

a T 
D/(k T) Ti- (2.15) 

donde Db es la difusividad en la frontera de grano y a X es el 

elemento de longitud de la frontera de grano. La conservación de 



la materia, aplicada a una rebanada de la frontera de grano, tal 

como se hizo con la cavidad, comprendida entre las coordenadas x y 

x+Ax; de altura igual al espesor '\ de la frontera y de 

profundidad igual a, la.unidad, nos dice que 

- Ax a u 
8t 

ya que Jb es igual al número de átomos que atraviesan la unidad de 

superficie en la unidad de tiempo. Por eso tenemos que multiplicar 

por el volumen atómico para determinar el aumento volumétrico en 

el intervalo de longitud Ax. En el lado derecho, au;at es la 

rapidéz de acumulación de materia en la frontera de grano, en el 

intervako Ax, y el signo negativo es porque si J b disminuye el 

volumen aumenta y viceversa. Dividiendo la última ecuación entre 

Ax y tomando el limite cuando este se va a cero, nos queda la 

ecuación 

( 2 .16) 

derivando, por otro lado la ecuación (14), igualando con la 

ecuación (15) y reordenando los términos nos queda 

8 
2 

T a u 
n 

8 X 
2 + --- o (2.17) 

a t 



Como se mencionó en la introducción, podemos ignorar la difusión 

transitoria en la frontera de grano y tratar sólamente el estado 

estacionario, en que la materia que se acumula, se acomoda por el 

crecimiento uniforme de los cristales vecinos. Asi, la 

distribución de tracciones en el estado estacionario, sobre la 

frontera de grano se puede determinar tomando au/at como 

constante. Regresando a la ecuación (17), nos queda una ecuación 

diferencial ordinaria de segundo orden, cuya solución es una 

familia de parábolas [30]. Para determinar una solución de manera 

única, necesitamos dos condiciones adicionales. Una condición se 

obtiene observando en la figura 4 que, por simetria, en el centro 

de la frontera de grano el flujo difusivo se anula, esto es, de la 

ecuación (15) resulta como primera condición que la derivada de Tn 

en X=B es cero. Como segunda condición usaremos el hecho de que el 

esfuerzo aplicado es igual a u, o sea que al integrar Tn sobre la 

frontera de grano y dividir entre la longitud, debemos obtener u. 

Usando estas dos condiciones, la solución a la ecuación (:7), para 

la distribución de tracciones, se puede escribir como 

e 
T 

n 
2 

X - A 

B - A 

X - A 

B - A 
(2.18) 

donde e es un parámetro por determinar posteriormente. Este 

resultado, junto con el obtenido para la superficie de la cavidad, 



se usarán para-determinar las condiciones de frontera en la punta 
:.· . ..--.-.'.,· 

de la cavid~d, ~toes, acoplar los dos procesos difusivos. 

II;2.(c).- Condiciones de Frontera. 

(l) Condiciones de Frontera gn el Origen. 

Como suponemos que las cavidades que vamos a estudiar son 

simétricas (ver figura 3.), para no trabajar con la cavidad 

completa, situamos nuestro sistema de coordenadas en el centro de 

una de ellas y considerarnos sólo aquella parte del primer 

cuadrante. Como se puede ver en la figura 3, una condición directa 

es que la forma de la cavidad en x = O tiene pendiente nula, lo 

que nos dá la condición de frontera 

o (2.19) 

Una segunda condición de frontera que resulta también de 

manera directa de la simetria de la cavidad consiste en que, como 

la curvatura es simétrica con respecto al origen, la derivada de 

la curvatura con respecto a la variable x, y por tanto con 

respecto a la longitud de arco,se anula. De esta forma tenemos la 

otra condición de frontera 

o ( 2. 20) 

donde el subindice x denota derivación parcial con respecto a esa 

variable. Estas son las condiciones de frontera que se impondrán 



en el origen durante todo el proceso, ya que se supone que la 

simetría se mantiene. 

(U) Condiciones de Frontera fill el Extremo Movil. 

Una condición de frontera en la punta de la cavidad, que 

resulta evidente de la geometría, es 

U (Xtlp ,t) = 0 (2.21) 

ya que la punta se mantendrá siempre so~re la frontera de grano. 

En esta ecuación, xllp denota la posición de la punta de la 

cavidad. Como esta crecerá conforme transcurre el tiempo, xtlp 

será una función de t, lo que nos dice que además de determinar la 

evolución de la forma de la cavidad, tenemos que determinar cómo 

avanza la punta de la cavidad. Esta última consideración nos lleva 

a la conclusión de que necesitamos dos condiciones de frontera 

adicionales en este extremo. 

Para mantener el equilibrio me :ánico, la fuerza neta que 

actúa sobre la cavidad es cero, ya que la cavidad mantiene la 

misma posición durante todo el proceso. Esta condición nos 

permitirá obtener una ecuación más para la punta de la cavidad, 

que se puede encontrar como se ilustra en la figura 6, donde 

tenemos que las fuerzas que actúan en la punta se deben a la 

tensión de las superficies que concurren alli. Estas fuerzas, 

producidas por tensión superficial, como hemos visto se pueden 

escribir en función de la energia libre de la superficie. La 

fuerza ejercida debido a la tensión superficial de la cavidad, 



Figura 6. 

sobre un segmento de longitud e de la frontera de la cavidad, on 

la dirección paralela a la frontera de grano es 2 i 1 ces e 
s lip 

donde e llp se conoce como ángulo de capilaridad. Esta fuerza se 

debe equilibrar con la fuerza e 1. producida por la frontera de 

grano, en la dirección contraria. Por tanto tenemos 

de donde se tiene que 



ces a 
llp 

(2.22) 

Evidentemente, las componentes normales de las fuerzas se anulan. 

Para plata pura, el ángulo etlp dá'. un valor de 7 oº [ 15]. Como 

consecuencia, tenemos la siguiente condición de frontera 

tan (110°) (2.23) 

El acoplamiento de los procesos difusionales sobre la 

superficie de la cavidad y en la frontera de grano se hace 

imponiendo condiciones de continuidad tanto en el potencial 

quimico como en el flujo atómico en la punta de la cavidad. La 

continuidad del potencial quimico, se expresa como (!1µ)
5
= (llµ)b, 

mientras que la continuidad del' flujo atómico es 2 1\ J 0 •\ Jb. 

Estas dos condiciones nos conducen a la ecuación 

2 D cS 1 
S B S (~) 

llp 

e 

k T (1 -A/B)
2 

(2.24) 

Cuando se elimina e de de las ecuaciones ( 16) y ( 1 7) , Ktlp se 

puede despejar dando como resultado 

K 
llp 1 - a/b + ( 1 - a/b) 

2 /l. { 2. 25) 



con. ª""A/A
0 

y b=S./l\01 y donde .. el esfUerzo aplicado se expresaen 

·forma adimensional. como 

¿ "" u A /r o • 

y la razón de J.a difusividad entre la frontera de grano y la 

superficie de la cavidad corno 

(2. 27) 

Para e 1 desarrollo posterior, la fórmula ( 26) convl~ne 

reescribirla en función de la variable x en lugar de la longlt~~ 

de arco. Al hacer la transformación de la ecuación en la variable 

x, usaremos la regla de la cadena en la forma 

donde ax/ós 1/ (Bs/8x) y, 

a s 
ax. 

a a x 
ax as 

(2.28¡ 

De esta manera, el resultado que usaremos seré la 

expresión 

3 f 
21i 

:¿ - ICt.lp ( 1 - a/b) 

(1 - a/b)2 ) 

1 / 2 

tan
2 ce l 

llp 
(2. 29) 



X 

Figura 7. 

Este mismo problema se puede replantear como un problema de 

una ecuación diferencial parcial con frontera móvil [ 31], de cuart 

orden. La formulación en esos términos se obtendrá recurriendo a 

la ilustración de la figura 7, donde se muestra el perfíl de la 

cavidad al tiempo t y el correspondiente al tiempo t+t.t, como 

resultado del desplazamiento de cada punto, durante un intervalo 

de longitud t.t. 

Si z = u(x,t) representa a la superficie en el tiempo t, 

z+t.z = u(x,t+At) la representará en t+lit. Tenemos entonces que, 



como conocemos la velocidad normal v en el Pti_nto (x, z), - la 

variación /iz se pued,e calcular como un desplazamiento - tal que 

proyectado en la dirección normal al perfil en (X, Z) nos dé el 

desplazamiento normal, que es igual a v lit. De esta forma nos 

queda que 

/J.z V /J.t/cos 9 

donde e es el ángulo que hace el vector normal con la dirección 

positiva del eje z. Este se puede evaluar en función del ángulo 

que hace la tangente al perfil con la dirección positiva del eje 

x, y mediante las identidades trigonométricas, expresar la 

ecuación anterior en términos de la derivada de z con respecto a x 

az/ax. Tenemos entonces 

En el limite cuando /J.t tiende a cero, se tiene por resolver, la 

ecuación diferencial parcial no lineal 

au/at ( 2. 30) 

donde 

V = (2.31) 



----=---=-=--=----.o-_-;'_;= 

y 

con las condiciones de frontera en el origen 

K (0 1 t) o 

o. 

Las condiciones de frontera en la punta de la cavidad son 

u(xt
1
·P 1 t) = o 

ux(xt
1
p 1 t) = tan(rr - 110º¡ 

y 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

3 f 

2 b 

(:E - ll:tlp (1 - a/b)) 1 
,,¡ 1 + tan2 ce ) 

tlp 

(1 - a/b) 2 

(2.38) 

Asi, el problema en el caso bidimensional, consiste en 

resolver la ecuación diferencial parcial no lineal de cuarto orden 

(31) donde K esta dada por la expresion (32) y s por (33); 

condiciones de frontera en el origen (34), (35) y las condiciones 

de frontera en el extremo móvil (36), (37) y (38). 



IL 3. -ANALISIS TRIDIMENSIONAL. 

II.3.(a).-Difusion Superficial 

En el caso tridimensional, para mayor facilidad del análisis 

consideraremos una cavidad con simetría axial, o sea· que es 

simétrica con respecto a una recta que tomaremos como el eje z. 

Esta cavidad se supondrá situada en la frontera de grano de un 

material de forma cilíndrica, que consta de solo dos granos 

cristalinos, donde la frontera de grano es perpendicular al eje 

del cilindro. Por la simetría de la configuración, la forma de la 

cavidad conviene escribirla en coordenadas cilindricas corno 

X r(t) COS rp 

y r(t) sen rp 

z = u (r(t) ,t) 

De esta manera, si tomamos el perfil de la cavidad que se obtiene 

haciendo un corte con el plano perpendicular al plano xy y que 

contiene al eje de simetría, reducimos el problema a uno 

bidimensional. Evidentemente habrá algunos cambios, los cuales se 

indicarán conforme se vayan describiendo las ecuaciones 

correspondientes. Por la discusión hecha del caso bidimensional, 

tanto el potencial químico como el flujo atómico tienen la misma 

expresión para esta nueva situación, con la diferencia de que 

ahora, la curvatura K está dada por 

K = K + K 
1 2 

(2.38) 



con K
1 

y K
2 

las curvaturas principales de la .superficie de la 

cavidad tridimensional. Pór .. l~ lÍi~ó-~E!sls de simetría .ax.ial, la 

curvatura principal 

(2.39) 

donde a es el ángulo que forma la tangente al perfil de la 

cavidad, en el punto correspondiente, con el plano xy. Nuevamente, 

la aplicación de la ecuación de conservación de la masa nos 

permite obtener una expresión para la velocidad normal que resulta 

V 
1 a 
r as 

8 K 
as (2.40) 

donde la velocidad v, la coordenada r, la curvatura K y la 

longitud de arco se expresan en forma adimensional, en las mismas 

unidades que en el caso bidimensional. 

II.3.(b).-Difusion en la Frontera de Grano. 

En la frontera de grano, como en la superficie de la cavidad, 

el potencial químico y el flujo atómico se expresan por ecuaciones 

análogas al caso bidimensional [18]. La ecuación de la conservación de 

la masa queda ahora como 

~ -fR( ~ i ) + ~ ~ o (2. 41) 



donde R es la. coordenada de los puntos de la frontera, T es la 

tracción normal y au¡at es la rapidéz con que se acumula el 

volúmen po; unldad de área de frontera de grano, que también se 

supondrá constante. Como esta constante no se conoce de antemano, 

al resolver la ecuación (39) aparecerá un parámetro que se 

determina posteriormente de las condiciones de continuidad del 

potencial quimico y del flujo atómico. La solución de la ecuación 

( 39), usando nueva.mente la condición de equilibrio mecánico y de 

flujo cero en el punto R = B, es 

T(R) 4 ln (B/A) - 3 + 4A/B - A/B 
X 

[ 2 ln (R/A) - (R2 
- A2 )/B2 

] .+ e; r; (2.42) 

con r; como el parámetro indeterminado que se mencionó 

anteriormente. 

II.3.(c).-CONDICIONES DE FRONTERA. 

(l)Condicion de Frontera en el Origen.,_ 

Las condiciones de frontera en el origen se determinan 

fácilmente,como en el caso anterior, de las condiciones de 

simetría de la cavidad. Tenemos, por tanto 



ya que tanto la forma de la cavidád como la curvatura son 

simétricas con respecto al origen. 

(l)Condicion de Frontera en el Extremo Movil. 

El acoplamiento de los procesos difusionales, en la 

superficie y en la frontera de grano, se hace imponiendo la 

continuidad del flujo atómico y del potencial quiJnico. La 

combinación de estas condiciones da 

IC 
tlp 

~~-¿~- a [ 4 ln(b/a) - 3 + 4a 2 /b 2 
- a4 /b4 

1 - a
2
/b

2 
2 11 (1 - a 2

/b
2

) 

(2.43) 

Para encontrar esta ecuación es necesario usar las dos 

condiciones referidas por el hecho de que la velocidad de 

acumulación de volúmen en la frontera de grano es desconocida. Por 

el procedimiento que vamos aseguir, en la última expresión 

cambiamos el término entre paréntesis por 

( ~ ~ L~J ~ ~ L) ~ ~ Llp 
o sea 



De manera análoga, este;problema se puede transformar en 

un problema en ecuaciones diferenciales parciales, donde la 

función incógnita z = u(r,t) se determina como la solución de la 

ecuación diferencial parcial, no lineal de cuarto orden con 

frontera móvil 

( 2. 44) 

donde v es la velocidad normal éda~a~~ por ,,.1acc ecuación 

( 2. 45) 

con (2.46) 

(2.47) 

( ) 

3/2 

1 + (Bu/ar) 2 

y . cos a/r (2. 48) 

Las condiciones de frontera en el origen, quedan como 

o (2.49) 

... 



En tanto que e~ á ~~lntá lllóvÚ de la cávidad, tenemos 

IC 
t!p 

·.·:-:~~~~- ,·:;,~:.~·;'; 

-;_ :;:~·~~ -.·~ .. :y':·./~)~:-
. ,-(·=!· 

r ~ c{-i;;('b/a) - 3 + 4a Jb 2 
-

-----
1 - '§.' lb o 2 f ( 1 - ~ /b ) 

(2.51) 

(2. 52) 

a 4;b 
4 

( 8K .) 

as ttp 

(2.53) 

de hecho rttp' es una función que se determina conjuntamente con 

la forma de la cavidad. Por esta razón, en la punta de la cavidad 

es necesario tener una condición adicional para poder resolver la 

ecuación diferencial. 



CAPITULO 111. 

METODOS NUMERICOS. 

II I.1 • -ECUACIONES • 

El primer tratamiento por métodos numéricos del problema 

de crecimiento de cavidades fué realizado por G. M. PHARR. y W. D. 

NIX [ 18} en un trabajo donde estudian el proceso gobernado por el 

mecanismo de difusión superficial, propuesto por T. J. CHUANG y J. 

R. RICE (16}. En su estudio, PHARR y NIX analizan de h.echo dos 

casos usando cavidades con simetria axial. En el primero estudian 

una sola cavidad aislada con el fin de analizar efectos de 

capilaridad exclusivamente. En estas circunstancias, el esfuerzo 

en la frontera de grano es igual al esfuerzo aplicado. En el 

segundo caso analizan una distribución periódica de cavidades, que 

se diferencia del. anterior en que, como la distancia eritre las 

cavidades disminuye conforme éstas crecen, el esfuerzo en la 

frontera de grano cambia conforme transcurra el tiempo, aunque 

para un tiempo fijo lo toman constante en toda la frontera. En 

este sentido se dice que analizan la interacción de las 

cavidades ( 18]. 

La ecuación que obtuvierón [ 18 J paró ~l flujo at..órnico Ju 

en la superficie de la cavidad con simetria axial fué 

( 3,1) 

donde K 
1 

y ic
2 

son las curvaturas principales [32] de la superficie 



y as es el elemento de longitud de arco medido sobre el perfil de 

la superficie. La veio~idad n~;;,mal.resültó 

v =. ~· 8(J~ r)/Bs 

que al derivar se .transforma en 

a J J a r 
V=--ª-+ s as --r- as 

(3. 2) 

(3. 3) 

Las condiciones de frontera en el origen se obtuvieron de 

consideraciones de simetria. Si e denota el ángulo que hace la 

tangente al perfil con el plano XY, este se anula porque la 

cavidad es simétrica con respecto al eje z. Por otro lado, ya que 

el origen es el punto donde cambia de dirección el flujo atómico, 

este tiene que anularse para que cumpla con condiciones de 

continuidad. De esta manera, tenemos las siguientes condiciones de 

frontera 

e = o, 

J = o 

en el origen, x =O. 

( 3. 4) 

( 3. 5) 

En la punta de la cavidad, el ángulo e , es igual al 

ángulo de capilaridad 9
01 

cuyo valor tomaron igual a 70° para 

.. ........._.. ----·-· . - - ~-- -.... -- __ .. 



comparar .con. 

pura. Corno el 

en tanto que el 

ti.µ 

tenemos la siguiente ·. pun,ta . de la cavidad, 

tornando en cuenta la continuidad del potencial en la interfase 

·o-----=-------- - -

Estas dos condicionesdef:tonter~ se escribirán como 

<r r
0
i '1

5 11.g 

( 3. 6) 

( 3. 7) 

en donde la expresión <T
1 

lq indica el esfuerzo existente en la 

frontera entre las cavidades y r
0 

es el radio inicial de la 

cavidad, que aparece por la normalización de las dimensiones. 

III.2.-METODO EN DIFERENCIAS FINITAS. 

La base del método numérico usado consistió en seguir el 

movimiento de un conjunto discreto de puntos sobre la superficie 



inicial de la cavidad; calcular las ca~tid;des de' i~tefé~' en ~ada; 
punto por diferencias finitas y .. f~nalmente1 · ·determinar la 

velocidad normal y la posiciisri 6ÍlhseC:uenté. de ·e~tos J4~fÍJsE Este' 

proceso corresponde a la aproximación de una función z = u ( r, t) , 

por medio de una discretización del dominio 'D de la función, 

esto es, la selección de un conjunto finito de puntos en V, donde 

se determinan los valores de la función. Como la función depende 

de dos variables, la selección de los puntos se realiza en un 

subconjunto del plano. La selección de los puntos se lleva a cabo 

en dos etapas. Primero se divide la variable temporal en un número 

finito M de subintervalos, mediante los puntos {t0,t1, ... ,tM} 

en donde los valores correspondientes de la función son 

l 0 1 1 1 ... 1 M 

En segundo lugar, para cada valor de l, se seleeciona otro 

conjunto finito de puntos, pero ahora con respecto a la variable 

r, en donde nuevamente se aproximarán los valores de la función. 

Al discretizar el perfil inicial, como se muestra en la figura 8, 

se tienen N puntos con coordenadas ( r; 1 =,) ¡ con L =l, 2, N. 

Como el avance normal requiere conocer la velocidad en la forma 

dada por la ecuación ( 2), se tiene que E:Valuar el flujo difusivo 

tambien en cada uno de esos puntos. El flujo en el j-ésimo punto 

se aproxima reemplazando la relación en la ecuación ( 1) por la 

aproximación en diferencia finita 



X 

Figura 8. 

) )/l'.sJ ·.·· 
J-1 . J- 1 

(3.8) 

aqui t.s 1 representa la distancia entre los puntos j-1 y j. 
J-1 

Las curvatura K
1 

y K
2 

se determinan de las ecuaciones 

(3.9) 

sen {3 J /rJ (3.10) 



en donde p
1 

se calcula como el radio de la circunferencia que pasa 

por el punto j-ésirno y sus dos vecinos; j-1 y j+l. La curvatura 

"z [ 32] se ha eser i to en forma conveni.ente en términos del ángulo 

(3 que hace la normal a la superficie con el plano XY, ya que 

numéricamente es mas fácil de evaluar. La velocidad en ese punto, 

de acuerdo a la ecuación (2), se calcula recurriendo a la 

aproximación 

V 
J 

sen (3
1 

(3 .11) 

Una vez que se tiene la velocidad y la dirección en que se 

mueve el J-ésimo punto, se escoge un pequeño intervalo de tiempo 

~t y se detrminan las nuevas coordenadas mediante las siguientes 

expresiones 

r
1
(t + ~t) r

1
( t) + V ~t COS (3 j (3.12) 

J 

ZJ(t + ~t) z
1
(t) + V ~t sen 13

1 
( 3 .13) 

J 

Todos los puntos se mueven de acuerdo a este esquema, 

excepto el primero y el úli:imo, con los cuales se debe tener 

especial cuidado porque muchas de las expresiones anteriores dejan 

de tener significado. Estos dos puntos se trataron por separado ya 

que satisfacen condiciones de frontera diferentes. 



II r. 3; ..:C:oN-ornióNis' Ili FRONTERA. ·.· 

. ~~r~ \].:;~'. p;~t.~( en i~i /o.rigen, o sea el punto situado 

.iriiC::Üim'eri$e én).a'·J~~tei'sl!p~rior ci.~ia cavidad; las condiciones.de 

·frontera ~bi ~~n' iOJii~~~i~h~~~~e que 

( 3 .14) 

( 3 .15) 

Sin embargo, la velocidad v
1 

no se puede calcular de la expresión 

( 9) porque conduce a una indeterminación. Para resolver esta 

dificultad, se hizo un ánalisis local del proceso difusivo y se 

determinó que en el origen 

d J 
s 

V= 2QS 

lo que condujo a usar la aproximación 

2 
(Jn)2 - (Js)l 

(t. s) ~ 
( 3 .16) 

Al calcular ( J s) 
2 

se tiene, como lo indica la ecuación ( 8), 

que la expresión depende del valor de las curvaturas principales 

tanto en el punto correspondiente a j 2 como a j = l. Esto 

obliga a hacer una nueva consideración del proceso, basada en la 

simetria, para que al calcular la curvatura en el primer punto se 



---=~=----

use un punto adiéionaT é:~n j = o situado aº la .izquierda dei
000

~r~Ígen" 

y •i•::r::0ú::,::"::n:::•L:.:~oiidfo~~S¡~¡~;~~ j~~iJ,~~c~~; os. 

poco diferente ya que los ar~m~htó'~ ~:~e;~;si~~é~ia · .. ·no son un 

aplicables. PHARR y NIX, hacen la ob~e~~~~{¿~ de. que como no 

pueden aplicar la ecuación { 12} porque involucra las cantidades 

correspondientes a un punto con j = N+l, lo toman como si fuera un 

punto que flotara al vaiven del punto N-1, pero con el requisito 

de que cumpla con las condiciones de frontera en la punta de la 

cavidad. Asi el último punto se considera que siempre se mueve 

sobre el plano XY, es decir su coordenada en la dirección del eje 

Z es z = O, y que su posición en el plano es tal que el ángulo de 

capilaridad 9
0 

se mantenga constante, como se muestra en la figura 

L9. De acuerdo a esto, la velocidad en el punto N-1 determina el 

desplazamiento del N-ésirno. Tal corno se puede observar en la 

ecuación (12), para determinar la velocidad en ese punto, se debe 

calcular primero el flujo en la punta de la cavidad, que a su vez 

depende del valor de la curvatura, de acuerdo a la expresión (8). 

Es aqui donde se usa la última condición de frontera que nos queda 

y que es la expresión { 7) en que cr
11

g se sustituye en términos del 

esfuerzo aplicado dependiendo del problema que se estudie. En el 

caso de una sola cavidad aislada el valor resulta 

tY 
llq 

CT 
ap 

(3.17a) 

en donde cr
0
Pes el esfuerzo aplicado. Cuando se tiene una 

---7--~---

~ 



.1( 

Figura 9. 

distribución periódica de cavidades con simetria axial 

i\ 2 
(]" (]" 

l lg ap 
• ?. ?. 
¡\ - rr r 

( 3. l 7b) 

con i\ como la separación del centro de las cuvidades. 

Dependiendo de la situación sin embargo, las ecuaciones (18) 

permiten calcular la curvatura en la punta de la cavidad y por lo 

tanto tener todos los elementos necesarios para seguir la 

evolución de la cavidad en cada caso. 



. :·: ~-.:· '.· - ·:' - - . 

un estudio adicional del probYema Úe" ll~v~ao a cabo por L~ 
MARTINEZ y w. D. NIX (l],(20] quienes toman en cuenta que 'para 

algunos mate::-iales, la difusión en la frontera de grano no es lo -

suficientemente rápido como para que el proceso sea controlado por 

la difusión superficial. Es decir, hay casos en que la razón de la 

difusividad J = Db •\/D
0 

º• es muy grande, y por lo tanto, la 

difusión en la frontera de grano es mayor que en la superficie de 

la cavidad, pero que en otros resulta que J es muy pequeña y 

entonces, se tiene la situación contraria. Por lo tanto, MARTINEZ 

y NIX analizan el problema cuando la distribución de tracciones en 

la frontera de grano no es uniforme, aunque consideran que el 

depósito de materia si se efectúa de uniformemente. En este 

sentido, se dice que analizan el problema en estado estacionario. 

Posteriormente, se calculó la distribución de tracciones, y por lo 

tanto el potencial químico, en la frontera de grano. Al imponer la 

condición de continuidad en el flujo atómico y en el potencial 

químico, se obtuvo la siguiente ecuación, en el caso bidimensional 

K 
ll p 1 - a/b 

tal como se efectuó en el Capitulo I I. Bajo estas hipótesis, las 

ecuaciones a re~olver quedaron como 

V = (3.18) 



donde K es .. la':. curvatura .Y s . la longi"t:.ud de arco en. forma 
>i~·>' ~···-

adirríen~icinal: Las condicionE!sde i~ohtera ~;,' ¿]. origen. quedan como 

(3.19) 

( 3. 20) 

expresiones en que se han usado subindices para indicar derivadas 

parciales. Finalm~nte, las. condiciones de frontera en la punta de 

la cavidad resultaron 

K 
llp - a/b 

U(Xtlp 1t) ;' 0 

u (x ; t.) ~ tan(lloº) 
X llp · . . . . , ·· 

(3.21) 

( 3 .22) 

( 3. 23) 

Para resolver las ecuaciones (18)-(23) 1 por diferencias finitas, 

se usaron las aproximaciones de PHARR y NIX, descritas 

anteriormente, tanto para calcular las cantidades involucradas en 

la superficie de lct caviC.<.td, corno para imponer las condiciones de 

frontera en el origen. Además, para mantener el dngulo de 

capilaridad en J.a punta de la cavidad, usan la técnica de 

flo tümiento del último pune o con forme al movimiento del penúltimo. 

Sin embargo, nuevumente se tiene que para calcular la velocidad de 

éste, se necesita conocer la curvatura en la punta de la cavidad. 

Este problema se resuelve mediante la ecuación ( 23), al aproximar 



la der::I:o~lifierivad.a. de 

la ex¡:g:=i¡eexpresi c::5 n 

(3.25) 

Con es 1 L esta <i.proximación se puede calcular la velocidad en cada uno 

de loo_J los pu::ntos, desde el primero hasta el penúltimo y entonces se 

puedeELb~·ede seg<_lir la evolución de la forma de la cavidad. 

Toma:!::1do cavidades iniciales con un diámetro igual a O. 1 µm, 

una aa sepa :ración de 10 veces este diámetro y un ángulo de 

capilL -1ooilarid..ad de 7 oº, compararon los crecimientos de cavidades la 

razórr:rOi::zón deo las difusividades varia desde 10-
2 hasta 10

4
• 

!ncorna=ontrar-0n que cuando la razón de la difusividad es peuqeña, sus 

reoul[oo:aultado s concordaban más con las predicciones de HULL y :UHMER 

(O]" OS], corn.o se muestra en la figura 10 (a) en que se describe una 

secu~ux:x:uencia... del crecimiento y la evolución de la cavidad para un 

valon:=IIlor de f = 0.01. En cambio cuando la difusividad es mayor, la 

conca.=nnncorda11cia es mejor con el modelo de CHUANG et al. ( 19], como se 

1,uestaaeestrae:n la figura lO(b) con f = 1.0. 

En eil caso tridimensional, la situación es análoga, ya que 



Figura 10. 

como se hizo ver en el capitulo II, éste se reduce fácilmente al 

caso bidimensional cuando la cavidad posee simetria axial. La 

diferencia con el modelo de PHARR y NIX [ 18], es que el estado 

. estacionario consiste en que el depósito de materia en la frontera 

de grano se lleva a cabo de manera uniforme, a diferencia de aquél 

en que la distribución de tracciones era la uniforme. En estas 

condiciones, la curvatura en la punta de la cavidad [ 20) se 

encontró igual a 



K 
llp 

HULL & .. 
RIHHER _J 

Figura 11 

a [4 ln(b/a) - 3 + 4a2/b2 
- a 4/b4

] 

2 f (1 - a 2
/b

2
) 

( 3. 26) 

Aproximando la derivada de la curvatura en la puntu de la 

cavidad por la ecuación (24) y despejando, tenemos que la 

curvatura en el extremo móvil es 

( 3. 27) 



con.H igual a. 

H 

4 
- (r/b) J 

(3.28) 

Usando los cambios mencionados, se calcula la velocidad en 

los puntos necesarios y la evolución de la cavidad se puede 

seguir. Los resultados obtenidos se muestran en la figura 11, en 

donde se puede ver que, para un valor de f = 0.01 en (a) se tiene 

mejor aproximación al modelo de HULL y RIMMER, mientras que para f 

= 1.0 el resultado se aproxima más al modelo de CHUANG et. al. 



IV.1.-INTRODUCCION. 

CAPITULO 

TEORIA ·DE SPLINES 

Durante mucho tiempo se usaron tiras de madera, finas y 

largas, o de cualquier otro material para trazar curvas suaves que 

se ajusten a un conjunto de puntos especificados. Estas tiras o 

splines se fijaban colocando objetos pesados de manera que 

variando la posición y el número de estos se podia trazar la curva 

deseada. 

Si consideramos a la tira o spline como una viga delgada, 

entonces, de acuerdo a la eC:Üá:é:ió~ de Bernoulli-Euler [ 23], se 

cumple que ·<-·' 
...... ~;J~l/·'. : :.·' ~ 

( 4 .1) 

... ,,_,, -.--

Aqui, M(X) es el momento d~·1:'ensión, E el módulo de Young, r el 

momento de inercia y R(X) eL radio de curvatura de la forma que 

adopta la tira, esto es R(X) l/K(X), donde K(x) denota la 

curvatura, por lo tanto 

( 4. 2) 

Para deflexiones la'. primera derivada es 

despreciable, lo que nos deja .la ecu~c{~n ~~terior, al despejar, 

como 



pesos es lineal. 

El spline 

mencionada, por 

matemático se 

una expresión 

obtiene aproximando la tira 

cúbica entre cada par de pesos 

adyacentes / con ciertas discontinuidades permitidas de sus 

derivadas en los puntos donde se unen, esto es, en los puntos en 

donde se colocan los contrapesos. En su forma más simple, el 

spline matemático es continuo y tiene primera y segunda derivada 

continua. Normalmente, sin embargo, tiene una discontinuidad de 

salto en la tercera derivada, lo cual corresponde, en las tiras 

para dibujar, a un cambio continuo en la curvatura y a un salto en 

la rapidez de cambio, en la posición de los contrapesos. Para 

muchas aplicaciones importantes, este modelo matemático es 

bastante bueno [ 23]. En la práctica, el dibujante no coloca los 

contrapesos en los puntos especificados por los que debe pasar la 

curva a trazar. Sin embargo, cuando se usa el análogo matemático, 

es común tomar a los puntos especificados para interpolar, 

exactamente igual a los puntos de unión. 

A partir de estas ideas, el concepto de spline se ha 

generalizado en diferentes direcciones / en particular el uso de 

operadores diferenciales permite el estudio de los splines 

trigonométricos y los llamados splines en tensión, asi como los 

splines de grado mayor. Aunque la mayoria de estos avances se han 



logrado gracias a la herramienta que se dispone del Análisis 

Funcional, aplicado a Espacios de Hilbert ( 22] 1 en este capitulo 

se tratarán sólamente aspectos elementales de los splines cúbicos. 

IV.2.- DEFINICIONN DE SPLINES DE TERCER GRADO 

En muchos problemas cuya solución es dificil determinar 

en forma analitica, como es nuestro caso, se recurren a métodos 

numéricos para aproximar las soluciones, escogiendo los elementos 

aproximantes con ciertas propiedades que permitan su manejo. Como 

en el problema que se va a atacar la solución es una función, los 

elementos aproximantes son funciones que se conocen como splines y 

que se definirán a continuación. 

Sea I = [a,b] un intervalo sobre la recta real y 

una partición de dicho intervalo. Denotaremos por 

1,2,3, ... ,N - l. 

a los subintervalos en que queda dividido I, mediante la 

partición. Un spline polinomial de tercer grado, que tambien se 

conoce simplemente como spline cúbico , es una función 

----->IR 



donde grad(Pl) :s 3. 

Debido a que las expresiones para el spline pueden cambiar, 

como polinomio cúbico en cada subintervalo, las condiciones de 

continuidad se escriben mediante limites laterales 

ei.m o 
3 

X ) 

X-X¿ 

li.m o' ( X ) 
3 

x-xl 

lim o; 1 
( X ) 

x-xL 

= tun 4
3 

( X ) 

• 
X-X¿ 

Um o' 
J 

( X ) 
• x-xl 

limo;• {X) 

• x-xl 

(4.5) 

(4 .6) 

(4. 7) 

para l =2,3, ,N-1. Obsérvese que en los puntos x
1 

y x" no son 

aplicables estas expresiones debido a que estos son los extremos 

del intervalo I. 

Al Reescribir estas expresiones de acuerdo a (4), tomamos en 

consideración que PL es un polinomio cúbico. De esta manera las 

ecuacones anteriores se transforman en 



(4.B) 

(4.9) 

(4.10) 

con l variando desde 1 hasta N-1. 

Las propiedades anteriores serán de gran ayuda para el método 

numérico que se persigue, ya que como se verá mas adelante, al 

aproximar el perfil de la cavidad por las funciones definidas, 

tambien se obtendrán aproximaciones a la primera y segunda 

derivada. A continuación se enunciarán y se demostrarán algunas 

propiedades relevantes de esta funciones, concernientes a nuestro 

problema. 

IV. 3. -EL ES~ACIO VECTORIAL !/'
3

• 

Generalmente, las funciones de aproximación usados en 

los métodos numéricos, se requiere que en conjunto, tengan 

propiedades ~dacuadas para su manejo de manera eficiente. Una rie 

estas propiedades, es que al conjunto se le pueda dar una 

estructura de espacio vectorial, lo que permite hacer un análisis 

del conjunto con las herramientas ya conocidas de espacios de 

funciones [22). Esto pasa precisamente con las funciones 

definidas como se verá a continuación. 

Si denotamos por !f 
3 

al conjunto de splines cúbicos, 



este forma un espacio vectorial [ 25 J • 

El espacio vectorial ~ 3 , como puede verse fácilmente, de 

las siguientes consideraciones, es de dimensión mayor que el 

espacio de polinomios de grado menor o igual a 3, ya que cualquier 

elemento de este último satisface las condiciones que definen un 

spline. Ademas, se pueden construir splines cúbicos que no son 

necesariamente polinomios. De hecho, la dimensión de este espacio 

es N+2, lo cual se obtendrá durante el desarrollo de la sección 4, 

donde al tratar de determinar un elemento único de !f' 
J 

se 

bosquejará cómo determinar una base y el mismo desarrollo indicará 

de cuántos elementos consta dicha base. 

IV.4.-DETERMINACION DE1 SPLINE DE INT!;;EPOLACION. 

En esta sección se dará el procedimiento para detrrninar 

el spline cúbico que cumple con las condiciones apropiadas a 

nuestro problema. El desarrollo se basa en una técnica de 

aproximación a una función que posee cierto grado de suavidad, 

pero cuyo manejo numérico no resulta muy conveniente o cuando sólo 

se conocen algunos valores de la función en un número determinado 



de puntos. En nuestra sit~1dóíl1 ViSi-OV . vamos a aproximar los valores de 

una función de dos variabl1s1 in C::::::= m n dond-e discretizamos primero con 

re.specto a la variable ty lueg<>--oQr;>LJego, iUSando los splines cúbicos 

aproximamos en la variabl1 r. El l::!i El mét..odo de aproximación que se 

aplicará es el basado ei la no=or.i noción 

discute a continuación. 

Dada una funcl!n 11 o el 

de interpolación, que se 

problema de interpolación 

consiste en determinar urJ fuílció= :n::bt::::ión g elemento de algún conjunto 

previamente establecido, tal que= ~¡¡¡¡::que sllll. valor en algunos puntos 

coincida con los de f. E~l1tenal~Calgunos; casos en que se tienen que 

satisfacer condiciones a,llclonale~f5<1les, corno es el nuestro, para 

determinar de manera únicaelelemE3El19-emento aproximante. 

Empezaremos prliero con oo::::on el problema de determinar el 

spline polinomial cúbico ¡1e11tiE:!!!al:::ta.tisfac-e la siguiente condición de 

interpolación: 

l ==-1 l = 1,2, ... , N-1, (4.11) 

donde (xl'fl) es un conj¡ílto~e ~ 9E N da.tos por donde desearnos que 

pase nuestro spline. 

Supondremos, por el 1om·~1o•=omente>, que conocemos la segunda 

derivada del 

Denotaremos 

Consideremos 

spline 

estos 

ahora, 

en los ~orlo~ eol::Jodos, ~sto es, en los 

valorn ~r 

qué ~sa m r.ien cadE3. 

con 1,2, 

subintervalo 

puntos X¿. 

,N-1, 

l, 2, 

... ,N-1. Corno en cada uno~eesto~o:::t tos intervalos el spline se reduce 

a un polinomio cúbico; !'I se~ndo;;..,obr;u::inda d~rivada es una recta que se 



puede escribir como 

Pl' (X) 
z. 

l.+l (4.12) 

= 11 2, ... , N-1. Evidentemente, se 

Esta forma de 

trabajar nos permite asegurar que la segunda derivada es continua, 

aunque no conozcamos los valores de Z¿, porque en los extremos de 

cada uno de los subintervalos los segmentos de recta tanto del 

lado derecho P l: 
1 
como del lado izquierdo 

punto (xl+1'zl+i>. 

P!' 
l 

pasan por el mismo 

Integrando P!' 
l 

dos veces, tenemos que P. torna la ,_ 

siguiente forma 

6 h. (x. - x)
3 + c! x + d! 

t.+l l t. 
l. 

•.• ( 4.13) 

donde c¿ y dl las constantes de integración. Como la suma de los 

dos últimos términos de la expresión anterior es una recta, 

esta se puede escribir como combinación lineal de (x - x¿)lh¿ y 

de ( xl•t - x) lh¿. De esta manera, ( 13) queda como 



x: - X 
3 + ( L+l ·· .. ) .. · •.. 

+ --

el·•· 
(X~ X¿) 

h¿ 

(4.14) 

Hasta este punto, sólo podemos asegurar la continuidad 

de la segunda derivada. A continuación impondremos las condiciones 

para que ~ 3 sea continua. 

De la misma manera que con la segunda derivada, pedimos 

que la función <>
3 

pase por los puntos dados por { 11); con la 

diferencia de que ahora estos puntos si son conocidos. Usando los 

polinomios cúbicos Pi., esa ecuación se transforma como sigue 

f. 
l+l 

1, 2, ... ,N-1. 

Evaluando ( 14) en xi. y en xl+i resulta 

6 

de donde nos queda 

f. -
l. 

z. 
l. 

6 
h~ 

l. 

z. 
l. 1 

l 1,2, ... ,n-1 
6 

f -l+t 
6 



Sustituyen"do en ( i4) I resuita .-

f. 
l+l 

(Xl+t - X). (4.15) 

De esta manera, tenemos una expresión que es continua y tiene 

segunda derivada continua. Resta por dar las ·condiciones para la 

continuidad de la primera derivada , esto es 

P l ( xl+ 1 l ¿ l, 2, ... ,N-1 ( 4 .16) 

Para ello, derivanio-s ·( lS), quedandonos 

Pi. (X) 

zl.1 
( 3 (X - X;)

2 
-

6 hl 

z, . 
h2) - - ( 

l . 6 h. 
3 ( X) 2 - h2,) + xl+t - ~ 

l 



f. - f. 
(..+1 L (4.17) 

h. 
L 

Para aplicar (16), el miembro izquierdo resulta 

simplemente de calcular PL en xl. El miembro derecho se obtendrá 

evaluando Pl en xl+i y después haciendo el cambio de l por l-1. 

Asi, la continuidad en la primera derivada da el resultado 

z 
h +~h. + l 6 t-1 

para L 2, 3, , N-1. Reordenando los térmi_nos de la expresión 

anterior nos queda finalmente 

- l::.f ) l - 1 . 
(4.18) 

con t:.f l ,N-1. Es.te es un 

conjunto de N-2 ecuaciones en las incógnitas Z
1

, Z
2

, 

Z¿ que originalmente suponiamos conocidas. 

En esta parte es conveniente hablar de la dimensión del 

espacio 1
3

• Como se puede ver del desarrollo anterior, al imponer 

las condiciones de continuidad y de interpolación se obtiene un 

conjunto de sólo N-2 ecuaciones, cuando que las incógnitas son N. 



Esto nos dice que necesitamos dos condiciones mas para poder 

determinar univocamente el elemento del espacio, que junto con las 

N de la ecuación ( 1.1) , da un total de N+2. Por lo tanto, si para 

determinar un elemento único de un espacio vectorial necesitamos 

N+2 condiciones, la dimensión del espacio es precisamente N+2, 

como se afirmó en la sección anterior. 

Para la determinación de todas las constantes usaremos las 

condiciones (2.19) y (2.23), las cuales nos dán la primera 

derivada en los extremos del intervalo [a,b], o sea 

o (4.19) 

tan ( 110°-) (4.20) 

Aplicando estas relaciones y ordenando los términos nos 

quedan las dos siguientes ecuaciones 

(4.21) 

. o 
6.tan (110 ) - 6 tifN-i ( 4. 22) 

Las ecuaciones (18) 1 (21) y (22) se pueden escribir en 



forma matricial ·como 

donde A es la matriz 

A 

AX b 

h N-2 2 

h3 

(hN-2 thN-1) h N-1 

hN-1 2 hH-1 

Los vectores x y b tienen componentes que dependen de las 

incógnitas y de los datos, respectivamente 

z1 6 ( llf 1 - tan (13
0

)) 

z2 6 (t.f -¿ t.f 1) 

ZJ 6 (t.f - t.f 2) J 

X b 

z N-1 6 ( llf -N- 1 t.f N- 2) 

ZN 6 (tan (110°) - t.fN-1) 

En la matriz A, las entradas que no se indican son nulas. Como se 



puede observár,; esta: es una matriz •cuycis elementos .diferentes de 
:.- -~. - ,--. -~--~e: - . 

·cero se encu~~t~~ri·' ~Biii~> T~· cifaªoÜai"' p~i~Cip~1;'Viú8.s ;dos· 

diagonales adyacente~. P~/~:~~a·· ra:~~-·se dj_c~ que ~s hna matriz 

tridiagonal [23). También se puecle ver que la matriz es simétrica 

[23], esto es, que el elemento a .. es igual al elemento a ... Se 
'-J ·Jl 

tiene, además, otra propiedad de gran importancia, que nos dice 

que la matriz es no singular [23], y es que A es diagonal 

dominante, esto es, que en cada renglón el valor absoluto del 

elemento en la diagonal es mayor que la suma de los valores 

absolutos de los demás elementos. 

El sistema resultante se resuelve fácilmente usando 

eliminación Gaussiana sin pivoteo [25]. De esta manera, una vez 

calculados los valores de zl, al sustituir en ( 15) tenemos el 

spline buscado que satisface la condición de interpolación (11) y 

las condiciones de frontera (2.19) y (2.23). 

IV. 5. -EX_ISTENCIA Y UNICIDAD DEL ,SPLINE. 

La existencia y unicidad del spline cúbico planteado en la 

sección anterior, se reduce a una aplicación del Teorema de 

Gershgorin [23) que establece 

Dada una matriz A de n por n, si ~(A) denota el espectro de 

A, esto es, el conjunto 

~(A) (i\ E ~1 3 X i 0 3 Ax i\x) 

entonces ~(A) es un subconjunto de la unión de t;;'l para l 1 1 

..• ,n y 



e;~'¡, 1 i~~ ªul < j 11ªLJ1 } . 
' - . 

Este· resultado nos. permite deducir que cualquier matriz cuya 

diagonal principal es dominante (la. 1 1 >.~.la ... I), como la matriz 
¿,_ ¿11 ~ 

A de la sección anterior, es no singular ya que entre sus valores 

porpios no se puede hallar el cero. Por lo tanto, el 

sistema de ecuaciones algebraicas correspondiente tiene solución y 

esta solución es única. Asi, resulta que el spline de 

interpolación, con las condiciones de frontera descritas, existe y 

es única. 

IV.5.-PROPIEDADES ADICIONALES DE LQJi SPLINES. 

Propiedad de la curvatura Mínima. 

La siguiente propiedad del spline cúbico surge de su 

conexión intima, desde su origen, con La Teoria de Vigas [23] y 

que consiste en que la integral del cuadrado de la segunda 

derivada, en el intervalo [a,b], alcanza su minimo cuando se 

calcula para el spline cúbico, en un conjunto de funciones. Debido 

a que esta integral es una buena medida del promedio de la 

curvatura en el intervalo, se le conoce como la Propiedad (k: l.::i 

Curvatura Minima [23). 

(Propiedad de la Curvatura Minima) Si g es una función en 

G2 [a,b] que onterpola a la función f en los puntos 

condiciones 



de fronté'ra 

y 

entonces 

X J n, ( g' ' ) 2clx 
x1, 

donde <>
3 

es el spline que interpola a f en los mismos puntos 

y satisface las mismas condiciones de frontera. 

De esta caracteristica de los splines cúbicos resulta 

natural pensar en su uso para el problema que estamos resolviendo 

ya que sobre la superficie de la cavidad la diferencia en el 

potencial químico es proporcional a la curvatura y el resultado 

anterior nos dice que el spline cúbico minimiza el promedio de la 

curvatura. 

Otro resultado importante que se debe mencionar en favor 

del uso de los splines cúbicos es el que se dá a continuación y 

que se refiere a la convergencia del spline a la función que se 

interpola, cuando la distancia entre los nodos se hace cada ves 

menor. Este resultado se enuncia dando estimaciones del error en 

potencias de la máxima separación entre los nodos. 

(Convergencia del Spline Cúbico) [24] Si f e c
2[a,b], y<> 

3 

es elspline que satisface las mismas condiciones del 



resultado_ anterior, entonces par1euilqlii-Slr.:i¡::;:¡uiér B:. e [a,b] se cumple 

1 1f 1 {X) - ~-- 1 {X) 1 S 24 

donde M
4 

max 1 f< 4
> (x) 1 y h =~xlxl+t::.._ 

11
;¡lCl<¡,

1 
• :xtl; l=l, 2, ... ,n-1. 

[a,b] 

Este resultado, quizá el 1í1 i1=:;JJI importante para el 

desarrollo, nos dice que el spline sc¡u~e u====iu "" usar para determinar 

la segunda derivada de lu función origlnalron · 111~=11 un e:orror de segundo 

orden en h. En otras palabras, nos diqque 1i .:. tesi la separación entre 

los puntos se hace cada vez más pequefü, el err• -01I1=:irror =ometido tambien 

se hace mas pequeño. 

En el siguiente capitulo scdescrib±::::iÍ:dil=ibirá con detalle el 

procedimiento que se sigue para resolv11 la1 e=1 ;:;; ecuaciones obtenidas 

y la manera en que se aplican las corJlcionee::=31rnanes de:o frontera para 



tener un total de N + 2 datos. La diferencia mas notable es que el 

movimiento del punto correspondiente a la punta de la cavidad es 

independiente del punto N-1 y _su desplazamiento sobre la frontera 

de grano se calcula de las condiciones en la punta de la cavidad. 



CAPITULO V 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

V.1.-PROCEDIMIENTO DE DISCRETIZACION. 

El procedimiento para determinar la >'év~lución del 

perfil, conforme transcurre el tiempo, se basa en' las siguientes 

consideraciones. 

Primero. Hacemos una discretización con respecto a la 

variable t, y suponiendo que conocemos la forma del perfil al 

tiempo t .. 
J 

queremos determinar el cambio que sufre durante 

intervalo flt j = t j .i - t j, o sea su forma al tiempo t j+ 
1

• Esto 

quiere decir que discretizamos primero con respecto al tiempo. 

Segundo. Escogemos un conjunto discreto de puntos sobre el 

perfil al tiempo tj y determinamos el spline cúbico que interpola 

esa forma en los puntos seleccionados, junto con las condiciones de 

frontera. Esta parte corresponde a la discretización espacial. 

Tercero. Usando el spline cúbico, calculamos la curvatura en 

cada uno de los puntos de interpolación. 

Cuarto. Interpolamos nuevamente mediante los spline cúbicos 

los valores de la curvatura, usando las condiciones de frontera 

correspondientes. 

Quinto. Con la información anterior, determinamos las 

derivadas de la curvatura con respecto a la longiud de .:irco, lo 

que nos da las velocidades de cada uno de los puntos. 

Sexto. Escogemos el intervalo de tiempo apropiado flt, para 

evitar el comportamiento inestable del proceso, y determinamos la 

el 



nueva posición.· ¡je Tos puntos. 
'. . '.'" ' 

El-perfil iniCial se tomó como un arco de circunferencia que 

cumple con las condiciones de frontera en el origen y en los 

extremos. De esta configuración inicial se escogieron ocho puntos 

de interpolación igualmente espaciados. El ángulo de capilaridad 

se tomó igual a 70° y~= 4.5 

V.2.-DESCRIPCION DE LOS PROGRAMAS. 

La subrutina PTOSINI, calcula los puntos iniciales, sobre el 

perfil circular, normalizando las dimensiones de manera que el 

radio inicial de la cavidad sea igual a la unidad. Una ves que se 

tienen estos puntos, junto con las condiciones de frontera, la 

subrutina ECUACIONES, calcula el sistema de ecuaciones tridiagonal 

para determinar el spline de interpolación, y con TRI se encuentra 

la solución. Las condiciones de frontera de esta etapa estan dadas 

por las ecuaciones (3.33) y (3.34). 

Teniendo el spline, la curvatura en cada punto se obtiene de 

la expresión 

K (X,t) ( 4 .1) 

( 

3/2 

l+u:(x,t)) 

en que el signo negativo se usa para respetar la convención hecha 

de que superficies cóncavas poseen curvatura negativa. En la 

subrutina CURVATURA, esta expresión se usa para calcular la 

curvatura en los punto de interpolación. Como se puede 



observar de la ecuación anterior, es necesario conocer laprimera y 

la segunda derivada en eso·~- gunt~s' estas se aproximan por las 

correspondientes del spline como se indica a continuación. 

valor de 

- ' '- \ '. '<> ~ -

Usando las ecua clone El. ( 4. 17) y ( 4 .12) , calculamos el 

P.' ¿ para l 1,2, ... , N-1., 

quedandonos los. siguiente~·.f~si:iltados 

f - f.. ·.l+ 1 ¿ 

(4.2) 

l = 1,2, ..• ,N-1. ( 4. 3) 

Sustituyendo esto avalores en (1), tenemos te •• El valor de la 
L 

curvatura en el último punto xH, se encuentra evaluando PH~t (XM) 

y PH~; (xM) de las mismas fórmulas, y resultan 

3 
h + 

H-1 

z 
M - 1 

6 
h + 

M-1 
(4. 4) 

( 4. 5) 

Teniendo resuelta la primera parte, procedemos a abordar 

la siguiente, que consiste en interpolar la curvatura en los 

mismos puntos. Esencialmente, el desarrollo se vuelve a repetir, 

excepto que solo cambia la condición de frontera en el punto xM, 

en donde la derivada de la curvatura viene dada por la ecuación 

(2.38) y IC 
tlp 

se sustituye por Recurriendo nuevamente a 



- - ---- - - =-- ~--:;--'==" -

ECUACIONES y a TRI, se determina; eL; sgÜrté, que interpola ~los 

valores de la curvatura. 

Finalmente, con el spline de interpolación de la 

curvatura, se procede a calcular la velocidad con que se mueven 

cada uno de los puntos sobre la superficie de la cavidad, dada por 

la expresión ( 2. 31) . Sin embargo, como en esta ecuación la 

segunda derivada es con respecto a la longitud de arco, se tiene 

que transformar en función de la variable x. Para ello usamos la 

regla de la cadena de la siguiente manera 

a a 
[~ 8 X 

8 X ) • 

a s 
V = 

iJ s a s 

Como la longitud de arco está dada por 

X 

s (x, t) I º ( 4 .6) 

nos queda 

iJ X 1 

a s ~ 1 + u 2 

( 4. 7) 

X 

por tanto, la expresión para la velocidad se transforma en 



a b a K / a X, } V = 
a 's 

1 
., 

+ u 2. 

X 

volviendo a aplicar la regla de l::,_ caderta y el .resuitado ( 7), 

a 
V = 

8 X {
. _r _ª_K_l _ª _x _ 

~ 1 + u 2 

X 1 
1 

J 1 + 

Después de efectuar las derivadas indicadas y agrupar 

términos, la velocidad resulta 

V = +K(BK/BX) 
¡ 1 + 

u 
X 

, (4.8) 

Mediante las fórmulas anteriores, en la subrutina VEL 

calculamos la primera y segunda derivada de K, y con los valores 

de u y ux que ya se tienen, determinamos la velocidad normal vi en 

cada punto xL de la superficie de la cavidad. Una ves que se 

tienen las velocidades, se determina el cambio 

(4. 9) 

(4.10) 



en la posición de los puntos durante ~l interv~lc) ~e '~i~IDP() ), t 1 . 

(4.14) 

con l = 1, ,N-1. La subrutina PUNTOS, basada en las relaciones 

descritas, calcula las nuevas coordenadas, despues de que la 

subrutina TIEMPO ha calculado el intervalo de tiempo At .. 
J 

V.3.-MOVIMIENTO DE LA PUNTA DE LA CAVIDAD. 

El punto en el orígen obedece las ecuaciones de 

movimiento ( 13) y ( 14) ya que es un punto que se halla siempre en 

la superficie de la cavidad. 

El último punto, cuando i. = N / es el punto que se 

encuentra siémpre en la punta de la cavidad, por tanto no se 

moverá en la dirección normal, sino sobre el eje horizontal.. Para 

determinar la ecuación de movimiento de este punto, partimos de la 



condición de frontera 

,·· <:-.:, 

u (xtlp (t),t) o. (4.15) 

donde xt
1
p(t) :es la posición de la punta de la cavidad al 

tiempo t. Derivando (15),, con respecto al tiempo, nos queda 

..• ( 4. 16) 

en tanto 

Sustiuyendo estas dos últimas expresiones en (12) nos queda 

(4.17) 

Entonces, el incremento de la posición del punto xH 

( 4.18) 



viene dada por· 

v" 6. t / sen ( e ) , np (4.19) 

mientras que 

o. ( 4. 20) 

de acuerdo a la condición 

u( xllp (t) ,t) o ( 4. 21) 

Asi, nos queda que las nuevas coordenadas del último punto se 

calculan de acuerdo a 

(4.22) 

(4.23) 

en que vN representa la velocidad con que se moverla .:.1 punto si 

se le permitiera el movimiento normal al perfil. La ecuación 

(22) es semejante a la usada por G. M.PHARR - w. D. NIX [18] y por 

L. 11ARTINEZ-W. D. NIX [20], con la diferencia de que en lugar de 

sustituyen V 
N-1 

Esta observación hace ver la equivalencia 

entre nuestro problema y el resuelto por los anteriores autores. 



V. 4. ,-RESULTADOS. 

En las figuras 12 y 13, se Jlustran : r.ian los resultados' que · 

se obtuvieron al aplicar el método descrito, me·~ir. medial::1te el. programa. 

CAVIDADES, en lenguaje FORTRAN77, cuyollstado-t»¡;ado se~ incluye en un 

apéndice al final de este capitulo. Eíl la par::::=::::iioq parte superior de la 

figura 12, se presenta la forma de lacavidadi:::::i1.bdad in:o.icial, y en la 

inferior, la forma que tiene cuando ~ creci<>=be:cido ~.al doble de su 

tamaño original, para un valor de la ra1ende 15=.cl e la dLfusividad igual 

a O .1. Corno se puede observar, la conoordanci. =l=incia c=n el modelo de 

HULL y RIMMER [ B), es bastante acepta~le, Est~J este ta_:maño se obtiene 

para un tiempo, en unidades de 

t k T A~ /D o '1 íl 
8 0 B S 9 

como se describió en el capitulo II, !~al a a 9.L217. Para hacer 

las gráficas se usaron los puntos lndlcado-boeados e=n la tabla 1, 

obtenidos diréctamente de CAVIDADES. Fer otro o::::o lad<>CJ, en la figura 

13, tenernos la evolución de la misma caiidad i¡r--¡J _ inici_al, pero para un 

valor de f = 1. O. En estas condiciones, resultae:=sU lta qu e la forma de la 

cavidad, cuando ha crecido al doble <le! tai11ñ1_ - ~r,;1nia1io i::riicLü, se aleja 

notáblemente del modelo predicho por lfütL ~ ~ y R. H-!HER [ !3]. E>.1ta 

configuración se alcanza para un tiem~, en u=u L unidas.des de t,,, igual 

a 1. 7 9789, lo cual nos indica que la ca•1idad t: __ J ti tiende a elongarse en 

la dirección de la frontera de grano, 1dqulrier=:oii:::-iendo la apur iencia de 

la punta de grieta que se presentó enlallgurt::=1uJil-9Ura ~ del capitulo I. 

La gráfica se obtuvo de los valores calculados aool:::ios poi:r CAVIDADES y que 
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se presentan en la tabla 2. La comparación con el modelo de HULL y 

RIMHER [8], se hace calculando un arco de circunferencia que pase 

por los extremos de la cavidad y que sea tangente a esta. 

V.5.-CONCLUSIONES. 

Después de hacer una revisión del método en diferencias 

finitas de acuerdo al trabajo.de G. M. PHARR y W. D. NIX [16], y 

posteriormente al relacionado con L. MARTINEZ y w. D. NIX. 

[ l], [ 20] en que se describe el crecimiento de las cavidades en 

estado estacionario, se encontró que el problema difusional en si, 
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presenta una gran inestabilidad, lo que ocasiona que los métodos 

numéricos implementados requieran un estudio preliminar para 

determinar las condiciones apropiadas de trabajo, ya que de lo 

contrario, los resultados que se encuentran no tienen sentido. En 

particular, se encuentra que los intervalos de tiempo en que 

avanza la cavidad tiene que ser muy pequeño, de alrededor de la 

centésima parte del tamaño inicial de la cavidad. 

La revisión de la Teoria de Splines condujo al estudio 

de la conexión intima que esta tiene con la Teoria de Vigas, que a 

su vez dio lugar a la idea de aplicarlos a los procesos difusivos. 

Para esto fue necesario revisar la bibliografia correspondiente, 



entre los aspectos que se revelaron, la apl.icación a los 
' ·< "''" ', ·' ' 

problemas con frontera móvil, los que son/ rnúy'c_fr~·c~enfes en 

problemas de 'difusión,. en especial en el. Probl~~;k i:le Stefan. [ ] . 

Para . la .aplicación de los ·s~i·1~:s, 'hf problema, se 

ensayaron diferente número de puntos de t·Ü'.,c~~idad inicial con el 

fin· de obtener buenos resultados en {~·:''~~r~atura. La conclusión 

fue que con alrededor de seis puntos los resultados eran 

aceptables. Posteriormente, conforme la cavidad crec1a, se 

encontró necesario incluir puntos adicionales en el extremo móvil, 

dependiendo de la distancia de separación entre el punto móvil y 

el anterior. Se probaron diferentes intervalos de tiempo en que 

avanza la punta de la cavidad, encontrándose que conforme la razón 

de la difusividad aumenta, el intervalo de tiempo en que avanza la 

cavidad puede ser mayor sin conducir a problemas de inestabilidad. 

Todo lo anterior demuestra que el uso de splines de 

tercer grado representa una buena al terna ti va para el estudio 

posterior de los problemas de difusión, sobre todo porque la 

resolución de los sistemas de ecuaciones es sencilla y porque la 

aplicación de las condiciones de frontera resulta directa. 
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