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- CAPITULO I
INTRODUCCION.

1.1 .‘-g'kiGEN DEL PROBLEMA.

En estudios realizados sobre la fragilizacién de
»materialés sometidos a altas dosis de radiacién [1], se ha
_6bservado que una de las causas principales del deterioro en sus
propiedades mecdnicas es la formacion de burbujas de helio en las
fronteras de grano de estos materiales. Debido a las dificultades
que representa el estudio de la presencia de dichas burbujas, en
las condiciones en que fueron observadas, fué necesario
desarrollar diferentes métodos para simular los efectos esenciales
en el laboratorio., S. H. GOODS y W. D. NIX [2] desarrollaron un
método experimental para introducir burbujas de vapor de agua, de
un tamafioc y una distribucién determinadas, en las fronteras de
grano en materiales de plata policristalina pura. Supusieron gue,
como el helio es un gas inerte, la causa de la fragilizacién es la
presencia de las cavidades y no la especie gaseosa en su interior.
Por lo tanto, los resultados obtenidos pueden compararse con las
observaciones originales. Posteriormente, T. G. NIER y W. D. NIX
[3]-{4] extendieron la técnica para introducir tambien burbujas de
égua en materiales de cobre., Como se esperaba, las
microestructuras de burbujas de agua, tanto en plata como en cobre
simulan muy bién el efecto fragilizante de las burbujas de helio.
Al analizar las superficies de fractura, se encontré ademds gque,

como la distribucién de las cavidades antes de las pruebas y



después de la fractura coincidian, la causa se debié préacticamente -
solo al crecimiento de las cavidades y que se puede considerar,
por tanto, que no se generaron mds durante el proceso, .cuando

variaron la temperatura entre 200°C y 550°C.

I.2.-PRIMEROS ANALISIS.

En la literatura [5]-[6], se han propuesto dos
mecanismos diferentes para explicar el crecimiento de las
cavidades; uno basado en procesos contrdlados por autodifusién
atémica y otro por deformacién pldstica de los granos cristalinos,
es decir, en el primer caso la causa del crecimiento es el
desplazamiento y reacomodo de los &tomos en la red cristalina y en
el segundo es por la deformacién ineldstica de los granos. Sin
embargo, NIEH y NIX [7] diseflaron un experimento para probar que
el crecimiento de cavidades no se rige por deformacidén pléstica.
Para ello, demostraron que la introduccion de algunas particulas
de Mg O en una matriz de plata hace gue adquiera un gran
endurecimiento. Oservaron ademds, que la rapidéz de termofluencia
para esta matriz se reduce de manera notable con respecto a la
plata pura. Sin embargo, después de introducir burbujas de vapor
de agua en las fronteras de grano de ambos materiales, sus
propiedades de termofluencia resultaron esencialmente iguales. La
independencia del tiempo de fractura con respecto a la dureza de
los granos los condujo a concluir que la deformacién pléstica
entonces, no rige el crecimiento de las cavidades. Por las

experiencias expuestas anteriormente, el crecimiento de cavidades



intergranulares, en condiciones:de terrﬁofluenéia, ser ha‘ convertido
en un problema clédsico de la metalurgia mecdnica. Generalmente,
para atacar este problema, se supone dque las cavidades se
encuentran localizadas en las fron}:eras de grano del material, el
cual se somete a tensién, y que crecen por el transporte difusivo
de los &tomos, desde la superficie de la cavidad hasta la frontera
de grano adyacente. El fendémeno de la difusién atémica se puede
efectuar por el movimiento de los &tomos siguiendo dos caminos
posibles; ya sea que los 4&dtomos se muevan solamente sobre la
superficie de la cavidad hasta alcanzar la frontera de grano o
que, de la superficie de la cavidad pasen a la red cristalina y de
alli, a la frontera de grano.(Ver figura 1). Sin embargo, a
temperaturas ordinarias, se ha demostrado {8], gque el transporte
atdmico través de la red puede despreciarse porque es mucho mas
lento comparado con el transporte sobre la supérficie y en la
frontera de grano. Originalmente, el proceso se estudic en el caso
en jue la difusién en la frontera de grano es mucho mds lenta que
la cdifusién superficial. En este caso, como los procesos operan en
serie, se dice que la difusién en la frontera de grano controla el
proceso de crecimiento. El estudio fué hecho primero por D. HULL y
R. E. RIMMER (B} y subsecuentemente extendido y modificado en
otros trabajos [9], [10] y [11]). En ellos se toma en cuenta el
trabajo de R. W. BALLUFFI y L. L. SEIGLE [12], en que demuestran
gue la creacidén de las vacancias suficientes para el crecimiento
de las cavidades, se debe a la tensién normal que actia sobre la

frontera de grano. De acuerdo a esto, la fuerza motriz de la
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dlfu516n, como se verd mas adelante, se produce por gradlentes de
potencial quimico que a su vez }esulta de la distribucién no
uniforme de las tracciones normales a la frontera de grano, tal y
como habia sido calculado por C. HERRING [13]. La rapidéz del
crecimiento de la cavidad que obtuvieron HULL y RIMMER fué
proporcional a 1la difusividad en 1la frontera de grano y al

esfuerzo aplicado. Una suposicién implicita de estos tratamientos

es gue el perfil de las cavidades es un arco de circunferencia y



que mantienen esa forma durante t.odok'el cfeéimiedté, variando
s6lamente el radio. Esta hipétesis se justifiéa porque como la
difusién superficial es mucho més rédpida que la difusién en la
frontera de grano, cualquier diferencia en la curvatura de la
cavidad, que se desarrolle durante el crecimiento, se elimina
rédpidamente por la difusidén superficial.

Una consideracién del caso en que la difusién
superficial sea el proceso que controla el crecimiento de 1la
cavidad, revela que existen cambios importantes tanto en la
geometria de la cavidad como en la cinética del crecimiento. El
primer trabajo, debido a M. YAMASAKI [14] realizado sobre
cavidades elipticas, y de F. DOBES ([15] sobre elipsoides,
indicaron que el efecto de la difusién superficial como el proceso
de control, es elongar la cavidad en la direccién normal al
esfuerzo aplicado.

TZE-JER CHUANG y JAMES R. RICE [16] fueron los primeros
en calcular, méds que postular como en los dos casos an:eriores, la
forma de una superficie; hicieron esto resolviendo la Ecuacién de
Difusién Superficial de NERNST-EINSTEIN. Para determinar el
perfil, resolvieron una ecuacién diferencial ordinaria, no lineal
de segundo orden, suponiendo que cada punto del perfil se mueve
con la misma velocidad y que se preserva la forma durante el
crecimiento, es decir se supone que se ha alcanzado un estado
estacionario. La solucién dié una superficie mévil elongada, en
forma de punta de grieta como se muestra en la figura 2.

Cuando esta superficie en forma de punta de grieta se



'Fimra 2.

usa para analizar el caso limite de <control por difusién
superficial, el resultado es una rapidéz de crecimiento
proporcional a la difusividad superficial y a la tercera potencia
del esfuerzo aplicado. En este caso limite de crecimiento, la
fuerza termodindmica de la difusién estd dada por gradientes de
potencial quimico que aparecen debido a que la curvatura de la
cavidad no es uniforme [17]. En tanto que, en la frontera de

grano, ahora cualquier diferencia en las tracciones normales se



elimina répidamente porque la difusién alli es mucho m&s répida
que la éﬁperficial. Este  tratamiento. del problema. por CHUANG 'y
RICE se limité al crecimiento de cavidades en forma de punta de

grieta en estado estacionario; en el sentido ya mencionado.

I.3.-ESTUDIOS NUMERICQS.

En los andlisis anteriores, no se incluye una
descripcidén de los procesos, por los cuales las cavidades formadas
en equilibrio, evolucionan hasta tomar la forma de punta de
grieta. G. M. PHARR y W. D. NIX [18] 1llevaron a cabo esta tarea
posteriormente, usando una técnica numérica en diferencias finitas
para resolver la ecuacién de difusién en 1la superficie de
cavidades, tridimensionales con simetria axial, y determinar 1la
evolucién de la forma. El mecanismo que estudiaron numéricamente
fue el mismo que el de CHUANG y RICE, salvo que no usan la cavidad
en forma de punta de grieta, sino que emplean una cavidad inicial
como la de HULL y RIMMER. Mostraron que en la etapa inicial del
crecimiento, aparecian unas protuberancias en la punta de las
cavidades y que, una vez formadas, '‘se comportaban como las puntas
de grietas en estado estacionario. Esto explica por qué el modelo
de CHUANG y RICE da una buena descripcién del crecimiento en el
limite de control por difusién superficial. Hasta ahora, se han
dado las descripciones de dos casos limites de crecimiento de
cavidades por difusién. Claramente, cuando la difusién en la
frontera de grano es el proceso méds lento, el andlisis de HULL y

RIMMER debe usarse. Por el contrario, cuando 1la difusién




éhperficial es: mucho més lenta, se debe recurrir al andlisis de
v CHUANG y RICE. Sin embargo, para la mayoria de los metales, la
difusividad superficial y la difusividad, en la frontera de grano,
no se diferencian bastante. Por tanto, es de esperarse que el
crecimiento de la cavidad podria estar influida por 1los dos
procesos difusionales simulténeamente. Para describir el
crecimiento cavitacional, en estas condicioﬁes, es necesario
tratar las difusiones al mismo tiempo y acoplarlos usando
condiciones de fronteras apropiadas en la punta de la cavidad. T.
J. CHUANG, KEITH I. KAGAWA, J. R. RICE y LESLIE B. SILLS [19] han
dado una solucién a este problema en el caso en que las cavidades
crecen en forma de punta de grieta. La solucién mostré cémo la ley
de potencias para el crecimiento cambia cuando la difusién en la
frontera de grano influye sobre la rapidez del crecimiento.
Encontraron gue su solucidén no- podia usarse cuando la difusidn en
la frontera de grano es el proceso mds lento, porgue la suposicién
de una cavidad en forma de punta de grieta no es vdlida en esta
situacién. Sugirieron que el modelo de HULL y RIMMER debia
emplearse en este caso. Debido a que el tratamiento de CHUANG et.
al., estéd basado en la geometria de punta de grieta, no puede
emplearse tampoco para investigar la transicidn completa, durante
el crecimiento, del proceso controlado por difusién superficial al
controlado por difusién en la frontera de grano. Para esto es
necesario que la cavidad pueda tomar la forma de punta de grieta o
la forma redondeada, dependiendo de la cinética de los procesos

difusionales, tanto de la superficie como de la frontera de grano.



I.4.-a COPWIENTO DE LOS PROCESOS DIFUSIVOS. -

El problema de la difusién ;en‘ el caso en que los dos
prééesbs ‘influyen de manera preponderante en el proceso fue
‘reSuelto por L. MARTINEZ y W. D. NIX ([1],[{20] quienes usaron un
método en diferencias finitas para resolver la ecuacién de
difusién sobre 1la éuperficie de una distribucién uniforme de
cavidades, con una solucién en estado estacionario para la
difusién en la frontera de grano, en el sentido que se indicard en
el capitulo 2.. Cabe mencionar que, aunque inmediatamente después
de aplicar la carga, la concentracién de esfuerzos en la frontera
de grano en estado estacionario, solo se alcanza cerca de la punta
de la cavidad, para cavidades dénsamente espaciadas la
distribucién de tracciones cambia rdpidamente conforme los &tomos
fluyen desde la superficie de la cavidad hasta la frontera de
grano y desde la parte media de la frontera de grano hacia 1la
punta de la cavidad. Asi, depués de un corto tiempo, 1la
distribucién en la frontera de grano alcanza el estado
estacionario. A medida que las cavidades crecen y ocupan una
fraccién mayor de la frontera, el esfuerzo promedio sobre ésta
aumenta y la distribucién de tracciones cambia pero manteniendo el
estado estacionario y el equilibrio mecénico. Debido a que este
transitorio es mucho méds rédpido gue el proceso completo de
crecimiento de la cavidad, MARTINEZ y NIX consideraron la difusién
en la frontera de grano en estado estacionario; la distribucién de
tracciones requerida, para que los &tomos se vayan depositando de

manera uniforme en la frontera, se establece répidamente y se



mantiene durante el proceso. Aplicaron este nétodo a cavilde=sHes
tanto bidimensionales como tridimensionales con. simetria all Ial,
que inicialmente tenfan un didmetro de 0.1 pm con una sepacié=da
de 10 wveces el diametro inicial y un dngulo de capilaridad &N ‘o’
Manteniendo constante el esfuerzo aplicado, calculam LI 1a
evolucién de la superficie para diferentes valoes de la rab & de
la difusividad; la de la frontera de grano entre la & 1L la
superficie de la cavidad, Al comparar sus resultados o lO[ 1
obtenidos anteriormente por CHUANG et. al., enceomtraron qusétodstos
concordaban cuando la razén de las difusividadees era muy gudebmde.
Era de esperarse, ya que cuando la difusién emn la fronkn e _ de
grano es mucho mds rapida cyue sobre la superficie de 1la cvida skdad,
esto es, cuando la razén de las difusividades es muy grang LI las
cavidades tienen que crecer en forma de punta dee grieta. Enontmmbio
cuando la razén es muy pequiefa, la forma de l& cavidad ciwlasl lada
no se asemeja & la de CHIANG et. al.. En estee caso se logn W una
mejor concordancia con el modelo de HULL y R'M®ER, cuando had hace
la comparaéién con cavidades redondeadas y con €l mismo éiplo o.o de
capilaridad en la punta. Como era también de essperarse, estani frmisma

situacién se tiene al comparar los tiempos de xr—uaptura.

1.5.-0BJETIVO DEL TRABAJO.

El objeto del pxresente trabajo es immplementar mnét?dsétodo
numérico basado en el concepto aproximaciém por interplaos_acién
nediante splines polinomizxles de tercer grado (21}, para rso-osolver

las ecuaciones de MARTINEZ y NIX. Las primacipales rammes 8s que



motivan el uso de esta técnica se encuentran en que; por un lado,
permitiria seguir la evolucién de la forma de la cavidad conforme
transcurre el tiempo, lo que no es tan directo con el método en
diferencias finitas. Por otro 1lado, los splines cibicos tienen
propiedades muy adecuadas para describir el fénomeno f;sico por
estudiar. Por ejemplo, se sabe que los splines cibicos son las
funciones con segunda derivada continua que minimizan un promedio
aproximado de la curvatura, entre todas 1las funciones que
interpolan a wuna funcién dada y que cumplen con ciertas
condiciones de frontera [22]. Considerando que en la superficie de
la cavidad, la energia libre es proporcional a la curvatura de la
cavidad, se vé la ventaja que se obtendria con este método.
Ademés, determinar un spline apropiado es relativamente sencillo
desde el punto de vista numérico ya que se reduce a resolver un
sistema lineal de écuaciones algebrdicas, donde la matriz de 1los
coeficientes es simétrica y diagonal dominante ([23]. Este sistema
se resuelve usando elim nacién gaussiana sin pivoteo [24].

En general, dspendiendo del problema que se trate de
resolver, el conjunto de funciones de aproximacién con el cual se
trabaja, para propdsitos précticos, se toma con una estructura de
espacio vectorial. En el caso de los splines cibicos, a usar en
este tratamiento y que son funciones formadas con polinomios
cibicos por tramos, de manera que el resultado global es una
funcién continua con primera y segunda derivadas continuas, esta
condicién se cumple. Esto es, dado un conjunto de puntos en el

dominio de la funcién, entre dos puntos vecinos se determina un



.éoiinﬁmié.éabic§‘¢é‘Tié;;éﬁqicisﬁ;dé:qué ténto el polinomio como
‘ Su]bfimera y su ségundaidéfiQédéfcoinéidan con el polinomio y las
Eorrespondiéﬁtés derivadas en los intervalos adyacentes. Con la
definicién usual de suma de dos funciomes y la multiplicacién de
una funcién por un escalar, este conjunto adquiere la estructura
de un espacio vectorial de dimensién N+2 [25], donde N es el
nimero de puntos en que se unen los polinomios. A estos puntos se
les conoce como nodos del spline. Debido a que, como se verd més
adelante, las ecuaciones de difusién sobre la superficie de la
cavidad contienen la segunda derivada de la curvatura con respecto
a la longitud de arco, se presenta una dificultad por el hecho de
que los splines polinomiales cubicos de tercer orden poseen
s6lamente derivada continua hasta de segundo orden. Esta
dificultad se cubre usando la técnica en dos etapas; primero se
determina el spline que interpola forma de la cavidad usando n
puntos de interpolacién y dos condiciones de frontera adicionales.
El resultado es una funcién con segunda derivada continua de la
cual podemos calcular la curvatura. Posteriormente calculamos el
spline que interpola la curvatura, en los mismos puntos, con otras
dos condiciones adicionales. De esta manera se tienen 1los
elementos para determinar la forma posterior de la cavidad,
durante un pequefio intervalo de tiempo. Aplicando reiterativamente
este proceso, seguiremos la evolucién de la cavidad conforme

transcurre el tiempo.



S CAPITULO I,
DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE DIFUSION.

I1.1.-GENERALIDADES.

Como se indicé en la introduccién, el problema a
resolver consiste en el crecimiento difusional de una distribucidn
uniforme de cavidades, situadas en una frontera de grano, el cual
se acopla, mediante condiciones de frontera apropiadas, con la
difusién en la frontera de grano. En este capitulo, se obtendrédn
las ecuaciones que describen el fendémeno y que se resolverdn més
adelante.

En ausencia de agentes externos, el flujo difusivo de los
dtomos por el movimiento de las vacancias o de los &tomos
intersticiales de la red cristalina, es proporcional al gradiente
de la concentracién C de estos defectos de la red, de acuerdo a

la Ley de Fick [26]
J=-DVC (2.1)

donde D es el coefiéiente de auﬁoﬁifusién, C el nimero de
Qacancias o &tomos intersticiales por unidad de voldmen y J la
densidad de corriente que mide el nimero de los defectos gque pasan
a través de una unidad de superficie, perpendicular al gradiente
de C y por unidad de tiempo. La constante D depende tanto de la
sustancia como de la temperatura del material. En presencia de la

tensién, como en el caso que nos ocupa, los defectos de la red




tenderén a moverse en direcciones qﬁe compensen las desigualdades
en la tensién sobre el sistema en estudio. En estas
circunstancias, es mds conveniente escribir las cuaciones de
difusién en términos del potencial gquimico g, o sea en términos
del trabajo regquerido por &tomo para colocar, reversiblemente una
pequefia cantidad del material en la regién dada del cristal.
Procediendo asi, el flujo difusivo J resulta proporcional al

gradiente del potencial quimico [13)

J=-D/(kTQ) Vu (2.2)
donde k es la constante de Boltzmann, T la temperatura absoluta y
Q el volumen atdémico. Si la temperatura y el coeficiente de
difusién son constantes, entonces tenemos gque

div J = - D/(k T Q) div (V p) (2.3)

por otro lado, de la ecuacién de conservacién de la materia

(27],que se puede escribir como

+divd =0 (2.4)

nos dice que si la divergencia del flujo difusivo es diferente de
cero, entonces hay una variacién local de la densidad de los
defectos de la red, dando la suma total igual a cero. Esta

expresién, en forma diferencial, tiene su contraparte integral que



Apllcando el teorema de 1a dlvergenc1a [28] a esta ecuacidn,
suponiendo ‘la suf101ente regularldad tanto en la funcién como en

la regién de 1ntegrac16n,.tenemos que se transforma en

d/de( .r C dv ) ,g J ds (2.5)
donde 80 es la frontera de Q y ds es un vector normal a aQ
apuntando hacia adentro de Q. Esta idltima ecuacién tiene una
interpretacién sencilla que dice que la rapidéz de variacién de la
cantidad de materia dentro de Q es igual flujo total que entra
sobre la superficie 8Q. En las deducciones que se hardn mas
adelante esta forma ser& usada escogiendo apropiadamente la regién
de integracién. Como se mencioné en la introduccién, sin embargo,
los defectos se generan en la vecindad de la frontera de grano por
efecto de la tensién existente en esa zona. Por tanto, podemos

tomar, como buena aproximacién en el interior del grano
div J = 0. (2.6)
Mediante la ecuacidén (4) esta expresioén se puede transformar, para

el potencial quimico, en la ecuacién de Laplace

vip=0 ; 2.7y



De acuerdo a la teoria de;ecua¢ioﬁes'difer¢nciales parciales
[29], para determinar un solucidn~ﬁhi¢éka'la1ecuaci6n de Laplace
en una regién dada, se requiere édnbéef~éiivalor de la solucién en
la frontera de la regién en cuestidn. Asi,felfflujo difusivo esta
determinado por el valor del potenciai quimico en la frontera de
la regidén en consideracién, esto es, en lé frontera de grano y en
la superficie de la cavidad.

En las secciones que siguen se determinard el potencial
quimico p, tanto en la frontera de grano como en la superficie de
la cavidad, para calcular el flujo difusivo en cada caso, y usando
la ecuacién de la conservacién de la materia, determinar el
movimiento que experimenta cada punto de la cavidad. Cabe aclarar
que el flujo de los defectos de la red cristalina, al que nos
hemos estado refiriendo hasta ahora, se puede interpretar también
como un flujo atdmico. Por ejemplo, en el problema gque nos
interesa, el movimiento de las vacancias de la frontera de grano a
la superficie de la cavidad puede verse como el moviiento de los
dtomos de la superficie de la cavidad a la frontera de grano. En

lo sucesivo nos referiremos a ésta ultima.

II.2.-ANALISIS BIDIMENSIONAL.

Consideremos para empezar, un arreglo de cavidades
cilindricas en la frontera de grano de un material, el cual se
encuentra sujeto a un esfuerzo LI Supondremos que las cavidades
tienen la misma forma de radio A, medido sobre 1la frontera de

grano, con una separacién constante igual a B. En la figura 3 se
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Figura 3.

muestra un corte del material en esta situacidén, donde el origen
de coordenadas se localiza en el centro de la cavidad; el eje x
paralelo a la frontera y el eje z perpendicular a esta. Usaremos
la expresién z = u (x,t), para describir la forma de la cavidad,
en cualquier tiempo t como una funcién que varia con el tiempo t y

con la variable espacial x.

II.2.-(a).-Difusion Sobre la Superficie de la Cavidad.

Veremos a continuacién que sobre la superficie de la cavidad,



como ya se mencioné, la difusién se produce por gradientes del
potencial quimico que, a su vez se deben a diferencias en la
curvatura. Estos resultados se obtendréan de las siguientes
consideraciones. En primer lugar, tenemos que conforme transcurre
el proceso difusional, el d&rea de la superficie de la cavidad
tiende a aumentar, lo gque nos permite calcular el trabajo
requerido para agregar una pequefia cantidad de materia, sobre la
superficie, en funcién de la tensidén superficial o de la cavidad
[15], que es igual al trabajo requerido para aumentar el &rea de
la cavidad una unidad. Como los procesos que vamos a estudiar son
a temperatura constante, la tensién superficial ¢ es igual a la
energia libre de la superficie ¥, [15]. Para calcular el potencial
quimico sobre la cavidad, recurriremos a la ilustracién de la
figura 4, donde se muestra una seccién de la superficie subtendida
por un &ngulo A6 con radio de curvatura p y veremos qué sucede
cuando el radio de curvatura cambia a p-Ap. Cabe aclarar que el
cambio de la curvatura aqui es un car bio con respecto al tiempo y
no con respecto al cambio en la posicién sobre la superficie,es
decir, el cambio gque estamos considerando se debe al paso de una
superficie a otra y no al cambio sobre una misma. Como la cavidad
es cilindrica, bastard con tomar seccién de profundidad
arbitraria, digamos igual a L. Por lo tanto, el &rea inicial,

correspondiente al radio de curvatura p, es igual a

S =1L As



Figura 4.

donde As es la longitud de arco subtendido por el &ngulo A8, es

decir As = p 6. Asi, tenemos

S, =L p 48

Se concluye asi que la energia de esa seccién de superficie es

Ep'= VS'Sp =7 Lp A8



donde ¥ es la energia lvib‘r'e: 'perflcw : que se supone

constante y que no depende d la orxentacic’m 'vdel'; crlstal.v

Andlogamente, la energia de la sup rflc::_e flnal, cuando el radlo

de curvatura es p-—Ap,

“Por 1o tanéo,- eljfi;’tr

Como el potencial quimico 4 se medird como la energia por &tomo,
~ tenemos que dividir esta cantidad entre el numero de dtomos gque
ingresan , que a su vez se puede calcular como el aumento del
volumen AV entre el volumen atdmico Q. El aumento del volumen
resulta ser, haciendo referencia a la <figqura 4, igual a
AV = L (p A9) Ap Finalmente, tenemos que el potencial gquimico

sobre la superficie se puede expresar como

b = = =- Q1K (2.8)

donde K es la curvatura del perfil de la superficie en ese punto.
Por conveniencia, y por el desarrollo sequido para encontrar las

férmulas, la curvatura se tomard como positiva para superficies



donde D_ es el coeficiente de perficial, y 8s
elemento de longitud de arco. S : b e .
De la ecuacién de la conservacién de la materia, se
determinard la wvelocidad con que se mueve cada punto sobre la
superficie de la cavidad. Para ello recurriremos a la figura 35,
donde se considera al flujo difusivo J_  como funcién de la
longitud de arco en los puntos s y s+As. El aumento del volumen
debido a estos dos flujos por unidad de tiempo en la regién
mostrada, es igual al numero neto de A&tomos gque entran a la
regién por unidad de tiempo, multiplicado por el voliimen atémico,

esto es
AV/Bt = (3(s+hs) - J(s)) & L Q

donde § es la anchura difusional de la superficie, o sea la
profundidad dentro del material en que ocurre la difusién, que se
considera constante; J(s+As) el nimero de 4tomos que abandonan la
regién y J(s) el nuimero que ingresa. Por otro lado, la dltima
cantidad es igual a la velocidad con que aumenta el voliumen de la

regién y que, de la geometria es igual tambien a



Figura 5.

. = de
AV/At = L As at
Igualando estas dos expresiones y tomando el limite cuando As

tiende a cero, resulta

1 dp

1]
Jo (8) = %@ @&

recurriendo a la ecuacién (8), la velocidad con que se mueve cada
punto en la direccién normal a la cavidad, o sea en la direccién

del radio de curvatura, estd dada por la siguiente expresidn



(2.10)"

Reescribiendo las ecuaciones en forma adimensional, donde  las
longitudes se miden en unidades de A  donde 23  es el didmetro
inicial de la cavidad como se observa en la figura 4 y el tiempo
se mide en unidades de

ts =k T,AO‘V/ Ds as 75 n

la ecuacién para la velocidad se transforma en

(2.11)

donde la'cutvaiﬁra~x egvigﬁdl‘a

Cok(x,t) = —(u/ex) — (2.12)
s (8u/8x §] ' ‘
_y.la longitud de arco s es .. . B E
x
I 3
s(x,t) = 1+ (du(g,t)/ex)? dE (2.13)
[o]

Conociendo 1la velocidad normal, mediante las ecuaciones
obtenidas, calculamos la forma posterior de la cavidad. 8in

embargo, el movimiento de la punta de la cavidad no se puede



determinar solamente con estas ecuaciones. Para esto, es necesario

-analizar el fenémeno en la frontera de grano.

Se ha establecido [13], que los esfuerzos cortantes que
actian sobre la frontera de grano, es decir, las componentes
tangenciales de los esfuerzos a la frontera de grano, se eliminan
réapidamente por el deslizamiento de las fronteras de grano en la
interfase, quedando sélamente las componentes normales a ella. El
exceso de potencial gquimico de los &tomos, relativo al estado
libre de esfuerzos normales se obtiene tomando en cuenta que, como
el 4rea de la frontera de grano no crece por este efecto, el
trabajo que se realiza es en contra del esfuerzo normal o que
actia en esta parte. El exceso del potencial quimico, con respecto

al estado libre de esfuerzo [13],entonces -es
Au=-QmT (2.14)

donde T se considera positiva para esfuerzos de tensién. E1l flujo
atémico en direccidn paralela a la frontera de grano (ver figura

3), conforme a la ecuacién (3) resulta

8T
n
a X

3, = D/(k T) (2.13)

b

donde D, es la difusividad en la frontera de grano y 8 X es el

elemento de longitud de la frontera de grano. La conservacién de



la materia, aplicada a una rebanada de la frontera de grano, tal
como se hizo con'la’ cavidad; comprendida entre las coordenadas x'y

x+Ax; de aitufa'

igqual al espesor & de la frontera y de
Jguat. P b

profundidad iqual a la‘unidad, nos dice que

g e e
X)70,(x)) 8, =7 AX 5

ya que J, es igual ‘al numero de &tomos que atraviesan la unidad de
superficie en la unidad de tiempo. Por eso tenemos que multiplicar
por el volumen atémico para determinar el aumento volumétrico en
el intervalo de longitud Ax. En el lado derecho, d8U/3t es la
rapidéz de acumulacién de materia en la frontera de grano, en el
intervako Ax, y el signo negativo es porque si J. disminuye el
volumen aumenta y viceversa. Dividiendo la udltima ecuacién entre
Ax y tomando el limite cuando este se va a cero, nos queda la
ecuaciodn
3 H(x) = - 1/(2 5,) —g—g— (2.16)

derivando, por otéo lado la ecuacién (14), igualando con ‘la

ecuacién (15) y reordenando los términos nos queda

DbBbQ a°mT au
2+ =0 (2.17)
k T 8 X at




Como se mencioné en la introducﬁién, podemoszignorar la difusién
transitoria en la. frontera de grano y tratar sé&lamente el estado
estacionario, en que la materia que se acumula, se acomoda por el
crecimiento uniforme de los cristales vecinos. Asi, la
distribucién de tracciones en el estado estacionario, sobre la
frontera de grano se puede determinar tomando 48U/8t como
constante. Regresando a la ecuacién (17), nos queda una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden, cuya solucién es una
familia de pardbolas [30]. Para determinar una solucién de manera
tdnica, necesitamos dos condiciones adicionales. Una condicién se
obtiene observando en la figura 4 que, por simetria, en el centro
de la frontera de grano el flujo difusivo se anula, esto es, de la
ecuacién (15) resulta como primera condicién que la derivada de T
en X=B es cero. Como segunda condicién usaremos el hecho de que el
esfuerzo aplicado es igual a o, o sea que al integrar T sobre la
frontera de grano y dividir entre la longitud, debemos obtener o.
Usando estas dos condiciones, la solucién a la ecuacién (.7), para

la distribucién de tracciones, se puede escribir como

2 X - A €
4+ |— 1 +1 - — (2.18)

o € X - A
T:-——-——- — | ——
" 1 -na/B 2 B - A

donde €& es un pardmetro por determinar posteriormente. Este

resultado, junto con el obtenido para la superficie de la cavidad,

e i i, s e e



“se-usardn.para.determinar las condiciones de frontera en la punta

‘eto. es; acoplar los dos procesos difusivos.

Ii;2.(c).— Condicioneg de Frontera.
'(L) Condiciones de Frontera en el Origen.

Como suponemos que las cavidades que vamos a estudiar son
simétricas (ver figura 3.), para no trabajar con la cavidad
completa, situamos nuestro sistema de coordenadas en el centro de
una de ellas y consideramos sélo aquella parte del primer
cuadrante. Como se puede ver en la figura 3, una condicién directa
es que la forma de la cavidad en x = 0 tiene pendiente nula, lo

que nos dd la condicién de frontera
u (0,t) = tan (6)) =0 (2.19)

Una sequnda condicién de frontera que resulta también de
manera directa de la simetria de la cavidad consiste en que, como
la curvatura es simétrica con respecto al origen, la derivada de
la curvatura con respecto a la variable x, y por tanto con
respecto a la longitud de arco,se anula, De esta forma tenemos la

otra condicién de frontera
k (0,t) =0 (2.20)

donde el subindice x denota derivacién parcial con respecto a esa

variable. Estas son las condiciones de frontera que se impondrén



‘en’ el ‘origen durante todo élfpfd¢é§dﬁfya’éuerse'snpqne”qué'1§ 

simetria se mantiene.

(il) condiciones de Frontera en el Extremo Movil,

Una condicién de frontera en la punta de la caVidad, que

resulta evidente de la geometria, es

u (xup ,£) =0 (2.21)

ya que la punta se mantendrd siempre sobre la frontera de grano.
En esta ecuacidn, Xin denota la posicién de la punta de la
cavidad. Como esta crecerd conforme transcurre el tiempo, Xiip
serd una funcién de t, lo que nos dice gque ademds de determinar la
evolucién de la forma de la cavidad, tenemos que determinar cémo
avanza la punta de la cavidad. Esta dltima consideracién nos lleva
a la conclusién de que necesitamos dos condiciones de frontera
adicionales en este extremo.

Para mantener el equilibrio me :&4nico, la fuerza neta que
actda sobre la cavidad es cero, ya que la cavidad mantiene la
misma posicidén durante todo el proceso. Esta condicién nos
permitird obtener una ecuacién md&s para la punta de la cavidad,
que se puede encontrar como se ilustra en la figura 6, donde
tenemos que las fuerzas gque actdan en la punta se deben a la
tensién de las superficies que concurren alli. Estas fuerzas,
producidas por tensién superficial, como hemos visto se pueden
escribir en funcién de la energia 1libre de 1la superficie. La

fuerza ejercida debido a la tensién superficial de la cavidad,



Figura 6.

sobre un segmento de longitud ¢ de la frontera de la cavidad, en

la direccién paralela a la frontera de grano es 2 ¢ 7, cos ehp

donde eup se conoce como &ngulo de capilaridad. Esta fuerza se

debe equilibrar con la fuerza ¢ v, producida por la frontera de

grano, en la direccién contraria. Por tanto tenemos

2 ¢ ¥ cos eup =L 7,

de donde se tiene que



cos 8 = L ~ T (2.22)

Evidentemente, las componentes normales de las fuerzas se anulan.
Para plata pura, el &ngulo Bnp d& un valor de 70° [15]. Como
consecuencia, tenemos la siguiente condicién de frontera

U (%, t) = tan (T - 8, ) = tan (110°%) (2.23)

tip

El acoplamiento de 1los procesos difusionales sobre la
superficie de la cavidad y en la frontera de grano se hace
imponiendo condiciones de continuidad tanto en el potencial
quimico como en el f£lujo atémico en la punta de la cavidad. La
continuidad del potencial quimico, se expresa como (M) = (Bu) .,
mientras que la continuidad del’ flujo atémico es 2 8 J = & J -

Estas dos condiciones nos conducen a la ecuacién

= L (2.24)

2D & % a K D & o €
s 8 8 [ ] b
8 s/, kT (1 - a/BY

2
k T A ip

Cuando se elimina € de de las ecuaciones (16) y (17), :cnp se

puede despejar dando como resultado

_ z 2 2 b 4 K
Kup = T a/B { L= (1-a/m) 5 [T?]up} (2-29)




con, a;-A/Ab y béB/.Ao,_. y donde.el: 'gSﬁi.leféo; aplicﬁdé ‘se expresafl "

‘forma adimensional como . it ol

$= o AO/V’F‘ ) (2.26'

.

y la razén de 1a difusividad entre .lai“rf'ron'tera »'de, gljand :y.lq‘ v

superficie de la cavidad como

f=7D 8/D_ 8 : e (2.27

Para el desarrollo posterior, la £érmula (26) convim -
reescribirla en funcién de la variable x en lugar de la longli
de arco. Al hacer la transformacién de la ecuacién en la varidl

X, usaremos la regla de la cadena en la forma

0 _ 8 3 x
8s 8x 0s
donde 8x/6s = 1/ 3s/x) Y,
: 172
85 2 ,
: - 7 x- ,‘,,[1,,,-““;,‘??11 (eu,,),] T ¢

De esta manera, el resultado que usaremos serdl

expresién

(ax] 39 E-Kup(l-a/b)
tip

2 172
1 - a/b)z [ 1 + tan (BHP) ] (2.29)




Figura 7.

Este mismo problema se puede replantear como un problema de

una ecuacidén diferencial parcial con frontera mévil (31], de cuart

orden. La formulacién en esos términos se obtendrd recurriendo a
la ilustracién de la figura 7, donde se muestra el perfil de la
cavidad al tiempo t y el correspondiente al tiempo t+At, como
resultado del desplazamiento de cada punto, durante un intervalo
de longitud At.

Si z = u(x,t) representa a la superficie en el tiempo t,

z+Az = u(X,t+At) la representard en t+At. Tenemos entonces que,



‘como’ :conocemos la. velocidad mnormal v 'en el punto: (X,z);:-la

variacién Az se puede calcular como un fdééplb:amientéf tal -que
proyectado en la direccién normal al perfil en (x,z) nos dé el
desplazamiento normal, que es igual ‘a vilt;'De[ésta forma- nos

queda gque
Az = v At/cos 6

donde 6 es el &ngulo que hace el vector normal con la direccidn
positiva del eje z. Este se puede evaluar en funcién del &ngulo
gue hace la tangente al perfil con la direccién positiva del eje
X, Yy mediante las identidades trigonométricas, expresar la
ecuacién anterior en términos de la derivada de z con respecto a x
8z/8x. Tenemos entonces

Az = v (1 + (8u/8x)%)"? At

En el limite cuando At tiende a cero, se tiene por resolver, la

ecuacién diferencial parcial no lineal

au/st = (1 + (du/ax)*)y*? v (2.30)

donde

(2.31).
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Las condiciones de frontera en la punta de la cavidad son -

w(x: ) =0 L (2.38)

tip k : i
(%, 0 t) = tan(m - 110°%) : (2.37)
Eeki (1= a/d)) —
[ 8k ] _ 31 (= tip ) s tan® (6 o)
8% |, 2 b 1 - a/p)y? '
tip S .

(2.38)

Asi, el problema en el caso bidimensional, consiste en
resolver la ecuacién diferencial parcial no lineal de cuarto orden
(31) donde x esta dada por la expresion (32) y s por (33);
condiciones de frontera en el origen (34), (35) y las condiciones

de frontera en el extremo mévil (36), (37) y (38).

(au‘/agr_)?] “ag (233 S



 I1.3.-ANALISIS TRIDIMENSIONAL.

fi}ﬁ;Yéy;-Difusion Sﬁperficiai

En el caso tridimensional,'péré’mayqfifaciiidadfdéiiéﬁéiﬁﬁiébj’
-consideraremos una cavidad con simetria axial,' o ;sééi éué‘ eé
simétrica con respecto a una recta gue tomaremos como el“éje Z.
Esta cavidad se supondrd situada en la frontera de grano de un
material de forma bcilindrica, que consta de solo dos granos
cristalinos, donde la frontera de grano es perpendicular al eje
del cilindro. Por la simetria de la configuracién, la forma de la

cavidad conviene escribirla en coordenadas cilindricas como

X = r(t) cos ¢
y =.r(t) sen‘¢-
2. =u (f(ﬁ);ﬁ)'

De esta manera, si tomamos el perfil de la cavidad que se obtiene
haciendo un corte con el plano perpendicular al plano Xy y que
contiene al eje de simetria, reducimos el problema a uno
bidimensional. Evidentemente habrd algunos cambios, los cuales se
indicardan conforme se vayan describiendo las ecuaciones
correspondientes. Por la discusién hecha del caso bidimensional,
tanto el potencial gquimico come el flujo atémico tienen la misma
expresidén para esta nueva situacién, con la diferencia de que

ahora, la curvatura k estd dada por

K=k kR, o (2.38)



con K, 'y K

, las curvaturas principales de .la superficie de “la = .. '

cavidad tridimensiona

curvatura principal

donde & es el &ngulo que forma la tangente al perfil de la
cavidad, en el punto correspondiente, con el planoc xy. Nuevamente, :
la aplicacién de la ecuaci6n de. conservacién de la masa nos

permite obtener una expresién para la velocidad normal que resulta

_ 1 8 a K {
L [ r 53 ] (2.40) {

donde la velocidad v, la coordenada r, la curvatura Kk y 1la
longitud de arco se expresan en forma adimensional, en las mismas

.
i
{
‘
1
unidades que en el caso bidimensional. i
!

II.3.(b).-Difusion en la Frontera de Grano.

En la frontera de grano, como en la superficie de la cavidad,
el potencial quimico y el flujo atémico se expresan por ecuaciones
andlogas al caso bidimensional [18]. La ecuacién de la conservacién de

la masa queda ahora como

b “p 3T a U _ ;
K T R 3R [ TR ] te =0 (2.41)



donde'R es;lq.coérdéha&a'de los puntbs aéiié frontera, T es la
~tracciodn ~no?ﬁéiﬁ§n}éﬁ/éﬁ =és ~la- rééi&éz;‘caﬁ,qtér se acumula el
volamen poffuﬂiaééréé'éféa de fronteré de éraho, gue también se
supondra conéﬁénfé;jéomo esta constante no se conoce de antemano,
al- resolver 'la 'ecuacién (39) aparecerd un pardmetro gque se

determina posteriormente de las condiciones de continuidad del
poﬁencial quimico y del flujo atémico. La solucién de la ecuacién
(39), usando nuevamente la condicién de equilibrio mecdnico y de

flujo cero en el punto R = B, es

2 ¢ [1 - (1-2a%8B%e

T(R) = T Im (B/A) = 3 F 4A/B - A/B

X

[ 2 1n (R/A) - (R® - A;)»-/Bz«]} o e (2.42)
con €& como ‘el pardmetro indeterminado  que se mencioné

anteriormente.

IT.3.(c).~-CONDICIONES DE FRONTERA.

Las condiciones de frontera en el origen se determinan
facilmente,como en el caso anterior, de las condiciones de
simetria de la cavidad. Tenemos, por tanto

ur(o,t) =0



urrr<0’;) =0

ya que tanto la forma de la cavidad co o la curvatura ‘son.. ..

simétricas con respecto al origen.

({)Condicion de Frontera en el Extremo Movil.

El acoplamiento de los procesos difusionales, en la
superficie y en la frontera de grano, se hace imponiendo la
continuidad del flujo atémico y del potencial gquimico. La

combinacién de estas condiciones da

= s a’ [ 4 ln(b/a) -3 + 4a%/p® - a'yp’ { 8 r]
HP 1 - a?p? 2 (1 - a?/b?) 85 Jup

(2.43)

Para encontrar esta ecuacién es necesario usar las dos
condiciones referidas por el hecho de que la velocidad de
acumulacién de volidmen en la frontera de grano es desconocida. Por
el procedimiento que vamos aseguir, en la tidltima expresidn

cambiamos el término entre paréntesis por

[ J Kk ] - [ 3 k ] ( ar ]
d s R ar tip da s tip

0 sea



De manera anéiqgé;feéée;prqg;éhaJée‘éuede tranéformar en
un problema ‘en ecuaciones fdiféréhéiéles parciales, donde ‘la
funcién incégnita z = u(r,t) se determina como la solucién de la
ecuacién diferencial parcial, no 1lineal de cuarto orden con

frontera mévil

©29%u) ar®

372
1% (au/ar)ﬂ

cos 8/t (2.48)

<
Yol

N
I

Las condiciones de' frontera en el origen, quedan como

u (0,8) =0 (2.49)




n(b/a) - 3 + 4a fbo 2~ a¥pt

25(1-3/b)

de hecho T pr €8 una funcién que se determina cohjuntdmente con
la forma de la cavidad. Por esta razén, en la punta de la cavidad
es necesario tener una condicién adicional para poder resolver la-

ecuacién diferencial.



CAPITULO I
METODOS NUMERICOS.

II'I.‘]_i —ECUACIONES.

: E:l prlmer tratamiento por métodos numéricos del problema
. de- crecimlento de’ cav1dades fué realizado por G. M. PHARR y W, D.
kNIX [18} e’ un trabajo donde estudian el proceso gobernacdo por el
mecanismo de difus ién superficial, propuesto por T. J. CHUANG y J.
R. RICE [16]), En su estudio, PHARR y NIX analizan de hecho dos
casos usando cavidades con simetria axial. En el primero estudian
una sola cavidad aislada con el fin de analizar efectos de
capilaridad exclusivamente, En estas circunstancias, el esfuerzo
en la frontera de granno es igual al esfuerzo aplicadc. En el
sequndo caso analizan una distribucidén periddica de cavidades, que
se diferencia del anterior en que, como la distancia emtre las
cavidades disminuye conforme éstas crecen, el esfuerzo en la
frontera de grano cambia conforme transcurra el tiempo, aunque
para un tiempo fijo lo toman constante en toda la frontera. En
este sentido se dice gue analizan la interaccién de las
cavidades [ 18].

La ecuacion que "6bt'u'v'iér6n [l'é]" paﬁ:a 2l flujo at-Smico 3,

en la superficie de la cavidad con simetria axial fué
I 280 K+, )/as, 3

donde kK, Yy K

, 8son lasf'cu'rvatufasv., principéles"‘"'[sz ‘de 'la superficie




: 83 2
Vo=t 4 3 , (3.3)

Las  condiciones de frontera en el origen se obtuvieron de
consideraciones de simetrfa. Si 8 denota el &nqulo que hace la
tangente al perffl con el plano XY, este se anula porque la
cavidad es simétrica con respecto al eje Z. Por otro lado, ya que
el origen es el punto donde cambia de direccién el flujo atdmico,
este tiene que anularse para que cumpla con condiciones de
continuidad. De esta manera, tenemos las siguientes condiciones de

frontera

8 =10, (3.4

J =0 (3.5)
en el origen, x = 0.

En la punta de la cavidad, el &ngulo 8 , es igual al

dngulo de capilaridad 8,/ cuyo valor tomaron igual a 70° para

il Voh b0l h o bm m tae mes - e mm



esultados

xperimentales e

comparar..con lo

tenemos la siguiente  condic ‘la’ ‘cavidad,

tomando en cuenta la continuidad délipoﬁenciQLienVlauintéffase

en donde la expresién Ty indica el esfuerzo existente en la
frontera entre las cavidades y r, es el radio inicial de la

cavidad, que aparece por la normalizacicn de las dimensiones.

II1.2.-METODO EN DIFERENCIAS FINITAS.

La base del método numérico usado consistié en sequir el

movimiento de un conjunto discreto de puntos sobre la superficie




proceso corresponde a lavaﬁféiiméé}qﬁ dg:unéifﬁﬁciénﬁi_: ﬁ{r?t){
por medio de una discretiéaéién"déi' déminig D Ae. ia.Tfunci6n,
esto es, la seleccidén de un conjunto finito Ae puntos en D, donde
se determinan los valores de la funcién. Como la funcién depende
de dos variables, la seleccién de los puntos se realiza en un
subconjunto del plano. La seleccidén de los puntos se lleva a cabo
en dos etapas. Primero se divide la variable temporal en un nimero
finito M de subintervalos, mediante los puntos ftot oo st}

en donde los valores correspondientes de la funcién son

z, = u(r,tL); 1 =0,1, ../ M
En segundo lugar, para cada valor de ¢, sé seleeciona otro
conjunto finito de puntos, pero ahora con respecto a la variable
r, en donde nuevamente se aproximarédn los valores de la funcién.
Al discretizar el perfil inicial, como se muestra en la figura 8,
se tienen N puntos con coordenadas (r;.z;); con i o=1,2, ... N,
Coho el avance normal requiere conocer la velocidad en la forma
dada por la ecuacién (2), se tiene que evaluar el flujo difusivo
tambien en cada uno de esos puntos. El flujo en el j-ésimo punto
se aproxima reemplazando la relacién en la ecuacién (1) por la

aproximacién en diferencia finita




(Xn-1s ’?N-l)

~Figura 8.

SR+, = K Ry ]/Asj ; (3.8)

aqui Asj representa- la distancia entre los puntos j-1 y j.

-1

Las curvatura K, y Kk, se determinan de las ecuaciones

(k)), = e, (3.9)

(K.)): = sen BJ /rJ (3.10)



en donde p, se calcula cdmd el raai6Tdegi;ici;Eu;féfehéia que pasa
por el punto j-ésimo y sus dos vec1nos, j—iby j+1 La curvatura
K, [32] se ha escrito en forma convenlente en termlnos del é&ngulo
B gque hace la normal a la superficie con el plano XY, ya que
numéricamente es mas facil de evaluaf. La velocidad en ese punto,

de acuerdo a la ecuacién (2), se calcula recurriendo a la

aproximacidn

B C A A C A PR N ,_
vJ = T B]hl + — T sen BJ (3.11)

Una vez que se tiene la velocidad y la direccién en que se
mueve el j-ésimo punto, se escoge un pequeifio ‘intervalo de tiempo
At y se detrminan las nuevas coordenadas mediante las siguientes

expresiones

i

rj(t + At) r)(t) + VJ At--cos BJ : (3.12)

i

z,(t + At) zj'(t') ¥ v;_"AE sen 8 (3.13)

Todos los puntos se mueven de acuerdo a este esquema,
excepto el primero y el udlcimo, con los cuales se debe tener
especial cuidado porque muchas de las expresiones anteriores dejan

de tener significado. Estos dos puntos se trataron por separado ya

que satisfacen condiciones de frontera diferentes.



sea ‘el punto  situado

vidad,. las condiciones de ‘-

: (3.14)
3y, =0 ' ' (3.15)

Sin embargo, la velocidad v, no se puede calcular de la expresién
(9) porque conduce a una indeterminacién. Para resolver esta
dificultad, se hizo un &dnalisis local del proceso difusivo y se
determind que en el origen

dAJE .
v=2-g5

lo que condujo a usar la aproximacién

3, - 3,

(3.16)
(s s

Aircalcular (jé)a se tiene, como lo indica la ecuacidén (8),
que la expresidn depende del valor de las curvaturas principales
tanto en el punto correspondiente a j = 2 como a j = 1. Esto
obliga a hacer una nueva consideracidén del proceso, basada en la

simetria, para que al calcular la curvatura en el primer punto se



aplicables. PHARR y NIX, hacen '1afk :
pueden aplicar la ecuacién (12) porqﬁe.iqvaiucra las cantidades
correspondientes a un punto con j = N+1, lo toman como si fuera un
punto que flotara al vaiven del punto N-1, pero con el reguisito
de que cumpla con las condiciones de frontera en la punta de la
cavidad. Asi el udltimo punto se considera que siempre se mueve
sobre el plano XY, es decir su coordenada en la direccién del eje
Z es z = 0, y que su posicién en el plano es tal que el &ngulo de
capilaridad 6, se mantenga constante, como se muestra en la figura
18. De acuerdo a esto, la velocidad en el punto N-1 determina el
desplazamiento del N-ésimo. Tal como se puede observar en la
ecuacién (12), para determinar la velocidad en ese punto, se debe
calcular primero el flujo en la punta de la cavidad, que a su vez
depende del valor de la curvatura, de acuerdo a la expresién (8).

Es aquif donde se usa la ultima condicién de frontera gue nos gqueda
y que es la expresidén (7) en que a“q se sustituye en términos del
esfuerzo aplicado dependiendo del problema que se estudie. En el

caso de una sola cavidad aislada el valor resulta

a“q = adp (3.17a)

en donde 7,,e8 el esfuerzo aplicado. Cuando se tiene una

‘de.que . como. no -
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Figura 9.

distribucién periédica de cavidades con simetria axial

A2
o a (3.17b)
L R
A° - "

con A como la separacidn del centro de las cavidades.
Dependiendo de la situacién sin embargo, las ecuaciones (18)
permiten calcular la curvatura en la punta de la cavidad y por lo

tanto tener todos los elementos necesarios para sequir la

evolucién de la cavidad en cada caso.

’




iﬁnfesgudié édiéidhéirdéi pfds : g ;
MARTINEZ y W. D. NIX [1],[20) ‘qUie_x"l.é:é _tk:omari"’g:anm'c;;ente‘\. t;ll?ihe.para
aigunos materiales, la difusién eh‘la‘fféntera de graho ﬁb?éé_ib
‘suficientemente rdpido como para gue el proceso sea controlado por
la difusidén superficial. Es decir, hay casos en que la razén de la
difusividad § = Db ab/DS 65 es muy grande, y por lo tanto, la
difusién en la frontera de grano es mayor que en la superficie de
la cavidad, pero que en otros resulta que f es muy pequeia y
entonces, se tiene la situacidén contraria. Por lo tanto, MARTINEZ
y NIX analizan el problema cuando la distribucién de tracciones en
la frontera de grano no es uniforme, aungue consideran que el
depdsito de materia si se efecta de uniformemente. En este
sentido, se dice que analizan el problema en estado estacionario.
Posteriormente, se calculé la distribucién de tracciones, y por lo
tanto el potencial quimico, en la frontera de grano. Al imponer la
condicién de continuidad en el flujo atémico y en el potencial

gquimico, se obtuvo la siguiente ecuacidén, en el caso bidimensional

v o= . ‘ ‘ (3.18)




expresiones en que se han usadov subindices para indicar derivadas

parciales. Finalmente, 1&5_'éondi¢iones de £rontera en la punta de

la cavidad resultaron-

(3.21)
(3.22)

(3.23)

Para resolver las ecuaciones (18)-(23), por diferencias finitas,
se usaron las aproximaciones de PHARR y NIX, descritas
anteriormente, tanto para calcular las cantidades involucradas en
la superficie de la cavicdad, como para imponer las condiciones de
fromtera en el origen. Ademas, para mantener el dngulo de
capilaridad en la punta de la cavidad, usan la técnica de
flotamiento del ultimo punto conforme al movimiento del peniltimo.
Sin embargo, nuevamente se tiene que para calcular la velocidad de
éste, se necesita conocer la curvatura en la punta de la cavidad.

Este problema se resuelve mediante la ecuacién (23), al aproximar



li expy e xpresi <Sn

Wh e=> 1 esta <aproximacidn se puede calcular la velocidad en cada uno
#loo_| los pumtos, desde el primero hasta el pendltimo y entonces se
pedes_le-=de segrair la evolucién de la forma de la cavidad.

Tmazido cavidades iniciales con un didmetro igual a 0.1 um,
una aa sepa xracién de 10 wveces este didametro y un 4dngulo de
wilE _poilaridead de 70°, compararon los crecimientos de cavidades la
wéridde=6n de= las difusividades varia desde 102 hasta 10°.
ficorrco——ontrar «on que cuando la razén de la difusividad es peuqeria, sus
neull E=sultado s concordaban mds con las predicciones de HULL y RIMMER
8]n ED), comrzo se muestra en la figura 10 (a) en que se describe una
seuss Lnocuencia.  del crecimiento y la evolucidn de la cavidad para un
wlomeolIlorde f = 0.01. En cambio cuando la difusividad es mayor, la
wico-inncordarzcia es mejor con el modelo de CHUANG et al.{19], como se
mest ==ve estra e=n1 la figura 10(b) con f = 1.0.

fn e1 caso tridimensional, la situacién es andloga, ya que



CHUANG ot al.

-8,
18

'Figura 10.

como se hizo ver en el capitulo II, éste se reduce f&cilmente al
caso bidimensional cuando la cavidad posee simetria axial. La
diferencia con el modelo de PHARR y NIX (18}, es que el estado
. estacionario consiste en que el depdsito de materia en la frontera
de grano se lleva a cabo de manera uniforme, a diferencia de aquél
en que la distribucién de tracciones era 1la uniforme. En estas
condiciones, la curvatura en la punta de 1la cavidad [20] se

encontré iqual a




SN CHUMG et al ==
HULL & S

- RIMKER e oo
ik D T THUMG ot al.
k- o e =
Figura 11
R T _ a [4 ln(b/a) -3 + 4a%/b® - a'/bY (a K)
LR - afp? 2 f (1 - a%/p?%) 28l
(3.26)

Aproximando la derivada de la curvatura en la punta de la
cavidad por la ecuacidn (24) y despejando, tenemos que la
curvatura en el extremo mévil es

2 N L

Kk, = [5/(1 - ©o/b°) + He, /(A sl /(1 + H/(4 ), ]

(3.27)
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Usando los cambios mencionados, se calcula la velocidad en
los puntos necesarios y la evolucién de la cavidad se puede
sequir, Los resultados obtenidos se muestran en la figura 11, en
donde se puede ver que, para un valor de f = 0.01 en (a) se tiene
mejor aproximacién al modelo de HULL y RIMMER, mientras que para f

= 1.0 el resultado se aproxima més al modelo de CHUANG et. al.



IV.1.-INTRODUCCION. . =

purante mucho’ tiempo ‘se usaron tiras  de madera,  finas y

largas;: o -de cuaiquier~otrq material para trazar curvas suaves que
se ajusten a un coﬁjunto de puntos especificados. Estas tiras o
splines se fijaban colocéhdb objetos pesados de manera que
variando la posicidén y el nﬁmefo de estos se podia trazar la curva

deseada.

o spllne .Como . una v1ga delgada,

Si consideramos . a la"ti a

entonces, de acuerdo a 1a ‘e uaczénfde Bernoulll Euler [23], se

cumple que

Aqui, M(X) es el momento‘de

donde K(x) denota la

curvatura, por lo. tanto

M(x)>= EI [1 +'(Y )2]3/?‘ vy (4.2)

Para . deflexiones - .pequefias; derivada es

primera
despreciable, lo ‘que nos deja’ la npéri&r, al despejar,

como



pesos es 1 iﬁeal‘ .

El - spline ’,mé'{:érﬁétitk:o: .“sé ,obtien‘e’ aprc}rximkandio la tira
mencionada, pory una exbrésviOn‘ cibica ehtre cada par de pesos
adyacentes, con ciertas discontinuidades permitidas de sus
derivadas en los puntos donde se unen, esto es, en los puntos en
donde se colocan los contrapesos. En su forma mds simple, el
spline matemdtico es continuo y tiene primera y segunda derivada
continua. Normalmente, sin embargo, tiene una discontinuidad de
salto en la tercera derivada, lo cual corresponde, en las tiras
para dibujar, a un cambio continuo en la curvatura y a un salto en
la rapidez de cambio, en la posicién de los contrapesos, Para
muchas aplicaciones importantes, este modelo wmatemdtico es
bastante bueno [23]). En la préactica, el dibujante no coloca los
contrapesos en los puntos especificados por los que debe pasar la
curva a trazar. Sin embargo, cuando se usa el andlogo matemdtico,
es comin tomar a los puntos especificados para interpolar,
exactamente igual a los puntos de unidn.

A partir de estas ideas, el concepto de spline se ha
generalizado en diferentes direcciones, en particular el uso de
operadores diferenciales permite el estudio de los splines

trigonométricos y los llamados splines en tensién, asi como los

splines de grado mayor. Aunque la mayoria de estos avances se han



logrado gracias a la herramientai‘Qué se dispone .del RAndlisis
Funcional, aplicado a Espacios de Hilbert '[22]), en este capitulo

se tratardn sélamente aspectos elementales de los splines cibicos.

IV.2.- DEFINICIONN DE SPLINES DE TERCER GRADO

En muchos problemas cuya solucidén es dificil determinar
en forma analitica, como es nuestro caso, se recurren a métodos
numéricos para aproximar las soluciones, escogiendo los elementos
aproximantes con ciertas propiedades que permitan su manejo. Como
en el problema gue se va a atacar la solucién es una funcién, los
elementos aproximantes son funciones que se conocen como splines y
que se definirdn a continuacién.

Sea I = (a,b] un intervalo sobre la recta real y
P o= { =X X, Ky e ,qu,xN=b }
una particién de dicho intervalo. Denotaremos por
I, = [x,% 1; i=1,2,3, ... ,N-1.

L (231

a los subintervalos en ‘que queda dividido I, wediante la
particién. Un spline polinomial de tercer grado, que tambien se

conoce simplemente como spline cibico , es una funciodn

Aaz[a,b] —————— R



funciones.

subintervalo

donde grad(PL) = 3,
Debido a que las expresiones para el spline pueden cambiar,
como polinomio clbico en cada subintervalo, las condiciones de

continuidad se escriben mediante limites laterales

im 8, (x ) = tm 03( X ) (4.5)

- +
X —-PXL x—-»xL

Lum o3 (X ) = lim ol ( x) ‘ (4.6)
= +
xf‘fxt ‘ X—>X,
tim ol'(x ) = im alt (x) (4.7)
- +
X—rX, K—>X,
para { =2,3, ... ,N-1. Obsérvese que en los puntos X, Y %, no son

aplicables estas expresiones debido a que estos son los extremos
del intervalo I.

Al Reescribir estas expresiones de acuerdo a (4), tomamos en
consideracién que P, es un polinomio cubico. De esta manera las

ecuacones anteriores se transforman en



(48) o

‘(4.10)

con L Q&fiaﬁdé deédé 1 hasta.ﬁ—l;

"?iin;Léé{bfépiedades anteriores serdn de gran ayuda bara el método
numérico que se persigue, ya que como se verd mas adelante, al
aproximar el perffl de la cavidad por las funciones definidas,
tambien se obtendrdn aproximaciones a la primera y segunda
derivada. A continuacién se enunciardn y se demostrardn algunas
propiedades relevantes de esta funciones, concernientes a nuestro

problema.

IV.3.-EL ESPACIO VECTORIAL Ty

Generalmente, las funciohes de aproximacién usados en
los métodos numéricos, se -requiere que -en conjunto, tengan
_‘propiedades adecuadas para su manejo de manera eficiente. Una de
estas propiedades, es que al éénjﬁnto se le pueda dar una
estructura de espacio vectorial, lo que’permite hacer un andlisis
del conjunto con las herramientas ya conocidas de espacios de
funciones [22). Esto pasa precisamente con las funciones
definidas como se verd a continuacién.

Si denotamos por ¥, al conjunto de splines cibicos,




.eété_yfor'méﬁ un eépac;io Qeétbrial ‘[275]‘.

‘ "El espacio vectorial #., como puede verse f&cilmente, de
las  siguientes consideraciones, es de dimensién mayor que el
espacio de polinomios de grado menor o igual a 3, ya que cualqguier
elemento de este udltimo satisface las condiciones que definen un
spline. Ademas, se pueden construir splines cibicos que no son
necesariamente polinomios. De hecho, la dimensién de este espacio
es N+2, lo cual se obtendrd durante el desarrolloc de la seccidén 4,
donde al tratar de determinar un elemento unico de 1!’3 se
bosque jard cémo determinar una base y el mismo desarrollo indicard

de cu&ntos elementos consta dicha base.

IV.4.~-DETERMINACION DEL SPLINE DE INTERPOLACION.

En esta seccién se dard el procedimiento para detrminar
el spline cuibico que cumple con las condiciones apropiadas a
nuestro problema. El desarrollo se basa en una técnica de
aproximacién a una funcién que posee cierto grado de suavidad,
pero cuyo manejo numérico no resulta muy conveniente o cuando sélo

se conocen algunos valores de la funcién en un nimero determinado




de purﬁ:&s.tn nuestra sitully ves~ay . vamos - a aproxiv.mar los valores de
una fupcién de dos variallst o1 dond~e diséréﬁizamos priméro con
respecto a la variable iylego-~opmrieqo, misando los splines cibiceos
aproximamos en la variablntl 1 £l mét-odo de aproximacidén que se
aplicard es el basado #litoc—==y1 nocién de interpolacién, que se
discute a continuacién.

Dada wuna fundhf ¢ + L e problema de interpolacién
consiste en determinar usfmidn— miE—ién g elemento de algin conjunto
previamente establecido, il ue ==9grp=que stm valor en algunos puntos
coincida con los de f. Eidimilqr—rjiealquos casos en que se tienen que
satisfacer condiciones iimle===(pales, como es el nuestro, para
determinar de manera unictldeme====_enento aproximante,

Empezaremos primon ™= ¢l problema de determinar el
spline polinomial cubicopatie==ltatisfacwe la siguiente condicién de

interpolacién:

o (x) = £, ; s=—3 l=1,2=2, ..., N=1, . = (4.11)

donde (xi,fl) es un conjké M= oe N d=atos por donde deseamos dque

pase nuestro spline.

Supondremos, pu ¢ ons=aeazlonentc> , que conocemos la segunda

derivada del spline en lsmos= =iodis, e=sto es, en los puntos Xx;.
Denotaremos estos valow m E= con ¢ = 1,2, ces 4N-1,
Consideremos ahora, qué min nen cad= subintervalo IL; i = 1,2,

...,N-1., Como en cada unilistos===03 tos intervalos el spline se reduce

a un polinomio cibico; #inds=--shaanda deerivada es una recta gque se



puede escribir.como:

) ;

i

donde h, = x, . - x; , para i=-1,2y . N-1. Evidentemente, se

cumple que Pi' (x;) = 2, y P}' (x

i )y = 2., . Esta forma de

i+1 i+

trabajar nos permite asegurar que la sequnda derivada es continua,
aungue no conozcamos los valores de Z;, porque en los extremos de
cada uno de los subintervalos los segmentos de recta tanto del
lado derecho P}, como del lado izquierdo P;' pasan por el mismo
punto (an'ZL.x)'

Integrando PE' dos veces, tenemos que PL toma la

siquiente forma

Z.
Pi(x) = “_st"ﬁ“:"' (x - %) + — B %

coa(4.13)

donde c¢; y di las constantes de integracién. Como la suma de los
dos 1dltimos términos de la expresidén anterior es una recta,
esta se puede escribir como combinacién lineal de (x - xé)/hé y

de (x.

i x)/hi_. De esta manera, (13) queda como



(4.14)

Hasta este punto, sélo podemos asegurar la continuidad
de la sequnda derivada. A continuacién impondremos las condiciones
para que o, sea continua.

De la misma manera que con la segunda derivada, pedimos
que 1la funcidn s, pase por los puntos dados por (1ll), con la
diferencia de que ahora estos puntos si son conocidos. Usando los

polinomios clbicos P,, esa ecuacién se transforma como sigue

P, (x) = £ , P.(x

Evaluando (14) en x;, y en %, resulta

L+1

de donde nos queda




o (ai1s)

De - esta manera, tenemos una expresién que es continua y tiene
sequnda derivada continua. Resta por dar las condiciones para la

continuidad de la primera derivada , esto es

)i i=1,2, ... ,N-1 (4.16)




Para aplicar - (16), el . miembro izquierdo resulta
~simplemente de ca_lcula;-:-“PL en X;. El miembro derecho se obtendrd

evaluando P‘._ en x

S £ dgspuég, ’,havciendo el cambio de ¢ por i-1.

Asi, la continuidad en la’ pfimeta_lider}:'ivada da el resultado

ﬁ n + ZL+1 h + R fl
3 i 6 -1 : ’ h‘;' .
para i = 2,3, ...  ,N-1.""Reordenando los términos de la expresién

anterior nos queda. finalmente

h, %, * 2 (h_ +h)s, +h 2, =6 [ Af, - AﬁL_.ll_ (4.18)

i-178-1 i1
con AfL = (fi_” - fé)/h‘: para ¢ = 2,3, ... ,N-1. Este es un
conjunto de N-2 ecuaciones en las incdgnitas Bprlyr e a2y las

2, que originalmente suponfamos conocidas.

En esta parte es conveniente hablar de la dimensién del
espacio ’1’3. Como se puede ver del desarrollo anterior, al imponer
las condiciones de continuidad y de interpolacién se obtiene un

conjunto de s6lo N-2 ecuaciones, cuando que las incégnitas son N.



Eéto nos - dice 'que' 'n’eceskiytaxynos; df;ué {’cojndiciohes" iim_a‘\s‘:’pér‘a‘ péder
determinar'unﬁlocamente ei_ elemén£6 t_'”d,e:_l _,.e,s'p'_vé\éib, que jl,iﬁtvbl _con' las
N de la ecuacién (1l1), da un- total de N+2. Por l'o' tanto, si para
determinar un elemento tunico de un espacio vectorial necesitamos
N+2 condiciones, la dimensién del espacio es precisamente N+2,
como se afirmé en la seccién anterior.

Para la determinacién de todas las constantes usaremos las
condiciones (2.19) y (2.23), las cuales nos d&n la primera

derivada en los extremos del intervalo [a,b], o sea

) st =0

,,pN;lng) = tan (m - 8,,,) = tan (;—10,"-), L (4.20)

Aplicando estas relaciones y ordenando -los términos nos

quedan las dos siguientes ecuaciones

2h 2 +h 2, = 6Af -6 tan (ap) " (4.21)

(4.22)

N-1.-"n

: : T L Sy
My Zy * 2 By,Z = 6 tan (110%) -6 Af,

Las ecuaciones (18),(21) y (22) se pueden escribir en

’




Los vectores

X y b tienen componentes

incégnitas y de los datos, respectivamente

[ z1
ZZ
X =
ZN-I
4
N
L ]

En la matriz A, las entradas gue no se indican son nulas. Como se

o

(Af, - tan (8,))
(AE, - Af))
(Af - AF))

(AfN_l- Afu-a)

(tan {110°) - Af

que

N-

1

)

dependen  de



cero -

diagonales.adyabeﬁﬁes

riqueila matriz es:simétrica

tridiagonal [231;7Téhbiénfséfpuédé 

[23], esto 'es, que el elemento éq es igual al elemento-a Se

it
tiene, ademds, otra propiedad de gran importancia, que nos dice
que la matriz es no singular [23], y es que A es diagonal
dominante, esto es, que en cada renglén el valor absoluto del
elemento en la diagonal es mayor que la suma de los valores
absolutos de los demds elementos.

El sistema resultante se resuelve f&Acilmente usando
eliminacién Gaussiana sin pivoteo (25)}. De esta manera, una vez
calculados los valores de ;4 al sustituir en (15) tenemos el
spline buscado que satisface la condicién de interpolacién (11) y

las condiciones de frontera (2.19) y (2.23).

IV.5.-EXISTENCIA Y UNICIDAD DEL SPLINE,

La existencia y unicidad del spline cubico planteado en la
seccién anterior, se reduce a una aplicacién del Teorema de
Gershgorin [23] que establece

Dada una matriz A de n por n, si o(A) denota el espectro de

A, esto es, el conjunto
o(A) = {A e C| 3 x # 0> A = Ax}

entonces-c(A) es un subconjunto de la unién de &, para i = 1,

ceemy o



EStefrééﬁitéééhnbé bérmité_deducirVQQe cualquier matriz cuya o
diagonﬁl prihcipél es dominante‘(lai;l >é§gﬁ§41),bcomo la’maﬁfi#\
A de la seccién anterior, es no singular ya que entre sus valores. .
porpios no se puede hallar el cero. Por lo tanto, el
sistema de ecuaciones algebraicas correspondiente tiene solucidn 'y
esta solucién es tGnica. BAsi, resulta que el spline de

interpolacién, con las condiciones de frontera descritas, existe y

es unica.

IV.5.-PROPIEDADES ADICIONALES DE LOS SPLINES.

Propiedad de la Curvatura Mipima,
La siguiente propiedad del spline cibico surge de su
conexidén intima, desde su origen, con La Teoria de Vigas (23] y
que consiste en que la integral del cuadrado de la sequnda
derivada, en el intervaloe {a,b), alcanza su minimo cuando se
calcula para el spline cubico, en un conjunto de funciones. Debido
a gque esta integral es una buena medida del promedio de la

curvatura en el intervalo, se le conoce como la Propiedad de ia

Curvatura Minima (23].

(Propiedad de la Curvatura Minima) Si g es una funcién en
Gz[a,b] que onterpola a la funcién £ en los puntos

(R E ) (X0 E) e e ey (x £01 ¥ satisface las condiciones

’



Yy e (%) = £1(x,)

donde a, es el spline‘que intérpola a £ en los mismos puntos
y satisface las mismas condiciones de frontera.

De esta caracteristica de los splines clbicos resulta
natural pensar en su uso para el problema que estamos reso;viendo
ya que sobre la superficie de la cavidad la diferencia en el
potencial quimico es proporcional a la curvatura y el resultado
anterior nos dice que el spline cibico minimiza el promedio de la
curvatura.

Otro resultado importante que se debe mencionar en favor
del uso de los splines clibicos es el que se dd4 a continuacién y
que se refiere a la convergencia del spline a la funcidn que se
interpola, cuando la distancia entre los nodos se hace cada ves
menor. Este resultado se enuncia dando estimaciones del error en

potencias de la méxima separacién entre los nodos.

(Convergencia del Spline Cibico) (24] Si f e cz{a,b], Yoo,

es elspline que satisface 1las mismas condiciones del



Qulerx e,:[a,ﬁlﬁ‘] :“s“e:'ctlunple: :

|f'(x) -A '(x)| S%t- h N

JELx)

@) | -
donde M, = max |£" (x)| y h-=mf,,

> |; i=1,2, ...,n-1.
[a,b o L ;

E ey T

Este resultado, quizd el ime=ml impor-tante para el
desarrollo, nos dice que el spline souf us====a) = usar para determinar
la sequnda derivada de la funcidén origmlgn © = mcon un eerror de segundo
orden en h. En otras palabras, nos dicmsi . besi la sseparacidn entre
los puntos se hace cada vez mds pequefldorr —om=srror ccometido tambien
se hace mas pequefio.

En el siguiente capitulo selibi—SEdi—ibir§ con detalle el
procedimiento que se sigue para resoluly eme— = eclaciones obtenidas

y la manera en que se aplican las culijnee==tmones de= frontera para



tener un total de N + 2 datos. La diferencia mas notable es que el
movimiento del punto correspondiente a la punta de la cavidad es
independiente del punto N-1 y su desplazamiento sobre la frontera

de grano se calcula de las condiciones en la punta de la cavidad.



. CAPITULO V ‘
'RESULTADOS Y CONCLUSIONES

V.1.-PROCEDIMIENTO DE DISCRETIZACION. :
El  procedimiento para determinar;’f' iu¢iéd del -

perfil, conforme transcurre el tiempo, se basa en’las siguientes

consideraciones.

Primero., Hacemos una discretizacién con respecto a la
variable t, y suponiendo que conocemos la forma del perfil al
tiempo ti' queremos determinar el cambio que sufre durante el
intervalo Ati = tj.:" ti' o sea su forma al tiempo tj$1' Esto
quiere decir que discretizamos primero con respecto al tiempo.

Segundo., Escogemos un conjunto discreto de puntos sobre el
perfil al tiempo ti y determinamos el spline ciubico que interpola
esa forma en los puntos seleccionados, junto con las condiciones de
frontera. Esta parte corresponde a la discretizacidn espacial.

Tercero, Usando el spline cubico, calculamos la curvatura en
cada uno de los puntos de interpolaciédn.

Cuarto. Interpolamos nuevamente mediante los spline cibicos
los valores de la curvatura, usando las condiciones de frontera
correspondientes.

Quinto. Con la informacién anterior, determinamos las
derivadas de la curvatura con respecto a la longiud de arco, lo
que nos da las velocidades de cada uno de los puntos.

Sexto. Escogemos el intervalo de tiempo apropiado At, para

evitar el comportamiento inestable del proceso, y determinamos la



nueva posicién.de lo

"MEl~perfil_1ﬁiEiéi se;ﬁoﬁé comd un arco de circunferencia que
cumplerucéh ias' dondigidneg de frontera en el origen y en los
extremos. De esﬁa confiquracién inicial se escogieron ocho puntos
de interpolacién igualmente espaciados. El &ngulo de capilaridad

se tomé igual a 70° y £ = 4.5

V.2.-DESCRIPCION DE LOS PROGRAMAS.

La subrutina PTOSINI, calcula los puntos iniciales, sobre el
perfil circular, normalizando las dimensiones de manera que el
radio inicial de la cavidad sea igual a la unidad. Una ves que se
tienen estos puntos, junto con las condiciones de frontera, la
subrutina ECUACIONES, calcula el sistema de ecuaciones tridiagonal
para determinar el spline de interpolacién, y con TRI se encuentra
la solucidn. Las condiciones de frontera de esta etapa estan dadas
por las ecuaciones (3.33) y (3.34).

Teniendo el spline, la curvatura en cada punto se obtiene de

la expresién

S = uxx(x,t)
Ko(%,t) = (4.1)

. a
1+ 0]

en que el signo negativo se usa para respetar la convencién hecha
de que superficies cdéncavas poseen curvatura negativa. En la
subrutina CURVATURA, esta expresién se usa para calcular la

curvatura k;, en los punto de interpolacién. Como se puede



observar de la ecuacidn anterior,

- la segunda derivada en eso

se ndica a continuacién.
,;(41515')',' v . (4.12), calculamos el

L= 01,2, . .ve, N-1.,

(4.2)

BUX) =B L=1,2, ... ,;«41;‘ B (4.3)

Sustituyendo esto svalores en (1), tenemos K‘._.El valor de la

curvatura en el dltimo punto X, 8e encuentra evaluando PN:l(xH)

y P '' (x ) de las mismas f6érmulas, y resultan
N-1 N
Zy L L
P! (X) = h  + h, . + (4.4)
N-1 TN 3 N-1 6 N-1 h
N-1
: W?VN{;?(,XN) = Iy ) (4.5)

Teniendo resuelta la primera parte, procedemos a abordar
la siguiente, que consiste en interpolar la curvatura en los
mismos puntos. Esencialmente, el desarrollo se vuelve a repetir,
excepto que solo cambia la condicidén de frontera en el punto X,
en donde la derivada de la curvatura viene dada por la ecuacién

(2.38) vy Kop S€ sustituye por « . Recurriendo nuevamente a

’



ECUACIONES -y a TRI, se
Qalores de la curvatura. &
Finalmente, ‘con vqijﬁépiihé4vde"'interpolacién \de la
curvatura, se procede a calcular la velocidad con gue se mueven
cada uno de los puntos sobre la superficie de la cavidad, dada por
la expresién (2.31). Sin embargo, como en esta ecuacién la
segunda derivada es con respecto a la longitud de arco, se tiene
que transformar en funcién de la variable x. Para ello usamos la

regla de la cadena de la siguiente manera

3 J K a a K a x
vV = — = — .
Jd s 2 s 4 s a x d s

Como la longitud de arco estd& dada por

X

s oty = | o V1 e a (4.6)

nos gueda

= (4.7)

por tanto, la expresidn para la velocidad se transforma en



el ek sex | 1

ex u? 1 + u?

Después de efectuar las derivadas indicadas y agrupar

términos, la velocidad resulta

%k / 8 x° : Uy
Ve —————— +k (8K /8 X ) —————— , (4.8)

1+ (u )2 1+ (u )2

Mediante las férmulas anteriores, en la subrutina VEL
calculamos la primera y segunda derivada de kK, y con los valores
de u y u_que ya se tienen, determinamos la velocidad normal v, en
cada punto x, de la superficie de la cavidad. Una ves que se
tienen las velocidades, se determina el cambio

A x; = x(t

4:*1) "X‘._(t’-) (4.9)

bz = z(t) - X)) (4.10)



en la posicidn de l6sHpﬂntos:durante:él'iﬁtéryalbwde tiempo

mediante las relaciénes:

cont=1,"... ,N41. La subrutina PUNTQS, basada en las relaciones

descritas, - calcula las nuevas coordenadas, despues de que la

subrutina TIEMPO ha calculado el intervalo de tiempo Ati'

V.3.-MOVIMIENTO DE LA PUNTA DE LA CAVIDAD.

El punto en el origen obedece las eéuacionesr de
moQimiento (13) y (14) ya que es un punto que se halla éiempre en
la superficie de la cavidad.

El dltimo punto, cuando ¢ = N, es el punto que se
encuentra siémpre en la punta de la cavidad, por tanto no se
moverd en la direccidn normal, sino sobre el eje horizontal. Para

determinar la ecuacién de movimiento de este punto, partimos de la




iéi»éosibién 'dg"la punta de la cavidad al

tiempo t. Detiﬁaﬂﬁbfkls))_ébn}respeéto al tiempo, nos queda

A.’..(4‘.16).

= - tenemos

Sustiuyendo estas dos ultimas expresiones en (12) nos queda

Xie (ty = Viia / sen (Gup) (A1)
Entonces, el incremento de la posicién del punto X,
AxN = xn(tjn) - x"(t;) (4.18)



Axg= vyAt/sen (6,0, - (419

mientras 'que 
Az, =0, ' ‘ (4.20)_
de acuerdo a la condicién

u x, o (£),t) =0 (4.21")A

Asi, nos queda que las nuevas coordenadas del dltimo punto se

calculan de acuerdo a
X, (tjn) = X, (ti) + VN/sen (eup) (4.22)

2y (t,}'n) = z" (tj) (4.23)
en que v representa la velocidad con que se moveria el punto si
se le permitiera el movimiento normal al perfil. La ecuacién
(22) es semejante a la usada por G. M.PHARR - W. D. NIX (18] y por
L. MARTINEZ-W. D, NIX [20], con la diferencia de que en lugar de
N

v, sustituyen V.- Esta observacién hace ver la equivalencia

entre nuestro problema y el resuelto por los anteriores autores.



V.4, RESULTADOS

'En las flguras 12 y 13, ‘se “ltan en los resultados que

se obtuvieron al aplicar el metodo destly ne==qz pediammte el programa
‘CAVIDA'DES, en lenguaje FORTRAN77, cuyolltidosecosado se- incluye en ‘un
apéndice al final de este capitulo. Blipar=—mpq parte superior de la
fiqura 12, se presenta la forma de limilad===bcdad inmicial, y en 1la
inferior, la forma que tiene cuando hucio==jpecido -al doble de su
tamafio original, para un valor de la rant la=s| = ladi. fusividad igual
a 0.1. Como se puede observar, la conlicie=s|oncia ccon el modelo de
H‘ULL y RIMMER [8], es bastante aceptall tes=s) e ste ta.mafio se obtiene

para un tiempo, en unidades de
1
t, = kT Ao/Ds 8, 750

como se describié en el capitulo II, jula b a91.217. Para hacer
las gréficas se usaron los puntos lisdos=dosados e=n la tabla 1,
obtenidos diréctamente de CAVIDADES. DB o=o0 lddeo, en la figura
13, tenemos la evolucién de la misma aifdim— : inici_al, pero para un
valor de f = 1.0. En estas condicionesmltas==sl[ ltaqu e la forma de la
cavidad, cuando ha crecido al doble dlwaf.. _jwraafo Lmicial, se aleja
notdblemente del modelo predicho palll y== &I, y RUIFMER (8]. Esta
configuracidén se alcanza para un tiemynur==n & unideades de €0 igual
a 1.79789, lo cual nos indica que la wild t: .4 [ tiende a elongarse en
la direccién de la frontera de grano, dprier—>si—iendo la apariencia de
la punta de grieta que se presentd enliflur—up_qura 22 del capitulo I.

La grédfica se obtuvo de los valores ciulios  #olog poxr CAVIDADES y dque




Figura 12



'gura 13.

Fi



L20u0

Tabla'i

 se presentan en la tabla 2. La comparacién con el modelo de HULL y
RIMMER [8], se hace calculando un arco de circunferencia que pase

por los extremos de la cavidad y que sea tangente a esta.

V.5.-CONCLUSIONES.

Después de hacer una revisién del método en diferencias
finitas de acuerdo al trabajo.de G. M. PHARR y W. D. NIX [18B], Yy
posteriormente al relacionado con L. MARTINEZ y W. D. NIX.
[1]1,{20) en que se describe el crecimiento de las cavidades en

estado estacionario, se encontré que el problema difusional en si,



e T T R T SN

- Tabla 2.

presenta una gran inestabilidad, lo que ocasiona que los métodos
numéricos implementados reguieran un estudio preliminar para
determinar las condiciones apropiadas de trabajo, ya que de lo
contrario, los resultados que se encuentran no tienen sentido. En
particular, se encuentra que los intervalos de tiempo en que
avanza la cavidad tiene que ser muy pequefio, de alrededor de la
centésima parte del tamafio inicial de la cavidad.

La revisién de la Teoria de Splines condujo al estudio
de la conexién intima que esta tiene con la Teoria de Vigas, que a
su vez dio lugar a la idea de aplicarlos a los procesos difusivos.

Para esto fue necesario revisar la bibliografia correspondiente,




entre. los aspectos que “se; revelaron;'

»problemas con frontera‘ m6v1l,: 1os

‘a:a' se

ad iniéidl con el
fln ‘de obtener buenos resultados‘en gryatufa. La conclusion
‘flile " que ‘con alrededor de seis puﬂtéé “los ~ resultados eran
aceptables. Posteriormente, conforme la cavidad crecia, se
encontré necesario incluir puntos adicionales en el extremo mévil,
dependiendo de la distancia de separacidén entre el punto mévil y
el anterior. Se probaron diferentes intervalos de tiempo en que
avanza la punta de la cavidad, encontrdndose que conforme la razén
de la difusividad aumenta, el intervalo de tiempo en que avanza la
cavidad puede ser mayor sin conducir a problemas de inestabilidad.

Todo lo anterior demuestra que el uso de splines de
tercer grado representa una buena alternativa para el estudio
posterior de los problemas de difusion, sobre todo porque la
resolucién de los sistemas de ecuaciones es sencilla y porque la

aplicacién de las condiciones de frontera resulta directa.
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CPROGRAMA FARA CALCULAR Us Eu

y

¢

C

CERCUR FRONTIRE
GRANO DE MATERTALES S :

PRECISION X(S0),F(50),a (%0} ,B{50),0(50),0(50), (50}
FRECISION FFPV FPNDKY DENDL, DD PITETIF, 1‘M.V LHAR
FRECTIAION DF{50),00 'U}./(JO) DIF‘guM TTH!,F
FRECISION F& RS REVRY BT W

CHGTONTTT HET Sy INTRVE, TR0

CGET DE TETEY Dob, daMoy

LML DG

kA= 100
THidF =0,
BFEN(IDUFTILE = LTS T
WRITE(Y %) foal EL B ANGHL
READ(¥, ) TETTE
TETIF=76.10 :
TETIFR: TrTlv*y1/1é"

¥

S

CALCHLC Db LA FUalis INTCLAL [F LA CAVIDAD

CGALLEET ﬂLIN(N'x.F-tEIf?,CONTIT,RX)

couorcroNFc:oF'-nuuTFnA EN- (AfpéiMEhA'ﬁEnzvﬁnA.

FE1=00D0 v
FPN-—DTﬁu\TETIP

DETERMINACION}DF LAz E ‘HAIIONEL

CALL EC CUACTONES (N X, F i A, B,V\D FP1,FPN)

SOLUCTON DEL nI-TﬁM“ ThIDIAﬁ”NﬁL

’1115TRNN fB 1CiD) ;,'m;”;,fg,m”; s

DESFUES NE QUE LA F‘NTA DE LA CAVIDAD HA AVANZADRD UM ACIERTA

DTEY ARG TA LY

N
[l

SESALVAN EN-UHN L ARCHIVD (RFSULTS,DAT)
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