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INTRODUCCTIORN

Durante la década de los cincuentas, diversas observaciones
astronémicas permitieron sustentar la suposicién de que los campos
magnéticos eran comunes en el universo. Las observaciones y mediciones
espectrales de la nebulosa del Cangrejo, dieron a Woltjer elementos
suficientes para proponer que el tipo de campo magnético en 1la
nebulosa, debia ser libre de fuerzas (VxB = AB) ya que era casi seguro
que la densidad fuera tan baja que no podria compensar la intensa
presién  magnética [Woltjer,1958a). Esta configuracién de campo
magnético sirve en buen grado para modelar regiones del universo donde
hay campo magnético y la densidad de materia es baja o bién la la
conductividad eléctrica es muy grande (v.g. en las regiones cercanas a
una estrella). Se encuentran en la literatura diversos trabajos donde
se presentan soluciones a la ecuacidén para el campo libre de fuerzas
{List y Schliiter,1954); [Chandrasekhar y Kendall,1957].

En un articulo posterior, Woltjer establece, usando un modelo
variacional (ver capitulo 2) gque los campos magnéticos libres de
fuerzas con A constante, representan el estado de energia magnética
minima para un sistema cerrado ([Woltjer,1958b]. Taylor, haciendo
algunas suposiciones,aplica el resultado de Woltjer (capitulo 2) a una
simplificacidén del "pinch" de campo invertido (PCI); maquina ésta, de
forma toroidal dedicada al -estudio del confinamiento de plasmas de
fusién nuclear. El confinamiento se 1lleva a cabo debido a 1la
combiracidon de un campo magnético poloidal (originado por una corriente
gue fluye dentro del plasma) y de uno torocidal (generado por bcbinas
externas). Se sabia que el PCI comenzaba a operar de forma violenta y
se relajaba a un estado de aparente calma, situacidén que indujo a
Taylor a utilizar el resultado de Woltjer con tan gran acierto que,
pese a la extrema simplificacidén, es capaz de reproducir la inversién
del campo toroidal cerca de las paredes del contenedor (caracteristica
que da nombre al PCI) [Taylor,1975].

Es motivo del presente trabajo, el llevar a cabo una revisidn de
los articulos de Taylor, Woltjer, etc., asi como la reproduccién de los
resultados y la profundizacién en ellos, la aplicacién a otras
situaciones y por ultimo la extensidén para casos en que A ho es



constante; siempre intentande hacerlo de la manera mds detallada y
completa posible, que permita la obtencidn de soluciones analiticas.

Se comienza entonces en el capitulo 1 por introducir el modelo
magnetohidrodinamico (MHD) para un plasma, encontrando las ecuaciones a
que da lugar en las que se llamardan forma usual (como aparecen
comunmente en la literatura, ([Schmidt,1979]) y forma conservativa. Se
continua con el estudio de las caracteristicas de un campo magnético en
un plasma que sigue el modelo MHD; concluyendo con la obtencién de
cantidades conservadas, especificamente la energia y la helicidad
magnética.

En el capitulo 2 se presenta la hipétesis de Taylor. Exponiendo
inicialmente las consideraciones que permiten el establecimiento de la
misma (el trabajo previo de Woltjer y la evidencia experimental),
pasando luego a describirla. Se munestra un método para encontrar
soluciones a la ecuacidén para el campo libre de fuerzas auxiliandose de
las de 1la ecuacidén vectorial de Helmholtz. Finalmente se aplica el
método anterior a una configuracidn cilindrica con simetrias axial y
traslacional respecto al eje del cilindro, presentando la solucidn de
manera detallada.

El capitulo 3 esta dedicado a resolver la ecuacidén del campo libre
de fuerzas para diversas geometrias, suponiendo siempre la
aplicabilidad de la hipdtesis de Taylor y auxiliadndose del método
expuesto en el capitulo 2. Inicialmente se resuelve el caso de
coordenadas cartesianas, después en esféricas y finalmente se trata la
configuracion cilindrica con mayor detalle.

Las configuraciones toroidales axisimétricas son tratadas en el
capitulo 4. Iniciande con la obtencidén de la ecuacion de equilibrio
para dichas configuraciones, la ecuacién de Grad-Shafranov.
Considerando nuevamente la aplicabilidad de la hipdtesis de Taylor, se
resuelve la ecuacién del campo libre de fuerzas para una situacién
especifica: un toro de seccioén rectangular (el toro propiamente dicho y
el caso limite en que no tiene agujero).

Finalmente, en el capitulo 5 se obtiene la ecuacidn del campo
libre de fuerzas como un caso particular de las ecuaciones de la
magnetostatica (forma reducida de las ecuaciones MHD); pasando luego a
la obtencion de soluciones analiticas para cuando el valor propic de la



ecuacidn del campo libre de fuerzas no es constante.

Se incluyen 3 apéndices. El A, relativo a la interpretacién de la
helicidad magnética; el B, relacionado con el método del capitulo 2; y
el C, revision de un articulo que extrapola la aplicabilidad de 1la
hipotesis de Taylor para resolver sistemas abiertos.



CAPITULO 1

Ecuaciones de la magnetohidrodinamica ideal (MHD).

En este capitulo se obtienen las ecuaciones MHD en su forma
habitual y en su forma consarvativa. Se estudian, ademds, las
propiedades del campo magnético en un plasma descrito por la
aproximacion MHD.

I. Ecuaciones MHD.

La teoria MHD de un plasma es una descripcion macroscdpica para
fluidos conductores de la electricidad en presencia de campos
magnéticos; esta teoria es también conocida como mecdnica de los
magnetofluidos o hidromagnética.

En el medelo MHD se considera al plasma como un continuo,
despreciando efectos individuales de las particulas, ignorando las
desviaciones de la cuasineutralidad y considerando sélo los fendmenos
de baja frecuencia. La descripcidn trata, de manera consistente ,las
modificaciones al campo electromagnético debidas a corrientes inducidas
por el movimiento del fluide y fuerzas mecanicas que alteran su
movimiento cuando elplasma interacciona con el campo
electromagnético. Se ven entonces involucradas las ecuaciones de
Maxwell y las de los fluidos, asi como las relaciones constitutivas.

Para un s_istema de referencia inercial, los campos eléctrico y
magnético cumplen con las ecuaciones de Maxwell:

9xH = J + ap/st, (1.1)
IxE = -3B/bt, (1.2)
v-D = p, (1.3)
v'B =0, (1.4)
Y se considera un medio isotrépico,
B = uH; D = cE; J = oE; (1.5)
donde H, D, J, E y B son los vectores de intensidad
magnética, desplazamiento eléctrico, densidad de corriente, campo

eléctrico e inducccidn magnética respectivamente; p es la densidad de
carga eléctrica, p es la permeabilidad magnética, & la permitividad
eléctrica y o la conductividad.

Considérese un sistema donde 1 y t sean su longitud (o
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dimension) y tiempos caracteristicos . Supdngase ademas,que la
velocidad del fluido es muy pequefia en comparacion a la de la 1luz. De
(1.2) resulta que E - (1/t)B, y usando (1.5) se tiene que la corriente
de desplazamiento, en (1.1) se puede ignorar:

|8p/at| lepE )
—_— . —— . (l/tc) " << 1 .

|v=H] tB
Se ha empleado el hecho de que pe = 1/c3; con ¢ la velocidad de la
luz. Por lo tanto, bajo esta aproximacioén la ecuacidén (1.1) queda:
UxH = J . (1.6)

Al cambiar a un sistema de referencia que se mueve con un elemento
de fluido, que tiene una velocidad v (pequefia en comparacidén a c)
relativa al sistema inercial en que se estaba antes, los campos vistos
en el nuevo sistema (de acuerdo a la transformacién de Lorentz

{Reitz~Milford~Christy,1984] para el campo electromagnético con
v?/¢® 0) resultan:
D’ =D + (wB)/c ; (1.7)
E/ = E + yxB ; (1.8)
H' =H; B =B;: (1.9:1.10)
d’' =J - pv (1.11)
donde,
D’ = eE’ ; B/ = pH’ ; d’ = oE’ . (1.12)
La ley de Ohm (J’ = ¢E’), usando (1.8 y 1.11) resulta
Jd = o(E + ¥xB) + pv . (1.13)

Comparandec el ultimo término de (1.13) con respectu a J, produce
pv  v|v-Dj (1/t)eE/1 IueE

I | oxH | (B/u) /1 tB

. 2
= (ljte) " << 1 g

Y la ley de Ohm se puede expresar como
J = o(E + vxB) . (1.14)
De la fuerza de Lorentz la densidad de fuerza en el plasma viene

dada por
E = pE + IxB ; (1.15)
donde el primer término es despreciable, ya que
PpE  |v-D|E  euE® s
] = P (1/tc) “<< 1 ;
{gxB]  |vxH|B B



y asi se tiene F = JxB . (1.16)
Para completar la descripcién macroscopica se necesita de las
- ecuaciones de los fluidos. Al tratar al plasma como a un medio
continuo, se supone que el fluido se puede describir en términos de
propiedades locales tales como temperatura, densidad de masa, etc.; las
cuales estan definidas como promedios sobre elementos de fluido, de
dimensiones mayores gque las dimensiones microscopicas caracteristicas
(longitud de Debye y radio de giro de los electrones, por ejemplo) y
menores que las de los fendémenos macroscopicoes. E1l plasma en
su conjunto no esta en un estado de equilibrio termodindmico; pero
la suposicidn de gue consta de elementos de fluido, implica un estado
de equilibric termodinamico 1local. Las variables termodinamicas
asociadas, se supone que cumplen las mismas relaciones gque las de la
termodinamica usual. Para ello debe haber un nuimero grande de
colisiones en el plasma [Field,1981].
Las ecuaciones de los fluidos son [Schmidt,1979}, la ecuacidn de
continuidad de masa apm/at + V'(me) =0 ; (1.17)
y la de conservacion de momento
pn D(¥)/Dt = IxB -~ Vp ; (1.18)
donde p, es la densidad de masa, D( )/Dt = a8( )/3t + ¥vV( ) es la
derivada convectiva, p es la presidn y no se han considerado efectos de
anisotropia y de viscosidad.
La descripcidén del comportamiento del fluido no esta completa sin
una ecuacién de estado; la cual puede tener varias formas, de acuerde a
la naturaleza del fluido y al preceso involucrado.

Para un fluido incompresible

vy =0, (1.19)
para un proceso isotérmico
D(p/pm)/Dt = 0 , (1.20)
o para uno adiabatico
D(p/pm)/Dt = 0 , (1.21)

donde ¥ es el cociente de los calores especificos (¥ = Cp/Cv).



Se

1I. Forma conservativa.

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma
conservatival, lo cual es util para determinar las condiciones a 1la
frontera que aislan al sistema del exterior, y <también para
resolverlas numéricamente.

Con objeto de encontrar la integral de energia se procedera
inicialmente a reescribir las ecuaciones MHD en forma conservativa. La
ecuacién de continuidad va estd escrita de ese modo, y la ley de
Faraday para el «caso en que no hay vresistividad (1.2) se
puede expresar como [Bateman,1978]:

9B/t = -VsE = Vx(yxB) = B:(Vy) - v (VB) + ¥(V-B) ~ B(Vv)
= V-(Bv) - V:(yB) = V-(BYy - vB) . (1.22)

Para obtener la ecuacidén de conservacion de nomento se desarrolla

el lado izquierdo de (1.18) y se escribe de la siguiente forma
(pn}3y/dt = IxB ~ Vp ~ puy:VV ;
multiplicando (1.17) por ¥ y sumandole a la ecuacidén anterior, se
obtiene:
a(pmy) /8t = ¥

y como JxB = V- (BB ~ IB%Q)/u 7 Vp = V-(Ip) con I siendo el tensor
unitaro, entonces

=~V (pmy) + IxB + Vp - pav-VV ;

Ve (po¥v¥) = pa¥-Vv + V. V- (pnv) ;
teniéndose finalmente que
a(pmy) 8t = -V- pmyy + BB/u + I(B°/2u + p) . (1.23)

Para la de conservacidén de la energia [Norwood,1981], se toma el

prodﬁcto escalar de v con la ecuacion (1.18)
poyv-D(v) /Dt = -v-Up + v-(IxB)/u :

y se manipula término a término. El lado izquierdo se hace
pnv-D(v) /Dt = pm 8V°/8t +v-W° /2 = 3(pav>/2)/8t + V- (vipuy/2) i (1.24)
habiéndose usado la ecuacidén de continuidad.

De la ecuaciodn de continuidad y de (1.21) se tiene

dp/at + v'Vp + ¥p¥-y = 0 ;

dice que una ecuacidén esta escrita en forma conservativa cuando se
puede igualar la derivada parcial respecto al tiempo de una cantidad
con la divergencia de otra.



de donde
v'Vp = 1/(y-1) ép/ét + ¥/(¥-1) V-(py) . (1.25)

El ultimo término de (1.24) se puede escribir como
(1/u)y- (VxB)xB = = (1/u) (¥xB) -VxB = (1/u) B-UxE - V- (ExB)
- a(B%/2u)/8t - V- (ExB) (1.26)
donde se han usado la ley de Faraday, la ley de Ohm y las relaciones
constitutivas. La ecuacidn (1.24) adquiere entonces la forma
3 pvi/2 + p/(¥=-1) + BY/2u Jot =
= - U Vpn¥/2 + ¥/(7-1) pnv + ExH . (1.27)

Si esta ecuacidén se integra sobre todo el espacio, como el término

de divergencia da una integral de superficie, en virtud del teorema de

Gauss, Yy puesto que esta superficie esta en el infinito, su
contribucidén desaparece y se-cbtiene la integral de energia
_rv(p...va/z + p/(¥-1) + B°/2u) dv = constante . (1.28)

El primer términoc de esta integral es la energia cinética del
fluido, el. segundo es la energia térmica libre y el ultimo es 1la
energia del campo magnético.

Resumiendo; las ecuaciones MHD son:
de manera usual

8B/t = - UxE , (1.2)
UH = J , (1.6)
d = o(E + vxB) , (1.14)
8(pn) /8t + V- (puy) = 0 , (2.17)

pnD(y)/dt = JxB - Up , (1.18)

con condicidén inicial VB = 0 ,mds una ecuacidén de estado;
de manera conservativa

a(pm) /8t = = U- (poy) , (1.17)
3B/8t = V- (BV - VB) , (1.22)
8(pn¥) = - V. payv + BB/u + I(B°/2u - p) (1.23)
a(pnv®/2 + p/(¥-1) + B/2u)/0t =

- V- vpnv/2 + ypav/(7-1) + ExH , (1.27)

donde se ha supuesto que el sistema es adiabdtico.



III. Propiedades del campo magnético.

Considérese un plasma perfectamente conductor [Schmidt,1979}, es
decir uno en el gue (1l.14) se reduce a E = - vxB. Sustituyendo en la
ley de Faraday resulta

aB/at = Vx(¥xB) . (1.29)
Integrando la ecuacién sobre una superficie arbitraria dentro del
plasma y usando el teorema de Stokes
f,2(B-dg)/at - § (vxB)-dl = 0 , (1.30)
la integral de 1linea va sobre la periferia de la superficie S.
Reescribiéndola toma la forma
a(¢ ) /0t + § B-(vxdl) = 0, (1.31)
el primer término representa la variacién temporal del flujo a traveés
de la suprficie S, mientras el otro término es el incremento adicional
del flujo, por unidad de tiempo, que resulta al moverse la periferia;
la cual lleva la misma velocidad que el fluido. Ambos términos nos dan
entonces el cambio total de flujo magnético a través de la superficie
S. Considérese una linea de campo, definida por la interseccidén de 2
superficies para las cuales B

es tangencial al tiempo t = 0. El flujo a
través de tales superficies es cero y la linea asi definida, es una
linea de campo magnét:ico. Al pasar el tiempo el flujo sera siempre cero
a través de las superficies que se mueven con el fluido (de lo cual se
puede estar seguro gracias a (1.31)), y la linea de interseccidn serad
siempre una misma linea de campo. La velocidad local del fluido sera la
velocidad local de la seccién de la linea, se dice entonces que la

linea de campo estd congelada o atada al fluido. Las lineas de campy o

pueden certarse ni cambiar la topologia, ya gue el flujdo se miesve de

manera continua. Para un fluido con cierta resistividad no es cierto,
ya que

a(e)/dt = (n/u)J A(B)-ds : (1.32)
donde 1 = 1/0 es la resistividad, y A es el operador laplaciano.

Si se sigue una linea de campo lo suficiente, se notara que se
cierra sobre si misma, o continia de manera infinita hasta cubrir una
superficie, llenar un volumen o irse al infinito. Las de mayor interés
son las 2 primeras; y las superficies asi generadas se denominan

superficies magnéticas o de flujo.
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IV. La helicidad magnética como cantidad conservada.

Para un plasma perfectamente conductor, se tiene que la helicidad
magnética, K, definida como: K = Iv A'B dv , (1.33)
donde A es el potencial vectorial magnético y v el volumen encerrado
por una superficie de flujo, es una constante de movimiento
[Woltjer,1958b]. El comprobarlo es sencillo:

dK/dt = d(J A-B dv)/dt
.y como el volumen de la superficie de flujo es constante
a(J A'B dv)/dt=[ 3(A-B)/ot dv = f OA/8t-B + 9B/ot-A AV
==f (E + Vx)'B + (VxE)-A dv
f, -2E'B - Vx'B ~ V- (ExA) dv
S, 2(uxB)'B - V- ¥B - (¥xB)xA dv ;
el primer término en 1la integral es directamente cero, el de 1la

divergencia, usando el teorema de Gauss y dado gue para una superficie
de flujo v'n = O y B'n = 0 también lo es. Se tiene asi
dK/dt = 0 . (1.34)

Para. este caso, la K no depende de la eleccidén de la norma de 3,
pero si de B y del volumen gue se considera, es decir para distintas
superficies de flujo se tienen distintos valores de K; mas aun, si se
tienen lineas de campo cerradas, hay un invariante para cada linea
(en realidad se considera un tubo muy delgado gque envuelve a dicha
linea).

La denominacién "helicidad" se aplica en general a integrales de
la forma J X-9xX dv . El nombre proviene de la hidrodinamica donde
(¥xv) v mide la proyeccidén de la vorticidad de un  fluido en la
direccion de avance del mismo y da una medida del grado de enlace de
las lineas de vorticidad (ver apéndice A ) [Moffatt,1969]1. En el caso
en el gue X es el potencial vectorial magnético, K mide el grado de
enlace de las lineas de campo magnético y es entonces de esperarse gque
un plasma con conductividad infinita, donde las lineas de campo estan
congeladas, el grado de enlace de las mismas se conserve.

Si la resistividad no es cero, la K no serd mds una constante.

Considérese un plasma resistivo en una regién bien delimitada (es
decir, con un volumen fijo), aprovechande el célculo anterior, a partir
de
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It

dK/dt = f -2E'B - V-(xB + ExA) dv =
f,2(yxB)'B ~ 2nd'B - V-(xB + ExA) av ,

reescribiendo dK/dt = [ 6K/9t dv y como se puede tomar cualquier regicn

1l

(siempre que sea simplemente conexa y esté bien delimitada)
GK/9t = -2m I'B ~ V- (¥B + ExA) (1.35)

se tiene una especie de teorema de Poynting para la helicidad, donde X
representa la densidad de helicidad y xB + ExA es el '"vector de
Poynting de la helicidad" [Jensen y Chu,1984). Dependiendo de como se
escojan las condiciones a la frontera de la regidén en cuestién, se
puede tener que la helicidad decaiga unicamente por efectos resistivos
o que bien el término de divergencia compense tales pérdidas;
pudiéndose hablar de una inyeccidén de helicidad. Para lograr la
inyeccidén, es necesario que la componente tangencial de E en la
f:ontera sea distinta de cero. Piénsese, por ejemplo, en un plasma
dentro de un contenedor metalico de forma esférica, el cual se parte
por la mitad; separando un poco los hemisferios y conectandolos a los
polos opuestos de una bateria se puede lograr que E tangencial en la
separacién no sea cero. El término B se 1llama de inyeccidn
electostatica, se da unicamente cuando hay lineas de campo abiertas, es
decir que salen o entran del contenedor, y para sistemas simplemente
conexos es la unica posible. Si la separacién entre los hemisferios es
pequefia, x puede asociarse con una diferencia de potencial constante,
por lo que la inyeccion de helicidad electirostatica se puede poner como
dK/dt]]m": 2Ve i con &= (1/2)f (B
potencial aplicada a las paredas del contenedor.

)y'n ds y V la diferencia de

front

Para regiones multiplemente conexas se puede inyectar helicidad
con el término ExA, que se denomina de inyeccidén electromagnética. Para
la helicidad de este tipo no es necesario gque existan lineas de campo
magnético abiertas.
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CAPITULO 2

La hipdtesis de Taylor.

Se exponen inicialmente las consideraciones que llevaron a la
elaboracion de la hipdtesis, pasando luego a describirla. Se presenta
un método general para la solucidn de la ecuacidén a que da lugar la
teoria (la ecuacion para el campo libre de fuerzas) y se aplica de
manera particular y detallada para el caso de una configuracion
cilindrica con simetrias axial y traslacional respecto al eje del

cilindro.

I. Descripcidn de la hipdtesis.

El "pinch" de campo invertido PCI al igual que el tokamak, es
una maguina de forma toroidal dedicada al estudio del confinamiento de
plasmas para fusidén nuclear [Bodin y Newton,1984]}. El confinamiento se
lleva a cabo debido a la combinacidén de un campo magnético poloidal,
Bp(originado por la corriente que fluye dentro del plasma), y de uno
toroidal, B (generado por bobinas externas). Las caracteristicas del
PCI son, primera, que la magnitud del campo poloidal es ligeramente
mayor que la del toroidal (situacidn diferente a la del tokamak, donde
la magnitud del campo toroidal es bastante mas grande que la del
poloidal) y, segunda, que el campo toroidal se invierte en la regidén
exterior del plasma respecto de la central (de esta ultima
caracteristica es de donde toma su nombre). Dicha inversién sepresenta
cuando «} cociente del campo poloidal en la pared del aparato entre el
campo torocidal promedio (8 = Bprt, el llamado pardmetro de "pinch"),
gque mide el grado de compresiéon del plasma, excede un cierto valor
critico [Taylor,1974].

cuando el aparato entra en operacién lo hace iniciando con una
fase violenta e inestable para después llegar a una de aparente calma,
caracterizada, ademas, por ser muy estable. Basado en este hecho
Taylor propusc que si se tiene un plasma gue puede disipar energia
(puede pensarse que tiene cierta resistividad), que esta contenido en
un recipiente de paredes perfectamente conductoras y que parte de un
estado inicial fuera de equilibrio; entonces se relaja a un estado
donde no pueden ya suceder cambios bruscos y asi el estado final debe

ser uno en el que la energia sea un minimo determinado por las



constricciones gue gobiernan la evolucién.

Ya en 1958 Woltjer encontré que para un sistema cerrado se puede
encontrar un estado no trivial de minima energia magnética, al
minimizarla bajo la constriccién de que la helicidad magnética se
conserve (tal minimizacion se efectua al calcular la variacidn de 1la
integral de energia magnética y la constriccién de que la helicidad sea
constante se introduce empleando la técnica de los multiplicadores de
Lagrange); y que a dicho estado le corresponde una configuracién de
campo magnético libre de fuerzas [Woltjer,1958bj].

Si se tiene un plasma, en un recipiente - metdlico, con
conductividad infinita, y ademas se pueden despreciar las energias
cinética e interna del plasma en comparacidén a la magnética, se puede
aplicar entonces el resultado de Woltjer, el cwal se reproduce a
continunacidn:

0 = 3&f B-B/2u - A'A-B dV
I, 8B (B/u = A'A) ~ A'3AB dV
I, (Wx33)-(B/u =-A'A) - A'B-SA AV
F, ¥ (B/u = AA)x8A + SA+ Wx(B/u - 2'3d) - A'B AV
IVSB_'(VXE/M = 2A'B)av + § (B/u ~ A'A)x3A -n d4S;

(A’ es el multiplicador de Lagarange) debido a que el sistema es

i

#

]

cerrado, los movimientos dentro de é1 no afectan al potencial vectorial
afuera, y como ademds el potencial debe ser continuo (aun cuando
existan corrientes superficiales) entonces 8A debe ser cero en la
frontera; anulandose asi la integral de superficie. Para la integral
restante, como se trata de una v2riacién SA arbitraria
Uxf = A B (A, =aumrr) . (2.1)

Como se tiene una K para cada superficie de flujo,existe un valor
propio A para cada volumen que satisfaga las condiciones a la frontera
para las que K es constante.

Si el plasma tuviera una pequefia resistividad, esto ocasionaria
que las lineas de campo magnético se recombinasen, dando lugar a
cambjios en la topologia del plasma. No puede hablarse entonces de que
la helicidad se conserve para cada superficie o cada linea (de hecho no
es asi). La unica superficie que se mantiene es la asociada al
recipiente mismo y entonces, si m es muy pequefia el usar la helicidad
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de la superficie asociada al contenedor (a la que se llamara Kc)
parece ser la constriccién adecuada para llevar a cabo la minimizacion
de la energia y encontrar el campo magnético de la situacion de
equilibrio (ésta es propiamente la hipotesis de Taylor). De esta manera
la ecuacién que debe satisfacer el campo magnético es
U<B = AB (2.2)

(donde ahora si, A es verdaderamente una constante) el cual queda bien
determinado una vez que se conoce A, dadas las condiciones a la
frontera del problema.

En el capitulo 1 se obtuvo la densidad de fuerza en el plasma, la
que viene dada por F = J«B , con pJ = UxB. En el caso del campo del
estado de equilibrio se tiene puJ = AB , por lo que F = 0 , razdén por la
que se conoce a esta configuracién de B come la del campo libre de
fuerzas.

Ahora bién, se esta diciendo que de esta manera se obtiene un
minimo para la energia; pero podria ser que se tuviera una serie de A
que cumplieran la ecuacion (2.2) para la misma Ko; ¢(cudl escoger?.
Notando que UxB = AB ¢ B = UxA ; UxB = AUxA ; VUx B - AA =0 ;
se tiene que B = AA + Vx . Al calcular la energia se encuentra

U, = S, (1/20) (Yx + AA) B AV = AKo/2u + [ (1/2u)Vx-B aQV
U, = (2K, (2.3)
ya que la integral en la penultima igualdad se anula debido a las
condiciones a la frontera (B:-n=0).

Para asegurarse entonces de tener la minima energia, basta con
escoger el menor de los valores propics A de entre aquellos que
satisfagan (2.2). ’

de las soluciones de la ecuacidn vectorial de Helmholtz,
Al tomar el rotacional de (2.2), se obtiene (dado que V-B = 0)
AB = - A°B ; (2.4)
que es la ecuacidén vectorial de Helmholtz. Toda solucidn de (2.2) es,

de manera evidente, solucién de (2.4); pero no al revés. Una manera de
resolver (2.2) es encontrar de entre las soluciones de (2.4) aquellas
que la satisfagan.

Cualquier campo vectorial se puede expresar como la suma del



gradiente de un potencial escalar (componente longitudinal), mas el
rotacional de un potencial vectorial (componente transversal)
Morse-Feshbach, 1953 . Esta divisioén simplifica la aplicacion de las
condiciones a la frontera. El1 campo B solucion de (2.4) se puede
escribir como: B = B+ B , conB =79¢yB = Vb sujetos a las
condiciones ngL = 0, v‘gT = 0; y donde se considera usualmente V-7 =0.

A partir de ¥ (relacionada con el flujo magneético), solucidén de la
ecuacién escalar de Helmholtz, y para un sistema de coordenadas donde
unc de los factores de escala sea la unidad, y el cociente de los
otros dos sea independiente de la primera coordenada (ver apéndice A),
se puede obtener una solucién a (2.4) de la forma

L =v¢ , T = Ux(a¥) , S = WI/A ; (2.5:2.6:2.7)
con & el vector unitario en la direccion de la coordenada cuyo factor
de escala es la unidad [Chandrasekhar-Kendall,1957]. La primera de
estas soluciones satisface (2.4) solo en el caso de que A = 0 (solucidn
para el vacio). De (2.7) se tiene UxT = AS ; calculando el rotacional
de S
UxS = UxUxT/A = (= AT)/A = (A°T)/A = AT
De lo anterior resulta que Vx(S + T) = A (S + T), teniéndose asi una
solucidén a (2.2) de la forma
B = Wx(&¥) + A7 luxux(av) . (2.8)

Las soluciones del tipo de (2.8) no son exclusivas de ¥ (solucién
de la ecuacidn escalar de Helmholtz) y de un sistema de coordenadas de
las caracteristicas antes descritas, ya que para el caso de un toroide
axisimétrico (como podra verse mas adelante) se tienen también
soluciones de esa forma, donde ¥ satisface una ecuacién diferente.

III. Un eijemplo sencillo en coordenadas cilindricas.

Se encuentra la solucion para el caso en que existe simetria axial
y simetria traslacional respecto al eje del cilindro.

Una seccién de un toro de razén de aspecto grande, es decir, uno
cuyo radio mayor sea grande en comparacién al menor, bien puede
aproximarse por un cilindro. La situacidn mas sencilla con gue se puede
uno encontrar es cuando existen simetria axial y traslacional respecto

al eje del cilindro. En tales condiciones y para un sistema coordenado
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cilindrico como el de la figura, la ecuacién escalar de Helmholtz

queda expresada en la forma

r'd(r avdrydr + A%y = 0,
la cual tiene como solucién
¥ = a3 (Ar) ,

con A una constante y J (Ar) la funcisén

de Bessel de orden cero (sdlo se
considera la solucién regular porque la otra diverge en el origen). De
la expresién para ¥ es directo que las superficies de flujo
(superficies para las que ¥ es constante) resultan cilindros
concéntricos.

El campo magnético correspondiente, usando & = 2z, tiene la
siguiente expresién
B, =0, By=2AJ (Ar) , B =2 (Ar} ; (2.9)
el cuadl cumple la condicidén B'n = 0 , con n el vector normal a la

superficie del cuerpo del «cilindro, ya que éste se considera
perfectamente conductor.
El potencial vectorial se puede calcular de
B=VUxA ;: B =Ux 2V + Ux(8¥)/A

asi la expresién mas general para la A resulta
A= 2V - ¢ Ad¥/dr + Uy ; (2.10)
Yy en este caso (por componentes)
Ar = (vx)r = Gr(r,(t,z) ’

A¢ = AJ (AxX) + (Vx) AT (Ar) + G¢(r /9,2)
A AJ {Ar) + (Vx) AJ (Ar) + G (r ¢,2) -
Para la determ1nac1on UanQCa de las componentes del potencial

I
il

Qectorlal, se utiliza la conservacioén de wBTOR y QBRAN
an
I IB-% dA = [(VxA)-Z dA = §A-$ 4l = J, A (m d¢ (2.11)
. . R m
$oap = 0 = JBT AA = [(VA) T dA = § A2 dl =] Az“[lmdz (2.12)
El Vx se puede considerar como un vector constante Uy = (Gr,G¢,G2). En

realidad para una situacién mas general deberian considerarse ¥
soluciones de 1la ecuacién de Laplace, pero por simplicidad se
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considerara constante. De (2.11) resulta, por un lado
J Bz dA = 2mAaAd (Aa) , (2.11a)
Y por otro

§ A¢dl = 2nAaJ1(Aa) + 2naG¢ H (2.11b)
de donde G¢ = 0 . Empleando (2.12) se obtiene
m
0 =1J (a3 (xa) + G ) dz ; G =~ AT (ra) . (2.12a)

-m

A G_ puede considerarsele cero sin problema, resultando el
potencial vectorial
A =0, A, = AT (Ar) , A_=4J (Ar) - J (xa) .

Disponiendo ya de las expresiones para A y B se puede estimar X,

Ml 210 a
K = fAB AV = 22 J IJiz(z\r) + J’Oz()\r) - J,(x&)J (Ar) © dr d¢ dz
-1 0 0

= (2m)%4%1ra® le(xa) + Joz(,\a) - (2/Aa)3 (Aa)3 (xa) .

Tomando el cociente de KO entre @ 2, se elimina el factor A°

BTOR

-2_,_-1_-2 2 2 _
K, &0, =la '3 °(xa) ra 37 (2a) + I7(ra) 27 (Aa)J, (Aa) . (2.13)

De esta relaciéon se calcula el factor i, determiniandose asi
completamente el estado a que llega el plasma.
En la figura 2.2 se muestra el comportamiento de A respecto a la

‘razdn de aspecto para diversos valores de KO erm

cada curva), de acuerdo a (2.13). De la grafica puede apreciarse que la

(indicados sobre

A tiene un comportamiento asintético conforme a (el radio del cilindro)
-2

es cada vez mas pequefo. Desarrollando (2.13) para un Kc/ Qman = A,
dado y para valores de a pequefios
a (aa/2) - (xa)*/16 4 -2 =
= 1 - (xa/2)? ra 1-(ras/2)% - 2 (raz2) - (aa)’/i16
donde se ha empleado 1 = 1 y las siguientes expresiones para las

funciones de Bessel
I (x) =1 - X4 T (x) =x/2 - x°/16 .
Tras un poco de algebra y reteniendo unicamente los términos de
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hasta orden a’ se llega a
a(ras/2)2 (A - A) + /2 =0
de donde se obtiene el valor asintdtico para la A de 24.

El factor A estad también relacionade con 0 (el pardametro de
"pinch"). Usando la ley de Ampere se calcula el campo poloidal en la
pared del cilindro

§ Bdl = I§HB¢|r=ua d¢ = 2maB = I .

El campo toroidal promedio se obtiene al dividir el flujo toroidal
entre el area de la seccidn transversal—'BT = ®5Tm/naz ; el parametro &
resulta entonces 8 = uOIa/(2¢ ).

De la ecuacioén (2.2)

A = Al B2 dA= S WBAdA=FBddl = ul

BTOR 0
de donde se tiene finalmente e = Aa/2

BTOR

Experimentalmente se observa que para & >= 1.4 aparece la
inversién del campo, que ademds coincide con la obtencidén de los
estados de aparente calma Bodin-Newton,1980 . De las expresiones para
B, (2.9), se encuentra que para dgue B se invierta cerca de la pared
del recipiente, es necesario que el producto 2Aa sea mayor que la
primera raiz de la funcidn Jyr es decir Aa > 2.404..., lo cudl
corresponde a tener un valor de 8 > 1.202..

En la figura siguiente (tomada de Bodin y Newton,1980;
correspondiente a la fig. 27) se aprecia como este modelo reproduce en
buen grado el comportamiento experimental; aunque se encuentra cierta

discrepancia {en especizl, cerca de la frontera el modelo no reproduce
bien los valores del campo magnético). Tal discrepancia parece deberse,
en gran parte, a efectos de curvatura [Jain,1988].
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CAPITULO 3

Soluciones a la ecuacion para el campo libre de fuerzas ara

diversas geometrias.
Suponiendo siempre la aplicabilidad de 1la hipotesis de Taylor, se
resuelve la ecuacidén para el campo libre de fuerzas, empleando el

método expuesto en el capitulo anterior, para los casos de geometrias

cartesiana, cilindrica y esférica.

I. Coordenadas cartesianas.
Supdngase que se tiene un plasma dentro de un contenedor como el

de la figura 3.1. De acuerdo a la seccidén 2.II, para hallar los estados
de equilibrio del plasma, la
ecuacion a resolver es
N 2 2 2, 2 2 2 2
e 3°Y/ax "+ 3°¥/ay“+ 8°¥/92°= - A°¥ .
Resolviendo por separacioén de
variables, ¥(x,y,z) = X(x)¥(y)2(z),

Wa

¥ se tienen
X(x) = Alcos(kxx) + Azsen(kxx) R {3.1)
Y(y) = B‘COS()CVY) + sten(kyy) ' (3.2)
Z{(z) = clcos(kzz) + Czsen(kzz) R (3.3)
donde A* = k: + k; + ki . Las expresiongs para el campo magnético, de

(2.8), empleando & = z, son

B = av/8y + \9°4/ox0z ; B = AT's’g/ayaz - 8¥/ax ;
B, = LS A o Y2 P (3.4)
Donde 1o @ = TV D o . ; esto es, la ¥ serd en general una suma

~ Txyz  Kx,Ry, iz
de diversos modos, siempre y cuando tengan la misma A.

Pueden suponerse un par de casos: que todas las paredes del
contenedor sean conductoras, o bien que aguellas que lo delimitan en la
direccion z no existan y se trate de una seccién de un prisma mas
largo.

La condicién a la frontera en el primer caso es B'n =0 , con n el
vector normal exterior a las paredes, por tratarse de un recipiente
conductor. Las condiciones para el segundo caso son: B'n = 0 en las
paredes conductoras y donde no hay tapas se pide periodicidad del campo
magnético.

Debido a gque se cuenta sélo con 2 datos adicionales (K y & __ ) no

BTOR
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es posible determinar de éstos y de las condiciones a la frontera,
cuales modos intervienen (no hay wmanera de conocer las D). Una
alternativa es aplicar las condiciones a la frontera para cada modo por
separado y tomar los gue tengan una misma A.

En 1los casos descritos anteriormente, 1la aplicacién de 1las
condiciones a la frontera imponen restricciones que no permiten obtener

una solucidén distinta de B = 0. Esto puede verse al calcular By
evaluarlo en x = 0 teniéndose

A Z(z) d Y¥(y) /dy + (k /A)A Y(y) d 2(z) /dz =0,
y como debe anularse para cualquier y y z, A1 = A, =0, lo que conduce

a B = 0 para ambos casos.
Podria pensarse que si se aplicaran las condiciones a la frontera

a ¥ o= ¥ DY ke ke
distinta de B = 0, pero aun en este caso, dado que los modos involucran

quiza fuera posible encontrar una solucion

funciones seno y coseno de distintas frecuencias (distintas k) no es
posible obtener Bx(x=0) = 0 para cualesquiera y, z si no es haciendo
las D idénticamente cero.

Para tener una solucidn no trivial basta con suponer que la
funcidon ¥ no depende de la variable z (o de cualqguiera de las otras),
es decir ¥ = V¥(x,y); aungue Lal suposicidén solo permite tratar el
segundo de los anteriores casos. La ecuvacion inicial se reduce a

Fwax® + °0/ay® = ~A% (3.5)
resolviendo, nuevamente, por separacién de variables,

¥(x,y) = X(x)¥(y), se obtienen las soluciones (3.1 y 3.2), y donde
2 M

ahora A cumple: a1° = OO Len corprasd ra &l campo magnético
se simplifican, resuitande
B =a¥/dy ; B =-oyax i B =AY . (3.6)

AL aplicar las condiciones a la frontera, la expresién para V¥
queda
an = Am,n sen(mx/a) sen(ny/b) , (3.7)

con m y n enteros; y las correspondientes para los modos del campo
magnético son

(Bm,n)x = (n/b)Am n sen(mx/a) cos(ny/b) ,
(B, ), = (-m/a)A_ cos(mx/a) sen(ny/b) ,
(8, ), = [m/a)® + (n/b)*1""®a_  sen(mx/a) cos(ny/b) . (3.8)

El1 campo magnético puede, en general, ser una combinacién de
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varios modos, siempre y cuando todos ellos compartan la misma A. Un
ejemplo sencillo donde se puede apreciar esto es en el casoc en que la
seccién es cuadrada. En tal sitvacién el campo magnéticoe es

B=38 + B : (3,9)

212, mno o
)= A [Horiuchi-sato,1986].

= 2,
ya que Am'n = a(m+ n ",

II. Coordenadas esfericas.

El estudio de las scluciones a la ecuacidén (2.2) para situaciones
con geometria esférica, se llevd a cabo inicialmente en el dmbito de la
astronomia, donde el campo magnético libre de fuerzas resulta el modelo
apropiado para el tipo de campos magnéticos cdsmicos mds usuales y en
particular para el campo en la cercania de una estrella (donde la
conductividad del medio que la rodea es muy alta y la energia magnética
predomina sobre cualquiera otra) (Lust-Schliter,1954; Woltjer,1958].
Estas soluciones se pueden emplear en el estudic de los estados de
equilibrio de wun aparato usado en fusién nuclear conocido como
esferomak [Rosenbluth--Bussac,1979].

Partiendo nuevamente de la ecuacidn escalar de Helmholtz
r2a(rPav/or)/ar + (r send) “4(sene a¥/a0)/ae +

+ (r send) 26°0/8¢° + A%% = 0 ; (3.10)
-cuyas soluciones axisimétricas son [Chandrasekhar-Kendall,1956]
‘Ii: = 2Z_(Ar) P:(cose) exp(im¢) ; (3.11)
donde Zn son las funciones esféricas de Bessel
z,(x) = (n/2x)% (%) .

ne1s2
y P" (cos8), la funcidn adjunta de Legendre de orden m.
" 1

Las expresiones para el campo magnético, empleando & = r, resultan

B = E b: exp (imp) {n(n+1)P’n" (cose)zn(hr)/Ar}f' + {(im/sene)P: (cos@) *
*2_(Ar) + (Ar)"d[rzzn()\r)]/dr a(P:[cossj)/ae}é +
+{[ im/ (Ar sens)] P: (cose) dlr Z_(Ar)]/dr -
- 2_(Ar) 3(P" cose )/46} é (3.12)
Para un esferomak no se puede permitir la solucién n = 0, m = 0;

n=n

ya que significaria tener un monopolo en el origen. El caso gque se
considera como el de equilibrio clasico [Rosenbluth-Bussac,1975], es el
dem = 0, n = 1; donde ademas se emplea b‘l’ = 1 y todas las otras
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idénticas a cero, permitiendo ésto el escribir el campo magnético como

B, = A9 (~r sene Z,(Ar) P: [cos8i)xV¢ - T sens Z, (Ar) P: (cos8) .
(3.13)

III. Coordenadas cilindricas.
Se resuelve ahora la ecuacién para el campo libre de fuerzas en
coordenadas cilindricas.

Volviendo al problema del toro de razén de aspecto grande (ver
seccidén 2.III); se considera un plasma en un contenedor como el de la
figura 2.1, la ecuacién escalar de Helmholtz queda expresada como

rla(r a¥/or) ser + r 23°9/0¢° + 3%9/8z° + AP¥ = 0 . (3.14)
Resolviendo por separacién de variables, ¥(r,¢,z) = R(r)¥(¢)2(z), se
obtienen para las partes angular v axial

Qm(¢) = A cos (mg + {m) , (3.15)
Zx(z) = BK cos(kz + SK) , (3.16)

donde k y m son las constantes de separacion.

Para la parte radial se tiene
r'a(r drsdr)/dr + [ (A% ¥%) - (o/r)3R =0 , (3.17)

la cudl tiene coms soluciones J (ar), funciones de Bessel regulares de
m

2

2 . .
orden w; donde of = A%~ K (nuevamente, sdlo se consideran las

solucicnes regulares porque las otras son infinitas en el origen).

A partir de estas soluciones y después de un poco de dlgebra, la
. expresion mas general para la ¥ n.x &S

b nx 'l‘m_k Jm(ar) cos(kz + m¢ + nm'k) + cos(kz - m¢ + (m,k) +(3.18)

Los modos del campo, empleando & = 2z, quedan expresados, en
términos de ¥
: m,k
- B =

o,k

{rla(y V2 A9 (v R VZITI AR

T
+ @ an (Y | )/9za6 - a(¥ _ )/orh +
+ 2 AT | k)/az2 + 2% b (3.19)

las condiciones a la frontera que deberan cumplir son B:n = 0 en
el cuerpo del cilindro, y para imitar un toroide, B(z=-nl) = B(z=nl).

Como datos adicionales habran de conocerse & .y K . Al aplicar la
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condicién a los extremos, la ecuacion (3.18) se reduce a

¥ . T;’k Jm(ar)écos(kz) cos (m¢ + nm.k)$ , (3.20)

y las expresiones para el campo magnético

(gm'k)r = (—m/r)T;'k Jm(ar)Fcos(kz) sen(m¢ + nm'k)W -

- (ak/M)T Jlar)isen(kz) cos(m¢ + (m'k)\ A
(gm'k)¢ = (mk/).r)’l‘;'k J (ar)sen(kz) sen(m¢d + nm'k)3 -

- T I (ar){cos(kz) cos(mp + m )1,
(B, ), = (o:z/k)'l‘;'k J_(ar)cos(kz) cos(m¢ + n_ )1 ; (3.21)

donde k = n/l1, con n entero.

El modo con m,k iguales a cero, es la solucidén encontrada en la
seccién 2.I1II.

En general, el campo magnético de la situacion de equilibrio puede
ser una combinacidén de diversos modos, es decir B =m;X Em,k' siempre
que los gm‘k compartan el mnismo valor propio A. En cualquier
combinacién que resulte, el modo mds bajo puede incluirse siempre (ya
gue cumple la condicidn a la frontera para cualquier A).

Surge entonces el problema de determinar cuales modos son los que
intervienen y la especificacioén de sus coeficientes. Para ello sdlo se
cuenta con la condicidn a la frontera y los valores de K, yel flujo
toroidal. S4lo ésto, no es suficiente para determinar adecuadamente el
problema. Una alternativa es el aplicar la condicién a la frontera a
cada uno de los modos, tomando luego aquellos compatibles con la misma
A [Taylor,1374].

La aplicacié¢.: de la condicidn & la frontera, como en el caso de
las coordenadas cartesjanas, no permite obtener una solucién diferente
de B = 0 (con m y k diferentes de cero) - como ya se vié antes los

2,

n
distintos modos no se pueden hacer interferir destructivamente, por

tener las soluciones senos y cosenos de distintas frecuencias vy
funciones de Bessel de distinto orden-. Nuevamente se recurre a la
eliminacién de la dependencia de alguna de las variables asociadas a n
y k, teniéndose dos casos: independencia de z (simetria traslacional) o
independencia de ¢ (axisimetria).

Las expresiones de la funcidn de flujo y del campo magnético, se

pueden obtener, para el primer caso, haciendo X = 0 en las ecuaciones
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(3.20;3.21), mientras para las otras se obtienen haciendo m = 0.

El modo mas bajo para ambas soluciones (que es la solucion vista
en la seccién 2.III) satisface la condicion a 1la frontera para
cualquier valor de A, mientras los otros solo lo hacen para un cierto
conjunto discreto de valores; éstos se obtienen de la parte radial
unicamente y estan relacionados con las raices de las funciones de
Bessel.

como se desea tener el estado de energia mas baja compatible con
las condiciones adicionales, habra de usarse entonces la A mds pegquefa
de entre las disponibles. Siguiendo este criterio, el modo que
proporcionaria la menor de las A seria el de k = 1/1; A = (ul/af+
1/12 2 donde w1 es la primera raiz de J, (ya que la menor de las i,
de los modos con k = 0 es A = 81/3' con Bl la primera raiz distinta de
cero de J1)‘

La funcién de flujo usando k = 1/] resulta ¢m1= BJb(ar) cos(z/1),
y agregando la del modo mas bajo

¥ =A Jo(kr) + B Jo(ar) cos(z/1) . (3.22)

Pero ahora bien, si se sique el procedimiente empleado en 1la
ultima parte del capitulo 2 para la determinacidén de las constantes A y
B en (3.22), se hallarda gque no es posible hacerlo, debido
principalmente a que se obtiene Qamn en funuion de z. Tomando
cualquier modo que involucre a 2z se tiene el mnismo problema.
Descartanse asi estas soluciones. Intentando con los modos asociados a

¢ resulta que la solucidén formada por el wmodo mAs bhajo v el m = 1 og

una solucién a un problema sin flujo magnético toroidrl. Ta siguiente
combinacidén, empleando m = 2, da un valotr de Az = 5.14; el que
corresponde a un parametro de ‘'pinch®¥ ¢ = 2.57. Los valores
experimentales de 6,en el "pinch" de campo, para los gue se han
obtenido estados de aparente calma estan entre 1.4 vy 2.9
Bodin-Newton, 1980 . Con los modos asociados a ¢ no se obtienen estados
con valores propios que cubran el rango experimental, no siendo

adecuada una descripcidn en base a ellos.



I1I bis. Modos helicoidales.

Como Cowling hace notar, la ecuacién 2.2 implica que si uno viaja
a lo largo de una linea de campo magnético, las lineas vecinas se
enredan una cierta cantidad alrededor de ella, con lo que un campo
libre de fuerzas es esencialmente un campo helicoidal [Cowling,1976).
Intentando obtener soluciones de este tipo, se efectua el siguiente
cambio de variables: £ = uz + v¢ y m = uz - v¢ .Haciendo 1la
substitucion, la ecuacion adquiere la forma
rla(xr a%/8r)sor + (vi/riylatu gt~ 28°0/8€6m + 899/ on°T +

+ u’reu/ag*+ 20°¥/8€0m + 3°4/8n°) + A% = 0 . (3.24)

De entrada, la forma es mas complicada que la de la ecuacion original;
pero si se supone gque la solucidén consiste unicamente de modos
derechos (independientes de =7) o izguierdos (independientes de ¢)

pueden cbtenerse soluciones. (por separacioén de variables) de la forma

Ws = A_ cos(sg) + B5 sen(s§) Jsv(ar) B (3.25d)
para las soluciones derechas y

WH = C_ cos(sm) + B_ sen(sn) g ler) (3.251)
para las soluciones izgquierdas; donde s es la constante de separacidén y
o® = a%-s°. 1Las denominaciones "derecha" e "izguierda", corresponden

a pensar gque para un valor determinado de £ o 7w, al avanzar a lo largo
de z, la ¢ habra de "moverse" a la derecha o lzquierda para mantener
ese valor constante.

Las expresiones (3.25d;3.251), en términos de z y ¢, resultan

¥ ok Am'k cos(kz + m¢) + Bm'k sen(kz + m¢) Jm(ar) ’ (3.26d)

. = Cm.k cos {kz -~ m¢) + Dm_k sen(kz - m¢) Jm(ar) ; (3.261)
donde so han definido k = sy 'y m. = sv. Sustituyendo las expresiones
{3.26) en la ecuacioén (3.14), se encuentra que también la satisfacen.
Los modos del campo magnético, empleando & = z, estan dados por (3.19).
Las condiciones a la frontera y en los extremos, asi como los datos
adicionales siguen siendo los mismos.

De aplicar la condicidén a los extremos, se obtiene (para ambas
soluciones) k = n/l, con n entero. )

El modo independiente de z y ¢, es nuevamente la solucidén de la
seccién 2.III.

Como antes, el campo magnético de la situacidén de equilibrio puede
ser una combinacién de diversos modos que compartan la misma A. El modo



mas bajo debera incluirse en cualquier combinacidn, ya que es el unico
que contribuye al flujo toroidal (si m es distinta de cero). Una vez
mas, aparece el problema de determinar cudles modos contribuyen y en
que proporcién lo hacen. Recurriendo a la alternativa de aplicar 1la
condicién a la frontera a cada uno de los modos y tomar los compatibles

con la misma A (cuidando, ademas, de utilizar la menor de ellas), no

serda suficiente, ya que se tendran soluciones de la forma ¥ = A \Po ot

B ¥ Wt donde la ¥ N tiene 2 constantes por determinar que mas la de
m, k m,

'Ilo of dan 3, y se cuenta solo con 2 datos adicionales (q’mon y Ko). El

problema se puede sortear, ya que la parte dependiente de ¢ y z en
q’m,k'
escoger el sistema de coordenadas de tal manera que la fase, £, sea

se puede expresar en la forma B N kcos(kz + m¢ + £),pudiéndose

cero o bién n/2, y utilizar el sen(kz + m¢) .

De la aplicacién de la condicidén a la frontera (B-r=0), se
obtienen 2 ecuaciones (que vienen unicamente de la parte radial), de
donde se habrén de determinar los valores propios a,

am Jm(ota) + kaa J;(aa) =0, (3.274)

AR Jm(aa) - kea J':(ota) =0 ; (3.271)
teniendo en cuenta que a (el radio del cilindro) es dado, k = n/l1 con n
entero y m tawbién.

En las tablas 1 y 2 =2 presentan valores calculados para la A. En
la primera se analiza el comportamiento al variar la k (para un
radio fijo) de los modos m = 1 y m = 2, tanto derechos como
izquierdos. En la segunda se muestra el comportamiento para diversos
radios, con k fijou, de los nismos modos m. Se excluyeron los modos con
m igual 2@ cerc (que son como los estudiados en la seccién IIX) por
presentar el problema de la dependencia del flujo toroidal de 1la
variable =z (lo gque no permite determinar las constantes para los
modos): y el m = 1, k = 0 por tratarse del caso en que fbm_OR = 0.

Como puede comprobarse facilmente, los valores de Aa cubren, a
diferencia de los modos unicamente dependientes de ¢, el rango de
valores experimentales.

En la figura 3.2 , se puede observar el comportamiento de a
respecto de k, para diversos radios, del modo m = 1 derecho.

con los resultados presentados anteriormente, se puede concluir
que el modo que proporciona las A menores es el m = 1 de las soluciones
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fadior a = 0.2 1 -

= 1.,d m = 1,1 m = l.d m = 2,1
18,173 20. 145 5,195 26.191
17 21.074 Z4.753 28,721
16,5355 Li.512 24,367 27.261
16,00z 22.662 Z4.045 Z7.8062
15,5684 23.338 23.799 28,342
15.564 23.958 £3.632 28.0878

Tabla 2.

= 1l,d m = i,1 m = Z.d m o= 2,1
37.3x1 33.314 $G. 854 S1.063
lg.173 CUL e 5,133 6. 131
11.805 13,747 16.645 17,836
B.637 10.537 12,337 13.361
6.752 £.602 9.821 10.769
5.512 7.304 &, 12z 9.087
4,641 ©.371 6.913 7.886

* para los calculos se usd | =1
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CAPITULO 4

+ 4 .
El toroide axisimetrico.
Se obtiene la ecuacion para un plasma en equilibrio con geometria
toroidal axisimétrica y se resuelve para situaciones especificas.

En la aproximacidén MHD, un plasma en estado estacionario debe
cumplir la sigquiente ecuacion de equilibrio
Vp = JxB . (4.1)
La ecuacion de Grad-Shafranov es una ecuacidn reducida de equilibrio
para un  toroide axisimétrico. Para derivarla {Bateman, 19787,
considérese un sistema de coordenadas cilindricas (r,¢,2z), cuyo eje
coincide con la linea central de un toroide. El &ngulo ¢ es una

4 coordenada ignorable. De esto ultimo se
l sigue que el campo magnético poloidal
/’ % puede escribirse sélamente en términos
de la componente toroidal del potencial
A~ b vectorial magnético. La expresién para
el campo completo es
Fig 2t B = Ux(ad) + Byd . (4.2)

Se acostumbra utilizar una funcién de flujo ¥, que ademds de
servir para caracterizar a las superficies magnéticas (superficies de
¥ = cte.), permite escribir el campo magnético en funcién de ella. Pcr
ser ¥ una cantidad de superficie, cumple B-V¥ = 0. Desarrollando ésta y
la condicidn sobre la divergencia de B (7-B = 0), se tiene

B 8Y/ar + B 2¥/0z = O , (4.32)
r'a(xB)/or + 8B soz = O , (4.3b)
de (4.3b) se obtiene: a(rBr)/ar = - a(rBz)/az .

Pidiendo que rBr = - 8¥/8z y rB, = ay/8xr , se satisface (4.3a).

Asi el campo magnético puede reescribirse como
B = Y¥x9¢ + Bq,a = ¢ 8¥/8z ¥ - T 8¥/er z + By & ; (4.4)

donde se ha usado el hecho de que V¢ = $/r.

De la ley de Faraday se obtiene una expresién para la densidad de
corriente
uJ = 9xB = -¢/r [ra(r 'a¥/ar)/ar + 8°%/8z%] - T 9By/0z + Z/r 8(rBy)or .

(4.5)

.
Llamando A ¥ a la expresién en el paréntesis cuadrado, y reescribiendo



1

los 2 ultimos términos como V(rBg)xV¢, se puede reducir (4.5) a
uJ = -V A Y + V(rB¢)xv¢ ; (4.6)
con lo cual se obtiene una expresién para (4.1) similar a la ecuacicn
(4.3)
Vp = JxB = ' [-a"¥ vp + V(rBy)xVg)x (VHxT$ + rByU4)

= u-A"Y ve|ve]® - V(rBy) [ch]ZrB(b + VPLU(TB,) Vel(rBy) | ;
como Vp*B = 0, p es una cantidad de superficie, es decir p = p(¥) y
asi, reescribiendo la expresidn anterior

i dp/d¥ v = -A"¢ gy - V(rB¢)r'?'(rB¢) + 96 (V[rBy] 94) (£By) .

El coeficiente de V¢ debe anularse, por axisimetria; y entonces
V(rB¢) debe ser proporcional a W, es decir rB¢ es cantidad de
superficie, rB¢ = g(¥). Se llega asi a la ecuacidén de Grad-Shafranov

pur’dp/ay + g dgsdv = -A'Y . (4.7)

a) Toroide de seccion rectangular.
Considérese un toroide de seccién rectangular como el de la figura

4.2. Se supondrda que las paredes son conductoras, gue se cumple con las
condiciones que pide la suposicién de Taylor, y que ademds hay

N axisimetria. De la axisimetria y de la
- (,M;_,w] ecuacioén (2.2).se tiene
1\, b UxB = -U¢ AV + dg/d¥ UExU¢ = AB =
L 1 : ‘T . L= A (VIxVG + gV@) ;
i i i igualando las componentes
S S dg/d¥ = A , (4.8)
ERE L B -A"Y = Ag . (4.9)
Resolviendo {4.8}7 v sustituyendo en (4.9) se llega a
Ay = 2%, (4.10)

la cual puede resolverse por separacion de variables. Comparando
con (4.7) se da uno cuenta de gque para el caso en 2l cual se
desprecia el garadiente de presién y la funcién g es lineal en ¥,
se tiene como solucién un campo libre de fuerzas. Haciendo ¥ =R(r)z(z),
sustituyendo en (4.10) y dividiendo entre ¥, se tiene
r/R d(r'dR/dr)/dr + 27'd%2/dz° + A =0 . (4.11)
La solucioén de la parte dependiente de z es

Z = A cos{mz) + B sen(mz) ; (4.12)

Se ha supuesto que la constante de integracién es cero.



donde m es la constante de separaciédn.
Para la solucién de la parte radial se hace R = rP, con lo cual,
al sustituir en la ecuacion correspondiente se tiene una ecuacioén de

Bessel de 1°" orden para P, cuyas soluciones son

P=2C Jl(ar) + D Yl(ar) ; (4.13)
donde o® = A%~ m". La expresion final para la ¥ es
¥ = r A cos(mz) + B sen(mz) C Jl(ar) + D Y‘(ar) H (4.14)

y empleando (4.4) se obtiene
=7 m{C Jl(ar) + D '{l(ar)'.LB cos{mz) - A sen(mz)} +
+ $ Afc Ji(ar) + D Y (ar)i[A cos(mz) + B sen(mz)] -

-~ 2 r''{A cos(mz) + B sen(mz)}! faC J/(ar) + oD Y!(ar)jr +

o]

+ C Jl(ar) + D Yi(ar)} . (4.15)

De la condicién a la frontera B |,= 0 se tienen 2 relaciones:

A cos(mb) - B sen{mb) = 0, y A cos(mb) + B sen(mb) = 0; lo que da
lugar a 2 condiciones 2A cos(mb) = 0 , y 2B sen(mb) = 0.

De la 1™ de estas expresiones A = 0 o mb = (2n + 1)m/2, y de la

otra B = 0 o mb = nm. Se tienen asi 2 tipos de soluciones, las

asociadas con A = 0 y mb = nn (a las que se llamard enteras), y las gque
tienen que ver con B = 0y mb = (2n + 1)r/2 (a las que corresponderd la

denominacién de semienteras).

De la condicidén correspondiente a B.-Im e~ 0, (R1 = Ro - a;
1
R2 = Ro + a) se obtiene
J (@R)) ¥(aR,) - I (aR,) Y (aR)) =0, (4.16)

de la cual se determinan las « (y por consiguiente las A). En la
figura 4.2 se muestra el ceouportiwienie de la « respecta al
cociente a/Ro. .

La expresidn de la ¥ para las soluciones enteras resulta

'Iln = D’r sen(mrz/b)\'_Yl(ocr) - J‘ (cn:')*\l1 (ctRz)/J1 (aRa)] B (4.17)
y la corespondiente a las soluciones semienteras
\Iln = D'r cos([2n+1]nz/2b)[¥l (ar) - Jl(m:)wl (aRz)/Jl(aRZ)J H (4.18)
donde D’ habra de calcularse de alguna condicién extra (pudiendo ser
ésta el valor del flujo toroidal o poloidal}.

En la- figura 4.4 se muestran los contornos de las superficies de
¥ = cte. al intersectar con el plano de la seccidn transversal, tanto

para las soluciones enteras como las semienteras.
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Para el caso en que a adquiera el valor Ro se tendria algo asi
como un "toroide sin agujero", es decir, se tendria un recipiente (como
una lata de atun) donde el plasma en su interior mantuviera una
configuracién toroidal axisimetrica (esta situacicn seria similar a 1la
que se presenta en un esferomak). La solucién a tal situacion
(representada en la fig.3) se obtiene de forma idéntica a la anterior

con la salvedad de que las soluciones

Fiy ﬂ'Br ________ 1 . de la parte radial resultan
! ' L P=cJ (ar), (4.19)
S . ¥} ya que se requiere gue la solucién sea
; | regular en r = 0. Las expresiones para V¥
L ______ 4~¥ Yy B se pueden obtener de (4.14) vy
(4.15) haciendo D = 0.
La condicién a la frontera Br(r=d) = 0,determina el valor de «.
Para que exista la configuracién toroidal axisimeétrica se requiere
que en r = 0, B =0, cumpliéndose adecuadamente debido a la forma de

la soluciédn.

Las condiciones a la frontera relacionadas con 2z dan, nuevamente,
lugar a soluciones del tipoe entero y semientero. Para las soluciones
enteras se tiene

Qn = C’r sen(nnz/b) J1(ar) ’ (4.20)
B, =r {(nn/b)C'Jl(ar) cos (nmz/b)} + ? gAC'J‘(ar) sen(nnz/b)} +
+ 2 {(~a/r)C’sen(nnz/b) Jo(ar)} ¢ o(4.21)
y las correspondientes expresiones para las semienteras

Wn = C’r cos( 2n+l nz/2b) Ji(ar) , (4.22)
B, = r (- 2n+1 1/2b) €T (ar) sen( 2n+1 nz/2h) | +
+ ¢ (AC’Jl(ar) cos( 2n+l mz/2b)} +
+ % {(-a/r)C’cos( 2nt+l nz/2b) Ju(ar)} - (4.23)

La constante C’ debera, nuevamente, calcularse con alguna condicioén
auxiliar,

A continuacién se muestran contornos de las superficies ¥ = cte.
"en la interseccién con el plano de la seccidn transversal.
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CAPITULO 5

El campo libre de fuerzas con valor propio
dependiente de la posicion.

La reduccion de las ecuaciones MHD para el caso de equilibrio
estdtico en que ademds puede despreciarse el gradiente de presiones, da
lugar a una configuracién de campo magneético libre de fuerzas. Se
estudia la solucidn para el valor propio dependiente de la posicidn.

Supéngase que se tiene un plasma en la aproximacion MHD y que se
quieren estudiar los estados de equilibrio estatico, es decir, en las
ecuaciones MHD, escritas de manera usual, las derivadas temporales y v,
la veiocidad del fluido, se hacen cero; con lo cual la ecuacidén (2.18)
se reduce a

IxB = Vp . (5.1)

Si se hace una simplificacién mas despreciando el gradiente de
presiones (lo cual estd bién para plaswmss muy diluidos) se tiene que la
configuracién del campo magnétice de equilibrio es del tipo libre de
fuerzas, esto es

UxB = «B . (5.2)

A diferencia de los casos en que se obticne la ecuacion del campo
libre de fuerzas bajo la hipdtesis de taylior, la « es en general una
funcién escalar de la posicién (se ha cambiade intencionalmente la
notacion para rssaltar =i hecho Ja grne a -gue. corresponde a la A
empleada anteriormen’a- no 28 una constanie), Calculando la divergencia
de (5.2) v usando (2.4} se llega a la siguiente relacién

: BVx = 0 ; (5.3)
esta ecuacidn implica que la o es constante en cada superficie de campo
magnético (lo que de paso, sirve para caracterizarlas).

La solucidén de (5.2) es en general bastante dificil.

Sl se considera nuevamente la situacion del final del capitulo 2,
es decir un plasma dentro de un cilindro circular recto de cuerpo
metdlico, que tiene simetrias traslacional y alrededor del eje (ver
figura 2.1), el campo magnético puede expresarse como

B = W[f(r)z] + g(r)2 ; (5.4)
donde f(r) determina las superficies de campo magnético y g(r) es una
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funcién asociada al flujo axial, siendo ademds cantidad de superficie
(ver capitulo 4). Buscando que V<B = @B , en términos de (5.4)

V<B = VYg(r)~xz - Af(r)z = aVf(r)xz + ag(r) z = aB ;
igualando las componentes

Af(r) = -og(r) a Yg(r) = avf(r)
Por ser g(r) cantidad de superficie, Vg(r) = (dg/df)Vf(r), teniéndose
finalmente
« = dg/df ; (5.5)
Af(r) = ~(dg/df)g(r) . (5.6)

Para poderse resolver, se tiene que dar la expresion para g(r)
(que se puede encontrar si se sabe como es el flujo axial). Para el
caso en gque g es lineal en f, a es constante y se tiene lo mismo que al
final del capitulo 2. Para cualquier otra dependencia funcional, es
casi imposible resolver si no es por métodos numéricos. El caso en que
g resulta proporcional a la raiz cuadrada de f, g = wf , permite
tratarlo analiticamente ya que (5.5) y (5.6) se transforman en

a = dg/df = p(2vD) ™,
Af = -2 = €7,
la solucidén de ésta ultima es
£+ Ep = -£°%/4 + 2 1n(x) + b
donde fh es la solucién homogénea y fp es la solucién perticular. Como
el origen esta incluido en la regidén de interés A = 0, resultando

inicamente £ = b - u2r2/8 , con b > uzaz/s i las expresiones para a y B

son entonces

-1
o = u(zv b - uzra/a ] B
= ! afsee = 0 ,

o -8f/8r = U r2/4 B

B,=u Vb~ /s . (5.7)
Es obvio que B cumple la condicién a la frontera (B'i = 0). Las

superficies de campo magnético son claramente cilindros concéntricos.

En la figura 5.1 se muestran los posibles perfiles de f en funcién de
r, para un b determinado.

B
B

Lo anterior se‘puede extender sin dificultad para el caso en que f

dependa también de 8, esto es , donde aparece f(r) se puede poner

f(r,8), pudiéndose también suponer que g(r,8) = uv £(r,8); aungue se

)



tiene el inconveniente de que no se puede aplicar al caso de un
cilindro de paredes metalicas, ya que las condiciones a la frontera no
se pueden satisfacer., Esto es evidente al revisar la solucion para f

f{r,8) = A& sen(k8 + ¢) - u2r2/8

ya que B (r=a)= ak cos(ke + ¢ya*"' = 0 , y sélo se cumple para 4 = 0
(o bién k = 0, pero entonces se vuelve al caso utnicamente dependiente
de r).

Otra situacion gque se puede plantear de manera similar es la
tratada en el capitulo 4, va que

B = V¥xVgp + h V¢ ; ¥(r,z) , h(r,z) .
Las ecuaciones equivalentes a (5.5) y (5.6) son: dh/d¥ = o y A% = -ah,
donde A'Y = r a(&' a¥/ar)/or + a°U/azd.
Suponiendo nuevamente que h = uv ¥, se pueden tener soluciones

para ¥ del tipo ¥(r,z) = r sen(kz + ¢)BK (kr) + CI (kn)j - w2?/4¢ ,
donde K e I, son las funciones modificadas de Bessel de orden 1.

Si se intenta aplicar la solucidn anterior a configuraciones como
las descritas en el mismo capitulo 4, surge el problema de que las
condiciones a la frontera (en r) no se pueden satisfacer.

En astronomia, donde los campos libres de fuerzas rvesultan el
modelo apropiado en diversas situaciones, es de especial interés el
estudio de casos donde la o no sea constante, por ejemplo en la
atmésfera solar (Low,1977)}. En el articulo a que se hace mencidn, se
desea encontrar el campo magnético en la atrdsfera solar conociendo el
camp en. ia fotdsfern del mnismo. Para hacerlo se considera a la
fotdsfera como el eje y del semiplano que forma con las z positivas,
suponiendo ademds gue que el campo no depende de x. De esto Ultimo, el
campo se puede expresar como B = Bo Wx{¥x) + f£x , con lo que
nuévamente, suponiendo que B es libre de fuerzas

o = df/d¥ y AY = -f df/dv . {(5.8)
Las expresiones para f y ¥ en la fotdsfera, es decir enz = 0 ,
que mejor se ajustan a los datos experimentales son
¥(y,0) = 1In(l + y%) , (5.9)
£(y,0) = a1 + y3)™. (5.10)
La A que aqui se usa no tiene nada que ver con el valor propio de la
ecuacion (2.2), esta A es un parametro dependiente del tiempo.



Estrictamente hablando seria contradictorio el introducir al tiempo en
las ecuaciones ya que se estan tratando de encontrar los estados de
equilibrio estaticos (para ello se eliminaron los términos donde habia
derivadas temporales en las ecuaciones MHD), pero considerando que
estos estados de equilibrio son los estados representativos del
fendmeno para, piénsese, un tiempo T gue es muy pequefio, comparado con
el que transcurre para obtenerse una variacidén apreciable en el valor
de A, entonces se puede ver que si se substituye el campo magnético en
funcién de la posicidén y del tiempo (a través de A) en las ecuaciones
MHD se encontrara que los términos gque involucran derivadas temporales,
son pequehos, pudiéndose despreciar, con 1lo gque en una buena
* aproximacién (para tiempos cortos) representan bién un campo
estacionario.
La f(y,z), en términos de la ¥ es (generalizando (5.9) y (5.10))
£(¥) = A exp(-¥), lo cual permite escribir (5.8) como
AY = Aexp(-2¥) . (5.11)
Para la condicidn a la frontera en infinito, se puede pedir que el
campo decaiga a cero. Si se resuelve la ecuacién (5.11) con A = O
(t = 0), pidiendo que en z = 0 sea (5.9), se obtiene un campo con las
caracteristicas deseadas, tal solucidn es
¥ (y,2) = 1ny* + (z+1)% ;
pudiéndose usar como condicién a la frontera al problema con A, (t),

cualquiera, que cuando (y2 + zz)uz

tienda a infinito, entonces ¥(y,z)
tienda a Wn(y,z) (esto es , que el campo magnético muy lejos del sol no
se vea afectade por el que éste genera; es la condicién de
acoplamiento}.
La ecuacidn (5.21) se conoce por la ecuacién de Liouville, la cual
tiene por integral
Aexp(-2v) = 4|vg|%(1 + ¢° + £9)73, (5.12)

con ¢ + if una funcidn analitica arbitraria de la variable compleja
(y + iz). La ecuacidn se puede reescribir

Aexp(-2¥) = 4((3¢/3y)> + (36/3y)*(1 + ¢° + €72, (5.13)
ya que ¢ y £ son arménicas conjugadas. Imponiendo (5.9), (5.13) se ve

a[(ag/0y)® + (3€/0Y)* (1 + ¢ + €))7 =271 + ¥, (5.14)
de ésta se pueden hallar soluciones ¢(y) y &€(y) gque pueden continuarse
analiticamente para el semiplano de las z positivas, ademds tiene que



cumplir con la condicién en infinito y no tener irregularidades. Para
lograrlo se hace el cambio de variable y = tg(8), asi (5.14) se
transforma en

a[(a¢/a8)° + (38/80)7) = A%(L + ¢° + €97,
con soluciones ¢ + 1E = u"exp(.ivs)) , donde u y v son parametros
relacionados con la A a través de A° = 4uav2(1 + uz)'z.

Por continuacién analitica, en el semiplano de las 2z positivas se
tiene

. . vz
s o1l + d(y + i2)
¢+ iE=u [1 =TIy +"iz)]

la cual da la solucion para la ¥, en términos de g y v

exp(t) = u? v+ (z - l)z vz, ya + (z - 1)

1+ uz) [yz + (z + 1”(12/4)-1/2[),2 + (z - 1)) (V/u-vz'

2 v

(5.15)
La expresién (5.15) cumple la condicién en infinito para v y u
cualesquiera, pero sdélo con v = %2 es libre de singularidades. Ambos
valores generan el mismo conjunto de soluciones
¥ = 1n[y® + 2% 22(1 - p®)(2 + 74 11
Por lo tanto, baste con saber que es posible hallar soluciones
analiticas a (5.2).
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COMENTARTIOS Y CONCLUSTIONES

Es interesante (o cabria decir, hasta sorprendente) que una
simplificacién tal como la de la hipdétesis de Taylor, pueda resultar un
modelo que reproduzca tan bién las caracteristicas principales de un
sistema tan complejo como lo es el "pinch" de campo invertido (opera
establemente para valores grandes de B entre 0.1 y 0.3 [Bodin y
Newton,1980)). El calificativo de sorprendente se debe a que dado que
sélo se considera la energia magnética para la minimizacidén, es la
electrodinamica la que gobierna el comportamiento, dejando de lado el
aspecto de fluido del plasma, aun mas, podria uno olvidarse de €l. La
extrema simplificacién, hace dificil el querer proponer y sustentar
mecanismos de relajacidén, ya que surgen preguntas tales como: si el
sistema es cerrado, la energia es puramente magnética y decae, :adonde
va?. Para Jjustificar algin mecanismo deberia hacerse un modelo mas
detallado en el cual, deberian incluirse también las energias térmica y
cinética con sus constricciones apropiadas. En fin como una primera
aproximacién es adecuado.

En el capitulo 3, para todos los ejemplos presentados, soélo es
posible el terner soluciones analiticas para las situaciones que
presentan alguna simetria, lc cual hace pensar que el pedir que se
tenga un campo libre de fuerzas, que satisfaga condiciocnes a 1la
frontera como las impuestas, deba siempre implicar el reducir un grado
de libertad al problema.

A primera vista la parte inicial del capitule 4 parece
innecesaria, pero mirando mas adelanle se da uno cuenta que la
hipotesis de Taylor da lugar a un tipo de equilibrio para el toro
axisimétrico (otra vez una situacién con una simetria), es equivalente
a la que resulta de la ecuacidén de Grad-Shafranov (G-S) al eliminar el
gradiente de presiones y proponer la funcién g lineal en ¥. El hacer
esto en la ecuacién de G-S, limita su aplicacién a plasmas muy
diluidos. Nuevamente resalta la electrodinamica como rectora del
comportamiento.

En todas las situaciones en que se resuelve la ecuacidén para el
campo libre de fuerzas hasta el capitulo 4 (inclusive), la ecuacién
aparece al suponer la hipdétesis de Taylor. En el capitulo 5 y el
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apéndice C en cambio, se llega a la ecuacidn por otros caminos. Para el
capitulo 5 se considera un plasma MHD en equilibrio estatico donde se
puede, ademds, despreciar el gradiente de presiones y como hasta
entonces en todos los casos habia soluciones analiticas si existia
algun tipo de simetria, se propusieron situaciones en las que la habia.
Ain asi sdlo se pudo resolver para casos muy especificos.
Adicionalmente, cabria mencionar gue la extensioén natural del
presente trabajo seria el estudio de la estabilidad de los equilibrios

considerados.



APENDICE A

Intergretaciég de la helicidad.
Para esclarecer la aseveracidn del final del capitulo 1, se
presentan los puntos sobresalientes, referentes a la interpretacién de
la helicidad, del trabajo de Moffatt [Moffatt,1969]

Considérese un fluido no viscoso, con un flujo u(x,t), sujeto a
fuerzas de volumen (cuerpo) conservativas (v.g. la gravedad) y con
densidad uniforme o, a lo sumo, dependiente de la presidn. 1la
circulacion alrededor de un circuito C que se mueve con el fluido es
constante I = §Eg-d,l_ = cte. (A.1)

En el caso particular en que la vorticidad w = Vxu sea cero dentro
del fluido, excepto en 2 vértices de linea cy Ca’ de intensidades kl
Y kz(que. se mueven junto con el fluido Batchelor,1977 ). Se puede
elegir a C, como el C en (A.l) y en caso de gue C’ no esté anudado,
ésto es, gue pueda ser la frontera de una superficie s‘ que no se
intersecta a si misma; por el teorema de Stokes

I = fudl = [ wds ; (A.2)
y como el flujo de vorticidad a través de Sies unicamente el debido a
C,, Iserd cero © *k, dependiendo de si los circuitos estan o no
enlazados (el signo depende de la orientacidn relativa). Podria suceder
que c2 se enrollara varias veces alrededor de Ci,con lo cual Iiuamkz,
con « . un entero (positive o negativo) al gue se conoce por numero de
enrollandiento de la curva c, sobre c .

Si se tratara de n vértices de linea (Cl, o]

NS ,Cn) sin nudos; la

circulacién para el i-ésimo circuito seria

I= §cig~dl = Ejoz”kJ H (A.3)

donde o, seria el numero de enrollamiento de C sobre c,.

La cantidad kI, se puede escribir en forma de integral sobre el
volumen Vi ocupado por el vortice de linea cl.Como dl es paralelo a w
en la linea, la cantidad de vorticidad en una seccidén a lo largo del
circuito, se puede poner ya sea como k‘d;, & bién como J‘vlg dav , donde
Vl es el volumen que contiene la seccidn del circuito. Asi

kI, = $ kdlu=lyupdv;
V‘ es el volumen ocupado por un tubo delgado alrededor de ci sumando

A=l



sobre todos los voértices

K = ):‘k‘I‘ = Z“auklkj = Ivg-g av = J‘v_u-(ng_) av ;
con V el volumen que contiene a todos 1los vdértices. A la K se le
denomina helicidad.

La deduccién presentada corresponde al caso de un campo
vortiginoso discreto, pudiéndose extender al caso de uno continuo,
manteniéndose la interpretacidén.

Sustituyendo a u por A, el potencial vectorial magnético, se
obtiene la helicidad magnética, la cual da una medida del grado de
enlace de las lineas de campo magnético.

A=2



APENDTICE B

Partiendo de la descomposicion del campe vectorial en una parte
longitudinal y una transversal, escéjase un sistema curvilineo de
coordenadas El, £.. &

2

con factores de escala hl, h h_, apropiado al

3 2 T3

problema que se estudia. Supdngase que la frontera es por ejemplo E‘=c.
La parte longitudinal es V¢, y si la ecuacioén de Helmholtz es separable
en este sistema de coordenadas, las condiciones a la frontera para la
parte longitudinal pueden aplicarse sin mayor problema.

La parte transversal depende de 2 campos escalares y seria
ventajoso escogerlos de forma que al obtener la parte transversal, uno
contribuyera con una componente tangencial a la superficie E; =Cy el
otro fuere normal a ella.

El vector M = Vx(glf) con a, el vector unitario en la direccidn de
El

cero, bien podria ser una solucién, siempre y cuando el campo escalar f

, es tangencial a la superficie Ex = C y dado que su divergencia es

permita que M cumpla la ecuacidén de Helmholtz. Se tiene entonces
~AM = -U(V-M) + Ux(UxM) = Ux(UxM) = kM ,

necesitandose arreglar las cosas para que Ux Vx(glf) sea igual a k?gif
mas el gradiente de un escalar. Asi
U = (-a,/h,h) {8(Lhy/h h,T 8(h £)/5€, )/0E,+

+ 8([ hz/hlhBW d(h £)/0€, ) /9, 5 +

+ (a,/hh) 8f (ho/h b)) a(h £)/8g,} /a6 +

+ (a;/hh)) @ { (h,/h h_) 8(h £)/5¢ AL
lo cual no se parece mucho a kzglf + VU, pero si ha/hlhz ¥ hz/hlh3 san
independientes de £, lo que implica que hit y el cociente hz/h3 también
lo sean, se puede invertir el orden de derivacioén. Rearreglando la
componente asociada a £, sumdndole y restiandole el término gue
completa el gradiente, se obtiene
v<M = h? v(a(h £)/86 ) - a | h;? &°(n £)saE * +

+ hl'th! 10 a aE_ +
A i n iy st ae 1o )
2 3 2 1 3 1 3 3

El primer término no tendrd un rotacional igual a cero a menos gque
h1 no dependa de 62 Yy 53, es decir hi debe ser constante; escogiendo
a ésta como la unidad, los 2 ultimos términos se hacen equivalentes a
aquellos de Af, y para el efecto de que posteriormente resulte

Nt



separable en este sistema de coordenadas, se pide que se cumpla la
condicién de Robertson para los factores de esc:ala1
{Morse y Feshbach,1953]. El término que difiere del de Af, en los
corchetes, es el primero; pero se puede forzar a que la expresidn sea
w(g, ) A, sustituyendo f = w(E,’i)A'Il y exigiendo que
az(u\P)/aE12 = uf;lga( £,0%/3€, Y /08,
desarrollando se tiene
2(dw/ag ) aW/6€ 1 + ¥(d%w/ag, ®) = wf]'(df /dg Ja¥/aE ] .

Esta ecuacién se satisface para cualquier ¢ si clzw/d.c;la =0y si
2 1n(w) = 1In(£f )i la primera ecuacidn se cumple si w = 1 o £ , vy la
segunda si £ es 1o 512 . Se tiene entonces que

UM = V(3£/36 ) - a, wA¥ ,
y para ¥ la solucién de la ecuacidn escalar de Helmholtz
UM = V(BE/3€ ) + KPa £ i £ = Wb,
cunpliéndose asi M = ~ KM .

La componente normal de la parte transversal de la solucién se
calcula usando N = x'ox < {_a_‘w(gl)x }1 , donde w es la misma que
para la M y x es nuevamente solucion de la ecuacién escalar de
Helmholtz.

Las condiciones impuestas a los factores de escala, permiten
unicamente obtener soluciones de este tipo para algunos sistemas
coordenados (cartesiano, cilindricos, esférico y cdnico).

La solucién de Chandrasekhar y Kendall se obtiene de las
expresiones anteriores usando m(Ei) =1 y ¥=x.

~1 . ‘ .
1lhahas = fl(g’l) fz(ﬁz) fs(&‘a) ; con S el determinante de Stéackel.

-2



APENDTICE c

Sistemas abjertos.

Recientemente aparecidé un articulo donde se continia el estudio de
la ecuacion para el campo magnético libre de fuerzas {[Turner,1984)]. Si
bien se trata de la misma ecuacidén, no se obtiene de acuerdo a la
hipétesis de Taylor, ésto es, no proviene de la minimizacién de 1la
energia magnética; debe considerarse como una tentativa en la busqueda
de estados de equilibrio del tipo de campo libre de fuerzas para
ciertas madquinas empleadas para el estudio de fusidn (especificamente
se hace para los esferomakes PS-1 de la Universidad de Maryland y el
CTX de Los Alamos; y para el "pinch" de campo invertido PCI de la
Universidad de Wisconsin).

A diferencia de las situaciones tratadas, Turner propone sistemas
abiertos; presenta a los esferomakes como contenedores cilindricos
metalicos de radio r.y longitud L ,con un par de orificios en los
extremos (los opuestos para el PS-1 y en sdélo uno de ellos para el CTX)
por los que entra y sale un flujo magnético finito. Al PCI lo considera
también como un cilindro, al que introduce 4 "filamentos" de corriente
simétricamente localizados respecto del eje. Turner trabaja unicamente
con situaciones en las que se puede ignorar alguna de las variables.

Para el caso del esferomak PS-1, resuelve la ecuacion del campo
libre de fuerzas, independiente de ¢, por el método descrito en el
capitulo 2 , es decir, auxiliandose de ¥, con lo gue el campo magnético
viene dado por (2.8) con & = z. Sus condiciones a la frontera cambian
evidentemente, siendo éstas, que la componente de B normal a la
frontera se anule, exceptuando los puntos de entrada y salida del
flujo, ademas, r Ml/ar‘'}mm_(r:m= ~§/2n , con % el flujo magnético
axial. Debido aque sus condiciones a la frontera no son homogéneas,
redefine la ¥ como

¥(r,z) = -(¢/2m) In(x/x ) + n(r,z),
n(r,z) debera entonces cumplir con
(& + 2%)n(r,2z) = (¢/2m)Lx '8 (x) + MIn(x/ry] .
z‘i'rl/arlrm"wm= 0 ; para que V¥ siga siendo solucién de la ecuacidn
escalar de Helmholtz (3 es la funcién delta de Dirac). La ecuacién para



n{r,z) tiene como §gluci<‘>n, en términos de la funcién de Green
{xr,z) = (¢/2n)for'dr'f0dz’ G(r,z;r',z‘)[(r’)‘la(r') + Aaln'(r'/ro)}:
la cual gueda definida por
(8 + 2% G(r,z:r’,2’) =8 (r-r*)]} 8(z~2") ;
con las condiciones
8L G(ry,zix’,2")1/or = 3VG(r,zix ,z")l/0x, = 0
G(r,0;x’,2*) = G(r,z;r’,0) = G(xr,L;xr’,2’) = G(r,z;xr’',L)
Empleando las técnicas usuales

Jofa o N[ e e ) = Yida L pnide e )Y L .
G(f.t:/.z’)=1'5km' {2 o el E(Ja .r',)” da - rdide . r )] sinfk,2) sinlk, )
Ifa . r e, Kol K We .
"'Z‘lg. ofa o ir M ila , 1Ko ‘GJ’I’):‘ e, 7l r i sin (&2} sinfk,2),
i + 170l
2 ua 2 .2 .
con kx = 1ln/L , o= (7« k) “u = (k;?u, donde 1 es el valor

maximo de 1 para el cual).z kf. La convergencia de esta

representacidn en serie de la funcidn de Green, es muy lenta para rer’
Otra posible representacion es

Glrnar,7) =2 s JolvarMody.r) sinB_ 2z (sinB .z, cosB_ L —cosf_,z, snf_,L)

Io 0dndns T E{¥aTo) B arsing_ L
+ Ty rMoly, ) sinh B, 2 (sinh B, .z, cosh B, L—~coshf, z, sinhB, ,,I.]
o w$ae  J3{yaral B, ,rolsinh g, L

donde {a’ x, } representa el conjunto de ceros de J z(xz—vf‘)”z,
"(1 7«2 1/2’ con n’ el valor maximo de n para el que A = 7

Jn Yy ":l! , son las funciones de Bessel del primero y segundo tipos
de orden n; Iy K, las correspondientes funciones modificadas de
Bessel.

sustituyendo en la expresidn integral de 7(r,z) y efectuando las
integrales; las funciones ¥(r,z) resultan:

“r”’z_zq_f:(sm/ltzsmﬁ&—sm,lz)] (;:)_2 5 (‘kf )

LA WAV LY 3

X

Jla rila - on) = Ve o nMda | 1’))5"‘("/‘) E ( ki )

( Jda_ry Ak}
X(l' ciroKa o) + Kija,nllde, ,rl)smlk,z) + 22 ( Al )
L o5t ! & e\A -k}
Jula 47 sintk,2) 29 Al Tde , o1} sin{k,z)
) -8 2 e )
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dr, o= -‘01( Jie) ) ” :I:( sind s — L) —siniz )(l - M:,l“) » v (\m 4z -Ly—sinf .z)

Arddr il = M sindL o sinf L
o ket @ sinhf, iz~ Li~sinh+ 8,2 Jlyat)
‘\(zmwmynm) - 72( sinh L )(lmr‘mr.r.,l)
+£ (sin/?_ ,,(z»-L)-—sinﬂ_,,:)( Ar iy ) )
LR sinfl_, L (R [V RS AT
2 s (sinhﬂ.,.lt— L)~ sinhp MZ) ( A Sifran )
Talae sinh B, L [Arol = o rad ¥l Jul¥urod

a

El analisis de estas soluciones tiene que efectuarse
numéricamente. Turner lleva a cabo el estudio del flujo magnético a
través de la seccidn longitudinal de cilindro, para diferentes valores
de Ar°E= {(7lrﬂ)z+(nro/L)2}“2] con el mismo valor de L/ro. De entre los
casos gque presenta, resultan interesantes (desde el punto de vista de
fusién) aquéllos en que los estados de equilibrio presentan una
envolvente de lineas de campo magnético abiertas que rodean y aislan
del contenedor a un grupo de lineas cerradas. Este tipo de estructuras
sugieren la posibilidad de maquinas de fusién, que se llevaria a cabo
en la estructura cerrada, que pudiera mantenerse auxiliandose de 1as
lineas abiertas (que permitirian inyectar flujo wagnético, helicidad
magnética -ver final del capitulo 2~ , etc.).
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