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lP'lROlOGO 

E ste trabajo explora una interacción entre los conceptos <le gráfica, grupo y su
perficie. El concepto de género de un grupo fue definido por Artlrnr T. \Vhitc 

IWhl] en 1972, desde entonces se ha trabajado intensamente en clasificar a los grupos 
finitos por su género. 

En el primer capítulo enunciaremos la noción <le gl>ncro <le un grupo, esto 
lo haremos en términos de los conceptos de encaje de una gráfica en una superficie 
y de <liagrnrna de Cayley. Resultados obtenidos por Maschkc ([Ma],189G) pcnnitrn 
clasificar a los grupos de género cero {llamados planos), en el capítulo dos analizaremos 
los detalles de esta clasificación. En el tercer capítulo se presenta una nuevo. forma de 
clasificar a los grupos planos, se utiliznn algunos resultados obtenidos por Maní [Manj 
en gráficas poliedrales y resultados auxiliares de Víctor Ncumann-Lara en conexidad 
<le gráficas. La idea principal de la clasificación fue obtenida por .Javier Dracho y el 
autor, de algunas observaciones de L. Babai e lmrich IBalrn]. 



CAPITULO UNO 

EL GlENlE~O [)[E 
QJN GrRQJPO 



E n este capftulo \'ll.mog a especificar nuestro problema central y para ello vamos 
a dar las definiciones necesarins. Comenzaremos por especificar la noción de 

encaje de unn gráfica en una superficie. Despues hablaremos de los DiagramRB de 
Cayley y con estos dos conceptos podremos relacionar de uni1 forma interesante a los 
grupos, lns gráficns y las superficies. A lo largo de todo el trabajo nos remitiremos a 
[Haj pa.ra las definiciones básicas. 

Encajes de gráficas en superficies 

U na n-variedad M es un espacio topológico Ilnusdor!f con bnse numerable tal que 
todo punto de M tiene una vecindad homeomorfa a nn. A una 2-vnriedad compacta, 
sin frontera la denominaremos imn 3upaficie. Las superficies están clasificadas en 
términos de un invariante cornbinn.torio de ellas, In característica de Euler x(.1H), y su 
orientabilidad: 

Aquellas superficies que no contienen un subespncio homeomorfo a la banda <le 
Mübius se denominan orientables y en otro cas~ se les llama no orientablcs. 

TEOREMA 1.1 Toda superficie orientable M, tal que x(M) = k, es )10meornorfa n 
Ja esfera con Y = ¡ BSBS pegadas. ¡ se dcnorninn el género de Jv[ 

TEOREMA 1.2 Toda superficie no oricntab)e N, tal que x(N) = k, es Jwrncomorfa 
a una esfera con 2 - k = ¡ bandas de Mobius pcgndn.s. ¡se denomina el género de N 

(En el caso orientablc, intuitivamente el género es el nümero de asas que forman 
la superficie). 

DEFINICION 1.3 Una gráfica G con vértices V(G) = {vi,v2, . .,v11 } y aristas 
A.(G) = {x¡,x2, . .,xm} se encaja en la superficie Jvf (G '-> M) si existe un subcs
pncio de M, G(M), tal que: 

donde 

i) v~, .. , v~ son puntos distintos de M. 

ii) xi, .. ,x:r, son marcos abiP.rto.1· disjuntos en M. 

iii) X~· n v~ = rP para i E [ 1, n l y i E [ 1, m] 

iv) Si xi = ( v¡i. v;2) entonces el arco X~· tiene a v~·i y vj2 como puntos extremos 
(para toda j E [1, m]J. 

(En Ja definición anterior un arco es Ja imagen l10mcomorfa de [O, 1] y es abierto 
si se Je han quitado sus extremos.) 

A las componentes conexas de M - G(M) las denominaremos regiones del ~ncaje. En 
el caso que toda región del encaje sea homeomorfa al disco de dimensión dos, diremos 
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que el encaje es ce/u/ar. 

A 1 obtener un encaje de G en ll\ 511perficie hf, al encaje se le puede asoci!l.f el 
género de M, le llamaremo-~ el glncro del encaje. 

Vamos a garantizar la existencia de un encaje para cualquier gráfica: 

TEOREMA 1.4 Dada cualquier gráfica G, existe una superficie M, tal que G <---+ M 

Demostración: Por inducción en el número de aristas de la gráfica. Si la gráfica consta 
sólo de una arista, tiene naturalmente un encaje en la e:;fern., pues basta considerar 
la imagen del intervalo ¡o, l]. bajo un homeomorfismo a la esfera. Por hipótesis de 
inducción cualquier gráfica con n aristas tiene un encaje en alguna superficie M. Para 
una gráfica G con n + 1 aristas rctiramog cualquier arista v, el resto de la gráfica G - v 
la podemos encajar en M y la ari9ta que falta lu. agregamos encajando la arista v en un 
asa que pegamos a M. ~ 

La característica de Euler de M, el invariante mencionado, se puede definir en términos 
de una gráfica (;; encajada celularmenLe en ella. como el nú:nero de vPrt.ices de G menos 
sus aristas más el número de regiones del encaje. Este número es independiente de la 
gráfica y como dijimos determina a la superficie. 

Hay otra definición del encaje de una gráfica en términos de complejos simpli
ciales, que desde luego es equivalente a la anterior (vea !Mi],!:Mo] y !Yo]); para nuestros 
propósitos basta la definición anterior y manejar b. intuición de que una gráfica G se 
encaja en la superficie M si G se puede dibujar en ella sin intersacciones impropiM. 

Los encajes de la gráfica G tienen dos encajes con género mínimo, uno orientable 
y otro no orienta.ble. A todo Jo largo de este trabajo nos ocuparemos sólo del caso orien
tablc, pero sí haremos la observación de que &lgunos teoremas tienen su contraparte 
no orientable. Al hablar de género nos estaremos refiriendo al género orientable. 

DEFINICION 1.5 El género de Ja gráfica G, ¡(G), es el mínimo de Jos géneros de 
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encajes de G en superficies oriente.bfos. 

Como ejemplo piense en K5, corno sabemos es una gráfica que no es plana, sin 
embargo tiene un encaje en el Toro (vea la figura siguiente), que es un encaje de género 
uno, es entonces H 5 una gráfica J~ ~fr.cra u::io. 

El género de una gráfica ha sido cstudi11do 1, profundid11d por su relación con 
el teorema de coloración de mapas (además de él de los c uat10 colores). A hi fecha hay 
muy pocas familias de gráficM para !!U' cuales se conoce su género. Muchos autores 
han trabajado en determinar los género• d" gráficas muy conocidas o que tienen un 
interés especial para otros problt'mas ( como es el caso de la determinación del género 
de l(n para el problema de coloración de mapas). Ringel determinó que el género del 
n-cubo Q,. está dado por 1(Qn) == 1 + zn-· 3(n -- 3) paran > 2. Auslander, Brown y 

Youngs exhibieron uno. familia de gráficas Gn para la que 1(Gn) == n. Ringel encontró 

que el género de la gráfica Km,n e3 l ((m- 210..=!11 J. Ringcl y Younr,s mostraron que el 

género de la gráfica completa Kn es [ (("- 3Hn-4
)) J (vea 1Wh2j). La técnica usual para 

determinar el género es usar la fórmula Lle la característica de Euler en términos del 
género k de la superficie: 

V -- A + G = 2 - 2k 

Donde V, A, C corresponden al número de vértices, n.ristns y caras para un 
encaje de la gráfica G en la. superficie orientable de género k, para encontrar una cota 
inferior del género de la gráfica en términos del número de caras. En segundo lugar 
se construye un cn~ajc de !n. gr~.fk• 'lile alcance la cota impuesta; para esto se han 
utilizado muchas técnicas, en ocasiones sólo convenientes pEtra un caso C5j.lecial, otras 
son poco o mucho más generales. Vamos a analizar un ca.so interesante, pues clasifica 
y enumera todos los encajes en superficies orienta.bles de una gráfica dada. 

Rotación de gráficas 

Dada G = (V(G), A(G)) una gráfica, en la cual llamamos a sus vértices 1, .. , n; 
para cada i = 1, .. , n definamos V ( i) como el conjunto de los vértices adyacentes a i. 

Sea p¡: V(i)--> V(i) una permutación cíclica de los elementos de V{i). 
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A cada permutación Pi le llamaremos una rotaci6n alrededor del vlrticc i, la 
encada (Pi. ... , Pn) = C1 se llamará una rotación de la gráfica G. 

Una manera de obtener una rotación para una gráfica es a partir de sus encajes; 
si tiene un encaje en la superficie orientablc M, para cada orientación <l~ !,[ la rot¡¡,ción 
en el vértice v es la permutación de sus vértices a<lyaccntCB, que induce la orient.nci6n 
localmente. 

Ahora demostraremos el teorema que establece la relación entre la rotación 
como concepto combinatorio y los encajes de la gráfica: 

TEOREMA 1.6 Las rotaciones de una gráfica se corresponden biunívocamente con 
sus encajes celulares en superficies orienta.bles. 

Demostración: Definamos W como la totalidad de pares ordenados de vértices (a, b) 
tales que la pareja no ordenada {a, b} correspondiente es una arista de la gráfica G. 

Dada una rotación (p 1, ... ,pn) de la gráfica G, sea P: W -• W definida por la 
fórmula: 

P((a,b)) = (b,pb(a)) 

La transformación P está bien definida, ya que si {a,b}EA(G), tenemos que 
a(V(b), por lo cual Pb(a) tiene significado; además Pea 1-1, pues parejas distintas van 
a dar a parejas distintas y la pareja (a,b) proviene de la pareja (Pa -l(b), a). 

Consideremos las órbitas dcterminadruJ en W por la permutación P, les llama
remos circuitos de la rotación u. 

Cada circuito de la rotación determina un polígono con aristas dirigidas, consi
dere un disco o celda en la forma de ese polígono, con las mismas orientaciones en sus 
lados. Para el circuito 

tenemos asociada la celda 

La. instrucción de identificación de catas celdas es que (a,b) se identifica con 
(b,a). Como toda. arista dhigida. (a.,b) tiene una compañera. {b,a), el espacio obtenido 
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no tiene frontera, es orient:-.blc pues (a,b) •e identifica con ( b,n). Por la definición del 
pegado de las celdas tenernog un enrnjc Je !a gráfica rotada en la superficie obtenida. 

Como observamos, si G '-> Af a una orientación de M corresponde una rotación 
de G, de hecho, de esa rotación obtenemos el encaje original de G: la misma super
ficie, con la misma orientación en la superficie, las mismas regiones, con In.~ mismas 
adyacencias entre ell.18.~ 

La idea intuitiva de lo que son los circuitos de la rotación nos la da pensar en las 
aristas de la gráfica como bastidores o armazones de una estructura de madera, vamos a 
pegar retazos de tela en las aristas (bastidores) siguiendo las instrucciones, nos !M dan 
los circuitos de la rotru:ión de nuestra gráfica; circulamos por las aristas sujetando ln 
telitn en ellas¡ en pocas ;ialabras los circuitos de la rotación ser;in las fronteras de discos 
(retazos de tela) que cubrirán a todo veftice de la grnficn. Por cada arista pasamos <los 
veces en sentidos opuestos (si la arista es {a,b} usamos (a,b) y (b,a)). 

Los circuitos son las regiones del encaje, podemos calcular fácilmente la carac
terística de Euler de la superficie en que encaja.mas n la gráfica rotada, y pc1r tanto 
tenemos el género del encnje. 

Veamos el siguiente ejemplo con ](3
0
3, figurn siguiente. 

Sean los vértices de Ks, 3 {1, 2, 3, 4, 5,6} con V(i) los vecinos del vértice i, 
tenemos entonces: V(l) == V(2) == V(3) == {4,5,6}; V(4) == V(5),,.., V(6) ""{1,2,3}. 
Vamos a escoger una rotación para la gráfica de entre las 64 posibles rotaciones de 
K3,3,tomcmos: 

PI: (4,5,6) P4: (1,2,3) 
P2: (4,G,6) Ps: (1,2,3) 
P3: (4,5,6) P6: (1,2,3) 

Los circuitos de la rotación (los discos que vamos a identificar) son: 

(1) {(1,5)(5,2)(2,6)(6,3)(3,4)(4,1)} 

(2) {(5, 1) (1, 6)(6, 2)(2, 4)(4, 3)(3, 5)} 

(3) {(2,5)(5,3)(3,6)(6,1)(1,4)(4,2)} 

el encaje de K3,3obtenido es el siguiente: 



\a b I 
~)-+.,:; 

J)-7--0 
/a b\ ' . 
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El género del encaje es uno, pero Ks,3 no es plana, por lo que el género de Ks,s es uno, 
al ser el menor posible. 

Diagramas de Cayley y Género de un Grupo 

En dos de sus trabajos publicados en 1879 Cayley mostr6 una manera de representar 
un grupo con una gráfica¡ obtenida del grupo y una presentación del misrn0. En honor 
de Cayley se le ha denominado DIAGRAMA DE CAYLEY. 

Consideremos un grupo r y un conjunto generador del mismo u. El diagrama 
de Cayley C t1 (r) tiene como conjunto de vértices los elementos de r y todas las aristas 
dirigidas de la forma (g, g6), para g E r y 6 E u. Cada arista dirigida (g, g6) está 
"coloreada" por el generador 6. Si suprimimos los colores y las direcciones de las aristas 
obtendremos una multigráfica G ti (r) llamada multigráfica de Cayley. Para asegurar 
que sea una gráfica, es decir que no tenga lazos ni aristas múltiples asumiremos las 
siguientes rest.riccionPR sohre el diagnme. de C!!.ylcy: 

i} Ir/:. u (con I el elemento identidad) 
ii) Si 6 E un u -l entonces 62 = I 
con u -l = {6-1 ¡6 E .C:.} 

iii)Si ó2 =!,entonces cada par (g,g6), (g6,g) de aristas dirigidas 
será reemplazada con una sola arista no dirigida ¡g, gó) 

A continuaci6n vamos a construir en detalle algunos ejemplos: 

Considérese la presentación siguiente: 

F2 = (a.,{J) 

No se pone restricción alguna, los elementos son palabras infinitas en los dos generado
res, la gráfica tiene un número infinito de vértices y no contiene ciclos (véase la figura 
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siguiente) 

Otro ejemplo lo ter.emos en el grupo de simetrías del octaedro que tiene la 
siguiente presentacion: 

Esta presentación tiene asociado el siguiente diagrama, con a de color verde, f3 
de color amarillo y ~, de color rojo: 

//·:;·.·.·.·: ... ·.·.·.-~ .. -.·.-:::_ ......................... ·.·.-::.·.·.·.-.·:~:~·°"'-, 

// I \ '""-, 
/ /'• .··. \ 
: .• ,..--.. _ .. >-....;·······"'º'º"'ººº"º":·,,,_,.<· /~· ¡ ' ;..................... I 

)· . ./ '\· : 

/
:_ .. - \, ) .... ,: 

) .................... { 

l .... ~-/ 'y"'! ....................... ::"'.\.~. "•; ""' '( ·- .··· / 
' \ / / 

.,""' /"'ºº""'º'"ººº"'º""ººººº'"""'""' • // 

'\.-:" ............................................... ;·. 
Consideremos ahora el grupo de los cuatemios generalizados, para su definición 

demos la presentación siguiente: 
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El dibujo del diagrama. asociado a esta presentación, en el cnso n 
siguiente: 

3 es el 

Para. nosotros es un ejemplo interesante pues, cualquier diagrama de Cayley 
asociado con el grupo Q" no tiene un encaje en In. esfera o el plano ( al final de este 
capítulo veremos los detalles). 

A nosotros son justamente P.stns propiedades topol6gica.s de los diagrama.5, las 
que nos interesan. 

Las relaciones que hemos señalado entre los conceptos de grupo, superficie y 
gráfica son de la siguiente naturaleza: 

A cada grupo podemos asociarle una colecci6n de diagramas de Cayley (uno 
por cada conjunto generador). A su vez c::.da diagrama puede encajarse en algunas 
superficies (alguna de ellas con género mínimo), aprovechando esto definircmor.. 

DEFINICION 1.7 El género de un diagrama de Caylcy se define como el género de 
su gráfica subyacente. 

DEJt'INICION 1.8 Sea r grupo, el género de r, 1(r), es el género mínimo de entre 
los diagramas de Caylcy asociados con el grupo. 

La pregunta que nos planteamos ahora es: 

¿Cuáles son los grupos de género cero o planos? 

La respuesta a esta pregunta es el objetivo :principal de los siguientes capítulos. 

Un aspecto importante de los diagramas de Cayley es que realizan en sus auto
morfismos de color al grupo que les dio origen, vamos a estudiar en detalle esto, pues 
nos será útil en lo futuro. 
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LEMA 1.9 Dado un grupo r con conjunto gem'flldor 6, el conjunto de fo., ¡¡11tom .. r
fismos cr de C.o. {r) tales que: cr{gh) = cr(g)h V g E r y V h E t. es un grupo y 
coincide con el conjunto de nutomorfismos que prcserVllll color en las aristas dirigidas 

de C.o.(r). 
Demostración: Consideremos dos nutomorfismos n y f3 que 1mtisfacen ln propicdnd 
mencionndn. Clnrnmente dado g E r, h E D. tendremos: 

a.f3(gh) = a.(f3(gh)) = a.(f3(g)h) = a.(f3(g))h = o{J(g)h 

La transformación identidad satisface también la propiedad y si a.·· les el inverso 
de a. para cada g E r existe k E t. tal que: 

a(k) = g por lo cual a.- 1(gh) = a.·· 1 (a(k)h) = o- 1(n(kh)) =o kh = a·· 1(g)h 

de donde el conjunto especificado es efectivamente un grupo. Por otra parte si un 
automorfismo a. preserva color, dado g E r, y sus aristas (g,gh¡), (g,gh2) .. (g,ghn) con 
h¡ E t.. Por construcción (g,gh¡) tiene color h¡ de modo que (o:(g), a.{gh¡)) tiene 
color h¡ lo cual ocurre solamente si a(ghj) = a(g)h¡, cumpliéndose la propierlad para 
los automorfismos que preservan color. El modo en que se construyó el diagrama de 
Cayley asegura por último que al cumplir la propiedad el automorfismo a., preservará 
color de las aristas dirigidas.~ 

Podemos establecer ahora el isomorfismo entre el grupo r con el cual construi
mos el diagrama de Cayley y el grupo de los automorfismos que preserva color de las 
flechas del diagrama al cual denominaremos los automorfismo3 de color de e .ó. (r). ,. 
lo denotaremos por íl(r.~). 

TEOREMA 1.10 Sea algún diagrama de Cayley asociado a/ grupo r, C.o.(f), entonces 
el grupo de automorfismos de color fl(r, ~) es isomorfa ar. 

Demostración: Definamos,\: r -• íl(l', t.) por ,\(g) = 09 donde: 

Og: Y(CA(r)) --~ V(CA(r)) 

está dado por 09(k) = gk (multiplicación izquierda por g). 

Observemos que efectivamente 09 E íl(r,~), pues Og es una función biyectiva 
(resultado de que r es grupo) y preserva adyacencias (por construcción de e .ó. (r) ) y 
dados k E r y h E ~ tendremos: 

Ou(kh) = g(kh) = (gk)h = 09 {k)h 

por lo que el lema anterior asegura que 09 preserva color. ,\ es un homomorfismo pues 
dados g¡, 92, k E r ,\(g1g2) = 09192 tenemos 

que a su vez es igual a: 
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.\es inyectiva, pues por S\I definiciÓll ker.\ .,.., {e}. Ademán, dado a En, sea 
g = a(e) con e la identidad en r. Cualquier elemento del grupo puede ser escrito como 
una palabra en los generadores de C., es dcdr, para k E r, k = hªl1hªl2 ... hª"n con 
h¡ E ti. y a; = ±1 de donde: 

por lo que a= Og, comprobándose así que ,\ es sobreyectiva, quedando así establecido 
el isomorfismo.~ 

De la prueba anterior es claro que cualquier vértice puede ser etiquetado con e, la 
identidad en r, y una vez hecho esto, todos los vértices tienen su etiqueta determinada. 
El grupo r actúa transitivamente en los vértices (pues actúa transitiva.mente en sí 
mismo). De este modo la grlificn de Cayley asociada a cualquier diagrama es una 
gráfica transitiva. 

Los Cuatemiones 

Ahora vamos a. demostrar el siguiente resultado que habíamos dejado pendiente, 
la idea de la. demostración es de Babai [Bal]. 

LEMA 1.11 Si Hes un conjunto de generadores para el grupo Q", entonces el diagrama 
de Cayley asociado Gn(Q") no es una plano. 

Antes vamos a. estudiar algunas propiedades de los cuaterníones que nos serán 
muy útiles: 

Obsérvese que el orden del grupo Q" es justamente 2", esto se sigue de observar que 
toda palabra en el alfabeto {a,,B,a-1,,e-1} puede ser llevada n la forma a•,et con 
O ::; .~ ::; 2n-l - 1, t = 0,1. Demostrándolo por inducción en la longitud L de la 
palabra, para L = 1 tenemos 

a-1 = a2n-l_.1,y también 13-1 = /33 = /32/3 = a2n-Z ,B. 

Supongamos cierta la afirmación para. palabras de longitud L - l; sea s una 
palabra de longitud L, asociando podemos separar la palabra 3 en una palabra W de 
longitud L - 1 seguida de un elemento del alfabeto (a,,B, a-1, 13- 1) analicemos el caso 
en que este elemento es fJ los restantes son similares: 

3 = W{l = a•13t,e = a•,et+l, si tes cero, tenemos s = a.'¡3, por el contrario, si t 
es uno, 3 = a• {l2 , que por la tercera relación que satisface Q" tendremos: a• a 2"-

2 

a•+2n-
2

, de modo que s = ar con r congruente a s + 211- 2 módulo zn-l, cumpliendo 
ser de la forma esperada. 
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La segunda observaci6n importante es que el único elemento de orden 2 es ¡ == {3 2 . 

Para demostrar este hecho hay que analizar los distintos tipos de un elemento de orden 
2: 

X == a• O bien X = a'{J, de m0do qur. liÍ :r. ce 1,' y x2 ce 1 tenJrClllOS que 

a 2• = 1 == a 2"-
1 

y como s C!l un número entre cero y 2n-l - 1, por lo que s = zn- 2 y 
a• = (12 = ¡ (recuerde que d orden de a es justamente 2n-l). De este hecho además 
podemos concluir que¡ es potencia de todo elemento distinto del neutro (el orden de 
todo elemento es una potencia de dos). En el otro caso, cuando x = a• fl wpongamos 
que s es el exponente más pequeño para el que x es involutivo. a' /3a' /3 = 1 y de ahí 
tenemos a'{Ja' = 13·-l pero sabemos que a/3- 1a = p-1, por lo que de una sencilla 
sustitución se tiene: 

y por tanto 

que es una contradicción, r.011 nucstre. suposición sobre s. 

Por último observaremos que este elemento privilegiado¡ es parte del centro del grupo. 
Esto es resultado de su expresión en términos de a y de {3 pu<'.s entonces tenemos x E Q11 

y x == a• f3 por lo que 

pero asociando de nuevo 

que es justamente ¡x 

Ahora estamos en posibilidades de demostrar el lema: 

Demostración: H genera un grupo no abeliano por lo que contiene dos elementos x,y 
tales que xy f. yx. Sea la gráfica Y= C(:r,vJ(Q")¡ observe que Y~ Cu(Q") como 
¡ es el único elemento de orden dos y esta en el centro, los órdenes de x y de y son 
distintos de dos, por lo cual rx,rx-1 , ry, ry-1 son distintos par;i cualquier r en Qn. Por 
eso sabemos que Y es una gráfica regular de grado cuatro. 

Además Y no contiene triángulos, pues cualquier producto de tres factores de 
x,x-1,y,y-I no es igual a la identidad. 
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Implicaría que y es una potencia de x lo que contradice xy f yx. Por otra parte 
la combinaci6n x±1x±1x±1 = 1 implica que el orden de x es uno o bien es un múltiplo 
de tres pero x es distir.ta de la identidad y eabemos que su orden es una potencia de 
dos por lo que la combinaci6n no es posible. 

Un razonamiento totalmente igual es aplicado para los CMOS reatan te" (en que 
y toma. el lugar de x). Con esto podemos concluir que Y es una gráfica regular de 
grado cuatro y sin triángulos. Sean V= IV(Y)!, A= IA(Y)I y e= !C(1')/; el número 
de vértices, aristM y carM de un encaje plano de 111. gráfica Y. 

De modo que A = 2V y A 2: C por lo tanto A 2: V+ C. Pero por otra parte 
V+ C > A (pues al ser un encaje en la esfera V+ C - A= 2). Por lo que llegamos n 
una contradicci6n. ~ 

Visto como gráfica el diagrama de Cayley tiene definido un género, de la manera 
como lo hicimos en la parte anterior, lo que demootrn.mos es que loa diagramas de Cayley 
asocia.dos a los cunterniones son de género al menOl'l uno. 



CAPITULO DOS 



E n este capítulo daremos la clasificación de los grupos planos, rellenando los de
talles de la dernostr11ción original de. Maschh [Mn) (es riel siglo pasado,180C). A 

lo largo de esta segunda parte aparecen varil\S presentaciones ¿e los grupos poliedrales; 
para mayor información sobre 18.'l presentaciones usadas puede consultarse ICoMo) y el 
apéndice uno. La operación de elementos de un grupo la efectuaremos de izquierda a 
derecha. 

Nuestro teorema de clasificación es el siguiente: 

TEOREMA 2.1 Sir es un grupo plano ("s decir, si lcXistc un conjunto de generadores 
Ó. taJ que Q D, (r) '-> 8 2) entonces I' ('B a/guno de Jos siguientes grupos: 

Zn X Z2 
Dn X Z2 
A4 X Z2 
S¡ X Z2 
A 5 x Z2 

Demostración: Vamos a demostrar en realidad mucho más, obtendremos la clasifi
cación de los todos los diagramas de Cayley planos, como un grupo queda definido por 
sus presentaciones sabremos entonces a qué grupos corresponden los diagramas (un 
diagrama es un dibujo de la presentación del grupo). Sabemos que una gráfica plana 
tiene valencia mínima a lo más cinco (vea !Ha]), de modo que los diagramas de Cayley 
planos tienen una presentación con a lo más cinco generadores. La demostración es por 
casos, que se siguen de las proposiciones 2.3, 2.7, 2.11 y 2.18. Los cr..sos por analizar 
son pocos, los presentamos en la tabla siguiente: 

ca..<JO-" posible3 en cunnto 11 la valencia 

para un diagrama de Cayiey plllllo 

Los c1l.'los los puede ir siguiendo de la siguiente forma: Si la presentación !:J. tiene 
generadores involutivos pertenece a las proposiciones 2.11 y 2.18 y en a las proposiciones 
2.3 y 2. 7 en caso contrario. 

No se pueden presentar otros casos por el número límite de valencia, y vamos 
a descartar los dos últimos casos presentados, lo haremos con ayuda del lema 2.2. 

Este resultado nos permite descartar el caso de diagramas construidos con 4 o 5 
generadores involutivos, pues de ser plano, el diagrama contiene triángulos, que ocupan 



3 de los colores (generadores) en sus aristM, por lo que un generndor es exprcsablc en 
términoo de los otros dos, así que con un subconjunto de los generadores se tiene un 
diagrama de Cayley que cae en otro C!lllO. 

Si Cti.(r) un diagrama de Cayley plano, podemos suponer que el conjunto~ de 
generadores e:i mínimo, en el sentido de que cualquier generador no puede expresar8e 
en términos de los restantes. 

Tomaremos la convención de ll81lJ' <loo colores para distinguir n los generadores, 
en particular el verde siempre denotará un generador no involutivo. Cuando digamos 
que una relación del grupo induce un camino en el diagrnmn, nos referiremos a que 
a partir de un vértice dado (elemento del grupo), aplicaremos la relación sig11ie11do 
la sucesión de aristas (generadores) que marcn; así mismo, rndn car.:iino cerrado en el 
diagrama induce una rdación de manera natural obtenida de 1ns 11rist11..s (gcncrndorcs) 
del camino, compuestas en el orden marcado por el camino. 

Los ciclos en la gré.firn realizan o rcprtJrntan unn relación del grupo, que se 
obtiene al leer en algún sentido los generadores que forman el ciclo. Por último llama
remos indistintamente líneas o aristas a !ns aristas dirigi<lM, cuando en el contexto no 
importe su dirección.~ 

LEMA 2.2 Toda gráfica plana con valencia mínima al menos cuatro tiene triángulos. 

Demostración: Sean V, A, C son el número de vértices, aristllll y ca.ras de la gráfica; 
por hipótesis A ?:: 2V y si no hubiera triangulas A ?:: 2C por tanto A ?:: V + C pero al 
ser plana de la característica de Euler se tiene V+ C ?:: A que es una contradicción.~>'. 

PROPOSICION 2.3 Los grupos cíclicos sori planos. 

Demostración: Los grupos cíclicos tienen una presentación en un sólo generador, que 
en su representación gráfica son polígonos dirigidos. Obviamente poseen un encaje en 
el plano.~ 

Lo.s lemas 2.4, 2.5, 2.6 vnmos a utilizarlos varias veces, son resultados útiles 
para las proposiciones que demuestran el teorema de clasificación. 

LEMA 2.4 Si un diagrama de Oayley con dos generadores no involutivos tiene un 
encaje en el plano, las líneas coloreadas que concurren en un punto son tnles qne dos 
líneas de un mismo color no están separadas por una línea de otro color. 

Demostración: Observe la figura que muestra la situación prohibida 



La demostración eR por contradicción. Si se cruzan <le la manera anterior <los 
caminos de color distinto, existe un segundo vértice en el que se cruzan igu¡d (vea la 
figura siguiente). 

Asignemos los colores rojo y verde a los generadores del grupo R l' V; supon
~amos que dos polígonos, uno verde y uno rojo, se cruzan en <los vértices A y B; esto 
implica que el grupo satisface una relación i 0 R-b = 1 (que es un cierto camino ce
rrado). Apliquemos la relación al elemento A¡ = AV, llamemos B1 a A¡ V"ª. Obsérvese 
que B¡ f- A pues de otra forma V" = Rk, lo que ea una contradicción pues R y V" son 
generadores independientes. 

Como de aplicar la relación al vértice A 1 encontramos un camino cerrado que 
parte <le él y regresa a él, B1R-b es A1, pero eso es un absurdo; R-b es un camino rojo 
que parte de B ¡ y que no puede cruzar el polígono rojo, pues entonces cuatro !l.Iistas 
rojas tocarían un punto, lo cual no es posible.~ 

LEMA 2.5 Cualquier polígono monocromático contiene en su interior todos los ele
mentos del diagrama o bien ninguno, por tanto los polígonos mnnocrnmlitfros .~a:i c:iras 

Demostración: Para l::i. demostración nos apoyaremos en la figura que sigue: 
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Supongamos que en el interior de un polígono verde P hny puntoo del diagrama. 
Obligado por la conc.."<idad del diagrama, de 1\lgún vértice A del polígono sale, hacia 
el interior, una línea roja que une A con x. SeG. >. el orden del elemento RV, existe 
una trayectoria cerrada. T a.aociada a. (RV).\ = 1, que parte de A. Supongamos que 
esta trayectoria tiene una porción exterior a P (vea la fignrn); la parte interior de T 
está. representada. por ln relación (Rv')·\-;•, sea ~1 el último punto de P, que intcrsectn 
T al salir. Podemos desde M regresar a A usando aólo aristas verdes, ya que A es igunl 
a MVk. De esta manera (RV)>.-µyk =l. Esta relación induce una trayectoria cerrada 
que parte de cualquier punto. Sea x1 = xV, en particular de x1 sale una trayectoria 
(RV).\-µVk que regresa a x 1, pero si (RV)>.-µx 1 = c 1 (véase figurn) y In trnyectorin. 
vk tiene que llegar a x¡, entonces algún vértice de P recibe cuatro aristas verdes, lo 
cual es imposible sin cruzar al polígono P. 

En conclusi6n, In trayectoria (RV)>., partiendo de A, está. totalmente contenida 
en P. Esto explica que In arista roja que llega a A1 es interior y por el lema ante
rior también la que sale (si es involutivo el generador rojo la prueba es más directa). 
Aplicando el razonamiento anterior a A1 se concluye lo mismo pa:a A2 y sucesivamente 
para todos los puntos del polígono P. Con esto se tiene el lema. ~ 

LEMA 2.6 Los lados de cualquier cara bicromática son 11)tcrnad11s en Jos colores 
(generadores) por lo que so:u de longitud par. 

Demostración: Véase figura siguiente. 

,~ 

/ \,t' 
i' ü 1 

( B 
i-.. •,V 

.:@¡ .. 
ir· : 

1, lll8 
\...__.,..../ 

.. ......... .. 

V 

.. •'"•a,.•,' 

' 
' 

' . 

Consideremos una cara bicromlÍ.tica B sin alternación de colores. Senn n y b 
dos aristas consecutivas de color verde, y V Ja cara verde que bordean, si x es el punto 
común entre a y b, las arista.a de color rojo (posiblemente una), que salen de x, no están 
en el interior, de V por el lema anterior, pero tampoco de B por hipótesis, lo que es 
una contradicción.~ 

PROPOSICION 2.7 Supongamos que Gt_(r) es plano con/::,. = {R, ll}, R y V no 
involutivos, entonces r es uno de los siguientes grupos: 
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(1) r = (R, v¡ yS == 1, (RV) 2 = 1, R~ = 1) = A4 

(2) r=-(R,VI V3 =1,(RV) 2 =1,R4 =1)=8.i. 

(3) r = (R.VI i'3 = 1, (Rl')2 = 1, R5
"' 1\ = A5 

Y los diagramas de Cayley asociados son h~ siguientes: 

i' . . . . . . . . . . . . . . 

·············) .. ·········· : : 
~ ~ . 
1 ········<-·······p··· 

,···>--·· .. .··->····l . ' . 
: t :-----·t------·. : : 
1 1 • • • ' 
• ' • ' 1 
1 1 ' 1 • 
• 1 t • {' ~ ..... "' .-:-- * 
' • 1 l 1 1 
' t ' 1 1 1 
• • 1 ' • 1 

¡ l,_4~······+······~¡ ¡ 
. ·-<····v.···········>·········v··-<···· . 

' . i.- • . 
············-·+············ 

. . . . . 
' . 
' . . . 
: 

},< 
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LM figuras aparecen en el orden de sus prt:sentaciones 



Para la demostración de la proposición 2.7 ncccsitn.mos unos lemnR previon: 

LEMA 2.8 Uno de los generadores, digamilS t', "" de orden tres. 

Demostración: Sea N el orden del grupo, sabemcs que el número de aristnB del 
diagrama es 2N (ZvEV(G) val(v) == 2A = 4N), por lo tanto sabemos que el número de 
ca.ras C es N + 2. Tenemos pm)S, si O¡ es el número de caras de longitud i: 

B 

l) ¿e¡= N+ 2 
i=' 

• 
2) LiC; o=4N 

i=$ 

(Con s la longitud más grande en una cara del dingramn) 

De 1) obtenemos: 3) 4(í:i= 3 O¡) "" 4N + 8, si consideramos la resta de 3) menos 
2) obtenemos: 

' C3 = 8 + L(i-4)0¡ 
i~4 

Por lo que C3 es positivo, de modo que hay caras en el diagrama de longitud 
3, pero eso asegura que alguno de los generadores es de orden tres, ya que las caras 
bicromáticas son de longitud par (lema 2.6). Digamos entonces que las caras verdes 
son triángulos.~ 

LEMA 2.9 En un diagrama de Cay!ey plano con dos generadores no involutil'os V,R 
si existe una cara bicromática de longitud 4, todas las car/IS bicronuítires son de e.;;¿¡ 

misma longitud y r<>pre~~n!:i..'l fa rellició11 {'V Jl) 2 = l. 

Demostración: La cara cuadrilátero define una relación en el grupo de longitud cua
tro: Rª1vª2RªªVª4 = 1 con a¡ = ±1, pues por el lema 2.6 los colores se alternan. 
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los primeros factores tienen expo
nente uno, pues sino tomamos a R-1 o a v-1 como gencrndores. Por otra parte todas 
!ns permutaciones cíclicas de una misma relación se cumplen en In misma cnra, basta 
leer la relación, empezando de un vértice distinto en la cara. 

Podemos entonces definir una relación de equivalencia entre las relaciones, tal 
que dos relaciones son equivalentes si y sólo si una es permutación cíclica de ln otrn, 
podemos entonces suponer que el primer factor es siempre el generador rojo por lo que 
las relaciones de longitud cuatro, que puede satisfacer una cara, son: 



R\' R-lir-l '"' 1 

RVR- 1V = 1 

RVRV-1 =1 

RV RV = 1 
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Sean B1, A1 1 A2, B2 los vértices de la cara cuadrilátero. Loa puntos B1, B2 son 
puntos de una cara de color rojo y los puntos A1, A2 son lm puntos ele otra cara roja 
(no son la misma, porque si no uno ele los ge:ieradores se puede expresar en términos 
del otro); vea la figura siguiente. Vamos a descartar lan primer!l.B tres relaciones y 
demostraremos que todas las ca.ras bicromática.B satisfacen la última relación. 

Empecemos por descartar la relación RV R-ly-I =l. Aplicándola a los puntos 
B2, B3, B4, ... estos puntos quedan unidos por una arista verde con sus correspondientes 
A1,A2,A3, ... (vea la figura). 

~L ................. ·--------·· 
~ 

Además de B2A2 otra !fnea verde incide en A2, si A es su otro extremo, A no 
puede estar en el interior de la cara cuadrangular ni tampoco en el interior de una 
cara verde, tiene que estar en el interior del cuadrángulo B2A.2 A3B3; de ia relación 
RV R-ly-I = 1 obtenemos su permutación cíclica R-1v-1RV=1 (representada por 
A2B2B1A1) 1 pero al aplicar esta relación partiendo del vértice A, n-1v- 1 nos lleva al 
vértice A1 y a partir de ese vértice no hay posibilidad de regresar a A por medio de 
RV. De modo que debemos descartar a la relación RVR-1v-1 =1, así como a todas 
sus permutaciones cíclicaB. 

Por una argumentación similar podemos demostrar lo mismo para RV R- 1v = 
1 (vea la figura que sigue). 

Supongamos que B1A1A2B2 realiza a RV R-1v = l como cara. Aplicando 
la relación a los puntos B2, B3, B4, ... estos quedan unido& con sus correspondientes 
Az, A3, .... De nuevo, además de la línea verde B2A2 incide en B2 la línea BBz, B 
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no puede estar en el interior del cua.d~ilátcro B1A1A2B2 ni en el interior del ciclo rojo 
formado por las B¡. Aplicando la relación RV n- 1v = 1 al punto D tendremos que RV 
lleva al punto B1 pero no podemos regresar a D por el resto de la relación. Tamhien 
tendremos que descartarla. Queda por verificar la relación RV Rv-t = l. 

RV nv-1 = 1 CG equivalente a la .>:elación V nv-1 R = 1 (por ser RU permutación 
dclica). La demostración de que esta relación tl\lllpoco se presenta en un" cara es igual 
a la demostración de que RV R- 1v = l es imposible, intercan.hiando los papeles que 
juegan los generadores. 

La relación que debe satisfacer la cara es entonces RV RV = 1. PeI1Bcr.1os ahora 
en cualquier otro cuadrilátero definido por esta relación. (figura siguiente). 

Desea-:nos demostrar que también eo una cn.r:i. en el encaje del diagrama. Supongamos 
que contiene algún punto interior P, alguna línea, digamos roja, lo une con alguno de 
los vértices que forman el cuadrilátero: ABB1A1. Sea AP C!Jta línea, se sigue que 
también P1B es arista interior, pues pertenece a la misma cara roja que AB y PA (de 
otro modo la arista BB¡ queda encerrada dentro de esa cara roja}. 

Aplicando la relación a P1, RV no nos puede llevar a mi punto exterior; pues en 
ese caso para regresar a P1 desde ese punto exterior, la trayectoria RV lleva primero al 
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vértice A1 y de a.hi a P¡, pero eso eren la relación RV R- 1v-1 = 1 Esto implica que un 
generador se puede expresar en términos del otro (vea figura), pues el generador verde 
es de orden tres {lema 2.8). 

De acuerdo con esto existe una línea verde BQ en el interior, (BQ esta en el 
interior y necesariamente B1 v-1 también, si no A1B1 queda encerrada en una cara 
verde)¡ vea la figura que sigue: 

Podemos ahora aplicar el mismo argumento a Q¡, y por ta.nto, las Hneas rojas 
que inciden en A y en B1 son interiores, y aplicarlo una vez más para garantizar que 
todas las líneas son interiores al cuadrilátero y entonces es una cara. 

En conclusión, cualquier cuadrilátero definido por la relación RV RV == 1 es 
una cara bkromática. Por último, si consideramos cualquier vértice A con cuatro 
líneas incidentes en el AA¡, AA2,B1A, B211, tenernos que: 

B1AAi, A2AB2 son tres de los lados de una cara de longitud cuatro correspon
diente a la relación RV RV := 1. Esto sucede en cada punto del diagrama de Cayley, es 
decir, cada punto del diagrama está en dos c1u11s cuadradas bicromáticas, una verde y 
otra roja (ver figura que sigue). De modo que cualquier otro polígono bicromático de 
longitud mayor o igual a seis no puede ser cara.""- B \: .. ·~¡;.,.::::::~:;:..;:.:...,..··.,.::: ... ·A. 1 ~ l::,\J11N1111~•ltl·' 

111:~¡;,~f ~¡ ~-.t\~Hta ~· 
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LEMA 2.10 En un di11grama de Ccyley con dos generadores no involutivos existe al 
menos una cara bicromática de longitud cuatro. 

Demostración: Como demostramos anteriormente uno de los generadores es de orden 
tres, por lo que: 

(1) 
• N 2N L C¡ = N + 2 - C3 == N - - + 2 == - + 2 

i=4 3 3 

• 
(2) L iC; == 4N - 303 = 3N 

i=4 

Multiplicando (1) por 5 y quitándole (2) 

n . 10N N 
C.¡_ - 1:(1-5)0¡ = - - 3N + 10 == - + 10 

i=6 3 3 

En conclusi6n: C~ , el número de caras de longitud cuatro, es mayor que cero¡ asegu
rando la existencia de alguna cara de esa longitud.~ 

A continuación presentamos la demostraci6n de la proposición 2.7: 

Demostración: Lema 2. 7 La demostración es esencialmente establecer las estructuras 
posibles de un diagrama plano con dos generadores no involutivos que satisface las 
hipótesis. 

Por el lema 2.8 el generador verde "" de orden ti.,ti, cada triángulo verde es una cara, 
por lo cual el mímero de caras de color rojo esté. dado por ~ (las caras parten n los N 
vértices en conjuntos de tres elementos) y r cumple la relación V 3 = l. 

Por otra parte, como se deduce de los lemas 2.9 y 2.10, todas las caras bicromáti
cas son cuadrados y tenemos que (RV) 2 = l. De la demostración de 2.10 existen lf. 
de esns caras bicromáticas, además si x es el orden del generador rojo, existen !{- caras 
de ese color (parte n los N vértices en conjuntos de x elementos). se tiene entonces In 
relación R"' == l. 

Con las tres relaciones obtenidas queda determinado el grupo r ,pues definen 
las caras en cada uno de los vértices y por tanto el del encaje Cd(r) c..., S 2• Así que 
cualquier otra relación de r vista como camino cerrado en la esfera se puede expresar 
en términos de estas tres relaciones,(pues S 2 es simplemente conexa). 



Falta dcterrnimu 111.!1 posibilidades de x )' esto lo deducimos de la carnctcrfotica 
de Euler: 

C = ~ + q_ + t¡. = N + 2 de donde 

2xN±~"j'+BN = N + 2 por lo tanto 

2xN + 3xN + íJiV = G:cN + 12x 

6N - xN == 12x obteniendo 

N(6 - x) == IZ:r 

Pero x ~ 3 pues R es no involutivo, y \) -- x tiene que ser positivo, x puede 
tomar sólo los valores 3, 4 o 5. Teniendo los Diguicntcs ce.sos: 

l)x=3, 
2) X= 4, 
3} X"" 5, 

JV '-" 12 
N =-' 2·1 
N =60 

Las presentaciones para grupos fiui tos con dos generadores no involu ti vos y los 
de diagramas planos son entonces los de la prnposición.~ 

PROPOSICION 2.11 Supongamos que CA{r) es plano con/>,.= {R, V} y al menos 
UIIO de Jos generadores es invo/utivo, e11to11ce.q l' CS uno de Jo.~ siguientes grupos: 

(1) r = (R.VI R2 = l,V 2 =I,(RV)k=1) = Dk 

(2) r = \R, v¡ R2 == L ¡rk = 1,(VR)2 
=oc l) - Dk 

(3) r = (RYI R2 "-= 1, v:, = 1, (V nv-1R) == 1} = Z2 X Zn 

{4) r=(R,VI v5 , 1, J{' =' 1, (V fl) 3 =" 1} =As 

(5) r = (R,1'1 v·: "-= 1, H2 - l, W R)8 ~ 1) = 84 

(6) r=(R,VI R2 
"' l, V 3 

--"' 1, (V R) 3 = 1) = A.1 

(7) r = (R,Vj V 3 == 1,R2 = 1, (VR) 4 =1} == S4 

(8) r= (R,VI vs 0-00l,1t1 = 1, Rv·-I R'V RV-1R = 1) = Z2 X A4 

{9) r = (R, v¡ v3 = I,ll2 oc: 1, (V R)5 = 1) =As 

Y los diagramas de Czyley asoci<.do~ wn los siguiP.ntes: 
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Las figuras en el order. marcado por las presentaciones. 
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(Observe que e.lgunos grupos apn.recen vn.rinB veces) 

Demostrnc!6n: El lema 2.12 ll!legum que en ciu;o de ser ambos generadores involutivos, 
el único grupo posible es el diédrico. Podemoo suponer entonces que el generador verde 
es no involutivo y estudiar dos ca.sos de acuerdo al número de lineas rojas que unen 
un par de caras verdes. Los lemas 2.13 y 2.14 aseguran que lo8 diagramas planos que 
se obtienen bajo estas hipótesis son sacados de lns prcscntnciones enunciadns en la 
proposición y que corresponden a los grupos A5,S4,A4,Z2 x A4 1 Z2 x Zn y D,..~ 

LEMA 2.12 Si Có.(l') es plano con .6. "' {R, V}, R .r V involutivos, entorJccs r es el 
grupo diédrico. 

Demostración: Si los dos generadores, R y V, son de periodo dos, el diagrama de 
Cnyley correspondiente es un polígono de 211 ludoe, que tiene aristl19 rojas y verdes 
alternadas (véase la figura). 

r-··------·--····, 
I \ 

I \ 
/ \ 

I \ 
/ \ 

{ ' 
I ~ 
', ' 

En este cruio la presentación del grupo es justamente una de las presentaciones 
del grupo diédrico {3) (R, VI R2 = 1, V 2 = 1, (RV)k = 1).~~ 

LEMA 2.13 Si Có..(r) es plano con t:i. ={R., V} con R involutivo, V de orden estrícta
mente mayor que dos, y tales que dos polígonos verdrs ~stéJ: conedlidos por al menos 
un par dA líncr.:; roja.>, eIJtonces l' es el grupo diédrico o bien Z2 x Z11 • 

Demostración: En caso de que existan dos aristas uniendo dos polígonos verdes A y 
B, digamos A1B1, AiB¡ {vea la figura): 
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Sabemos que una relación VªRVP R = l se cumple en el grupo (es In inducida 
por la trayectoria A1, • .,AjB¡, . .,B1). Si rtplicamos la misma relación 11 .4 2 , vemos que 
A2 tiene que estar unido por una línea roja con algún punto de Br(2) del otro polígono 
(pues A 2V" R está en In región R) y aún m6-~, cada punto,\ <li>I ¡>ritnPr p0lfgo:D tiene 
que ~star unido a algún punto del segundo polígono verdP. Por !o tente conclu'.rnc,;;: 

Si dos polígonos verdes están unidos por más '.le una lfnea roja, entonces los 
puntos de los dos polígonos están conectados por líneas rojas . 

.... ·<·····~t~+· .. f J..~: ..... Aj 
,,.-··· \ 

~- ..... Ak Ai n:~ , ... ft.~ 
....... .,. ..••• ···-~·· .. ···et····<r 

Btt2 
... ('······· ..... """"(!· ..... 't···· 

/ . .,. Bi .. 1 
8

·· .. 
.,. i :r 
'· ~·· ····~·--..¡ ........... ., ...... ~ ... .,.)··" 

~ 81 lk 

En este caso todos los puntos de los dos polígonos están "saturados", forman 
entonces un diagrama de Cayley con un número par de puntos (elementos del grupo), (se 
puede pensar como un tambor con s\IB tapas verdes y lados rojos) las caras bicromáticas 
son cuadrilateros, que satisfacen la relación V RV R = 1 o bien V RV- 1 R = l. De modo 
que en estos dos casos las presentaciones son: 

(1) (R, V/ R2 = 1, v"' = 1, (V R) 2 = 1) 

(2) (R, VI R2 = 1, v"' = 1, (V Rv- 1 R) = 1) 

Que son el grupo diédrico Dn y Z2 X Zn·~ 

LEMA 2.J.1 Si Cü(r) es plano con A= {R, V} con R involutivo, 'V de orden estrícta
mente mayor que dos, y tales que cualesquiera dos polígonos verdes están conectados 
por a lo más una Jfoea roja, entonces r es As, S4, A4, o bien Z2 x A.1· 

La demostración de este lcrnn , que a su vez concluye la de la proposición 2.11, 
depende de varios lemas (2.15, 2.16 y 2.17) que dan los casos posibles. 

LEMA 2.15 Con lllS hip6tesis del lema 2.14, orden del generador verde para los 
diagramas de Cayley puede ser 5, 4 o 3. 
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Demostración: Este.mas trabajando a.hora con diagr8.Illllil de N vértices, cada uno 
de ellos tiene valencia 3, por lo que el número de aristna e« 3N /'2; le c:u-nctcrlatica 
de Euler, en t~rruino8 del número de caras C, pn.ra un ene aj(> del die.gr e.ron establece 
e= N/2 + 2, Por lo t!l.lllO 

s N 
C = L C; = - + 2 ( •) 

i=3 
2 

s 
LiC¡=3N ( .. ) 
i=3 

con S la longitud máxima entre las cn.rllS del diagrama. 

Multiplicando por 6 la ecuaci6n (•) y substre.yéndolc (**) tenemos 

s s s s 
L 6C¡ - L iC¡ = L (6 - i)C¡ = 3C3 + 204 + Cs - L (i - 6)C; = 12 
i=3 i=3 1'=3 i=6 

Por lo cual 

s 
303 + 2C4 + G5 = 12 + L(i - 6)C¡ 

i=6 

Por lo tanto hemos asegurado In existencia de polígonos verdes de 5, ,¡ o bien 
3 lados, ya que el número de lados de una. cara bicromlltica es pn.r, y la ;;.xititencia cie 
cuadril<l.teros fue excluida.~ 

LEMA 2.16 Si un diagrama de Cay]ey plano con un sólo generador involutivo tiene 
una cara bicromática de longitud 6, entonces todas las caras bicromáticas son de esa 
misma longitud y satisfacen la misma relación (V R) 3 = l. 

Demostración: Pu.rala demostl'aci6n de este hecho consideremos primero que existe 
una cara de longitud seis. Esto implica que se satisface alguna de las siguientes rela
ciones: 

VRVRV-1R=l (a) 
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VRVRVR= 1 (b) 

Dada cualquier relación podemoo suponer que d primer término tiene exponente 
1, además, como habíamos observado, podemoo tomar como equivalentes una relación 
con todas sus permu tacionr.s cíclica.s. 

De (a) deducimos RV RV- 1 RV ~' 1 como una de 1<u3 permutar.iones, multipli
cando (a) por esa relación obtenemos: 

V 2 =V RV RV- 1 R · RV Rv-- 1 RV e: l 

Pero el periodo <le V es por hipótcBis mayor que 2, y por lo tP_nto (a) tiene que 
ser rechazada. Sólo nos queda la relación (b) como la relación que satisface la cara 
hexagonal. 

Consideremos ahora cualquier polígono hcxngonal P, con vértices AA1A2 ... A5A (como 
se muestra en la figura siguiente), definido por la relación (V R) 3 "' l. 

'' 

Si hubiera un punto Ben el interior, unido por una línea verde, digamos A1B, 
al polígono P, entonces aplicamos la relación (V R) 3 = l al pur.to A¡. El generador V 
nos lleva a B, R a C (que tambi~n es un punto interior), V nos lleva de C a D, que 
no puede ser ninguno rle los vértices dd J1exagono P, porque entonces dos polígonos 
verdes estarían unidos por dos líneas rojas (véase figura); <le modo que el generador 
R lleva del punto D a otro punto interior E y finalmente V lleva a A2, porque el 
generador R debe llevarnos <le vuelta a A1. Consecuentemente el polígono verde al que 
pertenece A2As, también está en el interior de P, de otro modo Af, el polígono verde 
que pasa por A2As, no sería cara . Por razones simiiares podemos demostrar que son 
interiores todos los polígonos que pasan por las otras aristas verdes de P; basta con 
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aplicar secuencialmente el argumento. Si una cara ea interior, la que le sigue, en el 
sentido contrario de !ll.S manecillas del reloj, también es interior, de este rnodü todM lo 
son. 

Po: 1o t11nto, no hay conc.xi,)n ccn ;;l;,¡;.Jn punto exterior, por lo que todos los 
polígonos, •¡lle satísfocen la relación (l' R)~ '°'' 1, son caras bicromáticfül. 

Inversamente cada cnra hicromática es un hexágono inducido por la relación(\'' R) 3 = 1¡ 
cada uno de sus puntos <'S vértice de dos carns hexágonos indnridas por (il R) 3 

'" 1 y 
de una cara verde (ver figura), y a~í las rnra.'l no pueden ~u m!Í.s que d1> esos tipos.~~ 

LEMA 2.17 Se.~ e ti (r) un diagrama plano COll LI "" { R, V} R involutivo, y V de orden 
3. Si existe una carn de longitud k = 6,8 ó 10, entona.'l todas las carllS bicrom1íticas 
son de esa misma longitud y están dctl11id1w por Ju mfrmw r~foció¡¡ t!ll el gwpo: 

k ""' G, V RV RV R """ 1 

k"' 8, V RV RV RV R ~0 1, V nv·· 1nv rrv- 1 R "'' l 

k"" 10, V RVllV RV JW R ~, 1 

Demostración: De nuevo la dcmostnu:i611 e" di:iti11tu de acuerdo al valor de k. Si k 
es G, es consecuencia inmediata del teorema que demostrn.mos en la primera parte. Si 
k es 8, la cara octágona! satisface alguna <le lu.9 siguientes relaciones: (Recordamos al 
lector que una relación C8 equivalente a todns permutaciones cfclicna y que podemos 
suponer que el primer término de la relación es V) 

(1) VRVRVRVR,~í 

(2) VRV- 1 RVRV- 1R""" 1 

(3) Vfü'Ry-·lmr·lR =.o 1 

{4) VRVRVRV- 1Bo.ol 

Cuatro tiene que ser rechazada, pues multiplicarla por RV RV -l RV RV 
(que se obtiene como una de sus permutaciones cíclicas) obtenemos 

VRVRVRv-1n. RVRi,-1RVRV = 1 

que se reduee a VRi' 2RV = 1, por Jo trmto RV 2R"' (V-1) 2 y lo que es lo mismo 
RV 2RV2 =1 

Pero esta relación implica que dos polí¡~onos de color verde están unidos por 
dos líneas rojas, pero ese ca.so lo habíamos descartado de antEtn<cno. 
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En los tres casoo restantes - (l}, (2), (3) - supong<Úlloo que un octágono (vé8lle 
figura} P = AA1A2As ... A 7 A, definido por u:ia de es11s rele.cionca, contiene algún 
punto interior B; al menos uno de los cuatro polígonos verdes, digamoa el que pasa por 
AA1 está en el interior del octágono P y pasa por B. 

. ... ./ 
!, 

i 

/\ 

Si aplicamos al punto A1 alguna de las relaciones, obtendremos una trayectoria 
cerrada (que parte y regresa a A1) pero que debe quedar totnlment'! contenida en el 
interior de P, pues de otro modo: 

Sen V RV"l RVºl RV"ª R = 1 la relación general, donde 
o:¡= 1, 0:2 = 1, 0:3 "'' l para la relación (1) 
o:¡= -1, 0:2 = 1, a3 = -1 para la relación (2) 
o:¡ = 1, 0:2 = -1, as== -1 pura la relación (3) 

Si en algún caso una parte de la trayectoria quedara en el exterior, en la gráfica 
se formaría un hexágono o un cuadrado que cumpliría la relación V"tRV 0 2RVª3R = 1 
o bien V"'tRV"'lR = l; pero el primero de los casos implicarla que V es una potencia 
de R, que no sucede pues aon generadores diferentes. En el segundo Cl\RO doE polígonos 
verdes quedan nnidos por dos IÍ!lt!!!.!! rojas, que también es imposible. 

Al quedar interior, la trayectoria V RVºIRVº2R lleva de A¡ a Gen el interior, 
de donde pasamos a A2 por VºJ y de ahí a A1 por una arista roja. Si una de sus aristas 
está en el interior, el polígono verde es interior (recuerde que el generador verde es de 
orden 3, si una arista es interior, la otra también lo es). Hemo~ demostrado que si un 
polígouo verde es interior, el polígono verde que le sigue también lo es, en conclusión 
todos son interiores, pues podemos aplicnr el argumento tantas veces como vértices 
hay. Cualquiera. de las tres relaciones puede entonces inducir una cara. 

Pero las tres no son <:ompatiblcs por parejas en el mismo grupo: 

(1) y (2) implican que V ea un generador involutivo, una contradicción. (1) y 



(3) implican que V 2 RV 2 R""" l de modo que doo polígonos verdes están unidos por doa 
línee.s roja.s, pero Cl!O lo habfamoo prohibido, a lo má!l unn lfn"' roJ1' une Ju8 polígonos 
verdea. (2) y (3) imp!icz,n también que V es involutivo. 

Sólo una de elln.s puede ocurrir en el grupo, sin ernba.rgo debernos dCRcartar 
todavía n (3). tenemos además que: 

1) Unn gráfica tiene un encaje en la esfora,si y sólo si puede encajarse en el 
plano. 

Pero no sólo eso sino que: 

2) Cuando G es una grlí.ficn plana, podemos asegurar que :J tiene un encaje en 
el que la región que se dlsee, se convierte en la r.:gión c.xterio~ ( denominamo9 exterior 
a la región no acotada). 

De modo que al suponer que la relación (3) - V RV HV- 1 Rv- 1 R "' 1- se 
satisface en algún diagrama de Cayley plano, podemos encajar ese diagrama en el 
plano de modo que la región exterior sea la inducida por VRVRV- 1RV-1R == 1 

(•« '• ''"'" ""' ,;,": 4m m mm 0, 
... V ................ 1 .. 

: ! 

.. h ............... A. 
A: B .. ....- "· ... ¡--¿ 
~ ............................................. V 

En el interior del polígono bicroruático encontramos todos los puntos del dia
grama, en particular del vértice A sa.le una arista verde que llega hasta a B. Aplicando 
la relación V RV RV-1 RV- 1 desde A llegamos al punto A', adyacente a A, por una 
arista roja. Al vértice A' llega una arista verde en sentido opuesto a la otra ari3ta que 
sale por A', esto es un absurdo, de modo que tenemos que rechazar la relación (3). 

(1) y (2) se cumplen en un único grupo plano. 

Veamos ahora el ca.so en que en el diagrama existe una cara bicromátíca de 
longitud 10. Se cumple entonces alguna de las siguientes relaciones: 
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(1) VRVRl'RVRVR=- l 

(2) VRVRVRVRV- 1R= 1 

{3) VRVRvm·- 1nv- 1R = 1 

(4) V RV Rv- 1 RV RV- 1 R = 1 

(Los demás son alguna permutación dclicn de ellas) 

En el caso {2) tenemos V RV RV R = RV.Rv- 1 y V RV RV RV- 1 mr R 1, 
combinando estas dos relaciones se sigue 

RV RV- 1 • V-lRV R == 1 por lo cual V RV- 2 RV = 1 

<le donde Rv-2 RV 2 = 1, relación que implico. que existen dos polfgonos verdPs unidos 
por dos líneas rojas, por lo que este caso tiene que ser descartado. 

En el caso (3) se sigue RV RV R'V- 1 RV- 1 RV = 1, qu~ al multiplkarse por 111 
izquierda con {3) se reduce a V2 = 1, que muestra que este cnso es imposible también. 

En el caso ( 4) tenemos la misma contradicción (el orden de V es dos), si mul
tiplicamos ( 4) por la derecha con su permutnci6n cíclica RV Rv-1RV1w-1 RV = l. 

De esta forma sólo (1) se puede cumplir en la cara decágono que aparece en 
nuestro diagrama de Cnyley. Vea ahora In figura que sigue. 

)//1~1>.: ', 2 

il. / , ....... ··' ' • \A re .. ,, ' . a 
\ f \,'' : / ' ,,,,~, / 

\ \, ~ i 

A~A, 
As As 

Consideremos ahora cualquier polígono P de 10 lados inducitlo por la relación: 
V RV RV RV RV R = 1 de vértices AA¡ ... AgA, supongamos que B es un punto en el 
interior de P, alguna arista verde sale de alguno de los vértices de P, sin pérdida de 
generalidad podemos suponer que ese vértice es A1, aplicamos la relación (1) a A1. Se 
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afirma que la trayectoria. cerrada que resulta no tiene ninguna porción exterior a. P, 
pues de otro modo apll!"ece un cuadrilátero, hexágono u octágono, que satisface alguna 
de la..s rehu:ion¿i¡ V RV RV RV 11 = l, ¡,; R"V RFR = 1, V JW R "' 1, (rcnpectivamente el 
nct&¡~ono, hexágono y cuadrado). 

En el primer caso V"' R- 1 , lo que ·~i imposible, pucn V y R son independientes; 
en el segundo V RV R = 1, por lo tanto hay dos polfgonws verdes unidos por dos líneas 
rojas; en el tercero V RV RV R = 1, entonces tendría una cara hexagonal.~ 

Demostración: Lema 2.11 Suponemos ahora que dos polígonos verdes están unidos 
por a lo m!Í.s una línea roja, por lo que el número más pequeño de lados para una cura 
bicromáticn es seis. Por el lema 2.15 los órdenes posibles pura el generador verde (no 
involutivo) son 5,4 y 3 analizaremos los tres ca.qos. Por la fórmula de la característica 
de Eulcr, y como la valencia es 3 tenemos las ecuaciones(•),("): 

s N 
C == L C; = ? + 2 ( •) 

i=3 -

s 
LiC; = 3N ( .. ) 
i=3 

1) Supongamos que V 5 = l. En este caso N/5 = C5 , C3 =O, C4 =O, las ecuaciones 
(*)y(**) se transforman en 

(a) C6 + Cs+ C10+ ... =1i + 2- Cs = '~ - ~ + 2 

(b) 6C6 + BC8 + 10C10 + ... = 3N - 1iC5 = 3N - N = 2N 

por lo cual multiplicando (a) por 8 y substrayéndolc (b) 

2N , 
2C6 = 5 + 2 + (2C10 + 4C12 + ... ) 

En consecuencia deben existir caras bicromáticas de longitud O, por lo que 
gracias al lema 2.16 todas son de esa misma longitud y satisfacen una misma relación 
(VR) 3 =l. 

Por lo que: 

C5 = Jt, 06 = lf, 06 son sólo caras bicromáticas 

de donde !{- + ft- = !{-- + 2 
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6N + lON - 15N = 2 N = 60 
30 , 

Entonces sabcmoo que el grupo CtJ de orden 00 y tienf' una presentaci6n: 

(V, RIV 5 = 1, R2 = 1, (V R) 3 = 1) 

que salvo isomorfuimo es As. 

2) Supongamos que V 4 = l. En este en.so N/4 = C4, C3 = O, Cs = O, (*) y (**) se 
transforman en 

(a') C5 + Cs + C10 + ... = fJ. + 2 - C4 

(b') 3C5 + 4Cs + 5010 + ... = N 

por lo que substrayendo (b') de (a') 

C5 =8+ (C10+ C12 + ... ) 

Por el lema 2.16 también en este caso debe existir alguna ca.ra bkromática de 
longitud 6, por lo que todas las ca.ras bicromáticas son de esa longitud, satisfacen la 
relación (V R) 3 = 1 por lo que: 

e,= !f, C5 = /f;-

de donde !{- + lf - Jf = 2 

6N + SN - 12N = 2 N = 24 
24 ' 

Entonces sabemos que el grupo es de orden 24 y tiene una presentación: 

(V, RIV4 = 1, R2 = 1, (V R)3 = 1) 

que salvo isomorfismo es 84. 

3) En este caso V 3 = 1, teniendo entonces C.¡. = O, Cs = O, (*) y (**) se transforman 
en: 

06 +Ca + C10 + ... = i + 2 



3C6 + 4Cs + 5C10 + ... = N 

por lo tanto 

3G6 + 2C8 + C10 = 12 + ( ... ) 

de donde inferimos que deben existir caras bicromáticas de 6, 8 6 10 lados, por 
lema 2.17 las caras bicromáticas son de uno de esos tres tamaños, y satisfacen una 
relación específica. Podemos obtener entonces las siguientes P"escntaciones: 

a) Cuando toda.s lll.'I caras bicromáticas son hexágonos: 

C3 = ~. C6 = !(;-

N = 12 

con presentación (V,R\V 3 = 1, R2 = 1, (V R) 3 == 1) que es A4 

b)Cuando todas son octágonos. 

C3 "' ~. Cs = t¡. 

N= 24 

Tenemos dos presentaciones distintas en esta situación 

(V, RIV3 = 1, R2 == 1, (V R) 4 = 1) 

que es otra presentación de 84 y 

que es una presentación del grupo Z2 x A4 (isometrfas del octaedro). 

c) Todas son decágonos: 

N=60 



Claslnc•clón d• loa dlair•mas ol•no1 38 

(V,RIV 3 = 1,R2 = 1, (V R) 5 = 1) 

Es una presentaci6n clásica del grupo A5.~ 

PROPOSICION 2.18 Sea CLJ.(I') u11 diagr1ww. de 011ylcy plano en al menos tres 
generadores, entonces todos son involutivos y r tiene una present&ción de Ja forma: 

(X1,X2,XslXr = x? = xs = (X1X2) 2 = (X1Xs)2 = (X2Xs)q) 

(XIiX2,XslXl = x? = xs = (X1X2) 2 = (X1Xs} 3 = (X2Xs}3) 

(Xi.X2,XzlXf ==Xi= XS = (X1X2) 2 = (X1Xs)3 = (X2Xs) 4) 

(X1,X2,XslXr = x? =X~= (X1X2)2 = (X1Xs)3 == (X2Xs) 5) 

y los diagrama.s de Caylcy 11Sociados son los siguientes: 
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(Los diagrame.s aparecen siguiendo el orden de le.s presente.cioncs y se omite el 
último.) 
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Demostración: Supongamos que uno de los generadores es no involutivo, para que el 
diagrama sea plano algún generador, digam08 x, es involutivo. Retiremos del diagrama 
todas lus aristas de color x. Cada componente del diagrama restante es un diagrama 
de Cayley plano en dos gencradoreg, r.l menos 11no no involut!vo, cada componente es 
una copia de alguno de los diagramrui en dos gcncradoreg que ·:irnos anteriormente. 

Sea K una de esas componentes. De la clasificación de los diagramas en dos 
generadores que se realizó en las proposicionee 2. 7 y 2.14, K contiene un ciclo C tal 
que en su interior hay puntos de K. Considere P un punto del diagrama que esté en el 
interior del ciclo C. Existe una arista de color x que parte de P. Esa. arista no puede 
unir dos puntos de K, porque en ese caso el generador x serla combinación de los otros 
dos, que no es posible. Necesariamente la arista une a K con otra componente K' que 
está contenida en el interior del ciclo O, en alguna de sus caras. Este proceso se repite 
para. K' obteniendo una tercera componente y así sucesiva.mente. Se tiene entonces que 
el diagrama tiene una infinidad de puntos lo que es una contradicción. 

Afirmarnos ahora que los polígonos bicromáticos son caras, la demostración 
recuerda mucho la demostración del lema 2.5: 

Considere un polígono bicromático (rojo-verde) P de vértices A1, .. Ak> supon
gamos que en su interior hay un punto x unido al vértice A1 por la arista café C; desde 
A1 apliquemos la relación (RC)'\ con ,\el orden de RC (vea la figura). 

,._ ..... ·--·-- . 
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La trayectoria inducida T por esa rdll.Ción está. totalmente contenida en el 
interior de P, pues si M = A1(RC).\-• fuera el último punto de P que toca. T, desde 
M podemos regresar a A1 por una. trayectoria. en rojo y verde que: parte de M¡ esta. 
trayectoria induce una expresión W en loa doo generadores R y V. Obaerve que tenemos 
entonces la relación (RC)"-•w = l. 

Si a.plicn.mos la. relación (RC)"-•w = 1 a.1 punto xRC = x¡ en el interior de 
llegamos por (RC)-'-• a. un punto en el exterior de P, pero por W no podemos regresar 
a. xi. ya. que tendr(a.mos que cruzar el polígono P, y en loa vértices de P llegan ya. a.rista.s 
rojas y verdes. 

Las ca.ras de ca.da uno de los vértices están entonces determinada.a, en cada. 
vértice comienzan tres cuas bicromáticas¡ MÍ que cualquier otra relación del grupo r 
vista como ca.mino cerrado en la esfera se puede expresar en términoe de esta.a tres 
relaciones (pues S 2 ea simplemente conexa). 

Con esto podemos asegurar que los grupos planos en tres genero.dores tienen 
una presentación de la forma: 

Las caras del diagrama son de tres tipoe sol!u:nente: roja.s-verdes, rojas-ce.fés y 
verdes-cafés. las ca.ras son de lo~itud 2¡:-, 2q y 2r respectivamente. Si N es el orden del 
grupo ha.y fp ca.ras rojo-verde, !? caras rojo-verde y ~ caras verde-café. Poniendo en 
términos de las ca.ras la caracteristica de Euler: 

N 1 1 N 
C=-+-+-=-+2 2p 2q 2r 2 

por tanto multiplicando por .'), la ecuación: 

1 1 1 4 
-+-+-=1+
p q r N 

1 1 1 
-+-+->1 
p q r 

El más pequeño de los denominadores tiene que ser dos, pues ! + ! + ! = 1 
y las otras dos, p y q, satisfacen: ~ + ~ > ! lo que implica que (p - 2)(q - 2) < 4 
obteniendo de esta forma los siguientes casos para [p, q]: 
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[2, q],[3, 3),[3, 4),!3, 5] 

Las presentaciones obtenidas son las siguientes: 

(X1,X2,X3!XÍ == x:j = x? = (X1X2) 2 = (X1X3f = (X2X3) 3) 

(X1,X2,Xs!XÍ = x:j = x? = (X1X2) 2 = (X1X3) 3 = (X2Xs) 4) 

(X1,X2,Xs!XÍ = x? = x§ = (X1X2) 2 = (X1X3)~ = (X2X3) 5) 

Que son los grupos de simetrías de los s6lidos platónicos. 

Es interesante notar que estos grupos admiten una representaci6n por un grupo 
de transformaciones en el espacio generado por tres reflecciones, tal que sus planos de 
reflección forman ángulos h~. (vea [Co]). En la esfera loa planos de reflecci6n cortan 

~., 

un triángulo esférico, los ple.nos de reflección se cortan en un punto, que es el centro 
de la esfera (vea la figura que sigue). 

La clasificación de los grupos planos ea resultado de clasificar a los diagramas 
de Cayley planos que sean mínimos en el conjunto de genera.dores, todos elloR aparecen 
en las figuras de las proposiciones de este capítulo {casi todos, algunos son realmente 
difíciles de dibujar) pero hemos en realidad clasificado todos los diagramas planos, pues 
para los casos descartados no hay diagramas planos. 

Con esto hemos terminado este capítulo. Como se habrá notado claramente, 
la técnica usada para clasificar a los grupos planos es simple y bonita, pero muy larga 
y llene. de detalles. Es manifiesta, además, la relación entre los grupos planos y las 



simetr!BB de los sólidos ple.tónicos, lo que sugiere une. fom1a más sencilla. de hacerlo (el 
objeto del capítulo siguiente). 

Es interesante hacer notar que aunque 11.lgunoo grupos como A5 tienen variM 
presentaciones planas y aparecen en la c!BBificación más de uno. ve:.:, no todM su.s 
presentaciones lo son. En el primer apéndice he.remos un a.r.á!isiJI de los grupos finitos 
de isometrías y de las presentaciones que usamos en esta parte. 
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A hora invita.moa al lector a olvida.r un poco lo hecho en el capítulo n.nterior. 
Va.moa a estudiar algunos aspectos que rclaciona.n la teoría de poliedros con la 

teoría de las Gráficas y volveremos a nuestro objetivo principnl relacionado a los grupos 
de isometrlas del espacio. 

En 1934 Steinitz demostró que: 

PROPOSICION 3.1 una gráfica es el esqueleto de un poliedro si y sólo si es una 
gráfica 3-conexa y plana 

Demostración: apéndice dos.~ 

más adelante Grünbaum conjeturó, en 1967, que: 

PROPOSICION 3.2 Toda gráfica poJiedraJ G tiene una realización como el esqueleto 
de un poliedro P tal que cada automorfismo de G está inducido por una simetría de P. 

Este poderoso teorema fue demostrado por P.Mani en 1972 pcrfaccionando algu
nas de ln.s ide!l.'l originales de Steinitz. La demostración puede verse en "Automorphi.s
men von Polyedriachen Gre.phen" ,1972 Me.thematischen Annnlen. 

Este resultado es importante pe.ra nuestro estudio de los grupos planos, nos va 
a permitir relacionarlos con los grupos de isometríru; en el espacio. 

A principios de este siglo, Klein, en su obra "Lectures on the Icosahedron" 
publicó una demostración popular de la clasificación de estos grupos (la original es de 
Hessel,1830). 

GRUPOS FINITOS DE ISOMETRJAS 

EN EL ESPACIO 

Cn X Z2 
Dn X Z2 
A, X Z2 
84 X Z2 
As x Z2 

Los detalles de la cln.sifice.ción de las isometríll.'l en el espacio los puede ver el 
lector en el apéndice uno. La lista de estos grupos es la misma que la lista de los 
grupos planos. Vamos a hacer ver el porque de este. relación, demostrando el siguiente 
teorema: 
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TEOREMA 3.3 Si C t;. (r) <--+ S 2 , entonces r es un grupo B.ni(o de isometrius en e/ 
espacio 

Demoatraclón: La idea intuitiva de la demostraci6n es que, la acción del grupo del 
que se obtiene el diagrama C t\ (f), se extiende a lu.s c1<rM J.d encaje, Pu<'<le actuar 
por isometrlns gracias n la simetría del dif,grhllla ( ci diagrnrnl\ "'' e! C!lqueleto de un 
poliedro}. 

Específicamente por la proposición 3.éí Ct;.(r) es un ciclo o bien una gráfica 
po!iedral, en el primer caBo r es un grupo dclico y por tanto un grupo de isomet.rfaB. En 
el otro caso la proposición 3.2 garantiza que cada automorfismo del&. gráfica auhyacentc 
al diagrama es inducido por una isometría, por el teorema 1.10 ( q11e identifica a r con 
los automorfismos coloreados de e!:;. (r)) r es subgrupo del grupo de aimetrÍ!ID de un 
poliedro (el de la proposición 3.2) y por tanto ea un grupo fln~to c!e isornetr!as. ~ 

Ahora estamos en posibilidad de clasificar directo.mente a los grupos planos: 

TEOREMA 3.4 Sir es un grupo plll.Ilo (es decir, existe un conjunto de generadores 
Li tal que e t;.(f) <....; S 2) entonces r es alguno de los siguientes grupos: 

e,. x Z2 
D,. X Z2 
A, x Z2 
s, X Z2 
As X Z2 

Demostración: Nuestra demostración es directa, por el teorema 3.3 si r es plano 
es grupo finito de isometrlas, basta exhibir pa:a cada grupo finito de isometrías una 
presentación que de origen a un diagrama. plano, pero esa es la parte sencilla. pues se 
conocen bien las presentaciones de esos grupo (vea.se [CoMo)). De hecho ya se tienen 
todas las necesarias en el capítulo pMado (sobran) y no las repetimos. ~ 

Ahora solo nos resta la parte técnica; demostrar la proposición 3.5 

PROPOSICION 3.5 Si C Li (f) <---> S 2 , entonCf•.s eB un ciclo o bien es una gráíic1.1 
poliedral 

Demostración: Es consecuencia inmediata. del lema 3.6 pues los diagramas de Ca.ylcy 
tiene como gráfica subyace11te una gráfica transitiva, en el diagrama. actúa transitiva
mcnte el grupo que le dio origen¡ a.demás por hipótesis el diagramo. es Jllano, y por la 
proposición 3.1 es poliedral.~ 

En la demostración del lema 3.6 se utilizará un resultado de Víctor Neuma.nn-
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Lara en conexidad de gráficas y separadores. 

LEMA 3.6 Una gráfica G conex11 y traIL~itivn de valcncin al menos 2 es tres conexa o 
bien es ciclo. 

DEFINICION U:i scp.u.,Jvr .·l ue una gráticn (; es un subconjunto dl' In< 1·érticcs 
de G con In propirdad de que G A c. A 1 U A2 con A¡ subgrli.Ec11 no vacía de G y 
A¡ n A2 = lji. 

Recuerde que una grñficn es n-ronac1 si no tiene separadores de cardinalidad 
n - l. 

DEFINICION Dados dos separadores A,B de}¡¡ gráfica G, que la scparll!I en A¡, A2 
y B1,B2 una Escuadra E¡j se define como: E¡j"' (AnB) U (A;nB) U(Bjn A) donde 
i,j E {1,2}. 

Lema(Neumann-Lara) Consideremos dos separadores A y D de Ja gráfica G, 
A pnrte a /a gráfica en A¡, A2 y R fo p11rte en B¡, B2. Si Ak n Bm i <P la cscuadr11 Ekm 
es un separador de G. 

Este resultado tiene una presentación gráfica muy llamativa, vea la ílgura donde 
se señala la escuadra Eu: 

A A2 

,....____----! 8 

En la figura las dos barras que se cruzan formando una cruz representan los 
separadores A y B !ns porciones a sus lados son Ia.s componentes que deja cada uno de 
sus separadores; una escuadra está azurada, el lema asegura que si la esquina A1 n B¡, 
que encierra la escuadra, es no vacía, la escuadra la separa del conjunto A2 U B2. Por 
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esta imagen Neumann-Lara nombró a este lema como Lema de la Crui:. 

Demostrac!ón: SupongamOB que F = A1 nfl1 f- <f, la.s hristns qn« ;;alen de F no lleg"n 
a B2 pues D es separador, tampoco llegan a A2 pues A e.s sepn.rador, llegan entonces a 
la escuadra E 11 , que es entonces un separador. ~ 

Demostración: (Lema 3.6) Los nutomorfismos de una gráfica transforman separado
res en separadores, observe además que toda gráfica transitiva es al menos dos conexa, 
pues toda gráfica tiene puntoo que no son de corte (los punto~; a mayor dietancia en la 
gráfica) y por ser transitiva ninguno es punto de corte. 

Supongamos que G no es tres conexa, entonces existe A= {X, Y} separador de 
cardinalidad dos en G, podemos suponer además que el tamaño de la componente A1 es 
el más pequeño posible en una componente, de entre todos los conjuntos separadores con 
dos elementos de G. Ai es no vacío, sea Z uno de sus vértices, existe un automorfismo 
de G que manda X en Z. 

Afirmamos que la imagen de Y bajo el automorfismo pertenece a la componente 
A2• Para demostrarlo aplicaremos en dos caaos sucesivos el lema de la Cruz,observe 
que las imágenes de X y de Y forman otro separador que llamaremos B : 

1) La imagen de Y es un vértice de A1 n B. Vea las figuras siguientes: 

81 

z ft'. l 
y 

Si A2 n B2 es no vado, por el lema la escuadra Ez2 es un íleparador, pero la 
escuadra es a lo más de un sólo elemento y en las gráficas transitivas no hay puntos de 
corte; con esto llegamos a la contradicción, siendo en conclusión A2 n B2 = </>. Por la 
hipótesis de que Y es un vértice de A1 n B, A n B = t/J y B n A2 = </>. 

El punto Y está en A n B2 o bien en A n B1 (no puede estar en A n B pues 
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los separa.dores A y B Ron de cardinalidad dos), es!IS dos situaciones laB mostrnmos en 
las figuras anteriores. Cuando Y E A n B1, Ai n B2 tiene que ser vacío pues sino el 
separador B deja como una de sus componentes n Ai n R~ pr>ro es un?. componente 
del separador B de menor cardinalidad que A1; r.omo A¡ n B2 ')S vacío llegamos a una 
contradicción pues entonces B no es separador en consecuencia Y <f- A n B1. 

Y tiene que estar en A n B2 pero entonces podremos demostrar que A no es 
separador, porque la escuadra E21 no puede ser separador (consiste de un solo punto), 
entonces A2 n B1 = e¡,, y por lo tanto A2 = q,. En conclusión Y no es un vértice de 
A1 nB. 

2) La imagen de Y es un vértice de A n B. Vea In figura siguiente: 

Si A2 n B2 es no vado, por el lema de la cruz la escuadra E22 es un separador, 
pero la escuadra es de un sólo elemento y en las gráficas transitivas no hay puntos 
de corte. Con esto llegamos a una contradicción, de modo que A2 n B2 es vacío, por 
hipótesis también A2 n B lo es y podemos demostrar que A1 n B2 = </1, ya que, de no 
ser vacío, el separador B tiene una comp<mente (A1 n B2) de !llcnor t::unafio que A¡. 

Por lo que la única posibilidad es que la imagen de Y esté en A2 n B, vea la 
figura que sigue: 
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Por último vamos a demostrar qne el punto Z, imagen de X bajo el automor
fismo, es el único punto en A1. De nueva cuenta usaremos el lema de la Cruz: 

Vamos a ver que no hay puntos de la gráfica en A¡ n ll¡ ni en A¡ n B2. Como 
se presenta en la tigura anterior, si A¡ n B1 es no vacío, lP. escuadn_ E 11 es separador, 
pero entonces d liurmi10 de la co1111rnnenlc A1 ÍI D1 es cstrice>1mente menor que el de 
A¡, pues le falta el punto Z; esto contrndict' la 8Uposición que hicimos respecto a la 
minimalidad de A 1 . En conclusión .·1 1 n B 1 es vacío. De 111. misma manera se demuestra 
que A¡ n D2 es vacío, por lo que el único vértice en A 1 es Z. Bajo la hipótesLs de que 
X y Y forman un separador, Z es adyacente a X y a Y, entonces Z es un vértice de 
valencia dos, en conclusión todos los vértices de la gráfirn son de valencia dos. Por la 
hipótesis de que la gráfica es conexa la gráfica es necesariamente un ciclo. ~ 
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os grupos finitos de iaometríM en el espacio fueron enumcradoo por primera vez 

L en 1830 por Heasel, pero su obra como la de muchos pennaneci6 ignorada hMta 
que E. Hesa la repub!ic6 en 1897. La primera demostración de libro de texto se 

puede encontra.r en "LecturC8 on the IcM1thedro::." <l~ F~lix Kiein. Lss ideM esencialeR 
de la c!IU!ificaci6n r,on las aiguienU>.1i: 

Todo grupo finito de isometrfa.s deja invuriante al menos un punto, que geométri
camente es el baricentro de todas las imágenes de un punto dado bajo la acción del 
grupo. El punto invariante nos permite pensar al grupo como actuando en una esfera. 
Por otra parte toda isometría que deja lUJ punto fijo es la reflección sobre un plano que 
pasa por el punto, o bien el producto de dos o tres ref!ecciones con esa ca.racter!stica. 
Se dice que una iaometrla, que se forma del producto de dos ref!ecciones con un punto 
fijo, es una rotación. 

Se muestra entonceu que: 

Loa únicoa grupoo finitos de rotacionea son 106 f;'t'Upos de simetrías rotocionales 
de los siguientes poliedros: 
1) La pirámide p-agonal 
2) La dipirámide o diedro p-agonal 
3) El Tetraedro 
4) El Cubo o el Octeedro 
5) El Dodecaedro, el Icosaedro 

El grupo completo de simetrías de esta.s figuras contiene rellecciones, pero por 
el momento sólo nos interesan rotaciones. 

A la pirámide p-agonal claramente corresponde el grupo cíclico de orden p. La 
dipirámide admite además una rotación de 180 grados, que permuta los puntos x y 
-x, corresponde al grupo diédrico Dp. El grupo de simetría.s completo del Tetraedro se 
encarga de permutar los cuatro vértices de forma regular, ca entonces el grupo simétrico 
S.¡,; el subgrupo de simetríBB rotacionales es de índice dos y corresponde al grupo A4. 
Las rotaciones del Cubo permutan sus cuatro diagonales (uniendo pares opuestos de 
vértices), por tanto 84 es el grupo de simetrías rotacionales del Cubo (y por t;,,uto de 
su dual, el Or.t.aedro). 

Los veinte vértices del Dodecaedro pueden distribuirse en 5 conjuntos de modo 
que sean los vértices de 5 Tetraedros inscritos. Cada rotación permuta estos cinco 
Tetraedros, y gracias a esto podemos establecer un isomorfismo entre las rotaciones y 

el grupo As. 

Cuando se tienen clasificados a los grupos rotacionales de iaometrías, es más 
sencillo determinar cuales son todos los grupos illométricos: 
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Una inversi6r1 central es una transform1J.Ción que a cndn punto x lo trnnsformn en 
su punto a.ntípodn -x. Como se observó nnteriormcnte, todo grupo finito de isometrfa.s 
tiene un punto fijo. Es sencillo demootrnr que lM isometríliB, que dejan fijo un punto, 
pueden expresarse corno la composición de una rotación y una inversión central, donde 
el origen de coordenadn.9 es el punto fijo. A la composición fl,, un:: rotnción con una 
invcrsi6n Cf'ntn!! b . ..::lcuouUuu.remog une invcrss"óri rot<Jtor1·a. 

Si un grupo finito de isometríns r cou~iste sólamente de rotaciones, es uno de 
los grupos considerados anteriormente. De no ser 1c9í,r contien0 un grupo de rotaciones 
G como subgrupo de indice dos, r es un grupo de orden 2n, que comiste den rotaciones 
R¡, R2, . ., R., (!011 elementos de G) y del mismo número de im·ersiones rotatorias. 

Esto se explica al considerar, que si el grupo const.u de m inversiones rotatorias, 
T¡, Ti, ... , Tm, podemos multiplirnr por T¡ cada elemento del grupo con el objeto de 
expresar las mismas n + m isoruetrÍll.9 como: T/T1 y R;T1 . L'L5 n isometríns Jl,;T¡ son 
inversiones rotatorin», y las m isometdns 1jT¡ r,on rotaciones por lo que m .-~ n. 

Si la inversión central Y pertenece al grupo de isometrfas r, r es en renlidnd 
el producto directo G x {Y} =:: G X Zz. Esto se debe a que entonces las n inversiones 
rotatorias son simplemente R.; Y, o lo que es lo mimno, Y ll,;. 

Cuando Y no pertenece al grupo, las 2n transformaciones R,: T¡ Y forman un 
grupo de rotaciones de orden 2n que til'ne la mism& tabla de ruultiplicnción que el 
grupo r' puc.:; teHemoo que si ll,;Tj "" Tk 

De esta forma r es isomorfo n un grupo de isometrá.s rotncionales de orden 2n, 
que tiene como subgrupo normal al subr,rupo G de orden n. En este caso llnmaremos 
a r grupo Mixto. 

P<i.ra t<:rwinar nuestra clasificación, tenemos que buscar pares de grupos rota
cionales relacionados de ln manera descrita. Estos paren son: 

Con esto podemos completnr In tabla siguiente, donde se muestra a todos los 
grupos clasificados: 



GRUPOS FINITOS DE ISOME.~1'R1A.S 

EN EL ESPACIO 

Grupo• Rot•cionalea 

Gn 
Productoo dircctru 

Gn X Z2 
Grupo. Mixtoe 

C2,.Cn 
D,.Cn 

DJ,.Dn 
S4A4 

Dn Dn X Z2 
A4 A. X Z2 
S4 S4 X Z2 
As As x Z2 

Los grupos planos son eaencialmentc éstos; en la prim<?ra clasificación que ofre
cimos, usamos varias prcscntncionea de estos grupos, sobre todo al clasificar aquéllos 
que tenían prcsentacioncu en dos generadorcg¡ vamos a estudiar algunas de estas pre
sentaciones corno simetrfns de los poliedros mencionados. 

Queremos mostrar la geometría de cada una de h1.s presentaciones usada.~. 

Para el grupo diédrico apnreccn dos prei;i;ntaciones: 

(R, v¡ R2 = 1, v2 = l(RV).I: = 1) 

(R, VI R2 = i, vk = i(v R) 2 = 1) 
En el primer caso tenemos que puede ser pensado como el grupo de rotaciones del 
diedro, que puede ser generado por dos de sus rotaciones, vea las figuras: 

Del grupo A4 {las rotaciones del Tetrncdro) aparecen las siguientes presenta-
dones: 

(R, v¡ V~= l,R2 = 1, (V R) 3 = 1) 
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(R, VI R3 = 1, V 3 = 1(RV)2 = 1) 

que geométricamente r.orresponden a las siguientes parejas de rotaciones en el Tetraedro 
(ambas pll!'ejas generan): 

Del grupo 84 apll!'ccen lo.s siguientes presentaciones: 

{R, V\V 4 = 1, R 2 = 1, (V R) 3 = 1) 

(R, V\V 3 = 1, R2 = 1, {V R)4 = 1) 

En el Octaedro podemos visualizar dos parejas de rotaciones que cumplen las 
mismas relaciones, En Ja figura se representa al Octaedro, y se marcan las rotaciones 
con sus ejes respectivos: 

El grupo A5 aparece varias veces en la clasificaci6n, tenemos las presentaciones 
siguientes: 
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(R, v¡v5 = 1, R2 == 1, (V R) 3 = 1) 

{R, V /R5 = 1, Y3 = l(RV) 2 = 1) 

{R, ''\F 3 
,_, 1, R2 = L (V R)5 == 1) 

En las figuras que siguen, se muestra la realización geométrica, por simetrías 
rotacionales en el Icosaedro. 

Es interesB.Ilte notar que el grupo de rotaciones del Icosaedro también se puede 
representar geométricamente como el grupo generado por las dos rotaciones de periodo 
tres, que mostramos en la figura que sigue; sin embargo esta presentación no produce 
un diagrama de Cayley plano. 



GrUPol nnltot dt liomttrf;u an ti ••~doSS 

Los grupos de simetrlM de los s61idoa plat6nicoo tienen 111.!1 siguientes presenta
ciones, que geométricamente son grupos generadoo por tres reflecciones. 

(X¡,X2,Xs!Xl = x? = x? = (X1X2)2 = (X1X3) 2 = (X2X3)9) 

(X1,X2,X3!XÍ =X?= XS"" (X1X~)2 = (X¡X3)3(X2X3) 3
) 

(X1,X2,XslXÍ = x? = xs = (X1X2)2 = (X1X3) 3 (X2X3}~) 

(X¡,X2,X3jXf =X?= X~= (X1X2)2 = (X1X3)3(X2X3}5) 





E n este apéndice se pretende establecer la relación entre las gráficas planas, 3-
1 conextl.B y loe poliedros. Steinitz dem05tr6 el teorema siguiente considerado 

fundamental en In teoría de poliedros: 

Una gr<iíka e~ ..,¡ t!tl<.¡ueleto <le uu pollc<lro 111 )' sólo •i "" h·cu concx« 
y plann. 

Vamos n presentar unn demostración sencilla y bonita de Grünbaurn, para lo 
cual vamos a necesitar las siguientes nociones: Un subconjunto de R" definido por 
un conjunto finito de desigualdudcs linrnks es claramente un conjunto convexo, que 
nosotros llamaremos un poliedro. Un poliedro X en R3 está acotado por planos, un 
subconjunto de X que esté contenido en uno de loo planos se denomina cara del poliedro 
X, la intersección de dos caras de X es una arista y la intersección de dos aristrui es 
un vértice. (Para que nuestra definición de poliedro coincida con la imagen sólida que 
tenemos de él, pediremos que su interior sea r.o vacío). 

Un plano H e;; R 3 es .,aporte del poliedro X si oX n H '/ •P y X e;; ¡¡+ o bien 
Ji- con¡¡+ o¡¡·- los medios espacios cerrados marcados por H. 

Vamos a usar en la demostruci6n del teorema ei lema que sigue: 

LEMA B.1 Sea V un vértice de un poliedro M y H+ un medio espacio cerrado 
determinado por ci plano H, ta/ que v E Ji y ta./ que todas lns aristas incidentes en v 
pertenecen a H+. H es un plano de soporte para M. 

Demostración: Supongnmoa que existiera un punto u. de /..f en¡¡-, por ln convexidad 
el segmento T = tu.+ (1 - t)v está. contenido en M, T cruza el plano H y por tanto 
exist~ una arista que sale de v que cruza H y que no está contenida en ¡¡+ .~ 

\ 
\ 

\ 

\u 

H 

TEOREMA B.2 Una gráfica es e/ esqueleto de un poliedro si y sólo si es tres conexa 
y plana. 

Demootraci6n: Con el lema B.1 podemos probar la necesidad de IWJ condiciones del 
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teorema. de Steínitz: 

Consideremos J.,f un políi!dro, tal que su esqueleto eR l'l. gráfica G formada. por 
las arista.s y vértices de M. Es suficiente mostrar que G es tre.s conexa (plana, desde 
luego) y parn ello es suficiente mostrar qtw quitar dos vértices cua.lc.squiern no destruye 
b concxidRd º" In !(ráficn esqueleto. 

Sean u, v dos vértices de (; y Ha.::1cmns Q n la recta que pasH. pu.r d!c~. Sólo 
puede ocurrir que Q n intAf = rf> o Q n intl\f ¡l </i. gn el prim•,r u'~º cxi.,t.., un plano 
H de soporte que contiene a Q, u y ti son vértices de una mi:·nm cara F de Af . Sea 
H1 el plano de soporte de M parn!elo a ll, H' intersccta a Af en una cara, una arista 
o un vértice. 

/,/ .. ---· ;\~::-----_ _,.. lf,7 
~-----r--<--~--~·__.,· 

Observe que dado un vértice x de la gráfico. G -{u, t1} o está en 11 1 o bien cxL~te 
un vértice de x adyacente a x que está m!Íll cerca de JI que x. (Esto es consecuencia 
del lema anterior, pues si no el plano que pasa por x para.lelo a H sería de noporte, 
teniendo tres planos paralelos de soporte). 

Por este hecho de cualquier vértice x E G - {u, v} existe una. trayectoria que lo 
conecta a un vértice y E JI1 n J..f. Entonces G - {u, t1} es conexa: p!ll'a unir x y y en 
G - {u, v} se manda una trayectoria de x a x1 en H 1 y de y a y1 en ll1 y corno JI1 corta 
en una cara., una arista o un vértice de AJ, x1 y y' pueden unirse a. su vez. 

En el caso que Q n irit.M i rjJ considérese el pl1J.no JI que pasa. por u, v y algún 
otro vértice w ;¡,, la gráfica. G. Sean H 1 y H 11 los planos de soporte paralelos s H. Si 
X¡ y xz son dos vértices de G - {u,v}, i111y do~ posihilidades: que x, y pertenezca al 
mismo medio espacio generado por H o a distinto. 

Si están en el mismo medio espacio, la demostración de que se pueden conectar 
por una trayectoria. es igual a. la dei en.so anterior. Si están en distinto, podemos, por 
el caso anterior, asegurar que hay una trayectoria de x a. w y otra de w a y, p0r lo que 
se tiene la necesidad. 
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La. suficiencia de lirn condiciones de Steinitz es más ddicndn y se ha.Ha en una 
inducción sobre el número de aristnB de la grilfica plu.na 3-conexa, Dnda. unn grMica 
3-concxa. y plana G con vértices í', si denotamos como \.'k y Ck al número di' vértices 
de valencia k y rnrns <le longitu<l k en G rcs:Jectivamcnte, entonces: 

Sabemos que 2A = Lk>~ kC¡, y similarmente 2A 
plana V -· A + C = 2, esto da 

Lk2:3 kVk. Como G es 

I: kck + I: wk ~0 4A "'ff + .w - s ~ 4 ¿ vk + 4 I: ck -- s 
k2:S k2:S k2:3 k2:3 

oc.> Vs + G3 º"' 8 + L (h - 4)(Vk + Pk) ?: 8 
k?.5 

Esto dice r¡ur toda gráfica tres con,,xa plana ti<'nc nJ menos 8 elementos triva
lcntes: caras de longitud tres o vértices ele valencia :l. 

La reducción d~ una gráfica G es un procedimiento para obtener, a partir de 
una gráfica plana 3-conexa, otra. gráfica G' también plana y tres conexa. 

En las siguientes figuras se rrmestrn. como reducir un clemcnt.o tri·rnlcnte de la 
gráfica 3-conexa: 

Primero el caso en que el elemento trivalcn~c e,; 11n trii,ngulo tenemos lns cuatro 
trans formacioneB B¡). 



A 
a 

.... A 
a 

T' 

e 

b 

n 

a 

las cuatro reducciones A¡ se aplican a vértices de valencia tres. 

\ 
{ e 

.. -¿ ~~A 
b e ~ b e 

a e. 

V 

Cualquiera de las reducciones preserva conexidad (lema B.3): 
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Si G contiene un vértice de valencia tres que pertenece a la frontera de una cara 
triangular, la reducción de eae vértice reducirá el número de aristnB de G en al menos 
una. 

Si la gráfica origim•l G no contien" un vértice con tal<'>l caracterí.stica9 el lema 
B.1 nos Il..'3cgurn q't!c unn. S".!c:.:s~ó:i fin~t~ .:!.: ~·cC.~Lt. .. ..:!.:-11.k~> ubliga h que ;,,,¡nir•~Zcü. un vértice 
con tales cr.:acterfoticfl.3. 

Al aplicar la reducción y reducir el número de aristas cu al menos uno, ob
tenemos una gráfica 3-conexa G*. Por hipótc:Jis de inducción existe un poliedro p•, 
obtendremos un poliedro P de esqueleto G. Si obtuvimos a G* al apiicar una reducción 
B¡ a G, Pes obtenido de p• cortando el vértice v• con un plano que pasn por los puntos 
a, b, e (vea la gráfica corrcnpondiente). Si obtuvimos a e• al aplicar una reducción A; 
a G, P es el cMco convexo de p• y un punto v u0pu.ra<lo de P'. 

En el cruio de la reducción Ao, u tiene que ser el punto de intersección de los 
planos que contienen a las caras adyacentes ni t;iángulo t:i.. (Si ese punto no existe 
explícitamente como en el caso de que 2 de ccsoa p.lanos son paralelos, aplicaremos una 
transformación proycr.tiva que realice k intersección de esos planos.) 

En el cnso de la reducción 111, el punto u debe pertenecer a la recta de inter
sección de dos de esos planos. 

En el ca.so <le la reducción A.2, v oólo necesita estar en uno de esos planos, para 
la reducción A~ en ninguno. 

Sólo nos resta demostrar (lema B.4) que, con el proceso de reducción, en algún 
momento si reducimos el número de aristas en la gráfica y asf podremos aplicar la 
hipótesis inductiva.~ 

LEMA B.3 Lns reduccione.s preserva.n conexidad. 

Demostración: vea la figura que sigue. 
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G* a 

~ 
e 

b 

Llamemos e• a la gráfica obtenida de G por una reducción. Veamos la demos
tración de por qué en la reducción Ao se preserva la conexidad . Al retirar de e• los 
vértices {u, w} no involucrados en la xeducción Ao, e• - {u, v} es conexa obviamente, 
porque en la gráfica original G - {u, v} es conexa. Loa problemas pueden surgir al ser 
u o w vértices involucrados con la reducción Ao (vea la figura anterior), por ejemplo 
si u = a, w es cualquier otro vértice distinto de b y e, G' - {u, w} es conexa, pues 
G - {a, w} es conexa, para encontrar un camino entre dos vértices cualesquiera de 
G' - {u, w} se usa el camino que había entre ellos en G - {u, w} y sólo se cambian las 
aristas cuando se pasa por arist!IB removida.~ en la reducción. 

Para las otras reducciones se demuestra igual la propiedad.~ 

LEMA B.4 Dada una gráfica G tres conexa y plana, contiene una cara triangular uno 
de cuyos vértices es de valencia tres o bien se puede obtener G* por aplicar un número 
finito de reducciones, que es una gráfica tres conexa, plana y que contiene una cara con 
esas características. 

Demostración: Dada una gráfica G plana y 3-conexa se puede obtener una gráfica 
l(G) de la siguiente forma: Los vértices de I(G) son las aristas de G y uniremos dos 
de esos vértices, si y sólo si para algún encaje plano de G las aristas que representan 
son incidentes en un mismo vértice y son aristas de una misma cara. 

Obs~rvese, primero quo nada, que I(G) es piana y 3-conexa (porque G lo es) y 
cada vértice es de valencia cuatro, porque cada arista está en 2 caras y en cada una de 
ellas tiene dos aristas vecinas. 

Existe una biyecci6n entre las caras de I( G) y la unión de vértices y caras de 
G, que establece 

V(G) + C(G) == C(I(G)) 

Pero la relación que nos interesa es que dos caras A y B de l( G) tienen una 



aristn. en común cuando 

a) a A le corresponde un vértice de G y a B una <:ara de G. 

b) el vértic.i y cara corrcspandicntcs con adyaccntc3 c:i G. 

Observe que una cara triangular en G con un vértice de V11.lencia tres corres
ponde en I( G) n. dos triángulos adyacentes por una arista. 

Vamos e. demostrar que este. configura.ci6n efectivamente apn.rece en I(G) por 
aplicación sucesiva de reducciones en G. Esto se probará en lema B.11 requiriendo de 
las definiciones y los lemas anteriores a él.~ · 

DEFINICION B.5 Sea H una grálica plana, 3-conexa y regular de grado 4. La arista 
(i, g) E A(H) tiene continuación directa (i, k) si las aristas (i,J") y (j, k) en un encaje 
plano de H separar1 a las otras dos aristas que inciden en el vértice j. 

DEFINICION B.6 En la gráfica H mencionada, una trayectoria (io,j¡,f2, ... ,j,,) en 
Hes transversal si Vk E [l,n -1] UkiJk+1) es continuación directa de Uk-l•ik)· 

a) L consiste de un ciclo 1 llamado frontera del lente y los vértices y aristas que están 
en el interior de 1 en un encaje plano de H. 

b) El ciclo consiste de dos trayectorias transversales; io, i¡, i2 1 •• , in., io Y io 1 j¡,h, .. ,jm, io 
tales que en L las únicas aristllB que indden en io son (io, i¡) y (io,im), para io sólo 
inciden (io,i1) y (ío,i:n)· 
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DEFINICION B.7 Un lente Len Hes irreducible si .L no contiene subgráficns propias 
que también sean lentes. 

Un ejemplo ele lente irreducible es justamente la configuración que nos interesa 
encontrar en I( G). Con respecto a los lentes VU-TUos a probar una sucesión de vistosos 
lemas: 

LEMA B.8 Tocfa gnífica H plana, tres con,:x1• y c111tlLo rt;;ul;w· .:anti.ene u:i !c.r¡tc 

irreducible 

Demostración: Considérese el conjunto A de la.r, snbgráficas de H, que contienen un 
ciclo formado por a lo más dos trayectorias transversales. Este conjunto es no vacío, 
pues dado x EH comience en él una trayectoria transversal T, prolongue T hasta que se 
cruce a si misma formando un ciclo K. K es un ciclo formado por una trayectoria cerrada 
transversal. K pertenece entonces a nuestro conjunto, sea R un elemento mínimo en 
vértices del conjunto considerado. No puede estar formado por una sóla trayectoria 
transversal B, pues se tomaría entonces cualquier vértice y en el ciclo y a.partir de él se 
prolonga una trayectoria transversal (eso se puede hacer desde cualquier punto) hacia 
el interior de B. En algún momento toca de nuevo a B en otro vértice o se cruza a 
si misma, en ambos casos aparece un elemento de A de menor número de vértices, 
contenido en R.~ 

LEMA B.9 Si L es lente irreducible, la longitud de las dos tr:iycctorins que forman la 
frontera de L es la misma. 

Demostración: Por ser elemento mínimo en el conjunto mencionado en la demos
tración anterior, dado un vértice en la frontera ib al comenzar en él una trayectoria 
transversal T, T no se autointersecta, pues aparece un elemento de menor número de 
vértices; además T tiene que terminar en un vértice de la frontera también, pero en 
una trayectoria transversal opuesta (recuérdese que la frontera de un lente son dos 
trayectorias de este tipo), pues de terminar en la misma aparece un lente más chico 
contenido en L. 

De este modo cada vértice ik está unido a un vértice j 8 por una trayectoria 
transversal. De cada ik sale sólo una de esas trayectorias transversales, que llamaremos 
secciones, podemos producir entonces un aparcamiento entre los vértices de los dos 
bordes del lente. 

Con esto queda demostrado el lema.~ .. ::: 

U na sección se visualiza así: 



Observe ndemás que por cada ¡rnnlo dk en el interior del lente pasan dos scc-
ciones. 

LEMA B.10 Tocio lente irreducibh' contiene un triángulo ndyacentc 11 su frontern. 

Demostración: Si L no tiene puntos interiores, la cara de L incidente a io es un 
triángulo (vea la figura que sigue). ~ 

/' """ r ---·~ 

En el caso en que haya puntos interiores, sean éstos d¡,d2, ... ,dr. Sea h(d¡) el 
número de caras que estnn en la región, cuyas fronteras son 11L5 dos secciones 1 k> 1, que 
pasan por di (/,parte ele i,, 1¡. <le ik) y la transversal frontera que va <le ik a i,. 

Sea t E [l,r] tal que h(dt) = min{h(d¡),h(d2), .. .,h(dr)}. Se afirma que los 
vértices dt, ik> i, (i¡., i, son los vértices de donde p1uten las secciones que pasan por 
di) forman un triángulo. Entonces tenemos una situación como la que sigue: 

Si entre i, y di hubiera puntos intermedios de la sección 14 , se considera cual
quiera de elloR, digAmos x, y !n. otra cccción qu<: pasu. por x (además de l,) une a x 
con im en la transversal frontera. Esta transversal parte en dos a la región delimitada 
por d¡, ik> i,. Alguna de esas dos mitades tiene menos regiones, llegando a una contra
dicción con la construcción de di. De manera análoga en la sección l1; entre ik y dt no 
hay vértices. La región, que delimitan ik, is y d¡, es cara y es un triángulo en el lente, 
que incide en la frontera.~ 
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LEMA B.11 La aplicación de un mímero finito ele uducdone~ en G gr1Hic11 tres conex 
y plana induce fo aplll'ición de un !ente irreducible con sólo do9 car~.s en su interior. 

Sea K(I(G)) el número mínimo de ca.rat1 en un lente irreducible de I(G). 
Tenemos 2 :S K(I(G)) :S ~C(I(G)), (C(í(G)) ea igual al número de caras de I(G))). 
Para verificar la cota superior piense en la gráfica I( G) encajadn en la esfera, la frontera 
de un lente es frontera realmente de dos lentes, tanto una parte de la esfera como ln. 
otra lo son y el número de caras en alguno de esos dos lentes es menor o igual a la 
mitad del t~tal de caras. 

Por la biyección que existe entre carM de I(G) y caras y vértices de G 

K(l(G)) :S ~(C(G) + V(G)) =- A~G) + 1 < A(G) 

Si K(I(G)} = 2 entonces el lente irreducible correspondiente es el de la confi-
gura.ci6n que buscábamos: ~ 

De este modo las reducciones A¡, A2, A3 y B¡, B2, B3 efectivamente disminuyen 
el número de aristas en G con lo que terminamos la prueba. 

Si K(I(G)) > 2, por el último lema demostrado, en cualquier lente L con 
K(I( G)) caras en su interior existe un triángulo .:'.'., incidente en su frontera de acuerdo 
a que !::,. corresponda a una cara triangular o a un vértice de valencia tres en G; apli
caremos las reducciones Ao o bien Bo. En ambos ca.~os K(I(G.)) < IC(I(G)).~ 
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