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PROLOGO

E ste trabajo explora una interaccidn entre los conceptos de gréifica, grupo y su-

perficie. El concepto de género de un grupo fue definido por Arthur T. White
[Wh1] en 1972, desde entonces sc ha trabajado intensamente en clasificar a los grupos
finitos por su género.

En el primer capitulo enunciaremos la nocidn de género de un grupo, esto
lo haremos en términos de los conceptos de encaje de una griafica en una supesficie
y de diagrama de Cayley. Resultados obtenidos por Maschke ([Ma],1896) permiten
clasificar a los grupos de género cero (llamados planaes), en el capitulo dos analizaremos
los detalles de esta clasificacién. En el tercer capitulo se presenta una nueva forma de
¢clasificar a los grupos planos, se utilizan algunos resultades obtenidos por Mani [Man]
cn graficas poliedrales y resultados auxiliares de Victor Neumaun-Lara en conexidad
de griaficas. La idea principal de la clasificacién fue obtenida por Javier Bracho y el
autor, de algunas observaciones de L. Babai e Imrich [Balm].



CAPITULO UNO

- EL GENERO DE

UN GRUPO



E n este capitulo vamoes & especificar nuestro problema central y para ello vamos

a dar las definiciones necesarias. Comenzaremnos por especificar la nocién de
encaje de una grifica en una superficiec. Despues hablaremos de los Diagramas de
Cayley y con estos dos conceptos podremos relacionar de una forma interesante & los
grupos, las graficas y las superficies. A lo largo de todo el trabajo nos remitiremos a
{Ha} para lus definiciones bésicas.

Encajes de graficas en superficies

Una n-variedad M es un espacio topolégico Hausdorfl con base numerable tal que
todo punto de M tiene una vecindad homeomorfs a R®. A una 2-variedad compacta,
sin frontera le denominaremos una superficse. Las superficies estdn clasificadas en
términos de un invariante combinatorio de ellas, la caracteristica de Euler x(M), y su
orientabilidad:

Aquellas superficies que no contienen un subespacio homeomorfo a la banda de
Mbbius se denominan orientables y en otro caso se les Hlama no orientables.

TEOREMA 1.1 Toda superficie orientable M, tal que x{M) = k, es homeomozfa a
la esfera con 25-’5 =+ asas pegadas. + se denomina el género de M

TEOREMA 1.2 Toda superficie no orientable N, tal que x(N) = k, es homeomorfa
a una esfera con 2 — k = « bandas de Mébius pegadas. v se denomina el género de N

(En ¢l caso orientable, intuitivamente el género es el mimero de asas que forman
la superficie),

DEFINICION 1.3 Una grifica G con vértices V(G) = {vy,vg,.,ua} ¥ aristas
A(G) = {zy,22,..,Zm} se encaja en la superficie M (G < M) si existe un subes-

pacio de M, G{M), tal que:

G(M) = (Ui yvl) U (UFe,2h)

donde

i) v;,.,,uit son puntos distintos de M.

if) 2}, .z}, son m arcos abiertos disjuntos en M.

iii) a:; Nul=¢ parai€|l,n]yseli,m]

iv) 8i @y = (vj1,v5g) entonces el arco a,; tiene a "_,1'1 ¥ ”3‘2 como puntos extremos
(para toda j € [1,m]).

(En la definicién anterior un arco es la imagen homeomorfa de {0,1] y es abierto
si se le han quitado sus extremos.)

A las componentes conexas de M — G(M) las denominaremos regiones del enceje. En
el caso que toda regidén del encaje sea homeomorfa al disco de dimensién dos, diremos
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que el encaje es celular.

Al obterer un enceje de G en la superficie M, sl encaje se le puede asociar el
género de M, le llamaremos el género del encaje.

Vamos & garantizar la existencia de un encaje para cualquier grifica:
TEOREMA 1.4 Dada cualquier grdfica G, existe una superficie M, tal que G — M

Demostracién: Porinduccién en el nimero de aristas de la grafica. Sila grafica consta
8dlo de una arista, tiene naturalmente un encgje en la esfere, pues basta considerar
la imagen del intervalo [0,1], bajo un homeomorfismo a la esfera. Por hipétesis de
induccién cuslquier grifica con n aristas tiene un enceje en alguna superficie M. Para
una grafica G con n + 1 aristas retiramos cualquier arista v, el resto de la grifica G —v
la podemos encajar en M y la arista que falta lu agregamos encajando la arista v en un
asa que pegamos a M. &,

La caracteristica de Euler de M, el invarisnte mencionado, se puede definir en términos
de una grafica G encajada celularmente en ella como ¢l nimere de vértices de G menos
sus aristas més el nimero de regiones del encaje. Este ndmero es independiente de la
grafica y como dijimos determina a la superficie.

Hay otra definicién del encaje de unn gréfica en términos de complejos simpli-
ciales, que desde luego es equivalente a la anterior (vea [Mi],[Mo} y [Yo)); para nuestros
propdsitos basta la definicién anterior y manejar la intvicién de que una gréfica G se
encaja en la superficie M 81 G se puede dibujar en ella sin intersecciones impropias.

Los encajes de la grifica G tienen dos encajes con género mfnimo, uno orientable
y otro no orientable. A todo lo largo de este trabajo nos ocuparemos sélo del caso orien-

table, pero si haremos la observacién de que zlgunos teoremas tienen su contraparte
no orientable. Al hablar de género nos estaremos refiriendo al género orientable.

DEFINICION 1.5 Elgénero de la grifica G, 4(G), es el minimo de los géneros de
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encajes de G en superficies orientzbles.

Como ejemplo piense en K5, como sabemos es una gréfica que no es plana, sin
embargo tiene un encaje en el Toro {vea la figura siguiente), que es un encaje de género
uno, es entonces Ky una griafica de ylnero uno,

El género de una grafica ha sido estudiado & profundidad por su relacién con
¢l teorema de coloracién de mapas (ademds de él de Jos cuatio colores). A la fecha hay
muy pocas familias de grificas para las cuales se conoce su género. Muchos autores
han trabajado en determinar los géneros de grificas muy conocidas o que tienen un
interés especial para otros problemas ( como es el caso de la determinacion del género
de K, para el problema de coloracién de mapas). Ringel determiné que el género del
n-cubo Q,, estd dado por 4(Qn) = 1 + 2""3(1; - 3) para n > 2. Auslander, Brown y
Youngs exhibieron una familia de graficas Gy, para la que 7(G ) = n. Ringel encontro
que el género de la grifica Ky, €3 [ﬁl‘:j&@:ﬂlj Ringel ¥ Youngs mostraron que el

género de la grafica completa X, es [m;%"—_ﬂlj {vea [Wh2]). La técnica usual para
determinar el género es usar la férmula de la caracteristica de Buler en términos del
género k de la superficie:

V-A+C=2-2k

Donde V, A, C corresponden al ndmero de vértices, aristas y caras para un
encaje de la gréfica G en la superficie orientable de género k, para encontrar una cota
inferior del género de la gréfica en términos del nimero de caras. En segundo lugar
se construye un encaje de lz gréfica que aleance la cota impuesta; para esto se han
utilizado muchas técnicas, en ocasiones solo convenientes para un caso especial, otras
son poco o mucho més generales. Vamos a analizar un caso interesante, pues clasifica
y enumera todos los encajes en superficies orientables de una grifica dada.

Rotacién de grificas

Dada G = (V(G), A(G)) una gréfica, en la cual lamamos a sus vértices 1,..,n;
para cada i = 1,..,,n definamos V(i) como el conjunto de los vértices adyacentes a i.

Sea p; : V(1) — V(i) una permutacién ciclica de los elementos de V (1),
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A cada permutacién p; le llamaremos una rotacidn alrededor del vértice 1, la
eneada (py,..., pn) = 0 se llamard una rotacién de la grdfica G.

Una manera de obtener una rotacién para una gréfica es a partir de sus encajes;
si tiene un encaje en la superficie orientablec M, para cada orientacién de M la rotacién
en el vértice v ez la permutacién de sus vértices adyacentes, que induce la orientacidén
localmente.

Ahora demostraremos el teorema que establece la relacién enire la rotacién
como concepto combinatorio y los encajes de la gréfica:

TEOREMA 1.6 Las rotaciones de una grédfica se corresponden biunfvocamente con
sus encajes celulares en superficies orientables.

Demostracién: Definamos W como la totalided de pares ordenados de vértices (a,b)
tales que la pareja no ordenada {a,b} correspondiente es una arista de la grafica G.

Dada una rotacién {(py,...,pn) de la grifica G, sea P : W — W definida por la
férmula:

P((a,b)) = (b,py(a))

La transformacién P esté bien definida, ya que si {a,b}¢A(G), tenemos que
acV (b}, por lo cual py(a) tiene significado; ademés P es 1.1, pues parejas distintas van
a dar a parejas distintas y la pareja (a,b) proviene de la pareja (p,"1(b), a).

Consideremos las érbitas determinadas en W por la permutacién P, les llama-
remos ctreustos de la rotacidn o.

Cada circuito de la rotacién determina un poligono con aristas dirigidas, consi-
dere un disco o celda en la forma de ese poligono, con las mismas orientaciones en sus
lados. Para el circuito

{(a!b)? (b)pb(a’)): (Pb(a),Ppb(u)(b)), R (pa_l(b),a)}

tenemos asociada la celda

La instruccién de identificacién de estas celdas es que (a,b) se identifica con
{b,a). Como toda arista dirigida (a,b) tiene una compafiera {b,a), el espacio obtenido
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no tiene frontera, es orientable pues {a,b) se identifica con {b,a}. Por la definicién del
pegado de las celdas tenemos un encaje de la grafica rotada en la superficie obtenida.

Como observamos, si G «— M a una orientacién de M corresponde una rotacién
de G, de hecho, de esa rotacién obtenemos el encaje original de G: la misma super-
ficie, con la misma orientacién en la superficie, las mismas regiones, con las mismas
adyacencias entre ellas.&y,

La idea intuitiva de lo que son los circuitos de la rotacién nos Ia da pensar en las
aristas de la grafica como bastidores o armazones de una estructura de madera, vamos a
pegar retazos de tela en las aristas {bastidores) siguiendo las instrucciones, nos las dan
los circuitos de la rotacién de nuestra grdfica; circulamos por las aristas sujetando la
telita en ellas; en pocas palabras los circuitos de la rotacién serin las fronteras de discos
(retazos de tela) que cubrirdn a todo veftice de la gréfica. Por cada arista pasamos dos
veces en sentidos opuestos (si la arista es {a,b} usamos {(a,d) ¥ {b,4a)).

Los circuitos son las regiones del encaje, podemos calcular ficilmente la carac-
teristica de Euler de la superficie en que encajamos a la gréfica rotada, y por tanto
tenemos el género del encaje.

Veamos el siguiente ejemplo con 33, figura siguiente.

Sean los vértices de Ky3 = {1,2,3,4,5,6} con V(i) los vecinos del vértice i,
tenemos entonces: V(1) = V(2) = V(3) = {4,5,6}; V{4) = V(5) = V(8) = {1,2,3}.
Vawos a escoger una rotacién para la grifica de entre las 64 posibles rotaciones de
K3, 3,tomemos:

(41516) (112)3)
P22(4a5 6) ps5 : (1,2,3)
Py (4r516) pg * (11213)

Los circuitos de la rotacién (los discos que vamos a identificar) son:
1) {(1,5)(5,2)(2,8)(6,3)(3,4)(4, 1)}
@ {(5,1)(1,6)(6,2)(2,4)(4,3)(3,5
(3) {(2:9)(5,3)(3,6}(8,1)(1,4){4,2)}

el encaje de Ky sobtenido es el siguiente:

~
'
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El género del encaje es uno, pero Ky 3 no es plans, por lo que el género de K3 3 es uno,
al ser el menor posible.

Diagramas de Cayley y Género de un Grupo

En dos de sus trabajos publicados en 1879 Cayley mostrd una manera de representar
un grupo con una grifica; obtenida del grupo y una presentacién del mismo. En honor
de Cayley se le ha denominado DIAGRAMA DE CAYLEY.

Consideremos un grupo I' y un conjunto generador del mismo A. E! diagrama
de Cayley C(T') tiene como conjunto de vértices los elementos de I' y todas las aristas
dirigidas de la forma (g,96), para g € T y § € A. Cada arista dirigida (g,98) estd
“coloreada” por el generador §. Sisuprimimos los colores y las direcciones de las aristas
obtendremos una multigrifica G (') Hamada multigrdfica de Cayley. Para asegurar
que sea una grifica, es decir que no tenga lazos ni aristas miltiples asumiremos las
siguientes restricciones sobre el dingrama de Cayley:

1) I ¢ A fcon I el elemento identidad)

i) 8i 6 € AN AL entonces 62 = 1

con A7 = {"1|6 € A}

i14)Si 6% = I, entonces cada par (g,98),(g6,9) de aristas dirigidas
serd reemplazada con una sola arista no dirigida [g, 96]

A continuacién vamos a construir en detalle algunos ejemplos:
Considérese la presentacién siguiente:
Fy= (ar ﬁ)

No se pone restriccién alguna, los elementos son palabras infinitas en los dos generado-
res, la grifice tiene un nimero infinito de vértices y no contiene ciclos (véase la figura
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Otro ejemplo lo teremos en el grupo de simetrias del octaedro que tiene la
siguiente presentacion:
(@, Bila? = B2 = 4% = (af)? = (av)* = (#7)° = 1)

Esta presentacién tiene asociado el siguiente diagrama, con o de color verde, 8
de color amarillo y ~+ de color rojo:

P s TR PR

Consideremos ahora el grupo de los cuaternios generalizados, para su definicién
demos la presentacién siguicente:
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Q"= (@Bl =1,papt =at f =¥

El dibujo de] diagrama asociado a esta presentacién, en ¢l ceso n = 3 es el
siguiente:

i
|
t
t
!
i
t
i
‘ S~ \ %
i el i
i
-~ ~ ~ l
~o ‘
- e
- = !
= ‘\\.' t
1 a

Para nosotros es un ejemplo interesante pues, cuslquier diagrama de Cayley
asociado con el grupo Q" no tiene un encaje en la esfera o el plano ( al final de este
capitulo veremos los detalles).

A nosotros son justamente estas propiedades topolégicas de los diagramas, las
que nos interesan.

Las relaciones que hemos sefialado entre los conceptos de grupo, superficie y
grifica son de la siguiente naturaleza:

A cada grupo podemos asociarle una coleccidn de diagramas de Cayley (uno
por cada conjunto generador). A su vez cada diagrama puede encajarse en algunas
superficies {(alguna de ellas con género minimo}, aprovechando esto definiremos.

DEFINICION 1.7 El género de un diagrama de Cayley se define como el género de
su grdfica subyacente.

DEFINICION 1.8 Sea T' grupo, el género de T, y(I'), es el género minimo de entre
los diagramas de Cayley asociados con el grupo.

La pregunta que nos planteamos azhora es:
;Cuiles son los grupos de género cero o planos?
La respuesta a esta pregunta es el objetivo principal de los siguientes capitulos.

Un aspecto importante de los diagramas de Cayley es que realizan en sus auto-
morfismos de color al grupo que les dio origen, vamos a estudiar en detalle esto, pues
nos seré 1til en lo futuro.
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LEMA 1.9 Dado un grupo T con conjunto generador &, el conjunto de los automor-
fismos a de Cp (D) tales que: a(gh) = a{g)hV g€ T yV h € A es ungrupoy
coincide con el conjunto de automorfismos que preservan color en las aristas dirigidas
de CA(F)

Demostracién: Consideremos dos automorfismos « y 8 que satisfacen la propiedad
mencionada. Claramente dado ¢ € T, h € A tendremos:

af(gh) = alB(gh)) = a(Blg)h) = a(B(g))h = aB(e)h

Latransformacién identidad satisface también le propiedad y st &~
de « para cada g € T existe k € A tal que:

a(k) = g por lo cual a~!{gh) = a7 Ha(k)h) = a™!(a(kh)) = kh = o Hg)k
de donde el conjunto especificado es efectivamente un grupo. Por otra parte si un
automorfismo « preserva color, dado ¢ € T, y sus aristes (g, ghy), (9,9hk2)..(g,9hn) con
h; € A. Por construccién (g,gh;) tiene color h; de modo que (a(g),a(gh;)) tiene
color k; lo cual ocurre solamente si a{ghy) = a(g}hy, cumpliéndose la propiedad para
los automorfismos que preservan color. El modo en que se construyé el diagrama de
Cayley asegura por iltimo que al cumplir la propiedad el automorfismo «, preservara
color de las aristas dirigidas.gy,

! es el inverso

Podemos establecer ahora el isomorfismo entre el grupo I' con el cual construi-
mos el diagrama de Cayley y el grupo de los automorfismos que preserva color de las
fleches del diagrama al cual denominaremos los automorfisrnos de color de Co(T). v
lo denotaremos por (T, A}.

TEOREMA 1.10 Sea algiin diagrama de Cayley asociado al grupo T, C5(T), entonces
el grupo de automorfismos de color (T, A) es isomorfo a T,

Demostracién: Definamos A : T —— {T", A) por A(g) = 8, donde:
9y : V{(Call}) — V{CalT))

estd dado por 64(k) = gk (multiplicacién izquierda por g).

Observemos que efectivamente 8, € 01(T, A), pues 0y es una funcién biyectiva
(resultado de que I' es grupo) y preserva adyacencias (por construccién de Co(T) ) ¥
dados k € ' y h € A tendremos:

Go(kh) = g(kR) = (gh)h = G5(k)h

por lo que el lema anterior asegura que 8, preserva color. A es un homomorfismo pues
dados 91,92,k € T A(g192) = 0,4, tenemos

Og190(k) = k{g192) = (ka1)ga = 0y, (k)2 = 04, (9;, (k)

que & su vez ¢s igual a:
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b2 (A(g1)(K)) = Maz)(A(g1) (k) = A(g1)Ag2) (k)

A es inyectiva, pues por su definicién serd = {c}, Ademds, dado a € {1, sea
g = afe) con e la identidad en I'. Cualquier elemento del grupo puede ser escrito como
una palabra en los generadores de A, es decir, para k € T, &£ = A% 1A%, A%, con
hi€ Ay ¢; = %1 de donde:

afk) = a(ek) = a{e)h® 1h*y. 4%y

por lo que a = 0;, comprobéndose asf que A es sobreyectiva, quedando asi establecido
el isomorfismo. &,

De la prueba anterior es claro que cualquier vértice puede ser ctiquetado con e, ls
identidad en T, y una vez hecho esto, todos los vértices tienen su etiqueta determinada,
El grupo T' actda transitivamente en los vértices (pues actda transitivamente en si
mismo). De este modo la gréfica de Cayley asociada a cualquier diagrama ecs unea
gréfica transitiva.

Los Cuaterniones

Ahora vamos a demostrar el siguiente resultado que hab{amos dejado pendiente,
la idea de la demostracién es de Babai [Bal].

LEMA 1.11 Si H es un conjunto de generadores pera el grupo Q", entonces el diagrama
de Cayley asociado C(Q™) no es una plano.

Antes vamos a estudiar algunas propiedades de los cuaterniones que nos seran
muy ttiles:

Obsérvese que el orden del grupo Q" es justamente 2", esto se sigue de observar que
toda palabra en el alfabeto {a,8,a™ 1,871} puede ser llevada a la forma a®f? con
0<s <2l -1 ¢t=0,1. Demostrindolo por induccién en la longitud L de la
palabra, para L = 1 tcnemos

- ~1_ ., - n-2

ol =¥ "y también g1 = g% =gl =a?" 4.

Supongamos cierta la afirmacién para palabras de longitud L — 1; sea s una
palabra de longitud L, asociando podemos separar la palabra s en una palabra W de
longitud L — 1 seguida de un elemento del alfabeto (a, 5, a'l,ﬂ‘l) analicemos el caso
en que este elemento es 3 los restantes son similares:

$s=Wg = a8 = a®BftF1, sit es cero, tenemos s = a’f, por el contrario, si ¢

-2
€s uno,zs = o’f3%, que por la tercera relacién que satisface Q™ tendremos: ate?” " =
a2 , de modo que s = a" con r congruente a s + 2”2 médulo 2n~t cumpliendo
ser de la forma esperada.
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La segunda observacién importante es que el tnico elemento de orden 2 es v = f2.
Para demostrar este hecho hay que analizar los distintos tipos de un elemento de orden
2

z = a' o bien x = o’B, de modo que si 3 = o' y 2¥ = 1 tendremos que
o =1=a"""y como s s un nimero entre cero y 2*~1 — 1, por lo que s = 2*~? y
a* = 3% = v (recuerde que ¢l orden de « es justamente 2" '), De este hecho ademds
podemos concluir que <y es potencia de todo elemento distinto del neutro (el orden de
todo elemento es una potencia de dos}. En el otro caso, cuando z = ¢’ supongamos
que s es el exponente més pequeno para el que z es involutive. o®*fBa’f = 1y de ahl
tenemos a®fa’ = f~! pero sabemos que af " la = 87!, por lo que de uns sencilla
sustitucién se tiene:

aaﬁaa :ﬂ">l - aﬂ—-la

¥y por tanto

a:—lﬂaa-—lﬁ =1

que es una contradiccibn, con nuestra suposicién sobre s.

Por iltimo observaremos que este elemento privilegiado «y es parte del centro del grupo.
Esto es resultado de su expresidn en términos de a y de § pues entonces tenemos z € Q"
y z =a®f por lo que

zy = a’ﬂ(ﬂ2) - aa(ﬂZ)/] - a2""2+aﬁ

pero asociando de nuevo

a2"‘2+aﬂ . QQ""? (a’ﬂ) - "j(&‘ﬂ)

que es justamente yz
Ahora estamos en posibilidades de demostrar el lema:

Demostracién: H genera un grupo no abeliano por lo que contienc dos elementos x,y
tales que zy # yz. Sen la grifica ¥V = O :,y](Qn)§ observe que ¥ C Cy(Q") como
~ es el Unico elemento de orden dos y esta en el centro, los érdenes de = y de y son
distintos de dos, por lo cual rz,rz ™!, ry,ry~! son distintos para cualquier r en Q™. Por

eso sabemos que Y es una grafica regular de grado cuatro.

Ademds Y no contiene tridngulos, pues cuzlquier producto de tres factores de
z,z7%,u,u7! no es igual a la identidad.

eElgElyEl g pklydladl ooq plpkipl g
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Implicarfa que y es una potencia de x lo que contradice zy # yz. Por otra parte
la combinacién zElztiz*l = 1 implica que el orden de z es une o bien es un miiitiplo
de tres pero x es distinta de la identidad y eabemos que su orden es una potencia de
dos por lo que la combinacién no es posible.

Un razonamiento totalmente igual es splicado para los casos restantes (en que
y toma el lugar de x). Con esto podemos concluir que ¥ es una grafica regular de
grado cuatro y sin tridngulos. Sean V = |[V(Y)|, 4 = |A(Y)] v C = |C(Y)}; el nimero
de vértices, aristas y caras de un encaje plano de ls grifica Y.

De modo que A =2V y A > C por lo tanto A > V + C. Pero por otra parte

V + C > A (pues al ser un encaje en la esfera V + C — 4 = 2). Por lo que llegamos a
una contradiccién. €,

Visto como grifica el diagrama de Cayley tiene definido un género, de la manera
como lo hicimos en la parte anterior, lo que demostramos es que los diagramas de Cayley
asociados a los cuaterniones son de género al menos uno.



~ CAPITULO DOS

CLASIFICACION DE 1LOS
DIAGRAMAS DE CAYLEY
PLANOS




E n este capftulo daremos la clasificacién de los grupos planos, rellenando los de-

talles de la dernostracién original de Maschke {Ma] (es del siglo pasado,189C). A
lo largo de esta segunda parte aparecen varias presentaciones de los grupos poliedrales;
para mayor informacién sobre las presentaciones usadas puede consultarse [CoMo] y el
apéndice uno. La operacién de elementos de un grupo la efectuaremos de izquierda a
derecha.

Nuestro teorema de clasificacién es el siguiente:

TEOREMA 2.1 SiT es un grupo plano (es decir, si existe un conjunto de generadores
A tal que Cp (D) — 5?) entonces T' es alguno de los siguientes grupos:

Zn Zn % Iy
Dn Dn X Z2
Ay Ay X Zy
Sy S¢x 2

A5 As x 7

Demostracién: Vamos a demostrar en realidad mucho més, obtendremos la clasifi-
cacién de los todos los diagramas de Cayley planos, como un grupo queda definido por
sus presentaciones sabremos entonces a qué grupos corresponden los diagramas (un
diagrama es un dibujo de la presentacién del grupo). Sabemos que una grifica plana
tiene valencia minima & lo més cinco (vea [Ha]), de modo que los diagramas de Cayley
planos tienen una presentacién con 2 lo més cinco generadores. La demostracién es por
casos, que se siguen de las proposiciones 2.3, 2.7, 2.11 y 2.18. Los casos por analizar
son pocos, los presentamos en la tabla siguiente:

cagos posibles en cuanto a la valencia
para un diagrama de Cayley plano

. __valencla 1 2 2 3 { 5 3 4 4o 1 4 Y]
no involitivos [/ I 1T 01 1 Z 21T 0 F R [4 0
involutivos 1 [} 2 1 0 1 J 2 3 i 5

Num. de generadores 1 1 F 2 2 1 8 b p{ { 5]

Los casos los puede ir siguiendo de la siguiente forma: Sila presentacién A tiene
generadores involutivos pertenece a las proposiciones 2.11y 2.18 y en a las proposiciones
2.3 y 2.7 en caso contrario.

No se pueden presentar otros casos por el nimero lfmite de valencia, y vamos
a descartar los dos 1iltimos casos presentados, lo haremos con ayuda del lema 2.2.

Este resultado nos permite descartar el caso de diagramas construidos con4 05
generadores involutivos, pues de ser plano, el diagrama contiene tridngulos, que ocupan
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3 de los colores (generadores) en sus aristas, por lo que un generador es expresable en
términos de los otros dos, asf que con un subconjunto de los generadores se tiene un
diagrama de Cayley que cae en otro caso.

Si Ca(T') un diagrama de Cayley plano, podemos suponer que ¢l conjunto A de
generadores es minimo, en el sentido de que cualquier generador no puede expresarse
en términos de los restantes.

Tomaremos la convencién de usar dos colores para distinguir a los generadores,
en particular el verde siempre denotard un generador no involutivo. Cuando digamos
que una relacién del grupo induce un camino en el diagrama, nos referiremos & que
a partir de un vértice dado (elemento del grupo), aplicaremos la relacién siguiendo
la sucesidn de aristas {generadores} que marca; as/ misio, cada camino cerrado en cl
diagrama induce una relacidn de manera natural obtenida de 'as aristas (generadores)
del camino, compuestas ¢n el orden marcado por el camino.

Los ciclos en la gréfica realizan o representan una relacidén del grupo, que se
obtiene al leer en algin sentido los generadores que forman el ciclo. Por dltimo llama-
remos indistintamente lfneas o aristas a las aristas dirigidas, cuando en el contexto no
importe su direccién.&y,

LEMA 2.2 Toda gréifica plana con valencia minima al menos cuatro tiene tridngulos.

Demostracién: Sean V, A, C son el nimero de vértices, aristas y caras de la grifica;
por hipétesis A > 2V y si no hubiera triangulos 4 > 2C por tanto A > V + C pero al
ser plana de la caracterfstica de Euler se tiene V' + C > A que es una contradiccién. €y

PROPOSICION 2.3 Los grupos ciclicos son planos.

Demostracién: Los grupos ciclicos tienen una presentacién en un sélo generador, que
en su representacién grifica son poligonos dirigidos. Obviamente poscen un encaje en
el plano.gy,

Los lemas 2.4, 2.5, 2.6 vamos 2 utilizarlos varias veees, son resultados dtiles
para las proposiciones que demuestran el teorema de clasificacion.

LEMA 2.4 Si un disgrama de Cayley con dos generadores no involutivos tiene un
encaje en el plano, las lineas coloreadas que concurren en un punto son tales que dos
lineas de un mismo color no estin separadas por una linea de otro color.

Demostracién: Observe la figura que muestra la situacién prohibida
i
._—A——"——-*‘-—‘

e
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La demostracién es por contradiceidn. Si se cruzan de lo manera anterior dos

caminos de color distinto, existe un segundo vértice en el que se cruzan igual (vea la
figura siguiente).

g ¢ :
v P ;
'- A

VP as g
\ g,

N "/8‘.-)'0"”-7

‘\\%/

Asignemos los colores rojo y verde a los gencradores del grupo R y V; supon-
gamos que dos poligonos, uno verde ¥ uno rojo, se cruzan en dos vértices A y I3; osto
implica que ¢l grupo satisface una relacién V3R™ = | (que es un cierto camino ce-
rrado). Apliquemos la relacién al elemento A = AV, llamemos By a A;V*®. Obsérvese

que By # A pues de otra forma V = R¥ lo que es una contradiccion pues Ry V son
generadores independientes.

Como de aplicar Ia relacién al vértice 4y encontramos un cemino cerrado que
parte de ¢l y regresa & él, BIR_’J es Ay, pero eso es un absurdo; R~ es un camino rojo

que parte de By y que no puede cruzar el poligono rojo, pues entonces cuatro aristas
rojas tocarian un punto, lo cual no es posible.€g,

LEMA 2.5 Cualquier poligono monocromdtico contiene en su interior todos los ele-
mentos del diagrama o bien ninguno, por tanto los polizonos monocromasticos son caras

Demostracién: Para la demostracién nos apoyaremos en la figura que sigue:
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Supongamos que en ¢l interior de un poligono verde P hay puntos del diagrama.
Obligado por la conexidad del diagrama, de algin vértice A del poligono sale, hacia
el interior, una linea roja que unc A con r. Sez A el orden del elemento RV, existe
una trayectoria cerrada T asociada a (RV))‘ = 1, que parte de A. Supongamos que
estn trayectoria tiene una porcién exterior u P {ves la figura); la parte interior de T
estd representada por la relacidn (IIV)‘\""‘, sca M el dltimo punto de P, que intersecta
T al salir. Podemos desde M regresar & A usando s6lo aristas verdes, ya que A es igual
a MVE. De esta manera (RV)’\""‘Vk = 1. Esta relacién induce una trayectoria cerrada
que parte de cualquier punto. Sea z; = zV, en particular de z; sale una trayectoria
(RV)""‘V" que regresa & Iy, pero si (RV)'\‘“:cl = ¢y (véase figura) y la trayectoria
vF ticne que llegar a zj, entonces algin vértice de P recibe cuatro aristas verdes, lo
cual es imposible sin cruzar al polfgono P.

En conclusidn, la trayectoria (RV)A, partiendo de A, estd totalmente contenida
en P. Esto explica que la arista roja que llega a A; es interior y por el lema ante-
rior también la que sale (si es involutivo el generador rojo la prueba es mas directa).
Aplicando el razonamiento anterior u Ay se concluye lo mismo para Ag y sucesivamente
para todos los puntos del poligono P. Con esto se tiene el lemn. €

LEMA 2.6 Los lados de cualquier cara bicromidtica son alternadas en los colores
(generadores) por lo que son de longitud par.

Demostracién: Véase figura siguiente.

pov

v'l Q:t] B
A

\ a8
A

Consideremos una cara bicromitica B sin alternacién de colores. Sean a y b
dos aristas consecutivas de color verde, y V la cara verde que bordean, si x es el punto
comtn entre a y b, las aristas de color rojo (posiblemente una), que salen de x, no estdn
en el interior, de V por el lema anterior, pero tampoco de B por hipdtesis, lo que es
una contradiccién. gy

PROPOSICION 2.7 Supongamos que Ca(T) es planocon & = {R,V}, Ry V no
involutivos, entonces T es uno de los siguientes grupos:
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=1) =44

1, 7°

1,(RV)? =

r=(Ryv| vi=
(R,V| Vi=1,(RV)}=1,R =1)

(1)
(2
)

:S‘

T
r

)

1,R% = 1) = Ay

JRVYE

]

i

‘rE

Vi

_—_(R

Y los diagramas de Cayley asociados son los siguientes:
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Las figuras aparecen en el orden de sus presentaciones
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Para la demostracién de la proposicién 2.7 necesitamos unos lemas previos:
LEMA 2.8 Uno de los generadores, digamos V', es de orden ires.

Demostracién: Sea N el orden del grupo, sabemcs que el nimero de aristas del
diagrama es 2N (T,cy (g val(v) = 24 = 4N), por lo tanto sabemos que el nimero de
caras C cs N + 2. Tenemos puss, si C; es el niimero de caras de longitud it

1) Z Ci=N-+2
=3
8
2) Y iC; = 4N
r=3$

(Con s la longitud més grande en una cara del diagrama)

De 1) obtenemos: 3} 4(X1_ g C;) = 4V +8, si consideramos la resta de 3) menos
2) obtenemos:

Por lo que Cy es positivo, de modo que hay caras en el diagrama de longitud
3, pero eso asegura que alguno de los generadores es de orden tres, ya que las caras
bicrométicas son de longitud par (lema 2.6). Digamos entonces que las caras verdes
son tridngulos. &y,

LEMA 2.9 En un diagrama de Cayley plano con dos generadores no involutivos V,R
si existe una cara bicromdtica de longitud 4, todas Ias caras bicromdticas son de esa
misma Jongitud y representan la relacidn (VIit)* = 1.

Demostracién: La cara cuadrildtero define una relacidn en ¢l grupo de longitud cua-
tro: R*V92RIYV % = 1 con a; = =1, pues por el lema 2.6 los colores se alternan.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los primeros factores tienen expo-
nente uno, pues sino tomamos a R™1 0 a V™! como generadores. Por otra parte todas
las permutaciones ciclicas de una misma relacién se cumplen en la misma cara, basta
leer la relacién, empezando de un vértice distinto en la cara.

Podemos entonces definir una relacién de equivalencia entre las relaciones, tal
que dos relaciones son equivalentes si y sélo si una es permutacién ciclica de la otra,
podemos entonces suponer que el primer factor es siempre el generador rojo por lo que
las relaciones de longitud cuatro, que puede satisfacer una cara, son:
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RYRTIYT o
RVR v =1
RVRV 1=}

RVRV =1

Sean By, A}, A3, By los vértices de la cars cuadrildtero. Los puntos By, B; son
puntos de una cara de color rojo y los puntos Ay, A9 son loc puntos de otra cara roja
(no son la misma, porque si no uno de los generadores se puede expresar en términos
del otro); vea la figura siguiente. Vamos a descartar las primeras tres relaciones y
demostraremos que todas las caras bicromaticas satisfacen la Qltima relacidén.

Empecemos por descartar la relacion RV R~V ! = 1. Aplicdndola a los puntos
By, B, By, ... estos puntos quedan unidos por una arista verde con sus correspondientes
A, A2, Asy o (vea la figura).

Ademds de By A4 otra linea verde incide en Ay, 5i A es su otro extremo, A no
puede estar en el interior de la cara cuadrangular ni tampoco en el interior de una
cara verde, tiene que estar en el interior del cuadringulo By A9A3B8s; de la relacidon
RVR~W~! = 1 obtenemos su permutacién ciclice R™IV IRV =1 (representada por
Ay By By Ay), pero al aplicar esta relacién partiendo del vértice A, R™V ™! nos lleva al
vértice Ay y a partir de ese vértice no hay posibilidad de regresar 2 A por medio de
RV. De modo que debemos descartar a la relacién RVR™'V ! = 1, asf como a todas
sus permutaciones ciclicas.

Por una argumentacién similar podemos demostrar lo mismo pars RVR™V =
1 (vea la figura que sigue).

Supongamos que ByA;A;By realiza a RVE™IV = 1 como cara. Aplicando
la relacién a los puntos By, By, By, ... estos quedan unidos con sus correspondientes
Ay, Ag,.... De nuevo, ademds de la lfnea verde ByAj incide en By la linea BB, B
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no puede estar en el interior del cuadrildtero By A;A7B9 ni en ¢l interior del ciclo rojo
formado por las B;. Aplicando la relacién RV RV = 1 al punto B tendremos que RV
ileva al punto By pero no podermos regresar a B por el resto de la relacién. Tambien
tendremos que descartarla. Queda por verificar la relacién RVRV ™! = 1.

RVRV™ ! =1cs equivalente & la relacién VRV lp=1 {por ser su permutacién
clelica). La demostracién de que esta relacién tampoco se presenta en un» cara es igual
a la demostracién de que RV R~V = 1 es imposible, intercambiando los papeles que
juegan los generadores,

La relacién que debe satisfacer la cara es entonces RV RV = 1. Penseraos shora
en cualquier otro cuadrildtero definido por esta relacién.(figura siguiente).

-----__<_--_.-_
-
w3
R,

L=
‘—.J
—

Deseamos demostrar que también es una cera en el encaje del diagrama. Supongamos
que contiene algin punto interior P, alguna lfnea, digaros roj«, lo une con alguno de
los vértices que forman el cuadrilitero: ABByd;. Sea AP csta linea, se sigue que
también P;B es arista interior, pues pertenece a !a misma cara roja que AB y PA (de
otro modo la arista BB; queda encerrada dentro de esa cara roja).

Aplicando la relacién a Py, RV no nos puede llevar a un punto exterior; pues en
ese caso para regresar a P; desde ese punto exterior, la trayectoria RV lleva primero al
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vértice A; y de ahi a Py, pero eso crea la relacién RV R~V ! = 1 Esto implica que un
generador se puede expresar en términos del otro {vea figura), pues el generador verde
ea de orden tres (lema 2.8).

A

De acuerdo con esto existe una lfnea verde BQ en el interior, (BQ esta en el
interior y necesariamente BV ! también, si no A;B; queda encerrada en una cara
verde); vea la figura que sigue:

Podemos ahora aplicar el mismo argumento a Q1, y por tanto, las lineas rojas
que inciden en A y en By son interiores, y aplicarlo una vez més para garantizar que
todas las lineas son interiores al cuadrilitero y entonces es una cara.

En conclusién, cualquier cuadrilitero definido por la relacién RVRV = 1 es
una. cara bicromdtica. Por Gltiwo, si consideramos cualquier vértice A con cuatro
lineas incidentes en el AAy, AAg, B A, By A, tenewos que:

B1AA], Ay ABg son tres de log lados de una cara de longitud cuatro correspon-
diente a la relacién RV RV = 1. Esto sucede en cada punto de! diagrama de Cayley, es
decir, cada punto del dingrama esté en dos caras cuadradas bicrométicas, una verde y
otra roja {ver figura que sigue). De modo que cuslquier otro poligono bxcromatlco de
longitud mayor o igual a seis no puede ser cara.gy ;
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LEMA 2.10 En un diagrama de Cayley con dos generadores no involutivos existe al
menos una cara bicromdtice de Jongitud cuatro.

Demostracién: Como demostramos anteriormente uno de los generadores es de orden
tres, por lo que:

a2
(1) Zc,«=N+2~c,=1v~i;f+2=2—’L'+z

=4 3

&
(2) Y iC;=4N -3Cs5=13N
1=4

Multiplicando (1} por 5 y quitindole (2)

n
C4—Z(i~5)0;:%1!~3N+10=%—+10

y=8

En conclusién: Cy , el nimero de caras de longitud cuatro, es mayor que cero; asegu-
rando la existencia de alguna cara de esa longitud.&y

A continuacidn presentamos la demostracién de la proposicién 2.7:

Demostracién: Lema 2.7 La demostracién es esencialmente establecer las estructuras
posibles de un diagrama plano con dos generadores no involutivos que satisface las
hipdtesis.

Por el lema 2.8 el generador verde es de ordea tres, cada tridngulo verde es una cara,
por lo cual el mimero de caras de color rojo esté dado por %‘( (las caras parten a Jos N
vértices en conjuntos de tres elementos) y T’ cumple la relacién V=1,

Por otra parte, como se deduce de los lemas 2.9 y 2.10, todas las caras bicrométi-

cas son cuadrados y tenemos que (RV)? = 1. De la demostracién de 2.10 existen %’—

de esas caras bicromaticas, ademds si z es el orden del generador rojo, existen iz- caras
de ese color (parte a los N vértices en conjuntos de T elementos). se tiene entonces la

relacién R* = 1,

Con las tres relaciones obtenidas queda determinado el grupo I',pues definen
las caras en cada uno de los vértices y por tanto el del encaje Cp(T') «— S%. Asf que
cualquier otra relacién de I’ vista como camino cerrado en la esfera se puede expresar
en términos de estas tres relaciones,(pues S 2 eg simplemente conexa).
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Falta determinar lus posibilidades de x v esto lo deducimos de la caracterfstica
de Euler:
C*— -+ 2—+~—=N+2dedonde

———i—e-—-“N SZN“M—' = } + 2 por lo tanto

22N + 3zl + 0N = GV + 12z
8N — zN = 122 obteniendo

N6 —z) =12z
Pero z > 3 pues R es no involutive, v 8 - z tiene que ser positivo, z puede
tomar sélo los valores 3, 4 0 5. Teniendo los siguientes casos:
z=3, N =12

)
2z=d, N2
yzw=s, N =60

Las presentaciones para grupos finitos con dos generadores no involutivos y los
de diagramas planos son entonces los de la proposicidn. gy

PROPOSICION 2.1 Supongamos que Ca(T) es plano con A = {R,V} y al menos
uno de los generadores es involutivo, entonces I' ¢s uno de los siguientes grupos:

) T={RV| RP=1,V =1RV) =1)=D;

{
(2) T={RV] R =i1Vi=y (VR =1 _D
(

3) T={(RV| EP=LVi=1(VRV IR =1)= 2y x Z,
(4) T=(RV| Viay W=y (VR ) = 1) = Aj
(8) T={RV] Viet,R2-1, (VRS =1) =5,
(6) T ={(R,V| RZ::I,V'“’-:I,(VR)S: Y= Ay

(N =&V Vi=1{,B=1VRi=1) =85,
(8) T=(RV| V=1, R =1, RV IRVRV IR = 1) = Zp x A4
(0 T=(RV] Vi =1,RP=1,(VR)’  =1) =4

Y los diagramas de Cayley asociados son los siguientes:
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Las figuras en el order marcado por las presentaciones.
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{Observe que algunos grupos aparecen varins veces)

Demostracién: El lema 2.12 ascgura que en caso de ser ambos generadores involutivos,
el dnico grupo posible es el diédrico. Podemos suponer entonces que el generador verde
es no involutivo y estudiar dos casos de acuerdo al niimero de lineas rojas que unen
un par de caras verdes. Los lemas 2.13 y 2.14 aseguran que los diagramas planos que
se obtienen bajo estas hipdtesis son sacados de las presentaciones enunciadas en la
proposicién y que corresponden a los grupos As, 84, A4, 22 X 44,2y X Zn y Dn.%y

LEMA 2.12 8i Cp (V) es plano con A = {/,V}, R y V involutivos, entonces T' es el
grupo diédrico.

Demostracién: Si los dos generadores, R y V, son de periodo dos, el diagrama de
Cayley correspondiente es un poligono de 2n lados, que tiene aristas rojas y verdes
alternadas (véase la figura}.

En este caso la presentacién del grupo es justamente una de las presentaciones
del grupo diédrico (3) (R, V| R¥*=1,V?=1,(RV)* = 1).¢y

LEMA 2.13 8i CA(T) es plano con & = {R,V} con R involutivo, V de orden estricta-
mente mayor que dos, y tales que dos poligonos verdes estdn concclados por af menos
un par de Iinees rojas, entonces I' es el grupo diédrico o bien Zy x Zy.

Demostracién: En caso de que existan dos aristas uniendo dos poligonos verdes A y
B, digamos A; By, A;B; (vea la figura):

»
A

\ 7 A

&
w

T

’

e Eatne

f
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Sebemos que una relgcién VERVAR = 1 se cumple en el grupo (es la inducida
por la trayectoria Ay, .., A;B;, .., ). §i nplicamos la misma relacién o Ay, vemos que
Ag tiene que estar unido por una linea roja con algin punto de Br(z) del otro poligono
(pues AoV R esté en la regién R) y atn més, cada punto A del primer polfgons tienc

que estar unido & algin punto del segundo poligono verde. Por lo tento conchiimos:

Si dos poligonos verdes estdn unidos por més de una l{nea roja, entonces los
puntos de los dos poligonos estdn conectados por lineas rojas.

&;--.. .....B.;....;..u.. & K

En este caso todos los puntos de los dos poligonos estdn "saturados”, forman
entonces un diagrama de Cayley con un nimero par de puntos {elementos del grupo), (se
puede pensar como un tambor con sus tapas verdes y lados rojos) las caras bicrométicas
son cuadrilateros, que satisfacen la relacién VRV R =1 o bien VRV "1 R = 1. De modo
que en estos dos casos las presentaciones son:

(1) (®v| R'=1,v*=1,(vR)?Z=1)

2 (R V] R*=1,V*=1,(VRV 1R)=1)

Que son ¢l grupo diédrico Dn y Z3 X Zn.&y,

LEMA 2.14 Si CA(T) es plano con A = {R,V} con R involutivo, V de orden estricta-
mente mayor que dos, y tales que cualesquiera dos poligonos verdes estdn conectados
por a lo més una linea roja, entonces T' es Ag, Sy, Ay, 0 bien Zo X Ay.

La demostracién de este lema , que a su vez concluye la de la proposicién 2.11,
depende de varios lemas {2.15, 2.16 y 2.17) que dan los casos posibles.

LEMA 2.15 Con las hipétesis del lema 2.14, orden del generador verde para los
diagramas de Cayley pucde ser 5, 4 o 3.
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Demostracién: Estamos trabajando shora con diagramss de N vértices, cada uno
de ellos tiene velencia 3, por lo que el niimero de aristas es 3N/2; la caracterlstica

de Euler, en términos del nimero de csras C, para un encaje del dirgrama establece
C = N/2+ 2. Porlo tanto

S

N
C=3 Ci=%+2 (¢
! 2
=3
1)
iC; = 3N (+s)
=3

con § la longitud méxima entre las caras del diagrama.

Multiplicando por 8 la ecuacién (*) y substrayéndole (**) tenemos

) ) S )

376G~ S iC; =Y (6~i)C; =3Cy+ 20+ Cs5~ (i ~8)C; = 12
=3 =3 (=3 =8
Por lo cual

S
30y +2C+C5 =12+ (i - 8)C;

i=0

Por lo tanto hemos asegurado la existencia de poligonos verdes de 5, 4 o bien
3 lados, ya que ¢l mimero de lados de una cara bicromética es par, y la existencia de
cuadrilateros fue excluida.gy

LEMA 2.16 Si un diagrama de Cayley plano con un sélo generador involutivo tiene
una cara bicromdtica de longitud 6, entonces todas las caras bicrométicas son de esa
misma longitud y satisfacen la misma relacién (VR)® = 1.

Demostracién: Para la demostracién de este hecho consideremos primero que existe

una cara de longitud seis. Esto implica que se satisface alguna de las siguientes rela-
ciones:

VRVRVIR=1 (o)
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VRVRVR=1 [})

Dada cualquier relacién podemos suponer que el primer término tiene exponente
1, ademads, como hab{amos observado, podemos tomar como cquivalentes una relacién
con todas sus perrautaciones ciclicas.

De (a) deducimos RV RV IRV = 1 corun una de sus permutaciones, multipli-
cando {a) por esa relacién obtenemos:

VE=VRVRV™IR - RVRV IRV =

Pero el periodo de ¥ es por hipétesis mayor que 2, y por lo tanto (a) tiene que
ser rechazada. S6lo nos queda la relacidn (b} como la relacién que satisface la cara
hexagonal.

Considercrnos ahora cualquier poligono hexagonal P, con vértices Adjdq... A5A4 (como

se muestra en la figura siguiente), definido por la relacién (VI) = 1.

g’

Ha Ay

8i hubiera un punto B en el interior, unido por una linea verde, digamos 4, B,
al poligono P, entonces aplicamos la relacién (VR)3 = 1 al punto Aj. El generador V'
nos lleva a B, R a C (que también es un punto interior), V nos lleva de C a D, que
no puede ser ninguno de los vértices del hiexagono P, porque entonces dos poligonos
verdes estarfan unidos por dos lineas rojas (véase figura); de modo que el generador
R leva del punto D a otro punto interior £ y finalmente V lleva a A4g, porque el
generador R debe llevarnos de vueltz a A;. Consecuenternente el poligono verde al que
pertenece AgA4g, también estd en el interior de P, de otro modo M, el polfgono verde
que pasa por AsAs, no serfa cara . Por razones similares podemos demostrar que son
interiores todos los poligonos que pasan por las otras aristas verdes de P; basta con
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aplicar secuencialmente el argumento. Si una cers es interior, la que le sigue, en el
sentido contrario de lus manecilles del reloj, también es interior, de este mode todas lo
son.

Por lv tanto, no hay conexidn con nligdn puato exterior, por lo que todos los
poligonos, yue satisfacen la relacion (V R)® = 1, son caras bicrométicas.

. s . . . L r s
Inversamente cada cara bicromdtica es un hexdgono inducido por la relacién (VR)® = 1;
cada uno de sus puntos es vértice de dos caras hexdgonos inducidas por (VR)3 =1y
de una cara verde {ver figura), y osf las caras no pueden ser mis que de esos tipos. &y

LEMA 2.17 Sea Cp{T') un diagrama plano con & = {R,V'} R involutivo, y V de orden
3. Si existe una cara de longitud k = 6,8 & 10, entonces todas Jas caras bicromidticas
son de esa misma longitud y estdn definidas por la misma relacidn en el grupo:

k=6, VRVEVR =1
k=8 VRVRVRVE=1, VRV IRVRV 1R =1
k=10, VRVRVRVRVR =1

Demostracién: De nuevo la demostracién ex distinta de acuerdo ul valor de k. Si k
es 0, es consecucncia inmediata del teorema que demostramos en la primers parte. 8i
k es 8, la cara octdgonal satisface alguna de las siguientes relaciones: {Recordamos al
lector que una relacién es equivalente s todas permutaciones ciclicas y que podemos
suponer que el primer término de la relacién es V)

(1) VRVRVRVR=1
(2) VRV IRVRV™IR =1
(3) VRVRV 'RV 'R=1
(4 VRVRVRV 'R=1

Cuatro ticne que ser rechazada, pues multiplicada por RVRV "'RVRV =1
(que se obtiene como una de sus permutaciones ciclicas) obtenemos

VRVRVRVIR. RVRVIIRVRY =1
que se reduce a VRVERV = 1, por lo tante RVEE = (V="1)% y lo que es lo mismo
RVIRVI=1

Pero esta relacién implica que dos poligonos de color verde estdn unidos por
dos lineas rojas, pero ese caso lo habfamos descartado de antemano.
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En los tres casos restantes - (1), (2}, (3) - supongfmos que un octégono {véase
figura) P = AAlAzAs...A"A, definido por unz de esas relaciones, contiene algin
punto interior B; al menos uno de log cuatro poligonocs verdes, digamos €l que pasa por
AA; estd en el interior del octdgono P y pasa por B.

4

i g,

A

Si aplicamos el punto A; alguna de las relaciones, obtendremos una trayectoria
cerrada (que parte y regresa a A;) pero que debe quedar totalmente contenida en cl
interior de P, pues de otro modo:

Sea VRVCIRV IRV *3R = 1 la relacién general, donde
ap =1, ag =1, ag =1 para la relacién (1)
ay = -1, ap = 1, ag = —1 para la relacién (2}
;= 1, ag = —1, g = —1 para la relacién (3)

Si en algin caso una parte de la trayectoria quedara en el exterior, en la grifica
se formaria un hexégono o un cuadrado que cumplirfa la relacién VoL RV*IRV®3IR = |
o bien V*IRV 2R = 1; pero el primero de los casos implicar{a que V ¢s una potencia
de R, que no sucede pues son generadores diferentes. En el segundo easo doe poligonos
verdes quedan unidos por dos lneas rojas, que también es imposible.

Al quedar interior, la trayectoria VRV*IRV®R lleva de Ay a C en &l interior,
de donde pasamos a Ay por V3 y de ahi a Aj por una arista roja. Si una de sus aristas
estd en el interior, el polfgono verde es interior {recuerde que el generador verde es de
orden 3, si una arista es interior, la otra también lo cs). Hemos demostrado que si un
poligono verde es interior, el poligono verde que le sigue también lo es, en conclusién
todos son interiores, pues podemos aplicar el argumento tantas veces como vértices
hay. Cualquiera de las tres relaciones puede entonces inducir una cara.

Pero las tres no son compatibles por parejas en el mismo grupo:

(1) v (2) implican que V es un generador involutivo, una contradiccién. {1} y
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(3) implican que VIRV3R == | de modo que dos poligonos verdes estén unidos por dos
l{nees rojas, pero eso lo habfamos prohibido, a lo mas una lnen rojz une Jos poligonos
verdes. (2} v (3) implican también que V es involutivo.

Sélo una de ellas puede ocurrir en el grupo, sin embargo debemos descartar
todavia a (3). tenemos ademds que:

1} Una gréfica tiene un enceje en lu esferasi y sélo si puede encajarse en el
plano.

Pero no sélo eso sino que:

2) Cuando G es una gréfica plana, podernos asegurer que G tiene un encgje en
el que la regidén que se desce, se convierte en la regién exterior {denominamos exterior
a la regién no acotada).

De modo que al suponer que la relacién (3) - VRVRV-IRV-IR = 1- se
satisface en algiin diagrama de Cayley plano, podemos encsjar ese diagrama en el
plano de modo que la regién cxterior sen la inducida por VRVRVTIRV-IR =1
(vea la figura que sigue):

AN
-

i
1

H
i
'

P

En el interior del poligono bicromatico encontramos todos los puntos del dia-
grama, en particular del vértice A sale una arista verde que llega hasta a B. Aplicando
la relacién VRV RV 1RV ~! desde A llegamos al punto A’, adyacente a A, por una
arista roja. Al vértice A’ llega una arista verde en sentido opuesto a la otra arista que
sale por A’, esto es un absurdo, de modo que tenemos que rechazar la relacién (3).

(1) ¥ (2} se cumplen en un tnico grupo plano.

Veamos ahora el caso en que en el diagrama existe una cara bicroméitica de
longitud 10. Se cumple entonces alguna de las siguientes relaciones:
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(1) VRVRVRVRVR=1
(2) VRVRVRVRV™IR =1
(3) VRVRVRV IRV IR =1
(4 VRVRVIRVRV R =1

(Los demés son alguna permutacién ciclica de ellas)

En el caso (2) tenemos VRVRVR = RVRV™! y VRVRVRV™IRVR = 1,
combinando estas dos relaciones se sigue

RVRV . V—-1RVR = 1 por locual VRV?RV = 1

de donde RV~2RV? = 1, rclacién que implica que existen dos poligonos verdes unidos
por dos lineas rojas, por lo que este caso tiene que ser descartado.

En ¢l caso {3) se sigue RV RVRY "'RV™IRV = 1, que al multiplicarse por la
izquierda con (3) sc reduce & V% = 1, que muestra que este caso es imposible también.

En el caso (4) tenemos la misma contradiccién (el orden de V' es dos), si mul-
tiplicamos (4) por la derecha con su permutacién ciclica RVRV ~IRVRV IRV = 1.

De esta forma sélo {1) se puede cumplir en la cara decdgono que aparece en
nuestro diagrama de Ceyley. Vea ahora la figura que sigue.

Aa AE
Consideremos ahora cualquier poligono P de 10 lados inducido por la relacién:
VRVRVRVRVR =1 de vértices AAj... AgA, supongamos que B es un punto en el
interior de P, alguna arista verde sale de alguno de los vértices de P, sin pérdida de
generalidad podemos suponer que ese vértice es Ay, aplicamos la relacién (1) a Ay. Se
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afirma que la trayectoria cerrada que resulta no tiene ninguna poreién exterior a P,
pues de otro modo aparece un cuadrilitero, hexégono u octdgono, que satisface alguna
de las relaciones VRVRVRVA =1, VAVREVE = 1, VRVER = 1, (respectivamente el
octdgono, hexdgono y cuadrado).

En el primer caso V = R, lo que es imposible, pues ¥ y R son independientes;
en el segundo VRV R = 1, por lo tanto hay dos polfgonos verdes unidos por dos lineas
rojas; en el tercero VRV RV R = 1, entonces tendrfz una cara hexagonal. &,
Demostracién: Lema 2.11 Suponcmos ahora que dos poligonos verdes estdn unidos
por a lo mds una linea roja, por lo que el nimero mis pequenio de lados para una cara
bicromética es seis. Por el lema 2.15 los érdenes posibles para el generador verde (no

involutivo) son 5,4 y 3 analizaremos los tres casos. Por la [6rmula de la caracteristica
de Euler, y como la valencia es 3 tenemos las ecuaciones (*),(**):

1) Supongamos que V5 = 1. En este caso N/s = (5, C3 =0, 0y = 0, las ecuaciones
{(*) y (**) sc transforman en

(a) Ca-+Cs+Cro+..=F+2-Cs=% - ¥ +2
(b) 6Cg -+ 8Cy + 10C1g + ... = 3N — 5C5 = 3N — N = 2N

por lo cual multiplicando (a) por 8 y substrayéndole (b)

2N
2Cq = < *2t {2C10+4C124-..))

En consecuencia deben existir caras bicromédticas de longitud 6, por lo que
gracias al lema 2.16 todas son de esa misma longitud y satisfacen una misma relacién
(VR)® = 1.

Por lo que:
C — N C — N C ’I b ,t.
5 = 3, Cg = 7, Cg son 86lo caras bicromiticas

dedonde%——i—%’—:%:+2
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6N + 10N — 15N _

2, N=
30 ' 60

Entonces sabemos que ¢l grupo es de orden 60 y tiene una presentacién:

(V,RV® =1,R?=1,(VR)*=1)

que salvo isomorfismo es Ag.

2} Supongamos que V4 = 1, En este caso N/4 = Cy, Oy = 0, C5 = 0, (*} y (**) se
transforman en

(@) Cs+Cy +Cro+...= ¥ +2-C4
(b)) 8Cg +4Cg +5C1p+...= N

por lo que substrayendo (b'} de (a')

Cs=8+(olo+ Cia+...}

Por el lemn 2,16 también en este caso debe existir alguna cera bicromética de
longitud 6, por lo que todas las caras bicromdticas son de esa longitud, satisfecen la
relacién (V R)S = 1 por lo que:

Cy= !Zv') Ce = _ISV_
dedonde—ﬁi{-!g——% =2

6N +8N —12N _

2, N=24
24 ’ 2

Entonces sabemos que ¢l grupo es de orden 24 y tiene una presentacién:

(V,RV =1,R'=1,(VR)}=1)

que salvo isomorfismo es Sy.

3) En este caso V3 = 1, teniendo entonces Gy = 0, 5 = 0, (*) y {**) se transforman
en:

Ce+03+010+---=%'-+2
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3C+4C3 +5Cp+...= N

por lo tanto
3Cg + 20z + Cyg = 12+ ()

de donde inferimos que deben existir caras bicrométicas de 6, 8 6 10 lados, por
lema 2.17 las caras bicrométicas son de uno de csos tres tamafos, y satisfacen una
relacién especifica. Podemos obtener entonces las siguientes presentaciones:

&) Cuando tcdas las caras bicromaticas son hexdgonos:
Cs=H%,Co=%
L R B B o

N =12
con presentacién (V,RIV? = 1, R? = 1, (VR}® = 1) que es 44

b)Cuando todas son octdgonos.

Cy=4,Ca=¥

N =24
Tenemos dos presentaciones distintas en esta situacidn
(V\RV3=1,R’=1,(VR)*=1)
que es otra presentacién de Sy y

VRV =1,R'=1,VRV IRVRV 1R =1)

que es una presentacién del grupo Z3 x A4 (isometrias del octaedro).

¢} Todas son decégonos:
Conll 0=
3= %,10 T

N =80



Clasificacién da los diagramas pianos 38
VRV =1,R*=1,(VR)® =1)

Es una presentacién clésica del grupo 4s.%,

PROPOSICION 2.18 Sea Cx(I'} un disgrame de Cayley plano en al menos tres
generadores, entonces todos son involutivos y I' tiene una presentacidn de la forma:

(X1, X2, Xs|X? = X} = XT = (X1 X)? = (X1 Xs5)? = (X2X35)9)

(X1, Xy, X3] X7 = X} = X} = (X X2)% = (X1 X3)% = (XaX3)®)
(X1, Xa, Xs|X] = X3 = X§ = (X X2)? = (X1 X3)® = (X2 X))
(X1, X2, X3 X] = XF = XF = (X X0)? = (X1 X3)® = (X2X5)")

¥ los diagramas de Cayley asociados son los siguientes:

//'

-
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(Los diagramas aparecen siguiendo el orden de Ias presenteciones y se omite el
vltimo.)

T L LT T P P Y L 2

e L L L L TR P AT L P L P

'./.........-..

BRErerdt mmad s annrcaan s,

esseumasenLsaame sunsnassamannne
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Demosiracién: Supongamos que uno de los generadores es no involutivo, para que el
diagrama sea plano algin generador, digamos x, es involutivo. Retiremos del diagrame
todas lus aristas de color x. Cada componente del diagrama restante es un diagrama
de Cayley plano en dos generadores, =] menos uno no involutivo, cedn componente cs
una copia de alguno de log dingrames en dos generadores que vimos anteriormente.

Sea K une de esas componentes. De la clasificacién de los diegramas en dos
generadores que se realizé en las proposiciones 2.7 y 2.14, K contiene un ciclo C tal
que en su interior hay puntos de K. Considere P un punto del diagrama que esté en el
interior del ciclo C. Existe una arista de color x que parte de P, Esa arista no puede
unir dos puntos de K, porque en ese caso el generador x serfa combinacién de los otros
dos, que no es posible. Necesariamente la arista une a K con otra componente X' que
estd contenida en el interior del ciclo C, en alguna de sus caras. Este proceso se repite
para K’ obteniendo una tercera componente y asi sucesivamente. Se tiene entonces que
el diagrama tiene una infinidad de puntos lo que es una contradiccién.

Afirmamos ahora que los polfgonos bicrométicos son caras, la demostracién
recuerda mucho la demostracién del lema 2.5:

Considere un poligono bicromatico (rojo-verde) P de vértices Ay,..Ax, supon-

gamos que en su interior hay un punto x unido al vértice A; por la arista café C; desde
Ay apliquemos la relacién (RC)’\, con A el orden de RC (vea la figura).
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La trayectoria inducida T por esa relacidn estd totalmente contenida en el
interior de P, pues si M = A;(RC)*"* fuera el dltimo punto de P que toca T, desde
M podemos regresar a Ay por una trayectoria en rojo y verde que parte de M; esta
trayectoria induce una expresién W en los dos generadores R y V. Observe que tenemos
entonces In relacién (RC)A W = 1.

Si aplicamos la relacién (RC)*™*W =1 al punto zRC = z; en el interior de
llegamos por (RC)'\"' a un punto en el exterior de P, pero por W no podemos regresar
a zj, ya que tendr{amos que cruzar el poligono P, y en los vértices de P llegan ya aristas
rojas y verdes.

Las caras de cada uno de los vértices estdn entonces determinadss, en cada
vértice comienzan tres caras bicromAticas; asf que cualquier otra relacién del grupo T
vista como camino cerrado en la esfera se puede expresar en términos de estas tres
relaciones (pues S? es simplemente conexa).

Con esto podemos asegurar que los grupos planos en tres generandores tienen
una presentacién de la forma:

(X1, X, X3 X2 = 1,(X;X;) = 1)

Las caras del diagrama son de tres tipos solamente: rojas-verdes, rojas-cefés y
verdes-cafés. las caras son de longitud 2p, 29 y 2r respectivamente. Si N es el orden del
grupo hay 2’% caras rojo-verde, 5 caras rojo-verde y 7 caras verde-café. Poniendo en
términos de las caras la caracteristica de Fuler:

N 1 1—N+2
T2p 2¢ 2 2

por tanto multiplicando por 7%' la ecuacién:

Fo4-=14

e
SRR
e
2| %

Letelsy
p 9 7

El m4s pequefio de los denominadores tiene que ser dos, pues é + % + % 1
y las otras dos, p y q, satisfacen: % + % > % lo que implica que (p —2)(¢ — 2) < 4
obteniendo de esta forma los siguientes casos para [p, g}:

1l
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{2, q],[3, 3]9l3»4}1[3r 5]

Las presentaciones obtenidas son lzs siguientes:

(X1, X, X3(XF = ¥2 = X% = (XX0)? = (X1 Xs)? = (X2 Xs)9)

(X1, X9, XsIX} = XF = X} = (X1 Xp)? = (X1 X3)® = (X2 X3)3)
(X1, X9, X)X = X7 = X¥ = (X X,)% = (X1 43)° = (X3 Xy)*)
(X1, Xo, Xs|XT = X3 = X} = (X, X9)? = (X1 Xs)* = (Xp.X3)®)

Que son los grupos de simetrias de los sélidos platénicos.

Es interesante notar que estos grupos rdmiten una representacién por un grupo

de transformaciones en el espacio generado por tres reflecciones, tal que sus planos de

refleccién forman dngulos E’:ff (vea [Co]). En la esfera los planos de refleccién cortan

un tridngulo esférico, los plenos de refleccidén se cortan en un punto, que es el centro
de la esfera (vea la figura que sigue).

©

La clasificacién de los grupos planos es resultado de clasificar a los diagramas
de Cayley planos que sean minimos en el conjunto de generadores, todos ellos aparecen
en las figuras de las proposiciones de este capitulo (casi todos, algunos son realmente
dificiles de dibujar) pero hemos en realidad clesificado todos los diagramas planos, pues
para los casos descartados no hay diagramas planocs.

Con esto hemos terminado este capftulo. Como se habrd notado claramente,
la técnica usada para clasificar a los grupos planos es simple y bonita, pero muy larga
y llena de detalles. Es manifiesta, ademds, ls relacidn entre los grupos planos y las
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simetrias de los sélidos platénicos, lo que sugiere una forma m4is sencilla de hacerlo (el
objeto del capftulo siguiente),

Es interesante hacer notar que aunque algunos grupos como Ay tienen varias
presentaciones planas y aparecen en la clasificacién més de uno vez, no todas sus
presentaciones lo son. En el primer apéndice haremos un arndlisis de los grupos finitos
de isometrias y de las presentaciones que usamos en esta parte,
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hora invitamos al lector a olvider un poco lo hecho en el capftulo anterior.

Vamos a estudiar algunoa aspectos que relacionan la teorfa de poliedros con la
teoria de las Gréficas y volveremos a nuestro objetivo principal relacionado a los grupos
de isometrias del espacio.

En 1934 Steinitz demostrd que:

PROPOSICION 3.1 una grdfica es el esqueleto de un poliedro si y sélo si es una
gréfica 3-conexa y plana

Demostracién: apéndice dos. &,
mds adelante Grinbaum conjeturd, en 1987, que:

PROPOSICION 3.2 Toda grifica poliedral G tiene una realizacién como el esqueleto
de un poliedro P tal que cada automorfismo de G estd inducido por una simetria de P.

Este poderoso teorema fue demostrado por P.Mani en 1972 perfeccionando algu-
nas de las ideas originales de Steinitz. Ln demostracién puede verse en “Automorphis-
men von Polyedrischen Graphen”,1972 Mathematischen Annalen.

Este resultado es importante para nuestro estudio de los grupos planes, nos ve
a permitir relacionarlos con los grupos de isometrias en el espacio.

A principios de este siglo, Klein, en su obra “Lectures on the Icosahedron”
publicé una demostracién popular de la clasificacién de estos grupos (la original es de
Hessel,1830).

GRUPOS FINITOS DE ISOMETRIAS

EN EL ESPACIO
C" Cn X Zz
Dn. Dy x Z2
Ay Ay X 2y
Sy 84 X 2y
As Ag X Zy

Los detalles de la clasificacién de las isometrias en el espacio los puede ver el
lector en el apéndice uno. La lista de estos grupos es la misma que la lista de los
grupos planos. Vamos a hacer ver el porque de esta relacién, demostrando el siguiente
teorema:
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TEOREMA 3.3 Si Co(T)} — 5%, entonces I’ es un grupo finito de isometrias en el
espacio

Demostracidn: La idea intuitiva de la demostracién es que, la accién del grupo del
que se obticne el diagrama Cp(T), se extiende a lus caras Q¢! encaje, Puede actunr
por isometrias gracias a la simetria del diagrama ( ol diagrarna es ¢! ezqueleto de un

poliedro).

Especfficamente por la proposicién 3.5 Co(TI') es un ciclo o bien una gréfica
poliedral, en el primer caso I' es un grupo ciclico y por tanto un grupo de isometrias. En
el otro caso la proposicién 3.2 garantiza que cada automorfismo de lu grafica subyacente
8l diagrama es inducido por una isometrin, por el teorema 1.10 {(que identifics a T con
los automorfismos coloreados de Ca (L)) I' es subgrupo del grupo de simetrias de un
poliedro (el de la proposicién 3.2) y por tanto es un grupo finito de isometrias, &y

Ahora estamos en posibilidad de clasificar directamente a los grupos planos:

TEOREMA 3.4 SiT es un grupo plano (es decir, existe un conjunto de generadores
A tal que Cx(T) = S§?) entonces I' es alguno de los siguientes grupos:

Cn C,-,, X Z;
Dy, Dy x 23
Ay Ay % Zg
54 34 X Zz

Ag Ag X Zn

Demostracién: Nuestra demostracién es directa, por el teoremn 3.3 si I’ es plano
es grupo finito de isometrins, basta exhibir para cada grupo finito de isometrias una
presentacién que de origen a un disgrama plano, pero esa es la parte sencilla pues se
conocen bien las presentaciones de esos grupo (vease [CoMo]}. De hecho ya se tienen
todas las necesarias en el capftulo pasado {sobran) y no las repetimos, &,

Ahora solo nos resta la parte técnica; dernostrar la proposicién 3.5

PROPOSICION 3.5 8i Ga(T) «— §2, entonces es un ciclo o bien es una gréfica
poliedral

Demostracién: Es consecuencia inmediata del lema 3.6 pues los diagramas de Cayley
tienc como grafica subyacente una gréfica transitiva, en el diagrama actda transitiva-
mente el grupo que le dio origen; ademés por hipdtesis el diagrama es plano, y por la
proposicién 3.1 es poliedral.gy

En la demostracién del lema 3.8 se utilizard un resultado de Victor Neumann-
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Lara en conexidad de gréficas y separadores.

LEMA 3.6 Una grédfica G conexa y transitiva de valencia al menos 2 es tres conexa o
bien es ciclo.

DEFINICION U=z scparsdur A de una grafica G es un subconjunto de los vértices
de G con la propicdad de que G - A = Ay U Ay con A; subgrifica no vacia de G y
Al n Ag = 45

Recuerde que una grafica es n-coneza si no tiene separadores de cardinalidad
n~1.

DEFINICION Dados dos separadores A,B de la grifica G, que la separan en Ay, A2
¥ B1, By una Escuadra By se define como: Eyj = (ANBYU(4; N B) U (B, N A) donde
t,7 € {1,2}.

Lema({Neumann-Lara) Consideremos dos separadores A y B de la grdfica G,
A parte a la grdfica en A(, Ay y B la parte cn By, By. Si AyN By # ¢ la escuadra Ey,,,
es un separador de G.

Este resultado tiene una presentacién grafica muy llamativa, vea la figura donde
se sefiala la escuadra Ey:

A A Ag

Bp

En la figura las dos barras que se cruzan formando una cruz representan los
separadores A y B las porciones a sus lados son las componentes que deja cada uno de
sus separadores; una escuadra estd azurada, el lema asegura que si la esquina 4; N By,
que encierra la escuadra, es no vacia, la escuadra la separa del conjunto A3 U By. Por
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esta imagen Neumann-Lara nombré a este lema como Lema de la Crue.

Demostracién: Supongamos que F = A; N By # ¢ las aristas que salen de F no llegan
a By pues B es separador, tampoco llegan a Az pues A es separador, llegan entonces a
la escuadra E|j, que es entonces un separador. &,

Demostracién: (Lema 3.8) Los automorfismos de una gréfica transforman separado-
res en separadores, observe ademds que toda grafica transitiva es ol menos dos conexa,
pues toda grifica tiene puntos que no son de corte (los puntos a wayor distancia en la
grafica) y por ser transitiva ninguno es punto de corte.

Supongamos que G no es tres conexa, entonces existe A = {X, Y} separador de
cardinalidad dos en G, podemos suponer ademds que el tamafio de la componente A; ¢s
el mds pequeno posible en una componente, de entre todos los conjuntos separadores con
dos elementos de G. A; es no vacio, sea Z uno de sus vértices, existe un automorfismo
de G que manda X en Z.

Afirmamos que la imagen de Y bajo el automorfismo pertenece s la componente
Ag. Para demostrarlo aplicaremos en dos casos sucesivos el lema de la Cruz,observe
que las imégenes de X y de Y forman otro separador que llamaremos B :

1) La imagen de Y es un vértice de A3 N .B. Vea las figuras siguientes:

M A AD A Ap

ik

Si Ay N By es no vacfo, por el lema la escuadra Egy es un separador, pero la
escuadra es a lo més de un sélo elemento y en las gréficas transitivas no hay puntos de
corte; con esto llegamos a la contradiccién, siendo en conclusién A3 N By = ¢. Por la
hipdtesis de que Y es un vértice de A;NB, ANB=¢yBNAy=¢.

El punto Y estd en AN By o bien en AN By (no puede estar en AN B pues
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los separadores A y B son de cardinalidad dos), esas dos situaciones las mostramos en
las figuras anteriores. Cuando Y € AN By, Ay N By tiene que ser vacfo pues sino el
separador B deja como una de sus componentes 1 Ay N Be pero es una componente
del separador B de menor cardinalidad que A1; como A; N By ¢s vacio legamos a una
contradiccién pues entonces B no es separador en consecuencia Y ¢ AN By,

Y tiene que estar en AN By pero entonces podremos demostrar que A no es
separador, porque la escuadra E3; no puede ser separador (consiste de un solo punto),
entonces A9 N By = ¢, y por lo tanto A; = ¢. En conclusién Y no es un vértice de
AN B.

2) La imagen de Y es un vértice de A N B. Vea la figura siguiente:

A A A2

Si A3 N By es no vacio, por el lema de la cruz la escuadra g9 es un separador,
pero la escuadra es de un sélo elemento y en las graficas transitivas no hay puntos
de corte. Con esto llegamos a una contradiccién, de modo que A9 N Bs es vacio, por
hipétesis también A N B lo es y podemos demostrar que Ay N By = ¢, ya que, de no
ser vacio, el separador B tiene una componente (4; N B;) de menor tamafic que ;.

Por lo que la dnica posibilidad es que la imagen de Y esté en A9 N B, vea la
figura que sigue:
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Por dltimo vamos & demostrar que el punto Z, imagen de X bajo el automor-
fismo, es el inico punto en Ay. De nueve cuenta usaremos el lema de la Cruz:

VYamos a ver que no hay puntos de la grafica en Ay N By ni en A} N By. Como
se presenta en la figura anterior, st 4y N By es no vacfo, lr escuadra £y es separador,
pero entonces el tamano de la componente A; M By es estrictamente menor que el de
Ay, pues le falta el punto Z; esto contradice la suposicién que hicimos respecto a la
minimalidad de 4. En conclusién 4N Bj es vacio. De la misma manera se demuestra
que Aj N By es vacio, por lo que el dnico vértice en Ay es Z. Bajo la hip6tesis de que
X y Y forman un separador, Z es adyacente a X y a Y, entonces % es un vértice de
valencia dos, en conclusién todos los vértices de la griafica son de valencia dos. Por la
hipétesis de que ln grifica es conexa Ia gréfica es necesariemente un ciclo. &y
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GRUPOS FINITOS
DE ISOME TRIAS
EN EL ESPACIO



04 grupos finitos de isometr{as en el espacio fueron enumerados por primera vez

en 1830 por Hessel, pero su obra como le de muchos permanecié ignorada hasta

que E. Hess la republicé en 1897. Lz primers demostracién de libro de texto se
puede encontrar en "Lectures on the Jeosahedron® de Félix Klein. Lzs ideas esenciales
de la clusificacién son las siguientes:

Todo grupo finito de isometrias deja invariante al menos vn punto, que geométri-
camente es el baricentro de todas las imdgenes de un punto dado bajo la accién del
grupo. El punto invariante nos permite pensar &l grupo como actuando en una esfera.
Por otra parte toda isometrfa que deja un punto fijo es Ia refleccién sobre un plano que
pasa por el punto, o bien el producto de dos o tres reflecciones con esa caracterfstica.
Se dice que una isometr{a, que se forma de! producto de dos reflecciones con un punto
fijo, es una rotacién.

Se muestra entonces que:

Los Gnicos grupos finitos de rotaciones son loa grupos de simetr{as rotacionales
de los siguientes poliedros: :
1) La pirémide p-agonal
2) La dipirdmide o diedro p-agonal
3) El Tetraedro
4) El Cubo o el Octzedro
5) Bl Dodecaedro, el Icosaedro

El grupo completo de simetr{as de estas figuras contiene reflecciones, pero por
el momento s6lo nos interesan rotaciones.

A la pirémide p-agonal claramente corresponde el grupo cfclico de orden p. La
dipirimide admite ademés una rotacién de 180 grados, que permuta los puntos z y
-z, corresponde al grupo diédrico Dy, El grupo de simetrias completo del Tetraedro se
encarga de permutar los cuatro vértices de forma regular, es entonces el grupo simétrico
Sy; el subgrupo de simetrfas rotacionales es de Indice dos y corresponde al grupo Aj.
Las rotaciones del Cubo permutan sus cuatro diagonales {uniendo pares opuestos de
vértices), por tanto Sy es el grupo de simetrias rotacionales del Cubo { ¥ por tauto de
su dual, el Octaedro).

Los veinte vértices del Dodecaedro pueden distribuirse en 5 conjuntos de modo
que sean los vértices de 5 Tetraedros inscritos. Cada rotacién permuta estos cinco
Tetraedros, y gracias a esto podemos establecer un isomorfismo entre las rotaciones y
el grupo As.

Cuando se tienen clasificados a los grupos rotacionales de isometrfas, es mds
sencillo determinar cuales son todos los grupos isométricos:
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Una inversién central es una transformacién que a cada punto x lo transforma en
su punto antipoda —z. Como se observé anteriormente, todo grupo finito de isometrias
tiene un punto fijo. Es sencillo demostrar que Ias isometrias, que dejan fijo un punto,
pueden expresarge como la composicién de una rotacidn y una inversién central, donde
cl origen de coordenadas es el punto fijo. A la composicién de une rotacién con una
inversién centra! la deniciinaremos une invergidn rotatoria.

Si un grupo finito de isometrias I' consiste sdlamente de rotaciones, es uno de
los grupos considerados anteriormente. De no ser asi,I” contiene un grupo de rotaciones
G como subgrupo de indice dos, I' es un grupo de orden 2n, que consiste de n rotaciones
Ry, Ra, .., Ry (los elementos de G) y del mismo namero de inversiones rotatorias.

Esto se explica al considerar, que si el grupo consta de m inversiones rotatorias,
T1,T2,...,Tm, podemos multiplicar por T cada clemento de! grupo con el objeto de
expresar las mismas n -+ m isometriag como: T;T) y R;7]. Las nisometrfas ;T son
inversiones rotatorius, y las m isometr{as 7T} son rotaciones por lo que m =n.

Si la inversién central Y pertencce @l grupo de isometrfas I', T' es en realidad
el producto directo G x {¥'} = G X Zy. Esto se debe a que entonces las n inversiones
rotatorias son simplemente ;Y o lo que es lo miamo, Y R;.

Cuando Y no pertenece &l grupo, las 2rn transformaciones R; T;Y forman un

grupo de rotaciones de orden 2n que tiene la misma tabla de multiplicacién que el
grupo IT', pues tenemos que si BT =Ty

ST;Y =T, y si LT = S

LY, T;Y = T,¥ "0 = T,T; = 8

De esta forma I' es isomorfo a un grupo de isometrds rotacionales de orden 2n,
que tiene como subgrupo normal &l subgrupo G de orden n. En este caso llamaremos
a [ grupo Mizto.

Para terininar nuestra clasificacién, tenemos que buscar pares de grupos rota-
cionales relacionados de la manera descrita. Estos pares son:

C20Cny DnCh, D"Dén (n par), SiA4

Con esto podemos completar la tabla siguiente, donde se muestra a todos los
grupos clasificados:
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GRUPOS FINITOS DE ISOMETRIAS

EN EL ESPACIC
Grupos Rotacionales Productos directos Grupos Mixtos
Cn Cn x 23 C3nChn
D, Dpx 24 D,.Cn
A«i Ag X Z? D?raDn
S¢ Sy X 2y SiAy4
As As X Zy

Los grupos planos son esencialmernite éstog; en la primera clasificacién que ofre-
cimos, usamos varias presentaciones de estos grupos, sobre todo al clasificar aquéllos
que tenfan presentaciones en dos generadores; vamos a estudiar algunas de estas pre-
sentaciones como simetrins de los poliedros mencionados.

Queremos mostrar la geometrfa de cada una de las presentaciones usadas.

Para el grupo diédrico aparecen dos presentuciones:
RV R*=1,V*=1(RV)* =1
(V] RP=1vF=1(VR)’=1)

En el primer caso tenemos que puede ser pensado como el grupo de rotaciones del
diedro, que puede ser generado por dos de sus rotaciones, ves las figuras:

i

Del grupo A4 (las rotaciones del Tetraedro) sparecen las siguientes presenta-
ciones:
(RV| V¥=1,R*=1,(VR}=1)
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(RYV| RP=1Vi=1RV)I=1)

que geométricarnente corresponden a las siguientes parejas de rotaciones en el Tetraedro
{ambas parejas generan):

Del grupo Sy aparecen lus siguientes presentaciones:
(R,VIVi=1,R*=1,(VR)3=1)
(RVIVE=LR*=1,(VR) =1)

En el Octaedro podemos visualizar dos parejas de rotaciones que cumplen las

mismas relaciones, En la figura se representa al Octaedro, y se marcan las rotaciones
con sus ejes respectivos:

4

El grupo Ay aparece varias veces en la clasificacién, tenemos las presentaciones
siguientes:
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(R,VIVS =1,R* = 1,(VR)} = 1)

(Rvivi=1,R*=1,(VR)’ = 1)

En las figuras que siguen, sc muestra la realizecién geométrica, por simetrias
rotacionales en el Icosaedro.

Es interesante notar que el grupo de rotaciones del Icosaedro también se puede
representar geométricamente como el grupo generado por las dos rotaciones de periodo
tres, que mostramos en la figura que sigue; sin embargo esta presentacién no produce
un disgrama de Cayley plano.
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Los grupos de simetrias de los sélidos platénicos tienen las siguientes presenta-
ciones, que geométricamente son grupos generados por tres reflecciones.

(X1, X, Xl X} = X} = X] = (X 1K) = (X1 X3)7 = (X X5))
(X1, X2, X31%] = X} = X7 = (X1X3)" = (X1 X3)} (X2 X5))
(X1, X9, Xs|XF = X] = XT = (X1%;)7 = (X1 X3)} (X2 X3)%)
(X1, X5, X31X} = X§ = X} = (X13)% = (X1 X3)% (X X3)5)



. GRAFICAS
POLIEDRAL ES



E n este apéndice se pretende cstablecer la relacién entre las grédficas planas, 3-
{ conexas y los poliedros. Steinitz demostré el teorema siguiente considerado
fundamental en la teorfa de poliedros:

Una grafica es ei esqueleio de un polliedro sl y sélo sl es tres conexa

y plana.

Vamos a presentar una demostracion sencilla y bonita de Grinbaum, peara lo
cual vamos a necesitar las siguicntes unociones: Un subconjunto de R"™ definido por
un conjunto finito de desigualdedes lincales es claramente un conjunto convexo, que
nosotros llamaremos un poliedro. Un poliedro X en R3 estd acotado por planos, un
subconjunto de X que esté contenido en uno de los planos se denoming cara del poliedro
X, la interseccién de dos caras de X es una arista y la interseccién de dos aristas es
un vértice. (Para que nuestra definicién de poliedro coincida con ln imagen sélida que
tenermos de él, pediremnos que su interior sea no vacfo).

Un plano H € R? es soporte del poliedro X si 83X N H £ ¢y X C HT o bien
H~ con HY o H™ los medios espacios cerrados marcados por H.

Vamos a usar en la demostracién del teorems el lema que sigue:

LEMA B.l Sea V un vértice de un poliedro M y HY un medio espacio cerrado
determinado por ¢l plano H, tal que v € H y tal que todas las aristas incidenies en v
pertenecen a Ht. H es un plano de soporte para M.

Demostracién: Supongamos que existiera un punto u de Af en H ™, por la convexidad
el segmento T = fu + (1 — t)v estd contenido en M, T cruza el plano H y por tanto
existe una arista que sale de v que cruza H y que no esté contenida en H*ﬂ(‘g\a

TEOREMA B.2 Una grifica es el esqueleto de un poliedro si y sélo si es tres conexa
¥ plana.

Demostracién: Con el lema B.1 podemos probar ls necesidad de las condiciones del
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teoremn de Steinitz:

Consideremos M un poliedro, tal que su esqueleto es ia grdfica G formada por
las aristas y vértices de M. Es suficiente mostrar que G es tres conexa (plana, desde
luego)} y para ello es suficiente mostrar que quitar dos vértices cualesquiera no destruye
la conexidad de la grifica esqueleto.

Sean u, v dos vértices de 77 ¥ llamemos Q a la recta que pesa poc clles. Sélo
puede ocurrir que @ NintM = $ o P NiniM # ¢. En el primer cazo existe un plano
H de soporte que contiene a @, u y v son vértices de una mirma cara F de A . Sea
H' el plano de soporte de M paralelo & H, H' intersects a M en una enra, una arista
o un vértice.

Observe que dado un vértice x de la grafica G~ {u,v} o eatd en H' o bien existe
un vértice de z ndyacente a T que estd mis cerca de H que z. (Esto es consecuencia
del lema anterior, pues si no el plano que pasa por z paralelo a H seria de soporte,
teniendo tres planos paralelos de soporte),

Por este hecho de cualquier vértice z € G — {u, v} existe una trayectoria que lo
conecta a un vértice y € H' N M. Entonces G ~ {u,v} es conexa: para unir z y y en
G — {u,v} se manda una trayectorinde ra z’ en H' y de y a v en H' y como H' corta
en una cara, una arista o un vértice de M, =’ y ¢ pueden unirse a su vez.

En el caso que QN intM # ¢ considérese el plano H que pasa por u, v y algin
otro vértice w de la grifica G. Sean H' y H" los planos de soporte paralelos 2 H. Si
zg y T2 son dos vértices de G — {u, v}, bay doc posibilidades: que z, y pertenezca al
mismo medio espacio generado por H o a distinto.

Si estdn en el mismo medio espacio, la demostracién de que se pueden conectar
por una trayectoria es igual a la dei caso anterior. Si estdn en distinto, podemos, por
el caso anterior, asegurar que hay una trayectoria de = & w y otra de w a y, por lo que
se tiene la necesidad.
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La suficiencin de 188 condiciones de Steinitz ¢s mds delicada y 82 basa en una
induccién sobre el nimero de aristas de la grifica plana 3-conexa. Dada una grifica
3-conexa y plana G con vértices V', st denotamos como Vy y C; ol nimero de vértices
de valencia k y curas de longitud & en ' respectivamente, entonces:

V=3V, , =30

k23 k23

Sabemnos que 24 = Yisy kO v similarmente 24 = Yg»5kVi. Como G es
plana V. — A + C = 2, ¢sto da

DokCr A Y AV =44 =4V A0 -8 =45 Vi +4 3 O -8
k>8 k>3 k>3 k>8

S Vo+Cs=8+ 3 (k—4)(Vy +P) 28
k>3

Esto dice que toda grifica tres conexa plana tiene al menos 8 elementos triva-
lentes: caras de longitud tres o vértices de valencia 3.

La reduccidn de una grdfica G es un procedimiento para obtener, a partir de
una grafica plane 3-conexa, otra gréfica G” también plana y tres conexa.

En las siguientes Oguras se muestra corno reducir un elemento trivalente de la
grafica 3-conexa:

Primero el caso en que el elemento trivalente es nn tridngulo tenemos las cuatro
trans formaciones B;).
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Cualquiera de las reducciones preserva conexidad (lema B.3):
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Si G contiene un vértice de valencia tres que pertenece a la frontera de una cara
triangular, la reduccién de ese vértice reducird 2l mimero de aristas de G en al menos
una.

Si la gréfica original ¢ no contiene un vértice con tales caracteristicas ¢l lema
B.4 nos asegura que unz sucesién Hnite de e
con tales caracterfsticas.

UeciGdes oblige & que aparezes un vértice

Al aplicar la reduccién y reducir el nimero de aristas en al menos uno, ob-
tenemos una gréfica 3-conexa G*. Por hip6tesis de induccién existe un poliedro P*,
obtendremos un poliedro P de esqueleto G. Si obtuvimoes a G* &l apiicar una reduccién
B; a G, P es obtenido de P* cortando el vértice v* con un plano que pasa por los puntos
a, b, ¢ {vea la grifica correspondiente). Si obtuvimos & G* al aplicar una reduccidn A;
a G, P es el causco convexo de P° y un punto v separado de P*.

-

o mama

*
‘e
J
*
‘“
.
H
@&

En el caso de la reduccién Ap, v tiene que ser el punto de interseccién de los
planos que contienen a las caras adyacentes al trifngulo A. (Si ese punto no existe
explicitamente como en el caso de que 2 de csos planos son paralelos, aplicaremos una
transformacién proyectiva que realice la interscccién de esos planos.)

In el enaso de la reduccién Aj, ¢l punto v debe pertenecer a [a recta de inter-
seccién de dos de esos planos.

En el caso de la reduccidn Ay, v s8lo necesita estar en uno de esos planos, para
la reduccién As en ninguno.

$6lo nos resta demostrar {lema B.4) que, con el proceso de reduccién, en algin
momento si reducimos el nimero de aristas en la gréfica y as{ podremos aplicar la
hipétesis inductiva.egy,

LEMA B.3 Las reducciones preservan conexidad.

Demostracién: vea la figura que sigue,
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Llamemos G* a la gréfica obtenida de G por una reduccién. Veamos la demos-
tracién de por qué en la reduccién Ap se preserva la conexidad . Al retirar de G* los
vértices {u, w} no involucrados en lo zeduceién Ag, G* — {u,v} es conexa obviamente,
porque en la grifica original G — {u, v} es conexa. Los problemas pueden surgir al ser
u o w vértices involucrados con la reduccién Ao (vea la figura anterior), por ejemplo
si v = a, w es cualquier otro vértice distinto de b y ¢, G* — {u,w} es conexa, pues
G — {a,w} es conexa, para encontrar un camino entre dos vértices cualesquiera de
G* — {u,w} se usa el camino que habfa entre ellos en G — {u, w} y sélo se cambian las
aristas cuando se pasa por aristas removidas en la reduccidn.

Para las otras reducciones se demuestre igual la propiedad. ey,

LEMA B.4 Dada una grdfica G tres conexa y plana, contiene una cara triangular uno
de cuyos vértices es de valencia tres o bien se puede obtener G* por aplicar un nimero
finito de reducciones, que es una gréfica tres conexa, plana y que contiene uns cara con
esas caracteristicas,

Demostracién: Dada una gréfica G plana y 3-conexa se puede obtener una grafica
I{G) de la siguiente forma: Los vértices de I(G) son las aristas de G y uniremos dos
de esos vértices, si y sélo si para algin encaje plano de G las aristas que representan
son incidentes en un mismo vértice y son aristas de una misma cara.

Obsérvese, primero que nada, que J{G) es piana y 8-conexa {porque G lo es) y
cada vértice es de valencia cuatro, porque cada arista estd en 2 carus y en cada una de
ellas tiene dos aristas vecinas.

Existe una biyeccién entre las caras de I{G) y la unién de vértices y caras de
G, que establece

V(G) +C(G) = CI(G))

Pero la relecién que nos interesa es que dos caras A y B de I(G) tienen una
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arista en comin cuando
a) a A le corresponde un vértice de Gy & B une cara de G.
b) el vérlice y cara correspondientes con adyncentez en G.

Observe que una cara triangular en G con un vértice de valencia tres corres-
ponde en I{G) & dos triingulos adyacentes por una arista.

Vamos & demostrar que esta configuracién efectivamente aparece en I{G) por
aplicacién sucesiva de reducciones en G. Eato se probard en lema B.11 requiriendo de
las definiciones y los lemas anteriores a él.@y,

DEFINICION B.5 Sea H una gréfica plana, 3-conexa y regular de grado 4. La zrista
{1,9) € A(H) tiene continuacidn directa (7, k) si las aristas (1,5) y (7, k) en un encaje
plano de H separan a las otras dos aristas que inciden en el vértice j.

DEFINICION B.8 En la grdfica H mencionads, una trayectoria (Jg, 51,72, -1 Jn) €n
H es transversal si Vk € [1,n — 1) (Jg,5541) es continuacién directa de (jr_1,5%).

a) L consiste de un ciclo ! lamado frontera del lente y los vértices y aristas que estén
¢n el interior de ! en un encaje plano de H.

b) El ciclo consiste de dos trayectorias transversales: 1, 1,12, ..,%n, 70 ¥ 70, 71, 321 -1 Jm %0
tales que en L las dnicas aristos que inciden en ig son (ip,%1) ¥ (fo,Jm), para j sélo
inciden (1g,11) ¥ (Yo, Fm)-
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DEFINICION B.7 Un lente L en H es irreducible si L no contiene subgréficas propias
que también scan lentes.

Un ejemplo de lente irreducible es justamente la configuracién que nos interesa
encontrar en I((3). Con respecto a los lentes vamoes a probar una sucesion de vistesos
lemas:

LEMA BS T()dli orivfica H f&ﬂIi, tres conexa y caalio e J'UAY{LI’ CGutA:C‘A.C un .’C,.‘f(_‘
=3
irreducible

Demostracién: Considérese el conjunto A de las subgrificas de H, que contienen un
ciclo formado por a lo mas dos trayectorias transversales. Este conjunto es no vacio,
pues dado z € H comience en él una trayectoria transversal T, prolongue T hasta que se
cruce a sl misma formando un ciclo K. K es un ciclo formado por una trayectoria cerrada
transversal. K pertenece entonces a nuestro conjunto, sea R un elemento mfnimo en
vértices del conjunto considerado. No puede estar formado por una séla trayectoria
transversal B, pues se tomaria entonces cualquier vértice y en el ciclo y apartir de él se
prolonga una trayectoria transversal (eso se puede hacer desde cualquier punto) hacia
el interior de B. In algtin momento toca de nuevo a B en otro vértice o se cruza a
si misma, en ambos casos aparece un clemento de A de menor nimero de vértices,
contenido en R.&y

LEMA B.9 SiL eslente irreducible, la lougitud de las dos trayectorias que forman la
frontera de L es la misma.

Demostracién: Por ser elemento minimo en el conjunto mencionado en la demos-
tracién anterior, dudo un vértice en la fronterz {7, al comenzar en él una trayectoria
transversal T, T no se autointersecta, pues aparece un elemento de menor nimero de
vértices; ademdas T tiene que terminar en un vértice de la frontera también, pero en
una trayectoria transversal opuesta (recudrdese que la frontera de un lente son dos
trayectorias de este tipo), pues de terminar en la misma aparece un lente mds chico
contenido en L.

De este modo cada vértice 7). estd unido a un vértice 7, por una trayectoria
transversal. De cada 1; sale sélo una de esas trayectorias transversales, que llamaremos
secciones, podernos producir entonces un aparcamiento entre los vértices de los dos
bordes del lente.

Con esto queda demostrado el lema.gy,

Una seccién se visualiza asf:
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- Observe ademds que por cada punto dy en el interior del lente pasan dos sec-
ciones.

LEMA B.10 Todo lente irreducible contiene un tridngule adyacente a su frontera.

Demostracién: Si L no tiene puntos interiores, la cara de L incidente a iy es un
tridngulo (vea la figura que sigue). 19
o "\
N,
i —]

WA

L

|

En el caso en que haya puntos interiores, sean éstos dy,ds,...,d,. Ses h(dj) el
numero de caras que estdn en la regidén, cuyas fronteras son las dos secciones [y, {, que
pasan por d; (I, parte de 1, Iy de 1) y la transversal frontera que va de i a 4,.

Jr

Sea t € [1,r] tal que h(d:) = min{h{d1},h(ds),...,h(dr)}. Se afirma que los
vértices dy, 11, ¢s (g, ts 50N los vértices de donde parten lns secciones que pasan por
dp) forman un tridngulo. Entonces tenemos una situacién como la que sigue:

Si entre t, y d; hubiera puntos intermedios de la seccién l,, se considera cual-
quiera de ellos, digamos z, y l» otre scceidn que pasa por z (ademds de [,) une a2 ¢
con Iy, en la transversal frontera. Esta transversal parte en dos a la regién delimitada
por dg, 1, 15. Alguna de esas dos mitades tiene menos regiones, llegando a una contra-
diccién con la construccién de d;. De manera andloga en la seccién I entre i} y d¢ no
hay vértices. La regién, que delimitan i, 1, y dy, es cara y es un tridngulo en el lente,
que incide en la frontera. &y,
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LEMA. B.11 La aplicacién de un mimero finito de reducciones en G gréfica tres conex
y plana induce la aparicién de ua lente irreducible con sélo dos caras en su interior,

Sea K(I(G)) el nfunero minimo de caras en un lente irreducible de I{G).
Tenemos 2 < K(I(G)) < %C(I(G)), {C(I{G)) ea igual &l nimero de caras de I{G)}).
Para verificar Ia cota superior piense en la grifica I(G) encajada en la esfera, la frontera
de un lente es frontera realmente de dos lentes, tanto una parte de la esfera como la
otra lo son y el nimero de caras en alguno de esos dos lentes es menor o igual a la
mitad del total de caras.

Por la biyeccién que existe entre caras de I(G) y caras y vértices de G

(@) +vie) = 28 1 < we

K(1(G)) < X

[ R

Si K(I(G)) = 2 entonces el lente irreducible correspondiente es el de la confi-

guracién que buscibamos: /-‘@\

De este modo las reducciones Ay, A2, Ay y By, Bg, By efectivamente disminuyen
el nimero de aristas en G con lo que terminamos la prueba.

Si K(I(G)) > 2, por el tltimo lems demostrado, en cualquier lente L con
K(I{G)) caras en su interior existe un tridngulo A, incidente en su frontera de acuerdo
a que A corresponda & una cara triangular o a un vértice de valencia tres en G; apli-
caremos las reducciones Ag o bien By, En ambos casos K(I(G*)) < K(I(G)).&,



|Bal]

|Bas]

{CoMo]|

[Ma]

[Man}

{Mo]

iGrilal

{Ha]

[Whi

{Wha

BIBLIOGRAFIA

Babai, Léslé  (1972)
” Automorphism Groups of Planar Graphs, I*
Diserete Maothematics, 2:295.307

Babai, Lézl6  (1973)
"Groups of Graphs on Given Surfaces”
Acta Mathematica Acaderniae Scientiarum Hungaricae, 24(1-2):215-221

Babai, L&zlé y W, Imrich  (1978)
"On Groups of Polyhedral Graphs®
Discrete Mathematics, 5:101-103

Coxeter, H.S.M.  (1969)
"Introduction to Geometry”
Springer-Verlag, Nueva York, 2s ed.

Coxeter, H.S.M. y W.0.J. Maser  {1980)
"Generators and Relations for Discrete Groups”
Springer-Verlag, Alemania, 4& ed.

Maschke, H.  (1086)

"The Representation of Finite Groups, especially of the Rotation Groups of the
Regular Bodies of three- and four- dimensional Upace, by Cayley Color Diagrams®
American Journal of Mathematics,18:156-171

Mani, P, (1971)
" Automorphismen von Poliedrischen Graphen™
Mathematischen Annalen, 192:279-303

Massey, W.S.  (1967)
? Algebraic Topology: an Introduction”
Harcourt, Brace, and World

Gross, J. y F. Harary (1980}
"Some Preblems in Topological Graph Theory”
Journal of Graph Theory, 4:253-283

Harary, Frank {1072}
"Graph Theory”
Addison - Wesley 1°ublishing Company, EU.A., $a ed.

White, Arthur  (1072)
"On the Genus of & Group”
Tranasactions of the American Mathematical Saciety, 173:208-214

White, Arthur  (1973)

" Graphs, Groups and Surfaces”
North Hollsand/American Elsevier, Amsterdam

- 66 -



[YeKoKr| Yemelichev, V.A., M.M. Kovalev y M.K. Kravtsov  (1984)
) traducido por G.H. Lawden
"Polytops, Graphs and Optimisation®
Cambridge University Press, Cambridge

1Yo} Youngs, JT.W.  {1983)

"Minimel Imbeddings and the Genus of & Graph”
Journal of Mathematics and Mezhanses, 12(2):303-315

-8 -



	Portada
	Índice
	Prólogo 
	Capítulo Uno. El Genero de un Grupo 
	Capítulo Dos. Clasificación de los Diagramas de Cayley Planos 
	Capítulo Tres. Los Grupos Planos son Grupos Finitos de Isometrias
	Apéndices
	Bibliografía



