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P.ESUMEll 

UnA clase impartant.~ de Froblemas de la vida real requieren para 

zu análisi5 de la consideración de su comporlall\l.enlo a través del 

tiempo. es decir. cons1der.:.i.: eventos que pueden ocurrir de manera 

aleatór1a. con ciert~ ~r~~ü~!lidad. )'que afect3r~~n el desarrollo 

del problema. Para al ar.41.isis da e:::lo$ problemaz en f.;irm..:.. 

dinámic.:i ~e necesil3- una extensión de la pr 1.;obabil1dad. denominada 

Procesos Estocáslicos. 

Existen diversos lipc::: ~jr~ Proceso:::; E~loc.isticas: aquellos con 

incrementos independientes, los est.aclonario:;;., la~ martingalas; 

pero unos de importancia Iunda.menlal son. sin duda, las Cadenas de 

Markov, pues han t'a.voi'écido el amplio y ágil desarrollo de los 

Procosos Estocásticos. t.ant..o en el campo de la t..eoria -::orno on el do 

la práctica. Sus aro.as de aplica.ci6n sen. muchas y muy variadas: la 

Fisica, Biologla. Econornla e Ingenier!.a., entre ot.1·as. 

El objetivo do ost.e trabajo es describir y analizar la.~ Cadenas de 

Ma.rkov y en particular los Procesos de Ramifi-:.::i.ci6n Univariados. 

con algunas aplicaciones de ellos diversos campo5 de la 

Ingenieria. Administ.racit!in, Fisica e Invest.l.gacit!in de Operaciones, 

enlre otros. 

Para ello. en primer toárminci se r~vis.J.n algurios concept..os: básicos 

indispensables para la comprensión y ana.lisis del comportamlent.o 

de esos procesos, y on seguida, aunque sin profundizar en ellos, 

algunos modelos ya desarrollados de solución de problemas reales y 

conocidos que de alguna manerj,. utilizan la leerla mencionada. 



1 N~ODUCCI CN 

Uno d& los aru.gma.s de !a hiSt•.::>ria de !.a.. humanidad éS que el hombre 

paroce haber reconocido l.a i1nportan.cia del cambio deosde los 

t..iempoz rn.az ramolos, aunque no fué sino hast.a muy recient.ement..e 

que lo volvió objeto d& un ~sludio formal. El juego es tan viej:' 

como la humanidad. En =iLio~ arqueológicos de gran antigüedad se 

han encon•-radc, :ra. d.i. .:;posi li vos de conli ngenci a 1 o cual hace 

pensar que -::::onjuntament.;- con ellos, exlst.ia un.a inluiclón de las 

probabil.i.dades invol 1.Jcradas en su use y de la for1n.."l. en que más 

t.arde afectarian las decisiones que un jugd.dc1· necesilar-1.a Lomar­

Gon el curso de cada Juego. 

El u,;o de mecan.i.smcs de contingencia para otro tipo de propósitos 

como jUl'idicos o d~ c•Jlt.o, ha sido t..ambién uni'1>:tr:::al, aunque cil 

azar era concebido ccn cualidades divinas o demoni.l.C.:l:::. y parecen 

haber tenido inf 1 ut?-nci .::i. sobre 1 a evolución ; sobrevi vencia. de 

.:l!gunas t_r1bus y cullur.'.1s. /.,L!ri jhcr.:.. :;c- ut.ili::o;.:i.n m•::-cani:;;mos de 

azar o cor.Lingencia en siluaci.ones en que no puede i::-:1st.l r algo 

que sug1era duda .,.:-n la <?-quida.d de una selei:::c.i.On, por ejeniplo: 

comúnmente los jurados se f_:>ligen por sorteo; y en la m3.yoria de 

!as compet..enclas deportivas se dec1de mcdiant~ ur, \-alado el grupo 

que iniciar~ 81 p.-:..rlido. 

Los sociólogos han si=ñal...:t.do l... con!'ian=.l en c-1 azar en 

prácticamente todas las <zi tuacJ.ones en que la ignorancia de los 

t:tlemont..os que afúct.an t?l resultado de. una decisi.or. la3 hacen muy 

diflciles de sostener. 

A pesar de este embrollo univer~al y el significado social de el 

azar. los pensadores: con mayor 1nflu~ncia anL0:t..,. u~ l.iL .:;r¿ 



c.iant.lf'lca. nta-garon l.:i. ~xislenc.ia Jel azar o, aun cualldo 

existencia era reconocida, lo excluían como objeto válido de 

discurso racional. Asl Aristóteles definió al azar como la clase 

de lodo aquello que es ind9fin1do e ii1escrulabla al intelecto 

huma.no, y prácticamente Ledos los pensadores de la &scuola 

escolástica consideran que la existenc1.:i. dt?L a=.ar puede ser 

compatible con la ex1stencia de un Dlos; pa!-a Thomas Aquir1as un 

evento aleatorio es sol amente una col nci ciencia da dos nüs 

causas. En la misma lir1ea de pensanu.ent.o. S'pino:::.. pc-nsab.1 quo 

"ladas l az cosas es LAn dc•lt:-r- rn.1 n.:1das por la nl:.•ce.:;1 dad di v1 na de 

existir y actiJar en delermirL.).da fonna". 

Aún los f'ilósofcs clásicos se negaban a reconocer la exislencia 

del az.ar por .:;;.l mismo, aún cu.:..ndo ulil1::.aban una vaga noción de 

prediclibilidad como medida de cor:ocimienlo pr.iclico de overi.lcs 

incierlos. El predominio de est.;i forma dE.• pens:amienlo provocó el 

,-.;otraso en el desarrollo d0 las cioncias emplricas. en general y en 

~art.icular de la. ost..adislica y la probabilidad, cuyo inlHrós y 

análisis aumentaren !~uerto:?menle más larde, ligado con el .;i,scenso 

del método empírico • y por la. necE>s1dad do e:-:prcsar el grado de 

conocimiento necesariamente inc•.:::mpleto, gan.3.do median le 1 a 

experimentación repolida, y por muchos. af'íos se identif'ic.abZ:L su 

apl i cabi 1 i dad úni cam8nt.e con los juegos d8 .a:::ar. 

Aún cuando pareco haber exizLido algunos escrilo3 sobre la 

probabilidad desde el siglo XVI, est.os 13ran más bien informales y 

aparentemente no ejercieron influencia al9una sobre los autores 

m.c\s serios da escritos de probabilidad que aparecieron 

post.eriorment..e. 

Al igual que en ot.r3.S area.s de las mal.emálica.s modernas. los 

trabajos in.ciales sobre la teoria de la probabilidad se al.ribuyen 

a malemáticos franceses del siglo XVII. Se conocen cart.as entre 

Pascal y Fermal que contienen varios ejemplos de argumentos 



básicos de análisis combinatorio y su aplicación en el c~lculo de 

probabilidades sencillas.El primer trabajo que examina los métodos 

que fundamenlan loz cálculos de la probabilidad fué escrilo por el 

cienlifico alemán Christian Huygens bajo el t.1Lulo de ºDe 

Raliociniis in Aleaed Ludo" (Sobre el razonamienlo acerca del 

juego de dados) que apareció en 1667 y t.uvo gran influjo llegando 

a manleni:rse durante varias décadas como el tratado de 

probabilidad, siendo, t.al ve::, uno de los inzt..rumenlos que 

estimularon el inlerés en dicha disciplina, lo que ocurrl? 

alrededor de 1700. 

En los inicios del s1glo XVIII aparecen publ1caciones clásicas de 

a.ulcre~ tales como James Bernoulli a quien se deben la Ley débil 

de los Grandes tlúmeros para lo que conocümos como onsayos 

repelido::;;. de Bornoulll. la idea de una suc~sió1'l. llirr.llada de 

ensayes repelidos y la disl.inción enl.re prob.:ibilidad da un evento 

y la frecuencia relativa de su ocurrencia en una. sucesión de 

ensayos repelidos. Influenciados por él y por lo~ nacientes 

métodos de análizi5, aparecen trabajos de Do Hont.rnort. y De Hoivre 

que definió eventos independienlos. esperanza y probabilidad 

condiciona.! y obtuvo las apro:-r.imaciones Norm.;11 y d9 Poisson a las 

pr obabi l ida.des bi nom.1 .al e::;;. 

Má.s larde, duranl.e la segun.da mit..ad del mismo siglo XVIII, lambién 

aparet:J..eron resullados irnport-'1.ntes como l~-,,, regla. de Bayes y o! 

problema da la aguja de Bu!'fon. entro atroz, muchos de los cuales 

anunciaban lo qu'2' .:::e apr o:d m.).ba. En 1 os t. raba jos de Bay .. ;s 

este indica ccmo l.:i:: p1·obab.:..l1dade.s ''.:.. pr.;r.;;t0ri0r1'' dE:- ld.~ "c.:i.u5as" 

pueden s-;1- cali..:u.icu..la~ """ ¡:..:...r':..io d;: !.:.~ p~c!::J.t_>i!i-j,~"1~-:: ••,.,. priori" 

tomando en cuenta la ocurrencia de un evenlo. Da Buffon, por su 

parle. discutió un gran número de problemas de Juegos y pensaba 

que el conocimienlo de la probabilidad serla "un poderoso anlldolo 

contra el mal epidémico de la pasión del jugador", Buffon es 

r9cordado principalmen~e por su problema. de la aguja y por ser el 



precur:::or de la probabilidad geométrica y de las técnicas de 

zimulaci6r1.. 

Finalmente, y como para complementar la era en esle campo. aparece 

Pierre-Slmon de Laplace con su t..ralado .. La t.eoria analítica. de 

Probabilidad'' CThéorie An4lylique des Probabilité:;), que es 

indud.-.bl.;imQT\t.Q Ql m~$ g1~a.r'"1do tr.-...b.:..jo do prob.J.bilidad anlt~S del 

siglo XX Los ma.:: reci enle hisl::iriadores de las matemáticas 

afirman que Laplace fue influenciado por Vilrios autores tanto 

anteriores como contemporáneos a él, s1n embargo cualquier juicio 

que se hiciera seria subJel1vc, pero lo que si es claro es que­

ésle desarrolló muchos problemas e ideas de gente como 8ernoull1. 

De Mont.morl y De Moivre. Desde él y hasta el siglo XX, lrt mayoría 

de las nuevas ideas que a.parecieron fueron relaciona.daz con los 

métodos eslad15:t.lcos, el 4.nállzis;; de errores de abser•1a.ci6n y las 

matemáticas actua.riales, más que con la t.oori.l. de la prcbabil1dad 

por ::01. 

Dado que el siglo XIX fué una época de- evolución sin precedentes 

de las ciencia~ empiricas, y de considerables reformas de la 

estructura económica y social, no resulta sorprendente que una 

gran variedad de aplicaciones se adelantaran a los desarrollos 

t.eoricos en la mayorla de las ramas de las mat.emd..tica.s y, en 

particular. en la probabi.lid~d. En part.e como ~na reacción a esto 

crecimiento y en respuost..a al descubrimienl.o de cantidad da 

incompatibilidades y paradojas en la teoria de conjuntos, el 

interés predominante de la invest..igación malemát..ica en la primera 

mi lad del siglo XX Cué el lrala.mient.o abst.ract.o y la 

axiomatización en varias de las areas, ent.re ellas la teoria da 

conjuntos.y más larde la leerla de ! .. , probabilidad, la cual 

revisó desde el punLo de visLa del mé~odo ax.iomálico y desde aquel 

de su relevancia en varias ciencias flslcas. lo que marcó el 

inicio de la era moderna de la probabilidad. 



Lo:!; ma•~emálicos de principios de esle sigla eran más cauLelosos de 

los elemenlos e:..;;pet·1mentale5 en la leoria de la probabilidad que 

en ramas más antiguas de las malemálicas como la geomet.rla o el 

análisis. Aún la noción de ''la probabilidad de un evento" parecía 

vaga y solamente definl.da en términos de la "frecuencia relativa 

de la ocur•rencia de un evenla en una larga sucesión de ensayos••. 

Aún en situaciones simplez como los modelos de urnas. la~ 

probabill.dades se asignaban sobre las bases de tolal aslgnación·. 

elección "aleatoria'' y simetrla. y no 8-ra claro que dicha 

asignación se pudier3. verificar empiricdmen.le, o bien que la 

teoria rna.lomática pudiera. ser independien+_e de lales elementos 

ext.ra~os y subjelivos. Acerc.l. de ello la dio:::.cu$ión más completa 

desde el pur1Lo l.'.!c '.'.!:::L". ::!}··sic.e l.:i. hi::o Richard '.ron N1sses. sin 

embargo él no pudo proponer un conjunto sat.i:;;faclorio de a:·:i.om'"~ 

para la probabilidad. Después de quo un grupc do mJ.lemAliCo.5 

interesados en generalizar el conceplo de inlügr.:i.l. er.lre los que 

se encont.r.:i.ba Lobe".':g•Je, das arrollaron 1;::. noción do función de 

conjunto y de medida, A. N. Kolmogorov dos:cubr16 q\Je la 

prcbabilidad podia ser desarrollada. .a:-:J.omát.icamenlc- denlro del 

marco de la t.eoria de la medida. S·..! lib'c "ll"'e Founda.lion:.;; of 

Probability Theory'' CF'undamentos de la Teoria de P1·obabll 1dad) es 

la piedra angular de los lrala.mienlos modornc3 de la probabilidad. 

El resultado que dió mayor libt-r·lad a la t..eorl.a. rnalemálica. de los 

elementos experimcnl .. ües ~' subjetivos fué la. Ley Fuerlt• de los 

Grandes Números, la cual implica que l~s probabilidades post.uladas 

pueden ser medidas en un sent.i.d.o pi.,_,.,_:.._..;.,:.., :.l :r.=.n,...,~ para 

exper i maní.os que puúd&n :::;er r".!'pet idos l. ndependie!'1temenle 

indefinidamente siempre. Esto lient? el mismo efectr.) llberlador 

par.;::.. las Leorias de la probabilidad como l.a definición de 

canLidade~ geométricas independientes de la actual, objetos 

flsicos y 111e<lid.<:i.s. E~Lc rQsultado f'undament.al fuG probado para 

ensayos da 8ernoull1 por Emile Borel y. en general~ para 

sucesiones de variables aleatorias independientes por Kolmogorov. 



La mayor!a de l~s l_nyest.igaclones ·desde mediados de los 30ºs se 

han concentrado en el esludio de dependencia. Los precursores de 

este lrabajo son De Moivre, La.place con su 'ºproblema de ruin.:s. d~l 

jugador" y más riolablemenle 1\, A. M.arkov con la teorl.'.l. de la. 

••cadenas" que llevan su nombre. El est.udio de vario-3. tipo:;: de 

'ºdependencia'• se cubre ca.si compl et amen le con 1.a. leor 1 a dE> 

procesos eslocá.slicos •.:i proCO$OS ;).laalorios que ocurren en el 

tiempo, la cual pre~enla un.a gr3.n cantidad de nuev.:1s .t.deas y 

diflcult.ades mat.emál.t.cas. Su rango y variedad de e:-:cilanlcs 

aplicac.t.ones parece, aün zihora, ser in.3.golableo. Entre los 

dislinlos modelos de procesos es:locá.st.ico:: y e·n p.-:irticul.óir de 1¿1.s 

Cadenas de Mar kov. se on..::.uonl.r an los Procesos de P..:>.ml f lcac1 ón on 

el que seo supone, en el ca$O rr.~s 5lmple. que L."\ población inici.11 

consla de un solo olemcnto ql.!e- sa reproducir.). y el número de 

descendienr~es que tonga tpendr~ una distri buc1ón do probat:ilidad 

determinada. El desarrollo de d1cho modelo se debe en principio a 

F'. Gallan y H. W. Wa.tson quienes en ol ~iglo Y.VIII mot.ivados por 

un problema. de;nográfico conoc.ldo como t3'l "Problema dG Extinción de 

Fa.millds", lle-garcn .:i. :;:u plantea.miento aunque no a su solución. No 

fué sino hasta varios .af'ios más tarde, en ·.:¡uc el mcidelo volvió a. 

ser utilizado, ahora por otros mat,emálicos y con otras 

aplicaciones. que la te·or1a alrededor del mismo obLuvo ut"!. gran 

desarrollo al igual que su~ posibilidades de uliliz~ción. 

La aparición de la leerla di.::- la probabil1dad y la inferencia 

esladislica ha revolucior.adc realmente la ciencia. Práclicamento 

lodos los modelos det0rminlst.icos estáticos del siglo XIX han sido 

reemplazados por los lLimados modelos est.adist.lcos. Ahora y en un 

nivel rnist.erioso y avanzado de la fisica, ha surgido nuevament.c la 

cont.roversia acerca de si l~ naturaleza. obedece fundamentalmente ~ 

leye~ deterministic~s estocásticas, pero lo que si nadie 

cue5tiona. lo apro¡;i ..:..de •j'=" lus ;;.~.jcl.=::: ;:-;::-h_:.t-1 l tsticos par.a.. 

fenomeno::. que involuc!·.:.i.n dem.a..siadas part.iculas para caer a un~ 

descripción cinemática exacta tal como en la t.eoria de dinámica de 



gases. El problem.3=. surge cua-ndo ·J>.; cut':::.ti.;.no .:..;.. 1:,:: i:'":•~·?~~·:~11:-nP.~ 

eleinenlales en álome;::>. ~~~lez; -;crr.·~ l.J.~ est:.udiddá.5 Gr-. :n~·.;.):'.l•.:..:i. 

cuánlica. obedecen leyes prc·b.:;bil1.st.ic.l::: o dBlerministicas. Aunque 

no se han unificado les punt.:;,s; de v·ista al rez¡::ect.o de los fis.icoz; 

at.6mico$, sus argumenlos. n0 afect..:..r1 l:a val.idé:= de la t.eori.a 

mat.emálica, sino úr'l.icd.rr.enle >?l hecho d-a- que sea .a.prop.iada par.a 13. 

descripcion de ciertos fenómenos f1sico.::; ~spt-ciale~. 

Los modelos prob3.bilist1cos st? han vuelto comunes en el esludi.o de 

muchos y di versos fen.:>meno~ t.ales como flujo t.ur bulento, 

creci mlent.o de pobl acion. .1 ngenit~r i .l lal efónica, f l uct.,uaciones en 

precios de stock, y ot.ro$. El mecanismo preciso en cada uno de 

estos casos es demasiado complejo, t.anla que exc1~de los llmit~·~s de 

la irnaginación, o lotalmenle impredecible en cualquier seri.t1do 

delerminlst..1co. La gra.1'1 cantidad ;Je lr.Lcracciones ~n dichos 

sist.emas hacen el desarrollo de un individuo o partlcula 

extremadamente complicado. Las propiedades de interés practico son 

lipicamente el resuLado del dezarrollo conJunt.o d-=: una gr.:i.r-. 

población. Dichas propiedades. como tales. pueden ser formali2adas 

en términos est.adlst.icos. Finalmente lo quu importa es nuestra 

habilidad para predecir el des.arrollo de , o al menos de obtener 

un modelo satisfactorio para, lales ~ls~emas fisicos. b1~logicos o 

económicos. 

En la ahora clásica "Tt..=.-eirla dt! Juegos y D·~s3.rrcllo E..:onóm.ico" de 

Johr:. vor1 Neum3.nn y O:ó:k.::i.:-- Morg,:;on.¿;t.orn. ld. probabilidad r~?cib16 una 

nueva interpr0t.ación, qu~ es: de gran import.ancia. para las ciencias 

sociales y la lo1n.:.. dio- dt~cisJ.ones. En 1.:l tecria de d~cisiones . .:;;e 

consideran un conjunto de al terna.ti v.:is: par.a. cada. prot...a.qon1st • .a y un 

C!"'d~:-n .-.nt.rQ ~11as:: que refleja l.1:;; preferencias del mi<s;;mo. Esta. 

idea se compl crn0nL:i. i .-. 21.~i-:;;n.;ición d~ prob.~bilidades a 

subconjuntos del conjunL:i de alt.ern.-.. t.i•t.as y se obt.ien.; una 

estrat.égi.a m1:ct.:i, con -=!lo :;~ pued~ desarrollai· una t.eort.:.. 

equi 11 br a.da par a t-1 ecc i -:-nes r a.e l. ona.1 t?S. 



La leerla de Juegos fué originalmente ulilizada en aplicaciones 

económicas. sin embargo. resultó incidentalmente en un 

ensanchamiento del objeto de la estadistica. 

Exist.en pequei'las diferencias 0 ninguna. entre las propiedades de 

las variantes modernas dé l~ probabilidad y la probabilidad 

cl~gica. La diC~ronci~ os~~ on l~ lntorpre~~ción cualilaliva dada 

al conjunto especifico de funciones que son introducidas. 

El objetivo de este trabajQ ¿~ describir y anallz~r las cadenas de 

Markov y en particular los procesos di;;:i. Ramificación, con algunas 

aplicaciones a diversos campos de la Ingenieria. AdminisLración. 

Fisica,e Invesligación de Operacione5, L!nt.r(:- olro:>. 

La eslruct.ura. que se ell.giO para la presentación del mat.erial es 

la siguiente: El primer capitulo cantiene algunos conceptos do la 

Teorla de Probabilidad que se ut.ili::an en los capilulos 

subsecuonl.es; El segundo tra.ta sobre los Procesos de Harkov. E:l 

lercer capitulo analiza los Procesos de Ramificación con un salo 

tipo a.si como algunos result.ados relacionados con ellos. y en al 

cuarto se present.an aplicaciones de lo expuesto en los cap1.Lulos 

uno, dos y tres, y algunos ejemplas resueltos. 



La teor1a de le; prr.:·b.:.t".:1l1d~d e::: r.n--.a ram.:::1 de las: rn~tem.:..ti•::a: qut: 

~ncuentra aplicac1on en dtvet·sas ar-eas del cono:-c1m1.:11to ayLida.ndo a 

ev¿di.,~r incertidwnbre y ml11un.:zeir errc•r-es do: eobservactGt"i y 

perrn1t1Gnd.:1 pre:de·=ir cornp 0:wtarn1enl::o:•E f1.1tur•:•s. La mc:·t~r1es de 

~stl.l•:ll1:.. :;.::,r1 los: fen.::.m~r·P:·~ :ile.::-t•:,r-1•:•'<':, ;:.lg•_lnDs ,;;;,si 2.t.1c·:·s y •:itros 

d1n.am1·=os; rnr.~c•1as de est.i:i: fen~rnen•:JS: t1.enen c 1:imc• pard.metro al 

tiempo y se les llama F't·oce~os Estoc~st.1co:=. l'1chc1s p1·o·=esos 

representan la forma d1n..'.1m1cc.. de la probab1l1dad y su aplica.cien 

er1 p1-oblema:; ind1.1str·1ales~ econórn1cos e ingen1er-1 le;::, es '-'Sual. 

El c,bjet1vo de -::::te capltul·:i es Jos 

f•.mdamentales de la tecn.a de Probab1l1dad y l•::is 

cc•nceptos 

Procesos 

caracter1st1.::as mci-t.:m~'-t.1.=~s de ellr.is. ftir-1•:ic.ne~ de: densidad y 

distt·1buc1ón). En l'°' se91_1nda y la t:.ercere. secci·:•nes se ir-.cl1.,yen 

Proceeos Estocist1cos. 



l . 1 DEF"I NI CI ONES BAS'I CAS 

En una d1•1ersidad de sit.uac1ones cct.id1anas se observa que al 

repetir.S!? un fenómeno bajo ciert..i~ condicione:::: fJ.ja.s, no siempre­

produce la misma re~pue:;;ta. Un f<:.>nómoeno aleat_·,)rio es aquel que al 

repet.1 rse las mismas candi c1 enes l nici al es, no se puede conocer. 

con certeza, que rasullado $e producirá. 

La t.eor1a. de L.l probabilidad •~iene por obj~o·•.o desarrollar modelos 

mat.emát.icos par-a el e$lt.ldio de le:.:: fen~rnenc;: mencionadc:!:. La. 

t.raducción formal de 1 .. enómeno .ll<?atorl•;;, ~n t?l con+.o:-:to de dicha 

teorla, es la s1guienl8: 

Un Espacio~ Probabilidad es una torna (0,A,P), en donde: 

1) O as un conjunto arbitrario dif'erent.~ de-1 va~lo. 

2) A es un a-campo de subccnjunt.os de C!, es decir. '..Jn3. familia de 

subconjuntos de O que s~tisf ace las s1gu1entes condiciones: 

1) 0 e A 

ii) Si A e A ent.onces. Ac E A 

iilJ Si A1,A2 , ....... son elementos de A. su un:ón también lo es. 

3) P es una f'unci ón c•.Jyo dom.1 ni o y r- ango son A y el 1 nt.er val o 

cerrado C0.1) respect..ivamenle, que cumple: 

D Pero 
11) Si A E A. PCA) > ') 

iii) Si A
1

,A
2 
•••• s· .. :in elementos de A cuyas intersecciones pc1~ 

pa.oejo.s, son v.:a.c1as, ~nL011t..:tJOs 
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Int.uit.ivamenle se puede decir que n es -=l co:-;juntc d~ toctos. los 

rasult.ados posibles del feh611.eno~ .. 1 es una (am.il1a de :;tJbconjuntc:is 

de O lo suficientomanle r1c.a como para poder agrupar cualquier 

conjunto de resul t.ados, y nos dice las propiedades de la 

estructura objet.o de estudio; sus elemt?nt..os se denominan eventos. 

De hecho A consliLuyc el dominio ''nalural" de definición de P. 

P es una medida llamada Qrobabilidad, y nos dice como es es.ludiado 

el objeto por la leorla. 

Sean A y 8 dos elementos: de A. La probabilidad condicional de A 

dado B es: 

PC A 18) 
PCA n 8) 

PC8) 

En muchas ocasiones. la !nforr:-.ación de que 9 ha ocurrido ca.1nb1a la 

probabilidad de ocurrenc1~ de A. Cuand~ PCAnB) PCAJ, la 

la ocurrencia de A, entoncc•s se dice que A y S son independientes. 

Esto es, dos evenlO$ A y B .;;;on i ndep~:-r.di ontio.•s • .z1: 

P( A n 8) PC A)PC 8). 

Est.a def'inición también se acepta :o.i PCB) O. Asi mismo, los 

eventos A
1

• A
2

, •..•••... , An se llarn.an lli!:Ll:· .. !:l.~ i !"'do:::>pendienles si. 

para todas las combinaclones 1 ~ i < j < k < ...... $ n. se aplican 

las siguien~es reglas de mulliplicación: 

PCA1n A/ = PCA1 )PCAJ) 

PCAi n Ajn Ak) = p(t,i)PCAJ)PCAk) 

PCA n A n ... n A ) = PCA )P(A) ... PCA) 
i 2 n 1 z n 

Un ejemplo de la utilización de este concepto: 
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S:"u¡;~r;g.;i.se que una b:3.1-aJa d;;; 52 ;..1rt ?ts ·.:onst.a d<S> ·1 ases ~.~ 48 

no-ases. ¿.Cuál e:. L.i pr·c·b.;;..bi.lidad de que. d~ 5. cartas· e~·:tr.:llda.'Z 

::.::;.n reernplazei. d·.:,::: '!:'!;Jctanil?nte sean ases ? 

S'ea Ai el e·.1~nt.o de: ~:-:t1-.;2T ·..in. d.$ en la i--::isi.ma eXt.1·a.cciór\. 

i ::: l,2.3,4,5. L~ ~Tol::ab1l1d.;i.d. de que los dos ase~. salgan en las 

dos primeras e;..:L1·.ic..:.LOnF.:o., es: 

n A2 n Ac Ji Ac . . 1 8 ) 

:e (4/52:)(4/52)(48/52)(4.8--52)(.~8 132) 

Hasl.a. aqui puede c-b.::er•.·¿,,r:;e que los event.os Ai son mut.uament.e 

i ndependi enlE'Z. Ah.::ira. la p;obabilidad c.al<::U!ad.a hasta es+~e 

momento, co1·respond1:?' a. un.:i. f·~rma particular de e:<t1·aer dos .a.ses y 

cinco r.c-.azes, perc e;-:i$len diez formas distint.as de obtenerlos 

Ccombin.aclone:=: de cinco elemenl~"ls toma.dos de do.:; en dos). cada una 

de ellas con la rnis:m.a prcbabllidad, en•.onces: 

PC.:dr.::•s a.=:es y tt·e~ no-.:!lse::::) ::: t0 ( O. 00465 0.0465 

Ob:;;ér.,riz..se que s~ ha hJbl3.d•.:- de eventos. y .si bier, !.a le<::-rla de la 

pr.:-b:i.bilid.;...d sr.: d.,;-5.J.rrolla. .alrededor de ello;; y de sus­

prob.;...bilid3.des. las e::pre:::!t:Orn:;i..;. qu~ :.:: c!:-~_~r;··:fr1 "'n ulil1:;~nd-..:.- es:t.a 

lerminol•.:igia seri.¿.n b..;.st..lr:t.G compleJ.a.S., por lo que 12-n ,;i.d.al¿,,nl0 se 

Se dice que X es una va1~1able al1::"'!atort,2 ~ ;:::;0bre (0.A,P). s:i es 



una función de n P.n IR tal que si x. e· IP.~ { w E O ¡ X(w) :$ ;-: E A. 

Obsérvese que XC·~) es la pr-egunta .aplicada al eleménlo w e n. y 
que el valor- que loma. es la respuesta. Las variables aleatorias 

se el asi f 1 can, dependi e11do del numer •.:i de valor es que pueden lomar , 

como sigue: Aquellas que solamente ¡:ueden lomar un nürnero finito o 

numerable de valores, se llaman va.ri¿,.bles aleal.oria.s discretas. y 

a las qua pueden tomar tm número inrinilo no-numerable de valores, 

se les llama variable::: :i.lo~lor1..:..s ~1.:>nl1nuas. 

Lo que interesa ahora. es conocer el comporta.miento de .l..a variable 

aleatoria. X, prcbabilislicamente hablando, y esto se puede lograr 

a través de l.a funciór: de d1st.r1t:ución de la var1able. la cual 

dirá como se distribuyen las rBspue!:;t.as a 1~3. pregunt~a que- i.nt.eresa 

sobre- el fen6men::> aleaLt:-rio. En est.a:s condic1ones. para cualquier 

variable aleatoria. X. 5e dt-Ai1>0: 

La función d~ dislribución de la variable alealoria X en x es 

PC w e O ; XC 1.-<.·) :5 :< ) . 

Observe que g:·.:..c.:.J.:.s a 12:. d•.0>f!n.!.:':.!..:!:-r. de v¿,_¡·1able al12,a•.cri.:- ~~·.1 

función Sl.empre est.á. definidó.. Pa1·a la mi5m..:;. var!.:.I.::¿ .: .. 1'2-at.or.:..:. X, 

resulla de utilidad para m1Jchos cálculo:;, el uso de ;:it.ra función 

llamada funci2n. 9.g densidad Q.g ~ , la cual propcc1ona información 

acarea del comportamiento probabilist.ico de la variable aleatoria 

y guarda una eslrecha relación con la función do dist.ribución de 

la misma variable. Dicha función de densidad se derine como sigue: 

f(x) 9--[Y.Cx) s:.i. X es conll nua, 
dx 

y f(x) F'CX = :.-:) sl. )( es discrel..:.. 

Asi como las variables c.le.<i.lúria:; se clasifican en di:;cretas y 



cont ... inuas. es po!;ible t_ambién, clasific.ar de igual manera a las 

runciones da distribución que describen a unas y a et.ras. 

EnLre las distribuciones d1screl~s se encuentran: 

La Binomial con parámelros ''n" y ''p'', denotada como binCn,p),con 

X= 0,1,2, ... n. 

La Poisson con paramelro ~-• que se denola ccmo PCA), en la que 

f( ;.:) 
A.x e -),e 

--,-<-e- >-• .'> º· X ::= 0,1 ,2, ... 

La uniforme con parámetro n denotada por UCn), con 

X 0.1, .... ,n. 

entre et.ras. De ellas, probublem~nlt:: la mas imporlant.e, pcr sus 

aplicaciones esladislicas, es la Binomial. 

En el caso continuo, se pueden mencionar: 

La dist.ribución normal con parámet.ros µ Cmedia de X) 

(varianza de X), para la cual 

2 
y o 

f(y.J 
__ 1_ 

2rt o 

La dislribuclón gamma con parámetros a y ~. en la que 

fCx;",(l) 

O'~ o 
-oo<x<oo 

fJ "' IR 

C\2:0 ; (J~O 

o .ó ·' ' ~ 

como ejemplos de las más import..anl.es. Denlro de esta clase de 

funciones de dislribución. la que se considera como la más 

import..anle. es la dislribuci6n normal. pues es de gran ut.ilida.d en 
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aplicai:i:.:.nes est.adl~t.ica~. as!. ;;orno dent.ro de la misma leor-1.a de 

probabilidade~ p·.::ir re~•Jl lar- una. buen.<a. aprox1mac!ón para otras 

dislribuciones:. tanto ccr1tlnua.s como discretas, como se verá en la. 

sección 1. 3. 

Comúnmente. cuando se habl.:::i. de que una variable aleatoria Y se 

distribuye conf'orme .:i un.:.. ncrmal con media µ y varianza c 2
• se 

hace en los siguientes térm.i:nos: 

Y- NCµ,c} 

Una variable alealoria post-e también cierla:=;; caract.er!sllcas 

numér icaz, que pr-:)porcionan in!'orm.aci ón ad! c1 anal sobre el 

comport.amient.o de l.;a V.3.r.iable. DL:has cara.cleri~licas son: 

La 2.&Rera:1za de una var i ablE> ¿\l oat.or 1 « X, c;:::n fun.c.i ~n dfc' 

distribución FCX), es~ 

Para el caso discreto 

ECX) E X fC0 

y para el continua 

ECX) f x df"(>:) . 

La varianza de X, si µ = ECX), so define como 

En general el k-ésimo momento de X as: 

Si X es discreta 

E x<rc0 
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}' si es- continua 

E iempl o: Supóngase un.a •:ar !.able aleatoria Y. con func!.ón de 

densi·.:!ad f(y.) GC 1-:-r~. O . .-:. :-: <. 1 . El k-ésimo momento de X esta 

definido como 

enlences la esperanza de X es 

y la varianza d~ A 

Var( )() 

3 

_1_ 
l~ 

k+l 

g 

4 

l. 
g 

a 

2 xk+2 Jo' 
k+2 



1. 2 PUNCIOllES '3EllEP.ATP.ICES Y CAP.ACTEP.ISTICA 

En mucha!; ocasione~ interes..=. el c.o:npcrLa:niento .prd::abills•-ico. ne 

solo de una variable .aleat..:::iri..l, sino de combinac1cn-:-:: d-3' varias de 

t:tllas. Un paso iniportanLe. par.a logr.ar d1cho conocimiento, es el 

cál·.;ulo. de .la furnaon de densidad de la suma de las variables. S1 

las variables .:;on l!'ldepen.dientes y sclo t-.:im..an valcre:S e-nterO~ 

no-negati·1os 1 el cá.fculo ds- l.=.. den;:;id.ad de probabilidad de 13. 

sum..a. se simplifica utili::ando la función generslrtz de 

probabll idad. 

S.a define. entonce~. la ~ ger.oratr1= 9E. pr::t-:...b1l1d.ad d.;. ur..:l 

variable aleatoria X no-nagaliva que loma valores enteros. come 

f(:;.) x) s:-: 

En general, los rr.cment.cs d:-?f1nidcs er: l.a se-::cién anterior. se 

pueden conocer a través de '...!r.a función 113.mada t~ generatr!..z 

~ rnoméntoz ''°'x(t.). la cu.;.! ést.a definid.:.. com•:> 

zin embargo. est.a func10n no est.á definida en lodo~ los c.:...sos, lo 

cual hace necesar i e ut.i 11 =ar un . .:i. nueva funci én denorni nada función 

c.l.racl¿.rlsllca d& l..:t m1::ma Y.a..riable ale.at.or!..1 ~:. 11 cual est.a 

definid.:i. como 

ECeit.XJ. 

E~ irnporlantt? nota:-- que lJ. inform.:i....:ión que dd. la función 

caracter1st1ca. es la misma que la que .j.:._ l~ función dd 
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dlsLribuci6n, es decir~ ~i se conoce FX • entonce~ so conc~e Px , 
y a 13. inversa. si se conoce Px , se conoce FY. , Est..o sign!.fica 

que existe una biyección ent..re el conjunto de funciones 

caracleris~icas y el d9 funciones de distribución. 

Por lo lan~O si se desea conocer ~X a partir de FX basta calcular 

Conocida la funció11 caract.erLst1ca de X. ~.a- ut..il!=a el siguiente 

teorema para obtener la correspcndienle función de distribución. 

TEOREMA l .1) Sean 'Px y FX la función caracLerlst.1ca y l¡;, función 

de dist.ribución respecti•ramente, de una 'Far-i.at.l~ ;\leat..oria X. Si 

x
1 

y x
2 

son puntos de continuidad de la función FX , entonces 

Cl/2~) l1m 
C•O 

Para la demostración del teorema se parte del lado derecho de la 

igualdad y se susl1tuye ipX(l) por su equivalen•.e en términos de l~ 

función de distribución FXC:--.J como sigue: 

(1.--Crt) 

llm 
c ... r) 

e -it~ -ilx 

r e t - 2. 

.-.;--__ - 'P .. (t.) dt 

e intercambiando el orden de integración y desarrollando las 
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exponenciales complejas, se llega a 

descomponiendo l~ inlegral con respecto a FCz) en varia$ 

int.egrale5, se llega a que el l!mile superior del lado derecho es: 

FCx,-6) - F'C:<J+6) + R
1
C6,x

1
.:-:

2
) 

y el limile inferior es: 

F'C:-:
2
-óJ - F'Cx

1
+ó) + r\C6,x

1
,x

2
J 

con IF\C6,x
1

.:-:z) 1 < 2<.FCx
1
+ó) - FCx

1
-6) + FCx

2
+6) - FCx.-6)) i=l,2 

6 > o. 
Si 6 -+ O F'C xi. +6) y FC :\ -6J 

y FCx
2 

+6) y Fcx
2 
-6) 

por lo t.ant.o 

• FCx) 
1 

FCx) 
2 

FCx)-FCx) 
2 ' 

CPara la demoslración formal ccnsult.ar Gnedenko. B. V.: "Theory of 

Probabilit.y", Ed. Chelsea Publlshing Company), 

La importancia de la fórmula de inversión radica en su utilidad no 

lanlo práct.ica sino teórica. pues ayuda a demostrar resulLados de 

mayor empleo an la práctica talas como ol teorema da un1cidad. ~1 

cual afirma ql.!e " una f:~unción d& dist.ribucion est.A únicamente 

determinada por su función caractarlst.ica " 
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1. 3 TEOREMA DEL. LIMITE CEHTRAL 

En r-elaci6n a un f~n6menc alea.l9í'iO. se pu.eden hacer no solo una. 

i:.ino. varias preguntas simult.áneamente. y en esos casos. la. teoria 

presentada anleriormenla nu resulta sufi.cienle par.a responderlas, 

por lo que se hac~ ne~e!;id.l'i.1 una. tE>-;:.ria m.1s gli>neral, y se habla 

ahora, de vectores .:..lealor1os y funci::in de di:::.lribucl6r-. cor.Junta, 

cad.l. 1..1no d& E-lle;;. ·~~cr. in'.erpret • .).Gló1'l mu:1 ;;:0me).3.nle a su;; 

X es un ~ a.lE':'.::..:.·:r10 n-d.i.mensi:.:.:-1.:...l, si :: = C:\1;.:2 •....•.• ,:<.n) 

sobre--CO,A,P), ias t.a.l que para. i~1.2,. __ ... ,n. x
1 

es variable 

aleatoria sobre (0,A,P), y-la f..y~_de distribución contunla de 

X en x == ex. • x •......• x ) es 
i 2 n 

En muchas ocasiones i nleresa conocer el compor tam.i en lo de 1 os 

resultados de varla.s repet.iclones sucesivas de un mismo fenómeno 

aleatorio. Lo que se obtiene de est..a necesidad son las sucesiories 

de Vd.ria.bles alia¿,.t.ori.:i.s;, y l . .;i. t.eoria desa.rrollada acere.a de ellas 

eslA fundamcnt.ada. en un caso particular. quq ·;:;on ltls; sucesiones de 

ensayos de Ber noul l i , es decl. r, sucosi enes de ens-=t vos r epol idos Et 

independient.es. en los que solo hay dos resu~ado~ posl.bles (é;..o..ilo 

y fracaso), y con las ml.smas probabl.l1d¿,,_des on lodo3 los ensayos. 

La relación enlre iüs "'1.~:..:;c: ·.:!"."?" RPrnoulli y la. lt?Orla de l.J.s 

varl.ablos alc.:i.tcr!ois SE.• .aclar.l. cuando Si:J con:;;l.der·"'" la dependencia 

que eY.is+.e entre el numero Sn de éxl.Los y el número n de ensayos. 

En cada ensayo, sr. se incrementa en l o O. lo cual s;e puede 

escribir como 

S X+X+ ....•.... +X 
n 1 2. n 
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donde la var:i.able Y.le es ig:ial ·a uno si el k-ésimo ensayo resulta 

un ~:-:.it·.:i y cer-o en el caso cont-rario. Pcr lo t.a.nt..o. s,., es una suma 

de variables .<&.!.aat•.:·rias m•.llua.ment.~ in.depio>ndient.es y col·~ 

dis\..ribución arbitrari.:i.., cada una de las c•..iales t.cmJ. el valor una 

o cero con probabllidades p '.>' q respect.ivamenle. La Ley débil de 

los grandes número~ establoce que. p~ra n grand~. es probable que 

la proporción prorned10 d·.3- é::ilo.s s,... /n se apro:<ime a p, lo cual 

es un caso parl1cul~r de l.). Le~ 9.!?. los §!:_~ ~· que 

establece que: 

Si {Xk~ es una sucesión de variables aleatorias mutuament.e 

1.ndepandient.es y cun igual distribución, y $1. e:<Lste la esperanza 

µ ::: E C Xk), enlences pa1·a toda e > O, cuando n 

en olras palabras. la prcbab1lidad de que el promedio s,., ,·n 

difiera de la esperar.z~ en menos que una & dada. arbitrariamente 

pequeña.. t.iend(~ •Jno. La generalización conceptual de e:;la 

resullado. se puede plantear como sigue: 

Una sucesión de va.ri.ables aleaLor.ias X converge fill Qrobabilida.d a p ,, 
una variable aleat_oria X C Y.n _.,.X), si para cualquier e."' o. 

llm P{! X - Xnl e f = 1 , 
n ... ~-o 

La l~y de los grand~~ numeres establece que bajo ciertas 

condiciones. la suma. 

n 

c1 'n) k~l ex, - ECX,)) • 

converge. en probab1i.iüad, ~ ~Pre. es decir. 

n 
t:l'n) E C)(k - ECXk)) ~O . 

k=l 
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Otros conceptos relaciona.dos Con. la· misma idea de convergencia de 

vari.~bles aleatorias ·se present.arl a -cont.inuacion, 

Sa- dice. que una suces1c.n. da ,_;a.riabl..,s aleatorias Xn convorqe !§:!! 

distribución a un.a. variable aleatoria X, si para t.oda :< que se.a 

punto de co.nlinuidad de F"X • 

y se denola.como 

TEOREMA l.2)"Sean X 
" 

X ...E_. X 
n 

n 2:: l y Y. •rariableS aleat.Orias tales que 

l1m "'°l< Cl) "'°xcu. -oo ( t. "'. 
n 

entonces 

lim 

par a lodos 1 os punt_ os x que sen puntos de conli nui dad de X, es 

decir, la biyección que se mencionaba entre funci1.::ines de 

dist.ribuc10n y funciones ca.racleríslica.s es cont.1nu.a. 

Para estudiar las leye$ que c2:1.racter-i:::an a las sumas. de un número 

gr.ande pero finilo de •rariables ale.at.orias. e.a.da t..:r.a de las cuales 

liene solo un efocto pequeño e11 la .suma. Sü di=ot:.i1? considerar una 

suceslón de sumas que t_engan siempre un número crecienll? de 

t.ermincs '/ t.01:1ar solución al problema la función de 

distribución que es el 1 i mi le de l~ sucezi6r. de 1-unci onez 

distribución para. las SUll\d~. P.ar.J. qi..ie l~~ funciones de 

distribución de las .=;uma::. de l¿¡.s var1ables alea.lo1'.Las converjan a 

una di::;;t.rtbución ncrm¿,_l, ::::-~ deben l.mpon.._.1 <-1...:.·;· 1 • .:i.::: -::-:-r1.J! <":lemes a 

dichas va1,1ables a..lt;"alo1 l4.::.. c::-r;dlc.iones que .::?slán contenidas en 

el Teorema del Llmi le Central. 
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TE'JP.EHA 1 .. '?)(To:?ori::r112t del. _L!·r::i.t..t? 1.:e-n•.~al) ~ea <X•? una. suce$i,!-n de 

'.'ariables alealori 3.Z mutu.amenl'? independien•Mes e i.1énlic.;i.ment~ 

clislribuidas. Sup6ng~;;é qua- ax1st.~r1 

>-' = ECX ) 
k 

fija 

y 

n 
I:: . CX i -E(\)) 

i=1 

===n==== 
Vai· J: x.i 

1 =1 

y • "í ·• NCO.D. 

En __ palabras el t¿orema dice que !a suma de •.Jn::\ suces.ión ds 

variables alealor !..as esL-a.ndd.r izadas una funci e.in de 

dist-ribuclón acumu!aliv..a q·_¡e converge a aquella de un.=i. vario.ble 

normal est.3.ndar. El t...;-cr ema t..i ene much3.s gener .21.l i zaci ones. por 

ejemple. na es nece::s:.ario que las variables aleii.t-or.1..a...:. X
1 

t...:r,9.a.1', l.::. 

misma función de distribución acumulali"a. Nole que 9z+.':? teorema 

es más fuerte que l.a 1-:<: de les grandes numeros que 1...;r..Lc~n:ente 

t?Slab!ece que b.ajo C::.l.t?rtas C<::'ndici.ones. la madi;,. ~:·Je~lr.al con·.-arge 

a la. m-adia re-.iil. Asl ::11~mo da. una funci,~:-1 de d1slr.tbuciór • 

.acumulali·r.a a la cual <;:onv•:rge la funcion .j¿. dislrlbUClCn 

ac 1..lmula.'.i ·.ra d~ una suma e..;:tandarlzadii.. En l.a p1·a..::+.!.•.::.l. siempr-:l que 

se sabe que una variable ale.ator!.a -e.:: l.a suma de un gran número de 

variables bien det-ermin.ada.s;. se liene un.a _1u.:.tifi:::aciór1 para 

supone•· que su suma i:1s nar111.;..lmer1l~ di.;;lr-ibul.d;... 

Un ejemplo de la apl!c.ación de e::;te teorema. es el sig•.Jiente: 

Sea \_.:<
2
••.•.. ·.·'"' una sucesión de 

d.Lstribución bln(l .p). i;or.•.-:-nces µ p 

variables 

y 

al ea\.cir i_.:ls 

p(l-p). Si 

con 

Xl+ Xz+ ....... + Xr. entonces 'in ,.. binen, p) , µ = np 

y p = ! 2 . y ~~ ·Je~e~ 

2 
y "'= 

:·.F~!-p). ~ur.~hy~z~ ~u~ 



P('•.' •:'.:> .;.'.), 50, 51. 52.). ::en.::.) Y es u11a \'3.riable -.:i.le.:.i.•w>;i1·1.::i. 

discreta. es equivalente a calcular PC 47. 5 < Y < 5Z. 5 ) ; ¡..... = 50, 

c;
2

:: 25 . Asl. 

PC 47.9 < Y < 92.9) P( 47.5
5

- 50 y ~990 < 92. 5 9- 90 ) 

= P( -0.5' y ~59o < 0.9 

Aplicando el teor':?íl\J del limi ltJo central. se sabe que la 

dislribución. de ('{ - 50) 25 se comporta, a.prc:<imadamenle. com~ 

una Mor mal con med1.;,, O y var l. .:tn::-3. 1, enl.:ir.ccs. ul1 l i =ando t..;..blas 

de distribución norm.3.l C0.1), ::;.e encuentro que: 

PC 47. 9 < Y •: 92. 9 ) = P( -O. 5 < y ~95º < O. 5 ) 

P( 'f._ ;:,550 O. 5 ) - P( "I -2~'·' < -O. 5 ) 

0.691 - 0.309 

0.382 
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Cuando '!:.e definió eL conc&¡:t.o de ·1~-:: 1_-::r a..!.ea!'.orio. ~e lnler¡;retc 

como varias preguntas simu!.t.;.nei...$ .acerca de un mi~mo f' ... ::mómel'l•.:r 

aleat.orl.o, Sl.n embargo. pu~d-=- r~present~r. l.a.mbi ér1, una sola 

pregunta acerca del mismo fenómeno, pero hecha en l1em¡:x:,s 

dist.J.ntos, si el resullado del JTUsmu ?arl.a en el l..1.emp.:::. A este 

tipo de !'enómenos alealor1os que dependen del f...1empo. se 1...:-..:; ll.:una 

Proceso~ g~~-

~a (\.l,A,P) un espacio de probabilidad y T un conjunto arbit.rario. 

Un Proceso E$t.ocást¡·.:o es una !'unc.lón X que l!ene como dominio al 

conjunto T y como contradcmin1c a un conjunlo de v.;..ri.ables 

aleal-::.ri.l.s zcbro (0.A,P). as decir. X es tal quo para t.od.:.. l e T 

fija. X(t,....,), es una vartabla alealor-ia zobr-eo (0,A,P.). 

L.os principales •2lemt ... 1'1t.o~ dl ~'tinlivcs d.8 le~ ¡:...rocesos estocázticos 

eo:.:;l~n en la. na.turale::a del espacio de e~tados CS), el con.iur.lo do::? 

indice,;; de los par.a.metros CD, y las relacione$ do dependencl'"' 

entr.-:!' L.:iz variables alealc·r1as X 
t 

El espac..1.0 9..§: ~e.Jo::::. S. e.s el conjunto de po::::i.bl1.0>s valc:·res dú Xl. 

En el ca'.:;u en que S .;: (r), L .2.. . .. ) , s~ dice que ~l pr·..:-ce·.;:o lcm;,. 

valores 

espacio de esL.'idO~ d1scr12"lQ. 2l :S t?.:;; l.a recl~1 reo.al (-1..'l),<l'.'), 

entonces Xl E>Z un proceso estocá~t.ic:o con v.;.lc•r-€·'-::: rG-21.le:;. Se dice 

que:~ es un posi.ble E•sl3do d'-2'.? un pr-::>:;'2SO e-st_or:.,;_'t$l1c.o :<, -st p..l.r.a h 

> O PC:"'-h , XCl) < x+h) O. Si S es no-numer.abl·.:. .:t. Y.t =>e le 

llama Proc0::.o, y ~l e~; d'::tscr<::to C.;:sd>i·n2!_. 

El espacio p.::irarnelr.:d o E."'';;pac..íc d= !.r.:li.<;:,..·~~ út:> lo.3. p.lrámt:.·tro:::. (T). 

puede ser numerablt.. o no-nwner.:i.bl~2 . .Je /"Jecho b. .. ;.sla con que T ;:;o:!'.=. 

17 



no vacio. Si T = (0, 1, ...... ). a Xt se le conoce como proceso 

estocástico a tiempo discrelo. Cuando T sea discrelo, se escribira 

X
0 

en lugar de '.\ . Si T = (0,·:rl> ~nlt"Jnces Xt se llama prcceso a 

ti.;ompo continuo. Ot:~érvese que: Si se f.ija t. Xt es una varia.ble 

aleatoria; .Si se f.l Jan t_ :,- t~'. Xl(w) es un número r~;ioal; S.i se fija 

v se deja a t.. '/ctl' table. 1 e quoe se obtiene es una función que. 

al variar t.., se le asign.;.. i:t(1..D. 

llama lrayecloria ú_;..:",;io.Ua 

J\ l .. 1. func.lón l .. Y. Cw), se le 
l 

w, trayectoria del proce:;;o o 

realización del precoz.so: F.inalmi::-nt'2', si 

entonces Y.t(w) e$ '.Jn proceso eslocást.ico. 

y w -::::on var .l. .abl es_. 

w 
o · ·~--~---- X (w) con w const..anle. 

' Realización del proce-

so. 

E1emplo: Supóngase un e:<per1ment.o que consiste en obser'.'.l.r la 

velocidad de un automóvil durante los primeros sesenta segundos dé 

una carrera. Si se denota por Yl a la velocidad. que lleva al 

li.ampo L. el conjunto <Yt. ; O ~ t :$ 60J es un p1•oceso estocástico 

a tiempo cont.lnuo. con espacio de estados S = lO.•.'-'J. 

Existen varics t.ipc-~ de prccaso::::. entro le,;; m.i:: import.:inte::; ostAn: 

l)Procesos est.acionarios: IJ11 proceso •3st.ocásllco Xt para t. en T. 

os 113.mado est.aci':'.:'nario, s.i las funcicnes de dístr!b'.Jci6n con.J• .. mt.a 

de las f'amilias de variables aleat..ori.;,.s (XL +h . Xt ..,.h • 

. xt +h) Y e xt . xl , 
fl ~ 2 

el e-cciones arbl lrar las 

que no importa en 

1 2 

>:L ) son las mismas par a 
n 

toda h y 

de t
1 

t
2

, 

que momento 

18 
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Esto significa 
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comportarnienlo del proces'.:J. pues e.s:t.e- es el mismo_. siempre que se 

haga el mismo nu1t\!'~r·.:: de cbs-ervaclones y ~ la m_isma dlst.anci.a.. La 

condic16n que debe de cumplir un proceso par.a ~er estacionario. 

afirma que eri esoeni;1a dicho proceso eslá. en equilibrio 

probabilisti~o y q•Je los tiempos particulares en le;;; C'..13.les se 

eY.a.mine el procese. r:.c =:::>n r<i>.Levant.es. 

Eiemplo: Proceso 9.g, Pci~zor-: 

Supóngase un fianómen·.::- al e.ator io lal que. en el li empo: 

i) La probabilidad de que al menos un evento ocurra en un 

inlervalo de tiempo h es: 

P'.:h) = a.h + o(h) 

ii) La probabilid-"t-:! de dos ocurrencias del e·.r~ntc en un 

intervalo de llemp•.::i hes o(h). 

lii) El nomer-o de ocurrencias ~n !nt.er•1alos ajenos de t.iempO-.-­

son var1able~ ali:al0r.i..a~ !.r;dcpendi.:nles. 

iv) El proceso es estacionario. 

Sean: Xl;: Número de ocurrencias hast.a el inst.ant.e t. 

PC\= m) o: Probabilidad de que hasta el instante t.. hayan 

ocurrido m e'/en+_os. 

P
0

Cl + h)::: Probabilidad de que no ocurra ni.ngún evento hasta 

t. + h . 

Probabilidad de que no ocurra ningun evento has•~a. l y 

ninguno er·it.re l y '- + h Cpor 1ii) 

Probabilid.:td de que no ocur r 3. ningún e·1ent.o hasta '- ·' 

nin•;sunc ha.S':..3- " Cpor iV) 

P(~JPCh) 
o o e por i i l) 

P3.rliendo de esto. es po:::.!.bl·? obt.o:iner una eY.pr-?sión anallt.ica para 

la probabilidad P
0
(t), ccm~ ~igue: 

l Si gC h) o(h) => 1.1.m Cg(h) /h] 
h~O 
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entonces P CUC1-P(h)) - P (l) 
-o h o-

11m P Cl + h) - P Cl) 
-o -aP Cl) 

o 
h+O h 

-al = ce 

-P CUPCh) -..,--h--

-P (l) Cah + oCh)) 
-.., h 

-P 'C l) 
o 

l - PCh). 

P
0

CO) = 1 , lo cua:a~mplica 
entonces P Cl) = e 

-ao que ce 1 • y se obtiene e 

o 
Re-cursi vamenle: 

pues les término-:;; que -ze9uiri.an a Pm_/t) P,Ch) serian 

p ( t :- p ( h) +. p '.: t) p ( h) + 
m-2 2 rn-3 3 

l-...,,-J '-------1 
o(h) 

Pero P Ch) . 
entonces: 

o(h.) 

PCh) + oCh) 

= o(h) 

Cpoc UD 

-aP m(t)h + aP m-i(t.)h + o(h) 

Pm(l) - Pm(l)(ah + o(h)) + Pm_,ctJah + o(h) 

Asl. 

derivando se obli ene 

aP et). 
m-l 

Sea Qm(l) 

a Q CU 
m-t 

de donde 

20 
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Q (l) = at. +.e Por lo que C.= o 
' a't-º· '(l) aQCD·= 

' ant.oncas 

Q (l) rca't2)/ZJ+ e y c=O 
2 

Q '( t) aml m-1 

"' enlences, Q.,Ct) ca'l\. m / m ! ) 

p ( LJ Q rn( t) e -at 
/ m ! 

m 

sea al = X , entonces: 

Pm(l) =>..me->../ m ! e';;lo es: las ocurrencias de eventos en 

un inlarvalo de liempo. se comportan como una Poisson. 

2)MarLingalas: Y. es un.a. Martingala si para cualquier conjunto l
1 

• 

1.,. • . . • ln+i. tales que l 1·~ t.
2
< ... <". ln+t , ECXL !Xt = "\•· 

n•t 1 

X = a 
t n 

Las martingala:;; se pueden considerar como 
n 

modelos apropiados para juegos, en el sentido que \ signlflca 

la cantidad de dinero que un jugador tiene al tiempo l. 

3) Procesos gg_ Ramificación: ".:on-:.idéresc una partlcula que puede 

producir nuevas partlcula.s de la mism3. clase. Una sola 

partícula forma la generación original, o g~neración cero. Cada 

part.icula liene prc,ba.bilidad pk (k = 0,1,2, ..... ) da originar 

exact.a.ment.e k part.1culas nuevas; los descend1entes d11~eclo~ de 

la n-ésima generación forman l<\ ''.r; + !.)-é::im.:.. ~~11t;rd.c1on. L.as 

particul.ls de cada generaclóz;; actúan de manera i nd«:.>per:di-:?nt.c 

una de otra. Lo que inter~sa os el tamaNo de las generaciones 

sucesivas. 

4) X es un Proceso @ Markov si para todo conjunto de valores t.
1

• 

t. con l < t. < t. 
n•i 1 z n+1 
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PC xl = :-:~ ... :i. J-- xl---::: -x-
1 

• • ••••• , X" 
n•i 1 n-:i. 

:-: ,X:::x)= 
n-1 \.. n 

= PC Xl =· ":'n+s. I Xt = x,., ) , esto es, el futuro solo 
n•l n 

depende del pr·esente . C Propiedad de Harkov). 

l 
1 

lz . , ............... , t.,., 

22 
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CAPITULO II 

La leoria de los Procesos de Markov es una de las más conocidas y 

desarrolladas dan•.ro de las Procesos Estocás•.1ccs. Su importancia 

radica en la diversidad de aplicaciones que tiene. en F1sica. 

Biologia. InVe$+.i;¡a-.:ión de Oper3cione$. Ir.genieri.a. Ccmercic, y 

Ciencias Sociales. lo cual responde a la amplia variedad de 

modelos qu-9 denlro de dicha t.eor1a se han desil.rrollado. Eiemplo de 

ellos son: Proceso de t~aci111i8nLo-Huerl0. P:-~:::.::o-::::c:;: d~ F:¿.ncva•..:-icn.. v 

Procesos -:!e Pamiflcac16n, e1,t.re olroz. 

El p1·~senlt::- c.apilull) pretende ¡;;r-a~:a"'fnt.ar en term1nr.::i~ gen.orales, los 

concep+.os fi.JndamenlalBs que pe!·mi lan def i n.1 r y an.::i.l 1 =ar una Cadena 

de Mark.ov, cor11::eptt:.s t.a.los como esp.:..cio do esl-"1Llos, probabilidades 

de lra.nsiclón, ·~l. pos de os lados. poricdo, pr ob.:..bi l i dades 

estaciona.riaz y de .:..b~or·:J.ón, p3.ra lo cu.).l el capltulo so::> inle-gra 

como sigue: La priml?!'.'J se•.=ci·~n está dedicada. ~• los. conceptos 

fundamenta.les Ceospacic de ~·slado:;;., li p•.)S de estados, 

probabilidades do lran::;ició11, ülc.), la sogund;. pl't:.osonla. conceoplos 

s:obre la. clasificaciór. dt} los ~sladc::, y l:i te1'cera. alguno~ 

resull.ados imporl.ant..~·.s acerca de Liempos do estancia, y absorción, 

príncipalmanlc. 
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2.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

En los Procesos Eslocáslicos existen varios lipes y modelos. cada 

uno con su propia importancia y capacidad de sclución de problemas 

especificos. Sin embargo, quizás los más imporlanlQs por su 

versatilidad y ut..illd.:id en la simulación y solución de problemas 

en diversos campos de la práctica proI'esional, sean los Procesos 

Markovianos. 

Indiscut.iblement.e. para que un proceso pueda ser considerado 

Markoviano, debe satisfacer ciertas condiciones, las cuales se 

indican on la sigu1ent..& definición: 

Un proceso est.ocáslico X es de Markov si para t.odo Conjunto de 

valores: t.
1

, < t.,., ... 
1 

, ocurro quo 

PC X Xn+1 I X 
l 

= X X 
l 

X X = X 
l 1 n-1 l n 
n+1 1 n-1 n 

P< X xnHI X 
l 

= X ) 
l n 
n+1 n 

Es decir, el estado f'ut..uro del proceso depende únicamente de su 

si luaci 6n en el presente, sin importar la manera como haya 

llegado a él, esto es. no import.a el desarrollo pasado del 

,:..roc~so. 

Sea R un intervalo de la recta real. La runci6n: 

P<x,s ; t,R) = p { x, e R 1 x. = X ) • t > s, 

se llama ~ de Probabilidad de transición, y determina la 

estructura de los procesos de MarY.ov, ya qu~ gracias a la 

propiedad de Markov, permite conocer las distribucionos de 

dimensión finita. 
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Los Procesos de Markov se pueden clasificar de acuerdo a la 

nalur.alaza del pa.rámelro Cdiscret.o o cont.!nuo). o bien. a la 

naturaleza del espacio dr""' eslados; a aquollos con. espacio da 

estados discreto. se l1:s llama Cadenas de Markov. 

Elemplo: Supóngase que se tiene una máquina con dos posibles 

eslados: O si está descompuesla.. 1 si funciona , y sea Xn la 

variable que denota el eslado do l~ máquina el d!a n. Si el es~ado 

do 1 a máquina sol o depende del di a ,).nl.er i ar. es dec.:i r, si so sabe 

que: 

f>( X 01 X 
n-< 

o - C( 
n 

PC )( 11 )( o ) 
" ". 

PC X 11 X - (1 
n n-< 

PC X 01 X o (1 
n n-1 

se puede preguntar por la probabilidad de que la máquina f'uncione 

lodos los dia.s. 

Sean rt
0

CO) = PC X
0 

= O y rr
0

C1) = PC X
0 

= 1 ) , entonces 

IT C:ó) • IT (1) = 1 
o o 

por lo tanlo 

PCXo=1,X1=1 •... ,Xn=l) PC)(o =DPC X 1 =1 1 )(º =DPcx, =1 1 Xº =1. X 1 =D 

PCX
3

=1 IX
0 

=l ,X
1 
=1,X

2 
=D ....••••.• •·•• 

PCXn =1 IX
0 

=1, .•. , X
0

_ 
1 
=D 

PCX
0

=lJPCX
1 

=1 IX
0 
~lJ ... PCX

0 
=11X

0
_1 =D 

n
0
(1)C:1-(D"' 

Una cadena de Markov está complet.ament.a d9finida por su malriz de 

probabilidades de transición y la espaciI'icaci6n dg 

digt..ribuci6r"I d..;t. prob.;..bi.lid~d dol procogo al t...iompo c..:;i.ro. 

L.as. probabilidados d<a lra.nsic16n. sa pueden acomodat· on un arreglo 

cuadrangular cuya dimensión es igual al número de eslados del 

proceso. a dicho arreglo se le llama Matriz de probabilidades 9g 

Transición y tanto sus renglones como sus columnas son los 

posibles estados del proceso, as!. cada un• de sus enlradas Ci.j) 
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En ~1 analisi~ dl:O una r.::.adtn..l do Markov e.o; n!}•..:.l?sar10 calcu!.:tr las 

probab! l ida.des de l.<is pcs.i bl Gs re.al 1 :!<).Clones del pr•.:icezo. y para 

ello son de gran .i.-nport.ancia las m.a.lrit.::s-.s: de probabilidades de 

lr.ansic.ión en n pa:;;;o:::. p'"' = 11 p" 
iJ 11 Aqul denota la 

probabil1dad de que el pr·~:.:e.:.:o '/aya dt::?l e::;:;Cado l. .al e.;;lado en n 

Lransicione~. Formalm!::..'P.l•-": P~J =PZ Xn+r<
1 

JI X /.Es 

import.anle observar qu·~ se est.1 tratando ·.:.oLlllH7nLe con pro~esos 

con prob.:..bi 11 dade;.:; de 

estacionarias, pues de otra manar.~ P< X"l"'t" 

depender 1 a t. a mbi én de m. 

J 1 X 

transición 

La supos.ic16n Markoviana pernut_e e:<presar !n.med1al.an:enle .a Pl"liJ en 

lérmi noz de 1 1P
1 

j 1 1 como si gua: 

TEOREMA 2.1) (Ecuación de Chapman-f~olmogoro?) Sea P=[ JP
1

j 11 la 

matriz de probabilidades de transición de una cadena de M.arkov 

entonces: 

E (2. l) 
}; :O 

para cualquier par de >?nteros no-negalivos r y s, que satisf"acen 

que r+s = n. Para n = O se define 

{ 

1 

o . 1 " j 

Observe que la relat:ión C2.1) es. exaclamenle. la fórmul.i pJ.ra 

mulliplicaci6n de matrices. esto significa que P 1n>= Pn , en otras 

pal abras. los números P~ j pueden ser considf~rados como las 

entradas en la matri= Pn • la n-ésima potencia de P. 

Eiemplo Cde aplicación ª- ia genética) Cor1sidérese el caso de la 
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l r a.nsnu ::;.1 ón de det_erminadc caracter heredilario en un.o. 

poblaci.6n ci?-rrada. L.a :::ilrl9r-e de un ser humano esla consli 1.uida por 

glóbulos blal'lcos y r•.::·JüS. Lr.:.1;;. glóbulcs t'ojos son lo~ encargadc.·=. de 

lransportar o:".igeno. en .:llos e;-:isle un pigment.o proleinicc 

llamadc hemoglobln.3. tipc a repre$enlada por un par de· genes A/ ... 

Cuando en la hemogl .)bina ocurren al lerac1 one=: genéticas, se 

producen genes del +.1¡:-c SS que- cambL'ln l.:;. e~lructura de los 

glóbulos rojos prop.1-::lan·Jo su destrucción. lo que trae como 

con::ecuenci a una ar .. .:?nu. ~'i. 

Con!'.;1derando un~ pcblac1r~n cci-r~da que s~ gener:i a partir de dos 

individuo'.:. s2 pueden ".'.:'btenc-.r seis pc~!.blos t.ipos dE' '.Jr".!.~n 

dl.ferent.es. los cuales ~uedt:on producir tr8s l.lpOs d.iferent_es de 

genotipos CAA. SS, AS). En la siguiente tabla se muest.rar. estos 

tlpos de unl.én. y las probaol.lldades d(;' cada genot..1.po: 

PP.OBABILIDADES DEL GENOTIPO HIJO 

TIPO DE UNIOH AA AS. SS 

AA con SS o o 
2 AA con AS l/2 l/2 o 
3 AS con AS 1/4 1 /2 1/4 

4 AS con SS o l/2 1/2 

6 AA con AA <) o 
6 SS con SS o o 

Supóngaso que se ti ene 'Jna pobl a.ci ón en la q\.le C como on algunos 

gI"upos aislados) se restringe la rt~•producci6n de l.a especie a 

efect.uarse únicamente ent.t"e descendientes. Partléndo de un 

delttrminado t..ipo de un.iQn se puede oblener lo. probabilidad de c~d.:.r.. 

uno de los tipos de unión q•.ia ;:;a puedan producir en ol sigu.lonlt~ 

paso. lo cual signiLlca que se puede represant..ar el comport.amient.o 

de esla población a lravéE de una cad~na de Markov, en donde cada 

lipa de unión representa un posible estado de la cadena. 
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La matriz de pr- obabi 1 i dade~ de lransición ·asoci·ada al prOblema. es 

la siguier.~e: 

2 3 4 5 6 

. 1) 'o L o Q o 
2 o 1,'2 l/-l. º· l.·'-l. o 

p 3 l "•'4 l/4. 1/4 1/16 l/16 

4 o 1/4 1/2 o . l /4 

. 5· o o o o 
6 o o o o o . l 

La ~~ri~· -~.~ pr'obabrlidades de lrar'lsic16n en dos pasos CP
2
). de 

acUef_do .il·'-l.90r9ri\a -z. 1. se puede calcular como sigue: 

p2 = p X p 

2 3 .. 5 6 

1 l/9 l/4 l/4 1 ?..¡, l-"16 l./16 

2 l/32 5/16 3/16 1/16 25/64 l '64 

p• 3 l/32 3 . .-16 5/16 3/16 9/64 9/64 

4 1 ~-32 l '16 3-'16 5/16 l."t'l4 25.d34 

5 o o ') r:, o 
6 o o ,_. .:) Q 

Frecuentemente es in.le1·e:.antt:r a11a.li=ar el desarrollo asintótico de 

un procezo, es decir, •ztrv.:·~nlra.r el con1pcrl3.!l\.i€.•nf.c de Fr--ij cuando 

n -. oo . Para ello €<'$ necesario introducir .a.lgun•:is 1-'rincip10:::: di:"! 

cla.slficación d: es1.,:,i. 1jcz de un.a c::ar.1~11.a d..;: ?·!.:..r\'.::::.·.·. 
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c.. c. CLASI FI CACI Off DE EST,;J)()S 

Un est..3.do j es. llamado ac-=.esible del eslado i si para algun entero 

n ~·o. P~'s >- O • es ·decir. el eslado j es accesible del eslado 

i. si __ .ha.y pr~babilldad pos1llva de que en un numero f'inito de 

lran~;:tciones el e_~t.ado j pueda ser alcanzado empe=.a.ndo en el 

estado- f. 

Dos esl.ado5: 1 • 

acce~J.ble del ct~rc. 

c;::on !l .am:ados comunicanl€>s si cada uno es 

ie den•::•-a c(:imo l ...-. j . 

mediante la cual :;e puede parllcionar el espacio de esta.de:;. ~n 

el ases de equi val &nci a. 

Los eslJ.dcs en una cla~e de equivalencia son 3.quell:>s que sen 

comunic..:tntes con cada uno de los otros. 

$.a dice que una cadena QQ, M.arko·_.. es i:·reduciblto s1 l.a relación de 

equi val ericl a induce •.ma .;;...:;,! a <:::l ase. En otras pal abr .21$, un proceso 

es irreducible si lodoz sus est.ad-:::is son comunicantes con los 

olros. 

Se define el Qérlcdo Q&l_ ~ .!._ CdCi)) com0 el má:-:lmc común 

divisor dt:? lodos los .anteras n 2:: 1 para l•:lS cuales P~j ,• O . 

Si P~'1 = O para lodo n ~ 1 . se define d(i) = O. tlólese q•.Je el 

periodo es una propiedad de el.a.se. '~s rl""c1 r~ ::::'i ! ~·>J • ~nLvr1i.:.t::1:. 

dCD = dC jJ. 

Un.a ~ ~ Mad:ov $•.:: 11.a.m.a ª-J2er!6dicu zi e.ida uno de sus 

estados tiene periodo l. 
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SupOngase un estado i ar"bilrario pero fijo. Se define para cada 

entero n 

f~i P< X n = l • X... ;o! 1 v = 1 , 2 •.. , ..• n-1 X 
o 

i ) 

eslo es. f~i es la probabilidad de que. partiendo del estado 1. 

el primer regreso al 

Claramente r;i = P11 
como s-igue: 

mismo estado ocurra en la n-ésima transición. 

y 

p~i 

en donde se define f~i 

fn 
ii 

puede ser calcul.ada recursivamente 

n ., C2. 2) 

O para todo valor de i . 

°'=.'l .=t.c uer do lo vist_r::., en el capit• . ..üo .intoricr, l.;i. función 

generatriz de probabilidad de la sucesión de probabilidades de 

lrans::iclón <P:'j }, t:~Z 

para !si 

De manera s.1.mJ.lar se define la funci::,n generatriz d.:? probabilidad 

de la sucesión f~ 
>J 

par 3- J s f < 1 . 

en donde f~j es la probabilidad de que. part.iendo d!3ol eslado i, 

la cadena v1sile por primera ve:: el esta.do 

transición. Parliend.:i j~ la ~iguiente prcipiedad: 

00 

Si A(s) E y B(:o) 

k =o 

enlcncs-s: 
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A(s)8(,;) 

donde 

= ( i:: 
k::o 

"' _,= ¡: e¡.,;;~: - =-- .CCs) 
-k:o· 

....... C2. 3) 

Si ahora·-s-e·-fd9nt'ifica:.n .las .ak's con las f'~:~·s y las b
1

's con 

las <p¡-¡ · •;S.-~-. e'ri.t.6nces- Corr.parando las ecuaciones C2. 2) y C-Z. 3) 

p~1 1'l -) y C=ab +ab + •.• _.,.··ab, 
r o r J. r-J. r o 

se. obt..iene 

Fi1 (.;) P ii Cs) Pii Cs) - 1 para Is t < 1 

o bien 

pii(s) 
1 

ts 1 < 1 para 
1 - F 1i Cs) 

Esto significa que bast.3. conocer la función generat.riz de 

probabilidad de la st.1cesi6n de prcbabilidade~ de primer regre~o 

{f~1 > a un eo;;;;t.ado. para a part.ir de ella obtener la función 

generatriz de probabilidad de l.a.s pr.::bo.bil Ldades de lransición 

{P~ ) 
ll 

Un estado i es r0currenl0 ~i. part.i8nd~ la cadena de dichc estado, 

la probabilidad de que regrese a él en algún mr.:imenLo. *S l. es 

decir. 
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Un estado 1 e~ t.ran~itorio si. part..iendo la cadena de dicho 

eslado. existe un.a probabilid.J.d positiva de que ni .. mca regrese a 

él, en otros lérminos. 

Una clase de eqL:i valencia o ~lmplement.e una clase es 

recurrente si lodos los estado:. en dicha clase, lo son. 

Un~i es absorh~nt0 ci p = 1 . 
-----·- - 1i 

Eslo significa quo si la 

cadena llega a un e;:tado .absr;,rbente. ya nunca s:ale de él. 

Un estado absorbente e·z; Larnbit-n recurrt:ionle. En. el caso de estados 

absorbentes las probabilidades de primera vi si ta. ~e c-:inocen corno 

probabilidades de .absorción. 

E jP.mplo: 

l) Cons.idérese una cadena de Markov con matriz de t.ranzición 

o 2 3 4 5 

o o o o o o 
l -'4 1.·'2 l/4 o o o 

2 o ·'5 2/5 1.·'5 o '5 

3 o o o 1/6 l/3 1 -'2 

4 o o o l/2 ') l/2 

5 o o o l./4 o 3/4 

para clasificar los est3dos e identificar las clases en la cadena. 

se utiliza una mat.ri= .:iu:-:il1.:-.r. anot.._:;.ndo en ella. "O" cuando no es 

posible la transición y "+" cuando si lo es: en 1 o más pasos. 
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o 2 3 4 !5 

o 

f 
.... o o o o o 
.... .... +' + 

2 ... • .... 
2 

1 
... 2 ... • +' ... • + 

2 
+ 1 

3 
1 

o o o ... ' + ' ... • 
4 l 

1:1 o •) + 1 
+ 

2 ... • 
!5 o o o ... ' + 

z +' 

De aqui se observa lo sigu1ont.e: 

Es lados absorbentes: o 
Es lados Recurrenles: 3.4,5 

Estado~ Tr ansi lt:ir i os: 1.2 

Clases cerradas e irreducibles: C = <0) • C = <3.4,5} . 
' z 

d = má:<. c. d. <n !':: l / P~1 ."> O> == máx. c. d. < 1 ,2,3 .::: 1 

entonces el periodo de la cadena es 1, es decir. la cadena es 

aperiódica. 

2) Eiomplo Q.2 genética (continúa): P.:t.ra clasificar los estados e 

1dent.iflcar l.a.s cla=:es: en. la cadena. se utiliza la siguiente 

mat~; i= aux1liar: 

2 4 '3 6 

r +' ... 2 + ' +2 +' + 2 

2 
1 

+' .... + 1 +2 + 
1 

+ 
2 

3 
1 

+' +' +' .... .... +' 

4 
1 

... 2 ... 2 ... • + 
. ... 2 ...• 

!5 l o o f) 0 ,• e 
6 o o o o ·o +' 

de ella se observa lo siguiente; 

Estados absorbentes: !5, 6 

Estados recurrentes: !5, 6 

Estados transitorios: 1, 2. 3, 4 

Clases cerradas e irreducibles:: e = { !5 ) e, = { 6 ) 
1 

d = m!l.x. c. d. { n ~ 1 p~i > o } = 1 entonces la cadena es 
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a..per.1.6di,ca~ 

De aqu1 se desprende que lo~- descendientes. tarde o temprano 

alcanzarán los genes Lipo AA.o SS; 

34 



2. 3 ALGUNOS RESULTADOS IHPOP.TAllTE.S 

Supóngase una Caden3. de Ma.rkcv con espacio de estados S y un 

conjunt.o de estado=: +.ra.n~1lor1os T. Lláme$e N• al tiempo que pasa 

la ca.den."'- en ost.a.do::¡ lransilorios. enlences 

en donde t\ (ro) es el numer-:; de veces que la cadena pasa por e"1 

es lado i en un núm•:>r o i nf i ni t.o de pasos. 

Asi, N N' + 1 .,;.s 131 tiempo de absorción. 

El tiempo medio de ab~orción de la cadena Gslá, por lant.o. 

deternU.nado por el valor esperado de U 

m=E<.NIX =I>= 
J " -

+ E { H' 1 X
0 

= J ) 

"\ = tiempo medio de absorcl.•)n. y 

se pueden cal cul a.r resol •;i ende el 

lineal as: 

j estado t.ransit.orio. Los m 's 
J 

siguiente sisl~ma de ecuaciones 

m 
J 

1 + E. P j.k mk • j E T 

Si para una cadena irreducible e.--:iste un con.i•Jnt.o dto? números n
1 

tales que 

l) lt. 
i 

"" .,, 
i:: 

i::O 

3) re j 

o para lodo valor de i E S 

~. 
l 

"' = i::: n. plj 
i •O 

l 
par~ todo valor de j 

enlences se dice que < n:
1 

) es la disl1ibuci6n est.acion . .lria de la 
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cadena. 

TEOREMA 2. 2) Si X es una cadena de Harl:ov irred~cible, recurrente 

poslt.iva y aperiódica. con distribución eslacionarla ~ rr
1 

) • 

en t. onces 

Nólese que si: i es un est.ado recurrente 

lim P~i = rr 1 . 
~~oo 

Si i es lransilorio 

pues E P~1 / <.n 

n= 1 

CE.sto implica que una C3di;;>na nunca perrnane-cer~ indefinidamente en 

un.a clase transitoria. sino que siemprii.>, er. algú.n woment.o, pasará 

a alguna clase recurrenle sin regresar 

transitoria). 

Si i es re-current.e y j transitorio 

llm p~J o . 

y. finalmente, si i • j son transitorios 

l i 111 p~J o. 

nuevamente a la 

Ahora.. ¿Qué ocurre c•.iando i es tr.an::ilLorio y j r-=-cnrrente ?. 

Si j pertenece a una clas~ recur~ente C, la cadena será absorvid1 

por c. con una prcbabilidad rr
1 

CC), en donde, si se denola por 

rr
1

CC) a 'la probabilid1d de 3bsorci6n en el n-ésimo paso: 

rr
1 

CC) rrn (C) 
l 
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y 1T ' CC) = i:: piJ 
' ,e: 

" ,::C) = i:: pij 1T n-1CC) n 2: 2 re. 
l 

1-:T J 
entonces: 

00 

' rr. CC) 1T CC) + i:: 1T " i CC) 
l ' 

"' i 
1T l CC) + i:: i:: plj rr n~tCC) 

n:::Z JET 
J 

"' 1 
1T l CC) + i:: p1j i:: re n- i(C) 

jET n::2 
J 

1T ' l CC) + i:: plj rr ' .CC) + re 2 CC) + ...•• ) 

jET J J 

1T ' l CC) + i:: plj 1T CC) 
jET J 

Ejemplo: Sea X una cadena de Mark•:;;v con e!:pacio de est.ados 

S: { 1.2.3) y malrtz de lransici6n 

p 
(

O. 3 

0.6 

o 

0.5 

o 
0.4 

0.2 

o . .¡ 
0.6 

se puede observar fácilmenti: que todos los eslados son recurrentes 

y aperiódicos. Se desea calcular la dislribucién estacionaria. es 

decir. números rr 
' 

1) IT, 
J 

"' 

l~o "i 

2)1~. "1 = 1 

" 2 
rr

3 
que satisfagan 
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Se llene que 

'\ 
ITZ 

IT 
3 

si se supone 

"co. 3) 
. ' "co .. 5) 
' rt
1
CO, 2) 

• rt
3

CO. 4) 

+ rr.
2

CO. 4) + rr 3 C0~6) 

entonces n
2 

= 7 

" = 10 a 

Fara que satisfagan ademas 

••............. Cl) 

....•.......... C2) 

••••••......... (3) 

(de la oc. 1) 

Cde la ec. 2) 

3 

se dividen los valcrez ol:·tenldos para { n1 ~l=i eritre 23. que es 

la suma de 10, 7, y 6, y entonces se obtiene que 

rr = e '\ , n
2 

• n
3 

) = e 5 ... -23 . 7/23 , 10/23 

es la dist:-ibución estacionaria d~ X. 

E+emplo de genéti·-.:i. (ccr.t.!.nó.a): P.ara obter.~r ahor.;.. la dist.ribuclón 

estacionaria de la c~den.a. se t1ene: 

Saan. rr . 
rr 

3 

" 2 

IT . 
)" por lo 

rr 
' 

IT 
2 

1/6 

l/6 

l '6 

tanto 

"• 
n /2 + rr /4 + 

z a 
rr ~·4 

o 
n /8 + rr ..-4. + rr ..-4 + rr /4 + rr /16 + rr /16 

1 z 3 4 ~ 6 

IT 

" 

n /4 + rr /2 + rr ..-'4 
3 • " 

"• 

1 /6 • ~n.lonces: 

rr = ( l ./6 . 1 ...-5 , 1 /6 , 1 /6 , 1 /6 , l/6 

dislribuci6n eslacionari~ do la cadana. 
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CAPITULO ~III 

La leoria de loz Proceso::: do¿. Ranúficación. desarrollada en los 

Ultimo.;:. liempos. ha sido uLiliz.ad3. en el estudio de fenómeno$ 

genéticos. quinucoz y fisicos, principalmente. Su origen se 

remonta al si.glo XVIII c.u-"tndc F. Galton y H. W. W.at.s·~n crean un 

modelo ma.t.emát..ico (Hodelo de Galt..on-Walson) par.:. estudiar un 

problema dt?rnograt i·..:·~. El ca~o más sencillo de los Prcce::;os de 

P.am1ficación es t-l un1variado o con un solo tipo. en el que ·:se 

El modelo de Galt.on-W"""l5on lambión conoc1d!.:l como Proceso d~ 

Gallon-Wat.zon. no obslar;Le ~er un caso particular de lo:; Proce:s.•.::.:s 

de Ranuficación, ha :sido f'undament.J.l para el d¿.~arrollo tanto 

t.eoric.o como práctico de lc.s mismos, y por ello es indispensable 

su estudio para la comprensión del comport.._;.m..i.•:)nt o de los caso::: 

generales. 

El objeli vo del prezent..c ca.pi. t.ulo es presP-ntar el Pro~eso de 

Gal t.on-W.:ilson uni va:· i ado. sus princ1pale-s resul lados 

caraclerislicos, para lo cual .Be divide e-n cuatro s•'.":!ccionGs. En 1.1 

primer.a do ellas S9 hace- un bosquE"~Jº hist.Crico ,j,.?l zurgin1iento del 

Proceiso de Gal ton-Wat .son~ en 1 a :;:~gund.:z. sección zc t~or m~il l ::.a la 

definición de dicho proceso y revisan <J.lgun.:is de sus 

caracter!slicas como l;i di.::;•_r1buc1ón de probabilidad. la func1ór. 

generatriz de probaL>1l1d.:i.d, media y varian::::a. y prcba.bil1dad de 

e:<linción asociada. En l 3. lürcera =:=ecci t".:ll"'I ...'.'.;""' ~n~ t ! =)_ c-1 

comporla.ntit::nlo asl.ntot1co del proce-so, y en la cuarl4 se pres~.:::r1ta1) 

las probabilidades estacionar1as del mismo a~i como algunas 

propiedades de ellas. 
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El análisis mat.emál1co del Proceso de Galt.on-Watson :se desarrt.:llló 

motivado. principalmente, por· el dese•.:i d~ enc::-ntrar 1.Jna :;clUclr!m 

para un problem.:. demogrd..fli=:o ci:1)oc1do como Problema ~ ezt1nci?D. 

Q.g_ fam.Ll~: Durante mucho tiempo se li.a ob.::i'r'.'.J.dc la t:?Xlinc.tón di:!­

familia..:o notables. y que .ap-=-llidos:- que en .:.lg•Jn. tit:.<mpo f•.Jeron muy 

c.omune~, ahora. son rar~s han desaparecido lcilalmenle. :S:e 

luc1eron varias conjelur-.ls. al resp.¿o•.:to, enlr8' t?llas. d.ado q•.Je .:i:' 

ha ob::;;ervado q•.JO la tendencia es u:-.i•:er-!:J.l, ::e do2dt:jo rci.pidctment<::-, 

como una e:-:¡:lic.ici:!:ln al fenóme110, que un.a.. evclución en bicne-st.=,.r 

econórn1co y capacld.:..d int0lecl:.ictl. es n.ecesar1.amente a.comp.J.Kada 

por un.'1. "ft::-r L..1.l1da.d". Sin 

observado l.ambi én quv. por dta- cambio-:; n.::i.lurale..:. 

ont.lnuamente esl.\n desa¡:...irr~::i.endo un..::i gran J:'rcpo:--:::.ión de f.:i.m!.l.!.~:::. 

lo cu.di evident.ement.e signif1c.a que. nu~.c.-ntras ~\;;. desconc::c¿. 

dicha proporc1ór:.. :-io se puediz. .:t.1'.irmar q:1e un.a dizrr:1nución en el 

número de 1nl12grante-:::: de '.Jna. n.i::;ma. f.:..milia ~.¿..l un s.igno de 

"ferlilidad dis;m.inu1da''. 

Alrededor de 1874. Francis '.3alton :: H. W. t.'3•_.sor.. ze .;.t:.)c.1ron al 

e5::ludlc del proble::1c... '33.lton r:.::· d0 .:tcue:rdo con la hipotes1s de quf';' 

las familia.z di·.;:.t!.nguidas eran r..::..s tl~r1::Hentes a dos.ap3.!"E"..:er·, ..:ipló 

por est..udi.:.a.rla. dolorminando, pr.1.múr.ann)nt•.?, l~\ prob.:;.b1lid..:..d dta- que 

una f'amilia ordinaria desapare::ca, ut1l1:::::ando para ell'.) d.Hoo;: rir .. 

. fertilidad de loda la p0blac1cr-.. y con ello pl.cinleo el problema 

.lS1: $e,;l,n P 
o 

t..enga O, 1~ 2, ... 

... la=; prob.:i.bilidades d0 qu·~ un ht:mbre 

hi JOS, re::pecli vamenle. y qu<:- -:üd.Et uno de el los 

tenga a su ve::. igu.:llc.:; prc-b.c...bllidades de lener hijos, )' asl 

suce-::;1 v.amG-nle. ._ Cuál e.=i la probabi 11 dad d9 que 1"'" dt:.·scend"::>nci ""- de 

hijos (varones)..::·.:: t::; ... tinrJ.:i t..iespues de r 9-=ner~ci0n~s 

generalmente, ¿ Cual e:;; la probabilidad d•2 un numer•.) pref'i j..ldr..) de 
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descendientes C varones) en w1;;i. gen~r .3.Cl ~n dada ". La zol u:::ién dada 

por Watson está basa.da en e5tudio~ subsec•.ien~.-?s, y por desarrollt..:·:: 

puramente .al·;¡ebrá1cos concluye. err6ne.:i.mente. q•.Je t. oda famil l.3. ;;e 

~JJxtinguirá. aún i.;uando ::u tamaí'ii.;; ze incremente de •.iria. gener.l.c.;:ior·: 3. 

l:a siguiente. s("~paradamer.te. Gal.ten en t981. e.:::tu ... üó e~tadi.s.ticas 

de las tasas reproductl'Fa.5 de noble~ ingleses r.:.cncluyendo que un 

fc..ct.or en l..:i. disi:unuciGro de dich.3.s ta.s.:'lS l""Z l:=t t.endencia de lo~ 

nobles .a contraer n1a.lrimcnio C'.::n heredera::. Una r.~rs-;jer.a. q•Je 

proviene de una f.aniilia sin hl jQ:; (V;.Tones). deberla usper.:1.r 

tener. por h8rencia, una f8t'til.id.ad mono1· que- l.l. ordi1"'!.ar-1a. 

Galton y Wd.lscn n~ ll0gar.:..1· . .:i '...::·1.1 scl• . .!c-ión c0rrecta para t!'l 

problema; no rué sine ha'~la lo:: ai'i:os 30',;; que so pre~&r.+.::; lJ. 

primera del.erminac1ón correct.3. y ¡:.cmplet.1. de l.l ¡::robabilidad d~ 

o:<linción para el proceso d•."? Ga.Ltcn-r-iat~::;un, y fu~ d..,.d.:.. ¡:.·.:.r J. F. 

Sleffensen C1930 - 1932). Mas tarde, en 1G:38, t:>l mismo problema 

fué lralado por Kolmogoro•/, quien dt.•t.8rmin·: la form.:i. a:::.:inlóllCA 

de la probabilidad de que ur1a fanu.114 continúe e:üstiendo un 

numero grande de generaciones. 

El modelo matemático de Gallen y Walzan p.3.rece haber sido cl•/idado 

por mucho~ af'ios después de :::u creación, pues el -:::.iguiente estud¡·;i 

conocido fué el de R. A. F'1 sher en 1922 y 19:30, quien usó 1.m 

modelo idéntico para estudiar la sobrev1 vencia de la progeni8 de 

un gene mutante y las variaciones aleat.orias en la frücuencia de 

genes~ en 1927, Haldane aplicó el modelo a la genética; La idea de 

Gal ton fuá uli ~izada por 1\. J. Lolka en 1931. quien lomó datos de 

ferlilidad americana par.::i. delerminar la prcb.ibilidad de e:<t.1nción 

de una linea de descendient.cs V3rones; en 1935, por S0monorf on 

los fundamentos de su leerla de cadt0tnas de re.acciones quim.Lc¿,,s, y 

en 1938 por W. S:hock1ey :r _r_ R. Pii::rce, en c-1 o=tudio de l.Yt. 

mu1liplicaci6n de electrones en un di:!pr.:>z.1livo de det.ección 

elect.r6nica. Después de 19·10 ze lncremet'lt.6 el inlt:.-r.:-s l:i!n Gol m..:iJ~l·.:: 

por la .a.nalogla del comportam!.enlo de la::; familid.s con laz c.adenas 

de reacciones y por el creciente lnt.uré::; ger11~ral 1..;. . .s 



apl1cac1one~ de 13. Te-ar.1.d de la. Probabilidad. 

El mod~lo or1g1n.al del proceso de G.alt.on-W.l.lscn no s:olo ;;.st.a. 

relacionado con d~·1ersa;: line.:.~ de de'5.:srrcllo de los proc:esos 

eslocáslicos como el prcce.,;;o de n.a.cim1e1-.Lo-muert.e. :::ino t.amb1én 

con trabajos d8 ni:u.aciones f 1...:1-i,:.1:::inalé;;. e ileración de funciones y 

con la Teori.l. de r.:s.d1.21.ciones cósmica:::. Si bien algunos de Los 

problema.,;; men:.::1 un.adu~ h.1.n requer i d".:l z.er est.udi ados por medio de­

model •::i5 má.:: elaborados. vario.!; de di~ho~ model,::iz se pueden 

consider.ar como descendientes directos del proceso de 

Gal ton-Wal~on. 



t.1poi por ejemplo: pers..:::naz. ba.ct.;rJ..as. o neu'...r..:-ne:.. Ur. cor.)untv 

inicla.l de objelos. llci.m.'.J.do 0-ésJ.ma ger.erac16n, producirá nuevos 

objet..os los cu.3.les a su v€!z. gen.erarán a lo!: que formaran l.a 

segunda generación y as1 suce:::.i. vam2nte. L;..¡_ de~cr l. pc1 on más Sl mpl e 

del proce~o de Gal lon-W.-:.tson. ·~s la si g'..;i en le: S:up~·ngase q1..1e ze 

dese.a conocer el tamaf'í\:i 0.c cad.i generación sin .tmport¿¡.r cu.ando 

nació cada .indi. •1iduo. Se denota por 2 0 • Zs. , Z..t , al número 

de i ndi vi duos er. la 0-ési ma. primera. <E:eg·ir.d.;;.... . . gener-acicnes 

respecf,i vamer1le ( t.ambi éll $B podr 1 J.n .l. nt.er pre lar 2
0 

. 2
1 

... ccmo 

el tamaf'ío de la. pobl .ac.i on en 1 .. ma s uce$ión d1.?- pun lo:::: en <0.·l ti empC>J . 

Supóngase también que 

1) Si el t.amaS"ío de la n-é-s1rr;a gener-a.c1ón es ccn•.;:,cido. la ley de 

probabilidad que gobi01·na a 1.lZ si..gu1ente~ gen0::H'a•:;iofles, no 

depende del t.amaf'ío de las gener.acione~ .ant..eriores .a la n-ésima. es 

decir. 2
0 

Zi •... forman una cadena de Mar-ko·r C Véaze c.ap1lulo 

ID. 

2) Las probabilidades de transición de la cadena no v.a.rian. con el 

tiempo. es~o es. el proceso es ~stacionario CVer capitulo!). 

3) Difer-en.t.es objelas de un.a núsma generación, no int.•2-rfieren 

entre si, est~ e~. e-1 número de- individuos que g-on<?rAn r:'.i.crr.Lros 

disUntos de ;.;.11~1· ac..1.on, son aleat.cri.as 

indepand1enles. 

4) 2
0 

:::= 1. es decir. la poblz..ción inicial con~la. de un solo 

in.di vlduo. 



Sean Zn el numero de indi'."iduos en la r.-eslm.."t. g.::n~rai.::i.on 

pert.enecientes a una mi~ma población.o familia. za • zi ~2 

por su int.erpretación en el pr:oceso. $Olo loman ·1alores €-nt.erciz 

no-negativo~ y forman l.l. sucesión de varia.bles aleatorias en la 

cadena de Markov. 

La. distribución de probabilidad de Z
1 

esta des1::rita por la 

igualdad: 

k =o. 1. 2 •... 

en donde pk no depende de n y repre$ent.a la probabilidad de que 

un individuo de la n-ésima generación tenga k hijos en la 

generaci6n n~1. En~o~ces: 

1 • 

y la distribución condicional de Z dado Z = k 
n,.1 n 

por Le 

supos1ción 3. es la suma de k varia.bles aleatoria.$ independientes 

cada una de ellas di.:.t.ribuida como 2
1

• S.i Zn ,:;:: O, .:..1"1.,.
1 

t.iene 

probabilidad 1 de ser cero, cualquiera que sea el valor de n. 

Se definen entonces las probabilidades de transición del Proceso 

de Gal t.on-Wat.son como: 

pij = PCZn•t :;: j f zn ~ .1) r.. i. J = o. 1. 2 •... 

y se pueden calcular de ma.r1era .:::enc1ll3. utilizando la func16n 

ganerat.riz de probabilidad de z,., , la cual se puede obtener de 

manera recurrent.e mediante el t.eorema que afirma que dicha 

función generat.ri:z es el n-~::::.lm:; i~-cr_-...-1..., fn(s). e.;; dec.lr, que 

f Cs) = s 
o 

f (:::;;) 
1 

En con.secucncl a, f m,.n 

particular r 
"'' 

f<:sJ. f (s) 
n•1 

fm(fn':s)) 

f n(f(s)) 

fCf ,.,es)) ~ n :;; 1.2 •... 

m,n = 0.1,2. y c·n 

Es le resul Lado ~e puede visual izar como .sigue: Si ~e denct.a por 

f
1
n>(s) a la función generat.riz de 2

0 
• por la definición de f(s). 



se tiene que 

fCzJ 

en donde si. Zn = k y Y 
1 

es el número de descendl entes del 

i-ésimo elemenlo de la generación n. entonces Z
11

._
1 

Y
1
+ '!

2
+ ... ,..yk_ 

Para una k fija, 

r.n+t(s.) = f k (s) 

iír1YiCsJ 

y c~mo la~. yi·.·.s- son-fhd:ependlenles e !dént..icament.e distribuidas. 

k 

f<n+i>Cs). =
1 
~.f "; CsJ 

ap~ican~o.la derinlción: 

"' r ,es) = E 
ln1't j=O 

tfCs)lk .•.•..... (3.1) 

enlences utilizando la fórrn•.Jla de probabilidad t.olal se llega a 

f CsJ 
n+1 

,,., 
=E P<2,.,... 1 

j=O 

00 

= ¡: E PCZn k) PCZn+l 
j=ok:::o 

=E CPCZl"'l k) E PCZn ... t 
k=O j"O 

Por (1) y C2) 

""' E PCZ 
k::.o ri 

kJtfCsJJ' 

De la misma forma: 

f CfCs)) 
'n' 

f 1 n- t, (f(f'(s))J 

r eres)) 
In> 

f CfCf(f(s)))) 
<n-2) 

fCf'CfC ... CfCfCs))) ... ))) 

n veces 



es decir, la función generatriz de probabilidad de z .. , es el 

n-és1mo iterado de f(s) Cfn(:::)). 

Como 2
1 

Zz Zr. , son variable$ aleatorias, c.ada unzi. de 

ellas liene ~speranza y v~rianza, y se puede encontrar para ellas. 

una expresión general. Si .se denot.a por m .J. EC2
1

) y se parle de 

que ECZ,..,) f~(l) y fn(1) 1, e::; 1".ácil concluir que 

ECZ.n) = m0 , n = O, 1, 2:, .... Si se denota por a
2 

a la VarCZ.i.), y 

se sabe que Var CZn) = f~Cl) + r•r.,:1) - (f~Cl)J 2 -:::e deriva la 

ecuación Cl) y ~e obtiene 

Va.r-CZn) = 

2 n r, 2 

{ 

"' m e m -D '( m -m) , 

2 no-

m " 1 

m 

Eiemplo l_; Considéres~ UI• proct:::;.c de rami!'.lc~cién con distribución 

de probabilidad de zl 

y función genera~riz de probabilidad 

res) L 
2 

!_ 

" ., 

Deriv.;...ndc esta fun-::i•!in e.=; po-;;ibl12 calcul.;i.r el valor e::::.pi=radc de 

zi. por lo lanto 

y 
2 

O' 

f'(l) 3/,~ 

, 
- m 

es decir que, la esperanza y la varianza de ,,;...n n 
son m (3/•1-) n • y 

E1emplo E,: Supóngase un proceso de ramificación ccn distribución 
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de probabilidad 

y función generatriz de probabilidad 

res) = ~ + ¡ s + ~ s
2 

El valor esperado de 2
1 

es m == 5/4 , y la varianza es o
2 

por lo t.anlo para Zn los valores correspondientes 

y VarCZn) = Cll/16)(5/4)'"'(C5/4),..., - lJ/ ((5/4) - 11. 

n 
son m 

ll/16 • 

Ant..es de poder examin.a.r con detalle las propiedades y el 

comport.aml.enlo de e~te prcce:-so, es necesa.ric clasificar los 

eslados de la cadena. La naturaleza del espaclo de estado~ y la 

clasificación dependen crllicame-nle dF.!' la distribución de los 

descendientes {Pr?. El espacie> dt? l'°!~·f.;;do;: ccnte!"ldi~ .:J.l cst.:i.do 

cero, el cual es un esladc. db;:crbenlo si i:i:;iS alcanzado. pues. p
00 

=1. 

En el Cd.SO 1~sp·~c1 . .1.!. !';'P. qu::: ¡::::
0 

-..- ¡:
1 

"" ;,_, t:!l e:::;p2i.C.Lu de estado~ se 

reduce a S =<O. 1} y a lo más habr.i un indi"riduo en 1.3. n-ésim.a 

generación. En particular cuando p
0 

.-=: 1 y p
1 

= O, se t.lurie que ¿,
1 

= 1 y zn::: o p.ar.a. n>l, por lant.o, el eslado 1 es t..r.a.nsilorio y el 

cero e!; alcanzado con probabilidad 1. Si p
0 

= O y pi l. 

ent.onces Zn = 1 para t.odo n. el E:·::::l.ad.:i 1 es absorb€,nt.e y 01 cero 

nunca e~ alcanzado. 

Si O < p
0 

< 1 con pi = 1 - p
1
> , entonces 2

0 
= 1 .... 

Zn = O para n ?; N cuando N es una vari.able .:tlealc·r.t.:i. geométrica. 

En est.e caso el est.adc 1 es transitorio y el e$t.ado O es ~lcanzado 

con pr obabi 1 i da.d 1 . 

Observe t.a.mbién que si p
0

= O, f3nt.cnccs la s::ucesión <::n;. es 

no-decreciente- y enlonc.esel estado cero nunca es alcar1:::a.do. En 

e~té caso si O 5 p
1 

5 1 el espacio de estados es S = <0.1.2 •... ) y 
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todos los ést.ados e;<ceplo el cero. son t.ransJ.t.c,ric:.:. 

Si O < p
0 

:5 p
0 

+ p
1 

< 1, entoncE.'s los e:;;:t.ados 1, 2, 3, son 

lodos t.rans1lorios con el estado cero absorbente. De cualquier 

manera. el estado cer-o pued"°' o no ser alcanzado y esta es la 

pregunta que se qu!ere con·;;ídera.r con más detalle. En olra.z 

palabras. empezando con Z
0 

::; 1, ~e quiere determinar bajo que 

condiciones se exl1nguir.i la cadena. de ramificación, es decir. la 

probabilidad de que la cadena -::.:r.:~ absorba ~n el estado cero. 

Si se def".tne exlincíón como fC.!l evento de que la sucesión aleatoria 

<Zn} consista de ceros excopt~8 para un número firüt.o de •talore~ d~ 

n. como Zn !:Olo tooa •1.:Uor-e= enteros posit1•1cs, e;-:tinción es 

t.ambién el evento zn O. Ademas tamb1én se l1ene que 

0) = 1 , .. ¡;S::- l .1 def:. 1u ci C·n d!:_... f n 

PCZ - 0) 
~ 

Si se denoLa. por q a dicha probabilidad, entonces q es: la 

probabilidad de que a part..tr de una cierta generación (n). la 

pobla.ci6n o familia no tenga ningún elcme-nto. Dependiendo del 

va.lor de m. q será 1 o menor qua l. corr,o lo mue-slra el sigu.ient.e 

Leorema. Si m .:: 1. la familia seguramo?r,'-e desa.pa1~ecerá. 

TEOREMA 3. 1: Si m = ECZ
1

) :;: 1. la probabilidad de e-xt.inci6n q. es 

uno. Si nt > 1, q es la unica. solución no-negativa menor que uno, 

de la ecua.cl6n s = f(s). 

DEMOSTRACIOH: Se sabe, por ind~cción, que f.,C'J) 1. n = S·.1 ..... 

y se ha observado que O= f
0

C0) ~ f
1
(0) .:: f

2
C0) .:= .• :S: q=lim fn(Q) 

como fn .. 
1
(0) = fC.fnCO)) y f,..,CO) = Jim fn+/0:'1 = q . se obli<¿>n<e 

que q = f'Cq) y 0$ q :!: ! . Sl m ~ 1 • entonces f(s) < 1 p.:..ra 

O ~ s. < 1, y uLillzandu L1. l.:i-y do la. mu.Ha p.:ira c:·:p:-c:::.:..r fC:;J ero 

términos de f(l), se tiene fCs)'.l s. O :S s .... 1. y q = 1. 
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Si m ~ 1, entonce~ f(s) < s cuando s -: 1. pero fC 1)) :• IJ. Por lo 

tanto la ecuac1on s = f(s) tiene al menos 'Jna ..::;oluc1ón er. ~l 

intervalo semisbiert.o CO,l). S1 e:':.l.slen dos solucl.cnes, ~o y t
0 

con O :S s
0 

< t.
0 

< 1, el Lecr'.?ma de Rolle implica la e:·:..i.~lcn·..::ia de 

<y TJ s
0 

< ~ t.
0 

r; < 1, ta.les que f'([,) = f'Cn) = 1, le cu.3.1 

es imposible porque r ~s c-s+.r-:..ctament.e conve:-;.a. Ahcr.l, llm f,..(0} 

no puede ser uno porque ·:fn(ó)} e-;:; un.a. sucesión no decr•.:c1en'-e. 

mientras qrn=.o f (0) 
nd 

f(f COJ) 
n 

podrla ser menor 

f nCO) t'uer.a ligerament.e menor q•J& 1. Po1' lo tant.c. q debe Z'2'rl.a. 

única solución de s = f(sJ 01~ (0.1). 

Es imporlanle ver que la sucesión <-Z,.,> no permanece positiva. y 

acolada. sino que se v.a a infinito o a cero. y que cualquiera que 

sea el valer t'lnllo de m::: ECZ
1
J, se lien~ q•Je: 

o . k = 1, 2 •... 

mas aún. zn~ oo con probabilidad 1-q y a cero con probabilidad q. 

Ejemplo L Ccont.inúa): P.ara determinas l.a. probabilidad de e:-:linción 

del proceso. dado que m ::: ? ,',1 " l , el teorcm.:i 2. 1 a.firma. que 

q = 1 

E templo g (continúa): En este ca.so el valor obtenido para m es 

5/4 > 1 • por lo tanto el teorema 3.1 ... 1firma que la probabil1dad 

do exlinci6n asociada este proceso es la única solución 

q = 1/2 
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3. 3 COMPORTAMIENTO ASI NT011 CO DE Z n 

Para poder conocer con maycr delalle el comport.amient.o del 

proce-;:;o, es necesario esludi.21.r la di:::ti·ibuc1on. llm!.t.•3 d9 zr, c•1andc 

n es grande, y el des.arrolle de la sucesiór1 alealor.La Z .z ..... 
1 2 

pero en general no es posible oblenerla en foJma explicita ~xcepto 

cuando m ;: 1. por lo qu.; se intentará anali=ar el comporlamienlo 

de la dist.r!bución de- Zn a. Lravés de la dislribuci6n da una nueva. 

variable alealoria wn definida como wn 

en donde n{' es la esperanza de Z n. 

zn / mº • n = º· 1. . .. 

Obsérvese que aplicando repet..tdamenle el hecho de que 

ECZ Z,? m z n = o. 1. ... 
n•1 n 

se obtiene 

ECZ Zn) 
k- n,k º· 1. 2, 

!"1-1-k 
m "'-

n 

y por lo lant.o 

ECW 
n<k 

w ) w n1k = o. 1. 2. 
n 

y aplicando la expresión par.:.. la varianza de Z encontrada en la 

sección 3. 2, se llega a que si m > 1 y ECz2) ~ oo, las variables 
1 

aleatorias Wn convergen en media cuadrática a olra v. a. W, con 

probabilidad 1. Además se liene que ECW) =l. y 

VarCW) 
VarCZ ) = ---,- ) o . 

2 m - m 

De donde se desprende que 

ECw" 1 W > 0) - C E(W 1 W > 0) J 2 > O 

De acuerdo a estos resultados, es posible utilizar la distribución 

de W para estudiar la de Zn cuando n es grande. 

Si ~e definen ~hor~ la~ funcicnes g~neralrices de momentos de Wn y 

50 



W respecli vament.e como 

y 

P.eCs) .:!" O 

y si Y.Cu) = PCW !O u) es la distribuci6n de W. Si ademAs la 

esperanza de 2
1 

es mayor que 

generat.riz de momentos de 

y la de Z: es finit.a, la funciór1 

mW es la función generadora de 

probabilidad d~ Zn aplicada a la función generatriz de momentos de 

W. es decir. p(s) satisface la relación 

.p(ms) = fC,,,Cs)) Re(s) ~ O con tp' CO) = 

y la func16n ~-it) es la Uhlca función 

caract..eristica que- salisL;..c~ dicha relación, y corresponde a una. 

d.ist.r1buc:ion cvn primer rr.cmcr.t.o 1. 

Un resul lado 1 mpor t.3.nle 0s que s.t m > y ECz2) <. (,.'t) • la 
' dist.ribución de t~(u) es absolut.ar.iente conlinu.:i e~<ceplc par.3. un 

~a.lt.o de magnitud q en u = O. Además si la probabilidad de 

ext.inción es mayor que cero y E(Z
1

) 

cuando n .... oo , se puede delern11na.r con 

generalri= de prob.3.bili.d:..d d·2 ~ 

entonces p( zr, 0) 

seto conocer q y la función 

en donde d es una. conslanloa pos1 ti va. Empero, ¿ qué se puede hacer 

cuando no es posible conocer directamenle l.1. distribución de ::n 

r···r1) ~ ~. enlences 

PC :::'"' > 0) es. aproximadamente, 2 ,,. nf "( l). y como 

Et: Z ) = 1 ::::; í::C Z n j Z ~ 0) P( Z"' ;;e. 0) • 

ent..onces 
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cuando n .. oo. 

Eslo lleva a con-::luir qt.ie si no es po!ilble conocer directamenle la 

distribución diao ::n , se puede lntenl.ar aproximarla a tra•J"éS de la 

distribución condic1onal de 2z...., / ~f"(l) dado zn ;ae o. ul.ilizando 

para ello el siguiente teorema. 

TEOREMA 3. 2: Supóngase m = l y f"'Cl) < oo , enloncez 

-u e u ?!: o. 

DEMOSTP.ACION: La función caraclerisl.ica de la variable aleatoria 

2Zn / nf"Cl), dado que Zn ~ O . es 

f (e 2 i l.' n f " ( t 1 ) _ 1 
~n 1 - fnCO) ' 1 n ;.: 1,2 .... "'· 

Sea I el intervalo cerrado [-L
0

,l
0
], excluyendo el pur1lo l =O, 

donde t.
0 

es un número posili•.ro arbitrario. Si n es suficientemente 

grande. enlences utilizando un resultado que en esle u·abaJo no se 

menciona. 1 
se obliene que r>,., C t.) ... 1 /(l -i L), l e I, y cerno l

0 
es 

arbitrario, rpnCl) debe converger para cada t. a l/Cl-il), que es 

la función caraclerlslic.a de la distribución e:~ponenc.lal. 

1 
LEMA: Suponga que m = 1 y f'"'(l) < oo. Sea S e! conjunto de 

punt.os s lales que Ca) son inleriores al circulo unitario. o Cb) 

est.án en el segmP.nt.o dt?l ci1-culo unitario $ s . 
o 

excluyendo el punto s :::: 1, donde €1
0 

es un numero posili•to que se 

especifica en la demostración. Entonces 

1-f~s) :::: 1 ~s + nf ~(!) ~ O::log n ) • S E S, n ..,. 00, 

CVer demoslración en Harri~. Theodore E. The Theory of 

Br.anchi ng Procoss.es " • Spr i ngeor -Vor l .ag U)63. , p. 20). 



3. 4 ESTACIONARIDAD DE 2r. 

En 2.3 se definio la dislr1buc16n estacionaria para una cadena d~ 

Markov como un conjunto da numeras ni 

las slguienles caraclerlst!c~s: 

i = º· 1. 2, con 

11'1 .'> o 

TT. 
J 

o, 1. 2 .... 

) " " En 
i=o 

1 ; 

Si se satisfacen las mismas caracLerisLicaz (3.3), pero se permite 

que la suma no necesar1arnenle sea fin!La, se dice que el conjunto 

d& rr
1 

es una medida est.acionarla de la cadena de Marko•F. 

Como ya se mencionó, el Proceso de Galton-Wa.lson es un caso 

particular de Procesos Marko•.r¡anos, entonces s1 (P ) '2S l ..':1. m.atr 1 = ,, 
de tran.slcion para 'Üchc procese. :/ sl 0 p 

u 
t::<isten 

números no-negalivos n
1 

las ecuaciones 

rr 
2 

º· 1. 2 •... 

no lod.:..is cerc, qui: saL.1.~f~cen 

llamados medida esla.cionari.:a. para el Proceso de Galton-Wa.t.son. y 

la !'unción generatriz 

00 

ncsJ E rr ·sj 
J = 1 J 

es analilica para Is 1 q donde q es la probabilidad de 
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exllnci6n. y sal.isface 13. ec•.Jación 

llCfC-:;;)) = 1 + n(!::) 
'"' 1 ' q 

...... (3. 4) 

(conocida como ecuación de Abel) supor.iendo que los números. rr
1 

están multiplicados por un f_'l.clor const.ar.1.t?', de tal forma que 

ncf'CQ)) = 1 . Si se toma ncs) C0tl'.O la f'unción 2R(s)~·'f"(!) cuando 

m == 1 , par a i gr ande- l a.s n 
1 

t. i e nen 1 a f or rr.a. 

r"~u - e i - ; 

Si p
0 

> O • m = 1 

estacionor1a, del 

y f~v(l) <'. 

proceso, la 

f"' ClJ 
(f"(l)) 

oo y T T , • • • ~on una medida 
' 2 l 

serie T(s) = E r
1

s converge para 

¡s f < 1. Si ahora se normali::a de lal form.:i. que TCf(Q)) = 1, se 

tiene que T satisface la ecuación C3. 4) para Js 1 ~ 1 y las r
1 

sati -::f' .a.cen que 

lim 
1 t 

n-tot'O -0-i=tn.l 

-· con fTi reemplazada por T 1 

_2 __ 

f "(l) 



CAPITULO IV 

ALGUNAS APLICACIONES A LOS PROCE20S DE: HAP.l'.OV \' DE RAMIFICACION 

En muchas ocasiones para analizar al comportamient~ de- alguno;;;. 

fenómer.os es necesar1c hacer uso de m-:::;delos que permitan la 

represertla.c1".";n de los mi.znv.::is. En la actual1dad e;<ls.ten madelos de 

todo l.! pe que permi leri. anal 1 ::.ar fen1,menos Económi ce~, Bl c-1 cgi cc~'i, 

Fisicos. et.e. Huchos de estos m-~d.;.t-:;:; ut..LllZan Procesos da Harkov 

o a.l.gunc dú- zus ca;:;;o2:. especiales. ccmo marce leeir-¡co. pues gran 

part.e de los probl'2-1n.::i.s que .::;e pla[)l.ean d1ar1am~nt.e dependen del 

llerrtpo o de algún olro p.:ir~met.ro que se pueda manejar de mane1~a 

similar . 

.. ..- En el cáso de los ?rocosos det R.a1n.i.f.!.cac16n. no obsta.nt..o lc::i 

reciente de su desarrolle. e~"".i::;len y.:t .a.pli.caciof)~Z muy concrelas a 

cuestiones prácticas. algunaz de las cuales se present...21.11 en este 

capitulo. 

El objetivo de esta parte de! t.rab.a.jo es mo~trar. a tr3.vé:S de la 

presant.ac16n de algunos modelos do. problemas práct 1-::~.:: .Ji,1ersas 

areas, que t.ant o los Pr ~.::..:::..::.0s de Mar Y. e•,· en general v l r.)~ de 

Ranu1·1caci6n ~t\ particul¿,,r,1'10 :Son z:ol~mante •Jna. part.e m~-z de La 

teoria dt:) la. probabilidad. Sl.r'lo que constituyen una h~rram1orit.:t 

importante p.ara la. sol 1...tci6n da ur-.:'t gran variedad do problíHtta~ 

reales. ?.ar~ lograrle, se ha dividido '2!1 capllu.Lo en s:B-is 

secciones cada una de las cual>?:: p1·1.!"sent:i. algún problema. 

especifico y el modelo que usualm!'!'nte :-::e ul.1,.li::a par-a resolverlo. 

asi como su relacion con los procesos men-ci.onados. 
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4. l CAMINATAS ALEATORIAS. 

Considérese una caminata aleatoria que se mueve en una linea y 

tiene estados O, 1. • n La cam.inala lleno probabilidades p 

de moverse hacia la derecha Cde l a l +1) y q d~ moverse hacia la 

izquierda C de i a i-lJ. p.3.ra est3.dcs. l = 1. 2 •... n-1 , y los 

est.ados O y n son absorbentes. La matriz de probabilidades de 

transición asociada al proceso CPJ se puede expresar de la forma 

o 
p 

R Q 

on donde os la malrJ.Z i~.?nt.ida.d; Q ~s la matriz da 

probabilidades de t.r·a.nslción ontre est.ado& l.ransilorlc$, y R 

muest.ra las probabilidades de t.ransic16n de los estados 

t.ransilorios a los absorbentes. Se defin~h un.:. rr . .at.ri::: f' 1Jnd.1.n\'~nl.i.l 

N como N = CI - Q)-
1 

cuyas entradas nj corresponden al número 

t.ot.al de veces que el procese está eon el estado t.ransi t.or i o j. y 

la malriz 8 NP.. que llene como component.es b 1 J a las 

probabilidades de que, habiendo iniciado el proceso en un est.ado 

lransilorio 1, t.ermine en uno absorbente j. 

E iomplo: Si se t.oma n = 5 y p = z,.-3, se t.ieno que la mat.riz de 

probabilidades de lransici6n es la siguiente: 

o 5 2 3 4 

o o o o o o 
5 o o o o o 

p = l/3 o o 2/3 o o 
2 o o l/3 o 2/3 o 
3 o o o 1/3 o 2/3 

4 o 2/3 o o 1/3 o 
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La mat.riz que mues•-ra el número d::? yeces que, en promed10. ezt..ará 

el proceso en un estado tr-a.nzit.orlo det.ernun3.do 

absorbido es 

l· z 3 .¡ 

[ " .4Z 36 Z4 

l N 1/31 
Zl 63 54 36 

g Z7 63 4Z 

3 9 Zl 45 

.a.nles do:- ser 

la ma~riz de probabilidades de absorción cuando el proceso empieza 

en un estado lransi~orio se denota como 8 y ~us entradas b
1

J son 

o 5 

[ 

15 

a = u31 : 

16 

Z4 

ze 
30 

Es le t.i po de e ami natas alcal.or las es frecuentemente conocido como 

el " problema de la ruina del jugador ". En él se piensa en dos 

personas que juegan un cierto juego repetidamente. teniendo. el 

jugador A. una. probabilidad p de ganar. un capital origJ.nal de .l 

pesos mientras que el de su oponente- es n-1. Supóngase que se 

juega 1 peso en cada juego. Enlence~ l.a fortun~ de.o A se con1porta. 

de acuerdo una ca1111nala al8aloria como l .:i descr1 la 

lodo Ql dinero. mieon.tr.as quo la. ~b.::.crción Gn O .l11d.tca que ,.-,. ha 

sido arruinado. Si p = 1/2 la probabilidad de ru1na es la. frac.ción 

de las dos fortunas que prosee el oponente. Pero si 01 jugador A 

liene alguna ventaja en el juego lend1;';i. una buena oporlunidad de 

ganar aún cuando su oponen Le tenga un capl tal mucho mayor 'l"":" <:!. 

suyo. 
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4. 2 EL MOC"ELO DE C'IF'US'IOtl DE EHREt1F'E.ST 

El modelo de dlfuz.1-...:in de Erhenfe:;;t es un modelo muy simple de 

mec.\nica est.adls:li•.:a. er. i;-l que :;::e conz.lder.a t..:n g.:i.;; r.:cr.tenido t..'l!'n ur1 

vol Umen di vi do 0n dos regiones A y B, separada.:;: por un.<i. inembr a.na 

permeable. S•.Jpóngaze que el gas Liene s maléculas, y que a C..1da 

inst.ánte una de las s m-::lécula::. es elegida al a::ar y movida a la 

olra región. Se d1?sea canecer de que maner3. cambia la compcsi-::>n de 

las dos regione5, en el tiempo. por ~?jemplo si se i.nicia c•.:in tedas 

las mcléculas ~r. una. mi::.m.:.. reg.lón, cuánt.o t.i·~mpo en promedio 

pasará para que s:e- encuentren la milad de las inoléculas en cada 

región ?, La respue'.;:;la se puede encc.nlr.ar ut.lliz.::i.ndo lo~ métodos 

de Cadenas de Markov. 

Una Cadena de Ma.rkov se puede formar supon1endo en principio que 

la.$ moléculas son idcnLlr1c.:~bles. Considérénse corno Gstados un 

vect.or r ;: ex ... x2. donde :-:: es u11w ...:;;.. 
J 

molécula está en la reglón A. y cero en otro caso. Entonces. 

conociendo lo::; estados se puede saber la corr.pos1cicn de A y de 

B. Hay 2n es lados. y se puede camb1 ar de esla.d::i c.arr.b1 ando. 

simplemente, alguna de las coordenadas de y. De y ül prcceso se 

puede mover a cualquiera de :;: estados. y cada lransic1ón ocurre 

con probabilidad 1 "s. Se puede p~"tsar do un estado a otro en una 

sucesión de pasos., pero para r-egresar J.l mismo estado el nurr.ei·o 

de pasos tiene que ser par, l.f'ICluyendo el des, por lo que el 

periodo de la cadena es dos. En general para una cadena con s 

estados, el tiempo promedio de- retorno .a un estado sera 2~ y el 

tiempo promedio en un cstadr:J ó entre ocurrencias de un t-slado y. 

es uno. s~ ¡:..u.:.:!c '..:2.1<: 1.!i,"'lr P.l t.iempo p1~omedio qu~ loma ir de 

estado a otro Cmd) como 

d 

E o < d 5 s. 
i = 1 
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en dunde Q" 
i 

i ( ~ ) 

=¿-­
bo ( s;1 ) 

l .= c. l. . . . . s-1 . 

est.e lipo de cadenas se conoce como cadena r.ucroscop1-::a. y a 

partir de ella se puede obtener una cadena macroscópica juntando 

lodos los esladcz con el mismo ntJ.mero de moléculas en la region 

A. Lo$ estados de la nueva cadena. serán V
0

• V
1

, ... , V
8 

• y cada 

vi es el ccinjunto de ludas los est..ados del proceso microscópico 

con i moleculas en la región A. y las probabilidades de 

Lransic1ón son 

pi ,l +-1 

p.1. .i -1 

O en cualquler ot.r-o caso. 

Esle nuevo proceso también tiene periodo doz. 
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4. 3 TEOF:IA DEL APRE!ID!ZAJE. 

E:dst_en vario:;; modelos para e.studi¿tr ta-1 apr~ndl2d.Je. y une- d¡¿. 

ellos ._;.s un modele d•.::-za.rrull.:dc..$ I=-or W. D. E~les.. Un r:.a:;•.:> 

esp~cial y rel.ativa1110n•.e $lmple es el el .Sl.gu1enlc: Eri un 

experimento tipico. •.Jn indlV.!.dUo ;;e sit.úa frente a 1Jn par de 

luces. y ~e le pld..:? que J1.d1·.'ir.e <:•.J.al de la:: 1 1.JCE.:·s S•?- e!'1cender4 en 

seguida, la lzqu1erd.~ o la d~recha. p.;..r.a le cu.al t!.erv.? d-.::s 

respue-zlas pos:.blcz_ $e <ler1.ol<l pcr ~-...0 .:.. lct re-~put~~:t.1! "1~q•.Jie1·d_::i." 

y por Al a la ''de:·w;h.;,,", >' si E
0 

::;1gnific.,:;. en:.;ender la lu::: 

i =:qui erd;,.. y E
1 

encender la dor0cha. cuardo •.?l •::->:¡:'er.:.. menlador 

enciende al·;i:.rna de las luc(:-s guard;, t.=..nto la resp•.m·sta t. come la. 

acción E, y repito:::· el procedi.nu.entc un riürr,erc gran':ie de ''eces.. La 

respuestas del i ndl 'l.l du~. par a un compcrt.4r.ü enlc dado del 

exper i m~:r.t ador. 

En un gran nün1ero de experimt?nlos:. ~1 e:<pl'" ... rimo:?nl.J.dor el<?girá. ~uz 

acciones con probabilidades rijas. dept?ndl ende sol amen+. e de l.=. 

acci on del indl vi duo. Dichas pro babi l id~des pueden e~lctr dadas 

por la siguiente malriz: 

E E 
o 1 

A 1-·r 
o 

A 1-w 
' 

es decir, una respuesl.a "1=quierd.a'' CA
0

) e~ refcr:::ad.3. encend1endc 

la lu:: izquierda CE
0

) con prl.::b.ab1l1dad 1-·:; en Q•.ro t..:<:2.::>V l~ .l.u.z. 

derech3. e~ encenJ.i.d.a. Una 1·c-.=¡:,u,~·st.:i. ".:!erech:i" e>s r-::-fcr=..:..da l'.':Cn 

probabilidad 1-w. Tant.o v "=Orno \1 :::::on numeres enlre cero y uno. y 

.;;e manl.ien8'n fljcs durante ,_ . .:_.do el -2!;-:oerimen'.o. 

El modelo supc.:.•11e qt.;..:: ~l i~::ii.-.·i.·J•.1-:- ti.::-1'11~ un cldrlo numero z 
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desconocido de elementos eslimulanles =ada uno de los cuales es 

conectado en cada elapa a una de las dos rezpuestas posibles A1 • 

y las coneccion.es originales son desconocidas. Los -z;upueslos, 

entonces, son los siguientes: 

1) El indl vi duo muestriaa un subconjunLo de elementos 

estimulantes. por medio de un procese de ensayos independientes, 

en el cual cualquiera de lQs eslimulos es muestreado con 

probabilid.J.d t o no muestreado cor1 prob.<:ibilidad 1-t. 

2) Si en el conjunto muestreado hay k estimulas conectados ~ A
0 

y 

1 a Ai.. el individuo responde A
1 

con probabilidad l/Ck+l). Cuando 

ninguno de los estimulas es mue;;;Lred.do ;;;;.& supone que la 

probabilidad de Ai. l.1 misma que ~1 todos los eslimulos 

hubieran s1 do muestrea.dos. 

3) Si el experimenlador ejecuta E
0

, cualquier elemento 

estimulante q•...:e habla. sldo .::'.:ir.ec•.ado pt~B-\'1..:1.men.te a A~ y que h:l.bla 

sid~ muestreado justo antes por el indi•tiduo. es recont~clado a 

A
0

• Igualmente. después de~ E
1

, Lodos los estimulas muestreados 

con conecta.dos a A . 
' 

El modelo se puede representar como una cadena de Markov con 

Cs+l) eslados, en donde el estado s
1 

ocurre cu.indo ey..a.ct.amenl.e i 

estimulas están conectados a A
1

• e i ::: O, 1, • 5. Todas las 

c~ntidados do intérés dopendon -solamente de cuanlo:'.i estimulas 

est.~n conectados y d~ que manera, po~ lo que son funciones de la 

c.ad~na.. Por eiemplo, la probabllidad de la acción 1\ del estado 

s
1

• se obtiene como sigue: 

k, ! no o.mbo111 coro 

donde k os el número de estimulas muestreados de entre .aquellos 
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conect.ado:; con A
0

• l de los conect..ados con A
1

• m = k+l. y el 

último lérmino proviene de la suposic1on hecha en el caso ~n que 

ningún estimulo es muestreado. Si se ree$cribe la suma en 

t.órmlnos do m, se llog.a a que es lgua.1 a. l/s. 

Para construir la matriz de lransici6n P se deben considerar las 

cuatro posibil1dades de combinaciones de A's y E•s. La 

cornb1n.aci6n de A
1 

y E
0

• con una t.ransic16n de si a sj tiene 

probabilidades wX, donde 

{·~i ( s-i } ( i }·_1-i•kcl 
xij = 1c.fo k 1-, 

o 

~si 
i-j+k 

si 

< i 

mientras que la transición hacia atrás de si a' s,. por medio de 

la combinación A
0 

y E
0 

tiene probabilidades Cl-v)CY-X). donde 

Si se considera 
M 

X iJ 

( 
i ) li-J (l - l)j 

i-J 
o 

= \;,-Í ,G- J ' y y 

si 

si 

.. 
vx" y e 1-w)C Y * x*) represent.an las 

t.ransición hacia .adalanle, por lo que 

p = vCX + x* - Y) + wCX + XM 

+ (v + w - 1)(1 - t)~I 

CY 

y a-i ,S-J ' 
en Lances 

probabilidades de 

ex .. 
Y. ) 

en donde ~l Lt-rrnino f lna1 representa los casos en que ningún 

elemenlo eslimul a.nle ies mucztroado. los cuales no fueron 

incluidos en lós dos termines anteriores. 

Los valores da v y w de-t.eminan la naturaleza de la cadena de 

Markov, as! si alguno de el 1 os e~ cero =.e Li~ra:1 una cadena eón un 
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eslado abs:irbenLe. y s! arnt.o~ se; . .;:er-:::i ::e ~!e:--.en dcz -=s':..a::ics 

absorbenlt35. Se prueba que la r_.1~cbabilid3.d llmile de ur • .;.. 

respuesta A
1 

es •/·'Cv+w). y es. igual a la prob.abilidad limite de 

una. acción E
1 

del e:-:.perimenlador. Es impor+~anle reC..3lCa.r que el 

indi•.riduo no maximiza el número de respue~t..as correct.is. sin 

embargo si brind.:.... un eq'..ll.1.Lbrio en el cual él t-~Slá res¡:ondiendo 

"derecha" con la misma frecuencia con la que la lu:: derech.,1. se 

eslá encendiendo. Como V/( •/+w) es el número promedio de 

respueslds A
1 

por ensayo en equ1lib1~10. y como 1/s es el númt:oro 

promedio du- ocLJrrenci.as del estado s
1

, el veclor 

6 { ~ - [ _v __ 
v+w ) } 

da la desviación cntr<:;!' el numero promedio de respueslas A
1 

er1 un 

estado dado y en equilibi~io. la de~vl.:i.ción ·~el.al del equilibrio 

desviación lolal puede ser grande debido a i /::; si el est.ado 

inicial eslá. ll':.'jO$ del equ1lib!""l.ci v/Cv+w). o bien debido a qtJe l 

sea pequef"ia. 

Considérese el caso de una cadena un solo esl~1.do abso1·benlc en 

i = O, es decir, v = O y w > O. En est.e- caso el i ndi vi duo esl.á 

siendo cond1c101'!.ado a dar resput?~l.a.s '\,· Si respondP A
0

• la 

respuesta es reforzada sl.empro, poro si respondf"~ A
1 

lambién 

reforzada ocasionalment.e, con probabilidad 1-w. Si se denot.a por ; 

al vect.or y sin. su primera componente, y N = Cl-QJ, enlences N;es 

el número Lolal de r'-'!spueslas inccrrectas o A
1

, 

inicial s
1 

es l/wl·i./s, Entonces puede haber 

errores debido a t..res razcnes: La f; .:u . .:1...i.Wr1 

que par .:i.. un es l .ldo 

un gran número de 

eslimulanles qu~ r.ccesil.:l.b.J.:-'1 rP.-::ond1c1onamienlo f•.Je alto al 

principio; el parametro de aprendizaje t_ es bajo; o w e:=: p!?-quE:.-ño, 

C"S decir, una respU•?!sta. A es reforzada frecuenlemenl!?. 
< 

En ocasion~.:o i;i.;;.; ra.zon.:iblc sur-on,·:-r que les elemenlo?.. esli1m.Jl3.nle::: 
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fueron originalmente conectados c..leat.or.i a1nonle, lo crJal 

proporciona un vector d'3' pr-obabilidadli.O's .inicial-es cuya 

e-xpre-;:.i6ri e~: 

Por lo que la media del número tot..a..l de respu~:tztas in·.:orro:::Las es 

_1_ 
2\·/t 

En el caso de que v :::: ,., == O. dor1de c~da acción del i ndi •/i duo es 

refor::.a.d.a. o;dste-1'1 dos o?.s;t.:idc....; absorbeht.es Ci = O , i .::: s) y l.a. 

pregunta mas int.i;o-re-;:ant.e es: -::1 el individue t.errcun.a siendo 

condl.cionado a un.a respue$l'1 ... ~0 o Ai. En este- c;,~c P.r ;:. r. pero t 

t.ien.e una ccmponenl-::! O par.:l s
0

, y 1 para s:~ ~ ¡:cr ~~a.nt.c y es 1 a 

probabilid2d de absorción en s1:1. y la preibabilidad de que sea 

complelament.e condicionado .. 'l. resp\1~stas At. es lgual a la fracción 

--~.de eletnéntos estlmulant.es ccncctados originalmente a A
1

• 
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4. 4 EL HODELO ABIEP.TO DE LEOtffIEF. 

En un mOdS.ic de ins1.Jmc-pr::iducto de Leont.ie! ccn!:iderese una 

eccnoml a er: <l~nde · h..ay ir.r.hJstrias. 

que los raclores nat-uralvs:. d& ¡::r.:.iducci.on como son la t.1c?r:~.<i., 

minara.les, etc .• son libres y no influ~1~n en el coste fin.al de lo$ 

bienes. En general laz indu~t.r1as están tnll?ri.:::onecl.3.d.as e:n el 

s:enlido de que cad:i. una debe comprar una ciurta cantidad (positiva 

o cero) de los prod~clos de las demás par.a que fur.cione su 

industria. Se defir.1ra.n los c.:ct.·ficient.;.s l~cn·.:-16glccs como sigue: 

q
1 

J es la canlid.l.d del producto de la indust..ria J que debe ser 

adquirido por la lndu::;tr1.1 i par,:i que i:ueda producir un pe=~ de 

sus propios. b11:?nes. S•?a Q una m.:..lri= de r.xr con entrada::: q
1

J. E$ 

fAcil ver que L). suma. de '1. p.~r.?t i fl jo. dJ. .:.d 'l<llt.:ir tot.al de l·.:-s 
~ J 

in3.Umo~ que necesita .ia industria 1 para producir $1 de !;Us 

propio:::. bienes. Sl. la indu:::;lrl.l l es prod'.J::liva. o por lo menos 

sale sin g.a.nar n1 porder, di-::1-::i s.uma debe ser men•..:ir o igual que el 

valor de sus produclos. e:;; de-::1r, q 11 ~·q12 ........ +qir :;·l. Se dirct que 

la empr'2!z.a es rent.ablc: ~:. o·:.urre L1. d(.•Sigualdad estricta. y .:;1 

ocurre la igualdad so dirá que• .,:;;os lñfructuosd. S<2- supondrd. que 

posibilidad dti" que alguna z1~·:.. improduct~1v .. 'I.. 

Sea x
1 

el v;.lor nionel.ario de la producción de la indU$ll~l..ct i. y 

rr = Cx
1

• :-:
2

. x) el vector r8nglon de producciones. Como l.l 

industria i nece~1la una cantidad ;\q
1

J de la producción de 1::-1 

i nrit1~t_ri.). j, c.!. ·.'c..:.!...:.; Je 111::.umv:> rt-qut~r1aos por l.:lS indu;-,trias 

¿s irQ. y su j-é.sima componente es E>l valor tot.11 de l.). r::r..:Uuc-.:.l.Cí'\ 

que debe tener la i ndu$lr1.a 

inl.erinduslrlal df.! s•..t producto. 

65 

p.lr·a s.a.lisfacer L."\ de-mand4. 



$1..1pónga que la e..::·..:.•noml.:i. r·.,..q1..1iel'.? p.H·a •.:onsumo 1...rna contJ.ij..ad cJ. .J~l 

proc.Juct•..) de l.a 1n<lu:::lri.1 1. S6.:t r = C-:
1

• •;:l. cr) ~l YaclQr 

de consumo. se nece$i t..a q•.Je 1· ?: o. La n•::-cesid.=..d dE- qu~ el ve•.:.t_-:;-r 

de-. pr•.:iducci6n de la ec•..:::ncml.l sea .a.JUSlade> par.a que l.anlo la~ 

nt:tcesi da.des i nl.,;.ri ndu:;tr i -ale!:: cc-mo la~ necesidade-s de consume s.e.l.n 

satisfecha·s es facil ..:le escribir en fcrma vecloria.1 como 

1T :::. nQ ...... r . 
es d&cir, 

rt(I-Q)=y 

que es un -sistema. de r ecuaciones con r incógnitas que tiene 

solución solo si I-Q t.iene in·1ersa. Mas .aún, las. soluciones serán 

no-negativas para ca.d.a. 't si y solo si CI-Q) -l tiene ledas s:us 

c_omponentes no-negaLi vas. 

El ¡:.roblor..a ~e p::cdc s::lucion.lr u:..!.li=ando p.::a.r-.a elle la. cad€-;;.3. de 

Markov asociada a un modelo de ins~mo-producto. la-cual tiene l..as 

sigl.iienLes propiedades: 

1) Los es t. a.dos ~en los r procesos del modelo, ma$ un estada 

absorben le adic.1onal s
0

• 11 amado es lado banca. 

2:) La matriz de trans1c1ón P está definida como: 

P,,,, 
P.,, o 

P1 ¡ qi j 

p.!..O - E qi 1 
j;:.J. 

l ·, o . 

InluiL.i•.ra..mt?nt.e, ~igTl.l.fic.a que ::;.i. l.:. li'lduslr1.a i rec:..L;-a un pe:;o 

para para su uso. lo debe gasl.ar en comprar p
1

J a. la indu:;¡t.riá.. j. 

El rest.o del ¡::cs.:.-, ·31 qued~. es d·.=•:i:-. l.;. can•_id~d I\o ·~s la 

ganancia, y S·.;;o debe pens.l.r que está 5lendo depc•S.l tadJ. en un t-.an-::o. 

El beche .z::. qu.:· -.::1 t.?:z.l.i.:io b..a_n-.:.1 ~..=; un t.?~t.ad:.::i .a.b3•.xb.;nl0, !.e • .:.u.:..l 

significa que el :;,..3l1~;::0 obt..1en~o: dlnen.· ¡:.-er.:· n-::> lo g3.Zl.:i.. Si Q 
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s:.::.t1sface las condicicne$ 1) y 2)~ y la e.ajena de H.3.rkov tie:;e­

como único estado absorbente A s
0

, entonces; Cl-Q)-
1 = N existe Y 

es no-negativa. por lo t.a.nto n = r N es la solución deseada. En 

olro caso CI-Q)-1 que da el n 1.:.imero promedie de t.i~mpo en varios 

estados antes de que 3lcan~e z:
0

, pcdrl.a ne e;--:ist.ir. 

Una sencilla interprelac1ón económica de ezte resultado ind1~~ que 

dado que debe ser posJ.ble alcan=ar el e$lado banca a partir de 

cualquier eztad•..::-, y q•.Je solamente ur1a indu"St..ria productiva puede 

alcan:::.:i.r dicho e~t.ado dir<2clamenle, una J.ndust..rJ.a 1nf'ruct.uosa dt"?be 

'11 canzar el e::::lc.tdo banca a tra.ves de una pl"oduct i va. Por- la L:>.nto 

la condición e~t..1.blecc que •.:ad.3. una d0 la.~ induslr1as debe ser­

producli va o depender de una que lo sea. Si esta condi c1 ón no es 

demandas posibl8s. 

Considérese el c.Jts:o genorz.l i;oon que 1 .. 1 cond1c1ón es violada. L.:.. 

cadena de Markov asociada ne e-s una caden.a. ab::orbente con un solo 

eslado absorbente. Es:lo tmpl1ca que cx.t:::~o un conjunto cerrado di~ 

estados, disllnt.o de {::;
0
). d~· induslr1as que ne zon productivas :: 

que no dependen ch~ ~ü nguna i r•-:!1..J;:t1· i :i f•10:--..:. de di ·.:he· gr- ~po. ::0.:.. Q 

la submat.riz de dichas industrias. entonces 1~f = t; Ct; *S: un •;eclor 

columna con lodaz: sus t:•nlradas 1) por le t..anto no puede 

satis!' .acer demandas ext.ernas.. y en t. onces 1 .:i. 8:::onum1 a no puede 

cumplir los roqueorimient1.:>s de b.ienes prcid•.Jcido":: por 

indus:.Lrias. y aquéll:.:is: cuy.'1 p1-•.:>ducción r·equierd mat.er1.a.s. prima,!'.; de 

act.uar tan corno demandas exler rias: al grupo c1"'r r ad..:i de 1. ndustr i ~ts 

Asi. si se retiran de la ecor1'.)nll3. este 91-upa cerrado de indu~tri~s 

lmpt~aducti•tas y todas las qu""' d:.?penden dt2 011.~.s. !.as rc-st.dnt.es (si 

la$ hay) podrán c•..1mpl.ir los requerinuent.¡;¡s. '.·' s.alts:'.:~cer dem~"tr.da$ 

arbit.rarjas. Para detecla1· q 1-1f::.• ind1.Jstrias puede1' soportar Ur'l:t 

demanda. se utiliza el s1gu18n.le algoritmo de cl~sJ.f.lc~..::.ivn de 

es lados: 
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l.) P.evize que todos los renglones de la matriz. Q correspondan a 

indu~lrias que sean prcductivas, e-:; decir que e.ad.a renglón .:;;urn.;. 

2) Reviz.8 J..as cclufm).;...:. que li.~n&n los n1i.::.m-:-.z. ln..J.!.c..:!:. qué ii.::..s 

renglones m.:.rc.:;.dos )' cheque, ~n esas columnas. lo~ renglones que 

llene entradas positivas. 

3) Repi la C2) has la que produzc.a.. nuevos renglones. Entonces 

pueden ocurrir cualquiera de las siguientes pos;ibil1da.des: 

a.) Todos los renglones esl.:tn m.a.r·..:.ados, .0n cuyo caso la cadena de 

Markov asociada tiene como úrücc eslado absorbor~te, y 

b) No todoz. los rengl·~n·:;os t,-:OSl.'1.n r.i.3.rca.dos. En eslB caso dichos 

renglones corresponden al grupo cerrado rna.:-:imal da empre~a.s 

improduclivas. Todos los estados que de.·penden de ez.t.as indu:;;tr1.a.s 

se pueden encontr21.r qui t.ando las m.:i.rcas piJe~t..a.s previ.a.ment.e y 

aplicando (2) repetidamente. 

Las industrias que no puedan recibir demanda 0:<ter1or forman un 

segmenlo completa.mente inüt.il de la ecor:omía, por ello, se 

supondrá que han sido borrada:::, y par lo tanto CI-Q)-1 e;-..i-:.te. 

E!emplo: Sup6nga que los coef'ici0ntes tecnolégicos par.a. se.is 

l11duslrias están dados pcr 

1/2 o l/4 o o o 
1 "4 1 ,, l/4 o o o 

Q 
l/2 o 1 '2 o o o 
o o o 1 '4 3/4 o 
o o ') o o 
o l/,l o 1.-'4 o l/4 
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y pc•r tanto 

o o o o o o s o 
1.•'4 1/2 o l/4 o o o 
1''4 1./4 l/•l l/4 o o o s 

2 

p o 1>2 o 1 '2 o o o " l 
o o o o l/4 3/4 o s . 
o o o o ') o s 

~ 

l/<¡ o l/4 o l/4 o 1.--.1 s 
d 

Da la malri:: P se pued~ ve1 d1rect..ament.e que existen ún.ica.tnente 

tres indll$ll"l.).S product.iva.s qiJe son ;;;;
1

• s
2

, y sd: s
4 

y s'!i son 

improductivas y no dependen de r1inguna industria prcducliva, 

mientras que s 
d 

depende de el la~, por lo que estas tres 

indusl1·ias deben ~er borradas. A;;l, la matriz de t.ran$icicn es 

p = [ 1~4 
l/4 
o 

o o o 

] 
s o 

l/2 o 1/4 
1/tL 1 .-4 1/4 s 
1/2 o 1 ·'2 s 

3 

y 

= ] ' 
4 

EnLonces • .::::.i s~ sup.:.in.:: f 

yN ::= (20.4,16) unida.des por cadJ. una de las industrias. leniendoze 

una producción lolal de 40 pesos. 
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La leoria de colas es un area dP. la !nv<?st !.-;]2.c::.-:::-: d•::> O¡:•.:.>:·.::...:.i..;,r.~.::; 

que se ha des.arrollado p3ra. ,:inali:::":ar )' ¡;l.J.ne.:.r el c-:Jn1¡;.01·t.:..mit'11lu 

de l.i~ lineas de espera en cu.:ilqul.er industria. buscando :;J.empre 

opl1mi:::.ar la ulili=ación de lr;;;i recursos y los resultados d 1;:;- La 

mJ.sma. Como es de e:::perar:::c. aun cuandr;; se C'.Jent.a cor. d1st.:_ntos 

modelo'::.; de col.:i.s. lodos lier1en una estructura comúr. d•.:mlro d0 la 

cual astá.n las variable-;;; d•.! dec1.:o:ión qut'.! cons1déra siendo las 

principales las siguli=.-nt~es: el número C~) dt;- st-rvJ.dores en uri;i. 

oficina de servi~io~ la ef1cienc1a de cada servidor Cµ); el númoro 

de oficinas de ::;o-rv1c1ei y :::u loc.=tlizacJ.ón; c-1 valcw es:porado del 

e os lo de provei:;-r el =.-;er v1 ci o en un ;;.1 :::lc-m.a d·~ col 3. C EC Sr:}) , 1ue e$ 

una lasa de co::;tc con dimens!on~s pcsos/L1empo; el valor espora.do 

del coslo asociado con lo;; ...:lientes que astan en ol zistem.a de 

cola CECWC)); y ECTCJ ~1 valor esperado del co~lo lota!. én donde 

este es. la suma de los valore~ .zospcradcs de coslc rl!:? <::")'rvicic y 

costo de espera. os decir, ECTC) = E(S'C) + ECWC). 

Si se ~u¡:::one quo el co·c:to do O::-''.:f:'~';:~ -:·:-:. cu.:...1.qt.:.ler rnc.imenlo 

particular depende de cuantos clientes eslá11 en el sl~tema. 

entonces 

ECWC) 

donde g(n) es la La:::a de costo cuando hay n cliente::: en el 

$!St..ema. y Pn son las prc.b.a.b.i.lidades de recu1·renc.ia. Ez d8cir. que 

el costo promedio de espera es proporcional al númerc promedio de 

clienle$ en el sistema. 

Sea Cv la tas.a de costo por lndlvlduo en el sistema. ent.on~es se 

t.iene que 
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y 

ECWC) C L . 
~ 

S1 se supone ahora que el co~t...o de e~per a par- a un i ndi v.i c!.uc e::: 

una función del tiempo que permanece en el si~tem.a. y se definen 

T = la variable alealcria que denota el l.iempc en el slslema, 

hCD ·;, función de cos::t.o para un cliente en el si~tema. 

fTCw) = función de densidad de proba.b!.lidad del L1empo. 

entonces. 

EChCD) /D hCw)f (w)dw 
O T 

pero como est.e valor esperadc e.z un e o::: lo más que una lasa de 

coslo, La tasa ECWCJ se obt.ier.e como 

ECWC:) = 1'EChCT)) 

donde A es la la.sa de llegadas de cliente!:: al sistema cuando st:­

supone que 1 os tiempos e~Lre 11 egadas son var la ble::: al eat.cr i as 

positivas, independientes e idént.icamonte d1st,ibuidas. 

Es importa.11te hacer notar- que- la longitud de la cela al momento l 

forma un.a cadena. de M.arkov irrodu:::ible y aperiódica, y por t..'lnto 

su disLribución limlt(>i e'.:: independiente de la di:::t.ribución 

El liempo virlu.al de esper3. en el lnsU.1.nle t, es el tiempo que un 

el i en le deberá e:::;.per ar si él se incorpora 1 ~t ~~ola en el 

inslánte l. Si el proceso es est.acion.3.ric. es dec1r. si >. < µ 

exist.e su dislribucion limite Y' es 
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w"cxJ {l - .l.. CA-¡.1)x 
si X ?. º· lim WCt..x:) -e µ 

l~<X> o si X < o. 

O par a leda ;-:. 

Por lo t~nlo si el proceso es es~acionario. el tiempo promedlo de 

espera de un cliente es A / µ(ATµ). 

Cuando el costo de espera ez una f'uncién lineal del liempo de 

permanencia en el sistema. el costo promedio de espera es, otra 

vez. proporcional .<11 núnu~ro prom';)odio en el sistema. Esto es, 

hCD = C T 

y 

ECWC) 1.EC l>C T)) ).C W 
~ 

donde c.., es la tasa del costo de espera para un individuo en el 

sistema. 

Para determinar el número de servidore$ que debe haber er. el 

sistema si se supone que cada servidor tiene un costo de C
3 

y que 

los tiempo.;; de servicio son variables aleatoria~ independientes e 

idénticamente distribuidas e independientes de los tiempos de 

llegadas. el modelo indica qua, sl s as entera 

ECTC) ~ sC
9 

+ ECWC) 

Suponiendo un s1slama con tasas ae l!eg.:ld.a y servicio por canal 

const.antes. Además si el número de servidores crece, 01 número 

promedio y el tiempo en el sistema decrecen. 

Para un sistema con población y cola infinlt.as, el valor núnimo de 

s es igual .J.l :n...::nor ent.eru mayur qu<::- /.../µ , mJ.entras que para uno 

finito el m!nimo de z es 1. 
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Para determinar el r.ümer~ d1? s~;·.'"1dcre$ y la efic1en:.:.1~1 del 

servicio. supóngase qu~2 hay varios tipos a.llernalivos de 

servidores con diferenles eficiencias medid3.s por la lasa de 

servicio µ: El problema es escoger el lipa de servidores y el 

número z de ellos. El costo par::t cada ~ervidor es una funci61'1 de 

µ, -fCµ). El modelo de costo es entonces 

ECTC) = s f(µ) ~ ECWC) 

y la solución se encuentra delernúna..ndo el valor 6plimo de s para 

cada alt.ernal.iva y seleccionarido la allernat.iva con menor costo 

total. 

Si lo que se desea determinar ahcra es el número de oficinas de 

servicio que debe haber en el s1st.ema, se utiliza una lasa de 

llegadas al sistema que se considera dividie¡ido el n'.Jm-?rc de 

clienles; qu~ llF-gd.n ~l si:;lcma cr.tro el número de oficinas de 

staor•.ricio. Si J...P es la tas.a. de ll~ga.d.z..s para la población y n es el 

número de oficinas. la lasa de llagad.::i.:; on t:.t1alqu1era dt? <?llas es 

Supóngase que hay un coslo fijo Cr de esl.3.blecer una oficina y un 

costo variable C
9 

por s0rvldur. crito:-'.~c-:: c·l cc::•_o total del 

sistema de oficinas 

E:CTC) = n [Cr + $C!:I + ECWC)J 

donde ECWC) e:;; el co::.to promedio de espera en cada oficina. La 

solución a este modelo siempre resullar~ en una sola oficina. por 

ello muchos s1stemas de cola re ... \,;.e~ 1-J.t'tlt'll u11c1. :..ul""" ·-vlu. 

Eiemplo; Se han d1se?iado do::; alle1·naliv.a.::::: p.'.lra una ofic:i.na de 

servicio de un sislem.i de cola finita. L2i. allernati•1a A Ltene un 

solo servidcr y la B dos. El co:;:to de 13 of'icin.a. d€~ ·.:ervicio llene 

dos parlt?s: co-st.o fijo rle $ S0,000 
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.in.depttndi~nl9 dtitl 11 1 .. uu~ro de ::;erVltlore::~ y un~ vari.:i.ble de $ 30.000 

A el 10·~ de los cliente~ ..:i.bandcn..a el sistema de cola por 

encontrarlo lleno. y cor: !.a 8 solamente lo hacen un 5'!~ de los 

mismoz. L.a l¡,,sa de lleg.ad.:i.~ al siztema. (1ncluyendo a los qiJe se 

van) e$ 1500 clientes por a~o. 

La adminst.ración h.a delerminado que. -el que un cliente abandone el 

sistema. le cuesta a la compaMia S 100 en pérdida de utilidades, y 

que el costo de que una persona espere en el sistema es $ 20 por 

El problema es determinar C 1.Jal de lo:$ d.;-z zistem.as alternalivos 

minimiza el costo total. Supóngase paf'a ello que un ai'ío ti.ene 2000 

horas. 

Para resolver el problemi-l se re¿¡_liza una sim1 .. üación del 

comportanuenlo de cada uno de los $lstcmas A y 8. y los resultad<.·.:;; 

se presentan en las figur-a3 4.1 y 4.2 re~pecL1vamenle. S8 calculan 

los costos para cad:i allernaLl'-'ª y se comparan en bu:::ca del mencr 

de el los. 

A.si el cost..o par.a el ca::; o de un so.i. o servidor '.:al t.er nativa A) se 

obllene como sigue: 

A parU.r de la simulación pa.:-3. la alternativa A se l1ene 

L l. 876915 

c.., 20 

y como EC WC) :: c .. L • enlont.:ez E( WC) 

de llegad~z es .7021064. 

37.'3383 v la t._"tsa pr·~ri1..,.<i!o 

Si el 10~.; de los clientes 3.bandcn.::i.n el s1.stema y cada uno tiene un 

~asto de $ 100 • enlence.:: el co:;;to de los que abandonan el sistema 

es e. 07021064)(100) = 7. 02106•1 
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El hecho de. que el coste fiJO 1:e3.. S 50;0C·O. p~r aií:.:i '!:i!'S eqUi'.''3.len.t.e 

a un costo de S '25 por hor3.. ),. e! ~ostc variable- de $ 30,(H.)I) pór 

ario eqi.zlva.le a S15 por hora. .. Por lo tanto 

E<TC) = 25 ~ 7.021064 + 15 + 37.6383 84.559364 

Cuando se·conslderan dos servidores el resultado es el s1guíenle: 

L l. 096243 

en~onees E<WC) = Zl.92486 

y 13.. ta"sa promedio de llegadas es .e075799 

Si el 5'~ ·de los clientes abandonan el sistema con un costo de $100 

por cada uno, el costo de los que aband~nan él sistema es 

C0.040378995)(100) = 4.0378995 

Por lo lanlo 

ECTC) 25 + 4.. 0378!?95 + 15C 2J + 21. 92486 80.91327595 

Comparando loz coslos de cada al t..er-nat.J '/a P-1 resul lado que se 

obliene para el problema es que el sistema que minimiza e! cost.o 

lot..al corr-espondo a la alternativa B cor. do$ s1':!-rvidor ... ~-:;;. 

Exislon Lamblén dAnt !'·::;, ...i.,,. la. lttt.:irla d•)' i.::olas ot.ro ll.po do 

sislemas, por l::l'_templo los sistem.l.!:: J.~ -:.;clJ!:: cuo un soló canal y 

con dist.ribuclones generalez. do tiempo de SE.•r-viclc, l::..mbión 

conocidos como sislemas CM/G/I), cuy?.s fórmulas generale::; fuerón 

oblenidas por Poll.).c:::ah-l~hint.chine •..1lili:::ando para ello l:i t.eorí a 

de lo!;' preces.os de ramiflc.'lci.é:;., jJUr resultar estos una 

aproxitnaci.óri bastant..e adecuada lo::::: si st.emas que se de~ean 

analizar. Dichas f'órmulas cubren L'lmblón el c.l..=;o de los ~i.::lemas 

M/D/t ..... ··co qu~ fueren ez.ludladc::::. pcr Fry. 

7? 



Un modelo d'i! col.3.z. 1-f/G.-'! ze F'...:ede dt-.,;:;'.;ribir c::-rn'.:> '.J1-. zi.z.tema C:!.? 

cola con un .::.ole- serv·idor y proce-::;;.'.:) d!.3> ll&g.:..das PoJ.s.s•:in.. los 

otros y de las llegadas. Si st: denola pur Ht(<,.J) .3.l r.úmero de 

lo5 liempo$ de servicJ.Q d(~ lo::. cliente~; 

clientes esper.::i.ndo sc1·'/'lClO er. el liempo t; './ ::L ::e- :supone ..:tdem.ls 

4ue el proceso de llegada-.;: es PoLs:::::c:n ci..:.·n p.arámetr.:r a. par.?. 

conocer el comporla.m.len•_o del proceso "lcr.gJ.l.•.Jd de cola" Y = {Yt ; 

L ~ 0), ·:;;e define Xr. cerno el num0ro de cl1~:-nt.os l~n el '.:.islema. er. 

el insl.1nt~ s1gu.:.enle de l.:t r1-é~ima ~<i\l.id,;,., Los cl1t0.·nles que est.án 

in1c1almenle en la col:k. lorman la 0-e.>.l:u"'" <::J>::t1~1-3c.i.ón. l<.::lS qut! 

llegan durante el tiempo on que di ~ha g12neraci-:.:n es at.endida. 

forman la primera goner0tc1ón, y a:o;l suces1vamenl0. Sea tKn.i) el 

número de clientes que llegan mienlra::. es atendido el !-ésimo 

individuo de la n-ésima generación. Eslas ser: independientes e 

idén.licamenle distribuJdas y por lo tanto des..::riben un proceso de 

ramifica..:lón. 

Como resultado de sus e:;;tud.i.o::: Poll.:ou.:zeh y l<hintclüne llega.ron .3.. 

que 

- La probabilidad de que no hay.3.. ningún clien+_e en e.!. :;;isle-ma es 

P
0 

= l - p 

- La longitud promedio de la col.3.. ze puede ,,,:.).l:::u!ar c·.:-r.::::i 

- El número promedio en el sistema es 

n = q + p 

- El li empo promedio d~ esper 3. que se ol.:-t íene es 

_<r_ 
pµ 

- Por último el tiempo promedio en el si;;lema es 

d=v+-1-
µ 
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E.:---.i.sten v1rioz ejer..plcs de .aplicación de este tipo de ~is.tema.z-. y 

entre alloc:; s:e encuen•.ran lo.:: siguient.i?s: 

E templo!..: El '~ie::1¡::.i.:i p.:..:·.;i. ¡;r:):::e-:;ar ur:.Jt re·:!.2'rr .. r:!.<.::r-. e::--. '.Jfl3. -:)fl .:1n21 

de SegurQs es exactamente 25 m.l.riut.:.:.::: por r.:~1.d:i. r ecl.:i..1:;.;,.....:¡ón 

propuesta. S.l los rGclamanll?S llegan aleatoriamente con una Lasa 

promedio de 1 cada 40 minutos, ¿ que tiempo en promed.lo debe 

esperar 1Jn roclarnanle para ser alendido, dado que h:ay 1.Jn solo 

escritorio de seguros prociaosanda las recl.amacicnC>s: "' 

2 

º· o . 

enlences 

A = l. 5 / hr .. 

Tiempo promedio de espera. ..., 

µ 2.4,.,. hr. p 1. 5 ' 2. <I 0.625 

0.625 
O. 3472. hrs.: 20. 83min. 

4.8(0. 375) 

Eiemolo S.: En una tienda de maquinaria pes.1da, :::o ulili::..::i. la grua 

general en un 75~·;. El estudio de observacior1e.::: en él llempo dió ~1 

Liempo promedio de le•;·a.nlarnientc come 10. 5 mln. con r...:na 

desviación esl.1ndar de 8. 8 min. ¿ Cual es l.a. tasa promedio dt? 

llamadas para los servicios de la grúa y cu.il es el ret.raso 

promedio en obten~r el ~ervicio?. Si el tiempo promedio de 

servicio es corlada a 8 min 

¿ Cu.anta roducc16n ocurrirá en pr~omedic en al r~tr.lSO de $Gr 

ze:vido ?. La sit.uacl.ón que se lieno inic.lalmento es 

p = 0.75. µ::. 60 / 10.5 = 5.71 _.,. hr., y A= p•µ = .i.2g /hr., 

enlences el liemmpo promedio de esper~ es 

0.75 
0.5 [ 

bü ] e 1.7m ~ 26. 8 min 

Si el liempo de servi.cio es cort..ado J. 8 mlnulcs., lus va.lorr.:.s de p 

yµ son 

µ = 60 / 8 y 

ESTA 
SALIR 

p 

TESIS 
DE LA 

4.29 / 7.5 0.571. 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 



lo l.ar1t.o 

lo que zlgtüfica una reducc1ón de 18 .. 5 m.inulcs·. e ~pr,c:-arr..3.da.me:nle 

un 70Y. 

Una firma emplea un equipo de : ajust.adcr-e.s 

e~<perimentados para reparar fall..:i.s que ccu:-ren a sus ·máquirias. 

Para ello consldéreze que e::<isten los si9u~entes · mét..odos 

allernativos de operación: 

a) Ninguna especiall::ación. t.odcs ~os .Pr~v~e~Ores .d~. equl.po so~ 

reparadores. Esle mét.odo dá una. de'ii.';i~-ció:"1) ~·st..ind..ir ·da- t.(err.po de 

reparación igual a la t.asa media de __ reparaci6n-'-Ccoeficient.e de_­

var i ación igual a une). 

b) Especiali=ación parcial. la cual reduce l.a dezviaci6n -e~t.."s.ndar­

del tiempo de reparaci6n a la mil.ad de la t.a.sa media. de 

reparación. 

e) Especi.al1=aci6n t.otal. lo cual asegura que lcd.:..s las 

¡eparaciones zon complel-.1.das en. el mismo' tiempo. 

Dado que la lasa media de rep;.,r.ación e!:. la nu::;m.a para lodos lo::: 

mélodos de operación y qut. las reparaciones llegan -'11~ .. \loriamente 

con respecto al llernpo, muestre que 

i) El mélodc b) da. una. r educcl. ón. del 37. 5•.·: en 1 a es¡:-er anz:t del 

liempo de ~::t-:;;f:--er.a. pa1·a rep.:1ro.cii.:..11. 5obrt-: ~l rnélcdo .a.). 

li) El método e) da una reduccl.ón. del 50~ en el t1empo promedie de 

es~eia ~obre el mélcdo ~). 
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Nótese que t.odcs los procesos prcpues~o:;:; zen H ... G-'l con las mismas 

lasas de servicio µ y deo llegad.a::: A. El lJ.empc prome·jio de espera 

para cada uno está dado por 'J. 

Entonces: 

a) e 2 
l , µ 2 y . w = p / [µCl - p) J 

b) 2 l / 4µ 2 y "'. ., = '.5p / C8µCl - p)J 

e) e 2 o y w = p / (2;.-<1 - p)]. . 
El coslo de 1 a espera en la cola por trabajos es proporcional a 

A~. Los porcentajes de ahorro alcanzados son: 

i) El ahorro en el liempo de esper3 es 

w 
Q 

. 100~<: 20'.) 8 27. 5 ~{; 

11) El porcentaje de ahorro en el t.iempo de espera se calcula como 

'"'!;l. - wc 
w 

a 
100 ~- 50 

Da.do que no es el objet.ivo de ezt.e lrabaJO el presentar de m.ln¿.ra 

exhaus:t.iva la T~oria da Colas, pt'obablemenle no se alcar-.t.:e a 

visualizar completamente la aplicación de los resultados de lo~ 

Procesos Markovianos. Sin embargo, existen muchas propiedades 

dentro de los modelos de colas que llenen su base en l3s 

distribuciones del tiempo de e5pera y de 14 longitud de la cola, 

asi como en sus e:::lructuras car¿,,ct_o?-rlstica.s de Proceso.::: de 

Mark~v1 • 

1
Puede revisarse TaJ.:ács. Lajos • " Inlroduclicn +.o lhe Theory af 

r~Ucuo.;:; ", New York Q;.:..for-u Un.lvu1-s.it.y Pro»s., 1GG2:. 
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4.6 CONTP.OL DE INVENTARIOS 

Considérese un sistema de inventarios come unº~ipo de ~J.zlema de 

colas M/G"''I en el cual se tiene .al l.Lem¡::;o l un inventario que se 

puede identifica.:- como el •~1-:mpo v1rt-•...ial de e~pe-ra. Se supone que 

B-1 :;:;;islema llene un capacidad finil.a k. T.ambl.én ;;:e s:up .. :me que en 

cada momento el s1s:l~ma eslá eri una de los dos po~!Cles f'as~$ 1 y 

2 y también en cualquier momento puede ser ca.mbi.ado de un.:i. a otr.;,. 

sin pérdld.1 de t102mpo. S1 el si~Lerna est_á en l.a. fase i. las t?µcca.s 

en las cuales ius clienl8S llegan son gene1·ada.s por un proceso 

Polsson con lasa. ,l .. 
1

, 1 .2. Sea Y 
1 

un.:t variable alea~ . ..,ri a 

positiva con runc1ón de dii:lr1bu(:.ión de probabilidad F'
1

Cy.) 

P < Y1 S x ), i = 1,2. Cualquier cliente que llegue n!Lenlraz el 

:::1~túma e~l~ t?n 1.J. f..l3t:: 1 y el in•.1enlar10 del s1s.tem.a es =-~. 

agranda el una cant.i d-"td di s~r i buida como 

min Ck-:< , Y 
1 

J y causa un e>:cedenla l'Ü ·..:::ual e.3.tá d1stribu1do como 

máx (0 , Y
1 

-k+xJ, ! = 1.2. Si el s.ist-12.>ma I::OS.lá &n el es•_.a.do J. y el 

!nvenlario e-;:: positivo, ent.onces entre época::: de lleg.ad3.s el 

lnvenlario decrece linealmenle <l una lasa '-..,.J º· i =1.2. 

Se impon8 al modelo un.c_1 e!::;truclur-a deo c-:::islo-s. ~n la cual t~uando se 

tiene un ir1ventarlo :-: :r" en la fase i el costo do inventario es 

h
1 
(x) donde l\(x) y hz(;-:) se s:.uponen acot..adas y con solo uri númer-=-

í1nit.o de di~-::ont1nuid.ades ·=-n O S :·: :<.:: V.. Cu..and-:::- ~e llene 

la fase i, do1.dt- p
1

CyJ .;.::; una funcion no-decreclenle de:.: :::: o, con 

'.Ú 

f upi Cy)dF 
1 

Cy) < oo 

p.a.rai=l.2. 

F'lnalmenle se t.l.ene un costo fij·.,;. y cuando el !::1sterna es camb1ado 

del estado 2 al 1. 
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La forma de control ar el i nvent.ar i o e~tá f~~pec;. f .;.da por dos 

r.iveles allernat.i·1os y
1 

e yz ccn O 5 y
2 

~ :;
1 

... _ !·:. Ez.la polit..ica 

Cy
1
,y

2
) prescribe cambi.ar el sistema de la f.;,.;5.e 1 .:a. la 2 .:;ele 

cuando el invenlario excede el valor y
1 

y c.ambi.:"t.r el sistema de la. 

fase 2 a la. 1 solo cuando el inventario ha de::recid.:i al va..lor y
2

• 

Para i 1.2. sea H. Cx'.l = 
~ 

o p.a.ra X : () y sea 

~i- " Hi <:.ó J.,<1 - F Cy)) dy p.;.r.a X 2: o 
''i .. 

_G
1

. como. 

-donde Gr es la n-ésima. convoluci6n de G
1 

consigo mism..a. 

Definase el est,ado del sistema corno x cuando el nivel de 

invent.ario es X "/ el slslerna esta er. la fase ' " - • J ~· si ~! 

nivel de inventario es x y el sis.Lema esta en la fas~ 2.. Se.an 

también XCl) y SCt..) el n1vi:=-l de i11vent.ario y el JO!'slado del slSt..ema 

al tiempo l respeclivamenle donde se lom.:..n los µrocesos <Y.(t..),t.?::Q) 

y <SCL) ,l 2! 0) c~nLlnuos por la. derecha. P3.ra derivar la fórmula 
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par.i el c:oslo pr·oir.o?dl.o. se estudl..ar~ la c.~dena de M.a.rk;ov del 

proceso (S(LJ). r:on~idére:.0:1:.~ que el sislema de invent.1rto eslá 

c:onlrolado por un.:i. polilJ.C.:t fija (y
1

.y:;;? dcnd~~ y
2 

:> O. S.:: supondrá 

que en la época cero, ol sistema esld vacio , y Sf:>.l.11: T = o V T 
O • n 

n ?!: l la n-ési ma época en la cua.l el ni '.'el de i n·n~nlar 1 ';i exced..: y 
1 

mienlras. que el sistema osl4 ~n la fase 1 Q r;-l n1•1el de inventario 

decrece a y
2 

mientras que 01 s:i;::tema est..i en 13. f.a:;e 2. o bien, ol 

invenlario se hac<;! cero. Para c»Jalqt.aer n ~ 1J, se define Sr. :::crr:o 

el eslad-::i del sislema en la époc.a T". El proceso a liernpo-di=.crclo 

<Sn , n 0,1, ... ) es una caden:t de M.arkov con espacio do es lados 

S = <0) U <x' 1 'I < -· 
Como la cadena {Sr,> l i ene U empo medio de recurrenci a del e~'l.:ldc z 

al est.ado O, finito para todo s E S. se Lier:.e que <Sr? li.ene •.Jr.3. 

única medida de probabilidad rr lal que para todo subconjunlc de 

Borel A de S, 

donde PC. ,.) denola la runción de dislribuc1én de probabilidad de 

transición en un paso de <Sn). 

Para delerminar la di~t.ribuci~..n est..acionaria n. Ge define para 

t.oda O ~ u :S y
1 

y y
1 

$. v :S: k, 

pCu,v) probabilidad de que el primer valor del proceso 

<XCt..),t.~O> tomar.Jo en el conjunt.c {Q)U<:<J y
1 

<.. x ::: k) 

pertenezca al conjunto <:<I v :S x 5: k> dado que Y.CO) ;:: 1-1. 

y sea p
0

Cu) = 1 - p(u, y.1.1 f .d(.'.:i.iidaa de 

nolac!ón. se escribirá 

n
0

= nC<O)), rrCvJ= nC<x' Jv $. :-: $. k , y
1 

:$. v ~ k}). 

También, seaF
1 
Cy) =1-limF 

1
C0d=P-CY 

1
.::yJ. Entoncesporl a 

x~y 

derinici6n de nC.J, 
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n(v) n F (V) + r p(y,v)dF (y) {
- Y, } 

o 1 .Jo 1 
V :!k .... (1) 

y 1Tz = nCy1) ••.. (2) 

De Cl) y Cé.!) y la relación rr
0 

+ rr
2 

+ nCy
1

) = 1 se puede 

determinar la distribución estacionaria n una vez que se. han 

calculado las probabilidades pCu, •r). 

Si ~e fija v con y
1 

~ v ~ Y.. ut.1lizando la conlinuidad de p(u, •1) 

en O$ u ~ y
1

, se liene que pCO,v) =O, y 

y -u 6 y 
p(u,v) = i:/J(u,v) + J

0

1 
e 1 <J.¡(.u+y , v) dM

1
()') 

con lo cual se completa la det.erminaclón de la dist.rlbución 

estacionarla rr dor1de dJ es una med1da. finita en los conjunlos de 

Borel S lal quo 1>(AJ > O zi y sol o s.i O t: A. 

Como <Sn) es ur1.ifcrmentent.e recurrt,:onle-, se llene que 

llm 1_ ¡: ECfCS )) 
n. k=O k 

fs f(s)rr(ds) 

y si ZCt..) es el cost.o t..olal en el que se incurre en CO.t.l y Zn el 

costo total incurrido en CTn.Tr,+
1
), sean cCs) ECZnJ Sn =: s) y 

T(s) = ECTn+t - T,J s,.. = s) para s E S, y como <SCL)) es 

regenerat.ivc, 5e t..ic?ne que el costo promG-dio de la polllica 

lim ~ ECZCl)) 
l ~oo 

J'S cCsJrrCds) f S rCsJn(ds) ... (3) 

Para obtener la dlslr!buci6n eslacionar!o del inventario. se 

de.fine, para cualquier l .!:. O • una variable aleatoria ACl.) :::: i 
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cuando el ·slz:lema esta en la ra-s..:o l. ..:.1 liE.-rr.po t, l = 1,2. d~:-.L:!e e:l 

proceso <ACl)} es cc-nlinuo por:- la dt3-r·~cha, oblGm.l.end.::::i:;;..: que d.1.~ha 

dislribrución eslacionar1.:. e-sla dett?rnu.ada por· el lado do:r·echc de 

la ecuación (3). 

Se puede l.amblé!" calcula:· el número pr-:imedio de cambtc.s de fas~ 

por unidad de tiempo cerno 

•NOTA: El' ;material presentado en esla sección corresponde 

solamente-- a---un -extracto -de un· arl1culc publicado en 1978, ·can la 

si9tiienle referencia: 

H. C. TI·JMS y F. A. van der DUyt/ SCHOUTEN. "Invent.ory control wilh 

two·· Swi Lch-over levelc:: for a class:: cf M,..G/I queuein.g sy~tems ..... 1 t.h 

variable .,;i.rr1v.al and servic.e r4l~". 2l•..:.•1.:h..;,_:::lic PróC~.?-=:."::.es ahd Thel!' 

Applic.:r..t.ion:::, Vol. G, ?k,. 2, J..1nL.~l'Y 1')73. 
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CONCLU2I OflE2 

desarrollada para las Cadenas de Markov en general. y lo-s Procesos 

de Ramificación Univar1ado.:;; como un~ par•.J.culari=ac1ón dl°3' ello.:. 

Asimi5mo y mediante la pre:senl.:i.c1ón do- algunos ~.iemplo::: en lo:o; r.:¡ue 

est.os modelos han sido ulillzado.=., SP. muestran la tmporl..:J.nc1.l y 

gran oport.un.1.dad d-2 apllcabilid.:i.d dt:? ello:: mismos. 

De ninguna maner3. se prHlei-.de q•...:o asl0 u·ab.:..Jo cub1· a. tcd.=i. la 

te-orla desarr::illada alrededor de dichc-s L..;.-mas. pe1·0 ::1 lo 

su!'icienle para satisfacer los requerin1.!.0nt.os d~ las apl1c:-.c1cne-:: 

presont.adas. 

Como se puede observar, definltiva!l'~nte s-1 campo d·~ ut1li::aclón de 

os.t.os proceso.:: es vasto y pa.rec&, aún, iri.agclabl•"'. Sin embargo, 

pensamo:; quo la leorla de:....ari··..::.l! .ld.:i. hasl.:t ahor~~ nv ha ::.ido 

complet.ament.e explotada, lod.a•l'la, denlro de las apl1c"'"ciones. y 

que probablemente con elle podrl3.n 3.\.Hnentar las pos!bilid::i.de:: ::!e 

uso de estos modelos en el fulurc1 • 
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