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RESUMEN

Una clase importante de problemas de la vida real requieren para
su analisis de la consideracidn de su comportamiento a través del

tiempo. es decir. considerar eventcs gue pueden occurrir de manera

tlidad, 3y gue afectarisn el desarrollc

aleatoria, con clertas g
del problema. Para el analisis do estos problemaz en forma
dinamica se necesita una extensidén de la probabilidad, denominada

Procesos Estocisticos.

Existen diversos tipcz de Procescs Estocisticos: aquellos con
incrementos independientes, loz estaclonarios, las martingalas;
perco unos de importancia fundamental son, sin duda., las Cadenas de
Markov, pues han favorecide el amplio y agil deszarrollo de los
Procesos Estocasticos tanto en el campo de la teorfa como en el do
la practica. Sus areas de aplicaclédn sen muchas y muy variadas: la

Fisica., Biologia, Economia e Ingenierfa, entre otras.

El cbjetivo de este trabajo es describir y analizar las Cadenas de
Markov y en particular los Procesos de Ramifizacién Univari{adosz.
con algunas aplicacienes de ellos a diverzos campos de la
Ingenieria, Administracisdn, Flsica e Investigaciédn de Operacicnes,

entre otros,

Para ello, en primer término Ze revisan algunos conceptos baslcos
indispensables para la comprensién y analisis del comportamiento
de esos procesos, Yy en segulda, aunque sin profundizar en ellos,
algunos modelos ya desarrollades de solucidn de problemas reales y

conocidos que de alguna manera utilizan la teoria mencionada.



Uno de' los anigmas de la higtoria de la humanidad es que el hombre
parece haber recenocido la - Lluportancia del cambio degsde los
tiempos mas remotos, aungque ho fué sino hasta‘muy reclentemente
que lo volvié objeto de un estudio formal. El Jjuego es tan viejo
como la humanidad. En zitios arqueolégicos de gran antigtliedad s.e
han encontrade, va., dispositives de contingencia lo cual hace
pensar que conjuntamente con elleos, existia una intulelon de las
probabilidades involucradas en su usc y de la forma en que mas
tarde afectarian las deciziones que un Jjugader necesitaria tLomar

en el curse de cada juego.

El uso de mecanismes de contingencia para otro tipo de propositos
como juridicos o de culto, ha side tambien universal., aunque el
azar era concebido con cualidades divinas o demoniacas, y parecen
haber tenide influencia scobre la evolucidn y =ocbrevivencia., de

lgunas tribus vy culturas. Atn shera 2o utilizan macanismos de

azar o contingencia en situaciones en que no puede evistir algeo
que sugiera duda en ia equidad de una seleccién, por ejemplo:
cominmente los jurados se eligen por sorteo; y en la mayorta de
las competencias deportivas se decide mediante un voladoe el grupe

que iniciara el partideo.

Los socidlogos han seffal ado la confianza en el azar en
practicamente Lodas las situaciones en que la ignoranclia de los
elementos que afectan el resul tado de-una decisidn las hacen muy

dificiles de sostener.

A pesar de este embrollo universal y el signiricado sccial de el

azar, los pensadores con mayor influencia  anles de la era



clentifica negaron la existencia del azar o, aun cuande su
existencia era reconoclda, lo exclufan come objeto valido de
discurso ractonal, As! Aristételes definid al azar come la clase
de todo aquello gque es indefinido e inescrutable al intelecto
humano, y practicamente tedos los pensaderez de la escuela
escolastica consideran que la existencia del azar puede ser
compatible con la existencia de un Dicz; para Thomas Aguinas un
evento aleatorie es sclamente una coincidencia de dos o mas
causas, En la misma linea de pensamiento, Spinoza pensaba que
“todas las cosas estin determinadas por Ja necesidad divina de

existir y actuar en determinada forma”,

Aln log fildsofos clisicos se negaban a reconocer la existencia
del azar por 354 mismo, aln cuando utilizaban una vaga nocidn de
predictibilidad como medida de conceimiento practico de eventcs
inciertos. El predominio de esta forma de penzamiento provecd el
s2traso en el desarrolle de las ciencias empiricas en general y en
carticular de la estadistica y la prokabilidad, cuye interés y
analisis aumentarcn fuertemente mas tarde, ligado con el ascenso
del método empirico , ¥ por la necesidad de expresar el grado de
conceeimiento necesariamente incempleto, ganadao mediante ia
eXxperimentacidn repetida, y por muchos affos se identificaba su

aplicabilidad tUnicamente con loz jueges de arar.

AUn cuando parece haber existido algunos escritos sobre la
probabilidad desde el siglo XYI, estos eran mas blen informales y
aparentemente no ejercleron influencia alguna sobre los autores
mas serios de escritos de probabilidad que aparecieron

posteriormente.

Al lgual que en otras areas de las malemiticas modernas, los
trabajos inciales sobre la teoria de la probabilidad se atribuyen
a matemAticos franceses del siglo XVII. Se conocen cartas entre

Pascal y Fermat que contienen varios ejemplos de argumentos



basicos de analisis combinatorio y-su apllc'acidn en_el cilculo de

“probabillidades sencillas.El primer Lrabajo‘ que examina los métodos
que fundamentan los calculos de la probabilidad fué escritc por el
cientifico alemAn Christian Huygenz bajo el titule  de "“De
Ratiociniis {n Aleaed Ludo” (Sobre el razonaniento acerca del
juegoe de dadosd que aparecid en 1887 y tuvo gran influjc llegando
a mantenerse durante varias deécadas come el tratade - de
probabilidad, siendeo, tal wvez, uno de los {nctrumentos que
estimularon el interés en dicha disciplina, lo que ocurrig
alrededor de 170Q0.

En los inicios del siglo XVIII aparecen publicacteones clasicas de
autecres tales como James Bernoulli a quien sze deben la Ley debil
de los Grandes Humeros para le que conocemos come ensayos
repetidos de Bernoulli, la iéea de una sucesiodn ilimitada de
ensaves repetidos y la distinclédn entre probabilidad de un evento
y la frecuencia relativa de su ocurrencia en unx sucesidédn de
ensayos repetidos. Influenclades por ¢l y por los naclentes
métodos de andlisis, aparecen trabajos de De Montmort y De Moivre
que definid eventos independientes., esperanza y probabllidad
condicional y obtuve las aprodimaciones Mormal v de Poisson a las
probabllidades binomiales.

Mas tarde, durante la segunda mitad del mismo sigle XVIII, también
aparecieron resultados Lwportantes como la regla de Baves y el
problema de la aguja de Buffon, entre otros, muchos de los cuales

anunciaban lo qu2 =se aproximaba., En los trabajos de Bayes

este indica como lasz probabilidades "a postericrr” de las
pugden s2r calculadas o partir do lzz prebabilidades "a priorti®
tomando en cuenta la ocurrencia de un evente. De Buffon, por su
parte., discutld un gran numeroc de problemas de juegos y pensaba
que el conocimiento de la probabilidad seria “un poderoso antidoto
contra el mal epidémico de la pasidn del jugador®™, Buffon es

recordado principalmente por su problema de la aguja y por ser el



precurzor de la probabilidad geométrica y de las  técnicas . de

cimulacidn.

Finalmente, y como para complementar la era en este campo,  aparece
Pierre-Simon de Laplace con su tratade *“La teoria analitica de
Probabilidad” <(Théorie Analyligque des Probabiliteés), que es
indudablemente ol nas grande trabajo de prokabilidad antes del
siglc ¥X . Los mas reciente historiadores de las matematicas
afirman que Laplace fue influenciade por variocs auteores tanto
anteriores como cantemporaneos a <1, sin embargo cualquier Juicio
que sSe hiciera serifa subjetive, perc lo que =i es claro es que
éste desarrolld muchos problemas e tdeas de gente como Bernoullt,
De Montmort y De Moivre. Desde €l y hasta el sigle XX, la mayorfa
de las nuevas ideas gue aparecieron fueron relacionadas con los
métodos estadisticos, el _an:xlls'l.s de errores de observaclidédn y las
matematicas actuariales, mas que con la tecria de la prebabllidad

por =i,

Dado que ¢l siglo XIX fué una ¢é¢poca de evolucidn sin precedentes
de las ciencias empiricas, y de considerables reformas de Lla
estructura econdmica y social, no resulta sorprendente que una
gran variedad de aplicaciones se adelantaran a los desarrolles
teoricos en la mayorla de las ramas de las matematicas y, en
particular, en la probabilidad. En parte come una reaccion a este
crecimiento y en respuesta al descubrimiente de cantidad de
incompatibilidades y paradejas en la teoria de conjuntos, el
interés predominante de la investigacién matemitica en la primera
mitad del siglo XX fue el trataniente abstracte y la
axiomatizacién en varias de las areas, entre ellas la teorfa de
conjuntos.y mas tarde la teecrfa de la probabilidad, la cual se
revisé desde el punto de vista del métodeo axiomatico y desde aquel
de su relevancia en varias ciencias fislcas, lo que marcé el

inicioc de la era moderna de la probabilidad.



Los matematicos de principios Vde' esté siglo eran mas cautélosos de
los elementos experimentales en la teoria de la prdbabilldad que
en ramas mis antiguas de las malemdticas como la geometria o el
analisis. Aun la nocisdn de '"la probabilidad de un evento" parecia
vaga y solamente definida en términos de la “frecuencia relativa

de la ocurrencia de un svente en una larga sucesidn de ensayos®.

Aln en situaciones simples come Llos modelos de urnas, las
probabilidades se a-:ignaban' sobre lac bases de total asignaciodn,
eleceidn "aleatoria" y simetria, ¥y ne era clare que dicha
asignz;cién se pudiera verificar empiricamente, © bien que la
teoria matemitica pudiera ser independiente de tales elementos
extrafios y subjetivos. Acerca de ello la discusidon mas completa
desde el punto de wvizta 2lésice la hizo Blchard von Miszes, sin
embarac él no pude propener un. conjunto gatizfaclorio de amiomas
para la preohabilidad. Despu¢s de que un grupe de matematicos
interesados en generalizar el concepto de integral, entre los que
se encontraba Lebesgue. desarrollaron la nocidén de funcidn de
conjunto y de medida, A, N, Folmogoroyv descubridéd que la
probabilidad podia ser desarrcliada axicmiticamente dentro del
marco de la teorita de la medida, Zu libre "The Feundationzs of
Probability Theory'" (Fundamentos de la Teoria de Probabilidad) es
la pledra angular de los tratamientos mederncs de la probabilidad.
El resultade que did mayor libertad a la Lteorfa matemitica, de los
elementos experimentales y subjetivos fuéd la Lev Fuerte de los
Grandes Muimeres, la cual implica que las probabtlidades postuladas
pueden ser medidas en un sentido peciio, 31 menos para
experimentos que pueden zar repet idos independientemente e
indefinidamente siempre. Esto Liene el mizmo efecto libertador
para las teorfas de la probabilidad como la definicidén de
cantidades geométricas independientes de la actual, objetos
fisicos y medidas. Este racultado fundamental fué probadoe para
ensayos de Bernoulli por Emile Borel Y. en genaeral, para

sucesiones de variables aleatorias independientes por Kolmogorov.



La mayoria de las Vprerstiygaclcr{és ‘desde mediades de ‘los 30's se
han concentrado en el estudio de dependencia. Los precursores de
este trabajo son De Moivre, Laplace con su "problema de ruina del
Jugador®™ y mis notablements A, A, Markeov con la tecria ode la
“cadenas" que llevan su nombre. El estudie de varlos tlipos de
“dependencia” se cubre <asi completamente con la teoria de
procesos estocasticos o procesos aleateorlos que ocurren en el
tiempo, la cual precenta una gram cantidad de nuevas ideags y
dificultades matemaiticas. Su range y variedad de excltantes
aplicaciones parece, aun ahora, ser inagotable. Entre los
distintos modelos de procesos estocidsticos ¥y en particular de las
Cadenas de Markov. se encuentran los Procesos de Ramificacidn en
el que se supone, en ¢l cazo mis simple. gue la poblacidén inicial
consta de un solo elemento que se reproducirsd ¥ el ndmero de
descendientes que tenga tendri una distribucien de probabilidad
determinada. El desarrello de dicho modelo e debe en principio a
F. Galton y H. W. Watson duienes en ol sidalo XVIII motivados por
un problema demografico conocido como wl "Problema de Extincion de
Familias®, llegaren a su planteamlento aungque no a su soluclidn., No
fué sino hasta varios afios mas tarde, en que el modelo volvid a
ser utilizado, ahora por ctros matemhticos Yy con otras
aplicaciones, que la teorla alrededor del mismo obtuve un gran

desarrollo al igual que suzs posibilidades de utilizacion,

La apariciéon de la teoria de la probabilidad y la inferencia
estadistica ha revolucionade realmente la clencia. Practicamente
todos los modelos deterministicos estaticos del sigle XIX han sido
reemplazados por leos llamades medelos estadisticos, Ahora y en un
nivel mistericso y avanzado de la fisica, ha surgidc nuevamente la
controversia acerca de si lz naturaleza cbedece fundamentalmente a
leyes deterministicas © estocidsticas, pere lo que st nadie
cuestiona es lo aproprade de lus sodclcs probabilisticos para
fenomanos que involucran demasiadas particulas para caer a una

descripeidn cinemdtica exacta tal como en la teorfa de diniAmica de



ases, El. problemz surge cuando se cuestiongd .zi, 143

o

elementales en. atomes. halezs  come las estudiad“as &n
cuéntica. obedecen leves probabilisticas o datsrministicas, Adngue
no se han unificads lés puntss de vista al® respecto de los fisicas
atdmicos, sus argumentos no o afectan la validexz de. la.. teoria
matematica, sino unicamente =i hecho de que sea apropiada para la

descripcion de ciertos fenomenes ((sicos wespeciales.

Los modelos probakilf{sticos se han vueltc cemunes en el estudio de
muchos v diversoes fenodmenos tales como flujc turbulento,
crecimiento de poblacidn, ingenieria teletonica, fluctuaciohes en
precios de stock, y otroz. El mecanisme precise en cada uno de
estos casos es demasiade compleje, tanto que excede los limites de
la imaginacioén, o totalmente impredecible en cualquier sentide
determinfistico. La gran cantidad de interacciones w=n dichos
sistemas hacen ol desarrolle de un  individue ¢ particula
extremadamente complicado. Laz propledades de interés priactice son
tipicamente el resutado del desarrolle conjunto de una  gran
poblacion, Dichas propiedades. come tales, pueden ser formalizadas
en términos estadisticos. Finalmente lo gue importa es nuestra
habilidad para predecir el dezarrollo de , o al menos de obtener
un modelo satisfactoric para, tales sistemas fisiceos, bioldgicos o

economicos.

En la ahora clasica "Teorla de Susgos ¥y Desarrclleo Econsmice de
John von Meumann v Oskar Mergenstern. la probabilidad recibld una
nueva interpretacidn, que es de gran importancia para. las clencias
sociales ¥y la tema de decisiones. En la teeorfa de decisiones. e
consideran un conjunto de alternativas para cada protagonista y un
erdoen entre ellas que refleja las preferencias del mismo. Esta
idea se complementa con la aSignacidn de- probabillidades.  a
subconjuntos del conjunts de allernativas vy se oblieng una
estratégia mixta, con <llo 3Ie puede desarrollar una teoria

equilibrada para elecciones racionales.



La teorlia de Juegos fué originalmente utilizada en aplicaciones
econdmblcas, sin enbargo, resulte incidental mente en un

ensanchamiento del objeto de la estadistica.

Existen pequelias diferenclas o ninguna, entre las propiedades de
las variantes medernas de la probabilidad y la probabilidad
clasica. La diferencia osta on la interpretacidn cualitativa dada

al conjuntc especifico de funciones que son introducidas.

El objetivo de este trabajo @3 describir y anallizar las cadenas de
Markov y en particular los procesos de Ramificacién, con algunas
aplicaciones a diversos campos de la Ingenieria. Adminisuracion,

Fisica,e Investigaclién de Operaciones, entre otros.

La estructura que se eligio pa;*a la presentaciédn del material es
la sigulente: El primer capitulo contiene algunos conceptas de la
Teocrifa de Probabilidad que se utllizan en los capitulos
subsecuentes; El segundo trata sobre los Procesos de Markov., EL
tercer caplitulo analiza los Procesocs de Ramificacién con un solo
Lipe as{ como algunos resultades relacionados con ellos, y en a2l
cuarto se presentan aplicaciones de lo expueste en los capitulos

uno, dos y tres, y algunos ejemplos resueltos.
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1.1 DEFINICIONES BASICAS

En una diverzidad de situac:iones cctidianas se observa que al
repaetirse un fenémeno baje clerta:z condiciones fijaz, no Siempre
produce la misma respuesta. Un fendmenoc aleatoric s aquel que al
repetirse las mismas condicicnes iniciales, ne se puede conecer,

con certeza, que resultado se producira. .

La teoria de la probabilidad tiene por objeto desarrollar meodelos
matemiticos para el estudico de leos fendmenc:t mencionades. La
traduccidén formal de fendmenc aleatorin, en el contoxto de dicha

teorla, es la siguiente:

Un Espacio de Probabilidad es una terna ¢, 4,FP), en donde:

12 0 es un conjunto arbitrario diferente del vaclo.

2) A es un o-campo de stubcenjuntos de 03, es decir. una familia de
subconjuntos de Q que satisface las siguilentes condiciones:

t) @€ A

11) SI A € 4 entonces A € A

1413 Si Aa'A PPN . son elementos de 4. su unidn también lo es.

B) P es una funcidn cuye dominio ¥ rango son 4 y el intervalo
cerrado [0,1] respectivamente, que cumple:
12 PCOD =1
113 Si A e 4, PCA > O
111> St A:'Az"" son elementos de A cuyas intersecciones peor

parejas, seon vaclas, wnlonces

PC U A = L PCAD



Intuitivamente se puede decir que (I es el conjunte de todos les
resultados posibles del fendneno; A4 s una familia de subcenjuntos
de {1 lo suficientemente rica como para poder agrupar cualquier'
conjunto de resultados, y nos dice las propiedades de la

estructura objeto de estudio;, sus elementos se denominan eventos.

De hecho A4 constituye el dominio "natural” de definicién de P
P es una medida llamada preobabilidad, y nos dice como es estudiado

el objeto por la teorta.

Sean A y B dos elementoz de 4. La probabilidad condicional de A
dado B es:

PCA N B
PCBD

PCA[BY =

En muchas ocasiones, la informacidn de que B ha ocurrido cambia la
protabilidad de ocurrencia de A, Cuands PCANBX = PCAY, la
informacién sobre B nc permite hacer ninguna infarencla acerca de
la ocurrencia de A, entonces se dice gue A y E son independientes,

Esto es, dos eventes A y B zon independientes. =i

PCA N BY = PCAYPCBD.

Esta definicién también se acepta =i P(BY = O, Asi mismo, los
eventos A‘.Az, e e .An se llaman mutuamente independientes si,
para todas las combinaciones 1 < 1 ¢ § < k <,..... £ n, se aplican

las siguientes reglas de multiplicacidn:

i
P(Ain AJn AkJ = PCAL)PCAJ)PCAKD

PCAN AD = PCAIPCAD
J i J

PCANM AN ... AD = PCADPLADY. . .PCAD
1 2 i z n

Un ejemplo de la utilizaciodn de este concepto:



Fupdngazse que unz bBarajas de :_. ti'a\r(.a-s ':ons'..arde 4 ases woodR
no-ases.. gy Cudl &8z La prz:'babxlidad de ‘que, de 5. Cartas eittraldas
son reémplszo. dos =imcLamente sean ases 7 ) ;
Tea bAi' el evefté. de embrisr ,'Jn" as en la Ai—ars.};-x\a exLracsicn.
i =1,2.3,4,8 ., La prokabilidad .de: que los dcs,as,_-esj..rsa'lgaﬁ en lag
dos primeras exiracsionss, 252 T i

PC A A A AT AT AT s pta o mAal o A5 A AT D PO AT B D
1 Z K] 4 1 z. i} 4 PR ]

w

PCA IPCA LAIPCAS (A ALY
170 T e Ty 2
_PCA‘:(A‘P\A \\A :'f—f“ -

“

= C4 5200 4/B2)C48,5253C 43,823 (48 52

i

ca.5237% 4882 = 0, 00465

Hast;a aqui puede cbservarse  que” 1os - eventos Ai son mutuamente
independientes. Ahora. la probabilidad  calculada  hasta este
momente, corresponde a una forma particular de extrasr dos ases v
cinco no-aszes, perc edizten diez formas distintas de cbtenerlos
Ccompinacionss de cinco elementos tomados de dos.en deos). cada una

de ellas con la misma provabilidad, entonces:
FCdos azes y tres no-zzezd = 10 £ 0,00488 > = O, 0485

Opbsérvess que sz ha hablade de eventos, y 3i bien la teorta de la
brsbnbilidad Se desarrella alrededor de elloz v de sug
probabilidades. laz eupresionses que 2o chtondrfan utilizandes esta
terminologia serian bastante complejas. por lo que en adelante se

harad referencia a ellics en terminos de variables aleatoriasz.

Te dice que X es una variable aleateoria real sobre CQ.A,P). =i es



una funcidén de O en R tal que st . e Py T we ] Xw) € 3€ 4,

Obsérvese que XCw) es la pregunta aplicada al elementoc w € {0, 'y'
que el valor que toma, es la respuesta. Las varlables aleatorias
se clasifican, dependiends del numers de walores que pueden tomer.
como sigue: Aquellas que solamente pueden tomar un numero finito o

numer able de valores, se llaman variables aleatorias discretas. vy

a las que pueden tomar un numero infinito ne-numerable de valores,

se les llama varifablesz aleatorias continuas.

.o que interesa ahora. es conocer el comportamiento de la variable
aleatoria X, probabilisticamente hablande, v esto se puede lograr
a traves de la funcién de distribucidn de la wvariable. la cual
dirs como ze distribuyen las respuestas a la pregunta que interesa
sobre el fendnens aleatorio. En estas condiciones, para cualguier

variable aleatoria X. se define:

La funcién de distribucién de la variable aleatoria-X en x es

F‘Y(x) =Pl wed; Mluwd £ ).

Observe que gracias z la definicion de variable aleatcriz esta
funcidén siempre eztid definida. Para la misma vardiakble aleatoria 4,
esulta de utilidad para muches cllcules, el use de otra funcién

llamada funcidn de densidad de ¥ , la cual propociona informacidn

acerca del comportamiento probabilistico de la variable alealoria
y qguarda una estrecha relacion con la funcién de distribucidn de

1a misma variable. Dicha funcidn de densidad e define cemo sigue:

£ d—E):(—xl zi X es centinua,
dx
' £ = PCX = 0 st X es discreta.

Asi como las variaples aleatorias se clasifican en discretas y



continuas, es posible también, clasificar de igual manera a las

funciones de distribucién que describen a unas y a otras.

Entre las distribuciones discretas se encuentran:

La Binomial ¢on parametros "n" y "p", denotada come bindn,pd.con

rexo = [)’:]p“’cl—m“"x x = 0.1,2,...n.

l.a Poisson con parametro A, que se denota como PCAD, en la que

< o e
e =——;_?1-,-—-— ARy 0, wo=0,1.3,...

La uniforme con parimetro n denotada por U(nd, con

1
£Cx0 = =
n

entre otras. De ellas, probabliemente la mas importanie, por sus

aplicaciones estadfsticas, es la Binomial.
En el case continuc, se pueden mencionar:

La distribucién normal cen parametrogs o (media de X2 vy o

Cvarianza de X), para la cual

2 2
£CD = b TCX T T S 20 20
en o
-0 % < oW
H e R
La distribuclién gamma con parimetros a y /3, en la que
fexye, @ = —i—— & X o0 3 20
o+ 1 -
oy O 2 4 < w

como ejemplos de las mas importantes. Dentro de esta clase de
funclones de distribucidn, la gue se considera come la mas

importante, es la distribucién normal, pues es de gran utilidad en



aplicaciones estadlisticaz, ast como dentro de la misma teoria de
probabilidades  par re.-.v_.xlt.ar'unra buena aproximacisén para otras
distribuciones tante centinuas como discretas, come se vera en la

seceidn 1. 3,
Comunmente, cuando se habla de que una variable aleatoria Y se
distribuye conforme a una nermal con media u y varianza 2. se
hace en los siguientes términos:

¥~ N Cu. ofD
Una wvariable alwataria posee también ciertas caracteristicas
numeéricag, que proporcionan. informacién  adicional sobre el

comportamiento de la wvariable. Dichas caractertsticas son:

La egperanza de uma variable aleator{a X, can funcidn de

distribuclén FCX), es:
Para el casc discreto

ECXY = L x FO0
y para el continuco

ECX) = fx dFCxd .

La varianza de X, si u = ECX), se define como

var(Xd = E CCX = g 0% = g0 x* o - A

En general el k-ésime momento de X as:

Si X es discreta

ks = §oadroo



vy sl es-continua

g0 = [oarcio.

Ejemplo: Supéngase uni wvaryable.aleateria. % ‘eon funcisn [de
densidad fCx¥ = &C1-0,. 0.4 % ¢ 100 El k-ésima momento de X esta
definido como o e :

Ecr = ey

LT : :
J‘ Pl B DY
. 0 g :

i

L SN
2 J’ o1 —sax
)

1
2 [ o= o hax

2 xk”‘ 2 Mluz 1
b+l k+2
o

entonces la esperanza de X es

ECYd = geyty = & - B o L

¥ la varianza de X

Var<xd = ECX® ~ EfCHD
& _2 _L
3 4 g
o1
T oiwm



1.2 . FUNCIOHES: GEMEPRATPI CES’ Y. CARACTERISTICA

En ‘muchas ocasicnes interssz sl cémpertamientc probabilisiiceo. ne

selo de un& variable alsatoria; ‘sine de combinaciznss de varias de
ellas. Un paso. importante parza lograr. dicho coﬁochJén;o. es el
csleulo. de la funcian He densidad de la suma de las Qariables. Ei
ias variables éon ‘1ndepénd1éntes y sclo toman valcres enteros
no-negativos, el cileule ds la densidad de probabilidad de 12
suma., se’ simplifica utilizands jla Cfuncidn Cgensratriz de
probabilidad.

Se define, entoncez. La funcion gensratriz de. prebakalidad de . una

variable aleatoria ¥ no-nagativa. que toma valores enteros, coms

oy . . 3 .
fea) = R PCK = 30 sT -1 s s

En general, leos momentos definides en la seccién anferior,. se

pueden conocer a Lravés de ura funcien llamada funcidn generatoiz

de momentos %, Ctd, la cual esta definida como

X

= ety

sin embargo, esta funcidn no esti definida en tedos los casos, lo
cual hace necesaric utilizar una nueva funcién denominada funcidn
caracteristica de la mooma variable aleatorra X. la cual -esta

definida como

X

Eg importante notar gque la informacidén que da la funcidn

caracteristica. e la misma que la que di la funcidn de



distribuclén, "es déc'ir, =1l se coﬁoce Fx' .. entonces s conoce Py
¥ a“la’inversa/ sl se conoce ¥y, , se cancce Fy, . Esto significa
que existe. una’ biyeccidn' ‘entre el conjunto  de  funcicnes
cai-actérlst..\:c'a‘s y‘reyl de funciocnes de distribucién:

- Porlo tanto sl se desea conocer px- a partir de Fx basta calcular

S I Al N LN
Conéclda la funcidn caracteristica de ¥. s2 utiliza el =z=iguiente
teorema para obtener la correspecndiente funcidn de distribucién.

TEOREMA 1.1) Sean Py v Fy la funcidn caracteristica y la funcidn
de distribwueidn respectivamente, de una variable aleatoria X, Si

%, ¥ %, son puntos de continuidad de la funcidn F‘y . entonces
[ a—-.LL:-:£ _ "“““{2
F (%Y - FLOxXD = C1-8m) Lim < eyt dt
X" 72 X" X
c+Q J-c 1t

FPara la demostracidn del tecrema se parte del lado dereche de la
igualdad y se sustituye pxCL) por su equivalente en términos de La

funcién de distribucion Fxc:o como slgue;

lim

=D

C1./2m> llmj !1 —ite- ) mitlmex ) .
a0 d=e] 7T [e 1 £ 2 ]dF‘C-)dL

e intercambliande el orden de integraciédn y desarrollande las

16



exponenciales complejas, ze llega.a

w oo o sen LCmeir )
—:{ .5 [‘“" LeEox 2 L aen ";“ 5,2 ] 4t dFczd

descomponiendo la integral con respecto a F(zZ) en varias
integrales, se llega a que =1 limite superior del lade derecho es:

FCx_-&) ~ FCx +8) + RS, .14
2 k) EY

10
vy el limite infericr es:

&) - FCx +8) + R (S, x )
1 2 1 2

con |R C&,x . 3| ¢ 2UFCx +8) - FOx -6) + Flx +& - Flx -&> i=L,2
i 1z 1 1 2 2
&> O.
SL 6 +0 FCx‘+6) y FCx =&Y F(x‘)
y FCx;é) y F’sz~él - Fsz)

[~ —Lt,x‘ _ e—i\.xz
por lo tanto lim 71-2n)

goxc tddt = FC xz) -FC x‘)
c 0 - it

CPara la demostracion formal censultar Gnedenko, B. V.: "“Theory of
Probability'", Ed. Chelsea Publishing Company).

La importancia de la férmula de inversidn radica en su utilidad no
tanta practica sino tedorica, pues ayuda a demostrar resultados de
mayoer emplec en la prictica tales como el teocrema de unitcidad, el

cual afirma que una funcién de distribuclon esta unicamente

determlinada por su funcién caracteristica ",

11



1037 TTEGREMA DEL LIMITE CEMTRAL ©

En-relacidn a un fendmenc aleatorio. se pueden hacer no solo una,
‘,sfno-'v.arl.a's preguntas simultaneamnente. y en ¢30s casos, la Le.orl:.d
presentada anteriormente no resulta suficlente para responderlas,
‘por lo'que Se hace necesaria una teoria mas general, y se habla
ahoré.i de vectores aleatorics ¥ funciasn de distribucidn conjunta,

cada’ uno de ellcs ven  interpretacidn muy  semejante a. sus

egquivalentes en 2l Saszc de umn zzla pregunta..

X e8un vecter. aleatsrio n-dimensional, sk Y = Cr.i,;:z....“.'. .:4n3
sobrel ((1,4,P), ‘es tal que para.i=1,2,....,n, ‘xi es  variable

coniurita de

’ él_e;(brla sabre C0.A,P), 'y lafuneldn ,gi_gfdis!,rlburcrién

X,en X = Cxl.xz........xn) es
FoOsw) 2 PCuw @ 0 5 XCwd S X, % Cwl S 3%, .caxCwd € 93 .
X 2 1 z 2 " ™

En muchas ocasiones interesa conocer el comportamiento de los
resultados de varias repeticiones sucesivas de un misme fendmenc
aleatoric. Lo que se obtiene de esta necesidad son las sucesiones
de wvariables aleatorias., v la teoria desarrollada acerca de ellas
esta fundamentada en un caso particular. que Zon las sucesicnes de
ensayos de Bernoulli. es decir. sucesiones de ensaves repetidos e
independientes, en los que solo hay dos resutados posibles (éxito

y fracascd, y con las mismas probabilidades en todos los ensayos.

La relacidn entre los ehssyes e Bernoulli v la teorta de las
variables aleaterias se aclara cuande se ceonslders la dependencia
que existe entre el numero Sn de exitos y el numers n de ensavos.
En cada ensavo, .'Sn g¢ incrementa en 1 o 0, lo cual ce puede

escribir como

12



- donde-la’wvariable )i‘c es-iggél ‘a ‘uno'si el k-ésimo ensayo resulta
un @xita ¥y cero en el caso contrario. Per lo tanto, Sn e5 una Tuma
de n . variables aleatcrias mutuamentes independientes Y con

‘dLerLbuciOrx arbitraria. cada una de las cuales tcma el valor uno

© o cero con probabilidadez p v g respectivamente. La Ley debll de

los grandes numero:z establece gue, para n grande, es probable que
la proporcidn promedio de 4xitos Sr‘ /N se aproxime a p, lo cual
es un caso particular de la Ley de los Grandes Hdmeres. que

establece que: s

Se {Xk} es una sucesidn de variables aleatorias mutuanente

independientes y con igual distribucién, ¥y si existe la esperanza

p = E CXRJ. entonces para toda £ » 0, cuando n » w

X+ X~ X+ .00 K
P{ > z 2 - - Zte}»'_'\;

n

en otras palabras, 1la prcbabilidad de que o1 promedio Sh n
difiera de la esperanza en menos gue una g dada. arbitrariamente
pequefia, tiende a uno. La generalizacién conceptual de este

resultade, se puede plantear como sigue:

Una sucesiodn de var:ables aleatorias Xr converge en probabilidad a

una variable aleatoria X C Xn —P-' X 3, 51 para cualquier £ > G,

1im P{l X -X | < £} =1,
N "

La lay de les grandes numeres establece que bajo clertas

condiciones, la suma

n
. c -
Ll’n)y};_:l .Kk ECXkD) B

converge., en probabirisdad, & zere. es decir,

s P
€1my E X, - BCX 2D = 0.
k=1

i3



. Otros ccncepto_-. re'aclcnados con la ‘misma .\dEa de "cnvergencia d.e

variables alsatorias e presentan a conunuacxon.' ;

S¢ dice gue una suces.tén de - variables aleator“ias%nr converdge en
distribucisn . a una

punto de ccntinuxdad de F‘x R

rxable aleatorx.; X.‘ ‘i para toda  x que ‘sea

y se ‘denota como::

- TECREMA 1) 2) ‘Sea < aleatorias tales que

entonces

para todos los puntes % qua sen puntos- de' continuidad de X. es
decir, la biyeccidn que 'se mencionaba entre funciones de

distiribucidén y funcicnes caracteristicas es continua,

Para estudiar las leyez que caraecterizan a las sumas de un numero
grande pero finito de varjiables aleatorias. cada una de las cuales
tiene sole un efecto poequeiio en la suma. e debe conslderar una
sucesion de sumas que Lengan sSlienpre un namera creciente de
termines ¥y tomar ceomo solucion  al problema la  funcién de
distribucién que es el limite de la sucesidn de funciones de
distribucidn para las SUMas. Para que las funciones de
distribucion de las sumas de¢ las variables aleatorias converjan a
una disztribucisan nermal, 32 deten 1mponer cliertas condicione: a
dichas wvariables aleatorias, condlcicnes que estin contenidas en
el Teorema del Limite Central.

14



TELBREMA 1. 3YCTeorema del Limite Centrald Sea (xy> una-suceslon de
varfables alealoriaz mutuamenis’ independientes’ ‘e fdénticamente

distribuidas.” Supdngase que. existen

o= ECXPD ¥ v'nri’)(y) ¥ Segan E-F oV Entonces. para toda

£1ja

o HEOLLD,

En_.palabras "el" teorema ‘dlce que  la suma de una sucesién de
variables aleator:ias a5 Landarizadas‘ P.Lane una funclén de
di'stribucl en racumulativa que converge . a aqueiig de wuna variable
normal estandar. El tzorema tiene muchas generalizaciones. por

ejemple, no o2 necesario que las variables aleatorias :\'L torpgan La

misma funcidn de distribucidn acumulativa, Note gqua = teorema

es mis fuerte gque la 1 de log grandes numeros que unicamente
establece que bajo ciertas condiciones. la media muestral converge
a la media real. Azl aisme dA una funcien de diztribucion
acumulatiza a la  cual converge la  funcion d=  distribucien
acumulativa de una suma e=ztandarizada, En la practica slempra que
e sabe que una variable aleatoria =z la suma de un gran numero de
variables bien determinadas, se tiene una jJustificacidn  para

Suponer gue su Suma @s normnalmente dizteibuida.
Un ajemple de i1a aplicacion de este teorema. es el siguiente:

variables aleatorias ® con

Sea Xz'xz‘ ...... ..2-!n uyna sucesien . de
distribucidn binfl.pd. entonces u = p Y o= pll-pl. =i ‘{'=
Xl* X2+ C e * X' , entonses \'n ~hinCRapd. . 4= np Yy o*=

Topdl Supongize gque n o= LMy pr=102 0 voge dezewn aaleular




iVl

L a0,

LLBEY. Tomd Y es funa “wariable aleatariz
discreta, es equivalente a calcylar PC 47,8 ¢ ¥ ¢ 82.8 ); . =.80,
o®="25 . Ast; :

PC 47.5 ¢ ¥ < s2.5 ) = p¢ LB =80 L2580 SRS =90,

=Pl 0.5 ¢ < 0.8)

Y - 59
28
Aplicando el tecrema dal limite ceontral, se¢ sabe que la
distribucion de CY - SO 25 se comporta, aprcximadamente, como
una Mormal con media O y wvarianza 1, entopces, ugtilizando tablas

de distribucién normal (0Q,1), =ze encuentra que:

PC 47.5 ¢ Y < S2.5 > = P( -0.5 < L‘E§9< 0.5 )
_ oo 1= 50, e L= B0
=P(gg 1 0.8 ) - P( = ¢ "0.5)

= 0.891 - 0.309
= 0.382

ie
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Cuando ‘ze. definis el contepto de veslor .aleatorio; ze interpretc
como - varias  preguntas imultineas acerca. de un’ mizmo  fenomens

aleatorio,  Sin embargo. puede reprecentar, también, una sola
pregunta  acerca del mismo fen®meno, pero hecha en. tiempes
distintes, s{ el resultade del mispo varia en el tiempoy. A este
Lipo de fendmenos aleoatorios gue dependen del tiempo. se les llama

Procesos Eslozigtloos.

Sea £0,4.P un espacio de probabilidad y T un conjunto arbitrario.

Un Proceso Esheogastiso €5 una funcidén X gque tiene come dominio al

conjunte T vy come contradominic a un- conjunts de  variables
aleatorias scbre (Q,A4,P), es decir, X ez tal que para teda t € T

fija, XCL,wd), e una variable aleatoria sobre C((LAP).

Los principales slementes distintiveos de los proceses estocasticos
estan en la naturaleza del espacio de egtados €S, el conjuntc de
indices de los parametros (1), y las relaciones de dependenciz

entre las variables aleatcerias X

El gspagico de =stados S, es el conjunto de posibles valores de X‘.

En el caso en que S = (0, L,2,......3, se dice gque el procesc toma
valoresz en los 2nteroz. o altornallivamente. que @S un Procezo con
espacio de estados diszcretoa., &1 T e3 la rectia real C-w.ed,
entonces Xl 8T Un proceso estocastico
gue x es un posible estade de un proo
> 0 PCx~h « XCL) < x+h) 1 O, S1L 0 F

Y1lama Proc .Y si oes disereto Caduena.

£l espacio parametral © espacic de indicwes Jde lod parametros CT0.

puede ser numerable o no-numerable. de hecho basta con gue T sesx



ne vacleo., Si T = 20,1,..,...2, a K se le concce como . pProcesc
estocistico a tiempo discreto. Cuando T sea discreto, se escribira
Xn en lugar de X‘ .8 T = (0,20 entoences Xl se¢ llama preceso a
tiempo continuo. Ob:idrvese que: Si se fija t. Xt es una variable
aleatorla; =i se fdijan bty ., }(LCwJ es un numero real; Si se fija
w v se deja a t wvariable., lc que se obtiene es una funcidn que,
al wvariar t, se le asigna 'J(LCu). A la funcidn L o xl‘:w). se le
llama trayectoria ascclada a w, trayectoria del proceso o
realizacidn del proczzo: Finalmente, si Ly w son wvariables,

entonces Kth) ez un proceso estocdstico.

w et e s Akt Ak

X‘CmJ con @ constante.
Realizacidn del proce-—

s0.

Tiempo.

Ejempleo: Supdngase un experimento que consiste en observar la
velocidad de un automévil durante los primeros sesenta segundos de
una carrera. Si se denota por Yl a la velecidad que 1lleva al
tiempo L, el conjunte <'x’t ; O 2t £ 80> es un preoceso estociztice

a tiempo continuo, con espacio de estades S = (Q.w),

Existen varics tipe:z de proceses. entro les mis importantes estan:
1)Procesos estacionarios: Un proceso estocastico )(l para t en T.
es llamado estacisnarieo, si las funcicnes de distribucién conjunta

X b e

de las familias de variables aleatorias cxtxh . s

S Xy G X e s M) son las mismas para toda h oy
n 1 2 n

elecciones arbitrarias de L“ Lz. cee s Ln de T. Esto significa

que no importa en que momente Ctd se esta estudiande el

ig



c&mportarnlen(o dei _.;:;rocesc. puss este es el imsmc_v ‘sl.empr‘e‘:qt_xe ‘ze
haga el mismo numers de chservaciones. .y Va'la xg\risma'dx‘stanci.a. La
condicidn que debe de‘cun\plir un proceso :para ser Ves'.icioharib.
afirma. que. “en ‘esencxa diche‘ proceso "esta' en 'équillbrio
probabilis’.ico' y Jque les viempos  particulares en  les. zuales se

examine el procesc. ne Ton relevantes.

Ef{emplo: Procese de Poiszzon
' Supbngase un-fentmens aleatorio tal que. en el tiempo: o
i) La probabilidad de gue al menos un evento occurra en un
imtervale de tiempo h es: ) ’ : .

PCRY = ah + oChd

113 La probkablitdad de  dos ocurrencias. :del . evente.’en.. un

1

intervalo de tiempo h es oChd.

L1112 El numero de cocurrencias en intervalos ajenés'de”ti'empro}"'

son variables alealorias independiezntes,

ivd El proceso es estacionario.

Sean: Xl= Numerc de ocurrencias hasta el instante b,
chl= m) = Probabilidad de dque hasta el instante t,  havan
ccurrido m eventos.

= P CL>
"

POCL + hd= Probabilidad de gue nc ocurra ningun evento hasta
t +h

i

Probabilidad de que ne cetrra ningun evente hasta t y

ninguno entre ¢ y L + h | Cpor 1iid

Probabilidad de gue no ocurra ningun evento hasta t ¥

aingune hastz h

Cpor 1v)
= (49 Ch) 9 ii
PD. J Po h por iii2
Fartiendo de esto, es posible obtener una expresisn analitica para
la prebabilidad Pu'.'t:\ . come sigue:

i glh> = o(h) ==> lim (glhd 7] = O
h+0O



Pt w hY = P 4i3 P CLIP ChY = P ¢LY ; pero P Ch) & 1 = PCh).
0T TER = R R e ° '

entonces P CLICL-PChYY = P €L _ =P CLIPCH)
h ot o SR Lobch
=P £t Cah + ofh)d
= o P— n
b
lim P Ct + h) - P Ct)

Bttt = PCL = ip ety R, tCed’
h+0 h R ‘

por lo tanto, POCL) = ce-at

P,CO) =1 . le cual implica que ce™@0 2 1y ce obtiene ¢ =1
entonces P (t) = o3t
Recursivamente:

F Ot + h) =P Ctd PChy « P QLY PCh) + olh
m m o L omms <

pues loc términoz que seguirfan a Pm_‘ct) P‘Ch) serfan .

F Ly P.Chy + P TLY B ORI o+ Ll = olhd
m-2 2 m-3 3
e ) [—
oCh) othl Cpor 1412

Pero PChd = PChd + oChd

entonces:

P Ct + hd - P Ctd> = «aP {tOh + aP__ (tdh + olh)
m m m m-1

= P Ctd €1 -~ PChd) « P (tdah + oCh) - P Ct2
™ m-1 ™

P (td ~ P (tiCah + oCh)) + P Ctlah + o(hd
m m m-g

-0 ".t:’
m
Ast, P *Crd = -aP Ctd) + aP_ Ct), Sea QCt) = P CtD r_-‘“',
™ m ™=K m m
derivando se obtiene Qm'CL_‘ = a Qm_‘ct) B rot) = 1. En

particular, Qi'Ct) = a QOCLJ = a , de donde

20



Q‘(() = at 4 @i .porilo que ‘¢ =0
L= AQ LY )
-2 o o o

“'entonces : - . .
Qty = rafthelv e Ly e=0
. QL =amt .
entonces, Q Ly = ca™™ o m 12
™
Pety =ty o3 sy
m ™
sea at = Ak , entonces: :
Pmc ty = Kme‘)' s m! esto es: las ocurrenciaz de eventos en

un intervalo de tiempo, se comportan come una Poisson.

2)

Martingalas: ¥ es una Martingala si para cualquier conjunioc L1.
L., ..., t tales que t < t < ...< L » ECX X, = a ...,
2 " 1 2 L t 1

+1 et
N+t 1

Xl= a J = a . Las martingalas se pueden considerar como
n

modelos apropiades para juegos, en el sentido que XL significa

la cantidad de dinerc que un jugador tiene al tiempo t.

3) Procesog de Ramificaclidn: Conzidérese una particula que puede

4)

producls nuevas particulas de la misma c¢lage. Una sola
particula forma la generacidn ecriginal, o generacidn cero. Cada
particula tiene probabilidad Py ¢k = O,1,2..... ) de originar
exactamente k part{culas nuevas; los descendientes directos de
la n—ésima generaclion forman la n + 1d-¢cima yeneracion. Las
partfculas de cada generacidn actian de manera indeperdlente
una de otra. Lo gque interesa es el tamafic de las generacicnes

sucesi vas,

X es un Proceso de Markow si para todeo conjunto de valores t‘.

P 9 con t< t < ... < t .
el 1 2 nat

21



=" oXormrae s X =T b GV T
t n+d t 1 - 1 n-t t N
™+t P 1 : o n-1 ™ R
= PRPCOX L= ,11 XL = y . , esto es, el futuro solo
D A : :
depende del presents

i < Prcpi edad de HMarkevd.
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CAPITULS 1T

CADEMAS :DE. MARKQY.

La teoria de los Procesos de Markov es una de las' mas conocidas y
desarrolladas dentro de los Procesos Estocéastices, Su Importancra
radica en la diversidad de aplicacicnes que tiene, en Fisica.
Biologia, Investigaziédn de Operaciones, Ingeniertia. Comercic, Yy
Ciencias Sociales. lo cual responde a la amplia variedad de
modelos qua deniro de dicha tecrta se han desarrollado. Eiemplo de

Fznevasidn, v

ellos son: Proceso de Nacimiento-Mueric. Fr

Procesos de Pamiflcacidn, entre otroz.

El presente capitule pretende presentar en téerminos generales, los
conceptos fundamentales que permitan definir v analizar una Cadena
de Markowv, conceptus Ltales como espacio de estados, probabilidades
de transicloen, tipos de estados. pericdo, probabilidades
estacionarias y de absor<ion, para lo cual el capitule se intedra
come sigue: La primers seceisn es3i4d dedicada a los conceptos

fundamentales Cespacic de estados, tipos de astados,

probabllidades de transicion, etc.?, la segunda presonta conceptos
sobre la clasificacren de loz estadez, y la tercera algunos
resultados importantesz acerca de tiempos de estancia. y absorcisn,

principal mente.



2.1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En los Procesos Estocasticos existen varics tipos y modelos, cada
uno ¢on SuU propia {mportancia y capacidad de sclucidn de problemas
especificos. Sin embargo, quizis los mis importantes por su
versatilidad y utilidad en la simulacién y sclucién de problemas
en diversos campos de la practica profesicnal, sean los Procesos

Markovianos.
Indiscutiblemente, para gque un procesc pueda ser considerado
Markoviano, debe satisfacer ciertas condiciones, las cuales se

indican en la slguiente deflnicidn:

Un proceso estocistico X es de Markov si para todo .con_jr.mto de

valores ¢, ... , t tales que £t < t < ... <t , ocurre que
EY n+y £ 3 2 ned
PC X =x | X = x, . X =x , X =x > =
t 32 [ 1 t n-1 t n
nt1 1 n-1 n
Pc xL = xnui Xt = xn 2
nl n

Es decir, el estadoe futuro del procesco depende UGnicamente de su
situacion en el presente, sin impoertar la manera comc haya
llegado a ¢l, esto es, no importa el desarrollo pasado del

procesa,

Sea R un intervalo de la recta real. La funcién:
PCx.s;t.R)=P(xleR|x_=x>. t > s,
se llama funcidn de Probabilidad de transicidn, ¥y determina la

estructura de los procesos de Markov, ya que gractas a la
propiedad de Markov, permite conocer tas distribuciones de
dimension finita.
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Los Procesos de Markov se pueden clasificar de acuerdo a la
naturaleza del parametro Cdiscreto o contfinhus), o bien., a la
naturaleza del espacio de estados; a aquellos con espacio de

estados discreto, se les llama Cadenas de Markov.

Elemplo: Supdngase gque se tiene . una miquina con dos posibles
estados: O i estid descompuesta, 1 si funciona , y sea Xh la
variable que denota el estado de la mAquina el dia n. S{ el estado

de la maquina solo depende del dia anterior, es decir, si se sabe

que:
PCX“=OIXW_‘=O)=1—0(.
chn=1|x»'_1=o>=.x '
PCXH=1|XH_1=1)=1—/9.
chn=0|x'ﬂ=o>=(} B

se puede preguntar por la probabilidad de que la maguina funcione

todos los dias.

Sean nD(L\D = PC Xo =0) 3 rrOCIJ = PC Xo = 1 3 , entonces
e QY + o €13 =1
o o
por lo tanto
PCX =1,%X =1,...,X =13 = PCX =10PCX =1}|X =10PC{X_=1|X =1,X =1D
c 1 [} 1 o z o 1
PCX_=1]X =1.,X =1,X =1D0.....
3 -] 1 2
PCX =1 X _=1,....,X% =13
n o n=1

= PCY _=1)PCX =1|¥ =1)...PCX =L[X =12
o 1 sl n n=
= nocxpcx—m"

Una cadena de Markov esti completamente definida por =su matriz de
probabilidades de transicién vy la especiflicacidn de una

diatribuclén de probabilidad del procesoc al Liempo caro.

Las probabilidades de transicidén se pueden acomodar en un arreglo
cuadrangular cuya dimensidén es igual al ntUmero de estados del

progeso, a diche arreglo se le llama Matriz de probabilidades de

Transicidn y tanto sus renglones como sus columnas son los

posibles estados del proceso, asi{, cada una de sus entradas Ci.j2
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os la probabilidad de que ol procesc pase del estade i al j.

En el analisis de una cadena de Marhkov e3 necesaric calcular las
probabilidades de laz pesibles realizacionez del procezo. ¥ para

ello son de gran importancia las matrices de probabilidades de

trancicien en n pases. PY o= g P?J . Agqui P;'J denota la

probabilidad de que el proceso vaya del estado 1 al estade j en n

transiciones. Formalmente : P° = PI X = j| X = i >. Es
L] e dul m

importante cbsgervar que se esta tratande szolamente con procesos

temporal mente honcugneos, con prebabilidades de transycien

estacionarias., pues de oitra manera PY{ XN' = il )’.m = { 2

dependerfia también de m.

n
La suposicidn Markoviana permite expresar inmediatamente a P 1] en

términos de | ’Pi i” come sigue:

TEOREMA 2.1) C(Ecuacioén de Chapman-Folmogoroyvl) Sea P=”P1J” la

matriz de probabilidades de transicion de una cadena de Markov

entonces:

Pik Pl:) B 2.1

para cualquier par de enteros no-negatives r y s, que satisfacen

que r+s = n, Para n = O se define
1. i =
g
i
o, i =

Observe gque la relaclieén <2.12 es, exactamente, la fdérmula para
multiplicacion de matrices. esto ctignifica que P™= P" , en otras
palabras., los ndameros Pihi pueden ser considerados <¢oma las
entradas en la matriz P , la n-ésima potencia de P.

Ejemplo ¢(de aplicacidén a la genética) Considérese el caso de la

0
=]



transmtzion de  un  determinade caracter hereditario - en una
poblacion zerrada. La sangre de un ser humano estd constituida por
globulos blances v rojos,. Los glédbules rojos son los. encargades de
transportar omigeno. 2 @llos existe un pigmente protelinice
i1lamadc hemoglobina tipe a representada por un par de genes AA.
Cuando en la hemoglobina ocuwren alteraciones genéticas., se
producen genes del tipc IZZ que cambian la estructura de los
glébulos rojos propiciande su destruccidn, lo que trae como
consectlencia una anemia. .
Considerando una peblacitn cerrada que se genera a partir de dos
individuos, =e pueden cohtener geiz pogibles tipos de union
diferentes. los cuales pueden producir tres tipes diferentes de
genotipos CAA, €S, AS). En la siguiente tabla se muestran estos

tipos de unién y las probabillidades de cada genotipo:

PROBABILIDADES DEL GENOTIPO HIJO

TIPO DE UNIOH AL AZ s
1 AA con S§ (o] 1 Q
2 AA con AS 1.2 12 C
3 AS con AS 1.4 1.2 14
4 AS con =S o] 1.2 1.2
5] AA con AA 1 [a} Q
5] 5SS con S5 o] Q 1

Supéngase que se tiene una peklacion en la que (come en algunos
grupos aislados) se restringe la reproduccidn de la especie a
efectuarse Unlcamente entre descendientes. Partiende de un
determinhado tipo de unidn se puede obtener la probabilidad de cada
uno de los tipos de unién gue se pueden producir en @l slguiente
paso, lo cual significa que se puede represazntar el comportamiento
de esta poblacidn a través de una cadena de Markov, en donde cada

tipo de unidn representa un posible estado de la cadena.

[
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La:matriz. de prob:—’n’:;lidade's“ de- Lra;{siclén 'asoci‘éda'v ai problema, es
la siguienter S S i

La matr li'v'dé' vpr‘bb’é.b’i’iidades- de transicisn en: dos: pé'so; _C'Pz) . de
’ acuerdo alitesrema :

1," Se puede caleular como sigue: "

1 2 3 . 4. B 6
) 1 18 1.4 14 174 1-46 1-16
2 132 5716 316 1716 2584 1 54
PP = 3 1732  3-16 5718 316 9064 954
4 132 1718 2416 S5 184 25064

5 0 o o = 1 o

S [a) (o] < fal (o) 1

Frecuentemente ec interesante analizar el desarrollo asintotico de
un proceco, es declr, onasntrar el conpertamients de F"XJ cuando
n » o . Para ello e¢s necesario introducir algunos principios de

clasificacion d2 estadez ade una cadena de Marbow.



Un esLa‘dcij ‘es’ 1lamado ‘accesible del estado i'si para algun entero
nEO By 9oee
.44 sl hay - probabilidad positiva de que en un numero finito de

‘0 sies decir, el estado j es accesible del estado

u‘ansrtcioners el ‘é}s'._ado J . pueda ser ‘alcanzado empecando en el

estado’l ;

Dos estados. i, . son ‘.lamndos‘:gmumcanies Usi o cada uno es

accetible del ctro. i ze dencta come i« § .
“El  cencept. de | conunlicacion €30 una relacion  ds 0 equivalensias

mediante la cual 3e puede. particlionar el espacio-de estades, en

clases de equivalencla.

Los estades en una claze de equlvalenclia son aquellss que scn

comunicantes con cada une de los otres.

Se dice que una cadena de Markovw es irreducible si la relacidén de
equivalencia {nduce "na scla nlase. En otras palabras. un process
es lrreducible si todos sus estados son <omunicantes con los

otros.,

Se define el perlcdo de!l estado i (dCild) como =l mamime comin

divisor de todes los enteros n % 1 para los cuales F:J s 0

St P,r'i = Q para tode n 2 1 . se define dlid> = 0. HNotese que =l
periodo es una propledad de clase, es decir: Ti ferf cnlonces
dCid = d(jo.

Una cadena de Markov 32 llama aperiddica si cada uno de sus

estados tiene periodo L.
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Supéngase: uh es/tédo i arbitraric pero fijc. fe define para cada
enLerrorré ) i
La}

£ =P{)l(=l.X 24 v = 1,282,010 X =102
i1 -l n v o

esto ez, f’ri es la probabilidad de que, partiéndo "del estado {,
el primer regreso al mismo estado e¢urra en la n-ésima transicién.
Claramente f;i = Psi y x“ri puede ser- calculada recursivamente
como sigue: )
n .
Q _ k n-k Sy P
Pii —k}_:o r“ Pii n 21 2.2y

en donde se define 1‘?1 = 0 para tode valor de I .

Do  acuerdo a lo viste en ol capitule anteriesr, la funcidn
generatriz de probabilidad de la sucesidédn de prababilidades de

transicién (PI >, es

J

< para s} v 1

De manera similar ce define la funcisn generatriz de probabkilidad
de la sucesien < r;‘J >
P

F_U(.'s)=}: ‘11,15 para |s| < 1
n=0

en donde f;.(j es la probabilidad de que, partiende del estado i,

la cadena visite por primera vez el eslado j en la k-ésima

transicidn, Partiendo de la siguiente propiedad:

a ' ©
i ACs) = a s ¥ Blz) =L b 3" .
k =

k=0 1
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ACSDBLs) =]

a b S €203

"Siahoraise fdentificinilas, ak,'s' con las f’;:{'s ¥ las b s con

las: Fh

ntonces comparande  1as ecuaciones C2 20y a3

Fra oL SR Y ST Ak rab, e raby,
sa. 6bL;eﬁe g 'L ; -
5 Ll ',_Fuc‘.‘? FLLC?,? = PLLC.S) -1 v para fsj <1
o bien ) .
P ,Csd = 1 - ) para- fsi <t
) 1- FLLCS)

Esto significa que basta conocer la  funcien generatriz de
probabilidad de la sucesidén de probabilidades de primer regreso
{'F:L} a un estado. para a partir de ella cbtener la funclédn
generatriz de probabilidad de las probabilidades de Lransiciédn
P> L

Un estado { es recurrent= zi. partiends la cadena de dichc estado,

la probabilidad de que regrese a &1 en algun momento, es 1, es
decir.
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w " . B
P I S S
=1 .

Un.  estado. { es transitorie. si, partiendo 1la cadena de. dicho

estado,. existe una probabilidad poslvt.iva de’que - -nuhca regrese’ a

él, en otros términos,

o TV

Una clase de eguivalencia € o <cinmplemente una clase J es

recurrente si todos los estades en dicha clase, lo son,

Un estade i es absorbenta =i P“ =1 . Esto signific: que si la

cadena llega a un estado absorbente., ya nunca cale de él.

Un estade absorbente es también recurrente, En el caso de estades
absorbentes las probabilidades de primera visita £e conocen como

probabilidades de absorcion.

Ejemplo:
1) Considérese una cadena de Markov con matriz de transicidn
(e} 1 2 3 4 5
[} 1 o o] [a] (o] 8}
1 1.4 L2 174 o] [s) o]
2 (o] 15 2.5 1.5 o 1.5
3 [&] (o] (o] 1.6 123 172
4 &) Q o] 12 Q 1s2
5] [} o] [+] 174 [¢] 34

para clasificar los estades e identificar las clases en la cadena,
se utiliza una matriz awdliar, anotando en ella "O" cuando no es

posible la transicidén y "+ cuando si lo es en 1 o maz pasos.
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U s wn+-.o

P e sy
B +
+
+
+
+
+

De aqui se observa lo siguiente:

Estados absorbentes: 0

Estados Recurrenles: 3,4,5

Estades Transitorios: 1.2

Clases cerradas e irreducibles: C‘= <oy Cz= {3.4,5>

d =max. e, d, <n =1 | P:i 50> = mix, e. d. € 1.2,3> =1
entances el periode de la cadena es 1, es decir, la cadena es

aperiodica.

23 Ejemplo de genética <continuad: Para clasificar los estades e
1dentificar las clases en la cadena, se utiliza la siguiente

matiiz auxaliar:

1 2 z 4 ) ]
1 f +Z +2 *-l *2 *2 +2
2 i +2 *1 _._1 +Z *1 + 2
3 + 1 +!. +l +1 +£ + 1
4 E *2 +2 1 _’.l +2 *t
5 o n 0 ? o
& l Q o 0 0 0 +

de ella se observa lo siguiente:

Estados absorbentes: S, ©

Estados recurrentes: 5, &

Estades transitories:1, 2, 3, 4

Clases cerradas e irreducibles: Cl =<5y, C2 =< 62

d =max. c. d. < n 21 | P > 0 >» =1 , entonces la cadena es

n
i4



aperiddica. .

De aqut se _de#prande que - lox’ descendie‘nt'es., tarde o tempranc

alcranzarérh los genes Lipo “AA ' © 8s1
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2.3 ALGUNOS RESULTADGS [MPORTANTES

Supéngase una Cadena de Markev con espacio de 'éstados S.y un
conjunto de estados tranzitorios T, Llamese M’ al tiempo gque pasa
la cadens en ostados transiteries. entonces
MYo= BN Cad
1T

en donde NiCm) es el numerc de veces que- la cadena pasa por el

estado 1 en un numoro infinito de pasos.
Asf, N = N' + 1 o3 el tiempo de absorcién.

El tiempo medio de abzorcidn de la cadena esta, por tanto,

deterninado por el valor esperado de N

mJ_ = tiempo medle de absorcisn. y §j estado transitoric. Los m's
3
se pueden calcular resolviendo 2l siguiente sistema de ecuacicnes
lineales:
= + .
m; 1 L Py, m . jeT
Si para una cadena irreducible existe un conjiunto de numercs .

tales que

12 L > 0 para tedo valor de I € S
0
2T . =1
izo b
o
BV, =y n P para todo wvalor de j
JoyTe b L

entonces se dice que € N > es la distribucidn estacionaria de la
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cadena.

TECREMA 2.2) St X es una cadena de Markov lr}edﬁclble, recurrente-
positiva y aperiddica. con distribucidn estacionarta {"‘nl paN
entonces .

_ n
no= lim Pn

[

Notese que si: i es un estado recurrente
m P, =on. . ‘ ’

ii i
el
Si it -es transitorie
n -
lim P“_ = 0
el
© n
pues T Fii S
nE g

CEsto impilca que una cadena nunca permanccers indefinidamente en
una clase transitoria, stne que siempre, en algun womento, pasara
a alguna clase recurrente sin regresar nuevamente a la

transitoriad.

Si i es recurrente y J transitoric

~ =
lim Pij = 0 .
N

vy, finalmente, si | , } son transiterios

Liwm 77 = 0.
i
laladit]

Ahera. . Qué ocurre cuando 1 es transitoric y j recurrente 7.

Si j pertenece a una clase recurrente C, la cadena serd absorvida
por €, con una prcbabilidad nlcc). en donde, si se denota por
nl(C) a'la probabilidad de absercién en el n-ésimo paso:

w
ndgy =3¢ n O

n
i L
n=4i
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¥ n':. ccy =¢ PU o
n e = n-y N > 2
np T3 E—r Py, e n
entonces: =
B l. N © :
mCC =t O+ n n“icca
1 L [y
b ® -
=nt coe T Pun“‘cw
n=2 jeT 3
“1 - ® n-1
=R O+ R PR 7T
+ jeT I =z !
=n* ¢ + ¢ P ntcc + n?Cl> s, 3
i ieT i i !

2t coO + R P, 1L
i jeT i !

Ejemplo: Sea X una cadena de Markovy con ecpacie de estados
S =9{1.,2,3) y matriz de transieidn

se puede observar facilmente que todos los estados son recurrentes
y aperiddices. e desea calcular la distribucic¢n estacionaria, es

decir, numeros o "z » T, que satisfagan
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Se tiene que : L
' nCoi3y
N, o

s L P P A B
", = n"cb,.'isj‘ T LRI > F R
SRS €0, BN e w0, 4D, Ky C0LBD L 2
51 se supbné 3 rr; = 6 Centonces m,= 7 : {de lLa ec, 15
R e S 4 =10 (de la ec. 2 .
Fara que ‘satisfagan ademas’
o
Ern = 1 .
i=g :

se dividen los valcres obtenidos para { n }31=1 entre 23. que es
la suma de 10, 7, ¥ 6, y entonces s¢ obliene gue

7= C Toeom, e > =C 6583 . 783, 1023 D
es la distribuelen estacienar{a de X.

Efemplo de gengtica {continual: Para cbtensr ahora la distribucidén
estacionaria de la cadena, se tiene:

T = n

1 3
o= n_s2 4 o 4 * n "4
2 2 3 %
LI = I SRS TR S T 2 S SR £ S 8§ S I Y £ s 0 <
3 1 2 3 + =3 L.
T o= AP - e " "4
< 3 < o
a, = n
E] L]
no= n
o <
Sean n = rn, = = 1-6 , enlonces:
Y ] =]
= 1.6
3
1 = 1/6
2
no= 1.8
<
¥y por lo tanto =18 .16, 16, 16, 1.8 , 16 > es la

distribucidén estacionaria de la cadena.
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CAPITULG TEIY

PRACESOS DE PAMIFICAGION UNIVARL ADOS

La teorfa de los Procezos de Ramificacidn, ‘desarrollada en los
altimos tlempes., ha sido utilizada en el estudio de fenémenos
genéticos, quimicoz y fisices, principalmente. Su : origen se
remonta al siglo XVIII cuando F. Galton y H. W. Watzon crean un

modele matematice CModelo de Galton-Watsond? para estudiar un

problema demografi- El caso mis. sencillo de los Procesos de

FPamificacién es &l univariado o con un solo tipo. en el que se
ES

analiza el <l reatle de uns poblacien bazandsce en urn

caracteristica conun 2 tedos los individuczs gue La integran,

El medels de Galton-Waltson también conocido como FProceso de

Galton-Watson, no obstante ser un caso particular de los Proces

de Ramuficaciodn, ha =ido fundamental para el dessarrollo tanto

3

Leorico come practico de 1l mizmoes, ¥ por ello ec indispensable
su estudic para la comprensién del comportamientoe de los casos

general es.

El objetive del presente capitulo =s presentar el Proceso de
Galton-VWatson uni variado, ¥ SUsS principales resul tados
caracteristicos, para lo cual ze divide en cuatre zeceisnes. En la
primera de ollas so hace un bosque)jo histérico del surgimiento del
Proceso de Galton-Watson;, en la segunda sSeccldn 3e formaliza la
definicién de dicho preocezse y s=se revisan  algunas  de  sus
caracteristicas como la distribucidn de probabilidad, la funciorn
generatriz de probabilidad, media y varianza. ¥ prebabilidad de
extincién  asecciada. En la tercera seceisdn Se AanAalt

comportamiento asintotico del proceso, y en la cuarta se preser

las probabilidades estacionarias del mismo asf{ como alg
propledades de ellas.



2L . -IMTRODUCCIOM HISTORICA DEL . PROCESO DE KG;‘-‘LTOH—W.—‘.TE'-LH.

El anAlisis matemitico del Process de Galton-Watscn se desarrollsd
mot.ivado. principalmente, por el desen de encenbrar una sclucisn

para un problema demografico cuonocido come Probklema de extincion

de familiaz: Durante mucho tiempe se ha chiervade la extincién de

famiilas notables, y gue apellidos gque en algun tiempo fueron muy
comunes., ahora son raros o© han desaparecido totalmente. Ze
hicieron wvarias conjeturas al respscto, entre ellas, dade gque =g
ha observado que la tendencia ez univercal, ze dJdedujo rapldaments,
como una erplicacisdn al fendmeno, que una evelusidn en bienestar
econdmico ¥ capacidad intelectual. ez necssariamente acompaifada

por  una o

sminuoidin en 1o "“fertilidad”., Zin  emnbarge, e ha
observado Lambi én que. por leyes de camblos naturales,
ontinuamente estan desapareciendo una gran preporcien de ramelisz,

le cual evidentemente significa gue., mientras =e descenczca

dicha proporcidn. no se puede afirmar que upa dismnusidén en 2l
numero de integrantes de wuna mizsma familia =Zea un signo  de

“fertilidad disminuida.

Alrededer de 1874. Francis Galten 3 H. W. Yatson, ze abocaron al
estudic del problema. Balton ne de acsuerde con la hipotesis de que
las familias distinguidas eran mis tendlentes a deziaparecer, optd
por estudiarla detorminando, primeransnt2, la probabilidad de gue
una familia ordinaria desaparezca, utilizande para ello datoz de
fertilidad de toda la poblacicn, ¥y zon ello planteo el preblema
asi: Sean Fo B P; , PZ s +.. las prcobabilidades de que un hombre
tenga O, 1, 2, ... hijos. retpectivamente, v que <adi uno de allos
tenga a =su wvez. iguales prebabilidades de tener hijos, 3y asi
sucesivamente., [ Cual es la probabllidad de que la descendencia de
hijos Cvarcnes) s extinga despues de r generacicnes 7. © mas

generalmente, ; Cual ez la probabilidad de un numero prefi jado de
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descendientes (varones2 en una gen2racilsn dada 7. La zoluzidn dada

por Watson estd bazada en estudioc subsecuentas, ¥y por desarrolles
puramente algebraicoz concluye., erréneamente, gque toda familia se
extinguira aun cuando su tamafic e Incremente de uma aeneracidan a
la siguiente. Separadamente, Galten en 1981, esztudid estadisticas
de las tasas reproductivaz de nobles ingleses concluyendo que un
factor en la disminucidn de dichas tazas ez la tendensia de loz
nebles a contraer matrimonio con herederas. Una hersdera gue
provieng de una familia sin hijoz Cvarones), deberia wesperar
tener, por herenciza, urna fertilidad menor que la ordinartia.
Galton y Watscen no llegarsn o uniy selucisn ¢arrecta para el
problema; no tud sinc hasta los affos 3C's que se presents la
primera determinacion corruecta ¥y completa de la probabilidad de
extincidn para el proceso de Galten-watson, y fué dada por J. FL
Steffensen (19230 - 1932}, Mas tarde, en 1G38B, =] misme problema
fué tratado por Kolmogorov, quien determind la forma asintdtica
de la probabilidad de que una familia continUe existliends un

numerc grande de generaciones.

El medelo matemitico de Galten y Watzon parece haber side clvidado
por muchos afios después de su creacion, puss el ciguiente estudio
conocido fué el de R, A, Fisher en 1882 y 1830, quien us¢ un
modelo idénticoe para estudiar la scobrevivencia de la progenie de
un gene mutante y lasg variaciones aleatorias en la frecuencia de
genes; en 1627, Haldane aplicd el madelo a la genética; La tdea de
Galton fu$ utiiizada por A. J. Lotka en 1931, quien tomd datos de
fertilidad americana para determinar la prebabilidad de extincion
de una linea de descendientes varones; en 1935, por Semenafl!l en
los fundamentos de su teoria de cadenas de reacciones quimicasz, y
en 1938 por ¥W. Shockley vy [f. R. Pierce, en el eostudico de la
multiplicacion de electrones en un dispositive de deteccién
electrédnica. Después de 1940 se incremento el interes en el models
por la analegla del compoertamiento de las familias con las cadenas

de reaccicnes y por el creciente interés general en las



aplicaciones de 1a Teorta de ta Probabilidad.

El modelo original del proceso de Galten-Watsen . no sole  esta
relacionado c<on diversasz lineas de desarrclle de los procesos
estocasticos como =i proceso de nacimishto-muerte., sino también
con trabajos de ecuacicnes I'unzionales e lteracidn de funclones y
con la Teoria de radiaciones césmicas. Sk bien algunos de loz
preoblemas mencionades han requerids ser estudiades por medio de
modelos maz elaboradoz, varioz de dichos modeloz se pueden
considerar como descendientes directos del proceso de

Salton-Watsen.

a2




Cenziderenze o

tipo. por ejiempla:

Laz © neuwrones. Un contunto
iniclal de objetos, llamado O-ésima generacién, producirg& nuevos
objetos los cuales a su vez geherardn a lot gque formarin la
segunda generacidn ¥ asi sucesivamente. La descripcion mis simple
del procesoe de Galton-Watson ez la siguiente: ESupdngase que se

desea conocer el tamalle de cada generacien sin importar cuando

nacid cada individuo. 3Se dencta por 20 . 2‘ ' Zz yv .. al numero
de Individuocs en la O-ésima, primera, <eginda,... generaciones
respectivamente (tambien se podrian interpretar 20 . Z‘ . ... comD

el tamalo de la poblacién en una sucesidon de puntos en el tLilemped.

Supdngase también que

13 Si el tamafic de la n-ésima generacidon es conacido. la ley de
probabilidad que gobierna a las sigurentes gensracziones, no
depende del tamafic de las generaciones antericres a la n~¢sima, es
decir, Zo B 2‘ ¢ .. forman una cadena de Markoy (Véaze capltule
11>,

2) Las probabillidades de transicion de la cadena no varlan con el

tiempo, ecto ez, el process es estaclonario TVer capftiule ID.

3) Diferentes objetos de una misna generacion, no interfieren
entre s{, esto es, el pumero de individuos que generen micmbros
distintos de unz Saneraclon, son variables aleatoriac

independientes.

4> 2° = 1, es decir., la poblacidn iniclal consta de un solo
indi viduo.
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Sean Z" el numerc de individuos en  la ri-ésima generacion
perténecientes a ur\'é mtsma poblaclon.o familial ZQ . Z‘ . Zz o
por su interpretacidn en el proceso, solo toman valeres entero:z
no-negativos ¥y forman la sucesion de wariables aleatorias en la

cadena de Markov.

La distribucién de probabilidad de 2‘ esths dessrita por la
igualdad:

PCZ, = k) =g, kom0 LB L
en donde p, no depende de n y representa la probabilidad de que
un  individuo de la n-ésima generaciédn tenga k hijos en la

generaclidédn n+l. Entonces:

T P, ~ 1.
e
y la distribucidn condicieonal de an dado Zn = k , por la
suposicién 3. es la suma de k variables aleatorias independientes
cada una de ellas distribuida come 2. 3Si Z = 0, Z tiene
1 ™ el

preobabilidad L de ser cero, cualquiera que sea el valor de n,

Se definen entonces las probablilidades de lranzicidén del Proceso
de Galton-Watsen como:
= 2z = = = LK) i . = . » . e
PiJ Pz =l | =z i, neo iy g ¢, 1, 2
y se pueden calcular de manera sencilla utilizando la funeidn
generatriz de probabilidad de Zn , la cual se puede obtener de

manera recurrente mediante el teorema que afirma que dicha

funclidn generatriz es el n-ealms licra-o f (=), es decir, que
n

£ Cs) =5 , (C=) = fC=ed, [ (3) = ¢Cf CsDD 1 n = 1,8,

o 1 net n

En consecuencia, f = f {f 1233 m,n = 0,1,2, . y on
men mon

particular T = f Cf{s))
net n

Este resultado se puede visualizar come sigue: 5i se dencta por

!‘m,Cs) a la funcidn generatriz de Zn . por la definicidédn de f(s3,
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se tiene :iue

en ,donde, si A S . ;{1' ez el numero de descendien@.esr del

i-ésimo elemento de 1a gefieracidn n, entonces AR R o T
Para una’ k tigar :
: = f_k ’ <=2
Lg‘\’icg)

“rgon’ ;ﬁqependl entes e-identicamente distribuidas.

FRECIEN SIS LI - 5

w .
f =) = PCzZ. = ) s?
el N+t
jzo
w o
=L ERZ =k PZ =4 | Z =k
jzok=o "
[+ ) w i
= R i = ? o= ki
kz;ocpcun L:iE°P<~m ifz, =xs’

Por C1) y (&) ®
=R PCZ = kIIPCsII" = ¢ CEesdd

k=0 " '
De la misma forma:
£ CfCsdd = ¢ CECfCsd3) = ¢ CrCECECsa33D
N {n-12 ({n-2)
= £CECEC L CECRCs22D L, .22 = £ Qs
N
n veces



es decir, la funcidn generatriz de. probabilidad de 2- es ‘el
n-ésimo ifterado de fUs)> (fnCs)).
Como Zl . 22 v 2r , son variables aleatorias, cada una de

ellaz tiene esperanza ¥y varlanza, y se puede encontrar para ellas,

una expresién general. $i se denota por m a ECZxJ y se parte de

que E(Zh) = f;_(i) b4 fnC1) = 1, es ficil concluir que
E-iZnD = mn. n=0,1, 2 .,. . Sl se denota por o° a la Var(ZAD. Yy
e sabe que VYar CZn) = f;CLJ + (‘l'_‘ClJ - [!‘;Cl)]z , ze deriva la
ecuacién (1) y ze obtiene
Amem 13 entemy . om o 1
VarCZ 3 =
'™
2
jal-4 voom =1

Ejempio l: Considérese un process de ramificacién con distribucién

de probabilidad de ZL
= & 1 - 1o
pk—2k+‘£(k L)-*Z(L 2
¥y funcldn generatriz de probabilidad
4

fCs) =

1
=
+

e
3]

U3 Lad

[y

Derivande esta fun<ion es pogible calcular el valor ezperade de
3‘. per lo tanto ’
£°C€1) = m = 374
o = Bzl - n® =116
es decir gque, la esperanza y la varianza de Zn son m” = (37437, ¥
VarCZn) = 1L 37407 (€3-407 - 13/ (€374 - 11,
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Ejemplao 2: Supdngase un procesc de ramificaciodn cen distribucisn



de probabllidad

e
- oo Yo - Y
13 1 2"’.. 3

I\
470

L
R ¥ o

y funcién ‘generatr.{.z de .pr'obabllldad

1 1 1 2
do= = L >
£Csd s rystr s
2
El valor esperadeo de Zl es m = 874 , y la varianza es ¢ = 11.-1€ ,
por lo tanto para Zn los valores ceorrespondientes son m o= CE-43T,

y VarCZ) = C1r/18<S0 54" - 11/ (¢S4 - 11

Antes de poder examinar con detalle las propiedades y el
comportamiento de este preceso, es necesaric clasificar los
aestados de la cadena. La naturaleza del espacic de estados y la

clasificacién dependen criticamente de la distribucion de los

descendientes {Pr>. El espacto de estadosn centendrs al estado
cero, el cual es ;m estade abzcrbente si es alcanzado, pues p0°=l.
En el caso especial en gquo Fy T A L, el espacio de estados se
reduce a S =<0, 1Y y a lo mids habrid un individuc en la n-eésima
generacidén., En particular cuando B, iy p, = O, se tlene gue .?.i
=1y Zn = O para mndl, per tanto, el estade 1 ez transitorioc y el
cero es alcanzado con probabilidad 1. Ei P, = o ¥y p, = 1,
entonces Z = 1 para tede n, el estad> i1 ez absorbente v el cero

n
nunca es alcanzado,

SLO<p°<1 conp1=1 - Py ehtonCESgn =1, ... . .'_N_‘=l.
Zn = 0 para n 2 N cuanda M es una variable aleatoris geométrica.

En este caso el estade 1 es transitorio y el eztade O es alcanzado

con probabilidad 1.

Observe también que si P,= O, entences la sucesidn I ) e
n
no-decreciente ¥y entoncesel estado cero nunca es alcanzado. En

este caso si O = P, =1 el espacio de estades es S = (0,1.8,...) y



todos los estados excepto el cero, .son transiterios.

S0 < P, < 'po * P, < 1, entonces los estades {, 2. 3, ... sen
todos Lrané;tarios con el estadc cero absorbente. De cualgquier
manera, el estado cero puede o no ser alcanzade y esta es la
pregunta que se gqulere considerar con mas detalle. En otras
palabras, empezande con Zu = 1, =2 quiere determinar bkajo que
condicicnes se extinguira la cadena de ramificacidn. es decir, la

probabilidad de que la cadena se aksorba en el estado cero.

Si se define extincidn como &l evento de que la sucestdn aleatoria

(Zn} consista de ceros excepto para un numero finito de valores de

n., como Z colo tema wvalores enteros positives, extincidn es
n

también el evento Zn — 0. Ademas también £e  tiene que

I

cor la definicidn de

PCZ =0 ZT=o0> =
n n

ret

Si se denota por g a dicha probabilidad, entonces g es la
prebabilidad de que a partir de una cierta generacion <nd, la
poblacidn o familia no tenga ningun elemento. Dependiendo del
valor de m, q sera 1 © menor que 1, como lo muestra el siguiente

tecrema. Si m £ 1, la familia seguramente desaparecsri.

TEOREMA 3.1: Si m = ECZ‘J £ 1. la probabilidad de extincidn g, es
uno. 31 m > 1, g es la unica solucidn no-negativa menor que uno,

de la ecuaclén s = fCsg),

02 <1, no= G, 1.,

n

0) £ ... 2 g=lim fnCO)

como f CQ) = £Cf COX)  y £ CO) = Ilim § €D} =g . se obliene
ney n n nel

DEMOSTRACION: Se sabe, por induczién, gue
Yy Se ha observado que Q= I‘DCO) = 1“’103 £f
que g = f(qd y 0 g £ L. Ei m £ 1 ., entonces fls) < 1 para
O =< s <1, yutilizands la ley de la media para expresar £023 on

teérminos de £C1), se tilene f(s)’» s, O £ s < 1. y g = 1.

48



Si m > 1, entonces f(s) < s cuande s < 1, pero £CO02 » Q. Por lo
tanto la ecuaclen g = 0s) tiend al menoz wuna solucion en =l
intervalo semiabierto (0,13, Si eristen dos soluciches, = ¥ ot

con O = s, < to < 1, el Lecrema de Rolle inmplica la emiztencia de

Eyn., sof.g’\to-‘.n’. 1, tales que £°C) = £'Inpd =1, lec cual
es imposible porque f es estrictamente cenvera. Ahcra, lim l‘hCO;\
noe puede ser unce pordque Cf (AJ) ez una sucesién no Jdecreciente,
n

bl

mientras que f lCO) = ff podria ser menor gue f 0} si
e n

n

fn(OJ fuera ligeramente mencr que 1. Por lo tante., q debke serla

unica solucidn de = = £{s) en [0.1).

Es importante ver que la =zucesidén (Zh} no permanece positiva y

acotada, sino que se va a infinito o a cero, y que cualquiera que

sea el valor finlto de m = E(Zi). e tiens qgue:
1im PCZn=kJ =0 , k=1, 2,
n-so

mas aun. Zn- ® con preobabilidad 1-g y a cero con probabilidad q.

Ejemplo 1 (continal: Para determinar la prchabilidad de sxtineion
del proceso. dado que m = 274 < 1 , el teorema 2.1 afirma gque

g =1

Ejemplo 2 Ccontinuad: En este case el valor obtenido para m es
574 > 1 , por lo tanto el teocrema 3.1, afirma gque la probabilidad

de extincidn asociada a este proceso es la unica solucion

no=-negativa y mencor gue 1 do la ccuacidn s < ({32, entonces,

q =12
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3.3 COMPORTAMIENTO - ASINTOTI O DE 2,

Para poder conocer  con mayer detalle el comportamiento del
proceso, es necesarlo estudiar la distribuctan limive de Zr‘ cruande
n es grande, ¥y el desarrolle de la sucesion aleatoria 21.22.....
pere en general no es posible obtenerla en forma explicita excepto
cuando m = 1, per le gue se intentarid analizar el comportamiento
de la distribucidén de En a través de la distribuciédn de una nueva
variable aleatoria Wn definida como Wh = Zn s on =0, 01, ... .

en donde m” es la esperanza de 2 .
n

Obsérvese que aplicando repetidamente el hecho de que

ECz |z =mz_ , n=0,1, ...
net " n
se cobtiene
g5z | zd=nZ . nk=0,1, 2
Nk ) n
y por lo tanto
ECW [ Wo =W, mk =0, 1, &,

nak ld n

y aplicande la expresidn para la varianza de Zn encontrada en la
seccidn 3.2, se llega a que =1 m > 1 v ECZf) < o, las wariables
aleatorias Wn convergen en medlia cuadratica a otra v.a. ¥, con
probabilidad 1. Ademas se Liene que ECW) =1, y

- ‘Iar(Z‘Q_

VarCW> >0

m® - m
De donde se desprende que

ECWS | W o) - (ECW [ W o01® oy 0

De acuerdo a estos resultados, es posible utilizar la distribucidén

de W para estudiar la de Zn cuando n es grande.

Si ze definen ahora las funcicnes generatrices de momentos de W v
n
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¥ respectivamente ‘coma’

8%
- . ny L e
. ° ka2l
y - ) o
sy = ECe™¥ | ReCsd 20,
y s KCW . = PCW £ W) es ladistribucién de oW, -Si. ademis. la

esperanza de Z‘ es mayor que 1| y la de 2: es finita, 'la funcidn
generatriz - de momentos ‘de mW. es’ .la  funcidn: generadora " de
probabilidad de Zn aplicada a-la fimcién generatriz de' momentos de

W, es decir, (5> satisface la relacion
pCmsd = fCplsdd , ReCs) 2. 07 , con p'CO) =1

y la funcidn eC-it) , - < ¢ 4 ¢ , es ' la unica funcidn
caracteri{stica que satistface dicha relacién, y corresponde a una

distribucion con primer meomento 1.

Un resultado importante es que si m > 1 y ECZf) < w o, la
distribucidn de FCW es abzsolutamente continua excepte para un
salto de magnitud g en u = 0. Ademas si la probabilidad de

extincién es mayor que ceroe y EC

> 1, entonces P(Zr = 0]

cuando n + ® . se puede delerminar con sslo conecer g v la funcisn

generatriz de probabilidad de ’:.P . o sigue:

£00> =g - dlftegdl” ¢ oClft @1

en donde d e< una constanle positiva. Empere, (. qué se puede hacer

cuando noe es posible conocer directamente la distribucien de Z 7
n

En 1938, Volmogoroy demeabrd gug i m = 1w £7°01) ¢ m , entonces

PCZn > 00 es, aproximadamente, 2 7 nf"{13, ¥ como

entonces



s  Cdando n -+ @,

Esto lleva a consluir gue i no es posible conecer directamente la

distribucidén de Z . se puede intentar aproximarla a través de la
n ;

distribucion condicional de 22 7 nf (1) dado Zn # O, utilizando

para ello el siguients teorema.

TEOREMA 2.2: Supdngase m =1 vy £"'C1) { » , entonces

22n - _ .mu
Itm PC TR > u ._.hafo) = e . u oz 0.

DEMOSTRACION: La funcién caracteristica de la variable aleatoria

EZn 7 nf"C{1y, dado que Zn =0 ., es
2iteonf moey
r Ce )y — 1 . .
’i’nCLJ = =¥ 00 + 1 o2 1, 8., =@, L4,
Sea I el intervalo cerrado [-LQ‘LOJ. excluyende el punto t = O,

donde t’o es un numero positive arbitrario. Si n es suficientemente
grande, entences utilizando un resultado que en este trabajo no se
menciona i se obtiene que pnCL) + 1-C1-4t), t &= I, v como LD es
arbitrario, qanct) debe converger para cada t. a 1-C1-iL), que es

la funcidn caractericstica de la distribucién evponencial.,

t LEMA: Suponga gque m = 1 y f£'"’C1) < w. Sea S el conjunto de

puntos s tales que Cad son interiores al circulo unitarie, o Cbd
estan en el segmento del circule unitarice 90 < arg s % 80,
excluyendo el punto ¢ = 1, donde Bu es un numero positive que se

especifica en la demostraciédn, Entonces

i L [2F S )
—— T —_—— < = -
{Zfces st ) + Ollog n D, s € €, n .
CVer demostracién en Harris. Theodore E., " The Theory of
Branching Processes " , Springer-Verlag . 1963.., p.20),

ar-4



3.4 ESTACIONARIDAD [E Z_

En 2.3 se definia la distribucidn estacionaria paraiuna cadena de

Markov como un conjunto de numer os L i= 0, 1, 2, ... caen
las siguientes caracteristicas:
> .

r!1 > 0 ;

w

rn =1, 3. ®

L=uo

@D
n =P ., i =0,1., 2 ....
Iogte b L

&1 se satisfacen las mismas caracteristicas ¢2.32, pero se permite
que la suma no necesariamente sea finita, se dice que el conjunto

de n, @S una medida estacionaria de la cadena de Markow.

Come ya Se menciond, el Proseso de Galton-Watson es un caso
particular de Procesos Markovianos, entonces si (F’l ') es la matriz
de transicion para ddiche procese., v =i O ¢ By {1 . ewisten
ndameros no-negativos L L todwus cere, que sabisfacen
las ecuaciones

©

L =.E nJP)L . Lt =0, 1. 8, ...
j=o

Eni = m

llamados medida estacionaria para el Proceso de Galton-¥Watson, y

la funcidén generatriz

es analitica para ]s] < q , donde g es la probabilidad de



extincioén, y satisface la ecuacion
sy =1 + 1<), ls‘ L C3.4>

Cconocida como ecuacidn de Abell supeniendo que los numeros n

estan multiplicados por un faclor constante, de tal forma que

ICECOd) = 1 . Si se toma MCs) como la funcion 2R(sI-C7C1)  cuands

m =1 , para i grande las LA tienen la forma
b= 2 £reeLd 1 1
= S~ - T STy —_
my w1y Tt 3 TTr1aa?? Tt ele
St Py >0 . m =1y [ IR YT, e T, e con una medida
N i
estacionoria, del preceso, la serie r(s) = ¥ 1.5 converge para

i
[s[ < 1. Ei ahora se normaliza de tal forma que r(£fC03) = 1, se
tiene que T satisface la ecuacidn (3.4) para ]s| < 1 vy las Ti
satisfacen que

o

1 =
Hm = Loy = Foeqs
neso i=2

= econ 1T

1 reemplazada por T

1

sS4



CAPITULO IV

ALGUNAS APLICACIONES A LOS PROCEZCS DE MARKOV Y DE: RAMIFICACION

En muchas ocasiones para analizar el comportamienta de algunes
fendmencs e necesaric hacer wuso de madelos gque permitan la
representacién de los mizmos. En la aclualidad exdsten modelos de
Ledo tipe que permiten amalizar fendmencs Econdmizes, Biolegices,
Fisicos, etc. Muchos de estos modslas utilizan Procesos de Markov
© algunc de sus casos especliales, comd marce teorlco. pues Jgran
parte de los problemas que se plantean diariamente dependen del
tienmpo © de algin otro parametro gue ¢ pueda manejar <e manera

similar,

En el cazo de los Procescos de Ramificacién, no obstante lo
reclente de cu desarrolle. ewiztien ya aplicaciones muy cencretas a
cuastiones practicas, algunas de laszs cuales se presentan en este

capltulo.

£l objetivo de esta parte del trabajo es mostrar, a travées de la
presentacidn de algunos modelos de problemas pricticcz Jdiversas
areas, que tanto los Przcezos de Marke en general v los de
Ramiflecacidn en particular,no son zolamente una parte mis de La
teorlta de la probabilidad, sino gue constituyen una herramienta
inportante para la selucién de una gran varledad do problemas
reales. Para lograrle, se ha dividido =l capltuleo en ceis
secclones cada una de las cuales presenta algun  problema
especifico ¥y =1 modelo gue usualmente ce Jtiliza para resolverlo,

asi como su relacion con log procesos mencionadeos.



4.1 CAMINATAS ALEATORIAS.”

Considérese una camimata aleateria que se mueve en una linea vy
tiene estados O, 1, ... . n . La caminata tiene probabilidades p
de moverse hacia la derecha (de i a i+1) y g d# movers= hacia la
izquierda ¢ de i a 1-12, para estades I =1, 2, ... n-}1 , y los
estados O y n son abscorkhentez. La matriz de probabilidades de

transiclidn ascciada al proceso (P) se puede expresar de la forma

en donde 1 es la matriz identidad; Q ez la matriz de
probabilidades de transicion ontre estades iransitories, y R
muestra las probabilidades de transicién de los  estados
transitorios a los absorbentes. Se definen una matriz fundamental
N como N = ¢I - o™ cuyas entradas n. corresponden al nimerc
total de veces gue el procese estd en sa].J estado tranz=itorio j, vy
la matriz B = HNPR, que bLiene comoc componentes bi: a las
probabilidades de que, habiende iniciade el procesc en un estado

transitorio i, termine en uno absorbente j.

Elomple: Si se toma n = 5 y p = 23, se tiene gque la matriz de
probabilidades de transicidn es la sigulente:

0 5 1 2 3 1
o[ t o 0 o ) 0
5| o 1 o o o o

g Lt {13 o o a3 o 0
2| o o 1,2 0 223 0
3| o o 6 1,3 o 2.3
4 o a3 o o 1.3 0
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La matriz que muestra el numero dé ‘reces que, en promedio, estara .

el process en un estade transitorin. determinado . antes .de ser

absorbido es

4550487 38
N = 1em- |3 088 B4
- 27 A ;
3 g rart 48

la matriz de probabilldadés de a.bsorciOn cuando el proceso empieza
en un estado transitorio se denota como:B vy cus entradas b“ son

o 5
15 16 )1

p=1ma | 7 e |2
2 2z | 3

1 3 )4

., Este tipo de caminatas aleatorias es frecuentemente conoccido como
el * problema de la ruina del Jugador . En ¢l <o plensa en dos
personas que juegan un cierto juego repetidamente. teniendo, el
Jugader A, una probabilidad p de ganar., un capital criginal de i
pesos mientras que el de su oponente es n-i. Supdngase que se
Juega 1 peso en cada juego. Entoncec la forituna de A se comporta
de acuerdo a una caminata aleatoria come la descrita
anteriormente, La absoresiéen en n zignifica gque A tarmina tenlends
tode el dinerco, mientras que la abzcrcioen en O indica que A ha
sido arruinado., Si p = 12 la probabilidad de ruina es la fraccion
de las dos fortunas gque prosee el oponente. Pero si el jugador A
tiene alguna ventaja en el juege tendrh una buena opartunidad de
ganar aun cuandc su oponente tenga un capital mucho maveor rues ol

suyo.

0
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4.2 EL MOCELO DE PIFUSION’CE: EHREHFEST

El medelo de difuzisn de Erhenfest es un modelo muy simple de

contenide en un

mecanica estadistiza en ol que ze censidera un gas
volumen divido en doz regiones A y B, separadas por una membrana
permeable. Supdngaze que el gas Liene = moléculaz, y que a cada
instante una de las =z moléculaz ec elegida al azar y movida a la
otra region. Se desea conccer de que manera cambla la compesian de
las dos regicnes. en el tiempo. por ejemplo si se inicia con todas
laz moléculas en una mizma regidn, cuinto tiempe en promedio
pasard para gue se encuentren la mitad de las moléculas en cada
regién 7, La respuesta ze puede encontrar utilizando los métodos

de Cadenas de Markow.

Una Cadena de Markov se puede formar suponiendo en principio que
las moléculas son identificabkles, Considérense como estados un
vector y = Cx‘. My e s xs) donde :f.] es Jio 3L Lla j-4sima
molécula esté en la regién A, y c<ereo en otro caso. Entonces,
conociendo loz estados se puede saber la composicien de A y da
B. Hay 2® estados. Yy s=e puede cambiar de estado cambiando,
simplemente, alguna de las coordenadas de y. De py &l preceso se
puede mover a cualqulera de = estados., y cada transicion ccurre
con probabilidad 1-5. Se puede pasar de un estado a otro en una
sucesién de pasos, pero para regresar al mlsme estadeo el numero
de pasos tiene que ser par, incluyende el des, por lo que el
periodo de la cadena es dos. En general para una cadena ¢on s
estados, el tiempo promedio de retorno a un estado sera 2° v el
tienpo promedioc en un estado & entre ocurrencias de un estado p.
es une. Se pusde calaeniar el tienpo promedio que toma ir de un
o

(m 2> como

estado a ot
ado r '

S8



, Ty
en donde Q° =2 , L= 0. 1. s

este lipo de cadenaz se conoze como cadena microscopisa, yoa
partir de ella se puede cblener una cadena macroscdpica juntando
todos los estados con . el mismo numero.de -maléculas en la:regidn
A. Los estados de la nueva cadena :aerén.Vo.‘ V‘. PP Y‘ » -y cada
Vi es el conjunto de todeoz les est.ado; del proceszo microscédpica
con i moléculas en la regidn A, y las  probabilidades de
transicion sen :

=1 - 7’

pl ot _
Pig-y = 17
Py = 0 en cualguier otro case.

Este nuevo proceso también tiene periodo doz.



4.3 TEORIA DEL- APEVEHDI ZRJE.

Existen varios modelos para estudiar el aprendizaje. ¥y unc de
ellos @5 un modele deszarrollades por W, D Estes. Un caso
especial y relativamente simple es el el siguiente: En un
evperimente tipico, un individue sze sitda frente a un par de
se le pide que adirine cual de las luces se encenderi en

la izquierda o la derecha, tiens oe

respuestas pesiblez. Se dencla por "‘o a quierda’

¥y por A1 a la M"derecha”., v si Eu significa envender la juz
lzquierda. v EZ1 ensender la derecha, cuande =21 =

<perimentador

enciende algu de las lucec guards tante la rezpuesta A come la

acelan E, y repite el procedimiente un numere garande de veces, La
teoria intenta predecir ol como camblarin en el large plazo las
respuestas del individuz., para wn  compertamtentce dado del

experimentador.

n

En un gran numero de experimentcs el experimentador elegirs su
acclones con probabilidades fijas, dependiendo solamentz de la
accion del individuo. Dichas probabilidades pueden estar dadas

per la siguiente matriz:

es decir, una respuesta “izguiesrda"” (AOJ es refeorzada encendiende

en 2Lro Casd la Luz

la luz izquierda (Eo) con prebabilidad §-

o
b
o
O
a

ta "derecha™ es reforza

derecha es encendida. Una rezpu
probabilidad 1-w. Tanto v como W 3on numercs entre cero y uno.

se mantienen rijes durante todo el =uperimento.

El medelo supone que el indi tiene wun cierto numere =

EOQ



‘conectado en. cada etapa a una de ‘las ‘dos respuestas” posibles’ A-,

desconocide de elementos estimulantes cada une de los cuales es
- 1
y las coneccicnes ‘originales son desconccidas, Los supuestos,

entaonces, son los siguientes:

1> ELl individue muestreaa un subcenjunto de elementos
estimulantes, por medio de un proceso de ensayes {ndependientes,
en el cual cualquiera de los estimules es muestreado con

probabilidad ¢t © no muestreado con probabilidad 1-t.

2) St en el conjunto muestireado hay k estimulos conectados a Ao Y
1l a Ax' el individuo recponde A‘ con probabilidad 1 -Ck+l). Cuando
ninguno de leos estimulos es nuestreade se  supene gque  la
probabilidad de A ms la misma que =i todos leos estimulos

hubieran sido nuestreados.

3D S el evperiment ador ejecuta ED . cualquier elemento
estimulante gue habla &ldo conectada previamente a A‘ ¥ gue habla
sidc muestreads Jjusto antes por el individuo., es reconectadoc a
Ao' Igualmente. despugs de E‘. todos los estimulos nuestreados

con conectados a A‘.

El modelo se puede representar como una cadena de Markov con
Cs+12 estados, en donde el estade s, ocurre cuando exactamente |
estimulos estan conectados a AL e i =0, 1. ... , s. Tedas las
cantidades de interés dependen solamente de cuantas estimulos
estin conectados ¥y de que manera., por lo que son funciomnes de la

cadena. Por ejenplo, la probabilidad de la aceidn A1 del estado

5,4 se obtiene como sigue:
bl s - i
PLA] = r [F (RIS R L S ST L
17 k 1 m <
L=zo l=0

k.l no omboes coero

dende k es el numero de estimulos muestreados de entre aquellos



conectados “con 'Au. 1 . de lw»s conectadss con A‘. mo= k+l,  y el
altimo términe proviene de la suposicion hecha en el‘caso 2n. que
ningtn estimulo es muestreado. £i se reescribe ta suma en

términos de m, se llega a que ez igual a L7353,

Para construir la matriz de transfcién P se deben considerari las
cuatro posibilidades: de combinaciones de A's @y, E",s. LAl
combi hacién de A‘ Y Eo. con una transicidn de si Ja Jsj ,t.i.ene‘

probabilidades wX, donde

ot T e
s—i i L-jrk _ s-drj-k . i-1 " : .
T l(zo[ k ][1-.:]'* (- LU i st

O . i e SA 20

mientras que la transiciéon hacia’ atras dé‘;si ,al,sj'. por ‘medic de

la combinacidén ALY EO tiene probabilidades: ¢1~v)(Y-X). donde

[1i ]ti'jtl-t.)‘i s €4

Yi; = -
! o sf § 51
st 1d SR * o= tonce
se considera x, =~ T %, . . v YT Yy entonces
™ y' cL-wcy® - X% representan las prcobabilidades de
transicidn hacla adelante, por lo que
PaveX »x -1 +wex +x% - ¥ o+ or o+ ¥ - cx o+ ™

+ (v + w - 13C1 - t3°1
en donde el Llérmino final representa los casos &n que ningtn
elemento estimulante es muestroado. los cuales no fueron

incluidos en los dos términos anteriores.

Los valores de v y w deteminan la naturaleza de la cadena de

Markov, as{ si alguno de ellos e ceoro ze Liene una cadena con un

ez



estade absarbente, .y sS: ambos sui cers e ienen  dos sslades
absorbentes., Se prueba que " la prebabilidad limite de  una
respixés‘.a A‘ es vlv+wl, ¥y es igual 2 la probabilidad limite de
una acclén E‘ del ewxperimentador. B3 importante recalcar que =i
individuo no maximiza el numero de respuectas correctas, sin
embarge si brinda un egquilibrio en el cual ¢l estd respondiende
"derecha™ con la misma frecuencia con la que la luz derecha se
esta  encendiendo. Como wrlv+w) es el numerc promedio de

respuestas A’ por ensayeo en equilibric. vy come 175 es el numero

promedio de ocurrenclaz del estade s el vector

da la desviacién entre el numero promedic de respuestas A‘ an un
estado dade y en equilibrio. la desviacidn total del equilibrio

2l wveotoar de decwviacien @0 por lo tanto. la

es proparcis
desviacién total puede ser grande debido a i<z =i el estade
inicial ests lejos del equilibrio vwAv+wd), o bien debide a que t

‘sea pequefia.

Considérese el caso de una cadena con un sole estado absorbente en
L = 0, es decir, v = O y w > O. En este casoc el Individuo esta
siendo condicionadeo a dar respueslas Ao. Si regponde Ao. la
respuestla es reforzada siempro, pero =i responde A‘ también es
reforzada ocasionalmente, con probabilidad 1-w. Si se denota por v
al wvector y sin su primera componente, ¥y N = (I-QD., entonces Nr_es
el nimero total de respueztas incerrectas o Al, que para un estado
lnicial s, e l/wt-L-s, Entonces puede haber un gran numero de
errores debide a tres razones: La f{raccldn i.’2 de olomentas
estimulantes gue necesitaban  recondicionamiente fue alto  al
principio; el parametro de aprendizaje L es bajo; o w es pesquefio,

es decir, una respussta A1 es reforzada frecuentemente.

En wcasiones «2 razonable suponer que los elementos estimulantes

53



fueron crigxnalmente' conectados ‘aleatorianmente, le sual

proporciena  un  vector ‘de | probabllidades  inifciales T cuya

Por o gque la media del niumero total de respussztas insorrectas es

exprecidn es:

i (A, = A
wt wt 100 T 2

En el caco de que v = w = 0, donde cada accien del individuo es
reforzada, existen dos #stadss absorbentes €4 = 0 , & = 83 ¥ la

preguntia mas interesante es =i el individuo termina siendo

condicionade a una respuesta AD =] A‘. En ezte cazxe Py = p, pero p
tiene una componente O para Sar ¥ 1 para LI rer tantoe p es la
prebablilidad de absercisn en sn. ¥y la probabilidad de que sea
completamente condicionado a respuestas Ax es lgual a la fraccidn

de elementos estlimtlantes conectades originalmente a A{

B4



4.4 EL MORELO ABLERTQDE LEONTIEF..

En uh "r\nevdel_a d"e: iﬁﬁu)nr:*pr‘:ducv.c, de Leontiel . censiderese una

economtaen

cdonde. “Rav rUirdustrias., ¥ supsngsse gue.  cada
=

.lnjdu-s'.x"i‘,a px-}_‘duce @ s as
que . los . factores naturales de produzcion come son. la tierra,
minerales, etc., son libres y no influven en el costo final de leos
bienes. En general las industriaz estin interconectadas en el
csentide de que rcada una debe comprar una cierta cantidad {positiva
o cerod de los productos de las demds para gque furncione su
industria. Se definiran los cceficlenles fLecnoldgices comne sigue:
qi) es la cantidad del producto de la industria j gue debe ser
adquirido por la industria { para gque pueda producir un pezc de
sus propiez bienes. Sea Q una matriz de rxr con entradas q“. E<
facil ver que la suma de q‘.‘; para i fijo., da el wvalor total de los
insumes que necesita ia industria i para producir $1 de suz

prepios bilenes. ZU la industir:a 1 es producttiva o por lo menos

sale sin ganar niy perder, dic suma debe =&r menor o igual que el

valor de sus productos. es decir, gy, M9, e vy < 1. e dira que
r

la empresa ez reptable si esurre la desigualdad estricta, y =1

ocurre la igualdad e dirid que 2s infructucsa. Se supondra gue

todags las empreszas zon prod o infructuas . descartands la

posibilidad de que alguna 2ea improductiwva.

Sea x, el valor monetario de la produccidn de la ({ndustiria L. ¥

i
7= C.‘cl. My o x!) el vector renglen de producciones. CTomo la
industria : necesita una cantidad *9, de la produccién de la
i
fndustrias §, el wveoiler Jde lusunos requeridos por las i1ndustrias

es 1Q, y su Jjmesima componente es el valor total de la producsicn
que debe tener la industria | para  satisfacer la demanda

interindustrial de su producto.

G5



CSupdnga que la economla regquiers para Sonsumo una- cantidad <y Jdel
rodicte dela induztria 1. Zesx p = 0.0
P Loy

L. e M el veotor
. r -
de’ consume, se necesita gue p = O, La necesidad. de gue el veotor

de- produccidn. de la economia  sea ajustado para que tanto Lag
necesidades interindustriales como las necesidades de consume sean
satizfechas es facil de escribir en forma vedtorial coma

: o= A vy,

es decir,

] Al - =y

que. ‘es un sistema de r  ecuaciones con r incdgnitas que tiene
soluclén solo £i I-Q tlene inversa. Mas aun, lasz soluciones seran
fno-negatlvas para cada ) si -y solo 'si: Ci—Q}" tiene todas" sus

cpipponehtvés no-negativas.

El' problema se puede sclucisnar uiilizando para, ello - la caden

Markov asociada a un modelo de {insiumo-producto la cual tiens

si éﬁi entes propiedades:

1) -Los estades =on los r  procescs ,,del_.modelc. maz - un estado

absorbente adicional s . llamado estade banca.

2) La matriz de transicion P esti:definida como:

puu:‘l .
VPOJ..=O‘ . ) J 9
pL’=qij i,i>Y 0
: T

Pio =+ "L 9, tr 0

i=1

Intuitivamente, significa que si la itndustria i recib2 un peso

I

para para sSu use. lo debe gastar en comprar p“ a la industiria

3
El resto del pesz, 31 gqueda, es v, la cantidad P, @S la
ganancia, y ¢ debe pensar que estd siendo depesitada en un banzo
Ll hechc

significa que e! bHanco obtiense dinerc pers> no lo gaszta, S1 Q

gque &l estado banca @3 un estado aksorkbente, Lo cual




saztisface las condicicnes 1) 3 2}, y la cadena de Markov tiens
como. unico estado absorbente a S, en‘.énc‘_es CI—QD—‘ = N existe ¥y
es no-negativa, por. lo tanto n = » N ‘es la solucion deseada. En

1

otro caso (1= que da ¢l numere promedic de tiempo en varios

estados antes de gque alcance I poedria ne exiztir.

Una sencilla interpretac:dn sconémica de o3te resultade indica que
dado que debe ser posible alcanzar el estado banca a partir de
cualquier estade, ¥y gue sclamente una induztria productiva puesde
alcanzar dicho estado dirsctamente, una industria infructucsa debe
alcanzar el estado banca a traves de una productiva. Por lo tante
la condicton establece que cada una de las industrias debe ser

productiva o depender de una que lo sea. Ei esta condicién ne ez

satisfecha, wntonces eronsmia no puede abastocer  lodas  las
demandas posibles.
Considérese el caso general en gue la condicidn es violada. La

cadena de Markov asociada ne es una cadena abzorbente con un solo
estado absorbente., Estoe ifmplica que exisie un conjunte cerrado de

estados, distinto de (:Q). de industrias que ne sen productivas y

o

que no dependen de ninguna {rdustria fuera de Al
la submatriz de dichas industrias. entoncecs QW = f (F 2z un vector
columna c<on todas sus entradas 1), por l¢ tanto no puede

satisfacer demandas e:xternaz, y entonces la «economia no puede

cumplir los requerimiantoas de bienes producido por @2as

industrias, ¥ agquellsz cuya produccidn requlera materias primas de

o modAr A
= = podrar

estas indusiriac 4:

e asuwdind sty adus,  pues estas
actuarian comngo demandasz externas al grupe cerrado de {ndustrias.

As{, si se retiran de la econonla este grupe cerrado de industrias
Czi

laz restantes

improductivas v toda=z las gque dependen de ell
las hayd podran cumplir los requerimientos. ¥ satistacer demandas
arbitrarias, Para detectar que indystrias pueden soportar una
demanda, se utiliza el siguiente algoritmo de clasificacion de

estados:



13 Pevize que todes los. renglones de-la matriz, Q corbespondan a
indusztrias que ‘sean productivas, es decir que cada renglén sums

uno. y marguslos.

E2 Revize laz columnaz gue tiepnen los mizmss indices que 1os
renglones marcadas y chegue, e&n esas columnaz, loz renglones que

t{ene entradas positivas.

3) Repita C2) hasta que no produzca nuevos renglones. Entonces

pueden ocurrir cualquiera de las siguientes posibilidades:

a) Todos leos renglones estan marcados, ‘en cuye caso la cadena de
Markov asociada tiene a s, como unicec estade absorbente, ¥
c-nogativa puede fer reclbida.

entonces cualguier demanda n
b) No Lodoz les renglenes estan marcados. En este case dichos
renglones <orrespenden al grupe cerrado mamximal de empresas
improductivas. Todos los estados que dependen de estas industrias
Se pueden encontrar qultando las marcasz puestas previamente vy

aplicande (2) repetidamente.

Las industrias que ne puedan recibir demanda extericor forman un
segmento completamente inutil de la economia, por ello, ce

supondra que han side borradas, y por lo tanto CI—Q:"1 existe.

Efemplo: Supénga que los coeficlentes tecnolégices para seis

Industrias estan dados por

102 0 174 0 o 0
174 tca 104 ) o o
Q- |1 0 12 ) 0
o 0 2 108 34 O
0 0 a 1 o 0
o] 1.4 o 1.-4 o 174



y pur tanto

1 [} ) [} o o) fa) s,

FRET S -] 5] 14 Q [ Q .

1/ Led 104 140 o o) 2

P = o] L2’ 0 12 .0 o} o 5
o -0 0 [} 14 7034 o} .

0 [¢] Q 0 1 o) Q 5

124 s} 1.4 o L4 0. 174 ) =

De la matriz P se puede ver directamente qué existen gnicamente
= strias iva ] =, 8, 3 = =3
trez industrias productivas que son . *'2 y s 8y s, son
improductivas y no dependen de ninguna industria proeductiva,
mientras gque S5 depende de ellaz, por lo que estas  itres

industrias deben ser borradaz. Ast, la matriz de transicion es

1 o] o (8] S,
p= | 174 12 2} 14 s
1-4 1rd 14 174 Sz
&} 1.2 [¢] 12 =
E]
Y
4 o] 2
N = 83 43 2 .
4 Q 4
EnLonces, si se supone ; = C1.2,23, entconces so deberan preodusic

i N = (20,4,18> unidades por c¢ada una de las industrias, teniéndose

una produccién total de 40 pesos.



La teoria de colas es un area de la Investigacidn do SreEn
que se ha desarrolladoe para analizar y planear el comportamiento
de las lineas de espera en cualquier industrla, buscande siempre
optimizar la utilizactén de les recursos y los resultados de la
mizma. Como es de esperarce. aun cuandce se cusnta con distintos
modelos de colas., todes tienen una estructura comlr, dentro de la
cual estan las variables de decisi®dn que considera ciendo las
principales las sigulentes: el numere () de cervidores en una
oficina de servicio; la eficlencia de cada servidor Cud; el nimero

de oflcinas de servicio y zu localizacion; el wvalor esperado del

costo de proveer el servicio en un sistema de cola CECSD)Y, que es
una tasa de costo con dimensiones pesozstiempe; el valor esperado
del coste asociade con lo: clientes que estan en el sistema de
cola CECWCI); y ECTC) el valor ecperade del cozto total, en donde
este es la suma de los valores esperades de coste de servicis vy

costo de espera. es decir, ECTC) = ECSC + ECWC).

Si se =supone gque el costo de ecpera on cualguier momento
particular depende de cuantos clientes estan en el sistema,

entonces

ECWCY =

n

WM E

glndP_
1
dende gln) es la tasa de ceste cuando hay n clientez en el
sistema, ¥y Ph son lag probabilidades de recurrencia. Ez decir, que
el costue promedic de espera es proporcional al ndmerc promedio de

clientes en el sistema.

Sea Cv ia tasa de costo por individuo en el sistema, entonses se
tiene que



.Zi’ ge 'zupone ahora gque el costo de espaéra para un individuc es
una funcidn del tiempo que permanece en el sistema, ) ge detinen
T = 1a variable aleatoria que denota el liempe en. el siztema,

hCT? = funcidn de cosno‘ para un cliente en el siztema,

fTL‘w) = funcidén de densidad de probabilidad del tiempo,

entonces.

ECHCTRY = J‘: nCwWIF_Cudduw

pero como este. valor esperade ez un costo mis due una. taza de

costo, la tasa ECWC) gse obtiere ceme
ECWCY = AEChCTI)?

donde X es la tasa de llegadas de clientes al sistema cuando se
supane que los tiempoz entre llegadaz son variablez aleatorias

positivas, independientes e idénticamente distribuidas.

Es importante haecer notar que la longitud de 12 cola al momento t
forma una cadena de Markowv irreducikble vy aperiddica, v por tante
su distribucisdn 1imite es independiente de la distribucien

tnicial ¥y si ademis =3 estaciconaria. con X < p =2 tisne gue o=l

tamafic promed:o de la cola

la distribucion del tiemps de Selvicto.

El tiempo virtual de espera en el instante t, esz el tiemps gue un
cliente deberd esperar st 2l se incorpora a la cola en el
instante t. =i el procesc es estacionarie, es decir, =1 A ¢ 4

evicete su distribucidn limite v e



w | 1 -2e
Hm $Ctosd = Wi = m
t +0

y si A 2 i entonces W*ij = 0 parz teda

Por lo tanto si el procesco ez westacionario, el tiempoe promedio de

espera de un cliente es A~  ulx+ud,
Cuando el costo de espera es una funcidén lineal del tiempe de
permanencia en el sistema, el costo promedio de espera es, otra

vez, proporcional al nYmero promedio en el sistema. Esto es,

h<TD

T

v

ECWC) = 2ECRCT) = ).CV‘.-'I =CL

donde Cu es la tasa del costo de espera para un individuo en el

sistema.

Para determinar el numero de servidores gue debe haber en el
sistema si se supene que cada servidor tiene un costo de C, ¥ que
los tiempos de servicio son variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas e independientes de los tiempos de

llegadas, el modelo indica que, si s es entera
ECTCY = s¢, ECWCY

Supeniendoe un sistema con tasas de llegada vy servicio por canal
constantes. Ademas si el nGmero de servidores crece, el ntmero

promedic y el tiempo en el sistema decrecen.

Para un sistema c¢on poblacidén ¥ cola infinitas, el valor minime de
s es dgual al mecnor entere mayor que Afp , mientras que para unc

finito el minimo de s es 1.

~3
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Para deter_mlnar el n',';mer:f de. serwyderes vy la ceficrencla del

servicio, éupcngase qu2 hay - wvarios tipos altecnativos de

Servidores con -diferentes eflciencias nmedidas por la tasza de

servicio u. El ﬁrublema es escoger el tipo de servidorez vy el’

nimero s de ellos. El coste para cada servidor es una funcién de
M. fCud . El models de costo es entonces

ECTCS = s £Cwd + ECWCD

¥ la soluciédn se encuentra determinande el wvalor dptime de ¢ para
cada alternativa y seleccionando la alternmativa con menor costo

total.

S lo que se desea determinar aheora ez =21 numero de oficinas de
servicic que debe haber en el sistema, se ubiliza una tasa de
llegadas al sistema que se considera dividiendo el numerc de
clientes que llegan al sistema entre el numero de oficinas de
servicio. St AP es la tasa de llegadas para la poblacien ¥y n es el

namere de oficinas. la tasa de llegadas en cualquiera de ollas es

Supdngase que hay un casto i jo C( de establecer una oficina y un
costo variable C5 por servidor. entences <l costo total del
sistema de oficinas es

ECTGY = n (C( + 3C= + ECWCY ]
donde ECWC) ez el cozto promedio de ezpera en cada ofietma. La
solucidn a este modelo slempre resultard en una sela oficina. por

elle muchos sistemas de cola reales Livnen une swla wula,

Ejemplo: Se han disefado doz alternativaz para una oficina de
Servicio de un sistema de cola finita. La alternativa A tiene un
solo servider ¥y la B doz. El coste de la oficina de zZervicio tiene

dos partes: un costo fljo de $  S0,000 por afio Yy gue as

~
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indepandiente del numero de servidores; y uno variable de % 30,000
por servidor por afo. Una simulacidn moztrd que,con la alfernativa
A el 10% de 1oz clientez abandecna el <sistema de. cola. por
encontrarlo lleno, ¥ con la B solamente lo hacen un 5% de los
mismos. La tasa de llegadas al sistema (incluyendo a2 los gue se

van) es 1500 clientes por afio.

La adminstracidén ha determinado que, el que un cliente abandone el
sistema, le cuesta a la compafita § 1900 en pérdida de utilidades, vy
que el costo de que una persona espere en 2i sistema es § 20 por

hera., por cliente en e! sistema.

El problema ec determinar cual de loz dos sistemas alternalivos
minimiza el costo total. Supdngase para ello que un allo tiene 2000

horas.

Para resol ver el problema se realiza una simulacioén del
comportamento de cada une de los sictemas A v B, vy los resultades
se presentan en las figuras 4.1 ¥y 4.2 rezpectivaments, Se calculan
los costos para cada alternativa y se comparan en busca del mencr

de ellos.

Asi el costo para el caso de un soio servidor Calternativa A) se
abtiene como sigue:

A partir de la simulacidén para la alternativa A se tiene

L = 1.876918

c =20

v

y como ECWCY> = C L , entoncez ECWD) = 37, 53B2 v la tasa promedio

de llegadasz es . 7O0ZL0864
Si el 10X de los elientes abandenan 2l szistema ¥ cada une tiene un

costo de $ 100 , entonce:z el costo de los gue abandonan el zistema

es C.070210643C100) = 7.021084

T4
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El hechs: de-que el doste:fi)o gea § 80,000 bcr'aiia_'kes eguivalente
a un'co"slorde % 25 por hora, . y-2l sostc variabis de § 30,000 par
afici equlvale 2 $15 por, hora, Por lo tinto.

ECTCY = 28 % 7,081084. + 15+ 37.5383 = 84, 550364

Cuando seconsideran dos:-'servidoreés el . resultade es el siguiente:

L5 1, ooe243

L ECWEY = 211 32486

“entonces ;i
v la t.a'isa:promyedi‘vo- de llegadas es . 8075799

“siel Sfﬁ'tde' los clientes abandonan el sistema con un coste de $100
“par céda r:ujco, el costa de los que abandenan @l sistema es

0. 040378995201 00) = 4.03788%5

Por lo tante
ECTCY = 25 + 4.0378205 + 18{20 + 21.92485 = 30.062752%

Comparando loz costos de cada alternativa el resultado gque se
abtiene para el problema es gque el sistema que minimiza el costo

total correspende a La alternativa B con dogs servidoresz.

Existan tamblén dentro de la teorla de volas otro tipe de
sistemas. por ejemplo los sistemazs de <clas con un sole canal y
con distribucionas generalez de tiempo de aservicle., también
conocldos coma sistemas (MA3-1), cuyas férmulas generales fueron
obtenidas por Pollaczeh~¥hintchine wutilizande para elle la teorfa
de los precesos de ramdficactién, ror resultar 23l una
aproxdmacidn bastante adecuada a loz sistemas gque se desean
analizar. Dichas formulas cubren tambblén el caso de los siztemas

MsDAT o gque fueron osztudiados per Fry.



Un modele de colaz M<G-1 ze pusde dJdesoribir ecome drn sizstema de
cola ‘con un sole servidor ¥ process de lliegadas Poisson.,  los

tiempos de servicis s2 zupcrnen independientes de cada uno de los

otros y de las llegadas. £i se denota poer MW al ntumero de
llegad Tl _'sz). A

los tiempos de serwvicio de Llos clientez; vy Y Cwi il numerc de

= durante el intervalc de tiempo [2,t1);
ol

clientes esperando servicio en el tiempo t; ¥ 2i z¢ zTupone xdemlds

yue el proceso de llegadas es ceon  parameira a, para
conocer el comportamento del process "lengitud de cola™ ¥ = <Y
t 2 0, se define Xn come el numero de clientos en el sistema en
el instante ziguiente de la n-¢sima salida, Los clientes que estan
inicialmente en la cola forman la C-esima generacidén. 1os  gue
llegan durante el tiempo eon gue dlcha generacicn =25 atendida,
forman la primera generacidn, y asi sucesivamente., Sea Hin.id> el
numero de clientes que llegan mientrasz es atendido el 1-ésimo
individuo de la n-ésima generacion. Estaz sen independientes e
ideénticamente distribuidas y por le tanto describen un proceso de

ramificacidn,

Como resultado de sus eztudioz Pollaczeh y fhintchine llegaron a

que

- La probabilidad de que no haya ningun cliente en el zistema ez
Po =1 - p

- La longitud promedic de la cola se puede calcular como

- o2 o1« fdy
ase zT - °

2 obtiene es

~ Por ultimo el tiempo promedio en el sistema es
1
M

d=v +



4

Exizsten varion ejemples de aplicacisn de este tipo de siztemaz., vy

entre slles e encuentran loz sigulentes:

Ejemplo L El Liempo para progesar una re
de Seguros es exastamente 2% minute:  por cadas reclamasidén
propuesta. 851 los reclamantes llegan aleatoriamente con una tasa
promedio de 1 cada 40 minutes, ¢ gue tiempa en promedis debe
esperar un reclamante para ser atendido, dado que hay un solo

eseritorio de seguros procesande las reclamacicnes

a::O, A =1.% “hr., p=2.4-hr. p=1.5-2.4 =0, 625
entonces
Tiempe promedio de espera v = —R.BEs 0.3472 hr=. = 20.83min.

4.8C0. 7T

Ejemplo 2: En una tienda de maguinaria pesada, Se utiliza la grua
general en un 75%. El estudio de observacicnes en el tlempo did el
Liempo promedioc de levantamiente come 10.5 min. con  una
desviacidn estandar de 8.8B min.  Cual es la tasa promedio de
llamadas para los servicios de la grua y cual es el retraso
promedic en abtener el servicice?, =i el tLiempo promedic de
servicio o3 cortade a B min ., ==n deozviacidn estandar de 8B,
& Cuanta reduccién ocurrira en promedie en el retraze de ser
servido 7. La situacion que se tiene inicialmente es

p = 0.75 , M= 80 ~10.5 =6.71 - hr., ¥ AN = o= 4.29 “hr.,
entconces el Liemmpo promedio de ecpera es

- LTS N
v = —%—S—‘C 1.70)[——“5-?%;] = Z26.% min

Si el tiempo do servicic es cortade a 8 minutos, los valores de g

¥ M son
M =B0 8 = 7.5 ~ hr. ¥ e = 4.290 -~ 7.8 = 0,871,

ESTA TESIS He Dpese
SALIR BE LA BIBLIBTECA



z declir gus 'er "JLLL‘L:A;;axx‘ 4o 1a arua

=4 al 80T, Fer
lo tanto :

- 0. 857 . .

Tre 2By maeyn = 803 mine

202, 4290

to que zignifica una reduccién de 18,5 minutos,.c 'jdpr.cz:xn;ad.a»mernt,e

un 70% .

Ejenmplo 3: Una flrma emplea | un' . equiper T de ajuﬁtadéres
experimentados para i‘eparar fallas que " Tc grren a’ sus n\équxnas
Para . ello  considérese que existen i los ‘,':f.ig'.ig:ém’.eé'j: ‘métodas .

alternativos de operacién:

a> Minguna especializacién, todes los’ proveedéres :id equipa- son

reparadores. Este métedo da. una. def;';kriac.}&gl ,é :t.l’e‘rr‘.p;:irqg N

ostandar

reparaci¢én fgual a.la  tasa media de‘;,repéraéi/d

variacidn igual a uned.

b> Espectalizacidn parcial. la cual reduce 'la desv‘iyacién'e:t.'mdar‘v
del tiempo de reparaci<n a la mltad ‘de " la’ tasa mé;ua de

reparacién.

<) Especializacidn  total, le cual asegura que todas las

reparaciones son completadas en el mismo tiempo.
Dadeo que la tasa media de reparacidn en la nizsma para todes loz
métodos de operacidn y que las reparaciones llegan aleatoriamente

cen respecto al tiempo, muesire que

i) El métodec b)) da una reduccioén del 37.%84% en la esperanza del

tiempo de wspera para reparacidn sobre =i métoedo ad.

113 El método <) da una reduccidn del 50% en el tiempo promedic de

espera sobre el métedeo ad.

80
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Hotese gque todos los procezos prcp'uesr‘.ros son M/GoI con las mizmas
tasas de servicio y y de llegadaz A. E! tiempe promedioc de espera

para cada. uno esti dado por b

Entfor;r:es:

ad a: =1 . yz R ¥ i =p 7 ruci - ;)J
by a: =1 2 au® y 7 = 8p s (8L - p))
) ot =0, v v o= s 120 - 2.

)

El costo de la espera en la cola por trabajos es proporcional a

Av. Los porcentajes de ahorro alcanzados son:

1> El1 ahorro en el tiempe de espera es

B . 100% = 300 -8 = .6 %
w
a

i1) El porcentaje de ahorro en =1 tiempo de espera se calcula como

Dado que no es el objetivo de este trabajo el presentar de manera
exhaustiva la Teoria de Colas, probablemente no se alcance a
visualizar completamente la aplicaclidén de los resultados de los
Procesos Markovianos., Sin embarge, existen muchas propiedades
dentre de lo=s modelos de colas que tlenen su base en las

distribucionez del tlempo de espera y de la longitud de la cola,

asi como en sus estructuras caracteristicas de Proceses de
Markovl.
J'Puede revisarsze Takdcs. Lajos , * Introducticn to the Theory of

Queues ", MNew York Oxford University Fress, 1862,
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4.6 CONTROL’ DE: [NVENTARIOS

Considérese un sistema de inventarios come untips de sistema d2
colas MsGs1 en el cual se tiene al tiempe t un inventaric que se
puede identificar come el tiempo virtual de espera. 2 supens que
el zistema tiene un capacidad finita k. También ze supohe gque en
cada momento el sistema estd en una de los dos pozsibles fas=s 1 y
2 y también en cualquier momento puede ser cambiado de unia a otra
sin pérdida de tiempo, S1 el siztema e=ti en la fase i, las épccas
en las cuales los clientes llegan =on generadaz por un proceso
Polsson con tasa "'1' i = 1.2, Zea ‘{1 una variable aleatorta
positiva con funcien de distribusion de probabilidad FLC:O =
P < Yi £ x 2>, i = 1,8 Cualquier cliente que llegue nientras el
sictema esth en la fase 1 ¥y el inventario del =istema es X,

agranda el invantarioe en una cantidad distribuida como
min (k- , YLJ ¥ causa un eucedente el cual estd distribuido como
max {0 , Yl-k‘xJ. i = 1,2 £i el szistema esti zn el estado L ¥y el

inventarico es positive, entonces entre épocas de llegadas el

inventario decrece linealmente a una taza o 0, L =1.2&.

§

Se impone al modele una estructura de costos en la cual cuando =e

10

tiene un inventario x ¥ en la fase I el coste de inventario e
hLCxJ dende h‘CxD Vi hzc.\c) e suponen acotadas y con soleo un ntmers
finito de discontinutdades =n 0 £ x £ k. Cuandns ce tiene un
spracedente Uy oce incdrre &n un cnDle pl{;,'} =1 el T
la fase i, donde piCyJ 25 una funcién no-decreciente de v = Q, con

[

0

T v
f pl~/,dFlC,) <
para 1 = 1.2,

Finalmente se tiene un costo fijo y cuando el cistema es cambiado
del estado 2 al 1.
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La forma de controlar el dnventario estd especifada’ por i deg

rﬁiveles alternativos e 'y_‘ con: 0% v, < 7, < k. Ezta politica

o]

(yl.}'z) prescribe cambiar el sistema de la faze 1 a la 2 zel

o

cuande el inventario excede el valor yl v camblar &) sistema de 'l

fase 2 a la 1 solo cuando-el inventariec ha decrecidn bl valer: ¥y

Para 1 '=.1.2. sea HiCxJV = 0 para x4 Oy sea

h " 1 - o ~ a .
L L'g FlLy).) dy ‘ para = 0

,é“,--Gi' cams..

‘donde GI" es la n-ésima cbn?o}.ucién‘ derGi'c_onsigo misma.
Lefinase el estade del sistema como x cuando el. nivel de
inventaric es x y el =sistema esti en la fase i, y come ' si el
nivel de inventarioc es x v el <sistema esta en la fase &, Zean
también XCL) y SCL) el nivel de .anéntaric y el estado del sistema
al tiempe t respectivamente donde se toman los procesos {XCtd,t2Q>

y (SCLo,t 2 O) continues por le derecha, Para derivar la férmula
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para el costo promedio, se estudiarad la cadena de Markov del
proceso <STL0>, Considéreze que el =sistema de inventaric esta
controlado por una politica fija ';y‘.yz) donds Y, » Q. Ze supondra

que en la época cerw, el siztema ectad wvaclo , ¥y sean: '1'0 =0 y Th
n 2! la n-ésima época en la cual el niwvel de inventarioc exceds 7,
mientras que el sistema esta en la ffase 1 o el nivel de inventario
decrece a yz mientras que el siztema estld en la faze 2, o bien, ol
inventarioe se hace cerc. Para cualguier n 2 O, =e defline Sh comoe
el estado del sistema en la época T. El procesc a tiempo-dizcreto
€S + n = 0,1,...2 es una cadena de Markov con egpacio de estados

n
S = {0 U '} V<o = k>

Coma la cadena f.Sh) tiene tienpo medioc de recurrencia del egtads s
al estado O, finito para tode = € §. se tisne gue (Sn) tiene una
unica medida de probabilidad nm tal gue para tode subconjuntc de
Borel A de S,

nCAd) = IS PC=, Adnlds)

donde PL.,.) denota la funcidén de distribucid¢n de prebakilidad de

transicidén en un paso de 5.

Para determinar la distribucidn estacionaria n, =ze define para

toda 0 = u = y‘ Y Y, £ v =k,

pCu,v) = probabilidad de que el primer valor del proceso
{XCt2,t20> tomado en el conjuntce {O}U(:<] y‘ < x £ k)
pertenezca al conjunto (:-:l v £ x £ k) dado que XCQ) = u,

y sea pu'.'uJ =1 - p‘fll.y“ mara D £ o £ SR T {acilidaa de

notacién, se escribira

.= n{<0>3, = nc(yz}), aCvd)= nl{x" ]v £ sk, Y, € v < k¥

Tambi én, SeaF‘C—y) =1-1imF C:0d=PLY 2y3. Entoncesporla
XYy

definicidn de nC.5,
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_ v - E :
aCvy = no{Fttv'} +J'°‘ pf.y.v}dF‘Cy)}j nzp(yz.ivh. yoE v SkL 000D

Y L
= ¢ D 3 al by T = IV} s
m,oEon fo PLUAF Cyd + i op Cy 2"y, vn':_); 2 i)

De (1) y €23 y la relaciédn T, * n,

determinar la distribucidn estacionaria n wuna . vez que 'se. han

+ n(y‘) =1 e puede :
calculado las probabilidades plu, ).

i se fija v con Y, < v £ k. utilizando la continuidad de plu,'
en 0 £ u £ Y,r se tiene que plO,v) = O, y

&

w Sy
e Vgkury L, v M 3 para 0 S u S y

Y
plu,vd = ¢u,vd + fo A
con lo cual se completa la déeterminaclidn de la distribucion
estacionaria n donde ¢ es una medida finita en les conjuntos de

Borel S tal que ¢{(A) > Q =i ¥ selo i O « A,

Como <S5 ) ez unifermemente recurrente, se tlepne que
n

LY
lim L L ECfCS 3D = S, fCsdnCdsd
n k =
nam k=0

y 51 2(L) es el costo total en el que se incurre eon (0,11 y 2 el
~

costo total incurrido en CTn‘Tr 2 Sean clsd = ECZ f s =2y
- n n
Tlg) = E(Tnﬂ - Tn| Sh = 3) para s € S, y como {SCtI3 es

regenerativo, se tiene que el coste promedio de la politlea
Cy’.yzl ezl dade por

1im b Eczcw = g

cCsdnldsd) « S t(sdnldsD N Ach]
L+ -

s

Para obtener la distribucidén estacionario del inventario. se

define, para cualquier t z O . una variable aleatoria ACL) = §

1)
3



cuando el _‘slstem.a es'r_é‘ én la fase i al Liempo L, i =-1,2, donde &l
proceso’ LACLY)Y es conttfde por .la‘derecha, obteniendoze que dicha
diztribrucién estacionaria 2sta determiada por el lado dereche de

la ecuazion (3.

Se puade también caleular el numero promedio de cambics de fasze

por; unidad de tiempe como

- _‘”n:z), - TgrTlsintdsd

i ,ﬂNO’f;‘A: LElb m‘a't.eyr'ial" bresennada' en esLé ‘seccldn corresponde
‘srciam’e‘ﬁtue’ 2 un extracte ‘de-un-articule publicads en 1978, ‘ean la
: él’gﬁi’anie refereneial i : E

H. G UTIOMS y F. A. van der DUYM SCHOUTEN, “Inventory control with
Lwo Switch+over levels for a class of M-G-I queueing systems with
variable arrival and service rate”, Stochaztic Processes and Their

Applications., Vol. B, Mo, 2. Jantary 1373



CONCLUEIONES

A lo largs de ezte trabajs Z¢ ha presentads parte de la teort

w

desarrollada para las Cadenas de Markov en general., y los Proceses
de Ramiflicacisn Unlvariadoz como una particularizacion de elle:z.
Asimismo ¥ mediante la presentacidn de algunos sjemplos en los que
estos modeles han sideo utilizados, se muestiran la importancia y

gran oportunidad d< aplicabilidad de elles mizmos.

De ninguna manera se praterde gque este trabifo cubra teda la
teortia desarrosllada alrededor de diches temas, pero =i io
suficlente para satisfacer los reguerim:entos de las aplicacicnes

presentadas.

Como se puede observar, definitiw 2=l campo de utilizacisn de

ostos procesos es vasto Y parece, aun, inagotable. Sin embargo.

penzamnos que la teorba desarrvcllada hasta abhora no ha sido
complatamente explotada, todavia, dentro de las aplicaciones. vy
que probablemente con ellc podrian aumentar las postbilidades de

uso de estos modelos en el futuro.
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