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“CAPITULO T

INTRODUCCION HISTORICA AL PROBLEMA DEL CUERPO NEGRO.



Eli problema del  cuerpo negre  ha ’conl,rbi'bul‘c‘io. desde sU
nacimiento, al desarrollo de diversas ramas en'la fisica, algunas de
las cuales son: el electromagnetismo, la mecini ca kestadlstlca y
principalmente la mecanica cuantica, siendo esta Glitima con la que
mAs se le asocia. Esto se debe a que fue dicho problema el que marcd
el nacimiento de la mencionada teorfa: pues, enel transcurso de las
investigaciones realizadas para desarrollar una teorifa que
describiera la naturaleza de la radiaclén de un cuerpo negro 3@
encontré que se necesitaban conceplos nuevos- no considerados por
las teorias existentes hasta ese momento- para poder llegar a tn
resultado correcto.

El problema del cuerpo negro quedd pl anteado desde 1859 por
Gustav Kirchhoff (1824-1887), quien a partir de estudios sobre las
11 neas espectrales del sol encontrd que, si se considera un cuerpo
en equllibric térmico con la radiacién que lo rodea, se puede
proponer que la radliacidén que el cuerpo absorbe es convertida
Unicamente en energfa térmica; y sl, por otro lado, escribimos a la
cantidad de energia emitida por el cuerpo por uni dad de Area v enoel
inmtervale de freocuencia Jdv como Evdv y al coeficiente dee absorcidna

la frecuencia v como Av' entonces, la cantidad E

V/AV sol amente
depende de la temperatura T y de la frecuencia v con la que el
cuerpo intercambia energia térmtca con la radiacién y es

independiente de todas las demads caracteristicas del cuerpo



#célbib'éoMO:””

De aqul se puede concluir que la funclidn JCv, 7D introducida, al no
depender de las caracteristicas del cuerpo, debe ser una funcidn de
caracter universal. Dichas ldeas ruerombpresentadas por Kirchhoff en
un Lrabajo" expuesto ante la academia de Berlin ese mismo afo.

Fue en un segundo trabajoz donde Kirchhoff introdujo la ildea de
cuerpec negro definiendolo come un cuerpo que absorbe toda la
radiacién que incide sobre él; o bien, como un cuerpo para el que se
cumple que Avﬁi; asi{, para un cuerpo de este tipo, la potencia de
emi sidn Ev debe ser equivalente en todo sentido a la funcidn JCv,TD.
El caracter universal que debia poseer esta funcién atrajo 1la
atencidn de varios fisicos de aquella época.

Por el lado de la fisica experimental se tuvieron que resol ver
principalmente tres problemas:

1.Construir cuerpos con propledades de cuerpo negro que
permitieran controlar las varlaciones de frecuencia Yy de
temperatura.

2.Idear detectores de radiacion con la sensibllidad adecuada
para el problema. ‘

3.Encontrar la manera de extender las mediciones de frecuencia
sobre intervalos maAs grandes que los medidos hasta ese momento.

Fueron necesarios cuarenta affos de trabajo antes de que se
pudieran encontrar los resultados correctos.

El siguiente avance teérico se dio hasta 1879, cuando Josef



 Stefan  c1835-1883>

'ex’perimen'balesﬂ,y »&ue
‘ »qutencvia de-la ~temperatura. Esta
afirmacidédn no es del Loao c;lerta', !;alvcomo lo demostré en 1884 el
fisico austriaco Ludwig Boltzmann (1844-19086> en un trabajc‘ en el
-cual , ademds de dar una demostracidén termodinamica rigurosa, se dio
cuenta de que esta ley s&lo es valida para cuerpos negros. Para esto
uséd un resultado encontrado por Kirchhofr? que se puede escribir .

5
como

p(u.T)=&r_JCv.1').
c

donde a Xv,T), que es la densidad de energfa por unidad de volumen
y de frecuencia, a la frecuencia v, de la radiacién contenida dentro
de una caja con paredes adiatérmicas y a temperatura T, se le llama
la densidad espectral de energifa. fste resultado se puede
interpretar diciendo que la radiacién descrita por v, 7D es de la
misma naturaleza que la radiacidn de un cuerpo negro descrita por
JCv,TO. Entonces, Boltzmann encontré, que para radiacidén homogenea,

lsotrépica y no polarizada, se cumple que:

W =art

@

donde uCT)=_['°pCv.T3dv es la densidad volumétrica de energifa, y a una
constante independiente de la frecuenclia y la temperatura. A esta
ecuacién se le conoce como la ley de Stefan-Boltzmann.

Esta ley es de poca relevancta en la flsica; s5e limita a

describir la variacidén de la densidad de energla con la temperatura;



.sin, embargo e

';f'import.ancia pues,' ai;-e edor :
3 :utillzddaa por ‘ﬁilhelm Wien (1664 928>
Vf‘undamental concerniente 'a‘ é(v,TD
Stefan-Boltzmann no considera. Una de las técnicas empleadas por
Boltzmann fue wusar la radiacldén rellejada ‘ r;-n un pistédn en
movimiento. Esto ultimo implica que la radiacidn va a sufrir una
redistribucidn en las frecuenclas que la componen debida al efecto
Doppler. Entonces, para calcular el cambio en la distribucién
espectral oCv,T) debido a este efecto, Wien estudid la contraceclédn

adiabatica de una esfera perfectamente reflectora, y mostré que se

debia cumplir la ecuacién:

Xv, D= 3cv 1, Loer.1ad
o bien, en términos de la longitud de onda:

N D =N e, €I.1bd

donde, tanto #(w /7D, como fCAT), son funclones desconocidas.

Esta ley significé un paso importante en la biUsqueda de la ley
que goblerna la radiaci®én de un cuerpo negro, pues reducla el
trabajo de especificar una funcién de dos variables a encontrar otra
de wuna sola variable. A este resultado se le conocid en la
literatura como la ley de desplazamiento de Wien, ya que muestra
coémo la curva de Xv,T) se desplaza al camblar la temperatura de la

cavidad que se esté considerando. Otra consecuencia importante de



o b-i“en‘. que la‘ longitud de c‘inidé-t a 1a j;ﬁ:'ual p(v.]‘) CL"en‘é" un “m.‘axiymo es
in_versamént.e proporcional .; l_a Lempex;atura. o o ' _ -

Haciendo una recapitulacién de los re.sult.ados que se habfan
obtenido hasta ese momento, vemos que el problema era encontrar una
funcidbén para Ev/Au; con la ley de Kirchhoff esto se redujo a tener
que encontrar una sola funciédn de dos variables, Jv,DD; y, con la
ley de desplazamiento de Wien, el problema se simplifica de forma
que ahora sélo habfa que buscar una funcidén de una sola variable,
¥Cvs/T). Con esta ley se marca el punto mis lejano al que se puede
llegar usando fisica clasica. De aqui en adelante todos los intentos
de derivar la ley de radiacién de un cuerpo negro usando fisica del
siglo XIX llevardn a resultados erréneos; o bien, a resultados que
describen la realidad en forma parcial dnicamente.

En 1888, el astrénomo norteamericano S.P.Langley (1834-19065
realizé los primeros experimentos concernientes a la mediclédn de la
densidad espectral de equilibrio de la radiacién. Sus observaclones
se encuentran en temperaturas menores a los 1000°c y a longitudes de
onda de B . Como se verd bias adelante, estus fntervalos son muy
cortos7; sin embargo,los resultados de Langley ayudaron a Wien en su
trabajo para proponer una ley de radiacidén. Basandose en ideas
estadisticas que el fisico estadounidense W.A. Michelson (1880-1927>
desarrolld para derivar su propia dieribucléne; Wien, en 18960,

llegd a la ecuacién:



dis'gnbdcron de , porcional a vexpC
'cﬁnistaA‘x;nLe'~ aéues- proporci onéif a'\vla‘utempei‘abl.;ra‘ T St -ademaﬁ. se hace
la su‘p"osviciiéh,i qt;xe’ £ant.o la longitud de onﬂ;' co‘md la densidad
espect;-al de la radiacidén emitida por una molécula dada son
funciones solamente de la velocidad de dicha molécula, entonces, la
distribucién de la radiacién del gas debe tomar la forma
AN, TO=FCAJexpl -gCAD/T] en analogfa con la distribucién de Maxwell.
En esta ecuacidn, FCA) y gCA) son funciones desconocidas, pudiendose

precisar un poco mas su forma recurriendo a las leyes de

Stefan-Boltzmann y de desplazamiento para obtener:
KN, TI=bN "expl ~a AT a,bictes  CI.2bd

que es. la ley de distribucisén de Wien.

» Al siéuiente aﬁb. en 1887, Friedrich Paschen (1865-1947) se
dedicd a comparar csta ccuacidn con los resultados obtenidos en sus
trabajos experimentales. Las mediciones que llevd a cabo fueron
dentro de los intervalos de 1-8um para la longitud de onda, y de
400-1800°K para la temperatura;con esto, llegd a la conclusidédn de
que la ecuacidédn propuesta por Wien era correcta para los intervalos

mencionados.



'En e:a época 1os di>posit,1vos experimentales conocidos aun no

Laban muy desa rollado;.
sra’ el naLural paravhacer medj.

1a ley de Wlen concordara ’con

desde ese aﬁo Yy hast.a. 1900. a“la- creenci

Wien era el definitive.  Ademas; en’ 1B
presentd, en una serie de articulos B unardk'emofs't(r, c‘.Lk{a‘n ri grc:;sa-de
la ley de Wien partiendo de primeros printicipibvs. : .

El campo de especlalizaciédn de Planck déntro de la fisica era
la termodinamica. El trabajo que presentd como tesis doctoral !
entre otras cosas, introduce la interpretacién de la segunda ley de
la termodinidmica que dice que la entropfa de un sistema alslado
siempre aumenta &, en el caso limite, se queda igual, definiendo asi
una direccién para los procesos naturales. El problema del cuerpo
negro lo atrajo fuertemente al conocer las mediciones hechas por }
Lummer y Pringsheim, a las cuales nos referiremos mis abajo, vy
especialmente, debido al caracter universal que poseia.

Planck habfa sido invitado, en 1889, a la universidad de Berlin
como sucesor de Kirchhoff. En esta universidad trabajaban, entre
otros, Wien, Lummer, Pringsheim, Rubens y Kurlbaum, y esto lo puso
en contacto directo con los trabajos y las ideas en materia de
radiacién. A principios de 1900, Otto Lummer (1860-19235) y Ernst
Pringsheim €1859-1917) por un 1ado‘2. y Hednrich Rubens (18862-1922)
y Ferdinand Kurlbaum (18%7-1927) por ot_ro‘s, lograron mediciones
para longitudes de onda mayores que las usadas hasta ese entonces.
Los primeros trabajaron en un intervalo de 12-18um y de 300-1650 °K,

Yy los otros fueron mas alla todavia, trabajaron en los intervalos de



3of$oum, Yy EOO 1500 K Al comparar‘ 1ey de Wién iédﬁ sus

_resultados.»ambos equl oS se‘dleron cuenta que habia discrepanciasb

-en ‘la. regién de frecuenclas baJas _Fue Rubens el que comentd con
Planck esta situacién al expl;carle que Kurlbaum y &1 habianb
encontrado que el comportamiento de Xv,T) es proporcional a la
temperatura para estos valores de la frecuencia. Con esto en mente,
Planck retomé el trabajo sobre el comportamiento de la radiacidn de
un cuerpo negro basindose, entre otras cosas, en parte de los
resultados que habia obtenido a lo largo de su derivacién de la ley
de Wien. Para esto habfa usado algunas de las ideas de Kirchhoff;
por ejemplo, considerd una caja en equilibrio con la radiacidén
contenida dentro de ella, y para modelar la caja se aprovechd de la
ley de Kirchhoff usando la suposicién mas simple que tenia a la
mano: pensd en los radiadores de la cavidad como osciladores
arménicos que radfan a frecuencia v. Después, igualando la velocidad
con la que estos resonadores absorben y emlten la radiacién 'y
usando solamente principios de la electrodinamica clasica encontrd

para la condicidn de equilibrio“. la ecuacliédn:

2
v, =8 yeu, 1 1.3

donde Kv,T) denota la energia promedio de los osciladores arménicos
que se encuentran a temperatura T. Al igualar esta ecuaciédn con la

ley de Wien Cec. [.2ad, llegd a que U debe satisfacer:

Wy, TO=C v expl~/T) C:cte




:EHL‘cﬁcéS; ' deébej andc T

caja, estd dada por la ecuacién:

5=_£’.[Ln[—u-,]—1] a,b:ctes.

Calculando la segunda derivada de esta ecuacién, se llega.a due:

a°S _cte CI. 4>
au® U
Esta cantidad era importante para Planck pues, a volumen

constante, es la que nos dice si existe un miaximo local para la
entropfa, o no; por lo tanto, estd (ntimamente relacionada con la
interpretacidn que Planck le daba a la segunda ley de la
termodinamica.

Resumiendo ahora los resultados que Planck conocia hasta este
momentoc de su trabajo, tenemos: por un lado, una ecuacion valida
para frecuenclas altas y temperaturas bajas, la ley de Wlen C(ec,
1.8, con la cual se cumple la ecuacién (I.4). Por otro lado, sabta

que para frecuencias bajas y temperaturas altas, se tenfa que

10



i

‘cumplir’ que

.. conocta cual-
entropia. ‘Para’resolveresto

que . ella nos: -dice qdejuc::.h, aites| '::"'ci{%o

proporcional a la Lempex:‘a‘tu'ré Y Lémﬁndd'en scuenta que »

vemos, - integrande ésta ecuacidn que se debe obtener qué:‘,

S « lnU,

o bien,que:
Ca%s_cte. : CIL.8
2 Uz ’

Ahora bien, Planck Le;uia dos. soluciones Cecs. 1.4 y I.S8) para un
mismo problema, sélo que una solucién es valida en la regidn de
frecuencias bajas y temperaturas altas y la otra en la de
frecuencias grandes y temperaturas bajas. Es interesante escribir
las expresiones de las energias internas para ambos casos. Para el
primero, al combinar la ecuacidn (1.3 y la ecuaciédn p(v,’D=Av2T. se

llega a:

para el segundo, de la ecuaciédn CI.3) y de la ley de Wien, se

obtiene:

11



Anali{zando cada .una‘ . .expresiones . en sus

‘respectivas regiones de . val ‘primerati ene un valor

“grande y la segunda un val

hizo la siguiente: :tnL”

entropia;

Lo Sl Cr.6>
AU UCUb)

Esta expresi{én se reduce a las ecuaclones (I.4) y CI.5 para
valores pequefios y grandes de U, respectivamente y puede
considerarse, por lo tanto, como un candidato natural para
representar la ley que describe a la radiacién para todo valor de U,
Esto es claramente compatible con el analisis expuesto en las

altimas li{neas.

Integrando la ecuacidén CI.B), se obtiene:

oS __a, (u+b).t .
ISk T

a9
y despejando U se llega a:

U:.__.—___._b—_____
expC-asbT)-1"

Para encontrar como dependen a y b de la frecuencia, Planck se

refirié a la ley de Wien y encontré que:

12



y finalmente, substituyen

A

;ea_cvp(cu/?“‘,) =T

I8

T

Al comparar Rubens esta ecuaciéﬁ con ios datos experimentales,
se dio cuenta que eran compatibles; sin embargo, este resultado era
meramente empirico, ya que la ecuacidn (I.8> no tenfa wuna
Justificacldn tedrica rigurosa, Este fue el siguiente punto que
atacd Planck. Para esto se vioc forzado a abandonar su punto de vista
termodindmico y usar las ideas probabili{sticas de Boltzmann respecto
a la entropia. Estas ldeas se pueden resumir en la siguiente

ecuaci &n'®:
S=4k1inW,

que nos da la entropia del sistema en consideracidn, en términos del
EEd ;

namero ¥ de distribuciones microscbpic-})s compatibles con la energia

de este sistema. En el caso particular del problema que estudiaba

Planck, el sistema estaba formado por N osciladores de frecuencia v;

17
entonces, para poder calcular W tuve que suponer

que la energia
total de los N osciladores UN=NU consiste en un numeroc entero P de
“elementos de energia”® e tal que se cumple que UN=PE. pues la

concebcién tradicional de LlN come magnitud continua no habria

admitido un anilisis combinatorio para determinar ¥. De hecho, si U

i3




la  ecuaci &n:

TCN+PY L CN+PD <M nN-PInPY,

o bieny kc}:gnip fNLri=Pe,k e

s =k~[[1”:’]1n[1 rLf] —‘L’ln'-"—];
N = = € =

as  facil ver que S=SN/N satistace la ecuacidn 1.86D, por lo que

us ands nuevanente T_‘=dS/¢3U. s& llega a:

=€
expCerk -1 '

la cual s6lo es compalibl2 con ¢1.8) 51 =e cmﬁpiequ&:

mshu, ' ¢1.10



que al ‘integrarla sobre todas 'lés”jf, cpeﬁtias;'hbs ‘da’ la le& de’

Stefan-Boltzmann y, ademis, cumple con Lédas ias brobiedades que se
sabfa l::]ue /Kv,Td tiene que cumplir..

En éste ultimo calculo encontramos dos ideas nuevas: primero,
2l hecho dé atribuirle un significado fisico a los elementos de
energfa finitos y, segundo, el método de conteo dado por la ecuacién
CI.9). A pesar de que Planck se inspir;b fuertemente en los métodos
probabilisticos de B;l inmann. el método de conteo usééo por ¢l no es
estrictamente fgual al que Boltzmann propuso. Para este ultimo, lo
importante era determinar la forma mds probable en la que un numero
dado de moléculas distinguibles de un gas con energifa total i ja, se
distribuye sobre celdas en el espacio fase. Lo que Planck rcalculd
riue el nimero total de maneras en las que se puede.n distribuir P
siementos indistinguiblas sobre N lugares. Esta forma de conteoc se
Aasem=ja mAs al método usado, afos mas tarde, por Sayantra Nath Bose
CLA4-1Q72) y Albert Einstein'® ¢1879-1955), al trabajar con ia
»stadisticra de los ahora conocidos como bosones; pues éstos se
miaden entender como particulas indistinguibles y ademas, dos o mis
2 ellos pueden ocupar el wmismo estado de energfa. La tinira
j-ls*,ix;ir:acirﬁn que se podia encontrar en ese entonces al método usadn

1o Planck, es que lo llevd al resultado correcto. Esto muestra que,

15



‘a pesar
radiacion; .no se. entendia 1 'sj,"gn'ifi-éado de los mismos. De

hedh’o; entre 1300 Y cuacién obtenida por Planck se

représenﬂacién exitosa de los datos

consideraba tan s()lo‘«fc‘dfr/\o: un
experimentales ybno fdei.visflno"ﬁasta este afflo que se empezd a
entender, y sélo por unos cuantos, que se avecinaba una crisis en la
fisica. El mismo Planck buscé con afan, pero sin éxito, métodos
alternos para encontrar una explicacién mas satisfactoria.

En este afo, 1805, Einstein publlcé“ un articulo en el que se
analizaba el trabajo de Planck. En ese articulo se comenta sobre
ciertas limitaciones en la derivacién de la ley de radiaciédn. Un
comentario se refiere tanto a la ecuacidn CI.3) come al teorema de
equiparticidn de la energia de la meca&nica estadistica clasica, de
acuerdo con el cual se cumple‘p que Cv,TD=kT. Combinando estas dos

ecuaclones se llega a:

_anz

~v, D RT cI.iao

c

la cual ya habia sido derivada, aunque no por este método, por Lord
Rayleigh®® (1842-1018) en Jjunic de 1900 y luego James H.Jeans

C1877-1948> en 1001%%

le hizo una correccién a la constante numérica
del lado derecho, dejindola como aparece en la ecuacidén (I.12>. A
esta ecuacidn se le conoce como la ley de Rayleigh-Jeans, y es blen
sabido que no se ajusta a los resultados experimentales; por
ejemplo, si se integra sobre todas las frecuencias se obtiene que la

densidad volumétrica de la energia es infinita. Al obtener la

ecuacidén CI.12), Einstein concluyd que los principlios clasicos

186

ydos ;;Sar‘a dieri;arii;.ley’de St



Lré'Lédd.. Planck habia

_equiparticién

_cual Planck tenfa t,’o‘doé‘ los .elementos ' para derivar la ecuacivén'

CI.12) y sin embargo no lo hizo. 'Este hecho se puede relacionar con
la actitud negativa con la cual Planck vefa, en esa época, las ideas
de Boltzmann sobre la mecAnica estadistica. La deri{vacién hecha por
Einstein, as{ como la de Rayleigh, sdédlo utilizan elementos de 1a
tf'isica clasica; por lo cual se podria concluir que la fisica clisica
no es la adecuada para resolver éste problema. A Einsteln no ie
parecf{a que estas demostraciones fueran lo suficientemente rigurosas
para que llevaran inequfvocamente a esta conclusidén; él argumentaba
que el uso del teorema de equiparticién, en estos casos, no estaba
cee ik

plenamente justificado; as{ que present{;un: nueva derivaclidén de ia
Ly de Rayleigh-Jeans que, para él, estaba libre de problemas y «n
ta cuyal, una vez mas, séblo hace uso de la fisica clisica. Con esv,.r:n
demiuestra que la fisica conocida hasta ese momento no era capaz i
=uplicar la 1ley de radiacidn obtenida por Planck: habfia qu-
sneont.rar un nuevo  elemento que ayudara a lograr esto. Plannk
=“ncontrd que este elemento era el inclulr discontinuidades en i«
~n2rgla;, sin embargo, éste no es el iUnlco elemento posible.

"n 1906 Einstein?? regress al 'tﬁgb'§j?>':nbr9 la ley de Planck
mon nuevas ideas, las cuales fueren 'oi‘:v‘f.'enlbdas a lo largo de LeO3 con

sus trabajos sobre el efecto fotosl dctrico :;y los cuanieos de luz; da

hacho, €1 se da r:uent}‘amde S0 fmplicito de esia

aitima ldea en-suderiva Slarmonclusion . da
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CAPITULO I

LA LEY DE PLANCK



2.1. INTRODUCCION.

En este capftulo se  presentan los trabajos realizados por
Einstein, en la década {720, en relacidn con el problema del cuerpo
neqgro. El primero de ellost, an el cual Einstein trabajé junto con
Ludwig Hopf, conciarne a2 una derivacidn de la distribucidén de
Rayleigh-Jeans usando, exclusivamente, principios de la fisica
cldsica y gua, desde a2l punto de vista de sus autores, es una
demostracién de esta ley formal y libre de problemas. Es por esto
que se puede concluir que la fisica clasica no es suficiente para
encontrar la solucién ceorrecta a este problema, poniendo as{ de
mani fiesto la necesidad de introducir un agente extrafo a la fisica
del siglo XIX para poder explicar la ley de radiacidn encontrada por
Flanck. En el segundo de los articulasz, trabajando con Otto Stern
(1888-19469), demuestran que la discontinuidad no es el Gnico agente
capaz de llevar a una derivacidn correcta de la ley de radiacién,
sino que, siguiendo las ideas de la segunda derivacién de Flanck de
asta leys, proponen que la existencia de una energla que subsista en
el cero absoluto de temperatura, también permite hacer una
derivacién correcta de la distribucidn de cuerpo negro. Ademas, como
hacen notar S.Eergia, F.Lugli vy N.Zamboni‘j, estos trabajos se
pueden entender como precursores a la electrodinamica estoclstica,

tanto por el tratamiento que hacen Einstein y sus colaboradores del

[N
N
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22. DERIVACION DE LA DISTRIBUCION DE RAYLEIGH-JEANS.

Después de que las ideas de Flanck de 1900 salieron a la luz,
el .problema se transladé a interpretar los métodos usados por €1 en
la obtencidn de la ley de radiacidn. Esto provocd la aparicidn de
una serie de objeciones sobre diferentes aspectos de la derivaciéﬁ,
como es 21 hecho que si se usaba la fisica conocida hasta ese
momento, se llega a la ley de Rayleigh-Jeans, la cual no se ajusta a
los resultados experimentales, Todas las derivaciones de esta ley
hacfan uso del teorema de equiparticién, que, aungue conocido desde
varios afios antes, no dejaba de presentar problemas en su aplicacién
a ciertas situaciones. De hecho hubo gente que se dedicd a proponer
casos en los que el teorema no se aplica7. Al analizar estos “casos
prueba™ se 1legd a la conclusidén que, aunque éstos no representaban
ninguna violacién al teorema de equiparticién, no se podia estar
sequro de que este teorema fuera siempre valido para sistemas con un

" Cs ? . .
namero  finito de particulas’. Estos comentarios ilustran la

t3
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que, "3l parzcar, no =staban ‘deters

de las mclé;ulasﬂ

Einstein compartia: geﬁtes respecto al

teorema de equiparticiénipo :coni‘su alumno L.Hopf,

presenté una ‘deriVac{&n': ;éathéyleigh~deans que no

presentaba problemas en este sentido: ER sus propias palabras:

Ya se ha demostrado en vartas formas, y es hoy generalmente
aceptado, @ue nuestras tdeas actuales sobre la distribucidn y
emisién de energla electromagndtica por un lado, y sobre la
distridbucidn estadistica por el otro, no pueden Lllevarnos a otra
cosa que no sea la ley de Rayleigh-Jeans para la radiacidn. Como
esta ley estd en completa contradiccidn con el experimento, es
necesario llevar a cabo una alteracidn en Llos fundamentos de las
teorfas gue han sido aplicadas en su derivacidn. La gente ha
supuesto repetidas veces gue la aplicacidn de la ley de distribuctidn,

estad{stica de la energia [teorema de equiparticidnl] a la radiacidn,

o bilen, a movimientos oscilatorios rdpidos (resonadores), puede no




éét&} ‘ae”spx:bvvt‘-st.:d : de ob_')‘ec':ikor/\esb." Filne hay heck:‘esvfdaak : para u
4 e e"s"t’e‘""tipb".".';'. [p'de:;;”'c‘omo‘; se"'Ue;rd'.’)fe"s"'sufﬂciéntel';covln ‘usar
\,,eL”: panCL;éio pdra. movimientos Lz‘anslaciohales de las moléculas v : de
b los osctladores para llegar a la ley de Raylel gh-Jeans de radiaciéﬁ;
La aplicacidn del principlo al movimiento transs lacional estd
suficientemente demostrada a través de los Llogros de la teorfa
cindtica de los gases. Podemos entonées conclutir que sdélo un cambio
mds fundamental en nuestros puntos de vista nos pueden llevar a una

, . . -
ley de radiacidn q@ue corresponda mejor con el experimento.

Farece ser gque en esta época Einstein interpretabaeste cambio
mds fundamental como la hipétesis de cuantizacidén hecha por Planck‘,
lo que es seguro s que Einstein estaba convencido, y muy pocos con
é¢l, de la necesidad de introducir una hipdétesi s extra para explicar
la ley de radiacidn (y también para el comport amiento de los calores
especificos que, para estas épocas y con los trabajos de Ei nstein‘z,
ya se estaba completamente seguro de que no era posible explicarlos

con flsica clasica®).

221. CALCULO DE LA CONDICION DE EQUILIBRIO DINAMICO.

Fara demostrar la ley de Raleigh-leans, Einsteimn y Hopf
consideran'® una palrtit:ula con masa m dque contiene un oscil ador
dipolar electromagnético no relativista que oscila con frecuencia
angular natural w . El oscilador se introduce para simular los
grados internos de la particula y su interacci &n con el campo de
radiacion. Se puede suponer, sin pérdida de gener-alidad » que el

movimiento transl acional de la particula se realiza en la direccién




colisiones entre 2llas dnicamente;

‘dip

olo a 1o

cribiridicha interaccid

alCanzado.este estiado no

5tr1bv(\‘cvié‘n originada por las

esto es, debe coincidir con la

d'istkriibucién de Maxwell. Esto se’'puede i lustrar pensando en una ,:aja"

d_ividida en dos partes por una pared ideal, Una de las partes

"contiene radiacién térmica y la otra un gas de particulas, ambas a

la misma temperatura T y cada una en equilibrio con un oscilador
como el descrito anteriormente. 51 se quita la pared, pernitiendo
que la radiacién y las particulas se me=clen, el equilibrio no se
vera alteradol!.

Durante un intervalo corto de Gtiempo Ty la particula
axperimenta dos fusrzas gue son provocadas por su interaccién con la
radiacion electromagnética. El hecho de que la particula esté en
movimiento hard aparecer una de ellas, cuyo efecto serid el de
frenarlaj sin embargo, w@sta fuerza desaparece cuando la particula se
encuentra en reposo respecto a la radiacién, pues, en este caso,
ésta 25 isotrbdpica. Aqui Einstein y Hopf hacen la suposicién que si
la masa m de l4 particula es lo suficientemente grande como para
pode‘r dg;pr&ciar términos mayores que v/c=f}, se puede escribir esta

fuerza como  proporcional a la velocidad: Ru, donde R es una




mv . “producideo  por
ter P P

mu: =mu +A = RuT.
T t

Como estamos en una situacisn - de equilibrio, ia distribucidén
velocidades permanecera constanté”féﬁ/‘el “tiempo,  potr  lo que

promedioc de mo, o debe ser igual:al promedio de mo s o bien:

< tmo; >=< (nwtm-Rur)’).

Asi, desarrollan 0 del’ lado derecho, se obtiene:

>=2RT Cv B>~ 2mRT <0? >+ RPT? (P>,

0=<a? > 42m <

Ahorae’ la anasade s ola particula la consideramos

v dlicxempu t, nespués

la

las fuerzas anteriores y dado

de

lo
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indspéﬁd
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hipstesisie

£l Qélcr @e:2§z>iﬂﬂé 5ﬁquer§:ia‘bartlcula port;htékaqﬁqéF  con
2l campo d= radiscién'a“téﬁperaﬁura T, debe ser igual al  que se
obtendria de la interaccién con'un gas de moléculas a‘ la misma
temper%tura, descrito por la teorf{a cinética. De no ser as{, la
presencia del -sistema destruiria el equilibrio térmico entre 1la
radiacidn y algun gas arbitrario que estén a la misma temperatura.

Esto nos permite usar el teorema de equiparticiédn para el movimiento

translacional de la particula, esto es:

(11.2)

esta es la condicidn de equilibrio dindmico que estamos buscando.

Ahora s6lo resta evaluar <A?> y Ry v para esto se usara fisica



==clédstca~enclusivamantea.

222. CALCULO DEL COEFICIENTE

ﬁémpb ,«ef:ctrngghétfco

externo, entnncés el ar;Aelédtrico f Sdel oscilador

obedece la. ecuaci

+ e f =2rE_ (11.3)

Ahora haremos la suposicién de que los campos eléctrico ([E(x,t)
y magnético B(x,t) se pusden escribir como un desarrollo de ondas

planas transversales, de la siguiente manera:

2
E'x t Z Jfhe x noivw i o Tu i Kearv (K A) TG (I1.3a)
=94 . .

2 S
Bix, t) =z j’d’hkxuk,xm(wk,n coslu t-k-x=8(k,A) 1, (I1.4b)
=4 R '
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La variable A se introduce para representar los dos estados de
polarizacién de las ondas, y ©&(k,A), que es una variable
estocdstica, para implementar el caracter fluctuante de la radiacidn
en su interaccidén con la 'materia. Esta dltima es una de las
hipétesis fundamentales de la teoria conocida como electrodinamica
estocdstica, la cual, ademads, postula al campo de radiacién de punto
cero como 2] responsable del comportamiento cuantico de la materia.

La ecuacidn (I1.3), come estd escrita, es valida cuando la
particula estd en reposo respecto al campo de radiacidn. En este
caso la particula verd un campo isotrdpico a su alrededor, pero si
se encuentra en movimiento respecto a él1, ésta isotropia se rompe vy
aparece una fuerza gque depende de la velocidad. Fara transformar la
ecuacidén (I1.32) al sistema de la particula en movimiento, sélo es
necesario escribir ¢, el tiempo propio en este sistema, en lugar de
t, el del sistema en raposo, y ademas, el campo electromagnético, en

este nuevo sistema, estd dado por:

30



con e=etk,N\); Y. ﬁ_qnd‘é se.

entre los camposi

B =E,

E’ E -p3B
y=y(yﬂz);

I:"z =y (Ez+ﬁBy) s

y la conexién entre las cantidades primadas y las no primadas esté

dada por:

c k
’ R =k_;
Y Y
R =k_j
z z

= -
w =Y (mk ﬂchx).

Finalmente, escribiendo la frecuencia natural del oscilador como w;




v resolviendo la scuacién (I11.3) ye

(11.6a) ‘substituida, se obtiens: la-

_ momento d_i";kﬁvqliarv:, Sy

P . Je e to (kxe) vl
,f—Zsth—’ ’gr[zc-———k At
=t = J

{I1.7)

donde se ha definido:

S 'vr."ptar(rm{_),

For otro lado, la ' expresidén para 'la fuerza que el campo

electromagnético ejerce sobre el dipolo la podemos escribir como:

-7 s
Fr=_X f»-_iB-' as” s
X ez’ € Ya

si se usa gque f'=ez'. Ahora, substituyendo las expresiones de E;, B;

y f* en esta ecuacién, promediando sobre las fases y haciendo

algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos (ver apéndice A)i

2
s o O Tco s oyl 0plwo’ T
<F2 o= —S [P(‘-"osr) 3“’oz)w; ]’



pobrire L 0ptwe®  T)
5 o

plw®  Ti-i o 98! (11.8)
[ o 370 Owo

223. CALCULO DE LAS FLUCTUACIONES <a%>.

El impulso fluctuante impreso en la particula se puede calcular
en el sistema en reposo de ésta, ya gque este efecto es independiente
de la velocidad con la que la partfcula se mueve. El impulso
transmitido a la particula en un tiempo 7 en la direccidén x, se

puede escribir comot

T
A:J'Ta'dz=f .‘ZE_";_LB flae.
x c vy
o o Jz dt

La primera iqualdad viene de reconocer que 3; es la fuerza que le
transmitira el impulso al sistema y la segunda, de la fuerza de
Lorentz. Integrandc por partes el segundo término, se obtiene el

siguiente resultado:

T T T
J-B as dt=[B f] -I 9B 4.
o Ydt Y le ot

3i se escogen los limites de integracién apropiados‘, el primer

término. se puede despreciarj ademas, usando la ley de Faraday:

o
l



s@ llega-FinalheﬁEé at

Cnmo.hemag vxs momehto: que 'el
campo de radxacxbn le transfxer= a’la partlculé en- cada xnteraccxén,
sin embargo, como dicho canpo tiene un gran numero de interacciones
&dﬁ la particula a lo largo del tiempo 7, el efecto que se produce
sobre ésta es altamente azaroso, por lo que es de esperarse que el
promedio de A se anule. Es el promedio del cuadrado de A el que va a
ser diferente de cero, siendo asi la cantidad que nos interesa
calcular. Fara esto necesitamos substituir en la ecuacidn (I1.9)
las expresiones apropiadas para 9Ez/dx y f, gque se obtienen de las
ecuacienes (II1.4) y (II.3) respectivamente; luego se necesita elevar
al cuadrado y, finalmente, promediar sobre las fases para obtener la

ecuacidn (ver apéndice B):

<A >—3“—°—r—7p2\w T). ' (11.10)

para las fluctuaciones del memento transferido a la particula.

22.4. LA LEY DE RAYLEIGH-JEANS.

34



que al. resolverla

Esta derivacién se encuentra completamente dentro del marco de
la fisica clasica. Respecto al hecho de gque se haya obtenido esta
ley y no la de Planck, Einstein y Hopf comentan: “en los fundamentos
de nuestra derivacidn debe haber escondida una afirmacidén gue no se
encuentra en armonia con el fenémeno real concarniente a ia
radiacidn térmica™*. Mas adelante, intentando explicar la naturaleza
de la afirmacidn mencionada, agregant “los fendmenos reales se
distinguen de los resultados inferidos...en que en los primeras
deben hacerse perceptibles, también, fluctuaciones en el impulso de
algdn otro tipo, tal que, para radiacién de onda corta y a bajas
densidades, estas fluctuaciones prevalezcan ‘ampliamente sobre las

dadas por la teoria.»*

ol
u



- 23. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK U
i " CERO.

En 1912, Plangk:publ cé uﬁ”aktltula“ en el ﬁual; féﬁponieﬁao‘ 3
que la absoreién e; uaip;o:gﬁé:continuo, pero‘ qhel “la- ?migién AE
energia por un osciladoruocﬁrre por medio de saltos, de acuerdo con
cuantos de energia-y las leyes del a:ar“‘s, encontrd una  expresién
para la energfa media de los osciladores ligeramente distinta a 1la

ya conocida, esto es

1%

PO ... (II.11)
exp (Aw/RT) -1

U +

Aw

i
z

(comparar con la ecuacién 1.7)3 y de aqui, derivando respecto de 1la
temperatura, la ley de distribucién de un cuerpo negro ya conocida
(ecuacidn [.11), Este nuevo término predice que U es diferente de
cero para T=0 contrariamente a lo que se pensaba en aquel entonces.
Este resultado fue verificado varias veces, y en 1913 Arnold Eucken
(1884-1950), habiendo trabajado en este campo, afirmé! “con completa
certeza que, de las férmulas existentes Cpara la energia
translacional a bajas temperaturasl, aquéllas gue no contienen la
energla de punto cero, no son, ciertamente, satisfactorias; mientras
ﬁue aquéllas que incluyen una energlia de punto cero al menos no
llevan a contradicciones.“‘ﬁ Einstein también conocidé esta segunda
teortfa de Flanck, y en 1913 publicés, junto con Stern, un trabajo en
el gue se dan pruebas de que esta interpretacidn es valida, primero
dando argumentos de plausibilidad que demuestran, basAndose en

resultados experimentales obtenidos por Eucken'” en 1912, que la



e .;vx_guvall- a Lhe; ‘al calor

“aplicacién del térming de pi

“adelante, aprovachan' Einstein "y “Hopf.

presentados anteriormente, ; endo’ en. ellos el

término proveniente &ex ﬁunto cevro'de‘rénétr;g a,,';la ley ' de F1anck,
e6lo que ahora usan una energfa por modo' nnrin)ai para el oscilador de
hw. Este término entra en el cdlculo al incluir las fluctuaciones de
momenta, que se inducen en la particula en su interaccidén con el

campo de punto cero, dentro del marco de las ecuaciones (II.2),

(I1.8) y (I1.1Q),

231. CONTRIBUCIONES DEL CAMPO DE PUNTO CERO A LAS
FLUCTUACIONES DE MOMENTO.

Este cdlculo es muy similar al expuesto para las fluctuaciones
del campo térmico en el apéndice B, Se comienza calculando §1
momento transmitido al oscilador durante un tiempo 7 en la direccién
z, segdn la ecuacidén (I1.9). A este respecto, Einstein y Stern
comentan que, en este caso, nos interesa 1la situacién en que la
energla de las oscilaciones excitadas por la radiacién sea
despreciable respecto a la energfa de punto cero del oscilador, lo
cual es permitido para temperaturas suficientemente bajas. Asi

podemos aprozimar a la ecuacidn (I1.3) con la ecuacidnd

2
d——f+u}f=0,
dt e

cuya solucién estd dada por:



donde i,f; es el

-1
frecuencia natiral de oscilacion

lo. podemos::

’ » 3 Bléct—idco
spresar ‘como upide :

Ys para 1a,d‘er1vada_; se tiene:

N 2
25—":5 Jd’h £ (kAL TR cosle t-k-x-¢ (kA 1,
Ax z k X k

N=4

en la que se ha usado el mismo argumento que se usé en el apéndi ce B
para cambiar la fase. Substituyendo estas expresiones en la ecuacibén
(I1.9) para el

momento, tenemost

T 2 .
A = ‘l‘da Zfdsh fcostw t) £ (kA Alw Tk cosle t-k-x—& (k,\)]
(-3 o o z k x k
) 0 =t
2
=ZI¢’h f, £,060 At T) R x
A=¢
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las fluctuaciones, la’expresidnt =
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<al>= de w7207 (w0, Ty

1S¢

para llegar a esta expresién se usé la ecuacién h=mk/c y se evalué
la expresién en el origen; ademis, por comodidad, se escribidé w en
lugar de o,

Como el dltimo factor tiene un comportamiento del tipo delta,

podemos poner wEw Y luego usar la integral (B.1) del apéndice B

para llegar at

2 L -
KAty A2 2 e Ty (I11.12)
=] 2 o 0O [-] .
15¢”. :
donde, ademas, se Usé “la ecuacién - (I1:5)- para  escribir las
FlacluaciGhues v D% minus W@ ld gensiual Jde ¢hgrgld. Mfara  ehcontrar
Al f e Yéwinos de la frecuencia, Einstein y Stern

(-]

. -]
argumentan que “si el resonador posee la energia de punto cero Aw™,

se tiene que:




e xﬁ:M}SFcJ Tk wmyaaiin Vieﬁé  dé' iguafar ia ‘énéfgiaf Még{é:l
%mméﬂe del resonador (donde & es la amplitud del movimiento) :oﬁ la.
energla Aw atribuida al punto cero de éste, 'y luego wmanipular la
expresidn para ponerla como aparece. Ademas argumentan que:
solamente un cdlculo més riguroso mostrara si la discrepancia entre
la energla por modo normal usada aqui (Aw) y la obtenida de los
experimentos con el hidrégeno (fAw) desaparece. Entonces, al depejar

fz, se llega at

y substituyendo en la ecuacién para las  fluctuaciones, se obtiene

finalmente:

2
2. 4n
<A°)— = chworp(mo,T)T. (I11.14)
Una wvez hecho esto comentan que, si se piensan estas

fluctuaciones como las Gnicas que contribuyen a la ecuacidén (I1.2),

tal gue se tenga la ecuaciédn:

<A’ >

= = 2RTR,

4a




‘se Ilaga; al ey de Wieng-

eCQéciGn”YI;Z)s, "qUérémds de jar
de lado 1a suposicisn: de

radiacién son despreciable hora pensamos que la energla de las

oscilaciones, impart‘ida Tpor, “radiacidn al resonador, genera
oscilacicnes de :nomenté- vq’ue son independientes de las
correspondientes al punto cero de energia, entonces podemos sumar
los valores cudraticos medios de los dos tipos de oscilaciones de
momento“s, y ademds agregan una nota a pie de pAgina diciendo que

“este tipo de procedimiento s6lo se puede justificar por nuestra

; : 5
ignorancia de la ley verdadera para el resonador®.

2.3.2. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK.

Asi, sumando del lado izquierdo de la dltima ecuacidn el valor
para las fluctuaciones encontrado por Einstein y Hopf, ecuaciv_sn

(IT.10), escriben la ecuacién (I1.2) como:

2 arntet 2 42
<A >=—-2—-—'rp (wo,T) +—clim°l‘p(w°,T)T=2hTR,
Sw 5
(=]

gue al substituir el valor para R, nos da la siguiente ecuacidn

diferencial:

3
n?c? 2 hwo
— e (wo,T) +

3u°hT T e

dp(wo,ﬂ
p(wo,T) =p(m°,T) e,
0m°

qué tiene como solucién a la ley de radiaciédn de Flanck, esto es:
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y. para-encontra “osciladores usan  la-

- sigui’

que fue derivada por Flanck en sus trabajos sobre su segunda
.teorla‘. y que da como resultado la ecuacién (II.11).

Todos estos resultados concuerdan con los de la segunda teoria
vde PlancP, y representan una derivacidn de la ley de radiacién que
 no ‘incluye discontinuidades “extrafias®™ a la fisica clasica. De
Heqho, todo el c4lculo estAd basado en conceptos clasicos, salvo la

idea de energia de punto cero que, sin embargo, no entra en
contradiccién con estos conceptos. Es a través de asociarle una
energia de punto cero a la particula, por medio de la ecuacién
(I1.13), que entra la constante de Planck a la teoria, representando
una medida de la intensidad de la energia asociada a la radiacién
por medio de la ecuacidn E=Mw. Esta ultima ecuacidn no ha sido
“derivada por la teoria wmisma y, por 1lo tanto, representa una

hipétesis extra.
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24, DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK USANDO METODOS
___ PROBABILISTICOS.

No obstante el éxito de !;Ij’rir‘;%te"i'n'y Stern. para jo’bteﬁér 71_37' ley de
;Planék usando la—hipétééis“de‘la energfa de puﬁﬁdw ﬁefn,‘ terminaron
por abandonar esta i&ea. Sin embargo, Einété}h};yéjéin la ayuda de
_Stern, continud sus estudios sobre la radiacién publicandolB asi{, en
1916, una nueva derivacién que hacia uso de ideas probabilisticas.
Es en este trabajo en el que introduce los coeficientes 4 y B que
representan las probabilidads de transicidn por unidad de tiempo de
un estado energético a otro. Un alo después, en un nuevo artlculnd,
reproduce estos resultados y luego los usa para demostrar que, tanto
la emisién como la absorcién de radiacidén son procesos
direccionales, esto es, que en cada proceso elemental de este tipo
hay una transferencia de momento de la radiacién a la particula con
una direccidn bien definida. En este trabajo hace uso de las mismas
hipdtesis gque utilizd en sus trabajos con Hopf y Stern acerca de 1la
distribucidén de velocidades Qque se obtiene en el estado de
equilibrio entre la radiacién y la materiaj esto es, se cumple la
ley de Maxwell. El sistema que utiliza se trata de una particula con
un ndmero infinito de estados discretos internos; sin embargo, él1 se
concentra solamente en dos de los posibles estados de energla, €, Y
en, en los que se puede encontrar la particula. Las energias de
estos estados deben cumplir con la relacién em>en y con la
restriccién de que en una transicién de un estado al otro la
radiacién involucrada tenga una frecuencia w. El movimiento de la
particula se tama, por simplicidad, a lo largo del eje 2.

Einstein distinguié entre dos tipos distintos de procesos



elementales, unc’se're emision. Y absorcien’

estimuladas ‘por: e cidn circundante

‘producidaisin excitacién por. causas
s coeficientes By .ya sea B

orcidn’ respectivamente;

“los procesos estimulados fueran

i idireccionales ica predecia gque una emisidn sin

;guéé‘eﬁﬁééﬁaidgbfa produc, ' bnd; esféricad, la cual, debido a
o-la simetria, 66 lé'iapaége,n;ngdn-momento a la particula. Fue por
esfo que Einstein se,$VQéélabdemostrar gque, en un proceso cuadntico,
una emisidén de este tipo s{ es direccional, transfiriéndole, as{,
una cantidad de movimiento a la particulaj y en consecuencia, que
esta es la Gnica forma en la que se puede establecer un equilibrio
dindmico entre radiacién y materia que sea consistente con la ley de

distribucién de energias de Planck para la radiacién y con 1la

distribucidén para las velocidades de Maxwell para las particulas.

241. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK USANDO BALANCE DE
ENERGIAS.

Si la particul; en consideracién forma parte de un gas a

tempe;atura T y puede tener un conjunto de estados internos de

energia ia, con i€ N, la frecuencia relativa Vn del estado 2; esta

dada por la distribucién de Boltzmann, esto es:

Wn=nhemp(~en/hf),
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in eétadofz%fa.dff
Snc -énergla.em—éh:yfﬁrétda cia

a probabilidad de que esto suceda . -en.-uniintervalo de
dw=A" dt. , o (11.15)
Ademds, si el sistema se coloca en un campo de .radiacidén.  con

densidad de energia p de frecuencia w, se puede tener una transicién

La

del estado 2; al 2% absorbiendo radiacidén de energia em-enf

probabilidad de que esto ocurra eh'unrtiempo dt, sera:

dV=B:pdz,

y si el proceso es, en lugar de una absorcién una ‘emisién

misma energlia, la probabilidad sera:
— N
dV—Bmpdt.

Ahbra, para que el intercambio de energls entre la radiacién vy
las particulas, descrito por estas trés ecuécionés, nor altere la
distribucién de Boltzmann, valida en equilibrio, es suficiente vy
necesariod que el ndamero de absorciones por unidad de tiempo y a la
frecuencia w, descritas por (II.16), sea 1igual, en promedio, al

ndmero de emisiones por unidad de tiempo y a la misma frecuencia,




desckifas:pék}(lliiﬁ) yopor (T La17) 75

“rcondics sobre’la densi

. e
nn_g.,p(fen/ht) _Bnp

que se cumple a cada frecuenc de “otra forma,

tiene balance detallado. -

tiende a infinito k_jyuhtb_ con 'T‘ se tiene la siguiente relacioni

n Bm=n. B8".

nn m m

As{, despejando de (I11.18) la densidad de radiacién, se llega,

" usando esta relacidn, finalmente ai

a"/8"
P=&iplle —e 7 /KTT-T * (I1.19)

obteniendo asi{ la distribucién de frecuencias para la radiacién,
se debe cumplir para tener equilibric térmico. De la ley

desplazamiento de Wien, ecwacidn (I1.1), se sigue que:

An
s ow?, (11.20)
Bn
m
y que:
€, -€ =ho, ' CILL21)
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donde oy A sqn,y'{:;:nsté\ntes,'qhiyérse\‘;‘e"sﬁ Para’

casollmxte de . a ras  do

Rayleigh-deans. Cab

de osta teorta,

crr.'i.'::xl) Jen la ecuacisn

2.42. UN METODO PARA CALCULAR EL MOVIMIENTO DE MOLECULAS EN
UN CAMPO DE RADIACION."”

En seguida, Einstein hace uso del mismo método .que usé para
derivar la ecuaciédn (II.2) y de la ley de Planck, para demostrar que
la emisidn y la absorcidén de energia son direccionales.

Sequn Einstein, para calcular el coeficiente de friccién R que
aparece en esta ecuacibdn, se tiene que describir a la radiacidn lE:-n
un sistema de coordenadas S° que esté en reposo respecto a la
particula, pues las hipétesis hechas sobre la absorcidén y la emisién
de radiacién han sido formuladas para el caso de particulas
estacionarias. Fara esto, encuentra primero el ntmero N de procesos
de absorcién por unidad de tiempo, debidos a la radiacién asociada
con el Angulo sélido d” coma®s

dn’

- m » » b
N-Bnp (w*,8 )4rt f

donde las cantidades primadas son las correspondientes al sistema de

referencia $°. En lo que sigue vamos a escribir p(w) en lugar de

plw, T} pues la temperatura no cambia de un sistema & otro. Esta
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~estado’es i U

donde 7=n.e tp (e

‘efresenta al ‘tiempo total = en

- que el sistem Lados zm Y Zn._A ia cantidad T
p‘abiliﬂad de encontrar al sistema

antidad que nos interesa es realmente:

X 3
N -ln e.<p(-e /KT 8" 7 (w8 LI
g 4n

Si cada interaccidn de la particula con el campo de radiacidén
le transfiere a aqguella una cantidad de movimiento #Hw/ec, su ;
proyeccién a lo largo del eje 2° serd igual a Aw/c-cosB'.

Tomando ahora los procesos de emisidén en lugar de los de !

absorcidn, vemos que el namero N; de procesos elementales, en este
caso, es?
N =fpn eupt-e /kT) B" p (0 ,6°) 0L |
@ m m m
T 4n

y el wmomento transmitido a la particu]a per cada proceso elemental

de este tipo, en la dxreccxén z’ yiés ~-fAw/c cos@’. Finalmente, el




P ihciuir :

las éontr‘ibLlcicheé"‘prﬁvéniehtes de todas las c‘iir‘ec"‘,ciohes: pb;i'blevs.‘
La contribuciédn del coeficiente A:‘ no se inﬁluye,f pues, por su
cardcter azaroso, no le imparte momento a la particula. Ahora  sélo
rest a encontrar una expresién para la densidad de energla en el
sistema de referencia de la partfcula 57, en términos de la densidad
en el sistema de referencia §, emn reposo con la radiaci®dn., En este
sistema 1a radiacién es isotrdpica, por lo que, la radiacién
contenida en un rango de frecuencias dw, por unidad de volumen,
asociada con un Angulo sélido <€) orientado a lo larg de su
direccién de propagacidn, es pl{w)dw d€a/4n. A esta radiacidn l.e
corresponde otra en el sistema $° que estd igualmente caracter i:zada
por un rango de frecuencia dw’ y un d&ngulo s&Slido d'. La densidad
de wvolumen de esta radiacién esta dada por p” (w',67)dw’ €' /4n. Esta
cantidad s!{ depende de la direccitn, pues en el sistema 7 la
radiacién pierde la isotropia debido al movimiento de 1la particula
crhpdzie oo S lae DTnoesbla cewaci@us vl anigaiv €7 wL el Angulo polar
definido por la direccidn de mowvimiento de la particula, eleje 3, vy
la direccién de propagacién de la luz incidente.

La ecuacidn de transformaci on entre estas dos cantidades esi

PO e AR W dwafd [: o ;.a],, (1. 23)
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LEransformang 87 et

2 priner orden ‘primcdas: se

Y. para rvel'aci.ld‘nar“,l‘a ‘densidad de radiacién en funcidn <3e la

frecuenciaen: Sf'cq a.que .depende de la frecuencia en 5, h&acens

una serie de Taylor en la ecuacidn:

Pl =plw’ +Aw cose’),

para obtener it ooooin

Ip(w’)
3w

plw) =plw’) + fRw cos8” .

Esto ©s necesario pues, aunque nos interesa usar la frecuencia «de la
radiacién gque we la particul a, la densidad de energla gue qguer— ems
conoger s la med%da en. el sistema en reposo respecto & la
radiacién.

For otro 1 ado, de lss ecuaciones de transformacidn para los

angitlos, se obtiene:

dw

a—5,=1+(3cose N
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% (1-2(3cas8) (1 +Acose’) (1~23c0s07),

donde los términos pendltimo 'y Gltimo vienen de la transformacién de’
dw y dft respectivamente. Finalmente, escribiendo esta ecuacidn a

primer orden en ﬁ;”serllega at

Pl 0= [p(m’) + fw’cose’ 391—“1-’]<1—3ncose*).
s dw

Este 8s' el resultado que se necesita en la ecuacidn. (I1.22);

entonces, al substituir, queda:
hw 1 dp m e R
H: —_— Eo 3w — ] nth Lexp( en/hT) e"p(em/hT)J [P

en la cual ya se ha efectuado la integral sobre 01°. Agqul Einstein

] - :
comenta  que como 2s claro que los procesos de emisidn y absorcidn

que suceden sin interaccién con el campo de radiacidn, en el sistema



2.43. CALCULO DE LAS FLUCTUACIONES <a*>.

Como  ya se dijo antes, las fluctuaciones de momento
transmitidas a la particula no dependen del sistema de referencia en
el gque ésta se encuentraj asl que, al calcularlas, no es necesario
realizar una transformacién de Lorentz; entonces, Einstein, para

S v D
calcular estas fluctuaciones,  considera un evento arbitrario en el
sistema de la particula, el cual le transmite una cantidad de
movimiento P en la direccidén 2. Este momento se puede suponer, en
general, como variable en magnitud y <=entidoj; sin embargo, su
promedio <{P> debe anularse. - Ahora, si llamamos a los momentos
transmitidos al sistema por una serie de causas mutuamente
independientes como P‘, P;, ... tal que la transferencia total de

momento A esté dada por:



entonces, se-debe cumpliriquet’

$A%>=cy P

puestd.aqé'iog‘ moﬁé;tbs’vé;fggqn independientes entre si{ y sus
promedios <P, > sajahul%ﬁ.'HaFemos la hipdtesis adicional de que el
valor :uadrético'medib_de:lns momentos individuales sean iguales
entre si, esto es;‘{ff>;<P2>, y ademas, si ¢ es el ndmero total de

eventos que producen estos momentos, se cumple:
<A?>=e<P?>.

Como cada evento le transfiere un momento #Aw/c cosfé a la
particula, podemos hacer la identificacidén P=hw/c cos8, para cada
proceso de absorcién y emisidn. Calculando el valor cuadratico medio
de P, se obtiene <P2)=§(ﬁw/c)2 al promediar sobre 8, vy en

consecuencial

<A< % Lhwre) 2. (11.25)

Como ¢ 2s el numero de eventos que ocurren en un tiempo T, vy
como este numero es igual a dos veces el namero de procesos de
absorcién del tipo £;~2% gque tienen lugar en el tiempo =7 (esto
ultimo debido a la ecuacién (I1.18), que nos dice gque el namero de
procesos de este tipo es, en equilibrio, igual a los del tipo

2;~2;), se tiene, de la ecuacidédn (II.18), que el namero total de



eventos 1o podemos-expresar

gim z[ —fyfexp('—én./hr)](Bnp’T), . o kI28)

donde el primer paréntesis representa 1la probabilidad de que el
sistema esté en el estado 2; y el segundo representa al ‘nﬁmero de
procesos del tipo 2;~2; gue suceden en 21 tiempo v. El - factor dos
viene de la igualdad ya mencionada en 2l numero de . procesos  de
absorcidn y de emisién. Substituyendo en (I1.25) se  obtiene, para

las fluctuaciones:

2 SE .
2, 2 [hw m _ - Piniey Paite
<a?r=c2 [—?] n Bl expi-e /KDpr. 112

2.4.4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS.

Una ve: obtenido este resultado, Einstein demuestra que 1los
momentos transferidos a la partfcula por el campo de radiacién, de
acuerdo con las hipdtesis hechasy, no alteran el equilibrio
termodinAmico entre estos dos. Fara lograr esto, substituye los
valores cbtenidos para R vy <Az>, determinados por (I1.24) y (I1.27)
respectivamente, en la ecuaciédn (I11.2), una vez habiendo hecho el

cambio?

Ll

9o e (RS - fiw
© 5o ]Cl exp (—hw/kT) ] P =RT °

-

en la expresiédn para R, gque viene de substituir la ley de Flanck en
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el ‘lado izguisrde

por’  medio

_ésﬁasrhipétesis'se‘siéuehQQGéfuh;'méﬁéfal.nétUral,
';sééL dg‘g‘stuiado de Béhr, ecuaciéh‘E(II.EI)J, y la férmula para la
:Fadiécién:de FPlanck. Sin embargo, me parece a mi mds importante el
res@itédo acerca de la transferencia de momento a la particula
debida a la absorcidén y emisidn de radiacidn. Si se cambiara alguna
de las suposiciones hechas sobre el momento, se violaria la ecuaciodn
L(I1.2)1; parece casi imposible mantener una concordancia con esta
relacidén, impuesta por la teoria del calor, si no es en la base de
nuestras suposiciones."6 luego, afiade que “se pueden considerar las
siguientes afirmaciones como suficientemente demostradas:

- 31 una ‘faguja’ de radiacién tiene el efecto de que al
interaccionar con una molécula, ésta absorbe & emite una energia fhw
en forma de radiacién, entonces siempre se le transfiere a la
molécula un momento Aw/c.

- 5i sobre la molécula actUan varias ‘agujas’ de radiacion,
s6lo una de ellas es la que pafticipa 2n el proceso elemental de
interacciony y asi, es esta aguja la que determina la direccién del
momento transferido. ‘

- 51 la molécula sufre una pérdida de energia MAw sin excitacién
ertarna al emitir esta energla en forma de radiacié6n, entonces, este

proceso también es direccional y, por lo tanto, la molécula sufrira
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un ratroceso de magnitud Aw/c ina direccisn determinada’ solamente

por . el ‘aégk’, BeiégugfdPT d ‘esente "‘ §J;§dr;é.f°

Ademas afiade due‘“i$ débiiidqdjdejié;teokia és;'por Qn‘lado} el
hecho de que no nos acerca hé;Jhééia:ﬁha ‘Coneccién con la teorfa
ondulatoriaj y, por el otro, gque deja que la duracidén y la direccidn
del proceso elemental sean determinadas por el tazar® . "®

5i 2n esta segunda parte del arti{cule, se hubiera usado como
elemento conccido al momento transmitido a la particula por medio de
la radiacién emitida sin causas externas, =n lugar de la ley de
Flanck, se podria derivar dicha ley usando el mismo balance de
momento, substituyendo R vy <A2> directamente en la ecuacidén (II1.2) y
resolviendo para p.

Agqul retomaremos la hipédtesis acerca de la discontinuidad de
los estados 2% que hace Einstein en el articulo de la referencia 6.
lLa cuestidédn es si esta hipdtesis es necesaria para describir }a
interaccidn de la radiacidén con la materia y, asi, poder llegar a la
ley de Planck. Einstein fue criticado por introducir esta
suposicidn, pues €1 1o que intentaba era demostrar que la existencia
de un proceso discontinuo no era fundamental para obtener una
derivacién correcta de la ley de radiacidén. El respondid a estas
criticas con un articulo publicado junto con Ehrenfest?® en el cual
demuestran, sin dejar lugar a ‘dudas, que no es necesaria la
hipétesis de estados discontinuos. En este trabajo, Einstein vy
Ehrenfest, proponen que, en dgeneral, se puede tener un namero
arbitrario N de procesos en los que se emite radiacién a frecuencias
Wy Wys ooy Wy Y un ntmero M en los que se absorbe radiacidén con

frecuencias w;, w?

s eses Wy tal gue nos llevan de un estado de
2" D ]



energla.s. a; ,.ctno_..e?.,_;a § ER

)4

Chransicidng UEclaciion

El primer. facto resenkt ab 5 . . segundo. las

emisiones. El'pro (1 te. no: deie a € , se expresa,

entonces,  com

= m CA + Bptw)] El LB (W) T de:

Si se supone que la ley de HBoltzmann vale en equiljbriqu‘ se impone

la condicién de balance detallado, se obtiene:

B,lp(w,)

ij(wj)
A,l + Bip(w‘,’)

AJ_+W E.\:p(hw'j/hT) .

-z

] ™
exp (ftw,‘/hT)J =N
j,

Como esta expresién debe ser vglida-paka cualquier Ny M y también
para cualquiear conjunto de rwi ry w’. éntonces cada término entre
paréntesis debe ser igual a umo. Al - tomar cualquiera de las dos
exprasiones v resolver para p . se obtiene la ley de Flanck. En este
sentido es la demostracidn de Einstein y Ehrenfest de que la
hipédtesis de estados discontinuos no es necesaria. S5in  embargo, si

se toman las inismas condiciones de  la derivaci6n de Einstein de

i

1217, =élo que, en lugar 'de suponer una serie de estados

discontinuos, trabajamos con un continuo y nos fijamos en dos de los



;_é?cadaf#r

solamente’

a hw.

os- estados

vgdé sélo  haya

na. energfa igual
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CAPITULO 1t

LA ENERGA DE PUNTO CERO

.61



3.1 IN'TRODUCCION.

En el capitulo anterior se expusieron dos derivaciones  hechas
por Ednstein y sus colaboradores, de la ley de radlacidn de  Planck;
sin embargo, en estas derivac iones existe una imprecision en lo que
al concepto de energia de punto cero se refilere. Es la intencldén de
este capftulo corregir tal si tuacidn, para lograr, asi, un enfoque
més <general en la descripeidm de la distribucidn de energia para la
radi acién que se cumple cuando ésta se encuentra en equilibrio con
la materla. Se <comenzard por analizar la derivacidn hecha por
Einsteln y Stern? que estd basada en un enfogque esenclalmente
elec tromagnético; ensegulda se procederd a comentar la derivacidn de
Elnsteinz. de 1917, hecha con argumentos estadisticos. Finalmente se
mst.rard cémo estas dos deri vaciones se pueden relacionar entre si.

Aquf cabe hacer unas deefiniciones que nos ayudardn a clarificar
ldeaas mds adelamte. En el capitulo anterior no se hizo ninguna
dif errenciacidn en la natural eza de los campos térmico y total; sin
embarge se sabe que existen tres tipos de r:ampos9 con sus densidades
de energfia diferentes: el campo electromagnético total ¢circundante a
cuy-a densidad nos referiremos como p; el campo ‘térmico’, esto  es,
el campo que contiene a la radlacidn con temperatura diferente de
cer-o, a la densidad de ener gia de este campo la escribliremos como Py
Yy, fipalmente, el campo ques subsiste a temperatura cero y que su
dersidad la demotaremos como e, Es claro que estos tres campos se

rel acionan por:
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32. EL CAMPO DE PUNT

Planck, al  dertvar: " Ruevas

perspectivas para- la fisica dé['%éiﬁic,;xfx; ;Egnéfétg@ehtng al
introducir un nuevo ccncépté}b la cuﬁntizacién de la . énergia
intercambiada entre la radiacidn y la materia. Durante los afos que
siguleron a dicha derivacidn la gente no comprend{a su significado.
Fue Einstein, en 1905 con su trabajo sobre el efecto fotoeldetrico,
el que ayudd a esclarecer las ideas respecto a la discontinuidad,
provocando, asi{, dque se creyera que el introducir este nuevo
elemento a la f{sica era la dnica forma de explicar los fendmenos
cudnticos. No obstante, Planck, siempre inconforme con las nuevas
ideas que hablaban de discontinuidades, presenté‘ una derivacidn que
incluye al término de punto cero como el responsable del
comportamiento cuantico. Walther Hermann Nernst (1864-1941> le die
un importante apoyo a esta linea de investigacidn con sus trabajos
relacionados con la tercera ley de la termodindmica”. Tambi én
Einstein, como se vio en el capitulo anterior, trabajé Jjunto con
Stern en este concepto, abandondndolo tiempo despugs por motives que
discutiremos en Eu momento. Aflos mds tarde la electrodinamica
cuintica lo retomé al atribuirle el término de punto cero al campo
electromagnético asociado con el campo subsistente a temperatura
cero {y no al oscilador), logrando encontrar una expresidn para la
densidad de energia de este campo; sin embargo, este enfoque no nos

interesa aquf{ por lo que lo dejaremos de lado. Solamente nos
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detendremos . para h ta.teoria se | fensa Tal | eamps

de punto,’cye‘:'pq‘jrc“omb e_‘st.,o es, '_c'omd," un Vcram'pi; . qu§19 nc
existe pero,sinembargo, inﬁeractda con 1a materia.

YEnrlgd.Q.' Park y E;S:Leins. propusieron conslyderar al campo de
vac{o como un campo real y fluctuante. Su argumento es como sigue:
considerando las incertidumbres en los valores de las componentes de
los campos AEX.. . .AHX.. .. medidos dentro de una regidn cuya

dimensidn lineal es &6¢, y suponiendo que el valor medio de \los

campos se anula, se cumple la desigualdad de Heisenberg:
AE AB, > 2nhc /C5¢) ‘.

Si se supone, ademis, que AHy es, en promedio, numéricamente igual a

AE“. se puede escribir:
. 2 4
CAED "z 2nhecsCHED 7,

Por lo tanto, la energf{a debida a AE contenida en el volumen

¢60? sera:

3he
287

3 2 ]
=_= >
AW 4nCAE) (-5 2ur
S{ se supone que existe una frecuenclia dominante w, la
perturbacidén que ésta genera estard confinada a una regidn con
tamafo del orden de c/w, por lo que podemos hacer la aproximacidn

Sl~c/w; asi, substituyendo en la ecuacidn para la energfa, obtenemos

para ésta:
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Esta relacién se puede‘ lnterbrétéff d;cieﬁdo que  este valor
residual de la energia permanece iﬁclﬂsive'cuando no se tenga ningun
campo e=xterno, cuantos de luz ni cualquier otro efecto
electromagnetico. Sin embargo, como al integrar esta energ{a
espectral sobre todas las frecuencias se obtiene una densidad de
energf{a infinita, se debe concluir que aquélla no tiene ninguna
consecuencia f{sica directa, o bien, que las fluctuaciones del campo
electromagnético del vacfio no son directamente observables y sin
embargo reales. Esto quiere decir que sus efectos sdlo se van a
poder medir indirectamente por medio de sus consecuencias fisicas.

Park y Epstein se limitaron a proponer que el campo de punto
cero es un campo real sin discutir su procedencia. En los afos que
slguieron esta ldea se redescubrid varias veces y correspondid a una
gran cantidad de autores refinar el conceptoi

Por ejemplo, si se considera que en el dominio atédmico un
oscilador cargado también radfa, se necesita una fuente para
recobrar la estabilidad de la materia. Esto contrasta con las ideas
de Bohr que postula que los niveles cuidnticos existen por si solos.
Dicha fuente ze puede encontrar en el resto de los oscliladores
Ccargadosd del universo, el cual actda como un reservorio{
Entonces, vemos que se puede encontrar una fuente natural para un
campo que requlere ser ubicuolpues debe afectar a cada particula/ en
el unlvers;?“;gr otra parte, deblido a esta ubicuidad del campo es

claro que gste debe cumplir la condiclién de ser invariante de
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__;no'd‘e‘b‘e ser poslrble dehect‘ar rﬁovi'mi entos uni;‘crines&'

-evitando, as{, = caer -en-.situaclone

pr éf'el @tlb vis

para calcular

- a FEE .
poL"wJ = . CITIV 1

£s natural suponer a este camp.:o como homogénen e isotrdpico,
tanto local como yglobalicnle, puvs  esta conaleion  debe imponerse
para mantenerla la invariancia de Lorentz. Finalmente, el numero de
modos en un intervalo dw para un campo electromagnédtico isotrépico

io
es

2
afdh 2 2% Par=L _as ,
cam an 2

nc
donde el factor dos viene de tomar en cuenta las dos polarizaciones

del campo. Usando este resultado junto con la ecuacidn <CIII.1D

podemos encontrar la energf{a por modo del campo de vacfio:

Por Gltimo, es importante hacer notar, comoc un argumento en
favor de la existencia real del campo de vacfo, que cuando a
principios de siglo la gente suponia que un sistema atédmico debia

ser inestable debido a la radiacién que emite, estaban pensando
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erréneamente ‘que el itomo.es un-Sistema a

acabamos de ver, la presencia del rest

~universo Lmﬁlica 1afe¥isten¢g
cada punto del espactifE%ié
para no tomarlo en cuéntéﬁé 1a-ﬁofa de éstdaiar‘
los sistemas cudnticos.

Resumiendo, podemos decir que .existe un campo cldsico
estacionarioc que es homogéneo, isotrdépico, ubicuo, con fluctuaciones
estccésticas,{invarlante de Lorentz, que es producide por un gran
nimero de fuentes incoherentes y que al {nteraccionar con la materia

le 4induce las propiedades cudnticas tipicas de los sistemas

atémicos,

3.3. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK COMPLETA L.

En el capitulo anterior vimos como Einstein y Stern le
asociaban un valor de #Aw a la energia por modo de punto cero del
oscilador cuando en la primera mitad de su artfculo habfan supuesto
que el punto cero de energia deber{a ser ;nm; sin embargo, ellos
incluyen una nota en la que explican este procedimiento dieiendo que
pareci{a que sélo atribuyendole una energfa hw al punto ceroc del
oscilador se podfa llegar a la ley de Planck y que investigaciones
posteriores mis precisas deberian mostraf si esta discrepancia en
los valores de la energfa desaparecen o no'?  Como hacen notar
J.L.Jimenez, L.de la Pefla y T.A.Brody el problema central parece
haber sido que Einstein y Stern no se dieron cuenta que el aceptar

un término de punto cero para las fluctuaclones de momento del

oscilador, implica la presencia de un término de punto cero para el
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s CAMPA dg radiacidn. si seﬂquiere,tener,equl}ibﬁ

sto. . _no. fuera
as{, las fluctuaciones descritas por tIIﬁféi; _’frvﬁré.éero sl la
pemﬁeraﬂura T se va a cero. Esto se déﬁe éﬁ;daé‘:la' densidad de
energifa due all{ aparece es la descrita Eér‘ la- 'ley de Planck.
Entonces no es vidlldo tomar estas fluctuaciones como las subyacentes
en T=0; sin embargo, la derivacién de Einstein y Hopt de la ecuacidn
CII. 100 no hace suposicién alguna sobre la naturaleza de p, esto es,
se estd tomando en cuenta al campo electromagnético completo:
p=p5+p;. Asi{ pues, si p contiene un término independiente de la
temperatura también <A%> debe tenerlo; por lo que, si a estas
fluctuaciones le sumamos <AZ>. tal como se hizo en el capftulo
anterlor, estaremos considerando dos veces a la parte
correspondiente a la temperatura cero. Esto explica la necesidad de
Einstein y Stern de incluir un factor de dos en la expresidén CII.13D
para la energfia de punto cero Cesto es, la necesidad de usar Aw en
lugar de ihw)‘a. As{, para corregir esta ecuacién para qﬁe

corresponda a una energia por modo de ;‘ﬁw, hacemos:

$ Kf© = tho,
con las mismas definiciones que en el capftulo II. Despejando el

momento dipolar y substituyéndolo en la ecuacidn CII.12), se obtiene

la expresidn:
2 2n?
A" d="—chuwlp Cw,0T, . CIII.a
o 5 o

donde al usar P, se estd pensando que es el campo de vacfo el que
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genera estas flucbuaclones.'Es‘probablg que lé dlfefeﬁtl

energias por modo A%il;ﬁép;;a;T;aﬁlﬁﬁéé567ai
los cdlculos y la medid; por el e#ﬁerimeﬁto, iohlléQérénAa:abgndthF"
este concepto en sus {nvestigaclones posteriores. ‘ -

Por otro lado, vemos que el coeficiente R dado por la ecuacidn
CII.8) se anula para un espectro de la forma p~uﬁ. y en particular
para un espectro como el dado por la ecuacidén (III.1). Con esto se
demuestra que el campo de vacio no produce fuerzas de friccidn sobre
una partfcula en movimiento. Es el campo térmico el udnico que puede
generara fuerzas de este tipo y, por lo tanto, son las fluctuaciones
de este campo las que debemos igualar con la fuerza de fricclidn, por

lo que, el equivalente a la ecuacién C(II.2) es:
<bZ>=2KTRT, CIII.3

y como el campo total estd formado por el campo térmico y el de
vac{fo y las fluctuaciones de estos dos ultimos son estadisticamente

independientes‘s

, se puede escribir: <Az>=<A:>+<A:>; por lo que,
finalmente, tenemos para la ecuacidén que goblerna al equilibrio

dindmico entre radiacidén y materia:
<a%>-< 42> =2kIRr. CIII. 4D '

Si substituimos aquf las ecuaciones (II1.8), CII.10) y (IIl.2),

se llega a la sigulente ecuacidn diferencial:

2 38
ne [pz—pz] =p—%wg§ . CIII. S
3w RT °.
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16n CITI1). La solucidn de esta ecuacidn

@ Came )
s [exp(hm/hl') 7,4*5’7‘“]' o

donde 4 es una constante la cual se determina usando la ley de Wien
encontrando que 4=1. De esta forma se llega, finalmente a la ley de

Planck de radiacidn:

2 explRwskT) -1

2
Pt fiv +ihol. CIII.®
T c -

Cabe remarcar que la inclusién del campo de vacio ha contribuido de
forma esencial en el calculo y e3 gracias a esto que se ha podido
llegar a un resultado que la f{sica cldsica no puede derivar. Sén
este argumento y el hecho de que el término de punto cero haya
aparecido expl{citamente en 1la distribucidén de energia de 1la
radiacidn, los que nos dan, cada uno, otra justificacidén para
considerar al campo de vacf{o como un campo real estocdstico que al
interaccionar con la materia la obliga a tener un comportamiento que

podemos interpretar como cuintico.

3.4. DERIVACION DE LA LEY DE PLANCK COMPLETA II.

Aunque en su trabajoz de 1917, Einstein usa el balance dindmico
para demostrar que la luz emitida por las moléculas tiliene una

cantidad de movimiento direccional bien definida, este método se
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;Suéd; uskar par'a engbntrar la léy dé Pléhék‘usandé como ‘hipo‘tesis el
resultado que &l obtiene y resolviendo la ecuacidn diferencial que
queda al substituir las expresiones para R y <Az> en la ecuacidn
CII.2). Esto mismo es lo que haremos aquf{ incluyendo el campo de
vacio en los cdlculos.

La ecuacién CII.18) se encontrd hacliendo un balance entre el
ntimero de absorciones y de emisiocnes; para esto se de!‘inierpn las
probabllidades de transicidn con las ecuaciones CII1.185)-CII.17). Sin
embargo, anmalizando estas ecuarniones con una perspectiva basada en
los argumentos expuestos en las primeras seccliones de este capftulo,
tenemos que la probabilidad de transicidén para una  emietdn  “sin

causasd externas™ la podemos reescribir como:
dw=4"p dt.
m o

Hay que tener cuidado al interpretar esta ecuacidn, pues as..[
como esti escrita da la impresién de adjudicarle al campo de punto
cero el papel de generador de este tipo de transiciones; sin
embargo, calculos mAs precisos demuestran'* que este término se
debe, en la misma peoporcidn, tanto al campo de vacio como a la
fuerza de reaccidn de radiacidn que sufre la particula.

Las ecuaciones referentes a la emisidn y la absorcidn inducidas

las reescribimos como:

- n .
dw-BmpTdL,

-
dV—Bindt.
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esto se ha logfadé,poner alos tres tipos de transicicnes “al mismo
nivel, esto es, ahor;é todas son transiclones inducidas.’ As{  podemos

reescribir la écuacién CIi. 18> como:
m n n
n, expC en/hTD Bn PL=r exp(-em/hT)C Bm Pr + Am po) ' CIII. 7

y usando los mismos argumentos que en la seccidn 2.4.3, encontramos

para las fluctuaclones, la sigulente expresidén:

2
<ai>= 2 [“—‘;] n, Bl exp-e /KD p, 7. CIII. 8

Usando esta ecuacidédn junto con la CII.24) para R en la (III.3

se llega a:

Lhw,. _ 1 dp _ _
'S‘chP p°) = [p §w-5-o—>]t1 expC~fw/RTD],
que tiene como solucidén a la ecuacidn CIII.B). Entonces, también por
este método se ha llegado a la ecuacidn de Planck, lo cual nos hace
intuir que debe haber alguna relacién entre estos cdlculos, la que
" se discutirs en la siguliente seccidn.
Por otro lado, si despejamos P de la ecuacidn (III.7),
obtenemos:
n n
Am/Bm Ie)

— o
T explC € -€ ) /RT1-1

P2)
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qué al comﬁararla coﬁ 13. ley de desplazamlentor de ¥Wien, ?

?:;ué A:/B; es constante, ya que poctwa. y Lamblénvqﬁ'e ém—én=hm. Para
encontrar el valor de la constante tomamos él linu.pe de la ecuacidn
anterlior y la comparamos con la ley de Rayl eiéh;jééns Yy se encuentra
que A':/B': es igual a dosm. Usando todo esto Juni.o ‘con la ecuacidn
CIII.1) llegamos otra vez a la ecuacidn C(III. B Crﬁn esto se ha

demostrado que la ley de P11 anck describe radiacién en equilibrio

térmlco y dinamico con la materi a.

3.5. COMPATIBILIDAD ENTRE LOS DOS ENFOQUES.

Hasta ahora se han presentado dos derivacfones de la ley de
Planck, una basada en un enfoque esencilalmente electromagnético y la
otra en un enfoque estadistico; sin embargo, siempre cabe la
pregunta referente a si estos dos caminos estin relacionades. En lo
que sigue se mostrard una forma de relacionarlos al derivar la ley
de Planck combinando los result ados de ambos enfoques.

Antes de continuar es necesario hacer algunas aclaraciones:
Einstein y sus col aboradores en sus trabajos de 1910 y 1913, wusaron
la cantidad o=, la cual tiene unidades de nimero y representa una
seccldédn eficaz relativa que podemos interpretar como la probabilidad
de interaccidn entre la onda y la particula, o bien, como el numero
relativo de interacclones‘ en un ensemble de sistemas. Asi,
reescribiendo el coeficiente de friccidn y los términos de
fluctuaciones para la parte electromagnéticaen términos de o, se

tiene:
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Las cantidades equivalentes para el caso estadf{stico son las
dadas por las ecuaciones <CII1.24> 'y CIII. 8D, Igualando .. los

coeficlientes de friccidédn obtenemos:

2
S oe lp-Fe2| L0l 1, 92] (1-expt-murkDd),
dw 2csz dw

donde se ha usado C(II.26) para poner el lado derecho de esta
ecuacidn en términos de ¢ que representa al nimero total de eventos
elementales. Como ¢ y o tienen la misma naturaleza, ambos
representan probabilidades, y como su valor dependerd de caéa
situacidn particular, no queremos que aparezcan en el resul tado

final, por lo tanto, despejando Vo:

p

pO

[N ] . - -1
7559 [1-expl ~Aw/RT)) "T,

donde se ha usado la ecuacidn (III_1); usando las ecuaciones que

describen a las fluctuaciocnes podemos reescribir esta cantidad como:

R
s" 2
[+ ]

Qs

C p+p°) T,
P



para

‘ianck.k Este

“fesu1£adoi démuestra‘fi’ ‘féﬁfoques pafﬁ
tratar, a este nivel, el”pfoble, entre radiacidn

y materia,

Cabe hacer notar que en esk;.dériyacién no se 'usé en ningudn
momento la condicidn de equilibrio dindmico’ (II.2), sino sélo la
idea de que los coeficientes de friceidn por un lado y las

fluctuaciones por otro, son iguales.

3.6. NATURALEZA DE LA INTERACCION ENTRE RADIACION Y MATERIA,

Hasta ahora se ha derivade exitosamente la ley de Planck
suponiendo un espectro continuo de energfas por medio de dos
enfoques distintos. Esto nos podri{ia llevar a concluir que la energfa
de un cuerpo negro no estid cuantizada; sin embargo, Planck, en su
derivacién de la ley de radiacidén, utiliza explicitamente la
hipétesis de discretez para llegar al resultado correcto. Esto nos
pone ante una paradoja, por un lado se han usado energias continuas
Yy por el otro energf{as discretas. Theimer incluye en un arbiculoid
un argumento de Schrddinger que nos sugiere un camino para intentar
resolver dicho problema: “aunque uno acepte la cuantizacién no es
necesario hacer la suposiciédn mids incisiva que se hace normalmente,
a saber, que cada oscilador de radiacién (radiation oscillator)
individual porta un numero entero de cuantos MAw, o como se dice
algunas veces, que siempre hay un nuimero entero de fotones de esa
clase particular en el estado indicado por ese oscilador de

o 17
radlacion individual ™ ’; esto es, con estas consideraciones se puede
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cééﬁl;EVAé ﬁl;él ;fhéiéhéﬁﬁb‘dlééreto:que;existe,en el> proceso de
interaccioédn entrerradiacién y materia, llbfando a la primera del
cardcter discreto que se le ha asignado. Sin embargo, Theimer
demuestra, en el mismo articulo, que, para mantener consistencia con
el formalismo de ensemble candnico de la mecdnica estadistica, 1la
hipStesis de discretez es necesaria y, por lo tanto, se debe Lener

' on la descripcidén del espectro de

“algin tipo de cuantizacidn®
energ{as del cuerpo negro. El problema consiste ahora en encontrar
una forma de explicar dicha cuantizacidén. Para esto nos basaremos,
principalmente, en las ldeas expuestas en dos artfculos: unc de
ellos de Mandel, Sudarshan y wolrt® y principa;mente en el artficulo
de A.M.Cetto y L.de la Pefla de la referenclia 14. En estos articulos
se discuten una serie de conceptos acerca de las fluctuaciones en el
nimeroc de cuentas de un proceso fotoelédctrico, los cuales nos
servirdn para nuestros propésitos y que pasaremos a describir a
continuacidn. .

Para un rayo de luz monocromitica que incide sobre un
fotodetector, suponemos que en cualquier instante la probabilidad
PCt) de tener una deteccidédn fotoelédctrica es proporcional a 1la
intensidad ICt) del rayo‘o. la cual, a su vez, es proporcional a 1la
energia ECt). Podemos escribir, entoncaec, 1a prekpahiltidad da
deteceldn an un fntervalo corto de tiempo Ct, t+ALD como:

L+AL [EYNY

I PCeedde =af ICt'dde’,
t t

donde o es una constante de proporcionalidad, y llamamos:
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Cwar
Joaceder=we A
t

La probabllidad de tener n fotodetecclones en el ({intervalo de
tiempo (t, t+Atd) si consideramos a las diferentes detecciones como
eventos estadisticamente independientes, serd una distribucidén de

Poisson'®™'®;

n_-oatu

oK =1mcau3 ™Y,

El promedio de Knd sobre el ensemble de campos
electromagnéticos incidentes es la probablilidad que se obtendria
normalmente de los experimentos de conteo??, por lo que, la ecuacidn

que nos interesa es:

<pemd>=L <canMe™Vs, CIII.O

siendo U una variable estocdstica. Esta ecuacidén va a ser, en
general, diferente de la distribucidén de Poisson; sélo en el caso en
que las fluctuaciones de U sean cero se reducird a una distribucidn
de este tipo.

Las expresiones para los dos primeros momentos de la

distribucién son:

n=al CIII.10ad

<n®>=al + o3P >, CIII.10b)
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_en‘el nimero de.:.cuentas, la

TCIITLL4D

v‘a la cual §on£ribuyen ‘ dos ,Léx“min'os: el  primero debide a las
fluctuaciones en el numero de parti{culas, que es de la forma
esperada para una distribuclién de Poisson, y el segundo es
caracter{stico de las fluctuaciones de un campo de ondas cldasico.
Como hasta ahora no se ha hecho ninguna hipdtesis acerca de 1la

18 concluyen que esta ecuacldn

naturaleza de la luz, Mandel et al.
para las fluctuaciones es vidlida para fluctuaciones de conteo sin
importar la naturaleza de la 1luz involucrada, ya sea de origen
térmico 6 no y, ademis, aunque el resultado se refiere a las
- fluctuaciones en las cuentas de los procesos fotoeléctricos, se
puede considerar como un reflejo de las propiedades de !‘luctuacl:lsn
de la luz misma. Por obro.lado. para un campo de radiacién producido
por un gran numero de fuentes incoherentes la distribucidén de

13,418
.

probabilidad de la intensidad es Laplaciana por lo que:

2_—2
o =U",
u

y la ecuacidn (111,11 queda:
o:=y_1+1_12. CIII. 12

donde se ha usado que n=al. En 1809, Einstein?® encontré un
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energia

enga ra‘di‘arv:liérn ,rkde' cuerpo . negro - en

R ,equillbrio Lér 4 lel'yrscrib'i r como*?;

+hoE., CCIIIL LD

-1

donde f_ﬁh«a[exp((?ﬁw)—il
Por otra parte, escribiendo la funciédn de distribucidén para un

19,16
cuerpo negro como :

=zt - -
WCET)—ZT Eexp( (3E_r)6CET nfw), CI11.14>

donde Z'r es la funcidn de particidén para un cuerpo negro, esto es:
ZT=[1~expC—[?fuu)]_‘, vemos que se cumple la relacidn Er=nhw.
Multiplicando CIII.12d por Ch.w)z y usando esta uUltima relacién,
encontramos que CIII.12) y CIII1.13) son equivalentes. Como hacen
notar A M. Cetto y L.de la Pefha, esto demuestra que la variancia de
E'r se debe entender como la variancia en el numero de cuentas en el
proceso de fotodeteccidn que involucren una energia ET‘S

Por otro lado, usando las ecuaciones C(II1.9, (CII1.10ad) vy

5=[exp(f3ﬂw)-1]". la ecuacidn (III.14) se puede reescribir como:

-«
(49 ET) =E-§pn >6CET—Mw) ’

que nos describe a la cuantizacidn en la energfa y se puede
reinterpretar, segin A .M Cetto y L.de la Pefia y recordando la

definicidén de g+ como “la distribucidédn para las energfas posibles
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. involucradas en- el proéééé de Ir‘ortodeteéciign;m mﬁs 7c}ue Eom6 '7157 T

probabilidad de que se realice el estado de energia ET"‘S.

Estas dltimas conclusiones y los argumentos con los que se
inicia esta seccidn, nos sugleren entender la cuantizacidn como
generada por la interaccidn entre radiaclén y materia Smas
especi{ficamente y segin el formalismo expuesto, por como ve la
materia a la radlacién. Respecto a esto udltimo A.M. Cetto y L.de 1la
Pefla hacen un andlisis de la radiécién de cuerpo negro usando la
derivacidén de Einstein de la ley de Planck que involucra a los
coeficientes A y B, pero siguiendo un sentido inverso, para poder
encontrar, asf{, una expresién para el balance de energfas que
permite reinterpretar cada término involucrado en esta ecuacidn,

esto es, como la ley de Planck se puede expresar en la forma:
p=2p lexplfhiwd>-11" " +p _, CIII.18)
y si usamos hw=£’2—£“ e ldentificamos a los factores exp(—fiEz) y
expC —ﬁE‘) con las poblaciones relativas en 1la situacidén de
equilibrio para cada nivel Nz y N‘. se encuentra que:
NZCp+po)=N1Cp—p°).

que al multiplicarla por los coeficientes B, con B:z=st' da la

sigulente expresidn:

NzBuC P+ pOJ =N‘B‘2C f-] -po) .
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Enr és(.a ecuacrinrsvn. .tber‘i‘:émo's’ que.. 1a  probabilidad de emisidn es
. hroporcional a p+p; Yy qﬁé Vla probabilidad de absorcidén es
proporcional a PP, Adémés. no se hace referencia alguna a
transciones espontidneas ni al coeficiente A de Einstein. Es as{ como
podemos interpretar esta ecuacidn diciendo que, los dtomos que estén
en el estado mds bajo de energfa { se quedaridn all{ si sdlo existe
el campo de punto cero, y sélamente existird absorcidn si se tiene
un campo externo Cp=p1.+p°). Por otro lado, las emisiones, o bien las
transiciones al estado menor de energfia, son generadas tanto por el
campo total como por el campo de punto cero. As{, se puede pensar en
dos tipos de densidades espectrales efectivas asociadas al campo de
radiacidén de cuerpo negro: la densidad efectiva de absorcidn p.=P-p,
y la densidad efectiva de emisiém p.=p+po. que al usar (III.15), se
pueden reescribir como“:

P =2p expC - [1-expl ~Fw ] -,

P =20, (1 -exp( -ihuwd ] -1,

a las cuales se les puede asoclar las energfas medias efectivas:

E =E-E_=hwexpl -hud [1-expC ~fhwd ] -

a

E =E+E_=hol1-expC ~(#w) 17,

donde reconocemos que fu colncide con E‘r'
Las densidades espectrales P, Y P, representan a los campos tal
y como los detecta la materia, mientras que p representa al campo

mismo,
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on.esto.se. ha lpgradoﬁqncoh}[ar un mecanismo que nos ayuda a

fénééﬁder”la'haturaleza de ‘la cuantizacidn, la cual deja de ser una
fptopiédad intrinseca de la luz .pasando a formar parte del proceso de

inLéraccién entre égsta y la materia. Como concluyen A.M.Cetto y L.de

la Pefia “el elemento discreto del campo de radiacidén...se puede
interpretar como resultado del conteo de fotodetecciones; a un nivel
mis profundo se puede asociar con la existencia de actos elementales
e inAependienLes de interaccldn que involucran un solo modo del
campo“’a. ¥y terminan diciendo que “en este esquema, el concepto de
fot.dn como ente independiente es ilnnecesario mientras se preserve la
nocién de acto elemental de interaccidn??. Lo que es seguro, sin
embargo, es que se necesita una descripeidén tisica clara y
fundamental de la interaccidn entre el campo de radiacidn y la
materia para entender completamente los efectos asimétricos del
campo y el intercambioc de energfa, momento, etc. en forma de
paquetes durante la absorcidn y 1a emisidn.

Finalmente, seria de esperar que otros problemas, como son los
efectos Compton y fotoelédctrico, se pudieran explicar por medio del
uso del campo de punto cero; sin embargo, hasta ahora esta situacidn

no ha sido resueltaZ{ No obstante, se puden encontrar en 1la

literatura intentos para corregir estos problemasszmzs.

Yy
completar, as{, una teor{a consistente que incluya al campo de punto
cero. Este programa va mds allid del presente trabajo por lo que no

lo trataremos aquf.
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de Broglie, 8§, num. 1, 39-62 (1980), en el cual se pueﬂe énﬁontrar
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A lo largo de este trabajo se han analizado una serie de
resultados concernientes al campo de radiacién de un cuerpoc negro.
Podemos citar entre los mis importantes, por ejemplo, al que se
reflere a la imposibilidad de describir correctamente dicho campo de
radiacidn utilizando f{sica clisica uUnicamente, se incluyen, ademds,
una serie de argumentaciones sobre el hecho de que la existencia de
un campo clidsico de radiacidn asociado al punto cero de energfa es
fundamental para obtener la ecuacidén correcta asociada a la densidad
espectral de un cuerpo negro sin recurrir a ningdn elemento
discreto, implicidndose con esto que es innecesaric tratar de
explicar la naturaleza de la radiacién basidndose en conceptos de
cuantizacidn, esto es, como si estuviera formada por particulas.
Este es el resultado mds importante del presente trabajo. Un
resultado paralelo es la demostracién de la equivalencia entre los
dos enfoques usados por Einstein en sus L;abajos de 1910 y 1913, por
un lado, y de 1817 por otro, para atacar el problema del cuerpo
negro.

Concluyendo, se ha demostrado que la existencia de un campoe de
radiacién cldsico, estocdstico, invariante de Lorentz y con una
distribucidén de energfas continua nos puede 1llevar, Junto con el
campo térmico, a una descripcidn correcta de la distribuciédn
espectral de la radiacién de cuerpo negro. Ademds, se ha concluido
que dicho campo térmico posee también la propledad de tener una
distribucidn continua de energias. Y, finalmente, se ha argumentado

sobre la posibilidad de entender el elemento discreto del campo de
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‘radlacién  como . un

fotodetecciones.

Todo esto le da una visién .realista .al problema del cuerpo
negro, que es, finalmente, con el que nace la teorfia cudntica, 1la
cual ha sido, a lo largo de su desarrollo, interpretada

subjetivamente por una gran cantidad de autores.
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‘substitulmos Ta’ecuac respecto. a t'i

1a  componeénte: '"d_el"b‘campo magnético (IISb) ,.,,"f‘inalmente, la

derivada:de 1: cpmpoh’ente x del campo elnvécrtricjbﬁw

. r' ‘_‘ f,ﬂ..p b, A, m b
o

J‘. e .,(..‘ ,s )sen[w .
=1

P

v i, dia o0 e cdddianod subPeidy i taisigulente expresiént
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- -2 - : b T I i
203 . g

<F’ >;§ Idah e R A =S r[e: + 3 ﬁ5-‘—1)'] santate’ ) x
X X z 3 z R . RN
x=t : : ) :

e

2w’
3

1 3 (kxe&)y o ze Coexedy |
D R P S

2
N=S

2 R 1
xsen o (w’ )xf,

» '
12

;ol'(l;)")';e'(k N VJcostw!t '~k x> =3k _ A )1d=
G D 3004 2 2 272

= -l-senel(w’ 18 (k -k )6 .
2 2 1 2 x’xz'

para poder hacer una suma sobre X y una integral sobre k. Fara sumar
sobre las polarizaciones se usa la siguiente propiedad:

k. R
i

kR

Ze. (e Mg (kM) =6, ~
L ) 1 3]

ademas, transformando todas las cantidades al sistema primado, se

llega at

0



dp(m «T) ‘x

ERY

p(m AT+ ﬁw

cambiar

W', se

: S o
M (w-w),

o bienti:

Tt ! LR TRy ity b ar v Lna vez integredo
e R SIS AR US| R P&
. w
prarteo dw' o * 1 dp(w’ ,T)
{F e o J --4-2—2—-?———‘; plw T - = w—t—3=},
- = C ol +2 S e’
(V]
flomm ey 28 Tort o Tie se cumple que Fcuo« 1. la parte del
A . cotvime del término senatw’) tendra un

mommmee b i s bn puy parecido al de una funcidn delta centrada en w;.
Usando esta propiedad, podemos substituir w’ por w; en todos los
términos que no contengan la diferencia de cuadrados entre las w vy,

: : 2_ .2 .3
una vez hecho esto, cambiamos de variable por »x=(w'"-w’ )/r% para
o

o
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asl obtener H

1
s

1 "dplwo™,T) dx
dwo

o 2
X +1
T

de -la integral

gual ‘a my -entonces:

,T)—_é—:m’ dpiwo’ T) .
2% duwo”

de ;‘aql..ll'..‘,’. la expresidn para R:.:qLié.da:

i
S S 'R=———6" Felplw’ ,T) - J0° dptwo,T) .

: R - o ; o .

i o : s , L%
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APENDICE B. CALCULO DE LA ECUACION (Il0) DEL TEXTO.

P#ra hacér este cAlculo necesitamos encontrar primero las
expresiones de dEz/dx y de f, que aparecen en la ecuacidon (II1.9).

Como estamos en el sistema en reposo de la particula, podemos
usar la ecuacién (I11.4a) para describir al campo eléctrico y, usando
asto en la ecuaciédn (I1.3), encontramos la siguiente expresidn para

el momento dipolari

- E : i ,
! =Z Jd’n =< £,k s\ Alw, ,T)senalw) cosh etk x-atw) -0 (k,\) I

by 2w

"

1

con afw) definida igual qué antes sélo que ahora sin primas.

En su artf{culo de 1910, Einstein y Hapf‘, derivan, basaAndose en
cllculos tomados de un articulo antericrz, un resultado gque muestra
que Ez(x,t) Yy dE;(x,L)/Bx son indeoendientes entre si  al integrar
sobre el tiempo; aprovechando esto podemos escribir la segunda de

estas cantidades con una fase diferente a 9(k,A), esto es:

2 .
9Ez =Zjd3h e (kM Al TIk coslot-k-x-f (,\) 1,
ax

A=4

debido a que sélo las consideraremos dentro de una integral
temporal. Entonces, substituyendo en la ecuacién (11.9) para el

momento, se obtienet
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-]

W w
2 1 2
T|] Ccos
2

donde se ha puesto {;:'t(ki,)\‘) .

Substi tuyendo en la anterior,

2
>
AN =1

1 2

-~ .9
20

se obtiene:

(A [A)
1 2
T| cos
2

+0
1

T-t1—92—a2]

<

(]
1

T+{‘—82—a2] .

0258(1:2’)\2) y

2
Z Id"h Idah e (k ADVAw TIR X
1 2 z 17 1 1 1%
XN =1

X = £ (k_ A A T)senalw ) x
a "z 2'2 2 2

2w

(B.1)

azsu(wz) .



paréntesis: cuadrado es el @nico que depende de

las fases. Gracias a que el campo de radiaci®n sufre f1uctuaciones

o ':alrbﬁk‘ar.*'..a'r', esperamns que @l promedio de A se anulej es el promedio del
cuadrado de este momento el que es distinto de cero. Asi que,
elevando al cuadrado, promediando sobre las fases vy sumando sobre
las polarizaciones en la Gltima expre sidn, se obAtiene, para las

fluctuaciones del momentos:

2 2
k -3 kR
g
< A2 >=J-d5h‘l-dshz[1— —:%]hz(w,‘l‘) k:x ﬁ;[i- zz]hz(oz,T)senza(wz)
1 2 2

W+ w W_~w
x ! zsenz L Lo+ ! zrsenz LAY || 9
(w_+w ) 2 (W -w_ ) 2
2 i 2 1

donde se ha usado, para los promedios sobre las fases, que!

N

W, tw — 5 ~ : '
(cos[ 271 T F Z(k‘,x’) CALIPR N az] M )
2
w;tw; r
+ B - = )= =
X cos ————2 * {(ki,x’) B(kz,)\z) cxz>
_ 1 .3 . 3 .l
= 56 (k‘ k‘)éx wé (l\:z kz)éx n
1 22

L6

i
1
f
i



lademAs, para ‘sumar -

Y el prbmedl_o. de

sabre:.

Z s‘(k,k)sj<k:,‘:)\)kk_=5u»l— R

asi, el factor {del -$inal proviene del promdi o sobre las fases. En
el dltimo térni Hnode 3aecuacidén para las fYuctuaciones, podemos
despreciar el sunam do que  contiene al F actor (wz-i-w‘)" en
comparacién dese (uz—c.;‘)"; si, ademds canbiamos a coordenadas
esféricas, intsSeygans socbre la parte angular Y usanos que RSw/cy se

obtiene?

2
2 W
A= do Welens_w? ton 4 & ,T)hz(u,T) senTontn) x
Y 22 g o2 1 2 2

El Gltimo fack =or se pouede tomar como una func idn muy estrecha al
considerarla d¥dentro e la integral; asi . nos lleva, al Integrar

sobre W,y 8 POONr ¥ =W, =6 Y luego, con la ayuda de 1l a integral:=

[}

senz‘r( _
—_— dl=rrT, (Ba 2)
4

-

a obtener!
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9 N - o
L 7.f dw A%(w,T) sen‘a(w).
502 0y .

.:" K " -l 2 .
Una vez hec stoaprovechamos que sen al(w) también se puede tomar
como ‘unat funcidn ‘delta si l"wo« | que nos permite escribir w=m°; asi,

haciendo‘;uny cambio de variable y usando la integraf:

y también la ecuacidn (I1.7), se llega, finalmente, af

41r‘c‘l"r
Swz
o

<a?>= p’(wo,r). (B.3)

para las fluctuaciones del momento transferido a la particula.
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