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Notacidn, definiciones vy observacionss generales.

Al campo de los nimeros complejos se le denotard €y =i
z es un elemento de € se le denotard como 2 = X + 1y con

. i .
X,y numeros reales o blen © = re donde r  es un numero real
rno negativeo y 8(0,2n) | segun convenga en el momento. La des -
cripcidén para el coero serd O, Es clareo que 8 2 no es cero

relol o Asargz.

Alo largo de Lodo <ste wrabajo se denotars por ©lzl el
anillo de los polinomios en z con coeficlentes complejos, ¥y en
general PCzd serd un polincomio.

Topelogia.

Una regidn es un conjunto ablerto contenido en € que ss
simplemente conexo,

Un conjunto V  es vecindad de w e €V ¢ Ho) si contiene
a un abierto que a su vez contiene a w.

U es vecindad de infinito (U ¢ Had si centiens al comple
mento de un disco centrado en el origen (o, equivalentemente,

si —%—U{O} es veclndad de cerod.

Al disco centrado en el origen v con radio R se le llama
Dn ¢ esto es, DR= {z « € Jz| < R} 2. En caso que se use otro

punto como centro la notacidn sera la usual

BnCz) =4 0 e € |[z-w|<R}

y Dy ¥ EéCzD seran, también en la forma usual:
ERZ {z e |z| 2R}

Bplzd = {w & € |z-wf £ R}

Las curvas casi siempre serdn cireulos o rayos, ¥y Se para—
metrizaran de forma candniea:

I : [0,2r) e €

rEed = w+ re™” donde w ¢ € y r e R U {o}
son {1 jos.

¥ o: R" e T

O = a + 6c? con meC vy fef0,8n)
fijos.



2. Analisis.

Feapeclc al comportamntento IRtaticm Se
cumplo ta propiedad A soinibbeoments o) 2mzotse 1o Ot

que QUt>  cumple A para
Sy g san funey

de vartable resl, ae

tara
oLy = CTCRY v gll)  y PO =nlgllD
s exinte 00 tal gue azsantoticamente  fCL) Iim
b iy
e uno & cero, s ivament=. Z{ no hay confusion posibl

S, e cribira por ejamploe

det trnen sus limit

superior e antfe -

Tim ptrs = 1im sup pCrd = 1im (sup{ecid )
M= o ——sou by Lar

Iim @rd = lim int 0r> = lim  (1nf {qu’iL)})
r—w I r—20 LZr

y pueden Lomar valaoroes reales oxbendidos.

{1

. Variable Compleya.

Por %A se enflende al conjunto de todas las funcicnes
f: A—- € que son analiticas en el interior de A

Inth © 4 5 €O

[l

Una tuneidn ez entera si es analitica en cada punto
z € €, osto w5, i § e %CC  En particular, se tiens que
(-
N _ _ i)
ezl = {}j’_\ z
e
Cpor ol teorana Jé Tha,ios 2y wi o tadio de convergencls de e
rie es infinito, Le hecho esto altimo pucde entenderse como una
definicidn alternativa de funcidn entera,
Aungque las funciones constantes son enteras, en este traba
Jo cuando se diga ‘'runcidn enbera’’ se debe entender (uncion en
tera ne constante a menes que @@ pecifique lo conbrario,

Los ceros de unax Tunclion 'oson los nUmeros ooy

3l e Jene
o - . B
2 o= p ek K & K e {1,5..“,:\}
K K
tales que szKD = O, &, sqguivalontements, tales que
el - ;
;—-1‘-—- sea analitica en S Se ordenaran de
Zz - 2 <
N

forma creciente segun ! modulce vy e contaran Lantas veces
multiplicidad.




Capitulo 1.

Funciones Enteras de Orden Finito,
1. Definicidn.
S8f f es entera y r e R" se define como
MCE,rD = MUrd = max {|ch)|}
lz{Sr
al maximo médule de 1 en el disco cerrado de radio r.
Si f es anallbtica en A hay una definicidn mas general:
AL, A = Mrd = omax {[C2d| @ lz|Zr y z e A}
pero no se utilizard hasta capitulos posteriores.

2. Observaciones:

i MCr) = max {irCzd |}, pero en general
e

MCE LT AD#max | |fC22 ]}
z|=r

zeh
Ciid M es una funcidn estrictamente creciente como funcidn
de r Yy no es acoltada Cesteo es, 1im M(rd) =c D

r—0
@ ™
Clild St fCzy) = 7, az es la expansidn &n serie de potencias
n=0

MCr 2

n
r

(Ver la desigualdad de Cauchy en el apéndiced.

de § entonces |a“] = para cada nelN ¥y para todo r > O.

Demostracién. )
Los dos primeros incisos son consecuencia del principlo del
maximo y del teorema de Liouville. La prueba del tercero es asi:

Del teorema de Tayler, si n e y r es positive,

si reey = re® vy 6 < [0.2r),
Zit N e
|3~ l = ‘J- £ dw l < 4 J'- [xCr-e 31 46 <
n an ned o n
- o r



Log ceros so pueden ennumerar puss so conclderarian funcio-
nes analiticac ¥ oo mencionariad un Leoremna U en aste caso lo
garantiza y que esii 2nunclado en el apéndice. pues los ceros d»
una funcilon analitica son at=sl-soloz.

]

S Llamara :%CrJ = nlro al atmereo de ceros de 0 e D

Este eg un parametro aszcaelado a cada funcidn entera que ayudari
a conacer propledades de ésta. Do hecho se definiran varfos pa-
rametros aseciados a cada funcidn entera gue permitlicrdn obteaner
mas Informacidn sobra o) comportamlento doe estas funclones.

Sa utilizae ol princtplio del maxime sin prucka pero ze ha-
ce uyn estudice un poco detallado con demostracidn en ol tercer
capitulo.

Los demis tooremas fmportantes que se utilizan cin més
vienen expuestos en ol apdndice, pag. 74 . Lz Gnica excepeldn la
constituyen loz teoremas relativos a la tecria de potenclal (en
particular el teorema de Carleman Milloux) que se utilizan sin
prueba y pueden verse en los libros [14].{3].{2]



Como pasa Y r»0, =0, {.e. £ es un polinomio de grado.a lo
mas m. Con lo que se demuastira ¢l sigulente:

3. Teorema., Si existe un sumero natural n Ltal que
Tim Me(rd

P G Rt 1]
r‘——«m r_n

antonces £ o un polinomio de grado a lo mas n.
FEsto indica que cada truncidn entera gue no s polinomio

cumple .
Iim M2

+m

Aal

r
para Lodo nell, con lo cual queda una ldea de que toda funeidn no
polinomial craca -mucho-, Parta de la teorla de funcionss ente -
rag 26 ocupa de encontrar criterios gque enrdquezcan la informa-
cidn sobre wl creocimienteo Can médulo, clarod de las funciones en
taras., Se hablara ahora de ello,

4, Dof. Se dicw que una funclidn o3 de orden finito si existe
una censtente k  no negativa tal que, asintollcamente,

HCro<e
8, Observaclion, 8L Poliz]l ol coiente

_dn Mer P e scotado,

Iy
de heche
tim umig MR s im &1?mlqm s 1tm ( QQ%gmi + mlag r)nm
=00 P o) r e .

Prepeosielidn, Bea £ entera, no polinomio, Entonces

im - {!‘LEE!"D o
. . ey T
P rge
Damostracddn. Do supohe e
1in »‘QLT‘»{L‘I« 12 4 @,
e o

P a2l
que existe una sUcesidn creclente de reales Cr ) neh
2

Esto es
fa13 vore) e

r
no acetad

-

7]

Iy MC r ]
Lim e %
N ¥
InMCr N 3

in T
n

to € pues {eftd: LZr } & {pCtr: tzky siewpre guy k2 o¢ 02

Esta Ultima sucesidn ( - ) AN pusde tomarse creclen—
AsL, {nMCr fD> £ pinr para cada nell; esto es, MCrn,fD:Sr-iJ

Si se elige un natural k mayor gus g se obtiene qua el coefi-
ciente de Taylor correspondiente &, salisface:



Se empezara por distinguir a los polinomios de las demas

funciones enteras.
. MCrD .
Sea (2> tal gue lim ——  +@ para alguna m & M.
Tt (XY rm

Entonces; si se define oKzd = A { rczd - P Czd}
zmvt m, ¥
™ ” n
donde £Cz> = Ya = ¥ Pm"(z) =Ya =
n=Q n=0G
1 0
i. e, oCzd = S La z" Cpor lo que p 28 analiticad
zm m+ i "
Pero, ademis, |9#{Z>| converge uniformemente a cero en discos
{|z| = r_} donde limr = o
n ™
Nn-—
Dem.
Como Lim Mrd < @ oxinten {C‘ tal que
—— m “
| r I rluo
lim Mrnd . ol +oo
n—-200 rm
2]
los discos buscados son éstcs.rh
Aqui, si |z| = ro
leCzd] = | 2o £C2) = S PC2| <
m+d m+i m
z z
< L MCrnd | |PmCzd |, .o
r " in [aRetatiad
n r r
n ™

Como el primer sumando tiende a2 o y el segundo a lam| ,

ge tiene que max |pCxd | i ©
EJEL]
i.o, g€2zd)=0
Porque:
Sea r>0 y sea rht,al que V nei MwCrnD<£.S®a n tal que
rn>r como ¢ @s entera, por el principlo del méximo

° mAx |pCzd | = max |pKzd| £ M Cr 3<e
|z |=r fz|=r "



El orden de una funcidn { se denotari eono p; en gene-
ral.y se define comno
k
P = inf{k>C| MCrd<e’ para toda r 2 R, = R Ck.fD}

Obser vacionas.

ore
MCry<e" parz cada £>0 si ]zl)RB

K

Ademis, es claro que -ik)o ' MCrd<e’ ¥ rERo = RDCk.fI)} =13
un intervalo (p,x que pusde zer ablerto o cerrado.

9. Propiedades,
Sea £>0. Entonces, de la definicidn se deduce gque:

Cid Existe una sucesidén (r n)!‘

.GINE R con rn'Tco tzl que

—s
°
n

@ < M(r“) para cada neld.
Cild S r2R =R (&,
o o

pre
MCr) < &

= dn M(rd
Ciiid) p = lim ——-—2-;"——]:—-—-——

I—s0
Demostraci én.

Ci) S 1 & es un real positive arblitraric, exdste
A
Ke{A>0: MCrd<e' si r2R_}
A

y tal que p<K{p+e Cpuss p e3 un infimod.
Esto indica que que existe R >0 tal que

L1 L

=l
Mcry<e  <ef siempre que rzR

o
Cild Para cada &0 como p—eip y p es un {nfimo:

o
Para tode ReR esdste r 2R tal que x.;cfnzze"

por ésto se puede elegir una sucesidn de reales Cr" 3' tales

~ L=t}
. rﬁ “
que 1im r = 0 ¥y MCr DXe I
Ae] n
Ty=—s00
P X
Citid Sean A={KeR: 3 R>0 tal que M(rd<e V¥ r2R} vy
p' = ITm S dn MCr)
Mo
e 1441

=}



pero el lado derecho tiende a cero, esto es, a, = 0.
Este prueba que [  @s un polinomic de grade no mayor qus i

6. Definicidén.
Una funcidn g: Cew-w € e dice que o algebriica si

existon nel y polinomios PQ.PL,....E)E Cl=z) tales que

n
§F ez 1"=0
e
S £ es una funcidn entera y no ez algebrdica entonces
se llama trascendente.

7 . Proposicidén.
Lazs Unicas funciones enteras algebraicas son los po-
linomios.

i e b e
s Sl ose hace

Claramente un polinomio P og algebriice, puc
= —1. entonces ﬁ)+ ﬁ‘P = 0; ahora bien, reciprocamente,

P =p;, P
[s] 1

si es algebralica sean:

Para cada kelN, z & q tal que |szk)[ = MCk,fD

lszk)I es distinto de cero, y lim |fC2&D| = +@

ademas |z = k y como

kl
- o - - n--
POCZ;D + a Cszszk) 4...+ﬁﬁ(~ Q[f(~k)J O

Fomeetee e P20 = O
n n=4 n k
Cszk)) CFCZRDD
PiCz b
Por las proposiclones anteriores es claro que o
C:sz)ﬁ '

tiende a cero si k tiende a o, esto es, que

lim F;C%() = 0. Esto es una contradiccidn, pues
k—tr o
PnCz) crece con z.

8.Definicidn. En lo sucesivo, se considerarin funciones de orden
finito ¥y en este caso, se define un parametro ascociads a cada
funcidn: su orden.

8



lo ecual tamblén hace las veces de definicién. En efectlo,

si ocolim in MCrd . existe ROO tal que, para toda rzR
f<]
T ——s00 r
- P
a» _.‘_'_’__"i&'_i ¥ enlonces e“' >a~lhwr‘ = MIrl) si TR
F=4
r
Al'p
esto es, ae{ A>0: Lal que MUrd<e asinhéticamr}nta}
pero si  olim _fn Mcrd , existe una sucesidn de reales (r 2 &N
0 rf non
. {n MCrn2 . B .
que diverge a o ¥ tal que ol—————F—" para tocda neiN.

o
n

r

En este caso, s@ cbserva que si R>O basta tonar n  tal que

e

or R 42V R34 S
r >R para que e «(m < & 4
n

m = MCr D
n

y por lo tanto o es cota inferior del conjunte T. Esto prueba
que en realidad ambas caracterizaciones son equivalentes.

12. Propiedades de tlipo y orden de funciones enteras.

Sean f,g enteras. Py pg sus Ordenes y o

¢ 9, Sus tipos
respectivamenie. 9

Ci) Cordend{f+gd) < max {pf.pg}
Cud Si pr# % se tiene que C(ordend(f+gd = mé.x{pr.pg}

Cidd St p = Py = Py v SE sigue que o, = mx{ar.og}

f+g
Civd) 81 g = g “ Py Y @t o entonces Fg = m.’:x{o'r -4 b
Esto es, p ¥y o tienen propiedades de las normas no arqui-~
medianas.
Demostracidn.

€ Sea, sin pérdida de generalidad, g = max{pf,pg} v sea &£0.
¥

Se probara que pf—u:e{ K20 | M, crace’ ¥ TR}
o+ ES2

*g
Ee un hecho elenental que 2ATC A siempre que A>O vy
rz RCg), Lo siguiente esti basado en ello:

rfret
Sean Rr Yy Rg tales que MfCr) @ sir

l"@! +e /2

v
r)

st r

v
~

Mrd < e
g
y sea R = max{ RC&D, Ro» Rg t i dondz RCe) es tal que si r2R

11



se ha afirmado que g = inf A = p'.
Sea K un elemento de 4, esto es, existe RXO tal que

K
: MCr>e® vV r2R
se tlene esto 31 y soto i existe RO tal que

m oMerder® ¥ r=r

y de la misma manera, existe RO tal que &n {n MCri<Kdnr VrzR

esto es, _[_n_j_{x:._ﬁ(__r_)_ < X ¥r2R.
n o
Ast
,_ v <n In M(rD "
= 1im T mr T = K
r -+

por lo cual p es cota inferior de A&, es decir, p’'s p.

Sea op', se probarid que asA.

= & In MCrd _ In In MCLD
@ n v =R (5w )
A2r
i.e.: 3R tal que ¥ r2R Wﬁ <a

entonces AR tal que ¥V rzrk Mrd < a" y por lo tanto asA. Lo que
prueba que p’= InfA.

10. Tipo de una funcidén entera.

Sean: { una funcidén de orden finite po, y zebD .
Se sabe que, si >0 R
YL

n

[£Czd| € MCrD < e st R 2R,

Fe)
Puede suceder inclusive que [£Czd]| £ MCRY < e® no fuera valida
nli atn en circulos suficlientemente grandes ¢ por ejemplo,
fcz> = e, Su orden es uno, perc M(rd> = ™z M, Aunque si{ es

posible que, para algin K>O

MCrY ¢ e¥ Cy del ejemplo es trivial esta segun
da opcidén, haciendo K = 21.

El otro parametro de interés es el tipo de una funcidén. Es
otro parametro que junto con el orden, da una caracterizaciédn
mas precisa del crecimiento de las funciones enteras.

i1. El tipo o de una funcidn entera [(2d) de orden p finito
se define como

&
o = {nf {AO: HR>O tal que MCrd<e® ¥ r2R} = 1nfT

Yy se vera que o = 1lim M lim( su .‘ In MCL) })
) r® r—o  t>r

10



Ciitd St p.=p = p e, entonces:

f f+g
in M“(Cr‘) __n E.max{M ‘CrD.M Cr)}
Oy = Unm — < Tim 9 =
9 faler T ¢ Y‘P . rP

in méx{MfCr) .MJCrT) h mésed fr:HrCrD s oM Crd
& = 9 .

= Tim (2.2 . } = Iim =
r—o I_P r I —c0 rp
{n M f(r‘D n M Crd
Tim max . E b= max {o. . o} i
r—tm rf rP f &
Civ) Si ademas, o, > ag y &0 [.:I = e
th Crd 2 |Cf + @dCad| = [fdzd] — |gC=d} =

Co —edr® (o +edr®
D) - e %)

=z e d

donde, por la definicidn de o C(en este caso para ar). la Gl-

tima desigualdad es valida en una sucesidn de reales CrP) N ta-
les que PR
limr = w.
n
ne-e o
Pero a su vez, si ¢ <o+ e -z < ¢
o £ T r

en particular Ty~ @+ 2 < 0 vy se tiene:

Co,— &or 7 Co + & ©
e «(fy -2 W
. Lo = edr® Co  + &P~ Co _— erf
zZ e (i) {1 - e (g iy )=
- e e -
- e_Cor(h £3r (1 - b (O’(g) a‘“zs))
F=3
Asg, m o (1 - el S %Iy = 1
r—sm
pues lim r”Ccrg— o + 2Ld= ~w 1

13. Ejemplos.

- Ci) El ejemplo mas sencillo de una funcidn entera de Ltipo o vy
orden paN es P
eaz CeclN para garantizar que es enterad.
Citd Las funciones senz, cosz, e tienen orden y tipo uno.
z
Ciild ee es una funcidn de orden infinito, mientras que todo po-
linomio tiene corden cero y tipo infinito.

13



- v ves2 A;fa"y e

(¥4 2

<
se tiene que, para cada z eon jzf{ 2R (y |z} = ¢ D

JOf + gdCzd| £ f£C=d| + Jglzd| S s €rd + M (rd <
r g

+& /2 n +L
< aer 8) ¢ Ql [?)

[ M (r>» < e
frg

( 1la desigualdad se conserva estricta porque &l miAxime se alcan—

za en algun puntce o de norma ro,

Cil) Sea pf)g. Entonces, si [z) =r y &3>0
M”g Cry 2 Jof ¢ gddzd) = jrezd| ~ |glzy|
L PR Ry

dende la Ultima desigualdad se tilene en una sucesidn do
por 1.6,

St ahora se elige ¢ de tal modo que
& &
AN A N

se tiene que, por (1),

. w2 F R Y I - T
rfies rogh R Y
- -
M“gCrJ > e {1 o )
y que, por (2
lim (r‘(ogfg'lz - r‘(’t;a/z) = 1im rPut 5/2(1—3*9«.’»“ tg Js-w
P00

esto es, que

Um (1 _ em ) =i ) = 4
I™ ey 00
wPar 4%
Asi, por (30 M Crd 2 &
f+g
si r es un slemento de (r O
n ne&l
Como  lim PLE B, p- e es cot.a inferior de
K
{K>0 M <r><e  sir2R}
fvg G

[ 3D]
n

P

nelN

LCés

O3

Yy ctomo pasa para cada £0, p s menor ¢ igual al orden de

f + g. ¥ por la propledad anter{or es exactamente igual.

iz

!



1
Rtn(-ra-:]-) Snénn

M= e si M <
donde R =
& si Ho= oo
Asi, existe JSN infinlte y tal que para cada neJ
- nfn n
R s dn ‘an,
por otra parte, Cpor 1.2) [anf = h—icl%
r
y asi tn[ahf + nin r S MMCrD

y combinando estas doz deslgualdades
in n . .. )
n(ér o~ ~—p—) 3 nfh e+ dnfa | S & MrD
Si en particular r*ﬂCa:m)VH. g tieng
n(ncCend*™s w ELB Y 5 merd
B (I e fn - dnn) £ I MO

..']%.,. % {n MCr)

]
pere si se revisa esh cuidado, ..,gm = S}%"” por que
A 8
- €
g;f = =—£_~3';~3w—~———£=== se tiene gue
b

LA :
g 8 In MCr2
sl nuevanmente se toman logariimes a ambos lados

RBé o = I owR S dn o dn MCPD

in & in In MCr)

R P

gl r?l, naJ

nr hr
come R a3 fiJo, 8l so hace tender r & infinito
H o~ &
Lim -FDCERY . 5 esto es, =R =5 [Im _Mtng___________‘_Cn Mcr
nr . nor
e © =@

y como estoe pasa para toda £>0
M s P
o bien, sl u = © resulta que p = o

Razsta por demostrar que p < g,

S w es infinito no hay nada que probar, por lo cual se
supone que o es finito,

Sea £>0. Para n suficientemente grande por la defini-
cidn de p, nuevamente :

18



Se demostrara que el orden de un polinomioc es cero.

™
Sea PCz) = {hmzm
o

m=

o M Crd N A O EOE PO T

0 < Ifm ——t 2 Tim 2 il <

- nr - T nr -

r—w I —+0
Mmoo (Cnvdfa |r7)  W(&Cn+ld ¥ ja |+ ndvor)
< Ifm 2 = Iim d
in r inor

[l 24 ] IO

e dn (InCn+23in v ) _ v nln+2d n dnr4 _
< 1fm = ilm ( y + R ) O

in r
I —e00 r -0

14. Observacidn,
de 1.12 y 1.13 se concluye que si a una fun

En particular,
cidn entera se le suma un polinomio &l orden no se altera, Esto
se utiliza con frecuencia mids adelante,
18. Notacidn.
s ma

Se dice que g crece mis que [ i el orden de g a
yor que el de o blen si sus drdenes son iguales ¥ el tipo de
g es mayor que el tipo de f, Al hacer referencia al crecimien-
to de una funecién f  se dird que es de crecimiento Ca,[d si su

orden es o Y su tipo /3.
16. Orden, tipo y cosficlentes de Taylor,

[
Sea f(z) = za‘zn el desarrollo en serie de Taylor de f.

n=o
Coma la sucesidn Can)ndN delermina de manera dnica a la

funcldén £, es natural suponesr que es posible recuperar cada pro
pledad de la funcidn  examinando susz coeflcientes de Taylor,
Para el orden y al tipo esta relacidn es muy directa.
17, Teorama. Una funcidn entera s de orden finito 24 vy sélo
si p, definido asi

| n ¢nn
N al a~ 0
ws Tim ‘gn(]an|-J "
Ne~s0
¢} «i a =20
k2l

es finlto. ¥ en este caso el orden de , p coincide con u.

En primer lugar se probari que psp.

Demostraci dn.
S{ p=0 como P20, trivialmente pSp. Por esto as de inte—
rés considerar a ue(0,w].
Por supuesto,

Sea £ un numero positivo y menor gue .

pequelio 81 H es finito, ¥y muy grande si u=cw.
Por la definlieldn de p, existe una infinldad de naturales

nelN  tales que

14



£ r'™n =7 (o2 3™

TRt €D
L/ uvey
nyCard#e rnyceriTe B n>cae !
Recopllando,
vz (ut3st
Mry ¢ & +1 < af

lo que indica que p £ Lu+3s, esto es, p £ u.

Como era de esperarse también existe una definicidn alter-
nativa para el tipo:
Sea p un numero real no negativo., Sea v definido como
v = Tim nja !p/n
n
M (0
de aqul se tiene el siguiente teorema:

18. Teorema. Si v es finito y positive entohces la funcidn entera
o

(=) = Za\zn es de crecimiento Co,1J3 sl y sélo si v=erp.
n=0

81 v es cero o infinite, f es de crecimlento (£,0) © no

menor que (p,w, respectivamente. Esto es, =i  crece como

Cp,t2, se puede escribir Iim n|a“|p/n= epTt LD
f—rw

19. Observacidén. Por la férmula de Stirling

(nt= 2o e 2" con 660,13 )
e
basta probar que
Earamed 2] i i prn
Iftm (—E~) jrreen | TP 5]
porque:
{ny
Ith nla_|?" = Ifm n|p 20" -
» nt
=y N——s
Lind P2
- nelriMeo )y -

- n o n. 1rs2Z 8/12n n
n—sto  {Ced CBnid e 17

— n[f‘n,COJI orsn

Y n Sl i ¥4)) 7
= Iim o = e Iim ()" jfTeo|®
N~ (?) N0

por lo que es quivalente probar (2).

20. Demostracidén. Si el orden de f es uno se Lendré la siguiente
férmul a.

e ton

1im |f T

N0

coz |

que resulta de una forma alternativa para calcular el tipo de
una funcidn. CY, por cierto, no parece simplificar mucho el cil-
culo). ’

17



n inn

< < .
O = e a 5= S p ot esto es,
nodn n & Lo 4+ 22 In {A n]

n <nn A &)

“+&=tnn

én ]aﬁ' & -

y come {n es estrictamente creciente
<& TNAGITE )

|"’“‘ < n
Esta desigualdad en particular prueba qus f es entera, lo que
permite inclusive debilitar hipdtesis pidiendo que

@

Ean z" sea una serie formal de potencias
n=0

[s+]

(porque ¥

n=4

1

N -:>'< @ -
n/ 38

Sin perder generalidad se puede suponer que para toda neli

|an] g n e Yy que ]aol < i

pergque si no es agl se le puede sumar a2 f  un polinomio adecua-
do sin alterar el orden (por 1.14), luego

o o
n “nAARYE) T - “NnAYE) N bt s P UTLY BN
MCrd £ Bla fr” £ 5 o VHTRT 2 g NI o M2
n
nz=o Nn=on (u+E) Cree)
n<card M ward ¥

y la ultima descomposicidén se hace de este modo porque

“hAtE) ™
glnd =n * r
OB
tiene un maximo en NS e Cce obtiene derivando directa-
mented,
Ahora blen, analizando cada tramo de la serico,
cuse y - (paes
n AU &r S s) P
L r'n s r L n = Kr
*£) +£)
nzcard¥ ngCard¥

pues se trata de unz suma finita, y § n "= k.

n<CaryiHee?

Pero, asintéticamente, por el argumento ya usado con anterliori-

dad, Cen 1.13)
(es) (HrEd Q+Z5)
Ko = ge? nr ¢ &F

para el otro tramo el argumento es mas simple:

i



n_<n n .,.h_.__.m,é’.w.m..__
znclf{"‘}) _Inluied

inn

Y, de la misma forma, s& concluye que (por el teorema an-
terior 1.17) 21 orden de f es, por lo menos., p.

Suponiendo que Ofv{w, se probaria que = "EE

Para >0, 81 n es suficlentemente grande, entonces

fa | = {-%%2—}“/p nuevamente, por la definicidén de .

Se le suma a  un polinomio adecuado (lo cual no altera el ti-
pod de tal modo que la desigualdad recién indicada sea valida pa

ra todo natural, y tal que Sa°| < 1. Entonces
© n, 2 p Cv+ed (v
Fl
|rez | srgyaﬁ|r %VE{F —rEy NS

como ya es candniceo, se examina el maximo de

fCLy = '{rp Cvted }t/p - et/ptn{r‘?uw)/t}
t
. Or. .
y se tiene que £'CL) = 0 si y sélo si i = —5—%3159. vt
es un punto critice correspondiente al maximo
o,
rUCp+ed N rPCu+ed
() = exp{—g—}
entonces (4) queda:
|ecad| < r”Cv+eD}n/p .y r‘tu+c)}nzp
n(Cv+2¢)r n n2Cv+2e3r® 0
Asi
£, ~ [
> r iv+e.}n/p <7 exp{ r iv+a)}
n<Cvtaedr” n<Coszedir? &P
rPCu+ed
LCp+2edr® e
Pt
Por otra parte
r°
r"Cv+ed insp n Co+e)d \nre
IR P R 1
nzCp+2edr® 7 n2Cv+2edr? Crtzed n
=3 (C—r zjgabp) si r es grande
F-d

nzCv+2£2r

porgue el hecho de que n=Cw+2edrP implica que P o< pig;

y la dltima suma e5 parte de una serdle geométrica convergeonte
18



Demostracidn. Por supuesto, e prueba lz forma simplificada (2D,
Se supone que v es finito y sea £0.

Si n es suficientemente grande n}a Ip/nﬁu-&s {por la defini -

cidn de ud). Entonces n

nodnno &
mlisa |7 InCLhed
n -

! nn

o5
oy
o

la des{gualdad se verifica porque:
nia }p/ns PR
n

ia ip/nS Ve
n n

- N v+E
in |ﬂn| = ~—5—-‘ lh( ~ )

- n n .
énCl/lan‘) = -——p—- Zh(——;-—_;z")

1 e 1
s S . —
WwC17Ta 57 7 TilnsCu+edd

n < o)
tnCl/]anlb = InCnsCu+edd

esto es,

n {nn < oén n - o
Ml Ta 57 @ n - &Ceved T InCuied
inn

que por el teorema anterior, prueba gque el orden de la funcién
es a lo mas, p; (stempre que v sea finitod. Analoganente, gi v
no es cero y 220, exdste una sucesidn n de n Ca la que se le
llamara n para =implificar notacidénd para la cual

N
nlahlp e
Y asi wlsno

n inn . o
InCisfa [D7 InCp-gd
o S
porgue
a p/n> v—e
l2 17772 —5—
Lo tnla | 2 ;25
n 2]
Mcisfa |d 8 D a0
n J=3 Vg

n o o
inCt/fa 127 Tdn n — InCu-£)-
n

i8



mayor mientras mayor sSea sU grado; y dste mos dice exactamente
cuidntos ceros tiene.

Por otra parte la factorizacidén de Welerstrass establece
una analogi{a muy clara entre los polinomios y las funciones ent=n
ras. Considerando estos dos hechoes rezuyulla un poco mas natural
estudiar u relacion. En el taeorema de Jengsaen se tiene un ojom-
plo muy claro en este genticdo.

23.Preliminares. 351 e una funecidn entera de orden Tinite, sea
m la nmultiplicidad de z=0 para  (i.e. memu{o} y £Cz) tie-
ne un cero en cero de orden m) entonces

rezd = z27glz
con g entera ¥y tal que glQ) = a = 0
w
de aqui, £f(zd = —2-9‘(23 donde g, Cz>=?%wngl y es entera,

Lema. El orden de g y @1 de  coinciden. Y en particular, g
Y 9, tienen orden finito.

Demostracidn, Si £ es un polinomice g, lo es y se habri ter-
minade. En caso contrario,

™m
In In MCE.rY In In(Cr s jafiMCg L))
inr b inr
tn{min r + &n MCgi.rD ~ tnjal)

= Y R & ]

por una parte, como asintéticamente min r - tnlo:])O (i) es ma-

yor o igual que in tnMCgl )
’ nr

pero por otra, como también de modo asintdtico, (1) es menor o
igual que
&nC32n MCgl.r)J in3 + &In In MCgi.r)

in r inr

pues g es una funcidn entera y ya se tiene 1.5, se concluye
que
In InMCg, .13 in {nMCg, .r2
—— 1 —r {n 3 1 _
p = lim e £ p= 11 + ) = e i

g nr inr g
1 r—r0 r 0 1

24. lema. Sean f ¥ g, como en 1.23.

Entonces el tipo de vy el tipo de g son iguales.

1

Demostracidn. Sea p = P = % Cpor 1.23D.
1

af= iim In MCf,r2
- I‘p
pero, nuevamente



¥

- e
cpues (mzs
Resuml endo:
© e
< 0 rTCu+e) . rFCL+2a0d
|sz)|V‘ Cu+2edr exp{--gz—-} +1 2 exp{__wEE;_m_ b
esto es, MC(rd < exp{“giéi rg} donde = ez arbitcar]o.
lo que indica que =l tipo de f,r es tal gue:
. 31 0 2 v oW,
ep
Por otra parte, st v & (0,®»]. para probar que réwgﬁ— s
observa que (D fa |z {—55%51}"/p para unz infinidad de nel

y para cada ¢ positivo y menor que  w.
Siov oes m £ se toma como un ndmero arbitrarlamente
grande.
« = 1]
Sea r Lal que "=
n n v

- Cdonde cada n ez de las que

Cv—-.s:)_r_'_p

cumplen (i3, clarod ¥ n= =

(despe jandol

ademés si es3as n  con tomadas en arden creclente,

limr = ® Yy s ve, por 1.2 vy (i quos
2
rn—tL0 !
re
rSp=s3 v ’ ( e
n n 1g} n w—e <
Mcr > = |a ez 4 7P = eF = e n °F
n n n n

y por lo tanto Cpor la definicidn de 10  t2plep H
21.Ohservacidén, Cabe mencionar que Boas [ 1 1 en la denostraclédn
de este teorema, comete un error. Afirma que

n {n n < 0o
ZnCl/}ah}) T 1-i{Cv+zdsn)

en lugar de (32. En caso de ser clerto, estarfia afirmando que

ezto oz, Gues cada Tuncidn de ordern tinito tiene orden {igual a

z22. Dasigualdades importantes.

Teorena de Jensen.

Introduccidn.

La relacidn entre la distribucidén de los ceros de una {un=~
cidn entera con su orden de crecimiento es un tema gue ha sido
estudiado por Borel, Hadamard,Lindel8f y Levin; entre otros.

Es claro que exdste esta relacidn pues anzlizando a los po
linomios se ve que su crecimiento Cen médulod hacia infinite es

20



Como Tur es un contorno cerrado donde h es analitica,

h¢zd también pues hC0) = 0O,
J P2 4z =0
"uw
Esto es J!S§£%~:—E)dz = - I hSzl dz
r v

se probara que la parte real del lade izquierdo de la ecuacldn
tiende a

zn .
finj1— &' |ae
o

¥ que el lado derecho de la misma tlende a cero conforme delta

tiende a cero. -
23 Lo
J‘ logCi-2zd . . i tog(l — e ") e, .
z T
enie
-
2n-& Zn—&
_ 1 i i . Lo
= éﬁhl[ogc|1'e |>de + e J;rgil—e |d6 il
&

Por otra parte se considerara a:

=
an
k24
Ahora bien, |1+re‘°| se puede hacer estrictamente mayor

que 1.2 (si &n/6, por ejemplo) de tal medo que el ultimo tér-
mino indicado sea jienor & ifgual que

&

L&
- 5 J([og(1~1—re )uw;“}de - ar J
T l+re\.a n J

o

hCz) fogl-ret®>

2

de

A4
1+re

-l b

r 5 i &

——f|tegt-re’®3de = ———f|in r + o |dE

-0l -at
pues argC—re‘QD =8 + 1, Yy esto Ultimo es menor o igual que
o 2
r 2r 2r a
[ae -+ _7;:£|8 + n|da = --4£n rle - —H——{-%?— + e

donde la segunda integral se obtiene mediante un cambio de varia
ble o bien observande que el integrando es positivo pues |a!<n/2
Pero lo interesante es que si & tiende a cero o tam -

bién tiende a cero Chasta ver la figurad, y entonces, recopilan-
do, se llega a que:

23



m
Y

MO, Y e LT
o t,r Tar MCgl r
por lo cual
In MCE,rd  m dnT in MCgL.r) In|e
P - P P
esto es,
Lo in MCg ,rd
o = iinm In M rD T ( m {n 1 s [‘n!al);
r -+ P r s rF r? rP
. An MCg‘.r)
= lim e = oy
PRt 15 o r'p gi

porque el limite existe para los otros dos sumandos y es, en
efecto, cero.

25. Ambos lemas prueban gque al referirse al orden y al tipo de una
funcién pueds suponerse, sin pérdida de generalidad, que £C0)=1
lo que,como se verd mids adelante simplifica el teorema de Jensen.

26. Lema. 2n .
Jl,n!l«—e‘agdé = Q
(&}

Denmostiracidn,

Sean: ) = {ze@: Re z < 1}. que es simplemente cunexo.
f(z) =1 — 2z
f no tiene ceros en (1, por lo cual
existe h analitica en 0 y tal que £Cz) = e
h =5 Unica si{ ademas se elige de mode que RCO) sea cero,
Ast, en O, {og (=) = h(z) = logCl — z).

hez)

Ahora bien, se consideran dos contornos, si &6 > O

1t

rced e con te(d, Bn-E&d

I

pasa exactamente lo gque se¢ ve
en el dibujo: r = r(H

!

IW l LY = a + re' donde a y r son tales que
|
| vi (- o, o)

wle o) = &

i&

vlad = e
a = 1 (de hecho

cada punto en R
puede ser centro
pero hacer a=l
simplifica notacidnd.

a2z



z
Cid St z=0, l—n'*—‘l—’f—-w
z -z
mek
Ciil) g es analitica en todos aqusellos puntos donde f  lo es.
Civ) Existe una vecindad de cero de radio mayor gque r  de tal
modo que ¢ no se anula en =lla; acte es, Fe50 tal que glzdx0

para cada zeD
rre

= 4 trivialments.

Sin pedir unaz vecindad mayor que ¢, sra Lrivial., (Ds lo
contrario,  tendria mas cwmrosd.

Civd es vAlido pues si  &CA, 20 denocta 2l infimo del conjun
Lo Hz—-a’: aeA}. se tlene que, si © es el cero = R -

N+i
écﬁr.w3>0 por quer ﬁr es compacto.
6C5r.os)
Basta considerar .e:=——-—2 pars construir dicha vecin -

dad.
Cvd fog|g| es armdnica en Drw y por ello (por ser la parte
real de h donde g=eh con h  analiticad

T
tog[g(O)[— ~~1-—— vcg{gCre )[6*..
-1t

Resta probar que |[gCox| = [fL0d| ﬂ lz ¥y que

1t . T .
ftog[gCre"’) [dt = ftcgp‘Cre"L) jdt
-n -n

T r ™ r

——

M
r . r
Como g¢gC0d = fCODmE-— et Pl sl | ar-a £C02,
I3 z m med N n=2n

lo 'primero es evidente, y para lo segunde se observa que

. . z
|g(rewD| = ]f‘CrawDI 1...% e

Lo
4 “Ta
™1

y si zkﬂret"uo ke{mti, ... N}

° . H .
]f(ra “34 n ) | = jrere'™ | lt-ew
kemrs! &' <k)~e“’ K eme d .
Ast,
. . M T
@glg(rewbi = log|rcre'®>| + Dlogtli~e “®w """
ke=m+ ¢

que, al integrar, y por el lema recién probado,(1.26) se obtiene
la igualdad buscada.
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2n-& 2n-§

H - t .
Uzogll—e"’gda - LIargu—e“’)de'[ = Jql%:-:’dz( % J!D—;‘Q-%dz
(=] 15 v
= oo 7{-‘—?;-!-‘———(!{'!‘\ rlow ~%_ v o}y

y es claro que =i &6 tlende a cero el lado derecho tiende a ce-
ro, y por tanto
1@ 1 =n [y .
lim Re f[logCl-e">dé = x— [log|t-¢" |d& =
E—0 w( S8 o

i
o]

27. Primer teoremz de Jensen.
Sea re&xtaa; OKr{R ¥y tal que f no s¢ anula en cero. Se
llamardn z .,z ,...,2, 2 los ceros de { en la cerradura del diz
co Dr apareceran en la lista tantas veces como su multiplicidad

y ordenados con médulo creciente.
Asf, se supondra que {z ,....z Dy {z ...,z }SED .
1 n r m+d M r

Entonces
|£coy | ;T-r" = e"p(-—l-}loglffreubldt)
n=t zn an—-n

28, Demostracidn. Se construye

2= 2 2—
rez =z r-z oz r=z z Z .. z,
gczd = rCZJrCz -2z3 rlz_=-z3 '‘rl{z -z3Cxz -z3' "z -z3
1 2 m me+ 1 N
28.1 Obseaervaciocnes:
2 _- 2z —
io'r —ziz r —"J"
Cid St |z|=r,=z=re | e imyiT t pues ambos lados son {:fgf:aglw
i 3
rCr—rjeL‘a—&¢j§3
= - - = 1
rCr_e":j>~re‘a) l
3
vy el denominador es una rotacidén del numerador.
";,.26232)
e

T

v

5
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N-t N—1

z

rmv 4 m I~ N . rm+ 4 om r —
Pues i (/— Yoy on (()) = i (/) et
m=4 ™m N m=1 m r
N
N
= In !
rr r
42 N
b
Por otra parte, jdt = {nb —- nha = Jn—}:-—~
a
r
r N—-1 (21 r
_ nCtLd _ nCtLD nCtd
Asl, para ro—O J~C—~ dt ~AE Iu—t— dt + Jl—T— dt
i=o
] r, r
L N
Y se hace esto pues precisamente, si rjst.<rjH ; nCtd =
. r
jra j+ra
dt _ InCt) _ .
JI—E—~ = I-L——-—-dl, = J(ZnCljﬂb —lner)) -5
r r
] J

De C1) y (&), se tiene precisamente lo buscado.
Ya con este teorema, se podran probar mas propiedades del
orden y el tipo de una funcidn.
31. Mas scbre los teoremas de Jensen:
Se haran algunas observaciones:
Si fCzd)=0 en DR entonces

R

. ctd
Jhr dt = 0 ¥y se recupera lo gue es di-
o i o

t
recto de la férmula integral de Cauchy:

2 :
n|rcod| = a-ln—-_fcn( [fcre’®> | Jde
o

Si fCzd) si tiene ceros, como n Ctd)>0 para algunos valg
res de t se concluye que, en particular,

2
. 1 i
dM|fCcor] < é—n_{’m(]ruewa | )de

a7



Segundo teorema de Jensen ¢ Férmula de Jensen.

29. Introduccidn.

Por el primer teorema de Jensen es claro que sl f  es «n-
Lera y no s cero en Dn‘ entonces fog|f| &5 una funcién arméni
ca gue satisface para  OCr<R:

m
I ¢ ie
fog |fCOd| = é?:!r-[ogjf‘Cre > jde
Por otra parte, si 0O =1 y  tiene ceros Cordenados
como siempred) en Dr Zoeees 0z entonces

N r i n- it
nT_z___.l, = exp {gz—-_ltog[fCre d]at}
k=g k -

Sea Ccomo siempread n‘Cr) =] numero de ceros de f en

-

Entonces:; por el primer teorema de Jensen,

n Ca2r) n_{(r)
14 { f
1 it er . ar o (r)
Mriard 2 exp(z—[log|fcare D |dt) = -[—~T—«‘_, Z 1 T——I—?’,’ 22 o
f (an";{ J hgi “n n=d!Tn

2r

Porque la segunda expresion es |[fCOX| y T—T = 2.
z
»

Asi, el orden y la distribucidn de los ceros de una fun -~
cién analftica, estin relacionados. Hay una forma mas precisa
que los relaciona y se conoce como fdérmula de Jensen. Es la si-~
guiente:

30. Férmula de Jensen.
4% DV ] is
NCrd = [pdt = 2—[log|flre’™ |do — log|rCoDd |
o o
Donde la primera igualdad define a NCr).

Denmosiracidn.

Por el primer teorema, resta sdlo probar que
r

N
o r r‘=J”nct.>m'
N

rr ... t
1 2

oM N
h —L = Nior —Yinr =
Frr_...r n
E 4 N n=
N-t
=X {{mC dar_ —~ dor D} + NC dnr—dorr, D R - B
el m+1 ™ N

e}



( .
J'__‘“i dt < InMCr) £ Cr+ede® . Y

Supongamos que BTgQF tal que: nCtI2 ot® Ceon-od0 f1ie) se cumple
para cada LZIL

En este caso si LzTo Yoo

r
e e r e
o{__p_r - —-:‘;— y = o ftP AL )= aJ"E‘—-dt_ s [“—%3—— dt -3
t g

de (1) y (&) se concluyP que, azintdtizamente,

o =
2 ﬁ&ﬁ)dt A ([.,,l;_) < r+4g
- =}
L
Pl
[ﬁCL) dt]+9—5~r+£
e t P P
o
casi finalmente, 2— < r =+ % s1 r> Ro, pues la expresidn entre

paréntesis cuadradms es un real i jo.
Pero esta ultima desigualdad es independiente de r, con lo cual

se concluye que =~ %7 N g

Ahora se revisarad qué se ha probade en realidad.

< Piig nCrd > Tp, se puede elegir A>0 tal que
¢ Yy
lim nlr2 > o5 TP N - ]
r — 0 T
nCtD

Esto es, que existe To tal que > o siempre que t)TO.
L

Precisamente se retoma la suposicidn hecha el parrafo anterior:

que nCtyZat? Casintéticamented.
As{, por (3> vy 4D Tl £ 1o lo cual es una conbradicecidn,
que viene de suponer que ;égm Eziz > Tp,y por ello se tiene CiD
r
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32. Relacidn entre orden, tipo y teorema de Jensen.

Lema., Si f es entera y de orden finito p, enlonces

nCrd = OCrf'> para cada ¢&>0.
Dem. 51 £°0 entonces asintdticamente
pre
)i‘Cre“}) | = <
Claramente (n]f(reialj < r”"® para rzR.
Asl, existe K>O tal que
Zn]fCreL*)l < KrPf para toda relR, A i
(Basta tomar K = max{l.én | fCreLm)l}
OSrER

Esto prueba que n(rd < ket
Se veri por qué:
Como nlr) es una funcidn mondtona creciente en r

2 2r

"
_[’Jéi)dc. 2 nerd |90 = 0ot 2 NS
r r

De (1), (2 y de la férmula de Jensen, -se supondra £C0d=1-
Cesto no cambia el orden, por 1.23)

21

nCrd iz € Jzog|rcre“’>[ds € 2kt =kt
2n a2n
o

que es exactamente lo que se queria probar,

De hecho, se tiene mas atn. Sea  una funcidn entera, fC02=1.
33. Tecrema. Si { es de orden >0 vy su tipo es 71 < w; enton-
ces:

i Iim nlrd < et
F— 00 el - e
Cid 1im nlrd> _
r—-00 X‘p

Demostracidén. Esta primera parte es comin a ambos incisos.
St >0, entonces, asintdticamente, IMCrY SCr+edr?
Por el teocrema de Jensen

r 223

nCt) 1 i

IL = 5t Jcog|rc.~e‘°>| 46 £ &n Mcrd
[¢] [#]

esto es, asintdticamente

a8



entonces
i 81 nlr2 o ¢(rf) entonces el tipo de f es cero.
Cild 81 nrd = 0 Cr® entonces el tipo de f es finito.

i

La prueba de este teorema se dard dn poco mas adelante,
pues se necesita conocer la relacidn entre orden, tipo y los
factores de la factorizactidn de Weierstirass.
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Para probar

las siguientes cuentas:

como

decreclionte,
ra
n(rdin B = ndrd

r

donde la Ultima desigualdad se

el

&
dt

inciso GO Easta analizar culdadosanente
Sea =ik

rp

dt N

- = nfi . ¥y nCt) es una funcidn no

r
ré¢ rg

Lo< Qi%i dr < J“LED dlL £ CreenCom?

r o

probd al principio de la demostra

clidn.
Resumiendo (y despejandod
E.E.Y_?_f:c'r+£}
fogfi
r
1
Como la funcidn fCL) = T 1,m) —+ R alcanza su minimo en
fogt
v=e'’®
LN
NP2 o craey S8 2 = peCreed
rP togte ®
Esto es, lim nero < Tpe ﬁ
T 00 "
34, Corolario,
Si r es entera de orden p, entonces:
i) Si el tipo de f es cero, nCrd = a e
i St el tipo de £ es finito, ncrd = O P
Aplicando el teorema anterior
0 s Itm 2822 < o & € epr para Cid
P !
r
Esto es, lim _otrd eviste y es cero ncr) permanece acotada
¥ r® w1 r es grande
nérd = ofr®> - nlrd = Xr”®)
Mis aln, de hecho existe otra forma (seguraments igual de

impractical de caracterizar a las funclones de tipe finito:

35. Teorema.

Si  es entera de orden p ¥y p no s un numero entero
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en . cada regi{dén accotada
m v d
TlogEC-— , pd

n=4 *

es una serie que converge absclutamente porque

=

@ 2 14
P 2 E

| togEC ——
“n Kzpet "n
y lim jz | = o
"
n—-w

S.Definicidn. $1 p es =1 minimo nUmero natural para el que la

serie w

1

—— converge, entonces a
+1
na1 |z Jp

@ -
PCzd = E(zf . P)
lats ¥ n

se le llama =l producto candnico ascclado a (z 2 Yy p se llia-
n” nel
ma el génera del producto candnico.

Se probara, por ejemplo, que el teorema 2.4 se aplica a
todas las funciones cuyo crecimiento no sea demasiado rapido,
esto es, se daran relaciones explicitas entre género y orden de
una funcion entera.

.Teorema. Si  Cz) es una funcidn entera de orden p y (z 2
n nalN

son sus ceros distintos de cero ordenados como siempre y tL>o,
entonces @
5

i

n:a[zh[‘

es una serie convergente.

Demostracion.
Sea trp y [A=Cp, LD,
for el teorema 1.34 nlrd = C(ro*c) para cada &£20 vy,
en particular, n(rd < Ar? para alaguna AeR y peR.
|z

Si ahora r = |. como los cercs de f  estan ordenados
”

en médulo creciente, n=nCrd) Caungue scbre esta desigualdad
Young (141 afirma igualdad estricta, no es ciertad.
Asi "
n 2 A|2h[" para cada nal; esto es, que
ATB 1 < 1
|z il nt*
n [+ ] 1
y por lo tanto, como L/M1, la serie T T COnverge y se
n=1

concluye lo deseado,
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CAPITULO II

Factores de Welerstirass.

Notacién.
A partir de este momento y solo por este capitulo al hacar
referencia a las funciones (r, g, @) se enlenderd que son funcio
nes enteras aungue llegues 2 omitirse. Siose trata de alguna Cun-

eidn no entera e hara menclon explicita de ello.

Ze retomara lo notacicn utilizada para el tecrema de
Weierstrass: Sea una funciovn antera con ceros distintos de

cero en 21. :2,... y con med coma multiplicidad del cero.

Del teorema de Welerstrass Cque estd probado en @l apéndiced

rczd = zMe g‘“n(1 - )™ .1
T\
con g entera vy
wl .,z .k
PnCz) = EE——(E-
K=1 n

Sin embarge el grado de P ez n y esto hace que la fac~

n
torizacidn no sea muy manejable. Existe otra factorizacidn alter
nativa que optima este aspecto, aunque no es valido para cual ~
quier funcidn.

2, Teorema. Si existe un numero natural p tal que
0
1
@

n:i[z lp’x

entonces
m g(z)

£z

nE( = P)

n=1 h

donde los factores E =on los polinomios primarios de
Welerstrass 1 2 iy
ECu, td = C1-udexp(u - —FTr ey )

y en este caso se dice que 1 tiene género finito.

3. Observaciones. A la factorizaciéon dada en 2 se le conoces como

factorizacidn candnica. En ésta, #1 grado de log polinomios pri—

marios es un natural fije p ¥y en muchos casos hace méas maneja-
ble al producto infinito.

4. Demostracidén Cde 2.2).

Como LogEC pd = logll- %, > o+ z oLt —%r(—3~3p=

-4
n n n "
[aed
l . Z (K
m—- E —_ )
Z
Kzp+1



4]

b ,,t,f'- Por ejemple, {n'"}
"6=t|z J
tienen exponente de cvonvergencia XN  pero I o—
n=t |

ot]

{anlnznjl/h}

diverge para la primera sucesidn y converge para ia segunda,

Civd Es inmediato de 1a definicldn de AN que para LiX
o 1
: diverge; ¥ converge si act.
[aEE W 4
1= ]

10. Obser vaciones.

La desigualdad de Hadamard, AZp es valtda para cada fun -
cidn entera. Pero si ésta es un producto candnico entonces coin-
ciden. Este resultado se debe a Borel y se enunclara del siguien
te modo:

11. Teorema. El orden de un producto candnico es igual al exponente
de convergencia de sus ceros.

Demostracion. o -
Sea PCzd = nE(:——. p) un producto candnico (de género
n=i ™

p, clarod, Si p es su erden y A ¢l exponente de convergen -
cia de sus ceros; ya se sabe que A<p, por lo que basta probar
que oSN

Si oz es un numera complejo, |2‘ =r o oyr s |z | para
n
cada nelN se tiene que

z
z

log|PC2) | = Ylog|E(
r_=2r

kad

» PY| + Eleg |E(Fop)|
rh>8r

n n

El segundo tramo de la serie estd acotado por una serie
geoméirica y por olle Csifu€i/2d

fog|ECu,pd | = 2]u|™

Ast
peos|E(F p)|seL (H-)s artln ——
r >2r n r>er r ver rf
iad n n n
Caso 1. 54 A = p+i
arPty = ocr®™y = oor™
r »ar rP™
n n

Casoe 2. Si Xp+l, =zea £0 tal que X+£{p+l y en este caso
+a 1 1 rn e

+*
arP r o— = arf b N

+1 FLARNAE
r >2r rP r >ar rP
n n n n
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7.Corolarlio. &i fCz> es una funcidén entera de orden o, entonces

tiene una factorizacldn candnica y el género del producto candni
co, p satisface que p = p.

La demoslracl#édn es elemental: basta elegir q = {pl parza
que griro vy se aplica el teorema anterior (&85, pora cenclulrp
que piglp.

Asti, si  es entera de orden p con ceros distinbos de
cero £z D entonces

L=t

I
r¢zd = zme$z}ﬁ(-£: Cop)

z
n=1 n

donde el producto es candnico de género p vy ple.

.Definieciédn. St Cz D>, JaN es upa sucesion sn €{O0}. al {nfi-
mo de los reales o0 para los que la serie
1

e convergente

o
neletJ

se le denondna el exponente de convergenclia de la sucesion

z ) y se denota A,
n neJ
Si para cada real positive o sze tiene que
[ss]
1 = 4+
r=t |z Ja

entonces se conviene en que  Aso.
Sl J es finito Xx=0, por la misma definicidn de A.

. Observacliones y ejemplos.
Por ejemplo los exponentes de convergencla de las sucesio-

nes
{e“}. {ni/x} y {fogn} sen 0, A ¢ ® respectivamente.

Se pueden observar las sigulientes relaciones para los paré
metros conocidos (referidos a una funcisdn fija, por supuestod:

L Ap Cpor 2.63
Cild pEA=p+l

Mas aun: si xeZ, entonces p = [A}; pero si A ez entero
hay una ambiguedad:

(VY]
p=A si b lh diverge mientras que
n=1|2rj

p=A-1 si esta serie converge.

Cilid 81 t=X, no se puede afirmar nada sobre la convergancia o
-divergencia de
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Una funcidn entera #5 de tipo exponencial si axisten cong—
+
tantes A, B e R tales que

|rczn] < ac? 1=

Sl fCz) es de tipo exponenclal entonces se define on LL—‘
po exponenclal como K, donde

{nMcrd

I

Si el orden de una funcidn p  es uno entonces su tipo ex-
pornencial coinclide con su tipo (por 1.112. 21 una funcidn entera
tiene orden p<1 entonces es de tipo exponencial cero Caungue
su tipo sea Tt=0 ).

El sigulente resultade es un teorema de Younyg CL14]D, prueba gue

el maximo médulo de 1-PCz3  tiene el mismo orden de crecimiento
que PCz) ¥y sirve como lema para el teorema de Hadamard.

14, Teorema. Si PCz) es un producto candnico de orden p enton —

ces para cada >0
-
|Fczy|>e ©

en una sucesion de circules  |z]=r  de radios arbilrariamente
grandes.

Pemostracion. Sea P(z) un producto candnico de género p ¥ or
den p formado con la sucesidon Cannem

Sea hdp arbitrario vy fijo.
Se define como Un Cpara cada natural nd

. 1
U= {z e C: !2_%,| £ +

b=,

al circulo con centro en z Y radio o
[z,
Re probard que |PC:3|>-»£»wv para cada 20 si oz no
rp*‘f
e

pertenece a ningun Un Yy ]zl = r es suficientemente grande;

esto es, =i r>rle, hd.
0

Como b ~_£TT ¢ @ es una suma convergente C(por £.11) la
n=tlz |
n
o
unién de los discos U no cubre C, esto es, C—{JUh no es va -
n
n=g
clo ¥ contiene circulos |z| = r de radios arbitrariamente gran

des.
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p+i NreTpTi 1 _ r o v
< 2r C2rd E _uw*—;:; = C‘L! )
ro>ar r
n n

Para el primer Lramo de la serie también se consideran dos
casos:

Caso 1. S prO
z )
como Gog[ECu.p)I = Logflmui + ]ui + -iig—~ L ~l%§»
si ju} 2 €%~
lu[x < 2P”K!u]p para K e {1,...,p}
y asi .
tog|ECu, pd| S fogli-u| + 2F[u|® < 2 |u|P

Si ahora £ es un nimero positivo

e
.
L fgfeu, P = o L (7)) = PR e )e
r_<ar rogar o LR ‘

- O(K‘Pcar:)}wz‘p): 1;\*6 ) - Ocr).*rz)
rnsar r.

Caso 2. 3L p =0

og|ECu, 03] = o ju]®)
para cada £>0.

Retomando el tramo recién analizado de la serle se tiene
que L
{og|PCz2 | = Or™7" )

y que esta desigualdad es vAlida para cada £ positiva y peque-
fa, y por lo tante p £ A C(por la definlcidén de orden, 1.83.

12. Observaciones. Si (z D s una sucesidn en € tal que z =0 y
o n” nefl n
b F;W- es convergente (lo cual implica de paso
rmet T

que no tliene puntos de acumulaecidn finitos? cilonces =1 oroducto
candnico de género cero

@ -
PCzd = (1-— )

n=1 ™

es una funcidn con orden a lo mds unc (por el teorema de Borel,
&.11>

13. Comentarios. Algunos autores (Young, por ejemplo [143}) definen
mis pardmetros aun para el crecimiento de las funclones enteras,
come por ejemplo las sigulientes:
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FLOY = 0, y sl £Cz) = uwzd +wlxd

entonces la norma de ¢ es

2 U2+ Uz
jlzd | = <1
CBACRY - WP f
porque — BACR2 + u £ u = ZACR) — u Y per Lo tanto
fgza | € —%~» con r = |z}, R drs

Esta ultima desigualdad se debe al lema de Schwarz pero se
probara para este caso particular.

Coma @03 = 0 y |¢zd] €1 en Dn; 51 wCzd = ¢fzg
z
4
entonces ¥y s analitica en Du yoojwlzd]| = —1§ en  {|z|=R}

y por lo tanto en todo DR, eslo es, que

) 1
—l%%%_l = |

si ahora r = ]z|

locz>| 5 — j

i)

Despe jando  Cz)  de

1.

1Y vy usancio (2D ce obtiene que
z

EACRIP
2 bt ACE! y se prueba el tso-

|

SACE) L
1+glzd

[fCzd| = I

rema para este caso.

i fCO0> no es cero se aplica el resultado anterioer a
flz) — £CO0>:

a2r

ar . .
e mAX Re [£C2) — £CO ] £ gZdACRY+{rCOd |}

1((2) - Oy} 2

|z | <R

16. Observaciones. Este teorema es muy importante porque acotando
la parte real de una funcidén es posible encontrar una ¢ota para
toda la funcién.

FPor alrae parte wtilizando evantaments los mismos argumen—

tos para —f, ¥y para #f se obtienen resultados anilogos donde
ACRY es reemplazado por

1

min Red{fCzd}, méx Im{fCzd} y min Im{fCzd}, respectivamente.

En cuanto al siguiente teorema, =1 de Hadamard, resulta
ser un teorema de factorizacidn fundamental para la teorfia de
funciones enteras asi como para probar su Lecorema de los numeros
primos, que fue célebre en su época.

Por otra parte, en el capitulo antericr los polinomics ha-

bian quedado hasta desprestigiados, y en este tecrema ‘“recobran®
importancia.
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St r =|zn] entonces para £>0

z
fog |PC2d | 2 Tiog|i- -~ [~ £ ( rr ¥y - of £ ( rr )po‘l):
r 22r " r=2r 'n r >2r n
n n n
= It log|t— _E__} - Oer Py
rniar n

por los argumentos usados para pirobar el teorema de Borel
€2.112, pues p=A,

v o]
[~
St oz g [nyi({\ G5y st r <ar
[1- % | 2 x ot
N cr S T D D

Por 1o tanto si &0 y r es suficlentenente grande,

L fog|i— -=- | 2 — Ch+1ddogC@rInCard2 — Ch+1dloglardr® 2
>
rh_ar " . _ pevze

Con lo que, gracias a log teoremas anteriores, se concluye.

i15. Lema. Este lema servira para probar el teorema de Hadamard. Es

una desigualdad importante coneccida como la desigualdad de Borel
~ Carathéodory y permite encontrar una cota superior para el mé-
duleo de una funcidn dado que su parte real Co la imaginartiad es-
tan acotadas.

Sea f una funcidn analitica en Dn Yy sea

ACrd> = max |Re(f<zd )|

[z ]=r
Si OKr<R, entonces
a2r N R+r
| Q>
MCr> = g ARD + s JECOd |
Demostracién.
Caso 1. 51 f es constante, fCz) = a Vz y se obliene que
ar R+r
jaf = B |Re af + e o

lo que es, por supuesto, clerto.

Caso 2. 81 fC0) = O en este subcaso se tiene que AIRIACOD=0

- £Czd
T TTEACRY = fcz> N4 B!

¢ es analitica porque la parte real del denominador no se
anula en |z| = R.

Sea @Lzd
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Como yx se sabe, A X p, esto es, max (A, grado g} S p
Pero por otra parte el orden de un producto no excede el
orden mayor de los factores, esto es, p < méx{k. grado g}.

Asi, 51 £ no es un nimero entero entonces necesariamente
coincide con A vy la forma del producto candnico queda determi-—-
nada de forma dnica: el género del producto candnico es [ 2]

1o s oentero ocigue hablerndo anbloledad.
19. Corolario. =1 r es entera de orden finito p y o no es un
nimero entero entonces toma cada valor compiejo una infinidad de

veces,

La prueba es elemental, porque como f y 1 — a tlenen
el mismo orden para cada oeC, basta probar que una funcién ente
ra de orden no entero tiene una infinidad de ceros. Pero esto es
evidente porque el exponente de convergencia es necesariamente
positivo (de 1o contrario gl orden seria enterad.

20. Corolario. Teorema de Plicard Pequefio, Si  e8 de orden fini-
to entonces toma todos los valores complejos excepto a lo mas,
un valor.
(Si el orden es un numero pef por 2£.19 f toma cada va-
lor en € ¥y ademas, una infinidad de veces).

Demostracidn. Si existen a,.lel numeros complejos distintos ta -
les que f{2d#a vy (z)#3 para cada zef. entonces f-a es una
funcidn entera gque no se anula.

Ast, existe g entera y tal que

£C2) — o = expf[gCzd ]

Como  es de orden finito f-—a tambien lo es y por el
teorema de Hadamard g es un polinomio.

Pero exp[g(z)] nunca toma el valor f3~a y por eso g(zd
no toma el valor {fog(i~od, lo cual es una centradiccidn al Teo~-
rema Fundamental del Algebra.(Pues en este caso el polinomio
glzd - fogCf-e0 no tendria ceros).
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grado a lo mas p.
Demastracisén. Sea A el exponentes de convergencia de los cercos
del producto candnico PC2D.

PCz) es de orden A (por el Leorema de Borel 2,113 vy
A S p.

81 20, por hipdtozic

loglrczd | < Pt gsi |z| =r ¥y r es grande,
mientras que, por el teorema 2.14
PN pre

fog|PCzd] > —r > —-r

en circulos de radio r y r  arbitrariamente grande. Combinande
estas desigqualdades

tog|rczd| = mlogr + log|e®™®| + tog|Pczd| =

= mlogr + Re{glzd} + log|PCz) |

Esto es,
IRe{g(z)}] = {ag *2532-1 < arftl. Logz"< arete
lszcZ)
es valida en una sucesidn de circulos jz) = T donde
ifimr = o
ia]
n—wm

Como g€z es una funcldédn entera, por la desigualdad de
Borel -Carathéodory (2.18)

oczd | = o(r™* )

y esto pasa para la misma sucesidn de eifrculoes, esto ez, gus por
el Leorema del capitulo anterior (1.3) g es polinomio de grado
a lo mas pt+e. ¥ como es vAlido para cada o positivo, es pold-
nomio de grado a lo mas p.

18. Comentarios. Con la mi=sma notacidn ge 2,17,
Es interesante observar que p es el mixdmo entre Ky
el grado de g.

Como ya se sabe, XN £ p, esto es, max {K. grado g} £ p.

Peres por otra parte el orden de un producto no excede el
orden mayor de los factores, esto es, p € max{\, grade g}.

Asi, si p no es un numero enteroc entonces necesariamente
coincide con A ¥y la forma del producto candnico quecda determi-
nada de forma Unica: el género del producto candnico es [p}.

Si p es entero sigue hablendo ambigledad.
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n

y QUG. por hipétesis

Zn

1 te 1 A .
[If¢o +re™>{dé 2 z— f|fcwd|d8 = |flw |
o

2n

L¥]

estec es, qu= la integral

2n .
JCircwr | - [fCw + re'|) = 0
o

pero el integrande es una funcidn continua no negativa y por
ello es idénticamente cero.

Ahora se aplica a cada clirculo de radio te(0,rd y centro
w para obtener que f(Br(m)) es un subconjunto del circulo

{zeC: |z} = jrcwd|}

El hecho que  es analitica y entonces conforme implica que
es constante en todo un disca, y por lo tanto es constante en 6.

Teorema.
Principio del maximo (segunda versidénd.
Si GC es acotado y € es una funcidn analitica en G y

continua en G. Entonces
max {rczd|: ze@} = max {|{fC=d|: zesG}

Demostracién. Si  e=s constante no hay nada que probar. St
no, los maximos se toman de funciones continuas sobre compactos
y por ello existen, trivialmente. Por este mismo razonamiento
existe @, ©n G tal qus

{waODI = max {|fCzy]|}

[l b
Por el teorema anterior oM puede ser un punto 1nLerlor.ﬁ
Observacidn. En esta versidn no es necesario que G sea conexo,

Teorema. Principio del Mixdmo (tercera versidnd.
Sean: G una regidn contenida en €; £ analiticaen G y
y MO tal que
Iim [fCzd] £ M
Ltk
para cada aebG. Entonees [fCz2)| = M en &

Observacidn: oedG =i G no es acotada.
Demostracidén. El caso interesante es st £ no es constante.
S 650 es arbitrarico y fijo, se defipne

Hé = {zeB: |fCzd| > M 4+ &} = 6nfz: [£C2d| > M+ &}
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Capftule IIX
Teoremas de Phragmén -- Lindelsf.

En primer lugar se analizaré el principio del maximo con ds
talle porque los teoremas de Phragmén — Lindeldf lo generalizan.

Teorema. C Principio del maximo, versidn clasicad.
Sea : G—C analitica. G es una regidén y si w & G es tal que
[fCw D> [z]fCzd | para cada  z&G.
Entonces f es constante.
Demostracidn. Hay al m=nos dos pruebas interesantes de oste teo-
n?:) Sean Q=G vy athw(g. Claramente o).
Come |a|z¢| para todo Fel} « o3 negszarliesmonty un punio fron-
tera de 1, esto es, osdO.
Esta observacidn se obtiene de que =i o es un punto inte- -

rior de 2, existe p>0 tal que B (a0} y entonces existe
e

zeBPCaJcn tal que la]<|z|

o Q

v,

En particular QM0 ne es vacio y {) no es ablerto. Por el
tecrema de la funclidn ablerta C(que dice que cada funcidn analiti
ca no constante es abliertad se tiene que f es constante.

(i) De otro meodo, si r>0 es tal que B Ew)cG

<OMo
2n
fewy = 2 fLC2 4o o L If(w + re*®3de
z jlz—w an
}’ o)

Cdonde p» es el circule de radio r ¥y centro wd.

Se tiene que

g 2 .
50— [1fCw + re'2|de
)

[fCwd | =
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St se dafins f:o—aC comn stgue  7Cz) = o = supCe™.

"

Como &y = {z o= scryel: y== = o S1ozedn

ha¥, g # tier s
£izd) = exp(ez) = expCex‘" o= exp(afe Ry = exp(iiex)
ue tiene médule unoe. Esto es, lim [fCw] = 1 para cada zeé.
q
LA s 3 d
Pero en el e¢je real, =1 = = x

£ = exple™ y o lim £fCGO = o
K-t O
Esto es,  no es acotada en (1

La idea de extendar el principio del maximo suponiendo res-
tricciones al crocinmnlento para puntos cercanos a2 o es, bastan-
te natural.

Phragmeén v Lindeldf desarrollan un métoedo on 1808 que gene-—
raliza el principic del maximo a cliertas regiocnes y a funciones
holomorfas en ellas con condiciones de crecimiento en la fronte-—
ra, que inecluye al punto w. Suponen restricciones al crecimiento
de una funcidn cerca de sus puntos frontera vy la conclusidn, co-
moe para el principio del maximo, es que la funcidn es acotada en
toda la regidn.

Se trata en realidad de un método porque, aunque es un teo-
rema, de &l se desprenden multitud de Lecremas de Phragmén-Linde
lof aunque en realidad son corolarios del teorema principal.

Intuitivamente se pueden entender cadz uno de dichoz teore-
mas como una combinacidn del principio del maximo ¥ 2l teorema
de la funcidn abierta de Riemann que prueba la equivalencia con-
forme entre cualesgquiera dos reglionas propias del plano complejo.

En 1980 Fuchs aeneraliza atn mas =1 teorems 2 cuslguier zub
conjunto abierto y conexo de € y prueba una conjetura de New— -
man. Con esto clasifica de manera completa y precisa el creci --
miento de las funciones anal{ticas. De este Leorema se ocupa el
capftule 4.

8., Teorema de Phragmén-Lindeldf Coriginald.

Sean 6 una reglidén (simplemente conexal y 1a8CGD.
Sl existen:

Cid p: G—C {0} acotada y analitica (tiene sentido que sea aco--
tada pues no es enterad.

Ciid) M>0 fi jo.
Ciiid A,B subconjunteos de &G, Incluyendo en 8G al punto o £si G
no es acotadad.

Tales que:
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Y se probard que HS es un conjunto vacio.
Obser vaciones:
(i) Hé es ablerto.
CWd) 81 a es un punto ryrontera de G  entonces on una veclndad
de A {f] es menor que Mo+ &, pues

Ttm |fCzd) 5 M
Z—a

Esto es, 3Ir>0 tal que vzeB CadnG, [£C2) [ M+,

Ciit) S @ eg un punto frontera de Hé. claramente no es un
punto frontera de G (pues se tendria que

Iim |fc2d| 2 M+6 y Tim |fC2d| < M,
z—s 3 2y

lo cual serfia una contradicciénd.

Esto prueba que cada punto en 0Ha as un punto interlior de

G; y entonces ﬁacG.

Civ) La observacidn (uid @s clerta adn si G no es acotada y
para a=os86G Ci.o. ozdH g.

En particular se acaba de garantizar que Ha es acotado y que,
en consecuencia, Hé es compaclo.

Aplicando el principio del méximo 3.2 a ﬁ;. en Ha f eas,

en méduleo, menor que M+S,
Por la definicidén de Ha' Ha es necesariamente vacio,

3. Comentarios. En cualquiera de sus versiones el principio del
maAximo plde que la regidn sea acotada o bien una condicldn sobre
el comportamiento de la funcidn en el punto al infinito. 81 no
se tiene una condicidn de este tipo, el principio no es valido.

Ejemplo. . "
Sean: Q = {z=x+iyeC: ye(~ ~E—.—ETD} la banda no
acotada

e T e e e e e e ey _ .y 5

7
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por lo cual
o) L max {M.MK;’”} i
fpz | etz | "

Como esta desigualdad e valida para cada »»0 si se hace
n  tender a ceroe so obtiene que, a1 zeG, ]f('z.)[ < M,

Los teovremas de Phragmen-Lindel of que se mencionan ahora
son corolarins del anterior y con los que usualmente se denomi —
nan teorema de Phraogmén-lLindelof ( Bose, Conway, Pudin, Titeh-
marsh, Marsden).

4
Teor ema. Sean az2—— Caclld) y ¢ =
Lot

7 o s - - - e
, e P . . o - -~
;- - e e e e
’ . - - . R - .
R - - o - — -~
ST T . e - T~ e -
- //‘ B - . - e .
\ - > - . - N
T - - /_/ P - . \ - i
\\ - i - S~ - of ==
\ - 7 . Z
T -
v " -
Si f es analitica en G ¥y
Ci) existe MO0 tal que
Iftm |r¢=d] = M
Zew
para cada wedG-{w}
h -
Cuw) exasten Py bBla tales gue 10023 5 Pexpliz| J asinta-
Licamente en j=! ’
Entonces |rfCzd] £ M en G

Demostracion. Sean ce(b,ad y @lz) = e ° = EXDC“ZCD definida
en € y en parlicular en G.

” :
Come para cada ze¢G Iargz[(aa , 3e observa lo Siguientie pa

_ L

ra Z = re

1) ReCz®) = 1 “cosCed)d y para cada zeG, [p(z)[ = exp( -r“cozcO
Ciid Como et existe MO fijo tal que coseH2P0 siempre
que |@|sn-2a.

Citid Por (i) y (i), ¢ es acotada en G

g€zd | = expC-r cosesd exp( ~/ir <1

Civd - Si 70O, asintdticamente (por hipédlesiszd y por Cuidd
A7



Cad 4G = ALB

(b para teoda  ach Iim {rezd) = M
s 23
Cg? para todo beB y cada 300 ixm]szD]]¢<z)[W <M
T—tb
entonces  [f(zx| £ M en G

No sdlo por su contenido este Lteorema evoca el principio
del miximo, sino que para su prueba se utilizara.

Demostracidn. Sea K una cota para p (esto es, ]p(z)[ s K osi
ze(3). Se considera una rama analitica (cualquierad de J{ogepl{zd
en G (que existe pues p: 6—ON{O} para construir la funcidn
g: G—C {0} definida como

gnCz) = explpfogeCzdl) = p(z)’7
donde n es un real positivo arbitrario y i jo.

Se utiliza g para construlir otra funcidén auxiliar
analitica en G: w

F: G——=C que se define como:

- fCzdg (2
FCzd) = £Czdg €zoK P = o 2
n K
F es en médulo menor que f pues |plzd} = K, y entonces
ol z)
=1 =1

Cbservaciones.

Cid Si aeA Iim |FCzy| < Tim |fC22) s M
22 =2

Ciid) Si  beB

TIm  |FCzd| = Tim [£CzD | jexpintogeczd (K 7=

Z-b Zemt
= TTw |rezo [(LEE22Ly7 < e
z—h

Asi, sl wedG
ITm |FCzd| € max{M,MK 7} que es una constante fija
Z—sts

que se llamara M-

Ahora se tienen las hipdlesis del principio del maximo 3.4,
que se aplica para obtener que ]F(z)l =< Mo en G, o bien

[£Czd | jpC=zd {”S M

K? °
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‘sz)}}p(z)["S Pexp(]sz)[expc~ﬁrcbln=
1=Pexp€rb<'nﬁr°3

Pero el "lado derecho es una funcidn de r gque tiende a
cere 51 r " tiende a infinito, esto es, gque si Az&G\{m}

B = {w}
Y ¢ es como Se ha definido, si se aplica 3. 6 se obtione gue

ffcad} £ M en 6.

B. Relaciones con el capitulo 1.

Come se ha tratado de hacer ver, las condiciones para el
crecimiento de 1a funcion son delicadas, Por ejemplo, =i 6 ez
como en 3.7 y

flxd = exp(zab entonces
[f¢zd] = expCIziacosaéb.
, o B n
Si  wedGN{w}, 8 = arge = * =
Por lo tanto
T | = expC]u[acas~gu 3= e® =g

Pero f no es acotada en G.

De aqui la necesidad de pedir que, en clerto modo, el orden
de f sea estricltamente menor que o. Aclarando este "cierto
modo®

Si se conoce [ entera de orden p>0 basta considerar re-
giones donde u)méx{i/a.p} para que la condiecidn i) de 3.7 se
cumpla.

En esbte ejemplo p=a y por eso no es posible halla b C(de
3.7, nuevamentes).

Esto relaciona al orden de la funcidn con la regidn que se
puede considerar para aplicar el teorema anterior.

Otro tecorema que relaciona al orden y al Lipo de una funcidn
con su posible regidén es el siguiente:

9, Tecorema. Swa G como en 3.7, esto es,
1

o> > Yy & = {zel: |argz]| <

n
20l }
Si se cumple:
€ Para cada weéth{w}
Ifm {rCzd| = M

Ty
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donde M0 ¥y es independiente de (.
Cii) Para cada &0 existe P=P(&2>QC tal que
[fCzd ] € P expCS|z|™>  asintéticamente en  |z].

Entonces [fCz)] £ M en G
Demostracidn.

Para cada z=x<R en el eje real positivo x0 y cada &
menor gque ¢ (0{(&%5e) existe PO tal que, si x es grande
Cpor hipdtesisd

[FCs | £ P exp(Cé — &2x™)

Por lo tanto lim |FCxD ) =0 L. Q1D
WKt .

Sea M = sup{|{FUxO|: xeR }

M es finito por C12.

Sea Hz el maximo entre M y M*. Yy considérense H* y H_

las dos subregiones de 6 determinadas por el eje real, esio es:
H*={sz: argz € (O, n/20 }
H_={zeS: argz & {(~n-/2c,03}
Y por las consideraciones previas, para cada punto frontera
weaH?u M

Tim |rczd) = MZ
Z—t

Se aplica 3.7 y se obtiene que |FCz)]| £ Mz en G.
A continuacién se probara que M2= M.

Si N2= b&)M como se tiene (123, existe xbem tal que

jJFCx 3] = M_. Ademis, x >0 pues
° 2 °

Ifm J£CDd ) = Iim |[FCO| = M(Mt, porque Oeds,
H~tQ prae]

Aplicando el principic del maximo, como x EGO es un punto

interior de G =se obtiene que F es constante y por esto M=M
Por lo tanto ]PCz)[SM en G, esto es, N

j£Czd | £ Mexple Rez®Y para cada zeG. Como pa-
sa ¥Y£>0 y M es independiente de ¢

40



[fC2D] € M en G, que es lo que se querla probar.
"'10. Observacien. Nuevamente €1 G es

— . T .
G = {z: 2%0y Jargz| < 5= ki

£C2) = explz™ donde f:G—C

fi

Entonces  |1'Cz) | expC[z[wcogaaj = explrcosad)

ie
Z=re .

™~
4]
b

Nuevamente, en &6

jfcz>| = exp(r“costmgao = 2% 1

pero en cualquier otro rayo dentro de G  no es acotada, lo
que muestra que la condicldn (iid era necesarlia en el teorema
3.6.

Se analizaran més tearemas de Phragmén-Lindeldf.

11. Teorema. Sea & = {z= x + yel: ye(__%r' _%r)}'

sea [eEXCG) y supdngase gque exdsten A0 finito y «e0,1) ta-
les que

JrCzd| < expl{A explax|} para cada z = x + iy en &

j£C=zd| =1 en 4G
la conclusidn o5 que § &3 acotada en G.

[ 4]

12. Observacidn. Si en 3.11 se hace o =1 se obtiene el ejemplo
analizado en 3.5, donde 3.11 no es valido.

Demostracidn Cde 3,11,
Sea AeCa,ld
oz ~gz
Y para cada &0 sea h (z2) = exp{—eCe’” + e "D}
Si zeB, z = x + iy
Ee{epz + e_pz} = Ce™ 4+ 2 P Ncosfy = 6 + e P*)  donde

LI pues B3] < 1.

ast, |h 20| £ exp{— s6Cef™ + &™) < 8
b lfh€Cz)| £1, en 4G

Ademas Jrc=dh C2d) = exp{ae™*l coce? + a5} on B

it

Para cada £>0 fija, y = X iy
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itm {fC0h GO} = O por o cual
H—r 2w ¢
xR
exp{Aelxlw e5Ce™ v &P 1 asintéticamente .. .€1D

aplicando el principio del mdxdine 32 interior del rectangulo

:MO:\-»%— y (1>, se obtiene que ¥zeG |[f(zdh Cz)| 1
o T oL
ooMet g W
| ?

t |
H 1
' \
]
[ )
_____ L S
N\
-Mo—i‘?‘: Mo ““’2"

Haciende £ tender a cere se tiene que |[f(2)]| =1 VYzeG |

Como se puede observar, este teorema (que expone Rudin[10]>
posee esencialmente las mismas hipdlesis necesarias para el teo-
rema principal:

G es una regidn simplemente conexa, e G—»C\{O}

PC2) = exp{— Aexplozd)} es amalitica y acotada.

95 = AUB con A = {xti-Z

ek } B = {o}

En A |fCzd| £t

y en B, 1im |£Cz) | |exp]{— Aexplozd }] £ 1.
Z—r 00

13, Rudin llama también a éste, Teorema de Phragmén-Lindeldf

Sean 0 = {x * iy e € adxb}

b

i
!
!
|
i
1
1
1
1
I
1
|
t
'

- A d e o e o e em e

fed(® y continua en

[fczd |<B Vzen
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sOM o= S“P”fc"‘o"' iy)}: yeR} es el supremo del médule de
0

f en la recta x=xo entonces

b-a _ ,b-x, x"a
M = bg bﬁ' para cada a<x<b.

>

De aqul se concluye que lf(z)[ﬁméx{Mc‘M)} Yzell, i.e.,

toma su madxime én la frontera de Q.

(b—x) (b= - -
[Ya que Mx < M b ~a) M;x ayr” (b Q)S

a

{ }(b"’)(?}(‘(x)/(b“‘ﬂ.)

ﬁlnéx{Ha.kb = max{MQ.Mb}]

Y la prueba de este pseudo-principio del maximo es coms sigue:
Ces anilogo al corolario del principio del maximo:

sup{ |f{=d{} = sup{|fC=2d]} b]
zeB zedB

= = <,
Caso 1, 5S4 MO b& 1. Sea &0 vy

- 1 B
sea thz) Sl ey h£.0~4C

come Re{i+c(z—a)}=1 + sCx-ad 21 ; |hsCz)| €1 en Q. v
|fh8Cz)| £ 1 si  zedd

B
Ceme |1 + &Cz-ad| = #|y|; [f(z)h&_Cz)|£ -—‘:T;T Yzel
Considerando el rectingulec R con vértices att—%r 3 bii B

como |szDh£Cz)| = —E%yT ; [sz)hGCZDI <1 en el exterior de

R, zef. Si ¢ tiende a cero |f(zd|21 Vzell.

Caso 2. Sea gCzd = M °T2/07® yzmeere

Donde se define M° como expCwlogM) =i M20. Entonces g es
entera, nunca es cero y
’ 1 < 1
M;b—z)/(bﬂa) M;z—a)/(b—a) min{Ma,Mb}

es una funcidén acotada.

por lo que A
g

1
gC=zD

Como jgCa + iyd]| = Md y jgCb + iyd] = M .

I M( be(a+riyN/ (b=
a

(a+iy~ad (b-a)
M AT |=

Pues JgCa + iyd| b

_ Ly/tb-a) _ Uy sth—andnid K& _
= |CM MO M| =M ] e "aTb] = M

o
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y para el obtro caso es analogo.

Por esto ——;—-— es como en €l caso 1 ¥y {-—g—{ﬂ esto es,

M2 O MY e i
) a b

5. Boas expona el siguiente tLeorema:

Sea  analitica en el semiplano >x0; continua en x20;
supongames que  |(iyd |fH (condiciones en la frontera finitad y

- fCz) = Xe> Ccondiclones en +md) donde
1, 2z = re Yy la condicién de crecimiente es uniforme en @
para una sucesidén r  de reales tales que
tal

lim r =
n—so
Entonces [£Cz)]|2M en todo el semiplano.

La prueba es totalmente analoga: {zd es i_ y la M,
E
cota del teorema principal, es max{M,Ksup -——(1-3—-;’ +
=
1 1 — I
jpc=d| = =S y Ifm 2220 = K < .
epz! e’ r—m e’

|z =r

Sea G={z: Rez>0}.
Se considera F_Czd = f(z) expl-£2¥). Con &0 fija; pef1d vy
i

F,: G—C. Entonces para cada z =1 e

¢ [FCz 3] S |z 3| expl-er?cosC—5E-5d

Si r_es suficientemente grande, el lado derecho se hace

tan pequefico como se quiera, pues Pofi por lo que

[Fez 5] < M st o] £ 2n

asi, |FCzd)| £ M en la regién semicircular @rﬁr Cod.
n

Como r, es arbitrariamente grande, [FCZ)[ £ M VYzel,

Ciid Concluyendo: £z = Mexp(s:ﬂ) y como se ha hecho hasta
ahora, si £ tiende a cero se concluye: [f€zD] €M en G ]
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1.

Capitulo IV

Un teorema de Fuchs y una conjetura de MNewman:

Generalizacion de Phragmén-Lindeldf.

Obser vaclones generales,

Cad En este capitulo se Lrabaja con conjuntos ablertos conexas
no acotados D tales que:

i o estid en su frontera, esto es, D es no acotado y si UsNm
UrDe0  y  UnDC e,
w) D tiene al menos un punto frontera finito, esto es, DeC.

Cb) Cada vez gue se trabaje con Mrd) serd cono en su defini -
cidn mas general: si £:0-C y >0 se define

MCr> = max | <z |
|z |=sr
zeD

MCrd = 0 si DrﬁD = g

¥y cabe observar que en deneral no es clerto que Mrd) sea el
maximo sobre {|z|=r }D porque no se tendrin funciones enteras,
en general.

Ced Por ultimo, para funciones de variable compleja se define
sy limite superior Cabusando con la notacidénd:

T{m £fCz) = 1im (sup iszDl)
Z—sf i c—o {z-f <&
o bien

Ifm £C2> = lim (sup  |rfCzxd|) esto es,

Z—+00 r—eo |z|zr
Tim £C2d =Tim |[f£C2Dd |
Z- Z—sl{

El objetivo de este capitule es analizar el sigulente teo-
rema, que en cierlo sentido resulta ser un teorema de Phragmén-
Lindeldf, y que fue probado por W. H. Fuchs en 1880 Cy publica-
en 16812.] 5 ]

Teorema. (Fuchs) Sea D como en 4.1. Si § es holomerfa en D
y existe K0 tal que, para cada punto frontera [adD finito
Crxod

Tim |f¢zd| 2K
z—al
zeD
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entonces sucede una y sdlo una de las sigulentes posibllidades:

Cad |fCzd) = K para cada z en D
Chbd £ tiene un polo en o,
CLo que en particular indlica gue $cOXNUD  con UsHed .

”ﬁgﬁﬁr)

n o

Ced 1im
r -0
Cy, ©n particular, este Gltimo limite existel.

3. Corolario. (Conjetura de D.J. Newmand.

Bajo las mismas hipdtesis del teorema anterior (4.2) =i ade

mas
Tim 2 o4
r
I —-+10
entonces necesariamente sucede (ad. Esto es, |[f(z)| £ K para to
da 2z en D
Nota. Por conveniencia en lo sucesive se haré K = 1, Nore

presenta pérdida de generalidad y s{ simplificard la notacidn.
Observaciones,

Ci) Se veria que pedir regiones distintas a2 € en 4.2 es preci=-
samente lo interesante del teorema.

St D =C en 4.2 se estard en el caso de las funciones en—
teras. En estas condiciones el teorema es inmediato del capitulo
I. Dada e €) hay tres posibilidades:

Ca’) £ es constante,
(k-2  es polinomio.
Cerd £ es trascendente.

que corresponden exactamente a los incisos (ad,(bd, y Ced de
4.3.

Se recordara que f(z> tiene un polo (singularidad esenciald
en o si y sédlo si la composicidn fl1rz) tiene un polo (singu
laridad esencial? on cero Crespechivamented.,

Ca’d claramente corresponde a (ad por =l tecorema de
Liocuville, m
C(b’) le corresponde a (b) porque si  fCz3= Ja z" entonces
n=0"

que tiene un peolo en cero.
(e’ corresponde a (c) por la proposicidén 1.8

Otra forma de decirleo serfia;
Ca’’d f tiene singularidad removible en o.
(b*'> f tiene polo en infinito.
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Ce'’'d £ tiene singularidad esencial en o

Y resta sélo justificar esta Gltima, Pero si  es trascen
dente y ©
flaxd =71 anz"

n=0

es su desarrollo en serle de Taylor, existe una sucesldn
(nx)x P de naturales Lales gque a_ #0

Entonces 1

que claramente representa una singularidad esencial en cero.

Ciii2 Los incisos (ad, (b) y () son mubuamente excluyentes.
(12 Si pasa (a) no puede cumplirse (b) ni Ced:

St f es acotada en D, entonces Mrd es acotada y por
ello
_in Mcrd

inr = 0.

lim
r—m

Por otra parte, si f es holomorfa en alguna vecindad U
de o, f(i/z) es acotada en 1/U y por &stc no hay polo en cero;
esto es, f{2) no tiene polo en .

(2> Si (b)) se verifica, entonces (a3 no es clerta:

Supengamos que fCz) tiene un polo en  © Se obzerva que

C _.g:._..) = ...1;..._ gz
~— m
z

en alguna vecindad de cero, para algin melN y donde ¢ es ana-
lttica en cero (y g{0d no es cerod. Esto implica que (i-/2) no
puede ser acotada en ninguna vecindad de cero y, consecuentemen-
te, £(2z) no es acotada en D.

C3) Que pase (&) excluye la condiciédn (ad:
n MCrd

Casi por Gltimo, si 1im — - T @ en particular
=00
lim Mr> = o y § no es acobada.
r—s0

C4) Por todo lo antearior sélo resta probar gque (B) y(ed son, en
efecto, mutuamente excluyentes.

Supongamos que tiene polo en ® y que lim ,,ﬁ%#%;l =
-0

Por Ccl, si M>0O es arbitrario, asintéticamente en r

Mo ¥ ...C15
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<n AMCrd

C pues ———"-{-‘-‘—-—!-‘

> M st r2R=RM), por lo cual MHAHArII>MINCrD.D
Por (b)), comec hay polo, en particular  es analitica on

alguna vecindad de @ y existe R>0O tal que en el anillo

0|z |<R existe Ke&lN tal que

o

f(—£~}ﬂmln ST y a <0 (de lo contrario, K serfa menord,
z I3 " o)
z ey
@ e
donde glz> = ¥ a =z es analitica en el disco Ea.
nz=0 n
1 Pl
Entonces si [z|>—§— i fCzd=z2" Y :
N0

Ahora bien, se calculara JAMCrd.

Sin pérdida de generalidad se supondri que r>w%—
Entonces MCrD = mase |FCwd| = max max |{rwd |, max |fCwd |}
w]sr O< |w}s1 R 1/RC [ew|sr
= weD weD
Pero max {|fCw){} = a20 es un real fijo y constante.
0s|wl=stsR
1 _ xm ar\
ysi Jele (—r] . [fCo] = |00 — |
nEo W
Y en este caso
@A « o a
max)fcw]=ma>clw;;“ts:~ max[ ;;"Ia
i7R¢ s torcjwlSr  n=o w" 1R jw]|Sr n=o "
© ® a x o o
=r" max | = o l = r max ( 5 2z l <

trrfasjwlsh n=o w 1%z R n=o

[o 9]
s r¥max lLa z" | = r¥ max jgczd| < ®
’2i<n n=o " (2!(!!

Y es constante; sea 2 mik|gCed |
Jz <R
HCrd € méx {a ﬁrk} = ﬁrK =i r es grande...(2)
Pero de (1) y (2) se tiene la contradicecidédn:
rEcACry < ﬂrk para toda MO Casintéticamentied.
Basta elegir MK para llegar a una contradiceién y probar lo
que se quiere.

Relacidn con los teoremas de Phragmén-Lindeldf.

5. Claramente el caso Cad cubre todos los casos referentes al ca -
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pitulo anterior.

Este teorema es muy fuerte entre otras cosas pordue no se
pide absoclutamente nada acerca de que D sea simplemente conexo,
o un sector, o una banda como en los teoremas usuales de
Phragmén-Lindeldf. Ni siquiera que para cada :tr::?,')‘\..i‘:u.‘»} exista
una vecindad U de = tol guce WD swa ginplemento conaeo,

Fote demiitamiento de hipotesis, por otra parte introduce
mas casos posibles (b o (¢) pero clasifica absolutamente el
comportamiento de cualquier funcion. El corolario sl encaja per-
fectamente como un teorema de Phragmen-Lindeldl generallizado,

Ejemplos, Las sliguientes regiones s{ eran factibles segun
los teoremas del capftulo anterior:

g , pefoL2n Yy o w,yeR
g7 - L[ g 7 (/// S~
‘ //.;/,/ ‘// /
i /-/, '/4/ / B / ( /,/ (/J' //, /,v//
}/‘/’/ Ll L v
/ / 7/ Py \\ p ’,v' / 1
/ Ve / // / r//:/ \ / S
/
’ ey
/ ~ /
-~ N
{zeC: oargzp} {zel: x<Imzdy} Una regidén 5,¢. cualguigra

o incluse e
Ll S

S s e




o cualquier regidn imaglnable

6. Demostracidén de 4.3.

El corclario, que es una conjetura de D.J. Newman y que de he-
cho origind el trabajo de W. H. J. Fuchs, es inmedialo del teo-
rena, puses si

1em —f’_‘fi—i = 0 €1
0

no suceden Cbd) ni (cd:

Demostraci én.
Como se tiene (1), existe una sucesidn de reales CEn)n

ne acotada (lim R = ®) y tal que e

Nn—
1im MR g
R
Tyt 0 n
Asi, si  £>0, y nzN=NC£ —£é523-< =
n
o bien (n./HCRn)&‘Jnr; + lnR“
InMCRRD Ine 1
ink Nk
n ™
Esto es, que Iim é;?CR") <1 lo cual excluye Cc) pues
N—r0 n
en caso de exdstir el limlte
lim fiﬁgﬁz-, serlia menor que 1.
T s n

Por otra parte, si{  tiene polo en w® existe RO tal
que si |z|2ZR entonces
£f{z) = zglzd L. 020
donde rCz) y gCzd son apaliticas en {|z|2R}
Sin perder generalidad se supone que r>R. Entonces
max [fCzd| = a2 G, fijJu. 3e toma o=0 si DnD =@,
fz <= R
zeD

Si ademAs se prueba que

mix |gCzd| = max |gCzd| R < )
RS [z | |z |=r

se habri terminado, porque en este caso

max |f€z3| = max |zgCzd| = r max |[glzd| Zr max|gCzd| =rp
Rs|z|=r rRE|z|=r |z |=r jz|=r

donde 20 y es fijo, pues R lo es, y asi

aie]



Putrelliviiiid Sl s} asintoticamnente,

por lo que — 2y 2 0 gue oxclnve, de nueva

cuenta, = (1D

Para probar (33 se utilizarsd la primeca hipdiesis del
teorema:

Tiw [fCzd} % 1 para cada  weEdD, © F'ipito.

Se supone qus oxlsten Rad3 Ltales que

max  [fCxD ] 0 omis [fC2d | esto es, que en {|wieal,
afiz |y Jo | =13
[mﬂj = ug!f(ﬁn.\ﬁ)j PojrcEy | % fz] o=

Como  @D<D_, esto guiere decir gue en OAD . |f]  toma su
valor madxime én un punio intericor de esia ~-~«'_~;hﬁ§: acotada, lo
cunl contradice al principio del miéximo ¥y prusha gue naw;sari -
mente pasa (I3 Casintaticsamented.

;x”MMMMMM\“\ R 23

7. Demostracidn del tsorema de Fuchs (4.8

Se vers que zi (e es falso entonces necesariamente se tlenen
Cad & (bd. :
Ced es false equivale a que
__&n JCred

lim i O - B
S in r
b (X
-
pues el limite Iim w—igvéﬁig v oes @, finito, o blen no
—
existe.
S, ademis Cad ez falso, soo sup {£Cz2| = p £ o

zaD

Se llamarad 7 2l conjunto de todes los reales A<l ) ta-
les que en la curva de nivel {zeD: [rlzd]| = A} hay un cero de f’

[=le]



= {Aeﬁi.u): 3 w con ;waDj = A tal gque f'Cw)=O}

7.1 Observaciones.

Y Como inf |f<z>] 21, sup |2 = <o

zeD zeD
y el conjunto [£CD3| = {]fCzd]: ch}cR es imagen bajo funcio-
nes continuas del conexo D. ffCD)l es conexo en R, esto es,

es un intervalo, CDonde & = Rufwid.
Por todo esto, para cada AeCl,p0

C = {zebD: [fCzd| = A} no es vacio.
A

Cii2 Como ' tiene a lo mas una cantidad numerable de ceros, &
es a lo mas numerable.

Por todo lo antericer (1,wd - F # O

St AeCl, udN\F entonces C = {zeD: <z} = A} es una
curva C"de nivel”). Es simple ¥y e cerrada o no acotada. Sea
AeCl, oNF vy fija.

7.2 Se define el siguiente conjunto:
D = {zeD: [r<z)| > A}
7.3 Cbservaciongs sobre mA.
Cid DA # 8 porgue  ASu.
i) D A ©5 abierte pues D = Dm{f§~1(CA.aD), esto es, es inter-
sSeccidn de abiertos.

Ciiid Cada componente conexa de mA es no acotada por el princi-

pic del miximo. ¢ Pues en 6® ; sz)] = A ¥ sl fuese acotada
se aplicaria el principio del Azl mo para llegar a una contra -~
diccions.

Hay dos casos a conslderar:

7.4 Caso 1. Si existe una curva de nivel no acotada.
En este caso, se probarid que Cad se verifica,
Se elige un punto b en la curva de nivel no acotada que
estd 2 la minima distancia del origen. Se llamard € a una de
las dos partes en lac gue b parte a la curva.

Si R ib| sea C, 1la par
te de O que estid entre
b y el primer punto de
interseccidn de C con

Jz)=R =]

Sea w (2> la medida arménica de {iz| = R} con respecto
: LR
a la regidén VR = Dn\cn
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St epRCz) es la medida armdnica dea {g:*! = P.} con respecto a

DR\{z = ow ok iy y=0; b £ x < R

por el tecrema de Carleman - Milloux (que e puede consultar en
{13]. p3063.
mnCz) S «;:R('*lzl b] para cada |z|[ = R U
Sl ose fija zeD , la misma referencira indlco gue
. #
e Cofziy < - donde K = K(z) es un
® VR
real fijo Cpara cada  zJ.
Ahora blen, si se define
uCzd = log|f{zd]| - [ logHRD ]mR(z) ~ fog A R =

se tiene que:
Ciy ulzd es armdnica en D NAD <V
R A R

Pues como zeﬂi ., £Cz> = 0, logfiCzd Liene alguna rama anali
tica, y &og|fCz>| "es la parte real de una funcién analitica, y
por lo tante, es arménica.

fog Ay {log AHR) son constantes y la nmedida armdnhica es
una funcidén arménica.

Ciid En (D MD ); uCz> £ 0

Demostraci dn.
Como &(D i } € b neD,

basta analizar cada caso:

I

Si zeaDa fz{ R ¥ wRCzD = 1 puss .  wes la
medida armédnica de {|w| = R} con respecto a V_, ¢ y precisa -
mente  w es la solucidn al problema de Dirichlel generalizade
que vale 1 en c‘iDn) en cuyd caso

wlzd = Lug|flzdl ~ fogMRd - fog A
pero 1£C2d| £ AMR> ya que |z| =R
asi, uCz) < O en 4D . Si zedlD, [fCzd| = A vy en
este caso ulzd = - &::g./ﬁ.(i‘(’)mnCz) =0 pues  ©  es

medida positiva.

Ciiid Pero por (i) y (i) Ceome vale el principleo del méximo pa —
ra w, Wz £ 0 en Dnn(DA NP g

G2



8i ahora se e¢lige zeb fijo y se hace crecer a R hacién
dole tender a w en una sucesidn de Rrﬁﬁ tales que

&m}A(Pnﬁ < wlog Rh para cada neli oL 04D

fog.HCrd
log r

2

Clo que es posible ya que 1i
ja 14
Usandeo €12, (3D, (4) y sustituyendo en (23

<pooa.

0 z log|fczd]| ~ Jj:;((::g?:)p ~ logh

9

Haclendo tender R a infinlto el segundo término se anula:
0 = fog|fCzd| - fog A ¥ log|fCzd] £ fogh o bien (2| £ A
lo que contradice el hecho de que zemA.

Se ha probado que, en efecto, Cad e cumple.

.8, Caso 2. T todas las curvas de nivel son acotadas. Esto eg,
que cada componente de la curva de nivel {[fr(zd)] = A} es acota
da.

Observacldn. En general, para una funcidn analitica en una re -
gién no acotada C7.5) no implica que toda la curva de nivel sea
acotada.

FPor ejemplo, si r¢z) = sen(zd y A=0 el conjunto

{ senz = O } = | Kn: KeZ }

mssta formado por componentes acotados Cpuss zon punlous) pero el
conjunto no es acotado.
Sin embargo gracias a la hipdtesis
- AnACrd

Tim 5 < PoSom

imnF
)

se vers que la afirmacidn eloiiante oo 81 1da:

LB, Afirmacion. Bajo las condiciones de (7.9, m; es vecindad
de .
Ast. en efecto, {[fCzd]| = A} #s acolade,

La prueba original de este hecho es muy laboriosa pero inte
resante, y se vera con detalle.

.6.1. En primer lugar se prueba que sdle una canlidad finita de
componentes de | |[fCzd| = A} cortan un cirgulo restringido a D
Cesto es, { ]2] = r }nDD.

Sea r>0.

La interseceidén {|z] = r}b  es unién de arcos de circulo
{Itkem disjuntes y abiertes en {|z| =r} C Es a lo mas
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numerable porgue se Liens una base numorable).
St J es un subarco cerrado de algan Icf{|=|=r}nD] entonces
existe una vecindad U, @¢e J contenida en D ¥ tal que la

funcidn alzd) = sz)f(rz/E) es anpalliice en U

H

La existencia de UJQD estd garantizsda poraue T wes un

subarce cerrado de 1, ademis, para verificar que g e anall -
tica basta calcular las ecuaciones de Cauchy=-Riemann para

F 2
f(-ém“) = f(—%; z) sienpre gque 2 = 0,
~ £
porque f es holonorfa en Do
En particular si |z] = r un calecule directo prusba que
glzd = |rczd|®
Sl hay una infinidad de puntos en {|fCzd|=r} se puede exira
er una coleccidédn numerable (z D e Se probard que todos excep-
nn

to un nimerc finito de ellos estin conlenidos en una misma compo
nente de {|fCz>| = A} 1o cual prueba exactamente 4.7.06.1, lo
que se queria.

Como (Cz 2 es una sucesidédn contenida en el compacto
n n

efN
{|=| = r} tiene una subsucesion convergente, a la que se llama-
ra Cz D ¢ abusando con la notaciédn D.
n”nell
Sea z = 1lim =z .
o] n
n—s

Como (= 3 es una sucesidén en D, 2 €D o bien 2 <dD,
n ned [] ©

Se veria que la segunda opcidn no es posible:

_ - a2 Yy |2
Claramente lzul = p y g€z D> = 1limgCz > = A™= |fc_0)|
n—40
C pues zne{lfCZD} = A} para cada nelN 3. Pero en cada punte

frontera »wedD hay una vecindad Uwer tal que en UwhD

[fczd | €1 < A Cporque 1im{fCz) |21 wedD >
L—w
zeD

Por lo tanto, zoeD. Esto es, existe IK tal que ZOEIK Y

por lo mismo hay algin subarco cerradc de IK tal que z, per -
tenece a &l.

Sea Uz una veclindad de z, donde g es holomorfa.
(]
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Canmo Iim = = 2, existe H <N tal que =z <U sl n2N .
n 2] [al z 0
N [}

Asfi, en U? g o5 holomorfa y toma una infinidad de veces
un mismo valor €AY, Por el misme razonamiento aua
los ceros de una funcidn analitica son alslades, se ve que g es
necesariamente canstante en U .

e by 1e
mroesha qQuo

Si hubliera naturales K: y K mayores gue NO v tales que

z, ¥ %, estan en distintas componentes de {[fCz)| = A}, entre
1 2

ellos habria

/'—_"—‘—\ UZ 'D'

/(‘-"-— Is
14
rE .
' uu K .7
,./ P
/
K
al mencs un punte « tal que meUz. lo] = r y osf|rczd]| = A}
Pero como |w| =r, glw = Iwasz y gCwd # A lo cual no pue-—

de suceder porque g es constante en Uz. Por esto,
{ =z , oz » -.. } estan en una misma componente de {|fCz)[=A}
N+

lo que prueba que sé&lo un nimero a lo mas Jinito de componentes
de {|r¢zd| = A} pueden cortar {fz| =r}.

.6.2. DA es conectable por trayectorias:

Por 7.3 (i) cada componenlie de DA es no acotada, por ello
basta mostrar que para dos puntos z,, z <D con morma fgual, hay

una trayectoria en DA que los une,

Sean entonces =z, = &D tales que |z }=|z J=r.
1 2 A 4 2
Sea Crs {]z]=r} y témense Z zzeCK
81 alguno de los dos arcos de Cr determinados por z ¥z,
esti totalmente contenido en C& ésa es la trayectoria buscada.
Si no es asi, se sabe por 4.7.6.1 que hay solo un ntmeroc i
nito de componentes de ertk. Se toma uno de los dos arcos deri

e
nldos por Z, ¥z, en Cr y se liama Lr

Se sabe que

B3



c' Yrp RS SRS

r j2l '
Existe al menos una ourva contenids on I‘Lﬁzhn..I u{f{z)un}
=
que conecla a 2 con z, Come a es ablerto se puede despla -~
MY

zar ligeramsnte la parte de esta curva formada por {[sz)[EA} al
interior de DA para asi obtener una curva completamente conte -

nida en Dh que los conecta.

Por lo tanto DA es un conjunto conectable por trayvectorlias,

Como también es ablerto, es conexo y entonces es una regidn
como en C4.1).

.6.3. Se llamara pCrd al nudmero de componentes de {[|f<z)|=A}
completamente contenidas en el disco de radio r y se probaréd
que »(r) permanece acotado. Al terminar la prueba de esto ult{
mo se habra probado que, eleclivamente, DA es vecindad de {infini
to.

Sea czl1 fijo.
Sea D(r3=Dhﬁ{c<[z[<r§

Entonces oXry= D «{zel: |z| = cpzeC: |z|=rjufzed: [fCzd|=a}

U///><;/C7C? fy

-, '

Se aplica el teorems de Gauss a 1la funcidn armdnica
£og[f(z)]

Nota. El teorema de Gauss dice que i u as armdénica en G,
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una reqgién acotada, entonces

j»g-——-u ds = 0O
(231
oG

En realidad es un caso particular al teorema de la divergen
cia:

Sl G es como antes y u.u&CziGD sntonces

du Gu .
J’Uﬂﬁﬁw + uMggu)ds = JLuVu + wFud dxdy
s G
Para v=1 y u arménica, YusVu=0 vy se recupera el teorema
de Gauss.

Ahora bien, como (230 en Ek , fogfCzd en mA resulta
ser una funcion holomorfa y por ello log]sz)!, su parte real,
es arménica.

Asi
a e fCzo! ldgl = o
"'—aT*.UQIA 44 gREs g =
g0 r >

n es el vector unitario normal a éDXrd y que apunta hacia afue-
ra de IXr3. ds es la medida dada por la longitud de arco y de

gc corresponde a derivar en la direccidn tangencial a
-

la curva.

hecho

Observacl ones:
i) En {|f(z)[ = A} o bien en cada componente de {lf(z)l=A}.C:

a
—gtog|fCzd| 5 0
pues dentro de O rez>| > A, y fuera de o, [rCz) [ca.

Cid En (i) la desigualdad eos estricta.
Demostracidn.

Lema. EHcuaciones de Cauchy-Riemann generales.

Sea n un vector unitario en € y ¢ una funclidn analitica en z.
Si oplzd = ulz) + wlz) se tiene que

1

N

P Cz) = 2D uCz) + D, uCzd
n in in

La prueba del lema es come sigue:
Coma p'C2d exizte, existe la derivada en cualquier direc -

&7



celdn.. En particular, para la direccién de n ¥y para iarde “$—7~

AsS:
zt - -
Pz = Lig FEEIM - e
tn
L0
iy 3 - Ul =) W -
= 1im uCz*Lt/ S~  ilim cn«+tt) olz) ~3—{E)u+d34q
Lo n Lo n f n n
2'(z) = lim gLzritng - plz)
iin
L
= 1im uCz+itbnd - ulzd + lim oCz+an) - u(z)_‘l ID uD u]:
tn itn in bt in n
t o L—ra

—£~{D, v —~ D u]
n n in
Esto es, que

Du=D w

n B E

Duvs=-D
2l in

se acaban de probar las wcuaclones de Cauchy- Riemann para un ca

so generalizado. I

Aplicando estas ecuaciones a la funcidén analitica en [%
logf(z) y a los vectores n y T donde n es como en C) ¥ T
es el vector unitario tangente a la curva

£z g o )
szf Y log|rczd| - & 37 log |rCzd |

que es valido salvo por un factor (-1) parque 7 pusde ser in
o bien -in.
Esta identidad se convierte en:

[trczd | = {5 togrczd | - L tog|rcad || }|ecad|
en este caso fue indiferente s=i o= O TR Zoovord por gqud,

Observaciones:

(1) Como  AeCl,pONF, |f'Czd]| = 0.
(2 f no se anula en C porque A # O,

(3 En (C, a5
—5teg|fC2d| = o
porque |[f(2>] es constante » lo largo de C.
C4d Por €11, (2) y (3, si zeC y de la identidad anterior,
m%;w{bg’sz)| a 0 y por (1)

&8



L_togirczf < o

an
Ciitd S C es una curva de {Isz)j= A} entonces
a
jm;fn-*&..q!ffzb ! ii:‘.l < - 2rn
C

Demostracidn., Aplicando el lema (las ecuaciones de Cauchy-Riemann
de (D) se tiene que

a 3]
—Eﬁ—zoglsz)|' = l—g?varngz)
Ast,
0> |2 togirczd|]ds) = |-Zrargfczdd |ds 1y
(91’) gl = 3t oard p I a! PO
(o4 C
Como cada componente de {]szJ] = A} es acotada., sea r

suficientemente grande como para que al menos una componente
(que s= llamard €3 esté totalmente contenida en D .
r

Sobre C, la integral en (1) es un miltiplo entero de &n. Pe
ro ademas es negativo. Por lo tanto

a3 . I .
JTn—[cgEszJ][ds| < .[-a;-—zogucznudﬂ s - 2n
DXron{ {fCzd [=A} c

Mas aun: utilizando la funcidn p:Cec,m—IN delfinida en
4.7.6.3, se observa directamente que

a
o = J—Eﬁ—{og|szDtjds[ =
aDCr D
- [e 5 o - 3
= |ggteg|fczd||ds| + |-G—|rczd||as| + |-F—og|fizd|[ds|
oXron] jrizd |=a} C, _ C
{ donde c =[aDCrin{|z|=r }N|fC2D |=A}
c_=[ oxrind|z[=ej N |fC=d |=a} )
Asi,
a s, ~
0 = -8nyCrd + j—aﬁ—ioglsz)[ids[ + Jljgr*og!f<23||dst R 5]
c C
r <

Si r denota la direccidn radial C(como hasta ahorad es
claro que
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2 _
J—aTbg‘f(z) jds| = J_:‘,,r_cogpc're“’: |de

{re"ep } jecf 0. am)pire™eD }

mlentras que

j——g—n—-{og{sz)Hds} =—j‘[ f’?r togifrcrs® >1],.d0
{ce'’eD {oef 0, 2r)in{ce" "e |

1o que es evidente de la figura

ahora bien, como ¢ es constante y g(8) = %-——Cog“(rew)i

una funcidn continua, el conjunto

) i d
{gCe =——tog|fcee'™ |: ceeD }

es acotado., Sea K=K(¢D una cota superior de este conjunto.
Asi, la segunda integral considerada queda acotada y se
ne que (2) se convierte en:

0 £ -2mpCrd + K + Jmcagr g|fire'®> a6
{e: reebd H
A
A ambos lados dg esta desigualdad se divide entre r y
integra de ¢ a peR, fijo, para obtener:
[

0 < -2n _Z_ﬁlldr + KClogp - loged + J.%_J 4
(o4

ar
e
c {re e(DA b

g|fire™> |dedr

Y aplicando el teorema de Fubini
o en
f_i—J 2 togitcre'®s jagar = J- Ji— -2 _tog|tere'™ [dras
r ar r ar

c {e:re“e{DA} ' o {refec.p]: reLoe{DA}
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AR
Civ) La integral de (4) esti acotada por zog*(——l—f—(—-f\iel——)-!)

¢ BEsto es, por la funcidn que Loma el wvalor maximo entre

e D
Cog:;(——J———FTﬁf———~L) y cero D,

Demostracién,
Como  czl, para cacda Oe{ O,Bn] dada,

J—-}— J—tog|fCre™ |dr < [—gr—(o;J]fCrelm) |dr -
{re{c,p]:rewe(DA} {re c,p]:reweiD ,‘}

. et
y con 6 fija. el conjunte {refc.plire e{DA}

estad formado por subintervalos disjuntos de [e.p].
—~ tap
Se analizari caso por caso. Si pe e{DA se tiene que

Cog|fCre“9)l toma el valor log|prew)| en elwextremo de»al—
gun intervalo, asi como toma el valor {log|f(ce 2| si ce' an.'

En cualq%ier otra punto extremo de dichos intervalos,

{og|fCre D | = logA lo que implica que la integral (57 puede
valer ) L
tog|flpe' )| - fog|flce’ )| = log|flpe'™)|-ltogA
{oglpremDI - logh
logA — log]f(cew’Dl < Joglprem)l - logA

o blien, cero.

Pero en cualquiera de estos cuatro casos, como |1‘Cpem3 |>A

Y |I‘Ccewbt > AC si pew v ce'™ estan en iDA) se tiene que es-—

Lo,
- l N
tan, efectivamente, acotados por {og ( pr;:- —-)

Cv> En este momento se esti en condiciones de afirmar lo si
guiente:
o

0 < —anJ—’lSi;l-dr + C2np + Klogp + K_ -
[
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con K1 constante,
Demostiracion, Por la ohservacidn anterior Cuvd, la desigualdad
(3> se convierte en la siguiente: .

an

I
o - ~ L
O = ‘Eujw)—/-—'u;-‘—--'.!r + Wéogp - Klogr + j{og( ‘fcpi' _lL)d@

< (&3
.C?D
Como Lim InAMCr2
oottt <
Pt {nr
existe una sucesidn de radiogs (r 2 tal que 1lim r = +x vy
n nelN n
e
que satisfacen que, para cada nelN, {mniMlr > < pdnr
LaY tal

S1 ose elige a pe(rnbnem C y se observa que puede ser tan
grande como s¢ quleral se tiene que
Jog!f(powbl < logMCpd < plogp
esto es, que (evaluando la dltima integral en C72D

an 424
+ X‘(pe"d')
Jzog (-—L—-—~————LA e = J[ plogp —- loghlde = 2aplogp - Bnlogh
0 O
y asi, basta hacer Ki =-2rnlogh — Klogc para recuperar 6.

Cvid Conclusidn. Se analizara (8), pues es claro de ahi que yCrd
es acotada. )
Sea K2= (2rp + Kd{oge + K;' En este caso

o
Canp + Kdlogp + Ki'—“anj-—iﬂ—'c—%{—aj—z«dr + K,
[

Es as{ que (de (B>, clarod

=3
o < —anf[ pCEd - Lp + k/an)}dr . K
k] r 2

<

Considerando que (p + K/2ad vy K2 son constantes, »r) es

necesariamente acotado. De hecho, una cota validas o5 p + K23,
esto es, el numero de componentes esta acotado por p+K-2n.

Como cada componente es acotada, se puede encontrar RXO
tal que {zeC: R IZHCIDA esto es, que lDAeNm .

Ahora bien, en {|z|>R} (2> tiene una expansién en serie

de potencias w

fCz) =g C 2"
Ll

n=""w

72



que es su serie de Laurent, donde, si ned

2n )
£CTe )
ic | = ’ 1 J - e da! para cada TZR.
N Tnaﬂ el. Ne
o
Nuevamente coma CrACED o
Lim - Copodow
P
‘Cnl < TP para cada T2R

y por lo tanto Ch = 0O para cada n>p.

Pues
2n 2
lo =t 2 fuﬂe‘“) |des—2— 2 IACT)dB = e tTPerP ™
[ n 2n n &n n n
T T T
Q 0
Pero si ‘Cn|=0 para cada neZ (excepto a lo mas, un numere

fintto de nel) entonces tiene un polo en o o bien o es

un punte donde hay solamente singularidad remcvible y en este ca
so, por el principio del maximo, f es acotada, y el teorema se
ha probado.

Comentario. La prueba que aqui se expuso del teorema de Fuchs
es la que ¢l publicd salveo por peguefias modificaciones;, Fuchs,
por ejemplo, al tener, en 7.86.3 la desigualdad C&)

J a .
O £ -2myCrd + J;EE~Jogisz)‘[ds‘ + Jl?;ribg|fcz)||ds|

C o4

r <

asume C sin probarlod que »(rd es finito, y continda con el ar
gumento

& @
Snylrd £ J;3;~¢og|sz)||ds| + [—Eamioglsz)||ds|

-

) C

r <

hasta el fin. Claramente, despues de bastantes cuentas es claro
que y(rd es acotado y por lo tanto finito, pero formalmente
constituye una incerreccidn. ¢ porque lo supone antes de probar-
lad,

La demostracidn resulta sorprendente por fingeniosa y diversa.
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APENDICE
Teorema de Faclorlzacidn de Welerstrass.

Introduccién.
Sea (z )neN Uiis sucesidin de niimeros complejos distintos do
n

cero vy tales que lim ia\{ T o BEs posible construlr una funecidn
fabea e ]
entera con exactamenie ceros en Czn) N La construccidn natu -
Al

ral o mas directa podria ser

=3 .
n@ - =)
n=4

n

pero este producto sélo converge absclutamente en cazso de que
0

1
E =1
n=y zh
conver ja y por lo tanto puede no representar una funcidén entera.

Sin embarge existen polinomios p (2) tales que el produc-
to © z P (Z) )
n(l _?.,)e(m A G
n=d n
converge uniformemente en cada regién acotada de € y por lo tan-
to representa una funcidn entera.

MAs aun, si

n
Pz = f {2 ) T
K=1 n

C1D> es una funcldn entera.

Demostracidn, Sean ECu, 0> = 1-u ; y si pelN

ECu, pY) = C1-w) expCu+~%—u2+,..+~%;up J

A estos polinomios se les llama factores primarios de
Weierstrass.

Obser vacién. Si {ul<1

P u K w0 u -4
fogECu, p) = logli-w) + B -p- = - & o—
K=1 K=p+ss

ysi &0 es tal que |u| £ &< 1 se tiene que

=] p+L
. . . u
[(ogb(u, p)i < I iuKI < T{:}lu
K=p+e

y por ello o
TlogEC ;

n=4 n

y M

converge uniformemente en cada regién que no contenga puntos de

74



la sucesidn (z D
n nedN

Ast, si P (22 ge define como on (&) entonces el produc -
n

to (1) converge uniformemente en cada regidn acotada del planco y
por le tanto reprasenta una funzidn enbtera con ceros en (z D) <IN
now

Cdnicamente, clarod.

Todo este procezo es muy Sencillo. Lo mas {interesante y
muy util ez el reciproco.

Teorema de Weierstrass.
Cada funclidén entera (023 tiene una representacidén en la
forma

o
. m_gz) zZ | o (54
¢z = = e 1= o (ro
n( =)
=1

n
donde:
Ci> mes la multiplicidad del cero como cero de f.
Cud Cz 2 ¢ €~{0} son los demas ceros de f repetidos tantas
A nelN
veces come su multiplicidad.

Ciid P C2) es como en (2).
n

Civ) g(z) es una funcidn entera.

Demostracidn.
Sean C::“)m:{N los ceros de  distintos de cero y m la mul
tiplicidad del cera lim ]zn[ = @ porgue los ceros son aislados.

n—-0D
Sea ¢z) el producto

4

w
¢C23= zm n (1_ 4 )eP(m(z)
=1 n

que representa a una funcidn entera con los mismos ceros que f,
por lo cual el cociente /¢ no tiene ceros y

=3 gtz
— = e

para alguna g(z> entera. ”

A pesar de la gran importancia del teorema precedente re ~
sulta incdmodo porgque el grado de los polinomios PnCzb es muy

grande. Sin embargo hay forma de simplificar la factorizacidn,
Esto se estudia en el capftule IT,

Teoremas clasicos y bAsicos de variable compleja.
Las pruebas de estos teoremas estan en [7), capituleo 2.
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Tecrema de Cauchy.
Sea f analitica en una regién D. Sea v una curva ce -~
rrada en D homotépica a cero.

Entonces ffdz = 0O
o
En particular si [ es slwmplemente conexa v v es una
curva cerrada en D o=e Liene gque
fraz = o
v

Teorema, Existencia de antiderivadas.
Sea  analitica &n una regien (simplemente conexad D.

Entonces existe una funcidn FefD) unica salveo suma de
constantes tal que F'= f.

Teorema. Ewxistencia de logaritmo,

Sea D una regidn tal que OzD. Entoncess edlste una fun -~
cidn analftica definida en D que se denota fog 2z Yy tal que
ekg =z para cada zeD. Ademas es unica salvo por suma de mal
tiplos enteros de Z2ni.

Tecorema. Férmula integral de Cauchy.
Si feXD) y v» es una curva cerrada en A, homotdpica a
un punto y webDsv; entonces

fCzd

FCadICy, @ = —LI
2l
p23

donde ICv, w) es el indice de v con respecto a w, esto es,

ICw, W = — [—L-dz

Teorema. Si v es una curvaen € y g es5 una funcidn conti -
nya definida em v, y si G se define como

:i_ [ﬁ&ﬁgdw
any J w=Z
1

Sy =
)

-

(

Entonces G es analitica en € v. Ademas es de clase ¢ 3%
su K-e#sima derivada esta dada por

!
902y = aﬁ: J gCwd "
t 1)Cw—z) :

Teorema. Férmula integral de Cauchy para derivadas.

Si fesDd y D es una reglén entonces existen todas las
derivadas de f en D Si weD\w y v es una curva cerrada ho
motdplca a un punto, entonces
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13°3) K £z
T CWwICr, w = Er s J;H——-“*—d2

Teorema. Desigualdad de Cauchy. Sea f analfitica en la reglén D,
I' un circule de radic R en D vy con centro  w, tal gue

{zeC: |z-w}sRizD. =L [fCzD] £ M para cada zewr; entances
. -
1POCw | g iy
¥
Teorema de Licuville. Si [ es entera y acotada entonces es
constante.

Teorema Fundamental del Algebra. Si p e3 un polinomio no cons-
tante, p:C—-C; entonces existe weC Lal que pleed = 0.

Teorema. Propiedad del valor medio. Si £ es amalfitica en un
circulo de radieo r v centro w entonces

1 2 "
flwd = —- {f‘Cu+re dde

Los siguiertes teoremas se encuentran en [4], capitulo 4.
Teorema. Sean D una regidn, fe¥CD) con ceros Z 402 Y U Una
curva cerrada Crectificabled en D\{zx.....z }. Si v es homotd

- <

plca a un punto entonces

1 ¢z 0 .
amJ ey 9% = L Icv, z 0
k=3
e
Teorema de la aplicacidn ablerta. Sean G una regidn y MG
no constante. Si UcG es ablerto entonces ((UD es ablerto.

De [10] en el capitulo 10 se pueden encontrar:

Teorema. Si D es una regidn en € y FeMD) entonces es repre
sentakle por serie de potencias.

®
rczd = § e Cz=ad" con aeD fijo.
n=o ia
y como a ez filjo, la fTCESlén C# égm es Unica, y
_ £ ocad
Cc =
n nt

Tecrema. SLI 2(£2 = {ZGD: £f¢zd) = O} v fefflD), entonces Z0f>=D
o Z2(f) no tiene puntos de acumulacién en D.

Teorema. Si fesDN{w});, weD y D es regién, entonces si
es acotada en B CedN ©} para alguna r>0 tal que v
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entonces f

Teorema. Si

[BerD - {w}leD

tiene una singularida

d removible en w.

wsh vy fe&(D\{w}) entonces sucede una de las tresg
slguientes opclones:

Cad f tiene singularidad removible en .

C(bd f tiene

tales que

ble en w.

polo en «, esto es,

CK#O para cada K=1,2,.

m C
i
k=14 (zZ—-wd

existen SRR eC con melN
m
Lum Y

tiene singularidad removi-~

Ced f tiene singularidad esencial en  w,
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