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z 

NoLaci ón. def i ni ci ones y obsei- va.:: i. on,c;s get1er al es. 

Al campo de loo; 
es un element.o de 

números complejos se l& denotar.:'.!! e y st 
e se lú denolará como 2 = X + tY con 

x,y números re:.1-1,,~s o biell z ~ 

no negativo y 6El0,2n); según 
cripción para el cero ser~ O. 

re\41> donde r 
convenga en el 
Es claro que sJ. 

es un número r LJ,).l 

momonLo. La des -
z t10 es cero 

A lo largo d~ L0~0 ~SLO ~~~iJ~j1~ ~- cJ.-,l"i~l~~~ por ~[z) el 
anillo de los polinomios en z con coefici<:nt.es complejos, y en 
general PCz) será un polinomio. 

1. Topologia. 

Una región es un conjunlo abierto conlenido en <C que es 
simplemenLe conexo. 

Un conjunto V es vecindad d<> w 6 CCC 'I <2 tb) si con ti ene 
a un abiert.o que a su vez cont.iene a w_ 

U es vecindad de i nf i ni Lo CU E Nool si conLi ene al compl ~ 
menLo de un di seo cenLr ado en el or i g«"n C o, 0ql1i •tal enlemente, 

1 
si -U-U{O~ es vecindad do cero) 

Al disco cenL1-ado en el origen y con radio R se le llama 
DR C esLo es, DR= )z E <C: \z\ < R~ ). En caso qu"' s.e use oLro 

punLo como cenLro la noLación será la usual 

serán, Lambién en la forma usLtal: 

Las; curvas casi siempre s:erán circules o rayos, y se para­
metrizarán de forma canónica: 

r : (0,2rr) ___., ~ 

i."' re donde w e <C y l' <'= [R.,. V i O~ 
son fijos. 

~·CO:>:: et+ ec•p con O! e <C y (3 e [0,2rr) 
fijos. 



2 Anál i Si S. 

que QC t) 

l.ará 

si e:-u '.·.!_ ·-~ 

pr c,rJ). .,:.;·!¡1, l 
CU!ltpl (.• ¡.\ 

f y g S(.Jt·1 

fe u 
t:'.>1) 

.;: C.( r¿_¡C l) ) . Ce 1 .. } .... ~J( t J y 
t . .::11 'ltlt:-_. a:-:::.~ n! (_°:Jt ic..:1m1:.~nt ':°'.! 

rCt)~,)C9Cl)) 

re l) ~= !-~!.Je t.) ; 

es uno ó cero, r·c··-.:;pt::-·.- l i \rj1¡·1""°~nt~.:·. 

ami t 1 i :.1 l .:t var i .:i bl €~ t_ (e-~-~ t_ ci QS, 

Si no hay cr:)r1fu.e;:..i ón f)l'J.~·.1bl ~=A· :.::;.r.~ 

sr..:- l:.~·;;c r i b1 r .. ~ pur f~· _j "~mpl r_· i" ~..:()( g)) 

r J or r:.omo 

Poi~ 

f: A-~ <[ 

'i' 

fit1~ p( 1- _) 
f'--ttlJ 

~n p(r) 
r--.oo 

11 m ~up •p(r) 
r--.,\.• 

11 fil l ri e r¡....C r) 
r __ .,:.-,_, 

i i m e,~, lj) \ 'f'c t:i D 
r·-·;~:i.'1 l.:.':r 

i l rn ( 1 r,j { ¡¡.( lJ } ) 
r -·-+•).) t.2:r 

9f.( /J,,,) s,.? enl. ieride::.· .:;il cu11junlo de· toi.J . .:i.s las funciones. 
que son anallticas e11 el iJ)terior de A 

Una t"unción !- e5 e11ler~ si es analilica en cada punlo 
z ~ <L. esto 1;..·..:;, ::i f t~ :;.c-'(éE)En par·l1cul ar, se l1j(.:ri1~ quü 

f(z) = LP,, 
,,;::;() 

n 
z 

(¡:-ar el tc.:c..r.:.·1 ...... .. ~ .. : .. .1d.r1•_11) y 1.:.l 1a.U1w de ....::unverqenc1:.t tJc..• e~.t,;.l se 
rie es .i11f1rlico. Le ht:?r:ho L:'.'Slo üllimo pur.:'d~~· f: ... n+_1-:-rH.k~rs0 1..:1."1mr.'1 un~: -
de.fi1üc.ión alLe1·naLiva de función ent1~ra. 

Auri.que las funciones constan.les sor1 enler·.:is~ en í.:'sle traba 
jo cuando se diga 'tfunciG1i <::.·r1l..er;.i'' :::;,.¿ .. di.:bu enlent.lt:H' 1unc.1on en 
Lera ~ const3.ntG• a mt--::nos que :;;;12' i:.:~sr..•(:Cl f iqu~:.:- lo c·.:'.)ntr;:_tf"'lO. 

Los ceros de un:1 fu11ció11 

tale5 que f( z ) 
l< 

z..._-= r}{t?l-•:J.,._ 1( e [J-i ó J< r~ {1,2 .... n} 

O, ó, "2qu1 •.t:J.l0ritoinr~nt.c.·, tales qut:· 

fC z) 

forma creci er1le seg1.Jn f;d rnodul t:: y e.e-~ C(..int~s ~.n t.anL;--1S; Vt:7Cc.•s cc1nr:1 :;u 
mul U pli cidad. 
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Capitulo 1. 

Funciones Enteras de Orden Finito. 

1. Definición. 

Si f es entera y r E:: rR-r so define como 

MC f, r) = MC r) = máx { 1 fC z) 1 ~ 
l2l:Sr 

al máximo módulo de f en el 
Si f es anal 1 li ca C>n 

disco cerrado de radio r. 
A hay una definición más general: 

.1\C f • r , i\) = .AK r) = máx { 1 f C z) 1 : 1 z 1 ::Sr y :z e A ~ 
pero no se utilizará hasta caplt.ulos posteriores. 

Z. Observaciones: 

(l) 

Ci.i.) 

de r 

MCr) = máx {!fCz)J~. pero en general 
lzl=r 

.MCf,r,A)~máx {JfCz)J ~ 
¡z J=r 
zeA 

M es una función estrictamente creciente como función 
y no es acolada Cesto es, llm MCr) =ro) 

l-•00 

ro 
Ci.i.i.) Si f(z) E a z" es: la expansión en serie de potencias: 

n=O n 

de f entonces: Ja 1 ::S MCr) para cada ndN y para todo r > O. 
n n 

r 
CVer la desigualdad de Cauchy en el apéndice). 

Demostración. 
Los dos pritllf,,ros incisos sor1 consecuencia del p1·incipio del 

máximo y del teorema de Liouville. La prueba del tercero es: as:i: 

Del teorema de Tayl or, si n .:; Ili y r es pos J. li vo, 

si y e 6 [o. 8rr ). 

lanl 1 
lf 

f(w) 
dw 1 s 1 j" ¡rc~e'") 1 de s a;;- n+i a;;-

r w o r 

2rr MCr) s 1 c"j(~) )fide ¡:r,;-- n 
r o r 
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Los ceros se pueden enr1um2rar pLJes sc 1 cor~~iderar1n funcio­
nes anali lica~ y ·:~.:: n11:::nciofl.J.r..;. un t..~~ort2·m.;J. qut..~ t'::n f:.SLE::o caso .lo 
garantiza y qu(~ cist ~t c~nunci.;:.i.do en el apt~nd1ce. pues los; cer-os d~~ 

una funcion ar1alJt1cL1 sen al•::1~~0=. 

S~ l J .t111.1.J".:~ ¡·,f(i:.) ..;; nC.f'J .a.l i)ÜíllOJO de CeróS d'S' f ('.:Tt j) 

Este es un parám1~lro aso~iado a c~da función onLer~ qu~ ~yuda1~á 
a conocer propiecki.df:s de óst.:L D:: ht:-chc se definir..:'1n v;11·ios pa-~ 

rametros asociados. :.t cada función entera qut.-.. perml lii"án oblene·r 
más información sobrr::- 1:..:.-J. compor-t.a.rniento d~~ esl . .3s funcior:a~s. 

Se utiliz;:: el principio ck·l m.i:<lmo sin prueba pero s:e ha­
ce un estudio un poco dc..·t.al l .ado con domoslr ac:.i. ón r~·n L:l tercer 
capitulo. 

Los demás lcor0mas imporLanLes quQ se ut.iliz~n ~in mAs 
vienen expueslos t'..~n (~l 2.p.:.~:ndic,~. pág. ?4 . La única t.~xcopclón la 
constituyen lo:> Lc,orem,c,_s r··~l ali vos " la l"'cr J.<>. d•2 pot.GncJ. al C en 
part.icular el teorema d..:> Carleman H1lloux) que so ulili:zan sin 
prueba y pueden verse en los libros (14],(3].[2]. 



Como pasa V r>O, p::O, ""· r es 
más m. Con 1 o qua so d<'mU.~é; t. r '' ol 

un polinomio de grado a lo 
s1.guient.e: 

:3. Teorem.;.. Si axist.o un número nat.ur:ü n t.al que 

lirn Hr<.:.~ < +oo 

r·"' 
¡;,nt.onco:; f e:r. un rol l nomi o d., qrndo a1 lo m:>s n. 

Est.o i ndi en qlJC cad:;. 1·unción ent.er a qu .. no "'"' pül 1 ncm.:. o 
cumpl,;, 

lirn MCr_~ '' •·ru 
n 

r 
pillra t.odo nG!N, con lo cual quc•da tma i dca de qu~1 loda fund ón no 
polinomLi.l cr<ic~' ... mucho ... P;1rt<1 d•" la t.o;;oria de funciones @nl<;, -
r.t1lii Hilllt ocupa d1' .:·ncont.re.r· 1;ril<;>rio$ qu"-' enriquezcan l;:. 1nforma­
ci6n sobre ";l crocirn.i.:mlo C:ün módlüo, cl;,.rc.,) dr;, lai:: fllnciones "'!:! 
t.or1u.s. S<1 hah.lará ahcwa de ,,110, 

4. Dot'. ~die,,. qu"' \Jniit función f es d.ei orden finit..o si <txist.c 
un11 con!llt.1mt..111 k no n<>QAt..I. va t.ial qu'.'l, ;;¡,:;i ntóffi·;;;m¡¡;nt.f!t, 

k 
MCr·)<•I 

Pr"'Pº§~!'.l~~n. ~,;, f ,.,nt,<i;f'ii, nr,; roLi.rn~ml.o. Ent.ono::!!'j¡ 

11 in . . {ih~I:.?,. " +r{\ 

(n MCr,f) lJ_'.'.\ ,,..~7i)"[>,. __ ,. /J< ·lol. 

r·-·"'m 
Est..o es, qm~ ex.i;;;t..i; una r;uc•ó'Sión crec:i•;mte de r~·•.'tles Cr ") ne!>l 
no .:lCCt.::.d~ ~ ... t ~ l "1' IA 

tri HCr ,f) 

" 11 m --[n-----· µ 

lnM(r ,f) 
Est.a (1lt..ima sucesión ( ---'-'-- ) pu<>de tomarse crec.len-tn r - n<?..IN 

n 

t.e e pues 19'1..): t:::r ~ s h?Ct.J: t<::k r ~cic>1l!p1"<" qu1c· " ::: r ) 

Asi. lnMCr ,f) :S 
n 

Si se eligo un nat.ural k mayoP 
cient.e de Taylor correspo11die11t.e 

7 

qu(:~ µ se obli ene qu":? el coef i -
'\ sat..isface; 



Se empezar a por di sti ngui r :.. 1 os polinomios de las demás 
funciones enteras. 

Sea f(z) lal que lim ~K r) < +oo para alguna m E m. 

donde 

r--+(X) r 

Enlonc-cs; si sl?~ déf 1 fle 

f(z) = Dnz" 
n=O 

y 

m 

1 
m>t z 

p (z) 
m.r 

Le. ¡:>(z) 
1 
m+l z 

Cpor lo que p es analitica) 

Pero, además, l<pCz) 1 converge urüí'orme1nenl0 a cero en discos 

Dem. 

Como lim 
r-oo 

MCr) < 
m 

r 

los discos buscados son éslos,r . 
n 

Aqui , si 1 z 1 = r n 

1 
r 

n 

1 
mTI. z 

limr=oo . ... 
n--. 

ial.. quo 

lim MCrn) 

n->OO 

Como el primer sumando ti~nde a a y el segundo a jaml• 

se t..i ene que mil.X ¡.pez) 1 --• O 1 z l~tt ll-H!l 

i.. '" p(z):i.0 
Porque: 

et< +oo 

Sea r>O y sea r n tal qlle V nelN l'Í ( r,.. )<.c. Saa n
0 

tal que 

r > r 
n o 

como 'P es entera, por el principio del máximo 

mAx ¡p(z) 1 "' má.x ¡pez) 1 
lzl~r !zi=r 

6 



El orden de una función f se denotará como p; en gene­
ral. y se define como 

k 
p = lnfik>OI MCr)<c' para toda r ~ R

0 

Observaciones. 
p't-C 

MCr)<er para cada c>O si jz l>R
0 

!{ 

Además, es claro que -!k>O j HCr)<er V l"~R 
o 

un intervalo Cp,o:i:J que puede ser abierto o ce!"rado. 

9.Propiedades. 
Sea e>O. Entonces, de la definición se deduce que: 

Ci.) Existe una sucesión Cr ,{ ndN S IR con r njoo t.al que 

Ci.i.) Si r~R =R Ce), 
o o 

MCr) < 

rp-.< 
n 

11 m -tn -tn MC r) 
ln r 

Demos:t.raci ón. 

MCr ,,) para cada neN. 

CO Si e es: un real positivo arbitrarico. existe 
A 

Ke~A>O: MCr)(e" si r~RA} 

y t.al que p~K<p+e Cpues p es un lnfimo). 
Est.o indica que que existe R~>O t.al que 

~e p+t: 

MCr)<er <er siempre que r~R0 . 

Cii.) Para cada e>O como p-.e<p y p es un lnfim~i: 

Para t.odo RdR o~:ist.c r R ;?::R t.al qUt• 

por ést.o 

que 

Ci.ii) Sean 

se puede eleg.lr una sucesión de roales cr;., ~Efrl 
11m r = oo y MCr )~er~-c 

n n 

" A\=~KEIR: 3 R>O tal MCr)<e r 1-.:_f r~R~ que y 

p' ITiñ ln -tn MCr) 
ln r r-.oo 

G 

t.ales 



jak 1 :; MCrn) ;: r~ 1 
k k le-µ 

r 
n n 

pero el lado derecho tiende a cero, esto es, a~ = O. 

Esto prueba que f <>S un pal i nomi o d<J grado !)O mayor quo µ. 

6. Definición. 
Una función ']: <L-·--> ([; se di ce que es al geJ)r ál ca si 

existe.o ne:!N y polin1::>mlos P
0

,P
1 

,P,., e <J::[z) tales que 

n 

D"" Co'.) [ fCz) l"'=O 
rn 

)i'":Ú 

Si f es Llna función ente1-a y no es algebráica entonces 
se llama trascendente. 

7 . Proposición. 
Las <J1ücas funciones enteras algebráicas son los po-

llnomios. 

Clara.monlc- un polinomio Pes .?.lgebrái:::o. puc::. si ::::;w hacé 
P

0 
=P; P

1 
= -1, enlences P

0 
+ P

1 
P = O; ahora bien, reciprocam.,nte, 

si f es algebráica sean: 

Para cada kEIN, zk e i:/, tal que jfCzk) j = MCk,f) 

jfCzk) j es distinto de cero, y lim jfC:l),) 1 = +oo 

además jzk 1 = k y como 

P Cz ) + P Cz )f(z ) + ... +PnCz ,)C!'Czk)Jn=O 
0 k Í K k X 

P Cz ) 
• k e n-11._ 

ere~)) 

1 

P. Czk) 
Por las proposiciones anteriores es claro que . ~ . ,.,-.; 

(t"LzkJ.J 

tiende a cero si k tiende a oo, esto es, que 

lim P
0 

C'k) = O. Esto es una contradicción, pues 
k-co 

P Cz) crece con z. 
n 

8.Definición. En lo sucesivo, se considerarán funciones de orden 
finito y en este caso, se define un parámetro asociado a cada 
función: su orden. 

8 



lo cual t.ambién hace las veces de definición. En efecto, 

si cOlim ~MCr) exlsle R>O t.al que, para t.oda r~R 
r-.. ro rP 

; y entonces 

esto es, tJ€~ A>O: t.al que MCr)<e"'rpasint.ólicamenLo} 

pero si o.<lim 
ln MCr) 

, ex.lsle una sucesión de reales Crn)naN 
r--HO 

que diverge a 00 par a toda 

En est.e caso, se observa que si R>O basta t.on1J.r n t.al que 

r >R para que 
n 

= MCr ) 
n 

y por lo t.anlo et es cola inferior del conjunt.o T. Esto prueba 
que en realidad ambas caracterizaciones son equivalent.es. 

1Z. Propiedades de l.ipo y orden de funciones ent.eras. 

Sean f,g ent.eras. pf, ~ sus órdenes y ªr' a
9 

sus t.ipos 
respect.i vament.e. 

(i.) Corden)(f+g) :S máx {pf,pg} 

CU.) Si Pr ?" ~ 

CLU.) Si pr= p
9 

(Lv) Si fJ = € 

se t.iene que Corden)(f+g) = máx{pr ,p
9

} 

pf+g se sigue que ªr+g;:; máx{ar'ªg} 

= Pr+g y O'r + a
9 

ent.onces '1+g = máx{ o¡ • C1 }· g 

Est.o es, 
medianas. 

p y a t.ienen propiedades de las normas no arqui-

Demostración. 

(l) Sea, sin pérdida de generalidad, 1 = máx{p
1
,p } y sea c>O. 

K g 

Se probará que pr+ce{ K>O 1 Mr+ (r)<er V r~R0 f 
9 oc 04+& /2 

Es un hecho elem,;nt.al quo Z.'.r< tt !'ltempre que A>O y 

r~ RCc), Lo siguient.e est.á basado en ello: 

Sean t.ales que Mlr) < 

M Cr) < 
g 

f1'&/:? r > e 
fo +c/2 

erg> 

si r ~ Rr 

si r ~ R 
9 

y sea R donde RCe) es t.ál que si r~R 

11 



se ha afirmado que p = inf ~ "p'. 

S.,a K un element.o de J.\, est..o es, exist.e R>O Lal que 
1( 

MCr)er V r?.R 
se t..ioni.;; t::.::i.Lú !ii. y salo si existe R>O tal que 

K ln MCr) < r V r?.R 

y de la misma manera, exisle R>O Lal que ln ln MCr)<Klnr Vr2:R 

es lo 
ln tn MCr) < K Vr2:R. es, ln r 

Asl ln ln MCr) p• ~ ITiñ :s " lnr h. 

r--.ro 
por lo cual p' es cola in.fer i or de /l/J, es decir, p' :s p. 

Sea a.>p'' se probará que aEA. 

lim ln ln MCr)= l1m ( ln ln MCL) ) 
a> r-.. xi ln r r-.ro sup ln L 

\ .... : 3R tal que V r;::R ln ln MCr) <a 
ln r 

"' 

t~r 

ent.onces 3R lal que V r~R MCr) < er y por lo tant.o a.E.A. Lo que 
prueba que p'= 1nf/l/J. 

10. Tipo de una función entera. 

Sean: f una función de orden finit.o p, y zeDn. 
Se sabe que, si c>O 

ifCz) 1 s HCr) < e 
p+& 

n si 
11.p 

Puede suceder inclusive que ¡rcz)j s MCR) <e no fuera válida 
ni aún en circulas suficienlemenle grandes C por ejemplo, 

f(z) = e 2
" Su orden os uno, pero IKr) = .,,zr;:: e'). Aunque si es 

posible que, para algún K>O 

~rp 
MC r) < e C y del ej cmpl o es t.r i vi al es la segur}_ 

da opción, haciendo K = 2). 

El et.ro parámetro de inlerés es el Lipo de una función. Es 
otro parámet.ro que junt.o con el orden, datlña caract.erización 
más precisa del crecimient.o de las funciones ent.eras. 

11. El tipo a de una función ent.era f(z) de orden p finito 
se define como 

Arp 
a = inf ~A>O: 3R>O Lal que MCr)<e V r2:R} = 1nfT 

y se verá que 
ln MCr) :: l1m( sup{ 

rP r-+ro L:O::r 

10 



p p f p; p r.g enLonces: 

ln M C r) 
f .. g 

ln 2máx{M Cr), M (r)} 
~ llm ! 9 ú 

f•g r-.oo 

llm e ln 2 + 
ln máx{M Cr),M Cr)} 
_____ r_ g -- ) 

máx{lnM (r),lnM Crl} 
ITiñ f 'I 

r--.c:o rP rP 

ln M e r) .Cn M /r) 
llm max{----­

rp r-.oo 
rpg -} "' máx {ar, ~ 

C w) Si además, o f > o 
9 

y e> O ; J z J "' r 

Mf+g Cr) 2: J Cr + g)Cz) J ?: J fCz) J -- ¡gcz) 1 2: 

donde, por la definición de o Cen este caso para ºr)' la úl­

tima desigualdad es válida en una sucesión de reales Cr r-.)ne!N ta­
les que 

llm r oo . 
n n---+co 

Pero a su vez, si o
9 

< ºr + e < e¡ - e < ºr 

en particular o
9 

- O'r + 2c < O y se tiene: 

Ca - c)r P 
e <f> 

Asi, 

pues 

13. Ejemplos. 

Ca + c)r P 
e cg> 

lim rPc a -O' r+u:) ) (1 - e <g> < > 1 

(i) El ejemplo más sencillo de una función enter-a de tipo a y 
orden pe!N es czP 

e CpEIN para ga~anlizar que es enlera). 
Cii) Las funciones senz, cosz. e tienen orden y lipa uno. 

Ciii) eªz es una función de orden infinito, mientras que lodo po­
linomio liene orden cero y tipo infinito. 

13 



...... rff>+e/2 , tf1"-+-.c 
r:.:.i::.-r ' t? 

se t.iene que, para cada z cnn !zl ~ R C y lzl m r) 

!Cf + g)(z) 1 :.; !fCz) ¡ + ¡gCz) 1 S "'r Cr) ·• M Cr) 
'J 

i...o. M Cr) < 
fTg 

C la desigualdad se conserva estricta porque el m:'i>,imo se- alcan­
za en algún punte, '" do 11or '"ª r). 

CiL) Sea p >p . Enlonc<e·s, si 
r g 

y e > O 

Mf•g Cr) ?: !Cf + g)Cz) 1 ~ ¡rcz) 1 - jgCz) 1 

.•. (1) 

dende la última desigualdad se tiene en una sucesión do (l'n)néN 
por 1. 9. 

Si ahora se elige ;; de t.al modo que 

p < p + __!!.__ < P. 
g g 2 r 

se liana que, por Cll, 
p -e/2 

M e ) <: er 'r 1 (1 
f•g r 

y que, por (2) 

P. +&/2 lim (r<g> 
1"--+00 

est.o es, qu"' 

p -c/2 
r <I> ) 

P. .. e/2 p -e/2 
li m (1 - ,:/ < g> -r 'r > ) 1 

r-.co 

Asi, p<:>r (3) 

si r es un elemento de Cr n)nelN · 

Como 11m r 
n 

frS cola inferior de 
iC 

K > O: Mf•g C r) < er si r <: R
0 

~ 

... (2) 

... C3) 

r ~º=~ ~ª;~/~:ª p~~~~ed=~º~nt.~~io~s.;a~:c~a!,;~~~ ~~u~~~en d~ 
1.a 



1 
Rtn( 13."J) S nln n 

donde R "' Jµ - '° 
le si µ e 00 

si µ < 00 

Asi , existe JS!N infinito y tal que para cada neJ 

-- n~n n s ln jan! 

por otra parte, Cpor 1.2) jan¡ s MCr~ 
r 

y as! 

y combinando l\'tet.;\~ do::: dc:si gu::1l 1fado~ 

n(ln r -- ln n) 
-i;¡- ::> r1(n f' + ln jan j :í ln MCr) 

Si ;m par ti cul ar r "' •lln) '"
11

, :s.:. t..i111no 

,,¡¡ !l:'-!n~'" 11 f 
@lf= ~ - til:i-----= §11 u 111'1@ t¡lll1 

r•1 
i:»:t- ;lj tn MCr!I 

!d nt1i:>vA1Mnt..t1 §fil' t,om!'lr1 l<:itJ'1l,rJ. l-J11!:Jfl a 11mboii1 J.ado¡¡¡ 

Rln r -· ln <lll~ ~ ln lo tM:r) 

R ~ -~ ~ ln /: rMCr) l>i r>i • neJ 

como R ~s fijo, si ~o hace t..ondor r a infinito 

esto es, 

y como esto pasa para toda c>O 
µ :S p 

o bien, Si µ ~ 00 l'!H;Ulta que pe OO. 

Resta por demostrar que p S µ. 

R S ITiñ ln ln MCr) 
--ln r 

r-+oo 

Si µ es infinito no hay nada que probar, por lo cual se 
supone que µ es finito. 

Sea e>O. P21ra n suficientemente grande por la defini­
ción do µ, nuevamente 
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Se demoslrará que el orden de un polinomio es cero. 
n 

Sea PCz) "' lJa.,,z'º 
m-::0 

~ lirn ~-( lnCn~-2:} 
/n r 

= li m ( tnC n+2) + ln ln _:) 
ln r ln r 

o 
r--.oo r->oo 

14. Observac.ión, 
En parlicular, de 1.12 y 1.13 se concluyi.; que si a tma fun 

ción entera se le suma un polinomio el orden no se allera. Eslo­
se uliliza con frecuencia más adelanle, 

15. Notación. 
Se dice que g crece más que f 

yor que el de f o b.t en si stis órdenes 
g es mayor que el tipo de f. Al hacer 
lo de una función f se dirá que es de 

orden es a y su tipo ~. 

16. Orden, lipo y coeficientes de Taylor, 
00 

fli el orden d.:: g es rna 
son iguales y el tipo de 
referencia al crecimien­
crecimiento Ca.~) si su 

Sea f(z) = ~ z" el desarrollo en serie de Taylor de f. 
n 

n=o 
Como la sucesión Can)ne!N determina de manar¡> única a la 

función f, es nalural suponer que es posible recuperar cada pro 
piedad de la función f enmminando sus coeficienles de Taylor~ 
Para el orden y el lipo e:;ta relación es muy direct.a. 

17. Teorema. Una función entera f es de orden f i ni t.o ~;i y s61 o 
si µ, definido asi 

1 n ln n ----1--
lnC ra;:-1) s.1. a t>" o 

" 
n-.oo 

O si a "' O 
n 

es firiito. 'f en este caso el orden de f, p coincide con µ. 

Demostración. En primer lugar· se pr-obará que µ:Ep. 

Si µ=O como ¡ii!:,O, tri vi al ment.e µ:5p. Por esto '°'s de i r.t.e­
rés considerar a µE(O,rol. 

Sea e un número positivo y menor que µ. Por supuesto, 
peque~o si µ es finito, y muy grande si µ;ro. 

Por la definición de µ, existe una infinidad de naturales 
ne!N tal es que 

14 



E rnn-r,/tl-'.1rc> 

n>C 2r) <µ•&> 

"' r: (-1/-;µ-.-"->-)n::ó E c+)"<t 
ri> e 2r )<µ+&' n n> e 2r ~.a·n 

Recopi L1ndo. 
:-l¡.l+~C} ~µ·t"'.JC~ 

MCr).,. T1 e 
lo que indica que p 5 µ+3c, esto es, p s µ. 

Como era de esperarse también existe una definición alter­
nativa para el tipo: 
Sea p un número real no negativo. Sea v definido como 

v = lim nla lp/n 
n n-.ro 

de aqui se tiene el siguiente teorema: 

18. Teorema. Si V es finito y positivo en t. onces 
00 

f(z) = ~z n 
de crecimiento Cp,T) si es 

n 
n=o 

la funci611 entera 

y sólo si v=erp. 

Si v es cero o infinlt.o, f es de crecimient.o Cp,0) o no 
menor que Cp,otiJ, respect.ivament.e. Est.o es, si f crece como 

Cp,r), se puede escribir -- p.rn 
lim n la., j = ep1· 

ri~m 

19. Observación. Por la fórmula de St.irling 

(n! = c-¡;-)nC211n)i/2eª/12
" con 6eC0,1)) 

basta probar que 

Tp 

porque: 
<n> 

11 m n 1 a n 1 p/n li m n 1 f n ! C Q) 1 p/n = 
ri-..c:> n-.oo 

lim 
n_..,.ro te_!!_) n(Znn) i/Zc~/ t 2 n1p/n 

L e ~ 

p/n 
e lim c+)i-p lf'"'co) lp/n 

n-tOO 

por lo que es quivalente probar (2). 

... (1) 

... (2) 

ZO. Demost.raci6n. Si el orden de f es uno se t.e11drá la siouient.e 
fórmula. 

lim ¡r'"'co)¡ 1""= T 
n__..oo 

que resulta de una forma alt.ernat.iva para calcular el t.ipo de 
una función. CY, por cierto, no parece simplificar mucho el cál­
culo). 
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o 

n 

n ln n :> lncv¡ a
0 
p 5 µ 

ln n - ....( ,, 

lnja,.,!=>-

_, 
!h 

n ln n 
µ + e 

y como ln es esLricLamenLe crecienLe 

+ e osLo es, 

1 ., 
~ 1-

ln n -n/cµ+&) 

EsLa desigualdad en particular prueba qu8 f es .:mt.era, lo que 
permiLe inclusive debililar hip6Lesis pidiendo que 

Q) 

r;a
0 

zn sea una serio formal de pot,encias 
n=o 

Q) 1 
Cporque E-----

n=1. nn/<µ~·c> 
< 00 ) • 

Sin perder generalidad se· puede suponer que para t.oda ne!N 

J <>. 1 5 n -n/cµ+c> 
n 

y que 1 a 
0
¡ 5 i 

porque si no es .a.si se le puede sumar a f 
do sin alterar el orden Cpor 1.14), luego 

un pal i norni o adecua-

CJ) CJ) 

M(r) ::> Ela lrn :S E n-n/Cµ;-.;)rn = E n -n/C¡J-t&lrn + r. n-n/(¡J•&>rn 
n 

n=o n=o n:>C8r)<µ+&> n>C2r)cµ+c> 

y la úllima descomposición se hace de est,e modo porque 

Liene un máximo en 
menl:,e). 

g(n) = n-n/Cµ-t&>rn 

l"(µT&) 

n = ---- (se obLiene derivando direct.a­e 

Ahor-~ bien~ qn;,li.zando cada tramo de la scrit'1'. 

<µ1"~) 

r:2:.r E n -r1/<µ·1r&l 

n:>car1µ+c> 

pues sa LraLa de una suma finit,a, y E n--n/<µ+•"= K. 

n:Sc ar)<µ+"' 

Pero, asint,ót.icament.e, por el argumento ya usado con anteriori­
dad, Cen 1. 13) 

<µ-t&) 
Kr2r 

para el et.ro t.ramo el argument.o es más simple: 
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Y, de la misma i'orrna, se concluya que Cpor el teorema an­
lerior 1.17) el orden de r es, por lo menos, p. 

Suponiendo que 0$v<co. se probará que TS -..::._ 
ep 

Para c>O, si n es suficienlemenle grande, entonces 

1 1 < { vn+c }rVp ªn - nuevamente, por la definición de v. 

Se le suma a 1 un polinomio adecuado Clo cual no altera el li­
po) de lal modo que la desigualdad recién indicada sea válida p~ 
ra lodo natural, y lal que ja

0
¡ ~ 1. Entonces 

co co 
lfCz) 1 $ I:lan lrn~ I:{rp C~+c) }n/p ... (4) 

r1::0 n=o 

como ya es canónico, se examina el máximo de 

rcu 

y se llene que i''(l) = O si y sólo si l = o 

es un punlo crllico correspondienle al máximo 

rPcv+c)} 
ep 

f( rPcv+c)) { e = exp 

enlences (4) queda: 

lfCz) 1 S E { rP~v+c) }n/p + E { rPC~+c) }n/p 

n<Cv+2c)rP n?:Cv+2&)rP 
As1: 

Por olra parle 

E { r-P~v+c) v•/p < E {-n__ Cv~c).}n/p= 
n<:C v+2c) rP ;:;?:C v+2c) rP C v+2c) 

porque el hecho de que n?:Cv+2c)rp implica que 

y la úllima suma es parle de una serie geomélrica convcrgonle 

19 



Demost.ración. Por supucst.o, se prueba la forrlln ~;Irnplificada C2). 
S'2< supone que v es finii..o y s.c:a e>O. 

Si n es suf'i ci ent.emenLe grande n Ja J p/n~2,..1+.c ( pl;,f' la de!' 1 t)i 

ci 6n de v). Enlo11ct.•s " 

la desigual dad se 

nlrin. p 
z;;cT;--¡~~Tí :::. -· 

1 
_ tr~v~.::) 

verifica porque: 

n 

n 1 a. 1 p/nS v+.c 
n 

ja lp/n~ v+e 
n n 

n 
p 

ln( v+: ) 

n 
p 

ln(-n-) 
v+c 

lnC n/C v+c)) 

:S p 
lnCn/Cv+c)) 

est.o es, 
n ln n < p.ln n p 

lnC1// ªn r:s - 1 
_ lnCv-l·e) 

ln n 
ln n - lnC v+c) 

'(3) 

que por el t.e·orema anlerior, prueba que el orden de la función 
es a lo más, p; (siempre quo v sea finit.o). Análogament.e, si v 
no es cero y c>O, e:.dst.e una sucesión n

1
, de n Ca la que se le 

llamará. n para simplificar not..ación) para la cual 

y d.~1 hÚ.:i.íúü 

porque 

n 1ªn1 p/n~v-c 
n ln n ,,. 

lnCU/anj) -
p 
lnCv-e) 

1 - -rn-n-

v-c 
n 

lnC v-c ) 
n 

n 
p 

18 
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mayor mientras mayor sea su grado; y éste nos c:lic" exactament..e 
cuántos ceros tiene. 

Por otra parte la fact..or1zaci6n de Weierslrass establece 
una analogía muy clara entre los polinomios y las funciones ,.,..,¡.,, 
ras. Considerando estos dos hechos r0=ulla un poco mas natur~l -
est.udi ar ~u r-0-la.cion. En el Lf.!Orem.a d-:.• Jcn:..:l:!JJ se t-1cnt= un. ajüm­
plo muy claro o~ t~stc sentirlo. 

23. Preliminares. Si f es una función entera de orden f'ini to, sea 
m la multiplicidad de z=O para r Ci. ... meNu{o~ y fCz) tie-
ne un cero en cero de ordt?n rn) ent.onces 

f(z) zmg(z) 
con g entera y tal qu~ gCO) ~ a ~ O 

m 
de aqu1. f(z) = 2:.- g Cz) 

a t 
donde l 9,. Cz)=~Cz) y es entera. 

Lema. El orden de g y el de f coinciden. Y en particular, g 
y g tienen orden ffnito. 

1 

Demoslración. Si 
minado. En caso 

f es un pol i nomi o g:l lo es y se habrá 
contrario, 

ln ln M<:f, r) ln ln( C r m / ¡ a p HC g 
1 

, r) ) 

ln r ln r 

ln(mln r + ln HCg
1
,r) - ln ¡a¡) 

ln r 

ter-

... (1) 

por una parte, como asintólicamente mln r - lnjaj>O Cl) es ma-
yor o igual que ln lnMC g

1 
• r) 

ln r 

pero por otra, como también de modo asintótico, (1) es menor o 
igual que 

lnC3ln MCg
1 
,r)) 

ln r 

ln3 + ln ln MC g t , r) 

ln r 

pues g
1 

es una función entera y ya se tiene 1.5, se concluye 
que 

lr. ln~C gl • r) '$ l i .;,r ln 3 + 
p = lim ln r :S P1- '"\. -z¡:¡r 

9 t r__,.oo r-..oo 

24. Lema. Sean f y g
1 

como en 1.23. 

ln lnMCg
1

,r) 

ln r ) 

Entonces el tipo de f y el tipo de g
1 

son iguales. 

Demostración. Sea p Cpor 1.23). 

pero, nuevamente 



Resurnl ando: 

rPcv+,,:;) t + 
ep f 

est.o es. MCr) dond" 

lo que indica que el t.ipo de f ,.,. es tal que: 

, V 
T ::::; ---- ~;i 0 :'S V ( o.; 

ep 

Por olra parte, si v E (O.ro), para proba.r· qu:: 

obser- va qu8' 

y pan>. cada 
Si v 

grande. 
Sea r 

es 

ja ,,1 :::: { (µ~,,;) r/e para una infinidad do ndl'I 

pu.::i Li.vo y JJ'lü•nor que.: l). 
oo, ¿; se- t.oma corno ur1 número .arb!trz.,T1.:i.r¡1•:?nlu 

Lal que r. 

cumplen (L), claro) v 
Cv-..:)rP 

n=---e-· - (despejando) 

además si esas n -;.:on lomr.J..d.;).5 en oc den cr r::.•ci l:..!'nl.e t 

lim r ,, y se vo~ por· 1. 2 :,' (i.) qu.:::;; 
n-Hl) 

rP( ... -.e) 

MC!'"n) 2: Janjr~ 2: ·f nn ~n/p en/p = ecv-c>r~/op 
y por lo lanto Cpor la definición de T) -r?:u/ep 

Z1. Observaci 6n. Cabe menci ona.r que Boas ( 1 J en la demostración 
de este teorema, comete un error. Afirnu que 

p 
t-m(cv+&)/n) 

en lugar de C3). En caso de s0r ciert..o, est..ar1.a afirmando que 

-- n ln 1~ 
O ::; µ = l1 m ""lñe..,.1_,/,.,.I a__,j'"")-

n--1-00 ,, 
= o 

c:;tc e=. quv cada función de orden .t·1nit.o t.iene orden j•;Ju.::tl o. 
cero. 

22.Desigualdades import.anles. 

Teorema de Jensen. 

Introducción. 

La relación ent.r-e la dist..ribución de los ceros de tma :fun·­
ción ent.era con su orden de crecinúenlo es un tema qt!e ha sido 
est.udiado por Borel, Hadamar-d,LindelOf y Levin; ontre otros. 

Es claro que existe esta relación pues analizando a los pe 
l.inomlos se ve que su crec.imie1)to Cen módulo) hacia infinit..o es-
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Como rui.> e!> un cent.orno c"'rrado dond<:> h es analilica, 

y 
h(:z) 

t.ambi én pues hC 0) " O, 

J 
hCz) 

dz o 

Eslo es J h;z?_ dz 

V 

se probará que la part.e real del lado izquierdo de la ecuación 
liende a 

1 
2n . 

"Trr-Jln l 1- e'"' I de 
o 

y que el lado derecho de la misma t.iende a cero conforme della 
liende a cero. ~ 

I log~1-z) dz 

r 

= I log(1 
2rri.Glcs. 

2n-.3 

1 f 1 '"' ¡ an-;! logC 1-e )de + 

Por ot.ra parle se considerará a: 

2n-<5 

i J . '" 1 an- arg¡1-e de 

6 

Ct 

a~ Jlh~:z) ldz _r JI logC-re'"') ¡de 
arr 1 +re' .. 

que 
mino 

V -Ct 

Ahora bien, ll+re'"' I se puede hacer eslriclamenle mayor 
1/2 Csi 6<rr/6, por ejemplo) de lal modo que el últ.imo t.ér-
indicado ~~d. 111~r11..: .. ¡~ o i gu~l 

a 
--%-JltogC-re'"'")de : 

-a 

que 
Ct 

+Jlln r 
-a 

+ ,ce+n) jde 

pues argC-rei.,.) = e + rr; y eslo úllimo es menor o J.gual que 
Ct Ct 

+flln r ¡de + _:,i-fie + 11 i<lG • 
ar ar ex 2 

-;::r·-jln r \a + ~-y + na) 
-a -a 

donde la segunda int.egral se obliene medianle un cambio de varia 
ble o bien observando que el inlegrando es po!>it.ivo pues ¡aj<rra 

Pero lo int.eresant.e es que si 6 t.iende a cero a t.am -
bién t.iende a cero Cbasla ver la figura), y enlences, recopilan­
do, se llega a que: 

a3 



por le cual 

est..o es, 

ªr = ITiñ 
r-.... ro 

ln MCf, r) 

rp 

MCf,r) 

m ln r 

ffiñ ( 
r--.oo 

ffií\ 

tn lr, ' 
p 

r 

,.P 

ln MCq ,r) 
- ' ... -------

porque 1~l limite ex.ist.e para lo~~ otros dos sumandos y es, en 
efecLo, cero. 

26. Ambos lemas prueban que al referirse al orden y al tipo de una 
función puede suponerse, sin pérdida de generalidad, que f(O)=l 
lo que,cc•mo se verá más adelantu simplifica el teorema de Jensen. 

26. Lema. 2n . 

Jln [ 1 ·-O?"" 1 d8 o 
n 

Demos.t..r ac:i6n. 

Sean: O = ~zEC: Re z < 1 ~· que es simplemenLe conexo. 
fCz) = 1 - z 

f no lit,ne ceros en 0, por lo cual hez> 
existe h anal1lica en O y tal que f(z) = e 

h es única si además se elige de modo que h(O) sea cero. 
Asi, en O, log f'Cz) = hCz) = logCl - z). 

Ahora bien, se conside~an dos con~ornos, si 6 ) o 

r 

o 

reo 

v( U 

' 
' 1 

a + 
i.t 

re 

22 

donde a y r son tales que 
pasa exactamente lo que se ve 
Pn el dibujo: r = rC6) 

V: ( ··~ C~, et }--+<t 

vC- c0 

t>Ca) = ei.<l 

a = 1 Cde hecho 
cada punLo to:n !R 
puede ser cenLro 

pero hacer a=1 
simplifica notación). 



1 
:Zrn·•·k 1 

Ci.O Si z=O, z -z = 1 
· rn+k 

lr .i vi al r~.enl-". 

(lli.) g es anal1lica en Lodos aquellos punlos donde 
Ci.v) Exist.e una vecindnci de cero d,.; .-:odi•:> mayor que 
modo que g no se anula en ~11.:i; r.-::~;Lc1 e~. 3c>O t..al 
para cada zeDr+c 

f lo es. 
r de lal 

que g(z)¡otQ 

Sin pedir una vecindad mn.yo1- que r , "'r a. t.1· 1 v:. ,,1. (Da 1 o 
conlrario, f lendria más c~ros). 

Ci.v) es v.iüido pues si 6CA,z) denola al infimo del conjun_ 
Lo { 1 z-a j: aeA ~· se llene que, si w es el cero zN+i 

6CD,.w)>O porque 5 
r 

es compacto. 

Basla considerar 
6C Dr, ~>) 

c=~~2~~ para conslruir dicha vecin -
dad. 

Cv) logjgj es armónica en Dr+e y por ello Cpor ser la parte 

real de h donde g=eh con h analilica) 

1 TI . l 
log!QCO) 1~ ¿f!-Jtcg¡gcreL) l6L. 

-Tt 

N 

Resla probar que lgCú) j ~ ¡rcO) 1 íl ·¡~ I y que 
n=t n 

n 'L n . 
ftogjgCre') ldL "'.frogl!'Cre't) jdl 

-n -n 

Como gCO) r r 
z ~. 

m m ... 1 

N r 
ílz-fCO), 

ri= 1. n 

lo primero es evidenle, y p~ra lo segundo se observa que 

y si 

e''"<k>-ei."' 1 = 
lo H i.<o -•> 

jfCre ) 1 íl 11-e ck> j 
kam+:á. 

Asi. 

k=m+t 
que, al int.egrar, y por el lema re·cién probado,C1.86) se obliene 
la igualdad buscada. ~ 
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2rr-6 211-6 

IJtogj1-c'"' !dO • , Jargu-e\.' )de! 
o 6 

y es el aro que si 6 li ende a cero el 1 ado der•>cho Li onde "1 CQ­

ro, y por tanlo 

f i" llm Re . logC1 -e )d8 
6~o ~·C6) 

o 

27. Primer teorema de Jonsen. 

Sea fellt'Cq,); O<r<R y tal que f nos,: anula en cero. Se 

llamarán z ,z •... ,z a los coros de 
co Dr apafec~rál) enNla lista tantas 
y ordenados con módulo cree! ente. 

f en la cerradura del dis 
veces corno su multiplicidad 

As1, se supondrá que {z
1
,. 

Entonces 
N 

I f(Q) l n~1l:,.,1 

28. Demostración.Se construye 

g(z) 

2-r-z z 
1 

f(z)rCz -z) 
1 

28. 1 Observaciones: 

2 -

2-r-z: .,. 
2 

r(z -z) · 
2 

7T 

exp(2~ f log ¡re re't) J dt) 
-n 

2-r-z z z 
m m+ i 

· · -r""C_z ___ z_)=-c·z -z) · · Cz -z) 
rn m+ t N 

7 -

CD Si 
r -z z 

jz!=r ~=~e'" 1 __ .i_I= l '·- · 1 C z i -z) 
pues ambos la dos son ,. i- -= i = 1 = 

•·Cz. -z) 
J 

iQ i..si. rCr e ri)-r-e ) j . 

1 

y el denominador es una relación del numerador. 

24. 



N-1 N-1 

Pues E ln (r~•l )"' + ln cc+)N) ln n (;' .. )"' 
m=t m 

ln 

b 

Por olra parle, I d~ 
a 

r 

Asi, para r
0

=0 ¡n~l) dl 

o 

N m:t m 

N 
!' 

r r ... r 
i 2. N 

lnb lna = ln_E_ 
3. 

r. 

"' N-tJn(l) 
= r: ·-

j=O l 
r. 

l 

dl dl 

Y se hace eslo pues precisamenle, si r.Sl<r 
J j+t 

nCU 

De (1) y C2), se liene precisamenle lo buscado. 

rN 
N 

r 
N 

J 

... C2) 

Ya con esle teorema, se podrán probar más propiedades del 
orden y el tipo de una función. 

31. Más sobre los teoremas de Jensen: 

Se harán algunas observaciones: 

Si f(z)~O en D entonces 
R 

R ·f rCt) 
-l-dt O y se recupera lo que es di-

t) 

recto de la fórmula integral de Cauchy: 

Si 
res de t 

1 2Tr ' 

ln!fCO) 1 = 2itftn( ¡rcre'"') 1 )de 
t) 

f(z) si liene ceros, como nrCt)>O 
se concluye que, en particular, 

tn¡rco)¡ < 2~ J~c¡rcre'"')l)de o 

para algunos valo 



Segundo leorema de Jensen ó Fórmula de Jensen. 

2.9. Inlroducción. 

Por el primer teorema de Jensen es claro que si f ,.s .~, .. ,_ 
l"'""" y 11u es cttro en D , enlonces log lf 1 es una función arrnóni 
ca quo salisfrlce pdr·a nO<r<R: 

fT . 

Cog!fCO) 1 = 2~ JlogJfCret"') ¡de 
-rr 

Por olra parle, si 
como siempre) en O ~ 

fCO) = 1 y f 
.. , z • entonces 

N 

Liene ceros Co!'denados 

N 
r 

k=~ 
11 

exp { 2~ JtoglfCreil)Jdl} 
-11 

Sea (como siempre) nr(r) el núrne!'o de ceros de f en D 
r 

Enlences; poi' el primer Leorema de Jensen, 

n(2r> n<r) 

1 IT i l f 2r . f 2r r. <rl 
l.f/2r) ~ exp(2 rr-frogJH2re ) Jdl) = íl ~ 11 jz ,~2 <f> 

-n r.:1lzn¡ 1-.=1 n 

Porque la segunda expresión es JfCO)I y 2.r > ..., TZ;T - c. 

Asi, el orden y la distribución de los ceros de una fun -
ción analitica, eslán relacionados. Hay una forma más precisa 
que los relaciona y se conoce como fórmula de Jensen. Es la si­
guienle: 

30. Fórmula de Jensen. 

NCr) = r-C~)dl = 2~ flogJfCre'"')jde - l'ogjfCO)j 
o o 

Donde la primera igualdad define a NCr). 

D<.111osLración. 

Por el primer leorema, resla sólo probar que 

ln 

N-1 

N 
ln---r __ _ 

r r ... r 

N 
r 

r r ... r 
:l 2 N 

1. 2 N 

N 

Nlnr - I::lnr,., 
n= 

I: {mC lnr m+t lnr m ) t + NC lnr-lnr~ ) 
m=t 

2.6 

.•. (1) 



r 

Jn~ l..2_ dt 5 lnMCr) :S CT+c)rP ... (lJ 

supnngamos que 3T
0

8R tal que: n(L)::O o-t.P Ccon c<~O fi 1o) se cumpl,, 

para cada L°'.T 
o 

r 

) = aCÍt.P-' dl )= a J~t. s J°c ~) dt 

L t 

de (1) y (2) se concluye que, as:nl6LicamenLe, 

_1_[ 
rp 

l 

l 

f~)dt. l . 

o 

Jn~l) dL 

o 

at."' 
p ] O ~ T + C 

p 

... (2) 

casi finalmenle, a 
~ + 

e 
T 2 p 

s1 r> Ro. pues la expresión entre 

parénl.esis cuadrados es un real fijo. 

Pero esla úllima desigualdad es independienle de r, con lo cual 

se concluye que a 
::-.:;_ T ... C3J 

p 

Ahora se revisará qué se ha probado en real1dad. 

Si 
llm 

r--.ro 
nCr) > Tp, se puede elegir ~>O Lal que 
rP 

1111\ 
.. (4) 

r~ro 

Es\.o es, que exisLe T
0 

Lal que ~ > a siempre que L>T
0

. 
lp 

PrecisamenLe se relom.l la suposiclón hecha el párrafo anlerior: 

que 

Asl, por (3) y ( 4) 

que viene de suponer que 

Casinl6Licamenle). 

Tp<a 5 TP lo cual es una conlradicci6n, 

llm n(r) > Tp,y por ello se liene (~) 
r-Ho rp 
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32. Relación entre .:irden, Lipo y leorema de Jensen. 

Lema. Si r es entera y do orden finilo p, entonces 

n(r) 

Dem. Si 

1f(re'")1 :S .,,r 

Cl ar amonle 

As1, exisle K>O Lal que 

para cada c>O. 

p•r 

p•e 
r para r'=R. 

para Loda rE!R. ... (1) 

CBasl::i. Lomar K 

EsLo prueba que 
Se verá por qué: 

máx{l .üi 1 fCreL .. ) 1} 
O~r-5R 
nC r) S Krp ... c 

Como n(r) es una función monólona crecienLe en r 

2r 

Jdl 
nCr) -L- nC r) fn 2 ... (2) 

De Cl), (2) y de la fórmula de Jensen, 
Ceslo no cambia el orden, por 1.23) 

-se supondrá fC0)=1-

Zrr 

nCr) ln2 1 Jlo ¡re L"') ¡de _< 1 ,, K p+c -K p+e 2rr - g re 2i1"""" r - r • 

o 

que es exact.amenLe lo que se queria probar. 

De hecho, se Liene más aún. Sea f 
33. Teorema. Si f es de orden p>O 

ces: 
e i) lim nCr) 

:S eTp 
r-.... oo f' 

e ü) lim ne r) 
:S Tp r--.oo rP 

una función enlera, f(Q)=l. 
y su lipo es T < ro; enLon-

DemosLrac~ón. Est.a primera part.e es común a ambos incisos. 
Si c>O, enLonces, asinLóLicament.e, lnMCr) :SCT+c)rP 

Por el Leorema de Jensen 

r 

Jn~ t.) 

o 

2n 

~ Jlog¡rcre'") 1 de :S ln MCr) 
2rr 

o 

est.o es, asinLót.icament.e 
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ent..onces 
Ct) Si ne r) 

C ll) Si nCr) 
o CrP) enlences el lipo de f es caro. 
O Crp) enlences el tipo de f es finito. 

La prueba de esle leorema se dará Ufl poco mA.s adelante, 
pues se necesita coflocer la relación enlr•~ orden, l.ipo y los 
factores de la faclorizaclón de Weierstrass. 
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Para probar el 
las siguienles cuentas: 

inciso C () basta 
Sea (JElR~ 

rp 

analizar cuidadosamenle 

como Id: -- tnn , (l) ' ió ~ ,, y n es una !une n no 

rf r,J rp 

nC r)ln (i nC r) Id~ 5 t(~) dl 5 I (. ~ n ~~ dl 5 (T+.::".>(r {J)p 

o 

donde la úll1ma desigualdad se probó al principio de la demoslre 
ción. 
Resumiendo Cy desp.,,Jando) 

f"°' 
:S CT + e) log(J 

Como la función fCl) 
t/' 

logl !': 1 ,oo) -~ fR alcanza su minimo en 

l==e•/p 

Eslo es, lim nCr) ~ Tpe 

r-... oo rP 

34. Corolario. 

Si f es enlera de- orden p, .:.nlonces: 

l) Si el tipo de f es cero, 
ü) Si el t.i po de f es fi ni lo, 

Aplicando el teorema anterior 

O :S 11m n(r) 5 O 
rP 

Esto es, lim nCr) eY~ste y es cero 
rP 

n(r) 
nCr) 

6 :S ""fY< par a e i.i.) 

nCr) permanece acolada 
rP si r es grande 

Más aún, de hecho existe olra forma (seguramente igual de 

impráctica) de caracterizar a las funciones de lipc finito: 

36. Teorema. Si f es entera de orden p y p no es un número entero 
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en cada región acolada 
00 

ElogEC _.!:__ • p) 
z 

n=i ri 

es una serie que coriverge absoluLamenLe porque 
00 

!logEC : p) 1 :$ r:: 1 z z ¡ '< 
U::p..-1 n 

y lim lz., 1 OO. 

n--+ln 

5.Definición. Si 
serie 

p es t?-1 rninimo núm~ro nalural para el que la 
00 

r: 1 
n=1 I z ~ p+1 

converge, enlences a 

00 

PCz) íl E{ zz ' p) 
n=i 

se le llama el producto canónico asociado a Czn)neN y p se lla­
ma el género del producto canónico. 

Se probará, por ejemplo, que el leorema 2.4 se aplica a 
t.odas las funcior1es cuyo crecimiento no sea demasiado rápido~ 
eslo es, se darán relaciones explicilas enlre género y orden de 
una función enlera. 

6. Teor em.:>.. Si f(z) es una función entera de orden p y 

son sus ceros disl.inlos de cero ordenados como siempre y 
ent..onces 

es una serie convergente. 

Demostración. 

en 

Sea l>p y ¡1áp,l). 
Por el t.eorema l . .:0.4 

parlicular, n(r) ~ Ar 19 

Si ahora r = ¡zn¡, 

n(rJ = G(r'.-;i+c) para C.:lda ¿·,;.ú y, 
par a alguna AE!P y ¡1€fR. 

como los ceros de f eslán ordenados 

en módulo creciente, n5nCr) (aunque sobre esta desigualdad 
Young (141 afirma igualdad estricta, no es cierta). 

Asi 
para cada nciN; esto es. que n 5 A!z,.J~ 

A-v,-;_1 __ S 1 

lz IL nvp 
n 

y por lo tanto, como L/¡1)1, la serie converge y se 

concluye lo deseado. 
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CAPITULO II 

Notación. 
A parLir de esle mo1nenl0 y solo por este capitulo ~l ~1~~:~r 

rererencia a las funciones Cf, g, p) se enLenderá qlte son fu11c1c1 
nes er:t.t:r-3.S ~Uf!que llegue ;1 cmitir~e. Si se lrat..a dt:4 .;llguri;:i. run= 
ción no "'nlera se h.:ir.'i mc,nción expllcit.; dt' ,,110. 

Se retomará ld nol.:tcic-n utlli:::ada parct el leor~~m,.t de 
We.ier~lrass: Sea f una función ent.er;:,, c:on Cl'?ros disli.nlos de 
cero en z

1
, ::

2
,. y con. mt:l? como mult.iplic.idad del cero. 

Del leorE·ma de Weierst.ra;;s Cque eslá pr·obado en c:l apéndice) 

con g entera y 

<).) 

f(z) = z"'e9'z'n(1 
n~i 

z 
z 

p (z) 
n 

;:_1_( 2-- )f( 
k z 

k'.::1 n 

.. (1) 

Sin embargo el grado de P es ... n y esLo hace que la fac-

lorización no sea muy manejable. Existe olra faclorización aller 
naliva que optima esle aspecto, aunque no es válido para cual 
quier función. 

2. Teorema. Si ex1sle un número nalural p lal que 

00 1 

:r: p+1 
n=1 jznj 

< 00 

enlences 00 

fCz) m gcz>ni::-( Z 
z e 11 -Z' p) 

n=J. n 

donde los factores E son los poli11omios primarios de 
Weierstrass 

ECu, 
1 2 1 l 

U = Cl --u)exp(u + -¿-u + ... +~u ) 

y en esle caso se dice que ¡' liene género finito. 

3. Obscrvaciont::-s. A la fact...orización dada en 2 se le corisce como 
fact.orización C3.nónica. En ésta, <>l gr·ado de los polinomios pri­
marios es un natural fijo p y en muchos casos hace más maneja­
ble al producto infinilo. 

4. Demostración Cde 2.2). 

Como logEC --=._, p) 
z 

n 

log(l-
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z 

n 

) + 
z 
z 

n 

+ ... + 



00 E __ 1 __ 

n=ilz r Por ejemplo, ~nu"} y 

lienen exponente de .:·onvergencia pero 

diverge para la primera sucesión y converge para la segunda. 

Ctv) Es inm~rliat~ rle l~ definic16n d~ ~ qu~ para t<X 
,.,-, 
r: _1_ 

n=1 1 Z rl l 

diverge; y converge si 

10.0bservaciones. 
La desigual dad de Hadamard, ~:Sp es válida para cada fur, 

ción entera. Pero si ésta. es un producto canónico entonces coin·­
ciden. EsLe resulta.do St..:~ debe a Borel y se enunciara dc ... l siguíei:i. 
t.e modo: 

11. Teorema. El orden de un producto canónico es igual al ,,xponenle 
de convergencia de su::c: ceros. 

Demoslraci on. 
Sea PC2) un producto canónico Cde género 

n=i 

p, cl.'l.ro). 
cia de sus 
que p:i'A... 

Si p 
ceros; 

es su ord(?n J 

y.'.l se sabe que 
f.. el exponen le de con ver gie:n -
~:Sp, por lo que basla probar 

Si z es un númer·o complejo, jzl = r y r,., para 

cada nEIN se liene que 

log IPCz) 1 L;log I E( 2-, p) 1 + Elog 1 E( 3-;;-, p) 1 
r ~2r 2 n r >2r ~n 

n 

El segundo lramo de la serie eslá acolado por una serie 
geomélrica y por ollo Csijul~l/2) 

log 1 EC u, p) 1 :S 2 ju 1 pH 

Asi 

Elog 1 E(+· P) 1 :S2E ( +-r• = 2rP•
1E 

1 

r > 2r n r > 2r n r > 2r r p+i 
n n n 

Caso 1. Si p+1 

zrP+iE 1 
r > 2r rp+t 

n n 

Caso 2. Si ~<p+l. sea c>O lal que A+t::<p+l y en es le caso 

1 
>-+e 

2rP+<E 2rr+1E rn < p+i p+t+>-.+& r >2r r r >2r r 
n l) n n 
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7. Corolario. Si f(z) ,;,5 una función entera de orden p, ent.onces 
Liene una factorización c;,nónica y el género del producto canóni 
co, p sat.isface que p S p. 

La demo,.Lr·;:,.cl.c~'."1 ,,s "'lement.al: basta elegir q = [pl pare 
que q ..... J >,o :v· ~e apl i e"' el leor ema. ant..er l or ( 2.. Ci), t.-~=--::.. ccf'!~- \ ui r 
que pSqSp. 

Asi, si f es ent.era de orden p con ceros disliflt.o:, de 

cero Czn)ndN ent.onces 

f(z) 

donde el product.o es canónico de género p y pSp. 

8. Definición. Si (z ) 
nEJ 

JdN es una suce5ión en 
n 

mo de los reales ot>O para los que la serie 

1 convergen t. e E « es 
nEJ ¡z ni 

se le denomina el exponente de convergencia de la sucesión 
Czr?neJ y se denot.a >-.. 

Si para cada real posilivo a se liene que 
00 1 
E --- = +oo 

n=i ¡z J°' 
entonces se conviene en que A=oo. 

Si J es finito A=O, por la misma definición de A. 

9.0bservaciones y ejemplos. 
Por ejemplo !os exponentes de convergencia de !as sucesio·-

nes 

Se pueden observar las siguientes relaciones para los pará 
mclros conocidos (referidos a una función fija, por supuest.o): -

Ci.) >-.Sp 
Cü) pSASp+1 

Cpor 2. 6) 

Más aún: si >-.d, entor1cz,s p 
hay una ambiguedad: 

( >-.J; pero si' :>-. es ent.ero 

p=h si di ver ge mient.ras que 

p=h-1 si est.a serle converge. 

Ci.Li.) Si t.=>-., no se puedé a:firmar nada sobre la convergancia o 
divergencia de 
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Una función enteró es de ~~~xpont::-~·~::.~.:11 si r--~~<isLen cons­

tantes A, B E ~· tales que 

¡ fC z) J :S Ae¡¡ 1=1 

Si f( z) es de li po exponencial entor><-O<•<; SP dP.f; ""' 9'! •. '. -

po exponenci a_l_ cumo K, donde 

l 1 rn 
fnM( r) 

r r ---HJ) 

Si el or·den de una función p es uno enlences su lipo ex­
ponencial coincide con su Lipo Cpor 1 11). Si una función entera 
liene orden p.:.1 enlt::irices e::; de Lipo exponencial cero Caur1quc--
su tipo sea r~O ). 

El siguienLe resultado es un leorema de Youn,, C(14J), prueba que 

el máximo módulo dú 1 ,..-pe:;¡:::; li ent~ el mi snto orden de crr=:-c1 mi cnlo 
que PC::) y sirve como lema para el leorf'!na d,,_ Hadam.;rd. 

14. Teorema. Si PCz) es un produclo C.lnonico de order1 p enlon 
ces para cada c>O 

en una su~~siór·i de circule~ 
grandes. 

Demostración. Sea PCz) un producto canónico de género p y or 
den p formado con la sucesión Czn)neN 

Sea h>p arbiLrario y fijo. 
Se define como U Cpara cada natural n) 

u = ~ Z E <J::: 

al circulo con centro en z y radio 

e 

1 
p+C 

r 

si z no 

pertenece a ningún U y ¡z ¡ = r es suficientemente grande; 

esto es. si 

Como 

r>rCc, h). 

00 1 
E --- ro es una suma convergente Cpor 2.11) la 

n=1 ¡z 1 h ,., 
00 

unión de los discos U no cubre <I:, esto es, <L-U U no es va -
n n 

cio y contiene circulas 
des. 

n=1 

¡z¡ = r de radios arbitrariamente gra~ 
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Para el prim0r Lranio de la serie Lamblén se consideran dos 
casos: 

Caso 1 Sl p>O 

corno rog 1 EC u, p) 1 :::; lag ¡ 1-u 1 + ¡u ¡ + 1 u~ 
2 

+ ... + ~ 
si 

1 
juj ~ ~ 

ju¡K S 2p-J<jujp par a K E { 1 • . . . , p } 
y asi 

log j EC u, p) i S log l 1 -u j + 2P ! u 1 P S 2p+t j u j P 

Si ahora e es un número posilivo 

E lag I EC u , p) 1 
r :S2r 

n 

O( r· Pe 2r) '>--+& -pr; 

Caso 2. Si p O 

r .<::2r 
n 

>-.+e ) 
r 

n 

log i EC u , 0) i = O( i u j " ) 
para cada e>O. 

¡....+¡; 
r 
n )= 

Ret.omando el Lrarno recién analizado de la serie se t.iene 
que 

log IPCz) 1 = o(r>-.+c) 

y que esta desigualdad es válida para cada & posit.iva y peque­
~a. y por lo tanto p $A Cpor la definición de orden, 1.8). 

12. Observaciones. Si Czn)n<oiN es una sucesión en <1: tal que zn "º y 
00 

r.~! jz~ ¡ es convergent.e Clo cual implica de paso 

que no Liene punt.os de .:i.cumulación t·1ni lo:.) 0c.:.onc"'s "1 oroduct.o 
canónico de género cero 

00 

Pez) =nc1-!;) 
n.::;:;1 -r. 

es una función con orden a lo más uno Cpor el t.eorema de Borel, 
2.11) 

13. Coment.arios. Algunos autores CYoung, por ejemplo [14J) definen 
más parámet.ros aún para el creciwient.o de las !'unciones ent.eras, 
como por ejemplo las siguient.es: 
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efÁ-0) = O, y si !'(z) 

enlences la norma de ~ es 
2 z 

u + u 

C2ACR) 

u( z) +(vC z) 

2 
V 

porque - 2ACR) + u S u S 2ACR) - u y por lo lanLo 

con r = jzj. e·;,-. 
' L~ 

EsLa última desigualdad se debe 3.1 lema de Schwarz pero ~e 
probar~ ¡Jara este caso part.icular. 

Como r¡_.{0) ~ o [1'Cz) 1 s en D si v<:. z) 
.pe-·-, 

y 
¡t' z 

enlences >¡; éS ar1al i l1 c..:-1 en D :r l•f"Cz) 1 :S -R en ~¡z¡=q 
R 

y por lo lanlo t?n lodo DR, esto es. que 

't.r' = 1 >¡;( z) 1 :S -}-

si ahora r = ¡z 1 

l<t<z)j,; T 
de· (1) y t1s.ancio (2) se ob+_iene que 

1 f(z) \ 

rema para esle caso. 
1

2ACR)1'(z) ¡< 2ACR)r 
1 +,p.:_ z) - ~-=-r y se prueba el Leo-

Si fC 0) 
f(z) -- f(O): 

no es cero se aplica el resultado anterior a 

¡rcz) -- fCO) ¡ ::s: 2r R-=-r m.ix Re [ fC z) - f"C 0)] 
jz\~R 

16. Observaciones. Esle tc,oreina es muy imporlant.e porque acolando 
la p.~rt..o real de una función es posible enc0nt.rar un¡1 cola para 
loda la función. 

?u1 ülr~ p~r~c ~~i!iz~ndo ~v~rt~mPnle los ndsmos argtJmen­
los par a -f'. y para :!:t.f se obt.i. enen r Gsul lados. an:.tl ogos donde 
ACR) es reemplazado por 

min Re{f"C::) }. 1n:\.x Im{fCz)} y min Im{fCz) r• resp•~clivamer1le. 

En cuanto al siguienle leorema, el de Hadamard, resulta 
ser un teorema de fact.orización fundamenlal para la teoría <le 
!"unciones enteras asi como para probar su l·~orerna de lo::; números 
primos, que f"ue célebre en su época. 

Por olra parle, en el capitulo anlerior los polinomios ha­
blan quedado hasla despresligiados, y en esle Leorema "recobran" 
imporlancia. 
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Si r n =iz,.. 1 entonces para .c>O 

logiPCz) 1 2:: Elog¡t­
r :5'2r 

z 
z O( r; ( ~ t+1 }= 

r >2r n 
n n 

:...: E Cogjl- -:~ 1 -- OCr,.:;.~·c) 
r :S:2r n 

n 

por los argumentos usados p:ira pi'obar el teorema de 8orel 
C2.11), pues p=A. 

Si 

Por 

(0 

z E [ n~i ~' J 1 e y si 

11-
z ;:: 
z 
" Cr 

lo lanto si e>O y 

1 

n 

r 

r :':2r 
n 

)ch+1> 
> 1 
-C2r) <h+t> 

es su!'i cien lemente grande, 

z 
z 
" 

1 2:: C h+1)logC2r) nC 2r)2:: - Ch+1) logC 2r)rp+.c 2:: 

~ _ rp+2e 

Con lo que, gracias a los teoremas .1nleriore.s., !;....,;' concluye. 

15.Lema. Este lema servirá para probar el leorema de Hadamard. Es 

una desigualdad imporlanle conocida como la desigualdad de Borel 
- Caralhéodory y permite encontrar una cola superior para el mó­
dulo de una !'unción dado que su parle real Co la imaginaria) es­
tán acoladas. 

Sea !' una !'unción analitica en D y sea 
n 

ACr) = máx 1 Re(i'C z) ) 1 
1z1 :Sr 

Si O<r<R, entonces 

MCr) 2r , , ~· R+r 
jfCO) i - R-r "'- 10 .. --R-r 

Demostración. 
Caso 1 . Si !' es cor1slanle, f( z) a Vz y se obtiene que 

lo que es, por supuesto, cierto. 

Caso 2. Si !'(0) = o en es le subcaso se tiene que AC R)) AC 0) =O 

Sea ef;(_z) 
f(z) 

... (1) 2ACR) - f(z) · 

</> es analit.ica porque la parte real del denominador no se 
anula en ¡z¡ ::; R. 
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Como y.;:'t ~t::.~ ::;abt::.·, A 5 p. e-:;lo f-~s. m:;1.x {A. grado :J} :S p. 
Pero por olr.a part.e el ordert cit.?' un producto no excede el 

orden mayor de los faclores, eslo es. p S máx{;\, grado g}. 

Asi, si p no E•s un tlúmero enlero enlor1ces 11eces.:ir i Jmcnt.e 
coincide con >, y la forma del producto canónico queda d••tr . .rm.i -
nada de forma únJ ca: el género del r-1~oducLo canónico t-:Os f. p 1· 

19. Corolario. S1 f es entera de order1 finito p y p no es tJn 
r1(Jmero t?Jllt~ro entonces toma cad.._'\ valor compiejo un.:t J.nf1nid;.id d1~ 

veces. 

La prueba es elemental, porque como f y f - a lienen 
el mismo ordo-n para cada 0tE<l::, basta probar que un<• función enle 
ra de orden no entero liene una infinidad de ceros. Pero esto e~ 
evidenle porque el exponente de convergencia es necesariamcnle 
positivo Cde lo conlrario el orden serla entero). 

20. Corolario. Teorema de Picard Pequef'ío. Si f es de orden fini­
t..o entonces. loma todos los valores complejcs excepto ;1 1 o rnAs. 

un valor. 
CSi el orden es un número pEZ por 2.19 f tome\ cada va­

lor en <[ y además, une\ i nf i n.1 dad de veces) . 

Demostración. Si existen a, .(JE<C numeras complejos dislinlos la -
les que f(z)"'°' y f(z)"'fl para cada zE<l::. enlences f-o es una 
función enlera que no se anula. 

Asl, exisle g enlera y lal que 

fCz) - a= exp[gCz)] 

Como f es de orden f i ni lo f-e< lambi en lo es y por el 
teorema de Hadamard g es un pal i nom1 o. 

Pero exp[gCz)] nunca loma el valor 
no t.oma el valor logC(J-0!), lo cual es una 
rema Fundamental del Algebra.CPues en esle 
gC z) - logC (J-0!) no lendr 1 a ceros) . 
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grado a lo más p. 

el ~xponente de conv~rgencia de los ceros 
PCz). 

Demoslración. Sea A 
del produclo canónico 

PCz) es de orden >,. Cpor el leorema de Borel 2.11) y 
A :S p. 

Sl c>O. por h_1 pr:it." .. :<:is 

logjfCz) j < r"'~ si jz ¡ = r y r es grande, 

mlenlras que, por el t.eo1·ema 2.14 

p+& 
r 

en circules de radio r y r arbitrariamenle grande. Combinando 
eslas desigualdades 

logjf'Cz) 1 = mlogr + logje9 'z>¡ + logjPCz) 1 

= mlogr + Re{gCz)} + logjPCz) j 

Eslo es, 

es válida en una sucesión de circules jzj r donde 
n 

11m r oo ,., 

Como gCz) es una función entera, por la desigualdad de 
Borel-Carathéodory CZ.16) 

y esto pasa para la misma sucesión de circules, esto es, que por 
el teorema del capitulo anterior C1.3) g es polinomio de grado 
a lo más p+c. Y como es válido para cada e positivo, es poli­
nomio de grado a lo más p. 

18. Comentarios. Con¡,. mism=i. r,ütd.c;ión de 2.17. 
Es interesante observar que p es el máximo en1..re A. y 

el grado de g. 

Como ya se sabe, A :S p, esto es, máx {>-.. grado g} ~p. 
Pero por olra parle el orden de un producto no excede el 

orden mayor de los factores, eslo es, p :S ~x{A, grado g~. 

As.1, si 
coincide con 
nada de forma 

p no es un número entero entonces necesariamente 
A y la forma del producto canónico queda delermi­
única: el género del producLo canónico es [P]. 

Si p es entero sigue habiendo ambigüedad. 
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y que, por hipótesis 

1 2tt . 

2
n JI fC w +re"•) 1 de 

o 

z .. 
::S 2~ fJ.fCw) !de ~ JfCw) J 

ú 

esto es, que la integral 

2rr 

Je ¡rcw) l - IICw • re'"') 1) o 
o 

pero el integrando es una función continua no negativa y por 
ello es idénticamente cero. 

Ahora se aplica a cada circulo dr, radio Lé.0,r) y <:entro 
w para obtener que f(B, Cw)) es un subconjunto del circulo 

lf(w) 1} 

El hecho que f es analilica y entonces conforme implica que f 
es conslante ~"n todo un dlsco, y por Jo t.;,nto es constante en G. 

2. Teorema. 
Principio del máximo (segunda versión). 
Si C~ es acolado y f es una función anall lica en G y 

conli nua en G. Entonces 

máx {JfCz) !: zEG} = máx {JfCz)J: ze6G} 

Demostración. Si f es constante no hay nada que probar. Si 
no, los máYimos se loman de funciones canLinuas sobre compactos 
y por ello existen, trivialmente. Por este mismo razonamiento 
existe w

0 
en G tal qu'• 

= máx 
z.oG 

{ifCz)J} 

Por el teorema anterior w 
0

no puede ser un punto interior. 

3. Observación. En esta versión no es necesario que G sea conexc'1. 

4. Teorema. Principio del Máximo (tercera versión). 
Sean: G una región contenida en <C; f analilica en G y 

y M>O tal que 
lim JfCz)I ::S M 

Z--?d 

para cada ae5G. Entonces 

Observación: 
Demostración. 

Si 6>0 

ooe6G si G no es acoLada. 
El caso interesante es si f' no 
es arbitrario y fijo, se de.fine 

es consLante. 

H
6 

= izeG: !f'Cz) 1 > M + 6} = Gniz: J.fCz) 1 > M + 6~ 
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Capl tul o II I 

Teoremas de Phragmen -- Lindel of. 

En primer lugar Sü analizará t>l principio del tnáxlmo con d.,. 
talle porque los teoremas do Phragmen - Lindelor lo generali·.z;;.n:-

1. Teorema. ( Principio del máximo. versión clásica). 

Sea f': G-.<C analitica. Ges tJna región y si w
0

<= Ge,·; \.al que 

para cada ZEG. 

Entonces f es const..anLe. 

Demostración. Hay al menos do'° pruebas interesantes de osLe Leo-
ma. 
0) Sean O=fC G) y a~rc w .{. Claramente 0<EO. 

Como Jal2!:I< 1 para todo t;EO et t-:'iS ru::"CS3~ri~rr.=cn-.lu ull puuLo fr-on-
~era de O, esto es, 0<E6ílí\(J. 

Esta observación se obtiene de que si °' es un punto inte­
rior de O, existe p>O tal que 8 CO<)cO y entonces existe 

zeB e cú cO tal que 
p 

p 

1°1< lz 1 
1 ;@./ 
' . 
: ·"éf 
)( 

\ 
', .o. 

En particular Oíl60 no es vacio y O no es abierto. Por el 
teorema de la función abierta Cque dice que cada función analili 
ca no constanle es abierla) se liene que f es consta1)te. -

(i.i) De otro modo, si r>O es tal que B CwcG 
r como 

2n 

f(w) _1_Jf(z) dz 
1 

Jrcw + re'"')cte 
z z-w "'2ñ 

r o 

Cdonde y es el circulo de radio r y centro w). 
Se tiene que 

!fCW) 1 ~ 
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Como óü ~ {z ~ :x+iyá: y=:: ~ ~· Si :zeMl 

f(z) = expCez) = expCe":!:ur/:z) expCo"e:!:Ln/2 ) = exp(:!:iex) 

que liana módulo uno. Esto es, lirn ¡rcc.1) 1 = 1 para cada z,¡¡¡O\l. 
(:.\--•= 

Pero en el 0je real. si 

f(x) y 11 m re :<'.l 
X--+Cú 

Est.o as, f no es acolada en O. 

La idea de <:>xt.c.ndor el principio del n!áximo suponic-ndo ros­
lricciones al c1·ocimi<onto para puntos cercanos a oo es, baslan­
t.e natural. 

Phragmén y Lindelof dos;;.rrollan un mélodo en 1908 qua genr,­
raliza el principio del máximo a ciertas regiones y a funciones 
holomorfas en ellas con condiciones do crecimient.o 0n Ja fror)Lu­
ra, que inclliye al punlo oo. Suponen restricciones al crecimienLo 
de una función cerca de sus puntos fron'Ler;a~ y la conclusión, co­
mo para el principio del máximo, es qut,. la función es acolada en 
leda la región. 

Se trata en realid<id de un mélodo porque, aunque es un teo­
rema, de él se desprender1 mul li tud de teoremas de Phragm..,.n-Linde 
l of aunque en realidad son coral ar .i os del teorema pr i t'.Ci pal. -

Inluit.ivamente se pueden ent.endc.-r cada uno de dichos teore­
mas como una combinación del pr i nci pi o del rná:---1 mo y el teorema 
de la función abierla de Riemann que prueba la equivalencia con­
forme enlre cualesquiera dos regiones propias del plano complejo. 

En 1980 Fuchs qeneraliza aún m~s A"l tP()r~'11 ?-. ?o. r:'..!~lq' ... !ic:- =~!:::: 

conjunto abierto y conexo de ((: y prueba una cor.jelura de New-·~ 
man. Con e.st..o clasifl<:a de manera completa y precisa el creci --­
miento de las funciones anal1licas. De esle teorema se ocupa el 
cap1lulo 4. 

6. Teorema de Phr agm&n -Li nd,_ü of Cor i gi n;,l) . 

s,._,an G un.'.l. región C si mpl >)rnenLe conexa) y fEJJ€C G). 
Si exi slen: 

C i) .p: G-+((:'-iO ~ acolada y anal i ti ca C t.i ene sent.i do que sea aco- -
lada pues no es entera). 
CLi) H>O l'ijo. 

CiiL) A,B subconjuntos de aG. Incluyendo en aG al punto oo Csi G 
no es acolada). 

Tales que: 
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Y se probará que H6 es un conjunto vacio. 
Obse1- vaci ones: 

Ci) H6 es abi erLo. 
( ,() Si a "'"' un punto r ror)t.er.:i de G enlences en una vecindad 

! f 1 tos ment:w q 1 lt-'!' ~:í ·t' ó. puc~ 

lim lfCz) 1 :::; M. 
z-.a 

Eslo es, 3r>O lal que· VzEB Ca)riG, 
r 

¡rcz) l<M+6. 

C iil) Si a es un punlo fronler a de H
6

, el ar amen le no es un 

punlo fronlera de G (pues se lendrla que 

lim ¡rcz)¡ 2: M+6 y fTiñ ¡rcz)I::; M, 

lo cual seria una conlradicc16n). 

Eslo prueba que cada punlo en 

G; y enlences H
6

cG. 

es un punlo inlerior de 

(iv) La observ.:!.ci6n C-.ü) os cit:rla aún si G no es acot.ada y 
para a=ooec'JG C l. o. 0C>,28H t. 
En parlicular se acaba de garanlizar que H

6 
es acolado y que, 

en consecuencia, Hd es compaclo. 

Aplicando el principio del máximo 3.Z a H
6

, en Hd f es, 

en módulo, menor que H~·6. 

Por la definición de H
6

, H
6 

es necesariamenle vacio. 

6. Coment.arios. En cualquiera de sus versiones el principio del 
má.ximo pide que la región sea acotada o bien una condición sobre 
el comportamiento de la función en el punto al infinilo. Si J)O 

se tiene una condición de este lipo, el principio no es válido. 

Ejemplo. 
Sean: {z=x+iyeO:: ye<- T'T) ~ la banda no 

acotada 

¡ 
.11"/.z. -- ----- -----------------!----------- ------- --- --
1 

.o. 
1 ----- ----- -- -- -- --..,------ _..,_ --- - ---- - - - - - -
!-1Yt 
1 
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por lo cual 

J fC zJ 1 S 
1 V>(:.!) 1 'l 

-~~X { ~-':JfS _''} Kn 

if><::z)I'' 

Como esla des1~~u~ld~d ~·-; va111J~ 

lender a ce1·0 su obliune ··]lJ~. ~1 

p.:ir·a 
ZEG, 

c~da ry>O si se t1ace 
if(z) i ~ M. 

Los teoreni~1s de· Phr .:OHJlllt~11--L1 ndel of que se· menc1on.;)_() ahor.:.t 
son corolarios del .:-ir1l ~---r i or y :-;on los que.~ usudl menLE:- se denOllll -
n.an t'::-ore1n..:t de~ Phr·3rJméri-L1n,ii:_·lC..)f ( Bü.::·;s, Conway, f.-'udj n, Ti lc.:h-­
m.;,,r sh, Mar sden ). 

7. Teorema. Sed.n 

I // 
I 

,1 _...-~----- -·· 

,' ---- __ / ..• --

\\~~~/..-'..-~ 

(,) 

\ -
\ 

' \/ 

Si f 

1-..?Xl.Stc:> 

es 

M>O 

para cada WEdG' 

d.na11lica en G y 

tal que 

ITiñ 1 fC z) 1 s 
Z---tW 

~ 00} 

(1.1.) ex.isten P y b<a. Ld.le::; q11~ 

L.icamente en I~ /. 

EnLorices ¡rcz) ¡ S M en G. 

M 

Oémoslración. Sear1 cECb,c.J y \t)(z) 
en <C y eri parlicular· eri G. 

11 

·· .. .._ 

e 
e definida 

Como para cada zEG 
11 

largzJ<2C<, se observa lo siguienlt- p~ 

, .. 
ra z == re 

C ,) ReCzc) ~ 1 

C l i) Como c<et 
que 1e1 :Err/2a. 

e l L l ) Por ( i ) y 

ccosCc8) y pdra cada zEG, 
existe (J>O fijo lal que 

Ci,), p es acolada en G 

j '{I( z) j = <:XpC -re cose e) 
coscB~(J>O siempre 

i'f'CzJ 1 exp( -1- ccoscB) :Eexp( -¡ir e) :S1 

C w) Si 7)>0, asinlól1camenle Cpor hipólesi:-.) y por (,ce) 
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Ca) éJG = AUB 
Cb) para toda aeA ITm 1f(z)1 :S M 

z-... a 
Ce) para t.odo beB y C.-=td;->. ~1> o ll.mlfCz) j j<p(z) ¡17 :S M 

z--.b 
entcnce:-s 1 f( Z) 1 :::; H en G. 

No sólo por su contenido este teorema evoca el principio 
del máximo, sino ql1e para su prueba se utilizará. 

Demostración. Sea K una cota para <p (eslo es, j<p(z) 1 :S K si 
zeG). Se considera una rama anal1lica Ccualquiera) de tog'{)Cz) 
en G Cque existe pues p: ~.._._.C,{0}) para const.ruir la función 
g: G---+C'{º ~ definida como 

g C z) '" <'>xpC r¡togl"( z)) ~ .pez) r¡ .,., 

donde l') es un real posilivo arbitrario y fijo. 

Se utiliza 
anal 1 t.i ca en G: 

g
17 

para construir otra función auxiliar 

que se define como: 

f(z)gy¡Cz) 
FCz) = f(z)g Cz)K-n = 

17 Kn 
Fes en módulo menor que f pues jpCz)j :S K, y entonces 

l<p(~) 1 $ 1 

Obser vaci enes. 

Cl) Si aEA 
z-.a Z-ta 

Cli) Si beB 

l!m IFC:z) ! "' ITrñ jfC:;:) l l"'xp(r¡fcgtp(:z) jK-17 '-' 
:z~b :z-.b 

= lim jfC:z)j(jtp(~)l)n ~ MK-.,., 
:z__,.b 

Asi , si wetlG 

Z-+W 

que se llamará M. 
o 

Ahora se tienen las hipótesis del principio del máximo 3.4, 
que se aplica para obtener que jPCz)! :S M

0 
en G, o bien 

jfCz) j jtp(z) ¡»< M 
Kn - o 
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1 f(z) 11 q>(z) j '1::; PexpC 1z1 b) [expC -(1r e) f 1= 

=PexpC r- b - nf?r e) 

Pero el lado derecho es una función de r 
cero si r tiende a infinito, esto es, que si 

8 = {ro~ 

qut'> tiende a 
A=OG'-{ro~ 

y ~ es como se ha defJnido, si se aplica 3 6 ~e obtiene que 

jfCz) ¡ S M en G. 

8. Relaciones con el cap1lulo l. 

Como se ha lratado de hacer ver, las condiciones para el 
crecimienlo de la función son delJcadas. Por ejemplo, si G es 
como en 3.7 y 

entonces 

jfCzJ 1 = expC ¡zj~cosa8). 

Si 

Por lo lanlo 

1 re(,,\) 1 = elq)( 1w1 "'e os+ ) 

Pero f no es acolada en G. 

o 
e 

De aqui la necesidad de pedir que, en cierto modo, el orden 
de f sea estrictamenle menor qua a. Aclarando esLe ·~ierto 
modou : 

Si se conoce f enl.€-r2, d1:? ordon p> O ba~la con si der ar re­
gi ones donde a> máx{l/2,p} para que la condición (,,) de 3. 7 se 
cumpla. 

En es Le c.j empl o p=ci. y por eso no es posible tu.l I ar b C d.:> 
3.7, nuevamente). 

Esto relaciona al orden de la función con la región qu<: se 
puede considerar para aplicar el teorema anterior. 

Olro teorema que relac.tona al orden y al lipo de urw función 
con su posible región es el siguiente: 

9. Tcorcm.21.. ~d G como eri 3. 7, esto es. 

Si se cumple: 

C L) Par a cada ü'EOG'.~ ro} 

lim jfCz) 1 :!> M 
z___,,,W 
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donde M>O y es indepe11diente de w. 

(") Para cada 6>0 existe P~PC6))0 tal que 

¡ f( z) 1 ;S P expC 6 ! z I "') asi nt6ti e amen Le en 1 z I · 

Enlences l f( z) ! :: ).! ••n G. 

Demostración. 

Para cada z=xclR 
menor que e C0<6;Sc) 
(por hi pót..esi s) 

en el eje real positivo 
exist..e P>O lal que, si 

x>O y cada 6 
x es grande 

Por lo tant..o 

IFCX) 1 ;S P exp(C6 - c)x"') 

11 m 1 F'C x) 1 = O 
X->CO 

Sea M
1 
= sup{ 1 F'C X) 1 : xe!R+ ~ 

Mes finit..o por C1). 

... (1) 

Sea M
2 

el máximo entre M y H
1

, y considérense H+ y H 

las dos subregiones de G determinadas por el eje real, esto es: 

H.,. ={zEG: argz e CO, tr/2c0 r 
H_=~zEG: argz e C-n./20<,0)} 

Y por las consideraciones previas, para cada punto ~rentera 

u:,e(}H u DH 
+ 

lim ¡rcz) ¡ s M
2 z-.w 

Se aplica 3.7 y se obtiene que IPCz)I ;S M
2 

en G. 

A continuación se probará que M
2
= M. 

Si tV" M,>M como se tiene Ci), ex.iste x
0

6R tal que 

M
2 

• Adem.á.s, x
0 

>O pues 

lim ¡rcxJ ! 
x-.O 

l1 m 1 F'C x) 1 ;S M< M
1 

, por que OebG. 
x-o 

Aplicando el principio del máximo, como x eG
0 

es un punto 

interior de 
Por lo tanto 

G se obtiene que 
¡rcz) ¡sM en G, 

F' es constante y por esto M=M
1

• 

esto es, 

sa Vc>O y M 
¡rcz)¡ ;S MexpCc Rez~) 

es independiente de e 
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lfCz)J S M en G. que es lo que se queria probar. 

10. Observación. Nuevamente si G es 

G = {z: z""O y JargzJ < 2 : }; 

fCz) 

Enlences 1 f( z) 1 expC J:;, J"'coscx€1) = expCr"'cos"e) 

Nuevamente, en oG 

1fCz)1 eº= 1 

pero en cualquier olro rayo dentro de G f no es acolada, lo 
que muestra que la condición Cü) era necesaria en el teorema 
3.9. 
Se analizarán más l<•oremas de Phragmén-LindeHlf. 

sea !'€llCCG) y supóngase qu<~ existen A>O finito y c.E(ó,1) ta­
les que 

jfCz) j < exp{A exp ¡cxxj} para cada z = X + i.y en G 

jfCz) j s 1 en bG 
la conclusión ~e que f e;::; .':1.cotada iE;tn "'· 

1a. Observación. Si en 3.11 se hace 
analizado en 3.5, donde 3.11 no es 

" = 1 se obtiene el ejemplo 
válido. 

Demostración Cde 3.11). 

Sea ¡9eC ex, D 

Y para cada c>O sea 

Si zeG, z = x + ly 

h Cz) 
" 

Re~e11 "' + e -p,,} = (efJ" + e -px)cos¡9y 2: óce"" + e -¡1x) donde 

ó = cose ~n ) / o 

asi, jh,,Cz) 1 S exp~- cóCe{l>< + e -11x)} < 1 

y Jrh,,Cz) ¡ s 1, en <JG. 

Además 

Para cada c>O fija, y z = x +i.y 
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llm ¡rcx:>h Cx) 1 
x-... .:tro 

6 
O por 1 o cual 

x.s:R 

exp{Ae\x\_ c6Ce'" + e-px) < asinl6licamenle ... (1) 

-tJ¡o.i-'.t)f " o 1T l"lo+.c;[ 
------- -------¡---------

1 -------
-1'1 - ~]!:. 

o 'L 

\ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

M -~:ir. 
o 2 

Haciendo e tender a cero se llene que ¡rcz)\ 5 1 VzeG 

Como se puede observar, es le leor ema C que E»<pone Rudi n( 1 O p 
posee esencialmenle las mismas hipólesis necesarias para el teo­
rema principal: 

Ges una región simplemenle conexa, '!): G-..<f>,{O~ 

<p(z) = exp{- AexpCaz) ~ es analilica y acolada. 

AuB con A = ~ x:ti7: B = {ro} 

En A ¡rcz) ¡ 5 1 

y en B, lim ¡rcz) ¡ ¡exp{- AexpCaz) { 1 5 1. 
z_...oo 

13. Rudin llama lambién a ésle, Teorema de Phragmen-Lindelof 

Sean {x + iy E 'l:: a<x<b} 

a 1 

feb1!'1'.ro y cont.inua en fi; !fCz) l<B Vzál 



Si Mx = sup{ 1 :fC x
0 

+ iy) 1: ye!R ~ es el supremo del m6dul o de 
o 

r en la recl~ X=X ~ntonCPS 
o 

para cada a<x<b. 

De aqu1 St:!' concluye qtJc 

t.oma su máximo en la fronlrn·a de O. 

[Ya que M $ M' b-x>/1b-a > 
X 

:;; 1náx{Ha ,l\ }<b-x+ x-a>/<b-c.>= máx~M0 , l·\, ~) 

Y 1 a prueba de es le ps.,udo-pr i nci pi o d"'l máximo es como sigue: 

Ces análogo al corolario del principio del máximo: 

s~p{ j:fCz) 1 ~ = sup{ jfCz) 1 ~ ) 
zeB zeaB 

Caso 1. Si M" =J.\ =1. Sea ..:>O y 

sea h (z) = 
& 

1 
1 +eCz-a) 

como Re{l+cCz-a) ~=1 + cCx-a) ~ 1 

h : 0-.<C 
& 

si ze80. 

Como jl + cCz-a)j ~ cjyj; Vze!i 

Considerando el rect.ángulo R con vért.ices a±i~ ; b±l~ 

como en el exterior de 

R, zeO. Si e tiende a cero jfCz) ¡::; 1 VzeO. 

Caso 2. Sea gCz) = M<b-:z>/<b-a.> ¡.¡<:z-a.>/<b-a.> 
" b 

Donde se de:fine M""' como expC<.dógM) si M~O. Entonces g es 
ent.era, nunca es cero y 

lg~z) I= IM<b-z>~<b-o.> ¡.¡<:z-C1>/<b-"> '::; 
o. b 

1 
por lo que 

es una función acot.ada. 

Como 1 gC a + iy) 1 = M" y jgCb+iy)j=Mb 

Pues jgCa + iy) 1 = I M< b-<a+i.y»/<b-n> Me o.+i.y-ru/<b-a> I == 
o. b 

M 
"' 
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y para el olro caso es análogo. 

Por eslo es como en el caso 1 y ¡~f-1~1 eslo es, 
g 

5. Boas expone el si<Jui ont.e t.eorema: 

Sea f ,,nal 1 t.ica nn el serniplano x>O; continua en x?:O; 
supongamos que !fCiy) l::iH (condiciones en la front.era finila) y 

¡ .. 
(condiciones en +ro) donde 

,1<1; z = re y la condición de crecimiento es uniforme en e 
para una sucesión rn de reales tales que 

limr=oo. 
n n-.oo 

Entonces ¡rcz)ISM en t.odo el serniplano. 
La prueba es lot.almenle análoga: p(z) es 

cola del teorema principal, es m.'>xiM,Ksuple~zl 

¡,,e z) 1 = 
1 1 ITiñ 1 f(z) 1 

r;rT y 
(lr pr e r-.oo e 

G={z: Rez>O ~-
jz j=r 

Sea 

y la M, 

K < OO. 

Se considera FcCz) = f(z) expC-czr). Con c>O fija; yeC(i,1) y 

t.an 

asi, 

¡.,. 
z = r e 

n n 

Si r es suficientemente grande, el lado d"'recho se hace 

pequeí'ío como se quiera, pues y>(i por lo que 

1FCz,.?1 5 M si ¡e¡ 5 1 
z41 

jFCz) 1 $ M en la región semi circular &.,§ (0). 
r 
n 

Como r,., es arbit.rariament.e grande, !FCz)¡ ~ M VzeG. 

(i.l) Concluyendo: lfCz) 1 ~ MexpCcr 1 ) y como se ha hecho hasta 
ahora, si e tiende a cero se concluye: jfCz) 1 5 M en G. Ü 
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Capilulo IV 

Un leorem.a de Fucns y una conjet.ura de Newman: 

Generali z.1ción de Phragmen-Li ndel of. 

1. Observaciones gent:1~ al es. 

Ca) En esle capl t.ulo se lrabaja co" conjuntos abierlos conexos 
no acotados D tales que: 

i.) ro eslA en su fronLer-a, es Lo es, D es no .3.cot..ado y si Uc:::.Nro 
U~O y U(l!)c .-:0. 

u) D liene al menos un punto frontera f'inilo~ eslo e.os. Oox!íl: . 

Cb) Cada V8Z que se lrabaje con 
ci ón más gene1· al: si 1': D--... <r: y 

..AIC r) será C(:>mo en su defi ni -
r>O se definG 

.h!Cr) = m.á.x 1f(z)1 
izl~r 
ZED 

.A\Cr) = O si D nD = 0 
r 

y cabe observar que eíl general ílo es ci er lo que .A\C r) sea el 
máximo sobre {izi=r}<ID porque no se leíldráíl funciones enleras, 
en general. 

(c) Por úllimo, para fuílciones de variable compleja se define 
su limite superior C abusando con 1 a notaci 6n): 

lim f(z) = Um (sup ¡rcz)i) 
z-.( e-+o j z -( 1 <e 

o bien 

lim f"Cz) = lim (sup ¡rcz) 1) eslo es. 
z--too r -•ro 1 z 1 ~r 

lim fCz) =fTrn ¡rcz) j 
Z-->( Z-->( 

El objetivo de este capilulo es analizar el siguieílt.e teo­
rema, que en cierlo sent.ido result.a ser un t.eorema de Phragmen­
Lindelof, y que fue probado por W. H. Fuchs en 1980 Cy publica-· 
en 1 981 ) . [ 5 ] 

2. Teorema.CFuchs) Sea D como en 4.1. Si f es holomor:fa en D 
y exist.e K>O t.al que, para cada punt.o frontera (c8D finit.o 
C(""oo) 

lim ¡rcz) ¡ :: K 
Z-+( 
zeD 
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enlonces sucede una y sólo una de las sigulentes posibilidades: 

Ca) ¡re z) 1 ~ K para cada z en D. 
(b) f tiene un polo en OO. 

CLo que en par t.J. e ul ar i nLii 1... .d. quii: fe-~U) ccr. U~Nm'.l. 

e c) 

r--+ro 
Cy, en par'ticular, ,-;;-sta úl t.imo limile exisle). 

3. Corolario. CConj,>lura de D. J. Hewman). 

Bajo las mismas hipóLo,>is dol Looroma anlorior (4. 2) si ade 
más 

lirn .h\Cr) = O 
r r-... co 

enlences necesariamente sucede Ca). Eslo es, ¡rcz) j ~ K para t!? 
da z en D. 

Nola. Por conveniencia en lo sucesivo se hará K = 1. No re 
presenla pérdida de generalidad y si simplificará !a notación. 

4. Observaciones. 

C•) Se verá que pedir regiones distinlas a ~ en 4.2 es preci­
samente lo inleresanle del teorema. 

Si D = ~ en 4.2 se eslará en el caso de las funciones en­
leras. En eslas condiciones el leorema es inmedialo del capitulo 
I. Dada f<=.</{'(~) hay tres posibilidades: 

Ca') f 
Cb-) f 
Ce') f 

es conslant..e-. 
es poli nonii o. 
es trascendente. 

que corresponden exaclarnenle a los incisos Ca) ,(b), y (c) de 
4. 3. 

Se recordará que f(z) tiene un polo (singularidad esencial) 
en oo si y sólo si la composición f(1/z) tiene un polo Csing~ 
larldcu.1 8s0nci:.i.l) e~ c~ro (r'?'S:f)~r:t,i v;t.menle). 

(a') claramenle corresponde a Ca) por ~1 teorema do 
Liouville. m 

Cb') le corresponde a (b) porque si f(z)= IJa. z" enlences 
n=O" 

r(+) 1 
m E 

00 

z n=o 

que llene un polo en cero. 

Ce') corresponde a Cc) por la proposic.ión 1. 5 

Olra forma de decirlo seria; 
Ca'') f tiene singularidad removible en oo. 
Cb'') f liene polo en infinilo. 
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Ce'') f tiene singularidad esencial en oo. 

Y resla sólo jLisl..ific;,r t?sta úllima. Pero si f es lrasce!J 
denle y oo 

f(z) = [ a z" 
n:=Q n 

es su desarrollo 2n ser·iv '-1.::: Tuyl~:ir, e:;..:J.sl.~ una succsiór'l 
(n,,)KE!N de naturales lale'.> que ª,., "º 

Enlences 
f(-1 __ ) 

:z 

" w a 
E~ 

" n=o z 

que el ar amen l. e I' r?.present.:t una singularidad esencial e!l cero. 

Cüi) Los incisos e a). e b) y c c) son mutuamenloe GXCl uyenles. 
(1) Si pasa Ca) no puede cumplirse Cb) ni Ce): 

Si f es acolada en D, enlence:¡; .A\Cr) es acolada y por 
ello 

Por olra parle, si f es holomo1-fa en alguna vecindad U 
de oo, f(l/z) es acolada en l/U y por 0:.lo no h:•y polo en cero; 
eslo es, f(z) no liene polo en oo. 

(2) Si Cb) se verifica, entonces Ca) no es cierla: 

Supongamos que fCz) t,iene un polo en oo. Se observa que 

fC-1-) = _1_ gCz) 
2. m z 

en alguna vecindad de cero, para algún me!N y donde g es ana-
11 tica en cero Cy gCO) no es cero). Eslo implica que fCl/z) no 
puede ser acolada en ninguna vecindad de cero y, consecuenlemen­
le, f(z) no es acolada en D. 

C3) Qu"' pase Ce) excluye la condición (a): 

Casi poi- último, si 
ln .AKr) 

11 m ---¡¡::;¡.-- = oo er1 par Lic. ul ar 
r--.oo 

lim .AKr) = oo y f no es acolada. 
r-+OO 

(4) Por lodo lo anl..erior sólo resta probar que Cb) yCc) so1~, en 
efecto, mutuamente excluyentes. 

Supongamos que f tiene polo en oo y que 
ln.A\C r) 

lim ~-r-
r-+oo 

00 

Por Ce), si M>O es arbitrario, asintól..icamente en r 

.h\Cr)>r 14 ... C1) 



e pues fri.!!C r)) MlnCr).) 

Por C b), como liay polo, en parli cul ar r es anal 1 li ca on 
alguna vecindad de oo y E>:<i sle R> O lal qu•:> en el ani 11 o 
O< jzj<R exisle KEIN lal que 

1 1 
r( ---Z- )=·--;, 

(l) 

J:?.n ::: n 
r;~Q 

y .:i
0 
~u Lde lo conlr.:::irio, K seria. menr-1r). 

donde 

7 

(l) 

gCz) E a z" 
n 

n=O 

es analilica en el disco D 
R 

Enlences si jzJ>-~; 
en 

J( 
íCz) =z E 

n::::o 

Ahora bien, se calculará .A\Cr). 

a 

n z 

Sin pérdida de generalidad se supondrá que 1 
r > ""!'? 

Enlences .A\Cr) = máx jíCw) j = máx 'máx jfCw) ¡. máx jf'Cw) ¡} 
jwj5r 05jc.ij5l/R l/R< Jwj5r 
WED ux=D weD 

Pero max ~jfCw)j} 
05Jwj5l/R 

a?::O es un real !'ijo y conslant.e. 

1 
ysi jwJe(""f'r•r] 

oo a 
jfCw) 1 1 w"r; _':}__ ,., 

n:.:O W 

Y en esle caso 

1 
K 00 an 1 

máx jf'Cw) j = máx '" l: -- 5 
i/R< ¡wj.:Sr 1/R< jwj:=;r n=O wn 

rl< máx 1 
1/R < j w j Sr 

00 

j = r" máx 1 
1/r:$ J z 1 <R 

c:o a 
E--n-

n 
n=o w 

:$ rl<máx j E a zn ¡ = r" máx jgCz)j < c:o 
1 Z 1 ( R n=O n 1 Z 1 ( R 

Y es conslanle; sea (3-m~xjgCz)¡ 
jz j<R 

.A!Cr) $ máx i"'• !>r"} = !>r" si r es grande ... C2) 

Pero de C1) y (2) se t.iene la conlradicci6n: 

ru<.MCr) $ (3r" para t.oda M>O Casinl6t.icamenle). 
Bast.a elegir M>K para llegar a una cont.radicci6n y probar lo 
que se quiere. 

Relación con los teoremas de Phragmén-Lindelo!'. 

5. Claramente el caso Ca) cubre lodos los casos ref'erent.es al ca ·-
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pi tul o anl.-eriot'. 
Este teorema. es. muy fuerle enlre olras cos.3.s porque no ·::e 

pi de a.bsol ula.menLe nada acr.'"·r-ca dt:-- que D sea si mpl emenle con(-?XO. 

o un seclor-, o tJna banda como en los teorem~s usuales de 
Phragmén-Li1'delof. i-li siquier:> que para cada Zr'i'::'c.:{uc.} e:<lsl¿. 
una vecindad U de ... ~. t.'~ .::..¡:__.c...;; Ur\!..) s;._,a s.implttmen.tc- c(in·-.?->:...:i, 

E~t.c: 1lt-!'Üllltdwlent,o di.:.~ hipól0sis, por otra p:irlt? in.troduc .. :: 
mAs casos poslble~ Cb) t) Ce) pero clas1fic;:'. absolul.a.münle ol 
comporlamie1'lo de cualquier funclOn. El corolario si encaja per­
feclamenle como un Leorem::. <J,, Phr- agmén-l-i ndel óf gnneral iza do. 

Ejemplos. L.as ~igtJienl~s regiones si eran facLibles según 
los leoreJnas del capitulo anl~rloi·: 

Si a, /f.o.[0.211); x,yEIR 

{z.,q;: a< argz< f?} 

o incluso 

~/// / / / ,¿;//// 
~///17/ 
---- ' I 

~ze<C: x< I mz< y} 

/ 
/ 

Pero en este teorema son válidas 
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o cualquier región irnaginable 

6. Demostración de· 4. 3. 
El corolario, que es una 

cho originó el trabajo de 
r t-II\d, µu es s..1.. 

conjetura de D.J. Newman y que de he­
W. H. J. Fuchs, es inmediato del Leo-

l lm 
,;<,( r) o (1) 

f'"--tCO 

no suceden Cb) ni Ce): 

Demostración. 
Como se tiene Cl), exisLe una sucesión de reales CRn)ne!N 

no acotada (llm Rn= oo) y Lal que 
n-Hú 

n--toOJ 

As1, si c>O, y n~N=N(c) 

o bien ln.MC R )(lnc + lnR 
n n 

ln.MCRn) < lnc 
+ 1 tnR ___ 

~ 
n ... 

Esto rrm lo.A\( Rn) 
s es, que --cñ'R-- lo cual excluye Ce) pues 

n-•oo n 

en caso de exi st.i r el 11mi te 

lo.A\( r) 
lim ---znr:---- , serla menor que 1. 

r-+ro 

Por otra part.:., si f Liene polo en '" existe R>O tal 
que si lzl~R entonces 

f'C z) = zgC z) 
donde f(z) y g(z) son anal1ticas en {!z!~R~ 

Sin perder generalidad se supone que r>R. Entonces 

r.~x jfCz) 1 = u~ C,fljo. S.. Lon~ 
¡z¡sn 
zeD 

Si además se prueba que 

máx ¡gcz)I = máx ¡gcz)I 
ns¡z¡sr lzi=r 

se habrá terminado, porque en este caso 

máx lf'Cz)I = máx ¡zg(z)I 
RS!z!Sr RSiz!Sr 

r máx ¡gcz)I ~r máxlgCz)I =rr 
¡z¡~r lzl=n 

donde r>O y es fijo, pues R lo es, y as1 
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por lo que 

cuenta, a (1). 

.A!C r) 
r 

r----tm 

-· . .X!_ ;::- r > o ,. 

o 

asi ntóti r...:.a.111.:::-nt.e, 

Para probar C3) SE• utili::<>.rá la primera hipótesis de.l 
teorema: 

r1;;; 1f(z)1 ::; 1 par;, c;i.da c.><a<ID, '~ firii t.o. 
:.>--o,(¡) 

máx jf(zJ 1 > mflX jfCz) 1 e~:;.to es. que en ~ j1J..1J::::a}, 
a~¡z¡~n ¡z/=P 

1 w º i ~ u : 1 re"'<>) i > 1 re z:; 1 "' ¡ ,, 1 ~ o 
Como aD~ ~ nsi:... ..... q'Jit•rl~ d·-,l.:ir qu0 en 'DítD , !f 1 t.cma su 

valor máximo er/:·Jn punlo int•~ru,r de "'"''·u ,- .. g!<~f.'. ;;colada. lo 
cual cord ... r-adice al priricJpio del m5.x1mo y prur:ha que rie-ces~;1.ri~ -
merilo pasa (3) (~::;JrJLr"',).tjr:-":.mcnL-t?). 

\ )\(3 
::-'(d \ 

¿. .. ¡ / <ti"í 
/ / 

7.Demcst.ración de-1 leor-.:-ma d0 F'uchs C<\.8). 

\ 
1 
1 
1 
1 

1 

Se ver-á. que si Ce) 1·.:;s f zd. sci crrt.~.lJ .,..: . ..:..:: ~1~<'.:esar· i 0:-1.mt:"?!'Yl.e se t..i en en 
Ca) ó Cb). 

Ce) es ral=o &quivnle a quo 

ln ,/,(( r) 
11m ---z.::;-r--- < p < oo 

pues el 11 mi te· 

existe. 

r~·ro 

j 
Cn .l.ti'.r·) 

l . m ··--z;:;-¡.·-·--­
r ._ ... "c:r 

y es p, riniLo, o bien no 

sup ¡Hz) 1 
zcl) 

µ :f ro. 

Se llamará S al conjunLo d~ Lodos los r~alos AE(.1,µ) ta­
l es que en la curv;;. do nivel {zE1D: ¡ :fC z) 1 = A~ hay un cero de f' 
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$ = {Ad 1 , µ) : 3 w con 1 f"C w) j A tal qt:e f •e w) =O t 
7.1 Observaciones. 

Ci) Como inf ¡rcz) 1 :o 1 
zeD 

sup j f(z) J 

ZED 

y el conjunto jfCD)j = ~ lfCz)I: zE!)~dR 
nes cont..inuas del conexo _D. !fCD)I es 
es un int..ervalo. CDonde ~ = ~u{oo}). 

es imagen bajo funcio­
conexo en ~. es~o es. 

Por lodo es lo, par a cada AEC 1 , ¡1) 

c_.. {zED: jfCz) j =A} no"'" vacio. 

CU.) Como f' tiene a lo más una cantidad numerable deo ceros ... 9>' 
es a lo más numerable. 

Por lodo lo ant,erior Cl ,µ) - ::r"' O. 
Si At-Cl, µ)'-..3'" enlonces c A= {zED: 

curva C "de nivel"). Es simple y es cerrada 
AECl ,µ)'.3" y fija. 

1 f'C z) j = A } es una 
o no acolada. Sea 

7.2 Se define el siguienle conjunto: 

7.3 Observaciones sobre ID. 
A 

(i) fD ;< 0 porque A<µ. 
A 

Ci•) ID,.. es abierLo pues ID ... = Drilfl-1(CA,oo)), eslo es, es inter-

sección de abiertos. 

e LiO Cada componente conexa de ID 
A 

es no acolada por el princi-

pio del máximo. C Pues en a!DA; jfCz)I =A y si fuese acolada 
se aplicarla el principio del n~Y~mo para llegar a una contra 
dicción). 

Hay dos casos a con~ldc~~r: 

7.4 Caso 1. Si existe una curva de nivel no acolada. 
En est..e caso, se probará que Ca) se verifica. 
Se elige un punto b en la curva de nivel no 
a la minima distancia del origen. Se- llamará 

b parle a la curva. 

acolada que 
e a una de 

Si R> jbl seQ CR la pa~ 
te de C que está enlre 
b y el primer punto de 
intersección de C con 

Sea w 
a la regi6nR 

Cz) 
V 

R 

la medida armónica de 
D '.C 

R R 

jz j =" R. 

con respecto 



Si i>RCz) es la medida armónica d.-. { !20 ¡ = R ~ con respecLo a 

por el teorema de C~ir· l em.1.il - l-i:i 11 OU).: (que ~0 pl..lédt~ COiiSUl laf' ül) 

[ 1 3 J . p306) . 
para cada ... co 

dondr:"? K = KCz) es un 

real fijo (para cada z). 

Ahora bi efl, si se def in·~ 

uCz) = lcgifCz) 1 - [ log.A\CR) JwRCz) - l'.og A •.. (2) 

se Li ene que: 

C l) uC z) es ar mónl ca en D rlD cV 
R A R 

Pues como zElD , fC z) >"- O; logre z) li ene alguna rama anal i 
L1ca, y logifCz) 1 Aes la parte real de una f'unci6n analitica, y 
por lo lanlo, es armónica. 

log A y lDg .AKR) son conslanles y la mfrdida armónica es 
una !'unción ar-món1ca. 

Demoslr-ación. 

Como 

basta analizar- cada caso: 

Si zeOD 
R 

¡z 1 = R y w (z) = 1 
R 

~s la 

medida armónica de '¡w¡ = R} con respecto a VR, (y precisa -
mente w es la solución al problema de Dirichlel generalizado 
que valeª 1 en oD

11
) en cuyo caso 

uCz) - .:U,;¡jf(z)j - loq.MCR) - (og A 

pero ¡rcz) ¡ ::; .MCR) ya que iz 1 = R 

asi, u(z) < o en "º Si zeaID ¡rcz) ¡ "' A y en 
R A 

este caso U( 7.) "' - log.AtC R) w
11 
e z) 5 o pues w es 

medida positiva. R 

CUi) Pero por Ci) y CLi.) (como vale el principio del máximo P-" -
ra u), u(z) 5 O en DRt'iDA •.• C3) 
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Si ahora se &lige zdDA fijo y se hace crecer a R hacién 
dolo lender a '"'' en una sucesión de R dR tales que 

r• 

el o que es posible ye, que 

< ple;; R 
n 

lim <'ogA((r) < 
r --·_,,w---zog-r- , p 

... C4) 

). 

Usando (1)~ C;.1), C4) y susliluyt'.!'ndo en C2) 

O ?: :og/f'Cz) j 

Haciendo tender F: a infinilo ·~l segundo término se anula: 

O ?: log ¡ f'C z) / -- log ,\ y fog/f"Cz) / ~ /og/'1 o bien / fCz) J 5 A 

lo que contradice el h~cho de quo zdD 
A 

Se ha probado que, en eft:?cto. Ca) s0 cumple. 

7. 5. Caso 2. Si tod.:is l¿s cu1·v¿>.~ de n1 vel son acolad.as. Est..o es, 
que cada componente de la curva d0 nivel {/fCz) / =A> es acota 
da. 

Observación. En qeneral, para Ul'i..:t furi.ción analllica en un.a re -
gi ón no acotada ( 7. 5) no implica que lada 1 a cur v;, de ni vel sea 
acolada. 

Por ejemplo, si re z) " ser.( z) el conjunto 

está formado por componentt;..s -HCr:'it ~(L:~~=- ( pue:.:;. ::.on punLus) pero al 
conjunto no es acolado. 

Sin embargo grar:.i2s a la hipótesis 

se verá que la 

7. 6. Afirm;:ición. 
de OO. 

;:i,firm.aciór1 

Go.jr~) lrl:.::. cona1ciones de C?.5), 

Asi, en efe~Lo, { /!Cz)/ =A! es acolado. 

fD es vecindad 
A 

La prueba original de es le hecho es muy labor i º"'" pero i nt2 
resdnl~, y ~e verá con detalle. 

7.6.1. En primor lugar se prueba que sólo ur1a canlidad finit..a de 
componentes de { /!Cz) / A~ cortan un c.tr·culo restringido a D 
(es t..o es , { / z J = r }nD) . 

Sea r>O. 
La int..ersección { /z J = r }nD 

P, l.sN disjuntos y abiert..os 
es unión de arcos de circulo 

en { J z J = r }. C Es a lo m:\s 



numerable porque s~ llene una b;1se 11urnor .. 1Llt:::). 
Si J es un subarco c0rr ado de J.l gún I e{ { ¡ z 1 =r ~nD] enlonces 

existe una vecindad U J de J cor1teni da en. D .Y lal que l ¡_\ 

función e¡( z) f(z)f(r .. /Z:) 

subarco cerrado de 1, adomás, para verificar que g es anali 
lica basla calcular las ecuaciones de Cauchy-Riemann para 

2 2 

f(~-) f(-r- z) 
z z 

siemprtl quo z ~ o. 
z 

porque f es holomorfa en D. 

En parlicular si ¡z ! ~ r un cálculo direclo prueba qu<: 

gCz) ¡rcz) ¡2 

Si hay una i r:f l ni dad d"' punlos t:n { ! f( z) 1 =r ~ se puede exlr ~ 
er una colección numerable (zn)neJN' Se probará que lodos excep-

lo un número finito 
nenle de {!fCz) 1 
que se queria. 

Como (zn) n.s!N 

de ellos es:lán conlenidos en una misma compo 
Ab lo cual prueba exact.amenLt- 4.7.G.1~ lo -

es una sucesión conlenida en el curnpact.o 

{ ¡z¡ = r. liene una subsucesión convergenle, a la que se llama-
rá Czn)ne!N C abusando con la nolaci6n ). 

Sea z = lim z . 
o .. 

fl--f>(l.) 

Como C z n) nefll os una sucesión en D, z
0 

ED o bien z €00. 
o 

Se verá que la segunda opción no es posiblEc: 

Claramt?nle \zu 1 = r 

C pues zne{!fCzl\ =A. 
y gCz~) = lim gCzn) A

2 = ¡rcz
0

) ¡2 

n-tOO 

para cada neN ). Pero en cada punlo 

rrontera we8D hay una vecindad U €N lal que en U nD 
,,, (.> 

1 re z) 1 :S 1 < A Cporque lim!fCz) ¡s1 

ZED 

por lo mismo hay algún subarco cerrado de 

-Lenece a él . 

I 
I< 

"' 

lal que z 
0 

per 

Sea U una vecindad de z 
% o 

donde g es holomorfa. 
o 
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Corno llm z = z. existe H dN lal. qu" z eU sJ n~N . 
n ú z O 

0--+00 O 

Asi, en U:r. g es holomorfa y loma una infinidad de veces 

un mismo valor CA"'-). Por el mismo razóh;:fmi r:-nl('J q•_J~ prt!!"2'b~ que 
los. et.aros dt: uni-1. lunc16n analilica son ai~.lados;, se ve que l:-J ~~s. 

necesariamente conslanto en U . 
~ 

ma.yort::s que N
0 

y t,ales que 

ZK y ZK eslár1 en d1slinlas componentes de { ¡rczli'= A}. enlro 
1 2 

ellos habría 

/ 
; 

/ 

al menos un punto w Lal que weUz, lwJ = r y W<li!{ JfCz) J = A}. 

Pero como lwl = r, gCw) = !fC<.01
2 

y 
de suceder porque g es constante en 

gC w) " A lo cual no pue­
U . Por esto, 

:t 

-i ZN ' ZN +1 
esLán en una misma componente de {lfCz) !=A} 

o o 
lo que prueba 
de { ¡rcz)J 

que sólo un número D. lo más f' l n.i lo de componen les 
A} pueden cortar {izJ =r}. 

7.5.2. DA es conectable por Lrayectorias: 

Por 7. 3 C L<i.) cada componente de DA es no acotada, por ello 

basta mostrar que para dos punLos z!, z=e!D con norma igual hay 

una trayectoria úl'I D" que los une. 

Sean entonces -
1

, z
2
.:DA tales que ¡z

1
J=Jz

2
¡=r. 

Sea e;= {izJ""r·} y Lómens:e z
1

• z
2

EC., 

Si alguno de los dos: arcos de e, determinados por z
1
y z

2 

está totalmente contenido en DA ésa es la trayectoria buscada. 

Si no es asi, se sabe por 4.7.6.1 que hay solo un número fi 
ni to de componentes de C r r'lDA . Se toma uno de los dos arcos def.I 

nidos por z,_ y z
2 

en 

Se sabe que 

C y se llama 
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e' t>tlD cI Ul U ... I 
r A 2 p 

Exist.e al 

qlJe cont.:-c L .1. a con 

ccnlenid:::. en I
1 

uI
2 

u ... IP u{f(z)'"At 

z
2 

. Corn<..:> t¡ e:::.: abierlo s.-'? p1Jede despl.:::. -

zar ligeramenLe la parle ele esLa curva l'orm.;.da por { jf'Cz) !=A~ al 
inLerior de DA para asi obtcnor una curva completament_.e cante -

nida en DA que los conecta. 

Por lo tanto IDA es un conjunLo conecLabl<> por Lrayect.orias. 

Corno también es abiert.o, os conexo y entonces es una J""egión 
como en e 4. 1) . 

7. 6. 3. Se llamará yCr) al número de componentes de: { jfCz) j=A~ 
completamente contenidas en el disco de radio r y se pr<)bará 
que y(r) permanece acolado. Al terminar la prueba de esto úlli 
mo se habrá probado que, ef'ect.ivarnenle, mA es vecindad de inf'inI 
lo. 

Sea c;::1 fijo. 
Sea DCr)=m,,.ri{c< jz¡<r r 

En t. onces 

Se aplica el teorema de Gauss a la runción armónica 

Nota. El teorema de Gauss di co que si u "'"' armónica en G, 
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J ~n u ds O 

iJG 

En rnalidad es un caso particular al Leorema de la diverge~ 
cia: 

Si G es como .:.nles y u, v.;,.-C
2
C G) iE!nlonces 

aG G 

Para v=l 
de Gauss. 

y u armónica., 'lu~\Jo':::-0 y se recupera. '~l Leorema 

Ahora bien, como fCz);<O en [iA , logfCz) en ID resuJLa 
A 

ser una función holomorfa y par ello (ogjfCz)\. su parte real, 
es armónica. 
As1 J !n "og ¡rc:.:J 1 ¡._t ¡ o 

aDCr) 

n es el vector uniLario normal a oDCr) y que apunla hacia afue­
ra de !Xr). ds es la medida dada por la longiLud de arco y de 

{J 
hecho --¡¡s- corresponde a derivar en la dirección Langencial a 

la curva. 

Observaciones: 
Ci)En{jfCz)\ A~ o bien en cada componenLe de {jfCz)i=Ar,C: 

(j 
~glfCz)\ 5 O 

pues denlro de ID 
A 

lfCz) 1 > A, y fuera de 

(,i) En Ci) la d•:sigualdad es esLricla. 
Demostración. 

Lema. Ecuaciones de Cauchy-Riemann generales. 
Sea n un vector unit.ar·io en ~ y .p ulia función anall+ .. ica en z. 

Si ~z) = uCz) + ivCz) se tiene que 

1 p'Cz) 
n 

1 D. u(z) 
Ln 

La prueba del lema es como sigue: 

Como p'Cz) existe, existe la derivada en cualquier direc -
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ci6n. En parLicular, para Ja dirección de n y para la de •n. 

Asl: 

= lim 
t,__,o 

'{>' Cz) = 11 m 
L-o 

~z+Ln) - ~z) 

Ln 

uCz+tn) - uC =) u(z+ln) - v(z) 
----L-n____ ' d 1 m -----¡:¡» 

<¡>'(z) = lim 
t.-<O 

uCz+,Ln) - u(z) 

l-•0 

~z+,Ln) - <¡>(z) 

• Ln 

= lim 
t,__,o 

-----L,_-n-- + tlim ___ u(z+t.Lrt) 
iln L--.o 

_l__r D. u - cD u ] ·-r)---l \.n ln 

Eslo es, que 

D u - D u 
n cn 

_2._i D l!TtD ,, ] 
n n n 

se acaban de probar 
so generalizado. 

las ecua.c::lones. da Ca.uchy- R.!.cm.ann p.::n·a un ca 

íl 
Aplicando esLas ecuaciones a la función 

logf(z) y a los vectores n y T donde n 
es el vecLor uniLario Langenle a la curva 

analilica en ID 
es como en (,) ~ T 

f 'Cz) 
fcZ) ~n- logjfCz) j 

. a - •-ay log j re z) 1 

que es válido salvo por un factor C -1) por que T pu,~de ser en 
o bien -in. 

Esta idenlidad se convierte en: 

á 
jf'Cz) 1 = {lar,- logjfCz) 1 i tJ iJT log 1 fC z) 11 } 1 fC z) 1 

en esle ca.so t'ue incaferenLe si 

Observaciones: 

(1) Como AeCl ,µ)'-5", jf'Cz) 1 >' O. 
C2) f no se anula en C porque A "' O. 
C3) En C, 

0 
~g¡rcz)I =o. 

porque jfCz) 1 es constante a lo largo de C. 
C4) Por (1), C2) y (3), si zEC y de la identidad anlerior, 

{J 
~gjfCz)j ~O y por (1) 
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{j 
~glfCz)¡ <O 

e ii\) Si C es una curva de { 1 fC z) J = A} enlences 

J--gr;-log 1fCz)11 d:: / :: - 2rr 

e 
Demoslrac16n. Aplicando el lem;:; CL1s ecu • .,,ciones de Cauchy-Riemann 
de (ú)) se liene que 

Asi, 

1 ~1 logif(z) i J ~ 1 :T ~rgf(z) 1 

O > f-gr;--tog 1 f( z) 11ds1 
e 

I :.¡--Zargf(z)) lds J ... (1) 

e 

Como cada componenle de {JfCz)/ A} es acolada, sea r 
suficientemente grande como para que al menos una componente 
(que se llamará C) esLé t.olalment.e conlenid<1 en D 

Sobre C, la inlegral en (1) es un múltiplo enlero de 2rr. P~ 

ro además es negat.ivo. Por lo lanlo 

I !n logifCz)J lcisl 5 J~gifCz)I JcisJ 5 - 2rr 

!Xr)n{ ¡rcz) ¡=A} e 

Más aún: utilizando la función y: (c,aD-+IN def'inida en 
4.7.6.3, se observa directamente que 

o= J~g¡r<=)lldsl = 

a!Xr) 

J~glfCz) l ldsl 
aDCr)n{ ¡nzJ 1 =A} e 

r 
e 

e 

e donde 

Asi. 

Cr =[ b!Xr)n{ Jz 1 =r} ]'-{ ¡rcz) 1 =A} 

Ce=[ üDC r) n{ 1 z 1 =c } ]'-{ 1 fC z) 1 =A} ) 

O 5 -arry(r) + J~gifCz) l!ds! + J !n toglf(z) l!dsl ... (2) 

e e 
r e 

Si r denota la dirección radial (como hasta ahora) es 
claro que 
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J~gjfCz) ldsj = J ~ Cog¡rcrei."') jde 

{re""e!DA} l8q0,2rrHn{rei"'EID ,J 

mientras que 

J-~g¡rcz) l ldsj =-J[ !r tog¡rcri. .. ) 11r=2ª 
{ce'"' elD A} {eq O, 2rr) }n{ce' '~ elD A} 

lo que es evidenle de la figura. 

ahora bien, como c es conslanle y gC8) d ... 1 ~g¡rcre ) es 

una función conlinua, el conjunlo 

{gC8)=~gjfCcei."') 1: cei."'EID A} 

es acolado. Sea K=KCc) una cola superior de esle conjunlo. 
Asi, la segunda inlegral considerada queda acolada y se lie 

ne que C2) se convierte en: 

O :S -2rryCr) + K + J~glfCre'"') ¡de 

~e: reiºeID A~ 

A ambos lados de esla desigualdad se divide enlre r y se 
integra de e a ptiR+. íljo. ~~ra obtener; 

p p 

O :S -2rrJ r~r)dr + KClogp - logc) + f-}-J~gjfCre'"') jdúdr 

e e {re' .. EIDA} ... (3) 

Y. aplicando el leorema de Fubinl 
p 2n I ~- J ~gjfCrei.") jd8dr I I 1 o 1 Í.6> -r- --j¡:--tog fCre ) jdrde ... (4) 

c .¡e:re•'"'EIDA} o {rqc,p]: re'"'eID) 
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Civ) La integral de C4) esLá acotada por tog•( ¡re~"') 1) 
C Esto es, por la función que Loma el valor máximo enLre 

loq( j!Cpe ,,.) 1) ) 
. :, y cero . 

DemosLraci ón. 
Como c2:1, para cad.1 OE{ O, 211] dada, 

J+ :r-log!fCre'"') \dr ~ J~og\fCre''") \dr 

{ r E{ e , p]: re'"' dD ,J { r E{ e • p]: re"" E!D ,.} 

y con e fija, el conjunLo {rE[c.p]:re''"ElDAt 

es~á formado por su~ir)Lervalos disjunta~ de 
Se anal izará caso por caso. Si p-?trPE{D A 

[e' p ]. 
se tiene que 

... (5) 

Cog\fCre'"')\ Loma el valor log\fCpe'"')\ en el e:<l.remo de al­
gún inLervalo, asl como loma el valor log\fCce"') J si ce""EID,.. 

En cual9_';,icr otro punto extremo. de dichos intervalos,. 
log\fCre ) 1 = logA lo que implica que la integral C5.i puede 
valer 

log\fCpe'~) 1 - log\fCce'~) J $ log\fCpe''") J-logA 

lag\ fCpe'"') \ - logA 

logA - log\fCce'"') J $ log\fCpe'"') J - logA 
o bien, cero. 

-
Pero en cualquiera de estos cuatro casos, como ¡rcpe'9

) l>A 

y \fCce''°) \ > A C si pei"' y ce'"' están en IDA) se tiene que es-

Lán, efeclivamente, acotados por lag'( ifCp: '"') \) 

Cv) En este momento se esLá en condiciones de afirmar lo si ··· 
guiente: 

p 

O~ -znJ~r + C2rrp + K)logp + K
1 

c 
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con K 
1 

conslanle. 

Demostración. Por la obs.;rvación anterior Cw), la desigualdad 
(3) se convierte en la siguiente: 

p 2rr 

- r y(r) .. O _ -L:.-1~ j - - · -Jr ,- t, l~l~gp - + Jtog( 1 re~' .. 2-L )de 
h 

Como l i m ln.h\C r) 
l"--toOO ~- p <. U) 

existe una sucesión de r·adio:> Crn)nE!N lal. que: l i m r 
" n-... o.~ 

que sa li sf acer, quE>, par a cada n<=!H, lr1.AK r ) ' plnr 
n r1 

... (7) 

+oo y 

Si se elige a (JE( r n) nE!N C y se observa que puede> ser lan 

grande como so qui t-:!'r3.) se l.iene que 

lag 1 f( pe'"') 1 :S log.A\C p) < plogp 

es lo es, que C evaluando la úl li rna i 1·1legr al en C 7)) 
2rr 2r: 

Jtog +( 1 f( r' "') 1 )de :S I[ plogp - logA ]de = 2nptogp - 2nlogA 

o o 

y asi, basla hacer K
1

=-2nlogA - Klogc para recuperar (6). 

Cvi) Conclusión. Se analizará (6), pues es claro dt? ahi que yCr) 
es acolada. 

Sea K
2
= C2np + K)logc + K

1
. En esle caso 

p 

J 
p+CK/2rr) 

C 2np + K) t.ogp + K
1 

=2rr r dr 

Es asi que Cde (6), claro) 
p 

c 

+ K 
2 

r[ yCr) -rcp + K/2rr)]dr + Kz O ::> -2n 
J 
e 

Considerando que Cp + K/2n) y K
2 

son conslar1tes, y(r) es 

necesariamente acolado. De hecho, una cola válida es p + K/'2n, 
est.o es, el número de componentes eslá acolado por p+K/2n. 

Como cada componente es ~cot.3da, se puede enconlr a1· R> O 
lal que {zE~: R< lzl }ciDA eslo es, que IDAeN00 

Ahora bien, en { lzl>R~ f(z) t.iene una expansión en serie 
de pot.encias 00 

rcz) = E en zn 
n:-ro 
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que es su serie de Laurent t donde, si t'lE:~ 
2rr 

1 T~2rr I ::~:'~)dOI 
Nuevamenle como 

o 

ln.AICr) 
lim li)f--

r--w:l 
p 

para cada T?:R. 

par a cada T?:R 

y por lo Lanlo C o para cada n>p. 

Pues 

Pero si ¡cn¡=o para cada n€2 Cexceplo a lo m.ás, un número 

finilo de nE!N) enLonces f Licne un polo en m o bien oo es 
un punLo donde hay solamenle singularidad removible y en esLe ca 
so, por el principio del máximo, f es acoL.ada, y el Leorem.a se-· 
ha probado. 

8. Comenlario. La prueba que aqui se expuso del Leorerna de Fuchs 
es la que él publ 1 có salvo por pequei"ías rnodi f i caci one~;, Fuchs, 
por ejemplo, al Lener, en 7.6.3 la desigualdad C2) 

O :S -2nyCr) + J ~n loglfCz) l ldsl + J :r, log¡rcz) ¡ ¡cts¡ 

e e 

asume ( sin probarlo) que ;·Cr) es finilo, y conLinúa con el ar 
gumenLo 

2rry(r) :S J~gifCz)lldsl + J :r, .og¡rcz)I ldsl 

e e 
r e 

hasta el fin. Claramente, despues de basLanLes cuentas es claro 
que y(r) es acotado y por lo tanLo finilo, pero formalmente 
constituye una incorrección. C porque lo supone anLes de probar­
lo). 

La demosLraci6n resulla sorprendente por ingeniosa y diversa. 
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APENDICE 

Teorema de Factorización de Weierstrass. 

Introducción. 
Sea Czn)nt:!N U.110- ..:;;..:ccsió!l dP ni'1m~ros complejos distint..o~.:; ci-:.."" 

cero y tal es que l l 111 ¡ zn \ - (ú. Es posí bl t:.~ cor.slr u! r '-..!na f' 1nc i 6n 
n-~oo 

entera con exactamente ceros er> Czr? nE!N . La construcción ria tu -

ral o más directa padria súr 
Q) 

n (1 
7.. 

) z 

pero esle producto sólo converge absoluLamenLe en c;:;so de que 
co 1 

n~i \zJ 
converja y por lo Lanlo puede no represenlar una función entera. 

Sin embargo existen polinomios pn(z) tales que el produc-
lo (U 

n (1 - .;..__. )ep<n)(Z} 

n=1 """n 

... (1) 

converge uniformemente en cada región acolada de ~ y por lo lan­
t.o represenla una función enlera. 

Más aún, si 
p (z) 

n 

(1) es una función entera. 

Demost.ración. Sean E:Cu, 0) 1-u ; y si peN 

ECu, p) (1-U) 1 2 1 p 
expCu+--a-u +. .. +---u 

p 

A est.os polinomios se les llama fa.et.ores primarios 
Weierstrass. 

Observaciór.. Si ¡u¡<1 

logEC u, p) ~ logC 1-u) 

y si c>O es t.al que ju¡ 

p u " 
+E -¡;e 

< 1 se 
Q) 

ro 

E 

liene que 

_1':1.L~+1 
1-c j logEC u, p) 1 :!> E 1 u" 1 ~ 

s<=p+i 

y por ello ro 
I:logEC 2-, n) 

n=1 zn 

... (2) 

) 

de 

converge uni:Cormeme1>le en cada región que no conlenga punlos de 
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Asi, s1 p (z) se define como en C2) entonces el produc -
n 

Lo Cl) converge uniformemente en cada región acolada del plano y 
por lo tarito repr-~sr:i-n+.3. Ur'l..:l f'...!!l::ión ,,:;.nLú·r.:.i. con ceros en <..zn)nEiN 

(únicamente, claro). 

Todo esl1~ pr oct:::so f'.!'S muy senci 11 o. La más i nl~resanle y 
muy úlil es el rec.tr.}roco. 

Teorema de Weierslra.ss. 
Cada función entera fCz) llene una representación en la 

forma 

donde; 

U) 

f(z) = zmeg(7.) n (1 -
n=.s 

z 
z 

n 

(,) m es la mul 1.iplicidad del cero como cero de f. 
(ü) Cz ~ nElNc 1[,~o~ son los demás ceros de f repelidos Lantas 

veces como su mu! +_iplicidad. 

Ccn) P (z) es como en (2). 
n 

Civ) gCz) es una !unción enLera. 

Dernostraci ón. 
Sean Czn)n.={N los ceros de f dislinlos de cero y m la mu! 

Liplicidad del coro llm ¡zn 1 

Sea tfÁ.Z) 

n--.ro 
el producto 

00 

tf,<z)= z"' n (1-
n=t 

ro porque los ceros son aislados. 

z 
z 

n 
) 

p (2:) 
e <n> 

que representa a una función enLera con los mismos ceros que f, 
por lo cual el cociente f/~ no Liene ceros y 

para alguna gCz) 

f"Cz) 
,pez) = 

gtz> 
e 

en Lera. 

A pesar de la gran importancia del Leorema precedente re -
sulla incómodo porque el grado de los polinomios PnCz) es muy 

grande. Sin embargo hay forma de simplificar la faclorizaci6n. 
Eslo se estudia en el cap!Lulo II. 

Teoremas clásicos y básicos de variable compleja. 
Las pruebas de eslos Leoremas están en [7J, capitulo 2. 
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Teorema de Cauchy. 
Sea f analilica en una región D. Sea v una curva ce -

rrada en D homolópica a cero. 

Enlences Jfdz o 
1-' 

En parlicuiar s.1 

cur·va. cerrada en D 
L ~~ ~iruplemontc conexa y v es una 
l i. t:•í.C: que 

ffc!z = O 
V 

Teorema. Exislencia de anliderJ.vadas. 
Sea f analJ.lica en una regi<'t1 Csimplemenle conexa) D. 

Enlences eY..isle una función FEAfD) 
conslanles lal que F'= f. 

única salvo suma de 

Teorema. Exisl<mcia de logarilmo. 
Sea D una región tal que OeD. E11Lon<.::c.s e~<i st.e una t'un -

ción analilica definida en D que se denola log z y Lal que 

elog "= z para cada zED. Además es ú11ica salvo por suma de múl 
liplos e11Leros de 2ni. 

Teorema. 
Si 

un punlo 

Fórmula inlegral dr? Cauchy. 
fE!J('(D) y v es una curva cerrada en 

y W€D~v; entonces 

f(w)!(v, w) = 2 nl I f(z)dz 
z-w 

V 

A, homolópica a 

donde ICv, w) es el indice de v con respeclo a w, eslo es, 

ICv, w) = ~1 -. J~-1~dz 
21Tt z-w 

V 

Teorema, Si v es una curva en ~ y g es una función conLi -
nua definida en v, y si G se define como 

C-(::) f g(w) dw 
2nl j w-z 

l) 

Enlences G es analilica en ~'-V. Además es de clase c00 y 
su K-ésima derivada eslá dada por 

G'"'c z) 
K! 

2nl J g(w) dw 

Cw-z)K+i 
V 

Teorema. Fórmula inlegral de Cauchy para derivadas. 
Si fe9fCD) y D es una región enlences exlslen ledas las 

derivadas de f en D. Si W€D'-L> y v es una curva cerrada h~ 
molópica a un punlo, enlences 
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t'"''cw)ICv, w) 
_ K! J fCz) ~ .. -- "'z 2 rrt. e 7-wl )(..- t 

l.' - -

Teorema. Desigualdad de Cauchy. Sea f analilica en la r,.,.01.-.r. f), 

r un circulo de radio R en D y con centro w, tal que 

lfCz)J ~ M para cada zev; entonces 

Teorema de L.iouville. Si 
constante. 

f es entera y acolada enlences es 

Teorema Fundamental del Algebra. 
lant.e. p: <L--.. <C; t:.»nlonces exisle 

Si p es un polinomio no cons­
WE<C tal que pCw) = O. 

Teorema. Propiedad del valor medio. Si f' es anal 1 ti ca en un 
circulo de radio r y centro w entonces 

1 2fT 
f(w) -

2
--JfCw+re'"')dfl 
-" ó 

Los siguier1les teoremas se encuen1.r;1n en (4], capllulo 4. 

Teorema. Sean D una región, fe9t'CD) con ceros z
1

, ... ,zm y !.J una 

curva cerrada CrecliJ'icable) en D'-.{z
1

, ... ,zm }. Si u es homoló 

pica a un punto enlences 

1 I f. (z) 
2rn fCz) dz 

!.J 

z ) 
K 

Teorema de la aplicación abierta. Sean G 
no conslanle. Si UcG es abi erlo entonces 

una región y fEllt'CG) 
f(U) es abierlo. 

De [10) en el capitulo 10 se pueden encontrar: 

Teorema. Si D es una región en <C y t'EXC D) onlonces es: reprg 
senlable por serie de potencias. 

00 

f(z) E c,, Cz-a)n con aeD fijo. 
n=o 

y como a es fijo, la sucesión Ce ..?eN n 
t!'S única, y 

f<n> Ca) 
= c 

n! n 

Teorema. Si 2Cf) {zeD: f(z) = O} ; fe9t'CD); enlences ZCO=D 
o zen no llene puntos de acumulación en D. 

Teorema. Si fellt'CD'-.{w}); w€D y D es región, entonces si 
es acotada en BrCw),{w~ para alguna r>O lal que 
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entonces f li ene una singularidad r ernovi ble en w. 

Teorema. Si c..>EÜ y fE)}(:(D'-{w~) 
sigui ~nlt"s upc1 on~s.: 

enlences sucede una de las lres 

Ca) f tiene singularidad removible en w. 
Cb) f tiene polo en ú.\, est.o es. exisl.en 

lales que c ""º 1( 
par;.1 cad.:t K==l, 2,. tnl y 

e 

c •. 
1 

, C E<[ 
m 

con mE!N 

K rczl -- E ---i< liene singularidad removi-
K=1 Cz-w) 

ble en w. 

Ce) f tiene singularidad esencial en w. 
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