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Es más frecuente encontrar muchas clases de objetos, les cueles no 
tienen un criierfo de membresíe preciso. Por ejemplo, el conjunto de Jos 
rascacielos claramente incluye el Empire Stote, el Madison Building y Ja 
Torre Latlnoamericona entre otros, y excluye edificios de 5, 10 y 15 
pisos: pero existen edificios que no sabríamos si incluir o no dentro de 
este conjunto. 

Este mismo tipo de ambigüedod existe en el conjunto de tos 
números mucho más grandes que I, en el conjunto de persones ellas, 
gordas, fnte11gentes o bonitas, en los cuales la transición de membresía 
es más bien gredual que brusca, por lo cual no constituyen una clase o 
conjunto en el senlido matemático usual. Este tipo de clases definidas de 
une mcnera imprecisa juegan un papel Importante en el pensamiento 
humano, particularmente en el cempo del reconocfrniento de congloneredos, 
comunicación de Información y abstrección. 

Este hecho no rué consideredo en les meteméticas hastti 1965 por 
el profesor Zadeh1 quien generalizo el concepto de conjunto clásico como 
Jo cltise de elementos con conUnuldad en los grados de membresía, 
denominándolo conjunto borroso. En bese a este concepto se hll 1do 
deserTo11ondo unei nueva estructurti conceptuel peroJela ti lei desarrolledti 
en el caso de los conjuntos c16sicos, pero generalizada. 

Entre los diferentes autores que traten sobre este temo. existe 
cierte discrepancia en el término correcto de referirse e estos conjuntos; 
algunos Jos denominen conjuntos borrosos mientras que otros los 
ctenom1nan suocon/untos nonvsos. rrnsdnaose en nue eJ conjunto ae 
referencia, es decir, el universo, es siempre un conjunto cl6slco y sus 
subconjuntos los que son · borrosos. AQUÍ ut11lzaremos el término de 

1. L. A. z~. Dtp.w11nMt of •ltctriell ~ n Eltctronics. Rtwrdl Llbor1IDf\I, Lhivff'SttV of 
C.Hfornil, e.ri:•lf\I. C.Hfornil. 



2 

subcon./untos botnJsas. 

El objetivo de esta tesis es genera11zar Jos conceptos cJósicos de 
.,qrotO y re/e1.:·idn a partir de la noción de ~;ubconju11tos borrosa.)· pera 
aplfcarlos el <J11Jli:l1S tJ'tJ con..qlon1erado.)". 

El propósito del an6Jlsis de conglomerados consiste en determinar 
conglomerados (agrupaciones) de objetos semejantes partiendo de una 
medida de semejanza entre C6da par de objetos. Este problema concleme o 
varias dfsciplinas .. sin embargo es tratado con diferente nombre según Ja 
dlsclplfna a que se refiera. Esto ha dado lugar a un sin fin de 
procedlmfenlos que atecen el problema de conglomerados. En la siguiente 
tabla se dan 3 ejemplos de procedimientos que se uson en psicoJogfo, 
bJoJogía y bibllología respectivamente. explicflndo cada uno de los 
problemas a contiuaclón. 

BASE DE LA INTERPRET ACION PROCEDIMIENTO 
DISCIPLINA OBJETOS SEMEJANZA DEL CONGLOLOM. USADO. 

e)Pslcologífl Pruebas Correlación Componentes de Anéllsis 
lntellgenclt:i foctorial 

b)Biologío Especies de Prop1ededes Familias de Taxonomía 
plantas pi entes 

c)Blblioleco Documentos Meterla! Subcl osifl cocl enes Closiflcoción 
(Ciencia) de biblioteca 

a) Existen un conjunto de pruebas psicológicas que miden Ja cepac1ded 
mental de les persones. Se ha visto que algunos pares de pruebas están 
fuertemente correlaclonades mientras Que otras tienen una correlación 
cercana a cero. un psfcológo desea hacer agrupaciones de estas pruebas 
donde las pruebas de cada conglomeredo estén altamente correlacionadas 
entre sí. De esta manera se puede identificar a cada conglomerado como 
medido de un foctor P•rticuler de Inteligencia. 
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b) Un bióJogo ha reunido diferentes plantes de un área aislada. Mide 
las propiedades de cada especie de planta y advierte Que algunos pares de 
picotas poseen una semejanza constderable mientras que otras son 
bastante difer:entes. Desea agrupar las plantas en verles ramillas ajenas, 
de tal manero que Jos plantas colocadas en la misma ramflia deben ser 
muy semejantes. 

e) Un bibliotecario he reunido una colección de documentos de una 
disciplino nueva. Ha asignado el grado de material común entre cada par 
de documentos y1t que deseo racflitar subctaslrtcaciones de esta dlsclplfna 
por medio de agrupaciones de libros que contengan material común. 

Para que un modelo formal de análisis de conglomerados sea 
t1ceptable es necesario que pueda Incorporarse lnrormaclón relevante al 
modelo y que se derlna una función apropiada que mldB 18 semejanza entre 
los objetos. Por otro lado, los resultados obtenidos podrfan contradecir las 
teorías generalrnente eceptadas por Jos investigadores involucrados de Ja 
dlsclplfntt que se trnte, por lo cuel el modelo solo es aceptable sf los 
fnYestfgadores 1:1prueban el resultado. 

El asignar valores numéricos al grado de semejanza entre dos 
objetos es un problema con cierto grado de dlflcultBd que debe obtenerse 
según cada una de les discipJinas en las que se utiliza el an6Jfs1s de 
conglomerados. 

La mayoría de los procedimientos clásicos parn el anillisfs de 
conglomerados están basados en 18 teoría de relaciones y gratos. Estos 
consistan en que dado un grafo o melriz de datos, hey que obtener grafos 
de nivel de algún valor o. y apJicar varias propiedades de conecUvidad de 
Jos mismos aara rormar conatomeraaos. Estos orocea1m1entos tienen el 
problema de que no tratan con las pesos reales de Jos arcos en los 
grafos, ·ya que cualquier peso mayor o igual (menor) que a. es considerado 
como 1 (O). 
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En el primer y segundo capítulos de este tesis se de une 
introducción2 e los conceptos básicos y propiedades de la teoría de 
subconjuntos botnJsos y a Ja teoría de g17:1f'o~· ll reldCiones borrosds 
respectivamente. El tercer cepftulo deserro11a Tes bases para el cuarto 
capitulo donde se aplica Ja teoría de grafos y relaciones borrosas al 
dlldlls/':; de co11.q/0111emdos; presentándose 3 procedlmlentos. Pr1meramenle 
se deffne en Que consiste el problema; posteriormente se extienden verlos 
conceptos de conectividad de los grafos clilslcos o Jos grafos borrosos 
pera explfcar los procedfmlentos: 

- procedimiento de e:-conectiYidad, 
- procedimiento de 1:-grados de conecliYldad, 
- procedimiento de 't-arlstas de conecllvfded, 

los cuales son une extensión de los respectlYos procedimientos cl6sicos 
paro el an611sls de conglomerados: 

- procedimiento de enlace simple, 
- procedimiento de k-enlaces, 
- procedimiento de k-arlstos de conectfyfdad; 

concluyendo Que es más efectlvo el uso de grafos borrosos en la 
construcción de conglomeredos que el uso de Ja teoría clóslca de grafos. 

En el quinto capitulo se da un ejemplo teórico resuelto por todos 
Jos procedimientos, tanto clásicos como borrosos. dando los resultados 
gráficamente pare poder compararlos fácilmente. 

En el Apéndice 1 se presente un método para obtener el corte 
mfnimo de un grafo borroso o clásico, necesario para el tercer 
procedimiento. Este método está basado en la teoría de fujo máximo. Para 
terminar, en el Apéndice 11 se proporciona un programe en lenguaje Pascal 
que resuelve problemas de conglomerados por los tres procedimientos 
borrosos que se estudian aQuf. 
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DEFJNJC:IONES 

El svbL~njUnto borroso 8 en E está definido por. 
/!, = { {x,µ/;(x)) 1 X<E A µ/;(X)•IO. 1) }. 

donde llA es Jlemodo funt~/dn de n1e111bres1d del subconjunto borroso /j. le 
cual asó'éie coda punto x del conjunto de rererenclo E con un número reBI 
del intervalo (O, 1 J. e indica el grado de membresía de x en fj. Esto es, 
mientras más cerco esté JJA(x) a Ja unidad, mayor será el grado de 
membresfa de x en /j. -

En el caso de un subconjunto cléslco B, el rongo de la función ll6 
es {O, 1 ): µa(x)=O indica que xoa y µa(x)= J indica que x.a. 

Oenoll:iremos a Tos subconjuntos borrosos por /j, I!, !;.. etc., y nunciue 
los subconjuntos clésfcos son un ceso particular de estos, se denoterén 
por A, B, e, etc., paro indicar su condlcfón peculiar. 

A contfnuacfón se don varios definiciones de Jo teoría de conjuntos 
borrosos que son una extensión obvia de ID teoría de conjuntos c1ástca: 

ET con./unto unf1-'lln·i1/E, es aquel que su función de membresía es tdéntfca 
a 1: 

E = { (X,µE(x)) 1 X<E A UE(X): 1, ""E }; 
indica el conjunto de referencia. 

Un sub1.~/unlo borro~;o es Vi1c1q JJ, si y solo sf su función de 
rnembresía es idéntica a O: 

l1 , 1 (x,ug(x)) 1 :uE /\ ug(x):O, ""E l; 
es el conjunto que no contiene ningún elemento del conjunto de referencia. 
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Sean /j y ª dos subconjuntos borrosos de un conjunto E: 

Se dirá que l:J y § son 1'gu11/es, .é=ª-· si y solo si tienen le misma 
función de membres{a: 

Se dirá que el subconjunto borroso é esté ltll:luldo en !!. o 
equivalentemente que /j es subL~on_/u11to de §, l:Jc{L si y solo si: 

µ4(x) cµa(x), Vx•E; 
Intuitivamente se puede ln'terpretaí como que cada x~ pertenece m6s al 
subconjunto borroso I! que al /j. 

OPERACIONES ALGEBRAICAS 

Sean /!J y I! dos subconjuntos borrosos de un conjunto E: 

El con1pten1ento del subconjunto borroso !:J, denotado por A se define 
como el subconjunto borroso con función de membresín 

µh(x):l-µ.é(X) VX•E. 

La unión de A y J,i se define como el subconjunto borroso de E, 
denotado por _AUI! con función de membresfa 

µl!UJ:!(x):móx {µ.é(x), µ!:!(X)), Vx•E; 
y es el subconjunto borroso menor que contiene a /!J y Et !!,. 

La interseccttln de /j y § se define como el subconjunto borroso de 
E, denotrtdo por hn!!. con función de membresfa 

µtinJ:!(x)=mín {µll(x), µJ:!(x)), VxoE; 
y es el subconjunto borroso mayor que está contenido tanto en é como en 

I!-

Se dice que .é y J:! son dis/untos s1 tinI!=.11'. 



7 

Se define le dilen;ncia de fj y JL fj- !!. como el subconjunto 
borroso de E con función de membresfe 

. µA_!!(x) = µjjo[Cx>. Vx•E; 
Notese que en general ,é-ª=J!-A. 

EJEMPLO 1: 
Sea E el conjunto universal a de referencia dertnldo por: 

E= 1 (o,I), (b,1), (c,I), (d,I), (e,I), (f,IJ }; 
el conjunto vacío es: 

lif = ( (o,O), (b,O), (c,0), (d,O), (e,O). (f,0) }. 

Sean !;. Jl y ~ los siguientes subconjuntos borrosos de E: 
· A = { (e,O), (b,0.2), (c,0.4), (d,0.6), (e,O.B), (f, I) }, 

!! = ( (e, I), (b,O.B), (c,0.6), (d,0.4), (e,0.2), (f,O) l. 
J; = { (o,O), (b,O. IJ, (c,0.2), (d,0.3), (e,0.4), (f,0.5) }; 

entonces 
A = [ y 
¡;. e: /!,. 

AU!! = { (o,I), (b,0.B), (c,0.6), (d,0.6), (e,O.B), (f,I)} 
80!! = { (o,O), (b,0.2), (c,0.4), (d,0.4), (e, 0.2), (f,O) } 

podemos observar que en este coso tenemos 

AU!! = CAO!! l 
además 

J;-A = J;íl~ = J;O!! = { (o,O), (b,O. I), (c,0.2), (d,0.3), (e,0.2), (f,O) }I 

LEYES DEL ALGEBRA DE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS 

Los operectones de unión, Intersección y comp~~mento entre 
subconjuntos borrosos cumplen con algunas leyes del álgebra de conjuntos 
cliisicos; sean /j, §. y .t;. subconjuntos borrosos en E. En este sección se da 
una extensión de estos idenUdedes a los subconjuntos borrosos, y pueden 
fácilmente demostrarse mostrando que les funciones de membres(e 
correspondfentes son ldénttces. 



1. Leyes de ldenJpq/e11t:ia: 

Demostración:. 

o) .éU.é•.é, 
bl An.é•.é. 

o) µ.éU.éCxl·m~x fµ.é(xl, µ.é(X)};µ.é(x) Vx.E, 
b) µ8 n8 Cxl•min fµ.é(x)· µ8 Cxl}•µ.é(xJ VxoE. 

2. Leyes iJSlJClittif.'i~S: 

Demostración: Vx~E 

o) ,éU(J:!UJ;l•C.éUJ:!)UJ;, 
bl An<J:!nJ;J•<.énJ:!Jn¡;. 

•l Jl,éuC¡¡u¡;¡CxJ.móx {µ.é(x), móx {µl!(x)• µ,;(x)) ) 
•móx {µ.é(x), µJ:!(x), µ¡;Cx)} 

b) Similar. 

3.Leyes L"IJnHJU/Q//f.!.:JS: 

•móx lmóx lµACxl, JlaCxJl, Jlc(xJJ 
•mÍlx {Jl.éUJ:!Cxl Jl¡;Cxil -
•Jl.{j\U_l!)U.(;(x). 

o) .éUJ:!•J:!U.é, 
bJ AnJ:!.J:!n.é. 

La demostración es obvio. 

4. Le.,qes distrtbutiVi1s: 
o) .éUC.ll.nJ;M.éUJ:!l n (,éUJ;) 
bl f!nCf!UJ;J;CAnl!J u C.énJ;J 

B 

Q.E.O. 



Oemostrac1ón: 
Tenemos 6 poslbil1dades: 
llA (x)2µ5(xl2µc(x); µ 8(x)lµA(x)iµc(x); 
µ~(x)>µ~(xhµji(x); µji(x)>µ~(x)>µ~(x); 

11c<x)lµ4(x)lµ5(x); 
µ~(x)iµji(x)lµ~ (x). 
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Puede verificarse fácilmente que para todos los casos se cumplen las 
siguientes igualdades: 

o) llAU(BílC)(X)=móx (µA(xl, mín (µ5(x),µc(x)) ) 
- - - =mín (miíx (µl!(x),µ!!(x)), móx (µl!(x),µ.i;_(xl) } 

=ll(l!UJa)O(l!UJ;.)(x)· 

b) lll!íl(!!UQ(x)=mín {µéx), móx {µ5(x),µ.i;_(x)) } 
=móx {mfn {µA(x),µ5(x)), mfn {µA(x),µc(x)) } 

=ll(éíl!!)U(l!nf><x>. - - -

5. Le_t¡es di:! idl!ntld3d: 

Demostración: 

o) eUlf=l!, 
e) [!UE=E, 

b) éílE=l!, 
d) l!nlf=lf. 

Dodo que µE(x)=l; µg(x)=O; 118 (x)•[O,IJ, Vx•E, se tiene que: 
o) lll!ug(xl=móx t118<xl,Ol=118cx>; 
b) 118nE<x>=mín {µl!(x), 0=11e<x>; 
e) llAUE(X)=mlÍX {µA(x), 1}:1 =ll[(X); 
d) µ¡ng{x)=mín {µ~(x),O}=O=µg(x). 

6. Le..11es de ¿·on1plen111nto: 

o) <ti> =l!, b) E:JJ; B=E. 

Oemostreción: 
•l µw<x> = 1-µ¡¡<x>= H 1-µ8(x)) = t-t +µl! (xl= µ8(x); 

Q.EO. 

Q.EO. 



b) µ[(X)=l-µE(X):l-l:O:µg(X); 
µg(X)= 1-µg(X)= 1-0= I :µE(X). 

7. Le..lfl's de trorga11: 
o) (éU§l=:énJI; 

oemostrocfón: 
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Q.E.Q. 

b) <.en§J = t;uJI. 

Puede verfficarse fácilmente que para cualesquiera de las 2 
posfbilidades. ya sea JJ_e(x).?JJ_¡¿(x) o bien JJ_e(X)<JJ.§(x), se cumple con: 

o) µ<.eu.1dxl= 1-móx fµ.efx),µ§(x)) = mín{l-µl! Cx),1-µ§(x)}:µlinFx); 

bJµ([!íl[l) (X)= 1-mln (µ l! (xJ,µ§Cxll=móx {1-µl!(x),l-µ§(xJ):µ:éU~xJ. 

Q.E.P. 

Es decir, los subconjuntos borrosos cumplen todas Jas leyes del 
oJgebrB de Jos conjuntos clásicos excepto: 

[!Ulj:E; [!íl[!=H, 
Jos cuales únicamente se cumplen cu"ndo _é=E ó A=lf. 

SUBCONJUNTOS CLASICOS DE NIVEL a. 

Una de las ventojas que tiene lrt1bajor con conjuntos ch§stcos es Ja 
exactitud con la que se hace. Como se mencionó antenonnente la teorfa de 
Jos subconjuntos borrosos da un acercamiento mayor a la realfdad. Existe 
un punto Intermedio entre subconjuntos borrosos y clásicos. Jo cual se 
hace ver a continuación. 

Sea Q•(O, IJ, se llamo subcon_¡Unto c!tlslco de nlt--el o. de un 
subconjunto borroso /j, al conjunto clásico 

Aa = { x 1 µ.e<xha }. 
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Este conjunto clásico exige que todos sus elementos tengen un grado 
de pertenencia en /j de ol menos a.. 

PROPIEDAD. 

Demostreción: 
P.D. Dadas 0.1.!0.2E(O, I], se cumple VXEAa,1 - xeAetz· 

Seo XEAo., ~ J.Jp,(x)2a.,2a2 ~ xeAo.2. 
Q.EQ. 

TEOREMA OE DESCONPOSICION. 
Tqdq suóco1~/unto botnJso /j puede tie~·con1ponerse e11 Id siguiente 

Demostración: 

O<ai 1, 

si µA(x).ia 
si µ¡(x)<a 

µu;,_(aAaJ(X)= móxa la µAa<xll = móxa,µ
8

(x)l<>I = µ_e(x). 

QEO. 

EJEMPLO 2: 
Sea 1!J el siguiente subconjunto borroso: 

8= {(x.,0.2), (x,,O), (x,,0.5), (x,, ll, (x,,0.7)} 

Tenemos entonces los siguientes subconjuntos c16sico de nlvel a.: 
A,., = A,., = {(x., ll, <x,.Ol, (x,, ll, <x .. n, (x,, 1)), 

Ao., = Ao.• = Ao.s = {(Xi,0), (x2,0), (X:1, 1). (x., 1 ), (Xs, 1 )}, 
A0 ., = A0 •7 = {(x,,O), {x,,O), (x,,O), (X., 1 ), (x,, 1 )}, 
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Ao.o : Ao.• : A, = {(x,,O), (x,,O), (x,,O), (x,, 1), (x,,O)). 

Por el teorema de descomposfcfón. A puede descomponerse en Jos 
subconjuntos borrosos QAQ cuya unión nos de /j: 

Uo,(CIAo,l = (0.2Ao.,JU(0.5Ao.•)U(0.7Ao.oJU(IA,) 
= !Cx.,o.2J, (x,,OJ, Cx,,0.2), Cx •• o.2), cx •• o.2JJ u 

((x,,O). (x,,O), (x,,0.5), (x,,0.5), (x,,0.5)) U 
{(x,,O), (x,,O), (x,,0), (x.,0.7), (x,,0.7)) U 
((x,,O), (x,,O), (x,,O), (x,, 1 ), (x.,O)} 

= {(x.,0.2), (x,,OJ, (x,,0.5), (x,, I ), (x,, 7)) 

=.e• 
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RELACIONES BORROSAS 

En la teorffl de conjuntos clásica, una relación se define como un 
conjunto de pares ordenados; por ejemplo, el conjunto de todos los pares 
ordenados de números reales x y y, tales que xi.y. Esta relación R es un 
subconjunto de R2: 

R = {(x,yl•R•lll I xayl. 

En el contexto de los subconjuntos borrosos, podemos der!nlr 
117/iictilnl!S borrosas tales como: ·e1 número x es mucho mayor (o mucha 
menor) que el número y·. ·1e persona x es más lntellgente que la persona 
y·, "el objeto x se parece al objeto ·{·, etc., en las cuoles Jos elementos 
del conjunto de rererencfa - números, personas u objetos - pueden estar 
totalmente relaclonados, miis o menos relacionados o no relacionfldos. Las 
relocfones borrosas representan sftu11ciones menos prec1sas pero que se 
encuentran con más frecuencia. 

DEFINICIONES 

Una reltJcidn borrosd bintJnd R en X•V es un subconjunto borroso 
del espacio producto X•V caracterfzedo por la función de membresfa J.IR: 
X•V-+ I0,1]; es decir: -

E = { ((x,yJ,µR(x,yJJ 1 x•X, Y•V, µR(x,yJ•(0,1] J. 
Para cada x•X y Y•V. µRCx.Y> se puede fnterpñíter como Ta tuerza de le 
relacfón existente entre X y y. 

En el caso en que X=V. se dice que E. es une reltJLYÜn bonvsil 
bllldr111 en X. 
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EJEMPLO 3: 
Sean X=V=R·. donde R. representa a los números reales no negativos. 

y sean x,ylR.·. Consideremos la reloción borrosa B -x es mucho más grande 
que yw, X»y. Supongamos la siguiente función de membresf8: 

"g(x,y) = { ~-e•-xty 

tenemos entonces que si 
X<Y PR(x,y)=O, 

Si X<y, 
si xiy. 

X=Y µ¡¡:(x,y)=1-e 0 :0, 
X:2y PR(x,y):l-e"'=0.6321, 
X:3y µ¡¡:(x,y): 1-e-':0,86466, 
X:6y PR(x,y): 1-e-'=0.993 

y solamente cuando x es lnflnltaiñente mayor que y, es decir cuando 
x/y-+oo, se tendrñ que µE(x,y)-+ 1. 

Vemos que es uno función de membresfa adecuada, ya que cuondo 
':C.<'J, nos tndtco que x y y no están relacionados y que conforme x crece 
con respecto o y, ye aumentondo lo fuerza de le relación borroso B 
existente entre estos. Además veamos que cumple con el requisito de que 
Pglx,y)•(O, 11: 

Cuando x<y es obvio que se cumple; para el ceso de x1y tenemos que 

011-e 1-XfY11 - -11e 1-Xl'fiO ~ 1!el-Xl'f20. 

La desigualdad de Je derecha es obvie, y en el caso de Je 
desigualdad tzquiercta, tenemos que pera 'fx,ydl•: 

xi.y .- x/y21 .- 1-x/ys.O ... l!e1-x/'f. 

Lógicamente esta no es le única mf!nera de definir la función de 
membresie pare este relación borrase, pueden existir muchas otras teles 
como: 
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ug<x.y) = { 
o s1 y~x. 

1 + 1 <x-yl' 
s1 y<x. 

ya que son expresiones subjettvas, es decir apreciaciones que dependen de 
la esl1mactón de cada unol 

Más generalmente, se define una n:/dC!dn borros<J n-iJnd en X como 
un subconjunto borroso del espacio producto X•X• ... •X= x". Para tales 
relaciones la función de membresíei es de la forma J.IR(X1,X2,X3,. . .Xn}, donde 
X\eX, para 1:1,2, ... ,n. Por ejemplo, la relación ·x+yd· es una relación 
borrase 3-aria. 

En los sucesivo, se trataré exclusivamente de relaciones borraseis 
binarias, por lo cuel se utilizan~ únicamente el término de relaciones 
borrosas para designarl!is. 

Se puede representer una reloclón borrosa R matriclalmente, donde 
el componente (l,j) de 1'! matriz borrosa E es µR(x¡,y¡). 

EJEMPLO 4: . 
Sean X:(a,b,c,d), Y=( 1,2,3} y 

R = 
[ 

((o, 1 ),0.2), ((o,2),0.7), ((o,3),0) 1 
((b, I },0.5), ((b,2),0.1), ((b,3),0) 

((c, l),O), ((c,2l,0.4l, ((c,3), 1) 

((d, l),O), ((d,2).0.9), ((d,3),0.3) 

Metrtclalmente puede representarse R de 1e siguiente manera: 
1 2 3 

• [ 0.2 0.7 o 1 
b 0.5 0.1 o 

R=co0.41 
d o 0.9 0.3 1 
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Dado que une relación borrosa es un subconjunto borroso del espac1o 
producto X•Y, se definen también sus subconjuntos clásicos de nivel. Jos 
cuales son relaciones clásicos: 

Sea R u.no relación borroso de X e Y. Llamaremos re/<1ción cliisii;tJ dt 
Jlil-'el o.. O.E[O, 1 J. o la re loción Ra. dada por: 

Ro. = ( (x,yJ ( µg(x,yho.l. 

OPERACIONES ALGEBRAICAS DE RELACIONES BORROSAS. 

Como subconjuntos borrosos, en les relaciones borrosas se definen 
11demés de Jos operaciones descritas en el capítulo anterior, los 
siguientes: 

lnPen.·d Dada una relación borrosa B. en X•V. su re/d1:ió11 btJ!Tm"d int-'e/Sd 

es en V•~. se denota por B.'1 y tiene como función de membresía 
J.JR·1(y,x) = JJg(x,y). V(x,y)•X•Y. Es decir, Ja relación borrosa inverso J!"1 es 
la .... misma relación borroso B. pero visto al revés: en Jugar de ser en X•V 
es en Y*X. Por ejemplo. si B es lis relt1clón borrase en R" "'x,,y"', entonces 
B.·1 tt1mbfén es unt1 relt1clón borrosa en Rº y esta dt1de por la proposición 
"'yuX"' que se basa en E,. 

ca111p1JSic1Vt1 Existen varteis fonnas de def1nir Je compostcfón de relaciones 
borrosas. pero la siguiente es Is más usual: 

Sean R y § dos relaciones borrosas en X•V y en V•Z 
respectivamente, entonces Ja composición de B. y ~. denotada por §o& es 
la relación borrosa en X•Z con función de membresía 

µ§0 g(x,2) = móxy•V {mínWg<x.yJ, ~§(y,2)) l V(x,z)•X•Z. 

Dadas. les representaciones matriciales de .R y ~ se puede obtener la 
de Jaº~ por medio de un• operación análoga a la mulUpllceclón usual de 
matrices: en Jugar de multtpltcar Jos componentes de las matrices se 
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escoge el mínln10 de estos y en Jugar de sumar estos resultados. se 
escoge el má>:imo. 

EJEMPLO 5: 

Sean X::.{X1,X2,XJ}, V=ly,.y,,y,,y,J y Z={Z1,z2}. Sean también R y § las 
en Y•Z respectivamente, cuyas relaciones borrosas en X•V y 

representaciones matriciales son: 

Y• y, y, 

x. [ 0.4 0.9 0.9 

R= Xz 0.2 0.2 o 
x, o. t 0.3 o 

Y• 

0

1

2] 
·o.3 

§= 

Z1 Zz 

y, [ 0.2 o.al y, 1 0.9 
y, 0.3 0.4 
Y• 0.5 O 

A conlfnuoción se calculo el volar de JJ_2ogCx1,z1): 

pera Y1: mín{J1R(X1,Y1),J15(y,,z,)} = min {0.4, 0.2} = 0.2 
y,: mfn{µj¡-{x,,y,i,µ5(y,,z,)J = mfn (0.9, 1 J = 0.9 
y,: mín!µj¡-(x.,y,),µs(y,,z,)J = mín {0.9, 0.3) = 0.3 
y,: mín(µg(x,,y,J,µ§<y,,z,)J = mín { 1, o.si = o.s 

:. µ§•R(x,,z,) = móx (0.2, 0.9, 0.3, O.SI = 0.9 

De Igual menera se obtienen los valores de JJ.s_oB,Cx,z) parn los dem6s 
valores de x y de z, obteniéndose la siguiente representación motrtcfol 
poro 2°R: 

•• 
x. ! 0.9 
Xz 0.2 
XJ 0.3 

2, 

0.9] 
0.2 
0.3 • 

La relación borrase compUesta .§oB busco Jet máximo relación posible 
entre Jos elementos de X y de Z basándose en Jos datos que proporctonsn 
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B y §. usando como intermediario a un elemento de V. La forma como hace 
esto es, dades una X•X y una zeZ, toma como Intermediario a Y1E.V. Puede 
ser que x esté muy relacionada con ys, pero si Y1 no esl!i muy relacionada 
con 2 entonces x no puede estar muy relacionada con z utilizando como 
intermediario .a y1; es por esto por lo que lo relación que existe entre x y 
z a través de y, es el mlnlmo entre J.Jg{x,y,) y J.Jli(y,,z). De esto manero 
busca la relación que existe entre x y z ut1Hzando como lntermedferto a 
cado y•V y se escoge lo relación máxima entre x y z. Se hoce lo mismo 
peire cedr:t x con cedo z. 

En estas gráficas del ejemplo enterior, supongamos que X, V y Z son 
conjuntos de ciudades; y que además existen puentes que unen e les 
ciudades de X con les de v. y leis de V con los de Z. Codei puente t1ene 
cierto resistencia ol peso, la cueil estó dodo por Jeis relaciones R y 2,. 
Entonces §_og do el máximo pesa posible que se puede pasor de las 
ciudades de X o los de Z utl1izondo como Intermediario cualquier ciudad de 
Y. 

La operación composición es dSOL·fallf.'4 es decir: (gog )o§_:.Qo( go~). 
También es dlsttibutlva con lil unlón:poro cuelesquter reloctones R de X D 
Y y lL ); de Y o Z se cumple 
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Oemostroclón: VxsX, Vz.-Z: 

JJ¡¡_o(JlUJ¡J(X,2) = mó•y•V [mfn (JJ¡¡_(x,yJ, JJgui¡Cy,zJJ 1 
= móxy.v lmin {JJ¡¡_{x,yJ, móx {JJgCy,zJ. JJi¡{y,zJJI J, 

por dislributividad se tiene: 

. [ . { mfn {JJ¡¡(x,yJ, 11g<y.zll.} J 
= maxy•V max mfn l11RCx,y), JJi¡(y,2)}. 

_ . [ min (JJR(x,yJ, u..(y,2J)J 
- moxysV . - - .W mm {ll¡¡_(x,yJ, Jl:¡_(y,2)) 

ll(¡¡_og)U(j¡_oJ¡) = móx (J!Roa<x.zl. JlRos(x,2)} 

_ 
6 

[ mó•y•V { mfn {ll¡¡_(x,yJ, ¡¡gCy,2JJ.)] 
- m x móxy.v l mín {JJ¡¡_(x,yJ, JJi¡(y,2J).J 

= móx [ min {ll¡¡_(x,yJ, JJg(y,2JJ J 
Y•V mfn (JJg(x,y), JJi¡(y,2)) QE.D. 

Si B. es una relación borroso definida en X, entonces Ja composición 
de B. consigo mismo. B.ºR. se denota por B.ª; en general se Uene: 
B.ºRº···ºB.Cn veces)=E"· 

PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BORROSAS. 

Consideremos el coso de X::V. Vamos o exomfner Jos prfncfpotes 
propiedades de Jos relacfones borrosos B. en X. 

Retle.\'i1-•10rJd. Se dice que R es reflexfva si y solo si 

VxoX JJ¡¡_(x,x):I; 
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la reflexiYidad indica que 1a relación de cada elemento consigo misma 
definida por R es perfecta. La relación borrosa reflexiva se identifica 
fácilmente en su representación matricial, ya que tiene 1 ·s en toda su 
diagonal principal . 

.!>iinetría. B en X es simétrica sf y solo si 

vx,y•X 

es decir, una relación borrosa R es simétrica cuenda es igual a su 
relación Inversa g·1

, y su representación matricial es una matriz 
simétrico. 

Tro1.•slti1-'lifad. Una relación borrosa R es transitiva si y solo si 

que es eQufvatente a 8.::JE.2
, Jo que fncflco que B. es transitiva si Ja ruerze 

de relación directa existente entre cualquier par de elementos es mayor o 
igual que la existente utfllzando algún intermediario. 

Algunos relecjones borrosas poseen dos o Jos tres de astes oroolededes. 
como son les siguientes: 

Una mldt:idn di! s1?n1eji1n2d R. en X es una relac1ón borrosa en X, la 
cueJ es rerleKIYe y simétrica. 

la releción borrosa R en X es una re/4cidtJ de sin1ilitudsi y solo si 
es reflexiva. simétrico y transitivo. 

El concepto de relación de similitud es an61oga e le de relación de 
equiYBlencfa en Jos conjuntos cléslcos. pero es més apta pera situtllcfones 
menos precisas. 
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE UNA RELACION DE SIMILITUD. 

R es uno P.?/ilción de s1i11f!ltud e11 X si ¡¡ solo si E puede 
dese.·on¡po11erse bil.fO /iJ 1om1i1: 

E: Uo.(O.Ro.l O<o.U, 
con a1>0.2=Ra,c R02: do11da /<JS Ra. ~·011 relaciones de eqult.·11/en,:111 y a Ro. 
~ligniti""cd que el grodo d11 111enJ/Jresío da todos los e/e111ent1Js de fil n¡ldc1d11 
c/dsií:a Ra es 111u/tipliL'ddO poro.. 

Demostracfón. 
Dado que E es también subconjunto borroso de X•X. tenemos por el 

teorema de descomposición de. subconjuntos borrosos Que se puede 
descomponer de esta manera, solo hay que demostrar que las Ro. son 
relaciones de equl valencia. 

e:.) P.O. SI Res una relación de similitud, entonces Vo.•[0,1J, Ra es une 
relación de eQufvalencia: 

o) Rcx es reflexivo. 
VxeX J.Jg(x,x)=l, por lo cual Va•fO,TJ (x,x)•Ra.. 

b) Ro. es sfmetrfca. 

y por sfmetríe de E.: 

e) Ra. es transttlve. 

(x,y)•Ro. ~ JJg(x,yho., 
JJg(y,xl>o. ~ (y,xl•Rq. 

Sean (x,y),(y,z)•Ro. ~ JJR(x,y)>o. y JJR(y,zl>o.; 
por transftlvfdad de R tenemos que: - -

J1g(x,z)10. ..,. (x,z)1:Ra. 

:. Ra es una releción de equtvelencfe. 

e=:) P.O. Si Ro. son relaciones de equtvelencto, entonces R = m6xa,{o.Ral. 
O!o.! t. es uno rete:clón de sfmtHtud: 



a) R es reflexivo. 
VxeX. Cx,x)ER1 

= µE(x.xl= l. 

b) R es simétrica. 

ya QUe Rt es reflexiva 

V0;<10. ll. (x,y)•R0; = (y,x)•R0; 
por lo cuol µi¡_(x,y): mÓX(x,y),Ra;{o.) = máx (y,xl•R0;(0;} = µgCy,x). 

e) .R es tronsilfva. 
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suoongemos que JJ1;1CX.Y)==Q1 u JJRCy.z)::O.:t, u sea a.:mínfo.1,a:tl. 
Entonces (x,y)i;Ro. y (y,z)eRo.. Por translli'Vidad de Ro. se tiene 

(x.z)•Ra; = µR(x,z)m=mín(µR(X,y), µR(y,z)) . Vy•V 

iíg<x.zl>máxy,yCmín lµgCX:yl. µg<y.z)). 

:. E es uno reJaclón de sfmf1ftud. 

EJEMPLO 6: 
Sea B Ja siguiente relación borrosa: 

A 8 e D E 
A 1 O.B 0.7 ' "" l 8 0.8 0.7 0.8 0.8 

~= e 0.7 0.7 1 0.7 0.7 
D 0.8 0.7 1 0.9 
E 0.9 o.a 0.7 0.9 1 

Q.E.O. 

En su representación m8tricfal se puede observeir que E es reflexiva, 
ya que en toda su diagonal aparecen l's; además g es sfmétrfca ya que es 
una matriz simétrica. También se tiene B:'=E. lo que muestr-8 que R es 
transitiva. Por todo esto E, es une relación de stmf1ttud, y por el teorema 
anterior puede descomponerse de lo siguiente formo: 
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1 1 o 1 1 
1 1 o 1 1 

0.7 O.B o o 1 o o 
1 o 

1 1 o 1 1 • 

B.= móx 

1 o o 1 1 1 o o 1 o 
o 1 o o o o 1 o o o 

0.9 o o 1 o o o o 1 o o 
1 o o 1 1 1 o o 1 o 
1 o o 1 1 o o o o 1 • 

donde todes lo Ro. son relaciones de equfvelenclfll 

LEMA l. 
.Set1 E. ref/e.rlf.'4. Et1tonces p11ro cu.:J/qufer k. Rt es ref/e,f(ff.'IJ. 

Demostración por inducción sobre n. 
Para k=I es obvio.Supongamos que se cumple para k=n. Entonces pera Vx•V 

11.f!.""<x.Xl = móxy•V lmfn 111.f!."(x,y), 11.f!."(y,x))) 
= mfn 111.f!."(x,yJ, 11.f!."(y,x)) = min 11, 1) : 

Q.E.O. 

LEMA 2. 
!:1"i1i1 R sinJétni:a. Enton¿•es pi1nl ,·uiJ/quterk, Rt es si111étnL"4. 

Demostración por inducción sobre n. 
ParH k= 1 es obvio. Supongamos que pera k:n, R" es stmétr1ce. 

11R""lx,y) = móxz,y lmin C11Rnlx,z), µR(z,y)}) 
- = móx2,y {mfn {µgn{z.xJ, µj¡"{y,2)}} 

= móx2,y Cmfn (µR(y,2), ll.f!."(2,x))) 
:;pRn•a(y,x) pare VX,y•V. 

- Q.E.O. 
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GRAFOS BORROSOS DIRIGIDOS V NO DIRIGIDOS. 

Un f11?110 bonvso d/r/...qldo fi es un par [V.El; donde V es un conjunto 
de vérttces Y. Jo reloclón borrosa R. en V define un conjunto de .:Jn..~os 

dtiigldos, el cual para cado par de vértices u1. u1EY con lJR(u1,Uj)>O 
contiene el arco dirfgfdo (u1,u¡) que une el vértice Ut con el vérTfce u1 y 
tiene un peso asociado de J.Jg(u¡,u1). 

Nótese que solBmente se deri ne eJ arco <u1,uj) st y solo st 
JJR(u1,uj)>O. Un grafo borroso dirigido se representa por medio de un 
diagrama en donde Jos vértices están representados por puntos y cada arco 
(u¡,uj) estó representado por una flecho que sale del punto U¡ U llega al 
punto que representa u¡. Indicando su peso sobre la rtecha. Por ejemplo, si 
tenemos V;;{a,b,c,d,el y la reJeicfón de B. en V: 

• b c d e 

• lt 
o 0.2 o o 

b o o o o 
R.= c o o 0.7 o 

d o o o o 
e o 1 o o 

entonces e1 grofo borroso dirigido Jl.=(V.RI estli dodo por. 

,,fa ,.,/D • 

El orco (Ut,Uj) se dfce que es lnci~nle con los vértices Ul y uj, y 
que estó dlrigldlJ del vértice u1 ol vértice ui• llomóndose u1 O'/Jrttee 
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fnlt:/d/ y v1 ~·tfrrtica tam1fna/ de dicho arco. 

Los eten1e11tas de un grafo borroso dirigido §. son los vértices y Jos 
arcos dirigidos de Q. 

Oecfmos que existe una i!n'std entre dos vértices u1 y u1• denotada 
por <Ui,U¡> si existe el arco (u1,u¡} y/o el arco Cu1,u1)· y su peso está dado 
por móx{µg(u1.u¡). J.l:B.Cv1,v1)}. Una arista <U1,up se representa por medio de 
una Hnea sin dirección que une el vértice Vi con el vértfce u1 Indicando 
Igualmente su peso sobre esta línea. Nótese que el peso de una arista es 
siempre mayor que cero. 

Un lln1l'o bonvso no dirigido Q es un par [V ,RJ donde V es un 
conjunto de vértices y Ja relación borrosa R define un conjunto de aristas, 
el cual pnra cada por de vértices u1,U¡&V con J..1&CU1,V¡)>O y/o llRÍV¡.ut)>O 
contfene la arista <Vl,V¡> que une el Yértfce Vt con el vértice vj y tfene 
un peso osoclodo de mó•IJJ¡¡(u1,u1J, JJ_g(U¡,U1)). 

Por ejemplo, si tenemos V=lo,b,c,d,e) y lo reloclón barTOso ¡¡ en V 
esté dada por. 

o b e d e 

r 0.7 o o 

º~I 
b o o o o 

~= e 1 o o 0.3 
d o o o o 
e o o o 0.4 

entonces el groro borroso dirigido {! = IV.~1 está dodo por: 



26 

Y su correspondiente grafo borroso dirigido §'=IV.El contiene los sfgulentes 
aristas: 

<B,B> con peso: máx {JJR(a,a), JJR(a,a)}=máx{0.2,.02}=0.2; 
<o,b>=<b,o> con peso: mox (µÍi(o,bl, µÍi(b,oll=móx(0.7,0):0.7; 
<tl,C>::<c,H> con peso: méx {µR(tt,c), JJR'Cc,a)}:m1hc{O,l}:I; 
<c.d>=<d.c> con peso: móx {µÍi(c,dl, µÍi(d,cll=móx!0.3,0}:0.3 y 
<d,e>=<e,d> con peso: móx (µg(d,e), µg(e,dll=móx(0.5,0.4}=0.5. 

por lo tanto ,S' es: 

La arista <Ul,V¡> se dice que es inc1de11/e con los vértices u1 y u 1. 
Los e/en1entos de un grafo borroso no dirigido §. son los vértices y las. 
uri stas de .t?,. 

El onf~n del grofo borroso Ji. (dirigido o no dirigido) es lo 
cordlnolldod de V: }VI. 

Un g1111iJ borroso trt~·ld/ es equel que contiene únicamente un vértice. 
Un vértice que no estó unido (reJeicionado) a ningún otro vértice es un 
~·érti1."e 4/sl11do. 

SUOGRAFOS, CORTES Y GRAFOS DE NIVEL a. 

Sea §.=(V,RI un grafo borroso dir1gtdo (no dirigido). §l=IV1.Bi1 es un 
su!J..qraf'o de § si V1r;;,.V y contiene -únicamente- todas los arcos dirigidos 
Coristas) de 2 cuyos vértices incidentes estén en Vs con los mismos pesos 
asociados, es decir, R1 es E restrigicl'o a V1. 
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EJEMPLO 7: 
seen §. 21 y §2 los siguientes grofos borrosos: 

·• 

Aunque v,cv, cloromente Q1 no es un subgrofo de §. por 3 rozones: 
1) El peso del erco dirigido (o.e) de §1 es 0.5, que no es el mismo que et 
peso de (a,c) de Q Y 
2) !h contiene el erco (b,b), mientras que !:'?, no Jo contiene. 
3) §1 no contiene el orco (b,o) de peso 0.7 que está en §.. 

En cambio §2 sf es un subgrefa de §, yo que VzcV y §,: contiene 
únicamente los arcos de § que son incidentes con Jos vértices de V2 y con 
los mismos pesosl 

Pere V1c.V, <V1> es el subgrefo de 2=[V,B.I inducido por V1 el cuol 
tiene el conjunto de vértices de V1 y cuyos arcos dirigidos (o l!lristes) son 
todos Jos orcos dirigidos (o aristas) de §. lncldentes o los vértices de v, 
con los mismos pesos esoctados. 

seon 21=[V1,R1l y W.=IV2,R2l dos gr1:1fos borrosos. Ln unión de 2• y 
22 denotad1:1 por _§,U§z es un gr1:1fo borroso (V,B.I donde V=V1UV2 y 
Vv1,V2•V: 



EJEMPLO B: 
Seo Q=IV ,RI: 

y <V1UV2>=<V>=.§. Además <V1>U<V2> está dado por: 

si 1J1,U2•V1ílVz 

Si \'1,U2&.V1 

Si 1J1,U2EV2 

. otro caso. 

ef'·-1. 
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Es Importante notar que si §.i y !?2 son subgrafos de §, _G1U§2 no es 
necesar1emente un subgrefo de §; esto se ve claramente en el ejemplo 6, 
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ya que <V,) y <V2> son subgraros de § m1entras que <Va>U<V2> no Jo es 
debido a que no aparecen las aristas de L! que unen Jos vértices de v, can 
los de V2. Tenemos. pues que en general <V1>U<V2>=<V1UV2>. 

Sea Ji.=IV,j¡I un grafo borroso. SI Ji.,:fv.,¡¡,J y Ji.,=fV,,E,.J son subgrafos 
de Q. con v,nV2úJ. entonces Je intersección de 21 y Q2. denotado por 
§1íl§2 contiene los vértices de V1ílV2 y Jos arcos ·dirigidos (o aristas) 
cuyos vértices incidentes están en V1ílV2. 

EJEMPLO 9: 
Seo Ji.=IV,R] el grafo borroso: 

y Ji.•=Iv.,¡¡,J, Ji.,=fv,,¡¡,J subgrafos de Ji.: 

V1nV2;{U3,U11}, entonces §1íl.§2 es: 

~· 
Nótese que en este caso §1íl.!h siempre es un subgrafo de §.. Ademés 

si V1,V2cV se tendría siempre <V1>íl<Va>:<V1ílV2>. 
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Sea el grafo borroso !!=IV.Rl, entonces su ~qrofo t/e ni~·elo. (o.e[0,1)), 
Go.=IV,Ro,1 es un grafo clásico Que contiene los vért1ces de ,€ y los arcos 
(o erlstas) de Go. son Jos arcos (o aristas) de 2 con peso moyor o igual 
que el valor de nivel a, a Jos cuales se tes asigna un peso de l. Dado que 
todos los arcos (o aristas) de 60; tienen un peso de 1, no es necesario 
fndlcarJo. 

EJEMPLO 1 O: Seo li,:(V .!1.l 

entonces para o.=0.5 y Ct=0.7 

Nótese que a medida que o. crece, Go. contiene cada vez menos 
ercosl 

Un corte C=(A,A) del grofo borroso Q=(ll,Rl es el conjunto de orlstos 
de .§ que tienen un vértice Incidente en AcV, Aúl y el otro vértice 
incidente en A:V-Aúl. 

El corte (A,A) se dice que sep11n1 los vértices de A de los vértices 
de A y clnramente tenemos: 

Q-(A,A) = <A>U<A>. 
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El peso del corte C:(A,Al es definido por ICl=¿[U•A;u•AI µg(u,u). 

PROPIEDADES DE LOS GRAFOS DDRRDSDS. 

Seo l!=IV,RI un grafo borroso. Se dice que: 

a) Q es 111l!e.Yff.'tJ si y solo si R es une relación borroso reflexiva. Un 
grafo borroso reflexivo se detecto féctlmente. ya que para cado vértice 
debe exlsttr un orco (o arista) de peso igual o t que lo conecto consigo 
mismo. 

b) Q es slnu}tn"co sf y solo si R es unll relación borrase simétrica. Un 
grofo borroso simétrico suele representerse por aristas en Jugar de orcos 
dirigidos yo que como el peso del orco (ucu¡) es Igual al peso del orco 
(uj,u1), se pueden representar ambos por lo oristo <Vi,U¡> sin perder 
información. 

EJEMPLO 11: Seo V:{o,b,c) y 

entonces el grafo 
represento: 

o 

R = ~[012 
e O 

borroso ll=IV,RI es 

b e 

0.2 o l 
1 o.e 

0.6 1 
reflexivo y stmétr1co, como y se 

~ 
~· 

• 1 

el .§ es tnms!1i•v si y solo si R es uno reloclón borroso tronslllvo. un 
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grafo es trensthvo sf el peso del arco (ut,V¡) es mayor o fgual que el 
peso menor de Jos arcos (u1.U¡,;). (1Jic,U¡) para cualquier u1. u1• ~ Por 
ejemplo: 

13s transltfvo, yo que: 
µg(o,bl= 0.5 ! mfn {J1g(o,c), µg(c,b)) = (0.5,0.2) = 0.2. 
µR(o,c)= 0.5 l mín (µR(o,b), µR(b,c)) = (0.5,0.4) = 0.4. 
µR(b,c)= 0.4 ' mín fµR°(b,oJ, µR(o,c)) = (0,0.5) = o. 
µR°Cc,b)= 0.2 ' mfn (µR°(c,o), µR°Co,bll = (0,0.5) = o. 

St:· puede verífl car también checeñdo que E2cB,. 

CAMINOS, CIRCUITOS, LAZOS. CADENAS, CICLOS Y ARBOLES 
EN LOS GRAFOS BORROSOS. GRAFOS BORROSOS CONEXOS. 

Considérese el grafo borroso §=[V,B,J de orden finito. 
Un L~n11iw del vértfce x el y de longitud r, denotado por Cr(x,y) es; 

una sucesfóii de r arcos: Cr(x,y):{(x=uo,U1),Cu1,U2},. .. ,(u,...1,vr=Y)}, en Jos que 
el vértice infcial de ceda erco es el mismo que el vértice tennlnBt del 
orco que le precede en la sucesión. Así pues, cod6 arco en el camino está 
dirigido ·hacia· y y ·hacia afuera· de x. En otras palabras. un camino es 
uno sucesión de 6rcos adyacentes que permHe pasar de un vértlce a otro 
sfguiendo los orcos. 

La tile~d del &dnJfiJo Cr(x.y) esté dedo por 
g[C,(x ,y)J = g[(x=uo,u.l,(u.,u,J, ... ,(u, .. 1,u,=y)) 

= min (µg(x,u,), µg(u,,u,J,. .. , µg(u~1 .u,=y)J 
es decfr. es et peso mínimo de todos los orcos lnYoJucrm:los en el comino. 



A conunuacfón se ilustra un carnino de ºº a u> de longftud 3: 

La fuerza de este camino es: 
g(C,(x,y)J = mín {µg(u,,u,), µg(u.,u,). µg(u .. u,)J 

= min { o.2, 0.6, 1 l = 0.2. 
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Los vértices \'1, U2, ...• Ur-I se llllman li1tennedldrios, el vértice X=Uo 

se 11ama ''lirtil:e Ji1/L-fi1/ del camino y el vértce v=ur- se llama f.'JirtiL.·e 
rlna/ del camino. 

Un ¿•/n:ulto es un camino en el que el vértice fnfclal coincide con el 
vértice final, es decir x=y. Por ejemplo: 

·~ 
U; 

... 
es un circuito de longitud 4 (ya que intervienen 4 arcos) y tiene una 
fuerzo de mín {0.2, 0.6, 1, O.Bl = 0.2. 

un lt1.:."'l1 es un circuito de longitud 1. A conttnuflcián se ilustra un 



lazo con fuerza de 0.5: 

(u:) 
g 
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Una t:dd111u1 es una estructura similar o un camino, e:w:cepto que no 
todos los arcos están necesariamente dirigidos hacia el vértice y. También 
puede definirse como une sucesión de eristos consecutivos. Por ejemplo, el 
siguiente grafo borroso dirigido y su correspondiente grafo borroso no 
dirigido son la mismo cadena. 

;ki 
¿· J. Ji> 

1 o ' 

@/ 

~ 
¿· J, ~ 

1 º' 
@/ 

Un ele/o es uno codeno cerrada. En los siguientes grafos borrosos se 
muestro el mismo ciclo: 

,(,h\ 

~,~,)> 

.. , ~ ;·· 
"<& 

Nótese que todo comino es une. ceidenei, pero no recíproceimente; 
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además cede circuito es un c1c1o pero no inversamente. 

Un grafo bar-roso 2 es c11ne.1to si existe uno cedenei de cualquier 
vértice de § a cada otro vértice de §. 

Intuitivamente. 2 es conexo si no tiene vértices olsledos, o grupos 
de vértices que no estén conectados entre sí; en otras palabras, si es un 
grafo borroso en el que cualquier corte CA.A) de .§ contiene o1 menos una 
er1sta. El grafo borroso: 

no es conexo yo que el conjunto de vértices A={Uo,U1,U2} no est6 conectado 
con A:{U3,u.}, es decir el corte (A.A) es Yl!!Cfo, por lo que no extste 
ninguna c1:1deno de algún vértice de A a algún vértice de A. En cambio, el 
siguiente grefo borroso si es conexo: 

n fe 
~-· J, •. / J. 

•.• 1 / 1 
~ @ 

liJn1pont1nles son los subgrafos conexos mexlmales, es decir, son Jos 
subgrafos conexos que no estén propiamente contenidos es otros subgrefos 



36 

con&xos. Un vértice elsledo es un conJPoni'nte tn·f.'18l 

Un dttJot es un componente que no contiene ciclos. Un drbol de 
e.Ypdnsió11 es un grafo borroso conexo que no contiene ciclos, es decir, un 
árbol de expai:isión es simplemente un árbol que Incluye todos los vértices. 
El f.'iJ/or de un drtJo/ es Ja suma de las J.Jg(v¡, v1) de las arcos del árbol. 
Por ejemplo: 

es un órbol de expansión de valor 1.2. 

PROPIEDADES. Sea Q:::(V.Rl un grafo borroso conexo. Entonces: 
o) !! contlene al menos un árbol de expansión. 
b} Un árbol de expansión en !!, con IVl:::n, contfene n-1 arcos. 

Demostración. 
a) Dado que· Q es conexo: 

- sf 2 no contiene ciclos ~ § es un árbol de expansión. 
- st Q contiene al menos un ciclo, se elfmln8 un arco cualquier8 del ciclo. 
El grafo resultante sigue siendo conexo. ye que existe une cedeno que une 
los 2 vérttces que unía el arco ellmlnedo (esta cadena esté dada por et 
ciclo que hobia ol eliminar et arco). Si este grafo resultante aún contiene 
ciclos repetimos el procedimiento hasta obtener un grafo conexo 2 sin 
ciclos. Ir es un árbol de exponslón contenido en §.. 

b) Se demostrar6 por inducción. 
- st n=I vét1ce. entonces no conUene arcos ya que cualquier creo crearía 
un ciclo. 
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- si n=2 vértices, entonces basta una arco para conectarlos. Si tuvieramos 
2 arcos o mós se crearía un ciclo. 
- Supongamos que .para n-t vértices se necesitan n-2 arcos .. 
- si tenemos n vértices, entonces construy1Jmos un árbol para n-1 YérU ces 
con n-2 arcos. Por tanto tendremos un vértice sin conectar. tomamos este 
vérUce y lo conectamos con un arco a cualquier otro y de esta manen~ 
obtenemos un graro borroso conexo con n vértices y sin ciclos, es decir 
un érbol de expansión. 

Q.E.D. 

Por Ja propiedad (a) vemos Que todo grafo borroso § conUene ni 
menos un árbol de expansión. Entre estos hay uno o más cuyo valor es 
mf!ximal. Este es un ¡jrt;q/ de e.rpi!nstó11 n1i1..vlmtJ/ el cual puede ser 
construido rilci1mente por el método de Kruskal: 

Sea Q=IV ,j¡I donde IVl=n: 
- Tomor el orco de peso máximo, es decfr Cum,v0 ) sf máxu,,vJfµgCut,uJ)} = 
JJR(Um,Un). 
- -En codo iteración agregar al ártJoJ el creo máximo, cuyo aumento no cree 
un ciclo. 
- Parar cuando tengamos n-1 orcos. 

cuolqu1er árt>ol de expanstón tiene Jo siguiente propiedad: Sean u1 u 
up dos vértices toles que (u1,up) no está en el árbol, entonces 
µRCu,,uP)s.min{(u 1,uj), ... ,(u0,uP)} donde Cu,,uJ), ... ,(u0,up) son los orcos de Jo 
única codeno que une u¡ y up en el árbol. 51 18 desiguldod no se cumpliera 
entonces el orco de peso menor de IH cadena se removería y el orco 
(u¡,up> lo sustituiría pBro formar un árbol con un valor mayor que el 
máximo. 
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ri:6lli' ll'iii!l!.@ a o a 

CIERRE TRANSITIVO. 

Antes de dar la definición, se da un teorema que ayudo o entender 
su significado. Este teoremo Interpreto a Ja relación borrosa gn como lo 
máxima relación posible entre x y y ut11lzando exeictomente n-1 
Intermediarios. Paro el ceso de n=2 ya se había cnalizedo anteriormente 
(póg. 17 y IB). 

TEOREMA l. 

! 
mo:1·c,(x,y) g!C,(x,y)J 

Ugo(x,y)= 

o 

si e:.·iste 81 menos 
un c,(x,y) 

si no e.\'lste 

Demostración. 
Se hará por Inducción sobre n. Para et caso de n= 1 es obvio: Pare 

Vx,y•V con ug(x,yl•O, móxc,(x,y)CgJC,(x,y)J) =QIC,(x,y)J = min(µg(x,y)) = Ug(x,y). 

Paro n=2 se tiene pera cuotquier x,ycV con J.1R2(x,y):tO: 

UR'(x,yl=móxu,.v (mín ( UR(x,u.J, UR(u.,ylll 
- =mexu,.v gf((x,u,), (u,,y))J -

=móxc,(x,yl gfC,(x,y)J. 

Supóngase que se cumple la hipótesis para n:l. Tenemos entonces 
que Vx,y•V con UR'"(x,yl•O: 

{
Ugi (x,u1),}- ·{móxu,, ... ,Ul-•'" gl(x,u,),(u.,u,), ... ,(u,_.,u,)J} 

min uR (u<.yl -mr µR (u;,y) 



39 

por disUibutiY!ded tenemos 

=max mín . . f {gl(x,u,J,(u.,u,J, ... ,(01.,,o¡JJ}} 
V1, ... ,Ui-1EV JJg (u¡,y) 

_ . { {µR(x,u,), µR(u,,u,J, ... ,µR(u1.,,01)J}} 
-max 1/ mín - - -

U1, ... ,Ui-11& JJg (u¡,y) 

por asociatfYidad tenemos 

::móxu,, ... ,u1•1tiv {min {Jlg(x,u,), Jlg(V1,U2), ...• JJR(v¡.1,u¡), JJg(u1,y)}) 
:.máxu,, ... ,u¡.,ev gf (x,u,), Cu1,U2), ... , (u1-1,u1), Cv1,y)J, 

par Jo tanto tenemos 
µR'"(x,y) • móx00,1¡(min lµg•fx,u,J, µg(u,,y)}} 

= mHxu¡eV {miixu,,.,.u¡.,eV g[(x,u,),(t11,U2), ... ,(vi,y)]}, 
y por asoclatlvidad 

= máxu,, ... U¡•V g[(X,U1),(U1,U2}, ... .(u1,y)J. 
Q.E.O. 

ET ciillTP tronstti~v de una relación borrosa B. en V est6 dado por la 
relt1cfón borroso R =B. U RªU R] U .... 

En otras palabras, R compara para cada par de elementos x, 'I en V 
el peso de su relación directa. de su m6xlma relación e trevl!s de un 
intennedfarfo, dos Intermediarios. etc. y . escoge eJ méximo vaJor 
obteniendo 16 máximo relación posible entre x y y. 

LEMA 3. 
~ es una re/ilc1"ón barrosa tro11sitl~·d. 

Demostración. 
R' - R•R = (RUR'UR' . .J•(j¡Uj¡'UR'U .. ) 

y por dlstrfbut1Yldnd de la composfc1ón con la unión 
- R'UR'UR'U .. . 
e gu¡¡•u¡¡•u ... = & 

Q.E.0. 



TEOREMA 2. 
~i:d §::(V,g] u11 grotiJ botroso rella.~·ivo de 11nie11 n. EntonL"l!:l 

· g,1 e E,1º 1 ¡MnJ todd (EN. 

Demostración. 
Para VX,YEV se llene 

JJR'"•(x,y >= JJR1o R(x,y) 
- =mÓxu;v(m ín(JJR•(x,u),JJR(u, y))} 

¡ mín {JJg(x,u,), JJg<u,.y)} l 
. mín !JJg(x,u,), µR(u,,y)} 

::max ~ .... 

mín IJJg(x,u,,J, JJg<u,,y)) 
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Dado que yeV para algune l se tiene Y=Ul. Sin perder la generalidad 
.supóngase que Y=U1, y como E. es reflexiva, J.lR(Y ,y)= 1: 

• [ mín (µ;~~~~,)~(u.,y))) 
Jlg·•<x.y) =m•x ¡ -

mín IJJg(x,u,,J, JJg(u,,y)) 

>JJg•(x,yJ 

Q.E.O. 

TEOREMA 3. 
Se11 Q=(V,RI vn grafo borroso dt1 onfen n. S~ m>n. Entonces existe 



kin Id/ que gm e B. k, 

Demostroctón. 
Por el teorema 1, para Vx,yeV, 

µgm(x,yJ=móx~mtx.y) 21c!"(x,yll=plem~x,yJJ 
=Q((X=Uo,U1), (U1,U2), ... , (Um·1,Um=Y)) 
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Dado que m es mayor que el número de elementos de V, no todos 
Jos elementos del camino CmCx,y) son únicos, por lo cual CmCx,y) contiene 
al menos un circuito. Supóngase que solamente contiene el circuito 
HV,,U,.,), Ciil.1,V1 •• ), ... , Cii¡-1.ii¡>L es. decir V1=VJ- Entonces pora k:m-(j-i)s:n: . 

µgm(x,y) = mín{ µg(x.~.> •... , µ_g(~1.~¡.,), ... , µ_g{~¡-•.u¡) , ... , µ_g(Um.,,y)) 
i mín{ µR(x,u,), ... , µR(u1,u¡.,), ... , µR(um.,,y)) 
= g(~x:V;:V.>. cG1,Uz>: ...• CVL,Vj••> .... :--cUm-1,Gm.::y)J 
s. max01 , ... ,ut·l•V g[(X:Uo,Us), ... ,(Ut-I• Ut=Y>l 
= µgt(x,yJ. 

Q.E.t>. 

Los teoremos 2 y 3 dan como consecuencia el siguiente corolor1o 
que nos proporciono una forma de calcular el cierre translttvo R. 

COROLARIO 1. 
~tl8 §=IV .El un gr.11°'1 borrosa r11rl11.fl•-o d11 onf11n n. Exlst11 k1n 141 

que&= E'= E"'. 

Demostración. 
Consideremos una m>n, el teorem1:1 3 g1:1r1:1nttz1:1 11:1 extstencl1:1 de k1n 

con gm e Et y por et teorema 2 tenemos gt e Rt·• e ... e R"', por lo 
tanto existe uno k tal que Rt = gt•1 = ... = gm = ... , luego entonces R = 
.RUR'U ... UE" y vo!vlénaose • epllcor el teorema 2, E = g•. 

Q.E.O. 

TEOREMA 4. 
seo Ji=IV,_RJ. St.R es 11Jrte.rtn1, E es nJ/le.rl""- SI E es stmétnc(I, E 
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es sln1étricD. 

Demostración. 
Es cons~cuencia obvia de los lemas 1 y 2 del capitulo anterior. 

Q.E.P. 

REDA NANTES. 

Una partfcfón ordenada de las arfstas del grafo borroso §., 
Z=(C1,C2, ... ,Cm) es un n!bdni!lJ/e de Q sf cada miembro Ct es un corte 

(A1,Ai>l de §-U101 , .. .,J-• C1 paro 1 s.js:m. (Sea Q-U1s,, .. .,o C1liiQ). 

Un miembro C1 del rebananle Z se Tlamará ctJrte del rebanan/e. La 
1011..qitud l{Z) de un rebananle Z de Q es el número de cortes del 
rebanante, es decir, el número de miembros de Ja partición de aristas Z. 

EJEMPLO 12: Sea §::(V .EJ el grefo borroso sfmétrfco 

Consideremos et corte C1=C{a,b,c,d}, {e,f}), en §., el cual contfene tas 
erfstas <c,e>, <c,f>, <d,e>, <d,f>. Entonces, el grafo borroso Q-c, resultante 
es: 

0 
Ahor• si e, es el corte ({o,b,dl, {c.e,f}), de ¡¡-e,, contiene Jos 
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aristas <e.e> y <C,d>. (Nótese QUe el r11fsff10 corte en § contler1e n1ás 
aristas: <a.e>. <c.d>, <d,e>, <d.f>). Así el grafo borroso Q-Ut:i,z C1 es: 

0 
Sea ahora C:J=({b}, {a,c,d,e,f}), un corte en Q.-U¡.

1
,
2 

C1; entonces C:1 
contiene los arcos <a,b> y <b,d>. Obten1endo el grafo Q-U1 •••... ,> c1: 

0 
el cual consta de vértices aislados. 

De esto manera Z:(C1.C2,C2) es un rebanante de Q. Podemos 
representar gráffc11menle el rebanonte de la siguiente manera 

e, c,r· 
0+-.---1 • 

Un rebanante Z::(C1,C2, ... ,Cm) de 2 que no contiene una subperttctón 
propfo que también seo rebononte de li es un FFbi1114nte nlininml de ¡¡, y 
C1,C2 .... .Crn son cortes nJ1ilfn111!es. 
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EJEMPLO 13: 
En el ejemplo 12, c,=(le,b,c,d), {e.fll, de Ji (el cual consto de 1 solo 

componente) puede dividirse en 2 cortes: C',:({e,b,c,d,e), {f}), de Q que 

consto de las. aristas <c,f> y <d,f>, entonces §,-C'1 (de 2 componentes) es: 

y el corte C'2=({a,o,c,d}, {e,r})2 consto ele las artstos <c,e>, <d,e>, entonces 
Q-U¡.,, ... ,i: C'l = Q-C1 (con 3 componentes) es 

CD 
El corte c2 no puede ser dividido, entonces sea C'>:C2={(a,b,d}, 

{c,e,fD:1 de E,_-Ul~ 1 ,. •• , 2 e'¡ que consto de las aristas <o,c>, <c,d>. Así el 
grafo borroso §-U1~1 •... ,, C't (con 4 componentes) es: 

CD 
El corte e, puede dlvid.lrse también en 2 cortes: C"=({o,b}, {c,d,e,f}), 

en §-Uh•·····> C'¡ que consta de la arista <b,d>. Entonces el grafo borroso 
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§.-Uh1, ... ,,. C't (con 5 corr1porientes) es: 

0 
y et corte C's=({b},{e,c,d,e.f))s en Q.-U1.1, ... ,11 C't que consta de Ja oristo 
<8,b>, obteniendo el grafo borroso· G-Ui31, .. .,s C'¡ (con 6 componentes): 

0 

Vemos que el rebonante Z:(C1.C2.C3 ) del ejemplo 12 no es un 
rebonente mlnfmol. Dodo que los cortes f11,C'2Jf>f!•f!s no pueden dividirse, 
entonces Z=(C'1,C'2,C',,C' •• C's) sl es un rebanante mlntmol. 
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Además en este ejemplo podemos observar que un corte mlnimal C¡, 
aumenta en una unidad el número de componentes del grafo borroso 

Q-Uh1, ... ,j-1 Cll 

Al interpretar a un rebaneinte como una secuencia de cortes en un 
grafo. es evidente aue cada corte aumenta sucesivamente el número de 
componentes en el gn:ifo resultante. Dado que un corte minlmel implica un 
corte de un solo componente, el cual no puede ser dividido en otros 
cortes, el número de componentes aumente precisamente en uno, lo que 
prueba el siguiente 

TEOREMA S. 
Paro cua/quit!r grafo bo1TVso con al 111enos una dr/1-10: 

mó:< (1(Z)/ Z es un reba1J.:t11te dt! Ql = IVI- el nún1erv dt! cmllponentes de Q.. 
y este n1J.r1ill1J es d!CdtJZddo si ll soto siZ e~- un rebd1u1nte 1111iui11a/ de Q. 

Finalmente, Z es un nJbtJng11te est11?cho de § si codti corte C1 es un 
corte de peso mínimo de algún componente de §-U1 ~ 1 •••. ,¡.1 C1. 

EJEMPLO 14: 
El rebonante Z:(C1,C2,C3,Cri,Cs) en el grafo borroso g de los 2 

ejemplos tinteriores dado por: 

e, 

··~·-\--{e) 
e, ·~e 

1---1-·~ .. r . 
e, 

es un rebanante estrecho de 2,1 

Nótese que In noción de rebanante pertenece solo a grafos que 
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contengan al menos una arista. 

Un rebanan te de .§ se puede interpretar como uno secuencf a de 
cortes no vacíos que separan a Q en vértices aislados; y un rebanante 
minimal (estrecho) efectúa esta separación usando únicamente cortes 
mfnimales (de peso mínimo) en cada paso. Nótese que un rebanante 
estrecho es siempre un rebanante minlmal pero no Yiceversa. 

Es importante considerar un rebenante en términos de sus 
particiones sucesivas de los vértices. Seo el rebanante Z:(C1 .... ,Cm) de 
Q=[V.RJ. Consideremos el t-ésimo corte C¡:(At,A1h. Dedo que V es el 
conJ:inlo de vértices tanto de Q como de Q-Ulu, ...• J-t C1• para Vj•(l,m), 
(A1,A1)t, efectúa la misma port1c1ón de vértices de .B que el corte 
(A1,A"t>1¡:1; sin embargo: (A1.At>1 = (At,Atl - U1~1 •••• ,t·s c1• por lo cual (A1.A1)l 
l> l,(c:omo se vló en el ejemplo 12) no necesariamente conl1ene todas las 
aristas del corte (A¡,A1) de Q. Así, el conjunto de aristas (A1,A1) depende 
únicamente de §., mfentras que (A1,A1)1 depende tanto de §. como de Z, 
aunQue Te partición de \lértfces es le misma para los dos casos. 

Cualquier grafo borroso Q=(V,RI puede ser escrito de la fonna § = 
<Ps>U<P2>U ... U<Pn> donde cada <Pi> es un componente de .{!. Sea {P1,. •. ,Pn} Ja 
PiJr//¿•/dn de /os rértices de§ por co111ponentes. 

TEOREMA 6. 
~"'ei1 Qun grotiJ borrvso. ~ii'i1n {P1, ... ,Pnl su partlci'ón de 1--értit:es por 

L"OlllPOnentes ll C::.(A,A> u11 corte 111i11in1i:J/ en .{i. Entonces .G-C tiene li1 
pi:Jrtlt:idtJ da véttices por co11Jpon1111tes: 

.[-C = U1:.,, .. j<PtflA>U<PtflA>l. 

Demostración. 
Se había visto anteriormente que 2,-C=<A>U<A> (pág. 30). SI C es 

minfmal, entonces Vx,y1A (o A>. si x,y1P1, donde Pt es un componente de 
g, x y y deben estar también en un mismo componente de §-C. Entonces, 
Ja partición de vértices por componentes de .G-C es : 
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Q-C = (<P.>U<P.>U ... U<P,>)n(<A>U<A>) 
= Ut.,, ... ,n«P1::>0(<A>U<A°>) 
= u ....... ,.C<P,nA>U<P,nA>l 

Q.E.O. 

Nótese Que la partición de vértices Por componentes de 12.-C es una 
subportlclón de vórtices por componentes de §. Podemos decir entonces 
que la partición de vértices por componentes de Q-~=i, ... ,j C1:: es un6 

subpartlción de la de G-Ui.:.,, ... ,j-i C1:: para 1 s.js.m; asf el rebanante 
Z:(C,, ... ,Crn) efectúa una secuencla anidado de m+ 1 perticiones de vértices 
que va desde {P,, ... ,Pnl hasta la partición mlnimal compuesta ún\camente de 
vértices. 

EJEMPLO IS: Sean el grafo borroso ji y su rebanante mlnlmal 
Z=(C,,C2,C,,C.) dados por: 

Los 
-para §. 
-pllí{l Q-C, 

(0)----o,f@ 
."~:~ 

e, 

pert1c1ones de vértices por componentes son: 
1 (o,b,c,d}. le,fl ) 

( lo,b,d). (e), le,f) l 
-para §-C1-Cz 1 {o,b,d}. (e}, le}, (1) l 
-para §-C1-C2-C> 1 lo,b}, le}, Id), le}. lfl ) 
-para §-Cs-Cz-C>-C,. 1 {o). lb}, le}. (d), lel, (1) JI 

Del teorema 6 también puede concluirse que cado grafo borroso 
Q-Uh,,. . .,J-• el puede representarse como la untón de subgreafos Inducidos 
conexos de ti, los cuales son t~s componentes de G-Uhs ..... J., el. 
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Un corte Ct del reba¡¡ante Z:(C,, ... .Cm) puede dejar intacto algún_ 

componente de G-Uh1, ...• J-i el y es útil especificar cuoJes componentes son 
realmente cortados por C1. 

Los subgrafos !h •... ,.§m de Q son tos subg111li.J~· ¿•ortados por el 
rebenante Z:(C,, ...• Cm) si cada Ql contiene exactamente los componentes de 
G-U1•1, ••• ,J., e, cuyos vértices son separados por Ct. 

EJEMPLO 16. 

Consideremos el grafo borroso .ti y el rebanante Z=CC1.C2.Ca) dados 
por: 

Como c. únfcemente separa Jos vértices del componente <{a,b,c,d}> 
de !L §1=<(a,b,c,d}> es el subgraro cortado por C1. De igual menara 
Q2=<{n,b}> es cortado por C2 y Q,=<{c,d,e,f}> es. el subgrafo cortado por c>I 

ALGORITMO PARA LA OBTENCION DE UN REBANANTE ESTRECHO. 

Supongamos el grafo borroso simétrico Q=(V,R1 con N compononto; y 
a1 menos una nnsta. 

1) Represéntese Ji como la unión de sus componentes 

J!=UJ,,, ... ,N <PJ> 
2) Seo i=I. 
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4) Encontrar un corte de peso mínimo' C;:(A,A) de fü. Nótese que AUA=P •. 
5) Sean <Pk>=<A> y <PN.,>=<A> entonces §-Unoa ..... 1Cn:;;UJu, ... Ji.¡<Pj> 
6) Si l=IVl-N veyo el poso 7, de otro modo Incremente l en 1, t.e., 1+1-+l 
y vuelve el p~so 3. 
7) Ahora Q.-Un.1, ••. ,lvl-N Cn consiste úniccimente de vértices t1is\t1dos y 
Z=(C1,C2, ... ,C1"'1-N> es un rebanante estrecho de § con §1, §2, ...• ~l-H los 
subgraros cortados por el rebanante z. 

EJEMPLO 17. 

Consideremos el grafo borroso slmétricO §=IV,g}: 

el cual consta de un componente, l.e., N= 1. 

1} Seo V=Ps, entonces Q.=<P1>. 
2) I: l. 
3) Q•=P,, hl y IP,!=6>2. 
4) El corte ·de peso m(nlmo de Qi es C1=Uu1,V::,U4}. {U3,U11,vs}) que conuene 
las aristas <U2,U:1>, <U2,0s>, <U•,U:1>, <u.,us> y el peso de e,, t1l=0.6. (Se 
t lene {01,U2,u•)U{v,,v.,u,}=P1). 

5) <P~=<P1>=<{U1,U2,Ut.}> y <PN-t- 1>=<P2>=<{Ul,u,,usl>.Se tiene §.~s=Ul=s, ... ,2<P¡>: 

(u';)_ 

I~::::e 
~ 

3. Exlst«i vrios métodos pra tne0ntr1r •1 cortt e» ~so m~, alpaos Htán b.asados tn •1 ttcnma • 
1\Jjo máxtno-mTiino corttdt la ttoria dt flljo tn rf'dts, como elqut se txpllca wi tl Apíndb I; m....-111 
cwikJriw 1ttenM:ttv1 pa4t..,. utflitadl. 
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ó) i=1=1Vl-N=5 entonces 1:2 y volYemos al pasQ 3. 

3) See 22=<P1>, es decir k= 1 con IP11=3l2. 
4) ET corte de peso mínimo de §2 es C2=Clo1,1J2},{u,}) que contiene les 
eristes <U1.u,~. <V2,u,> y !Czl=l.t. (Se tiene {u,,u,JU{u,}:P1). 
5) <Pk>=<P1>=<fU1,U2J> y <PR .. 1>=<PJ>=<{u,}>. Se tiene Q-Unn, ... ,zC1:U¡.,, ... ,,<P¡>: 

A. T-.....o.s 
o.. .::® 
.l_ -·-· 
~ 

6) l=2:t:IVl-N=5 entonces 1:3 y volvemos el peso 3. 
3) Sea §J=<P,>, es decir k= 1 con IP11=212. 
4) El corte de peso mínimo de § 3 (y úntco corte} es C3::({u1),{u2}) que 
contiene lo erlste <1J1,Uz> y IC,J:: 1 (Se Uene {u,},{u2J=P1). 

S) <Pt;;>=<P1>:<(U1}> y <PNT1>=<P.>::<{Uah. Se llene §-Un•1, ... ,,C1=LI¡.¡, ... ,,<Pe: 

A 
f'o.s 
o.. )9 
.l_ _.., 
~ 

6) t=3=JVl-N::S entonces i=4 y volvemos el peso 3. 
3) ~orno IP,l=l!u,11= 1, IP,l=Hu,,u,,usl/=3, fP,l=l(U,JI= 1 y IP•l=l!U2ll= I, solo 
puede darse Q.•=<P2>, es decfr w. 
4) EJ corte de peso mínimo de 2• es C.=({v:11},{u11,us}) que contiene las 

aristas <V3,u.>, ru>,Us> y IC.1=0.9 
5) <Pt>=<P1 >=<{U:s}> y <Ptlt'1>=<Ps>=<{U.,Us)>.Se tiene §,-U,..1, ••. ,.C1::Uj.,, ... ,s<P¡>: 
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6) 1=4:IVl-N=5 entonces 1=5 y volvemos al paso 3. 
3) Como solo para k=S se cumple IP~=1Psl=21:2, entonces se tiene Qs=<Ps>. 
4) El corle de peso mínimo (y único corte) de Qs es Cs=({u.},{us}) que 
contfene la aristB <011,Us> y ICsl::0,7 
5) <Pic>::<Ps>=<{U,}> Y <PN,_ 1>::<P,>::<(us}>. Se tiene Y,-Ur1.1 , ... ,,C1::U¡ .. , .. ., 11<Pj>: 

6) 1=5=1Vl-N continuemos. 
7) Z::(C1,C2,C>,C11,Cs) es un rebanante estrecho de § 

e, 

donde JC,1=0.8, IC,I= 1.1, JC,I= 1, ICal=0.9 y ICsl=0.7 y .!l•=!i. 
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§.i: 

son los subgrafos cortados por el rebanante za 
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EL PROBLEl1A DEL ANALISIS DE CONGL011ERADOS. 

El problema del análisis de conglomerodos consiste en: 
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Dada una colección de objetos V e información sobre lo semejanza 
entre ceda por de estos objetos, encontrar agrupaciones de objetos 
altamente semejantes entre si y consicterablemenle diferentes o los 
objetos de otras. A estos ogrupociones !lomamos 1.·011glon11:N"8dos. 

En el desorrollo de este capítulo se supondrá que lo información 
sobre la semejanza entre los objetos está dada por una relación borrosa E. 
en V, asumiendo que conforme aumenta el grado de semejanza entre cada 
oar de objetos. aumentei el valor de UE: 

Ob\li8mente la semej1:1nza de un objeto consigo mlsrno es perfecta. 
por lo que se t1ene pl'.ln:1 VxEV, ~(x,x):d, es decir Res reflexiva; además, 
dado que un objeto x se asemej6- al objeto y tanto como y se asemeja a 
x, se tiene que poro Vx,y•I/, µR(x,y)=J1¡;(y,x), o bien E es s!métrlco. 
Tenemos pues que lo estructürn de - datos paro el análisis de 
conglomerados es un gr6fo borroso Q:[V,Rl. el cual tiene las propiedades 
de ser mt7e.YifttJ y sinuitnL"tJ. 

En las Bpllcac1ones donde el grodo de semejanza esté dado por un6 
función con codomlnio diferente e [O,t]. se podrá ajustar mediante una 
función conveniente. Por ejemplo, supongamos que el grado de semejanza 
entre ceda par de objetos de V esté dado por una función f: V•V ..., 
1-10,301. entonces µE podrío estor dodo por. 

µE(x,y)= f(x:r¿+ 10 
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También puede darse e\ ceso de que to medide m6s noture\ de 
semejanza es menor para objetos de mayor semejanza. como la medida de 
la distancia Euc1ide11na entre puntos en el espacio. En esos casos lo 
indicado es. una Yez ojustada la función JJg. trebejar con lo relación 
complementaria R. 

PROCEDllllENTD DE E-l:ONECTIVIDAD. 

BASES TEOR!CAS 

Sea 2=lV,Rl un grafo borrososo. Un vérttce u se dice que es 
E -atcanziJble desde otro vértice u, para alguna O<E! 1, s1 y solo si existe 
un camino de u a u de cualquier longitud k, tal que glCt.(u,v)bE. 

Por e\ teorema 1 del capítulo l!lnlerior, podemos decir que un 
vértice u es E-alcanzable desde u st y solo si e><tste une k tal que 
J.lRt{u,1J)1:E lo que es equivalente o JJ.R,(u,v)!E. Par esto, la matriz que 
réPresente B. es llamada también n1af/1~ de a/¿·a11zab11fdad. 

St B. es une reloctón borrosa renextvei, el coroleirio 1 del copftulo 
ontertor gBranltze que ta motriz de alcanzabiltdod ~ puede ser obtenido 
con un mBx1mo de (n-1) multlphcociones de ta· motriz que represento g. 

Seo §.=lV .B,1 un grafo borroso. La canectividad de un par de vértices 
u y u, denotado por c(u,u), es definido como el mínlµR(u,u), µR(v,u)}, es 
decir, es le elcanzebt\ided mutua entre estos dos Yii'rlices. Eñtonces lo 
motriz de conectividad está dodo por C:mín{ B,, B,Tl donde BT es la matriz 
transpuesta de ,8. 

Si ¡¡ es rnnex\''º de orden n, 3k<lll con km, tal que R=~ (corolor1o 
t) y por el lema 2 podemos eisegurar que si g es stmétrico C:=~-



EJEMPLO 18: 
Sea .G=IV.RI el grafo borroso reflexivo 

E= 

A B C O E 
Al 1 0.7 0.8 0.5 0.5 
B O 1 0.3 O 0.2 
e o 0.1 1 o 0.2 
o 0.6 1 0.9 1 0.6 
EOOOOI 

entonces la matriz traspuesta de R es 

A B e o E 
A o o 0.6 o A 
B 0.7 0.7 1 o B 

Rr= e 0.8 0.3 l 0.9 o y C=mín!B..RTl= e 
o 0.5 o o 1 o D 
E 0.5 0.2 0.2 0.6 E 
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A B e o E 
o o 0.5 o 

o 1 0.3 o o 
o 0.3 1 o o 

0.5 o o l o 
o o o o 1• 

Un grofo borroso 1! es llomodo E-Cl1nect6do luerten1Mle si y solo si 
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cada par de vértices son n1utuan1ente t-alcanzables. 

TEOREMA 7. 
Un gmlo bonvso .G.:::fV ,gJ e~· 1:--L"Ofle¿·f.:tdo l'uerte111ente si !I solo ::.·i 

e\'iste un ~·erttce u tal que paro cualquier 11tro vertii:a u en~ J.J,R(u,U)lE 
!1 Jlft(U,UhE. 

Demostración. 
=>) Obvfo. 
~> Supóngase que existe un vértice u ta1 que para CUfllesquier u,, U.a•V. 
µR(v,,u)lE y J.1R(U,U2).!E. Dado que.E es transitiva {lem11 3) tenemos: 
- -JJg(u,,u,J > mox0,y( mín( ug(u.,u). llg(u,u,)J 

' mín { ug(u.,u), llft(u,u,)) 
.!. mfn {E, E} :;: E. 

Q.E.O. 

Este teorema es muy úUI ya que facilita Ja determinación de los 
::."UbflnJIOs 1:r-co1Jecli1dos tuerten1ente 111t1.rin1i!les (.!Jlt-Lrt1i de Q. es decir Tos 
subgrafos e:-conectados fuertemente que no están propiamente contenidos 
en elgún otro. El número de SE-CFM en 2 está dodo por el número de 
renglones distintos de la matriz ~· Cada vector renglón diferente 
corresponde o un SE-CFH. el cual contiene los vérttces correspondte"ntes a. 
los elementos distintos de cero. 

EJEMPLO 19: Seo Ji=fV.Rf reflexivo: 

1Jt U2 u> u. Us 

u, 0.6 0.4 o o 
u, o 1 0.2 0.6 0.3 

B. ; v:1 o o.e 1 o o.9 
º• 0.2 o. 7 0.3 1 0.2 
Vs 0.4 0 0.5 0.3 1 

51 queremos obtener todos Jos SE-CFM para E=0.5 necesitamos 
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obtener Co.5 : 

u, u, u, u, u. 
u, 1 o o o o 
u, o o o 

><: Co.s = U3 o o o 1 
u. o 1 o o .,, o o 1 o 1 

/-

Dado que Co.s tiene 3 vectores renglón diferentes, § contiene 3 
S0.5-CFM, cuyos conjuntos de vértices son: {u1}. {u 2 ,u,). {u3 .u5}1 

Los resu1todos anter1ores son ahore opltcados al análisis de 
conglomerados. Suponernos que el gr1:1fo borroso Q::lV ,gl da dolos es do do, 
el cuol es reflexivo y simétrico. 

Paro O<E.s. t, un 1:.--t:on1po11ente en V es un subconjunto mexlmol W de 
V tal que coda por de elementos de W es mutuamente E-olconzoble. En 
otras palabras, construir los E-componentes de V es equtvolente a 
encontrar todos los subgrofos moximales E-conectados fuertemente de §. 

ALGORITMO. 

1) Obtener los representaciones matriciales de R. B.2 
, •••• R" donde k es el 

entero más pequeño para el cual ~ = gk+1. 

2) Nótese que R : gt. Obtuv\mos le matriz de alcan2ebilldad. 
3) Obtener la motriz de relación clásico de nivel E de B; n saber &. 
4) El número de E-componentes está dado por el número de renglones 
dlst\ntos de Re_. Paro cada vector renglón o. en &. Jos vértices contenidos 
en el correspondiente E-componente son tos elementos diferentes de cero 
de les correspondientes columnes de o.. 

EJEMPLO 20: Seo Ji.=(\l ,RI el siguiente grofo borroso: 
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es una relación de semejanza. Deseamos obtener todos Jos E-cornponentes 
para todos los valores diferentes de E. Slguiendo Jos pasos del algor1tmo: 

1) 
A B e D E A B e D E 

A 0.1 0.6 0.2 0.3 A 1 0.3 0.6 0.7 0.3 
B 0.1 o 0.3 1 B 0.3 1 0.3 0.6 1 

R= e o.6 o 1 0.7 o RI= e o.6 o.3 1 0.7 0.6 

D 0.2 0.3 0.7 1 0.6 D 0.7 0.6 0.7 1 O.ó 

E 0.3 o 0.6 E 0.3 0.6 0.6 

A B e D E A B e D E 
A 0.3 0.6 0.7 0.6 A 0.6 0.6 0.7 0.6 
B 0.3 1 0.6 0.6 1 B 0.6 1 0.60.6 1 

R'= e 0.6 0.6 1 0.7 0.6 2·= e o.6 o.6 1 0.7 0.6 = R' 
D 0.7 0.6 0.7 1 0.6 D 0.7 0.6 0.7 1 0.6 
E 0.6 1 0.60.6 1 E 0.6 1 0.60.6 1 

2>seoR=R'· 
3) Los relaciones cléisfces de nivel E, pare E=0.6, 0.7. o.a y 1 son: 
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A ·6 e o E A 6 e o E 

•.. ¡¡ 
A o o 
6 o o o 1 

~o.7=C o o 
o o o 
E o 1 o o 

A 6 e o E A 6 e o E 

r 
o o o A o o o o 

6 o 1 o o 6 o 1 o o o 
Ro.e=~ ~ o o o E1=C o o 1 o o 

o o 1 o o o o o o 
E O o o E o o o o 

4) E Número de e:-componentes E-componentes 
0.6 1 {A,6,C,D,E) 
0.7 2 {A,C,D), (6,E) 
0.6 3 (A,C), {B,E), (O} 

4 {A), {B,E), {C), (O) 

Los resultados obtenidos pueden representarse medlente la siguiente 
BrtJorescencla: 

• 

o.a 

0.7 

0.6 

A C O B, E 

-:-Y T Tr 
~-:!: 
~ 

• 
El procedimiento de e:-conecttvldad es útil solo cuando E es 
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relatfYamente alto; con10 se puede ver en el ejer11plo anter1or, para €!0.6, 
sotemente hobia un conglomerado. que coincidío con el conjunto de objetos 
o conglomerar. 

Obvian1ente. tfene et defecto de tener un alto grado di 
encddenan11i?nta, es decir, puede agrupar en un mismo conglomerado a 2 
objetos poco semejonles entre si pero semej6nles a trovés de terceros. 

TEOREMA e 
Pdro E>O, los E"-L~IJ/llPIJtJentes de vn gruliJ borroso .G. son d_/eno~:. 

Demostración. 
Setin G, y Q2 dos e-componentes de Q tales que sus conjuntos de 

vértices llenen al menos un elemento en común. Entonces 3xoeV,, Yo•V2 
tales que JJR(Xo,yo).?E, y por tronsitfYldad de ! JJ6í6 VxeV1, yeVz 

- Jlg(x,y) ' móxv,.vl mln( Jlg(x,v.>, Jlg(v.,y))) 
> min( Jlg(x,x,), JIB(x,,y))} 
> mini Jlg(x,x,), móxv2 ,y( mln( Jlg(x,v.>, JIB(v •• y)}}l 
> mln( Jlg(x,x,), mín( Jlg(x,,y,), Jlg(y,,y))) 
= mln{ Jl_R(x,xo), JIB(x,,y,), Jl_R(y,,yJ} 
! E 

•·. <V .uv :i> es e-conectBdo 
Dedo que <Vs>=Q• y <V2>=Q2 son SE-CFM, se concluye que Q,=Q2. 

Q.E.D. 

COMPARACION CON EL PROCEDIMIENTO CLASICO DE ENLACE SIMPLE 

ET procedimiento clásico pero To obtención de congJomeredos 
denominado en/<J¿·e si111p/e determine un conglomerado con el requJstto de 
aue ceda obJeto tenca una rea1clón meuor o touel e a con al menos otro 
objeto del conglomerado. 

Todos los conglomerados obtenidos por este procedimiento pueden 
ser obtenidos por el de E-conectividad (pare Q=E). La diferencia es que 
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Jos suugraros irifiXiffitiles t-conectados fuerterr1er1te pueden ser obtenidos 
directamente de R. con un máximo de n-1 mullfplicaciones de meitrices 
(donde n es el orden de Q.=(V,,R]), mientras que en el procedimiento de 
enlace simple, es necesario obtener tantos grafos de nivel o:. como el 
número de pesos distintos de Jos aristas de §. 

SOLUCION POR PROCEDIMIENTO DE ENLACE SIMPLE. 

pnre o.=0. t 

poro c.:0.2 
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para o.=0.3 

B 

poro a=0.6 
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A 

B 

E O 

paro 0.=0.7 

E 

paro a.=0.6 



6S 

para o.= t 

PROCEDIMIENTO DE ~-GRADOS DE CONECTIVIDAD 

BASES TEORICAS 

Consideremos el grefo borroso simétrico Q=[V.Rl. El gr<JdtJ de un 
vértice oev· esté dedo por 

d(ul=L.i.u µR(U,U). 
es decir, es el peso del corte ((u},\1-{u})'. d{u):\((u),V-{u})I. 

El fl1li11i110 .QrodiJ de § es ó(§)=mÍfluEv{d(u)} y el n1dxti111J grodo de 2 
es 6(§)=móx0 ,y{d(u)}. 

LEMA 4. 
~1/.:J .§.=IV,Blun g~ro bonVSQ slnhÍ/n'l.·o y<Vl>. l=1,2r···n• Sll/Jgn1rlJs 

da§ (¿·011 VlcV pdro ttJdd i), ldles que <U¡ V1> es 1."lJne.'f11. Entol/1."d.!:l.: 

l) ó<U1V1> 2 min,{ó<Vt>} 
ii) i'l<U¡\ll> ? móx,16<\lt>} 
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Demostración. 
Para VUEVl, para alguna i, sea d1(u) su gn1do en <V1> y d'(u) su 

grado en dJ1 V¡>. Dado que u está conectada en U1 V¡ con los mismos 
vértices que en Vt, para alguna i. mlis aparte puede estar conectada con 
otros vértices· de Ui.V1, tenemos que d'(u)2d1(u). 

t) Sea ó<U1V1> := d'Cut.>. u1::"Vl' 
ó<U1Vi> = cf(ui:) l d1Cu¡::) .! ó<Vi> i: mín1 {ó<V1>}. 

i 1) Además si 

miix¡, {A<\.\>} :: 6<V1> = dru1::> s. cf(ut.} s. A<U1V1>. 
O.El'. 

§ se dice que es 't- .J//""¡]¡fos L"OnactiJdO, para algún 'UO si ó(.§)21 y .§ 
es cone>io. Un co111p11nente de 'r.-gnJdtJs de § es un subgrafo 1-grados 
conectado maximal de Q. 

TEOREMA 9. 
Pi1n1 ¿·u11/quier 't>O. los ,;on1ponentes de 1-grodos de un §n!IO 

borroso s1i11étni:o son 11./enos. 

Demostración. 
Seon <V1> y <Va> dos componentes de 't-grados de Q toles que V1 .y 

V1 llenen al menos un componente en común. Por e1 temo 4 tenemos 
ó<V1UV2> 2 mín {ó<V1>, ó<V2>} 2 'l 

Dado que <V1> y <V2> son maximales con respecto a 1-grados de 
conectividad, concluimos que <V1>=<V2>. 

O.El'. 

ALGORITMO. 

Determinación de los componentes de 't-grados de un grafo borroso 
simétrico finito Q;[V,g). 

1) Obtener lo motriz M sustituyendo los valores de lo diagonal de lo 
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n1atri2 R por ceros. 
2) CaJcuar las sumeis de los renglones. 
3) Si hoy renglones con suma menor que 't, obtener una nueva matriz 
reducida eliminando esos vértices y volver al paso 2. 
4) Si no hay tal renglón, alto. 
5) Cada componente del grafo Inducido por Jos vértices de Ja úJtfma 
matriz, asf como cada vértice elimfnodo es un subgraro 't-grados 
conectedo mexlmal. 

EJEMPLO 21 (a): sea Q=lV .El 

a b e d e 
a 1 

M 00301 b 0.6 1 0.4 0.7 o 
JS = e o 0.4 1 0.7 0.6 

d 0.3 0.7 0.7 1 0.4 
e o o 0.6 0.4 1 
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Para t= 1.1 
o b e d e Sumas 

• -b o 0.4 0.7 o 1.7 
M::: e 0.4 o 0.7 0.6 1.7 

d 0.7 0.7 o 0.4 2.1 
e o 0.6 0.4 o 1.0 

b e d e Sumas 

b[ o 0.4 0.7 1.1 
b e d sumas 

M' = e o.4 o 0.7 1.7 b[ o 0.4 0.7] 1.1 

1.6 t1' = e 0.4 O 0.7 1.1 d 0.7 0.7 o 
1.4 - d 0.7 0.7 o e 

- Para 'C=0.9 solo se necesite le matriz M y el único componente meximel 
de 0.9-grados es {o,b,c,d,e}. 
- Pera 't:: 1. se necesl tan M y M'. Los componentes de 1-gracJos son {a} y 
{b,c,d,e}. 

- Pera 'C= 1.1 obtenemos hasta tr y los componentes ma>eimeles de 
1.1-grodos son (o), (b,c,d} y (e}. 
- Para 'C> 1.1 Tos componentes max1ma1es cJe -e-grados son {a}, (O}, {e}, {cJ} 
y {e}. 

La arborescencio es entonces 
'( 

a b e d e 

\~T 
1.1 o b e d e 

\~ 
a b e d e 

~ 
0.9 a b e d e 

• 
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Corno se yfó en el teoren1a 7, los conglomerados detenntnados por 
el aná11sis de :c-gr6dos son 1:1jenos; sfn embargo el efecto de 
encadenamiento todavía es posible, como se ve en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 22. El siguiente grafo borroso simétrico 

... 

fonno un componente de 't-grados. para '1:12. como se ve en les sumes por 
renglones de le matriz asociada: 

"' "' "' "' "' "• "' "• '" "'º Sumas 

"' o 0.7 o 0.4 o o o o o 2.1 

'" 0.7 o 1 0.3 o o o o o o 2.0 

"' o 1 o o o.e 0.2 o o o o 2.0 

"• 0.3 o o o o o o o 2.3 

"' 0.4 o o.e 1 o o o o o o 2.2 

"' o o 0.2 o o o 1 o 0.9 o 2.1 

"' o o o o o o o 1 3.0 

"' o o o o o o 1 o o.e 0.7 2.5 

"• o o o o o 0.9 o 0.6 o 0.3 2.0 

"" o o o o o o 0.7 0.3 o 2.0 



_ Es14 J'.;t;,c; .,/rs1s 10 

''t Í¡/ fi/J /}, 
~;;,,;r!Jr 

Entre los vértices (01, U2, \J], u,, Us} y los vértices {u,, v.,, u,, ... ~,! fl}) 
Vaol solo existe una oriste de peso 0.2; sin embargo aún el en61isis de 
2-grados considera el grofo como un solo conglomerado, encadenando lo 
que 1ógicamen.te deberíei de ser considerado como 2 conglomerodos• 

COMPARACIQN CON EL PROCEDIMIENTO CLASICO DE k-ENLACES 

En el análisis clásico ·de conglomerados por el procedimiento de 
1<:-en1oces, coda Objeto ae un conglomerado debe estor conectado con al 
menos otros k objetos del conglomerado por aristas con peso mayor o 
1gual que o.. 

En el ejemplo 21 se puede observar que no todos los conglomerados 
obtenibles por el procedlmfento de 'C-grados de conectividad lo son por el 
procedimiento de k-enleces, como se muestre en el siguiente ejemplo. 

EJEMPLO 2 l(b).SOLUCION POR PROCEDIMIENTO DE k-ENLACES. 

"' "' 
11 b e d e a b e d e 

\~T '""'~ 0.7 e b e d e 

~ 
0.4 n b e d e 

~ 
0.6 o b e d e 0.3 a b e d e 

k=l k=2 1 

TEOREMA 10. 
El procedinuento da 't-grodos d11 coneL·/i1-•idiJd pm11 /4 L"anstrocctdn 

da ¿•ang/11n111rod11s as n1ds eractif.'11 qw 111 uso t/111 proc11dtn11iJnto da 

/f:-J?n/aces. 
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Demostración. 
Como se vió. en el ejemplo anterfor. no todos Jos conglomerados 

obtenibles por el procedimiento de -r-grados de conectfvfdad los son por el 
de k-enJaces. Entonces es suílcienle demostrar qiJe todos Jos 
conglomerados obtenibles por el .procedimiento de k-enlaces lo son por el 
de '!-grados de conectividad para alguna 'L 

Sea .§.=(V,gl un graro borroso simétrico. Para O<O.il, sea G' el grafo 
obtenido de Q al sustituir los pesos de Q menores QUe et par O. Para 
cualQufer k usada en el proced'lmlento de k-enlaces, sea 'f=ket. F6cllmente 
podemos observar que un subconjunto de V es un conglomerado de 
k-en18ces de G' st y solo si es un conglomerado obtenido al aplicar el 
procedimiento de -r-grados de conecti1,1fdad a §.. 

aE.o. 

PROCEDIMIENTO OE 'l-ARISTAS DE CONECTIVIDAD. 

BASES TEORICAS. 

En el procedfmfento de -r-grados de conecttvicfad de Ja sección 
precedente, un elemento u esté contenido en Un conglomenufo UsV solo sf 
el peso del corte ((u},U-{u}) es mayor o igual a 'L Como se Yió en el 
ejemplo 22. Je posfbilidad de encadenamiento prevolece en el enélfsfs de 
't-grados de conectividad. El problema en este ejemplo es que ICI= 
l({u1,u2,V:1,V•,us). {u.,u'l',u•,V9,U10Hl=0.2 a peser de que l((u¡}. V-(u1})f1:2 para 
toda l. Entonces un procedimiento que mejoraría la noción de 'I-grados de 
conectfvldad sería determlnor los conJuntos ucv donde ICW.W}ltr oere 
todas las partfcfones W, W de U. Esto nos conduce a lo noción de 
cvnectivfdiJd de dn"stos de un greta. 

La t:onect/1-•/ddd di! drt~-td~", A(Q) es et peso mlnfmo de cuaJquler 
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corte que separa los vértices de un grafo borroso no trivfal. Un grafo 
borroso simétrico .@=[V,g]. no trivial, es '[-dri~;tqs L~1111ecli:1do si cada corte 
que separa los vértices de .@ tfene un peso de al menos 't, es decir, 
A.(Q).tt. Un t~l}llf/JOIU!tJle de 7-drfstds es un subgrafo maxlmal de § con 
respecto a lo conectlYided de -r-aristas. Un grafo borroso trivial, osf como 
un grafo borroso no conexo tienen cero aristas de· coneclfYidad, y son 
'(-aristas conectado soto para 'C:O. 

Cualquier corte de un grafo conexo no trivlal contiene ol menos una 
arfsta. oor Jo cual A(GhO. Sabemos que Jos subgrafos conexos maxlmales. 
así como los subgraros triviales .son los componentes de Q.. Anterforment.e 
se señaló que las componentes y los subgrafos borrosos 'C-grados 
conectados son ajenos entre sí. por Jo cual un anótisfs de conglomerndos 
basado en cualquiera de estos criterios conduce a conglomerados ajenos. 
Esta propiedad se obtfene para Jos componentes de T-ar1stas. Para 
mostrarlo necesitamos prfmero el 

LENA S. 
Se.:J11 §•. §2, ... , §n, §l=lVt.Rd. sulJ..qtfJros de§ /11/es que U1.,, ... ,n21 es 

cone.riJ. Entonct?s: 
i\(<U¡.,, ... ,n Vt>) i i\.CU1.,, .•• ,,J!1) l mín¡.,, ... ,n{i\(§1)}. 

Demostración. 
SI U1u, ... ,,J!1 consta de un solo vértice; el resultl!ldo es Inmediato. 

Por otro lado, sea C=(A,A) el mínimo corte de Uh
1

, ••• ,,.Jl1 el cual debe 
contener al menos una arfsta dado que es conexo y no trfvlal. SI e 
contiene una arista de .§J=fV1,g1J, tanto A como A contienen vértices de V¡. 
por lo cual C contiene un corte de §l Luego i\CU1•1

, ••• ,,.Jli)lh(Gj) para el 
menos una G1, ltj1n, concluyendo i\(U1=1, ••• ,nlii)1mín1 i\(§1). 

Además, cualquier corte de <U1s1 , .•• ,n Vi> debe contener un corte de 
U1u, ... ,J!t, entonces h(<U1u, ... ,nV1>)1i\.(Uh1, •.. ,Ji1). 

Q.E.D. 
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TEOREMA 1 l. 
Pdro 7,1 o,. los L~o1JJpo11entes de 'l-an"stds de un ~qrotiJ borrv~~o 

sin1étrtco so11 o.1'í!11os. 

Demostración. 
Sean !a1 y 2~ dos componentes de 't-oristas de ij. tales que sus 

conjuntos de vértices tienen al menos un elemento en común. Como 
l\C<V,UV,>) > min {;\(<V,>), ;\(<V,>)) 

= min {;\{§,), )\(j¡,)) ' ~ 

por el lema 5, tenemos Que <VaUV2> es 1-arlstes conectado. Dado que .G• u 
§z son mo:dmales con respecto o lo coneclivldad de 't-aristos, concluimos 
que §.1:§.:r. 

QE.D. 

Así, el determinar Jos componentes de 't-arlstes de Q. pero un valor 
considerablemente pequeño 't es un procedimiento de en811sis de 
conglomerados que evita el encadenemfento al mismo tiempo que preservo 
lo propiedad de determinar conglomerados ajenos. 

Conforme crece el valor de 't, mils vértices salen del componente de 
'C-aristes; así se establece unl'J jererquíe neturHI en base e Jo intensided 
de Ja conectiYidad de los vértices. 

Seo x un elemento (vértfce o ar1ste) del grafo borroso simétr1co .§. 
La cohesiJ.•1tldd de x. h(x). es el máximo valor de Ja conectividad de 
eristes de todos Jos posibles subgrafos de !! que contienen o x: 

h(x)=méx {A(Q.') 1 x"li y 2 es un subgrefo de §_}. 

La función de cohesividad puede ser representada por Je matriz de 
cones1Ytdad Cstmétrlca) H, cuyas columnas y renglones son los vértices de 
Q y Ja entrado en la posición v1. u1 es Jo coheslvided de Je ariste <tJi,UJ> 
o cero st no eMlste tal aristo en Q. Tenemos entonces que Ja coneslvidad 
de un vért1ce 01 es el valor má~imo del renglón correspondiente e 01. 
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TEOREMA 12. 
Sean <A1>.<A2> ..... <Am> los :lubgrofas corliJdos por el rebi!niJnte 

es/mL~/10 Z=(C,,C:z, ••. ,Cm) da §. E11tonces todo cotnponente de 'l-i:Jtistas es 

t"gud/ iJ <A1> ,Pilr.J 4f.qu11<J liiim. Adenitis, paro Vl, 1s.H.m, <A1> es un 
L"on1po11ente de 'l-artstds ('C:::IC¡I) si ll solo si 

A¡::>At p8ro J<l d IC¡l<IC1! 

Demostración. 
l) Si <A1>,<Az>, ... ,<Am> son los subgrafos cortados por el rebcmante 

estrecho Z:(C,,C:z •... ,Cm) de 2 y como pare VI, C¡, es el corte de peso 
mínimo de <A1> entonces A.(<A¡>)=ICil. 

Sea H un componente de 'e-aristas pera cualquier 'DO. Sea también 
Cn el pr1mer corte de Z que separo los vértices de H. Se sigue entonces 
c¡ue H es un subgrafo de <An> y el peso de Cn debe ser al menos el peso 
del mfnlmo corte de H, es decir 

!Col= M <Ao> hMH). 
Por consiguiente <An> es un subgraro de }..(H)-oristas de conecttv1dad y 
como H es un subgrafo h(H)-aristas conectado maximal de §, así como 
subgnifo de <An> se concluye que H=<An>. 

ll) Pan~ IS.l!m, dado que <Al> es un subgraro XC<A1>)-ar1stas conectado, 
debe estar contenido en algún componente de A.(<A1>)-aristos H, de § y por 
el inciso (l), H=<AJ> para js.l. Así, <Ai.> es un h(<Al>)-componente de § si 
y solo s1 A¡::>A1 poro j<l d IC¡l<IC1! (l.e. XC<A¡>l<l1.C<A1>) ). 

Q.E'.ll. 

Tenemos entonces Que los subgrofos cortados por cu61quier 
rebanante estrecho incluye todos los componentes de -e-aristas de Q. Esta 
información es suficiente para determinar la función de cohesividad. 
resumiéndose en el 

TEOREMA 13. 
Se4n <A1>,<A:>, ... ,<Am> los ~'"llbgnJflb· 1,•ortados por l/11 nJbil/1dllf6 
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eslri't:IJO Z=(C1,C2, ... ,Cm) de !l. En/11111.~s paro cualqvler e/en1¿n/o x de§: 

h(x) = {O si x es w:rtice 111S/4do de Q 
móx1 llCil I xe:<At>} otro coso. 

ALGORITMO 

Supong6mos eJ grafo borroso simétrica §.=lV,8.) con N componentes y 
al menos 1 arista. 
1) Oblengose un rebanan te estrecho Z de Q. 
2) Construyase ta matriz de cotiesfvidad H de 18 siguiente manero: paro 
CtHJO oristo <U1,u1> de Q: 

h(Wl,U¡>) = móx,11!1Vf-fl { IC1I / <V1,u1> es elemento de §1}; 
en lo entrada u1, u1 de lo motriz H colóquese h(w1,Uj>) si u1zu1 y existe 
lo arista <Ui.,Uj>. sf no, colóquese O. 
3)' Obténgose el groro de nlvel 't de H. 
4)' Cada componente del subgrofo de i:-or1stos de conectfvtdod es mtudmal. 

EJEMPLO 23. 
Consideremos el grafo borroso simétrico §.:(V ,El del ejemplo 17 del 

capítulo 6nlertor. 
t) Tenemos el rebcinante estrecho Z=(C1,C2..C:s,c •• c.): 

e, 

c. 

4. En bgr dt ~ los ~s 3 tJ •, s• pu.dt hlef'r h(y ,vl=n, dac'4t n=-ordtn dt Y, y busca- los 
1& ccc14IOl••t•s et. m1 r•llcj{¡n borrosa r•fltxtva, l1 cwl tttn. ~ t'tnci6n dt nwmbrH\li con rM'lget 1n [O,nJ, 
p.ra e--i:. 



donde IC,l:0.8, llhl= 1.1, IC,I= 1, IC,l:0.9 y IC,l:0.7 y li•=B. 

·~ a 0.:1 

···- l. ~ 

(u;'). T ...... o.s 
o.• )9 ...l _.., 
03' 

ª5: 

son Jos subgraros cortados por el rebanante Z. 
2) La matriz de cohesivlctad está dada por: 

u, v. v. u, Vs 

v. o 1.1 o o o 
v. 1.1 o 0.8 o o.e 

H= 
u, o 0.8 o 0.9 0.9 
v. o o 0.9 o 0.9 
v. o 0.8 0.9 0.9 o 
v. 1.1 1.1 0.8 0.8 0.8 

3) y 4) 

u, 
1.1 
1.1 
0.8 
0.8 
0.8 
o 
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entonces obtenen1os la siguiente arborescencia: 
'[ 

1.1 

0.9 

O.B 

77 

1 

Para resumir las propledades del procedimiento de 't-arfstas de 
conectividad, nótese que no es sujeto de encadenamiento como Jo son el 
procedlmlento de E-conecllvldtid y el procedimiento de 1-grticJos de 
conectlvidod, aunque conserva la propiedad de determinar conglomerados 
ajenos. Además, la jerarquíe natural (dada por Jos contamos de 
cohesfYidad) pennlte la asignación simultánea de Jos conglomerados de 
mayor fuerza y una medida del mejor grupo al cual un objeto en 
partfcultir puede pennanecer. 

Intuitivamente, el procedimiento de 'l:-aristas de conectivfdi:id mide 
la fuerza de un conglomerodo en términos de su resistencia a ser dfYldldo. 

COMPARACION CON EL PROCEDIMIENTO CLASICO DE k-ARISTAS 

En el anélfsfs cl!i:sico de conglomerados por el procedimiento de 
k-ar1stas, cada corte del conglomerado debe contener el menos k aristas 
con un peso mayor o igual que a. En el ejemplo que se do a continuación, 
podrá observarse que no todos los conglomerados obtenibles por eJ 
procedimiento de 't-fuistas de conectfvldod lo son por el análisis clásico 
de k-arlstas. 
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EJEMPLO 24: 
Sean .§ el .graro borroso sfmétrtco y Z=(C,, ... ,c.> el rebenente 

estrecho de .@. dedos por. 
c. 

... 
~ º'" o.J 

c.~ .• 
... 

b O·• 
e, 

entonces Ja motHz de cohesividod está dada por: 

o b e d e 
a o o o 
b o 1 o 1 

H: e 1 o 1.1 1.1 
d o o 1.1 o 1.1 
e o 1.1 1.1 o 

Lo erborescencf o que indico Jos conglomerados obtenibles por este 
procedimiento es: 

'( 

o b e d e 

\\~ 
1.1 o b e d e 

~ 
1.0 

e b e d e 

De tos grafos de nfYel a de ~ Je mfsme artJorescencta no puede 



~ EJ'l,.¡ 
lflt; /), qJ'f.r 

1l' j A '1,/9 
Vi . tl• 

4'6'', 'l:tiE 
•l'PJ; 

·obtenerse por el procedimiento de k-aristas, como se puede ver a 'Et'¿f 
continuación: 

Q Q 

n b e d e o b e d e 

o.e 
~~ 

a b e d e 

~ 
0.4 "~ a b e d e 

~ 
0.4 a b e d e 0.2 a b e d e 

paro k=l peiro k=2 1 

Por este ejemplo y une demostración similar a Ta del teorema 10 
de Je sección precedente, tenemos el siguiente resultado: 

TEOREMA 14. 
El procedfn11i?nto de 'l-anSlas diJ coneL·tff.'lil.:Jd paro l.:J co11sttv1,·ción 

de ¿•011glon1erodos es nuís etlcle11te que el prvcedi1111"ento de A:·-i1n"st11s 

de 1.·onet:lif'1ildd. 
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AOMINISTRACION DE GRUPOS 

EJ componenete común de todas les organizaciones son los personas 
y la técnico más común para realizar el trabajo e través de estas 
personas consiste en dividirles en grupos. La dd1111i11Strociti11 da .qropo.)· de 
!nthdJ'o requiere guiar el comporlemiento de los miembros de la 
orgenlzectón en una forma tal que se eleve Ja probablltd6d de que la 
organlzoción logre sus objetfvos. 

Tal como se usa en los estudios reJ1:1cionados con 11!1 adm1nistrac1ón, 
un .qropo no es tan sólo una reunión de personas, sino un número de 
personas que: interactúen entre sí. estén psicológicamente conscientes una 
de otni y se perciban a si mismas como grupo. Este grupo se car8cter1za 
por la capacidad de cada miembro del grupo de comunicarse con todos Jos 
demás miembros personalmente, pera lo cual et grupo debe ser 
suflc1entemente pequeño. Como resultado de esta comuntceclón, cada 
miembro Influye y se ve influido por todos los dem6s miembros. 

Existen dos tipos de grupos de trabajo: 

- Los grupos de 111.,ndo que se detennlnen por lo cadena de mendo de un 
org6nigroma, l.e., de la estructurci de uno orgenizoción. En general, los 
grupos de mando manejan las actividades organizacfonales más rutinarias. 

- Los .Qtvpos de !dl?:dS están fonnados por miembros de la organización 
que interactúBn entre sí paro efectuar la mayoría de las tareas 
organizaclonoles. Un ejemplo de estos grupos son tos t.-On1ttés, los cuales 
pueden formarse para mejorar. lo calidad de la toma de decisiones. Gene-
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rfllmente, a medida que m6s personas parlicipein en la toma de una 
dectstón, \os puntos fuertes y débiles de esa decisión se anal\zan con 
mayor detalle y la calidad de la decisión tiende a oumentflr. 

Principalmente son cuolro los factores que influyen en la 
efecttv1dad de \os grupos de trabajo: 

1) Cohesión del grupo tia lnJbd.fO. El grado de cohes1ón interna del grupo 
es la eitracctón que sienten los miembros del grupo entre sl en términos 
del deseo de ser miembros de éste y la resistencia a abandonarlo. Entre 
meyor sea este deseo, mayor ser8 la cohesión interna del grupo. Este 
factor es extremadamente importante, puesto que entre mtiyor sea la 
coneslón que exista dento de un grupo, moyor será lo probabil\dad de que 
ese grupo logre sus objetivos. Además, Jos grupos cuyos miembros tienen 
sentimientos ·positivos entre sí tienden e ser más productivos que los 
grupos cuyos miembros t1enen senttmtentos negativos entre si. 

2) Tanl<J!ÍO del grvpo de trabd_fo. A medtde Que e1 tamaño de1 grupo de 
trebejo o el número de sus miembros eumenten, generalmente se crenn las 
fuerzes dentro de ese grupo los cuales pueden tncrementor o reducir su 
efeclivtdad. El número idefll de los miembros de treibajo depende 
pr1ncipolme~te del propósito del grupo. Por ejemplo, el tamaño máximo 
poro un grupo de trabajo de resolución de problemas es de 
aproximadamente siete miembros. 

3) ~ .. liJ/US de tos 111ien1brvs dBI grupo de trobt1J"o. El stetus es la posición 
de un miembro del grupo de trebejo respecto o \os otros miembros del 
grupo. En general, el stBtus de un individuo es determinado por el nombre 
del puesto, horario de trBbfljO y nivel de sueldo, esf como también por el 
nivel de educación, roza, edad y sexo. Pero maximizar lB efectividad de un 
grupo de trebajo, los edministredores deben considerar el status de los 
miembros del grupo. Por ejemplo, los lideres de los grupos deben tener un 
stetus más alto dentro de un grupo que otros miembros del grupo. 
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4) Non!ldS del gntpo de trob".iiJ. Pueden definirse como et comportamiento 
estándar o apropiedo que se requiere por parte de Jos miembros del grupo. 
Por tonto. estas normas tienen una influencia signfficatfYa en el 
comportamiento que presentan Jos miembros como miembros de un grupo 
de trabajo. Estos normos suelen dividirse en dos tipos: Jos nonn.:ts 
lll:J!ldlif.'dS que son el resultado del comportamiento demandado por los 
miembros que lfmfton la productividad organlzocionoJ y las nom1as 
posilit-'d~· que son el resultado del comportamiento demandado por los 
miembros que contribuyen o Jo productividad orgonizocionol. Algunos 
administradores consideran las normas de grupo tan Importantes que 
desarrollan pertlles de las normos de grupo para evaluar su fmpacto en 
Ja organización. Una vez descubfertos estas nonnas, Ja administración da 
Jos pasos necesririos para hacer la situación más ·ventajosa para Ja 
organización. 

PLANTEAtllENTO 

Supóngase una empresa en Ja cual se quieren ronnar grupos de 
trabe jo. 

Como se vfó en lo sección precedente un rector fmportcnte a 
consfderar es le atracción que sienten Jos miembros del grupo entre si. 
Esta atraccfón esteró doda si existe compotibilldcd de caracteres entre 
Jos miembros. Entonces. supóngase también~ que se aplicaron tests 
psicológicos e los 23 empleados de esta empresa para determinar los 
diferentes aspectos de sus caracteres y se compartsron los resultados 
obtenidos ente cada par de empleados obteneniéndose así uno medida de 
compatlbilfdad de caracteres entre estos. 

Las medidas de compatibilidad entre cnda par de empleados se 
muestran en Ja matriz R de la siguiente página, donde "1" fndfco Ja 
compatfbi1idad de caracteres perfecta, "O" indica que la compaUbilideid es 



RELACION BORROSA f!. 

2 3 4 5 6 7 a 9 'º 11 12 13 14 15 16 17 la 19 20 21 22 23 

1 1.0 
2 0.6 1.0 
3 o.o o.o 1.0 
4 O.O o.o 0.7 1.0 
5 o.o o.o O.O o.o 1.0 
6 O.O o.o O.O o.o 0.7 1.0 
7 o.a o.a o.o o.o O.O o.o 1.0 
a o.o O.O º·' 02 0.2 0.2 O.O 1.0 
9 0.5 0.6 o.o o.o o.o O.O 0.7 o.o 1.0 

10 0.1 0.1 O.O O.O o.o O.O 0.1 o.o 0.1 1.0 
11 o.o o.o o.o o.o 0.4 0.7 o.o 0.1 o.o o.o 1.0 
12 o.o o.o 0.9 0.7 O.O O.O o.o 0.1 o.o ºº O.O 1.0 
13 o.o o.o O.O O.O os O.a o.o 0.1 o.o o.o 0.5 o.o 1.0 

•• 0.5 0.5 o.o o.o O.O o.o 0.7 o.o 0.4 0.1 o.o o.o o.o 1.0 

15 0.1 º·' OD O.O o.o o.o OD o.o 0.1 o.o o.o o.o o.o 0.1 1.0 

16 o.o O.O o.o 00 o.o 0.1 O.O O.O o.o o.o 0.2 O.O 0.2 o.o o.o 1.0 

17 0.3 0.2 0.2 0.2 o.o 0.2 03 o.o 02 o.o 0.2 02 02 0.3 OD o.o 1.0 

la o.o o.o 0.6 0.6 O.O O.O o.o 0.2 O.O o.o O.O 0.7 o.o o.o o.o o.o 0.1 1.0 

19 O.O o.o O.O o.o 0.6 O.a O.O 0.2 o.o o.o 0.6 o.o 0.6 OD o.o 02 0.1 o.o ID 

20 o.o o.o O.O o.o 0.5 o.a O.O 0.2 o.o O.O 0.7 o.o 0.6 o.o o.o 0.2 0.2 o.o O.a 1.0 

21 0.3 0.1 o.o O.O 0.1 0.2 0.2 0.2 º·' o.o 0.2 o.o 0.1 0.2 o.o o.o 0.3 o.o 02 0.2 1.0 

22 0.5 0.6 o.o O.O o.o O.O 0.7 O.O o.5 0.1 O.O o.o o.o 0.5 o.o o.o 0.2 O.O o.o O.O 0.1 1.0 

23 o.o o.o O.a 0.9 o.o o.o o.o 0.2 o.o o.o o.o o.a o.o o.o o.o o.o 0.2 0.7 o.o o.o o.o o.o 1.0 

CJ) 

"" 
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nula y los valores intermedios indict:1n los diferentes grados de 
compatibilidad. Unlcamente se proporctonan Jos datos de la diagonal 
principal hacia abajo, debido B que la compatibilidad de caracteres es 
simE!trica, i.e .. x e$ compatible con y tanto como y es compalible con x. 
Obv1amente ·se tiene que la compatibilidad de un empleado consigo m1smo 
es perfecta, por lo cual lados lns elementos de la diagonel principal de R 
son l's. En otras palabras. R es una relación borrosa renextva y 
simétrica. 

Nos enfrentamos entonces con un problema del análisis de 
conglomerados, donde la base de la semejanza esté dada por Ja 
compotibllldad de caracteres y los conglomerados son interpretados como 
grupos de trabajo. El procedimfento a user dependerá del propósito de 
fonnar estos grupos: si éste es formar grupos de mando, un procedimiento 
adecuado es el de E-conectividad, mientras que sf e1 propósito es former 
grupos de tareas, como comités, lo aconsejable es utilizar ya sea el 
procedimiento de -r-grados de conect1vidod o el procedimtenlo de 'r-erJslos 
de conecttvldad, como se verá en las siguientes secciones. 

Uno vez determinados los posibles grupos de trabajo, se deben 
elegir oque11os que tengan lo mayor cohesión posible, (es decfr, la moyor 
E ó 'r posible), pero c¡ue a la vez, dependiendo del propósito de su 
formación, tengan el tamaño adecuado y se consideren los status de los 
miembros de estos. Uno vez elegidos, el odminlstrador puede desarTOHer 
perfiles de las normas de los grupos perió!1icomente y esf evoluer su 
impacto en lo empresa, para poder dar los pasos necesorfos pora hecer lo 
situación más ventajoso paro la empresa. 

En los sjguientes secciones se resuelve el problema por los tres 
procedfmfentos borrosos estudiados en esta tesis comparando los 
resultados con los obtenibles por su correspondiente procedimiento clásico 
y e)(p1fcando en que se basa cada procedimiento, paro osf seber en que 
casos se debe aplicar codo uno. 
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PROCEDIMIENTO DE E-CONECTIVIDAD. 

En la matriz E. de la siguiente página se muestra el cierre 
transllivo de la matriz R. con R::R'. A partir de esta se obtiene Ja 
arborescencia de la pág. 87, en la cual los valores de E que se encuentran 
en el eje vertical, indican el m6ximo valor de E que mantiene a los 
miembros de un conglomerado como tal, es decir, el conjunto 
{3,4,12,16,23} es un E-componente pare 0.3<E!0.7. Obviamente no nos 
interesan los grupos de trabajo Que se obtienen paro E!O.S yo que lo 
compatibiltdad de caracteres sería muy baja. Para E=0.7 tendrlamos 6 
empleados elsledos y 3 grupos de trabajo: 2 con 6 miembros y 1 con S. 
Si se desea uno compatibilidad más alta se obtendrían grupos más 
pequeños. 

El problema de este procedimiento es el ello grado de 
enccdencmtento, t.e., el que dos empleados se encuentren en un mismo 
E-componente no indico que lo medido de su compotlbl11dad de caracteres 
dlrecto sea de cl menos E. Por ejemplo, el emplecdo s y el 11 pertenecen 
al mismo 0.7-componente, mientras que su relación de compatibilldcd 
directa es de solo 0.4 (ver R); lo mismo sucede con el 9 y el 14. Lo que 
sucede es que no es necesario que dos elementos de un e-componente 
estén re16clon6dos dlrectomente para pertenecer a éste, sino que exista 
une cadena con fuerza mayor o Igual e E que los una, es decir, que haya 
una relación indirecta de al menos E. Por tanto, este procedimiento es 
útil cuando se desean rorm6r grupos de trabajo conocidos como grupos de 
mando, cuando los miembros de los grupos deben trabajar en cadena, en 
secuencia. 

COMPARACION CON EL PROCEDIMIENTO DE ENLACE SIMPLE. 

Por el procedimiento de enlace simple se obtiene la misma 
arborescencia que por el procedimiento de e-conectlvtded. La diferencia 
está en que este debe resolverse e trovés de grafos de nivel o, lo cual 
es muy comp11cado cuando tenemos tantos elementos. Además se tienen 
que obtener tontos grafos de nivel como valores diferentes de la 



CIERRE TRANSITIVO R = R' -· 

2 3 4 s ' 7 a • 10 11 12 13 14 15 16 17 1a ,. 20 21 22 23 

1 !.O 
2 o.a !.O 
3 0.2 0.2 !.O 
4 0.2 0.2 o.a 1.0 
5 02 0.2 0.2 0.2 1,0 
6 02 0.2 0.2 0.2 0,7 1.0 

7 o.a o.a 0.2 0.2 0.2 0.2 1.0 

a 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 !.O 

• 0.7 0.7 0.2 0.2 0.2 0.2 0.7 0.2 !.O 

10 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 1 .O 

11 0.2 0.2 0.2 0.2 0.7 0.7 0.2 0.2 0.2 0.1 !.O 

12 0.2 0.2 0.9 o.a 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 º·' 0.2 1.0 

13 0.2 0.2 0.2 0.2 0.7 o.a 0.2 0.2 0.2 0.1 0.7 0.2 !.O 

14 0.1 0.7 0.2 0.2 0.2 Q.2 0.7 0.2 0.7 0.1 0.2 0.2 0.2 1.0 

15 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 O.! 1.0 

16 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.1 0.2 0.2 0.2 0.2 0.1 !.O 

17 0.3 Q.3 0.2 0.2 0.2 0.2 0.3 0.2 0.3 0.1 0.2 0.2 0.2 0.3 0.1 0.2 1.0 

1a 02 0.2 0.7 0.7 0.2 0.2 02 02 0.2 0.1 0.2 0.7 02 0.2 0.1 0.2 0.2 !.O 

19 0.2 0.2 0.2 0.2 D.7 o.a 02 0.2 0.2 0.1 0.7 0.2 o.a 0.2 0.1 0.2 0.2 0.2 1.0 

20 02 0.2 0.2 02 0,7 o.a 0.2 0.2 0.2 D.1 0.7 02 o.a 0.2 0.1 0.2 0.2 0.2 o.a !.O 

21 0.3 0.3 0.2 0.2 0.2 0.2 0.3 0.2 0.3 o.1 0.2 02 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3 0.2 0.2 0.2 1.0 

22 0.7 0.1 0.2 0.2 0.2 0.2 0.7 0.2 o.7 0.1 0.2 0.2 0.2 0.7 0.1 0.2 0.3 0.2 0.2 0.2 0.3 1.0 

23 02 0.2 o.a 0.9 0.2 0.2 02 0.2 0.2 0.1 0.2 o.e 0.2 0.2 0.1 0.2 0.2 o.7 0.2 0.2 0.2 0.2 1.0 

"' "' 



E 

0.9 

o.e 

0.7 

D.3 

0.2 

0.1 

PROCEDIMIENTO E-CONECTIVIDAD. 

\\\\\\\\\IV!!i ll!lil!l 
~\\'\\V T 1 \JP///// 
\W!!V~////~ 
~ / ··7•.l9,20/ ! l l 
l,2,7,0,14~9,:;<13,19,20~ // 

123456789111213141617181920212223 10 IS 

1 .2.3.4.5.6,7 .B.9,1O.11,12,1 , 14, 15. 16, 17. 18,19,20.21 .22 23 



as 

relación de semejonza. En este ejemplo se necesitarían Jos valores de 
0.=0.1,0.2,. .. , 1.0, mientras que por el procedimiento de E-coneclfvfdad rué 
solo necesorto hacer 4 multlpHcaciones de matrices paro obtener R=R·=Rs. 
es decir, el procedimiento borroso es más rápido. 

PROl:EDll11ENTO DE T-GRADOS DE CONECTIVIDAD 

En lo arborescencia cSe lo siguiente póg\na se encuentran los 
componentes de t-grados, donde 'T nos da et máx1mo valor de lo 
conectivtdm:! de grados que manttene a los miembros del componente como 
tal. 't fndica la suma de la compal1b1Hdad de caracteres con los demás 
miembros de un grupo requerido paro pertenecer o eSte; es decir, cual 
sería la compottbilidad de carBcteres total mínimo que se perdería al 
separar un miembro de dicho grupo. 

Este procedimiento es útil cuando cuando queremos formar grupos 
de toreas, como comités. retatlveimente grandes. ya que ttene un greido de 
encadenamiento moderado. E1 siguiente grafo: 
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represento el componente de 2.7-gn:idos de conectividl'.ld compuesto de 16 
elementos, 8 través de nodos generalizados, es decir, cada nodo representa 
un conjunto de individuos los cueles tienen una compatibilidad de 
c11rocleres alta entre sí; las aristas indican Ja suma de las 
compatibilidades de los empleados de los nodos odyacentes. Por ejemplo, 
el peso de la·arlsta que une el nodo {17} con el nodo {1,2,7,9,14,22} est6 
dado por 0.3•0.2+0.3+0.2+0.3+0.2 = 1.5. Podemos ver que el empleado 17 es 
muy poco compatible con el resto de los trabajadores. pero, como es 
compatlble por poco que sea con casi todos, su compattb1lldad total es de 
1.5+0.9+0.9=3.3. Si ese trabajador no existiera, para 1:=2.6 se tendrían 5 
empleados independientes: 8,15,16,21,10 y 3 grupos: {1,2,7,9,14,22}, 
{3,4,12,18,23}. {5,6,11,13,19, 20}_ Stn embargo, si n~s con\llene tener 
grupos de tareos grondes, el trabo1ador t 7 nos es muy útil, ya que nos 
sirve de unión paro los tres grupos. 

COMPARACIOtl CON EL PROCEDIMIENTO DE k-ENLACES DE CONECTIVIDAD. 

Ob\liamente, para k;; 1 se obtiene la misma orborescencia que por el 
procedimiento de enlace simple. Paro los demás veilores de k, las 
arborescencias se nustrnn en las págs 91-95, (en este ejemplo, las 
arborescencins de k-enlaces de conectividad, paro k;; 1, .. .,6 coinciden con 
las arborescencias que se obtienen por el procedimiento de k-6r1stas de 
conectl\lidad). 

Los conglomerndos que se obtienen por el procedimiento de 't-grados 
de conectividad para '(;;2.3 y pare 't;;2.7 no se obtienen por el 
procedimiento de k-enlaces para ningún grafo de nivel o. para ninguna k. 
Además, \os conglomerados que se obtienen por el procedimiento clásico 
si se obtienen por el procedimiento borroso panJ 't=ko., solo que los de 

·este último pueden contener más elementos. Esto es debido a que al no 
considerar cierto información al trabajar con los grafos de nivel o. en el 
procedimiento clásico, un componente de 'C-grodos puede ser sep3rodo en 
vanos conglomerados, cuando en reeilidod debería de ser un solo 
conglomerado. 
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PROCEDIMIENTO DE '(-ARISTAS DE CONECTIVIDAD 

Este procedimiento es útil cuando se desean formar grupos de 
tereas pequeños, Que pongan much1J resistencfo a dfvidfrse. Para ronnarlos, 
se busca el punto m6s frilgil de un conglomerado donde se hace un corte, 
para ver si Jos conglomerados resultontes son más resistentes. Estos 
cortes y sus pesos están representados en el grafo de nodos generallzados 
de la siguiente página. Los 14 restantes son: 

e •=<<1.2,7,9,22},{14)) 
C.,:(Cl ,2, 7,22) ,(9)) 
Cu:(( 1,2,7},(22)) 
Cu:C!1) ,(2,7}) 
C.,:((2},(7)) 
C,.:({3,4, 12,23},( 18}) 
C,.:((3, 12,23),(4)) 
Cu:CC3, 12),(23)) 
C.,:((3) ,{ 12)) 
C.,:({5},(6, 11, l 3, l 9,20)) 
C.,:((6, 13, 19,20),( 1 1)) 
c,.:({6, 19,20).{ 131) 
C,.:((6),( 19,20)) 
C,,:(( 19).{20)) 

IC ,1 =2.6 
1Cool=2.3 
ICul= 1.a 
IC.,I= 1.4 
JC13l=0.6 
1Cul=2.6 
1Cnl=2.3 
rc,.I= 1.6 
IC.,1=0.9 
1Cul=2.7 
1Cnl=2.5 
IC .. 1=2.0 
ICul= 1.6 
ICul=O.B 

Obteniéndose así la m1:1trlz de coheslYfdad H y la arborescencia de los 
componentes de 'C-arlstes que se encuentran en las p6gs. 96 y 99. Nótese 
que los nodos generalizados del grafo representan los conglomerados más 
reststentes, ya que st desamas una 't mayor,· el componente de 't-erlstfts 
se desintegraría dándonos solamente emplendos que trebnjftn 
f ndependi entemente. 

Tenemos pues, que para 't=2.6 se tendrían 6 empleados tndependlen­
tes y tres grupos de toreos, los cuales corresponden a los nodos 
generalizados del grafo; para 't=l.9 se Uenen a los trabejadores 17 y 21 
como fntennedferios para unir e dos de estos tres grupos, sin embargo, se 
disminuye constdereblemente la cohestón del grupo. 
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MATRIZ DE CDHESIVIDAD H. 

2 3 4 s 6 7 B • 10 11 12 13 14 IS 16 17 IS .. 20 21 ,, 23 

1 o.o 
2 2.6 O.O 
3 o.o O.O OD 

• o.o o.o 2.6 o.o 
s O.O O.O OD OD o.o 
6 o.o OD o.o O.O 2.7 o.o 
7 2.6 2.6 o.o o.o o.o o.o o.o 
B o.o o.o 1.7 1.7 1.7 1.7 o.o o.o 

• 2.6 2.6 o.o o.o o.o o.o 2.6 o.o o.o 
10 0.6 0.6 o.o O.O o.o o.o 0.6 o.o 0.6 O.O 

11 OD o.o o.o O.O 2.7 2.7 O.O 1.7 o.o OD o.o 
12 o.o O.O 2.6 2.6 o.o o.o o:o 1.7 OD o.o o.o o.o 
13 o.o O.O o.o o.o 2.7 2.7 o.o 1.7 o.o o.o 2.7 O.O o.o 
14 2.6 ·2.6 o.o o.o o.o o.o 2.6 o.o 2.6 0.6 o.o o.o o.o o.o 
15 0.4 0.4 o.o o.o o.o o.o o.o OD 0.4 OJJ o.o o.o o.o 0.4 o.o 
16 o.o o.o o.o O.O o.o 0.9 O.O OJJ o.o o.o o.• o.o o.• o.o o.o o.o 
17 ... 1.9 1.7 1.7 o.o ... ... OD ... O.O ... 1.7 ... ... o.o o.o o.o 
18 o.o o.o 2.6 2.6 O.O o.o o.o 1.7 o.o o.o o.o 2.6 o.o o.o o.o O.O 1.7 OD .. o.o O.O o.o o.o 2.7 2.7 o.o 1.7 o.o o.o 2.7 o.o 2.7 o.o o.o 0.9 ... OJJ OJJ 

20 o.o o.o o.o o.o 2.7 2.7 o.o 1.7 o.o o.o 2.7 o.o 2.7 o.o O.O º·' ... OD 2.7 o.o 
21 1.9 ... o.o o.o ... ... ... 1.7 ... O.O ... o.o ... ... o.o O.O ... O.O ... ... O.O 

22 2.6 2.6 o.o OD o.o OD 2.6 o.o 2.6 06 o.o o.o o.o 2.6 o.o O.O ... OD o.o o.o ... 00 

23 o.o o.o 2.6 2.6 o.o o.o O.O 1.7 o.o O.O o.o 2.6 OD o.o OD OD 1.7 2.6 o.o o.o o.o o.o o.o 

<O 

"' 



"( PROCEDIMIENTO DE "e-ARISTAS DE CONECTIVIDAD. 
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CQMPARACION CON El PROCEDIMIENTO DE k-ARISTAS DE CONECTIVIDAD. 

Si deseamos obtener la orborescencio pera k:: 1, obviamente 
obtendremos Ja mismo erborescencia que se obtiene por el procedimiento 
de enloce simple. Como ya se dijo ontertormente, en este ejemplo, tas 
arborescencias que se obtienen por el procedimiento de k-aristas de 
coneclfYidad, para k:2, ... ,6, coinciden con las del procedimlento de 
k-en1aces de conectividad. Estas arborescencias, junto con Ja de 7-aristas 
de conectividad se muestran en las págs. 91-95. 

Los componentes de '{-.aristas de conectfvfdad para 't:: 1.9 y pani 
't::2.7 no pueden se obtenidos por el procedimiento clósfco de k-aristes, 
para ningunas k y o.; en cambio, lodos los miembros de un conglomeredo 
por el procedimiento de k-oristas para algún grafo de nivel et, est~n 

contenidos en un mismo componente de '[-aristas, con '!;ko.. sólo que este 
último puede contener m!is mfembros, debido o que la Información no 
consjdei:-ado por el procedimiento cl!isfco Jos une a este. 

Además. el no considerar ese Información, hace que CCldo corte del 
procedimiento cJésfco separe siempre o un solo elemento, haciendo 
coincidir las erborescenclos del procedimiento de k-aristos con el de 
k-gredos de conectividad, poro k:2, ...• 6, mientras que ol considerar todo lo 
Información en el procedimiento de 'C-oristos, se llene que el punto frágil 
de un subgrofo es teil. que el corte mínimo puede sepeirarlo en dos 
subgrsfos no triYfaJes. 
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- Los tres p~ocedfmlentos borrosos estudiados conducen o conglomerados 
ajenos. 

- Se debe escoger el procedimiento adecuado según el objetivo de formar 
conglornerados : 

- En el procedlmfento de E-conectfvlded dos objetos pertenecen o un 
mismo conglomerado si y solo si hoy una cadena de objetos en este 
de fuerza mayor o igu1:1l a E que los una. i.e.~ estos objetos pueden 
no asemejarse en absoluto entre sí pero si se asemejan a otros 
objetos del conglomerado que los encadena. 

- En el procedimiento de 't-grados de conectlvidt1d un objeto 
pertenece a un conglomerado si la sumo de Jos relaciones de 
semejanza con el resto de los Integrantes es de al menos 't, t.e .• si 
su resistencto a ser separado de este conglomerado es mayor o IQU61 
a 'I. El probJemo de encodenamfenlo es moderado. 

- Se ·define un conglomerodo por el procedimiento de 't-arlstas de 
conecttvided como el conjunto de objetos que pone uno resistencia o 
ser dividido de ol menos 'C. No hay problema de encadenamiento. 

- En los procedimientos clóstcos, lodo semejanza mayor o igual a o. es 
considerada igualmente importante~ mientras que oquel1o menor que ex. no 
es considerada, por Jo cual se pierde fnfonnación, trabajando con dolos 
Inexactos. 

- Los conglomerados obtenibles por el procedimiento cl6sico de enloce 
simple son los mismos que los obtenibles por el de E-conectivldod, con 
E=o.; Jo diferencia rodlco en que en el primero se debe repetir eJ 
procedimiento para cndo posible volar de o., mlentnts que en el segundo 
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todos los conglomerados se obtienen el mísmo tiempo, i.e .• es más rápido. 

- No todos Jos conglomerados obtenibles por Jos procedimientos de 
't'-grados o 1:-aristes de conectividad lo son por sus repectfvos 
procedimiP.ntos clásicos (de k-enlaces y k-arislas de conectivfded). 
mientras lo contrario es posible para 'r=kc.. Esto es debido a la pérdldo de 
información en Jos procedimientos clásicos. 
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El problema de flujo en redes fué considerado por primere vez por 
Ford y Fulkerson quienes intodujeron los conceptos básicos de flujo, corte, 
etc. que se emplean aquí y deserrollaron lo herramienta principal: el 
teorema de flujo n1á:dmo-corte mínimo. Ford y Fulkerson escribieron sobre 
el flujo entre dos puntos especloles. el nodo fuente y el nodo sumidero. 
Ahora en C6mbio, se desarrollará el problemo multilerminal, donde los 
flujos son considerados entre todos los nodos de una red. 

PROBLEMA DE FLUJO HAXIHO 

Llamamos n?d de tmnsporte a un grafo (clásico o borroso) sin 
lazos, el cual consiste de un conjunto de nodos V y arcos (v1.uJ} poro U¡. 
UJEV. Coda orco se asocia a un número no negotivo GJ (en el caso de 
grafos borrosos puede considerorse Gj=J.1R(u¡.uj)) que es 11omado L~i!p<Jctitdd 

del on.:a e 1ndico la méximci contidad d8 flujo que puede pasarse de V¡ 6 
u1 a través de este. Dado que paro el objeto de esto tesis nos interesa el 
caso de una rod sinu}trh:a se tendré c11:cJt. 

Sea F1j 1.~an 1<j el flujo que pasa dP. U¡ a "; a través de la arista 
..:U¡.UJ> de capt1cldad C¡j. y -F¡J el flujo Que oasa de uJ 8 U¡. es decir. d8dO 
que el flujo siempre debe ser moyor que cero, si Fi1>0, el flujo F0 paso 
de u1 a uJ y sl Fo<O, el flujo -F1; pasa de u1 a u1, por lBnto -GJ s. ftJ 1 c0 . 
una arislo ro1,uJ> está saturada si IF¡;l=C¡J. 
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Dada esta red e>ciste un flujo rn6x1mo posible del nodo fuente U1 al 
nodo sumfdero Un. 

ALGORITMO DE_ FORD-FULKERSON. (Para grafos simétricos.) 

l. Pasar un flujo cualquiera de u 1 a Un. 

2. Aumentar el ílujo anterior hasta que se sature por Jo menos uno arista. 
J. a) Marcar el nodo fuente u1 con N+". 

b) Marcer con "•u¡· todos los nodos uj para los que: 
- el nodo U¡ esté marcado, 
- exista ta arista cu1,vJ> y 
- si icj. C;J-FfJ >0 (t.e. et arco Cu¡.uJ) no está saturado) 

s1 l>j, cj1+Fj1>0 (Le. el arco (uJ,u1) no está soturado) 
e) Repetir (b) hasta marcar todos los nodos posibles. Sf no logramos 

marcar el nodo sumidero Vn Ir al paso 6. 
4. Considerase la cadena que pBsa por los nodos mercados desde el nodo 
fuente hoste el sumidero Cindiceda por las morcas, empezando por el 
sumidero hocle eJ nodo fuente).· Aumentar el flujo totel aumentando o 
dism1nuyendo el flujo de las aristosde tol manera que se respeten: 

- ta copacidad de las aristas, l.e., IF¡Jl1c1J. 
- 18 ley de Kirchhoff, l.e., el flujo tottJI que entrtJ a un nodo es 
igual· tJI flujo total que sale. 

5. Ir al paso 3. 
6. El flujo máximo está !lado ·par ~:<Ua,Vl>IF1d= ~:<UJ,Vn>IFJnl. 

EJEMPLO 25: Consideremos le red simétrica: 
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y see Ut el nodo fuente y u, el nodo surr1idero. 

1) 

u ,,}--'''-''"'-"=--_,_'--<u, 

2) 

Fu'=S 

3) 

+u, •U• 
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4) 

3) 
+u, 

4) 



107 

3) 

4) 

3) 

Como no se puede marcar el nodo sumidero ya hemos lerm1nado y el flujo 
rn6•1mo es \F.,l•IFul=IF,.l•IF,.1=351 
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TEOREMA DE FLWO MAXIMO-CORTE t11NIMO'. 

El ~·dfL1r del llujíJ 111Jx1ino e11 u11rJ red G es (qudl d Id cdpilch.fad 
del co1tt? de .Peso 1111íJ1ino (o corte n11íJ1i1Jo) 

Este corte mínimo está dado por cualquier corte que separe et nodo 
fuente del sumidero y que contenga únicamente aristas saturedas. Nótese 
que siempre e><istlrá al menos un corte formado de aristes saturadas Que 
separe e estos nodos, ya que si no se cumpliera existiría una cadena de 
aristas no saturedas del nodo fuente al sumidero por las cuales se podría 
aumentar el flujo total. 

En el ejemplo anterior hay dos cortes mínimos: C,:((01,V2,U3,U11J, 

hJs,u,}) y C:1.::({u,,u,u3,u.,us}, {u,}). Se ttene IC1l=IC2f=35. 

PROBLEMA DE FLWO HAXIHO HULTITERHINAL 

Dada una red, existe pare cada par de nodos un nujo máMimo e 
través de estos: El valor de este flujo a través de Jos nodos U¡, "J Jo 
denotaremos ftJ· Por tanto paro cado red existen 2 matr1ces s1métr1ctts 
asociadas: la matriz C de las GJ y Jo matriz F de Jos flujos resultantes 
f¡j· Sin embargo, no cualquier matriz puede ser una matriz F, entonces 

5. Tomado df, ~ r•f~ 11 ), pOg, 455. 
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lcuándo un conjunto i:le flujos f¡j dado puede ser realizado por une red? A 
Continuación se de une condición necesaria y suficiente para que F sea 
realizable, la cual es una especie de "desigualdad del triilnguta·. 

TEOREMA 15 

U11a n1atnz F t?S nJ;J/fzt1ble si y salt11ne11te si vu1,uJ,u1i:eV. 

'"' lll/Ítdflj, !;1.l-

Geométricamente esto sign1fico simplemente que el flujo milximo de 
1J1 e uk debe ser al menos tan grande como el menor de los flujos 
mó:<imos alrededor del nodo u1. 

Demostración. 
q) Primero se demostrará lo necesidad. Supongamos falso el teorema y 
que 3 u1,uJ,1Jw.EV teles Que f. < mln {fij• fjcl. Por ta~to existe, por ~ 
teorema de flujo máximo-corte mínimo, un corte C:(A,A) con u1;;A y lJicEA 
tal que la capacidad total de les aristas que conectan los nodos de A con 
los de A es f1t· "J pertenece a A o a A. 51 ºJ"A entonces "J es cortado de 
\.\ por e; dado que la capacidad del corte es menor que f;k· es una 
contradicción. Similarmente \JJ no puede estar en A porQue entonces "J es 
cortado de u1. Luego entonces ftc 2 mín {fiJ• fjk.}. 

c::i:) Una vez establecida Ja relación fa: 2 mín {fij• f;ic.I. tenemos por 
Inducción 

f;¡, 1 m In lf1;• fil<, fkl· ...• f.,.), 
donde u1, "J• \.\¡, "i•···· u0 , "P fOIT11t1n una cadena cualquiera de vi. o "p· 
Ahora mostraremos ta suficiencia. Consideremos un árbol de expansión 
maximal cualquiera en et que et peso de tes aristas es fiJ (en Jugar de 
µ8(u1,vJ)). Sabemos que pera cualesquier vi• uP cuya arista directa no estd 



en el árbol, entonces el peso de dicha artsta satisface 

f¡p !. mín {Jij• fjk· fk1• ··· • fop}• 
que es la desigualdad opuesta de lo obtenida. 

Entonces para cualquier arista que no esté en el árbol 
I~ = min (fil' lil<• lkl· .... 1.,,,l; 
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sin embargo este es precisamente el flujo que resulta si una red es 
construida con la cepacldad de la arista <V¡,vJ>, cu=f¡j para las aristas del 
árbol y C¡J=O para las demás. Luego entonces cualc¡uler matriz F que 
satisfaga la condlción es realizable. 

Q.EO. 

Podemos ver en la demostración que cualquier flujo mé>:fmo entre 
dos nodos es numéricamente 1gual e algún flujo en el árbol de expansión 
maximal (donde los f¡J son Jos pesos asociados a las aristas). Pero como 
solo hay n-1 anstas en el árbol de expansión. con n:número de nodos, 
entonces solo hay n-1 flujos numéricamente diferentes posibles. Esto nos 
hace pensar que los nCn-1)/2 flujos f¡J pueden obtenerse por oigo mejor 
que resolver n(n-1 )/2 problemas de flujo. De hecho se mostraré que todos 
los rtujos se pueden deducir después de resolver n-1 problemas. 

Consideremos lo red 

e, 
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donde C1=(A,A> es un corte mínimo que separa a u¡ de u1, U¡EA, UJEA. 

Ahora construyamos una red un poco diferente, unr:i en la cual todos 
los nodos de .A sean reemplazados por un único nodo especial P al cual 
llegan todos las nristas del corte (podemos reemplazar varias aristas que 
conectan las mismos dos nodos por una sola que tenga Ja capacidod total): 

En esta red condenseda consideremos el flujo máximo entre dos nodos 
ordinanos: u. y V.· Demostraremos que: 

LEtlA 6. 
El t"/u/o e11tnJ das nodos ord1i111nOs "• !I v. tN1 und rod clJndens4i/.:1 

es nunulni:amente 1pv11/ 111 !luja /8 de fu n:d on'gi11ul. 

Oemostrocfón. 
Sea C':(B,B') un corte mínimo que separa a º• de Vic en la red 

original y definamos los conjuntos de nodos: 
X=AnB 1f:An6 
v = A:ne V: A:ne 

donde Xux =A y VUY: A. Supongamos que u1,v.•X y \.\:•X: See ICxyl = ¿ciJ 
donde u¡eX y uJeY, entonces: 

ICA¡i : ICxvl + 1CxY1 + ·IC1fvl + IC]fyl 
IC ael = ICxxl • ICxVI • ICivl • ICvVI 



Tenemos dos casos: 
i) U¡EV. 

1.12 

Como (B,8) es un corte mfnimo que separa ue y '-\e y como ()<UVUV, 
X> los separe también, donde 

· \cxuvuV.xl = \Cxxl + \cxvl + 1c-xv1 
tenemos: 

ICsjjl - \CxuvuV,xl = \Cxvl • 1cvv1 + \cxvl ' o rn 

Como (A,A> es un corte mínimo que separa ui de uJ y como también 
los separa el corte (XUXuV. V) donde 

\CxuxuV,vl = \Cxvl • ICxvl • 1cvv1 
entonces 

ICAt;l - \CxufüV,vl = \CxVI + ICxVi + \Cyyl ' o (2) 

Sumando (1) y (2) tenemos que \CxVl< O, lo que Implica que \CxVl=O. 
Se sigue entonces por (1) que \Cyyl<\Cxyl y por (2) que \Cxyl< ICyyl. 
entonces ICxyl = ICyy\. 

Por lo tanto (XUYUV, X) = (XUA, X) es también un corte mínimo que 
separa u. de \.\· 

il) "J' v. 
En este caso una demostración similar nos muestre que (X, iUA) es 

un corte mfnimo que separa e u. de U.C· 

En otras palabras, siempre existe un corte mínimo que separa a "• 
de \\; tal que el conjunto de nodos A esl6 en un lado de este corte. Dado 
que el valor del flujo es determinado por el peso de este corte mínimo, 
el cual no varíe por et proceso de condensomiento, condensar A en un 
único nodo no arect6 el valor del flujo máximo de v. a ~· 

Por lo tanto cualquier flujo entre v. y ~ en la red condensada da 
un flujo Igual en lo red original. 

Q.E.D. 
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Dado que un corte en la red condensada nos de un corte en la 
original y los valores de flujo máximo ·Son los mismos, un corte mínimo 
en la red condensada nos da, simplemente reemplazando P por A, un corte 
mínimo en la .original. 

Un procedimiento para encontn:ir todos los flujos máximos en una 
red es simplemente este: tomamos dos nodos y calculamos el flujo 
máximo entre estos pon:i encontrar el corte mínimo C1=(A,A}. 
Representomos a éste con dos nodos generalizados conectodos por una 
arista a la cual asignamos el valor del corte, IC11. En un nodo ponemos tos 
nodos de A y en el otro los de A. 

Ahora repetimos el proceso: escogemos dos nodos en A (o en A) y 
resolvemos el problema de flujo en Ja red condensada donde A (o A) es un 
solo nodo. El corte resultante Cz es representeido por una arista que 
conecta tos dos partes de A divididas por Cz, digamos Ai y AJ. A es 
conectado a A, si C2 = <AuA,, Az) o a Az st Cz =(A,, AUAz): 

Este procedimiento se repite uno y otra vez. En cade etapa tenemos 
ciertos nodos genensHzodos (que pueden o no representar varios nodos da 
Jo red orlglnol) y ciertas aristas que los conectan. Poro continuar con el 
célculo escogemos un nodo generalizodo A¡ que contengo ol menos dos 
nodos U,a y t\· Al eliminar les aristas que conectnn e At, la red de nodos 
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generalizados estará formada por un número de componentes 
desconectados. condensamos cada uno de estos componentes, e><cepto A¡. en 
un solo nodo y resolvemos el problema de flujo en lo red formada por 
estos nodos c~ndensados y los nodos originales de A¡, usando u-1 y \.\ como 
fuente y sumidero. El corte 1nfnimo obtenido divide a A1 en dos partes: Ah 
y Ah. Se representa en el dtgra1na reemplazando a A¡ por dos nodos 
generallzodos Ah y Ah conectados por una arista Que lleva el peso del 
corte. Todas las otras aristas y nodos generalizados del diagrama no 
cambian, excepto aQuellas que antertonnente conectaban a A1• Esta arista 
se conecta a A¡, si su componente estaba en el mlsmo lado del corte Que 
Aii y se conecto a Ah si su componente cayó en el otro lado. 

Este procedimiento se repite hasta que los nodos generalizados 
consistan de un solo nodo cada uno. Este punto es alcanzado después de 
n-1 cortes exactamente, obteniendo siempre un iirbol de expansión de n 
nodos y n-1 aristas. obtenida cada una al resolver un problema de flujo 
en una red de tamaño igual o menor que la original. 

EJEMPLO 25: Seo lo red: 

Escogemos orbitrarfamente Jos nodos Vz y v.. y al resolver el 
problema de flujo máximo encontramos que el corte mfntmo es c,::({u1,u2t 
fu>,u•,us,u .. }) con capacidad (o peso) de IC11=17. Esto es representado asr: 
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Para obtener h2 cons1deramos a U3, u,, \Js y u, como un solo nodo, 
obteniendo: 

donde el mínimo corte que separo a u, de U2 es C2=({1J1l. {u2,u,,v.,u5,U,}) 

con un peso de 16, entonces 

Ahora escogemos a u, y u,. Considerando a u, y U2 como un solo 
nodo, 

encontramos el corte mínimo C:1:({u1,V::,u,}, {v,,v.,vs}) con IC>l=13, 
obteniéndo el diagrame: 
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Ahora consideremos '''"• tomendo a u,, Uz y u, como un solo nodo: 

~5 
~2-t-.--H 

5 

el corte mínimo resuftonte es e, = ({u,}, (u1,u2 ,u3 ,\15 ,u,}) con IC11I= 14, 
entonces: 

~ 
14 

Finalmente consideremos f:is tameindo u,, U2 y u, como un nodo y u,. 
como otro, obteniendo la mismo red '!Interior: 

~· 
~2 4 V 

~. 

y el corte mínimo Cs=({U3}; {u1,U2,u.,us,u,}) con peso 15, dándonos el árbol 
final: 
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9 
14 

@ •• @ 17 @ " ¿ 15 @ • 
¿Podemos asegurar Que el flujo máximo de Va a \JJ es 13, el flujo 

nHíxlmo de V.1 a u, es 17, etc.?, es decir. 

LEMA 7. 
El flu_io e/Jite' dos 11odos cua/quil!/7.1 e~· sl111p/e111ente 

mÍl1 { IC11,. IC11,, ... , IC,p, 
donde Jos IC¡I son los Yalores de la serle de ar1stas del árbol de 
esxpr:insión maximol que conectHn los dos nodos. 

Demostración. 
Consideremos dos nodos: u1 y ºJ• entonces 

f1; < mín C IC11,, IC11,, ... , IC1~ J 
ya que ceda IC¡I en lo cadeno que une a u1 y uj corresponde o un corte que 
Jos separa. Demostrar lo Inecuación contrario es más difícil. Consideremos 
cualquier etapa de Ja construcción: 

donde tenemos erlstos que representen cortes y nodos que representan 
conjuntos. Sabemos que si una orca con velar )CJ conecta o A¡ y ~· 
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entonces existe un nodo U¡EA¡ y un nodo uJeAJ tales que f¡J=ICI. Esto es 
cierto después del primer corte. se demostraré QUe esta propiedad se 
mantiene. 

Consideremos a A¡ a punto de ser cortado: 

ICI 

donde AJ representa el conjunto Conectado a A; por ICI. Tenemos entonce·s 
que 3 v1eA¡ y º/'AJ con fu=ICI. Al cortar uP de uq, A¡ se divide en ~ y Aiq. 
Supongamos que A1 es conectodo a ~-

IC'I 

Tenemos por tanto que uP y uq nos dan el flujo buscado fpq=IC'I en 
la nueY6 arista. Ahora para el caso de la otra arista de valor ICI tenemos 
dos casos: 

1) UtEA¡,· 
Entonces el flujo f¡1~1CI todavía es aplicable. 

11) v,•A;,· 
Entonces hay que demostrar que en ~ existe un nodo tal que su 

flujo máximo hacia algún elemento de A1 es ICI. 

Consideremos Jos nodos u1, u1, uq y uP. Por el teorema 1 
1., > mín ( IJt• f~, l.,. 1 

dado que ºJ y oP están en ·e1 mismo lado del corte C' y V¡ y oq estén en 
el otro, sobemos que el flujo f.P no es afectedo si A¡q se reemplaze por 
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un solo nodo, o lo que es Jo mismo. si todas ·fas aristas que están 
contenidas en Aíq ttenen una capacidad mucho mayor. En este caso 
tendíamos una f¡q grande y como no arectaría se debe cumplir 

IJp ' min ( IJi• t.., J = min ( ICJ, IC'I J. 

Como el mínimo corte que separa a u¡ de u; es c. se t1ene que ICI = 
ftJ i IC'I y como consecuencia fJp ~ ICJ. Pero en el diagrama vemos que e 
es un corte que divide a uJ y oP, por lo tanto fjp = ICI. Luego entonces 
tJPEAip y U;EA; son los dos nodos buscados. 

Como ahora sabemos que en el árbol final tos valores de Tas oristas 
en realtdad representan los valores de flujo entre los puntos odyacentes, 
apllcando nuevamente el teorema 1 

fiJ ' mln ( IC,1,. IC,I,, ... , IC,~ J, 
lo que nos da el resultado deseado. 

fu = min ( IC,I,. IC,I,, ... , IC1~ J. 

Entonces Ja matr1z de flujos m6ximos para nuetro 

u, u, u, u, Us u. 
u, 18 13 13 13 17 
u, 18 13 13 13 17 
u, 13 13 14 15 13 

F ; 
13 13 14 14 13 u. 

u. 13 13 15 14 13 
u, 17 17 13 13 13 

Q.E.O. 

ejemplo es: 

En un árbol cualQutera una ar1sta de U¡ a vJ puede consjderarse 
como la representación de un corte de los nodos, ya que si se eltmlna, 
los nodos del órbol quedon divididos en dos conjuntos, A y A. SI odemós 
cada corte así obtenido es un corte mínimo entre u1 y u; en una red G y 
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el valor de Ja arista del árbol es ta capacidad del corte en G, entonces el 
árbol es llamado JctJol corlddo de G. 

Er.tonces acabamos de desarrollar la manera de obtener el árbol 
cortodo de uno red resolYfendo n-1 problemas de flujo mlixfmo. 



IPl:l@!íl~b:i ffill1 IP~b:il\. 
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Este programa pide Jos grados de membresía diferentes de cero de 
la relación de semejonza R y proporciono: 

- el cierre transftfvo R. 
- los componentes de -r-grados de conectlvidl.:ld para V't 
- el rebonante estrecho, Jo matriz de cohesividad H y su cierre 

transltfvo H. 

Este programo acepta un máximo de 50 objetos a conglomerar. Si se 
desea aumentar este número a n, basta cambiar tos datos que aparecen en 
b.'=111: 

- lilll por n. 
- 'le por n-1, 
-UGO por 2•n. 

p('OIJl"am CONGl..CJMERM)CS (11"4PUT, OUlPUT); 

'" L,H,H,K,N,NC :INTEGER; 
PESOI, PES02: arr.ay[I .. l9(0J ofREAL; 
o, VC2 : rra..,U .. alJ of M'EGER; 
B : .-ravft ..• J ofBOCUAN; 
CURTE!, CORTE2 :.,,-ay¡1 •. s. l .•• Jof MEGER; 
e :1rr~{1 .••• 1 •• H1111Jof1NTEGER; 
R,CONJ :.rr.ay(l..!ill, 1..mJofREAL; 

proef'dur• DATOS; 
(•ESTE PROCEDURE Pi>E Y GUAAbA LOS YN.ORl:S DE LA REl..AC~•) 
(tBMROSA DE SEMEJANZA ENTRE CADA PAR DE OBJETOS*) 

'" HUM,l,K,L :lfl[G[R; 
P :REAL; ... ~ 

r'Pf'•t 
WITEl.N('CUMTOS oo.LTOS me-PS? (<•91)'); 
READ(N); 
\IRllUN(H); 



•JnH1 (N > O) and (N <= ~); 
repeat 
'rlRITtl..H('CUANTOS VALOR,ES DISTINTOS DE CERO TENEMOS?(<=', TRUNC((N l- (N - 1)) / 2) : 4, ')'); 
READlNUM); 
'rlRIT!l.H(NUM); 

untíl (NUM >O) and (NUM <= (N l- (N- 1)) / 2); 
if (NUH o O) lhMl 

""'" 'w'RITil.N('DAME LOS PARES DE OBJETOS CON SEMEJANZA DISTINTA DE CERO'); 
\iRITEU" 
wrrru(· ler.OS.JETO: 2o.OBJETO: SEMEJANZA:'); 
'w'RITELN· 
for 1 := i' toNUHdo 
b~in 
repeat 
repeal 
repe.it 
YRITT(I :3, 'o.PAR:'); 
REAO(K); 
READ(L); 
if (K "' L) thtn 
'w'RllUNC' DAA SOLOOB.JETOS OFERENTES'); 
U'ltil (K o L) ~ (K >O) and (K <= N) Mld (L >O) W (L <= N); 
lf(R(K, L) <>O) UWn 
'w'RITtl.N(' EL SEMEJANZA PARA ESE PAA YA ESTA DADA.'); 
until (R!K, LJ =O); 
READ(P); 
tf(P<:O)or(P>t)tl'lln 
'w'Rlm.N(' LOS GRADOS DE SEKJANZA DmmDE &R amt:OY 1 '); 
if(P > 0) lnd (P t= 1) thtn 
R[K,l) ?P; 
YRITTLNC' 'K ·3 • ',L :3,' ',RIK,L) :1 :1); 
R(L, KI := R[K, Ú; . 

1 

mtn (R{K, LJ > 0) ll'ld (R(K, LJ ("' 1); 
ond; 
'w'RrtnN; 
'w'RITRH(1.A REl..ACOt BORROSA DE SD1tJ Alfl.A ES :'); 
'w'RtTrut· 
'w'RITE(' '•); 
for 1:=1 loNdo 
'w'RtTE(I • 4 '')· 
\t'Rrm.H; • • 

(or 1:=1 toNdo 

""'" R[l, 1} := 1; 
'w'RITECI : 2,' '); 
forK := 1 to Ido 
'WRITE(R(l,KI: 1 : 1,' º); 
YRnnN; 
""; 
YRnnN; 

ond; 
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""" pr~t> CIERRE-TRANSITIVO; 
(-tESTE PROCEDLIRE CALCUl.fo El.. CIERRE TRANSITIVO+) .. 

H, 1,J,K: INTEGER; 
MAX, MIN : REAL; 
B •SOOLEAN· 
R1·, R2 : ~rr~(l..'8, 1..fiDI) orREM..; ..... 
forH :=1 toNdo ..... 
R2(H, HJ := R(H, HI; 
forJ := 1 toNdo 
Rl!H, JJ := RIH, JI; .... 

1 := í; 
whilf not Bdo ..... 

B :=TRUE; 
1-= 1+ 1· 
1f1modÍ=OlhHl 
forH := 1 toNdo 
forJ:=ltoH-ldo ..... 
HAX :=o; 
forK :=z 1 toHdo ..... 
ifR[H, KJ >==RI [K, J) tlwn 
HIN :=Rl(K,J) 

'"' Htl := R(H, K); 
ifHIN) MIU< thtn 
MAX :,.HW; ... , 
R2(H, J] := MA)(¡ 
R2(J, HI := HAX; 
lfRllH,J) OR2(H,J]thtn 
B ::>FALSE; 

""' '"' forH := 1 toNdo 
forJ := 1 toH-1 do ..... 
MAX :=o; 
!orK :::z 1 toNdo 

""''" lfR[H, Kl >• R2(K, JI tMn 
Hit := R2.[K, JI ,,,. 
Hit :=R{H,KJ; 
if HIN > MAX ttwn 
Mo\X :=Mii; 
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""' Rl{H,JJ :z::MAX; 
Rl(J, H) := MAX; 
ifRllH,JI <>R2IH,JltMn 
8 ?fALsr; 

'''" Md; 
'dRITELN; 
\TRITELN('El CIERRE TRANSITIVO ES ft•, 1 ~ 1 : 1, '= g ', 1 : 1, ''i ESTA DADO POR;'); 
WRITELN; 
WRITE(' '); 
forJ := 1 toNdo 
W'RITE(J :5, ''); 

'tfRITllN; 
forJ :izl taNdo 
t...>gin 
lfr'RITE(J : 2,' '); 
forl.:: := 1 toJdo 
VRITr(Rl(K,J) :4: 1,' '); 
'ifRITELH; 

""'' ...... 
proc.dur• NUMCOH; 
(•ESTE F'ROCED!ft CALctA.A El.1M1ERO DE COMPOHEHTES DE lW SUBGRMO•) ... 

T,K,J,H :tflnjfR; ..... 
NC ;m O; 
forJ:=I toNdo ..... 

O(J] :=O; 
Clt,JJ:=O; 

•nd; 
r•.it 
NC:.aNC+I; 
K := 1; ....... 
whn. ((C[I, KJ > O) .-id {K < N)) do 
K :=IC+ t; 
C(I, K) :=Ne; 
H -=H+ 1 • 
orH1 ;: K;° 
lf((B[KD Mld (H < N)) thtn 
NC-=NC•I· 

unulccnot ecKn ar (H >= N)); 
K := D; 
rtpe1it 
K:=K+I; 
lf(O(kJ <>O) thtn 
tf (C(I, O(KJJ = NC) thln 
fOf'J :-1 toNda 
ff CCll, JI a O) Uitn 
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if(R[O(KJ, J} >O) and not B!J] thtn ,.,,, 
C{t,Jl ::Ne; 
H ·=H+ l • 
01H1:: J;' 
eod; 

untilK =ti- 1; 
untn(H=N); 
WRITELN('HAV •, NC: 2, • COMPONUHE(S):'); 
forJ := 1 tollCdo ,.,., 

'YRITE('<'); 
forT := 1 toNdo 
lrC(t,T]=JUW'fl 
'WRITE(T • 2 ' ')• 
'YRITD.N(:>'Í;, , 

""'; 
'WRITELN; 

end; procedre GRADOS; 

·~ C, l,J: INTEGER; 
T, SM :REM.; -e :=N; 

"1<ITTL!t· 
w1m.Mi.os CCH>OHEKTES DE '(--ORADOS DE COfrECTN()N) SON:'); 
'w'RITI:LH; 
repeit 
511 ··lill· 
fori :=1 ÍoNdo 
PES02[1) :=<O; 
forl := 1 toNdo 
if not B[I) thrtn ,.,., 
forJ:=ltoNdo 
lf 1 () J thrn 
lfnot BlJI thln 
PES02(1) := PES02[1) • Rtl, J); 
if SH > PES02tll thrtn 
SM :"' f'[S02[1J¡ 
end; 
lfSH >Tttltf'I ,.,., 
T =SM· 
..,RITE(,PARA 'C= ', T : 2: 1,' '); 
liU'K:a1; .... 
forÍ::ltoNdo 
lf not B{ll thln 
lf PES02(1) <= T ttwn ,.,., 
B(I} := TRl.E; 
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C -=C-1· tod· • 
unU1Cc:1; 

""'" pro~f'dl.ve fOP.DFUlK (1, flf, NS : INT!GER); 
(+ESTE PROCEDURE BUSCA E\. CORTE MINIMO OUE SEP AAA DOS •) 
( • NOOOS:NF V NS;PAATIENOO DE UNA RED CONDENSADA •) 

"' rP ·m:AL· 
T,j,K,L'.MC :INTEGER¡ 
O,H :.vray(1 .. '8JoflNTEGER; 
F :arra1Jl1 .. allofREAL; 
re :vr,ll.J(t. .• , t..~lofREAL; 

be9in 
rtt~.il 

( tESTE REPEAT CALCULA a nll.Xl MAXIHO POSIBLE DE Nf A NS•) 
forJ '."' l loNdo ..... 
H{Jl ro; 
O(Jl :=O; 
F!Jl ;:sO; .... , 

0(11 :=HF; 
MIN"l,=111111; 
t"C := 1; 
l ;"'0; 
rtpf'illt 

(tESTE REPEAT BtJSCll SI HA'1' fUJJO POSIBLE Y LA TRAvtCTORIA DE ESTE*) 
L:sl+I¡ 
forJ :=1 toHdo 
tf (H[J] =O) ¡nd (COJ«>{O(L], J] > O) tMn ..... 
if(O[L} < J) .wid (COND(O(L), J} > FC(O(L}, JD ttWft ..... 
F[J} := aN>[O(L], J)- FC(O(L}, J]¡ 
MC:=t-C+t; 
H[J} := O[L]; 
O[MC] :=J; .... , 
if(O(l) > J) ..-.d (C(H){O(Ll, J] > -fC{O{L),JD hn ,,..., 
F(J) := C(N)(O{L), J] • FC(O(L), J]; 
MC :=MC+ 1; 
M[Jl := -OILI; 
O{l"C) := J¡ 

'"" .... , 
wrtíl (M[HS} o O) or (l • l"C); 
if(H(NSJ <>O) thtn 

(•ESTE FES EN CASO DE 0-.. HAYA FlUJOPtlSB.E, LO HAttPASAR•) -J :=-NS; 
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FP :='illllll; 
repnt 

(•ESTE REPEAT BUSCA A CUANTO ASCIENDE EL FLUJO POSIBlE POR ESA TRAYECTORIA•) 
if(FP>F(JJ)thM 
FP := F(J]; 
J ~ ABS(M(JI); 
111tíl(J=NF); 
J :=NS; 
reput 
ifCMIJJ > 0) lhM ...,,, 
FC(J, M(JJl :zz FC(J, M{JJl • FP; 
FC(H[J), JJ := FC(J, H[JlJ; ..,, 
eln 
be<¡ in 
FC(J, -H[JJJ := FCIJ, -M[JJJ- FP; 
FC(-M[J), J) := FC(J, -M!Jll; 

""; 
J := ABSfHfJD; 
U'tlfl (J = Nf); 

""' tr1til (M(NS) =O)~ (L = MC); 
PESOttlJ :=O; 
forJ :zz 1 toNdo 
CORTEl(I, J] :=O; 
forJ := 1 t.oHdo 
be<¡ in 
forK := 1 toNdo 
lf (YC2 [K) = J) Uwn 
if(H(J) =O) thtn 
CORTEl(l,KJ :=2 

'"' CORTEt(l,K) := f; 
tf NF < J thffl 
PESOt JI) := PESOI fil+ FC(rf', J) 
els• 
PESOI (1) := PESOI (1)- FC(Nf, J); 

""; ..,. 
pro~itdurit Mt«:UT (H, K : WTEGER); 

( ~STE PRQCE[)IJR[ CALCUl..A EL CORTE H~IMO DE UH cotfOfEfTE•) 

·~ T, NF, NS, 1, J, Y : INTEOER; 
YCI :.arr~(l..illi:IJoflNTEGER; 

be<¡in 
forJ := 1 toNdo 
trC(H,J)=KtfM'fl -YCt[J):=I; 
Y ::>Y+ 1; 

""' 
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forl:::ttoY-1do 
... In 
.NF :=O; 
NS :=O; 
re~at 
llf:=Nf+t; 
while (VC1 {NF)= O) do 
Nf::=tNF+t; 
J:=Nf .. 1; 
T ::VC\{Nf); 
'Whil• (J <= N; ;:r~ ~"' O) do ..... 
if(T=VCl[Ji)thPn 
NS ·;;J; 
J ::J + I; 
\•nd; 
untllusoo; 
forJ :=I toNdo 
tf\'Cl(J),,.Tltlt'O 
VC2IJI :"' J 

••• 
'.t'C2!J) :e YCI IJ); 
fcrJ :=2toNdo 
f01K:=lloJ-ldo 
b""lin 
CONDIJ, K) :=o; 
CONO(K,JJ :=O; 
end; 
forJ := 1 toN-1 do 
forK ::>J+I toNdo 
if(VC'Z(JI >O) .00 (l/C2(K) >O) -i (VC2[Jl o YC2IKD UM!n 
beg:!n 
CONOlVC2[Jl, VC2[KlJ := COND(YC2{J), YC2[K1J + R[J, KJ; 
CCH>[YC2(K), YC2[Jll;: CONO{YC2[J), VC2{Kl); .... 
r0Rbt-uu<c1, HF. HS); 
forJ :=1 toNdo 
ifVCl!Jl=<T lMn 
un CORTEI (1, J) of 

1' 
VCl(JI :=fil'; 
2' 
YCl(JI :u HS; 

""' ""' PES02IHI ::-PES01(11; 
1 := 1; 
forJ;>02loY-ldo 
if PESOI [JI < PES02{H] tt*l -PES02(H] :- PESOI (J]; 
1 := J; 
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it>nd; 
forJ := 1 toNdo 
CORTE2[H, J] ;: CORTE! [L, JJ; 

'w'Rrm.N('EL CORTE MINIMO ES:'); 
llRITE(X ('); 
for-J := 1 toNdo 
ifCORTr2[H,JJ::i 1 tt...n 
'rr'PrTECJ • 3 • •)-

"RITE('), (-); • 
1 

forJ := 1 toNdo 
ifCORTE2(H,JJ e 2 lhtn 
'r/RITECJ • 3 • ') • 

'w'R/TELN('} ):)¡' 1 

VRITELN("CON PESO: ', PES02(H] : 2 : 1); 
'a'RITElN; 

""'' procfodurto ARISTAS; 
vu 
T,K,H,J :IHTEGER; -\IRITE11'. 

'w'Rrrru('PROCEDl11ENTO DE '[-ARISTAS DE CONECTNIDM.'); 
'w'RITELN; 
forH:=ltoNdo 
BIHJ := F N.S!; 

""'1COH; 
forH ::1 toN-NCdo ,..., 
J :=O; 
r"Pl'•t 
J -=J• 1 • 
K ;, C(H, j); 
L ::>J+ I; 
whU. (K <> C[H, LD ~ (l < N) do 
L -= L + t • 
1.11\n K"' élH, LI; 
'w'RITELN(U SUBORAfO A CORTAR EN n. PASO', H : 2, 'ES:'); 
'WRITI('< '); 
forT := 1 toNdo 
lfC(H,T),,.Kth.n 
'w'RJTE(T • 2 ' ') • 
'WRrm.H(:>-);. • 
HINCUT(H, K); 
forJ := t toNdo 
ifCORTE2{H, J),. 2 thtn 
C(H + 1, JI := l'C + H ,,,. 
C[H + 1, JJ := C[H, J); ... , 

forJ := 1 toNdo 
forK := 1 toJ-1 do 
forH := 1 toN-fl:do 
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if(CORTE2!H, JJ >O) and (CORTE21H, K) >O) and (R{J, K] > 0) then 
if (R(J, KI < PES02(H]) then 

""" R(J, KI := PES02(H); 
R(K, J] := PES02(Hl; ..,.,. 

'ir'Rl"rÉt.N('LA MATRIZ OE COHESIVIOAD ES:'); 
'WRITEI.H; 
'v/RITE(' '); 
fN"J:=1toNdo 
'WRITE(J :5,' '); 

"tr'RITElN; 
forJ := 1 toNdo 

""" 'w'RITE(J ·2 " ')• 
R(J,J) ;m; ' 
forK := 1 toJ- t do 
VRITE(R!J, K] : 4 : 1,' '); 
'w'RlTElN(' O.O'); .... 

clERRE-TRANSITND; .... 
(~DEL PROGRN1A•) ,,..., 
DATOS; 
C ERRr-TRANSTT IVO; 
GRADOS; 
AJUSTAS¡ .... 

130 



131 

l. Bazaroa! M. S. y Jarvls, J. J., f.!:Qgramación Lineal y...f!Yjo en Redes 
Ed. Limusa. México, 1984, p. 453-451. 

2. Certo, S. C., Administración Moderna NueYa Ed. lnteramencana, 2" 
edición, México, 1964, págs. 411-440. 

3. Gomory, R. E. y Hu, T. C., -Mulll-termlnol Network Flows; ~ 
lndust. AQJ.!I. Moth. Vol. 9, Num. 4, E.U.A., Diciembre 1961, p. 459-479. 

4. Kaufmonn, A., Introducción a le Teoría de los Subconjuntos Borrosos 
Tomo l. (Elementos Teór1cos de Base), Ed. C.E.C.S.A .. 1962, cap. 1 y 11. 

5.' Matula, O. W., ·cluster Analysts vio Graph Thcorellc Techniques,­
Proc. de lo Conferencia en Louisiana sobre Combinatrices, Teoría de Grafos 
y Computación, ed. por Mullln, R. c., Reld, K. B. y Roselle, D. P., 
Universidad de Manitoba, Winnipeg, M6rzo 1970, p. 199-212. 

6.' Matula, o. W., ·components, Clusters ond Slic1ngs in Graphs,· SIAN J 
Appl Malh Vol. 22, Num. 3, Mayo 1972, p. 459-479. 

7. Quirós Caballero, R., Conjuntos Borrosos: una All!.jc6clón, Tesis, 
Universidad Anahucic, MéMico, 1967. 

8. Schneider, G. M, Weingort, S. W. y Perlman, O. M., An Jntroductfon to 
Programming t1nd Problem SolYing with Pt1sct1l Ed. John Wlley &. Sons, 
E.U.A., 1976. 

9. Tomure, S., Higuchi, s. y Tanaka, K., ·pattem C1assif1catlon Based on 
Fuzzy Reletlons,· IEEE Trans on Sustems. Man and Cybemetics Vol. SMC-1, 
Num. 1, Enero 1971, p. 61-66. 



132 

10. Veh. R .. r. y Bang, S. v .• "'Fuzzy Relatlons, Fuzzy Graphs and the1r 
Appltcat1ons to Clustering AnaJysis; f!!U.Y Sets and their Aqgl1cot1ons to 
b,Qgnitive Bnd Decision Processes Ed. por Zeideh, L. A., Fu, K. S., Tenaka, K. 
y Shimura, N .•. Accademic Press-lnc, p. 125-149. 

11. Zadeh, L. A., "'Fuzzy Sets; lnformalion and Control Vol. B, Num. 3, 

Junto 1955, p. 336-353. 

REFERENCIAS· 

CAPITULO 1: [41, [ 11]. 
CAPITULO 11: [41, [71, [91, 1101. 
CAPITULO 111: 111. [61, 1101. 
CAPITULO IV: [SJ. [61, 171, 191, 1101. 
CAPITULO V: 121. 
APENOICE 1: 111, [31. 
APENOICE 11: IBJ. 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo I. Subconjuntos Borrosos
	Capítulo II. Relaciones Borrosas y Grafos Borrosos
	Capítulo III. Cierre Transitivo y Rebanantes
	Capítulo IV. Aplicación de los Grafos Borrosos al Análisis de Conglomerados
	Capítulo V. Un Ejemplo: Administración de Grupos
	Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía



