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NRODUEEITN

Es més frecuente encontrar muchas clases de objelos, las cuales no
tienen un criferio de membresia precisc. Por ejemplo, el conjunto de los
rascacielos claremente incluye el Empire Stete, el Madison Building y ia
Torre Latincamericang entre otros, Y excluye edificios de 5, 10 |y 15
pises; pero existen edificios que no sebriemos si incluir o no dentro de
aste conjunto.

Este mismo tipo de embigdedad existé en el conjunto de 1Inps
nimeros muche més grandes que |, en el conjunto de personas allas,
gordas, Inteligentes o bonites, en los cuales le lrensicidn de membresia
e5 més bien gradusl que brusca, por lo cual no constituyen una clase o
cenjunto en al sentido meteméatico usual. Este tipo de cleses definidas de
una menera imprecise juegen un papel fimportante en el pensamiento
humeno, particularmenie en e) cempe del recenocimiento de congicherados,
comunicecidn de informacion y ebstraccion.

Este hecho no fu@ considerado en 18s motematicas hasta i965 por
el profesor Zadeh' quien generaliza el concepto de conjunto clésico como
la clese de elementos con conlinuidad en los gredos de membresia,
denomindndoio cenjunto borroso. En base & este concepte se ha ido
desarrollendo una nuevs estructura conceptual pareiela a la desarrollade
en el caso de los confuntos clésicos, pero generalizada.

Entre los diferentes autores que tratsn sobre este teman, existe
cierta discrepencia en e} lérmine correcto de referirse s estos conjuntos;
slgunos ltos denominan conjuntos borrpsos mientras que otros los
denominan sppconsunlos  porrvsos  baséndose en que el conjunto  de
referencia, es decir, e) universe, es siempre un conjunte clésico y sus
subconjuntos los que son  borrosos. AgQui utilizaremos el término de

1. L. A. Zadeh. Department of electrical Engineering and Electronics. Research Laboratory, u'xinrtﬂu of
California, Berkeley, Californis.



SUDLORIUIHDS Dorrysys.

El objelivo de esta tesis es generatfizer Jas conceptos clésicos de
Frafp Y relseidn o partir de la nocidn de subconsuntvs bortvses para
aplicarlos al andlisis v conglomerades.

El propésito del anrdlisis de conglomerados consiste en determinar
congiemerados (agrupacionss} de objetos semejantes partiendo de una
medida de semejanza entre cads par de objetas, Este problema concierne a
verias discipiiras, sin embarge es tratado con diferente norbre segun la
disciplina a que se refiers. Esto ha dado lugar & un sin fin de
procedimientos gue elacen el probleme de conglomerados. En la siguiente
tabla se dan 3 ejemplos de procedimientos que se usan en psicologla,
biologie Yy bibliologla respectivamente, explicando cada uno de los
problemas & contivacidn.

BASE DE LA INTERPRETACION PROCEDIMIENTO

DISCIPLINA OBJETOS SEMEJANZA  DEL CONGLOLOM. USADOD.
e)Psicologie  Pruebes Correlacion Componentes de Andlisis
fnteligencia fectorial
b)Biologia - Especfes de  Propiedades Families de Taxonocmis
plantas plantas
t)Bibliotece Documentos Material Subciasificaciones Clasificacidn
{Ciencia) de biblioteca

o) Existen un conjuntoc de pruebas psicoldgicas que miden la capacided
mental de las personas, Se ha visto que algunos pares de pruebas esldn
fuertemente correlacionadas mientras que otras tienen una correlacion
cercona a cero, Un psicoldgn desea hacer agrupeciones de estas pruebes
donde las pruebas ge cade conglomeredo estén altemenie correlacionadas
entre si. De esta manera se puede identificer & cade congiomerado como
medide de un fecior particular de intetigencia.



b Un bidloge ha reunido diferentes planias de un éres aislada, Mide
las propiededes de cada especie de pianta y advierte que algunos peres de
plantas poseen una semejanza considerable mientras que otras son
bastante diferentes. Desea egruper las plentss en verias families ajenes,
de !al manera que las plentas colocadas en la misma familia deben ser
muy semejantes.

c) Un bibliotecario ha reunido upea coleccidn de documentos de une
discipline nueva. Ha asignhado el grado de material comin entre cede par
ge documentos ya que desea facililar subclasificaciones de esta disciplina
por medio de agrupaciones de libros que conlengen material comin.

Pare que un modelo formal de andlisis de conglomerados sea
aceptable es necesarit que pueda incorporarse Informacidn relevante al
modelo § que se defina una funcién epropiada que mida i semejanza entre
los objetos. Por otro ledo, los resultados obienidos podrian contradecir 1es
teorfas generalmente aceptadas por los investigadores involucredos da 1a
discipiina que se tratle, por 1o cual &1 modelo solo es aceptable st los
investigedores aprueben el resultado.

El esighar valores numéricos al grado de semejanza entre dos
objetos es un problema con cierto grado de dificulted que debe obtenerse
segin cada una de las disciplinas en las que se utifize el andlisis de
conglomeredos.

La mayorfa de ios procedimientos clasicos para el anadlisis de
canglomerados estén basados en la teoriz de relaciones y grafos. Estos
congistan en que dado un grafo o molriz de datos, hay que obtener grafos
de nive] de algtin valor & Yy aplicer varias propfededes de conectividad de
10s mismos péra formar congiomerados. Estos procedimientos tienen el
prohlema de que no tralan con lgs pesos raales de los arcos en los
grafos, uya que cuslquier peso mayor o igual (menor} gue & es considerado
‘como 1 (0).



En el primer y segundo cepitulos de esta tesis se de una
introduccion® & los conceptos bésicos y propiededes de ta teoria de
supconfuntos borresos y 8 la teorie de graros g relsclones bertosos
respectivemente, E) tercer cepitulo deserrolle las bases pere el cuerto
capitulo donde se aplica la teorie de grafos Yy relacicnes borroses 8l
WFlsrs o8 conglomerados, presentandose 3 procedimientos. Primeramente
gse define en que consiste e! problema; posteriormente se extienden varios
conceptos de conectividad de los grafos clasicos a los grafos borrosos
pors expiicar los procedimientos:

- procedimiento de e£-conectividad,

- procedimiento de T-grados de conectividad,

- procedimiento de T-aristas de conectividad,
los cuales son una extensidn de los respectivos procedimientos clésicos
para el anélisis de conglomeredos:

- procedimiento de enlace simple,

- procedimiento de k-enlaces,

- procedimiento de k-aristas de conectividad;
concluyendo que es mds efectivo el uso de grafes borrosos en lo
construccién de cenglomerados gue el uso de la teorfa cldsica de grafos.

En e! quinto capftulo se de un ejemplo tedrico resuelto por todos
los procedimientos, tanto cldsicos como borroses, dando los resultados
gréficamente pera poder compararlos facilmente.

En el Apéndice ! se presents un meétodo pera obtener el corte
minime de un grafo borrose o0 clésico, necesario para e) tercer
procedimiento, Esle mélodo estd basedo en la teoria de fujo méximo. Pars
terminar, en el Apéndice [l se proporcion& un programe en lenguaja Pascal
aque rasuelve problemas de conglomerados por los tres procedimientos
borrosos gue se estudien aqul,

2. Si ¢ Jector #std interesado en mayor informaciin, consitese ta referencia i4).



CAPITULE §
BORRESES

DEFINICIONES

El swbconfunte borrvse A en E esld definido por:
A= xupx)) | xeE A pa(xdelo,1] L,
donde U es Nameda (ure/dn o memibressz del subconjunto borrose A, 18
cual asocia cada punto x del conjunto de referencia E con un nimero reatl
del intervelo [0,{]), e indica el grado de membresis de x en A. Esto es,
mientras mas cerca esté pa(x) la unided, mayor serd el grado de
" membresfa de x en A. -

En el ceso de un subconjunto clésico B, el rango de Ta funcidn ug
es {0,1}: pg(x)=0 indice que x4B y pg(x)=1 indica que xeB,

Denotaremos a los subconjuntos borrosos por A, B, C, etc., y aungue
los subconjuntos clésfcos son un ceso particuler de estos, se denoterén
por A, B, C, etc, pare indicar su condicfon peculiar.

A continuecidn se don varias definicicnes de la teoria de conjuntos
borrosas que son une extension obvie de la teorfa de conjuntos clésica:

€1 confunte vniverss/ E, es aque) que su funcién de membresis es idéntica
al '

E = { (¢ ug(x)) | xeE A pglxd=1, ¥xek };
indica el conjunto de referencia.

Un swbronfunfe borrvse es vocig B, sty solo si su funcidn de
membresia es identica a O:
o= { Goug(e) | xeE A pglx)=0, vxE L
es 8] conjunto que no contiena ningin elemenio del conjunto de referencia.



Sean A y B dos subconjuntos borrosos de un conjuntc E:

Se dird que A u B son sgusfes; A=B, si y solo si tienen la misme
funcién de membresia:
nalx) = uglx), ¥xeE.

Se diréd que el subconjuntc borroso A esté spofwigz en B, o
equivalentemente que A es sudconjurity de B, AcB, si y solo si:
: pa{x) <pglxl, VxeE;
intuitivamente se puede interpretar como que ceda x<E pertenece més al
subcenjunto borroso B que el A,

OPERACIONES ALGEBRAICAS
Sean A y B dos subconjuntos borrosos de un conjunto E:

El complements del subconjunio borrose A, denctado par A se define
como el subconjunto borrose con Tuncion de membresia
HE(X): 1 -}JA(X) VxeE.

La anidn de A u B se define como el subconjunto borroso de E,
denotado por AUB con funcidn de membresis
uauplx)=méx {ualx), uglx), Vx<E;
y es el subconjunio borroso menor que contiene a AyneB

La /nterseccfdn de A y B se define como el subconjunto borroso de
€, denotado por ANB, con funcién de membresia
uﬁng(x) =rmin {jlﬁ(X) ua(x)l WxsE;
y es el subconjunto borroso mayor gue g5t4 contenido tanto en A4 como en

B

Se dice que A y B son rsjuntos st ANB=M.



Se defina o oifervie/s de A Yy B, A-B. como el subconjunto
borrose de E con funcidn de membresia
ha-glx) = nAng (), Yx<E;
Nitese que en generel A-HzB-A.

EJEMPLO 1:
Sea E el conjunto universa! o de referencia definido por:
E = [ (o,1), (b,1), (c.1), (d,1), (e,1), {f,1) };
el conjunto vacio es:
& = { {0,0), (b,0), (c,0), (d,0), (8,0), (1,0) ],

Sean A, B y L los siguientes subcorjuntos borrosos de E:
’ A = { (8,0, (,0.2), (c,0.4), {d,0.6), (e,08), (1,1} },
8 = { (a,1), {b,0.8), (c,0.6), (d,0.4), (e,0.2), {1,0) },
C = { (8,0), (b,0.1), {c,0.2), {d,0.3), {(e,04), {f,05) };
entonces
A=8B u
L caA.
AUB = { (a,1), (b,0.8), {c,0.6), (4,0.6), (e,06), (f,1)}
ANng = { (a,0), (0,0.2), (c,0.4), (d,0.4}, (e, 0.2}, (1,0) }
podemos observar gue en este case tenemos
AUB = (ANB)
ademas
C-A = CNA = CNB = ( (8,0}, (b,0.1), {€,0.2), (d,0.3), (e,0.2}, (f,0) }H

LEYES DEL ALGEBRA DE LDOS SUBCON.JUNTOS BORRGSO0S

Les operaciones de unidn, Iinterseccidn y complemento entre
subconjuntas borrosos cumplen con algunas leyes del élgebr"a' de conjuntos
clésicos; saen A, B y C subconjuntos borrosos en E, En gsta seccidn se da
una extensidn de estas identidedes a los subconjuntos borrosos, y puedsn
fécilmente demaostrarse mostrando que les funciones de membresis
correspondientes son {dénticas.



1. Leyes av ivempotencio: .
a) ﬁuﬁ=é-
b) ANA=A.

Demostracion: .

8) paya(xd=méx {palx), palo)= na(x) V¥xeE,
b) nang(x)= =min (ua(), uA(x)} uﬁ(x) ¥x<E.

2. Leywes Isocialivas:
a) AU(BUL)=(AUBIUL,
b) An(BNL)=(ANBINE.

Pemostracién: Vx<E
a) uﬂu(ﬂug(kaéx {upalx), méx {uglx), ug(x)} }
=max {pplx), uﬁ(x) uc(x)}
=méx {méx (1a(x), ugCa), pe(x
=méx {jlﬂug(!) uc(X‘ﬁ

=praupugtx)-
b) Similer.

3.Layos conmutatives:
8) AUB=BUA,
b} ANB=BNA.

La demostracién es obvia.

4. Leyes arslrrdulives:
a) AU(BNC)=(AURIN(AUL)
b} AN(BUC)=(ANB) U(ANE)

QLD

QED



Demostracidén:
Tenemos 6 posibilidedes:
#alx2ug(x)2pc(x); up(xnualxlpc(x); HCOO2uAX)R(X);
uﬂ(x)z u_g(x)z ug(x); u_@_(x)zug(x)z uﬁ(x); ug(x)zug(x)m é(x).

Puede verificarse faciimente que para todos los casos se cumplen las
sigufentes igualdades:

a) u‘éu(gng)(x):méx lj.lﬂ(ﬂ, min {ug(x),n!;(x)} }
=min {max {ualx),ug(x)}, max (ua(x)uc()) }

=U(AUB)AUC)X)-

b) uan(gug)(*)=min {palx), mix (ug(x)uc(x) }
=méx {min {uaA(),ug(), min (ua(.uct)) )

=H(ANBIULANC)X)-
GED

5. Leyes o2 Adentidad:
a) AUA:=4, b) ANE=A,
c) AUE:E, d) ANg=4.

Demostracion:
Dads que pg(x)=1; pg(x)=0; uﬁ(x)c[o,!], Vx<E, se iiene gue:
) paug(x)=max {nalx),0}=pa(x);
b) l-l_enE{x)zmin {ué{x),l}=uﬁ(x);
c) payglxd=méx (pa(x), 1}=1=p1glx);
) Hanglx)=min {}i(x),00=0=}g(x).
ZEL

6. Leyes de complemento;
a) (4) =A, b) E-8: HB-E.

Demostracidn;
o) u@(x) = 1—;15(:): 1-( l—uﬁtx)) = 1-I+ue(x)= uﬁ(x):



b) NE(X)=1-RE{X)=1=1=0=pglx);
uﬂ(x)-l-uﬂ-(x) 1-0= 1=pg(x}.
QED

1. Loips do Morgan:
a) (AUBY=ANE; b) {ANBY ,e, B

Demostracign:
Puede verificerse focilmente gque pare cuslesquiera de las 2
posibilidades, yo sea pa(x)2up{x} 6 bien pp(x}cngix), se cumple con:

a)u—@-)(x)hl maxqu(x) ug(x)) min{l uﬁ(x)l uB(x)l.ug —(x);
b)um(x)-! min{u ﬂ(:t) uB(x)} méx tl-u‘&(x)l ug(x)}-u AU—{x)

LDED,

Es decir, los subconjuntos borresos cumplen todas las leyes del
algebra de los conjurios cldsicos excepto:
AUA:E; ANA=S,
tas cuales Urfcemente se cumplen cuando AzE 6 A-=H.

SUBCONJUNTOS ELASICOS DE NIVEL a.

Una de las ventajas que tiene trabajar con conjuntes cldsicos es la
exaectitud con la que se hace. Como se mencioné antsriormants 1a teoria de
lgs subconjuntos borroses da un acercamients mayor a le realided. Existe
un punto inlermedio entre subconjuntos borrosos y clésices, 1o cual se
hace ver a continugcion.

Ses oef0,1], se llame swhconjunte cidsico o ane! < de un
subconjunte borroso A, al confunto clésico
= { x| patxha )
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Este conjunto cldsico exige que todos sus elementos temgen un grado

de pertenencia en A de al menos G.

PROPIEDAD.
X, 28z = Aalc Aaz.

Demostracidn:
P.D. Dadas ci2xz¢[0,1], se cumple  VxeAg, = Xxehy,.
Sea xeAg, = palX):ci2cz = xeAqy .
ZED

TEQREMA DE DESCCHMPOSICION.

Tody subconjunto borrgsg 8 pusd? descomponerse en 13 sigulente

rorms: _
A = Ug (aAg) O¢axel,

donde para Vx, ahgy eostd gerinide por Doy o=alug (X)),

Demostracién:

I si paledao
u Aqm' { 0 si n'_;]_(x)ccz

HU (aAg)(XI= mixg o qu(x)l = MBRep A(x)lal = palx).
GED.

EJEMPLO 2:
Sen A el sigutente subconjunto borrosa:
5: {(x.,0.2), (Xx,O), (X),O.S), (x-,I). (1'5,0.7)}

Tenemos enlonces los siguientes subconjuntes clésico de nivel o
Aga = Apa = ux;,l), (13,0), (x:,l); (x.,'), (x:.l),.
Aca = Aocs Acs = {(x,,0), (x2,0), (x2,1), {xs,1), (xs5,1)},
Acs = Aoy = {(24,0), {x2,0), (x3,0}, (xa,1), {xs5,1]},

nou
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Ace = Acs = Ay = {{%:,0), (2,0}, (x3,0), (Xe,1}, (x5,0)},

Por el tsoreme de descomposicidn, A puede descomponerse en los
subconjuntos borrosos Ao tuya unicn nos da A:

Uq(och) = {0.2A0.2)U(0.5A0.5)U(0.7A0.2JU{ 1 A,)

= ((x;,0.2}, {13,0), (x;,0.2), (11,0.2), (x-.0.2)l U
{(x¢,0), (x2,0), (%3,05), (x¢,0.5), (x5,0.5)) U
{(x4,0), (x2,0), (x3,0), (x¢,0.7}, (5,070} U
{{x1,0), {x2,0}, (x3,0), (xx,1), (x5,0}}
{{x:,0.2), {x2,0), (x3,0.5), (xs,1), (xs5,7}}
Al



RELACIONES BORRDSAS

En 1s teorfa de conjuntos clésice, una relacion se define como un
conjunto de pares ordenados; por ejempio, el conjunto de todos los pares
ordenados de numeros reales x y y, teles que x2y. Este relecién R es un
subconjunto de R

R = {(x,y)eRsR | x2y}.

En el contexto de los subconjuntes borrosos, podemos deflinir
refacfones borrvses tales como: “el nimero x es mucho mayer (o mucha
menor} gue el nimero y~, “la persons X es mas inteligente que la persona
y~, "el objeto x se parece el chjeto y°, elc, en las cuales los elementos
del conjunto de referencia - nimeros, perscnas u ohjetos - pueden estar
totalmente relecionades, mas ¢ menos relacionados ¢ no reiacicnados. Las
reiaciones borrosas representmn situsciones menos precises pero que se
encuentran con més frecuencia.

DEFINICIDNES

Une refacion borrose Oindr7d R en XxY es un subconjunlec borroso
del espacio produclo XY ceracterizado por la funcidn de membresia HR:
X=y = [0,1]; es decir:

R = { {({x,y).np(x.y)) | xeX, ye¥, nplxy)o,1] ).
Para coda xeX y ys¥, Lup(x,y) se puede interpretar como la fuerze de la
relacién existente entre X y y.

En el caso en que X=Y, se dice que R o5 und sw/acidn Dorrusd
Dinarie en X,



EJEMPLO 3:

Sean X=Y=R', donde R’ representa a los nimeros reales no regalivos,
Y sean x,ydR", Consideremos la relacidn borrosa R “x es mucho més grande
que ¥y, X»y. Supongemos la siguiente funcidn de membresfa:

_]0o s x¢y,
“g“"" - { 1-g!= XY si x2y.

tenemos entonces que si

xcy ppix,y)=0,

x=y uE(:,y): 1-8°:0,

xX=2y ppix,yi=1-e"=0.6321,
x=3y uE(x,y): 1-87%220.86466,
=6y prix,y)=1-67%=0.993

y solemente cuspdo ¥ es infinitemente mayor que y, es declr cuendo
x/y~eo, se tendrd que pp(x,y)-+1.

Vemoas gue es una funcidn de membresia adecuads, ya que cuando
x¢y, nos indico que ¥ Yy y no estdn relacionados y que conforme x crece
con respectc a y, va aumentendo ta fuerza de la relacidn borross R
existente entre estos. Ademas veamos que cumple con el requisito de gue
plx,y}elo, 1k

Cuendo x<y ©5 obvio que so cumple; pare &) caso de x:y tenemos qua
0s1-2"" Y1 e —1e' Mo = 120,

La desigualdad de Ja derecha es abvia, y en el caso de Ia
desigualdad {zquierda, tenemos que para Vx,yeR':

x2y e x/yrt e j-x/y0 e 122"

Logicamente ests no es 1a udnica menera de definir le funcién de
membresia para ests relacién borrosa, pueden existir muchas otras tales
comg; ‘ ‘
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0 si yzx,
Hplx,y) = 1
1

R anL

si y<x,

ya que son expresiones subjetivas, es decir apreciaciones que depsnden de
& eslimacidn de cada unoll

Hés generalmenle, se define una r@/ocidn borross n-s/73 &n X coma
un subconjunto borroso del espacio producto X=X« =X =X". Para tales
refaciones 1a funcion de membresie es de la forma pplxe,Xz,Xs,.Xn), donde
xieX, para (=1,2,.,n. Por ejemplo, la relacion 'x+y:z' es une relacidn
borrosa 3-aria.

En los sucesivo, se tratard exclusivamente de relaciones borrosas
hinarias, por lo cual se utilizard dnicamente el términs de relaciones
borrosas para designarias.

Se puede representer una relacidn borrosa B matricielmente, donde

el componente {l,j) de la matlriz borrosa R es uﬁ(xl,v]).

EJEMPLO 4
Sean X¥={ab,c,8), ¥=(1,2,3} y
{(a,1),0.2), ({0,2),0.7), ({0,3),0)
{{b,1),0.5), ({b,2},0.1), {(b,3),0)
((c,1),0), ((c, 22,04, (c,3),1)
{(d,1),0), {{d,2),0.9), ((0,3},0.3)

Matricialmente pusde representerse R de )a siguiente manera:

i 2 03
a[0207 O
gL Dj05 01 0
S clo 04 1
dl o o9 03B



Dado que ung relacidn harresa es un subconjunte borroso del espacio
producto X#Y, se definen tombién sus subconjunios clasicos de mivel, ios
cuales son relaciongs cldsices:

Sea R una relacidn borrosa de X a Y. Llamaremos rw/acion c/dsice o
mivel &, ©s(0,1], o la refacion Ry dada por:
Rg = [ (x¥) | uplx.ylal.

OPERACIONES ALGEBRAICAS DE RELACIONES BORROSAS.

Como subgonjuntos borrosos, en les releciones borrosas se definen
ademés de les operaciones descritas en el capitulo onterior, las
sigulentes:

fnversa Dada une refacidn borrosa R en Xe¥, su rn2/ac/on Dorruss Iversa
2s en Ys=X, se denote por R* y tiene como funcién de membresie
ug-‘(y,xhus(x.y), V(x,pleX=Y, Es decir, ia relacion horross inversa R™* es
la misma relecidn borrosa R pero vista al revés: en lugor de ser en XeY
es en Y#X. Por ejemplo, si R es Is relacton borrasa en R “x»y", enloncea
R* también es unn relacidn borrose en R® y esta dada por 1o proposicidn

"yuX" que se base en R.

Lomposicsin Existen veries formas de definir 1a composicién de relaciones
borresas, pero la siguiente es la més usual:

Sean B Yy S5 dos vralaciones borroses en X®Y 4y en YwZ
respectivamente, entonces la composicién de B y S, denotada por SoR, es
le relacion borrosa en X#Z con funcién de membresia

uﬁug(x,zJ = méxy.y {mfn(u_@(x,yJ. u§(y.z)l } Vix,2)eXnZ,

Dadas 18s representaciones matricisles de R y S se puede obtener la
de S°R por medic de une operacidn andloga & le multiplicacidn ususl de
matrices: en Jugar de mullipticar los componentes de las matrices se
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escoge el minimo de estos y en lugar de sumar estos rasulledos, 58

. escoge el méximo.

EJEMPLO 5:

Sean X=(X:,X2,X3). Y={yi,Ya,¥2,¥e) Y Z={2,,22). Sesn también R y S las

relaciones  horrosas en X*Y y en
reprasentaciones matricieles son:

Yo Yz Y» Yu

x[04 09 09 |
R= x|02 02 0 o2
xlot 03 o 03

S°R(x,2) = méxy(minfuplx,yi), pgly,2)).

Y«Z respectivamente, cuyas

-1} Z2
v:.]0.2 08
vz2| I 09
v2| 03 04
Ys 0.5 1]

A continuacién se calcula el valor de Mgop(Xs,2.):

pore yi:  min(ug(xs,ya).ug(ys,2:)}
y2r  min{ug(xs,yz).nglya,2i)}

= min {0.4, 0.2} = 0.2

min {09, t } = 0.9

ya  min{ug(xs,ya).uglys,20} = min {0.9, 03} = 0.3
Yo mfn{uE(I:,Y-),llg(‘fu,Zn)} =min{ 1,05 =05

“ ngop(x,2:) = méx {62, 0.9, 0.3, 0.5} = 09

De iguel manera se obtienen los valores de nﬁog(x,z) para los demds
valores de x y de z, obteniéndose la siguiente representacién matriciet

para SoR:
2z

Xt 09

§ = X2z [ 0.2

T xwlos

2y

039
0.2
03B

La relacién horrosa compuesta SoR busca la maxima relecidn posible
enire Tos elementos de X y de Z basdndose en loS detos dque proporcionan
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R Y S, usando como inlermedierio a un elemenlo de Y. L& forma como hace
esto es, dades uns xeX y uns zeZ, toma como intermediario a y.e¥. Puede
ser que X esté muy relacionsda con y,, pero si y, no £std muy relacionada
con 2 entonces x ho puede ester muy relacionada con 2 utilizendo como
intermediaric a v,; es por esto por lo que la relacidn que existe enire x y
2 a través de y, es el minimo entre Ilg(!.Ys) u ng(y;,z). De esta manera
busca la relacidn que existe entre x y 2z utilizande como intermediario &
cada yeY Y se escoge le relecion méxima entre x y 2. Se hace lo mismo
para cada x con cade z.

En estas graficas del ejemplo enterior, supongemos que X, Y y Z son
conjuntos de ciudedes; y que ademds existen puentes qua unen a las
ciudedes de X con las de ¥, y las de Y con las de Z Cada puente iiene
cierte resistencia e! peso, la cusl estéd dada por las relaciones R u S.
Entoncas SoR da el maximo peso posible que se puede pasar de las
ciudades de X a ias de Z utilizando come intermediario cuslquier ciudad de
Y.

La operasciin composicidn es osocistrig es decir: (QoR JoS=fo( RoS).
También es distrroutive conr /3 unidnpera cuslesquier relaciones R de X o
YyQ SdaVY a2 se cumple



Ro(QUS) = (ReQU(ROS).
Demos'traclﬁn: VxeX, VaeZ:

j.lgo(guns_)(x,z) = méngy [mfn [LIB_(X,}'). I-IQU'S_(}',Z)} 1
= mékyey [min {UR(x,y), max {ugly.2), u_%(y.z)}} L

-por distributivided se Lliene:

. . [ min {uolx,y), ngly.2)},
’"‘”‘VeV[ mox { rin {uug(x,y). ﬂ%_(y,z)}.”
min (g (x,y), ug(y,zn]
min {uo(x.y), tig(y.2)}

n

maxyqy

BRoQURoS) = MéX [Upagix,2), HRag(X,2))

méxyy {min {3s0y), gly.2)),)
méx::,, { min {ung(x,y), ﬁg_(y,z)}.}

min {ps(x.v), Us(y.2))
min {upg(x,y), E(y,a)}]

méx {

= MdXyey [
Q8D

S1 R es une relecion borrosa definide en X, entonces e composicién
de R consigo misma, RoR, se denote por R* en general se Lliene:

RoRo..oR(n vecas)=R".

PROPIEDADES DE LAS RELACIONES BORROSAS.

Consideremos el casc de X=Y. Vamos a examinar les principales
propiedades de las relacfones borrosas R en X.

Retiesivrdad Se dice que R es reflexiva si y solo si

VxeX uplx,x}=1;
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la reflexivided indica que la relscidn de cada elemento consigo misma
definida por R es perfecta. La relecidn borrosa reflexiva se identifica
{acilmente en su representacidn matricial, ya que tiene 1°s en teda su
disgonal principat,

Simelr/a. R en X es simétrica sl y solo si
veyeX  pr(xy)=pgly.x);

es decir, una relacion borrose E es simétrica cyando es iguel a su
relacién inversa R™, u su representacibn matricial es una matriz
simatrica. :
Trunsferrdad, Une relacion borrosa R es transitive si y solo si

¥x,2eX uplx.2haméryeximin (nplx,y), uply,2)i=npalx2);
que es equivaiente & ROR® fo que Indica que R es trensitive si la fuerze
de relacion directe existente entre cualquier psr de elementos es mayor o

igual que la existente utilizando algin intermediario.

Algunas relaciohes borrosas poseen dos 0 les tres de estas propiedades,
como son las siguientes:

Una redgcidn oo semejanza R en X s ung relacitn borrosa en X, la
cual es reflexive y simétrica.

Le relecion borrosa R en X es una r2/ociin gv simifited si | solo st
es reflexiva, siméirice y transitiva.

€] concepto de relacién de simititud es andioge a la de relacidn de
equivalencie en los conjuntos cldsicos, pero es mdés spta pera situaciones
menos precisas.
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TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE UNA RELACION DE SIHILITUD,

R &5 wna mpfaciin o similitwd en X 37 g solo sf R puede
descomponerse sofe fa rormma; ]
R = UglaxRg) otacl,
. Con Q=R CRy : e [35 Ry sun relaciones &¢ equlvalencle ¥ &Ry
SIGRITCa gue oF grade o membresia o2 (odes 165 elementos oy a3 rglacivn
olisica Ry o8 multiplivady por «.

Demostracidn.

Dado que R es también subconjunto borroso de XeX, tenemos por el
teorema de descomposicion de. subconjunlos borrosos gque se puede
- descomponer de esta manera, solo hay que demostrar que las Ry son
relaciones de equivalencia.

=) A0 Si R es une relacion de similitud, entonces Yoxel0,1], Ry es una

relacién de equivalencia:

a) Ry es reflexive.
VxeX Hp(x,x)=1, por lo cust Vasl0,1] (x,x)eRq,

b) Ry es simetrica.
{x,y}Rg = ug(x,y)m,
y por simetris de R; uny,x)zcx = (v,x)-Rq.

C) Rq es transitiva.
Saan (x,y),(y.2)eRg = pplxyiea y pgly.2ha;
por trensitivided de R tenamos que: .
uB(x.z)zo; = (x,2)eRqy.

“ Rg ©6s una relacion de equivalencia.

=) PL Si Ry son relaciones de eguivalencta, entonces R = mixs{xRe),
O:axtl, s una retacién de similttud:
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a) R es reflexiva.
' ¥xeX, (X,X}eR, ya gue R, es reflexfva
= pplxx)=1.

b} R es simétrica.
Vael0,1], {xy}eRg = (y.x}eRgy
par o cual  pplxy)=max(y y)epal®)=mBX (y xR (%)= Hply.x).

¢) R es transitiva.
Supongamos gue ug(x,y)za. y ug(y,z);cx:, 4 sea oa=minfa,Cal.
Entances (x,y}sRa y (y,2)eRc. Por transitividad de R se tiene
(x.2)eRq = upplxzh:a=minlpgp(x,yl, pply2}} =~ Vyey
;]jg(x,z)améxyey{ﬁfn {u_g_(f:y), ugly.2)).

< R es una rejacidn de similitud.
ZEL

EJEMPLD 6:
Sea R 1a siguiente relacidn borrose:

A B C D E
Al 1 0B 07 1 o048
B{og 1 07 68 08
Cil0o7 07 1 07 07
Dy i1 08 07 1 09
EL09 08 07 09

E:

€n su representecion matricial se puede observar que B &s refiexiva,
ya que en toda su diagonal sparecen I's; ademds R es simétrica ya que es
una meatriz simétrice, Tembién se tiene R*sR, lo que muestra que R es
transitiva. Por todo esio R es una relacidn de similitud, y por el teorema
anterior puede descomponerse de la siguienle ferma:
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[ [1 1 81 1401 1]
IR 11011
07 it 08 |00 100
S R S lr1o011
11114, Lt 101 1],
g:mt’:x
(10011 100 1 0]
01000 01000
09 |lootoo0 1 |[oot100
10601 1 10010
L 10011}, Lo 0 0o 1l

donde todas la Ry sen relaciones de eguivalenciall

LEMA 1.
Sea R rerlexivs. Entonces parg cudlguier K, RY es reflexiio

Demostracion por induceidn sobre n.
Para k=1 es obvip.Supongemos que se cumpie para k=n. Entonces para Vxe¥
pgrex(x,x) = Méxyey {min {uEn(x,y), ugn(y,x)}}
= min {ppn(xy), pprly,x)} = min {1,1} = 1
- - QEL.

LEMA 2. -
Sex R simidtrica Entonces pary cuslguierk, RY es simdtrica,

Demostracién por induccidn sobre n.
Pare k=t es obvio. Supongames que pare k=n, R" es stmétrica.
“HRr(X,Y) = Maxg.y {min {ppn(x,2), pglz,y)i}
- mixgey (min {upn(z,x), uply,Hl
= Mixgey {Min (pp(y.2), ugn(z,x)
=jgnrea(y,x) para vxysv.
- GED
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" GRAFOS BORRODSOS DIRIGIDOS ¥ ND DIRIGIDOS.

Un grars borrvso dirtglde B as un par [V R); donde ¥ es un conjunto
de vértices Y la relacién borrosa R en V define un conjunto de Jreos
girigiees el cusl para cada par de vértices Ui, eV con ug(ut.U]bO
contiene el arco dirigido (ux,ui} que une el vértice vy con el vartice vy

liene un peso asociado de uR(Ui,Ul).

Nitese que sotemente se define el arco (u,u) si y solo si
ugtua,ujbo. Un grafo borrosc dirigido se representa por medio de un
diagrama en donde los vértices estén representadgs por puntes y ceda arco
(ui,uj) estéd represeniado por une fieche que sale del punto v { llega al
punto que representa v;, indicanda su peso sobre ia flechs. Por ejemplo, si
tenemos V={a,b,c.de} y la relacién de R en V:

8 b c g . e

a[ 0 0 020 O
blosg 0 0o 0 ©

R= c| 0 0 0 07 0
a{ 0 © © 0 O

ef o o t 0 ©

entonces el grafo borrose dirigido G=(V,R] esté dodo por:

El arco (U(,Ui) se dice que es Jacisentfe con los vértices w y v Y
que estd oirigip det vértice vi ol vertice vy, liemédndose v e¥rtice
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mieisl | Wy edrtice lermiing/ de dicho arco.

Los #/ewmsnifos de un grafo borroso dirigido G son Tos vértices y Tos
arcos dirigidos de G.

Decimos que existe una or7sfs entre dos vértices v Y v;, denotada
por <vi,up si existe el arco (Vi uj) y/o el erce {u,,ui)'u su peso estd dado
por max{ug(ul v, pg(u ). Una erista <ui,up se represents par medio de
una linea sin dirsccmn que une el vértice vi con el vérifce vy indicando
igualmente st peso sobre este linea. Nitese que el peso de una arista es
slempre mayor que cero.

Un grwro bSorrvse no ofriide G oes un par [VR] donde ¥V es unm
cohjunto de vértices y 1a relacion borrosa R define un conjunto de aristas,
el cual pars ceda par de vérticas VLYY con uﬁful,u]bo y/o ug(uj Ui)s0
cantiene la arista <uiup gue une el vértice vi con el vértice v y tene
un peso esociado de maxlug(m Uj) ”,R_(UI-U‘)}

Por ejemplo, si tenemos V={ab.c,d,e] y la relacién borrosa R en V
esté deds por:

a b c d e

a[02 0.7 0 O ¢

bloc © 0 o0 0O

R= ¢}] ! 0 003 0

dj 0 0 0 0 05

el0 O 0 04 O

entonces el grafo borrosc airigida = [V,R] esta dado por:
-] O
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4§ su correspondiente grafo borroso dirfgida G'=[V,R] contiene 1as sfguientes
aristas:
£8,8> Con peso: max {upla,a), nple,al=max{0.2,02}=0.2;
<a,b>=<b,8> con peso: méx {uple,h), uE(b,aH:méx(O.?,O}:o.?;
€a,c>z<c,a> Con pese: max {uE(a,c), uE(c,a)l:méx{O.U:l:
<c,d>=¢d,c> con peso: méx {uglc,d), HR(d,cH=max{0.3,0}=0.3 y
«d,@3=¢e,d> con peso: max {uﬁ(d,e), J.lE(e,d)}:méx{0.5,0.4}=0.5.

por lo tanto G' es;
o. 0.7/® o
0.3 0.5 B
1
© O

La arisia wiop se dice que es /welidents con 10s vértices ui Y VY
~Los elementfos de un grafo borroso no dirigido G son log vértices y las
aristas de G.

El orven  del grafo borroso § (dirigido o no dirigido) es la
cardinalidad de V: VL.

Un grure Gorrose drivis/ es agquel que contiene Gnicemente un vértice.

Un vértice que no estd unido {relecionado) e ningin oirc vértice es un
vErtice sisliage.

SUBGRAFOS, CORTES ¥ GRAFOS DE NIVEL o.

See G={v,R] un grafo borroso dirigido {no dirigido). G.=[V,R:] 85 un
subgrarp de G sl Va8V y contiene -dnicamente- todos los arcos dirigidos
(aristes) de G cuycs vértices incidentes estén en Vi con los mismes pesos
asociados, es decir, B. es R restrigido a V..
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EJEMPLO 7:
Sean G, Gy Yy Gz los siguientes grefos borrosos:

Q:=[V1£:I §:=IV2£=].

Aungue V,cV, claramente G, no es un subgrafo de G por 3 razones:
i} E1 peso del arco dirigido (a,c) de G, es 0.5, que no es el mismo que al
peso de {a,c) de G y
2) G, contiene el arco (b)), mientras que & no lo contiene.
3) Gi no contiene el arco (b,a) de pesc 0.7 que estd en G.

€n combio G: si es un subgrafo de G, ys que V.c¥ y §. contiene
Unicamente los arces de 5 gue son incidentes con los vértices de V. y con
los mismos pesosB

Para V.=V, V> es el subgrafo de G=[V,R] /nswciow por Vi el cuel
tiene el conjunto de vértices de V. y cuyos arcos dirigides (o aristes) son
lodos 105 arcos dirigidos {o aristas} de G Incidentes 8 tos vértites de Vi
con los mismos pesos asociados.

Sean Gi=[Vi,Ri] Y Ga=IV2,R2] dos grafos borrescs. La ww/idn de Gy gy
G: denclods por G:UG: es un grafo borroso {V,R] donde VY=V,UV. y
Vu..u;-V'.



méx{pp (Vs,02), g (V4,02)} ST Us,V2VINV,

HR(UI-Ua)= }1& (Vs,0) si Us,0zeVy
- HRZ(UI.UZ) B3] UI,U:‘V:
¢ . otro caso.
EJEMPLO 8:
Ses G=[V Rl

()

- Es importante noter que st G: y G: son subgrafos de 5, GiUGz no es
necesariamente un subgrafe de G; esto se ve claramente en e) ejemplo 8,

28
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Ua Que <V,> Y <Vz> son subgrafos de § mientras que <VoUdVs> no fo es
debido a que no aparecen las arisies de § que unen los vértices de V. can
los de Va. Tenemaos.pues que en general <Y pUcVarz¢eViUVas.

Sea G=IV.Rl un grafo berrosa. 51 Ge=[V4,R:] Y Ga=[V2,R2] son subgrafos
de B, con V.NV:=d, entonces la /eferveccson de Gi Yy i, denotade por
G:NG: contiene los vertices de V,NV: y los arcos dirigidos {o aristas}
cuyos vértices incidentes estéan en V,NVz.

EJEMPLD 9:
Sea G=[V,R] el grafo borToso:

ViNVz={us,us}, entonces GiNG: es:

.

NGtese que en este ceso GNG: Siempre es un subgrefg de G. Ademds
si V.,VaCV se tendria siempre <VpNeVo=<ViNVa., '
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Sea el grefoc borroso G=[V,R], entonces su grary oo arvel o (Gel0,1]),
Go=IV.Rgl es un grafo clasico que contiene las vértices de § y los arcos
{o eristas) de G, son los arcos (o arislas) de G con peso mayor o fgusl
que el valor de nivel «, e ios cuales se les asigna un peso de 1. Dado que
todos 1os arcos (o aristes) de Gy tienem un peso de 1, no es necesario
indicaria.

EJEMPLD 10: Sea G=[VR]

entonces pera a=05 y «=0.7

(5 ) G (%)

Go.x= Go.7=

(3 (9 ®) ®

Nélese que o medida que a crece, Gy contiene ceds vez menos
arcosl

Un corte C=(AA) del grafo borroso G=[V,R] es el conjunto de aristas
da G que tfenen un vértice incidente en AcV, A«H y el otro vértice
incidente en A=V-AzH.

El corte (A,A} se dice que separe los vartices de A de los vértices
de A y claramente tenemos:

G-(A.A) = <AsUchAs.



31

El peso oo/ corte C=(A.A) es definido por IC1=Z{yeA:veA] MR(WL).

PROP{EDADES DE LOS5 GRAFOS BORRODSOS.
Sea G=lVR! un grafo borroso. Se dice que:

a) 6 es s@//exivo si Y solo si R es une relacion borrosa reflexiva, Un
grafo borroso reflexlve se detecla faciimente, ya que para cada vértice
debe existir un orco (0 arista) de peso igual ® 1 que 10 conecta consigo

mismao.

b) G es s#mstrico s1 y selo si R es una relecién borrosa simétrica. Un
grafo borroso simétrico suele representarse por aristas en lugar de arcos
dirigidos ya que como el peso del arco (Ul,Ul') es igus) al peso del arco
(ujui), se pueden representer embos por la ariste <@i,up sin perder
infarmacton.

EJEMPLO 11: Sea V={ab,cl y
a b ¢

af 1 02 0
R= bjo2 1 08
cto 08 1

entonces el grafo borroso G=IV,Rl es reflexivo y simétrico, como y se

represente:
1

o)

a.&

g

i [ ]

C) G es frunsitrvo si y solo sf R es ung relacidn borrose transitiva. Un
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grafo es transitivo si el peso del srco (Ui,Uj) es mayor o iguel que el
pese menor de 10s arcos (ViU (u,u) para cualquier ui, vy, Y. Por
ejemplo;

es transitivo, ya que:

upla,b)= 0.5 2 min {uglac), uplcb)l = {0502} = 0.2
ug(a,c): 0.5 2 min (upla,b), ug(b c)} = (05,04} = 0.4,
HR(b.c)= 0.4 2 min {Lp(b.a), ugla.c)) = {0,0.5) = 0.
ugle.b)= 0.2 & min {uglc,a), upla,b)} = {0.05} = 0.

S¢ puede verificar {embién checando que R’cR

CAMINGS, CIRCUITOS, LAZOS, CADENAS, CICLOS Y ARBOLES
EN LOS GRAFOS BURROSO0S. 6RAFOS BORROSOS CONEXDS.

Considérese el grafo borrosa G=IV,R] de orden finito.

Un ea/mine del vartice x al y da longitud r, denotedo por C.(x,y} es
una sucesidh de r arcos: C.(x,y)={(x=U0,us),(Vs,02),..{U;,U5y)}, en los que
el vériice inicial de ceda arco es el mismo que el vértice terminal del
arco qgue le precede en la sucesién. Asi pues, ceda srco en el camino esté
dirigido "hacie™ y y "hacia afuers™ de x. En otras palabros, un camino es
una sucesidn de arcos adyacenles gue permiie pasar de un vértice & otro
-siguiendo los arcos.

La rwwrza ol canins CAxy) estd deda por
gIC{x, )] = gll{x=0o,01},{0s,02),....{U,_; U, =Y)]
= min (plx.ta), MR(VLV2)..., HR(Yy L=y}
es decir, es el peso minimo de todos los arcos involucrados en el caming.
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A continuaeidn se ilustra un caminog de Ue & Uy de longitud 3:

" La fuerza de este cemino es:

gICsix.y)l = min {1p(Uo,02), HR(V2,04), HRLLLsN
=min { 02, 06, 1} = 0.2.

Los vartices vy, V..., U se llaman /alermedizrios, el vartice x=u,
se ilama wdreice fwicsiaf del caming Y el vértce y=u, se llama irtice
fira/ del caming.

Un crreefio s un camino en el que el vértice ipicial coincide con el
vértice final, es decir x=y. Por ejemplo:

as un circuite de longitud 4 (ya que intervienen 4 erces) y tiene une
fuerza de min {0.2, 0.6, 1, 0.8} = 0.2,

Un /27p es un circuito de lengitud 1. A continuaciGn se ilustra un
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lazp con fuerza de 0.5:

Una cadvnd as une estructura similar a un camino, excepio que no
lodos 1ps ercos estén neceseriamente dirigidos hacia el vértice y. Tembién
puede definirse como una sucesion de aristas consecutivas. Por ejemplo, el

siguienle grafo borroso dirigide y su correspondiente grafo borroso no
dirigide son la misma cadeno.

./”%9 ./?

Un cicfzes una cedena cerrada. En los siguienles grafos borrosos se
muesira el mismo ciclo:

o. = %3 o. = -
3 <3

Nitese que todo camino es una caedens, pero no reciprocamente;
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adernds cade circuito es un ciclo pero no inversamente.

Un grafo borroso G es conexe si existe una cadena de cualquier

~

vértice de § s cada olro vértice de G
Intuitivemente, § es conexe si no liene vértices aislados, o grupos

fe vériices que no estén conectados entre si; en olras palabres, si es un
grafo borrosc en el que cuelquier corie (A,A) de G contiene al menos una

s
AN

no es conexo ya gue el conjunto de vértices A={u,uiv:} no esté coneclado
con A={us,us}, ®S decir el corte {A,A) es vacio, por 1o que no existe
ninguna cadens de slgin vértice de A a aigin vertice de A. En cambio, el
siguiente. grafo borroso si es conexo:

2N
Wl

Lomponanies son 1os subgrafos conexes meximales, es decir, son los
subgrafos conexos que no estdn propiamente cantenidos es otros subgrafos
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conexos. Un vérlice eaisledo es un componente (rivisl

Un &/ es un componenle que no contiene ciclos. Un &row/ o
£xpansivn es un grafo borroso conexo que no contliene ciclos, es decir, un
érbol de expansién es simplemente un &rbo) que incluye todos los vértices.
El «a/or de wn drow/ es 1a suma de las ”B.(U" UI) de las arcos del arbol.

Por ejemplo:

es un 4rbol de expansion de valor 1.2.

PROPIEDADES. Sea G=[V,Rl un grefc borroso tonexo. Entonces:
o} G contiene al menos un drbol de expension,
b} Un érbol de exponsidn en G, con [Vl=n, contiene n-1 arcos.

bemostracidn.

8) Dedg que G es conexo:

- 5 G no contiene ciclos == G es un arbol de expansidn.

- si G contiene &l menos un ciclo, se elimina un erco cualquiera de} ciclo.
El grafo resultante sigue siendo conexo, ya que eXiste una cadena que une
los 2 vértices que unia el arco eliminado (esta cadene estd dada por e
cicla que habia a) eliminar el arco). Si este grafo resultante alin contiens
ciclos repetimos el procedimiento haste obtener un grafo conexo B sin
ciclos. 5 es un érbol de expansidén contenide en G.

b} Se demostraréd por induccidn,
- si n=! veélice, entences no contiene ercos ye que cualquier arco crearia

un ciclo,
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- si n=2 vértices, entonces basta una erco para conecterlos. Si tuvisramos
2 arcos 0 mis se crearia un ciclo,
- Supongamos que pera n-1 vértices se necesitan n-2 sercos.
- si tenemos n vértices, entonces construyesmos un érbol pare n~1 vértices
con n-2 arcos. Por tento tendremos un vértice sin conectar, tomamos este
vértice y lo conectamos con un arco & cuaiquier otro y de esta manera
oblenemos ur grafo borroso conexo con n verlices Yy sin ciclos, es decir
un érbol de expansion.

Q288

Por 1a propiedad (a) vemos que todo grafe borroso G contiene a)
menos un drbol de expansién. Enire estes hay uno o més cuyo valor es
meximal. Este 8s un ool oe expansidn movimsl el cuel puede ser

construido fécilmente por 8l método de Kruskal:

Sea G=|V.R| donde IVI=n:
~ Tomar el arco de peso méximo, es decir (U} si méxy, yj{uRULY} =
nplug,ug).
-"En coda iteracién agregar al arbol e erco maximo, cuyo eumento no cres
un cicla.
- Parer cuando tengamos n-1 arcos.

Cuaelquier érbol de expansidn tiene la stgufente propiedad: Sean v, y
v, dos vértices tales que (ui,u)) no estd en el drbol, entonces
HRVLVEImIB{(L,0)),... (U 0p))  donde (VLV}, (Vup) Son Tos arcos de la
Unfce cadena gue ung v Y vy, en el érpol. Si la desiguldad no se cumpiiers
entonces el arce de peso menor de la cadena se removeria Y el arco
(ul,up) lo sustituiria pare former un érbol con un valor mayor gue el
maximo.
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EAPITWLE 100
CIERRE TRANSITIVO ¥
CIERRE TRANSITIVO.

Antes de dar la definicion, se ds un teorema que ayuda 8 entender
su significado. Este teorems interpreta a Ia relacidn borrosa R™ como ia
maxima relacién posible entre x y y ulilizando exactamente n-1
inlermediarios. Para el caso de n=2 ya se habia analizado anteriormente
{pdg. 17 y 18).

TEOREMA 1.
) SF existe &l mepos
m""'c..(x,y) glCalx,y}] ur Cnlx,y)
Hgn(x.y)=
0 §F no axiste
Demostracidn.

Sa herd por fnduccidén sobre n. Para el caso de n=1 85 ohvio: Para
Vx,ye¥ con pplx.y}=0, méxg, (x y)(GIC1(x, )} =gIC:{x, v} = min(up(x,y)} = uglx.y).

Para n=2 se tiene para cualquier x,ysV con ugztx ¥)z0:
ng(x,y)= mBXU;EV {(min { pplzva), pplu.,yii}
-mﬂﬂulev glf{x,04), (VL yM
=MBXC,(x,y) 9IC2(x.y)).

Supdngase que se cumple la hipdtesis para n=l. Teremos entonces
. que Vx,ye¥ cen uBl-s(x,y):O:

Ha (X000 fmaxy, ey BH0DL0,0) 000
‘ lig (viy) =m! Hp (Vi)
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por distributividad tenemos

_— i gl{x,v:),(04,02},...(LI-s, L]
'mﬂxw....‘vi_-;ev min Hp (uny)

(x,U4), B (U2, Uz),.., M (Wi, i)
=méxu ey min l-lg 1) J-lg( ,Uz) ug( i-1, V)]
B Mg (uny)

por asocistividad tenemos
Mixy,, ey M0 {HRGLY, BR(ULL).., BRlLLV, ppluLyl)
=méXy, u.ey O (X, u.) (U,Va)..., L), VLY,

por 1o tanto tenemaos

URLs(x v) = mnxunav{mm {upt(x,un), pglun,yI}

= Maxyey {maxut OLgeV 0{(%,v0),{V4,02),.. VeI,

Y por asoclatividad
= mxy, vy 9100 {uua), oLy

GED

El crerre (ransitfvo de una relacion borrosa R en V esté dado por 19
relactén borrosa R = RURURU

. En otras pelabras, E_ compera pare cada per de elementos x, y en V
el peso de su relacién directa, de su méxima relecién e través da un
intermediario, dos intermadigrios, etc. y escege e! méximo valor
obteniendo la méxima relacidn posible entre x y y.

LEMA 3.
R o5 uns refocivn borrusa (ransitivg,

Demostracidn.

-~

R? = RoR = (RUR?UR®.J°(RUR*URU..)
y por distributividad de la composicién con la unidn

GED.



TEOREMA 2. _ :
Sea G=IV.R] wn grare sorrose reflexive o8 orven n. Entonces
R c R para tods LeN.
Demostracidn.

Para Vx,yeV se tiene
HRE4(x,Y)=HRioR(X,Y)
=maxyyIimin{pgi(x,u)pglu,yIh
min {ug(x,ul}, Helu,y))

{ (x,02), Us{Vsy)
ik n;n(ugxu ungl

min {ugilxvn), ppluny)}

Dado que yeVY para elgune i se liene y=ui. Sin perder ls generalided
supdngase que y=vy, Y como R es reflexiva, pply,y)=1:

[ min gl 1 }]

min {uplx,vs, pofuzy))
pgleslx,y)=méx 1 R B

min iug(x,u.\), Hglun,yi}

Hgilx,v)

.| min {ugilxvd, plusy)
uRi-i(x.Y):mG“ ; Bl ug, 2, >

min [ug(x,u..), Ugun,y)}

l o 2pRplx.y)
SH Re g"
ZED

TEOREMA 3.
Sea G=IVR] un grafe borroso & ondenn. Seamen. ENLONCes existe
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kin l3/ gue R™ c REK.

Demostracidn.
Por el teocremeg 1, para Vx,yeVy,
ypmix,y)= ma){c mix,y) 4 glCmix,y)= gIcm(x,y)l
=gl(x=00,01), (V1,02),.... (Um-1,Um=y}]

Dado que m es mayor que e nimerc de elementos de V, no Lodos
los elementns dei camino ftm(x,y) son Unicos, por lo cusl ﬁm(x.y) contiene
" @l menos un circuito. Supdngese que solamente contiene el circuito
{0,010}, (Bes,Otez),m., (GJ-.,GI)} as declr Gt-ﬁj Entonces pare k=m-{j-i)cn:

upmix,y) = min{ uplx, u.), - uR(Ul Ui-l), - l-lR(\-‘ra.Ui) s uE(Um -1,¥))
min{ uR(x Ul); - ug(w Ui") - HR(Um- y)}
gl(x=00,01), (0s,02),, 0i,0p1}pe (Umes, U=yl
"‘""U:. gV A=V, (0, VY]

Bk(x .

Bogan

. 20,
Los tecremas 2 y 3 dan come consecuencie el siguiente corolario
que nes proporciona une faorme de celcular el cierre transitivo ﬁ

COROLARIO 1.
Sea G=|V.R] wr graro borrvse roflexive do ordenn. Existe kst ta/
queR = RE = REY

Demaostracion,

Consideremos una m>n, el teocrema 3 garantiza la axistencia de ksn
con R™ c RK y por el teoreme 2 tensmos R¥ = RF* < .. <« R™, por lo
tanto existe une k tal gue RK = RF'=..= R™ = ., luego entonces E
RUR*U..URX y volviéndose a aplicar e] teorema 2, E RE.

2Ln

TECOREMA 4.
503 G=IVR). S/R o5 reflexiva, R es rorlexiva SIR os simétrica,

e I—U
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28 Simstrics.

Demostracidn.
Es consecuencia obvia de ios lemas 1 y 2 del cepitulo anterior.
LEL

REBANANTES.

Una particidn ordeneda de las aristes del grafo borroso G,
Z=(C1,L2,..Bm) €S UN sbonsnte de G sl cada miembro Ci es un corte
{AL,AlY de G6-U jo € Para 1gjem. (Sea G-U, . €=6).

i1,

Un miembro Ci del rebenenle Z se llemard corte dof rebsnsnte La
Joaqgrted MZ) de un rebenente 2 de 5 es el nimerc de cortes del
rebanante, es decir, el nimero de miembros de la particidn de aristas 2.

EJEMPLO 12: Sea G=[V,R] el grafo borroso simétrico

Cansideremos el corte G:=({a,b,c,d}, {e,f}): en G, el cual contiene las
aristas <c,es, <cf>, <d,e, <d,f>. Entonces, el grafo borroso G-Cs resuliasnte

oo
b0 ®

Ahora si €z es el corte {{ab,d), {t.erf}). de G-C,, contiens las
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- arisles <&,y U <c,d». (NOlese que & mismo corte en © contiens Mas

aristes: <a,c>, <c,d>, <d,e», <d,0>). Asi el grafo borroso G-U,, ¢ es

® © ©
O——® O

Sea shore €i;={{b}, {e,c.d.el}}» un corte en G-U

= “izg,2

C;; entonces €
contiene los arces <ab> y <b,>. Obteniendo el grafo G-U ’

Ce

(£ P

O,
® @ ®

el cual consta de vértices aislados.

De esta maners 2=(C,L20:} es un rebanante de G. Podemos
representar graficemente el rebanante de la siguiente manera

€. -

C,

Un rebenonte 2=(CCa:,..Cm) de G que no contiene una subparticidn
propia que también sea rebanante de G es un s@bgmante minime/ de B,
C1,02,...0m SON Cortes minimales.

-



44

EJEMPLD 13:;

En el ejemplo 12, Ci={{a,b,c.d}, {e.f)); de G (el cual consta de 1 solo
componente) puede dividirse en 2 cortes; Ci=({a,b,c,de}, (1)), de G que
consta de Tes arislas <c,f> y ¢d,f>, entonces G-€', (de 2 componentes) es:

b

y el corte €':=({a,b,c,d}, {e,r})2 consta ce 185 aristas <c,e>, <d,e>, entonces
G-Uias,..,.2 €'t = G-C: (con 3 componentes) es

,——* ———@ ®
(2% 4 1
é——(‘b @
El corte €2 no puede ser dividido, entonces sea C3=Ca=({a,b.d},

{c,e.f})s de B5-Uis,.,2 C'i que conste de las aristas <a,co, <c,d>. Asi el
grafo borroso 5-Uia,..,s €'t (con 4 componentes) es:

©

O——@®  ©

El corte €5 puede dividirse también en 2 cortes: C'v=({s,b}, {c,d,e,fhe
en G-ta,..» € que consta de la ariste <b,d>. Entonces el grafe borroso
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§-Uiea,n €1 (2on 5 componentss) es: o
© @
0.2 ._ o .
® @ ©

y el corte Cs=z{(b},{a,cd.e s en 5-Uiu,..a B gue conste de la erista
<a,bp, obtenierdo 21 grafo borroso: G-Uisy,.,s B% (con 6 camponentes):

© ®
® O, 0,

vemos que el rebanante 2=(C,C2L:) del ejemplo 12 no es un
rebanante minimal. Dado que los cortes €402 05 EW s no pueden dividirse,
entonces Z=(C'1,0'2,6':,6,E<) sl es un rebanante mintmal.

C.

C cy
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Ademés en este ejemplo podemos observar que un corte minimel C;
aumenta en une unided el ndmero de componentes del grafo borroso
'E-Uhl,---‘j-l nll

At intérprelar a un rebanante comd uné secuencia de cortes en un
grafo, es evidente aue cada corte sumenta sucesivemente el ndmero de
componentes en e] grafo resultente. Dado que un corte minimal implica un
corte de un solo componente, el ctal no puede ser dividido en otros
cories, el niumerc de componentes aumenta precisamente en uno, 10 que
prueba e} siguiente

TEOREMA 5.

FParg pu3lguier grofo borrvsa con af menvs und srisis:
max (NZ2Y 2 o5 un rebanante e §Y = V- & ndmerv oo comgonentes i@ 3,
o Osle mIvimo s 3icanzeda si i sole SIE es wn rebongnte minimal ge G.

Finalmente, Z es un sebonante estrechvde G si ceda corte € es un
corte de peso minimo de algin componente de G-U,,, . C.

EJEMPLO 14:
El rebanante Z={(C.C:£:,CiLCs} Bn 8] grofo borrgso § de los 2
ejemplos anteriores dado por:

(D—os

C.
t-——é_ﬂd

es un rebanante estrecho de GH

Notese que 1a nocidn de rebanante pertenece solo & grafos que
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eontengan af menos una arista.

Un rebenante de § se puede interpretar como une secuencia de
cortes no vacios que separan @ § en vértices aisledos; y un rebanante
minimal {estrecho) efectia esla separacidn wusesndo uUnicamente cories
minimales (de peso minimo) en cada paso, NOtese que un rebanante

estrecho es siempre un rebanante minimal pero no viceversa.

Es imporlente considerer un rebanante en Ltérminos de sus
partfciones sucesivas de los vértices. Ses el rebanante Z=(Cs...Em) de
G={V.R]l. Consideremps &l i-ésimo corte CGi=(A¢Aih. Dado que V es el
conjunto de vértices tento de G como de G-U,, ;. C; pora Vjeim],
{Ai,Aili, efectia 1a misma portlicion de vértices de § que el corle
(A, A0 sin embargo: (ALAD = (ALAD - Uy, . Cp por lo cusl (ALAL
i>1,(como se vid en el ejemple 12) no neceseriamente contiene todes las
aristas del corte (A,A) de 5. Asl, el conjunlo de eristes (Ai,Al) depende
gnicemente de G, mfentras que {Ai,Ai)i depende tanto de G como de 2,
aunque ia pariicion de vértices es la misme para los do5 casos.

Cuslquier grafo borroso 5=[V,R] puede ser escrito de fe forme G =

¢PUP2 U UPy> donde cada «Pi> e5 un componente de G. Sea {Py,..Pn} la
pIrLrCion a8 fos vrifces de B por compomenies.

TEOREMA 6.

Sea Gun grare borreso. Sean (Pu,.,Pn) ¢ particion o vértices por
componeates ¥ C=(AB) wn corte minimsl en G. Entonces G-C tiens /2
pArticron e vertices por componenles:

GC = Uy,  (<PNANUPNA).

Demostracidn.

Se habia visto enteriormente qus G-C=<AdUcA> (pdg. 30). Si € es
minimal, entonces V¥x,yeA (o A), si x,yeP(, donde Py es un componente de
G, x Yy y deben estar tembién en un mismo componente de G-L. Entonces,
ia particidn de vértices por componenies de G-C es :
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G-€ = (<PUP U P INKASULARY)
= Uy, h(PRN(cAIUCAS)
= Uy, P NAUBRINAS)
2E0

Notese que la perticidn de vértices por componentes de G-C es uno
" subparticidn de vértices por componentes de G. Podemos decir enlonces
que la particién de vértices por componentes de G-U, . €, es una
subparticién de 1a de G-Uy, . Oy pera 1itjun; asi el rebenente
Z=(C:,..Cm) efeclia una secuencie anidedm de m+1 particiones de vertices
que va desde {Pi,..Pn} haste la particidn minimal compuesta Gnicamente de
vértices.

EJEMPLO 15: Sean el grafo borrose § y sSu rebanante minimal
Z=(C,,02,05,Cy) dados por:

523

Las perticianes de vérilices por componentes son:

-para G { {e,b,cdl, le,]}

-para G-Ls { {a,b,d), {c}, {ef}}
-para G-4-C2 { {a,bd}, {c}, (e}, {1} )
-para G-81-C2-Ca { {a,b}, {c}, {a}, (e}, {1} )}
-para G-Ci-€a-C>-Cs { {a), {0}, {c}, {d), {e}, (r} )M

Del tecrema 6 también puede concluirse que code grafe borToso
G-V, j.. C puede representarse como la unidn de subgrafgs inducidos
conexos de §, los cusles son los componentes de G-U,,, i, C;
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Un corle & dei rebanante Z=(8,..LCm} puede dejar intacto algin
componente de 6-U,,, ., C, 4 es Glil especificar cueles componentes son
realmentle cortedes por Ci

Las subgrafos G.,..Gm de § son 105 swhgwivs cortados por el
rebanante Z={b:,..Cm) si cada Gi contiene exaciemente los compaonentes de
G-U,,...i., & cuyos vértices son separados por Ci.
EJEMPLC 16.

Consideremos el grafo borrose S Yy e! rebanante Z=z(0.,0.C.) dados

% ey (3
1

por:

S RONNGY

Como Ci fnfcemente separa los vértices del componente <{a,b.c.d)>
de G, Gi=<la,bc,d)> es el subgrafo cortado por C;. De igual manera
Ba=¢{a,b}> es cortado por G2 y Gy=<(c.d,e.f)> es el subgrafo cartado por C»i

GORITHMO PARA LA OBTENCION DE UN_REBANA STRECHO

Supongemos 81 grafo borroso simétrico G=[V,R] con N componsntos Y
al menos una arista.

1) Represéntese § camo la unién de sus componentes
BUy,,.n Pp

2) Sea i=1.

3) Escoger Bis<P,> para siguna k tal que (P[22
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.4) Encontrar un corte de peso minimo® €i=(A.A) de Gi. Nétese que AUA=P,.
S} Sean P=cA> Y Py >=<A> entonces 6-U, , Bnzl), <P

6) Si i=|VI-N vays al paso 7, de otro modo incremenie { en 1, Le, i+1-t
y vuelva el paso 3.

7) Ahora G-U,.,  j-w Cn consiste dnicamente de vérlices aisledos y
2=(C:Ca,..Cly)-y) S UN rebanante estrecho de §& con G, Ba,..0ypy 108
subgrafos cortades por el rebanante Z.

EJEMPLD 17.
Consideremos el grafo borraso simétrico G=IV,Ri

0.2
: . 04 £,
0.2

.
0.4
o

S

el cual consta de un componente, L.e., N=1.

i} Sea V=P, entonces G=<P.>.

2) i=1.

3 E;:P;, KEJ_ Yy IP1|=622.

4) El corte-de peso minimo de G: es Cq={(uy,0z2,06), {U3,08,U5}) que contiene
las aristas <La,Ua?, Ua,Usd>, {UsUs>, W Us> Y el peso de €, 1:1=0.8. (Se
tiene {U;,Uz,UG}U{UQ,U',U;}zF’;).

5) (Pr=¢Pyy=¢(Us, 02,065 Y Py P=¢P23=¢{Us,05,05D>. S tiene BC=U) <Pp:

RN

oy

g é,,i@

3. Existen varios métodos para encontrar el corte de peso minima, alguncs estan basades an +1 eorema de
Tujo miximo-minimo corte de 1 teoria de flujo en redes, como o1 que s¢ wxplica wn ¢ Apindice I; sin embargo
cualquier alternativa purde ser utitizada.
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6) i=1zIV|-N=5 enlonces iz2 y volvamos &l pass 3.

3) Sea Ba=<P,>, es decir k__l con 1P,i=322.

4) E1 corte de peso minimo de G: es Ea=({u,,v:},{us}) gue contiene les
aristas <uiued, V2,V y Bal=1.1. (Se tiene {us,u=lU{uc)=P,)

S) Pp=cPr=cu il y Py p=cPor=<uch. Se tiene G-U = Gzl <Pp:

G ec

" 6) =22]v]-N=5 entonces i=3 y velvemos al paso 3.

3) Sea Ga=<Py>, es decir l_c__i_ con [P.=222.

4) €1 corte de peso minimo de G; (y Unico corte} es Ci=({u},{u=)) que
conliene la arista <),z y ICal=1 (Se tiene (V4) fvzl=Py).

5) Pp=tPozclud> Y Py, p=Porzc(uab. Se tiene B-U, Ci=ly,,  Ppe

®
® e
® &

6} (=3=lVI-N=5 entonces iz4 y volvemos al paso 3.

3} Como [Pyl=liu,}l=1, thl |{03,Un.UsH- , IPsl=){uedl=1 Yy I[Psl=lfu2}l=1, s0l0
puede darse Gs=<Pz>, 8¢ decir k=2,

4) El corte de peso minimo de Gs es Cuz({{uil.{Us,us}) que contiene las
. aristas <uaUed, UsUs> Y ICai=0.9

5) Pp=Pp=clisD> Y Pyppp=P=¢{Us,ush.Se tene G-U,  Ei=Up  <Po
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®

- 6) i=4=IVI-N=5 entonces 1=3 y velvemos al pasa 3.
3} Como solo pere k=5 se cumple [Py=IPsl=222, entonces se tiene Gs=<Ps>.

4) Et corte de peso minimo {y dnico corte) de Gs es Es={{va},{us)} que
contiene la arista Vs, Ue> Y 1sl=0.7

9) Pp=cPe>=<{Usd> U Py, d=Pod=c(ush, Se tiene G-U, , Ci=U, <Pp:

© @)
Q @)
@)

PO

0.7

6) i=5=IVI-N continuamos.
7) 2=(C,,02,6:,64 C5) €5 un rebanante estreche de §

donde [:|=0.8, I€:1=1.1, ICsl=t, Bal=0.9 Y IC5=0.7 y Gi=6,
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L
@:@ Rogl
S
@)(@

son 10s subgrafos cortados por ei rebanante ZH
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CAPITULE ¥

APLIGACIOR BE LOY BRAFDS BURRGEES AL
ARALIGIS BE CONBLBMERABGSE.

EL PROBLEMA DEL ANALISIS DE CONGLOMERADODS.

El problema del andlisis de conglomerados censiste en:

Dada una coleccidn de cbjetos V e informacién sobre la semejanze
entre ceda par de estos objelos, encontrar agrupaciones de abjelos
‘allamente semejantes enlre si y considerablemenie diferentes & los
ob)etos de otras. A estas agrupaciones liamamas coag/emerddes.

En el deserrolio de esle cepitulo se supondrd que le informacidn
sobre 1a semejonza entre los objetos estd dada por una relecidn borrosa R
.en V, asumiendo que conforme aumenta el grado de semejenze entre cada
par de objetos, aumenta el valor de ug.

Obviamente la semejanze de un objeto consigo mismo es perfects,
por lo que se tiene para VxeV, pp(x,x)=1, es decir R es reflexive; ademds,
dado gque un cobjeto x se asemejaﬂal objeto y tanto come y se¢ ssemeja a
x, se tiene que para VxyeV, Uplxyl=pply,x), o bien R es simélrice.
Tenemos pues que o estructura de detos pars el andlisis de
conglomerados es un grafo borroso G=[V,R], el cusl tiene ias propiedades
de ser setlexivey simdtrico.

En les aplicaciones donde el gradn de semejanza est2 dado por una
funcidon con codominio diferente a [0,1], se podré ajuster mediante upa
funcifn conveniente. Por ejemplo, supongsmos que el grado de semejanza
entre cada par de objetos de Y estd dado por una funcidn i VeV -
[-10,30], entonces HR podria ester dada por:

uB_(x,y)= 1(13%9. para Vx,ysv
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También puede darse e! caso de que 1a medida més natural de
semejanza es menor para objetos de meyor semejanza, como 1a medida de
1a distencia Euclideana entre puntos en el espacio. En esos casos lo

indicado es, una vez ajustada la funcidn UR, trabajar con la relacion -
complementarie R

PROCEDIMIENTD DE e-CONECTIVIDAD.

BASES TEORICAS,

Sea G=IV,Rl un grafo borroseso. Un vértice v se dice que es
£ -gfcanratle desde otro vértice u, para aiguna O<g<l, sl y solo si existe
un cemingc de u a v de cuslguier iongitud %, tel que glClu,LM:e.

Por el teorema 1 del copitulo anlerior, podemos decir que un
vértice v es e-slcanzable desde u st Y solo s1 existe una K tal que
ppdu,vle lo que es equivoiente a ppluvhe. Por esto, la matriz que
representa E es Namada también matriz 02 AHcanzabrirdad

Si R es una relacidn borross reflexive, el corolerio 1 del capitulo
anterior gerantize que 'a matriz da elcanzebilidad R puede ser obtenida
con un méximo de (n-1) multiplicaciones de la matriz que representa R.

Sea G=IV,R] un grafo borroso. La comect/ifdad de un per de vértices
u y v, denotada por c{uv), es definida como el min(RluL), pRl,WL, es
decir, es la alcanzebiiided mutus enire estos dos vértices. Entonces la
mstriz de conectividad estd deda por C=min{ §, R} donde BT es 1o matriz
tronspuestia de R

Si G es reflexivo de orden n, 3ke™ con ken, tal qus ,E:g‘ {corolario
1) y por el lama 2 podemos asegurar que st G es simbtrico c=R
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EJEMPLD 18
Sea G=IV,RI el grafe berrose refiexive

A B C D E

A[ 1 07080505

Bjo 103 002
R=C|lo 07 1 002(=R*=R*=R

bjoes 1 09 1 06

Elo o 0o o 1

A B CODE A B CODE

A[1 0 006 0 A[1 0 6050
B{o7 107 1 © Bl o 103 0 0o
RT=c|oB803 1 09 olyc=miniREN=C{ 0 03 1 0 o
P|o5 0 0 1 O Djcs5 © 0 1 0
£10502 0206 1 Elo o 6 o 1]m

Un grafo borroso G es Nlemado €-conectsgo Fueriemente si g solo si
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cada par de wértices son mutusmente e-alcanzables.

TEOREMA 7,

o gralfe borrvse G=IV Rl o5 g-consctodo tuerfemente si g solo s
SXISLE N PEIice W (37 U pIrY cusigiier olro verfice v o en i, it B(u U
& ugluu)ze, :

Demostracién,
=) Dbvio.
«=) Supdngase que existe un vértice u tal que pare cualesquier v;, VsV,
HRlus,We y ugu,va)2e. Dade que. R es transitiva {lems 3} tenemos:
ﬂR(U; vz2) 2 mésyeyl minf upuv), pptovall
2 min { HE(Ua u), J-lg(u U2}
: min (g, €l =
GED

Este teorema es muy {til ya que facilita Ta determinacién de los
SUEGrIIOS E-CONLLlagos Fusrtements masinales (Se-Lftl de G, es decir los
subgrafos e-conectados fuertemente que no estan gpropiamente contenides
en algin otro. El nimero de SE-CFM en G estd dado por el nimero de
renglones distintos de la metriz Cg. Cada vector rengldn diferente
corresponde a un Se~CFM, el cual contiene los vértices correspondientes a.
los elementos distintos de cero.

EJEMPLO 19: Sea G=[V,R] reflexivo:

1y Uz Va Uy Vg

uJ 1 0604 ¢ O

Vi 0 1 020603
R=z=zv:l 0 08 1 0O 09
V102 0703 | 02
usi0d 0 0503 1

Si queremos obtener todos los Se-CFM para £=0.5 necesitamos
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~ oblener Co.s:

V1 Uz U3 Us Us

Vi1l 0 O 0 O

vVl © ¢t 0 1 0
Cos=Us| 0 0 1 0 | \>2=
Us{ O 1 0 | 1) /--'-

vsf 0 D 1 0 |

Dado que Ces tiene 3 vectores rengldn diferentes, G contiene 3

S0.5-CFM, cuyos conjuntos de vértices son; (v}, (vaudd, {vs,0sH

Los resultados anteriores son ahora oplicados al andlisis de
conglomerados. Suponemos que el grafe borroso G={v,R] de dotos es dado,
gl cual es reflexivo y simétrico,

Pars O<e¢l, un e-componsnie en ¥ es un subconjunta maximel W de
V tal que cadea par de elementas de W es mutuamente €-sicanzable. En
otras palsbras, construir 10s €-componentes de V es equivalente &
encontrar todos los subgrafos maximales z-conectados fuertemente de G.

ALGORITHO.

1} Obtener las representaciones moatriciales de R, R*,..R¥ donde k es el
entero méds pequefio para el cual Rk = R**Y,

2) Nitese que E = R¥ Obtuvimos la matriz de alcanzabilidad.

3) Obtener ia matriz de relacidn clésice de nivel € de R; a seber Re.

4) E1 nimero de £-componentes estd dedo por el nidmero de rengicnes
distintos de Re. Para cads vector renglén o en R, ios vértices contenidos
en el correspondiente £-componente son los elamentos diferentes de cero
de Yas correspondientes columnas de .

EJEMPLO 20: Sea B=[V,RI 1 siguiente grafo borroso:
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es una relacidn de semejenza. Deseamos chbtener todos los e-Companentes
para todos los valores diferentes de €. Siguiendo los pascs dal algoritmo:

1}
A B C D E A B C D E
Al 1 01080203 Al 1 0.3 080703]
gl t 003 1 8({0.3 ! 03056 1
R=Cjog ¢ 107 O R'= Cj08 03 1 0706
D102 0307 1 06 D07 06507 1 06
Elo3 ! 006 1t | El03 1 0606 1|
A B C D E A B £ D E
A[' 1 03 0807 0.6] Al 1 06 0BQ.706
Bl|03 1| 06006 1 Bio6 ! 0606 1
R*= C{08 06 1 0706 R'= Cjo8 06 | 0706|=FR"
D|07 06 07 1 0.6 D07 06 0.7 | 06
E{66 1 0606 1 ] E{06 1| 0606 |
2) Sea R = R

3) Las relecignes clésices de nivel g, pars £=0,6, 0.7, 0.8 y 1 son:
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A-B CDE A B CODE
AL ATV 0 1 1 0

SN 7 100 B VR S B Y Bf o 1 0 0 1
RossC{ T 1 .1 1 1 Rer=C] 1 0 1 1t ©
Y I R S I Dl T 0 1 1 o

3 S A R T P ELO0O | 6 0O ]
A:B C D E A B CODE

AT 1 0t 0 0 Al1l 0 0 0 ©
B0 ! 0 0 1 Blo 1 0 0 o
Roe=C] 1 0 1 0 © Re=clo o0 1 0 o
D} o 00 1 © pfo ¢ 0 1 0
E10 ! 0 0O 1] Eflo 0 0 o 1]

4) E Nimero de e-compconentes e-componenies
0.6 1 {A,B,C.D.E}
0.7 2 {A,C,D], {B,E)
08 3 {a,C}, {B,E}, {D}

{ 4 {A}, {BE}, {C}, (D}

Los 'resultados obtenidos pueden representarse medlante 1a sjgufente

arborescencia:

06

> n

El grocedimiento de e-conectividad es Gtil solo cuando € es
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relalivamente alto; como se puede ver en € ejemplo anlerior, para €¢0.6,
solamente habie un conglomerado, que coincidia con e) conjunto de objetos
a congtomerar. :

Obvismente, tiene e! defecto de tener un /o Hrede ok
eacgenaiientg es decir, puede agruper en un mismo cohglomerede & 2
objetos poco semejantes entre si pero semejanites a través de ierceros.

TEOREMA B
Para €20, /o5 £-componsntos v un grare borrvso G son drenos.

Demostracidn.

Sean G: Y G» dos e-componentes de G tales que sus conjuntos de
vértices tienen a! menos un elemento ed comin. Entonces IxeeYi, YatVa
tales que WR(Xo,yo)2€, Y por transitivided de R, para Vxev,, yeV:

B BRE.Y) 2 maxy, eyl minl pRx0), HEGLYIN
min{ pp(x,xo), Hf(xe, ¥}
min{ ug(x,xo), max,,¢{ mini ug(x,u:), uE(un,v)}}}
min{ uR(x,xe), min{ Hp(xe,yo), ug(vu,?)l}
min{ ug(x,xo), UR(xe,yo), LIE(YO,‘/”
€

w I M e b

: S <V,UVa> es e-conectedo
Dodp que <Yi>=B: Y <V2»=G: son Se-CFIM, se concluye que G:i=G:.
LED,

COMPARACION CON EL PROCEDIMIENT ASICO D i

E1 procedimienlo clésico pera la obtencion de conglomerados
denominado enface simple determina un conglomerado con el requisito de
gue cede objete tenge una reelcidn magor o i1gual & & con al menos otro
objeio del conglomerado.

Todos los conglomerados obtenidos por este procedimiento pueden
ser obtenidos por el de £-conectivided (para a=g). La diferencia es que
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los stibgrafos maximales e-conectodos Tuertermente pueden ser obtenidos
directamente de R, con un méaximo de n-t muitiplicaciones de matrices
{donde n es el orden de G=[V,R]), mientras que en el procedimienta de
enlace simple, es necesario obtener tentos grafos de nivel &« como el
numero de pesos distintos de las aristas de G.

SOLUCION PGR PROCEDIMIENTO DE ENLACE SIMPLE.







para a=08

: 64



- 65

|
8 .

para «=1

PROCEDIMIENTD DE T-GRADOS DE CONECTIVIDAD

DA TEQRICAS,

Consideremos el grafo borroso simétrico G={V,RL El grugy de un
vértice veV estd dado por
H{u)=Zy 2y BV,
es decir, es el pesa dal corte {{v},V-{v}) dlw)=I{{v),v-{ul)l.

BV avnime gradede G es S(B)=minyyldlv)) y el mdvimo grosode §
es A(B)=mAx,qyld(v)}.

LEMA 4.
So3 G=|V Rlan grare borrose simélrico ¥ o, (=1,2,.0, subgrafos
o8 G (convey pare toda i), tales que < Vo o5 conexo. ntonces;
1) 5<«U Vo> 2 min, (5<Viy)
t) AdUVe 2 max{Avo}
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Demostracidn,

Pera VueV(, para algune i, sea d(v) su grade en <vi> y d(V) su
gredo en <U,Vo. Dado que v estd conectada en U Vi con las mismos
vértices que en Vi, pers algune i, mas aparte puede eslar coneclades con
otros vértices de UVi, tenemos que g{v)zd,(v).

i} Sea &<UVL = dluy), vV,
5<U Vo = dluy) 2 d(uy) 2 vy 2 min {5<VpL
ii) Ademés si
méx, {AcVp)l = AVp = davp £ Ay ¢ AdU Voo
ED

G se dice que es T-woos conectads para algun 10 st 86Ty §
es conexe. Un componente de T-gridos de G es un subgrafo T-grados
conectado maximal de G.

TEOREHA 9.
Fare cuglquier 00, o5 comgonentes o9 - grides &8 R grarw
borrose sIm8trico son ajenos.

Demostracién.
Sean <Vy> Yy <V3> dos componentes de T-grados de G tales que Vi y
¥: tienen al menos un componente en comin. Por el lema 4 tenemos
ScViUV:y 2 min (B<Vy, 6¢<Var} 2 T
Dado que <V,» y <Vz> son maximales con respecto a T-grados de
conectividad, concluimos que ¢Vor=<Vad,
OER

ALGORITHO,

Determinacién de los componentes de 7T-grados de un grafo borroso
simétrico finito G=IV,R).

1} Obtener la metriz M sustituyendo ios velores de la diagonal de la
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matriz R por ceros.

2} Calcuar las sumas de los renglones,

3) Si hay rengiones con suma menor gue T, obtener una nueve matriz
reducide eliminando esos vartices y volver 6l paso 2.

4) Si no hay tal renglén, aito.

35) Cads componente del grafo fnducido por los vértices de la Ullima
matriz, asl como cada vérlice eliminado es un subgrafo T-gredos

conectado maximal.

EJEMPLD 21(a): Sea G=IV.B

é—%

a b ¢ d e
afl 06 0 03 ©
bjoe 1| 0407 0

BE=clo 04 t 0706

dlo.3 0707 1t 04
al0 0 0604 1
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Para T=i.1
a b ¢ d e Sumas

a
b 0 0407 O 1.7
M=z=¢ 04 0 0706 1.7
d 0707 0 04| 21
e 0 0604 O 1.0

b ¢ d e Sum
s b ¢ ¢ Sumas

b[ 0 0.4 0. 1.1
cio4 0 0:: 1.7 bf 0 0407] 1.1
M= lo7 07 o 1.8 M=cjod 0 07] 11
70 ) !

e [ dio.7 0.7 0 1

- Para 1=0.9 solo se necesita la malriz M y el Unice componente maximai
de 0.9-grados es (a,b,c.d,e}.
- Fara =1, se necesiten M y M. Los componentes de 1-grados son {a} y
(b,c,0.el
-~ Para fT=1.1 obtenemos hasta M° y los componentes meximeles de
1.1-grados son {a}, {bc,d} y (e} )
- Para T>1.1 10 componenles maximales de T-grados son {a}, (b}, {c}, {a}
y (el
Le arborescencia es entonces
T

%
BNy
+
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-Como se vid en el tearema 7, los cenglomerados determinados por
el andlisis de 1T-grades son ajenos; sin emberge el efecto de
encadenamiento tedavia es posible, como se ve en el siguienle ejemplo.

EJEMPLO 22. El stguiente grafe borroso simétrico

. forma un companente de T-grados, para 1¢2, comc se Ye en 18s sumas por
rangiones de la matriz asociada:

Uy Uz VUs Vs Us Ug Uz Vs Uy Uy Sumes
w0 07 0 1| 04 0 0 0 0 © 2.1
vz 107 © 1 03 © o 0 ¢ 0 0 20
uJ|©o 1 ¢ 0 0B02Z 0 0 0 O 20
Uy 1 03 0 0O 1 0O 0 0 0 o 23
vsi04 0 0B ¢t 0O 0 0O 0O O O 22
| 0 0 02 0 0O O 1 0o 09 ¢ 2.1
v |0 90 o 0 O 1 © 1 0Q 1 30
veloOo 0 0 ¢ 0 0 1 0 08 07 29
Vy] O 0 O 0O 0 09 O 08 0 03 20
Ul O ¢ O 0 0 © 1 07 W] 20

e
W
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Entre 1os vértices (Ui, V2, Ua, Us, Vs é b3

1, V2, Vs, U, Vsl y los vertices {Ue, Uz, Vs, Uy, %04
Uio} solo existe una arisla de peso 0.2; sin embargo ain el andiisis de
2-grados considera el grefo como un solo conglomersdo, encadenando lg
que iégicamen_ts deberia de ser considerado comeo 2 congiomeradosll

COMPARACION CON EL PROCEGIMIENTO CLASICO DE k-ENLACES,

En el andlisis c¢lédsico "de conglomerados por el procedimienio de
k-enigces, ceda objeto de un conglomerado debe ester conectedo con al
menos otros K objetos del conglemerado por aristas con peso mayor o
igual que o.

En el ejemplo 21 se puede observar que no todos los conglomerades
obteniblas por el procedimiento de T-grados de conectividad lo son por al
procedimiento de k-enlaces, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLD 21(b).SOLUCION POR PROCEDIMIENTO DE k-ENLACES.

3 o
+ >
8 b ¢ d 8 a b ¢ d e
074 & b c d e 0.4_ 8 b c d e
06| a b e d e 0.3 a b c d e
—» —»
k=1 k=2 |
TEOREMA 10.

£l procediniiento o@ (- grodos de conectividad pore 13 construcciin
de conglomersdvs &5 Mds erective gue »f uso ol procedimiento o9
£-2nlaces,
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_Demuostracidn,

.Comg se vi0, en el ejemplo anterior, no todos los conglomerados
obtepibles por el procedimiento de T-grados de conectividad los son por el
de k-enlaces. Entonces es suficiente demostrar que todos Jlos
conglomerades oblenibles por el procedimienlo de k-enlaces 10 son por €l
de T-grados de canectivided para elguna T

Sea G=[V,Rl un grafo borroso simétrico. Para O<asl, sea G' el grafo
obtenido de G al suslituir los peses de § mencres que o por 0. Para
cualguier k usada en e)] procedimiento de k-enlaces, sea T=ka. Fécflmente
podemgs observer que un subconjunto de ¥ es un conglemerado de
k-enlaces de G' sf y solo s/ es un conglomerado obtenido al aplicar el

procedimiento de T-gredos de conectivided a B.
aF8

PROCEDIMIENTO DE T-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.

BASES TEORICAS.

En el procedimiento de T-grados de conectivided de la seccidn
precedente, un elemento u estd contenido en un conglomerado UsVY solo si
el peso de! corte {{vl,U-fu}}) es mayor o fgusl & T Como se vio en &l
ejemplo 22, la posibilidad de encadenamiento preveiece en ol anélisis de
T-gredos de conectivided. E! problema en este ejemplo es gque 0=
I({V4,U2,03,0¢,Us), {Us,U7,Ue,Us,U10])1=0.2 8 paser de que {{{vi), Y-[wi})i:2 pare
"tods {. Entonces un procedimiento que mejoraria le nocidh de T-grados de
conectividad serfs delerminar ins conjuntos UcV donde [(w,Wil:T oara
todas las particiones W, W de U Esto nos conduce a le noclén de
coneci o3y de orfstas de un grafo.

L& conectrviaar ¢@ orisfys, A(G) es el peso minimo de cualguier
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corie que sepsra los vértices de un grafe borreso no trivial. Un grafo
borroso simétrice G=[V,R], no trivial, es 7-gr7sdes conectaro si ceda corte
que separa los vértices de G tlene un peso de al menos T, es decir,
MNGRT Un compuonents @ T-gristos 8s un subgrafo meximal de G con
respeclo a la conectivided de T-aristas. Un grafo borroso trivial, asf como
un grafo borroso no conexo tienen cero aristas de- conectivided, y son
T-aristas conectado sole peara =0.

Cuslquier corte de un qrafo conexo no trivial contiene a1 menos una
arista, por lo cua! A(G)O0. Sabemos que jos subgrafos conexos maximales,
esi como los subgrafos triviales son fos componentes de G. Anteriormente
se sefald gque los componentes y los subgrafos borrosos T-grados
conectados son ajenos entre si, por lo cual un anéiisis de conglomerados
basado en cualquiera de estos criterios conduce & conglomerados ajenos.
Este propiedad se obtieng pars laos companentes de T-aristas, Para
mostrarlo necesitamos primero el

LEMA 5.
Seon By, Ga,... Gn, Bi=lViRi), sutyrarvs oo G lales guwe U, a8 &5
conexy. Entonces:

AU, Vo) 2 AU Gi) 2 min_, (NGO}

Tag, e, n
Demostracidn.

§i U,,,,. .G tonsta de un solo vértice; el resultado es inmediato.
Por otro lado, sea €z(A,A) el minimo corte de U.,,..Gt el cual debe
contengr a! menos una orista dedo que es conexo y no triviel. Si €
contiene une arista de §J=Wi'-@]]' tanto A como A contienan vériices de Vi,
por 1o cuel € contiene un corte de f; Luege AU,  Gi2A{G;) pera al

menos una Gy, l<j<n, concluyendo AU Gidaming A(Go.

Ademas, cuslquier corte de <U, Vi debe contener un corte de

U,.,,. a8t entonces AU, Vol ,,El).

iz2,0., R~ i=1,..,

ZED.
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'TEGREMA 11
Farg T los vemponentss o8 T-3risas oo un gralo bormeso
sipdiricn son /o0,

Demostracion.

- Sean G: y (a2 dos componentes de T-aristas de §. tales que sus
conjuntos de vértices tienen al menos un elemento en comdn. Como
: AleviUva) 2 min {(A(¢ev), Alever))

= min {A{G1), A(G2)} 2 1
por el lema 5, tenemos que <V.UV.> es T-arislas conectedo. Dedo que G: Y
B: son maximales con respecto a la coneclividad de T-aristas, concluimos
que Ge=Gz.
DEL

Asf, el determinar los componentes de T-aristas de G para un valor
considerablemente pequefio T es un procedimiento de endlisis de
conglomerados que evita el encadenamiento al mismo tiempo que preserve
la propiedad de determinar congtomerados ajenos.

Conforme crece el valor de 1T, mas vértices selen de! componente de
T-aristes; asi se esteblece una jerarquia natural en base a la intensidad
de la coneciividad de los vértices,

Sea x un eglemento (verlice o arista) del grafo borresc simétrico G.
Lo cosesividad de x, hix), es el maximo valor de l& conectivided de
aristas de todos los posibles subgrafos de G que contienen @ x:
h(x)=méx {N(G) | x<G' y G es un subgrafo de G}.

La funcién de cohesivided puede ser represeniada por la matriz de
cohesividad {stmélrica) H, cuyas columnas y renglcnes son l0s vértices de
G y la entreda en la posicién vi, v es 1a cohesividad de la erista <viup
o cero si no existe tal arista en G. Tenemos enionces que ia cohesivided
de un vértice vy es el valor méximo det renglén correspondiente a ui.
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TEOREMA 12,
_ S23n A A, (Am>  JoF subgrores corlsdos por e rebaninte
eslrevfio Z=(Cy La,...Bm) o2 B. Entonces tode componenls de T-aristas es
fgual g Ao parg alguns \dm. Ademds, pare W1, 1dim, Ap 25w
vomponente de T-oristas () s7 g selo 57

APAL gara jd = e <ieyd

Demostracion.

i) Si <Ap.cA»,.,<Am> son los subgrafos cortados por el rebananie
estrecho 2z(€,,B.,..Cm) de G y como para Vi, Ci es el corte de peso
minimo de <Ai> entonces A{cA>)=I0il ‘

Sea H un componente de T-aristes para cualquier 0., Sea también
Bn el primer corte de 2 que sepera los vértices de H. Se sigue entonces
fque H es un subgrafo de <An> y el pesoc de Bn debe ser al menos el peso
" del minimo carte de H, es decir

KCnl=A{<An)2A(H).

Por consiguiente <An> es un subgrafo de A(H)-aristas de conectividad y
como H es un subgrafc A(H)-aristas conectade maeximal de G, asi como
subgrafo de <An> S8 concluye que H=<cAnd.

tl) Para 1¢lem, dado gque <A e85 un subgraro W(¢Air)-eristes conectado,
debe ester contenido en 2lgin componente de A{¢Ai)-aristos H, de G y por
e! inciso (i), H=<A1> para jsi. Asi, <A es un N{(¢Ap)-componente de G si
y solo st AjDA pera j<i = IBjliBit (e, AlcAp)AicAp) ).

GED

Tenemos entonces gue los subgrafos corlados por cuslquier
rebanante estrecho incluye todos 10s componentes de T-aristas de G Esta
informacion es suficiente para determiner la funcién de cohesividad,
resumiéndose en el

TEOREMA 13.
Sean <A <A, <Am> o5 Sulgrafos cortados por un rebanante
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28t €=(Cs,Ca,...0m) 09 B. ERIONCES DIy CUIIEITSr Slomelo X P G

h{x) = {

0 SF X es vériice oisioon de G
max, el / xecAv}  atro cosa

ALGORITHO,

Supongamos el grafo borroso simétrico G=[V,Rl con N componentes Yy
al menos 1 arista.
1) Oblengese un rebanente estrecho Z de G.
2) Construyase la mealriz de coliesividad H de la siguiente manera: para
cada erista <vi,up de G:

hauiup) = max ¢ yi-y { B / <Oiup es elemento de Gik;

" en le entrada vi, v; de le matriz H coldquese h((ul,uj:») st vizU; Yy existe
ta erista iup, si no, caldquese 0.
3)" Obténgase el grafe de nivel T de H.
4)* Cada componente del subgrafo de T-aristas de conectividad es maximal.

EJEMPLO 23.

Consideremos el grafc borvose simétrico G={V R| del ejemplo 17 del
capitulo anterior,
1) Tenemos e] rebanante estrecho Z={l,.£2,0:Cs.Cs):

4. En Wuga de hacer Yos pasos 3 y 4, se puede hacer hiv vl=n, donde n=ordm de V, y busear Tos
G-componentes de esta relacion borrosa reflexiva, 1a cual tiene una funcidn de membresia con rango en [0,0],
para =1,



donde IC4|=0.8, IBz(=1.1, [Cal=1, IB«l=0.9 y Bl=0.7 Yy Gi=
son 1os subgrafas cortados por e! rebanante Z.
2) La matriz de cohesividad estd deda por:

Uy Uz Us Uy Us U
vfo 1.1 0 0 0 1
vz|l,1T Q0 08 O© 08 I.1t
v/ 0 08 ¢ 0909 08
w0 0 09 0O 09 08
us| ¢ 08 09 ¢9 0 08
ve L1} 1.1 0B 0B 08 0O

3y M

®

76
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enlonces ahbtenernos la siguiente arborescencia:
T
'S

_J ulugu,a_r—i),:__r

0.9 Uy U U3 Us Us Ug

0,54 Us Uz Us Uu Vs Us

—> 1

Para resumir las propiedades del procedimienlo de T-eristas de
conectividad, nétese que no es sujelo de encadenamienlo como lo son ei
precedimiento de e-conectividad Yy el procedimiente de +T-grados de
conectividad, aungque conserva la propiedad de determiner canglomerados
ajenos. Ademds, la jerarquia natural {dada por Jos contornos de
cohesivided) permite !e asignacion simultdnea de Jos conglomerados de
mayor fuerza Yy una medida del mejor grupo al cual un ubjeto en
particular puede psrmanecer.

Intuitivamente, el procedimiento de T-aristas de conectividad mide
la fuerza de un conglomerado en términcs de su resistencia e ser dividido.

COHMPARACION CON ElL PROCEDIMIENTO CLASICO DE K-ARISTAS

En el andlisis clésico de conglomerados por el procedimientio de
k-aristes, cades corte dal conglomerado debe contener al menos k aristes
con un peso mayor o igual que <. En el ejemplo que se da & continuacidn,
podrd observarse que no todes los conglomerados obtenibies por 8l
procedimienta de T-aristes de conectividad 1o son por el analisis clésico
de k-aristas.
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EJEMPLD 24
Sean G el .grafo borroso simétrico y 2Z=(C:,..Ls) el rebanante
estrecho de G dados por:

entonces ia matriz de cohesividod estd deda por:

a b ¢ d e

a o 1 1 0 0
bt o 1 ©
H=c {1 1 0O 1Lt 11
dj]0 0 1.1 0 1.1
elO0 1 1.7 LT O

La erborescencia que indice los conglomerados obtenibles por esle
procedimiento es:

De los grafos de nivel a de 5, 18 mjsina orborescencia no puede



&y,
i
774 &
z?[ iy
#y'®
bty ¢

“obtenerse por &1 procedimiento de k-aristas, como se puede ver a 4
continuacidn;

o o
V' 9 VN
a b c d e a b [ d e
0.8 a b c d e 0.4 8 b c d e
0.4 ] 8 b c d e 0.2 a b c d e
-» >
pare k=1 para k=2 [ |

Por esle ejemplc y una demastracién stmilar a la del teorema 10
de 18 seccidn precedente, tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.

£ procedimiente g8 T-arisias o0 consctividad pars 13 construccivn
g2 conglomeradss o5 mds eficients gue el procedimiento oy k-arisies
e voenectividad



80

BAPMIULE ¥
UH EHERPLO: ADRINISTRACICH BE GRUPES
ADMINISTRACION DE GRUPDS

El componenele comin de todas las orgenizaciones son las persones
y la técnice mds comin para reslizer el trabajo a través de astas
personas consiste en dividirles en grupos. La auinistracidn o9 grupoes Je
{rebgje requiere guiar el comportemienio de los miembros de la
prgentzacién en una forme tal que se eleve la probabilidad de que la
organizacidn logre sus objetives,

Tel como se usa en lgs estudios relacionados con la administracion,
un grygg no es tan sbio una reunidn de personas, sino un nimero de
personas gque: interactden entre si, estén psicoldgicamente conscientes une
de otre y se perciben a $i mismes como grupo. Este grupo se ceracteriza
por la cepacidad de cade miembro del grupo de comunicerse con todos los
demds miembros personalmente, para to cusl el grupo debe ser
suficientemente peguefic. Como resultade de esta comunicecidn, cada
miembro influye y se ve influido por todos los demds miembros.

Existen dos tipos de grupss de trabajo:

- Los grupos o2 mands que se delerminan por 1z cadena de mando de un
orgenigrama, i.e., de is estructura de und orgenizecién. En general, los
grupos de mando manajan las actividedes crganizacionales mas rutinariaes.

- Los grupvs o farvos estén formedos por miembres de ia orgenizacion
que interactian entre si pars efectuar 'a mayoria de las tareas
organizacionaies. Un ejemple de estos grupos son 10s comitds, los cueles
pueden formarse para mejorar la celided de }a toma de decisiones. Gene-
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ralmente, e medida que més personas participan en la tome de una
decisidn, los puntos fuertes y débiles de esa decisidén se analizan con
maycr detalle y 1a calidad de la decision tiende a sumentar.

Principalmente son cualro los factores que influgen en la
efeclividad de los grupos de trabsjo:

\)y Lonesidn del grups de {rebajo. E1 grado de cohesion interns del grupo
as la atraccidn que sienten los miembros del grupo entre si en términos
del desesc de ser miembros de &ste y la resistencia a8 sbandonario. Entre
mayor ses este deSeo, meyor serd la cohesién interns de! grupo. Este
Tactor es extremadamente imporiante, puesio gque enire mayor sea Ia
conesion que exista dento de un grupe, mayor serd la probabilidad de que
esa grupo logre sus aobjetivos. Ademéds, los grupos cuyos miembros tienen
senlimientos positivos entre si tienden & ser més productivos que los
grupns tuyos miembros tienen senlimientos negetlivos entre si.

2y Temaip o°f grupe de fratajo. A medide que el tamafio del grupo de
trebejo o el mimero de sus miembros eumentan, generalmenie se cresn las
fuerzas dentro de ese grupo las cuales pueden incrementer o reducir su
efectivided. E1 ndmero ideal de 1as miembros de tirabejo depende
principaimente del propdsito del grupo. Por ejemplo, el temano méximo
pera un 'grupu de trabejo de resolucion de problemas es de
sproximadamente siete miembros,

3) Status de fos miembros ool grupe ds trubafe. €1 stetus es 1 posicién
de un miembro del grupo de trabajo respecto a los otros miembros del
grupo. En general, el status de un individuo es determinado por el nombre
del puesto, horario de trabaje y nivel de sueldo, asf como también por el
nivel de educacidn, roze, edad y sexo. Para maximizer 1a efectividad de un
grupo de trabajo, los edministradores deben considerar el status de los
miembros del grupo. Por ejemplo, los lideres de jos grupos deben tener un
status més alto dentro de un grupo que otros miembros del grupo.
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4) Aormas ol grups & frobgfo. Pueden definirse como el comportamiento
esténder o apropiado que se requiere por parte de log miembros del grupo.
Por tento, estas normas (ienen wune influencia significative en el
comportamiento que presentan los miembros como miembros de un grupd
de {irabajo. Estas normas suelen dividirse en dos {ipos: las gormas
n2gaLfeds que son el resultado del comportemiento demendsdo por ios
miembros que limiten la productividad organizacional y las porsess
positieas que son el resultads del comportemiente demandado por los
miembros que contribuyen a la productividad organizacional. Algunos
administradores consideran las fAormas de grupc tan importantes que
desarrolien perfiles de las nortmes de grupo pera evaluar su fmpaecto en
la orgerizacién. Une vez descubjertas estass normas, la administracion da
los paesos neceserios para hacer la situacidon més 'ventajosu para ia
organizacign,

PLANTEAHIENTD

Supdngese una empresa en la cual se¢ gquieren formar grupos de
trabajo.

Como se vid6 en la seccién precedente un factor imporiante a
considerar es le atraccién que sienten tos miembros del grupo enire si.
Esta atraccién estard deda si existe competibilided de caracieres entre
los miembros. Enionces, supdngese tambfén, qua se aplicaron tests
psicoldgicos o los 23 empleados de este emprese para delermninar los
diferentes aspectos de sus caracieres Yy se comparsron los resultados
obtenidos ente cada per de empleados obtenenjéndose asi unrg medida de
compalibilidad de ceracleres entre esligs,

Las medidas de compalibilided entre cada per de empieados se
muestran en la matriz R de la siguiente pégina, dende "1° indica le
compatibilided de ceracieres perfecta, ~0" indica que l8 compatibilidad es



VRN DWNN =

RELACION BORROSA R.

& 10 11 12 1% 14 15 16 17 1B 19 20 21 22 23
1.0

01 10

00 00 10

00 00 05 00 10

04 01 00 DO 0D (D

pd 00 0O 00 DO 0.1 1D
50 00 02 DO 02 00 00 10

Dz 0D 02 02 02 03 00 00 1.0

cb 00O 00 07 OO0 00 00 DO 01 10

poO 0O 06 0O 06 DO DO 02 03 00 10

00 00 0.7 DO 06 OO OO 02 D2 00 08 10

D1 ¢O6 02 00 01 D2 00 00 03 0D 02 02 10

oS ©1 0D DO OO 05 00 DO 02 00 D0 0O 01 10

00 00 00 08 0D DO 00 00 02 07 DO 0D 00 00 I.O_J

fe
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nula ¢ los valores intermedios indican los diferentes grados de
compatibtiidag. Unicamente se proporcionan los dalos de la diagonal
principal hacia abajo, debido s gque la compalibilidad de caracteres es
simeétrica, ie, x &5 compatible con y {ento como y es compatible con x.
Obviemenie "se Liene que la compatibilided de un empleada consigo mismo
es perfecta, por lo cual togos ins elementos de la diagonel grincipal de B
son {'s. En olras palabras, R es una relacidn borrasa reflexiva y

simétrica.

fMos enfrenlamos enlonces coh un problema del  endlisis  de
conglomerados, donde la base de la semejanza esté daeda por la
competibilidad de carscleres y les conglomergdos son interpretados como
grupos de trabejo. El procedimiento & user dependerd del propisito de
formar estos grupos: si éste es formar grupos de mando, un procedimiento
adecuado es 8! de e-conectividad, mientras que si e} propisito es formar
grupos de tereas, comp comilés, 0 aconsejable es utilizer ya sea el
procedimiento de T-grados de conectivised o e procedimientio de T-aristos
de conectividad, como se ver& en {as sigulenles secciones.

Una vez determinados los posibles grupos de trebajo, se deben
elegir agueilos gque tengen la mayor cohesidn gosible, (es decir, la moyoer
€ 0 T posible), pero due o la ve2, dependiendo del proposito de su
formacidn, tengan ei tamafio adecusde y se consideren los status de los
miembras de estos. ilna vez elegidos, el administrador puede desarroliar
perfiles de Jas normos de los grupos periédicemente y as! evaluar su
fmpacto en la empresa, psra poder der los pasos necesarios pera hacer i@
situacién méas venlejosa pare ia empresa.

En las siguientes secciones se resuelve el problems por los tres
procedimienios borrgsos estudiades en esta tesis compsrando Jos
resultados con ‘os obtenibles por su correspondienta procedimiento clasico
y explicands en que Se besa cada procedimiento, para asi saber en que

casos se debe aplicar cada uno.



85
PROCEDIMIENTD DE e-CONECTIVIDAD.

En la matriz _ﬁ_‘_ de la siguienla pégina se muestra el clerre
transitivo de 1a matriz R, con E_:g". A partlir de ests se obliene la
arborescencia de la pag. 87, en la cual los valores de £ que se encuentran
en el eje vertical, indicen el méximo valor de € que meantiene a los
miembros de un conglomerado como tal, es decir, al conjunto
{3,4,12,18,23} es un e-componente para 0.3¢c¢0,7. Obviamente no nos
inleresan los grupos de trabajo que se oblienen pare £:05 yo que la
compatibilided de caracteres seria muy baja. Para £=0.7 tendriemos 6
empleados eaislados y 3 grupos de trabejo: 2 con 6 miembros y 1 con S.
Si se desea una compatibilidad més eila se aoblendrisn grupos maés
pequehos.

El problema de este procedimiento es el allo grado de
encegenamiento, i.e., el que dos empieados se encuentren en un mMismo
g-componente no indica gue la medide de su compatibilided de caracteres
directoe sea de al menos €. Por ejemplo, el empleado S Y el 11 pertenecen
al mismo 0.7-componente, mientras que su relacién de compatibilidad
directa es de solo 0.4 (ver R); lo mismo sucede con el 9 y el i4. Lo que
sucede BS que no es necesario que dos elementos de un e-componenie
estén relecionados directamente para pertenecer a éste, sino que exista
una cadena con fuerze mayor 0 igual a € que los una, es decir, que haya
una relaecion indirects de al menos £. Por tanto, este procedimiento es
Util cuando se desean former grupos de {rabajo conocidos como grupos de
mando, cuendo los miembros de los grupos deben trabajer en cedena, en
secuencia.

COMPARACION CON EL PROCEDIMIENTO DE ENLACE SIMPLE.

Por el procedimiento de enlace simple se obtiene la misma
arborescencia que por el procedimienlo de e-conectividad, La diferencia
esta en que este debe resoiverse & través de grefos de nivel «, lo cual
es muy complicedg cuando tenemos tantos elementos. Ademés se tienen
que oblener tantos grafos de nivel como velores diferentes de 1o
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CIERRE TRANSITIVE R = R“

16 17 1@ 19 20 24 22 23

-

5678910”!2I314I5

L]

52 DZ D2 10

D2 02 07 02 10

o) @1 0t 03 Dt 10

64 D7 02 02 02 D1 1D

02 02 D2 02 02 0% 0210

p7 08 02 D2 02 DI AT B2 10

02 0z 07 02 07 01 pz 02 02 10

g1 ©1 £4 D) 0Ot Q3 OF D1 04 0! 10

bz D2 02 02 D2 D1 02 02 D2 0.2 DA 10

oz Dz 03 02 03 D1 D2 02 02 p3 D1 02 10

p2 02 o2 02 02 €Y 02 D7 02 g2 01 02 D2 10

p7 08 02 02 02 09 07 02 0B pz 01 92 02 02 10

07 DF 0.2 02 02 01 D7 02 02 p2 DY 02 02 02 0B 1D

0z 02 03 02 63 0t 62 B2 02 D3 01 D2 03 02 02 D2 10
o2 D2 67 ©2 07 D1 02 02 o2 p7 01 02 03 D2 D2 02 03 1.0
o2 oz D2 02 0.2 D7 D2 06 02 02 ©.1 02 02 07 D2 D2 02 02 1.0

- 98



PROCEDIMIENTO E-CONECTIVIDAD.

VWANSANCV T TTTTTTT

1,219 14:22 17 3:4:l2,|823 6:1I513,|920 B 15
1,2,7.9.14 17,21 .22 34,12,18.23 5,6,11,13.19,20 15

L

1,2,34567,8,9,11,12,13.14,16,17,18,19,20 21 22,23 19 15

2 40.8,0, LEF
1,23456,789.1011,12.13.14,15.16 17 18,19,20.21 22 23

L8
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relacidn de semejonza. En este ejernplo se necesiterien los valores de
a=0.1,0.2,.,1.0, mientras que por el procedimiento de e-conectividad fué
salo necesario hacer 4 multiplicaciones de matrices para oblener R=R°:=R°,
es decir, el procedimiento borrose es mds rapido.

PROCEDIMIENTDO DE T-GRADOS DE CONECTIVIDAD

En ia arborescencie de le siguiente pdgine se encuentran los
componentes de T-grados, donde T nes da 2l mdximo velor de la
conectivided de grados que mantiens @ los miembros dei componente como
tal. T indica la suma de 1a competibilided de ceracteres con Jos demas
miembros de un grupe reguerida para pertenecer o eéte; es decir, cual
seria ia compalibilided de ceracteres total minima que se perderia al
separar un miembro de dicho grupo,

Este procedimiento es Gl cusndo cuando queremiss formar grupos
de tareas, como comités, relativamente grendes, ys que tiene un grado de
gncadenamiente moderado. E1 siguiente grafo:

5.6,
11,13,19,
20




A

2.7

n6

-

PROCEDIMIENTO DE T-GRADOS DE CONECTIVIDAD.

1,23456,7089,11,12,13,14,16,17,18,19,20,21,22 23 L

1,2345,6,789,10,11,12.13,14.16,17,18,19,20,21,22,23 15

1,23,4567,6891011,1213,14,1516,17,18,19,20,21 22,25

68
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represenias el componente de 2.7-grados de conectividad compuesto de 16
elementos, a través de nodas generalizedos, es decir, cads nodo representa
un conjunto de individuos los cuales tienen una competibilided de
caracleres aile enire si; las aristes indicen la sums de las
compaotibilidades de los empleados de los nodos adyacentes. Por ejemplo,
el peso de la‘arista que une el node {17} con el nodo {1,2,7.9,14,22} esté
dado por 0.3+0.2¢03+0.2+03+0.2 =15 Podemnos ver que el empleado 17 es
muy poco compatible con el resto de los trabajadores, pero, comc es
compatible por poco que sea con casi todos, su competibilided totel es de
1.5+0.9409=33. Si ese trabajador no existiera, para 1=2.6 se lendrian 5
empleados indapendientes: 8,15,16,21,i0 y. 3 grupcs: {1,2,7,9,14,22},
13,4,12,18,23), {5,6,11,13,19, 20} Sin embargo, si nos conviene tener
grupos de tareas grondes, el trabajador 17 nos es muy dtil, ya gue nos
sirve de unidn para los tres grupos.

COMPARACION £0N EL PROCEDRIMIENTO DE K-ENLACES DE CONECTIVIDAD.

Cbviemente, para k=! se obliens la misma srborescencie que por el
procedimiento de enlace simple. Pare los deméds wvalores de Kk, las
arborescencias se ilustran en las pags 91-85, (en este ejemplo, las
srborescencias de k-enlaces de conectividad, pera k=1,..,6 coinciden con
las arborescencias que se gblienen por el procedimiento de k-gristas de
conectividad).

Los conglomsrados dque se obtienen por el proctedimienio de T-grados
de conectivided pera 1T=23 y para T=27 no se obtienen por et
procedimiento de k-enlaces pere ningin grafo de nivel o pera ninguns k.
Ademés, los conglomerados que se obtienen por el procedimiente clésico
si se obtienen por el procedimienio horroso pares T=ke, solg que los de
“este Uilimo pueden contener més elementos. Esto es debido a que al no
cansiderar cierte informecion al trabajar con los grafos de nivel & en e}
procedimiento clésico, un componente de T-grados puede ser separado en
varios cenglomerados, cuendo en realidad deberia de ser un solo
conglomerado.
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PROCEDIMIENTO DE k-ENLACES ¥ DE K-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.

NN

PARA k=2

o
_4
N
2]
o

1
WSS
N T N

X.4,12,18,23 5,6,11,13,19.20 16 15

N LT

1,2,7.9,14,22

““v

1,2,1,9,14 17,21,22 3412!9,23 5,6,11,1319 B 16 10 15

1,2345,6,789,11,12,1

21 3,4,1218,23 5,6,11,13,19,20 15

YA

714,16,17,18,19,20,21 22 2% 10 15

1,2

1456.765,10,11,12,13.14,1516,17_18,15 20,21 22 2%

16
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PROCEDIMIENTO DE k—-ENLACES Y DE K-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.
PARA k=3

NS
NN /774

3,4,12,18.23 5 6,11,13,19,20

N AN e
o T

1,2,7914,17,22 34,1218.23 S6,11,12,19.20 B 15

123456.789,11,12,13,14,16,17,18,19,20,21,22,23 10 15

1,2,3456,7.8910,11,12,13,14,15,1€,17,18,19,20 21 ,22 2%

zb



0.6

p #

PROCEDIMIENTO DE k-ENLACES ¥ DE K-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.
PARA k=4

\\\\\\N//////////////

41218

W

12345678911,1213,14,16,37,18,19,20,21,22,23 10 15

1,23456,78,9,10,11 12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23

£6
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PROCEDIMIENTD DE k-ENLACES Y DE K-ARISTAS DE CONECTIVIDAD,
PARA k=5

/ e

1,23,4,5678910,11,12,13.14 15,17 18,19.20,21,22 23 15

123456789!!121314 12,18,19,20,21,22.23

PARA k=6

NS
‘WM

1,2345678,3 10,11, 1213.14,17,18,19,20 21,22 23

b6



PROCEDIMIENTD DE k-ENLACES DE CONECTIVIDAD.
PARA k=7

0.1 o 1,2,5678911,13,14,12,19,20,21 22 A 15 18 18 /

—p

PROCEDIMIENTO DE k-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.

x
& PARA k=7

11255799“12:314171920W
8.1 1,2,5,6,78,9,11,12,13,14,17,19 20 21,22 343 18 28

g6
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PROCEDIMIENTOD DE T-ARISTAS DE CONECTIVIDAD

Este procedimiento es dtil cusnde se desean former grupos de
tareas pequeiios, gque pongan mucha resistencia a dividirse. Pera formarlas,
se busce el punto més fragil de un conglomerade donde se hace un corte,
para ver si 105 conglomerados resultenies son mas resistentes. Estos
cortes y sus pesos eslan reprasentados en 8l grafo de nodos generalizados
de la siguiente pégina. Los 14 restantes son:

C,=({1,2,7,9,22},{14)) ICa]=2.6
Bao=(“,2.7,22l.(gl) wlol=2-3
€,=({1,2,7},{22D) :4l=1.8
C12=({1),(2,7}) ' ial=1.4
C.a=((2},(7H :3|=0.8
C;.:({S,d, 12,23}.f |B” l3n|=2.6
C.s=({3,12,23),{4}) ICysi=2.3
Cy6=((3,12},{23}) Kud=1.6
Bl7=({3)'{|2]) .3:7|=0.9
Cye=({5},1(6,11,13,19,20D ICial=2.7
C.s={{6,13,19,20},(11}} Kal=25
B20=({6,19,20},{13}) I€20l=2.0
€2,=({6},(19,20}) Eul=1.6
€2.=({19},{20)) IC2.l=08

Obteniéndose asi la matriz de cohesividad H y le arborescencia de los
componentes de ‘T-aristes gue se encuentren en las pégs. 98 y 99. Nitese
gue 1os nodos qeneralizados del grafo represe_ntnn los conglomerados més
reststentes, ya que si desamos una T mayor, el componente de T-aristas
se  desintegrarfe dandonos  solamente empleados que  trabajan
independientemente. '

Tenemos pues, que pera T=2.6 se tendrieh 6 empleados independien-
tes y tres grupos de teresas, los cuales corresponden 8 10s nodos
generalizados del grafo; para T=1.9 se tienen a los trabajedores 17 y 21
como intermediarios para unir e dos de estos tres grupos, sin embargo, se
disminuye constderablemente ta cohesidn del grupo,




GRAFOQ BORRDSUO G=[V,R] CON NODOS
Y ARISTAS GENERALIZADDS
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MATRIZ DE COHESIVIDAD H.

y 2z 3 4 S 6 7 8 9 10 10 12 15 14 15 16 17 18 19 20 1 .22 28

~ =

00

26 00

09 00 0O

00 00 26 DO

0o 00 DD 0D 00

00 00 DO DD 27 DO
26 26 DO DD 0O DO OO

o0 00 1.7 1.7 1.7 1.7 00 0O

26 26 0O 0o 00 DD 26 00 DO

06 06 0O Do DO OO 06 00 D& DO

00 00 0B DB 27 27 00 1.7 0.0 0O 0O
0p 00 26 26 DO DO DO 1.7 00 0O DO OO

0D 0C DO DO 27 27 DO 1.7 00 00 27 OO0 OO

26 .26 DO DO OO DO 26 DO 26 06 00 00 00 00

04 D4 DO DO GO DO DO OO 04 0D DO DD 00 04 0O
00 DO 00 DO DO DS 0O 0O 00 DO 0.9 DO D95 GO 0.0 DO

16 19 17 1.7 00 19 19 00 19 DO 1.9 1.7 13 1 9 00 00 00

00 00 26 26 00D DO 0O 1.7 00 DO DD 26 00 0O Lo 00 1.7 00

06 00 0.0 0D 27 27 00 1.7 00 DO 27 00 2% oo 00 D9 19 00 DO

00 OO DO 00 27 27 00 1.7 00 DO 27 0O 27 0o 0o 09 19 00 27 0O

t9 19 00 DO 19 19 19 1.7 19 0D 1.9 DO 159 19 0o D0 t9 0D 19 19 0O .

26 26 DO DD DO DD 26 00 26 06 DO 00 GO 26 0O 00 t9 DO 00 0O 19 00

00 00 26 25 00 DO 00 1.7 0.0 DO DO 26 0O DO 00 OD 1.7 26 DD OO0 DD DO.0D0O

b

g6
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PROCEDIMIENTD DE T-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.

LI\

~\ [N

1‘2‘?19:l4:22 5;6;tlfl3:19 20 IT : : 8, ///_
1,256,7.9,1113,14,17,19,20,21,22 TA12.18.23 /_//

l234567891|I2l3|4|719|920212223 f

1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,12.13,14,16,17,18,19,20 21,2223 10 15

12,2456,78,910,11,1213,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23

66
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COMPARACION CON EL PROCEDHMIENTO DE k-ARISTAS DE CONECT|VIDAD.

Si deseamos oblener la arborescencia pare k=1, obviamente
cbtendremos la misme arborescencia que se obtigne por el procedimijenlo
de enlece simple. Como ye se dijo enteriormente, eh esle ejemplo, las
arborescencias que se oblienen por el procedimientie de k-aristas de
canectividad, para k=2,.6, cofinciden con 1as del procedimiento de
k-enlaces de coneclividad. Estas arborescencias, junto con la de 7-aristes
da conectividad se muestran en las pégs. 91-95.

Los componentes de T-aristas de coneclivided pera =19 y para
1=2.7 no pueden se obtenidos por el procedimiento cldsico de k-eristas,
pera ningunas k y o; en cambio, todos los miembros de un conglomerado
por el procedimiento de k-aristas para alglin grafo de nivel «, estén
contenidos en un mismo componente de T-aristas, con T=ko, sdlo que este
fiitimo puede contener mds miembros, debido a gue Ja fnformacidn no
considerada por el procedimiento cldsice los une a este.

Ademés, el no considerar ess informacidn, hace que cada corte del
procedimfento clésice separe siempre 8 un solo elemento, heciendo
coincigir las arborescencias del procedimiento de k-aristas con el de
k-gredes de coneclivided, pera k=2,..6, mientras gue ol considerar toda la
informacidn en el procedimiente de T-aristas, se liene que el punto fragh
de un subgrafo es tal, que el corte minimo purede separerlo en dos
subgrafos no trivieles.
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CONELUSIORES

- Los tres procedimientos berrosos estudiados conducen a conglomerados
~ 8jenos.

= S8 debe escoger el precedimiento edecusdo segin e} cbjetive de formar
congiomerados :

~ En el procedimiento de e-conectivided dos objetos pertenecen & un
mismo congiomerado si y solo si hey una cadena de objetos en este
de fuerze meoyor ¢ igual &8 & que 10$ una, i.e., estos objetos pueden
no asemejorse en absoclulo entre sl pero si se asemejan a otros
objeios del conglomerado que los encadens.

- En el procedimientio de 1T-grados de conectividad un objeto
pertenece a un congiomerado si s suma de las relaciones de
semejanza con el resto de los integrentes es de al menos 1T, fe., si
su resistencta o ser separado de este conglemerado es mayor o igual
a 1. E1 problema da encadenamiento es moderado.

- Se -define un congiomerado por &1 procedimiento de tT-aristas de
conectividad como el conjunto de objelos que pone una resistencia &
ser dividido de al menos T. No hey probiema de encedenamiento.

- En los procedimientos cldsicos, toda semajonze mayor o igusl & « es
considerada igualmenie importante, mientras que aguelle menor que <« no
es considerada, por lo cual se pierde informacidn, trabajendo con dotos
inexactos.

- Los conglomerados cbtenibles par el procedimiento clésico de enlace
simple son los mismos gque los obtenibles por el de e€-conectividad, con
€=x; la diferencia radica en que en el primeroc se debe repetir el
procedimiente para cada posible valor de <, mientras que en el segundo



fo2

todos los conglemerados se obtienen al mfsmo tiempo, 1.2, es més répido.

- No todos lgs conglomerados obtenibles per los procedimientgs de
T-graffos o T-aristas de conectividad 10 son por sus repectivos
procedimientos clésicos {de k-enlaces Y k-arisles de coneclivided),
mfentras lo contrario es posible pare T=k«. Esto es debido a la pérdida de
informacidn en los procedimientos clsicos.
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APEIDICE 0

RETENEICN BEL CORTE BE PESH RININD
BE BRAFO BORROBE SIHETRICH FPEOR
El FETORE DE FLUJE@ FAARING

INTRODUCCION

Ei problema de flujo en redes fué considerado por primera vez por
Ford y Fulkerson quienes intodujeron los conceptos basicos de flujo, corle,
eic. que se emplean aqui Yy desarrollaron la herramiente principel: el
teorema de flujo maximo-corte minimo. Ford y Fulkersen escribieron sobre
et flujo entre dos puntos especiasles, el nodo fuente y el nodo sumidero.
Ahora en cembio, se desarroilaré el problema multiterminal, donde los
flujos son censiderados entre todos los nodos de una red,

PROBLEHA DE FLUJO MAXIMO

Liamamos s o2 fransporfe a un grafo {clésice ¢ borroso) sin
lazos, el cual consiste de un conjunto de nodos VY y arcos (ui,uj) para v,
v;e¥. Coda arco se asocia 8 un ndmero no negetive c; (en el caso de
grnrns berrosos puede considerarse c,J_uR(ui,u ) que es Namedo capscidad
g8/ srve e indice la mexima centidad de flujo que puede pasarse de Y a
v 8 traves de este. Dado que pera el objete de esta tesis nos interesa el
coso de una rpu simdlrica se lendrd cy=cy.

Sea th cor i<j el flujo que pasa de v, 8 v; 8 través de la arisla
<V;,Ly> de capacidad ¢ U -F;; el flujo que pase de v; a v, es decir, dedo
que el flujo siempre debe ser mayor que cero, Si F,j>0, el flujo Fy; pesa
de V; @ v; Y si Fy<0, ‘el flujo -F; pasa de Uy a v, por tanto -gy< Fy < cy.
Una ansts v estd saturada si IFjl=c;.
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Dada esta red existe un flujo maximg posible del nodo fuenie v, al
nodo sumidero un.

ALGORITMO DE FORD-FULKERSON. (Pare grafes simétricos.)

1. Pasar un flujo cualquiera de Y, & Un.
2. Aumentar el flujo anterior hasta que se sature por 1o menos una arista.
2. 8) Mercar el nodo fuente v, con “+°
b} Marcar con “+v;" todes los nodos u; para {0s que:
- el nodo v, esté marcedo, '
- existe la ariste wuup y
- si i), c-F>0 (e el arco (v,uy) no estd saturado)
sl 1], c;*F>0 (i.e. el erco (uyu) no estd saturade)
c) Repetir (b} hasta marcer todos los nodos posibles. S no logramos
marcar g1 nodo sumidero v, ir al paso 6.
4, Considerese !a cedens gUe pasa por 10s nodos mercedos desde el nodo
fuente hesta el sumidero (indiceda por las marces, empezendo por el
sumidero hacia el hode fuente).. Aumentar el flujo totsl aumentando o
disminuyendo el flujo de las aristasde tal manera que se respeten:
~ le capecided de las aristes, ie., {Fylscy.
- la ley de Kirchhoff, i.e, el flujo total que entre & un nodo es
igual-al flujo total que sale.
9. Ir al paso 3.
6. El flujo méximo estd dado por &.q, yislFals Zj.cyjomlFil-

EJEMPLOD 25: Consideremos la red simétrica:




y se& v, €l nodo fuente Yy Vs el nodo sumidero.

n

@ Fqu:‘l

2)

3
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3)

U, +U3y

F14=-5

)

3

Como no se puede marcar gl nodo sumidero ya hemos terminado y el flujo
méximo es IFal+Fisl=IF2¢]+IFsc=350 ’
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TEQOREMA DE FLUJO HAXIMO-CORTE HMINIMO®,

£ valor gof rluye mavinn en ung g G ogs fpwsl 2 13 capscidad
ol rorte o peso MG (v corte mnimel

Este corte minimo estd dade por cuslquier corte que separe al nodo
fuente del sumidero y que conltangs dnicamente sristas saturedas. Ndtese
que siempre existird al menos un corte formedo de arisias saturadas que
separe & estos nodos, Ya que si no se cumpliera exisliria una cedena de
aristas no selurades del nodo fuente al sumidero por les cuales se podria
aumentar el fiujo total.

En el ejemplo anterior hay dos cortes minimos; €:=((Vs1,v2,03.04),
{og,uel) y £2=({U1,0,03,U4,Us}, {Uc)). Se tiene C.i=iCai=35.

PROBLEMA DE FLUJO MAXIHMO MULTITERMINAL

Dede una red, existe pare cade par de nodos un flujo mdaximo e
través de estos. El velor de este flujo o través de los nodos y, vy lo
denoteremes f;. Por tanto para cada red existen 2 matrices simétricas
asaciades: 1a matriz C de Jes g,y la matriz F da los flujos rasuliantes
f,-j. Sin embarge, no cuslquier matriz puede ser una matriz F, entonces

5. Tornado de la referencia [1], pag. 453.



&euando un conjunto de flujos fi; dado puede ser realizade por una red? A
continuacion se da una condicién necesaria y suficiente pera que F sea
reelizable, la cual es una especie de “desigualdad del triangulo®,

TEOREMA 15
g Mtz ¥ o5 reallsable si iy solamente si VU,.Uj,UkeV,
fuc 2 i Uy, 1)

Geométricamente esto significe simplemente gue el fiujo maximo de
1}, 8 v, debe ser al menos ten grande como el menor de los flujos
méximos elredsdor del nodo v,

Demostracidn,

=} Primero se demostrara la necesided. Supongamos falso el teorema Y
que 3 v,oueY tales que f < min {fy fa). Por tento existe, por el
teorema de flujo méximo-certe minimo, un corte €=(A,A} con veA y YeA
18] que le capacidad totel de las sristas gue conecten los nodos de A con
los de A es fg. v, pertenece a A o a A. 5l vjA entonces v; es cortado de
U, por C; dado que la copecidad del corte es menor que {y, es ung
contradiccion, Similarmente v; ne puede estar en A porque enionces Y es
cortedo de v;. Luego entonces fg 2 min {1ij, [ﬁ}

=} Une vez estsblecida 1a relacién f; 2 min {f. fx). tenemos por
tnduccidn

fip 2 min {fi]. fjp fias w s fup}.
donde v, Vi Y Ve Voo Y formen una cadena cualquiera de v, o Ve
Ahora mostraremos 1a suriciencia. Consideremos un &rbol de expansion
meximal cualquiers en el qus el peso de las aristas es flj {en lugar de

uE(u,,uj)). Sabemos que para tuelesquier v, v, cuya arista direcle no estd
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en el arbol, entonces el peso de dicha srista satisface

fipt min Ay f3 fae o foph
que es le desigusldad opuesta de !o obtenide.

Entonces para cualquier arista que no esté en el érbol
fip= min {fy fp fa. - o fophi
sin embargo este es precisamente el flujo que resuita sf una red es
construida con lo capacided de la erista <u,u;», cy=f; pera las eristas del
érbol y ;=0 pare las demas. Luego enlonces cualquier matriz F que
satisfaga la condicidn es realizable.
QEL

Podemas ver en la demostracidn que cuslguier flujo méaximo entre
dos nodos es numéricamente igual e algdn flujo en el drbol de expansidn
maximal (donde los fij son los pesos asociados a las aristas). Pero coma
solo hay n-1 aristas en el 4rbo! de expansidn. con n=nlimero de nodos, -
gntonces sele hay n-1 flujos numéricemente diferentes posibles. Esto nos
hace penser que los n(n-1)/2 flujos fij pueden cbtenerse poer elge mejor
que resolver n{n~1)/2 problemas de flujo. De hecho s mostrard que todos
10s flujos se pueden deducir después de resolver n-1 problemeas.

Consideremos la red




donde C:=(A,A} es un corte minimo que separa a y; de vy, A, UjeK.

Ahora construyames una red un poeco diferente, una en la cual todos
los nodos de A sean reemplazedos por un Gnico nedo especial P al cual
Ilegan lodas la8s aristas del corte (podemos reemplszer vearias aristas que
conecten 10s mismos dos nodos por una sole que tenge la capacided loial):

En esta red condensada consideremos el (lujo maximo entre dos nodos
ordinerios: v, y v,. Demostraremos que:

LEMA 6.
& Hufo enltre gus nedis ordidrios O, & O, &1 A3 red conaensady
a5 pumdricamente igusl 8l Hlaro g o0 fe red origingl,

Demostracién,
See €'=(B,8) un corte minimo que separsa & v, de v en la red
original y definames los cenjuntos de nodos:

= ANB ¥ = aAnB
¥ = ANB Y = AnB

donde XUX=A y YUY=A. Supongamos qua u,usX Y YyeX. Sea Byyl=Zc;
donde v;eX y we¥, entances:

KAzl = Cxyl + IBx7l +Kxyl + €Y

g5l = Byxxl + Kyv! + Byl + By¥l



12

Tenemos dos casos:
i) uey.
_ Como (B,B) es un ‘corte minimo que separe v, 4 Uy como (XUYUY,
i) los separa_lemhién, donde
Lxuyu¥, X1 = ICxxi + ICRyl + iEx 7
tenemos:
ICgBl - Bxuyuy Xl = ICYyl + ICyyl + Cx¥l < © {n

Como {A,A) es un corte minimo que separa vu; de Yy y como tembién
l0s separa et corte (XUXUY, ¥) donde
Bxuxuvyl = Bxyl + Ryl + IByyl
entonces
ARl - Bxu'fu?_ﬂ = Cyyl + Byl + Byyl ¢ O (2)

Sumando (1) y (2) tenemos que KBy¥i< O, 1o que implica que KBy7i=0,
Se sigue entonces par (1) que ByylsBYyl u por (2) que BByl
entonces By 7l =lGyyl

Por ls tante (XUYUY, %) = (XUA, X) es también un corte minimo que
separa v, de .

i) v,
En este caso una demostrecion similar nos muestre que (X, ¥UA} es
un corte minimo que separa 8 v, de y,,

En otras palabras, siempre existe un corte minimo que sepera a v,
de 1, tal gue el conjunto de nodos A esté en un lado de este corle. Dedo
que e} velor del flujo es determinedo por el pesn de este corte minimo,
el cusl no verfa por el proceso de condensemiento, condensar A en un
Gnico nodo no afects el valor del flujo méximo de v, 8 U,

Por 1o tanto cuslquier flujo entre v, Yy v en la red condensads da
un flujo igual en ia red original. '

QED
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Dade que un cerie en la red condensads nos de un corte en ia
original y los valores de flujo maximo -son las mismos, un corte minimo
en ia red condensada nos da, simplemente reemplazando P por A, un corte
minimo en la originsl.

Un procedimiento pars enconirar tedos los flujos méximos en una
red es simplamenle este: tomames dos nodos y calculamos ! flujo
maximo entre estos para encontrar el corle wminimo c,=(A,I).
Representamos o éste con dos nodos generalizedgs copeclados por una
arista s 1a cual esignamos el velor del corte, €. En un nodo ponemos las
nodos de A y en €] otro los de A,

OO

Ahors repetimos el proceso: escogemos dos nodos en A {0 en A) y
resalvemos el problema de flujo en 1a red condensada dunde A (o A) es un
snlo nodo. El corte resultante C: es representado por una arista que
conecta las dos partes de A divididas por B:, digamos A; 4 Aa. A 65
conectado 8 A, si B2=(AUAs, Ax) D @ As si Cz={A, AUAs)

©

.|

As msl < 'A‘ )

Este procedimiento se repite une y olre vez. En cada elaps tenemos
" clertos nodos genarslizades {que pueden o no representar varios nodos do
la red original) y ciertas aristas que los coneclan. Para continuar con gl
célcule escogemos un nodo generalizedo A; que contenga al menos dos
nodos v, Yy v, Al eliminar les aristas que conectan a A;, la red de nodos
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generslizados estard formeda por un ndmero de  componentes
desconectados. Condensamos cada uno de e5t05 componentes, exceplo A;, en
un solo nodo y resolvemos el problema de flujo en la red formada por
estos nodos condensedos Y los nodos origineles de A;, usando v, y w, como
fuente y sumidero. E) corte minimeo obtenido divide & A; en dos partes: A,
4 Aj,. Se represente en el digrame reemplazendo a A; por dos nodos
generalizedos A;, Y A, coneclades per uné arista que lleva el peso del
corte. Todas las otras aristas Yy nodos generslizedos del diagrame no
cambian, exceplo aquellas gue anleriormente conectaban a A, Esla erista
se conecta a A;, si su componente estaba en el mismo lado dei corte que
A, Y se conecla a A;, s{ su componente cayd en el otro lado.

Este procedimiente se repite hasie que los nodos generalizados
consistan de un sclo node caeds uno. Este punto es alcanzado después de
n-i cortes exaclamente, obteniendo siempre un arbol de expansién de n
nodos y n-1 eristas, obtenida cada una &l resoiver un problems de Muje
en una red de tamano igual o menor que la original.

EJEMPLO 26; Sea le red:

Escogemos arbitrariamente los nodos vz Yy ve Yy al resolver el
preblema de fujo méximo encontremos que el corte mintmo es Cy=({usval,
{Us,Ue,Us,Uc}) con capacided (o peso) de ¥,l=17. Esto es representado asl:
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Para obtener fss eonaideramos Uy, Vs, Vg Y Ue COMO bn S010 node,
obtentenda: ' B

donde el minimo corte gue separa a vy de vz es Ba=({uy), {(U2,Us,Us us,u.;])
£on un peso de 18, entonces

18 A 17 V3, U
L) 0 ’
G \.?J Ve, Us

Ahors escogemos 8 Us Y U Considersndo 2 Uy Y Us €OMO uUn solo
nodo,

encontramos el corte minimoe Ea=(u,vzvel, (Vs e ust) con B:l=13,
obteniéndo et diagrama:

2 o o= (D
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Ahora consideremas fss, tomando a v, U2 Y Ls COMO Un So0lo nodo:

(%JI_Q\S \L
4
C.
el corte minimo resyltante es €¢ = (fus), (V,V2,03,Us5,06}) con KBul=1d,

entonces:;

14

@ 18 @ 17 @ 13 @

Finalmente consideremos fis tomando Wi, Uz Y Ue COMO UN NOGD Y Uy
- come otro, obtenfende & misma red anterior:

4
"J"UZ 2 (8
Ue

y el corte minimo Cs=({La}, {1,V2,U4,V5,0s}) con peso 15, déndonos el érbol
final:
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14

17

(N 18

O— -0
tPodemos asegurar que el flujo méximo de v, 8 v; es 13, el {lujo
méximo de v, 8 U, B85 17, etc.?, es decir

LEMA 7.
£ Hujo entre qos novs cuslguivtd s sInplements
mint ), 1, .. &Ll
donde los G son los valores de lo serfe de aristes del érbol de
esxpansiin maximal gue conecten los dos nodos.

Demosiracian.
Consideremos dos nodos: v; § v;, enitonces
fij  min CIG, KL, .., IBL)
ya qua cede KzJ en la cadene que une a v, v, corresponde 8 un corte que
tos separa. Demostrar la inecuacidn contraria es mds dificil. Consideremos
cuslquier etapa de la construccion;

donde tenemos aristas gue represenlan cortes Y nodos que representan
conjuntos. Sabemus que si une arco con valor )| conecta a A y A,
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entonces existe un nodo LeA; Y un node vjeA; teles que f=Itl. Esto es
cierto después del primer corte. Se demostrard que esta propiedad se
mantigne.

Consideremos a A; a punlo de ser cortado:

il

donde A; representa el conjunto conecledo e A por IO Tenemos entonces
gue 3 UjeA; U UjeA; con fy=tCl. Al cortar v, de Vg, A se divide en A, U Ay
Supongamos que A; es coneclado & A,

Il

Tenemos par tante gue v, y v, nos dan el flujo buscedo f .=kl en
le nueva ariste. Ahora para e} caso de s otra ariste de velor [€| tenemos
dos casos:

l) UiEAb'
Entonces el flujo f;=Ifl todavia es eplicable.

11} uehg,.

Entonces hay que demostrar gque en A, axiste un nodo tal qua su
flujo méximo hacia alglin elemento de A;es fe]

Consideremos los nodos vy, v, Vg Y v, Por el teorema 1
’P : min { fjp tiq' fq, }
dede gue v; Y v, estdn en el mismo lado del corte €' y W y v, estén en
e! otro, sabemos que el flujo '.b no es afectado si Aiq se reemplaza por
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un sola nodo, o lo que es lo mismo, si todas las aristes que estén
contenidas en A,-q tienen una cepacidad muche mayor. En este caso
tendiamos una fi; grande y como no sfecteria se debe cumplir

f 2 min { 5, g, ) = min (6} 17 ).

Como el minimo corte que separa a v, de v; es €, se tiene que IOl =
fiy ¢ ©1y como consecuencia fy, 2 ICl. Pero en el diagrama vemos gue C
es un corte que divide & VY v, por lo tanto f, = el Luego entonces
U eAp 4 U;€A; son los dos ngdos buscados.

Como ahora sabemos que en el érbol final los velores de las aristas
en realidad represenien los velores de flujo entre los puntos adyacentes,
aplicando nuevamenie el teorema |

f;; 2 min { Ig,
to que nos da el resuilado deseado.

fij = min Ligl, i, ., gl kL

e, .. & ),

qEL

Entontes 1a matriz de fiujos méximos para nuetro ejemplo es:

Us Uz Uz Ug U Uy
v - 18 13 13 13 17
v {18 - 13 13 13 17
U |13 13 ~ 14 15 13
Us |13 13 14 - 14 13
ve |13 13 15 14 - 13
v |17 17 13 13 13 -~

En un é&rbol cualquiers una arista de uv; a v; puede cansiderarse
como la representacidn de un corte de los nodos, ya que si se gelimine,
los nodos del érbol quedan divididos en dos conjuntos, A y A. Si ademés
cada corte asi obtenido es un corte minimo entre v; y v; en una red G y
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el valor de la aricta del drbol es la capacidad del corte en G, enionces e}
érbol es Namado Srds/ corfade de G.

Enlonces acabamos de desarrollar !a menera de cobtener el érbol
cortado de une red reseclviende n-1 problemas de flujo méximo.
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HPENBIEE 0.

PROERAHA ER PASEAL
BE TRES PROCEDIMIEITES DURRESTS
PARA EL ADALISIS DE CENGCLOHERADDSD

Este progreama pide los grados de membresio diferentes de cero de
!a relacién de semejenza R y proporcions:

- 8l clerre transitivo R,

- los componentes de T-grados de conectividad para V1T

-~ e! rebanante aestrecho, la matriz de c¢ohesividad H y su cierre
trensitivo .

Esle programn acepta un madimo de S0 objelos @ conglomerar. Si se
desee aumentar este nimerc e n, basta cambiar los detos que aparecen en
fes:

- B0 por n,

- A por n-1,

-129 por 2=n,

program CONGLOMERADDS (IRPUT, BUTPUT);
var
L,M,H,K,N, NC : NTEGER;
PESO1, PESO2 : arrayl!.. O] of REAL;
0,YC2 : wrayll..B&] of WTEGER ;
B :array(t.. 5] of BUGLEAN;
CORTEY, CORTE2 : array[1..90, 1.. 0] of INTEGER;
C:array[1. . BRR, 1.. B8] of NTEGER;
R, COND :array[1 .G, 1..88) of REAL;
proctdure DATOS;
(*ESTE PROCEDURE PIDE ¥ GUARDA LOS VAL.ORES DE LA RELACION®)
(*BORROS A DE SEMEJANZA ENTRE CADA PAR DE QBJETOSH)

yar
NM, LKL 2 NTEGER;
P :REAL;
begin
reprat
WRITELNCCUANTOS OBET0S TENEMOS? (<= I)');
READ(N);
YRITELHN);



unti1 (N » 03 and (N <= E);
repeat
WRITELR('TUANTOS VALORES DISTINTOS DE CERD TENEMOS? {«=*, TRUNC((H 2 {N ~ 1)) / 2)
READ(HUM);
T WRITELN(NUM);
until (NLM > 03 and (UM <= (W = (N - 1)) / 2);
if (UM ¢5 O) then

begin

WRITELN( DAME LOS PARES DE QBJETQS CON SEMEJANZ A DISTINT A DE CEROY;
WRITELN;

WRITELN ler.OBJETO; 20.0BJETO: SEMEJANZA:D;
WRITELN;

for | =1 to NUM do

begin

repeat

repeat

repeat

WRITE(l : 3, '0. PAR:);

READ(K);

READ(L);

if (K =L} then

WRITELN(' DAR $OLD 08.%ET0S DFERENTES");

until (K <2 L) and (K > D) and (K <—N)md(L)lJ)and(L<=N)

i (RIK, L] <> D) then

VP.ITELM' EL SEMEJANZA PARA ESE PAR YA ESTA DADA.);

until (RIK, L]1=0);

READ(F);

(P <=0)or (P2 t) then

WRITELN(" LOS GRADOS DE SEMEJANZA DEBEK DE SERENTREOY 1),
11 (P 2 0) and (P ¢= 1) then

RIK,L] =P;

wRITELNC' K :3," LL:3,t SR, L)1 :1);
RIL, K] =RIK, L'I

until {RIK, L) > 0) and (RIK, L} ¢=1);

end;

WRITELN;

WRITELM{L A REL ACION BORROS A DE SEMEJANZA ES );
WRITELN;

WRITE(" );

forl=1thNk

WRITE(! 24, );

WRITELN;

forl =1toNdo

begin

R(L 1 =1,

WRITE() : 2, 7);

fork =1taldo
WRITERI, K] 28 :1," *);
‘u’RiTELN

"RITELN
nd;

4,7;
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end;
procedure CIERRE-TRANSITIVG;
(#ESTE PROCEDURE CALCUA A EL CIERRE TRANSITIVO#)
Yar
H,I,J, K INTEGER;
MAX, MIN : REAL;
B :BO0LEAN; N
R1,R2 :array(1. &80, 1..8D]) of REAL;

gin
for H =1 toNdo

begin

R2[H, H] = RIH, H];
fard =1 laNdo
RilH, J] =RI[H, J);

*
=1;

while not B da

begin

B = TRUE;
t=ley;

it Imod 2 =0 then
forH =1 toNdo
ford = toH=-1do

begin
HAX =0;
for K =1 toH do

begin

HR[H, K] »>=R1[K, J] then
MM =R1IK,J)

else

HMH =R[H,K];

i MIN > MAX then

MAR = MN;

o0nd;

R2IH, 4] = MAX;
R2[d, HI =MAX;
ifR1[H, J) 3 R2[H, J] then
B =FALSE;

ond

else

forH =1 toNdo

ford =1toH-1do

begin
MAX =0,
forK=1toNdo

begin

1fRIH, K1 2= RZIK, J] then
N =R2IK, J)

slse

MM =RIH,K};

i M > MAX then

MAX = HiN;



end,;

R1{H, J] = HAX;

R1[J, H] := MAX;

it R1[H, J1 <> R2]H, V1 then
B =FALSE;

end;
end;

WRITELN;

WRITELNCEL CIERRE TRANSITIWOES R, 1~ 1

WRITELN;
WRITE(" 9);
for & =1 teNdo
WRITE(J :5,");
WRITELN;
forJ == 4 taNdo
begin
WRITE(J : 2, *);
for K =1%dJdo
WRITERI(K, J] : 4 :1,* );
WRITELH,;
end;
ond;
procedure FUMCOM;

Y
T,K,J, H : NTEGER;

NC =0,
forJ =1 toNdo

begin

olJ) =0;
clt,d] =0;
end; '
repeat

NC =NC+1;
K=1;

repeat

while ((C11, K] > 0} and (K <N)} do
K=K+t

c(1,Kl=NC;

H=H+1;

O[H] =K;

I ((BIKD and (H <N)) then
NC =NC+t;

until ((not BIKD or (H >= N));
K=0;
repeat

K =K+1;

(O] < 0) then
t(CI1, 0[K]] = NC) then
forJ =1toNd

i (C[1, U= 0) thm

11,'=R", 151, Y ESTADADO POR:);

(#ESTE PROCEDURE CALCULA EL NUMERD DE COMPONENTES DE UN SUBGRAFD#)
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if (RIO[¥], J} > 0) and not BIJ] then

begin

cl1,d] =ne;
H=H+1,;
O[H] =4;
end;
untitK=H=-14;
entil (H=N);

WRITELR(HAY °, NC 1 2, * COMPONENTE(S):);
forJd =1toNCdo

begin

WRITE(*<");

for T ;=1 taMdo
fCit, Tl = J then
WRITE(T = 2,°,);
WRITELN(*Y);

£

WRITELN;
end; procedure GRADOS ;
Yar

C,1,d : INTEGER ;
T,SM:REN;
begin

C =N

WRITELN;

WRITELN(LOS COMPONENTES DE T-GRADOS DE CONECTIVDAD SON:');
WRITELN; )
repest

s =@l

for | :=1 toNdo
PESO2[t] =D;
fort:=1 toNdo

if not B[] then

begin

for J =11toNdo

ifl < Jthen

if not BL3] then
PESO2()] = PESO2[I] + R1I, JJ;
if 514 > PESD2]1] then
SM = PESO2(I];

end;

i SM > T then

begin

T :=5M,

WRITECPARA T=",T:2:1,'");
NARICDH,

end;

forl =1toNd

if ot Bl1] then

if PESO2(1] <= T then

begin
B{l) = TRUE;
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c=C-1;
end;
urtilC ¢=1;
end;
procedure FOPDFULK (I, HF, NS : INTEGER);
(* ESTE PROCEDURE BUSC A £L CORTE BMINIMO QUE SEFAR A DOS ¢)
(# NODOS : NF ¥ NS, PART ENDO DE UNA RED CONDENSADA 1)
var
FP :REAL;
T,d,K,L, ME : INTEGER;
0,M array 1 ..@B) of INTEGER;
F :array[1..@B) of REAL;
FCiarray[1.. 0, 1. . BBl of REAL;
bedqin )
repeat
(*ESTE REPEAT CALCUL A EL FLUJD MAXE0 POSIBLE DE N A NS+)
forJd =itoNdo

begin
HiJ) =0;
alJ] :=0;
FlJ] =0;
LCH
alll =NF;
HMINF] = 188;
MC=1;
L=0;
repeat
(*ESTE REPEAT BUSCA S| HAY FLUJO POSIBLE ¥ LA TRAYECTORIA DE ESTE®)
L=L+1;
for J =1 toNde
i (4[] = 0) and (CONDIO[L], J1 > O} then

begia
if (O[L] < JJ and (CONDIOIL], J1 > FCIOIL], O]) then
in

beg

F[J] = conplolLl, J1-FclolLl, Jl;
MC =tMC+1;

MlJ] =0IL};

apicl = 9;

s
I (D[] > J) and (CONDIQILT, U1 > FCLOILY, UD then

F{J) = conplolL), J1+ FelolLy, J);
MC=MCHT;
MiJi = -0lL);
oMC] = J;
ond;
wd;
until (MINS] < 0 or (L = MC);
if (M[NS] <> 0) then
(®ESTE ¥ ES EN CASD DE QUE HAYA FLUJO POSIELE, LO HACE PASAR®)
begin

J =NS;



FP = {E8;
repeat
(RESTE REPEAT BUSCA A CUANTO ASCIENDE EL FLUJO POSIBLE POR ESA TRAYECTORIA®)
i (FP > FIJ]) then
FP =FlJ];
J = ABS(MIJI);
until (= NF);
J =NS;
repeat
A (MIJ) 2 0) then

begin

FClu, M) =FC[J, M[JH + FP;
FCM[S], J) =FCld, Miall;

end

else

begin
Fcly, -MiJl} =Fcly, -Mlull -FP;
FC[-MEJ], J} = FCly, -t]JH];

end;
J = ABS(MIID;
until (1 = NF);

ond;

until (MINS] = 0) and (L = MC);
Pes0till :=0;

for J =1 toNdo

CORTEN, J] =0;

for J =1 toHdo

begin

forK =11t MNda

1 (VC2[K] = J) then

if(MIJ] = 0) then

CORTENI, Kl =2

F): 1]

CORTEY[,K] =1;

1FNF ¢ J then

PESOI[)] = PESOt]I] + FEINF, J)

else

eESO1[I] = PESO1 (1] - FCINF, J1;
M:
end;
procedure MINCUT (H, K : IRTEGER);
{#ESTE PROCEDURE CALCLL A EL CORTE MINEMO Dslmcm-mram-)
Yar

T,NF,NS,1,J,¥ ; INTEGER;

ver arrayl!.. @D) of NTEGER;
begin

for J:=1toNda
CiFCIM, U} =K then

begin
yerlul =1;
V=EY+1;
end;
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fori=1to¥V-1do

begin

.NF =0;

RS =0;

repeat

NF =NF+1;

while (VC1{NF] = 0) do

KF =NF+1;

JFENF+I;

T =VCINF];

while (J <= N; 2t:3 MS = 0) do
begin

1t(T vmldnthen

NS =

J .'-IJ + 1;

ond;

untit S <> 0;

ford =1 toNdo

HYC1[d] = T then

vezid] =J

else

vezldl = veiivl;

fer J =2 ta N do

fo K =itad-1do

besgin

CohD{J, K} = o;

CONDEK,J] =D;

end;

ford =1%N-1do

forK mJ+{teNde

it (ve2ld] » 0) and (VE2(K] » 0) and (vC2[J] <2 YC2[K]) then
begin

conove2(J], vezik]) = conplvezidl, ve2ik]) + RIJ, K;
Cmolvczlkl vez{ull = condvezlyl, vezikl);

rDRt-FLn.Ktl NF,NS);
forJ =1 to N do
HYCIJI=T then
case CORTEL{I, J]of

1:
YCi{a] =tF
2:
Vel [u] = NS;

’
end;
PESD2Z[H] = PESDI(1]);
1=1;
ford =20V ~=14do
if PES01 [J] < PESO2H] then

begin
PESOZ(H] =PESO1[J];
1=9;



end;

for J:= 1 toNdo

CORTE2[H, J] = CORTEL L, J);
WRITELN('EL CORTE MINIMO ES:Y);
WRITEC {1);

forJ =1 taNdo

if CORTEZ[H, J} =t then

WRITE(d = 3, 4,);

WRITECY, (7);

ford =1toNde

if CORTE2([H, J] = 2 then

WRITE(J : 3,%,");

YRITELNCY )Y,

WRITELN('CON PESO: *, PESO2[H] : 2 : 1);
YRITELN;
end;
procedure ARISTAS;

Yar

T,K,H,J ; iNTEGER;
begin

WRITELN;

WRITELN('PROCED IMIENTO DE 'T-ARISTAS DE CONECTIVIDAD.");
WRITELN;

forH =1 taNdo

B[H] = FALSE;

NUMCOM;

for H=1T1toN-NCdo
begin

J=0;

repeat

JEdet;

K =CIH, J;
Lad+i;

whik (K © CIH, LD and {L ¢N) do
L=L+y;
mtilK=C[H, L];
WRITELNCEL SUBGRAFD A CORTAR ENEL PASQ", H :2, "ES:);
WRITE( < *);

far T=1toNdo
IFEH, T =K then
WRITE(T :2,",;
WRITELN('>');
MINCUT(H, K);

forJd =1toNdo

if CORTE2[H, J) = 2 then
ClH+1,J] =NC+H
¢lse

CH+1,4J) =CiH,J);

end;

for J:=1 toNdo
forK =1toJd-1do
for H =1 to N -NC do
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iF (CORTE2{H, J] > 0} and {CORTE2{H, K} > 0) and (R[J, K] > D) then
if (RIS, K] < PESOZIH]) then

begin
RId, Ki = PESO2(H];
r[K, ] = PESO2IR];
end;
WRITELN('L A MATRIZ DE COHESIYIDAD ES);
WRITELN;
WRITEC* 9;
for J:=11toNdo
WRITE(S :5,*9);
WRITELN;
forJ=1toNd
begin
WRITEC( :2,7 1);
RlJ,J] =E8;
forK =1tod-1do
WRITE(R[S, K} :4 :1,° 9;
WRITELN 0.0°);
end;
CERRE-TRANSITIVO;

‘fd.

(#CUERPO DEL PROGRAMA %)
begin

DATOS;
CERRE-TRANSITIVO;
GRADOS;

ARISTAS;

end.
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