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PRESENTACION

Ho se puedon concebisr 1a ldgica y la filosofia matemitica de
rmuestreo tiempo sin la figura de Kurt Godel, como impoxible o5 mencionar
a este ilustre matematico sin evocar sus célebres tecremas sobre la
incompletud de s AritmStica. La fimportacia de estos tecremas se aprecia
o =6lo en @l &mbito de las matemiticas, sino en esforas tan distantes
domo 1o Son la literatura o la filosofia de la conciencial! No obstante,
Al recorrer la vasta literatura sobre el tema llama la atencidén el hecho
de gque ningGn autor asequible e ocupa por completo de la demostracién
deol segundo de dichos teoremas.Z El trato gque so le da os desigual, y
va desde una breve mencidn al equivoco planteamienioc sobre @l modo como
= le debe demostrar. Tengo la conviccidn de que algunos autores ignoran
en realidad como se demuestira dicho tooreoma, limitandose a repetir y en
ocasiones a tersgiversar lo gque han leido o escuchado sobre @l tema.
Entre otras cosas, este trabajo intenta llonar dicho vacio en la
literatura presentando una demostracidén completa del mizmo,

Lz demostraciom del segundo teorema de Gidel exige por parte del
sistema formal considerado algo mis que la simple binumeracidén de las
relaciones recursivas primitivas. Es necesario, adomis, probar con
variables libres las ecuaciones gue las definen. Esta exigencia foue un
factor deci=ivo al elegir un sistoema formal que conviniese a este
proposito:r el =istemas AR. En éste se dispone de un sixbolo para cada
funcidén recursiva primitiva y, entre los axiomas, las ecuaciones gque las
defipen. Tal peculiaridad significa un ahorro considerable de trabajo,

Pose & las complicaciones Qque induce al aritsetizar la sintaxis.

El trabajo se divide en seis capfiulos.

El capfitulo I ests dodicado a la aritmética recusiva. En $§l1 se
definen los conceptos de funcidn recursiva ¥y recursiva primitiva, =seo
introducen algunos procedimientos gue permiten definir nuevas funcionex

recursivas ¥y se desuesira qus varias operaciones conocidas caon en el
#dmbito de la recursidn.

En el capitulo IXY se define ol sistema formal AR y se derivan algu-—
nos teoremas quoe serin de utilidad més adelante. El énfasix se hace en
las operacionoes ¥y relaciones aritméticas usuales como la sum, el pro-—
ducto, l1la divisibilidad o @1 orden. Por Giimo se demusstra que AR tiene
1a capacidad de expresar nuséricamente cada relacidn recursiva.

. . . . . o T T — o T T o T o T T f— T J T {7 T . " T 1 {7 = {7 o B o e . . T T S (U T g g

1 El impacto de los Ltecremac en la fllosofiam no adlo de las matemiiica=m,
mine de la filocacofia eon general fue enorme. Por sjemple, J.R. Lucas
inicia con sztas palabras un pelémice arficulo que titula = _mentes, las
midquinas vy GSdal: "Tenge la tmpresidn de Que el teorema de Gbdel
denuestra Que el mecanisisme es falso, s decir, gue las mentes no
pueden ser exglicodas como las miguinas™,

2 Una forma simple de estos tLecremas dice: En cualguier sistema formal
para la tecria de lo=s ndmercos qQue ne sea demmmiade restringido muceden
dog comas: (1) Sa pueden construir proposicicnes aritméticas P gue won
ciertas mas no derivablec dentro del formalismo. (2) El xictema ex

incapiz de probar =u conmistencia Co bien, la férmula C que expreza 1a
consistencisa del mintema no ea derivable an &12.,
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En el capitulo III =xe codiffica la sintaxis de AR en 1a aritmstica i
recursiva a través de una correspondencia especifica, y zo muostra gque
rociones tales como las de prusba o axioma =on recursivas primitivas. So
iniroduce, ademis, una importante operacién de substitucidn sbCpv, v, tD
que, dades los cidigos pv, v ¥ £, gepara el cédigo pt como resultado.

El capitulo 1V esta dedicado al primer teorema de incompletid de
Godel. En la demostracidn del teorema se recurre a la hipStesis especial
de gue AR es wconsistente. Como tostimonio de que la hipétexis de
w—consistencia se puede reemplazar por la mfis débil de consistencia
Simple, a continumciédn se demsestra 1la forma de Rosser del teorema de
Goddal, Acto seguido se incluye tma exposicidn informal del tgorema en la
cual ze pone de manifiesto su semejanza con 1la llamada Paradoja de
Richard., Por Gliimo o exponen condiciones generales para que el teoroma

=o apliqie a un sistema formal arbitrario y se exploran algunas de sus
consecuenci as,

En @1l capitulo V s¢o demuestira &l segundo teocrema de incompletud de
Godel., Para eollo se introducen las llamadas condictones de derctvacidédn de
Hilbert y Bernays y se demuestra que el sistema AR posee un predicado de
Arueba TEx) gue las satisface. Hay dos= demostraciones del teorema. La
primora do ellas se apoya on dos resultados de importancia: el Loma
Diagonal y ol Teorems de (1.6b. La segunda demostracidn se hace con el
prop6eito de exhibir 1a relacidn entre el enunciado de Godel ¥y los
enunciados de consistencia. El capituio termina con una discusidén en

torno al procedimiento que =e sigue on ia demostracién del sggundo
teoroma.

El capfitulo VI exsti dedicado a la demostraciédn de gque ¢l predicado
TEOX x) que corresponde a la nocidn <x es un teorema de AR> es en
realidad un predicado de prusba para AR. Para ello se demuestra gque
satisface las condiciones de derivacién de NHilbert y Bernays. Al hacerlo
sza pone do manifiesto la capacidad que tieno @l sistoma AR para expresar
los conceptos y raronamientox a que da lugar. Con 2l1lo = concluye 1a
demostracion del segundo tecrema de Gidel y tambidn este trabajo.

AGRADECIMIENTOS. — Al doctor Francisco Tom&ss Pons por la entusiasta
acoglida que did a &sto cuando adn era un proyecto y por su ayuda en el
desarrollo parcial del mismo. Al maestro Gonzalo Zubleta Russi por haber
aceptado la direccidn de este trabajo cuande el Dr. Tomis debid
ausentarse por tiempo indefinido de nuestro medio académico. A &1 y al
magstro Alejandro Odgers L6pez mi mis sincero agradecimioento por la
atencidén que brindaron a la exposicién de esta tesis y por sux valiosas
criticas y comontarios. A todos ellos mi admiracidén y respeto por gque
con su labor y ejemplo engrandecen a nuestra Universzidad,

Ciudad Universitaria, a 16 deo Febrero de 10988



CAPITULO I
ARITMETICA RECURSIVA

En el alo de 1831 Kurt Gddel, eshtonces un joven matemfitico de 23
afics de edad, publica un novedoso trabajo que viene a revolucionar 1a
Légica contemporanea y a producir un viraje an la direccidn de sus
investigaciones. El trabajo llova por titulo “Sobre proposiciones
formalmente jndecidibles en Principia Mathematica y siztemax afines”. En
é1 Gidel introduce un procedimiento original gue le permite fijar
limites a 1a capacidad de algunox sistemas formales paras representar a
1la teoria gue suplantan. Dicho procedimiento =e conoce como métode de la
aritmetizacién de la sintaxis. Consiste, bAsicamente, en asociar nimeros
enteros a lox objelos dol sistema formal considerado. Con su ayuda e=s
posible formular un extenso nGmaro de enunciados ¥y rarzonamientos
molatedricos an la aritmsStica. Su aplicacién prictica descanza en la
teoria de lax funciones recursivas, por 1o gue resulta indispensable
hacer una breve referencia a éxtax.

En 1a Aritmética Recur=iva zs6lo se utilizan md$todos constructivos,
espocialmente doxt la recur=sidén (gque le da su nombre a la teoriad y la
Inducedidén. En términos mis exactos, la Aritmdtica Recursiva es 1a parte
de Ia teoria de loxs nimaros que se zonstruyw con base ens

1) Operaciones 16gicas elemantales como ia negacidn, la conjuncidn, la
dizyuncisén, la implicacidén y la cuantificacidén restringida a dominios
finitos.

2 La relacidn de igualdad y el principio de zsubstitucidn de fguales por
iguales.

3 El principio de induccién finita y métodos equivalentes.

4> Las definicionex recursivas.

La teoria de 1la divisidn, la del miximo com(m divisor y la de 1a
descomposicidn en factores primoxs (incluyendo el teorema de la unicidad
de la descomposicion) forman parte de la Aritmética Recursiva. En sxte
capitulo desarrollamos agquellas partes de la teoria gue son rolevantes
para 1a comprensidén de los tecremas de Godel. No obstante, debemos
sefialar gque esta teoria tiene un valor autdnomo que va mis alls de la
investigacidn de los xistemas formales. Ex, en cierto zentido, el
oestludio de las funcione: efectivamonte calculables, lox procedimientos
de declzidn y los nlgoritmos.

{ I.3.— Las funciohes recursivas |

En esta seccidén desarrollamos uma toorfa informal acerca de ciertas
funciones aritm$ticas llamadas Recursivas. En esta teoria, al igual gue
wn las fnvestigaciones metamtemiticas gque le ciguen, utilizamos sdlo
métodos constructvos o finitos.

La clase de las funciones recursivas surge al precisar el concepto
de funcidén calcutable. Clertas funciones ifiniciales —gue se aceptan como
calculables de inmediato- son llamdas recursivas. Para generar nuevas
funciones de osta clase a partir do agusllas previamente definidax se
dizpone de tres reglas, Cada una de éstas indica un algoritmo para

=



calcular los valores de 1la nueva funcidn una vex calculados lox valores
de laxzx funciones que la definen.

€13 Funciones iniciales

a) La funcidn sucesor st — N de grado 1.
b La funcidn constante cero O1{Pr — 30N de grado OF, Esta funcién ,
repetimos, se doenota Ko

) Para cada parsja (n, k) con 1=k=n una funcidén proyeccién B’ | Ypp— Y
definida por la scuacidén %Cx’.xz,...,xn)-xk.

C2>) Raglaz para generar funciones

a) Composicidn.— Si g o= una funcién de grado >0 y h,....h, son
funciones de grado n, entonces la scuacidn

fo‘, ey xn)-gfh‘Cx‘, sesg xn), vs sy th_x‘. smagy xh))
define una funcidén de grado n.

B Recurzidn.— Si g os una funcidn de grado n ¥ h es una funcidn de
grado n+2, entonces las scuaciones

f(x‘,...,xh.O)-q(x‘. -oo,xn)
fo‘....,xn,sy)-hc:c‘,...,xh.y.fo‘,....x",y))
definen una funcidén de grado n+*i4,

c2 Minimalizacidén Coperador w.— Si g sx una funcidén de grado n+l con
1a propiedad de que para cada n meros k‘....,kh hay una k tal qua

FCK;sere,k , kI=0, entonces 1la ecuacidn

f(x‘,-.-.xn)-py(g(x’_.--.,xn.r')-())
dafine una funcién de grado n°, A ¢ so le 1lama OPERADOR MINIMAL.

Una funcidn aritmeftica o= RECURSIVA cuandc es inicial o =2 genera a
partir de las funcionas inicialex aplicardo las reglas de composicidn,

B na funcidn aritmétioa de grado N e3 una correspondeéencia f:N“——PN-

Cusnde =l 31 dominic ea N°-—-(m. En Lal omwc la funcid4n no s otra cosas
cgue la slecoildn de un el ementc de b con @1 cual me le identifica. En el
aamoc QU Nos ocoupa Aa funclén esa (@D =D, gue también se deancta K.

4S8 nwd, las ecusciones Bon de la forpa £COImk, fCsydwhly,fCyd), con Kk

wna conmlantis. Se trats, on esle casc, de una definlcidén aln parimeliros.

® sxpreni &n MyCgCk,, ...,kn.y')-o} dencta al mencor numerc Y gus es un
cerc de la funcién h(ydmglk,sec+3 ks ¥). En otras palabras,
gl es ek, ¥I=0) on @l minimo del conjunte (ylg(k‘,...,kh.y)-O).

6



recursidn y/o minimalizacién. Ei oen ol proceso no se aplica la regla de
sminimalizacidn, entonces ze dice que Ia funcidn eos RECURSIVA PRIMITIVA.

fUna definicidén alternativa ex 1la siguients: 1a clase de lazx funciones

recursivaz w3 la minima clase gque contiene a las funciones infciales ¥

ox cerrada bajo lax operacfiones de composicidn, recursicdn y minimalixa—
cibn. Si en la definicidn so omite Ia minimiizacidn, entonces la clase
es la de las funciones recursivas primtivasxz).

Por definicidn toda funcién recursiva primitiva o recursiva.

Aunque aqui no lo haremcs, se pusde demostrar que el reciproco de esta
proposicidn es falso.

— | Ejemplos |

A conlinuacién presentamaos una li=ta de funciones recursivas
primitivax junto con su definicidén. De la minimaliracidn nos ocupamos =l
formalizar la Aritsftica Recurxziva, aurngue sste recurszo o= de poca
importancia en nuestro estudio. De hecho, el método de 1a aritmetizacidn
da Gidel z8lo hace uso de las funciones recursivas primitivas.

10 - KX, O) -P“Cx)
+H x, s¥d -SCP-Cx. ¥, H %, ¥I3)

funcidén suma

2. — =50}, =(xf0)), =C=CxC(0D]3),... constantes 1,2,3, e+

. En el Gltimo incizo escribimos O en vez de K. En general cada
funmcldén constante K Cx,,.-«,X 3wk se denota con l1a constante mixzma,
aungue esto de lugar a confusiopes. As{ mizmo, en lo gue sigue las
scusciones gue definen cada funcidn =» escriben en notacidn ordinaria ¥
Ein incurrir en detalles, lox cuales debe cubirir el lector, Esto
xignifica que al definir una funcién recursiva ze omite la excritura de
algunmas funciones inicialex, algunas recursiones y algunaxz composicionex
gque en rigor se deben poner.

Por efjemplo, en vez de la escritura utilizada en la definlicidén de 1a
funcion suma, simplemssnte ezcribimos x40mx y x+zsy=xOx+yd.

A, — x-0=D

XoE cyax funcidén producto

4. — K, COI=k
K C=yd=k

funcidén constante k de grado 1

Las funciones constantes k de grado n>l1 =e definen inductivamsnte
como sigue: KM.:CI,O)-MCD; K ot xyd=mK  CX, yD.

{Hota. — Como de coxtumbre, X,Y¥,Z denotan zucoesiones x.,...,x..
Fyporos, Zioooos de parfmetros. En adelante, fCX,y), gC¥, x> etc,.
representan expresiones de l1a forma fOX,e.e,2,¥Y GOy e, ¥, .23 otc.
pars alguna n, my k respectivamente.)

5. — xOumi

v funcldédn exponencial
wesYmne? -3¢



i

1§

B.— o! d S .
maxl wcl . factaorial de x

Ve gggg:‘;gx predocesor de x

8. — :::-*0 C scayd diferencia positiva de x con ¥y.
yopd 8 £ Cmi XAZY, entonces X+ymx—yd

9. — smindx, ¥y ayslxayd ‘menor ntGeero del conjunto <{x,y)

Inductivamente se define la funcidn minime para un nGeero finito
aungue arbitraric de argusentoz. Sea n2l y supdngase definida la funcilén
mn, , de.grado nti. La funcidn min, . 5o define como sigues

ming, Kx,.cceod oX o= mintmdrn,, L, eee, X, 3%, 23

10, — max(x, ¥y sx+{ y+x) mayor nimeroc del conjunto {x, y)
En forms anidloga al #2, =sc¢ delfine la funclidén L T, inductivamanto

coms sigume: max LN eee, X e X g XA, X, 0.0,x .3, b .

13. - =gtod =0 signo de x. zglrxdsl & x»0

sglsxi=l
12.~ sgeCO0i=)
- SgelEx) »0 signo contrario de x. =zgcixd=d &> 20
13, — Jx—y ) wCx2y) 4C yaad valor abscluto de la

diferencia de x con y

»—~ Si FCX, YD ws unha funcidn recursiva prixitiva, sntonces
las funciones

o, (X, 2)u E"C!, k3 v QI- ﬁ fCX, k) son recursivas pri-itlvnsb.
k=0 k=0

Pemcstracidén

o X, OO = (X, 0)
suma acolada de [

(X, sz = (X, ) 4f(X, =23
P,CX, O3 = (X, O

producto acotado de £ 9
P X, 2) =B (X, 2D £CX, =20

En el texto se utiliza la notacidn ordinaria If y [ff para estas

funciones. E1 hecho de gue la "variable” k no figura en ninguns de sux
definiciones nos muestira que la misma ws tan sé6lo aparente.

OEstas funclonea mon de grado R+l al igusl que . Sin embargo,

dependen
de X v T, mientram que T depende de X »y y.

e



a4

Las funciones E ICX, kD ¥ ﬁ (X, k) son recursivax primitivaz para
kzh k= h

cada hO que =» alija. Suxs definiciones son las sigulentex:

x Eah = xah
fCX, k= £CK, ht 42 1 fCX, kOm fCX, h+jd.
kl;lh J'l:lo kgh Jgo

Ambax funciones son de grado n+2, pwes dependen de X,z ¥ h.

[ I.2.~ Relaciones ¥y predicador recurt]lvos |

La tecorfa de lasz relaciones recursivas no es dixstinta de la de las
funcionex recursivas. La reduccidn de la primera a la segunda se logra a
través de un artificio simple: una relacidn aritmética e recursiva =i
=u funcidn caracteristica lo es.

En lo que resta de este capitulo presentamo=s algunos procedimietos
gque permiten definir e fdentificar nuesvas funciones recurszivas. Esto no
incluye a lxs nociones de relacidn decididle y relaridn snunerable que,
aurxjue centrales eon la teoria, po zeridn consideradas en nuestro estudio.

Pefinicisn. — Si RENm, entonces s& dice que R o una relacidn aritmética
de grado n y, cuando n=i, también que R ex un pradicado aritmético.

Sea R una relacidn aritmética de grado n y cea XoC3,, -0 05X, e
Para indicar que X ex un slemento de R se escribe RC:: seaes¥X 3, ¥ Para
indicar que X no o= un slemanto de R se escribe FIRCH s e 0003,

Definjcidin.— Sea R una relacidén aritmiética de grado n. La funcidn
caracteristica de R es 1la funcién CR:N"—-a{O.J} determinada por 1a
condiciédn de gque para todo Xel', C (D=0 &> TeR- 7

Dafinjcidn, — Una relacién R es recursiva (recursiva primitiva) si =u
funcidn caracteristica CR es recursiva (recursiva grimitivad.

Los sigudentes zon ejemplos de relaciones recursivas primitivas.
Como eon el caso de las funciones recursivas, las relaciones aritméticas

" o e i . . v e T Bk e R e i e —— ——— -— —— -_—

"Una definiaisn alternativa de uso frecusnte ea d4ata: Una relacién
aritmética R o recursiva si existe una funcldén recureiwva fR= NT—e N te1
que fR(D-D > XeR. En ccasionea haremos umoc de szta deafinicidn por ser
mie cdmoda. A fR le llamamos funcidn representianie de R. Ewm facil
demostrar que ambaz definiciones caracteriwan la misma ©lase de
relacianex recurmivas: =i fR ox una funcidédn represzentante de R, sntonces

Chcn-sngRCD) para todo Xeli™



e escriben en notscldn ordinaria. Asf{, por sjemplo, se escribe =y sn
vozr de wiXx,y) etc.

14. - x<y uns funcidn representante es x+y.
198, — x{y una funcidn representante e m=xiy.
168, — xwy la funcidn caracteristica es CCx, ydwsglx—yl.
: v
17. -~ xly una funcién representanio es [} Ixk-y!-
kroO

Sean RCX,s e+-2%D ¥ SC¥,peess ¥, Felacionss recursivas. Con
Zer oo,y denotamos umna sucesidn de variables cuyas n primeras
componentes son X, ...,X, ¥ cuyas &ltl;as m componentes Zon ¥, e - ¥
Esfioc significa que las variables ZTyseewaZ), estan indexadas de modo que

My T Tgp o v es X WLy Y gyt e o0 Yy Ty °

Definjicién.—- Las relaciones TR, R&S y RvS son las siguentes:
— XeqR si y sélo si Xeft

— 2eRaS =i y s4lo si XeR y YeaS

— Z2=RGS =i y s6lo =i XeR} o YaS.

Conforms al uso establecido escrbimos RIDASC(Y) y RCDVSCY) en vex
de C(RESICED y CRVSI (D respectivamente. El grado de 7R o= n, mientras
que ol de R&S y RvS es h.°

Las rolaciones R=S y Re*S se definen, respectivmente, como RS ¥
C(R=SIMLS =R

Proposicidn 2 (cerradurad. — Saan RCD y SCY) relacionex recursivas
Creacursivas primitivasd. En tal ca=zos

12 RCXD o5 recursiva Crecursiva primitivad
11) RCOASCY) o3 recuwsiva (recursiva primitivad

111> RCODVGCY) s Tecursiva Crecurmiva primitivad,

.s‘ qu" amep xn} y Y‘{y" ee e .ylﬂ}. antonces {z" e th}-xLN' Cuando
YNY=E, hay al menom una Lerna de variables X ¥y12y talen que >q =y, =3

De lo anteriocr me desprende que h ez nimeroc comprendido entre maxtn,md ¥y
ntm,

Pun sjenplo. Lam relacicnes ¥{¥ y ¥Y!Z mson ambam do grado 2. Ne

chatante, l1a relacién ¢x€yIy!z) e de grade 2. pues »l parhmetro <y>
-u coman. .
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Por h.lb6t-=.‘l.= lax fumciones CRCD ¥ CSCY) son recursivas C(rpd
1) La funcién caracteri{ztica de =} es sgc(CRCD.')
15} La funcién caracteristica de R&S es sg(CRC!)-&C‘SCY))
1430 La funcién caracteristica de RvG ws CED -C LY »

La proposicidén 2 asegura que o1 conjunto de relaciones recursivas
Cprimitivas) es cerrado bajo las operaciones légicas elemantales de
magacldn, confuncidén y dizsyuncidén. No puede decirze lo mismo de l1la
ctmntificacidn, <ea éxta umniver=zal o existencial.

Supongase qua la funcidn FCIL D es recursiva. Coantificando se
define la relacién PCXD como sigue: PLODEIR(1CX, Dd=0). Aungue la funcidn
f ez calculable para valores arbitrarios de X yv z, #1lo o es suficiente
para decidir si P(D e= verdadera o falsa en todoxs los casos. 19 Por
ejemplo, =i para una X dada no existe una = tal gue CX,xd=0, la
falsedad de (D no se pxird determinar mediante un cificulo, El problema
radica en gque la falsedad de PCXD involucra sl cflculo de todos los
valores del conjunto {fCX,z)|zedl} ¥ dicho proceso es infinito. Nusstro
aejemplo nos muestra que las relaciones J2RCI, 3 y V2RIX, Z) no son
necesariamente recursivaxs atn cuando R lo xesa, Esta limitacidén =e
subsana parcialmente al restringir la cusntificacidén a dominios
acotados., La sigudente proposicidén nos indica cémo.

Proposicidn 3.— Sea R(X,z) una relacidn recursiva Crpd de grado n+l y
soa f{Y) wna funcidn recursiva Crpd. En tal casos

1) SIX, YOEIz{(z<f(Y) & R(X,2)) o3 una relacidn racusiva Crpd on las
variables {x,...,x NHr,..--, ¥ }-

13) TCX, YOEVYZ(zSI(Y) = R(X,2D>) o una relacidn recwsiva Crpd en las
variables {x,..c.% HHys+00,¥, ). 18

DEMOSTRACTION

r
i> CSC!, YOo==g( nVCRCI. k3), Esta funcidén s¢ define por substitucidn y es

o
recursiva Crpd cuando f y CR 1o z=on.

Y
11D CTCI. Yomeg( EYCR(I. kJ). Mismo comontario que en Cid. »
k=0

e L e o e e e e T S e B B . S B, T e S B S T T T — " I T (U VY. LA I . S (. o S o

101 o relacién RIX,2)EICE, 2)=] al eas recurmiva. Su funclén
caracterizstica e CC(CX,2),0). La no recursividad de P(I) =élo pusde
tener por cauvsa la cuantificacidén irrestricias.

11
El grada de § o T ex igual al cardinal de del conjunte
{x‘....,xn}U{y‘,....ym} v @3 manor gue NtM cuando la intermeccidédn de

loms conjuntox = no vacia.

11



| I-3.— Lo operadares i v M acotados ¥y 1la definicidn por casox |

En esta xeccidn describimos tres formas de definir funciones
recursivas a partir de relacicnes ¥y Nimciones recursivas. Las dos
rimerazs tienen como base la aplicacidén de zendoz operadores aritméticos
1lamados minimal Coperador ud y maximal Coperador Mp. La tercera sz 1a
definiciétn por casos.

Yos operadores u y M transforman relaciones aritméticas en
funciones aritméticas. Dicha transformacidén depends de la realacisn
conziderada y de la wvarfable gque se liga con #l. Del operador au hay dos
formas: la libre y 1a acotada.

13 FORMA LYBRE, — Sea RCK,z) una relscidén aritmética de grado n+i. Con R
Y el operador g se define una funcidén de grado n en X —que ze denota

HZRCX, z3— comn sigue:
z, =i {ZIR(X,D}=B y z =min{z |RCX, 2D}

MR, D=
. {o =1 "FRCX, 2.

El operador g sn su forma libre no siempre lleva de relaciones
recursivas a funciones recirsivas., Como sn el caso de la cuantificacidn
existencial, cuando 13X X, x> es ol casxo, seo esti ante tm proceso
infinito de cflculo para determxinar =1 valor de la funcidn., Es por ello
que se introduce el operador g en su forma acotada.i?

20 FORMA ACOTADA.— Cuando la relacidn RCX, x> ex recursiva (rpd ¥y se
acota el dominio de 1a variable ligada por @l operador, la funcidn asi
definida ex recwrsiva C(rpd. En este caso el valor de la funcidn no
sélo depende de X sino de X y el valor de la cota.

Saa 1CY) una fuwidn aritmética. Para cada pareja (X, YY) xzo define
el conjunto RF como sigoe:

RF={nelNin<rcyd) & RCX, nd}

Proposicidn 4. — Si RCX, D y £CY) son recursivas (rpd, la funcidn
mi R si RF»=&
gk, ¥om
£CYD 41 si RF =0
es recursiva Crpd.
Demostracidn

[ k
gtX, ¥ym= zv( n CCE, j0) es recursiva (rp> en £ »y C_ n
k%o i=o P R

Fl otro operador ya sancionado es el opsrador maxtimal M. Soan (D
una funcién aritmética ¥y RCY, =) una relacit6n aritmética. la expresidn

1*Cyando para toda X hay una Z tal que RCE, Z) y R ec recurgsiva Cr.p.D> 1la
funci én FZRCX,L) tamblién e recurziva Cr.p.D: PZRCI.Z)-FZCCRconJ-O)o

1z



M(z=f (XD & RCY,z)) se lee “la mayor z menor o tgual gus (XD y tal gue
RCY,z>"”. Con el operador M se define una funcidn en X y ¥ como sigue:

£ L
Mz(z<fCX & RCY,Z))=fCD« § € fj C.CY, FCD 3D
t¥0 jxo K
Ex claro que si f y R son recursivas (rpd, 1a funcidén recién definida
tambidén lo es.

Lax siguientes son algumas funciocnhes aritméticas definidas con
extos operadores.

18.— ad> mcmlx, y)= 1<r<xy & xlxz & ylx) minimo comin multiplo y
bJ’_g::dCx, ) (z<x B z|x 8 Z|y) miximo comin divisor.
. -
10. — a) gCx, yd>uMr{zsx & yzSx) cociente y residuo de

B rCx, yDomxaq(x, YDy dividir x por y.

La tercera forsa de definir funciones recursivas ws procediendo por
casos. En la propozsicién siguiente se indica cdHmo.

Proposiclidn 8.— Sean R, (XD, R, CX relaciones recursivas (rpd ajenas

entre s{1%y sean g (DD,...,g(X, KD funciones recursivas (rpd. La
funcidén I definida poer las scuaciones

D =g (X, ....814 R
fCDOmg C(X).....81 R

FCDmg iD.....58 R(D
(D= D ......on ¢l caxzo restante

o recur=siva C(rpd.

Pemostracldn

" "
£CO = § (9,CD +xgeCC COII} €, COI KD =
N LY =1 Ry

I.4.— Doscomposicién en factores primos )

b 4
definicidén por curco de valores

Al definir una funcidn por recursidén puede occurrir que =l valor de
fCX, =y> dependa no =6lo de £CX,y) zino de algunox o todos los valorex
£CX, 0>, £fCX,1),...,1CX,¥> gue le preceden, A una definicidénde axte tipo
= le llams recursidn por cursec de valores. En esta seccldén demostramns
que algunas funciones definidas por curso de valores son recursivas. Al
hacerlo pos apoyamos en ol Tecrema Fundamsntal de la Aritméticas todo
nGmero natiral mayor que la unidad es igusl a un producto de factores
Primos quae ws fnico salvo &l orden de dichoxs factores. Aungue Do
demsostramos o]l tecresa, sf establecesys 1a recursividad de las diversas

15es decir, mi i, Jj5Sk v j¥i, entoncea le]-ﬂ
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nociones que en 41 figuran. En adelante las proposiciones 1—-£ c«©= np.l.lc.nn‘
repatidas veces zin hacer ssncidn explicita de ello.

Donotamozs a lax relaciones ¥ a los predicados aritméticos con
letraxs maytisculas, mientras que a las funcionexs aritméticas lax
donotamos con letras mintrcculas.

20. — PRINOCO) ez falso
PRIMOCSXIEWVY CySx & ylsxe=s ywid, 14

PCEx) sy(ySpCxdt 41 & PRIMOCY) & plxd<y)

Exia funcidén snusers los Himeros .primos en orden creciente: plidms2,

PCEIw3, plADmS, pldlm7, prSicii, etc. 'En adelante al n—esimc nGmoro
Primo lo denctamos Pn, ¥n vez de pind. -

22, — fpC0,xdwi
fpley, 30 mpuz{zSx &k PRINXZ) & zlx & £pCy,xd<x)

fpin, x) enumera los factores primos de x en orden creciente =in
repeticitn, =iendo £33N, el n—es=ac de elles. Si x no tienhe n Tactores
primos distintos, entonces fpln, x)==x.

23, — =pACd =pMyCysx & PRINO(YY & ylxd Hayor Primo gue divide a x
24. — eC0, 32 =0
olsn, x3upMyCysSx & prnlx) sxponents de p en la demcomposicidOn de >
Esta funcién también ze denota () (de modo gue eCn,x3=lx3 3. En
al texto se utilizan ambas notaciones indistintamente.

En 1a zsiguienie proposicién se indica un procedimiento que da
lugar, a través de una definicién por curso de valores, a una clase
especial de funciones recursivas. Dicho procedimiento es un recurso
importante en la aritmctixacitn de la sintaxis de diversos sistemss
formales como el gque presentamcs en &l capftulo II.

Proposicidén 8.~ Sea £ la funcitn definida por curso de valores como
=igue:
(XK, Oy =k

£CX, sy3= J] (£CX, 124gCX, 13)
[N . ]

Se afirma que =i g os recursiva Crpd, entonces £ e recursiva Crpd.
DEMOSTRACION
Vamos a definir a £ por composicién a partir de funciones

rectrsivas Crpd. Para ®llo se requiere una funcidn sspecial CFf qgque
llamamos funcién curse de valores para f. Es la siguiente:

Cf=CX, ydwppo®., . ple” Cxd

————— —— . —— ——— L ol Sl S ke g .

4 Una definiclén alternativa e érta: PRIMOCOEW C1<y<x = =y |>d

id



Fxta funcidn Cf ex unma especie de archivo sn el cusl s oncusntran
regigtradozs lox valores sucecivos £CX,0), ..., TCE ¥ Cod

La rolmcidn entre £ y Cf o ocbvia: dada la secuesncia (e de 1a
funcién original se cbiiens @l valor de Cf a través de la definicion
Cw. Reciprocamsnte, dado »i ndmaro CfCX,z) se puede calcular e] valor
doe £ en CX, k) para toda ksSx ocomo siguet

£CX, k) me(sk, CfCX, 23) e

Ahora definimay a Cf por recurzidn

CrCx, o) w2®

Sy
CICX, 5y) =CFCE, y) ~pocy con KX, yd= ] (e{sk, CICX, y3)+gCE, kd).
k=0

Cuando g es recursiva Crp) Cf también lo o=, Cabe sefialar gque en la
definicién de Cf el valor de Cf(X, xy) sdlo depende de CFCX,yl). La
funcidn f roesulta recursiva (rpd al guedar definida por composicidén a
partir de Cf smegin Caked.21

Una consecuencia importante de la proposicién 8 en relacidn &2 lox
teorsmasz de Godel ex gque =i R(X,¥D> e&x una relacidn l".CWSiVa £rpd ¥y PCxd
s un predicado quw zatisface
Plsxd=Sy{y<sx & RCx, v2) Cno irportandoe =i PCO) es falso o verdaderod

entonces PL) tambidén os recurszsivo Crp3. La funcidn caracteristica de
PCx) ox

*
CPC 0)=0 (o CPC w1} CPC =X -kgo(cpc k> 'I'CRC x, kJ)

la forma de asta definicidn o2 la descrita en la proposfcid: B,

Comn complemanto de este capfitulo Se sncuntra un apéndice al final
del libro sobre Recursividad y enunerabilidad recursiva.

ey B . e . e o e s v . B ey e . o — — s -

£}

Laz definicicnes por cursec de valores acn inevitables al aritmetizar
la sintaxis de diverscx Eistemas formalex. Ello xe debe a gue an 1a
definicién de cisrtas nocionexs se proceds do la mixma forma, apoyAndose
wn cazos snteriorex. Veame, por ejemploe, la definicidn de fornula que e
da en el Chlculo de Predicadoa.
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CAPITULD II

FORMALIZACION DE LA ARITMETICA REC(RSiVA

En exte capitulo pressniamos un sistomn formal para la aritmética
recursiva y estudiamoxs algimnmas de sus propledades. Entre otrax coszas
demostramos que »] siztema & una teoria de primer ordon con igualdad
Y gue bimmera las relaciones rescursivas,

| II.1.— Dafinicidn dol conceplo de funcidn recursiva primitiva |

ILa definicisn de funcidn recursiva prim(tina gque se didé en el
capftulo I aungue adecuada para fires prfécticos, no ex la indicada sf lo
que s pretends ex formalirar este concepto. Para ellio es indispensable
redofinirlo de un modo méx riguroso como on osta ssccidn. lLa definicidén
e of recewmcs, COmo =@ verf, tiene tm snorme parecido con la de teorema
en loz sistemaz formales,

finic +— Una funcidén aritmética £ e dice que ex recursiva grimitiva
sl existe una sucaesidén de funciones aritmdéticas L oFgpece, X tol gque:

1) fwuf
2 parg cada {i€{1,2,..-,n} £ cusple alguna de las condicionecs
siguientes:
2) £, es inicim*
b £, ze define por recursida a partir de £, » £, y 1, k<1.
. e f =w define por composicién a pariir de L g !‘H,...,Ih b
kpkopeooerk <4,

A la suxcesidn Lpeeesl == le llama secuencia ds formacién de f.%m

Para descztrar gue una funcidn ox recursiva primitiva se requiere
exhibir una secuencia de formacisdn de oila o, al menos, saboar como ze
e puede construir. A manera de ejemplo demostramos que algunas de las
funciones aritmdticas de capitulo anterior son recursivas primitivas
fiplicando la nueva definicidn.

‘Recuerdene que la funclones iniciales mon lan aigulentes:

1) La funcidém mucenosr mtCxd de grade 1,

145 La funcién conmtante cero K,, de grado O,

441D Para cada Cn,kY ocon 1X5k%n, una funcidn proyweccién %k de grdo n.
INGLene que la definicidn s efectiva an ol bentido de que wi se nos

da unsa mucesi G !“.. - - ".n de funcionsz aritméticam, =i enpre merh posible
decidir mi 1a mimmm me © Nno e una mecuencis de formacidn de la Gltims
de ellas. Tal coma deajaria de mer cierta =i la definicldn se sxtendiews
al concepto de funcidn IrecUrsivd con la adiclidn de la clfiusula
migulente:

D f me define por recurpifin a partir de £ ¥ J<i.
Emta definicién de Juncidn recursiva no serias sfectiva, puss para
assverar que la clumula Cdd es aplicable me regquariria demoatrar que

Vbc‘. --Vxhngffx’.... .x“.zl'l:O) o +l camo, lo sual no siempre o=
posible.
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. — HHOm 4 X4SymgC x4yd

1.— mCx. D -..l!...-l......l!.l!‘.--‘...-.;.l-.lc inleinl
2-“—?“(’3‘3 sstebtomspsavpsasvensnsnnsosassssravanness Anicim}
3-—?-(3‘,:(‘,'): -o-nl.-.--9---.--.---.,---.-}‘.- idntioimld

;.—:gp-cox)‘,;‘,cx')) st e a s s fees v st anestranpERsES cwiaiﬁ-‘ 1.)03
- - x‘, -“ x‘) .'..-.._'..'-.......'..'-'.'.-}r.ﬁur.lén
Ay, SK, I MECP (%, X, 40K, , %X,0)) socecccnsecs ] de 2 y 4

2, — ».0=) F S+ « Y4 _
fos pasos 185 son 1os Alsmos gque en @) 71

=, — &o’;-l--t-o-.-.-.--.-.t.--.-.-.---}------lr- ipiciml}
7.-—- ?u 8 % ® " 3BT B S SYERSEPEESE LS E S ESPSS S EE e .‘lnj.o‘.‘l

B-"‘ K!t:CO)-Koo LG B I --t.l.-t-..-...-‘..-'-.t"-.
K Csx, dmpP (o, , kO, 3)

. — P.‘(x,. Ky x.)

10. —

recursi sn
de © vy B

"B e E A RS ESS S SE A RS SEEEY SRS .‘Lniﬁi.l

“‘Cp'ncxpxg'x.)rp-cx‘nxg’xy)) sersssssrscc. goanpomialén 8,9 con 3
11, «Cx,,OImK, K. D +-cectnccncnnnsmcasnsnnneans recurmi &n
€30y, B0y D mACPY O 5360y ~C M3, Pglo6, ;30,, <Oy %.33) de 8 y 10

En noLacidén comtn la sucesidén 85-8 =« escribe 0, Pn("s"‘:""‘:' K,Cx,2=0

n,— =(0, =s=(0d, mtc. coanstantez 1,2, elc.

fo— sCx’) FsusrsmssEvLaRERERETasERTans . inicial

e — ssswsnpsnsarsrevananvensanssancss dnlcial Cconstante 0D .

3. - =€ Stscsasstavssscrsncnasssarcssss gomponicidn 2 con 1 Cconstante 1)
4. — ICSCKM,)) assscsscsnrsarsssanssnss componicidn 3 con I Cconmtante 2D
| S s(s(scxoc'))) ssssesnssssssssnscars sonponiclén & con 1 Cconmtante )

c.-— S st e A usssvpeuans hanssermuasensures BLEC.

. — K, Cxd =k funclién constante ¥ de grado 3

1. s ernmseververssrrsanunsranRRRrar Rt }om-‘,-ht- ¥. Lom= pance del i a1

- : . ,
K¥3. = K srasnnsansssnsccsssnrensannes X+l tal comc me indica en el 3
“"'“"Pnc"n"‘z) ..........'...._._...... Ainiciml

k43S, — K“(O)tk s s sssvesnsenssssansnsans

recurmidsn de k41 y k+2Z
KOs, dmP (%, , K, 0%, D) ~-enennn-

5. — xOmi H xoY myY . x

1.— Kon
Ce — scx‘)
- SCK D
4. — P”(x » XgI
5, — K, COYms(
K C(CsxomP_ (x,,k, . Cx.2)
24 Y xxuTar F gty
B, = Pp 0,5 X0 %0

Cel leactor jixtificark cada l1inead
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;. — PaaC,, 3y, mD -

Loa mimmos pasos qQue en =l 22 salve loe incluldos
12, — U 3,0 . '-‘-qn sats seria.
13, - ‘(P“c:c‘. g KD, P:Cx‘. HKyr x.))
14. — wxpilx,, O K, Cx, D>
WPl X, , I mo (P o, %y, expla,, %3, P“Cx‘, My, oxplix,, x‘)))

El lector que exié famiijiarizado con 1a nueva definicisén de funcidan
recursiva primitiva no tendrs dificultsdes para sntender el xigulente
artificio gimbélico. Con su ayuda dencotamor a laz funcionex: recursivas
primgitivas de un modo miforme. Seo trats, como veremos, de una
escritura espocial para esta clase de funciones.

1) FUNCIOHES INICIALES. — Las fuxiones iniciales se dencotan con los
simbolos =, Koo © I, Ccon 1=ksnd respectivamenta.®

2) OPERADORES PARA LA RECURSION. — Supdngase gque las funciones g ¥ h son
recursivas primitivas y de grados n ¥ n42 respectivamente. Hay una
funcidn £ que o define por recursidn a partir de elias. Para
reprazentarla introducimos un coperador R, .- En muexztra notacidn ia
funcidn f se escribe

IR _ghl

Y =u grado ex ntl.

0 OPERADORES PARA LA COMPOSICION. — Supdngase gque la funcidn g oS

recursiva primitiva ¥y de grado n>1., Supdngase, ademis, gue las funclones
hu""hn son recarszivazs y de grado k.

Hay una funcién £ que se define compondiendo L PP con ¢g. Para

representarlia introducimos mm operador C .. En nuestra acion la
funcidn £ se escribe
tc'*g'l'l‘---linl

¥ =u grado es k.

| Ejesplos |

Excribimox lax xucesiones #1, #/2 y #£3 en la nueva nolacidn.

5 . — HX4+0md : X+sywsUx+yd

1-— =

2.— X,

- I,

4. - IC, =I,13

- S IR!IHIC.‘SI-III encritura de la funcldén swna.

BPara las proywcciones me tienen sahors dos notaciaones: e* - I.- Extax
permiten diferenciar ol nivel sinthActiceo en gque me Lrabaja. La primora
de sllas corresponds a la aritmftica informal, misntras que la segunda
corresponde s la aritmética formalizada. Fodria hacerse lo mismo con las

funciones CEIrc y SUCesSOr, pero se carecs de una simbaologia adecuada para
ol l o,

ig



82, — x-OwmD : Ty yFx

8. — Koo

7._' I .

8. -~ [Ea"narn’ emcritura de la funoidn K, Ox3=D

Q.— X

10. — FE IR, I, 1C, £T 11T, T 1

19, — (R TR K ol oy THC TR X, I Gy T 13T, T 33 escritura de la funcién ¥
#r3. — sCO0>, =5C0>, satc.

1.- Ko

2."- L 3

32— 1C, = 1 canstante 1 de ceroc argumentos

d.— IC t“l’co’slc”)l constante 2 de cerc argumentos

.~ IC sIC,  =1C, K 113 conatante 3 de cerc argumentos

B.— IC, sIC sIC sIC, 5K, 111} conztante 4 de cers argumentos

L I R T R N I O S WY

| IT.2.— Morfologia del sixtema AR '

Como primer paso on la descripcidén del szixtoma AR s=e define wn
lenguaje formal [ para la aritmética recursiva. En &1 se incluysn los
simbolox y 1a notacién recien sxpuestos para las funciones trecursivas
primitivas, con lo cual ze tione unma expresicén formal para cadas uns de
ellax.

* SEIMBOLCS. — Los simbolos =e agrupan en diversas categorias para s jor
entendimiento., Tal divisidn s£6lo concierhe a la metateoria.

conectivos légicoss ~ 3 o
- tuact Snt 2 )
signos de relacidn: =
constantes ipdividuales: c,
variabl i ual et Ko Xyp Xy @Lc
= ors cionale=: X..s ; para cada pareja Cn,k) con 1<ksn un szigno I

eperadores funcional es: un operador de recursién R
un operador de composicitn C.e

CONSTANTES FUNCIONALES., — No =il clertos simbolos individuales denotan
funcionesz. Por el contrario, algunas combinaciones de signoz 1o hacen.

Clauvsula I.— Los =signos I, I Ccon 15kEn? y = Zon constantes
Funcionales de grado 0, n y 31 respectiivamente. '

4l on operadares R, ¥ C, Cunc para coada nelN y oada I:GN‘b al igual qgue
lox pardntesis rectangulares "[" ¥ "“J* no mson necesarios, aungue en
ocaziorner lox utilizaremos por comodidad.
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Cliuzula 2.— S1 g ¥» h son constantes funcionales de grados n y n+2
respectivamonte, entonces la expresicon Rgh exs una constanile funcional de
grado n+1.

Cifusula 3.—- Si g @5 una constante funcional de grado n y h,...,h, =on
constantes funcionales de grade k, entoncexs 1la expresidn Cg g =« Tws
e constante funcional de grado k.S

ClAiusula 4.~ Una expresitn s uns constante funcional =i ¥y sélo =i xe
domuastra gue lo o= a partir de las cléuzsulax 1,2 ¥y 3 precedntes.

TERMINOS
Clausula 1.— El1l =isbolo C, @5 un término.
Cliusula2, — Toda variable individual es un tdrmino.

Clausula 3.—- Si t,---st, =on términos ¥y £ o una constante funcional de

grado n, entonces la expresidn ft...t es un término.o

Cléusula 4,— Una expresidn e un términe =i y s6lo =i so demwestra que
1o ex a partir de lax clGsulaxs 1,2,y 3 precedentes,

FORNULAS

Cliusula 1.~ Si r ¥y t son térainos, entonces la expresiscn (r=t) es una.
Férmula. ?

Clausula 2.~ Si A ¥y B son férmalas ¥y ¥ o5 una variable individual,
entonces:

a) la expresidén (A—B) ex una Fférnula.
b la expresidn ~A ox una férmula.
) 1la expresidn (DA es una férmula.

Clausula 3.— Una expresidn ex una férmula i y =4lo =i s demuoxtira gue
lo ex a partir de las clGsulas 1 y 2 precedentes.

[ II.3.— Notacidn y abreviatwras |

Se utiliza el sigho "~~—~——" para introducir abreviaturas. “an~—p b
=% leo <{la expresidn "a" es una abreviatura de la expresidén "b">. :

Toda abreviatura se puede roemover. Basta escribir en ®su lugar la
expresién abreviada por ella.

1> f(t.‘...tn}wft‘-.-tn: f{t,.---.tn)w fct‘...tn)

E)OWCD

% Lam expresicnes de la forma (R ghl » [Coh,c..h] deben entenderse
cone reprezsnptaciones metamatemiticaz de ciertas combimacionas de
mignos, Su propSzito em hacer inteligibles lam expresicnsa consideradas.
9 5 n=0, la sxpresidén conmiderada ex sisplemente f.

7 A laas fédroulam de esta clase ae les llama férmulas atdmicas.

20



30 San ke, K~ -::‘:.'f;;o

A K g0 le llama numeral de k. Los numerales smon expresidnes ifideadas
Para reprezentar ntmero: naturales on »l] xicstema. Loxs miguientes son
algunos sjemplos: 0 ~~s 0, 1 s X0, 2 ~~t =50, T ~—t Zxs0.

L A—eB ~—~sp (A—eB)

T AvB ~p ~wAaB

B AB ~np mlA—aB)

7 AwsB ~md CA—sBEI(B—sA)

B8 3xA ~—rr ~IXINA

D ret ~~_» (]"--L)'

10) ret ~~ w~{rmt)

11D IR...fgl ~—s REg

12> rc"‘qh‘..-hkl b e e Cgh’.--hk
1D r4t s (R, (G, ST 1I(r, t)
14 r't ~ IRIRTI I,]J TC IR Y G =Y I IX, T ti(r, 1)

Al igual qgque con la suma ¥y el producto, convenimos e&n abreviar
algunax funciones recursivas madiante la escritura que nos s familiar.,
En cada caso so supone gue el lector dizspong de los amdios para remaver
1a abreviatura en cuestidn, Por sjemplo, excribimor x!, x¥, x+y, |Ix—yl,
P, olc. an vexr de la expresidn formal que dencta a la funcién. Aungue
wxta notacidn carece de uniformidad, ex mas clara al sntendimiento.

18 r35t ~—w Fhr+x=t)

18 r<t ~~~r Tx(r+twx.Axr0)
17 r2t ~—+ t=r

18) r>t ~~+ t£r

Sea A una férmula, x mma variable y t un término. La sxpresidn
“Al(x/t)"” dencta a la féraula gque =& obtiene al raesplarzar on A todas las
ocurencias libres de x por t. Cuando el contexto lo permite ze esscribe
ALLY) en vez de A(x-t).

La fSraila A tambiédn s=e denota AfXx, x).

S = ex una variable individual, A(x,z) denota una de lazs fdrmulas
Fuer sw obtiencon al resmplarar en Alx, x) algunas ocurrencias libres de x
para lax cuales r exs libre, por x. Cabe sefalar qgque an Alx, r) puedse
haber ocurrencias libtres de x, pues la substitucisdn no e forrosa -
caso alguno. Yarias son las férmulas que se pusden obtener de este modo.
En cada situscidn A(x,x) repre=enta alguns de esllas.

[ II.4.— Adomética del sistema AR |

AXTOMAS, — EXl xistemn AR tiene 14 grupos de axiocmaz. Uno de ellos consta
doe una zéla férmula, mientrax gque los trece restantes estaAn formados
cada uno de ellos por una infinidad de férmulas. Estox se describen de
un modo esqumitico con la ayuda de variables sinticticax que no
pertenecan al lenguaje formal sino al msetalenguaje. DMdchas variablexs =»
dividen en cuatro clases;

Lax variables sintéicticas A,B ¥y C denotan férmualas de | .
Laz variables zintécticas x,y,xz ¥y v, Ccon fiel>» denotan variables
individuales de [ .
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Las variables sint&cticas r y t denotan términos de -

Lax variables sintficticas g,h y h (can fe}D denctan constantes

funcionalex de L. )
Laz miguientex férmulac zon los axiomaz de AR:

(6,) A—e(B-—eA)

€Gp) CA—(B—sC)) —+{(A—B} —s{A )

(Gy) (~A—s~B)—{(~A—B)—A)

6o (X)f_(_x)—lACt) con t 1libre para x sn A(x)

€G3 (xI(A=eB) (A —+(x)IB) x mna var.i,;ab.!r que no ocurre libre en A
(6, xm=x

€(5,) x=y—(ALx, xD—2ALx, ¥))

(6y) I w0

(6> r~(=x=0)

(6, sxssy—xay
(G, X AvyveaVieee v")-vk con 1<ksn
6.) Rgh(v‘. «e ¥ 0)-g(v‘. . v")
(6,0 RIB(V e o Vs SV I8V, 0 2 o Vs Voo RGNV, e o e ¥, v )
(6.0 Cahyee o h (Ve e e i dmglh (v,e v e Ve e e B (Ve 0 e V2D
En G, y G,, g »= una constante funcional de grado n y h s una
constante fuxional de grado n+2. Cuando pw0, glv.... vn) es g. En G, ¢

os una constante funcional de grado n21 y hg,...» son constantes
funcionalex de grado k. Cunndo kwd, h(v,...v) e para cada i1i5n.

Hemos agrupado loxz axiomaz de AR on catorce clasexs de acuverdo a su
forma. El conjunto de axiomas de AR s por definicidn GU...UG,,-

REGLAS DE IHNFERENCIA. — Toda regla de inferencia o una relacidn entre
férmulas. Sin smbargo cuando se les describe de pse modo s obscurece su
caracter operativo., En per juicio del riger enunciamos las reglas de
inferencia de AR en forsa esguamitica. Hos valermos para ello de las
variables sintécticas utilizacdas en 1a descripcidn de los axiomas.

Las reglas de inferencia del sistema AR son laxs z=iguientwex:

oF) A, Q —e B

PI> ACD), ACX) —AlSX)

A
(GEN) TOA A

La tercera regla de inferencia —PI- corresponde a un =odo
especifico de razonamiento y no forsa parte de la légica general. No

F=r=4



formalixza del todo al postulado de Psano. Esto e snuncis sn un lenguajfe’
de segundo orden asi: )

WP CPLO) & WclP{x)—PLxx))—eocP{x))

on este snunciado 1a variable “P” e una variable predicativa de segundo
orden., Su utilizacidn permite enunciar la propledad inductiva para todos
Jos subconjuntos del dominio de interpretacién. Cuando »l dominio es BN

ze trata de 2."0 subconjuntos. Sin esbargo, la cuantificascidn “FARA TODO
SUBCOHIUNTOC DE .+." no e pusde hacer sn un lenguaje de primsr orden.
Por ello e gquo es noecesario afirmar PARA CADA CONJUNTO DEFINIBLE EN [.‘.‘t
gue déste cumple la propiedad inductiva. fero en L, s6lo hay un ntmere
numerable de féormulas, mientrasx que N tiene un nisero no numerable de
subconjyntos., Se sigue de lo anterior gque no todo subconjunto do (i ec
definible en L, ¥ que la regla PI no corresporxie por complato al
principio de induccién. Es, de hecho, una forma debil de éste.

Por otra parte, 1a regla PI se pusds sliminar san favor del grupo de
axiomas
CSyn) CACOIACALK) —+ACEX)D) —»ACX)

Ho obstante, dicho cambioc es .ir-relwante en la modida en gue con #1 xe
genera la mizma clase de tecromas.

PRUEBAS, DEDUCCIOMNES Y TEOREMAS. — Las definiciones de estox tres
conceplos son laxs wsuales. Hacoemos notar que en las deducciones no se

persite generalirar aguellas variahler gue ocurren libres en algQuna de
lax hipStoeczis.

Para indicar gque A e un tecrema de AR se escribe —A. En rigor e
debe wscribir —_ A, masz laz circunstancias permiten amitir la
referencia al sistema.

| I1.5.— Observaciones y comentarios relativoxs al sistema |

Loz grupos de axiomac Gy reey Gy Junto con lax reglas de inferencia
MP y GEN canstituyen un cilculo de predicados para . En consecuwncia,
las siguientexs proposiciones son vilidas respecto a H]
Cid Teorsma de completud de Gidel
Si I'e=A, entonces T'H—A

En particular si I's@, la proposicidn sstablece gque toda fSrmala
mmiversalronte vilida es tecrema de AR: Si k=A, entornces —A.

C2) Metateorsma de la deduccidn
=i L AF-B, sntonces ['—A—B
C3) Regla E
Sl B o cantiens libre a x, I'—3xA(x) ¥y [ ADRO—B, entonces B

En los tres casos I reprsenta un conjunto de férmulax de .

23



Tanto la regla F como el mwtateoresa de la deduccidn permiten -
demoxstrar Cen 1a metatecria) que una f6raula es deducible de un conjunto
Cquizs vacio) de hipdStesis =zin tener que mostrar una dedixcicn de ella.

Noatramcs & Lravés de un ejemplo la ulllizaocién priéctica de la regla E.
Demomtramos que [(RIALx), (ALY —eB(x))I—IxB{x).

1. = QAL hipsttenis

2. - BEx(Alx)—B({x)) hipétemis

3. — OAL) —s A(X) mocl oma

4. - Al MF 1,3

=, = Alx)—sB{x) RENA EF o 2
o, - B{x) N 4,=

7. = BxB(x) €I » .

-

La ragia {(I) que se aplica para deducir la linea 7 =& sxplica mis
adelante. La mucesidn 1-7 no m=alisface la definicién de PRUREBA o
DEDUCCION. El rengldn B se justifica a travis de la regla . Se obliene
quitando 1l cuantificador existencial a la férmula de la linea 2, con lo
aqual me tisne una hipdtexzis adicienal. El procedimients se enmarca en
las hipdétesic de la proposicién que llamamos REGLA E. En la practica la
regls F =e aplica “derivando™ de una férmula INA(X) la férmula AlX), 1a
cual me incluyws on la sucesidn y se usa para inferir otras férmulas. Al

aplicar la regla F no se tiens una deduccidén sfectiva sinc el bosquejo
de una deduccién.

Otro procedimiento vilido en el zistema AR o5 el de substitucidn de
férmulas por sus equilvalentes. Esto también se fundamonta en w1l hecho de
que lox axiomas G, e.+»Gy; Junto con las reglas NP y GEN dan logar aun
chlculo do predicados. El procedimiento w= el siguienters

C4) Substitucidn de equivalentes
Si —AlB,Bl] ¥y I=B+sB’, entonce=s —AIB,B']

AfB,B'] represenia una f6rmula que se obltiene al reaemplazar en A cero o
miz ccurrencias de B par B'.

Por Gltimo queremos seoRalar que los grupos de axiomas G, ...,
Junto con las regias HP y GEN permiten derivar algunos pr:lncipj.os . ¥
fgualdad cuya validez se acepta, =in mis, en la matemitica usual. Tales
principios zon los siguienta=x:

1) Toxdo objeto es igual a =1 mismo.

2 Doz cosas iguales entre ={ tienan las mizsmas propledades.
D 51 x ox igual a z, entonces z es igual a x.

4 Cosas iguales a una tercera son iguales entre si.

Al principio (1) se le lliama LEY REFLEXIVA de la lgualdad.
Al principio (2> =ze le 1lama LEY DE LEIBNIZ.

Los grupos de axiomas G, y G, corresponden a lox principilox €12 ¥
C(2) rezspectivamente.



~ A Los primipioa (3% ¥y C4) mo lee llama LEYES DE SIMETRIA ¥
TRANSITIVIDAD. Todas las fdrmulas de | gue les correspondsn zon
teoremas de AR:

1) pexcwx {(reflexividad)
I ey —sCAL, 3 —s ALK, ¥ (ley de Leibnizx)
I —xwmy —py e (uimetriad

A Yy Yy wz s wz) (transitividad)

La demostracidén de quo tales fSrmulaxs son on ofecto teoremas de AR =e
darg mix adelante. Por sl momento s£5lo NoE resta sefialar que cuando tna
teoria satisface los inciscs C10<4) precedenteszs =e¢ dice de wlia que eox
una teorta de primer orden con igualdad.

-

[ II.6. - Doduccidn formal o inferncias metatedricas |

Exs en 1la metateoria del sistema donde se demusestra que cliertasxs
formulazs son teoremas de AR. En general la demcstracidn consizte en
inferir que hay una pruveba para cnda una de ellas, lo gque no ex igual a
mostrar o exthibir dicha prueba. La certeza de su existencia tiene como
origen el modo como se argumenta en la metateoria. Un procedimiento de
uso com'm es el de bosgusjar la prusba de cada una de las férmulax de
cierta clase. En ocasiones sl argusento se completa con inferencias
metatedricas gue e apoyan en sl conocimiento gque se tiene del sistema.
Ejemplo ds ello son las inferencias basadas on w) motatecrema de 1a
deduccidn:t =1 se sabe que [, Al—B, se infiere en @l metalongua jeo que
'~A—B. En tal caso la deduccién formal de la fSrmula A—B no se
moestra: s6lo s asegura su existencia. La forsa de exsta inferencia se
representa a través de un diagrama como siguw:

I, AB
Cl—A—B

(MTD)

En general so indica con una doble raya ol gue una inferencia z=e
lleva a cabo en 1 metalenguaje. Chservesze gue esta escritura sdlo
aparsce asociada al signo “—" de deduccidén., La forma genesral de estas
inferencias s< 1la sigulente:

F,—A,

Fgb—A,

Fob=A,
Th—A

La interpretcidn del esguama ex éxstat de laxs hipStexis l",l—&,
a

Fpb—Au .. ¥ T A se infiere la existencia de unna deduccidn de
partir de .



Algunox sjemplos zon Jlos sigudientess

——ACO)
b==A(X) —AL=X) F—A—B .
(PI) — — (contraposicidn)
—A{x) proB—errA
A—C, B—C I'—3xA{x)
-—:::;:— (dileowa constructivo) ' ACx) B Creogla E) ®
r—e
{(prueba por casos) (conjunci dn)

A—C ) - }—A~B

Estos modos de argusentacidn metatedrica guardan um vinculo muy
estrecho con algunas reglas de inferencia derivadas de AR. De éstas nox
ocupamos en la seccidén sigulente.

{ X1.7.— Reglas derivadas de inferencia |

En &l estudio del cAlculo de predicadoxs se establecen algumas
propledades de la deduccién Tformal gue resultan mfis faciles de utilizar
qus la definicidn directa de prueba o deduccidn. Dichas propiedades ze
presentan en forma de esquemas ¥y so leos utiliza para demostirar la
existencia de deducciones en el sistema. El procedimiento conxizte en
exhibir una lista de férsulas, cada una de las cuales es una hipdtesiz o
es derivable de anteriores aplicando alguno de los esguemas. éstos se
aplican igual que las reglas de Anferencis. Son, de bhecho, reglas
derivadas de infersncia. Todos tisnen la forma A‘....,AnI-B qgque también
reprasentamos con el diagrama

AgseuarA
)

Algunas de uzo frecuente on este trabajo son lax sigulientes:

Alx L)

e (E)) t libre para x en A(x)

C:):Cx) CESP) t libro para x sn A(x)
A.____"‘ﬁ'__’g —C (trans —) ’;_"c;"’g{'s& (trans =)
rag, swt (trans =) r=t, A{r,r) (sub =)

rmt A(r. t)

AL ke ke . e e . i e D s S . S e g . o A . Sl el e T B o B . . . . T o g T . T S o o e D S e S s W Y UL W W v o

®Er este camo la varlable "X no debe ocurrir libre en B.

=<



xuy Cconm =) A, B {con juncién)

ryux A~B -

% s A_‘EE. (separacidn) ﬁ—my CB_' C3 {intercambioc de premisas)
A B

t——ﬁy——:c ‘-‘C> (importacisén) Aﬁ?ﬂ —'.g} (exportacidén)

Caba aclarar que algunas de las reglas (por ejomplo trans = o xub =) no
son de valider general ¥ no podran utilizarse hasta que no Sean
demoxstradaxs para AR. Las demis se juxtifican con el cilculo de
predicados que nos asegura queo toda férmula de { gque os tauviologia o
tniversalmente vilida, ex toocrema de AR.

Es asf que laxs prusbas y deducciones =e presentan por lo gereral en
forma abreviada. Al hacerlo las férmulas se escriben en columna. A su
derecha se acostisbra escribir un mensaje juztificando zu inclusidn en
la lista. Algnmos de lox mensajes xan lox siguisntess

3, k Se aplicd la regla derivada de inferencia () a 1a
férmula del regldén k

Q. k,...k, La férmula o consecusncia lédgica de las férmulas de losm
renglones k,...k_

TAUT; UV ILa férmula e tautologia; La férmula ox universalmente
viklida

L.eg. k La férmula e légicanentes sgulvalente a la férmula dal

rengldan K

OEN &k la férmule e infiers aplicando la regla (GEH) a 1a
féodransla del renglén k

ek, ky La férmula se infiere aplicando la regla (MP) a lax
formulaz de los rengleonex k, » K,

PI koo by La férmula m=e infisre aplicando la regla {(PI) a las
férmulas de loa renglones k, ¥ K

TEO N La fadrmula e un tecrema tal como me demcxtrd on la
propasicisn N

Dad kKyeoek por H La f6rmula se infiere de lam propeowicicones k,...k,
oot Se demowstrdéd en la propomicidn M

Ax k La fédrmula ex un axioma del grupo Gk

trans = k‘.kz La férmula se infiere aplicando la regla derdiwvada
trans — k,» k, de inferencia trans =, trans ~—, trans < o xsub =
trans < k_ .k a las fSrmulas de lox renglones k, » k,

sub = kt.ﬁ; *

conm = k La fédrmulm se infiere aplicands la regla derivada de
inferencia (Conm =) a la férmula del! rengldn Kk

Inst—Ax k La férmula e una instancia del esgquema axiomitico k
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Y¥nmat—Teo H

ILa fédrmula o8 unsa instancia dal tearemna correapoendl snte
A la propomicién N,

Laz instancias sencionadas el los dos dlitimox ejemplos se obtienen
a traves del sigulente procedimiento:

Inst—A.x b 4 Inst—Teo N

ACx) axioma k ACx) Teo H
Cx) ACx) GEN Cx) ALx) GEN

O AD) —ACL) axioma 4 CxYALK) —ACL) axioma 4
ACL) e ACL)

En ambos-cazos ¢t e un término 1ibre para x en A{x).

I1I.8. — Teoremas relacionados -con—.[n igusldad, el ordaen,
la funcidén sucesor, la suma, wl producto,
la divisibilidad y la induccidn matemética

Enuwsramc=s a continuacién- uma lista de proposiciones relativas =
los tecoremax de AR. El orden en gque aparecsn corresponde al orden sn que
so demusstran. Esto zignifica gue para probar un teorema de la lista se

puedan usar aguellos que le preceden. De la lista demostramos aslgunas
propoxiciones a manera de ejewmplo.

£1] }—x=y—pymx

[2] f-xsy—o{y=sz—sx=x)

[3) b= m, (e o e X0 0 e X I 0o 0 0 e o0 o XD
4] f—r=t—srext

£3) Fret— (AT, ) —ALr, L))

(8} F—r or, —t(r,. ro=tlr, ryo

(7} —x+Imsx _
IB] F—x+{y+xIm{xt+y)+z . ’
19) f—sxiymxisy

110] $—O4x=x

[111 F—x+ywysx

[12] F—y4Xmz4X —aynz

£13) F-x=OuIy(xmsy)

(14])] F—x=x

f15] }—~0sx

18] PF—x<=x

IAT) XSy AyEL —aXST

[1B] xSy vsysx

[10] P—x4ymDaxnd

[20] FXEYAYEX waX®y

23] P—x=xy-—{xSywxasy)



221
231
[224)
1253
1263
127

[2e)
[20]
1301

Ix)
132)
1331
1341
[95]3

. I38]}

137}
(381}
129)
{4c}
(4113
[4acl
{43}
441
148)
-[46)
147]
(48]}
[4a)
(301
[(S1)
(=21
1331

[541

o SO —a D
sy p—axly

=X {Ey —anSy

=y —pEX{RYy

F—ySxwxly

AY—ALOI~. - o AALK) —a (3 XXk —2 ACX))

B (3 X xSy —s ADOIA ALY +1) —a L X xSy =d —sALx))
I (X I(XSy s AL A TSy s (W X S2 —p AL X))

= ACKY s O K Sx — By Crsx~ ALY Y))

TSy = ADIA GO X —eBLY) ~eOEICALX I BOX))
A — (Y HSZSY s ACZIIAALY 41 ) (X XSS y+T1 —salz))
BY=ACB)A. - « AALK— ) s (3K — ALXDD con kel
ALK YA « o AACKHR) —a OISk +h —e ALXY)
F—x4y=1 —s(x=Ivywl)

F—xX+y x4z —sy=z

—Z241w3, [—242=4, etc.

st -ymy: x

- Cr-Ty=(x-y) =

=T mx

=m0 —s (3¢ * ™0 sy mO)

=~ (rmO) A (ynO) e « ywO)

=0 «{x " y=0)

3 w0 Ly ) - y=O)

e Cy i (xemy)

=% y=0 ea{xadvy=0)

| 1-1_ —p{{x ‘TAJ"I_ >

For(x w0} —a %y * T —ay =)

—2-T2, —2:Z=1, wtc

§—3 -« Smx4x

=3¢ [ytTymx yix - X

$—r(xm0) —s(3¢nd wIy(x=ssy))

e (xmsx)

F=x<y —s{y<x —enCz)

eSSy dnrs (351 ) o (% Sy)

b= OxSy)AxSz —sy<xeEx

a)—x{yesx42{y4r

LY XSy —pX4+zSy+z

xSy e {xmyvx{y)



11
1561
1571

15393}
1860}
{811}
[ezi

621
IB4l
[ 631

(o7}
(8l

1427}
E701
(711
172}
[731

(74]

[ 73]
176l

1771
1781

3L Yoy s
=Sy —T-XSZT ¥y
a)—XCuAyCw—sx ylu-w
B =35t Yy Sw—ei s Y- W
CIHO<XSUAYSW—sx Yyl u-w
D=~ (x=0) —{y<z—3 - y<x- D
AaYF—xSy —xSsy
DY —x{y —ssxSy
e (x<x)
F—5 Ly e Cyrxc)
xSy —a{y<{x —suxlx)
a)—0o<=x : .
bBYf—x{sx . -
—ro(x<0) '
=Sy~ ySx
a)l-xSx+y
By~ {y =0} max<x+y
a)—x<¢1 —sx=w0
BI—XST wp (% 8O-3xud )
=<y e {cSyare(xmy))
Y=~ (xw0) —y Sy X
b~ (x=0) +—0<x
b O Q€ y = OC2¢* YD)
F—ri(xm0) (1 Cy —x<x " ¥)
F—re{x=0) — (3¢ -y + x —sy=x)
—0¢<i, —1<E, etc.
A=~ (xmO)mr CymO) (% * Y=z —sXSZAYSZ)
B~ (xm0) (- y<Z —sy<z)
AdF—xtymzac(x+unx) —s~(y=u)
B =Sy +x —s (S Y y < <xc42)
o (y=0) —3qIr{x=y - Q¥rAr<y)
AM—XWOv 4 o o wXRK —2XSk
B xm0v o o o wxmk—1 —scCk con keN"
—x|x ©
—xly—(y|lz—axlz)

Pla expresidén X|y s» una abreviatura de Iz{x-zmy).
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[703 a)—xlO
Y1 ix
I0) pP=xix-y
(B81] |=—0|x—exmd
192] = lymy 3t —sewmy
(83] p—ro{x20)—aly | x ~—sy=x)
[84) F=x|zZ—By(ySz X" y=zx)
I89) b—xly—sxly-=z
(881 f—xly~xiz—xlu-y+w-zx
187] I—f—(x-—.{xl:y—»:(xly})
[B88) —x|1 waxel
(891 p—xlyar(zly)—~lx=z)
(001 F—x|{yAx|sy —sxel
(91! F1<xACyXI<yay Ix—ox“r)—o(z)(z 3¢ —szmlwzmx)
[a21 i—-P(a) 10
(931 —P(3)
(D41 +—~P(4)
[95] 3O yax | yAP(x)) —e~nP(y)

903 (0O Cy —2 Al — ALYYI—ADY) induccién complets
L2973 $—3yAly) —Iy(ALYIAOOHALx)—ySx)) buen orden
[28) P“CMY)—&BX‘[X*)'AACX)))—-N-:A(Y) denscenso infinito

£O8) F—ALK)ACXICALK) —~» ALS XYY —e {3 K S3c —o ALK)).

L Ejemplos |
1} f—x=y —y=nx
1. — xmy —s(xmx~py=x) Ase 7
2. — 3w —plamy ey ) intercambic de premisas a 1
Fe — xmx Ax B
4. — xmy —pywmx MP 2,3
I[2) F—xuny—s(y=z—rx=x)
1. — y=Z XSy —sX=I) Ax 7
2. — Xxy —p(ywZ—sxwI) intercamblioc de premimas a 1

De lox axiomax 6, ¥y G, ¥ las proposiciones (1] y I2) se sigue guw
AR es una teoria de’ primr orden con igualdad.

10 P(X) o= abreviaturs de la férmula (ZXz|x—szelzux).
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Las proposicicnes [13 ¥ [2) dan lugar a las raglns derivadas de
inferencia Ccon- =) y (Trans =) respectivamsnte.

[2]1 St £ ex mma cor:s!.am. fuxional de grado nrl y 1=5i{<n, sntoncex
st o, =T e e X0 dnf(cud00)

PR AL GO TS L OO PR T 4 OFF RS L { OSSP ) ) Asc 7

2= £Casto s Il 0. e sl i, — Fleono.I=f{oo,..)) int. prem. 3
c TR { CFS AXP L { COFF TS ) Inst~Ax £
Qo — x mx s T oo )=o) MP 3,4

De acoerdo a las abreviaturass introducidaz, los axiomas Gn ¥y Gn
para la suma z@ escriben

(Gyqr #) 240mI, (x)
(Gs:' +) x-l-sy-f CnsIul X, Y2 X*¥)

Sin smbargo, Yy con base en los axiomas G,, ¥ G,,» o prusba en AR gue
TC,sT 10, ¥, x+yd)os(x+y). Debido a ellc las fSérmuslas para la suma =e
as::riben, como o= habitual, t40=t y restws(r+t), de modo gque los axiomas
G,, ¥ G,, su abrevian como xiguei

(Gyps #) 2x40=x
(G“, +) xtsy=s(x+y)

Un argumenic anflogo noxs muestira que los axiomas G,;, ¥ G, pPara l1a
multiplicacidn se abrevian como s=igue:

CG’:D .) x'OBO
(Gops ") X mymx-y+x

En al texto utilizamox extac notacicmes‘-is familiares en el
antondimiento de gque e trata de abreviaturaz facilmente sliminablex.

[7] F—x+Iesx

1. — x+syus{x+y) Axc

2. = O x+sy=s(x+y)) OEN

3. = (Ictsy=s(xty)) —{{(x+sOns(x+0)) Asc
MNP
Ao

+
4. — x+sOus{(x+0) 2,3
N, — x4+0Omx 1 para +
B, — x4+50=msx . mub = &£,™
Ze— x4Twsy sbraviastura de ©

L8] |—x+{yrz)o(x+yI+=
Induccidn =obre la variable “z" en AR

ALC): x+{y+O)={x+¥)+0

3o~ Cxtyd+Omxty Ax 12 para +
2. - y+Omy Ase 12 para +
3. — (YD) 0w+ 40) . Sub = 1,2

d. — 2x+Ly+0)={x+y)+0 conm = 3



-

ADD e Alwn)

1. — x4Cy+zImCxeyd+z

2. — (x+y)rszms((x+yd+z)

. — (x+y)tszms(n+r+z))

4. — s(x+(y+z))mx+s(y¥rx)

5. — s(y4z)=ytsz <
B. — {(x+y)+szux+s(y+z)

7o — (xry)vszux+{y4sx)

B. — x+(y+sIdux+yd)+sz

s+{y+zdu{x4y)+z b= Hy+sTI={x+y)+sz

F=xHy )X+ yI+Z wax Hyrsz)m{x+y)+sz
—x+(y +0)={x+y)=0

F—x4+{y+z)={x+y)+=

[17] F—xSyAySz—sxSz

1.— XSYAY'SZ

2 — XS}'

3~ ysz

4. — Bulxrumy)
. — Bv{y+v=x)
S. — x-l'l.l'-y'

7. - y"'\f-z

B. — (x+ud+ver
B. = (x+u)+veEx+{usv)
10, — x'.'CBW)-:
131 .— Bwlxtwmr)
12, — x<x

HEYAYEZL—xS

NTD
X EYAYEL —p xSz

hip.

Ax 13 para +
=ub = 1,2
Ax 13 para +
A>c 13 para +
Bsub = 3,4
mub = B, 6
conm = 7

P

Eeparecidon 2

avparacidrn 1

de 2, que o= su abreviatura
de B, gue o8 au abreviaturas
Regla E a &

Regla £ a =

mub = 8,7

Teos [B)

mub = 8,9

(3 a 10

abreviatura de 11

Con 1la proposicidn {17] e justifica la regla derivada de

Ainforencia Trans <.

(18] }l—x<ywsy=<x

Induccién en AR =obre la variable *"x*.

ALO)z

i1.— OSy
2. — O=yvsy=<0

OSywEy=0

Teo [13T)
L 1: ASAVD

La prueba del paso inductiivo se hace por casos, Curicsamente, en
une de ellos =g procede 2 SU Y@Z pPOr CASOS.

CASO 1. — sySxb—sxSywsysSsx

1. — sy=<x
2.~ x5zx

hip.
Teos [1D)



3. — SySas Trnana %X 1,8

4. — EXSYwEYySEX ClL. 3: ASAWB

CASO 2. — %Syl—sxSywsySEx

pubcago—2. 1. — ¥Sy, ZullepuSywnySsi

1.— xSy hip.

2. — == hip.

2. — Bz(x+zmy) quitandeo la abreviatura 1

4, — wtrmy Regla E a 3

Y. — x4+O=my aub = 2,4

8. — x+Omc ' A A B

Te— Xmy mub = 8,0

B, — xmypxxmxy tec [3]

8. — sxwxy MP'T,B

10, ~ zy+Omzy Inst—Ax 13

i1, — sxmsy+0 =ub = 9,10

12, — sy+O=sx conm = 11

13, — Brl=y4rwsx) (D aaz

14, — sy<sx abrviatura de 13

13, — XSy wsySEx - Cl. 14: A/BvA

subcaso P.2.— xSy, ~(ze0)—SxIywsysSsx

1. — x=<y hip.

3. — Hxlxx+zwy) quitando la abreviaturs 1
. e — N¥ZEy regla £ a 2

8. — ~{zm0O) —Iwl(zmsw) Leco [13)

6. — Sw(zwsw) X N 2,8

Te— Zmzw regla E &

8. — x+tsw=y msub = 4,7

2. — x+xwas{x+w) Ax 13

210. — x¥wmwix Tec T11)

11.— s{x+w)=y mub = 8,9

12, — s(w+x)=y mub = 10,11

13. — s{w4xdmwwisx Ax 13

14. - wisx=y mub = 12,13

18, — sx+twuwisX Teo [11)

16, — =x+way sub = 14,19

17. — SBwlxsxtwnuy) = 1o !

18. — xSy abreviatura de 10

19. — sx<ywvsy<zx CL 16: A/AVE

XY, TROF—SXSYywEYySexX subcazo 2.1

2y, ~{zmO) —sxSywsy<sx zsubcaso 2.2

- (prusba por casos)
WEYF—sxStyvsySsx CASD 2
EYSX—=sXxSyvsySsx CASO 1

(dilema conztructivo)
HEYVEYEX SRSy wEYSEX

NTD
=Sy s y<x) s {S xS ySsx) paszo inductivo
—0fywsy=0 base de 1la induccidn
I
—xSywsy<x lecgd.m

a4



- I[271 a) Si kedl, entonces F=ALOD~. . o AALKD) a0 XxSk —sALKD)

En axte caso la demostracidn e hace por indouccidn sobre k en 1a
mtatooria.

Baze de la induccitnt ksd
FPor demostrar: F—A{D)—s{xXx<0—sAlx))

1.— AD) hip.

2. — xS0 nhip.

3. — XSO —sxw0 Teo [22]
4. — x=0 NP 2,3
S, — Alx) mub = 1,4

ACD), %=O—A(x)

- — KTD
ACDY —xSO—sAC)

— g por GEN (x no ocurrs lih;r- en la hip&tenia)
ACOI(x){x20—sA( X)) ’

F=ACD) ~s{x) (%SO —ALX))

HipsStesis de induccisnt F=ALO)A. » « AALKY s3I0k s A(X))
~ Por demostrar: 1—ALO)~ e o » AALSK) o OKSEK —+ ALX)) 31

1. — ALODA. o o AALK) —OON0XSK —eALXD) Teo por hipétesiz de induccidén
2. — AOYA. v v ~AKINACSKD) hip

3 — MO)A.. .AA(E) . separacién a 2

4. — OxSk —sALX)) NP L, D

B — OOk —sACX)) s xSk —sALXKY) Ax &

B. — xSk —sALX) NP &,

T. — w=sk—aCALSKI—ALXD) Inmt—Ax 7

B. — AMsk) —(x=sk —Alx)) intercambic de premisas & 7
S. — AlsK) separsacién a 2

10. — xwsk —A(x) NP 8,9

11. — OcSkoxusk) —sA(X) dilema constructivo a 8 y 10
12.— x‘.SsE——D(xSivx-sF) . Inst—-Teo [21)

13, — x<sk —+ALx) Trans —» 12,11

1 4. — ((xSsk —sALXD)) QEN 13

13 Recordesos qug X¥4+1 es por definlcidn sk. E= por wello gque A(k+]) =e
excribe Alsk) y x<k+1 como x<sk. ’



Argumentando en la metatecria tenemos gue ‘" T

puy o — Coesto lo acabamos de demostrar)
ACO) . o o AACSK) F—(x)(xSsk—sA(XD) .

F=ALTY e + s AACSKD) = (x)(xSsk —AC X))

¥ por induccidn en la metateoria gueds demostrads la proposicién [27]. =

| TI. 0. — SemAnticat AR ¥y la aritmética recursiva |

Todas las proposicionss hasta agqui expuestas dezcriben propiedades
sinticticas de AR. Ahora estudiamos algunas de sus propiedades
semAnticas. Moz ocupamcs an particular de la relacisn existente entre el
zistema formal y la Aritsélica Recursiva. Con ello se hace intervenir un
dominio de objetos —los Nimeros Maturales— que e pusden representar en
el sistemr ¥y sirven como base para una interpretacidn del mizmo.

Laxs propiedades sa‘-&nticns- qgque nos interesan son dost pars las
funciones aritméticas la de ser resresentbles y para las relaciones
aritmiticas la de ser expresables en el sistema.

Definicidén, — Una funcién fih"—— D es representable en AR =i ¥y s6lo =i
hay mna fdérmula A(X,,..,% %) que satixzface las sigulentes condiciones:

Ry VLOAI={Xs v o o5 X, 0 X, }o 32

R,) Para todo (k,, ...,k YN )

) RyD Si fCk,,.---,k Ik, entonces =Alk,...,k k), ¥
922) Halxmﬂi' A 4 i‘-n' xlhi} i

Si R,;, seo cambia por
Rpp) H3.5¢, AlXsoee, X030

entoncos se dice que £ es Fuertemente representable en AR.

definicién. — Una relacién aritmética RSN™ es expresable en AR =1 y =sélo
=i hay una férmula A(x‘,..,xn) que satisface laszs condiciones sigulentes:

E,> VLLAY={X.s v v v p X, }
E.) Para todo (k,,..-,k delN™
E,,) Si (k,,...,%k )R, entoncas —A(k,...,k ). ¥
Ey) =i (k. ...,k )R, snlonces I'—-:A[-l:-’, cnep ic-n).

—

12 Por definicién, VLIp) e» el conjuntc de variables de L, que ccurren
libres en p.

3,5 ACKYE IR ALK ACKIFIACKI A ALY) —sxy)
35



Para demostrar qus toda funcidén recurziva es foertemente
representable sn AR introducimos dox nociones dtilexz. La primsra de
mlias s la de nivel de una funcidén recursiva. La zegiurxia ex 1a de

noninacidén de una funcién recursiva primitiva que presentamocs a través
e mn mapec sspecial.

HIVEL., — La definicidn dada de funcldén recursiva primitiva se extisnde de
un modo natural a lac funciones recursivas:r

Una funcidém aritmftica f ex recursiva ¥l y s6lo =i existe una
stxesidn de funciones r‘...,r“ tal gue cada mma de ellaxs s inficial
o se defipe a partir de otras, de indice menor al suyo, mediante
1ax reglas de composicidén, recursidn u operader u no acotado.

Se-llama nivel deo una funcidn recursiva a2 la longitud de la serie
mAs corta de funciones que es necesaria para definiria. El nivel de una

funcidn recursiva f =e denota N{(f) ¥ e un nimerc natural mayor o igual
a 1.

La funcidén consiante k.., la funcidn sucesor y Las proyecciones |,
=on de nlvel 1 o primero. Son, ademis, Ias vmicas de dicho nivel.

HOMINACION. — Las constantes funcionales de | | sirven como nombres para
las funciones recurxivas primitivas, Dicha nominocidn se precica a

través de un mapec - gue se define recursivamente de acuerdo al nivel
de cada funcidn como sigua:

1) H(f)=l {funciones iniciales)

1.1) K, =I,
1.2) sucws 14
1.3) B =T,
2) N1 (funciones no iniciales)
2.1) Si f se define componiendo h,, -..,h, con g, entonces FuCgh,...h,
2.2) Si f se defines por recurszidén de g y h, entonces ¥=Rgh
Con exsto guada definide un mapecs $RP ——CF del conjunto de

funciones recursivas primitivas sn el conjunto de constantes funcionles.

A la constante funcional T se le llama nominacién de f.

Proposicidn 7.— Si h,kelN. entonces j—hak=h+k. 13

DENOSTRACION

Induccidn sobre kK en la metateoria

A4 1lamanes “SUC™ a2 la funcidn en vex de “s" con el fin de no confundir
la notacidn de l1a aritmética formal con la de la aritmética informal.

19 @1 aipkelo O rapresenia & la suma de ndmeros naturales en la
aritmética informal, mientras que sl simbolo “+* e la abreviatura de
una constante funcional de AR.
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Baze de la inducciént $—FEO=h+0

1. — h+li=h ; Inmt-Ax 12
2. — h+Onhal lo miamo que i, puss heO=mh
2, — haeDufind conm = 2,

Hipétesis de induccidn: —hak=h+k
Por demostrar: phelkedd=hefked)d

1. - hek=htk Teo por hipéitemis de induccidn

2. — hakah+k —s(hek)=s(h+k) Ine<Teo [ B

3. — s(thek)=sCh+k) M 1,2

4. — htsk=s(h+k) Inst—Ax 13, + )

5. - s(hek)=h+zk mub = 3,4 .
8. — halkaddwh4Ckald _ lo misme gue T 36 '

Proposicidén 8.— Si h, kel ¥ hvk, sntonces F—~Chnk)

Doemostracidén

™n veces
Introducimos 1a siguliente abreviatura:r Mo ~ "t E:ocs.a.E0

Suponemos, sin pérdida de generalidad, qgue h<k.

1.~ h=k ‘ hip .

2. -~ shomsko gquitando abreviaturas de 1
A - showsko.ashiouskio Inmt—Ax 10

4. — shiowgMHg MP 2,3

LI )

Cuxe repite ol procedinmiento h—1 vecesd

2hiZ. ~ oeso NP Z2h.EZh+1
2h+3. — ~(owso) Inst—Ax @

ah+é. — o-s“cm-:(o-s“o) conjuncl dn Zh+Z,2h+3
-~ h=k F-omskpre(ons¥o) (una contradiocsiénd

for reduccién al absurdo en AR, —~(huk). 17 :

e e e R e ey

16 Por definicidn, Ckexdidesk. L oa renglones = y © Anvolucran los miomos
Lérminos.

17 1l amaze “reduccién al absurde” a la miguiente proposicidén, valida en
@l chlculo de predicadox: Si ApP-Bar~B, esntonces —wA,

e



Eropoplcldn G.— S £ ax mna funcidn recursiva priuitiva de grado n y
Keoeeepk abl, entonces —TFCk,...% o=f(k,...Kk ).
Domostiracidn
Procedemo: por induccidn sobre N(f) en la metateoria.
Baze de la inducci&n: H{f)=il
cazo 1.— f=K, .. Como gr(K,) =0, la proposicién equivale a I =I,.
caso 2.— fmsyc. Como suc(k)mked, antonces suc(k)=ked.

Tenomox la siguente pruesba sn AR

-t

1.— suc(k)=kal Ins—Ax O CmuclCxkd y X&l =on el mismo nameracd

2. —~ ked=k+3 Teo proposicidén 7

3. — skuk+l Inzt—teoc {72

4. — sucCr)=k+1 =ub = 1,2

8. - suc(ky=sk mub = 3, 4

B.—~ suc(k)==uc(k) 1o mimmo que B;swsuC

caso 3.~ f=p . Como P (k,. ek D=k _, entonces g.r(k‘...kn)-i?r.

Tenemoxs la siguionte prueba en AR:

1.- B Ck,- .-k )=k, Inmt—Ax ©
2.— X gk ...k D=k Inat-fsx_ 11
3 — E.r{:k’-.¢kn)-l"_(§‘..-fcn) muyb = 1,2
Lo — ngk‘--.kn)-F"_(E‘..-En) lo mimmo que 3; ﬁwﬂ“_

Hipstesix de induccidnt xi N(f)<m+l, entonces i-—f(k‘...kn)-!‘(li‘...ﬁn)
Por demoxtrar 1 =i N(T)Sm+2, entonces I—-f(k‘.-.l:n)-i‘(ﬁi.-.ﬁn)

Sea £ una funcidn recursiva primitiva do nivel w2,
como W(fY»1, f no es inicial ¥y e define por recur=ién o composicidn.

CASO 1_.- f =e define por composicidén de h’,...,hj con g.En aste caso
¥=ic, gh, K ¥y NG NhD, ..., N(hD)<m+1.

Tenamos la siguiente prueba en AR:

.- I(k‘.-kﬂ)ﬂg(h‘(k..-kn)- -hj(k‘o.kh)) . Inst—Ax &
2. — g(h‘(ki..kn)- -hJ(k‘.-kn)>q?(h‘(k’o -kn)- 'hjck"'kn)) Tec HI,
3, — h'"f, k:..f:)-E‘CE'...En) Teo HI.
J"‘Zo— hjckj' IE:_;)-EJCE‘.IEn) ) Teo HI,



=FCh, (ke - B )0 BT, KD mub= 4,2

-e e

242, - g(h, (k.o Kk Do h(k . -k 3)mgCh (k.. kD). . h(k,. . K D) mub= ja2,25+2
23+3. — ¥k . .k Dmglh,(k,. o k D, . hk,..% » Tret—Asc L4
2i+4. — TCx, .. % JI=ug(h (k.. E . hk,..k D mub= 1,2j+2
2345, — TR, K, I~ (k. - £

xub= Zj4+3,21+4

cazo 2.— f se define por recurszién a partir de g ¥ h. En este caso
gri{gd=n, ¥=ir ghl y M(ad) N(h)sm+i.

Sean X,y .0k, €N. Yamos a demostrar por induccidn sobre k,, que
V—f(k,...k, J=f(k,.,.k D A esta segunda induccién le llamamos induccion
anidada para distinguirla de agquella de la cual forma parte o principal.
Base de la induccién anidadas Xk =0,

Por demostrart l—f(k’-..k“,o)-rl‘cﬁ’...ﬁh)

Tenemos la xigulente prusha en AR:

1. f(k, ...k ,0)=g(k,... X > Inst—Ax B:; flk,ee,k , O)nglk,...k )
2.— gCk,...k J=g(k,... %) tec HI.

- fCk,-..k »0d)uglk,... kD mub= 1,2

4. - Tek,...kD=gCk,... k) Inst—Ax 12

B — flk,.- ok O)=T(k,... kD sub= 3,4

FPaso inductivot km-kel
Hipétesis de induccién (anidadads —f(k,...k ,k)=fck,...k ,K)
Por demostrar: +—f(k, ...k ,ked)=f(k ...k ,ked)

Tenamos la sigulente prueba en AR

2.— F(k,. .k, ked yeh(k,. . X _, K, f(K,..k_,K)) Tnut—Ax ©

2.— hlk,.- %, X, TCky- -k, k3)=hk,. .k . K. TCk,. - %, k3D Teo HI.

B T(k, ek 00k ...k ,K) Tec HI anidada
4. - b(k,.. %k ,k, f(k,..k_ ,k}=h(k,..k Kk, Fck,...E , kD sub = 2,3

S.— fCk,. .k kel ymh(k ..k Kk FCR,.. .k, kD) aub = 1,4

8. - Iek,. ..k ke )=k ...k ,ked)
7- — kﬁ ’SE

Inet—Ax B
Inst—-Ax ©

e — Fek,.. .k, ked)=(k,.. .k =k aub = 8,7
8, — Fek,...k . sk)=R(k,. .k K FCR,... K, k) Inst-Ax 13
10. — kg ..k kel )=F(k ...k , sk) =ub = 5,9
11.— £(k,. .k, ked)=T(k,.. .k, ked) sub = 10,8

¥ con la inducciédn anidada concluys tambidn la induccidn principal. =
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Fropo=icidpn 10.— S5i § as una funcidn rocursiva primitiva de gradeo o,
entoncex la férmuls ICx‘...xn)-xM la representa fusrtemente on AR.

Demoxtracidén
R,) Sea f(k,...k Duk. Por demoxtrar: =¥(k,...Ek d=k.

Tenemos la siguiente prueba eon AR:

1.-— f(l:‘-..kn)-]_:. Inet—Ax &
2. — f(k‘..okh)-fCE’.-.Eh) Tec por la proposicidén 9
3. — ch‘o e E.,’)-E sub= A,2
Ry Por demostrar: —3x, (F(x....x Y=x_ >
Existencia
1.— !‘(x‘. e ax IWF(,. 00 ) Inst-Ax ©
2. — axm(f(x’. ) xr.)-xr'“) (3). b |
Unicidad ’
1.-— f"(x’- . xn)lth(x’. . xn)-y h.i.p
2. - l’(x‘_. » » X _Jmx separacién i
3' - ICX‘. . x')-y ..P”‘ﬁcléﬁ b
4. — xXw=y Trans = 2,3

f(x‘. - xn)llxafo‘. . xn)-yl—-x:y

MTD y GEN dos vwces
'_c"XY}r(X’o .. x',)-x-l\rcx’c -» xn)ﬂy%y N

l"—BxMCf(x’- L xn)-x")

conjuncidén
I-—a,xm(f(x’. - xn)-x'“.) [

Proposicién 14.— Sea g%, 0..,3%_,¥Y) una funcidén aritmsética y sea
G(x‘...xn.y.z) una férmila que la representa fuertemente en AR.
sS4 glk,e.k, ,k)=a y asb, entonces F—~6(k,...k ,k,b).

Demostracidén k
1.— G(E,...En.li,i) Teac
2. — Fx:60x e « X%, 0 XIS MNEK,. « xp 2XIACG(K, - « X%, _, YI—dnxy) Teo
3. — F=z6(k,. . K, ZDA0rHKK, - K&, 200Gk, . . Kk, ) —ex=y) Inat.2
A — CKXYXG(E,- . kK, x)wG(Rr ey Yy rwmy) eparacién 3
a9, — ecii,..le, a)~G(k,. .k, b)—sasb HSP 4 .
6. — '{(SIB)—N*f(G(E’. ok, i}AG(E’. k. BY) contrapositiva 7
7.~ ~(asb)a{~G(k,. . k, 2)v~e(k,. . K, B)) L.eq a ©
B. — ~(3=b)—s(GCk,. .k, ) —~&KEK,.. K, B)) L.oeg a 7
9, — ~(anb) Tec: Prop. B
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10, — “E‘--E' ;)—’“’“ﬁ’o OE’ s) NP 2,0
12, — ~o(k,. .k, 5) NP 1,10 m

Lax funciones recursivas definidas a través del operador i no
acotado carecen de simbolos especialesxs para =u repressntacidén en AR. No
obszstante, ex posible definir féraulaz gque las representan como se indica
en la siguente proposicidn,
Propociclidn 12. — Saa g(x‘,...,x".y} una funcidn aritwética tal gue:

ci ) Para todo (k" soep kn)ﬂNn existe k-N tal que g’(k" S any kh' k)-o
(Z) La £Srmula G(x,0 0, X,.»¥,2Z) 1a Tepresenta fuertemante en AR.

En tal caso la funcddn £0¢, .., % I=py(g(x,, - - o » X,, YI™0) exts fuvertemente
repressnlada en AR por la &+ a .

F(g0 00 3,0 YIEG(X, 0 0 o %0 ¥ OIa(zXZ< y-oth(.x'. .3, %, 8)).

Demoxtracisn
Ry,) Sean k,, sk kel tales que f(k,...,k I=k
Por demostrars HF(k,...k ,k) ‘
De nuestira hipdlesis ze sigoe gque glk,, ...,k OYO{a monos gue k=d),
cee GCKgpoeork k130 ¥ G(k,, - - .,k , KI=O.

Tenewmos la siguiente prueba en AR:

) 1.— CXE‘...Eﬂ.E,b) Tec por hipédtLesin
2. — ~o(k,... %X _,0,0) Tao; proposicidn 11
k. — nfGCE‘--.En. kK-1.0) Tec: propomicidén 11
k+1. ~ (zXz<k —~0(k,. .. Kk, Z, DD) CL 2,k: prop. [30)
k42, — Ok, . . Kk, K, Odn(ZX2<Kk —aG(R,. . . K, 2, D)
k43, — F(k,... Kk, k)

adicidédn 1,k+1
abreviatura de k+2

R,y Por demostrar: 3, Flx,...x,x 5 Por comodidad sscribimoxz X en
vez de X,...3X,. Como primor paso demostramos gque F(X, u), F(X, wii—u=w.

1.—- X, u, O)ACZXZ‘(U—V‘:GCI. x, 0 hip: F(X,u)
2s — (X, w, O)n CZ)CZ'('-—P\-:GCX. =z, 0)) hip: F{X,w)
3. - (X, w,0) xeparaciédn a 2

4 — (X 2C(u—a~G(X, z, 0))
3. — wu—~GlX, w, O)

8. — wlu

To— ™ »w, Q)

B8, — O(X,w, O)A'*-:GC’-} w, 0D
o FCE, ud, FOX, w), wlut—GaAnG.

separacidén a 1
ESPF & 4

hip

P 5,0
adiciédn 3,7



Por reduccidn al abocurdc onh AR, F(CX, u), F(X, w} e Cwlu).
En forma anfloga se demuestra que F(X,u), F(X, wll—r~(u<w).
Ahora sucede lo sigulente en AR

1. — F(X, u) i

2. — F(X, w) nip

h. — Nc'(u} Ded 1,2

ke — ~(ulw) Ded 1,2

k+1. — (G whvlwlu-(u=w) Ted. proposicién [D5)
k42, = ralwlu) = (~(aCw) —u=wd) L.esg., a k41

k43, — rludw) —su=w) MHP h,k+2

k+d. — umwy MNP X,k+3

o FOX, udAFCX, wii—u=w

() {w)(F(X, u)~F(X, w) —u=w)
—ByF(X, )

—3,7F (X, y) =

MTD y GEN

adicién

Proposicion 13.— Si f1N"—— N ex una funcisn recursiva, entonces f es
fuertemente representable en AR.

La demostracidn se hace por induccidén s:;.:bre H(E) v o5 inmediata a
partir de lax proposiciomnexs 10 y 12, Hacewmos caso omiso de la misma.

La representabilidad de las funciones recursivaz es garantia de que
toda relacidén recursiva es expresable en AR. Si k(x‘...x o= una

relacidn recursiva, C(x,...% ) su funcidn caracteristica y (k’.-.kr‘)eN".
s=abamos quel

ck‘o . .kn)GR-:l-C’_(k‘. - okr')‘-'o

ke s o k JER=C (koo o Kk, Dmd
Como C. es recursiva, hay una fdrmula AlxX,.sex, D) gquo la representa sn AR
(=i C, o= recursiva primitiva la férmula es a—r(x’..xn)%.). Sabomos que;

=i Cr(k’-..kn)ﬂ. antonces l—A(E‘-..E“. By cpropomician 13>
Si C(k,...k D=1, entonces t—~A(Kk,...K ,D) Cpropowicisn 113

De lo apterior se sigue gue Alx,...x_, O) expresa a R on AR. En adelante
dicha férmula se dencota i(x‘...xn). Si R es recursiva primitiva,
entonces E(x‘...xn)s‘fr(x‘...xn)-ﬁ. Ahora podemos escribir:

Si R(k,...k_ ), entonces l—-m’. ek
Si aR(k,...k ), entonces b-~R(K...ED.
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Notese gque on Ia aritmética informal se esplean las mismax
variables gue en AR. Esto &= posible en virtixi de gque las variables
aritmétiicas se pusden restrigir a un conjunto predeterminado. La
=imilitud en la notacidn no debe llevar .a confusicnex.

Hemos domoxtrado 1la siguiente
Eroposicidgn 14.— Toda relacidn recursiva s expresable en AR.
La proposicidn 14 arirma

Si la relacidn R =o verifica para lox enteros k,,...,k , entonces
®l snunciado RCE .ok ) ox derivable en AR, ¥y =i 1a reiacién R no se
verifica.para .los enteros kypooesk entonce-s el snunciado R(E’..En) s
refutable en AR. 19

Lo anterior significa gue la verdad del enunciado aritm$tico
R(k,.+ek ) s reflenja on &l sistema a través de la derivacion de la
férmala cerrada R(k,...Kk ) que lo representa, mientras que la falsedad
de dicho enunciado =ze refleja en AR a travéd=s de Ia derivacidn de
~R(k, ...k gur es la negacidn de la férmula gue 1o representa.

Se concluye que la AritmStica Recursiva admite formalizracicdn en AR,
pues a todo enwmciade verdadero de dicha teoria corresponde vna férmula
derivable en el sistoma. Cabe aclarar que esta afirmacidn sélo obedecs,
coms obzerva J. Ladriere, a un punto de vista heuri{stico gque puade
conducir a equivobcos. En rigor no se puede sstablecer un vinculo entre
umn sixtems formal y una exstructura informal vagamonte definida. En este
caso la nocidn de verdad conzsiderada sn la Aritmética Recursiva se fija
Por medio de criterios intuitivos y, por lo mismo, no riguroszos. Tales
criterios no han de confundirse con la nocidon de verdad de Tarski, en Ia
cual se relacionan los lenguajes formales y lasz extructuraxs algebraicas.
Pese a ollo la afirmacidn que hacemos al inicio de exte pArrafo puede
Justificarse de dozx modos distintos: primsro, que la definicidn de
Tarski se inzpira en las propiedades de los enunciados cde la Aritmética
informal ¥y, xegundo, gque al interior de una metatsoria adecuada puede
definirzse la AritmStica Recursiva como una estructura algebraica.

b rofut_ab_lo .:I.ghii".ica _ Aql.'a.._ -u n-élncul &n -nd.r-.iv.hl o on tlli atama.



CAPITULO IIX

ARITMETIZACION DE LA SINTAXIS DE AR

Enunciados como <t 2= un términc de AR> o <la férmula 6 no es un
teorema de AR> no forman parte de | =ino de su metateoria. Para
expresar tales nociones setatedricas en un sistema como AR Giidel ided un
dispositivo sediante el cual los snunciados swiamateméticos xze traducen
en enunclados aritm$ticos. Dado gque o]l sistema formalira parte de la
Aritmética, ex< posible formalizar en &1 parte de =u mstateoria, su
daescripcidn y propledades.

-

C2> traducecidn [ motateorfia |

C1D> dezmcripcidén

[(Aritmética 1.ntorn1_[ca> formalizacién, [ sicstemn AR ]

Antes de Gbdel era poco clara la relacién entre 1a metatearia y 1a
Aritmitica informal. A través de un anflisis de 1la naturalexza de los
=istemas formales, Gidol profunxiizd en el entendimiento de s=us
raelaciones mituas. Comd e =abe, un xiszstema formal es un conjunto de
expresiocnes formales organizado conforme a reglas explicitas. De acuerdo
@ 1a concepcidn original de Hilbert, la mstateoria de cuslquier zistema
se snmarca on @l dsbito do la argurentacidn intuitiva, contrastando en
allc con el sistema mizmo. Godel dio un paso adelante al descubrir gue
la meltamatecitica es suceptible a su vez de tratamiento formal. Su
morito consistié en observar gque, desde un punto de vista general, la
naturaleza sspecifica de los xsignes gque se utilizan al construir um
=istema formal es irrelevante. “Las férmuias de un sistema formal, en su
aspecto externo, son secusncias de signos primitivos...y es facil
establecer con teda precisidn cuales secuenciars de signos primitiveos son
Férmulas vy culles no. Analogamente, las prusbas, desds un punto de vista
Formal, ne son ptra cosa gue secuencias finitas de férmulas. Para las
consideraciones metamalematicas resulta indiferente gqud objetos usamos
como s=lgnos primitives, asi gue noscotros utilizaremos niumeros naturales
para tal fin. En consecuencia una férmula es wuna secuencia finita de
nimeros naturales vy wna prusba una secuencia fintta de secusncias
Sfinitas de numeros naturcles, Asi, las nociones mestanatemiticas ss
conuterten en noctones relativas a los numeros naturles o secuencias de
dgstos 'y por tante pueden Cal menos parcialmente) ser expresadas con los
sitmbolos deol sistema formal™ (Godel: Sobre enunciados formalmente
indecidibler en PRINCIPIA MATHENATICA Y sistemasx afines Parte I). Al
reemplazar los simbolox de um Tistema formal con nmeros naturales, los
anunciados motamatemiticos xo convierten en enuncjadoxs aritmsético=z. =i

la Aritmética es lo gua se fori=alizs, tasmbién l1a metateoria s=e puede
formalizar, .

Al procedimiontc de reomplazar cada s{mbolo primitivo por un ntaero
natural se le llama Aritmetizacién de la sintaxis, Dicho procedimiente
sirve como base para una codificacidn.



{ 111.1.— torrespondencia de Godel- |

Aplicamos el procedimiento de Gidel al lenguaje [ .. Para slio
definimos una correspondencia & como se indica en la tabla siguiente:

s
o

Al ndmero asociado a cada simbolo S so lo llama numerc de
correspondencia de S y 50 le denota &5. Escribimos:

~ -— 4 b ) C

[Tl

11 i3 1

Too x, I, Ci5xSnd

N—0
Q

1 1 23+4n  17+4CL_+k> *

Svu3, S—e=b, ..., SI =21, &Ex =23, I, =25, Ox,u27, &I, =20, etc. 2

El siguiente diagrama nos msoestra cémo se numeraron los simbolos
funcionales.

Iyt 1a pareja (n, k) estid en la base del triidngulo (equilatero) de lado n
¥ ocupa el k—esimo lugar en dicha linea. Se le asocia el nimero t _+k.
Como 1x£ksn, so tiens gue t <t _+k<t . Se sigwe de lo anterior qua ningtn
mimero triangular corresponde a alguna pareja (n, k).

I,. »
I I > |
h S In' I“ >
X0 Ty T T, +]11,12,33,14]

No figuran en la correspondencia lox nimeroes 1,3,6,10,15,21,...(nOnerce
triangul ares).

1o corraspondeoncia do Gidel es tal gue a los simbolos de distintax
categorias les corresponden nimeros de distintas clases rexiduales:

11‘.“ o «l n—esimc némero triangular: l.h=.l +2+...4+n. Por oilra parte
wxcrlbl mox Ioo on vez de Io por gque asi nos convendriA mias adelante.

Se pusde demoatrar que la correspondencia de Gidel es una
codi ficaclidn, aungue aguli no lo harsmos.
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Simbolos funcionales e ey ntomores de la clase residuial 111 (Sdulo &)
Variables individuales —— nGweros de la claze residial [3) (mSdulo 4)

Hay gque aclarar que no todeo nimero de 1la clase residual (1) es
imagen de mm simbolo funcional. xe[1] o< imagen de algtn ximbolo Inr o>
X221 ¥y g(x+-17,4) no es triangular.

BEn el sjemple que sigue mostramos a la izguierda una cucexidn de
férmulas v a la derecha la suce=xifn de suycexiones de mysr nGnerosx de
corresondencia;

~CS % m0) 3,7,19,23,15,17, 9

O I gm0) 7,23,0,3,7,19, 23,15,17,0

CCx I~ 5% m0) —s~(50=0)) 7,7,23,9,3,7,19,23,15,17,0, 5, 3,7, 10,17, 15,
~=0=0) 37.19,17,15,17,9

Sl a,,e00pm, &5 una xucesidn de nimeros naturales, definimos un
nGmero natural <a,,...,a > con la ecuacidn

<Cm,, -..,nr‘)-p‘:l "eew 'p:n
do modo que =i a=<{a,..., a >, entonces n‘-{a)‘, snsy -n-(-)n.

Ejenploe. — Dada la sucexidédn 3,5,2,5 tenemos que;

<2,5,2,1>u2"-3%-5% .7 u340200, de wodo que (I40200),%3, (IED200),=S,
CBwEOO).-a ¥ (340200) ,w1. Notese que (340200), =0 para todo k> 4.

La correrpondencia do Gidel ex un primer paszo la aritmotiracidn de
la metateorisz de AR. Con su ayuda o= posible asignar a cada expresidn E

de AR un Gnico nétmero f como sigues ¥
Si F=a,...a, ontoncez yfE=<a,...,a)

Al nimoro yE se le llama atemero de GBdel de la expresién E.

Con el mismo recurso podemos asignar a cada secuencia finita § de
axpresiones E‘,...,E_m un Gnico naeero 324 como =igues

¥IS=CrE s ey E,.>
Al nGzarco 25 se le llama nunero de secuencia de S.
En las definiciones anteriores hemos supuwesto gque lac expresiones
zon secuencias finitax deo nimeroz. Con base en la correspondencia de

Giddel es factible hacer dicha identificacién. Si el lector lo prefiers,
puedes imaginar que los signos primitivos fuveron reemplarxzados por

P Una oxpresidn es una mucesién finita de signos del alfabetc de | .
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rwmeros. Algo similar sucede con los nimerce de GSdel y los ntémeros de
secuencia, Agqublilos se corresponden uno a uno con las expresiones de |
¥y #stos con las secooncias finitas de expresiones. Ya no carecen de
zentido sxpresiones como <n s un axioma de AR> o <m #x una prueba de n>
cuando m ¥y n Son nimeros naturales. Con base en lo anterior tomamos por
expresiones de AR a los nimeros de Gdel y por secuenciaz de expresiones
a los nameros de mecuencla.

| ejemplos y comantarios |

(1) Un nfmero nell o5 de correspondencia =i y sélo si:

1) es iwmpar.

i) es mayor que 1.

iii) si n>27 y r(n, 4)=3, sntonces q{m!j,‘) no es triangular.
iv) =i nzP9 ¥y r{n,4)=1, entonces g{n+13,4) noc es triangular.

() Un ntmero nell os de Gidel si y sdlo =iy

1) =i k=n, 1=h<k y p,.ln, entonces phln.
14) =i 1<k=n ¥y pkln, antonces (n), s ntimoro de correspondencia.

De lo antex dicho se zigue quo para goue un nttmerc sea de Gidel s=
mecezario que Sea par y que al descomponerlo comc producto de factorss
primos, cada uno de dichox factores tenga exponente ispar.

€3) Un nteero ncll os de secuancia xi y =d6lo =it

i) =i ke{t,...,n}, he{l,... . k-1} y p,In, entonces p, In
ji) para todo ke{l,...,n}, =i pkln untonces (n), ex n&-rrn de Gidel.

Comparando (1), (2) v (3) tenemc=s:

(1) v= (2)a(2). — Ningtn ntmero de correspondencia os de Godel o de
seocuencia ¥y viceversa: agquéllos son impares y déstosxs pares.

) v (3.~ Hingim ntmero de Gidol es de secuencia y viceversar Lox
primeros tienen factores primos eloevados a potencias impares en =u
dascosposicidn, mientras gque los segundos tienen factores primos
elevados a potencias pare=s en su descomposicidn.

(1) Se dispone de tres categorias o niveles N,N, ¥y N, de nimeros segimn
xean de correspordencia, de Gidel o de sercmr-:la. A.!.gunos objetoxs de AR
tienen asociadozs ntoeeros en cada una de ellas.

En la s.lguj.mi.a tabla se¢ muesliran los ndmsros asoclados a los
=imbolos *~' y '.s’ zegin se los considere signos primitives (N)
expesiones O‘:) o sucesiones finitas de expresionex (N3

Simbolo: ~ —_—
N3 3 B # corespondencia
N3 2%=8 2%m32 # Gbdel
Ng: 2%=250 2™=4 204 087 206 # secuencia.
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Cuando una expresicn consta de mic de un simbolo primitivo, en el
nivel N, o tiene una suce=sidén de niacros sn vez de uno sb6lo.

For ejemplo, =i la expreszidn s "s(c,)’ tenemos:

expresicn: s{cy
N2 18, 7,147,989 # correspondencia
[ 2'*.3%.5'%. 7% » Gidel
H_: 2357 D01 3IS° 403° 520 706° 054" 87 BOO” OOO

- ¥ secuencia

(S5) Sin whtrar en detalles diremos que el método recién expuesto ws una
codificacidén de los objetos de | . Loz nmeros de secuencia son los
mamoros de cb6digo de los simbolos, expresiones y sucesiones de
expresiones de AR. Dejamos esta afirmacidn sin demastrar.

(6) Ho =é6lo trabajamos con nimeros de secwencia, zino que también
hacemos uso de los nlmerex de correspondencia y de Godel cuando resulte

conveniente. No obstante, la teoria pusede desarrollarse por completo sin
recurrir a estos ddltimos.

| I11.2.— Transcripcién de Ja =intaxis do AR a la Aritwmética Recursiva |

Con el mbtodo de la aritmetizacidn es posible traducir las reglas
do formacidnm y deduccién del sistema AR a l1a Aritmética Recursiva, pues
cada relacién, propiedad u operacldén sintfictica induce uma relacidn,

propiedad u operacidén aritmética entre los nimeros correspondientes.

Sa recursfividad tiene por origen el caricter constructivo y-o sfectivo
de las nociones consideradas.

Mostramos a continuacidén gque la sintaxis del sistoma AR forma parte
do la AritmStica Recwursiva. Lo hacremox exhibiendo una lista de funciones
y relaciones recursivas gus forman parte de su descripcién metatedrica.

NCCIONES GENERALES

v

25, — t =0
t . ~t +(n+1) - t, e @l k-esime nimerc Lriangular
20, - TRIANG(x)=3k(k=x & x=t, ) = X o= un nUmeroc triangular

4 ta numeracisn 25,26, stc. om continuacisén de 1a que inicim on el
capitule I,
2 Las relacicones ¥y propiedades aritméticas se denoctan con letras

maytaculas ¥ las funciones y operaciocones aritméticas con letras :
mindecul as. El nombre octorgadeo a algunas de sllas asugierse la nocién d.
que se trata. Vgr PRIMO(X) por <x es primo).
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27. — L )eMy(y<x & p,|x) langitud de %

Cuando xm3f ¥ £ ox una expresidn de L, 1{x) e =1 ntwmero de
ximbolos gque hay sn £, ¥ =i x-rrzS ¥y 8 o una sucesidn de foarmulas,
antonces 1{x) ex la longitiud de la zucesidn {(Vgr la longitud de una
prusba).

L O) LO”)
28, — xey= 7T p{ox. p{:g:
ko k=D

Si x=Ca_,...,a 3> ¥y yulb,...,b, >, entonces xkym{a,,..,a ,b,--.b >
Exta operacidn es asoclativa y corresponde a la oparacidn sintéctica de
concatenacidnt dadas las expresiones E, ¥ E, rﬁ‘*rE:-rE‘Ez.

29, — ppixy=c exe® :

Poner pardéntesiz a la expesién x. Si xspF, entonces pplx)=y{E).

MHOCION DE CONSTANTE FUNCIONMAL

Al construir una constante funcional f tienen lugar dos procesos
paralelos. Por una parte se tiene la construcceidén de la expresién formal

“f£* y por la otra la determinacidédn de zu grado gri{f). En esta zeccién
demostramos gue la relacion

CFG={{f,q) { f e una constante funcional de grdo q}

o recursiva primitiva.

Toda constante funcional f de grado g so forma a través do uns

secuoencia (f.,.q.0,«..,(f . q‘_.) de pares ordenados que satisfacen las
sigulientes condiciones:

1) f o =f ¥y q =q
2) Para cadp ie{l,s+., ™} s cumple alguna de lax sigulentes clauzulax?

a) c:u Qt) es (s,1)

=) ) (rLs q‘_) e (Iool o)

c) {(fi.q) esx (I ,.n) para alguna n y alguna k talexs que i1sksn

d) (f,,q,) ex (Rgh, n+1) y para algunaz j,ke{l,..., 11} (f,q) es
(g,n) ¥ (f.q,) o (h, n+¥2)

o) (f,,q) es ngh’...hJ), para alguna kefl,...,i-1} (f,,q.) es
(g, m) y para cada ref{l,...,m hay una k(r) tal que (f, ,q, ) o=
Ch,, Q,-)-

A la secuancia (f,.9,0,...,(f.q, ) 50 la llasa socuoncia de
Jormacidn de £ . Se el asigna el nGmero

T .29 r .39

€<E, D0 v e e skt g >>=<2T1.3%, . .., 2 ma%map® TR, B meaT
2T .3%

En el factor p/ el exponente £, o5 el nimero de Gidel de una

constante funcional y g es su grado.
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Para representar en la Aritasdética Recursiva =1l encadenamiento de m
constantes funcionales h,..., como 5@ pide en el inciso 2{(e), s=w
requiere de la siguiente funcidn recursiva:

30, — conc(x, O)>=1
conc(x, sn)mcanc(x, mas(x)_

canc(x,n) os le expresiédn gque resulta al concatenar las expresiones

codificadas en los primaros n exponentes al descomponer x como prodixcto
de factores primocs.

— SECFORMCF(x)E-1(>xm=0)&Yi(1<i<1(x)=>INI CO NRECCx) I COMPL(xD) D)

x o5 ol pimero de una secuencia de formacidn de una constante funciopal.
En la definicidn ocurren los sigumwentes predicadoss

INICODI=0), =Cars, 150w () <y3T o 0>+~ InTk(1 SkSnSx & (), =Cp13+4CL_+kD, nd)
REC(Cx) Y= IJTKCI<, k<1 & () w1120 w0, 0 (D t1> & (), =(30541), %y

QOMP((x) )=3g3h3n(g, h, nSx & 1{h)Xi & (x) =<r13+geconcCh,l(h),n> &
M (1 <k =) Ch)—s>Tm(1 <m<i % GO =<(h),, n>) & TI(1<i<i & (x)=<g, L(h)>).

La definicidén recidén expuesta es posible en virtud de la zigulente
propozsicidn que enunciamos sin demostrar:

Propesicidn.— Si £ es una constante funcional, entonces:

1) yt>gr(r)
2) hay una secuencia de formaclidn de f cuya longitud es senor o
1gua1 que 1(yf). =7

Se sigue de lo antes dicho gque una expresidn £ ex= una constante

funcional =i ¥y 36lo =i hay una secuencia de formscién de £ de longitud

i{r) ¥y sxponentes con valor menor o igual a Ef 3’...

e e e e e L b S e —

-]
0, 2 C(x2 s
7 El incimo €1 =e pusade demostrar por induceldn sobre N(I).

£l incisc (20 =e migue de) hecho de gue hay una construcitin de £ en

la que »n cada pasc =e introduce unc de los zignos qQue la integran, de
mode que las conztruceciédn tiens tantos pascoxs como smignos . Emte hecho e
tornes evidenis al considerar alguncs wjemplos como el sigulientme:

Dada la secuesncia de formacidn

1.- (=,1) 3.~ (T3 = - (RI, CsT_.,2)
2.~ €I,,.1) <. - (CSI_.3) 24

podemcox ochzervar que on cada pascs =# introduce un nueve signe msegdn =e
Andica en la Eiguients tabla;

PASO = 2 4 1 2
SIONO R

IS.I




A2, — CFGx, N)Y=EIy(y<1(x) Py & SECFORMCF(y) & x»(¥)y; & n={¥Xom)
A3, — CFCO=Anlnsx & CFGx, n))
X ws una constante funclional.

3, — gr{xd=n sl CFOx) ¥y n=uy(ysSx & CFG(x,y))
gr{x)=0 =i =ICF{x)

grado de 1a constante funcional x.

HOCIOCH DE TERMINO

-

-

Todo términoe s=e construye a travds de una secuencia de formacién
tyrv-esl, coOn las caracteristicas sigulentes:

(1) Para cada ie{l,...,n} alguna de las condiciocnes siguientes xze
cumpl e

a) t, e c
b) i, ex x, para alguna kel
c) t, es fi ..t con f una conslante funciocnal de grado r ¥ t, ..., t,,
términos previos a ¢, en la suwce=idn (es decir, It’....,kr<1)
) =t .
Mostramos eon lo gque sigue gque la propledad (x es el nunero de

secusencia de una secuencia de formacicén de un lérminod es recursiva
primitiva.

IB. — VAR()=Ty(y=<x & ux=ZI+4y) x = el ndmeroc de correspondencia de
una varlable. ®

36. — TERMSINPOOEZ=Mp{p<x & PRIMCx) & plx) & CVAR((x),) ~ (x),=17)

x o= el ntmoro de Gidel de una variable o de la constante c, (um término

=imple).
37. ~ SECFORNTERM{x)=~(x=0) & Y1(1<151(x)=>TERMSTMP({x) I TERMCOMP((x) D)
donde TERHCOMPC(x)t) es la propiedad

By3z(y, z<x & CF(y) & 1(z)=gr(y) & VJ(1=5<1(z)=>3k(15k<1(x) &
O, =(2)) & (), =yconc(z, 1(z))).

» o= w] ntmero de secuencia de una secuoncia de formacisn de un térxi no.

38, — TERMOO)ZED(r<1(x)-pis & sscronu{jr) & x=(¥dy) x e% un términc

i e e e e e e . . . 0 S o i T B, T o, T o g o . o, o o o i . T T T o T . o o . . . S

En eoste cazo trabajamozs con el ninero de correspondencia en vez del
nUnero de Gidel por comodidad, como mis adel antie me verk.

==



La definicidn anterioir s=e apoya en la siguiente propozicitn gque
enunciamos s=in demostrar:

Proposicidn.— Si t o= un término, entoncexs hay uns zecuncia de formacitn
t‘....,th de ¢ tal gQua:

1) yt,<yt para cada ie{1,...,n}
) ni(yt). »

Se sigue de ssta proposicidn que todo término ¢ tiene uma Secuencia
de formacidsn acotada por el ntmero I(n)-p,_"",'con n=yt.

3G, — nml(Cym2*?
roml (o) uz Tanml (x)

nml(k) ex pl nmero de Godel del numeral de k3 nml(k)y=yk.

HOCION DE FORMULA

£0. — AT(OERYy3z(y, z<x & TERM{Y) & TERM(z) & x=2 wy»2szx2®)
x o= una formula atdmica.

41. — negx)=2"#x ntmerc de Otdel de ~x
42, — geanix, v)IE-"*Ethptuc ntmerc de Gdel de Cvd
43. ~ 1enp0x, Y)»2’ w2 xyez® ntmero de Gtdel de Cxe—syd

44. — FORM(O) »s falzxo
FORM(=x)®RAT(=x) ~ 3y{y<(sx & FORM{Y) & sxmneg(y)) «
Sy3vly, v<{sx & FORM(y) B VAR{V) & sxsgen(y, v)) -
ByAxCy, z<sx & FORM(Yy) & FORN(Z) & sxwimp(y, D).

x o= una fdérmula.

SUBSTITUCI ONES

45. — AC(Y, n, X)SVAR(Y) & Sy3zIwly, z, wix & xmysgen(w, vIez & (x) =v &
3 (rX<ns1 (yd+1{genlw, vI)).

la variable v ocurre acotada en la posicidén n de la expresién x.

48. — LYB(v, n, x)EVAR(Y) & (x) =v & 9AC(v, n, x)

la variable v ocurre libro on la posicidén n de la expresidén x.

47. — 1o1{0, v, x)=0D
1ol(sn, v, x)=uy{y=1(x) & LIB{v,¥y,x) & lol(n, v, xJ)<y)

lol{n, v, %) s la pozsicidén de la n-esima ocurrencia libreo de v en .
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Lox)
48, — polly,x)= T sg(l(x)}+lol(k, v, x})
km i
40, - seg{0, x)=1
seglen, XImsagln, x)ep ™
segin, x) es el sagmento inicial de x formado por sus prissros n signos.

0. — reompx, O, y)=x
L3 -n
reemp{x, £n, yi=zagln, x)¥y*x "cr]'gk

*]
reemp{x, N, y) o5 la expresion gque resulta de reemplarzar en la expresisn x
el nesim simolo por la expresidén y. .

S1.— sublD, x, v, t)=x
sub{sn, x, v, t)‘reﬂﬂPESann. 2, v ), N{1{t)}s1)41l0i(n4l, v, x), L)

subln, x, v, t) s la férmula que resulta al substitulir en x las h primeras
ocurrencias libres de v por el término t.

2. — sb{x, v, tI)ozsub{noly, x), x, v, L)

zb(y, v, L) ex 1la féraxala que resulta al substituir on x todas lias
ocuwrrencias libres de v por t.

Relacionada con la operacidén sinté&ctica de substitucién se

encuentra la nociédn de libertad relativa de un términe respecto de una

variable sn wna férmula. Las siguiente=s relaciones la definenen la
Aritmética Recurxsiva.

83, — SF(x, y)EFORM(x) & FORNCY) & BzIw(z, wSy & ywzaocew)

¥ o una subfdrmula de y.

S4. — OC(Y, t)=VAR(Y) & TERM(t) & Ix(1Sks1(t) & () =v)

ia vardiable v ocurrs en #l término t.

B85, — LPCL, v, X)E93y3w3hIJ3AK(y, wsx B h, §, ks10x) & h<jsh+k & OC{w, t) &
FORM{gen(y, w)) B sog(htk, x)=seg(h, x)egen(y, v} &
LIB(v, 1, xJ)

El término ¢ es libre para la variable v en x.

NOCIOH DE PRUEBA

oG, — AXCX)EA‘(X} W oeae W A“(x)

X es un axiona de AR. Cada uno de los predicados A, ..,A, corresponds a
un grupo de axiomazs de AR. Cowmo ejemplos definimos algunos de ellos:

A GO=EZyAvALCy, v, t<x &k FORM(YD> & VAR(v) & TERM(i) & LIB(t,v,y) &
xwimp(gen(y, v), sb(y, v, L))
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ALO)EIGINTZ(G, h, TSx & CF(g) & CF(h) & x=2‘mgehszee'®agezr &
VYk(1sks1{x)=FvlvSz & VAR(Y) & (z) =v))

87.~ HP(x, w, Z)EFORM{x) & FORM(w) & FORM(Z) & (weimp{x,x) + z=imp(w, x))
X o infiere de w y =z por medioc de la regla (MFP).
38, — GEM{x, z)EFORM(x) & FORM(z) 3v(vsSx & VAR{v) & xwgen(z,v))
X s infiere de z por sedio de la regla (GEN).
B0, — PICx, z, w)SFORM{X) & FORM(z) & FORM{w) & Jv{v<x & VAR(Y) &
Zmsblx, v, 2170 & weimp(x, sbix, v, 2" "42")3)
x se infliere de = y w por medio de la ‘rcqla CPI).
BO. — CI(x, Z, WIEMP(X, T, w) v GEN(x, Z) v GENCX, wd ~ PI(x,z, %)
»x &5 consocuencia inmediata de =z y w.

B1. ~ PRUEBACIZI(x)21 & WK(1SkS1(x)=sCAX((x)) ~ 3iIjC1<1, §<k &
CI (0D, (D, X))

X &5 una prusba.

B2, — PR(x, Y)SPRUEBA(x) & FORN(Y) & Yy=(x),
" a¢ o= una prusba de y-.

Queda demostrado que la relacidn sintéctica vila sucesidn A,.....A
er una prusba de la féraula 4> es recursiva primitiva. A partir de ella
so define la propiedad sintéictica <A s#x un tecrema> como sigue?

TECx)=3yPR(y, x)

En esta definicidn se cuantifica 1la variable 'y en forma irres—
tricta. Debido a ello no = puede aseverar (aunge tampoco negar) que la
propledad ex recursiva o recursiva primitiva, MNo obstante, esxste hecho
debe considerarse como un indicativo de tal imposibilidad. Parece
imposible que laxs formilas de AR porten en su estructiura rasgos goe
indigue su derivabilidad y dentro de gue rango se sncuventra uma de sus
proebas.



El. PRIMER TEOREMA DE GUODEL

Con o1l método de la arfitmetiracidn Se mxstra que la sintaxis de
diversos sistemas formales es parte de la Aritsdética Recursiva. Exte
vinculo entre dominios distintox (Metateoria-Aritmética Recursiva) es
similar al gque ostablecid R. Descartes entre el Algebra y la Geometria.
En nwestro caso 21 homdSlogo del mitodo de las coordenadas es= la
correspondencia de Gédel. Este miétodo pone de manifiesto una similitud
estructural entre campos on aparf{encia distintos.

A partir del trabajo de Gidel =g sabe de enunciados aritméticos que
describefi la estrixctura de xistemax formales. Mis atn, e conocen
enunciados motatedricos cuya verdad es equivalente a 1a de ciertos
enunciados aritmiticos, Esta es la similitud estructural referida en el
Fasaje anterfior, ¥y constituye el derrotero a nuevas e insospechadas
investigaciones maetatedricas.

Como primer paso en osta direccidn Gidel se ocupa de un problema
Planteado por Hilbert on la década de los veintes: Zes po=ible definir
un conjunto de axiomas para la Aritmdtica Elemental que sea consistente
Yy completo? 12 Como veremos dicha interrogante ze responde con una
negativa: ningtn sixtema formal gue contenga una representacidn de 1a
AritsStica Recursiva puode ser a la ver axiomitico, consistente y
completo. Cabe sefialar gque en su demostracidn Gidel se ve forzado a
adoptar una hipdtesis mis poderosa quo la de consistencia simple:r para
"=us fimres ha de suponaer gue ol =zistoma formal o= w—conmistente, Esto
constituye un defecto en su demostracidén gque fue corregido por J.B.
Rosser en el alio de 1836.

En la primcora parte de este capfitulo se define el concepto de
w—consistencia ¥y se muestra su relacicdn con el de consistencia simple.
Acto seguido se construye el enuncifado de Gidel y se demwestra =u
indecidibilidad en AR a partir de Ja hipétesiz ya moncionada. Finalmonte
ze demuwestra el teorema de Giodel—Rozzer y =ze plantean algunas
consideraciones de caracter general en relacidén a dichos tecremas,

[ IV.1.— La w-<consistencia }

Hay dos definiciones de consisltlencra sintactica para lox sicstemas
formales. Son las sigulentes:

{1) Un sistewma formal SF ex consistente si y =6lo =§ hay tha férmuala
pel,, gque no es derivable en é1.

< Sea N-(N,-&, a5, =, 00 ¥ Tm)={PELu i NiEp}l. Podemce replantear el
oblema come migue: &hay un conjunic decidible de férmulam Ac | tal que
=T{N)? De hechoe Hilbert creys gque =i lo habia y Lenia como bame 1a
formalizacién de loa axiomas de Peanoc en un lenguaje de primer orden. En
nuestroe casxoe Dicha formalizacién corremponde a la reduccidn migulente:
los grupoxs de axliomas Gn ¥ G” me limitan a las constantes funciocnales
'+ ¥ "' ¥ @l grupe O, me excluye por completo.
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(2) Un sizstema formal SF e congistents &1 ¥y s6lo 51 no o poxzible
derivar en ¢l uma férmeula y su negacldn.

Estas definiciones no tienen el mismo alcance, pues o= obvio que l1la
sogunda de ellas sdlo o aplica a sizstemas formalez con operador de
negactiédmn. No obstante, para la mayoria de loz sistemas de éxste tipo las
definiciones son equivalentes. Tal es el caso del sistema AR.

La weonsistencia as un tipo particular de consistencia sintictica
que =ttlo os aplicable a zistemas con operadores para la negacidén, la
cuantificacidn universal! y que contienen expresziones para representar
imeros naturalex, Cuando tal oz »1 caxo, hay en el siztema constantes
individuales (o numerales) que denotamos 0,3,5, etc. gque representan a
los ntomeror naturales 1,2,3, eatc,

Pefinicitn. — Un sicstema formal S5F ex u;—t'ncon.ristmte =i y =élo =i hay
una férmula ACx)el | tal que:
1) para todo kel, +—_ACkD
¥y

11) = ~(xDALX),.
Un sistema formal gue Do es w—inconsistentes ax wconsistente.La
w~consistencia s expresa asis:

Para toda A(x)el . si b—_A(k) para todo ke, entonces bc_Sx~A(X). 2

Mo ws dificil demostrar que ftodo ziztema formal gque ex wconziztente

s consistente, Empaero, el reciproco de este enunciado no ox cierto: hay
sjemplos do sistomas formale:s gue son consistentes y wv—dnconsistentes.

[ Iv.2.— El enuncfado de Godel |

El enunciado do Gbdel representa una propozicién autorreferente,
sems jante a las gue dan lugar a las paradojaxs del Mentiroso y de
Richard. Su diferencia frente a wllas @ que no ocurre en antinomia.
Gbidal considera la nocién de ser una férmula indertvable y construywe un
anunciadoe que en cierto sentido afirms de sf mixmo tal propiedad. Dicha
construccidn tiene coms base una funcldén especial de substitucidn goe
hace pasible la “autorreferencia* en los lenguajes formales. Ello
rermite “emular® las paradojas dando lugar a los llamados teoremas
Limitativos: resultiados que afirman que el sistoma eox incapar de
afectuar ciertas cosas como, por sjesmplo, formular su Semintica o
derivar todox los snunciadox vardaderox en cierta interpretacidn.

La fuidn de substitucidn que aparece en el enunciado de Gidel =ze
abtiene como sigue?

La funcidn sbx, v,nml{x)), definida por compozicién a partir
de laxs funciones shix,v,t) ¥y nml({x), e recursiva primtiva. Comoc casos
aspacificos de esta funcidn tenamoz las llamadas funciones diagonales:

2 Pardfrasis: Si ACK) sa derivable an SF para todoe ke, sntoncex o=
imposible derivar en SF la férmula an-_-A(x). Exto an modo alguno
mignifion gue —__(x)A(x).
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i ag Ox)msb(x, 23, nml (x))
diag, (x)=sb{x, 27, nml {x)

diag, (x)ex=b{x, 2344k, nmk {x))

El nombre de funcidn diagonal e explica ern lo gue sigue. Sea,
ejowplo, A(XD, .0, A (XD, o0 una enumeracidon de las formlas gue
tienen libre a la variable X, ¥ S8 Q,cces @ rer- 1la sucesistn de sus

Gmoerox de Gidel. Representamos la substitucién x,/g, en la siguente
tabla:

PoTr

ALCx,d AgCx,) A Cx,) cee
Gy AT AL(S,) A CT,) oo
™~
Gz A, (5D TR A CT,) “ee
. ~
g A, (G A CG) A CTy) oo

Los slemantos A(G,), A(8:) ALG,), etc. de 1a diagonal =se
generan con la funcidén diag,t

Aiag,kIwrA gD
(procedimiento diagonal de Cantor)
En la construcidén del enunciado de Gidel se utiliza la funcidn
di ag (x)=esb{x, 31, nml(x)) como a continuacidn se indicat
La relacitin PR(x,=b{y, 31, nmml(y))) o= recursiva primitiva. La férmula
que la rapresenta en AR es PR(x,, sb(x,, 31, nmi(x,)), cuyas dnicas
variables libres son x, ¥ x,. Sea G(x,) 1a férmula

O IPRCx, » TB0x 50 31, Tl (¢,09)

G(x,) corrasponde al emunciado metatedricot <No es tecrema de AR La
férmula gue so oblisne al reemplazar sn x la variable x
de x>. So considera, pues, la propiedad de no ser una formsula derivable
2n el sistema, ? G(x,) se transforma en un enunciado de al momsnto
de substitulr x, por un término constante (vgr por un numeral).

g‘-j:uca:r- ol nuneral

Sea g=y(x,)~FR(x,, (%, 31, nml (xy))

—— . . T —— . S . T . S, T o

— -— ————

} Cabe mafalar Que la férmula que ae dice o5 inderivable ex el
reaul tade de sfectuar ciertas operaciones formalesas con los wmignos ¥y
excpresicnes de AR. En modo algunce me trata de una demcripcldén basada en
rasgoes contingentes o empiricos de las fé6&rmulaw,
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El snunciado de Gidel es G(@)=(x,>PR(x,, =b(g, 31, mml(g)))

G(g) corresponde al enunciado metateérico <No es un teorema de AR
la férmula gqus se obtiens al resmplazar en (x,3 la variable xt por el
nuneral de yG{x,)>. Motese que al efectuar la operacidén dezcrita en G(g)
so arribs al snunciado &g). E= en este sentido que el enunciado de
Gbdel “afirma™ su no derivabilidad en AR: interpretado en la motatecoria
dice <G{3) no e= wn tecrema de AR>.

| IV.3.— E1l primer teorema de Gbdel |

Primor tecrema de incompletud para AR

a) S AI':" s consistente, entonces b-‘-Gé&').
b) Si AR es w—consistente, entonces be~G(3).

Demostraclidén
(a) Procedemos por contraposicidn en 1la metateoria,

Supongase que —G{g). 1>

En tal casco hay uma prueba A,,..., A, del enunciado en AR-

Sea k-rzA‘....,An el nGmero de secusncia de la prueba. La relacidn
aritmética PR{x,sb(y,31,mml{y))) ex cierta para (k,@). Dado que la
" f6rmila PR(x,, SB(x,, 31, nal{x,))) 1la representa en AR, se tiene:

¥y por eqguivalencias lé6gicas

—~(x,>PR(x,, sb(g, 31, nml (@) !
Pe (1) ¥ (2) se siguo que FH—&g)~~G(3) ¥ AR es inconsiztents.

Conclusidn: Si —G(g), entonces AR es inconsistenta.
Por contrapoxicidén en la metateoria queda demostirado el incizo (a).

(b) Supongase gue AR es wconsistente.

Do la hipesis se sigue que AR ez consistente.
De la consistencia de AR Se sigue gque bP<G{E) {inciso Ca)).

Esto ¢liims zignifica que ningin nimoero natural es el piwmero de
secusncia de uma prueba de G(g). Debido a wllo los enunciados
aritmfticos

APR(O, xb{g, 21, nml{g)))
=PR{1, =b{g, 21, nml {(g)))

PREK, =b{g, 31, nml(g)))



zon todox verdaderos. En virtuGd de gue ~PR(x;=B(x,. 31, nmI(x,)))
represents a exsta relacidn en AR, tenemos

b—~PR(D, S5¢5, 31, Rl (E)))
f—~PR(, S5(5, 37, AnI(E))

Como AR es w—consitents, entonces b<~(x, PR(x,, sB(g, 3T, nal(g))-

conclusidn: be~G(T).

- f IV.4.— Cbzservaciones y comantariocs |

1.— De 1a hipstesis de que AR es w—consistente se sigue que b<G(E) ¥ _
b"H_GCE). Dicho #n otras palabras, si AR es wconsistente, sntonces G{g)
ez Iindecidible y el sistema ex (sint&cticamente) incompleto.

2.— Un sistems formal en ol cual ex posible probar A(D), A1), ..., A(K), ..
pero no (x)A(x) se dice que es w—incompleto., El teorema de Gidel deja
ver en su pripera parte que =i AR os consistiente, entonces ex
w—incoempleto (o incompleto respecto a Ia universzalizacién).

3. — La indecidibilidad de G{g) (supuesta la wconsistencis del sistema)
muarztra que ol conjunto de axiomas de AR es incompleto. Tal parece gque
oszte defecto zse puede corregir aladiendo nuevos axiomas. No obxstante,
toda extensisdn conzizstente de AR que tenga un conjunto recurszivo de
axiomas zeré incompleta. La rarxdn ox gque )] método de demostracidn
aplicado a AR es igualments aplicable a tales zistemas. De hecho 1a
incompletud tisne rajices mis profundas ¥y no se dabe a 1a omisisn de
algin axioma o conjunto de axiomas. La incompletud estf indisxoclublemente
ligada a 1a naturalera del xixstema. Este raszsgo es atm mis notorio a 1a
lur dol teorema de Gbdel ~Rosser. .

4. — E1 enunciado G(g) corresponde intuitivamente al enunciado <la
fermula G(g) es inderivable sn AR>. En eoste zentido es autorreferente y
afirma su inderivabilidad. Motezse gque bajo Tu interpretacidn “candnica’
{g) @xs verdadoro ¢ LS£G{E) «> AR ex conzistente. Rosulta asf quo el
teorema de Gidel conduce al programa de Hilbert a un callefdn s=in
=zalida: ex imposible recoger en un Sistema formal TCDOS los enunciados
aritméticos verdaderox. El programa tendiente a formalizar por completo
1a aritmStica jamass podri llevarse a cabo., El tecoremas de Gidel nos
coloca ante un enunciado indecidible gquwe la intuicidn reconoce como
verdadero. En todo caso los criterios formalex de dedocibilidad
fracasan ante lax propoziciones indecidibles. Podemos decir gue on exta
clase de zistemax lo deducible no coincide con 1o (intutivamsente)
verdadero: La sintaxis no coincide con la semfntica. 4

4 Para alguncos autcres el tecrema de Gidel permite hablar de una prima-—

cia del criteric material sobre al criterlioc formal de verdad: la indecl -
dibilidad de una propomicidén aritmética contraxta con la poaibilidad de

rezsolverla intuitivamentis, Lo Qque ez un hechoe ex gque el tLecorema sliminas

la pretenzsldn dal! formalismo extrems que privilegia la mintaxis como G-

nice eriteric de verdad., A partir de Gidsl smabemcos gque ningtn formallenc
agota lom contenidos de la Aritmética; miendce éxta miéa rioa.
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[[IV. S5, - foorama de Gudel -Rosser |

En la demosiracidén dol teorema de Gidel o nocesario asumir una
hipdtlesis mis poderos=a gque la de consistencia simple: la w—consistencia.
Esto de suyo plantea el problema de =i la incompletix! do la Aritmética
Formal se sigus do su =6la consistencia. Histdéricamente, este problema
fue resuelto por J.P. Rosser en 1830, cuando demoxtrd gue la hipStesis de
consistencia simple os suficiante. Para ello, Roszer considera un caso
m&s complejo de férmula indecidible.

Sea R{x) la formula

O XC~PREx,, SBCy, 3T 5 N (36,00 Bty (g5, ~PROxy, DRGEB(x,, 31, nal (x,003))
Sea reyR(x,). El enunciado de Rosser es la férmula R(F)

O, W~PROx,, SB(T, 3T, nml(r )))vEx (x,5x, APR(X,, Nea(sb(r, 31, nmi(F NN

Desde la porspectiva de l1a aritmetizacién de la sintaxis, R{r) se
interpreta como 21 enunciado que afirma que para cualgquier prueba de
R(I") #n AR hay una prusba de ~R{r) con un ntimero de secusncia menor o
igual al do aguélla. Dice, en oiras palabras, que i ella eos derivble,

tazbidn su nagacidn lo es y tiene una prueba con menor nimero de
secuencia.

Hacemos uso de lax siguientes abreviaturas:

POx, ) =~~~ PR(x, sb(y, 31, nmI ()
PN(x, ¥) ~~—~—+ PR{x, neg{sbtly, 21, nml (¥})))

en conformidad, R(r) y ~R(F) se escriben
R(;E("‘)C"‘F(x,n F)Vax.cxssx"‘-ﬁiicx.' F)))
N_ﬁ{?)EBx,(F{x’, F)n(x.)(x.‘_:x‘--w-:i’—l—&(x.. )

Tecorema de incompletud de Gidel ~Roszer.-— Si AR o5 consiztente, entonces
R(f) o3 un enunciado indecidible en el =istema.

Domostracidn v

La demostracién =o divide en dos partes:

a) =1 AR es consistente, entonces bFR(r)
b) Si AR es consistente, entonces be~R(r)

®n ambas so procade por reduccidn al absurdo.

(a) SupéSngase gua AR ez conzistente y gue —R(r)

Coms R{r) es un tecroma, oxiste kel tal que Plk,rd.

‘Coms ~R{r) no ex= un teorema (por concistencia), PN(n, ) wx falso para

todo nedl. En consecuencia los enunciados aritméticos

Pk, r), tPN{O, r), " PH(1, 7)), . . . , WPH(K, )
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son verdaderox. Dado que se Lrata de relaciomes recursivas, éstas zon .
expeszablos en AR. Tenemcs 1a siguiente prueba

h., — B¢k, ™) THCO prop. 14
ﬂ:mﬁ. r) TEOC prop. 14
“fﬁ'eé:f-') TEC prop. 14

n. — h:ﬁi(ﬁ, FlAe ve .-\h:P_H(E, r) conjuncl én. - .

ntm. — ~PRCB, F)ae o o anPRCK, F) — (g 20y Sk —~PRCx,, ) Tec [27)

nAml . —_ O Ix <k —-w-gﬁ(x'. ) . MP n,n4m

rme2, — PCE, FIACx Hx, <k —~nPR(x,, 7)) ) conjuncién h,ném+l

n4meR. — Ibe, (POx,, F I (XX gSx, —+~ PN g, 33D () a nim+2

Concluimos que si AR es consistente y —R(r), entoncesx }—~R(f), lo cual
es un absurdo. En consscuencia, BbAR{r) lcgd.

(b) Supongamos gque AR es consistente ¥ gue t—~R(r).
Como ~R{r) &= un teorema, hay una kel}ﬂ' tal gue PN(k,T).

Como R{r) no es= un tecrema (por consistencia), P(n,r) ez falsc para todo
nell. En consecuencia los enunciados aritméticox

PRk, r), PO, ), P, T) e e o, PCk—1, 1)

son verdaderos. Como seo trata de relaciones recursivas, #ztaz zon
reprasentables sn AR:

he — PHCK, T TEQ prop. 14
~P(5, F) , TEO prop. 14
"'chk—l » ) TES prop. 14

e — ﬁ:-ﬁcﬁ. F)ﬁ- - oﬁ"‘:Fck—i,i:) conjunci . ..

ntm. — ~P(0, Flae o o anPCk—T, T —0x )%, Ck —~B(x,, T)) TEOC ! 301

némt . — (o, Mx, <k —wﬁﬁ'(x‘. nn MNP N, n+m

ném+2. — PHCE, 1) —(x, k<>, —e Tt (X g3, AP Ny, T3)) TEOC [283

ntma3. — O, RS, —e By (¢, S, ~PN(3cp, T))) NP h,n+m+2

DAmtee — (6 WPy, FIv B (g S, ~ PRy, 7)) Sl n4m+l ,n4m+3 ¥y TEO [Z9)

Concluimos gue 51 AR esx consistente y I—nfR(F), entunces —R{r), lo cual
constituye un absurdo. En consecuencia b‘-ngR(F) lcgd. ®

| IV.6,— Comentarios adicionales |

1.— El teorema de incompletud de Godel —Rosser no se limita al sistema
AR En realidad s aplicable a un gran nimero de =siztemas formalexs
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basados en el Cilculo de Predicados de primsr orden Dol anAlicis de ia -~
denostracidén se concluye gque cualquier sistema formal SF gue =zatisfaga
lax zsigulentes condicionaxz xers objeto de su aplicactién:

1*) Laxs noclopes de axioma, consecuencia (nmediata y prueba de SF
son recursivas.

2) Toda relacién recursiva es expresable en SF y toda funcidén re-—
cursiva ws representable en SF (en brever SF contiene una represen—
tacidn de Ia Aritmdtica Recursiwva).

3') La operacidn de substituir todas las occurrencias libres ds una
vartiable por un t&rmino es recursiva.

4D Para todas las férmulas A(x) y B(x)el, » para todo kel xon teo—
remas de SF las sigulentexs férwmulas:
ALDDA . - o AALKD ~e{3)(2Sk — ACXDD
ALEY —{x Xk =x =Ty (ySxAAYIY)
AlD)As oo nACK— ).-.cx)cxgle — ALK
COX xSy — ALA DA< x = B{%)D) — (A B(xD)
Cozas similarex se pusden afirmar en relacidn al teocrema de Godel. Si un

ziztema formal SF satisface estas cuatro condiciones, entonces de zu
consistencia se =igue su incompletud.

L Be— Si ol teorema de Godel Rosser e aplica a un sistema formal SF,
tamhién =eo aplica a todas extonsiones recursivamsnte axiomatizables.

3. — Hay una versidn semintica del Teorema de Godel,.

Supongase que el sistema AR es correcto en el zentido de gque todox sus
teoremas son verdaderos en la Aritmé$tica. ..... (1)

G(Q) corresponde al enunciado aritmético (x )PR(x,, =b(g, 31, nml(g)))
qgue, a =u yex, corresponde al enunciado motaledrico (La férmula G{g) no
es deriuvable en AR>.

En otras palabras, G{g) corresponde al snunciado metatedrico <G(g) no es
un teorema de AR>. «-=.+- {(2) .

Si —G6(g), entoncexs (2) ex falzo, lo cual contradice (1).

MGCg) corresponde al enunciado aritmético ZxPR(x, sb{g, 31, nll(g))) que, a
=U vz, corresponde al snunciado mstatedrico <lLa fdrmula G(Q) es
der{vable en AR>.

En otras palabras, ~GCg) corresponde al snunciado mtatoér.ico <G(g) o=
un tecrema de AR>. c--.: ()

Si F~~G(g), entonces (3) ex verdadero y H—G{g).

Conclusién: =i AR es consistente y correcto, entonces G{g) es
indecidible.



4. - 51 AR esconsiztente, entonces ol enunciado de Rosser R(F) es )
indecidible. Ho obstantae, en la molatecria se pusde decidir =i R{r) es
falzso o verdadero {(bajo 1a hip&Sie=ziz de consisztencia R{(r) s verdadero).

Al ser R{i) indecidible, las extensiones AR =ARUIR(F)} y AR =ARUH~R(r)}
soh consistentes. Como las propiedadex <ser axioma de AR ¥y <ser axioma
e AR’) son recursivas, amboxz sistemas zon incompletos, y un snunciado

K, indecidible en AR, ¥ un snunciado R, indecidible en AR,. Ahora de
definen sendax parejas de sxtensicnes como zigue:

AR mARJUHR} ; AR =ARUH{~R}

Do muavp.-astos cuatro sistomas formales sSon consistentes ¢ incompletos.
Prosigulendo de la mizma manoera se pusden construir un nGmero ilimitado
de extenziones propias de AR todax ellas consistentes e incompletas. El
palrén se represoenta en el diagrama siguiente:

. AR
/ARu\ /mg\

AROD‘ ARo‘ - ‘AR‘O AR’-‘
VAN VAN < N VAN
ARODU A'Rom ARO!O ARG!! ARIOO AR!O: AR‘IO AR“‘
/N 7N PN PAREN PR PN PN

1) Toda sucesidn finita de ceros y unos representa una extensidén de AR.
FPor ejemplo, 100010 representa a la extensidn AR;oomo'
1i) Si una sucesidén de digitox d,...d contiens um uno, entonces en
AR“...dn hay teorgmasz que Son ar:l.tnéE.lcmnte falzos. :

111y Para toda sucesidn finita de ceros 0...0, los teoremas de la extensidn

oo’ o SON aritméticamente ciertos (bajo la supocsicidén de que AR es
correcto).

iv) Sea di...d, una sucesidén que contiene al menos un uno. Como ARG "4
e consistante, tiene unm modelo. Este ez esencialwmente diztinto a 1a
Aritmética usual (estandar). Fs lo que se.llama un wodelo no ssiandar.
Siendo modelo de AR, ' ',, también lo ex deo AR. Esto demuestra que AR no
ez o—categébrico para ningdn cardinal oZR,.

L]

S. - La conclusién Glitima a la que se llega es que la Teorfia Aritmética
TN) no es axiomitica, es= decir, no se le puede caracterizar a travéxs de
v formaliz=mo consistente y completo.
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- CAPITULC V

PRUEBAS DE CONSISTENCIA. SEGUNDO TEOREMA DE GODEL.

En este capitulo demostramos que cliertos enunciados gque a la luzr de
la codificacidn afirman la consistencia de AR, s=on inderivablezs en AR.
Este tecrema, debido a Gddel, nos muestra en su forma general que
muestras teorias formalezs de primer orden sufren una severa limitacidn
cuando =e trata de comprobar su conxistencia.

Gidel, al igual que muechos olrosx expositores, no demuextra =zu
segundo teorema. En vez de ello xe limita a ofrecer algunas indicacionss
sobre 21 modo de hacerlo. Aungue inexacto en cuanto al procedimiento a
seguir, “en su relato deja entrever las consideraciones gque lo lilevaron a
=1 hallargo. Son lazx siguiente=ss

En ol primer teorema de Gidel =ze establece gue
Si [EL SISTEMA ES CONSISTENTE], entonces [ G{g) ES INDERIVABLE] € ))

Si una demstraciédn de la contsistencia del sistema nos fuese dada,
prefi jandola a 1la anterior (es decir, a la demostracidn de (#)) se
completaria una demostracién de la inderivabilidad de G{g). Después,
usandc la representacidén de férmulas por nimoeros de Gidel, podriamos
exprosarla coms mma demaostracidn de la Aritm$tica Informal. JSeria
posible formalizar dicha demostracidn? Si tal fuese o]l caxo, 1a férmsula
(g) seria la formalizacién de lo gque se demuestrat

MHetateoris Teoria AR

1 6{g) o= indorivable en AR | formalizacidn »

Conclusidént una demostracidn formalixada de [ G(g) ES INDERIVABLE]
seria una prueba de G{g). Como sabemos, tal prueba no puede existir en
caso de gque el sistema sea consistente (primor teorema de Godel).

Con base &n lo antes dicho podemos decir gue =i la parte

Si [ EL SISTEMA ES CONSISTENTE], entonces [ G{g) ES INDERIVASLE] Ce)

se formaliza en el sistema, entonces 1a parte
[ EL SISTEMA ES CONSISTENTE]

no puade, a su vez, sor formalirada (supuosta la consistencia de AR).
Exto da lugar al procedimiento sugerido por Gidel: en principic,
demostrar gque la demostracidn de (%) es formalirable en AR. decimoxz *“en
principio” porgue en la préctica lo gque sucede es algo dixstinto: Si CON

e una f46rmila gque a la lur de 1la codificaciédn de Godel expresza l1a
consistencia de AR, sntonces se demuestra que

$— CON—G(q) (=)

Exsto Glitimo tiene como consecuencia directa al Segundo Teorema de Gidel,
a saber, que

Si AR os consistente, entonce=s BPSCON.
[~=1



En particular, Giidel =meleccions como snunciado de consistencia a la -
ISrmula o

CONE B (FORMOx, 3 (3¢, PPR{x » 3%,))

Chay una fSrmuala que no s tooroema). NStese gue la férmula en (k)

expresa al enunciado () on caso de Gue CON axprese adecuadamente 1la
noclidan de consistencia,

En 1a primera parte de este capitulo demostrames que bajo ciertas
condicionex especificas (existencia de un predicado de prueba), l1la
consistencia del sistoems s inderivable. Estoc se hace de un modo general
Y en relacién a cualquler predicado P{x.) que corresponda a la propiedad
sintfctica <x, o5 1N tecaremad. En la parte final demostiramos gue clierto
pradicada TEO?xo) (gque en breve definiremos) satisface las condiciones

ismpuestas a P{xo) ¥, 8n consecuencia, le ex aplicable el segundo teorema
de Godel. :

[ ¥.1.— Predicados de pruesba |

A través de la codificacidn cada fSérmula A tiene asociado un Gnico
mero de Godel yA. Sl abora considerasos el numoral yA tenemos um
nombre (un cédigo) para 1la f6rsuia sn AR. Este término dosompefa un

papal tan importante en lo gue haremos, gue resulta conveniente
danotarlo de un modo espacial.

Definicidén. - Sea E ma expesién de AR. Se define Y (el nombre de E) a

. traveés de 1a igualdad '
TerE *

Definicidén. — Una féSrmila P{x,) cuya tmica variable libe &5 x, se dice

e @5 un gredicdo de prusba para un sistema §F, =i para toda pareja de
sumciados A y B ze cumplen las siguientes condicionext

Dy-— Si +—_ A, entonces —_ P(A).
D,e— 1= L PCRY—PCPCRD).

Da- — o CPCA—EIAPIR) —PH).

A DD, ¥ Dy so les llama condicionss de derivacidn de Hilbert y
Bernays.

Si pensamcs que la férmula P(A) “dice' <A es un teorema de SF>,
antonces las candicionos de derivacion adquieren el sigulente sentido:

D,-— Cada vez gque wtna fdrmula A o5 un teorema, =e prusba en el sistoem
formal 1la formsula que eso afirma.

Dz.— Formalizacidn del enunciado metatedrice D,.

1 Y define un mapec que a cads expresidn E le ascocia un Lérmine
cerrado, atn cuando E contenga variables, Si, por ejempleo, una férwmila
AlX) contiens libre a la varisble "X, esxc noc hace des A[XY un términe

ablerte. Al codificar, la vartiable "X* on A{X) o= vizcia comc un objetc
mintbotice, Pmo como un parbAmelro.
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- D..- Formalizacién del entnciado "Si p—__A—bB y |—_A, entonces p~_B".
ILas condiciones de derivcidn mon necesarias (més no suficientesx)
para afirmsar gque un predicado P(x,} expresa adscusndamente en SF la
mocién de {ser un teocrema de SF>.

En ol casoc del sistema AR el predicado P{x,) es la formula

TEQCx )& Sx, PR{%» %)
Por su construccién, PR(x,, X, es una transcripcién de la definicién de
Yorusba de..." al lenguaje de AR. En consecuencia, TEo(xa) transcribe 1a

idea de que x, as el nimerc de Godel de una férmula derivable {un
tecrema). Como veremos mis adelante, seo trata de m predicado de prueba
para AR Por sl momanto asumimos este hecho como una hipStesisx.

Hipdtoesis (que demostraremos mis adelante): TEO(x,) satisface las
condiciones de derivacisn DD, ¥ Dy de Hilbert y Bernays.

[ Ve2.~ Loema diagonal |

Demostramss en esta zeccidn un teorema de punto fi jo (conocido como
tema diagonal) que ocupa un lougar de impartancia el la consecucidn de
otros resultados en este capitulo.

Eroposjciéen 1S (lexa diagonal).—~ 52 Alceal; ry VL(A)={x,}, entonces

wxiste un enunciado (férmula =in variables librex) Bell tal que
* =B ACH).
Demostracidn

Considereze la funcidn diagonal diag,(x)=sb(x, 23+4%, nml(x)) definida en
el capitulo IVY. Esta funcidn ex recursiva primitiva y con la propiedad
siguienter =i a=prAlx.), entonces diag,(a)=yA(a).

Sea p(x )sA(diag, (x,)) ¥y b=y3(x.).
Saa, finalmoante, B=3(b).

Se afirma que B ps 1la formula buscaca., YVeamos:

di agka)-ymB) {por definicién de diag,)
=xA(diag, (B)) (por definicién de Xx,))
wy-B (por definicidn de B)

como diag, es representable en AR, tenemos 1la siguiente derivaclidén:

1.~ diag (B)=¥ Propoaiclién 10

2. — diag,(B)=¥ —(A(diag, (B)«—ACHED) Tec 15)

3. — (A(dTag, (B)e—ACE)) MP 3,2

4. — B AlH) por definicién, BwA(diag,(B)).

S concluys gue —B«—A(Y) (B es un punto fijo de A(x.)). =
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La proposicidn 19 tambidén oz llawmaeda de !a cutorreferencia, puass B -
resulta ser equivalente a wna fdédrmla que “habla” de elia. Por ejemplo,
£1 A(x) es la férmula AX(x,) (X, o5 un axioma de AR) ¥ F—B—eAX(H),
ant:mccs B oz equivalente a mm férmula -gque a la luz de la codificacidén

afirma "B es un axioma de AR". Es on este zentido gque B ex auto—
rreferante.

Linrd sucede cuanko ze aplica w1 loma diagonal a las férmulas
TEC(x) ¥ ~TEC(x,)? Se determinan dos enunciados D y G tales que
t-DTEX(T) ¥ FHGes~TEXE). El segundo de ellos corresponde al enunciado
e Gidel, mientras gue ol primero corresponde a un snpunciado gque afirma
sor uno de los teoremas de AR. <4Ser& en realidad un tecrama? Para
responder a ésta y otras interrogantes vamos a demostrar un teorema
doebido a Lob qgque tiene como ::nnsm:mncia ia .i.nder.hmbilidad de Ia
conzistencia de AR en AR.

{ ¥.3.—El teorema de Lob |

Proposicidn 18 (Ltecrema de Lob).—~ St Ael’ ¥ —TEO(K)—+A, entonces —A.
- Demostracidn

Haceomox uso de la sigulente funcidn rocursiva primitivar

spvl(x, k)= 51 WivSx=013n{iSn<1{x) & LIB(Y, n, xX)))

spvl(x, k)usbh{x, h, k) =1 hwgrv{vsx & Sn{isnsl(x) & LIB(v, n, x)))

Spyl{x, k): substitulr la primer variable libre de x por k. s=pvl(x, k) es

la fSraula que se obtiene al reemplazar en x todas las ocurrenciaxs

librez de 1p primora variable de la lista KppewepXopees QU OCUrTa libre
an X por k. Esta funcidn tiene la sigulente prop.‘l.dndl

=pvl (yAlx), k)=yALk) cuando VL{AY={x}.
Saan p=y[ TEXspvl(x, Xg3)—rA]
y B=TEO(SpvI(P, P))—+A. '
Por el sodo como s@ definidé B, yB=spvl(p,p). Tenemos la siguente prueba
en AR:

1

1.— =pvi(p, p)=¥ proposici&n 10
2. — Spvi(p, p)a¥ —{[ TEO(Spvi(P, P —+Al —~sf TEO(E)—+A] ) proposicién %
3. — [ TEOCSpvi(R, p)—A] —[ TEOCH) —A) ’ ML, 2

4. — B—[ TEO(HE)—A} lo mismo que 3
S. ~ TEC(B—+(TEO(H) —AT) D, » &

B. — TEO(B—(TEOCH) —+ AT) —s(TEOCH) —TEOCTEOCH) —A2) Dy -

7. — TECCE) - TEOCTEX(E) —£A) P S,0

8. — TEOCTEQ(H) —+K) —(TEOCTEOCEY) —TECCK)) D,

9. — TEO(E) —{TEOCTEOEY) -—TEOR)) trans — 7,8

T B “"dice*: Si B e un tecrema, sntoncem A.

==



10, — TEQCE) - TEOCTEOCH). : T Dy -
11, — TEOCH)—TEXX)
12, — Tm—»h
13, — TEOCH)—A

CL 9,10; A-plB==pCD , A—dBA sl
TEC Cpor hipdtemisd

Lrams —p 11,12

14. — TEO(SpvI(h, P))—sA xub= 1,13

13.— B lo mimmo que 14
16. — TEO(Y) D, = 1

17.— A MP 13,50 lcgd. ®

M —4a | A’ ¥y t—Ale{A | Ael" ) ¥y HTEXX)esA}.

(;gr;o.‘l;rgo 2 {(segundc Leocrema de G&d.l). Sl Aell ., Ay AR es
consistento, entonces bA~TEOC~A).

Demostiracidn

Procedemos por reduccién al absurdo.

1. — ~TEX~A) TEC C(por hipdtesied

2. — ~TEO(RE) —oTEQ(RAD —~A) TAUT.

B3 — TEOC=A) —~A NP L,2

4. = ~A Proposicidén 16 & 3
. 8.~ A

TECQ (por hipStesmisd
¥ AR o= inconsizstente. @

La f6rmula ~TEO(~A) afirma, a 1la lur de la codificacidn, que AR e
consiztente al “decir® (lLa negacién de un teorema no e un teorema>. Es
asi gque se tiene gquo clertes enumciados gue de un wodo matural afirmsan

1a consistencia de AR no son derivables cuando el sistems es
consistente.

Volveremos a oste resultado en 1la siguiente seccidn, dando uns
sagunda demosiracion de ¢ en la que se pone de manifiesto su relacidén
con e primer teorems de incompletud.

Corolarjo 3.~ S4 Def’ | ¥ —De"aTEXT), entonces ~D.

Por el lema diagonal sabemos que tal D existe. Este snunciadeoe
afirma, a la lux de la codificacidn, ser derivable en AR. Como si eox un
tecrema de AR, e verdadero. El enunciado de Gidel G{g) también es

verdadero (suponiendo que el sistema ec consisztente), peroc a diferencia
da d=te no ex derivable.

FEl teocrema de ioh msté relacionado no sé6lc con las prusbas de
consistencia de AR, sino con las de algunas de sux sxisnsiones. Sea AelS,
¥ SF=ARUM~A}. 8 En conexidn con exta férmula tenemes la sigulente
r_ldem de egqulvalenciast

B SF tiene como axicnas lox de AR mis el snunciade ~A.
inferencia son las miEmas qQue =5

lax reglas de
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(%) —TEXR)—A ¢ t—~A—~TEO(R) ¢ ~AI~TEO(R) ¢ —_~TEOCRK).
3 Lob
(as) —A e ARU{~A} es inconsistente <> SF es inconsistente.

El snunciadce ~TEQ(R) afirma, a 1la luz de la codificacién, que A no
es un toorema de AR. De acuverdo a (=) ello equivale a la afirmacién de
que SF e consistente. Con base on 1o anterior, ez natural gque llamemos
a ~TEO{A) la consitencia de SF. Ahora bien, el tecrema de Lob ws el
aslabdn que une a las cadenas (%) ¥y (*¢). Comparando los extremos
tenemos el sigulente

Coralario 4.— SF es consistente o b4__~TEO(K).

Paradfrasis: la consistencia de SF es derivable en SF =i y zdlo =i SF ex
inconsistente. En este contexto la consistencia de AR & un caso
particulars basta con tosmar un enunciado A cuya negacidn sea tth tecrema

de AR.

[ V.4. — Los teoremas de Gidel ]

Proposicisn 17.— Si AR es w—consistente y —TEOLX), entonces —A.

Demostracidn
SupéSngase que b<A. En tal caso los enunciadoxs ~PR(C, XD, .., 1PR(k,X), etc.
" mon verdaderos., Como --:'ﬁ{x‘,x:) Tepesenta a osta relacidén en AR tenemos
G I—--'ETE(G-W)....,l—n:ﬁCE,K'), etc. Como por hipdtecis el siztoma ws
w—consistente, b3, PROx,,X) (o= decir, B<TEO(K)). Por contraposzicidén en
ia moliateoria se obtiene sl resuliado esperadce. ®

Froposicisn 18 (primer tecrema de Gidel).— Sea G tal gque l—GHﬁ:Teq:) .

a) Si AR es consixstaente, entonces bL<G.
b) Si AR es5 w—consistente, entonces b<~G.

Demostracidén

(a) Procoedomos por contraposicién en la matateocria. SupdSngase gue —G.
YVamos a inferir de sllo gue AR es inconszistente.

1.- 6 TEO Cpor hipStesizd

2. — 6—~TEXH) Por definlelén de G Clema diagonald
A~ ~TEXE) w 1,2

4. — TEO(G) D, a1

8. — TEXG)A~TEXE) adicidn a 3 y 4. B

4 La existancia del enunciade G extd garantizada por el lema diagonal =~

Cproponlcién 1750, G es el enunciado de Oidel,

70



(b) Procedemos por reduccidn al absurdo en la metateocrfa. Supongase gue
AR o= w—consistente ¥y que —~G.

1.— ~G TEC Cpor hipétexisd

2. — ~TEXUE)—6G TEC Cpor drfinicién de ™
3. — ~G—TEXE) CL de 2 ~A—BA~B-—A
4. - TEXE)D NP 1,2

8.—- 6 TEQ Cproposiclidén 17 a 40
B. ~ GAnG adicién 1.8

Se concluye gquu AR es inconsixztente, con lo gque =e contradice la
hipStesiz de woconsistencia. Por lo tanto, b‘-a-:G.

Sea H una férmula cuya negacidn ex un teprema de AR, ¥y =eoa CON la
formula ~TEO(H). Intuitivamente, la férmula CON asevera la consistencia
de AR. B

Proposicidn 18.— St G es el enunciado de Gidel, oantonces F—G+sCON.

Domoxtracién

G—eCON
1. ~H TEQ Cpor hipdédtesind
2. — ~H-+{H—G) TAUT )
3. — H—G MP 1,2
4. — TEOCH=—C) D, a3
= — TEOCH—C)—(TEOX(I) —TEXXE D, -
B. — TECCH)—TEX(E) NP 4,8
r Nm-—.hl.TM) contraposicidn a 8
8. — G—~TEXE) TEO Cpor drfinicién de G
. — G-—ON'TEO(,f) trans— 7,86
10. -~ G—CON lo mismo Qque 9

CON-—G ‘
1. — TEO(E) —TEOCTEOCES) D,
2.~ G—~TEXG) TEC Cpor definiclén de G
2. — TEm—bH:G cantraposiclién a &
4. — TEOCTEOCE) —~eD D, = 3
8. - TECCTEO(E) —anG) —{TEOCTEXET) - TEO(™G)) D,
8. — TESLUTEO(ET) —»TEO(~3) MNP 4,
7. — TEO(E) TEO(~GC) trane— 1,50

S CON mwe interpreta come el snunciade CH no o5 un teorema de AR, =i H
wx la férmula "Ind", entoncesr xe trata del enunciadeo cuya inderivabili-
dad Hilbert gueria demostrar.
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B. — rGums(G—aHD) -« TAUT

@& — TEOCSG —o{G—HD D, = ®

10. — TEQ(~G —{G—HF) —{TEO(~() —TEOLG —i)) Dy

11. — TEO(GD) -TEO(G —H) MP 9,10

12. — TEO(G I —(TEX(E)--TEO)) D,

13. ~ TEOC~C) —{TEOCY) —+TEOH)) Lrans— 11,12

14. - TEC(HB) (TEO(E) —TECCY)) trans.s 7,13

15. — TEX(G) »TECH) CL 14;: A—sCA—B>/A—B
16, — H:TEOO’)-—V*_TE@) contraposicidén a 13
17. — ~TEXG) 6 . TEC Cpor definicidén de G
ie. - NTE(x”)—OG . trafmx— 105,17

18. — CON—G lo mismo gque 18. B

Proposicidn 20 (segunde teocrema de Gidel).— Si AR ex consistente,
entonces b<CON.

Coreolario B.— -—-CON—~TEO(TON).

Demoxtracian

1.— COH-G TEQ Cpropomicidn 19D
LB G—e~TEO(Y) TEO Cpor drfinicién de G

3. ~ COH—~TES(E) trans=— 1,2

4. — TEO(TLON—G) D, a2

B. — TEOLTON —@)—{TEO{TOND) —TEXELY D,

8. — TEO(TLON) -TEC(H) NP 4,2

Te— N_TEO(")')-—.N_TEOCEOH‘) contraposicién a &

B. — CONﬂHfTEO(tmb trans— 3,7 &

El corolario S es la formalizacidn de la proposicidn 20 (segundo
tecrema de incompletud). Segin vimos en la seccién precedente, ~TEOCTON)
as 1la consistencia de ARUM{~COM}. En consecusncia, sn AR se prusba for—
malmente quo <(si AR es consisiente, entonces ARU'CN:CG'I} &5 consistente>.

Antes deo cerrar esta seccidn haremos algunas observaciones en torno
& las proposiciones hasta aqud sxpuestas:

1. En 1a demostracién del Primer Teorema de Godel no =e recurre a D, o
Dy Por lo tanto, la demostracién de que TEO(x,) satisface D, es
suficiente para estabecer la validez de la propesicién 18,

2. — La demostracidn del Segundc Teorema de Giidel (précticamente la
proposicidn 19) deja ver gue el enunciado de Gidel es equivalente al
enunciado gue asevera la consistencia de AR. Dicho enunciado es Gnico
(méduloc egqurivalencra formal) y ex correcto hablar de e&! enunciado gues
afirma su Inderivabilidad.

3. — También en la metateoria son equvalentes la consistencia y l1la
indarivabilidad de G: bG ¢ AR ox consistente. Desde este punto de
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vizta, la propozicidn 19 nos muestra gque 1la formalizacitdn de éxte snun—
ciado pxs derivable en AR. Algunoxs autores confunden exste hecho con el N
aclo de transcribir la demostracidn de pbeG 3 AR eox consistents™ al in—
terfor de AR, construyencio de este modo una prueba formal del enunciado
“Ge-aCON". Ex asi que J. Ladriere y E. Mendelson, entre otros, afirmant
s s e LOos razonamientos gue lleuvan a la afirmacién del enunctado 3ICL270 e
s5lo hacen Intervenir las proposicicnes y procsdimientos de demostracidn
Qque pertenscen a las matemiticas clasicas., Por tanto, pusden ser

Sormaltzados el LFG. ¥ la proposicion CC—-.J*.) ? puede considerarse
derivable en LFG” (J. Ladriere Limitaciones internas de Jog formalismos
editorinal Tecnos—Hadrid 1980, pag. 179)

s o El ragrzonamiento metanmatemfitico utilizado en &l teorsma de Gtddsl .

puedes expresarse y desarrollarse al interior de S, de meodo gue wuno
obtiene una prueba en S de CON — (¥4 £ (E. mondelson Iptroduction to
Mathematical Logic Yan Hostrand Reinhold 168789, pag. 163),

Tale=z argumsentos zon inexactos, De hecho, la idea de formalizar la
denostracién metanatemética de... o significa nada en concreto.

Puxdiera pensarse que se trata de un ejercicio de tradouccidn: el
rocedimdentc iinformal X e traduce en ol procedimiento formal ¥, el &
en el U, etc. de modo gque el resuliado del ejercicio fuese una prueba
formal. Ho obstante, las cosas no son asf. Lo que se hace es probar en
AR formulas que corresponden, a través de la codificacidn, a enunciados
motatedricos tenidos por ciertos. Empero, cada prueba =iguve zu propio
camino, no o= la calca de una demosiracidn informal. En particular, 1a
férmula del segundo tecorema de Gidel no se prueba reproduciende en AR
demoztracién alguna. Una exposicidn mfAs precisa es éxta: A través de D,
(quo formaliza a [,) se imite la demostracidn del Primer Teorema de
Gbdel en AR, creando con ello una pruesba de la sgquivalencia formal
CONe—G. De este modo, el segundo teorema =ze reduce al primero. En
afecto, coamo FCOMHesG, sl enunciado -

Si AR es consistenle, entonces b<CON {2' tecrema)

=sa reduce a

Ei AR ex consistente, entomnces beG . (1er tecroma, parte (a))

Lo gque no s el caso es que “el razonoamiento uttlizado en el teorema de
Godel =e ha expesado .y desarroliado al interior de AR"™. La pruveba que se
1leva a cabo en la proposicidn 18 estf sugerida por la demcosiracidén de

1a proposicldén 18-a, pero nada mas. En agquélla ciertos raronamientoz
especi{ficos han cobrado expresidn formal. Yeamos algunos de ellos:

Domoztiraclién de 18-a Prueba formal de "CON-—O3"

6 = —TEO(Y) (py Pe.formaliza a b, TEO(E) —TECTE(ES) (D,)

pero —TEO(B) =G TEO('TE;(&) —~G)

e s e 2 — . o s Y A TR Py Sk e e S e e . . o e e . ik MR e e e e o S B B P e P P S S S S —— A

S El aultor se refierse al snunclade C:r.')vaRCx.di.goca))).

+

A 4

7 CC—DJ“J e &l anklogo de la farmula CON—G

2 El mulor mse refisre al Primer Teorema de incompletud.
o CDN-—oCﬂJ oz ol andlogo a CON—G.
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o B = +—~G _ Zeep TEO(B)—eTEO(WE)

¥ G = —H (para toda H) + TEO(H) —TEOCH)

Como se ve, axiste un paraleli=zsmo entre 1a demostracisn del Priser
Teorema de Gidel y 1la prueba formal qgque figura en el Segundo Teorema.
Esta prueba se bosgqueja formalizande loz enunciados fundamentales gue
intervienen en dicha demostracidtn. Con 2llo 1las frase “formoalizar la
denostracién del Primer Teorema de G&del® adgquiere un zentido gue gquizs
guienes 1a acufiaron no le quisieron dar: los pazos de la demostracisn al
sar formalizados (es decir, tradoucidos on enunciados formales) indican
los pasos clave de 1a prueba formal. Mo obstante, #sto po e= lo mizmo
gue desarrollar el razonamiento al tnterior del sistema. En la prueba
formal intervienen factores y procedimientos que no provienen de nada
intuitivo. Ko o= la expresicn y desarrollo de un razonamiento informal,
=i no que sigoe sus propios cauces. Hada hay que garantice a poricori la
exlstencia del tal prueba. En este sentido 1a frase antes citada
(" formalizar...") o expresa sino =l deseo de quien la profiere.

4.— La proposficién 17 pos muesira que la wconsistencia tiene como
consecuencia la siguente condicidn de derivaciédn:

Dh.— St —TEOCA), entonces $—A. (recipreco de D).

El hecho de g la proposicidén 18-b sdlo requiere de D: para =or
demostrada deja ver que l1a hipéte;tls de wcnnsistencia no s ni la
Sptima ni la mas intuitiva. que D‘ as mix débil gque la w—consistencia se
sigue hecho de gque se cusple en cualquier cistems inconsixtente. Esto
refuerza la conjetura de gque GHdel =z vid forzado a asumir dicha
hipétesis en su argusento al supaner e "G" Rpo es un teoreama formal.

Pars evitar la h.laﬁtes.ts de w—consistencia =e necesita demostrar
que TEQ(x,) satisface D,, lo cual no parece sencillo.

1iamamos perfecto a un predicado de pruebs que satisface D’. Este
nombre se le otorga sn virtud de que la s=Sla satisfacidn de D,, 62 ¥y D
no es garantia de que el predicado en cuestidn representa adecuadamonte
1a nociin de teoremas en AR. Por ejemplo, el predicado FOR.N(:«O) zatisface
.l.as condiciones D,.D, ¥ Dy como &l lector puede comprobar. Sin embargo,
D, no es satisfecha suponiendo gque AR es consistente, pues = FORM{1=0")
pero p<1=l, L0ué nos impulsa a seleccionar TEO(x,) como el predicado de
pruecba da AR? El hecho de que es una transcripcidn de la definicidén de
teorema en AR.

gH.— La demostraclién del Segundo Teorema de Godel concluye con 1a
demostracisn de que el predicade TEO(x,) satisface D,,D;, ¥ Dy, cosa que
haremos en el sigulente capitulo.
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LAS CONDICIONES DE DERIVACION DE HILBERT Y BERNAYS

Nos proponemos dexostrar las condiciones de derivacidn de Hilbert y
Bernays. Pice "nos proponemos" por que la demostracidn xe trabaja hasta
cierto punto, dada 1la abundancia de pruesbas por doesarrollar.

En 1a literatura sobre gl tema =dlo se cuenta con el trabajfo de
Hilbert y Bernays en su libro Grundlagen der mathematic. Otros autores
= limitan a dar wma serie de indicaciones sobre el modo de llevarla a
cabo. Dado que cubrir todos los detalles es pricticamente imposible,
optamos por seguir vna linea intermediar llenar algunas lagunas al ir
perfilando la demostraciftn, aunque en forma desigual. El mayor ahfnco lo
ponamos en la demostracitSn de Dy, pues désta nos pormite ahondar en la
formalizacitn de la sintaxis. En cuanto a D, omitimos, por larga y por
no aportar nada nuevo nuestro anilisis, la demostracidn de un loma del
gque = sigws en forma {inmdiata.

Invitamos al lector a que nos acompafe en forma activa en 1la tarea
do formalizar la sintaxis de AR.3* Trabajar sus pormonores resulta
entretenido y muestra por contraszte algunos elomentos gque intervienen
dezsapercibidamente en los argumentos de la AritmsStica Informal.

[VI.1.— Preparativos }

Para demostrar que TEO(x,) satisface D, ¥y D, no es suficionte la
representabilidad de lazs fiunmciones recursivas on AR. Se requiere,
ademis, axpresar y probar en el sistema diversas férmulas gque
corresponden a proposiciones =zintficticas verdaderas. Se requiere, en
otras palabras, yue la representacidn cea correcta con variablexs libres,
o S61lo nusrica. Esto imcorpora la pocidn de intencionalidad en nuestro
analisix.

Las rférmulas de AR =on cadenas de sighos carentes de significado,
pero también zon férmulas aritmséticaz que expesan propicdades
de los nimeros ¥y, a&a través de la codificacién, definen propiedadex
sintécticas do los objotos de AR como ser axtoma, ser una derf{vacidn,
etc. Cuando una definicidn os nusdricamente correcta y sélo eso, se dice
que os extensional. Por el contrario, =i de ella se derivan las
propiedades gonerales del concepto definido se dice que ex fnltensiocnal.
En este dltimo caso 1o gue coanta ez quo exper=se con plenitud la nocidn
gque define on AR. 2

i Lo mejor sa qus el lector intente por cusnta propia llevar a cabo 1a
denozstracidn. Puede parm ellco confrontar susm ideas con las Que aqui as
.
2 Iintensiconal y extensiconal no mon conoeptos bien definlidoam. Mies bien,
mon categoriar que dirigen la atencién hacia puntos de interes on el
anflisis., Agquli los incluimos por influsncia dal Lrabajo de 3. Feferman
Aritmetization of metamathematics in a general seting. Fundanenta
Mathematicae 1960,
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FPor ejemplo, =i TEO{x saticfaco D podormes docir que oz sxten— -
=ionalmente corrcta: Para todo Ael® , ‘ e F—TEXR). Sin embargo, 1lo
anterior no garantiza gque en AR sean derivables otras caracterizsticas
importantes de esta nocién. Una de ollax es D, que forsaliza al
=guiente enunciado metatedricor St F—A-wB y i--—A, entonces —B.
Demostrarlia, on esxte sentido, ex fortalecer 1la convicciédn de que esx
intensicnalments correcla.

MHuestro trabajo requiere demostrar gue en AR son derivables
férmal as como

AT(x% ) e—3x, I, (%, , %<2~ TERMUX, IATERM(X DA xo-ﬁix‘m:&;ﬁ‘)

gquo corresponden directamente a Ia proposficidn siguienter A &5 una
formula-Bitémica si y sélo si Aay dos .‘.érmtnas t, v t, tales gue
AS(t =t ).

f.a posibilidad de probar este tipo de fSrmalas en AR tiene como
bace un sinntoeero de tesoremas simples gue snuncian propiedades de las
operaciones y relaciones aritméticas fundamentales como son +, -, -, I f
(=umatoriax), £ (productos),x]y (divicsibilidad), PRINO(x) (1a propiedad
do zor ntmeroc primoc), stc. Para presentar una lista de &lloxs debemosxs
Ihtcer cliertos preparativos: demostrar algunas proposiciomes Gtiles e
introducir algunas abreviaturaz gque nos permitirin captar el sentido
matemitico de lo que == prueba.

| vI.2.— Convenciones y abreviaturasz |

Letraxs Mayfriculas como X,Y y & denotan sucesiones finitas de

variables X, eees X3 YyponoaYy ¥ EpreepZpe

Se utilizn como variables ariteéSticas las mismasz variables gue en
AR, e=x decir, x, x,, etc.

Al repersentar y expresar funciones y relaciones aritmdticas xe
omite @1 traro horizontal (la testa) cuando wl contexto lo permite. Do
igual modo al escribir numaerales x6lo o escribe la cifra y =e omiteo e)
trazo horfizontal. Por sjomplo, =o oscribe

—2<3, Fsglx =1 eex 21 ¥ I—(x‘*x,)#c.-x“{xgm.)
on vezx de, respectivamonte,
—2¢3, sglx)=1 cax 21 ¥ t—(x, %00 Y000, =x, w(x,40)
En casos especificos e recurre a la notacidn que nos es familiar
al oscribir funciones y relaciones aritmdticas, on ol entendimientoc de

gque dxtax xo pusdon eliminar on favor de la eszcritwra formal. Algunoxs
ejomplos son los sigulentest

Em:) —~r T (X, N (vease la definicién en la pagina 8)
fir) —~— FExm ¢ - - - >
HE(ZSL CYDAR(E, )~~~ E C n < C‘--‘l»

ke = 0
Mz (Y IR(X, Z)) s f(Y)*kEOCLn (!. £CY)12)
e



2 ——mr (%),

Como primer paso demostramoz una proposicidn que, entre otras
cosas, permite derivar sn AR las definiciones recursivas 25862 del
capftulo IXYI (descripcidén aritmética de AR).

Proposician 21.~ Si P{X), XX) ¥y T(X,x) son relaciones recursivas primi-—
tivas, £f(Y) ox una funcién recursiva primitiva ¥ R(X, ¥Y) es la relaciéon
a) P b} P(X) ~ S(I)

c) X & S d) Fx(z<{¥) & T(X,z))

») VZCZSf(Y)‘:OTCx- Z3)s

entonces .R(X, ¥) ex la f&rmula ]

») ~FCO bY PO v X

) X ~ 5 d) S(z<f(Y) ~ T(X, 1))

®) (ZXZSTY)—sT(X, Z))

En otras palabras, ~P(X=~B(X), P(X) v S(H=Px) v XX,... ¥
V= (ZEf (¥ ) =S TCE, 20 3=(zXz<F () —T(X, 2)).

Demostracidén

Hos ocupamos (nicamente de los cazos (a) ¥y {(d).

" (a) Sea K-C:a...,k . Yamos a demostrar que i R(K), entomces l—h:F{R) =

¥ si R(K), entonces p-~~PF(R).
Sgpéngasze que R(K). En tal caso:
=PK) (por definicidn de R)
l—uﬁ(ﬂ} (por mer expresable P) lcqd,.

Ahora supéngse que IR(K). En tal casos
I{K) (por definicién de R)
PK) (eliminacidén de la doble negacidn)
BB} (por mer sxpresabls P)
¥ F~n~P(E) lcqgd.

(d3) SupdSngase qgque R(H,K). En tal caso:
Hay una nci tal gue ns<f(K) y T(H,n)
Como < y T son aexpresables y f repesentable en AR, entonces
—n=f (k) TR, n)
¥y —22(z<T(R~T(H, z)) 1cqd.

SuupdSngase que TIR(H,K). Vamos a demostrar que —(zX=z<F(R)—e~T(H, x)).+
Como “42x(z<f(KAT(H, )), entonces AT(H,0), ..., 3T, IO

B R dencta al sucesldn (E En) de numeralea., Lo mismo se cumple para
la sucenisén H en el J.ncino (d >

* Xz=<I(R) —~T(R, 2))=~3z(2z<F (KD~T(H, z})
5 Como QI[! I) s recurmiva primitiva, en cada pasc me puede hacer

efective @)l calculoc de que CTCK. 1)=0D para cada 1=1(K).
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TR, 0), oo —~T(LF(R)) (por eer exprecable T)
¥ '—(ZXZS?(R)—VUTCR,Z)) (por la propomicién 1271) lcgd. ®

Esta proposicidén nos permite manefar directamente en AR lax
defintciones de diversas noclones sint&cticas. Podewmos, por ejsmplo,

escribir
F=PR(x, ¥) +~+PRUEBA{ X}~ FORM(Y )~ y={(3) o,
o
—MP{x, ¥, ) +2FORM{X)AFORM{YIA FORMN{ZIA(ywi wpz, x)vzuimply, x))

[ VI3 = Las condiciones deo derivacidn |

- D, .

La demostracién de ), s asaz zencilla. Sea As|, tal que F—A. En
tul caso hay una pruebs A, ..., A de A, Sea p-fA‘...An el nGwerco de se—
cuencia de 1la prueba. Como PR(p.yA)., por la propocicién 14 {(capituloe II)
—~PR(f, X). En consecusncia, 3, PR(x,,%X) (es decir, —TEO(A)) lcqd. =

Da

Emmeramos a continuacidn una lista de teoremas y propesiciones
 relativas a los teoremas de AR. El criterio de seleccidn s gque westén
relacionados con Iax pruebas de D, ¥y D,. El orden en gque so presentan es
importante en la modida en gque corresponde al de precedencia forsal o
orden en que =2 prueban. Como> reglia, el teorema N] puade utilizarse en
la derivacidn del tocorema [(M] =i y s6lo =i NCM. La nuweracldn pros=igue
la iniciada en el capitulo IX.

L

Proosicidn 22.— Si f£{x) ex una funcidn recursziva, entonces las
siguientes férmulax son teoremaz de AR:

a) Cx)(:ﬁy—of(x)!!)—bﬁ £(k)=ya+1
bB) (x)(xSy-—af(x}-j)—»ﬁ (k=1
€) <y —EFOI=ELCK) + £ 10k

x+2

D) <y —TILCOI=rCkd - T £0D

w1

<

a) (x}asx<bh—ef Cx)UO)-—oﬁf (k)=
£) (I ASHSD s (%)™ I —o[J£ (k=1
@) hSy—IzCE k)=t (h)+2)
B) h<y—sZz(JIf (k=1 (h) -z)



L) £CxImO—sLy XSy —[IF(KI=0) '
H rc:=>-o--<yx"§"rc:)-or

k) TE £0K0ns(zXzty —f (x42I"0)

1) TIT £0=0 esRrlz<y At (x +2)=0)

=) 3y AT (k3=0 o fF (I=O

) Sy ATIf (k=1 —if CkD=d

1) GOKF (RIS w1 (X)=0D ms (RS (K=Y 41 emslz XSy —s£ (Y=

Proposicidan £23.— Si R(X, ¥) ex una relacidédn recursiva primitiva, entonces
—y=zAR(X, ¥) —sMu{uSzAR(X, u))2y <

[100) t—x|y~x]|z—x]ay+bz 11011 F—rv(xwidnx|y-—em(x|yred)
[102]1 f—xmy+Z —sxrymz - 11031 —(x+1)rymz+l —ansy=x

[104) 2> Onxsymzasxmydz - {105) F—x+{y+z)elxsy)oz

[108) xSy —(y+XwZ-—aymx+L) [107] F—OsxmD

{108) —(x+y)ey=x 1001 F—z(xal)mzxsr

1110} —mcazy=z{xsy) (5113 p—pd(x)s<x

[112) p—xry<x [113) bF—xax=d

[114) p—xtymD_ax<y [118] p—x{ySx+z—s{y+2xY+xny(y=x)Sz

(1181 xSy —sy+{y+x)=x.

Proposicidn 24, — Si f{x) e una funcién recursiva primitiva vy R(Y, x) ex
una relacidén recursiva primitiva, entonces son tecremas de AR las

siguientes féraulass

a) uspMz{x<Ix.R{Y, ZAIVIvEL A RLY, V) USEXARLY, WIA(YH VST XARLY, v)~—pvSu)
B} ~Iv{vEF2AR(Y, vI)e—srRLY, O)aMz{TEr xAR(Y, T))=0

) ~IAvivELXAR(Y, vI) e pz(zSO~R(Y, X)) =fx+1

9 uSPxAR(Y, Z)—pur{zsr xAR(Y, Z))<Su

0) {ZECxARCY, ZIISE X e—a Zz{xEl XAR(Y, Z))

£) unpz{r<t A R(Y, Z)) s {uSf XARCY, DA {vXvErnAR(Y, v)-usv}vn-:ﬂz(:ﬁfxnm, 3]

[117) F—x=yg¥r—oAz|x~z]yeszlyaz|r) (1181 HPRIMOOGOA~IX |y)z |2~z |ywz=l)
1191 F—~{x|y) —{~(xmyda~{O=y)) 1120) —x".xTwx™™
1211 —x"2t (1221 F1<Xax’ el y=0

¢ Sugerencia: inducci®n sobre "y" en AR, sapoyande la demomtracitn en
la proposicliones 22-c y 22-d.

7 Sugarencia: oprtunidad incomparable para aplicar descensoc infinito a
la negacldén de e fédrmula.
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£123] —1<x—anSx" [124) j—rlm—sp <P,

11231 f—sxi= -]jk £126) —1<x!
k
[127]1 f—xCy—sxi <y! . 1128) j=ndp,
[120]) 1" mx" —snwm (1301 H1<x—s{n<m—sx"|x")
[131) p=tSx—s(1<m—ex|x™) £132) —0<n—e(p) ), =x.
Proposicidn 28.— S £{x) v gi{x) son fum:iones recurzsivas primitivas,

entonces l--~(:l’x-0}a~(gx-0)ax$y—ofx|n g

11331 —PRINXP,) 11341 p >0
[138) =PRI !K)(x)c—oarn(x-p") [136] p,, {pmessnam
£137) t—~(sn=m)es~Cp, P> (1381 F~PRIMOC)~Ty{1 <y ~PRIMNO{y)~y [)

(130} FPRIMOGO)—{r Xy |x—sym=xwy=1)
[140] —~PRINOO)A(x=0)—Iy3x{1 <y, TOoAxwyx)
[143) F—1<x—sCyX1<y<xAPRIMO(y) —s~Cy ! +1))

(142] =Sy(PRIMXY)Ap <ySp, ! +1) (1231 x|z y|z—smcm(x, ¥) |z
1144) Hmcmix, ¥y)|xy (1451 bxy=mcm(x, y)}-q—qly
{1461 FPRINPI~P|xy—(p|x~p]»d (147} P—x)i.;.PRIlIO{x).-.x'p{-—-x-pk
1148} -p_|p) —eyz1 £1401 Fmcd(x, y)=lax|yz—ex]=x

- Proposicidn 28.— Si £{x) y g{x) s=on funciones recursivas primitiwvas,

entoncex !—ﬁp{k -ﬁ -n Tkegk

[150) b= PRINOC )3 | [TP G - —s T (k< scp,)

(181) +—1Cp Ok 11821 —(p), =1

L1531 F—x|y—10O=1(Y) 11541 1—x=fpS " Ay<z —(x) =0
L1851 =1 <h<k —(p), =0 (1561 i-—)r..c.z:sx-ﬂp‘:’k—'x-npto‘
£1871 +—Cxy) =) +r), [158] i—-:(x-O)—.x- ‘|"|”;:ak

£180] f—x>1 —1(x)21 11803 j—p, |x—s(x), 21

[181] t—x=(2"), 11821 F—1(2")=1

Proposicidén 27.— Si £{x) ex una fmx::ldn recurciva primitiva, entoncesx
I—-st’llli‘l'":sI= afﬂo-o.l(x)-z

11631 —fipl 5" i P [164) — n"p‘:"‘“ ’f’l"p‘:"“

(1851 —fip =1 [156) |—-z>o-—-|—| B et i Nae
"X

(1671 —100+1Cy)=10x4y) (1681 I-—l(x)-o—w-:PRUEBA(x)

80



(1601 —Kk=<1(x) —.(x)k-cx-u'y)k (170 F=OCKS1(¥)—(¥), =(x*yIipgu
[171] —TEO(x)+FORNI) 1172) TEC(x)~VAR(y) —TEO{genlv, %)}
1731 —PRUEBA(x)APRUERBALY) —PRUEBACK#*Y)

(1741 Fx=(y) —x={ZEY I ny

e

Como ejemplos presontamos las dorivacionaes de las férmulas
correspondientes a las proposiciones [142) {ftecrema de Euclides sobre la
infinitud del conjuntc de loz ndmerosx primos) y 1173) {(formalizaclidn de
la propoxicién mintiéctica “"st las sucesiones A,,... .An » By ,Bm =on
pruebas, ..entonces la sucesidn A‘.. cenA Byl .bm &5 una pruebat), B8

11421 —3y(PRINOG)~P <y<p,!+1)

o= MO—ep >0 por (1243 ¥y bpg,=1
L Be— F-:(n)O)vph)O quitando la abrviatura en 1
3. — n=0up >0 de 2 por [22] y [20]

a2 partir de este punto la derivacién =e hace por casos.

caso 1 n=0

4.1.— n=o hipstesis

4.2.— PRINO{2)A1{2=11 41 expreazablil idad de "PRINO atc.
4.3, — {PRINOCY)A1<y<1f 41) () a 4.2

4. 4. — Po‘l Representabildad de p{n)

4, 8. = B PRIMO(YI~APSYySPg! +1) sub:= 4.3 y 4.4

4. B. — Sy (PRIMO(YIAP <¥SP,fH1) mubz 4.1 ¥y 4.8

Conclusidén: 4.— n=0 3y (PRIMNY)A~Ap <y=p,l+1)

caso 2 p_>1 Aqui la derivacién se divide en dos subcasos

5.1.— p>1 hipétlexls

8.2. — Sp(PRIMO(PI~P|pP, ! 1 Ap>1) hipétesis

S.3, — PRIMO(P)~plpP, 41~ p>1 regla E a B. 2
S.de— ri(p t $1m0)~p|p, ! +1 de (6B ,1126) ¥y =.3

B Al avanzar hacla lan capas mis profundas de la derivacién formal las
pruebask me hacen mis corplejam, mis complicadas. Para hacer frente a
aats mituscién es necermaric compaciar el desarreollo de cada derivacién,
holgando las normas gue nNoOE hemnos impuestioc para ello, En consecuencia,
muchos pasos y algunas justificaciones we omiten. La pérdida del detalle
Mme cOoOmpPenan con una mejor wvimidn de conjunto.
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8.5.- psp 141

S.8.— ~{1<psp, )

5.9. — ~(PSP,)

5.10.— p, <p=p, ! 1

5.11. — PRINO(p)~p <pSp,!H#1

S.8. — PRIMO(pIAl1<psSp —s~(p]p, 141D
5. 7.~ PRIKO(PIALP|P,! #+1)—~(1<pSp_) L. eq. a B.G

5.12, « 3y(PRIMOCy)ap, <¥<p,! +1)

de B. 4 por [83)

de B. 31 ¥y [140)

., de 8.3 vy .7
CL. de 9.6 yv p>1

por [20]) de

=w . BO

ClL. de 8.3 y B.10

(3) a B.21

Conclusién: 5.— p,>3~S3pCPRINOCP)I~P |P,! 1) —3y(PRIMO(Y) AP, <¥=Sp ! 1)

G,%.— ph”

6.5.— p 1+1|p, I +1ap ! 4131

5.8.— PRINOCY)AICyay|p,! +1

B.10.~ ~(¥<p_)
6.11.— pn<y

B6.13. — o(;ra)rlpnl 41 —aySp 141
B.14.— PRI HO(y).-spn<ySpnl +1

B. 2. — (p)ﬁ:(PRINO(p)ap)iaplp“!-lvj)
6.3.— (pXC(Pr|pP,! +1APp>1 —~PRIMO(P) ) L. eq.
B.4.— p 143 Iph! +1ap, t 4131 —~PRINMO(p,! +1)

6.7.— Ty(PRIHO(YI~1<y ¥ |p, ! +1)

B.15. — Ay (PRIMO(Y)Ap <¥=p_ ! +1)

hipdtesim

Cl., de
MPF &. 4
CL. de

hipétesis B~(DB. 2)

a B, 2

CESP) a 8.3

a.1 y [77)
vy 6.5
8.8 » [138)

regla E a B, 7

6.8, — PRIMNO(y)Al<yay|p,! #1 —~(¥ysSp 2 CL. de

HMPF 8.8
.., de

B.12. — PRINO(Y)Ap <yaY|pP,! +1 A0y CL. de

clL. de
Cl.. de

a.1 ¥y [14%)
vy 0.9

8.10 » (B7)
2.8 » 6.11
8.12 » [83)
6.12 vy 6.13

(3) a .14

Conclusisn: B.— P, >1A~IpCPRIMO(P) AP [P, ! +1) —Iy(PRIMOCY ) ap, <¥Sp,! +1)

En resumon

1.— n>O—ep >0

2. — ~(n>0)~p, >0

3 — n=Ovp >0

4. — P=O0 Ty (PRINXYI~P, C¥<p,! +1)

conclusién 4

B. — p, 31 A(PXPRINO(EI~P [P, ! +1 AP>1) —sSy(PRIMOCY)~p, <ySp, ! +1) "
B — P, 21 An{PXPRINXPIAP|P, ! 41 Ap>1) —Hy(PRIMXYI~P,SYSP,! 41) "

7. — P21 3y (PRIMO(YIAP Cy=p.!+1)
8. — Jy(PRIMO(yI~p, Sy=p, ! +1)

a2

prusba por casos a % y ©

CL.. de ";7.)’ 3: AMC.B—UC;AVB/C B

=
]




£4731 PRUEBA(x)~PRUEBA(LY) —PRUEBA{x%y) B

1. — PRUEBA{(X)~PRUEBALY) hipétesis
2. — PRUEBA(x) meparaclién a 1
3. — PRUEBA(Y) meparacidn a 1

4. — 20(x)=1 ACh){1Shs)(x) m&(AN((X}QvEﬂBb(! Sa, bXh~CI (Cx)h, (e IN €W ))))
de 2 por la propozxicidn 21

8. — 1{ydZ1 A0k X1 Sk=1(y) —LAX((YD v 3c3d(1 5, ASkACTI(Or), () D000

de 3 por la propomicidén 21

B. — 10cayI=1{x)+1 () Teo [1807)

T = 10)410y)21 CL de 4,% y [33)
8. — 1(0xey)=1 mub= 8,7

B. — 15551 0cny) bipétenim
10.— 1810103 <H Tec [282

11.— 1S58 S1 010K 1 ey CcL 9,10

En oxte punto la derivacidén se .intarruq:e para considerar dox cazost

caso 1 1S5i=s1(0x)
12.1.— 1=i <] (x) hipStenim
12. 2.~ (b (1 5hs1(x) = {AxC(x) )~3a3b(isa, b<haCI {3, (x)_, (x3,23)2D
12.3. — (1S4 <1(x)—(Ax((x), IvBadb(i=a, bBAEACI{(x), . (x) . (xI,)))
12. 4. — (AXC (x) )+TaBb(15a, bl ACICCx) , (3D, (xI,D))
12.8.— 451 (%) CL de 12.1

12.7.— (AxXC(x%y), d)vBa3b(i1<a, bCiACI(Cxwy)  , (x%y) . Goey) 3D

Hay gue considerar dos casosi A((x),) y 3a3b(...). En el segundo de
ellos ze aplican las reglas E y (3) dos veces.

12,8, — (x) =(x»y) CL de 1Z.% 3 [108)

El pasaje de 12.6 a 12.7 no so¢ da aplicando tan solo la regla (sub=)

——

caso_2 L{x)<is)l (xny)

13.1.— 1(x)<Ci=51{x*y) MipélLenina

13.2.— 1C(x%y)=l(x)+1 (¥y) TEC [187])

13.3.— 1{xD)<4i=<1{x)+1 C¥)

13. 4. — 158 &1 (x)S1Cy)D) CL de 13.3 y (11793

33.8. - (k) (12k=1(y) —»CA({¥r)  IvIc3d(isc, dkACICCYD s O r (XD 40000
13.8. — (Ax((¥) IvIcI A (1=c, d<kACICCrD > (D os (D ,402))

13, 7. — OCE 21 Cx)=S1Cy) CL de 13.4 y [72)
1380 = (¥ Dipe=0% Y ) o eiix) Cl. de 13.7 y [170)
13.8.— (131 (x)I+1(x) =1t ClL de 13.4 vy f1103)




12,10, — (¥diupemOr) ~
13,11 .~ Ax(C x%y) }vaaahnﬂ.buac:ccxw)i.cuy)c.c:cw:.,n

El pasaje de 13.10 a 13.11 o5 similiar al del caso 1 entre 12.8 y

12.7. Adomfis, on este caso So toma asc+l((x) y bLud+l{x).

Considerados los casos precedontes podemos continuar la derivacidn como

@ continuacién se indica, tomando en cuenta qgue los pasos 12 y 13
corresponden, respectivamente, a los casos 1 y 2t

12.— 1=1i51(x) -»CAxtcx*y)t)vaﬂabci Sa, b ACT((xwy),, Oowy) (oryd D))
13.—-1 (’f_)j_( 1 =1 (omy) — LA (oeyd )vSadb(1 Sa, biaACx (Cxwy), Cxy) g, Cotyd D))
14, — Ax((owy) >»SaTbll Sa, <L ACT((x#r), . (2y) . Oy D) Cl 11,12 v 13

Sea I's{PRUEBA(x)~PRUEBA(Y)}. Tenomos gquo
I, 134 =1 CQoey ) — AxC oy ) | )+Ba3b(15a, b{i ACTCOxny) | » Cooryd o0 Cooeyd 3D
F—154 <1 Cocky) —» A (cy)  I~TaIb12a, b<AACI(Oay)  » (xy) 5. (%D ))

F—1 X(1—1 51 <1 (xy ) — Ax(Oory) IFa3b(1 Sa, b ACIT{{xxy),, (oky), . Cowy) 1))
' as decir,
PRUEBA(X)APRUEBA(CY)—PRUEBA(x#y) lcqd. =

Pasamos ahora a la demostracién de Dg,.

Dy — Si A, Bel®,, entonces ~TECS(A)ATEOC(A —B)—TEC(E)

1. — TEO(RIATEC(A —B)

. — TEO(K)
3. — TEOCA—)
4. — 3, PRCx,, K>
Se ~ I PRO%,, A—E)

— PR{x,, XD

7+ — PROx,. A8
8. — PRUEBA(,)AK=(%, )0
9. — PRUEBA(X,)~A—+B'=03,1 0y
10, — PRUEBA(x,#0x,)
120 (36, 900N 00 ey = A s B

2. — Ox, 900, 00,y=K
13, —~ CICE, (3¢, %05 igpe,yr (6, 093 D052
1¢.— Ba2™),
18. - ﬁ'c":’h‘:“e")m-nha
18.— 1¢2T)=
170 — Mo 4o A2 N,

hipdétesis

regla £ a 4

regla £ -\ =

por definicién de PR
" [ “

S de 8 y 9 por [173)

CL de @ por [1701

CL de 8 por [1089)

por mer awpresable CI

TEC [160])

CL de 14 y [170)

TEOC [ie2)

CL da 158,18 y [187]



16. — FORM(E) - expresabilidad de FORM
10, — 1(x woc 22 T Jm (x, 400,41
20, — (kDC1 k51 (x,%00,) —CAX o, #06,), I SaIb(1 Sa, b<ka
CT (0 400, D,. 0 O, 20, €6, #0630 32D
21— (RDC1SKEL (x40, ) s LAX 3 43¢, #2 T 3, IvTaIb(1 <o, b<ka

c{((x’m,_taw)k, (x!intxtzv)u. Cx,wzvzw}b)) CL de 20,1109 y [170)
22, — Ao, 40,02 T Yy P FaTb(1<a, BAL (%, #0041 A
TG A, B2 D Py (6, H0C A2 Y0 (6 #0023, CL de 13,18 y (D
23, — (k1 SKS1 (x4 hE T ) p (AN #0c,#E T 2y I SaZb(1 Sa, bk

dc(x‘ngaw)k. (x,mczwna"‘)c, (x‘wczwa".’)b))) ¢l de 21,22 vy [30)

24. — PRUEBACX, 40,42 )

25. — PRUEBA(, #0025 ) FORMCE)AT mCo¢, 4,02 0 e )

26. — PROx, 4, %27, 1)

27. — 3x,PR(x,, 1) (3 a 2o
28. — TEXH) : lcgd.

Por el teorema de 1la deduccisn, —TEO(AATEOA —H)—TENE). =

D

Para demostrar D, es necesario “describir™ en AR el mode en gue los
signos ¥y las expresione=s de |, sep combinan para formar términos, £6rm—

1lasx y deducciones. Es por eso gque introducimos las migulentes funciones
aritméticass

B3, — con (5,5 -+ o » 3%, )N, X o o PO, concatenar las expresiones X.s .., X,
S a,mye,, a,Trey ... ¥ a =ye, eantonces comla,see; @, Imra .. 0.

Bd. — cond, (x.,.00,3, y)-a'?*conn(x‘, PR xn)tzlsty*?_p

Si a,=ya,-.., a wye y a=ye, antonces cond (&, -..,a ,a)=p(a...a5e).

65, — ='(x, yy=coni (x, ¥)

Si r ¥y ¢t son téruminas, entonces ®{3r,yt) ex el nimero de Giédel de la
£ormala (r=t).

86. — F(n, xI=con (27, 27,227 "*", 2%, 2%, x)
Si a=yA, entonces IF(n, a)uwy3dx A (es decdr, pr~x d~Ad.
A continuacidn enumaramos algunos teoromas gque intervienen en la

derivacién de [,. No son todos los requeridos, como se desprende de los
comentarios en tormo a la proposicidén 28.

»
11751 p—nml(0)=2? {178} pb—nmlCsx)=2 Tenml (%)

a5



(1771 == TERM{nmI (X)) [178] j—x=y—snml(x}=nml (¥)
1701 p=nml{sx)wEsnml (x) [180] |j—nml(sx)=con,(s, nmi (%))
11811 cony (%, nml(x), nal (y))=nml{+xy) ¢

(1821 F~TERM(x) —TEOC(=(x, x))

1183} l—con (5} F, mal (), nml (¥))=Swcon,(+F, nml (x), nml (¥))

[184] —~TERN(X) —oTEO(-f(con.("-P. 3, nml (0)], x)) 10

[185]1 —TERN()ATERMY) —TEO(* (cony (¥, x, Ey), con (¥, ¥, x, y)) 10

[186) +—=(%,D=6=a] (v, ¥ o, oxpresiones de L)

121871 —o'(conglx, ¥, ), wi=coni (x, ¥, z, w)

[188] I—TEO(x)—TEO(I'(n, x)) .

[188) I—3(1, coni (T, nul (x,), &, nul (0)))="TECCAS

Proposicictn 28.— S f es una funcldén recursiva primitiva de grado n,
entonces —TEO(=(con (1%, nmi(x,), « ¢+, nnl (x D), nml(fx,. . %, 3)).

La demostracisdn se hace por induccién sobre N(f) (el nivel de f). En el

caso de lax funciones definidas por recursién e aplica induccidén on AR
a la variable de la recur=zidn. Mostramoxs el procedimiento con dox cazos:

cuando f o= 1la funcidn sucesor y cuando £ es la funcidén suna.

Primst caso.— f o= la funcidn sucesor.
Por demostrar: TEO(=(con, (%5, nml(x,)), nml (sx,)))

1.— TERM{nml{sx ))-sTEX(~(nml (x>}, nml (=x,3)) TEC [182)
" 2. — TERMCnmI(s3,)) TEC (1773

3. — TEO{='{nml (sx,), hal(zx,))) NP 1,2

4. — nnl(sx‘)-conz{'s?, nml{x,3) TEO [180]

8, — TEOC-?'(::nn:('s", rml Cx, )), nml(=x,3)) msub= 3,4

Segundo caso.— f o5 la funcidn swna,
Por demostrar: TEO(=(con (¥, nml(>x,), nml{x,)), nnl(+x,%,))). La prueba
s hace por inducciédn sobra “x,” en AR-.

A(O» TEX = (con,(¥F, nml(x,), nml{0)), nml(+x,0)))

1.— TERNCnm (x,)) —TEX(=(con (=, nml (x,), nml (0}, nml (x,))) TEO [184)
2. — TERMCrmml (x,)) TEOC [1773
2 — TEO(* (cony,(s, nml {x,), nml (0}, nmi (x,))) MP LA, 2

4. — o, Om3c, Ase A2

8. — 43, Onx, —snuml (43, 0)=nml () TEOC (178}
B, — youl (+3,0)=nml (x,) MP 4,3
7. — TEO{«"(cony(¥, nml (x,), nal (0)), nmkl (+x,0))) mub= 3,0
e -

Al gunom teocremsa tienern una heurfistica interesantie., La de [18Bl] ee
data: c.on,(y;, mnl(_k p lml(kz))ﬂr;re’ﬁz, mi entras que
ml(k‘ekz)rylﬁk_.=3'+€’l§: como o dexprende de la propamicidan 7.

10 La heuristica &5 an sstos cazoz la miguiente: *Si t es uwn término,
entonces H—L40=L" vy "Si r v t son términos,entonces l—r+si=s(r+t)".

L= ]




Alax,»  TEO(~'{con (¥, nml (), nmi(s3x.)), nll.l(-l-xlsx:)))

1. — X EX, =s54%,3, A>c 13
2.~ nml(ex,)='Swnml (x,) TEOC [1793
3. — TERM(nml (x,))~ TERK(nml (x,)) —TEO(®{c ong(F, nm1{x,), Fwnml (x,)),
con (5, +, nml (x,), rml(x,)S)) TECS [189)
4. — TERM(nml (%, )}~ TERM(rim1 (>,)) CL de T1772
85, — TEX = (con,(+, rual(x,), Fenml (x,)), con (=, F, nml (x,), nal (3,2)))
8. — naml(sx,)=wnml (x,) TED [179)
7. — con (=, ¥, nul(x,), nml (x,))*S%c on, (F, nul (x,), nml (x,)) TEO [183)
8. — cong(W, nml {x,), nnl {x ))=nml (4x,3x,.) ] TEQ 1i81)
Q. — TEC(=(con,(+, nml(x,), nml(sx,)), Ewnml (+3x,5%,))) CL de =,8,7 ¥ 8
10. — Fanuml (43, )=nml (s +3x,%,) TEO [179)
11. - TEX=(con,(+, nml(x,), nml(sx,)), nal (+3,5x.3)) mub= 9,10

Hemox demostrade que b—A{sx,). En consecuencia, I—A.(xz)—oA(sx:). legd. =

En el caso de las funciones definidas por recursién la idea es
demostrar que —TERM(X,) ... ~TERM(x_ )—TEO(=(con, (T, 3, ..., x_, Twy),

con,,, JH. %, ecu, 5, ¥ ¥ax,00e%,7)). El loctor imaginaré los pasos

ccrrnspondiantes a los niomeros 1,7,8,y 10 de nuestro segundo ejamplo.

'

Por Gltimo 1a demostracidn de D,.

D,-— Si Ae€l’,, entonces —TEC(A)—TEC(TECCAY)

1. — PROx,, X)) —C _(x,, X)=0 TAUT A—sA
2. — TEX = (cony(Tm, nml (x,), ), nml (C, >, A))) prop. 28

3. — €, 0%, Ay=C—asnml (C x> K)cnml (O) TES [178)

4. — PR{x,, A) —nul (C_x RI=nml {0} tranz—s 1,3
S. — PROx,, B} —TEX( = (cony,(Tr, nmi(x,), X), nui (0))) CL da 2 y 4
8. — w(con, (T nml(x,), X)), nul (O))=cond (T, nml (), X, nmi (0)) TEC (18731

7. — PR(x,, ) =TEO(cond ,(Tr) nml (x,), K, nmi(0))) mub= 5,6

8. — TEXconi ,(Trd, nml (), R, nml (OID-TET(1, coni (T, nml (x,), &, nml (O
TEOC fie8)

9. — PR(x,, R) TEO(F(1, coni (T, nml(x,), X, nml (0))I) trans—s 7.8
10. ~ T, cond (T2, nml(x,), K, nml (O))I=TEOCAY TES [189)
11.— PR(x,, s TEOCTEOCAT) =mub= 9,10
12, — (x XPR{x,, £) -»TECCTEOKT)) {(GEN) a 11
13. — Ax, PRx,, K) —TEXXTEXNAT CL de 12
14.— TES(R) —TECTEOCAT) legd. m

FIN



- APENDICE A

RECURSIVIDAD Y ENUMERABILIDAD RECURSIVA

Al considerar conjuntes de ndmoeros natwrales a la luz de las
funciones recursivas aparecen diversas nociones relacionadas con los
Teoremas de Godel y la investigacidn de los sistomas formales.

1) Un conjunto A de nimeros naturales e= recurstvo =i y =610 =i su
funcidén caracteristica es recuwrsiva. Cuando un conjunto os recursivo eos
posible decidir de mn modo efectivo xi wn nfimero natural arbitrario le
pertenece o no le pertence. Basta para ello efectuar un calculo. En tal
caso la“Toncidn caracteristica representa un algoritmo que permite
dacidir mec&nicamente la pertenencia al conjunto A.

2) Un conjunlo A s recursivaments enunsrable s1i y sélo si existe una
funcién recursiva 1N ——+D tal que FD=A. La importancia de esta
nocién radica en que la funcidén I proporciona un métodoe para gemperar en
forma mocianica y sistemitica wna lista f{0),f(1),-... etc. de los
elementos do A. )

2D Sea K un conjunto ¥y sea ¢ una funcidn de K en . ¢ s una ceodifica-
cidn =l y sélo =i satisface lax comxliciones siguientes:

1) ¢ s 11 (inyectiva).

ii) Hay uwn algoritmo para calcular ¢ on todos zus argumentos.
£141) HKD> es un conjunto recursivo.

iv) Hay un algoritmo para calcular ¢+* en todos sus argumentos, $

Sl g K—MN o= una codificacidn y k€K, entonces se dice que Hk) es
wn cédigo (o mmero de cédigo) de k. Identificando a los wlemontos de K
con =sus nidmeros de cédigo los problemax relativos a K se transforman en
problemas relativos al conjunto de ndamerocs $¢{K). Un ejemplo os el
=siguiente. En Légica son de interds lox problemas de la decisidn y l1a
axtomatizabilidad, Al investigar tales cuestiones se toma como base una
codificacidén gque asocia a cada expresidén de un lenguaje formal | un
mico mGmarc natural. Tales codificaciones son féciles de describir.

4) Sea | un lenguaje de primer orden y ¢ una codificacidén de | . Un
conjunto TSl e una teoria si ¥y s6lo i ' es cerrado bajo nocidn de
consecuencia ldgica, es decir, P={pec| F=p}. Por el teorema de
cospletud de Godel para el Cilculo de Predicados tenemos que ' ex una
teorfa =i y sdlo =i I's{pel. |} '—p}.

Si A es una estructura del mismo tipo que [, denotamos T(CA) al
conjunto {pel. | AFpl ¥ le llamamox teoria de A. T(A) os una teoria en
el sentido del parrafo anterior.

5) Un conjunto AS) es decidible =i y =6lo =i hay una codificacidn ¢:l—MN
tal gque la funcidén caracteristica de ¢{A) es recursiva. En particular,
una teorf{a T&L es decidible si y s6lo si hay una codificacidn ¢t —DN
tal que el conjunto 12 es recursivo.

—— i . . —_—— - ————— e . . it e e e e e e

1 Recudrdess gue Domg~3=g¢{K).




6) Un conjunto AS] es recursivamente enumerable =i y =6lc si hay una
codificacién ¢l-—N tal gque ${A) es recursivamente enumerable.

7) Una teoria TSl esx axicomatizable si y sdélo =i existe un conjunto
daecidible de férmulas A tal gue T={pel ' Al=p}.

Algunos resultados de interés son los siguientes:

~El conjunto {pel Ep} ox axiomatizablo.

—El1 conjunto {pel Ep} o= indecidible.

—El conjunto {pel =p} es recursivameonte ehumerable.

~T(N) no es axiomatizable. Ne<h, +, . 5,5, 0,12,

~T{HD) no es decidible.

—La Teoria Elemontal de los Grupos es Indecidible.

—1.a Teoria Elemental de la Geomairia Euclideana es decidible.
—Ia Toorf{ia Elemontal de la Grupos Abelianos es decidible.



APENDICE B

TEOREMA DE GODEl. Y TEMAS AFINES

Probl emanr para #1 capitulo IX

Sea A la migulente estructura:

ACS)=N

Alc)=0

A(I =i,

A =R, para cads (0, k)eN® tal gue 1Sksn
A(S) e 1la funcidn sucesor

ACRGh) ez 1a funcian Fr™i— ) definids por las ecuaciones
£(X, O)=ACgXX); (X, s¥)=AChXX, ¥, £(X, ¥))
A(Cgh,...h ) ov la funcién 1 N'———sN definida por la ecuacidén
FCD=ACGAD, XX, - « - » ACh, X

Una relacién aritmética RSN es definible an Lo &> eximie una fa&rmula
R(xyp eea % DG, tal que:

2) VLCRI={g o - oy X}

b) Para todo K=(k,,...,k YelN", KeR & ARk, ...,k ).

Extos conceplos ssbtAn relaciconados con lox problemas gue zigueon.

1.~ Demostrar que la nocidn sintfictica <x es5 un axioma de grupoc k> para
ke 12,3,5,6,8,9,10,11,13,14} o= recursiva primitiva.

— La siguiente s una variacidén de la prueba heuristica gue Gidel
axpone en su disartacidén de 1931. En ella se muestra la manera en gue la
paradoja de)l mantiroseo, la paradoja de Richard y el procedimiento
diagonal de Cantor pueden utilizarse para determinar la existencia de
enunciados indecidibles.

Sea SF un sistoma formal on cuyo lenguaje son definibles
propiedades de los NHimeros Haturales. Supdéngase que las férmulas de
que tienen una =6la variable libre e han ordonado en forma zecuencial
de algGn modo: A (x),...,A (), etc.

Se define la propiedad G de miomeros naturales como zigues

G={keN | b<A CK)}.*

* "MEG" =e lee X os Godeliano”. Esta definicisén guarda un .norm.'
pareclido con la definicién de NUmMero Rt.chardr.ano ’



Supdngase que la propledad G es definible en L .7 De acwerdo a
nuestira suposicidén hay tma férmula con una variable libre que defino a G
oen | .- Se g #]1 lugar gue le corresponde en el orden secuencial.

keG o AFA(K) < beA(R)

Supdngase, por Gltimo, que Ag(x) expresa a G en SF. Si A es un
modele de SF, entonces el enunciado Ay(g) es indecidible en SF.

HA(8) < g=G por definicldén de G
<=5 A'=Ag(§) por que A x) define a G
<> AFE~AL(RD por definiclidén de wverdad y satifaccidn
= f‘“‘”Ag(E} por expresabilidad, por ser A modelo de SF.

conclusién: FAL(g) <« rH—~ALg)
Como A osun modelo de §F, @l =istema es conzsistonte y Ag() indecidible.

El cbjeto do exte problema ez defindr la propiedad G en | »
demostrar con @llo una variante del primer tecoroma de Godel.

a) Demusstreose gque las sigulentes nociones sintScticas son recursivas:
Ca,) spvl{x, k)

Si x @es una férmila, entonces spvl{x,k) es la farmala que se

., obtioane al substituir la primera variable de la lista x,...,x etc. que
ocuwrra libre en x por el numaral do k (Es decir, si T o la primera
variable de la limta que ocurre libre en A(Z) ¥y X=yA(z), entonces

spvl(x, k)=rAlk)). Si x no tiene variables libres, entonces spvl(x, k)=,

Cap) F,VLG)

El predicado F,VL(x) es verdadero <% x es ol nGmero de Gidel de una
férmula con una s=ola variable libre.

Cagd £,(n)

f.(n) es la n-esima fSrmala con una variable libre deo acwuerdo al
orden 1nducldo por la numeraclidn do Godael entre las férmulas de | .
MHotese que 1,(0)=xy(x,=c.). Este hecho ze puede utilizar en la definicién
de £ .

4

b) Con las nociones previas demuSstresze gue la ziguiente relaciédén es
recursiva: <{x es una prueba de la jférmula gue se obiliene al substituir
an igk) la variable libre por k>. EmuSnirese la férmula quoe la oxpresa
an

[—— — —— — R —_——————— e - — o e . g

(para que estc suceda ez sulficients con que lazs noclicnem qQUe oCCUrren
won ol definendis xean definiblex. Dichaxr nocicnex mon lax smsigulentes:

A.~ lea relacidén de orden entre las férmulas con una varible libre.

2. - La noclén de ser una férmula con una variable Libre.

.- La relacién p os el resulicdo de substituir en ¥ la tnica variable
Libre por el numeral k.

4. - La nociédn de ser un tecorema de 5F.

o1



Negando la fdrmula y generalizando respectio a "x," s=e llega a una
férmula GIXx,) cuya Gnica variable libre es "x,". Hétese que bajo
interpretacion GD(xz) corresponde a la propiedad <{x, &3 Gideliano>.

c) Como GD(x,) ©s una férmula con una sola variable libre (Lpor qué?),

aGD0x el (). Sea gel tal que £, (gd=rGD(x;). Demurdéstronse los incisos
siguientes en @l orden en que aparscent

(c,) Si AR o= consistente, entonces beGD(g).
(c;) 54 AR ez wconsistente, entonces be~GD{(g).

Conclfiyaze que si AR es w—consistante, entonces GD{g) es indecidible.
Compireze esta demostracidén con el argusento heurfstico dado al
principic.

3.— El1 teorema de Goidel establece una propiedad sintdctiica del sisztema
AR al fijar un l{mite a =u capacidad deductiva. En su momento, los
Teoremas limitativos de osta clase llevaron a explorar lazs propiedaes de
los zistomax formales an otros niveles, no s6lo gl sintéctico. Fue asi
gua en 1936 Tarski demuestrd un teorema gque limita 1a capacidad que
ciortos formalismos tienen para representar su semintica, Tarski
considard en particular de la nocidn de verdad o, mas bien, la nocidn de
<ser wna férmula verdadera en una interpretacidn dada>. Presontamos su
teorema en vl cacso especifico del zistema AR.

Teorema do Tarski.— Si Y={y¥ |] A%, entonces VY nc es definible en § .

' a) Sup6ngase gque V os definible a través de una férmula Vix,)sl .- Con

ayuda de la funcién sb{x, v, t) construyase una fSrmula W(x,) gue
corresponda intuitivamente al enunciado setamatemitico <el enunciado
W(a) es falso en A> =iendo a=ywix.).

b) Damuéstiraese que AEW(a) < AFE~W(a), contradiccién que refula 1a
supwesta definibilidad da V.

c) Domsdstrese qua si A s un modelo de AR, entonces Y no es recursivo.
d) conclGyase que no sédlo exs imposible demostrar en AR o1 quoe una

férmula sea verdadera on A bajo la interpretacidn estandar, sino gque es
impoxible encontrar uma férxula de AR que defina dicha nocién.

4. — El problema de la decisidn para un sistema SF consixste on determinar
un procedimiento efectivo para docidir, dada cualquieor férmula de L., =i
ésta o5 o o es un teorema de SF.

El problema se resuolve favorablemente en @l caszo del Calculo
Proposicional y negativamante (al menos parcialmonte) en los casos del
Cilcule de Predicados y ol sistema AR (Para entender el sentide de 1a
frame "al mencs parcialmente’” léanxze lox comentarios al final de este
probl ema).

Joorema de Church.— Si T={y¥ | ¥eL, & —% y AR es consistente, entonces
T no es reciursivo,

a) Si T es recursivo, entonces hay una féraula T(x,) gue lo expresa en

AR.
o2



Con 1a funcidn sbix, v, t) y la férmula T(x,) conztriGyase una férmula -
UCx‘) tal gque U(c) corresponda intuitivamente al enunciado metamate—
mhtico <&l enunciade U{c) no es un teocrema de AR>, siendo c =y U, ).

b) DemSstrense los siguientes incisos en el orden en que aparecent

(b,) Si +—1Kc), entonces F—~U(E) y, por consistencia, b<I{C)
mugerencia: Gmeme la exprezabilidad de T(xD.

(b,) Por el inciso anterior, bSU(c). Demséstrese que en tal caso }—IXc)
mugerencia: Usese de NUeVO la expresabilidad de T(x,)-

c) concléyase lo sigoienter Si AR o= consistente, entonces —INc) &
b<U{c). Por reduccidén al absurdo en la metateoria se infiere gque T no
e recursivo,

Las nociones de calculabilidad efectiva y procedimiento efectivo 8
tieonen un xentido intuitivo y, por lo miswmo, impreciso. No obstante,
Church propuso fdentificar la nocidn de funcidén efectivamente calculble
con el concepto de funcidn recursiva. Esta fdentificacidn no puede =zer
objeto de una demostracidn rigurosa (aungque puede ser refutada), ya que
on ella intervienen una NEecidn imprecisa y un concepto bien definido. Se
le conoce como la Tesis de Church. En su favor se argumonts que toda
funcldén calculable conocida a la fecha {Enero de 15888) es recursiva.

Aceptando la Tesis de Church, &l teorema gue lleva =u nombre =o
- puede expesar como sigua; El conjunto de teoremas de AR no es decidible.

& Demudstrese gque la férmula BxiﬁCx‘, xy) define en L, al conjunto T.

S. - Sea R(x;,...,% ) una relacién aritmética axpresable en AR. Demsés—
trese la s=igudente proposicidn:

AR o= consistente ¢» Si H—Rk,..., En), entonces Rk, ...,k .

8. — En su mopograffia de 193] Gidel afirma en un pie de pagina gque cual—
quier antinomia epistemcldgica es Gtil para demostrar la existencia de
onunciados indecidibles. Gidel en particular se vale de la paradoja de
Epiminides (también llamada “"del mentiroso") que se puede enunciar as{i:
Este enuncaide es falso, Cambiando la nocidén de falsedad por la de
inderivabi lidad construye el enunciado {este enunciade es inderivblel.

Considerese la versidn dual de la paradoja de Epimdnides:

SScrates dice: Lo gue dice Platdn es verdad".
Platén dice: Lo gque dice Sécrales es falso”,

Con base en estos enunciados y cambiando las nociones referidas, e
posible construir enunciados que =on verdaderos en la Aritmitica =i y

B PFgia segunda nocldén se reduce a la primersa a Ltravésm de un artificio
gue agUi No veremos.
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s6lo =i zson inderfvablez en AR, quedarxkio desoztrada con 2llo la incom—
pPletud semémtica de AR ®n caso de gque sea consistente U w—consistente.

&) Conzidérese la relacidén aritmética
PR0>, sb{(=b(y, 31, nml(z)), 35, nml(y))) 4
Yy sea Px;;X, %) la férmula de [ | que la expresa en AR:
P(x,, x,, x,)EPR(x’, sb(;E(xz, 31, nmi(x,)), 35, nal (x;)))
Cb=érvese que en P(x,, x,,x,) se hace referencia a una operacidén
cruzada con las variables "x Ty "xa". En el primer caso "x,"” se
substituye por “mml(x,)", mienieras que en el segundo caso “x," se

substituye por “rml(x,)". Esto corrospondp a la referencia en cruz de la
paradoja dual de Epiminides.

Considéronse ahora las férmu.las B, P,y %0, %5) ¥ O INPUx,, 340 X5) ¥
=can Ssphe P(X,, %, X3) ¥ p-a'(x‘}-vP( xg) sux nimeros de Gddel (“p*
por Plablén y “S" por SéScrates).

Sean S=Ex,Pix,, P 5) ¥ P=0x,~P(x,, 5, B).
b) MuSéstrese que bajo su interpretacisén usuals:

S afirma; "EFl enunciade P &5 derivable en AR".
P afirma: "el enunciaede § es tnderivabie en AR".

) Demsbdstrese que =i AR o=z consistente, entonces b<P.
sugerencia: P = =8 = —~P.
d) Demmstrese que si AR s w—conistente, entonces beS.

sugerencis: por el inciseo {c), bP*P.

@) concldyase que si AR o5 consistente, sntonces AFEP ¥y bepP.




. APENDICE C

PROPOSICIONES RELATIVAS A LA ARITMETICA Y LOS TEOREMAS DE AR.

Proposicidn 1.— Si (X, ¥D ex una Tunciotn recursiva primitiva, entonces
las funcionaes

of (X, 2= f“ £fCX, kD h'a = ﬁ fCX, k) s=on recursivas primitivas. =
k=0 k=

Proposicidn 2 Ccerradurad. — Sean R{D y SC(Y) relaciones recursivas
Cracursivas primitiva=d. En tal caso:

1) OR(D "ex rocursiva Crecursiva primitivad-
ii) RCDOESCY) a=s recursiva (recursiva primitivad-
111> RCIVSCY) es recursiva Crecursiva primitivad. B

Proposicidn 3. — Sea R(X, 20 una relacién recuwrsiva (rpd) de grado n+l y
sea fCY) una funcidn recimrsiva Crpd. En tal caso:

13 SCX, YO=Tz(z<fC(Y) & R(X,z)) &5 una relacidn recusiva Crpd) en las
variableoes {x ...,x} y....,yml.

ii> TcXx, YJ::éz(r‘_‘fC 2 = R(X,z2>) o= una relacidén recursiva Crpd en las
variables {X, ..., Hrp 00y }e B

Proposicion 4.— Si R{X,z) y £fI(¥Y> zon recursivas Crp), la funcidn
=i nREF si RF»©&
glX, ¥Oom
FCYD 41 =i RF=5
es recursiva Crp>. =
Proposicldon 5. — Sean R, (D, R, (X relacionexs recursivas (rp> ajenas

entre =i y sean g‘CD,...,gkCD. h(D funciones recursivas Crpd. La
funcidn f definida por las wcuaciones

D =g (X>..... =i R,

fCXImg (. ... . =1 RO

f(O=g,(D.....si RO '
fFCDDewh(XD...... en @1 caso restante

et recursiva Crpd,. A

Proposicidn 8.— Sea £ la funcidén definida por curso de valores como
=i guas

b
£CX, 0) =k : £CX,syd= [] (£CX,i)+gCX,5D)
it=o
Se afirma gquo =1 g es recursiva (rpd), entornces f o= recursiva Crpd. =

(11 P—xumy—y=x
[2] bxX=y —(ymz —ax=z)
[3] =B, (X0 eXue e X IBE(Kye 0 o Hpo o o X D
{4) }b=rest —sr=xi
= =



I5) brst—(Ar, r)—ALr, L))

I8} f—r =, —t(r,r)=t(r_. r,)

(7] brxtlmzx

(81 FxHyrz)=(x+y)+z

[0] F—=x+y=x+sy

£10)] F—O4x=x

[11) b—-xdy=y+x

[12] F—y¥x=zd4x—sy=sz

[13] bF—x=0.Iy(x=sy)

[1i4] F—x=x

[18] H—O0=x

(18] F—x<=x

{17) XSy AySz—sx<x

18] p—xSywsysSx

£19] bF—x+y=D. sxmD

[20] F=xXSy AySx—sx=y

[21) F—xSsy —(xSywxzsy)

[228]1 F—x<0ax=0

CE23]1 besxSye—axly

[24] px{Sympx<y

[28) j—x{y—ssx{sy

(28] PeySxwx<y

[271 a)F—ALO)A. o « AALK) —()(cSk —s ALX))
B ()(xSy — ACODAALY 1) —{xX(x Sy =T —+A(x))
0Oy — ADOIAZSy — ()X Sz —e ACXD)

[281 F~A(K) —()(kSx —Iy(ySxaAAYI))

[29]1 P—-(XSy —ADO)AL < x —BIx)) —OOLAGOVBx))

£30] a)(Z)(Sz<y —s A(Z))~A(y+1 ) — L) xSz Sy +1 — ALZD)
BY—A(OD . - « mALK—T ) — (XIS K —ALXD) con ke
H—ACK) A, o o ~ACKHR) — () <xSk+h — AC))

[31) P—xty=1 —{x=lvy=1)

[32] b=X+y=X+z—y=z

£331 241 =3, —Z24+42=4, otc.

£34) p—x-y=y-x

[35) p—x-{y - z)=lx-y) -z

[38) p—x-1mx

(371 b=~ (x=0) = (% y=Cesy=0)

[38] F~{xA=0YAr(y=0) ¢ {x - y=0)



[ 30}
[AD)
[411
[42]
[ 431
[d4]
[ 451
[46])
471
48l
[ 4G1
[50]
(511
szl
[ 53]

54}
193]

. 1581

{571

58]

501
[50]
I611]
[62]

[63]

[G4]

[55]

fB6]

[E57]

bF—y=0 e - y=0)

%m0 —s{y)(x% - y=0)

%y —ss(x=y)

F—x" y=0 ¢=p{xmO y=u()

b=y y=u]1 ep(xmT Ay=1)
e w0) —a (3 - yox * TomsymT)
—2-1=2, —2-2=%, etc
—x - Zmac e

F—x- (y+z)=x-y+x 'z

=~ =0) —s (=T vy (e=s=y))
F—rlx=sx)

F—x=y —{y<z —x<{2)
Pﬂ(?ﬁXSY}A"fCSST)—Dﬁ:CXSY)
xSy )arcSZz—y (xZz
aY—x<{y+x+zl{y+z

By —XSy —sx4x<y+2
xSy e xe=ywxCy)

b=y xmys <

xSy —z xSz y

aYr-x{u ylw—x - y{u-w

B =X SuAySw——x ySu-w
S0 XEUAYySw—ax ySUu- w
A% =0y Zz—ax  y<x XD
aY—xSy —XSsy

b t—x{y—psx<y

(<)

=3y e (ySx)

—x<y —{y<z —ax<{z)
a)l—0<C=sx

bY—x<{sx

F—re(%<0)

—xSy~y<x

adl-xEx+y

B t—ea(y=0) —sxCcty
aY—x<T —sx=D

B b=3c T amp (3 mO-r3¢m1 )

=%y et (XEy~ra(x=y))



(9 =1:3]

(6]
£701
£711
721
(731

[74)

[ 751}
£7861

(771
178l

[7Q]

8ol

.1}

(82}
(831
[84]
[83]
[ec)
(871
{80}
18Ql
Q0]
1911
[azl1
1831
[941
[25]
[06])
[97]
(9l

A (xm0) —sy<y - x -
B) (0] «—»O<

F—0< {0y =0 y)
Hﬁ(:tﬂ))-—v(?(y-—-px(x “¥)
(=0 (X * y=x* Z —sy=Z)

—0¢1, 142, etc.

8 ra(x=0)nr(y=0) —(x - ymZ —XEZAYy=Z)
b)t—~(x=0)} —{x * ySz —y=<z)

aY—xtyszan (XHusz) —i(y=u)

DR X Sy 42— (S yd xS +2)
=m0} —3gTdr (x=y - g+rar<y)
aY-X=0w. o o vX=K —sx<k

B —X%"0va o « wXmk—3 —sxlk con kel
—s¢ |2t

—x{y—lylz—sxlz)

a)r—x10

b) 1 ix

t—xis-y

—0 } 5 =D

x| yay o —xey

(w0} L3 | x —ay=x)

—x | Z ey {y<z A y=2)

—xly—sxly 'z

t—xlyxlz—xiu yt+w =

1< —s(x | sy —en(x | ¥))

= | T —ex=l

x| yamlzly)—nlx=z)

= lyax sy —ex=1 . L S
=1 O M Cyay | X —axsy) sl z | x —zwl wizex) -
—pPE) 2 -
—P(3)

r—rP(d)

=l ¥r X | Y AP —aP(¥)

O xSy = ALY — ALY D) — ALYD inducecidn =owl eta

=3y ALy ) —e By AL ACKDLA(K) —y=<x)) buen orden
—CALY) —Faxfx<yhh(x)))—.—-:lu(y) desceanmo infinito

Y

P(x) em abrevistura de la férmaule (ZX=z Ix—bz-i—vz-x).

e



[D0] —ACKIAGONACK) — ALSx)) — (xR Sx —e AC))e
Propogicitn 7.— Si h, ke, entonces H—hek=htk. =
&og_o_g:-i cicdn 8B.— =i h, kel y h=k, entonces }-—--:(5=E). »

Propogicién U.— Si £ es una funcién recursiva primitiva de grado n y

k‘. N knem. entonces l—fi k‘. .. k“}‘r(E’o e En). ]

Proposicidn 10.— S1 £ ex una funcidn recursiva primitiva de grado n,
entonces la fSérmula f(x‘...xn)-xm la represonta fuertomente on AR. B

Proposicidn i1.— Sea glxg,+ee,%,,¥) una funcidn aritmética y sea
G(X;.+.% 5 ¥,z) una férmula que la representa fuertemente en AR-
si g(k,.-k,,k)=a y a®b, entonces i—--:GCE_‘...En, k., B =

Eroposicicdn 12. — Sea glx,.--, ¥,.»Y) una funcién aritmdStica tal que:

(1) Para todo &1,...,kn)emﬁ existe kel tal qgue Flhyr ves,k KI=0
(2) La formula Kx,, e e, % ¥, 2) 1a representa fuertemante en AR-

En tal caso la funcion £0x,, .., = J=py(g(x; ..., %, YI=0) esti fuertemante
represzentada en AR por la féormula

FOtge o 03 0 ¥IZGOK0 o o X, Vs DIAZNZSY —G(N,0 0 0%, 2, 53D =

Proposicidn 13. — Si f!N"-——bN e@s una funcidén recursiva, entonces £ es
fuoriemaonte representable en AR. =

Proposicién i4.- Toda relacidn recursiva @3 expresable on AR. B

Proposicidn 15 (Qema diagonal).— Si A(x del | ¥ VL(AY={x.}, entonces
existe un entunciado (férmula min variablesr libres) Bell, tal que

B+ AL{E). B

Proposicién 18 (tecrema de Lob).— Si Acll, ¥ HTEO(HA) —A, entonce=s —A. =

Corelaric 1.— {A | Acl®, ¥ +—Ar={A | Acl®, ¥ FTEO(X)«sAl. =

Corolario 2 (segundc tecrems de Gidel).— Si AE[:Q,. —A ¥y AR e=
consistente, entonces b‘-:TEO("HR). [

Coralario 3. — Si Dell, ¥y D+ TEXD), entonces +—D. =
Corolario 4. - SF es consistente <« b‘-_,ﬂ-'_TEO('A'). -

Propasicidn 17.~ Si AR es wconsistente y —TEO(R), ontonces HA. 8

Proposicidn 18 (primer Lecrema de G&d.l).— Sea G tal que l—Go-uaTEO(t%')

a) Si AR o= consistente, entonces b<G.
BE) Si AR es w—consistente, entonces bi~nG. B

Proposicidn 40, — Si G os ol enunciado de Godel, entonces —G«—CON. =



Proposiclédp 20 (segundo Ltecrema de Gidel).— Si AR es consistente,
entonces BLCON. =

Corclario S.— i—'COH—-u\:TECX'tOﬂ’). »

Proposicidn 21.—- S PX), S(X) y T(X,z) son relacliones recursivas primi—
tivas, I(Y) o= una funcidn recwsiva primitiva y R(X, ¥) es 1a relacidén
a) P(X) b)) PCXD ~ S

c) P(X) & S(XO d) Sxlz<f(Y) & T(X, z))

entonces R(XL,¥Y) eos la férmila

2> ~Fx) B PG ~ 50

) PO ~ S d) Fx(z<T(YD ~ TX, =z

@) (ZXZST()—T(X,z)) =

Proosicidn 2. — Si f(x) es una funcidén recursiva, entonces las
siguientes fSrmulas son teoremas do AR:

2) GO(xSy —T(x)=1)—F £(k)y=y+1
B) OO)0Sy —f(x)=1)—f] £Ck)=1

© *Cy— R IOI=RICK) + E*ka)
& x(y-—sﬁffk)=ﬁf(k)-ﬁ1f(k)

e
©) (XN ASHSD —af (x)0) — R (KIn0

£) (N asxSb—sf(x)=1)—s[iF0I=1
[+)) réy-—-azCEf(k)sr(h)-l-z;

h) hSy —J({]f ()= (h) -z)

13 £0O=0—{y)xSy —]]f (K)=0)
3 f(x)-o--ty)c"il"rc:ra)

X +y

K) L £(k)=0em{zXzSy-—f (x42)=0)
»

15 T £Ck)=0 esBz(zEy AT (x+2)=0)

W >y AE KIO T (=0

n) *<yATIFCkI=1 —e[jfCkI=1

I COF OO o (x)0) (LS (KImy +1 ea(2)(ZSy —of (2)=1)

Proposicidn 23.-— Si R(X,¥) ex una relacién recursiv

F—ySzZAR(X, y)—Mu{uSzAR(X, u))Zy
100

a primitiva, entonces



.

£100) x|y xjz—x|ay+bz (101 F—n~{x=i)axfy—s~(x|y+1)

[102) }—X=y+Z—bxiymz F103] F—{x41)ay=z 41 capXrywmz

f104)] F—zZ>0C xty=T i x=y+z [105]1 p=—xa2{y+z)=(xsyd)+rx

[108) p=xSy —(y+x =z —symx+ZI) 1071 j=033xwd

[308] t—(x+y)ey=x [10Q) t—x(x+1)mzxrz

[1310] p—zxazy=z(x+y) [111) P—pd(x)sx

[112] p—x+ySx [113] pF—x+x=D

[114] F—x+y=0—x<y [1118] I—x{ySx+Z=p{y2x} 43wy A{y+x)<T

£116] xSy —y+{y>x)=x.
-

Propozicidn 24.— Si f(x) e wna funcidn recursiva primitiva y R(Y,z) es
wna relacidén recursiva primitiva, entonces son teoremas de AR lac
siguientes féramilas:

a) usMz{zZSEHARLY, ZD)ATVIVET RARCY, V) USEXARCY, WA vET xAR(Y, V) —vEw)
B) ~EVIVELxARCY, ¥2) —~RLY, OIAMZ(Z<T % ARCY, Z))=0

) ~Iv(vSExARLY, v} e px(ZEf xAR(Y, z))=1 x+1

D uSExARCY, ) —pz(z=Ix~R(Y, 2))5u

a) pzl{zSTxA~AR(Y, Z)ISEx Bz (=S x~R(Y, ZD)

£) uspr{rsfxAR(Y, T)) +—{USEXARLY, a)A{vI(VvESXAR(Y, v)—siSv)wmIz{zsExAR(Y, Z))

(117} t—x=yq+r—z[x~z|yesz]y~zjr) [118] —PRIMOCxIAmCot | ¥}z [t nz |y —z=1)

[152) F—r(x[y)—s{~(xmyIan(O=¥]) £120] p—x""-oTmx"™

[121) p—=x"21 (122) P=1<xaAx"wl —oy=0
£123] 1<x—snsx" 1124 f—n<m—p <p,

(1251 sxi= Tik [126) +—1SxI

[127) p—x<y—oxi <yl (1281 t—n<p,

£120) —1<xAx"#x"—sn=mn 11301 b—1<x—s(nSm—ex" |x™)
1313 F1Sx—1<m—x|x™ (1321 -0<n-—{p, ), =x.

Proposiclidn 28.— Si f{x) ¥y glx) son funciones recursivas primitivasx,
b
antonces l—-h-:(fxro)an-:(gx-O}ﬁxSy—-fx||‘|p§“‘) -

133} }—-PRIMO(p.) 1134) F—p >0
£135) F-PRINO(x)«—sIAn(x=p 3 1138} F—p, |pmessn=m
1371 b—~Csnem)es~p, o0 [138] —PRIMO(x)~3y(1<y~PRINO(Y)~x]x)

1139) =—PRIMO(x)—s (¥ ¥ |3 —sy=xt~—y=1)

(1401 —~PRINO(x}Ar(xm0)—IyFz(1{y, Z<{xAX=YyZ)

[141) +—1<x—(rX}i<ySR~PRINO(Y) —~Cy | x! +1))

[142) Sy {PRIMC(Y)~P, <rySp,! +1) [143) t—xfz~y|z—mcm(x, y) |z
[1443 b—momix, y) fxy [148] —xy=mcm(x, y)-q—qly

101



11481 +—PRIMO(PIAP |xy—fp{xvply) 11471 Fx>1 APRIMOOO)~X | py, —sx=p,
(1481 p_|p] er=1 £149) F—mcd(x, y)=1 Ax|yz—ex|z

Proposicidn 26.— S1 f{x) ¥y g(x) son funciones recursivas primitivas,
£ fkx X gk [ke+gk
entonces Hlpe ‘NP =R B

[1501 —PRIMOGO~x J{Ip  — 3k (kSZAx=p,)

(1513 1(p D=k (1621 PO, =1

[153) b—x|y—10O<10y) (158) —xafip oy z —a(x) =0
(1551 $—1<h<k —(p,), =0 [1561 F—y<zAx=[]pL " —sxui]p "
11571 F;Exy)k-Cx)t+Cy)k (1981 l—»gcx-o)_.x-“f-’[p‘:’*
[150]1 —x>1 —1({x)=1 (1601 —p [x—s(x), 21

(1811 —xm{27), 11621 =1(2")=1

Proposicidén 27.— Si f{x) es una funcién recursiva primitiva, entonces

Xl AL Ze0 1 (x)=z W

(16831 —fipaor= 11 Pr™ (e = pL = Ry
h
. 11653 —f1p " w1 £186) —z>0TT PO "= T P>
(1671 F—1C(x)+10y)=lCxey) 1168} —1 (x)-o.—zon:PRUEBA(x)
[189] F—KS1(x)—{x), =C(xey), 1170) F—O0CKS1Cy)—C¥d, =Cx*y oy
£171) F—TEXx)—FORM{X) 11721 —TEO{(X)~VAR(Y) —TEC{genly, %))

[173) P=PRUEBA(X)YAPRUEBA(Y) —PRUEBAx*Y)
(1741 b-x=(y), —exa(z®myd .,

{1751 —nal(0)=2"7 (1761 p—nmiCsx)=2Penml Cx)
(1771 —TERM{nml(x)) [178] ==y —snml (3)=rml(y)
[179) F—nml(sx)=enml(x) 1180] —nml (=x)=con, (s, nal(x))

(1811 cong(F, nml(x), nul (y))=nml (+3xy)

[182) —TERM{x) —TEO{="{x, »x))

[183] I—con (F, ¥, nml(x), nml (y))=Tecon, (¥, nml(x}, nml(y))
[184) —TERM(x) —+1'EO{=‘(conB("-i', >, nml {0)), x)) 410

(1851 —TERN(X)~TERM(y)—TEO(="Ccon (¥, x, Ty, con (5, ¥\ %, ¥
11861 (G, &D=ere, (o, ¥ &, expresiones de | )

£187]1 = ({cony(x, ¥y ), wI=coni (>, ¥, z, w)

11881 FTEO(x)—TEOI (N, X))

t189) -3, coni (T, nmi(x,), R, nml (0)D)=TEOC(AY

Proposicidn 28.— 5S4 f e una funcidn recursiva primitiva de grado n,
entoncas I—TEDCiCconm’('i“,tm!(x’),...,nm.l(xn)), ol (Faeee3.0)). w

ioz
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