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INTRODUCCION.

Uno de los metodos modernos, que en los ultimos veinte
afios ha mostrado ser una poderosa herramienta para el estudi?
de la teoria de anillos, es el de asociar a el anillo R, el
marco R—tors consistente de todas las teorias de torsién
hereditarias, definidas en la categoria R-mod, de mdédulos
izquierdos unitarios y usar las propiedades de este marco,
asi como las de sus elementos para determinar propiedades

de R y de R-mod.

Uno de los elementos mas sobresalientes del marco R-tors
es 1a llamada teoria de torsién de Goldie, ya que sus pro-
piedades tienen interesante repercusidn en 1l1la categofié
R-mod, asi como en la estructura interna de el anillo, ademéas,
en muchos sentidos, esta teoria de torsidén, es la que mejor
generaliza el concepto clasico de torsidn para grupos

abelianos.

El proposito de este trabajo, es realizar un estudio
de la teoria de torsién de Goldie, estudiar su ubicacidn
en el marco R-tors y dar descripciones concretas de otros

elementos de R-—-tors asociados con ella, tales como su pseudo-



complemento y su capsula TTF. Estudiaremos en detalle la

reticula de generalizaciones de la teoria de torsién de

Goldie y determinaremos su estructura.

Con la informacidén obtenida, daremos caracterizacio-

nes de anillos semiartinianos, anillos con dimensidén de

Gabriel y obtendremos teoremas de estructura para anillos

autoinyectivos regulares.

Este trabajo esta dividido en cinco partes, el capi-

tulo primero es de caracter introductorio, se definen 1los

conceptos preliminares y se finca el marco teorico para

los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo, caracterizamos el .pseudocom—
" plemento y la c&psula TTF de la teoria de torsidén de Goldie,
obtenemos también condiciones necesarias y suficientes

para que; a) La teoria de torsidén de Goldie se escinda

centralmente, b) El1 pseudocomplemento de la teoria de tor-—

sién de Goldie se escinda centralmente. Obtenemos una for-

mula para el cdlculo de la componente proyéctiva del zoclo

de los médulos, en terminos de la componente proyectiva

del zoclo del anillo y obtenemos también, un teorema de es-—

tructura para el anillo, en el caso de que la teoria de

torsidén de Goldie se escinda centralmente. Finalmente,

damos una caracterizacidén de los anillos semiartinianos, en



terminos de la teoria de torsidén de Goldie.

El tercer capitulo, esta dedicado a estudiar las rela-
ciones entre la teoria de torsidn de Goldie y la dimensidén
de Gabriel, en particular, probamos que cuando la teoria
de torsidén de Goldie es semiprima, entonces, la reticula
de sus generalizaciones es localmente atdmica, definimos
una filtracidén en R-tors que llamamos filtracién singular,
la cual es comparada con la filtracidén de Gabriel y con
esta herramienta, obtenemos el resultado central de este
capitulo, un teorema que caracteriza a los anillos con
dimensién de Gabriel en terminos de la teoria de torsién

de Goldie y de la filtracidn singular.

El cuarto capitulo,'esta dedicado a- estudiar la es—
tructura de la reticula de generalizaciones de la teoria
de torsidén de Goldie que denotaremos por genea . Probamos
que gengg es isomorfa a la reticula de generalizaciones
de la teoria de torsidén de Goldie de el anillo R/tg, (R)
Y que esta a su vez, es isomorfa a la reticula de idem-
potentes centrales de el anillo Q.. (R/tg (R)). Como con-
secuencia de lo anterior, probamos que gegag es una reti-
cula de Boole y que las clases de equivalencia definidas
en {21} , son subreticulas de Boole de R-tors, ademas, da-

mos condiciones necesarias y suficientes para que gengé

sea una reticula localmente atdmica.



En el quinto capitulo, aplicamos los resultados pre-

vios y obtenemos nuevos criterios, utilizando la estruc-—

tura de genag. para determinar la estructura de anillos
autoinyectivos regulares y de el anillo maximo de cocien-
tes de un anillo no singular. Los resultados principales

de este capitulo establecen que; a) Si1 R es autoinyectivo

regular, entonces, R es un producto directo de anillos
primos si y solo si, gena.g es una reticula localmente
atdmica. b) Si R es autoinyectivo regular, entonces, R

es isomorfo a un.producto directo de anillos de endomor-
fismos de espacios vectoriales si y solo si ag es TTF.

¥y ¢) 8i R es no singular, entonces, Qmax(R) es isomorfo
a un producto directo de anillos de endomorfismos. de

espacios vectoriales si y solo si &b es semiprima.

Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento a mi
maestro y amigo, el Dr. Francisco Raggi C&ardenas, por

haber dirigido este trabajo.



I.- CONCEPTOS PRELIMINARES.

En 1o que sigue, R denotard un anillo asociativo con

1 ¥ R-mod la categoria de médulos izquierdés unitarios

sobre R, si M& R-mod, denotaremos por E(M) a la capsula

inyectiva de M en R-mod, RM significara que M es un obje-—

to de R-mod.

El concepto de teoria de torsidén se origina a prin-
cipios de los 60's y aparece en la literatura en diversas
formas, (ver por ejemplo(s]. l6ly [18)), 1a definicién que
daremos en este trabajo serd la de Dickson [5] que fue

‘inspirada por el concepto clasico de torsidn en grupos
abelianos.

Definicidn 1.1.— Una teoria de torsidén &, es una pareja

( Ty, Lg) de clases de R-mdédulos, tal que;

a) Homp(T,L)=0 para todo T&T,y Lelg.

b) Homp(M,L)=0 para todo L€ IL;, implica, MaeTyg .

. .
<) HomR(T.N)=O para todo T& T, implica, Nelg.
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Tges llamada, clase de objetos de &—-torsidén y Lg, clase

de objetos &-~libres de torsidn.

De las propiedades del funtor Homp(_,_ ). se puede dedu-

cir facilmente;

Propociciédn 1.2.- Sea % una teoria de torsidén, entonces;

a) Te es cerrada bajo cocientes, sumas directas y

extensiones.

b) Lz es cerrada bajo productos directos, submddulos

y extensiones.

Definicién 1.3.~ Diremos que una teoria de torsidn & es

hereditaria, si 1a clase de médulos de ©—torsidn es cerra-
da bajo submédulos, equivalentemente, la clase de mdédulos

%-libres de torsidén es cerrada bajo capsulas inyectivas.

En este trabajo, estamos interesados en el estudio Ade
teorias de torsién hereditarias, denotaremos por R-tors
a la clase de todas las teorias de torsidén hereditarias
definidas en R-mod, unos parrafos adelante, veremos que
R—tors es un conjunto. Como sefialamos en la introduccidn,
este capitulo es introductorio, para mayor informacidn

asi como para ver demostraciones de las afirmaciones que



se hagan en este capitulo,

71, 1a vy (26).

sugerimos al lector consultar

Si £ a R-tors, tenemos asociado con & al siguiente con

junto de ideales jizquierdos de R;

Fe=\r! | R/1e Tg}-

Proposicidn 1.4.- Si taR-tors, ¥, satisface las siguientes
condiciones;

a) Si Ie¥yy ra R, entonces, (I:r)eg ¥F,, donde,

(I:r)=$_aaR | ar eI} .

b) Si JeT, e RI es tal que (I:r)a ¥, para todo ra&J.,

entonces, IglF,.

H

bPefinicidén 1.5.~ Una familia no vacia de ideales izquier-—
dos de R,

que satisface las condiciones a) y b) de la pro-
posicidén anterior, se dice que es un filtro idempotente.

(Algunos autores 1los llaman filtros de Gabriel).

Es facil verificar que si F es un filtro idempotente
en R, entonces, I satisface las siguientes condiciones
- adicionales;

o a) 8i I, Ja ¥, entonces, INJ & F.



b) Si Te¥F e I<), entonces, Ja F.

De manera analoga, para cada M R-mod, denotarémos por
FS(M)=iRNcM [ M/NG'H‘Q. en particular R(R)=I, Considerando

a Fg(M) como un sistema de vecindades del cero, se obtiene

en M una estructura de R-mddulo topoldbgico donde los morfis-—

mos en R-mod son continuos.

ver L4l).

(Para informacidén al respecto,

Si zeR—tors y Ma R-mod, denotaremos por;

ta(M)=§  NeM | NaT,.

De la proposicidén 1.2, se sigue directamente  que t (M)

es el mayor submdédulo de M que pertenece a Ty -

Proposiciédn 1.6.—~ Sea geR~tors, entonces;'

a) tg : R-mod ———————3> R-mod es un subfuntor del

funtor identidad de R-mod.
b) tz es un funtor exacto izquierdo.
c) Si M&R-mod, entonces, tg(M/tz(M))=0.

Subfuntores de la identidad que satisfacen las propie—

dades b) y c) de la proposicidén anterior, son llamados
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funtores de torsién, algunos autores los llaman tambien

radicales exactos izquierdos.

Teorema 1.7 .- Existen correspondencias biyectivas entre las

siguientes clases .de objetos;
a) Teorias de torsidén hereditarias en R-mod.
b) Filtros idempotentes en R.
c) Funtores de torsién en R-mod.

Como consecuencia del teorema 1 .7, tenemos gue R-tors

es un conjunto.
En R-tors se puede definir una relacidén de orden Qe
la siguiente forma;

Si 2 ,6a4 R-tors, entonces, 4T si y solo si Tya Tg.

Proposicién 1.8.- Sean & ,o& R-tors, las siguientes condi-

ciones son equivalentes;

a) B eG .

b) Lgec Leg, -
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c) ¥y c FFy
d) Para todo M&R-mod, tg(M)a te(M).

(R~tors, ) es un conjunto parcialmente ordenado que
tiene estructura de reticula completa con las siguientes
operaciones;

Si (&3 R-tors, entonces, Me&R-mod es de Aw-torsidn
si ¥y solo si M es de gy—torsidn para todo meI. M es vEa-1li-
bre de torsidén si y solo si M es &,—1libre de torsidn para
todo aeI, es decir;

L"‘—_- O L" y 'n‘k‘n: O 'n"d *

Definicidén 1.9.- Ssea (£, A,V) una reticula, diremos que £
es un marco, si satisface;

.-g;\(y'qngglzhzg\Para todc ze€ ¥y KBl E.

En particular, todo marco es una reticula distributiva.
Los marcos aparecen en la literatura también bajo el nom-—
bre de reticulas de Brouwer, o bien, el de algebras de

Heyting completas.
Teorema 1.10.—~ (R-tors,< , AN,V ) es un marco.

si {n& es una familia de R-mddulos, denotaremos por

E({M‘S) al menor elemento de R-—-tors para el cual todos los
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M, son de torsidn, es decir;

E({ M) = AlzeR-tors | {M3cTs}.

% ({M.}) se conoce como teoria de torsidn generada por {M/\.

W({M.}y ) denotard al mayor elemento de R-tors para el
cual todos los M, son libres de torsidén, entonces;
AC I MY =Vias R-tors | 1"‘3‘1'81 .
A (EM} ) se conoce como teoria de torsidn cogenerada
por (M.

En particular, Z=X({o}l) ¥ §=§ (10}) denotaran al ele-—
mento mayor y el elemento menor de R-tors respectivamente.
En vista de que R-tors es un marco, cada elementc de
R-tors tiene un pseudocomplemento, es decir, para cada
Z & R-tors, existe ZlgR-tors tal que;
a) zAB =% .. . . :
b) Side R-tors es tal que BAT =%, entonces, s 3ot
En [27] se da una caracterizacidn de z%como sigue;

=% (iRS i S es simple y S es deu—tor‘sién}).

Sea =& R—-tors, diremos que & es una teoria de torsidén
TTF si la clase de médulos de &—torsidén es cerrada bajo
productos directos, en este caso, se dice que Ty es una
clase TTF. Teorias de torsidén TTF fueron introducidas por

Jans en [17] , algunos autores las llaman teorias de ter-

sidédn jansianas.
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Si zeR-tors es TTF, entonces Fgtiene una base consis-
tente de un ideal bilateral idempotente, reciprocamente,
cada ideal bilateral idempotente I de R, determina una

teoria de torsidén TTF cuyo filtro idempotente asociado es-—

ta descrito por F:{RJcR | TeJ% .

En vista de que la clase de teorias de torsidén TTF
es cerrada bajo intersecciones arbitrarias y de que X es
una teoria de torsién TTF, tenemos que para cada B&R-tors,
existe una minima teoria de torsidén TTF £ tal que £egens,
es decir, & =A‘°’6 R-tors |oes TTF y &s<03. & es conocida

como capsula TTF de &.

Sea p&R-tors, diremos que ® es una teoria de torsidn
- estable, si.la clase de mdédulos dez-torsidén es cerrada
bajo capsulas inyectiva-s.' La clase de las teorias de tor-
sién estable's es una de las mAs importantes en R-tors y
ha sido ampliamente estudiada, verl 2] para un restimen de

las propiedades de este tipo de teorias.

Cuando todo elemento de R-tors es estable, (por ejem-—-
plo en anillos conmutativos neterianos{19) o en anillos ne-—
terianos cocriticamente estables [22] ) rR—tors es un marco
dual, es decir, la unidén distribuye intersecciones arbitra-

rias (8] .
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. 2 P -
Denotaremos por R-simp, a un conjunto fijo de represen-—

tantes de clases de isomorfismo de mddulos simples. Si

=X 'i gS€M | S & R-simp}, denotara al zoclo
de M. Uselemento g& R—-tors, diremos que es de tipo simple_
siZ=%(¥) para alglin gc R-simp.

M & R-mod, soc{M)

Diremos que R es un anillo semiartiniano izquierdo,
si para todo 0#M @ R-moq4d,

soc{M)#+0, equivalentemente,
W=% (R-simp) .

Denotaremos por csp=§(§ RS R-simp | S es proyectivo}) N
gsp fué introducida por Goldman en U1 3). el funtor de tor-—
sién asociado con csp es; tg p(M): soc@(M). la componente

s
proyectiva del zoclo de M.

Diremos que -un ideal izquierdo I< R es un ideal esen—

cial si IMK$O0 para todo ideal izquierdo K+ 0.

Definicidn 1.11.—

La teoria de torsidn

% =E({R/I | LI es esenciai})

sera llamada teoria de torsidén de Goldie.

Notemos que X (R)< ag' Si Me R-mod, denotaremos

z{M) ={ ma&M | (O:m) es esencial en R} , dAiremos que M es
singular si z(M) =b&

Y que M es no singular si 2(M) = 0.
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La clase de mbédulos ag—libres de torsidn,

consiste de
los mdédulos no singulares. Cuando z(R) =0 entonces,

g =X(R) y en este caso, F, ={ I | I es esencial en R}.
g

El funtor de torsidén degz esta definido por;

tg (M)/2(M) = z{M/2(M)).
g

zg es una teoria de torsidn estable y genag consiste

de teorias de torsidn estables. La teoria de torsidn de
Goldie en la categoria de grupos .abelianos es la teoria
de torsidén usual.

Con cadda elemento 2z & R—-tors, tenemos asociado un ani-
1lo R, conocido como la localizacién de R respecto a =
-y-el funtor de localizacidén Qg :

donde G (R) =Ry . Algunas construcciones de Qg Son cono
sigue;

R-mod ~——————% R-mod,

Qug(M) = 1im _ Hom(I,M/t (M))
Ie ¥g

ver ‘_26] .
y tambien;

Qg(M) = Ex(M/tg(t)}, donde Eg(M) esta definido por
Eg{M)/M = tg{E(M) /1), Eg{M) es llamado cipsula &~inyectiva

de M, en vista de ciertas propiedades de inyectividad que

posee. .
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si. ( € ,A,V) es una reticula completa con elemento !i-
nimo § , un elemento & & € se dice que es un atono de £ si
E<«& y O«E& implica %=® , dualmente se cdefine el concep-—

to de coatomo.

Direros que £ es una raticula atdmica si para todo
0 & €t, existe un dtomo a4 £ tal que &S , £ es localmente

atdmica si cada elemento de £ es unidén de atoros.

Los Atomos de R-tors, son las teorias de torsidn de
la forma E(S) donde S € R-simp, es fAcil ver que R-toOrs

es una reticula atdmica.



II.- LA TEORIA DE TORSION DE GOLDIE.

Algunos de los resultados presentados en este capitu-
1o, fueron previamente publicados por Francisco Raggi y el
autor en [26] , Ssin embargo, son incluidos en este trabajo

por su fuerte interaccidén con el material de los siguien-—

tes capitulos.

Empezaremos describiendo al pseudocomplemento en

R—-tors, de una teoria de torsidén estable.

Proposicidn 2.1.—- Sea c& R—-tors una teoria de torsidn

estable, entonces, ILLgaconsiste de los médulos que se

pueden sumergir en un producto directo de médulos de

&~-torsidn.

Demostracidén.— Como sefialamos en el capitulo I,

ot= X(iRM | Mg TgH R—simp}); puesto que & es estable, te-—
nemos que E(M) g Tg para todo M& R-simp r\'u',.. de aqui que
todo mbédulo ¥*-libre de torsidn, se puede sumergir en un

producto directo de médulos de B —torsidn.
Ahora, sea Mg Ty, puesto que s AG*=% -, tenemos que
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Me& Ly, de aqui que todo submdédulo de un producto directo
de médulos de &—torsidn, pertenece a Lgs, cOn esto comple-

tamos la prueba.

Observacién 2.2.-

a) Cuando = es estable, los objetos de Lgason los médulos

de Hausdorff respecto a la topologia que tiene como base

de vecindades de cero a Fg (M). (ver (4] para detalles)

b) La proposicién 2.1 nos dice que cuando & es estable,
Tpr consiste de los mébdulos & -colibres de torsidén. (ver

11} para informacién acerca de estos mddulos)

Proposicién 2.3.— Sea e R-tors una teoria de torsién

estable, entonces, para cada M R-mod, tga(M) =K .

KaFg(M)
pemostracidn.- En vista de_la proposicidn anterior, tene-
mos que los elementos de FG(M)‘ son submddulos z“'-puros
de M, por lo tanto, tax.(M)c('\ K . Por otro lado, por

A Ka¥ (M) .
la proposicidén 2.1, existe una sucesidn exacta

17

0O —» M/tpa(M) ——"—»'\;r T, donde {TleT,. denotemos por

B :1;\"1;————7'1“ y ¥: M ————> M/t,a(M) a las proyec-

ciones, sea & = E..f-‘( entonces, tz.L(M) =C\ker f Y puesto
que T,& Ty , tenemos que {ker ﬁ}cra(M), 1o cual prueba

que M K < tpa(M).
Ke¥, (M)
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Proposicién 2.4.~ Si ce& R-tors es estable y TTF con ideal

bilateral idempotente asociado I, entonces;

a) Para todo M & R-mod, tgi(M) =IM.
b) s =g**,

bemostracibén.-—

a) Puesto que & es TTF y estable, tenemos de la ‘proposicién
2.1 que Tg= Lgh entonces el resultado se sigue de la pro-—

posicién 2.3 y el lema 8.2, VI de [z€].

b) Es claro que & % s**, ahora seéea M& Teay , entonces, sabe-
mos que HomR(M.E(S)) = 0 para todo Se& Tgs N R-simp, lo cual
significaque M esta cogenerado por médulos simples y de

& -torsidén, la estabilidad de & y el hecho de que Tg es
cerrada bajo productos directos, implican que Ma&Tg, de
aqui que g =g*™

Observacidn 2.5.- La proposicidén 2.4 nos dice que la fami-

lia de teorias de torsidén estables TTF, pertenecen al
esqueleto de R-tors, es decir, los elementos & &« R-tors
tales que Z=8* (ver (2} .

Teorema 2.6.— zé" = z’sp
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Demostracidn. -

Recordemos que B = E({RM |"Ma R-simp y M es proyectivoy),

de aqui que Ty ={RM | M es semisimple proyectivo}. Puesto
sp

que los médulos simples proyectivos son no singulares,

tenemos que HomR(M.N) =0 para todo MaT,
sp
consiguiente, por la proposicidén 2.1, HomR(M.N) =0 para
todo Me'!l‘5
s

Yy NeTg + por
g

. a
y Na.l.zgn.de lo cual se sigue que zsp"‘ ‘59

Ahora sea I & Fgt, entonces, HomR(R/I.N) = 0 para todo

g
NeT, ., lo cual en particular implica que R/I no tiene
g

submédulos esenciales propios, por lo tanto, R/I es semi-

simple, ahora, sea RJc_ R maximo con 1la propiedad de que

INJ=0, entonces, I®J es esencial en R, por consiguien—

te, R/(I®J) es un mddulo singular; por otro lado, la in-

clusidén Ic (I®J) induce un epimorfismo § : R/I —» R/ (I@T)

pero R/I€ Mgl y R/(I@J)e& Ty 1o cual implica £ =0, entonces,
g [+
R = I&J es decir, R/I es proyectivo, tenemos entonces que

'&‘;‘ 5sp Yy esto completa la prueba.

En vista de la descripcidn de 5‘;‘. tenemos que si
Mg R-mod, t;L(M)=i{SeR—simp | S es proyectivdy= socg(M)
[+

es la componente proyectiva del zoclo de M,
cuencia:

como conse-
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Corolario 2.7.—

a) Para cada M ¢ R-mod, soco(M) = K, en particular,
Ke ¥
g

Socg(R) = N\ 1 .
ICI‘6

b) Si R es no singular;

soc(R) = soc@(k) =0\ &RI¢ R | I es esencial en R-S .

Demostracidén.—

a) Es consecuencia directa de las proposiciones 2.3 y 2.6 .

b) Se sigue del hecho de que cuando R es no singular, Fg

g
consiste de ideales esenciales.

Caracterizaremos ahora a la cApsula TTF de la teoria

de torsién de Goldie.

Teorema 2.8.-— 'n'a = L
g

©g
Demostracién.—- En vista de que L g+ €S una clase libre Qde
g
torsidén, tenemos que Lclé es cer_rada bajo productos directos,
pPor otro lado, dado que Mg consiste de mébdulos proyecti-
g
vos, tenemos que Lgys €s cerrada bajo cocientes, de lo cual
-

podemos deducir que L+ es la clase de torsidén de alguna
q &
- g

teoria de torsién TTF, ademds, la proposicidén 2.1 garantiza
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que_ T‘gc L‘; + entonces tenemos Tg < Lgb .

En la otra direccidn, la proposiciédn 2.1 y el hecho

de que Tg es cerrada bajo productos, nos dicen que T D l‘&"“
[+ g

Teorema 2.9.- La teoria de torsidén de Goldie es TTF si y

sdlo si 59 esta cogenerada por los médulos simples proyec-—

g sp

tivos,es decir, si y sélo si, & —‘5‘\'

Demostracién.— De la proposicién 2.4, tenemos que tg = a*g*
de lo cual se sigue que gg es una teoria de torsién que

esti cogenerada por los médulos simples ‘ag—libres de tor-

sién, el teorema 2.8 nos dice qué 1los médulos simples que

pertenecen a 'n'z son singulares, de aqui que los médulos

simples ig-libres de torsidén, son exactamente los proyec-

tivos, es decir, z.g =X ({ S& R-simp | S es proyectivoj):‘&‘ksp

finalmente, notemos que w_ es TTF si y sblo si '&g=ag .

Como consecuencia, tenemos los siguientes resultados:

Coroiario 2.10.- r;‘é"' =2

Demostracidn.— Se sigue del hecho que

R-simp M 'n‘t'g = R-—simp (\'!ra .

-
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Teorema2.11 .-~ soco(R) es un ideal bilateral idempotente de

R y para cada Mg R-mod, socG;(M) = soc@(R)M.

Demostracidn.- De la proposicién 2.1, el teorema 2.8 y el

corolario 2.7, a), tenemos que f\r& = M Fg = soce(R),
(=) g

de aqui que soco(R) es un ideal bilateral idempotente,

aplicando ahora la proposicidédn 2.4, tenemos que

soce(M) = soce(RIM.

Proposicién 2.12.- Sea Ie« soc(R) un ideal izquierdo idem-

potente, entonces, I es proyectivo.

Demostraciédn.- En vista de que los médulos simples son
singulares 6 proyectivos, podemos descomponer

I = soce(I)Qz(I). teniendo en cuenta que soc(R) estd
contenido en todos los ideales izquierdos esenciales, tene-
mos que Iz(I) = O por lo tanto, I = 12 = Isoce(I) < soc@(I).

entonces, I = socO(I). Esto completa la prueba.

Observaciédn 2.13.- El1 reciproco de l1la proposicién 2.12,

no es valido en general, a manera de ejemplo, consideremos;

Z, % ) . .
R = el anillo de matrices triangulares, donde
(o] 22
~ -
Z, denota al anillo de 1los enteros médulo 2.
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o -4
Sea I =(0 02) . I es un ideal izquierdo minimo de
o Z
R, por 1o tanto, Iecsoc(,R) , ademas| O :(0 1))= 2
R (o] (o] o =z
. 2

que no es un ideal esencial, concluimos entonces que I es

un ideal izquierdo simple y proyectivo, sin embargo, I

no es idempotente puesto que 12 = 0.

Proposicién 2.14.- tsoc(R)'\2 = soc@(R) .

Demostracidn.— De 1la descomposicién soc(R) = soco(R)Qz(soc(R))
y teniendo en cuenta que z(soc(R)) es un ideal bilateral,
tenemos que Lsoc(R?_\z = ‘_soc@(Rﬂa ., por 1o tanto, del
teorema 2.11, tenemos que [soc(R)j2 = soc@(R) .

Como consecuencia directa, junto con el teorema 2.11,

tenemos el siguiente resultado;

Corolario 2.15.-— Para cada M R-—-mod,

soc@(M) = ‘_soc(Rﬂ 2m .

Haremos ahora, un estudio de la reticula genig y las
relaciones que ésta guarda con la reticula de especializa-

cidnes de & es decir, el intervalo;

sp’

<% 'Ts5y =Kce R-tors | o< zs;:s .
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Teorema 2.16.- Sea & « gen ag , entonces, & es estable

y TTF .

Demostracidn.- Como sefialamos en el capitulo I,toda gene-

ralizacién de "'g es estable, ahora, sea S = /M1, pro-
IaFyq

baremos que R/Sc.'u‘g para asi obtener que & es TTF. En

vista de que ®wWeagen = , tenemos que Se (NI = socG(R). por

g I‘Fa,
lo tanto, soc@(R) = SEePS’ para algin S'c soc@(R). conside-

remos ahora la siguiente sucesidén exacta;

O ———»-5*- > R/S F'?—:R/soc@(k)::' T =?.0 :
ya que gg es TTF, tenemos que R/socg(R)e€ Tg y por 1lo
g

tanto, R/soco(R)e Te » POr otro lado, si MeS' es un sub-—

médulo simple, existe I& Fg tal que MdI ya que, en

caso contrario, tendriamos que M& S ; sea I tal ideal,
puesto que M es simple, tenemos que MMANAI = O, lo cual
induce un monomorfismoc O > M PR/I ; 1&Fg-

implica R/I e Mg, pPor lo tanto, M&T,., de 1o cual se sigue
que S'q Mg 3 utilizando ahora el hecho de que las clases
de torsién son cerradas bajo extensiones, tenemos que

R/S& T, , 1o cual completa la prueba.

Observacién 2.17 .-

a) 8i ge G entonces Lg es una clase cerrada bajo co-

cientes,puesto que T, consta de médulos proyecgivos, como
-
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ademéas Lges cerrada bajo productos directos, tenemos que
existe una teoria de torsién TTF ¢ , tal que Tg = Lg. POr

otro lado, en vista de que 'n‘zc. Lg. tenemos que C ¢ gen ag .
g

b) si 5“sp’ entonces, existe un conjunto X de médulos

simples proyectivos tales que & = §(X).

c) si acgenzg , Por el teorema 2.16 y la proposicidén
2.4, b), tenemos que & =B** de aqui que existe un conjun-—
to X de médulos simples tal que & =X (X) , como Egtt. .

podemos concluir que los elementos de X son proyectivos.
Resumimos 1o anterior en 1los siguientes resultados;

Tecrema 2.18.— Sea %@ el conjunto de objetos proyectivos
de R-simp. La correspondencia Y<Ky . & s;, _ genag
definida por (&) =X (¥ - X ), donde & =¥(X), es un
isom-orfismo de reticulas.

Corolario 2.19.- La reticula geng es una reticula de

g
Boole localmente atédmica.
Teorema 2.20.- La correspondencia
Y : gen ?.g —_— iRIRc. soc{(R) | I es 1dempot,encé} .
definida por W(&) =/ \ K, es un antiisomorfismo de reti-

Ke 0
culas.
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Sea &s&sp ., como sefialamos en la observacidén 2.17,a),
Lges una clase de torsidn, denotaremos por D{( 1.‘) a la

clase libre de torsidn asociada con Lg . caracterizaremos

ahora a las especializaciones estables de =

P

Teorema 2.21 .- Seags &g

P’ las siguientes condiciones son
equivalentes;

a) & es estable.

b) Mg consiste de médulos inyectivos.

c) & se escinde centralmente.

d) ( Lg.D( Lg) ) se escinde centralmente.

Demostracién.- La equivalencia de c) y d4d) se sigue de 1la
proposicién 8.5,VI del26], tomando en cuenta que
( Mg, Lg, D(Ly) es una terna TTF.

a)=>b) g = sp implica que los objetos de T, son semi-
simples, ademés, si MeT,, por la estabilidad de &,
mos que E(M) es semisimple,

cual prueba b).

tene—

por 1o tanto, M=E(M), 1lo

b)=>c) La condicidén b) nos dice que para cada M& R-mod,

tx (M) es sumando directo de M,

entonces, por la proposi-—

cidén 8.5,VI del26) tenemos que & se escinde centralmente.
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c)==Y%a) Por la hipdtesis, existe un idempotente e g R tal
que, para todo M & R-mod, tg(M) = eM entonces, si M& T,
se tiene que M =

eM, de aqui que (1-e)E(M)

= 0, puesto
que M es esencial en E(M),

por lo tanto eE(M)=E(M)

lo
cual prueba que E(M)& T,, es decir, & es estable.

Corolario 2.22.- La correspondencia Mg > Lg. ©S
una biyeccién entre las especializaciones estables de ss

P
¥ las generalizaciones de Eg que se escinden centralmen-—
te. Esta biyeccidén, es un antiisomorfismo de reticulas)

Corolario 2.23.-

Las siguientes condiciones son equivalentes;

a) asp es estable.

b) Toda especializacidn de zsp es estable.

c) Todo médulo semisimple proyectivo es inyectivo.
a4) asp s-e escinde centralmente.

e) Zg se escinde centralmente.

£f) Todo elemento de gen'ig se escinde centralmente.
a)

Toda especializacidn de asp se escinde centralmente.

Tenemos ahora, un teorema de estructura para R, en
el caso de que & _ se escinda centralmente.

(ver también
1y ©Gal
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Teorema 2.24.- Las siguientes condiciones son equivalentes;
a) La teoria de torsion de Goldie se escinde centralmente.

b) R se descompone como el producto directo de un
anillo semisimple por un anillo con ideal singular

izquierdo esencial.

Demostracidn. -

a)=— b) si 59 se escinde centralmente, entonces zg es TTF,
per lo tanto, zg= Eg , entonces, de acuerdo con el corola-
rio 2.23, tenemos que, R=t;g(R)@ta (R), como esta
sp
descomposicidn es de ideales bilaterales, podemos escribir,
R=1tg (R) % tg (R) . .
sp

b)= a) Sea R=R;x R una descomposicidén donde R; es un

2
anillo semisimple y R2 es un anillo con ideal singular

izquierdo esencial, entonces, - t.g(R) =R2 » lo cual impli-
ca que soco(R) =R1 , de aqui que &g es TTF. Por otro lado,
aplicando la proposicién 11.7 de 7). tenemos que todo

R-médulo izquierdo no singular es inyectivo, por lo tanto,
por el coreolario 2.23, tenemos que asp se escinde central-

mente, lo cual, junto con el hecho de que zg es TTF, nos

pPermite concluir que gg se escinde centralmente.

Un anillo R es semjartiniano izquierdo, si como R-mé-
-

dulo izquierdo, R pertenece a la clase de torsidén de
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S(R—simp). equivalentemente, X. = § (R-simp). Los anillos

semiartinianos estan caracterizados por el hecho de que

todo elemento de R-tors es de tipo simple, equivalente-

mente, para todo M R-mod, M+ 0O, tenemos que, soc(M) $0.

Desde el punto de vista de la teoria de reticulas,

un interesante resultado es el siguiente; R es semiar-

tiniano izquierdo si y sélo si R-tors es una reticula de

Boole. En vista de que R-tors es una reticula completa

lo anterior es equivalente a que R-tors sea
toda reticula comple-—

atdémica,
localmente atSmica. Por otro lado,
ta atémica y de Boole, puede ser representada como la

reticula R-tors de algiin anillo semiartiniano izquierdo

R. (ver (23] para detalles)

En el siguiente teorema, damos una caracterizacidn

de los anillos semiartinianos, en terminos de ‘la teoria

de torsidén de Goldie.

Teorema 2.25.- Las siguientes condiciones son equivalentes;

a) R es semiartiniano izquierdo.

b) Para todo g&«R-tors, & . A

c) La teoria de torsién de Goldie en R-tors es TTF y

esta geflerada por los médulos sfmples singulares.
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d) La teoria de torsidn generada por los mddulos

simples singulares, estAd cogenerada por los mddulos

simples proyectivos.

Demostracién.-

a) =»b) Sea &€& R-tors, consideremos los siguientes conjun-
tos, X= MgMNR=-simp y X'= Tga N R-simp. En vista de que
R es semiartiniano izquierdo, tenemos que & = §(X) ¥

zt= EE(X'), como consecuencia, tenemos que X U X' = R-simp
Yy XN X*'=¢, por lo tanto, TegrrN R-simp =X, utilizando
nuevamente el hecho de que R es semiartiniano, tenemos

que &** = §{(X). Esto prueba b).

b) =)c) La condicidén b) y el corolario 2.10 nos dicen
que zg es TTF. Ahora, sea T g la teoria de torsién gene-—
rada por 1os médulos simples singular"es. en vista de que
un médulo simple es de torsidén de Goldie si y sbélo si

es singular, tenemos que ags= 5; y por lo tanto,

git = g

ss = g’ entonces por b), '555= Gg .

c) =Jja) Como ag es TTF, del corolario 2.7, a), tenemos

que para cida M & R-mod, socp(M) = ™ K pertenece a l-‘.g(M)
KeFg (M)

¥ por lo tanto, M/soco(M)‘r;.'l:!‘.g . Sea M€ R-mod, si soc@(M) =0

entonces, Mg 'n‘;g , en vista de que &w_= G

g ss * concluimog
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que soc(M) #0, de aqui que R es semiartiniano izquierdo.

c) =)>d) Es consecuencia directa del teorema 2.9

-

d) =)c) En vista de que los md&dulos simples proyectivos

cogeneran a © » entonces &__= Zg por 4d), teniendo

ahora en cuenta que t.ssg 595 z.g » COncluimos que sss = &

g
(3 es TTF.

¥ g
Corolario 2.26.— Sea R un anillo semiartinianc izquierdo,
las siguientes condiciones son equivalentes;

a) &z, se escinde centralmente.

b) r’sp es estable .

c) R se descompone como el producto directo R= R1xR2.

donde R, es un anillo semisimple y R, €s un

anillo con ideal izquierdo singular esencial.

Demostraciédn.-—

a)<{==>c) Es el teorema 2.24

a) =%»b) Aplicando el corolario 2.23 y tomando en cuen-

ta que a) implica &g = z

g
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b) =Pa) Por el teorema 2.2% y el corolario 2.23
mos que
q &g

. tene-—
se escinde centralmente.

Corolario 2.27.- Sea R

un anillo neteriano izquierdo, las

siguientes condiciones son equivalentes;

a) R es artiniano izquierdo.

b) 59 es TTF y esti generada por los mddulos simples

singulares.

Demostracidn.- Se sigue del teorema 2.25% y la proposiciédn
12.8 de U7} -

Observacidn 2.28.-

a) Si R es un anillo autoinyectivo izquierdo, entonces,

todo R-mdédule izquierdo simple ¥y proyectivo, es inyectivo,

de aqui que si R es autoinyectivo izquierdo y neteriano

izquierdo, T consiste de médulos inyectivos,
=5p

por lo
tanto, en este caso,

‘sp es estable.

b) Se dice que R es un anillo QF, (casifrobenius) si R

es artiniano izquierdo y autoinyectivo izquierdo,

se
puede probar que si R e QF,

entonces R es artiniano y
autoinyectivo por la derecha, (ver {gé] ).

En anillos QF, una teoria de torsidn es estable s?
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y sbélo si se escinde centralmente, en vista de que ng es

estable, todo anillo QF se descompone como el producto

directo de un anillo semisimple por un anillo con ideal
singular izquierdo esencial, en particular, un anillo

QF es semisimple si y s&1lo si es no singular.



ITI.~- RELACIONES ENTRE LA DIMENSION DE GABRIEL

Y LA TEORIA DE TORSION DE GOLDIE.

Entre los diversos conceptos de dimensidn que se

estudian en la teoria de anillos, esta el de dimensién

de Gabriel, que desde su aparicién en [67] , ha mostrado

sSer una valiosa herramienta para estudiar al anillo,

como a su categoria de médulos, entre las clases de ani-

1los que tienen dimensién de Gabriel, podemos citar a

los anillos neterianos,
bién,

anillos semiartinianos, y tam-
anillos con dimensién de Krull en el sentido de

Gordon y Robson {15) y (161 . Para informacién acerca

de otras dimensiones, consultar [9’1 .

En este capitulo, estudiaremos anillos con dimen-

sién de Gabriel y daremos algunas caracterizaciones de

ellos, en terminos de condiciones sobre los intervalos

<%+ &y Yy <&y + Xy de R-tors .

Sea Ge R-tors y Me R-mod, diremos que M es un md-

dulo & -cocritico, si Melg ¥ M/Ne Mg para todo

O;éRNcM . Diremos que M es cocritico, si M es

AW (M) -cocrjtico, todo mdédule cocritico es uniforme y

34
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c&da submédulo de un médulo cocritico es a su vez cocritico.

Diremos que Z &« R—-tors es prima si & =Y(M) para algin
médulo cocritico M, & es semiprima si & es la interseccién
de una familia de teorias de torsién primas, diremos que
& € R—tors es fuertemente semiprima si
Z=X({gM | M es BT -cocritico} ), es claro que las teo-
rias de torsidén fuertemente semiprimas son semiprimas, para
detalles acerca de médulos cocriticos y teorias de torsidn

primas, sugerimos al lector consultar 13} .

Consideremos ahora la siguiente cadena de teorias
de torsién, T_.<BsE,s 2,8 - . . .

definida como sigue;

a) w_,=%.

b) Si i no es un ordinal 1imite,

Ci=%;_ 1V E({\gM | Mes ci__‘-cocritico] ) .

c) Si i es ordinal limite,

&, =V .
1 jei 9

Esta cadena es conocida como la filtracidn de Gabriel
en R-tors, notemos que 5o= ’g(R-simp) . En vista de que
R-tors es un conjunto, existe un ordinal pP.minimo con la

propiedad de que 8‘.= para todo ordinal 3, para este

Cerp
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ordinal, denotaremos por Zp= G , si M& R-mod, diremos que
M tiene dimensién de Gabriel k, si M es de sk—torsién y

k es minimo entre los ordinales i para l1los cuales Me Tg; »

esto sera denotado por Gdim(M) =k, a los mddulos que no

pertenecen a ninguna de las 'n“i + No se les asigna dimen-
sién de Gabriel. R tiene dimensién de Gabriel izquierda,

si como R-m&dulo izquierdo, R tiene dimensién de Gabriel,

esto es equivalente a que todo R-médulo tenga dimensidn

de Gabriel y también a Qque G = X .

Anillos con dimensién de Gabriel han sido amplia-

mente estudiados, algunos autores los llaman anillos

‘semineterianos, ver por ejemplo {15] . 16l , (71 . Wl
y [ 2]péra informacién.

En la siguiente proposicién, damos algunos de los

hechos mas conocidos acerca de anillos con dimensidén
de Gabriel. [12)

Proposicién 3.1.- Las siguientes condiciones son equivalentes.

a) R tiene dimensién de Gabriel izquierda.

b) Para cada &Ge€ R-tors, B #£)., existe un mbédulo

& -cocritico.

c) siseR-tors, & # X, entonces,

semiprima.

Z» es fuertemente -~
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d) ReT, .

Sea ﬁg =X({ gM | M es cocritico y z(H)=6} ) .

Lema 3.2.- 2 z .

Lema 3.2 T < &g

Demostracidn.- Es consecuencia directa del teorema 2.8 y
del hecho que los mé&dulos simples proyectivos son no

singulares.

Necesitamos ahora el siguiente lema técnico de [26].

Lema 3.3.- (Lema 7.5, VI de [26]_) Sea E &« R—-mod inyectivo

y £ : E ——-—>RM un epimorfismo, con M no singular, en-—

tonces, f se escinde, en particular, RM es inyectivo.

Teorema 3.4.— Sea R un anillo tal que %g#'x_. entonces;
~e - Py
a) Gg es fuertemente semiprima.
b) Si G & R-tors y ags <X , entonces, & es fuerte-—
mente semiprima.
c) Si Zz & R-tors y 3g<~ & » entonces,

% = agv ‘g({RM I M es gg—cocritico v Mc.'!!';}) .
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Demostracidn.-

a) Sea M un médulo cocritico y no singular, como previa-
'mente sefialamos, M debe ser uniforme, de aqui que si
O;ERNC M, tenemos que M/N & 'n',g <, '!rgg de lo cual se
sigue que M es Zg—cocritico. esto prueba que 2 es

g
fuertemente semiprima.

b) Sea & & R-tors, que satisface & < & <) si Me R-mod

g ’
con O #M&Lg, tenemos que E(M)« Lo l.gg , entonces, de 1la
definicidén Qde -Eg , existe un médulo cocritico no singu-

lar C ¥y un morfismo no cero £ : E(M) ————> E(C) entonces,

por el lema 3.3, Imf es isomorfa a un sumando directo K de
E(M), adema&s, Im f es inyectivo, tomando ahora en cuenta
que E(C) es inescindible, puesto que C es uniforme, con-
cluimos que E(C) =Imf, de aqui que E(C)& Lg. Por otro
lado, sgc & implica que E(C) es & -cocritico puesto

que todos sus submédulos distintos de cero, son esencia-
les. Entonces, siendo M esencial en E(M), tiene la pro-

pPiedad de que 0 # MNK es un submbé4dulo & -cocritico de M.

Ahora, sea ='X_(i gM I Mes & —cocriticoy ) , enton-
ces, BT si Z<® , existiria un médulo N # O tal
que N& TN L, Y por el argumento anterior, N contendria
un submédulo & -—cocritico lo cual es una contradiccién,

entonces, & = y de aqui que & es fuertemente semiprima.
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c) Sea £& R-tors tal que %gs [ y sea ;

&' = ?'g v E({ M| M es cocritico, z(M)=0 y M&Tg})-

Es claro que g's & » Supongamos que &'« & , enton-

ces, existe O # N@ TgNLg : como en la prueba de b),
existe un médulo cocritico K que es no singular y Ke N,
de aqui que K& TgMN\ I, , entonces, K=0 lo cual es una

contradiccién, por lo tanto, &=

Lema 3.5.- Sea & R-tors y M un R-médulo & —cocritico,

entonces, avg(u) es un Atomo en la reticula gena .

Demostracién.- En vista de que Ma& Lg ,

tenemos que ,
G<&%VEM), ahora, sea O &« R-tors tal que 5 <STLBvEM),
probaremos que & =% VS(M) . La relacién &<E implica

que existe N@ R-mod no cero tal que N& '!Q,(\La. puesto

que Ty < 'n"“‘(M) , tenemos que existe un morfismo no cero

£ : M'————> N donde O#M'c M, entonces, ImfeN&Lg,
tomando en cuenta que M'es también @ —cocritico, obtenemos
que ker f =0, entonces, M' =1Imfac NeTg , Por lo tanto,
M'cty{Mla M, si t (M) #M, siendo M un mdédulo & -cocritico,
obtenemos M/tg(M)& Tz , por otro lado, M/tg(M)a& Rg. en
vista de que ¢S ., la conclusidén es M= tz(M) de lo cual

se sigue Me& Ty v por lo tanto, zV E(Migss
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Corolario 3.6.-

a) La reticula geng es localmente atédmica. - -

g

b) gen Zg es una reticula de Boole.

Demostracién.-

a) Se sigue del teorema 3.4,c) y el lema 3.5 .

b) Por a) y tomando en cuenta que gen 89 es completa y

distributiva, obtenemos que gen Zé es de Boole.

Corolario 3.7.~ Si &g es fuertemente seniiprima. entonces;

a) Todos los elementos de gen L -ixl. son teorias

de torsién fuertemente semiprimas.
b) geneg es una reticula de Boole localmente atdémica.

Demostraciédn.-~ Se sigue del hecho qué ., €s fuertemente

g
semiprima, si y sélo si ag = ﬁg .
Corolario 3.8.- Si R tiene dimensién de Gabriel izquierda,
entonces, gen &, es localmente atémica.
Demostraciédn.- De la proposicién 3.1, obtenemos que r.g

es fuertemente semiprima.

Observacién 3.9.- La condicién de que genag sea localmen-—

sea fuertemente semiprima

-
te atémica, no implica que Gg
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y por lo tanto, tampoco implica que R tenga dimensién de

Gabriel izquierda. Consideremos 1o siguiente:

Sea R un dominio no conmutativo que no satisface 1la

condicién de Ore por la izquierda, por.ejemplo, un anillo

de polinomios torcidos. Si en este anillo consideramos

a la teoria de torsién de Goldie Gy tenemos que 59=X(R)

puesto que R es un dominio, no es dificil ver que en este

caso., &g no tiene m&dulos 5g—cocriticos. (ver {7) pagi-

na 321 para una demostracidén de este hecho) entonces, ;g
no es fuertemente semiprima ni R tiene dimensién de

Gabriel izquierda. Por otro lado, en cualquier dominio

R, ag es un codtomo de R-tors, de lo cual se sigue que

gen cg es localmente atdmica.

Proposicién _3.10.- Sea z& R-tors tal que E(R-simpls &

las siguientes condiciones son equivalentes;
a) - =% .
b) & es estable y TTF.

c) 1L, es cerrada bajo cocientes.

bemostracién.-—

a) =?b) y a) =v»c) Son inmediatas..‘

b)» =>a) Como.sabemos, todo médulo se puede sumergir en
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\ .
en un producto directo de cipsulas inyectivas de médulos
simples, el cual, por b) y la hipdtesis para & , es de

s-torsién, entonces, todo R-modulo e$ de ® -torsidén, por

10 tanto, & =X .

c) ==da) Si & £ N , existe Ma R-mod tal que M es ciclico

Yy M& 1g, entonces, existe una sucesién exacta

M > S » 0O donde S e R-simp.,. entonces, por ¢)
tenemos que Sd& Lg y por la hipdtesis para =& , tenemos

que SgTg ., 10 cual es una contradiccién, de aqui que &=X.

Cconsideremos ahora la siguiente filtracién en R-tors,
<, ‘co €T, ¢ . . . . definida por;
a) o,=% .
b) Si i no es ordinal l1limite,
C; =T34V g(\RM I M es¥;_,-cocritico y z(M)=M§)

kN

c) 8i i es un ordinal l1limite,

o= VvV o
i 51 9

Esta cadena serd llamada la filtracién singular de

R~-tors.

Observacién 3.11.- Nuevamente, del hecho que R-tors es un

conjunto, tenemos que existe un ordinal F minimo con 1la

propiedad de que a} =0'P+P para todos los ordinales /3



para este ordinal & , denotaremos por Gg= G

Proposicién 3.12.- Para todo ordinal e , Oy = ‘g ATy - i

pemostracién.- Procederemos por inducciédn transfinita

sobre a

. Si = -1 , O , el resultado es claro.

Ahora, seaw » O un ordinal y supongamos cierto el

resultado para ordinales ¢ tales que S<es .

caso I.- e« No es ordinal limite. En este. caso,

0 =@, _4V S(‘RH IM es g, _,-cocritico y .z(M) =H-s ), sea C

un R-mé&dulo singular yq__'-cocritico. afirmamos que C

debe ser &_1—cocrltico. Para cada O#C'€eC, C/C'€ Tg,_q+

por hipétesis de induccién, tenemos que 1 SBLGAQq -

de aqui
Cea L& .

Cc'll’.g .

driamos

que C/C'a 1!'.__.' , bastar& entonces probar que

como C es, O

“_1—cocritzico. Celg_, Y Puesto que

entonces, c‘.'xr,‘_, ya que en caso contrario, ten-—

por la hipédtesis de induccién, _C¢'u;“_1 » 10 cual

es una contradiccién, si tg‘_.‘(c) #0, en_i:onces. de la suc-

esién exacta 0—>tg, (C) >C > C/tg,_4,(C) —>0

y tomando en cuenta que z(C)=C , tendremos que cﬂn&_,

que no es posible, por 1o tanto, C es’ §_1—cocritico y

por 1lo tanto.qs;glsa‘ .

sSupongamos ahora que q.<cg,\-q‘ , entonces, existe un

R-médulo M tal que M es de (;ga‘g‘)—.torsién Yy Melg, »

43



a4

por hipétesis de induccién, t‘__'(M) es de c'-_1—torsién.
por otra parte, t~_1(n)cl| ™3 1'-:14;_1 lo cual implica
que tg _.(M) =0 es decir, M no tiene submédulos de .
G, _q-torsién. En vista de que M es de Byg—torsién y
¥, .q-libre de torsidn, concluimos que M contiene un mdé-
dulo q‘_.l—cocritico K, adem&s, Mg'u"g implica que K
contiene un submodulo K' #0 que es 3y, _,-cocritico y

z(K') =K', por lo tanto, O#£K'¢c t‘(M) =0, una contra-
diccibén, por lo tanto, Sy = T ATy, ‘
caso II.~ o es un ordinal limite.
Tomando en cuenta que R-tors es un marco y la hipd-
tesis de induccibén, tenemos; ‘
Gu = VGpu = .\A(z,gx Zp) = By NNV E)= By ATu -

fca

Corolario 3.13.-—

a) Gz==g/\G.

b) G, = X si y s6lo si R tiene dimensién de
Gabriel y Rc'!r,g .

Terminamos este capitulo con el siguiente teorema que
nos da varias condiciones equivalentes a que R tenga dimen-—

sién de Gabriel.
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Teorema 3.14.- Las siguientes condiciones son equivalentes;
a) R tiene dimensién de Gabriel izquierda.
b) G es estable y TTF .
c) Lg es cerrada bajo coéientes.

4) G, =& y

e) G, = ¢
f)Gaeg .

g)_G:‘ig .

h) G 3 59 y gg es fuertemente sémiprima.
Demostracibdn.-

La equivalencia de a) , b) y c) , se sigue del hecho
que G» Bg = ¥{(R-simp) y la proposicidén 3.10.
a) ==)»d) Si R tiene dimensidén de Gabriel izquierda, enton-
ces, por la proposicién 3.12 obtenemos Gz = ag » pPOr otro
lado, a) implica que ;g = ag , Por 1o tanto, del teorema

3.4 c) y el hecho de que g e gen ag , nos dan d) .

d = b T =2 »
) »e) Probaremos que ag z,g s

entonces, existe un R-mdédulo M #£ 0 tal que Mg 'n“gnL;g .

. Supongamos que 59‘ i

en vista de que toda generalizacidén de cg es estable,
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tenemos que E(M) ¢ 'u'gg ,» ademis, ig‘ ag implica que
E(M)c'!!"g . utilizando la descripcidén de d4) para 39 ., tene-—

mos que existe un médulo C tal que C es ag-cocritico .

Ca 'u';g y un morfismo no cero f : C >E(M) , sea

h : E(C)

> E(M) una extensié4n para £ , por el lema 3.3,
tenemos que Imh es isomorfo a un sumando directo de E(C).

C es ag—cocritico. por lo tanto, E(C)el.gg . de aqui que
O£ MNIm hg'!!'.gr\ L;g 10 cual es una contradicciédn, por 1o
tanto, 5y = zg ¥y esto prueba e) .

e) ==)a) Sea T&R-tors, B #X , probaremos que existen
médulos &-cocriticos, entonces, de la proposicién 3.1,
tendremos a) .

caso I.- zg‘ & - Sea i el ordinal minimo tal que’
C;$% . este ordinal existe puesto que G, = 29‘5 .

es claro que i no es un ordinal limite. Por la definicién

de oy ¥ la minimalidad de i , tenemos que a'i_."g y

existe un médulo M que es &, _,—cocritico y M4 Ty, enton-

ces, para cada 0 # RNcH . M/Nt‘n'ci__1c Tg+: €ste hecho
Junto con que M‘ Tg » implican que M es Z&-libre de tor-—

sién y por 1o tanto, M es B ~cocritico.

caso II.- ng.a . En este caso, por el teorema 3.4, b)



tenemos que & es fuertemente semiprima lo cual significa
que & tiene médulos &-~cocriticos.

a) ==P»g) Es claro.

g) ==b) Se sigue del teorema 2.16 .
a) ==)h) ==)f) Es claro.
£)

==)a) Si G #X , la condicibén Zg‘ G y el teorema
3.4, b) nos dan que G es fuertemente semiprima, 1o cual
es una contradiccidn, G =X y por lo tanto,
R tiene dimensidn de Gabriel izquierda.

entonces,
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IV.- LA ESTRUCTURA DE LA RETICULA GEN 59

En este capitulo, probaremos que las reticulas geng g
correspondientes a los anillos R, R/t.g(R) y Qmax(R/t.g(R)).

son isomorfas, y que estas a su vez, son isomorfas a la
reticula de los idempotentes centrales de el anillo

omax(R/t5éR)) , como consecuencia de lo anterior, probare-

mos que gen:sg es una reticula de Boole y que las clases
de equivalencia en R-tors definidas en (_2ﬂ . son reticulas
de Boole, finalmente, daremos condiciones necesarias y

suficientes para que gengg sea localmente atédmica.

Pefinicidn 4.1 .- Diremos que R es un anillo regular en
el sentido de Von Neumann si para todo x& R, existe yeR

tal que X = Xyx

Anillos regulares han sido ampliamente estudiados,

ver [14] para informacién.

Observacidédn 4.2.- Si R es un anillo no singular izquierdo,

entonces, ‘g =X (R) y en este caso, el filtro F‘g es el
conjunto de ideales izquierdos esenciales de R, en vista
de lo anterior, la localizacidn de R respecto a gg . Q'g(R).
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coincide con Q‘I.(R)(R) que es conocido como el anillo maximo
de cocientes de R (por la izquierda) y que es denotado por
Omax(g) . Uno de los resultados principales de la teoria
de localizacién en anillos, afirma que si R es no singular
izquierdo, entonces, omax(R) es regular y autoinyectivo

izquierdo. (ver [26) para detalles al respecto)

En virtud de que en lo que sigue de este trabajo
estaremos cambiando constantemente de anillo, de aqui en
adelante, denotaremos por zg(R) a la teoria de torsidén

de Goldie en R-tors, salvo que no haya lugar a confusién.

Proposicién 4.3.-~ Denotemos por R-= R/t.g(R) . La correspon-
qen'c1-a A .I‘CQ(R)——.___> I"‘g(ﬁ) dada por RM -————)-RM » €S

una biyeccién.

Demostracidn.—- Notemos primero que si Me L‘g(R) , entonces,
tGQ(R)(R)"= 0O, por lo tanto, M es en forma natural un
R-médulo. Sea Mc.ng(R) . supongamos que §M4 l‘&g(ﬁ) entonces,

existen, o#m&M y un ideal izquierdo esencial I<R ,
tales que Im=0, sea I& R tal que;

I=[1 + tGQ(R)(R)] /tag(R)(R) , tenemos entonces que I"’"ag(R)(R)
es esencial en R y este ideal anula a m, por lo tanto,
m‘z(RM) =0 10 cual es una contradiccidén, de aqui que

M€ Iggr) .
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- Ahora sea R"‘l‘gg(ﬁ) » Si mae z(RM) , existe RI: R
esencial tal que Im=o , sea I=_I+ tag(g)(k)]/tgg(a)(k) .
Afirmamos que I es esencial en R , sea J€ R un ideal iz-
quierdo tal que ['_J /t'g(R)(R)] NT =38 , entonces,
(JAD) + g p)R) =TINLT + r,g(m(aﬂ = Hgr)(R) . de aqui que
(TN '.GQ(R)(R) » por otro lado, de la estabilidad de ag(R).
existe RK: R tal que Knt‘g(k)(R) =0y 'tg(R)(R) es maximo
con esta propiedad, entonces, (INAJ)NK=0, como I es

esencial, JAK=0, por lo tanto, J=C‘Q(R)(R) » es decir,
T es esencial en R, 1o cual implica que mez(gM) =0, de

aqui que z(RM) =0, por lo tanto, Me l“g(R) .

- Proposicidn 4.4.-—,se_a. Q_g ;ZQ(R) . eqtonces, RQ es inyec-—
tivo si y sblo si 72 es inyectivo .

Demostracién.-—

==’)] Es claro.

=) sea Q« L‘Q(R) tal que pQ es inyectivo, entonces,
E(RO)‘ ]‘g“;) , aplicando la proposicién 4.3, EB(RQ)e l‘cg(ﬁ)
y ademas, E:(RQ) es R-inyectivo, por otro lado, la inclu-
sidén l-io C———>§E(RQ) se escinde puesto que -ﬁO es inyec-

tivo, entonces, E(RQ)/Q , es isomorfo a un R-submédule de
-
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E(pQ) , por lo tanto, por 1la proposicidén 4.3,

E(RO)/Q 3 'I‘Sg(R) mn T‘Q(R) de aqui que Q es R-inyectivo.

Corolario 4.5.- La correspondencia genag(R) )gentg(ﬁ)

dada por X(RB) -—-——)‘x.xﬁs) es un isomorfismo de reticulas.

Proposicién 4.6.- Sea R un anillo no singular izquierdo,

entonces, las reticulas genag(R) y gensg(omax(k)) son
isomorfas.
Demostraciédn.- Por resultados de los capitulos IX y XII de

(26] . sabemos que 1los Qmax(R)-médulos inyectivos no sin-

gulares y los R-médulos inyectives no singulares coin-

ciden, de lo cual se sigue la proposicidn.

De la proposicién 4.3, tenemos que el anillo R es

no singular izquierdo, por lo tanto,
4.2,

por la observacién
podemos concluir que la localizacién de R respecto

a BLR), coincide con Qmax(]i) .

Corolario 4.7.-

Sea R un anillo asociativo con 1

ces, las reticulas genag(k) b genzg(Qmax(E)) son isomorfas.

, enton-

Demostracién.- Es consecuencia del corolario 4.5 y la
proposicién 4.6



Sea R un anillo asociativo con 1 , denotaremos por

B(R) a l1a reticula de idempotentes centrales de R,

como
sabemos,

para cualquier anillo,

B(R) es una reticula de
Boole,sin embargo,

si R es autoinyectivo izquierdo y
regular, entonces B(R) es completa (143 . Tenemos ahora

unc de 1los resultados principales de este capitulo;

Teorema 4.8.- Sea R un anillo regular autoinyectivo iz-—
quierdo, l1la correspondencia ¥: B(R) —m— gen%(R)
definida por W(e) = Y (R(1-e))

es un isomorfismo de
reticulas.

Demostracién.- Sean e, f&B(R) , entonces, ef£ f si y sdlo

si Re e Rf, 'si y sélo si, R(1—f)e R{(1-e) , es decir, e f
implica A (R(1-e)) < W(R(1-£))

pPor lo tanto, P preserva
la relacidédn de orden.

Como sabemos, los anillos regulares

son no singulares, asi pues, si e4B(R) entonces R(1-e)

es un R—méduio inyectivo y no singular, por lo tanto,
WAR(1-)) & geng(R) .

Por otro lado, tx(RU—e))(R) =An(R(1-e)) , en vista
de que (1-e)& B(R) , tenemos que An(R(1-e)) = Re , de aqui
, e£ f, entonces, P(e) #£ Y(Ff) por 1o
tanto, ¥ es inyectiva.

que si e, fg B(R)

S2

Ahora, sea & & gencg(R). probaremos que existe e g B(R)

tal que B =X(Re) .*Sea E un. R-mdédulo izquierdo inyectivo



tal que & =X(E), sea J=Z{Imf | fa Homy(E, R)} la traza
de E en R, J es un ideal bilateral de R, entonces, por
el lema 9.5 de [14] ., existe un Gnico e & B(R) tal que J
es esencial en Re, es claro que E esti cogenerado por Re
_ya que E es no singular y por lo tanto cogenerado por R, .

de aqui que U _(Re)g W (E) .

Tomando ahora en cuenta que E y R son inyectivos
no singulares, tenemos que para cada fea HomR(E , R), l1a

sucesién E

2 Im £

>0 se escinde (lema 3.3) ,
entonces, para cada fe HomR(!-: », R, Imf es un mbédulo

inyectivo y X (E)-libre de torsidén, aplicando ahora la

proposicién 9.1 de [14] » tenemos que para cada familia
n

{‘fi}i=1‘ HOmo(E , R) , Imf +ImE+ - . . +Imf  es un

R-m&dulo proyectivo, entonces, Im£l+ e . -t~Imi~;,1 es
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A(E)-1libre de torsién, lo cual prueba que J es Y(E)-libre

de torsién, por lo tanto, Re es Y (E)-libre de torsidn,
de aqui que Y (E)<% X(Re), esto completa la prueba.
Tenemos como consecuencia los siguientes resultados;

Teorema 4.9.- Sea R un anillo regular autoinyectivo, iz-

quierdo, entonces, la reticula genzg(R) es de Boole.

Teorema 4.10.~ Sea R un anillo asociativo con 1, entonces,

la reticula gencg(R) es de Boole . -
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Sean TaR-tors y MG R-mod, diremos que M es un mé-

dulo & -inyectivo si para cada sucesién exacta,

o > pN* >N con N's ¥, (M), la sucesidn inducida
HomR(N.H) ——>HomR(N' +M) ——> 0 es exacta. denotaremos

por d‘ a la clase de los médulos & -inyectivos.

En (21 ., definimos la siguiente relacidén en R-tors,
&S si y sblo si 66=$ , NV es una relacidén de equiva-—
lencia. Si ge R-tors, denotamos poriws] a su clase de equi-
valencia. Entre otras cosas, pProbamos que para cada
& & R—-tors, {w) es una subreticula completa de R-tors,

ademas, L¥]1 =< § .5,,> v (x]= [59] = gengg .

Entre las propiedades que se prueban en [Zﬂ ., estad la
siguiente, para cada &4 R-tors; existen morfismos de reti-
culas Y ] —W) vy ¥, :Ix] ——r] tales que; .
V‘OV‘= 1", ,» entonces, tenemos que para cada g e R-tors, Ls)
es una reticula cociente de gensg peor lo tanto, como
consecuencia del teorema 4.10, tenemos el siguiente resul-

tado;

Teorema 4.11.- Para cada ;.R—tors.\'_u‘] es una reticula

completa de Boole.

Observacién 4.12.- Consideremos ahora los intervalos

{%Bg:E8gY) ¥y £Bg . Bg¥%Bspy . estos intervalos son sub-

reticulas completas de genzg cuyo Gnico elemento en comin
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es ©g ademds, tienen las siguientes propiedades;

a) Para cada B 4R-tors, existe x‘¢<tg » gy tal que sl

es isomorfa (como reticula) a gen ‘X‘ (corolario 16 Qe [zﬁ).

b) Cy) es isomorfa a {8® . BgY Bgp) Y de aqui que

&Bg» BgV Gg) s una reticula de Boole completa atdmica.

c) Para cada Zegenmy, existen .4 <5y . Egy VY

B2& {8y . & oY Byp) Unicos tales que T =T,V B, (corola-
rio 17 de {21}).

Otra consecuencia del teorema 4.10, es el siguiente

resultado

Teorema 4.13.— La reticula (89 N ag) es de Boole.

Demostracién.- En vista de que <ag . Eg) es distributiva,
bastari solamente pr:obar-qge es complementada.

Sea TEL &g .Eg) . por el feorema 4.10, ‘tehemos que
existe g gensg tal que O es un complemento para & en
gengg ., un fAcil cédmputo, nos lleva a que CAig es un
complemento para & en <89 .-'597 .

Terminamos este capitulo con el siguiente teorema

acerca de la estructura de gengg .

Teorema 4.14.- dengg es una reticula atémica (y por 1lo

tanto localmente atdmica) si y sélo si {Zg ., _‘E.g) es una
reticula atdmica.
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Demostracién.-

Notemos primero que de la observacidén 4.12, el
conjunto de A&tomos de gens,; . es la unién de 108 corres-
pondientes conjuntos de &tomos de < &g BgY v

<&g » Bgv&gp»> . entonces, en vista de b) y c) de 1la
obsrevacién 4.12, concluimos que gensg es atdmica si y

sélo si {85 .85y es atémica .



V.- APLICACIONES A ANILLOS REGULARES AUTOINYECTIVOS
Y AL ANILLO MAXIMO DE COCIENTES DE UN ANILLO
NO SINGULAR.

Utilizaremos en este capitulo los resultados previa-
mente obtenidos y estableceremos nuevos criterios para
determinar l1a estructura de anillos regulares autoinyec-

tivos asi como de el anillo maximo de cocientes de un

anillo no singular, en terminos de consideraciones sobre

las propiedades de la reticula ggnug.

Proposicién 5.1 .-

Sea R un anillo regular autoinyectivo

~izquierdo, las siguientes condiciones son equivalentes.
a) R es inescindible como anillo.

b) &g es un coatomo de R-tors.

¢) R es un anillo primo.

Demostraciédn.—- La equivalencia de a) y ¢) es bien conocida.

La equivalencia de a) y b) se sigue directamente del
teorema 4.8
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Corolario 5.2.-~ Sea R un anillo no singular izqQuierdo,

las siguientes condiciones son equivalentes;
a) omax(R) es inescindible como anillo.
b) Wy es un co&tomo de R~-toOrs.
c) omax(R) es un anillo primo.

Demostracidn.- Es consecuencia directa de las proposicio-

ne/s‘“4.6 y 5.1 .

Proposicién 5.3.- Sea R un anillo regular autoinyectivo

izquierdo, las siguientes condiciones son equivalentes;
a) La reticula &g .Zg» es atdmica.
b) R es isomorfo a un producto directo de anillos primos.

Demostracién.- Del teorema 4.14 tenemos que {&g , Eg5 YV

es atdmica si y sélo si gen&y es atémica y por el teo-
rema 4.8, lo anterior ocurre si y s&lo si B(R) es atémica,
aplicando aquil el corolario 9.11 de "_153 » tenemos el

resultado.

Corolario $.4.- Sea R un anillo no singular izquierdo,

las siguientes condiciones son equivalentes.
a) La reticula <69(R).ZQ(R)> es atdémica.

b) Qmax(R) es isomorfo a un®producto directo de

anillos primos.
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Observacién 5.5.-

a) En [16]. Golan prueba que si CeR-tors, una condicidn
suficiente para que genea sea una reticula atdmica,

que R sea g-artiniano.

b) Los corolarios 3.7 y 3.8 , nos dan condiciones sufi-

cientes para que gens, sea una reticula atdmica.
En lo que sigue, la frase R es el anillo de endomor-
fismos de un espacio vectorial significara que R _es el

anillo de todas las transformaciones lineales , denotadas

por la derecha, de un espacio vectorial izquierdo sobre

un _anillo con divisién.

Anillos de endomorfismos de espacios vectoriales,

son ejemplos tipicos de anillos regulares autoinyectivos
izquierdos.

Teorema 5.6.—~ Sea R un anillo regular autoinyectivo iz-—

quierdo, las siguientes condiciones son equivalentes;

a) R es isomorfo al anillo de endomorfismos de un

espacio vectorial.
b) %Gy es TTF y &g es un coAtomo de R-tors.
Demostracidn. -

a) =>b) Del teorema 9.12 de [15] . sabemos que R es un

anillo primo y soc(RR) #0, entonces, por la proposicidn

ESTA TESIS W 2EBE
310 BE MR vwlaiEDK
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5.1 ., tenemos que T, €s un coatomc de R-tors, por otro
lado, soc(RR) # 0 nos dice que la familia de md&dulos sim-
Ples proyectivos es no vacia, de aqui que -t'g<¥. ,» siendo
Bg un codtomo de R-tors, concluimos que 89=§g » €S '

decir, g es TTF .

b) =) a) ®g TTF implica que soc(RR) #0 , por otro lado,
b) y la proposicid4n 5.1 nos dan que R es un anillo primo,
entonces por el teorema 9.12 de [14] ., Cconcluimos que R es
isomorfo a el anillo de endomorfismos de un espacio
vectorial.

Teorema 5.7.- Sea R un anillo no singular izquierdo, las

siguientes condiciones son equivalentes;

a) Qmax(k) es isomorfo al anillo de endomorfismos de

un espacio vectorial.
b) BGgR) es prima y ZLR) es un coatomo de R-tors.

Demostracidn.-

a) == b) De la proposicidn 4.6 y el teorema 5.6, tenemos
que ug(R) es un coatomo de R-tors, a) y el teorema 9.12
de [Hﬂ nos dicen que soc(omax(R)) # 0, tomando en cuenta

que en este <:aso.,oma R) es un anillo primo, tenemos que

£
todos los omax(R)—médulos simples de soc(Qmax(R) son iso-

morfos, ademas, todo omax(R)—médulo simple no singular,

es isomorfo a algin submdédulo de s_oc(omax(R)) s poOr otro
-
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lado, 1los Omax(R)—médulos simples no singulares, son R-médu-—

los: B R)-cocriticos, entonces, salvo isomorfismos, exis-

te un unico R-médulo inyectivo 69(R)—cocritico. denotemos

por E a tal médulo, en vista de que BQ(R) es un coatomo

de R-tors, concluimos que BQ(R) = X(E) , es decir,

69(12) es prima.
nos dicen

b) == a) La condicién b) y el corolario S.2,

que omax(R) es un anillo primo. El1 hecho de que GQ(R) sea
una teoria de torsidén prima, implica que existe un R-mé-
dulo izquierdo M tal que M es B R)-cocritico y BR) =WM),

notemos que E(M) es también ug(R)—cocx':[tico. entonces,
E(M) es un Qmax(k)-médulo simple que en adicién es no

singular, de lo cual se sigue que soc(omax(R)) #0 ;
aplicando ahora el teorema 9.12 de [14] » tenemos que

A QnaxR? " es isomorfo al anillo de endomorfismos de un

espacio vectorial.

Teorema S5.8.—~ Sea R un anillo regular autoinyectivo iz-

quierdo, las siguientes condiciones son equivalentes;

a) R es isomorfo a un producto directo de anillos de

endomorfismos de espacios vectoriales.

b) tg es TTF .
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Demostracién. -
a) ==>b) Por el teorema 9.13 de [14], tenemos que Soc(pR) es
esencial en R, tomando en cuenta que z(R) =0 y el coro-

lario 2.7 , concluimos que Gg es TTF.

b) ==%a) Tomando en cuenta que z(R) =0 , la condicién b),
nos dice que SOC(RR) es esencial en R, entonces por el

teorema 9.13 de [14). concluimos a) .

Teorema 5.9.— Sea R un anillo no singular izquierdo, las

siguientes condiciones son equivalentes;

a) Q (R) es isomorfo a un producto directo de anillos

max
de endomorfismos de espaéios vectoriales.

b) &Q(R) es semiprima .

Demostracibdn.- )
a) =)b) por el teorema 5.8, tenemos que ‘9‘°max““5 ‘es TTF,

(R)) esta cogenerada por los

por lo tanto, TLQ ...

omax(R)-médulos simples proyectivos, l1los cuales, vistos
como R-m&dulos son GQ(R)-cocriticos, de aqui que 89(!2) es

semiprima.

b) ==»a) Como hemos ya seflalado, & gR) es semiprima si y
sblo si zg(R) es fuertemente semiprima, entonces por b),
tenemos que BR) =N ({ E(M) | M es ag(R)—cocrf:ico} ) .
cuando M es ag(R)—cocritico. E(M) es un Qmax(,k)—médulo

simple proyectivo, de aqui que & _(Q (R)), estAd cogene-
g “max
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rada por los Qmaék)-médulos simples proyectivos, de lo cual

se sigue que zg(omax(k)) es TTF , aplicando ahora el teo-

rema 5.8, completamos la prueba.

Corolario 5.10.~

{31 si R es no singular izquierdo y R
tiene dimensién de Gabriel izquierda, entonces, Omaég)

es isomorfo a un producto directo de anillos de endomor-

fismos de espacios vectoriales.

Demostracidn.- Se sigue de la proposicién 3.1 y el teo-
rema 5.9 .

Concluimos este trabajo con una dltima observaciédn.

Observacién S5.11.-

Es probable que para obtener teoremas que nos garan-
ticen ﬁué Qma¥n) es ‘artiniano simple o bien, artiniano
semisimple, imponer condiciones solamente sobre la -
reticula gen&g no sea suficiente, es decir, uno debe

imponer condiciones adicionales sobre el anillo o sobre

los médulos, ver resultados en (3}, 124} . {25). \eél vy ‘25\.
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