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Introducción. 

Gunning en ( 1 j demuestra que toda. función tncr<nuorfa r:-n t:nn. s::;H~:n.c1~ rt 0 

Riemann compacta induce una cubierta holomorfa rnmificada del plano proyectivo ? 1 . 

Por lo que podemos estudi;;r las funciones meromorfas en superfkics de Riemann a 
través de estudiar las cnhi1'rt:is holomorfas de J' 1

. Dentro de estas r,ubicrtas hay nn tipo 
especial que son aquellas que se purd1'n factorizar a travt~s lle otras cubricntes. E:3te tipo 
de cubiertas se presenta al clasificar ciirvn.s algebraicas. En '"te trnbajo caractcri:samos 
este tipo de cubiertas desde el punto de vista topológico. 

En el capítulo l rccorchmos bs propie1lacks principales de cubiertas topológicas 
de una variedad topológica, así como d tcorcITm de cla:;if-icación de cubiertas topológi
cas. Para una descripción mas detallarla de los conceptos expuestos en este capítulo 
consúltese el libro de Greenbcrg [11, o el de :\!asscy [lj. 

En el capítulo 2 suponemos que Y es una superficie de Riemann comp<ict;i:; con
sideramos cubiertas ho\omorfas de Y. Se verá el equivalente al teorema de clasificnción 
de cubiertas topológicas y h cnrrr':oponckncirt entre lns cubiertas ho\omorfas ramificadas 
de Y con locus de ramificación ,t y cubiertas holomorfas no ramificadas de Y - A.. Parn 
este capítulo el libro de Forster [1] es adecuado, al igual que el ele Guuning [1). Para un 
tratamiento moderno de las superficies de Riemann se puede consultar Griffiths-Harris 
[lj ó Hartshorne [lJ. 

Por último, en el tercer capítulo definimos las cubiertas holomorfas del tipo 
(m,n) de Y y se dá una clasificación de estas cuhicrl<ts cun.ndo Y es una superficie de 
Riemann compacta. Este resultado no haLía sido publicado anteriormente. 
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l. 

l. Cubiertas topológicas. 

Introducción. En este r,;1pitniu ciefiairnus lu qu1..: L:-i 1u1.a .::;ih;t:rt~ to::Jo!ógir::::i. (4"(. ¡Y} ~·:

una varie<la<l tupolt)gi1.:•t Y. Sn el conjur~to A Lle cuhiertn.:-5 topul1)gicit.;; d1• y· ... ,, i"l,·::n~rr;.ns 

una rclaci/in rlt' t~(ptivalvnciz~: n11cstro intr:rcs es de.::;cribir el c.onjnnto A/.-..., <lt' c!a:-;1:~ df: 
r.quiyalcncia de cubiertas topológicns de},. (ver 1\:ore1na 1). Tan1bit!n ~f1 dornostrará l.1. 
cxbtencia del elemento uni•;crsal (l', q) en las rnbicrtas topológicas de Y, 0s <lccir, si 
(X, p) es una cubierta topológica de 1· <•ntonces existe un subgrupo r del subgrupo de 

automorfismos de 1-. tal <[ll<' (,;f,p) es cquiv<tlcnte a (X,p). Tenemos tambien CJ.Ue si 
(X, ¡i) es una cubierta topológica ele Y entonces existe unn. fnmnción continuar: 1¡. --·X 
tal que (f·, !) es una cubierta topológica clc X y r¡ se foetoriza a través de f y p, csr,o 
es q = pf. 

Sean X y Y espacios topológicos y X .!'. Y un homcomorfismo local (i.t'. p 

es una función continua y para todo punto x ce X existen vecindades V clc .r y U de 
1 

p(x) tales que la restricción \! ~. U es un homeomorfismo). Cutllldo X es un cspncio 
conexo y Ha.usdorff, y Y es una variedad topológica, es posible dar a X una cstrucmra 
de variedad topolo¡;ica mediante p de la si:;uirnte llll\llCrit: Sc:<l ,_;¡: v; -· ¡y, ~ ::n :::1:! 

cartn. coordenada de Y csrngida de la! manera CJ.UC existe un subconjunto abierto U de 

X en donde la restricción U _!'L V es un homocmorfismo. Entonces ·~ = •pp: U --• ¡¡r 
define una carta coordenacla en X. SGa il la familia de cartas coordenadas en X que se 
obtienen de esta manera. Entonces il define una estructura de variedad topológica en 
X. 

Si X, Y y Z son csp:v:ios topológicos, y X I'. \'y Z __!_ Y funciones continuas 

entonces un leva11tamicnto de f es una funcic\n contí:ltl"- Z _'}_, X tal <[lW f =' p!J. Al 
considerar p un homomorfismo local, tenernos la si,~n:cntc proposicém. 

Proposición l. (l1:1!c!thd d0l Lf'v~ntnmi.,nto, forster il.n.22l). Sean X y Y espacioa 

Hc.uadorff, y X.!', Y un homwrnorfi.erno luwl. Supongamos qw: Z e.j un espacio conexo 

Z I V J . ' . 5· z 91 '92 
V d 1 . 1 f y -> , ca una unctun contrntw. , 1 --~ ,, .ion os evantarmentoa < e , y 

g1 (z0) = !1~(:::0 ) para algun punto .:0 ·:' Z, entonce" '11 =-e U2· 

Prueba. S~n. T =" {::: r~ Z:g 1 (.:) = g2 (z)}. Como Z es conexo, si probamos CJ.Ue el 
conjunto Tes abierto y !~t'rrado r:n Z 1 al ser '.11 no vacio, tendrernos que Z ---=T. 

e 1 f " z 1011.uc) ,. ,, . ,. II l ,.. 1 ¡· 1 orno a u11c10n ----"• .\. / .. \. es cont1nui1 y ~\. es a use orH, a. e tagona 

/:;. s; X :< X es cerrado y por lo tan tu T, que es la ima~en im·nsa de 2" b<tjo (!J1, 92), es 
cerrado. 

Pn.ra ver que T es abierto, sea :: un punto en T tal c¡uc g1 (.:) = !I:( ::) = x. 
Como Jl es un homcornorfismo local. existe una vecindad U ~ X de x horneomorfa 
a una vecindad ·v <;;; Y de ¡i(:r) = f(z), y corno g1 y g2 son continuas. existe una 



vecindad H' ~ Z de z tal que g¡(W) <; U. Sea \l .'.!. U la inversa de U 1~'. V, Ento1e<:c;; 

g¡ !w= q(f [w) = fh !w, y por lo tanto W <;T. En consecuencia, T ('S abierto. 1 

Scn.n d\ y} .. es¡.H.1cius Ilaus<lorff, y dy ·
71

, Í'~ :_tn ho1Yleon:1Jrfi~!!t'J ;t)(';d, n.-~111~··11.l·,;; 
al intervalo l0 1 1: por I, y ."'r:an 11, b 1los puntos i:n -y. Supongan!o!:i qne 11: l ·· 1 --- * 1 ~ ,,..; nna 
función continua tal que JI(O,s) ~a y H(l,a) ·.~, b para todo.;,.: l. Si par;\ cnrh '"' 
denotamos por t•., 0 (1) <\ la curva 1I(s0 , t), entonces tcnemo~ la sigaicntf' proposición. 
(Para la prueba ver Forster .l,p.23'., Grecnbcrg (l,p.18j ó M1Lsscy :i,p.152¡.) 

Proposición 2. (Lcvant:imicnlo ele Curv<L5 Homotópicas). Si rn,/11 c1:rv11 u, ,¡e p1H;J1! 

levantar 11 un<l curva ü_, con punto inicial ii e: p- 1(a), entoncc3 i\1 y 1) 1 tienen el mismo 
punto final, y ndem1Í8 .rnn homotúpic11.<. 

Decirnos que una fnnr.ión contin11a X .1:'. Y tiene la propiedad Jd lcvrrntarr.icntu 
de curva8, si para toda curva :o, lj ~'..}"y todo punto x0 C:: X, con p(x0 ) == v(O), exist<~ 

un lcvantarnicnto ¡o, 1¡ -~'" _y tlc v tal \pH: D(U) :.:.: ~r0 . Caando esto ocur:-e 1 t(}ncrn0~ r111r• 

p.IT1(X,x);; H1(Y,y). 

Definición. Sea Y nna \'aricdad topológica. Una cubierta topológica de Y, que denorn

mos (.Y, p), es un eopacio topológico X y una función contimli\ X.~. Y que satisface las 
siguientes propiedades: 

(i) Para todo punto y E Y, existe una vecindad abierta U de y, tal que 

Jl-t(U) =~ LJ F¡, 
i"J 

en donde {i~·}¡,~J es una familia de subconjuntos ilbicrtos y ::jeno' <k .Y. 

(ii) Las restricciones ele p a cada\~· 'ºn horncomorfismos. 

En particular, pes un lwmeomorfismo local, y por lo tanto X también es una variedad 
topológica. 

En lo sucesivo, Y denotará una variedad topológica y X un espacio Hausdorff. 

Proposición :\ (Forstcr 'l.p.25]). Si (X, p) .:.1 una cubit:rlt! lopolúf¡ica de 1·, entonces 
p tiene la propiedad del lrnrmtamicnto de 1:urva.1. 

Pruebu. Supongamos <¡uc (X,p) e,; nna cuhiert.<\ topológica ele 1', y sea 'Ü, l° .::.Y una 

curva con punto inicial p(:r.tl). 

Como [O, lj es compacto, cxist'' una partición O = 10 < 11 < ... < t., ·= 1 y abiertos 
uk ;; y' l ::: k ::: n, que satisfacen: 

(i) v(itk_ 1 ,tk)) ~U¡ .. 



u vk., donde cada vk. e:=. y es abierto, y Fk,· .!L u~ C:i un 
jEJk 

1 1 

homeomorfismo. 

Por in<lurrí0n 'nhrfl k: prohnren10~ la •1 xlster.c:i:i de ·.1:1 !c:::..::~::::::::::ü :~J, i ~=: r:'. ~'.: 
rh~ v, con f1(0) ·- .Tr,. P::'tr:1 k - O es t:i,~bl de n1or!o rp!P para. k ',.O ..:11p 1 1f¡~~.-tr:1r1"'! rttJ•.: 

J • '() ¡) V 1 '( ' '• f · tenernos un .evant.~.:nucnto. 1 /k--I! --· _\. c~e v, con v t}~--il .:..: J:,k--i· (.u11~0 P\,Xk.-i) ---
.¡ 

v(tk_ 1), existe j ,: Jk tal c¡ue xk-i >:: V1,
1

. Sea Uk 1'._ __ \'k¡ !a inversa del homeomorfismo 

vk¡ __11L Uk; haciendo 

obtenemos una extensión continua del lcnmtamicnto ¡ja [O, tk)· 11 

Corolario 4 {Forstcr Í l,p.2Gj). Si (X, p) CB una cubierta topológica de Y, para cuales
quiera y0 ,y1 E Y los wnjunto,, p-l(y0) y p-1(yi) tienen la misma cardinalidad. 

Prueba. Si [O, l¡ ::'.:; Y es una cur\·a de ¡¡0 a ¡¡1 , y :n, 1\ i'., X rs un l.:vantamicnto de v, 
con punto inicial un punto x en p- 1(¡¡0 ), consideremos la función f:p- 1(y0 ) -• p-l(y¡) 
definida como f(:c) = •\-( 1). Entonces. rlchido ;i la unirid;irl rJ,•l l<":<rnt.:c,ni'.!rttu, f 
está bien definida. Adern<Ís, si [O, l] ~. Y es la currn 1'(1) = v(l -- 1), y Vx es un 
levantamiento de~ v, con punto inicial un punto c.rbitrario x en p-l{v1), la función 
g;p- 1(¡¡¡)--+ p·-l(y0) deíinida como y(x) =0 vx(l), es Ja inwrsa de J. !J 

A la cardinalidad de p- 1(y), y r::; Y, se le llama el orden de la cubierta. Decirnos que dos 
cubiertas topológicas (.\1

, ¡/) y (X, p) de Y son equivalentes, si existe un homcomorfismo 

X 1 J.. X tal que el rlia:;-;rama 

xi f 
X 

¡i' ., 
·,,/'¡¡ 

y 

es conmutativo. Al conjunto de clases de equivalencia de cubiertas topológicas de Y de 
orden 11, lo denotamos por H(Y, n). Estamos interesados en estudiar a H(Y, n). En el 
teorema 12 se demuestra que JI(Y, n) tiene una estructura de grupo. 

Si ( .. \:p) es una cubierta. topológica d1: Y, y x y !J s<):! puntos en .. Y y}_.. respec
tivamente, con p(x) =y. entonces el levantamiento 1le cun·;is homotópicas implica que 
el homomorfismo 

p, 
IT1(Y,y) 

p8 



es inyectivo. 

Si ¡ es una curva cerrada en y 1:.:'. Y, y ¡~ un levantarnicnto d<~ '"t 1 t:ua ~J<n::to 
!nici:d en X e p- 1(y), la ~ccióf! Tii(Y,y) ~< p- 1(y) ª· p- 1(y) dc~::~:Ja rjl-ll° ü.I·¡, .:) - ·~~~) 
es transitiva. El estabilizador r1e cualquier pu¡lto .t :::. p- 1 (!.!) t· .. li~ íl 1 t.\. :·). J, •!' ¡,. 1 ,,t.::~1) 
existe una biyccción 

y si p- l (y) es flnito, sn cardinalidad es igual al índice del subgrupo I'• TI 1 (X, x J en 

IT1(Y,y). Por lo tanto, loe; distintos subgrupo'i p.fI¡(X,x) con x r~ p-· 1(y) son todos 
conjugados. (Ver .\fasscy ;t.¡i.15·lj ci Grcenbcrg [l,p.20i) 

Proposición 5 (~fasscy ; l.p.lGr,;). Scr1 Z uHa vr.irir~dud tvpolúgicu y Z _:.{. Y un ho
meomorfi8mo local wn fo propidail dd lt:vantamiento de curvas. D(tda una junciún 

continua X !~.Y, si x 0 !00 X 'J .=0 E Z con p(x0 ) o-o q(z0 ) == y0 , existe m1 lev1rnt.imiento 

X-~• Z ele p Ji y .wlu ,,¡ ¡d[¡(X,.ro) ~:~ q,f!¡(Z,z0 ). 

P b S. • l 1 • V ¡i Z l 1 , • j' , rue a. 1 existe e cvantanuento ... \. -~ e e p 1 e siguiente < 1agrn.rna conn1utat1vo 

JT¡(X, :r0 ) TI¡(Z,zo) 

,,, 
l11(Y,v0) 

y como IJ• es inyectiva, rntoncrs p,IT 1(X,:r0) C: q,11 1(Z, z0 ). 

Rcciprocamcntc, supongamos qne x C X, y sea [O. lj .f, _y nna curva de x0 a .r. 

Sí [O, lj .2. Z es un levantamiento de'/'"' ¡;ii, con punto inicial 2,1, entonecs la fnnción 

¡í 

X )(1) 

está bien definida. pues si 0; y (J son dos clases de cquivalcnci~l rlistimas ele curvas en 
X de Xo ax, entonces 0¡3-l C TI¡(X,x0 ), y por hipótesis p.(na-· 1) E p.Tii(Z,.o0). En 
consecn~ncia: p-11(n)p~(i1)--I i.:c~ lPv~ntn n 1rnn rur\·a t'Prr;irln r•n ~,~:y pnr Jr. t:~n~n 1 11~(0:) 
y p.(¡3) se lc,:a.ntan a cnr\'as con pnnt.o inicial : 0 y dr.hen t.1'n•:r "¡ rn1srno p1111rn final. 

Claramente q¡i = p. 

Para \·cr (ple J) e:-5 cou~iau<i. :~1:\1 .r ,.~:.\y::. ~~ ¡J(..r). Si 1· t·~ nna ·:cc:11dad tle ::, 

entonces existe una vecindad [í de p(:r) ""q(::) tal que V ··-~;·-·U e;; na homf.'omorfisrno; 
-1 

sea V 'I_, U la inversa de q. Como p es continua, existe una \·ccindad corn'ctablc por 
trayectorias l.Y de x, con p(lr) e; U. Entonces ¡i(lV) <;; V, cm efecto, si x1 C: ll' es un 

punto arbitrario en !Y, y 51 es una curva de :r a x 1 contenida ''ª lV, entonces la cun•a 



;j_ 

~;' = p{/ está contenida en U y 1' = q- 11 1 es un levantamiento de ··¡', con panto inicial 
~. Por lo t:i.nto, ;:! • ;::1 <'S nn levantamiento de 1 · ~/ = p( 8 · 61

) con punto inicial zn, y ao;í, 

r(x') = 1 · ;/(l) = ;/(l) ,, v. 

Por lo tanto \V ·.:; V, y fi <'o e,natinu•t. 11 

Corolario 6. Dos cubierta'" tnpolrJgicaa (X', p1
) y (X, p) de Y, wn equiwzlcntcs, .Ji y 

.solo .si p.IT¡(X,x) = p~IT1(X 1 ,1: 1 ). 11 

Corolario 7. Sea Y una variedad dr; rlima;3ir5n rn. Si X !', Y es un homeomorfismo 
local con la propicrlwl rhl lr:van~nmicnto de curun.•, ~ntonc1:.s (X.p) es 1rn11 r.ubicrtri 
topolóyiw de Y. 

Prueba. Sea !Jo nn punto c.rbitrario en Y, y {x¡}iEJ la imagen inversa <le Yo bajo p. 
Entonces existe una vecindad nbit'rta U 1lc y0 homcomorfa a U)m ._, {w ce: !R"': 1 w 1}; 

sea U ~,. 1r la inclnsión natural. Entonces, para ca<la j -:::: J, cotitü U es si:1lplcrr1entP 
i 

conexo, existe un levantamiento u --1• X de ¡ tal que ii(!lo) c.; Lj. Sea vi = i¡(U). 
Entonces 

P -l(U) "' LJ Fj, 
j;-cJ 

la farnifüt {V¡} j•'CJ es njenit y para cndn j C: J la restricción F¡ _¡:\_, U es un homcomor-
fismo. Por lo tanto, p es una culiil'rt.<t topológica <le Y. !l 

Definición. Decimos que nna cubierta topológirn (1-', q) rlc Y tiene ln propit:tfod uni
vcraal si satisface l:i siguiente condición: 

Parn toda cubierta topológica (X,p), y puntos y'-' 1~· y x ¿e X coa q(ú) --'-' p(x), existe 

una lÍnica fqnción continua. f~ ~ ... \ tal que rUi) ::..-: x y P} (lia~ra1n:t 

y 

1/ l ----~:;x 
Y' p 

es conmutativo. Si la c11bk•rl:t topológica (l~', q) ticn~ la propiedad unh·crsal e11lonce, 

la llamamos una cuherta 1mivcr.rnl de Y. 

Observemos q1w <lcbido a la proposición 5, si (l', q) es nna cubierta topológica 
de Y, y Y es simplemente conexo, ,,ntonces (~·, q) es una cubierta universal <le Y. 
Para demostrar que <l1tcla una variedad topológica existe nna únicrr cubricntc universal 
utilizamos los siguientes lemas. 

Lema l. Cuando un espacio topológico Y tiene una cubierta universal, ésta es única. 



(i. 

Pru~ba. Supongamos que (Í\, q¡) y (°f2,q2 ) son dos cubiertas tmivcrsales de F. Enton<:cs 

existen funciones continuas f'¡ ~ f'2 y f'2 .S Y¡. Ahora, la composición r,r¡ es tal q11e 

el Jiagra.111a 

Yt 
r;:q 

1~'1 

'11 / ·11 

y 

es conmutativo, al igual que la composición r¡rz hace que el diagrama 

1\ r1r2 
1~ 

q~ •, qz 

y 

sea conmutativo. Por lo tanto, de la unicidad de la propiedad universal, tenemos que 
r 2 r¡ = 1 y r¡r2 = 1, lo cual muestra que Y¡ y Y2 son homcomorfos. 11 

Sea !Jo un punto fijo en Y. Parn y(:'.'. y denotemos pnr 1:'(3/o.)I) ar C<Jnjunto de 
clases de equivalencia de homotopía de curvas en Y de y0 a y. Sea 

1-"={(y,o.): yt=Y, 1),~rr(.110 ,¡¡)} 
y consideremos la función q: f" -·· Y dcfinid<t por IJ(l/, n) ~' !i· 

Si (y, n) ¡.:= f· y U ·~~ 1· es una vccirHlad aliierta, conexa y simplemente conexa 
de y, definimos ¡u, n) S:: Y <le la siguiente manera: 
[U, a] consiste de aquellos punto::; (y', ;J) •::: f~ lalc.s que y1 ::.~ [} y ,J 1:.-}u1 en let rnisrnn. 

cla.5e de homotopía que u· v, en <!onde " es una curva de !Jo a y en la misma clase de 
homotopía que n, y u nna curva de y a y1 completamente contcnirla en U. S"a 1::S la 
familia de subconjuntos de la fortna. [U 1 n:]. (Ver Forster :1.rJ.s~: ó Circeube;-~J; '.Lp.~·11). 

Lema 2. fr es un esp1icio topológico con lurne '23. 

Pruebri. Claramente t.oclo punto de 1~· está 1;n algun [U,Clj. Sea (z,-1) '.::: [U,n) ii [F,/J], 
entonces z E Un I' y existe una vecindad abierta W de :; co1H'Xa y simplemente conexa 
con W t;:; U 1-1 F. 
Por lo tanto [W, 'IÍ r::;; : U, rt.J n i \l, ¡1), y esto prueba que '23 es una base de f·. n 

Lema 3. f· e3 Ha11.;durff. 

Prueba. Sean (y, o), (y, ¡J) e= f·, con ü .f }, y sea U'~, 1· es nna Fcindad de y conexa y 
simplemente conexa. Si ( :;, ··:) C: i U, ni r: [U, ;3) y ti <Cs una curva en U de y a :; , escribiendo 
a= [vj y /3 = :'uj, tcndriamos que-¡ = :v · ¡}/ '~ iv · J; v esto implicaría que n '·' 13, lo 
cual es un~ con'tradicción. Por lo tanto (u, nJ'n iÚ, .3J ,;, ·o, o sea. 1~- e:; Hausdorff. 11 

lema 4. f· es conexo y f· J., Y es un homeomorfismo local con la propiedad del 
levantamiento de curvas. 



'· 

Prueba. Sea [O, lj _:', Y una cnrva con punto inicial y0 y para 1 'e ·0.1: rnr1'ii11 ,,.n:i.i-< 

la curva [O, ll :".Y definida por vt(s) = L•(st). Entonces la función O. l '·. ¡· ·H:r:i•'.:t 

por i"(t) = (v(t), [r¡ · L•1j), donde r¡ es una curva cerrada en y0 , es cominnil y , ' ''ª 
levantamiento de l' con qo) = (y0 , ir¡)). Finalmente sea :O, l) .'1.. Y una c•.:rva • .. ·n 1· 
con punto inicü-d l!n p11rno arbitrariu !Jt, 1! ,::_ !ni y :.,· ·,:::~! ·.:'.::·::~. r~n " ,-.. ~ 1/-

¡vj =o:. Entow.:es por el aq..;unieri.to an.:cr~cr !a 1.:'-~fYit ~· - ¡; · :J t ¡t_n(·. ·::; ~.;-·;;·:::::1::~:'::~:-: 

con v(O) "'(y0 , ¡ryi) que 1la origen a un levantamiento de 1) con 1J(O) ""(11!, '.11 ) 1 

Lema 5. Y es .>Únplemcnte conexo. 

Prueba. Sea !O, lj i. Y una curva cerrada en (y0 , ;rJ)). Entonces v = q1} es una curva 
cerrada en y0 ; se<c C1 el levantamiento de v garantizado por el lema 4. Debido a la 
unicidad del h>vantamicnto, i} =• 1), rlc modo que (y0, [vi) = ti(l) "" (y0 , f1¡)) y así ves 
0-homotópica. Por lo tanto 1J es 0-homotópica, y en consecuencia Y es simplemente 
conexo. 111 

Utilizando los lemas 1,4 y 5 se rlernuestrn el siguiente teorema. 

Teorenv1 8. Trlllri variedad topolóqi'ca tiene una úniw cubierta univeroal. 

2ea. ( .. Y,p) 1:~1a 1·11hif'rt'1 topnh)~~icn. de t .. y í1r. ~1) la 1·11híerta 11nin~rsal de 1·. Por 

j¡¡ propie•hrl universal existe una fnncíón continua f· _r~ X t.al que<¡ 0= pr. En particular 

tenernos qne r es nn horneo111orfis!110 local. Si '.O. 11 _:i ... \ e~; nna. curva en }'" entonces 
pu== v1 rs nna. cnr\'a en 1r. Corno (1~'", 1¡) es una ~ubir~rla topológica del' entonces existe 
un 1cvant.an1iento de 1/, y por la proposkión 2 tenc1nos que ru'-= t'. Del corolnrio 7 
se sigue que (f'" 1r) es nna cnLicrta. topoló~ica de .. \, 1Je iwcho co:no 1~ .. es :Si1nplerncnte 
cc:nexo (1~ ... r) {!~ ]:-._ cuhricntc luliv(•r.<.;al de .. Y. E~to iznplica q~ut• lrt culJric1te nni\·~rsal 
(Y., q) de )"' :-;1~ iactoriza a través ch~ UHa. cuLii.:rlti h liJ1JI,~~itn. ( 1 · ~ r) (:~~ _\. :: '~:: 't en 1 Ji(•rr r1 

topologic:a de 1·: t'<; dcciri tenernos 1111 diar~rarua con:nitt:"ttivo 

de cubiertas topológica,;. En términos de los grupos fundumentab;, bt conmutatividud 
de este 11iagnuna. irnplica 1a conrn~itatividacl del diagrarna 

I11(Y,y) ,- P· 

en donde todos los homornorfismos son inyectivos. 
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Supongamos que r :;:: IT1 O', y) es un s11bgrupo. Queremos ahora <lemoscrar 'l'l" 

exi:;te una cubierta topol<Ígic:t (X.p) de Y tal que fl¡(X,x) ~ l'. Pa~a esto <!aremos 
una carndediación de TI 1 (Y,y). 

P;ira cualquier cubi<'rta topoléigica (X, p) de }',el conjunto de homcomod•mo;; 

.. Y lr .. Y talc5 que el tliagrarrrn. 

X 
f 

X 

p ',, ,/p 

y 

es conmutativo, forma un grupo que se conoce como et grupo de tr1m8/orm1Jciune.'.• de 
cubierta de X en Y, y que denotaremos por Auty(X), o por Aut(X) cuando no se preste 
a confusión. Si r es un snbgrnpo de 11ut (X), dos puntos x y :1/ en X son cquivalente,q 
módulo r si existe g E r tal que g(x) = x'. Al conjunto de clases de equiv;ilcncia lo 

denotamos por X/I', Si Y .!4 f' /r es la proyección canónica, existe una estructura 
de variedad topológk a rn i~ /f tal n.111: r es continua.. Es n1íls1 tcncn10s la siguiente 
proposición. 

Proposición\} (Masscy fl,p.1G4)), Sw Y un11 variedad topológica y (Y,q) la cubierta 
tmiucrBal ríe Y. Si A C8 Hn oubgru¡w de A1Lt(l¡.) entoncc8 1-., r c.< un'1 r.ubicrta to¡10/cigica 
de }·¡ .\, Aderná3 A =o ..1111 1'.II.) (J"), 

Prueba. SelL x un punto arbitrario 11n 1'.·;.L Si y <é r·- 1 ¡1:). como 1'.· es 111rn rnriedud 
topológica, existe una vccinrl<ul V e_:; )i- d" Y homcomorfo a ú.J"', y tal c¡ue la familia 
{/(V):f E A} es ajena. Sea U"' r(V). Entonces como res abierta, V es abierto y 
r !: V -• U es un homcornor!1smo, Si ~V es una compo11c1llc conexa de r- 1 (U) ,Jistint<J. 
de V, entonces existe f ·::'. A tal <¡uc \V ce.o f (\") y pr1r lo t:rnto r '.: l\. -· [T t ccmhicn es nn 

horneon1orfisrno. E~to prueba. que 1-_... ~~, f /.\ f'S un;1 n;hif!f\a topuh)~~ica. y cl:~nunr:nte 
A"" Aut(f:·, 1'"r/AJ. 1!1 

En la siguiente proposición describiremos el grupo fondamental ele Y en termino' 
de los automorfbmos de la cnhri,,ntc universal <l•e Y. 

Proposición 10 (Forstcr '.L,p.:.;·l)). Sce (f',q) fo rnhicrta 1mi1n:r.oa! ,fo Y. y !Jo en 
punto en Y. l'am c:rnl1¡11icr par Je pur:tu.• !)0.!i1 1.= q' 1 í11,1) ,;J:i.<:e fe ..lnt[i') t11/ que 
f(iio) = Üt· Adem<k Aut(f') e.< i:.<ornorfo 11 fI¡(1', 'Jo). 

• - - --1 . . . . -~ li!l -¡ 
Prueba, Sean !Jo y y1 puntos ca 'i (y0). Entonces ('Xlst.i':i l11ncHJI\t':i cont.rnuas 1 ··--- 1 
tales que f(ifo) = fj1 y g(ij¡) ·.e .i;•0; <Hlcmús fu " l.;- 1;/. E.'to prnr:l1:i la primer 
afirmación de la propooición. ' 

Para la scp;un<la, sea Do un punto en •f 1 (y0). :::1 f es una transformación de 
cubierta de Y en Y, y [O, lj ~. Y es una curva de !io a f(¡j0 ),cntonces la curva q · v es 
cerrada en y0 , de modo que podemos d..finir una función <J>: J ut( f·) _ _, n i(Y, Yo) como 



D._ 

<I>(!) = [r¡ ·u;. 
Parn ver que rii es un homomorfismo, sean f y g transformaciones ,¡" cnhir!rt~ 

de f· en Y, y v (res p. ti) unn curva de Üo a f (fj0 ) (res p. a g(.rio)). Entonces f · 1! <0s una 
curva de f(f;0 ) a fy([j0 ) tal que q(f · v) 0= qt!. Por lo tanto. como la currn u· (f · •!) 
tiene punto inicinl fj,1 y Hnal Jy(fj0 ), tenemos que 

:e¡· (u·(!· 1J)¡j 

[r¡v) · i11(!t!)] 

[qvj. [qvj 

<I>(!)<I>(y). 

Para ver que ip es inyectiva, tomemos v una curva de iio a J(!io). Si f esta en ei 
J(cr<I>, entonces qv es 0-homotópica, pero v <'s un levantamiento de qv, de manera qnc 
por la proposición del levantamiento de curvas hornotópicas, v tambienes 0-hornotópica. 

En consecuencia el punto llna! f (!i0 ) de t' es Üo· Por lo tanto, f "" ly y <]l es inyecti\·a. 

Para ver que 1I> es snpraycctiva, sea n r:: TI¡ (Y, !fo) y v una cur\'a que represente 

a o:. Entonces, si '.O, 1] -~
1

• f' es U!l lc·.·anta::iicnt.o de u de !Ju a y 11 por la. prirn1.2ra. partl! Je 
la proposición existe 1111a transformación de cubierta f de f en Y tal que f(y0 ) = (yi), 
y por lo tanto •li(f) -.-o <r. E:;to prueba que la función <I>:Aul(l") -• TI¡(Y.y0 ) es un 

isornorli1110. íl 

Nota 10. Para cualc¡11icr cubierta topológica (X,p) ele Y y <:ualcsquicra dos puntos x 0 

y x1 en p- 1 (y), no siempre existe J fé Aut(X) tal fJUC f(:r 0 ) ""x 1• Cuando existe este 
autornorfisrno prrra toda y en Y y x0 , x 1 en p- l, ent.on<:cs se dice <¡ne c¡nc (X, p) es una 
cubierta topológica norrn" de Y. En particular el subgrupo p.l1 1(X, x0 ) es normal en 
Tii(Y.)1) (ver Grcrnbcr~ '.l.p.~li). 

Por la propiedad n11iwrsal tk (f·. q), si (X,p) es umt cubierta topológica de Y, 
de In conmutatividad del diagrama 

tenemos que ..lutx(f") c., un suhgupo de A.utr(f"). Arlcmús <los puntos iio. ii 1_E 1'.· tienen 
la misma imageu Laju r si y bülo si !)0 y !)1 so11 eq1li\"i!C'ntcs módulo ..lutx(Y). 

Teorema 11 (Massey \l,p.171\). J'ara cualquier subgrupo f ·~ H¡(Y,y) de índice n, 
exiJtc una cubierta topo/óyiw (X,p) de Y de orden n, tal que r ~- p.TI¡(X,x). 

Prueba. Sea (1-:.-,q) la cubricnte universal de Y, y sea fj E q- 1(y) un punto fijo. Si ves 
una clase de homotopía en IT¡(Y, y), sea v¡¡ un lcvruitamicnto de v con punto inicial y. 
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Consideremos el siguiente subgrupo .\\fo Aut(f'): -¡E A si y solo ~i l,x:c;re 1• l' ::d 'í"' 

f(ii) """t'y{l). 

Sea X= Y/.\., y sea X .!',Y la función inducida por 'i' .7, Y. Entoncco rn:ao 

1' .!+Y /A es una cubierta topológica de.\", y q =' pr, entonces (X,p'¡ "' un<J. cih!e:-lé\ 
•opnlógica de Y, r como.\."' .lut._y(1'). entonces r::: ¡i,l1 1(X.:r) ,; :"Jc.1:~:i-; p ,.,, .¡,. 

orden '" 11 

Por el teorema 11 y el corolnrio 6 tenemos: 

Teorema 12. Si (X.p) c.1 una wbíerta topológíw de entonas exi;tc un .lUO!Jrnpo 
r <;;; II1(Y, !J) tal ljtle X~ 1·· ;r' donde {Y, IJ) es la Cttbrierite univerwl de F. 

Para terminar este cnpítulo, veremos el teorema de d;isifkación de c11híert;1s 
topológicas (Fulton ¡1j), el cual nos permite dar una estructura de grupo 1tl conj1mto de 
clases de equivakncia II (Y, 11) de cubiertas topolór;icns de Y de orden n. 

Denotcmo~ por 0,, al grupo de permutaciones en n 'imboloc. 
- 1 

Definición. Dos homomorfisii,..;s f!¡ (Y, y) -~· 6 11 y IT¡ (Y, y) -"~ 6n son 1:qui~•uieTLI<:.•, 
si existe,\ r:_: 0,, tal c¡1w ;r1{-;') -- ,\ - 1 ~(¡).\, parn t<Jdo 'I tl 1(1',y). Ea ;1:lrtir11lar. si 
it1e1itiflca!11u~ "- l=:=;.1 1 con el subrnpo de 6 11 que cünsi:-;tc ck r·qttcllns p1~nnutacioncs qHP 
fijan el shnbolo i 0 , (:ntontes ;r-" 1{6n-iJ y;;' 1 (0 1 ~ !) •:on r-nnjnga<los. Denotcn1os por 
JI om(TI 1 (Y, !J), 6,,) al nmjunto de clase:' de "r¡nív<ilencia de iwmomorlirnw~ 1Íe fI 1 (1', ;¡) 
en 6n, cuya iruagcn r·s un subgrnp0 transitivo de t.';ti· ;-;oter;10:-J qllf~ f{orn(rI 1(Y.y).611 ) 

es un grupo. 

St:it ( .. \,p) U!lit cubierta tnpológir:a dl' 1· dP orden n. E::tr);;ct·~ p~I1t(.\ .. :-i e~ 11n 

suhgrupo de ll1(}'.y) 1..11~ l::.rl:rP n. St::J.. {t:r 1·}t--i·~n nn C1)Jljun~n ('0:;1p'.e:·.J d1' T'L'pri:·~1-'n
tantcs de clnsl"s l:ttcralcs izquierdas de 11.11¡(.\,:r) "ª nt(:.·, :¡). P:''" ,.,.,h ·, ·: Ht(l',y) 
tenernos que ,..lni :-: n·,r-,{i)'""fi, con ,...ii nna única cli1sc de hon1of·opía de c:1.1r-:as c1~rr;.i

clas en :r :-: X. Ocn<)tcmo.s por ;r.1 la permutación i ,-. J, y con,;it!cremos la función 
r.:IT¡(Y,y) --. Gn ilcfinicla como ;r{-¡) "";;1 . Si-/ r:: IT1(1',>¡), rnn '/<<¡ ,-~ "rr,,i{i(IL 

ealuncc.:; 

D . '( ...... / . '1'-,.r-,r(•) .r,,i(t) '1 

D ( )~I ( )'1
1 

r.0 ,,i i "-,' i ,· 

Por lo tanto rr: TI1(Y, y) -• 13" es un homomorfismo. 

Decimos que ;r; IT1 (Y, y) -• 6n. es la representación inducídli por (X, p) re8pecto 
a {a¡}. Este homomorfismo depende de la elección del conjunto completo de repre
sentantes de clases lut.eralcs izquierdas { n;}. Sin embargo, si { °'~} es otro conjunto 
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completo de representantes de clases laterales izquierdw; de p.11 ¡(X, r) f'll rr l ( r, lj). Ul

tonces a~ = °'.\(i)li para toda l :Si:_:: n. Como la familia {Cr1p.IT 1(X,.c)} "' aj.,n:t. 

así como la familia {a~p.11 1 (X,x)}, entonces,\ es un elemento 1le 6,,. Pnr !o t;,;;:n 

¡¡T1,\(i) '!,\(i(i 

/ ·-1 
º.\ -1 .;

1
.\(ij Í.\ -1 ,T

1
.\(i) "f,\(ij \¡ 

de manera que si ;;1
: I1 1 (Y, y) --- '5n es la representación imlndda por (X, ¡1) respecto a 

{a~}, tenemos que rr'h) ,= .\'- 1;;(·r),\, cs decir, ;;:l11(Y,y) -··· t''i,, y :-: 1:111(Y,v) --· 6a 
son homomorfismos equivalentes. De esta mancr.1 podemos rledr r¡ne ;;: fl¡(1-, y)·-·-· (:."'ín 

es la rcprc8cntr1ción inducida por p. 

Teorema de clasificació11 de cubiertas topológicas. E:J:i.<ti: ww com.:spon
dencia biycctiva entre H(Y,n) y Ilom(I11(Y,y),6,,). 

Prueba. Sea ( .. \",p) un rl;prc:.;cntant1.: ,¡t.: una d~1.cit: l:.!l 1!(1'·, 11). C0u:;idt~re1nos la repre
sentación ;r: IT¡(Y, y) ·-·• Gn inducida por p. Como ;; coincide con d homomorfismo 
inducido por la acción IT 1(Y,y) "p--l(!J) ª· p" 1(r¡), tenemos que 1't ima:(en de IT 1(Y,y) 
bajo rr es un subgrupo transitivo de 6n y por lo tanto r¡ue 7T define un ek'rnnto en 
II om(IT1 (Y, y), ISn). 
Si (X, p) y (X', p1

) s011 cnhir'rt:"; topológicas er¡uiv:d1onte~ <le Y de ord1•11 n, con repre
sentaciones ;;: IT¡ p ·.y) -- , 6n y ;;1: rr 1 (}-,y) ... , G,. iwlncic\a,; por p y p1 rr·,pectivamentc 
respecto a {n;} y {o'.-}, cnrno ¡1.TT¡(X,.r) y ¡i'.IT 1(X

1,.r1
) ••c;t:rn <'11 !a rni,;ma clase de 

conjugación, existe,\"' 13,, till c¡ne o:- "",\(i)\i· Por lo tanto :c'(";) -= ,\- 1:ch).\ parn 

todo'"'/ C l11(Y, y). Co;1 esto le Lcrnos a5Jocia<lo a c;1lla cli·uH·nto l1t' 11(1', n) u11 elcuiento 
de Hom(I1 1(1",y).6,,). 

Sea f:::rii(l-!y) -·~?in) nnn das(~ di? cq11ivn!f'ncia i~H [f,J1n(II:(~-. .'/).l-3 11 ). CoIUt) 

b 11 _ 1 e:; un s11bgr11po de 6n de índice n. 1 y ln. in1ag .. ~n dí~ H1 bajo -:-: 1'S un stibgrupo 
transitiyo de 6n, entonces Ti-

1(0n-d es un snbgrupo de fI 1 (1-~u) ~le índicP n. Por la 
proposicion ü <'xiste una cubierta topológica (X,¡>) rlc Y de orden n. 

Si ;r; 111(1-', y) ·--• '5n y ;;1
: H¡( Y, y) ·-·-> 6,, representan la misma claoc de equirnlen

cia en Ilom(I1¡(Y,y),'5n), entonces ;r- 1(6n .. ¡) y ;;1-
1(\.3,, __ ¡) <on subgrupos conju

gados ele ll 1 (Y, y J. Por Ja proposición 5 las correspondientes cubiertas topológicas 
1 

(,\'",p) y ~Y' !~ .. Y ::r-.1:! e'1~d·::i!c:!tc:. Con c:::~o le l-:c:::-~os ::scc:arlo a c::.¡l:t ckrr;.cnto de 
Hom(IT 1(l',y),t3,,) 1¡¡¡ pJemento <11: U(Y,n), !o rnal establece la bij·ccc:ón c·::trc H(Y.n) 
y Hvm(IT1(Y,y),6n). ll 
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2. Cubiertas holomorfa9. 

Introducción. Sea (X,p) una cubierta topológica de Y ele orclen 11. ::i1 ! "' una 
superficie de R.icrnann entonces utilizando la estructura holomorfa en Y ''' ¡,, puede <lar 
una estructura de SllpPrficie de Riemann a X tal que p:X .. res holomorfo. En •.'Stt' 

cn.pítu!o considera1nos funciones holo1norfas entre s11perfiri1"'R de Ric'.!n;-inn cr);:~lpi:u::a:; y 
vemo,; estas fnnciones determinan cierto tipo de c11bicrtas. En particular ,,, 1·,.-rc[ q1w 
toda superficie de Ricrnann compacta se puede ver como una cubierta (,fo cierto tipo) 
del espacio proyectivo l?/:. . 

Sean X y Y superficies de Ricmann, y X .!'_, Y es una funci<Ín holornorfa 

(no-constante). Para todo punto .r en X, existe un entero k(x) ::~ l :.· nirtas (U, ·p) l'll X 
y (V,~;) en Y tal que x e:: U y p(x) e V, en doncl<' la cnmpo.<ición P e ,:•p,;- 1

: U ··-· 1 

está dada por P(z) -e J(x). para toda -: ·:'. U. Al número k(.r) se le ll<tma d índia 
de ramificaciún de p en x, y si k(x) > 1, se dice qne pes mmifiwda cu x. Un punto 
y E Y es de rarnifir.r.u~ión 5i ;> <"i r:irnifk:~d:.t 1.~r: ;;.!~11¡1 iJllHtu <le p- t(y) .. ·\l conjunto de 
puntos ele ramificación se le llama 0l /01:t18 de ramificación de p. lfn:t cubierta holumorf11 

no-ramificada d1: Y es 1111a f1ml'.i<Ín holomorfa X .. ~. Y sin p1mtos de rnmificación. 

Proposición 1 (Forstcr !Lp.21:). Sean X y} . .<u¡icrjiá1•.< ,¡" RiernarP<. y p:X ·• 1" 
u11a fu.nciún holornor/a rw-constarift~. Entonr.e.'J p no ticnf: ¡nint03 de rtlrnzficar.ión si y 

solo Hi p es 1m homwmorfi8mo local. 

Prueba. Snpongarnos (1ue p: .. Y···-·}~ no tiene puntos de raniiH(:ación, y sea .r. un punto 

arbitrario en X. Entonc0s existe una \·ccindad U de .r tal <tm' p 'r: es inycc:fr;a. Como 
p es continua y abierta, la rr~stricción p !u es un homcornorr\.'!110 Je U ,,n d abierto 
V = p(U). Por lo tanto, ¡i es un homeornorfismo lora!. 

En.t01.1Lt~.:J, para ccuia x 1-=-: .\ ~ (1 Xiste una. vcch1<lat1 [,I' ~1t: _t que ,,..¡ !nrqF:a<.Íit hnrni>(-,r-;1nrfl.

camrnte por p en u:-1 .:;ubco11j11nto abii·~rto de Y. En partin1br p ·r; 1:s inyectiva. y por 
lo tanto, p es 1to-ramif1ca<la. r.¡ 

Proposición 2 {Forster )~p.:28¡). Supongarrw.'! que .. \ !I }~ sr1ri .~11, .. 1,'r.f~(·:·~-~~ d!: Ricrr¡1znn 

compcicla.;, y ,<w p: X -.. , } · w1 homcomorfi.Hno local. Entonce« /' >:.< 1mn r"biata to
pológica de } •. 

Prueba. Sen y un puntü ;1rbitrario en 1·. Curno l¡-I (y) (·:i ',ln .''Jh1~0Ejuntn di:-:crt:to 
de X y X es cornpncto. p" 1 (y) es finito; '.0ca p- 1 (:;) {,c 1,. .... :·n}. Como pes un 
homeomorfismo local, parn cada l ·::, i :.; 11, existen Yccir:dadr"' ll'¡ ,¡,. :e¡ y V¡ de 
y tales que p f: lV¡ ·-• 1·, res un homcomorfismo. Poderno,; suvoncr que para i /: .i, 
f·V1 n iFj == O. Entonces, corno tF1 .•• ·lJ Jr1l es una \"ec:indacl de p-- 1 (y), t~xist.e una 

vecin<lad V ~ V¡ U ... l... l'n ele y tal que p- 1 (F) '~ tV1 U ... ·- ff,,. Sea U,· "' lV, »' [!. 1 (V), 
entonces 

(1) U; 11 U¡= O si i fo j, 



(ii) p-1(V) == Ui u ... u Un, 

(iii) Las restricciones p /:U; -•V son todas homcomorilsmos. 

Por lo tanto, p es una cubierta topológica de ·¡-. 1 

De las <los propc,~iciones anteriores, tenerno~ qt:c ... i p: .\ · l~ e·" n::~:t :",u~ci<'.¡Jl 

holo1norfa no-constante entre superficies de Rietnann corupncias :;in p 11nto . ...: q,: rarn1tl

cación, entonces pes una cubierta topológica de 1~ ~le onlcn n, en dorlll1.: n ,x; 1's Ííl 

cardinalidad de la imagen im·r:rsa rlc cualquier punto en Y. 

Nota 3. Si X.!'.., Y es una f1rnción holomorfa entonces al r¡nitar el loe ns de r0mific'1ción 
en r'· y consitlcrar la restricción de p, se obtiene unrt cubierta holornorfo no-rarniticada, 
y por la proposición 3, es unn, r1i\iicrta topológica rlc orden rL Como corolario de la 
proposición 2 y el teorcrna. de clasitlcnc.ión de cnbiertns topológicas tr;rll:rn0~ Pl ..:;iguintc 
resultado: 

Corolario 4. Sfü 1· una JU¡Jcrficic de Jli'•~mann rnm¡)(lcta. 11 .'1 un subconfunto rlt'urdo 
de Y. El confunto de clases de er¡ui'valenúa de cubiertas holornorfrrn no-rnrnifiwdrl3 de 
Y - A de orden n esta n1 corre.jpondcnci'a 1-1 con el conJ'unto Hom(IT 1(Y ,_A, y), Gn). 

Sean X y y· su¡H:rficics de Ricrnn.nn compactas, y sea X }'.. Y 1m;t fnnción 
holomorfa. Entonces el locus de ramif\cación A de p es un conjunto cfo:creto y por 

lo tanto es un conjunto finito. Ln. restricción X ·--- p--l _,1 • Y _,, .-1 es una cnbiertn, 
holomorfa no-ramiHrnda de 1· --- A de orden n; h c;irdinali•la1l <le la ima~cn invcrsct de 
cualquier punto y' en Y -- A es n. En c;1so que y c:ste •:n 11, el número n rs intcrpreta1lo 
de la siguiente n1a.nera. 

Proposición 5 (Forstcr : l,p,'.?0)). La suma de lo.; :n.i1'1:c,; 

puntos de )J- l ( 1¡) ,;,J irulépcndi'rntc del punto !J. De /w:ho, u 
1! 1: r{1nuf!1~1~cúJr~ .sol.Jrc lu.'I 

~~ J:(:r) . 
.::· p··l[:¡) 

Pr•1el1n, s~a y un rrnnto de ramificación tic p en Y, y ""ª p- 1 (y) {:r¡, .... xr}· 
Dcnotcrnos por ki al índice de ramificación de p cm r 1. Exi::;r.e11 Vt:..:Í11'-1<tdc:; [Ti c1.c ~i 

y Vi de y tales que para todo:: E:': V¡ - {¡¡},el conjunto p- 1 (,':) ~, TT¡ consiste de exac
tamente k; puntos. Podemos encontrar una vecindad ¡: ~::: Vi U . , . 1,_; V,. de !J tal que 
p- 1(V) e;; U1 U ... U Ur. Por lo tanto, pn.ra cualquier punto 11 '-' F :'':Y -- A., ]l-l(!i) 
consiste de exactamente kt ; .... + kr puntos. Por otro lado. la rnrdinaliclad de /l--l(y) 
es n. En consecuencia, n ~ k(x). i1 

,,,;i'- 1 (vl 

Si p: X _, 1" es una función holomorfa entom'.~' por la f>to!>o:;i1:ió:i G te1wmos que 
para todo y E Y existe n11 nÚlncro n asocinclo a p·- 1(y). E~~o ill)s penuite b'!Ill'ralizar 

el concepto de cubierta no-rarniíicacla. 

Definición. Una, cubierta holomorfn rnmificadadc Y dr, orden n con locu; de rami
ficación A es una función holomort'a X _E, Y con locus de ramificn,ción A tal que la 
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restricción es una cubierta topológica <l" orden n. Dos cubiertas ho!omorfos ramificadas 
X 1 .!_i_ Y r .\'"~ -E.=._~ Y de Y de orden n son cqr.a·va!cntcJ, si t'.X~~t~ un i,iho1ou1orrl..:;rno 

X 1 l. X, mi que el diagramn. 

Xi 
f 

x~ 

Pl pz 

y 

es conmutativo. Al conjunto de clases de equivalencia de cubiertas holornorfas ramifi
cadas de Y con locus de rnmificaci<Ín A lo denotamos por H(Y, A, n) 

Nota 6. Hasta aquí no hemos utilizado la c:ompacid;id de la> ''lfwrÍicics de Riernann. 
Solo el hecho de que las funciones son propi<L~. 

Lema. Sw D' = {z E e : o <, z !< l} d diJCO 11r¡uJar1do, y X una superjici1; de 
Riemann. Sea X.!, D* una cubierta holomorja no-rarmficada de D*. 

{i) Si la cubit:rta es ele arden infin.¡'ta, udu1,cc;J c;.n-'3lr:. u1i óihulurnor}i8rno 9 de ... ~l en el 
plano superior izquierdo H, tal qt11: el diagrama 

9 
H 

,,/ exp 

D' 
es conmutativo. 

(ii) Si la cubierta e.~ de orden finito k, entonce,¡ existe un bihoiomorfisrr:o X 'i_, D', tal 
que el diagrama 

o n· 

n· 
es conmutativo, en donde D' l'_k_, D' está definida como pk(z) = zk. 

Prueba. Como H es simplemente conexo, JI :!'.E. D' es la cubricnte universal <le D'. 
Por lo tanto, existe una función holomorfo ~J: H -· X tal que el diagrama 

1:.i 

JI X 

r-:rp .. 

D' 

es conmutativo, y por la proposición 1.7, existe un subgrupo G t; ,tutn·(H) tal que 
G = TI1(.Y). Sca•n:II--+ JI lafunciún defini<laporr,,(z) = z+2irn. Como Autn•(ii) "= 
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IT1(D•) '.::: ;z elltonccs Ges la identidad (en caso c¡11e el orden ,;ea c0) 6 U'' {r,,k: 11 .. : :? ; 

(en en.so que el ordtm sc11 k), pues Allt(H,D•) == {I! .!·~. H: n"' ZI}. 

Si G consiste únicnrncntc de la identidad, entonces ~\ es .;irnplernf:nte t:r.)ncxo y 
por la unicidad de la cubrientc universal, 1¡\ es un biholornoriisrno, de <.lon;]e ,,. t.iern: í i). 

Si (~ t·s de orrlcn k -~-~ x, entone.es sea J[ .L D .. l:i.. cubierta topo!r1gi(:a ,](~ n· 
definida por y(::) ccc exp(.::;k). Se tiene entor:Cl's que 1:(:) =~ g(.::1

) si y 'Olo si:-(:)''::' 

para algún r C: G, de mancrn que existe 1lna biyccción X ".'. D' tal que el clingr::i.ma 

H 

,;, .. / ',9 

X 
9 D' 

es conmutativo. Pero ,¡,y g son biholomorfisrnos locales, por lo que '~es un biholomor
fismo tal que el diagrama 

X 
,¡, 

--+ D* 

¡; ...... /P< 

D* 

es conmutativo. 1J 

Teorema de extensión de Riemann. Sw Y una superfir.ie de Riemarm compacta y 

A. <;; Y discreto. Si X' i Y - ..1 es una rnbierta ho/omorfa no-ramificada propia, enton
ces p1 se extiende a una cubierta holomorfa ramificada d1; 1" wn loc?.18 de mmificación 
A. 

Prueba. Sea X' !"., Y - A una cubierta holornorfa 110-r;;mific;;rln r!1• ¡- dn orc!en n, ;; 
para cada a é A, sea (Ua, za) una carta coordenada tal r¡ne -~,,(a) 'ºO, z,,(Ua) ?' {.: <:' 

e :1 z I< l} y Ua n u(l, =o si a f a1
• 

Sea u; = U·- a. Entonces p1
-

1 (U~) solo tiene un número íinit.o de componentes 

º'' conexas Fa'
1

, l :-:; z::; n(a), y va:.!:..'., u; es una rnbierta holomorfo no-ramificada. Sea 

ka; el grado de esta cubierta. Por el lema anterior, existe un biholomorfismo v·a·; ~'.'!., D" 

tal r¡ue el diagrama 

u· a 

es conmutativo, en donde Pk •. (z) = zkªi. 
1 

D' 

D' 
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Sean qª'' a E A y 1 :S i::; n(<i), puntos distintos de 11n conjunto ajeno a X 1
. 

Entonces la topología de X 1 de exticn<lc a una única topología en X= X 1 
'.j {r¡,,,} tal que 

si W ~X es un elemento de la base que contiene a a, entonces {<fo,}•.;(¡/ 1,·-.v;,:J:;: X,,, 
un elcrner1to de la ln1sc q'..lc ccnticnc a. qa,. Cun e,:,ta tupología .Y t:~ un '~'::ipacio cnrnpacto 

... - ¡/ - . . . . . • I' • • . 
y Hausdortt, y .\ 1 

··-· l - A se extiende a una !tmc1011 contrnu:t .\ -•} 1loww Jl('/z,) -" •i.. 

Para definir una estrnc~tura r:o1nplcja en .X .. ndern1is de las cartas coorc!enadas 
de X 1

, consideremos los conjuntos de la forma V,,, e= va: '·· {•Ja;} y los homeomorfisnw,; 
Ía· 

V,,, -.!., D. Entonces X es una superficie de Ricrnann comparta y p una cubierta 

holomorfa ramificada de Y tal qnc p ix''" ¡/. 11 

Corolario 7. Sea Y una .wperficii: de. Riemann compacta, y .-l. tm subconjunto di8creto 
de Y. Existe una corrcspondcnci11 1-1 entre el conjunto de dases de equivalcnci11 de 
wbiertlls holomor/rl8 110-mmijicadas de Y ·- A de orderi n y d i:onjunto de elcz8es de 
equivalencia de cubierta,, holomorfaH rarmjicad1B de Y de orden n con locu-i de rumifi
cación .-1. 

Gunning en [l,p.57] demuestra que toda superficie de Ilicmann compacta Y 
admite una función meromorfa no-constante y r¡nc las funciones meromorfas en Y cstan 
en correspondencia 1-1 ron las f11ncione:; holoniorfo .. s t!e 1 .. er:. ? 1. Pcr 10 ta.nto tuda 
superficie de Riemann compacta se puede ver como una cubierta ramificada de f 1 • 

Para concluir este capítulo probamos la fórmula d,, Riemann-Hurwitz que rela
ciona los géneros entre las superficies de Riernann de una cu!,ierta holomorfa ramificada. 

Proposición 8. (Fórmula de Riemann-Harwitz). Sean X y Y superficie:J de Ricmann 
compactas de género 11 y g1 nispectivtimcnte, y .<01 .\" JI_, }- un11 cubierta ho!omorfa 
mmificad<i de Y ríe orden n. Si b co I: (k(x) - 1), entona,; 

re e X 

Prueba. Hagamos una triangulación de Y, de tal manera r¡ue cada 1rnnto de rarnifkn.cirín 
sea un vértice de •'sta, y que la imagen im·crsa de rnalquicr 2-sirnplcjo singular bajo p 
sea la unión ajena de n componentes cada una horneomcrfa a este 2-simplcjo. Sea n¡ 

el numero de i-simplejos de esta triangulación. Claramente la triangulación inducida 
en X tendrá nn0 - b vértices, nn 1 arisLas y 1rn2 caras. De manera que si x(X) es 
la caracteristica de Euler de X, y x(Y) es la de Y, entonc"s x(X) = nx(}") - b (ver 
Springcr [1,p.215i) y corno x(.Y) = '2 -- '2g y x(YJ == '2 - '2r/ \ver c;rccnberg !I.p.100)), 
tenemos que 2 - 2g ~ n (2 ... 2y') -·/J. l!I 
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3. Cubiertas del tipo (m, n). 

Introduccióu. Sea Y una. ·\·aricclad topológi~a y (1'. q) la. i:11hri1'a~e nní':t:rsal de Y. Por 
la propied:ui 1:aiYer:;al tenemos que q se factoriza a través de cubiertas topologicn.s. En 
cstf.~ capítulo c~tudiarnos cubiertas topológicas de )" (~lle ~w pnr~dPn :·a<:t(_1rir.:rr a tr<l,,.,.., 
de otras cubierta~. A este tipo de cubh1 rta.; las llarnarnos ('Ubiert;is topológic:is dr:l tipo 

(m,n). Al igual qnc en las cubiertas topológicas. estudiamos las r~prc:;entaciones riel 
grupo funclamcntal TI 1 (Y, y) en algun subgrupo del grupo de permutaciones. El teorema 
de extcnsióH de Rie1n;1nn nos dará cierta información cuando }' es nna superficie de 
Riemann compacta. 

Definicióu. Sea Y una variedad topológica. Una cubierta topológica de Y riel tipo 

(m,n), que denotaremos por (-Y,p;X,p), consiste de U!l<L cubierta topológica.\:" Í'. X 

de orden m y de una cubierta topológica X .!', Y de orclen n. 

Dos cubierta.; topológiciL5 (,Y¡,p 1;Xi,p1 ) y (.Yz,p 1;X2 ,p2 ) <le Y del tipo (m,n) 

• / t • • } ,._ ,-,_ j .::- V f '' l l ]' son cqu.zva en es s1 existen 1omcornornsmos ... \ 1 ~-..:¡. ..-l.. 2 y _\ 1 -• Az ta t~s q110 e' i:~!~!(;ramr1 

Xi 
¡ 

X2 

¡1¡.l 1¡1, 
Xi 

f 
X2 

[J¡ ''.r /,.P2 

y 

es conmutativo. Sea II(Y, (m, n)) el conjunto de clases de cquirnlcnda <le cnbicrtas 
topológicns de Y del tipo (m, n). 

Pn.ra estudiar H(Y. (rn, n)) rccord:i.rnilu> el concepto de producto scmiJirccto 
entre dos grupos. 

Sean G 1 y G2 grupos, y O: G1 --• Aut(G2) un homornorforno; dc11otcmos por 091 
a la imagen ele g1 bajo O. El producto semidirecto de G1 y G2 respecto a O, denotado 
por G1 Xo e,, es el grupo en e, X G, ron rrod!!cto (u1.u2)(ui.u;¡ ce.; (g¡g;,o,,, (g,)g~)). 

-! 
Satisface las siguientes propiedades: 

(i) Los homomorlismos 11 : G 1 ___ , G 1 :<o G, y 1;: G2 • G 1 ·-:o G2 , 1\cfiniclo,; como 

1i(gi) = (g 1 , 1) y 12 (g·1) == (1,!12), >iOJl inyectivo~. 

(ii) z,(G 2) es normal en G1 xo G,. 

(iii) 11(G 1) 2' G1 xo Gz/12(Gz). 

Consideremos el grupo de permutaciones 6n, y sea 6~1 = 6rn x ... x 6,,, el pro-
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dueto directo den copias de 6m. _Sea _O: 6,. _ _, Au1(6:;,) _el homomorfismo •kíini<lo p<)r 
- o;(r¡,: .. ' r,,),,; \ra(l)'.'. 'r~(n)l· El producto scmidirecto 6n Xo 6~, además Sittisfacc: 

( iv) La proyección ¡;>: 6n X o e;~ --· 6n es suprayectirn. 

(v) El homomorfismo t:l5n i9 6~, -· 6mn definido como 

t(c:r, (r1, •.• , r,,))(i,J) =' (c:r(il. r;(i)) 

es inyectivo. 

Sea (.Y,¡i; X, p) una cubierta topológirn de Y del tipo (m, n). Entonces tenemos 
que el índice de IT 1 (.\'.x) en IT¡(X,x) es m, y el ínrlicc de rT¡(X,x) en l1¡(Y,y) es n. 

Si {a¡}¡::;i::;n y {.(l¡}i:;jc;m son conjuntos completos de representantes de clases late

rales izquierdas de 11 1 (X,x) en 11 1(Y,y) y de 11 1 (.\'.i) en I1 1(X,x), y ;;:I11(Y,y) ---· 
6 11 y ir: I11 (X, x) --• 6,,,, son las reprc!ienlacioncs inducídas por p y ¡} rr~specto <t 

{ rx¡} y {,'3¡}, lrnbiamos \'is to en el capíl ul1, l que para toda cln.<;c de homotopía "I 
en IT 1(Y,y), existen clases de homotopía únicas -¡ 1 , ••• ,/nen I1i(Y,y) tales que -¡ri¡ = 
°':r-,(i(li· Consideremos la función rf_1: 11 1(Y, y) -• 6n xo IT1 (X, x)" definida como ,P('¡) = 
(ir1 ,(-¡1 , .. .,¡,.)). Entonces tenemos definida una función <p:IT1(Y,y) ~ 6n :<ne;:, 
como la composición (1 ,, iT")<? 

en donde l >( :T":6n :<o I1 1(X,x)" --• 6" :'9 6;;, <'sel homornor!L;mo clefinido como 
(1 :< ii'")(a,(r¡, ... ,r;¡)) = (a,(;Trp···,;;-rn)). 

Proposición l. Sra (.Y,¡i;X,p) una cubierta topológica de Y del tipo (m,n). Entonces 
la /1mción <p: I11 (Y, y) --· 6" :<o 6~, es un homomorfismo. 

Prueba. Como 'P = (1 :~ir")•?, es suficiente con ver que,¡, es un homomorfismo. Pam 
esto~ sc~nn .-: y, .. / r1~~~0~ 1.l-c ho!"!1otop:~ c:-l TI 1(Y,y), ".i :,lll->t.ll1ga111u::. que rc::;pccto a {ai} y 
{¡3¡} tenemos que --¡ai = rc.,.,(i(lí y ¡ 1a¡:. o,.,,(i)"li· Entonces 

"f"- ( ')'I( ''1' 1 1 

y por lo tanto, 
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Decimos que p: 11 1(1', v) ···• 6 11 <u 13~, es la rt:prc.jmtaciún ind11cida por (íí, p) 
re8¡Jecto a {a¡} y {Pj}· 

Si ahora consideramos rcprescnt.acionc1; p:lT 1(Y, .11) -·~o;,, y 1i: TI 1 (.Y,.:c) ··• 6 111 

inducidas por J' y p respecto a distintos conjuntos {üi} y {a;.} de representantes d1~ 

clases laterales izquierdas rle TI 1(X,1:) 1•n IT1(l'",y) y de fl 1(.\',;) en 11 1(.\",x), entonces 
existe ,\ (o 6n y ¡1 E 6,,. tales qne o: ··~ "-.l(i)í"i y /3; " 3

1
,(i¡ ¿¡, con ¡¡ (= Tii(X, x) 

y ~j E 111(,t.:r). Sea ·/:fli(1',u) . ¿;TI•'(! a;;, l:t representación inducida por (ii,p) 

respecto a { 11i} y {/J;.}. 

Proposición 2. Lo3 hommnorfi3rno3 p.-p 1
: TI 1 (l',¡¡) -·•!Sri 1: 0 0;:, .wn equiva/enlt:.~. 

Prueba. Sea'/ una clase de homotopía en II 1( V,y), y supongamos r¡uc rcsprodo a {a¡} 
tenemos quc-¡a¡ = ll:;r

1
(i(ii• y que respecto a {a;} tenemos <¡ne '/n; '"° u;,

1
(i)ó¡. Entonces 

a,..1 ,\(i(l,\(i) ii 

1 ·-1 
ª.\-1 "1.\(i) Í,\ -1,...,,(,fl.\(i) Íi 

y por lo tanto, 

9'(-,•) (,\-l;¡~,\,(1·~.1 1_, .• , ( \Í , .. ¡ •.•••. , ... "-..\) 
1 ;<\ ",\(!) 1.\.1, ¡, ...• ,\-! ·~1'1\ll) ·••\••1~···1 

(,\-1 ,(í,\-l(l)•···,\',1 l(n)));{;)(,\,(¡,, ... ,¡,,)) 

(,\, (\1,. • · r \nW 1 ~·('¡)(,\, (1·1, · · • r •;,,)) 

Esto prueba r¡ue los homomorfismos 9 y ¿/ son equivalentes. Como -p == (16,. x o ;rn )ó 
y 'P 1 = (lE\1 ~·~o l;,n)?', C:1t0:1CCS 

;::i'(;) (113" <o ¡l")ó'(-¡) 

(113,. :<o¡)'')(.\, (\1 •. · · ,,·n))- 1ó{-¡)(.\, (,·,, ·. ·. ·,,)) 

( ,\, (P¡p ... , p,.,,) )·-1 (Is .. :<o ii" )rj;(-1 )( ,\, (í'n .... , p,·,.)) 

(,\, (µp¡1 ,. · ·, JlP\,,) r 1 ( 113,. >'O íi'n )9(-: )( ,\, (PP1·p · · · , i'P¡,,)) 

(,\, (µpq, .. .• Pl\r.))-1 'P (-¡) (.\, (¡tp¡p · · · , /!P¡,.)) 
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<le manera r¡ue si X = ( .\, (¡tpÍl, ... , /LP¡n)), tenemos que <p1 ( 1) 
prueba r¡ue ·p y <p1 son equivalentes. 1 

Teorema 3. 8w 1' una vciriccfod topologica. Si (.\'1 ,¡i1 ;X1 ,p 1 ) y (.\-2 .¡i2;X1 ,pc) .<on 

cubiertas topolóqicrz-'1 f!t! 1,. del tipo (rr1, n) equiualtnlt!;'f, t:.nfoncr;.'1 !11,-1 rr;.in:.:,,r~tur:ionf,~ 

irid-ucúlu,'j ·,.;· 1 :i ;:..~ :ion et¡u1valcntc..1. 

Prncb(I. Sean (.Y,, ¡i,; .\1 • p 1) y 1.Y·2.¡i2; X2,¡J 0 ) cubiértas topológicas d1~ ¡· rld :ipo tm. 11 ·1 

er¡uivalentcs, y sean :p 1 : !1¡(1',y) ··· 0,, <o 6;:, y p·2 :_!1 1(Y,y) .. , 6 11 ·:o 0;;1 ~os i10mo
morfismos inducidos por (¡i1,p¡) y (¡i 2,p1). Entonces P 1,11 1(X1,i 1) y I'1 .IT 1 (X~.iJ, nsi 
corno I'1,llt{.Y1,i1) y f'1 .IT 1(.Y·2,.i: 2), son isomorfos; por !o tanto conjugados. Por la 
proposición 2 tenemos que ·p y ·,;' son cr¡uiv'1.lcntcs. !il 

Supongamos que (.\',¡i; X,p) <'S una cubierta topológica ele Y del tipo (rn, 11) 

con homomorfismo inducirlo ·;-: ITi(Y, y) ... 6,, Y.o e:: .. Entonces t<•ncrnos <'l signirnte 
diagrama conmutativo 

en donde e: I1 1 (Y, y) -+ 6,,, 11 es la representación inducida por la cubierta topológica 

.f !!f.., Y y 71': IT 1(Y, y) -·• 6n es la representación inducida por la cubierta topológica 

X.!', Y, es <lccir 71' = ~i:p y (! = t'P. 

El t!iagrnma anterior nos tia condiciones necesarias y suficientes para que llll<t 

cubierta topologica (.\:', q) ele Y se factorice en cubiertas (.Y,¡i) y (X, ¡1) 

Teore1na -1. 8w ,'\: 5.. Y una cubierta topolágic11 de }'e de orderi mn con homomor

fismo inducido {!: ITi(Y, y) -> 6mn, y 8W X .J'.. Y una cubierta lopolúgiw de Y de 
orden n con homomorfismo inducido ;r: IT 1 (Y, y) -• 6n. Entonce8 existe una cubierta 

topológica.\- E X de .Y de orden m tal que q = p¡i si y solo «t . .c.á.1tc un homomorfismo 
<p: 111 {Y, y) -- 6n . .: os;;, tnl que la imagen de IT¡(Y. g) bajo ·p C:J 1LT! .<ubgru¡>o tran.<itivo 
de 6n ;<o s;;,, con ;; "" '?'P y [! = f'p. 

Prueba. Supongamos que 1p: TI 1 (1 ·,y) --• 6" :<os;:, es 1111 homomorfismo tal que ;r e"' ~l'P 

y g =€<p. Con i0 )' j 0 fijos, identifiquemos a 6n·-l (rcsp. 6 111 "_c¡) cün .:! snbgrnpo de 
Eín (resp. 6mn-il que consiste ele aquellas pcrmntaciones <'n 6n (rcsp. 6mn-il que 
fijan el símbolo i0 (resp. (io,Jo)). 
Consideremos la función 7f: TI 1 (X, x) -> 6m, en donde 6m-l ~~ 6m consiste de aquellas 
permutaciones en 6m que fijan j 0 , definida de la siguiente manera: Si ~¡ es una clase de 
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homotopía en ITi(X, x) y PI'•(¡) "" (a, (r1 ,. .• , r,,)), definimos ir(¡) como <¡
0

• 

Como TI 1(X, x) =' ,T- 1(6n- 1), iT es un homomorfismo, y como IIi(.Y,i) ~ !!·· 1(6mn- tl. 
IT 1(.Y,:i:) = ;¡.- 1 (6171 _ 1 ). Por,,¡ t"nr"m::t 11 cx:ste una cubierta topológica .Y: LX de 
X de orden m que rs tal '!'H' p¡) ·.- r¡. ¡¡ 

Sea •;::1T1 (1",y) <3 11 ·o ei;~, un homomorfismo tal 1¡ue la imagen de llt(Y,y) 
bajo p es un subgrupo transitivo ,fo Ori :< 0 6;:,. Entonces lo> homomodismos \''P y {p 

inducen cubiertas topológicas X !', Y y.\:" .''-. Y de Y de orden n y mn respectiYamente. 
Por el teorema anterior, existe una cubierta topoléigica (.Y,¡i) de X de orden m tal que 
(.Y, p; X, p) es una cubierta topológica <fo Y lkl tipo (m, n ). Dr:cimos que (.\::, jí; X, p) 
es la cubierta inducida por ·p 1:IT1(Y,y) ···· 6,. >: 0 6~,. 

Teorema 5. Se11 Y una variedad topolúyica y 8ean \Q¡: TI 1(Y, y) -• 6" :<o 6~" y 
sci: IT 1 (Y, u) _ _. 6 11 :<os:;, dos homomorfismos equivalentes en JI om(TI 1 (Y, y), 6" :·<06;;,i. 
Entonces la.s rnbierlas inducidas ( .Y1, fi 1: X 1, p1 ) y (Y2 ,¡i2; X2, p2 ) son equivalcnte.s. 

Prueba. Si sc1:IT¡(Y,y) -• Gn Xo 6~, y <p 2 :TI1 (Y,u) ·-> Sn xo 6~n son equivalentes, el 
teorema de clasificación para rnbiPrta.~ topológicas implica que las cubiertas topológicas 
V p¡ '• '' /12 V . j , l ! . [ j' • -,.";. p¡Í¡ }' .. A1 --+ .i' y ..;\.'.! ~J. l , son equ1va entes, as1 corno as cu Hcrtas opo og1cas .. 1. 1 - 4 y 

;\:'2 Eh, Y. Por lo tanto (.Y1 ,ji1;X1 ,p2) y (.\:-2,¡!2;X2 ,p2) son equivalentes. ¡¡ 

Como consecuencia de los teoremas 3 y 5 obtenemos el teorema <le clasificación 
de cubiertas topologicas del tipo ( m, n). 

Corolario 6, (Clasificación de cubiertas topológicas del tipo (m,n)). Sw Y tma 
variedad topológica. ET1toT1ces los conjuntos H(Y(m,n)) y Jlom(II¡(Y,y),6,. iu e;~,) 
estan en correspondencia 1-1. 

Ahora consideremos el caso en que Y es una superficie de Riemann compacta. 

Definición. Sea Y una superficie d~ Rir,rnann, y .1 un ;u\,wujunto discreto de Y, Una 
cubierta ramificada de Y del tipo ( m, n) con /ocus de ramifia!r:ÍÚn A, que denotaremos 

por (X,fi; X,p), consiste de una cubierta holomorfa ramificada X..!:, Y de Y de orden 

n con locus de ramificación A, y una cnhicrta holomorfa ramificada .Y .P., .Y <le X de 
orden m con locus <le ramificación p- 1 A. 

Dos cubiertas ramificadas (.Y1,fi1; X 1,pi) y (.Y2 ,jí2;X2 ,p2) de Y del tipo (m,n) 

son equivalentes si existen biholomorfismos .Y1 L .Y2 y X 1 J, X2 tales que el di::igrama 



2:-!. 

X1 
i i2 

P1l l¡iz 
X1 

J 
X2 

p¡''·· .¿/ P2 

y 

es conmutativo. Sea H(Y, A. (m, n)) el conjunto de clases de equivalencia de cubiertas 
ramificadas de Y del tipo (m,11) con locns rle ramificación A. 

Corno consecuc:ncia del teorema rlc extensión de Ricmann, tenemos el siguiente 
teorema. 

Teoremn 7. Sea Y una superficie de Riemann compacta, y A un subconjunto discreto 
de Y. Existe urw correspondencia 1-1 entre H(Y,A,(m,n)) y Jl(Y,(m,n)). 

Como corolario del teorema de clasificación de cubiertas topológicas del tipo 
(m, n), tenemos el teorenrn. de clasificación de cubiertas ramificadas del tipo (m, n). 

Corolnrio 8. Sw 1· una superficie de Riernann compacta. y .-1 un subconjunfo discreto 
de Y. Entonces ll(1',:1,(rn,n)) y 1Iom(TI 1(Y --A,y),Gn <e 6~,) estan en correspon
dencia 1-1. 

Las cubiertas que hemos considerado en H(Y,A,(m,n)) ó en H(Y,(m,n)) han 
sido tales que las cubiertas (.Y,¡!) y (X,p) son ambas ramificadas ó no-ramificadas. 
Si (.Y,¡i) es no-ramificada y (X,p) es ramificada el problema de clasificación ele estas 
cubiertas se comiili··~. 

Donagi en ;2j considera el caso particular ea que (.Y, ¡i) es no-ramificada de or<len 
2 y (X,p) es ramificada de orden 4, a~í como la construcción <le Rccillas (ver Recillas 
[1]) en que (X,¡i) es no-ramificada de orden 2 y (X,p) es rawilicada de or<len 3. 

Para el caso general no se conoce ningun resultado. 
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