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Introduccién.

Gunning en {1i demuestra que toda funcion meromorfa en una superficie do
Riemann compacta induce una cubierta holomorfa ramificada del plano proyvectivo P,
Por lo que podemos estudiar las funciones meromorfas en superficies de Riemnann a
través de estudiar Ias cnhicrtus holomorfas de #!. Dentro de estas cubiertas hay un tipo
especial que son aquellas que se pueden factorizar a través de otras cubrientes. Este tipo
de cubiertas se presenta al clasificar enrvas algebraicas. En este trabajo caracterisamos
este tipo de cubiertas desde el punto de vista topoldgico.

En ¢l capitulo 1 recordamos las propicdades principales de cubiertas topolégicas
de una variedad topolégica, asi como el teorema de clasificacién de cubiertas topologi-
cas. Para una descripcidn mas detallada de los conceptos expuestos en este capitulo
constiltese el libro de Greenberg {11, o ¢l de Massey {1].

En el capitulo 2 suponemos que Y es una superficie de Riemann compacta v con-
sideramos cubiertas holomorfas de Y. Se verd el equivalente al teorema de clasificacion
de cubiertas topoldgicus y le correspondencia entre las cubiertas holomorfas ramificadas
de Y con locus de ramificacién A y cubiertas holomorfas no ramificadas de ¥ — A, Para
este capitulo ¢l libro de Forster {1} es adecuado, al igual que el de Guuning {1]. Para un
tratamiento moderno de las superficies de Riemann se puede consultar Griffiths-Harris
[1] 6 Hartshorne {1).

Tor tltimo, en el tercer capitulo definimos las cubilertas holomorfas del tipo
(m,n) de Y y se dd una clasiticacién de estas cublertas cuando V' es una superficie de
Riemann compacta. Este resultado no habfa sido publicado anteriormente.
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1. Cubiertas topolégicas.

Introduccidn. En este capiuuto definimos o que s una cubicrta
una variedad topoldgica 1. Bn el conjunto A de cublertas topologicas de Vose delinimos

: nuestro interes es deseribir of conjunte A/ ~ do clases do

Ygiea (X, p) de

una relacion de equivalen
equivalencia de cubiertas topologicas de Y (ver Teorema 1), Tambien se domostrard ta
existencia del elemento universal (Xd”,q) en las cubiertas topoldgicas de Y, ey deeir, si
{X,p) es una cubierta topol()gi_ca de Y entonces existe un subygrupo I' del subgrupo de
automorfismos de ¥ tal que (/T,5) es cquivalente a (X, p). Tenemos tambien que si
(X, p) es una cubierta topoldgica de ¥ entonces existe una fumneidn continua r: Y — X
tal que (Y, f) es una cubierta topoldgica de X y g se factoriza a través de f y p,

esq=pf.

- . ;. - B - .
Sean X y Y espacios topol6gicos y X — Y un homeomorfismo local {i.e. p
es una funcion continua ¥ para todo punto z ¢ .Y existen vecindades V de z v U de

r
. ey v - .
p(z) tales que la restriccién V. == U es un homeomorfismo). Cuando X es un cspacio
conexo y Hausdorff, y Y ¢s una variedad topolégica, es posible dar & X una estructura
—~ mn

de variedad topolégica mediante p de la siguiente manera: Sea ;215 - 1V 2
carta coordenada de Y escogida de tal manera que existe un subconjunto abierto I/ de

una

1
» c o, 1 - .
X en donde la restriccion 7 == ¥V es un homoemortismo. Entonces # = opi U — ¥
define una carta coordenada en X. Sea & la familia de cartas coordenadas en X que se
obtienen de esta manera. Entonces $ define una estructura de varicdad topolégica en

X.

L oae 4 . . S P - fowr e .
Si X, Y v Z son espacios topoldgicos, y X 7+ V' v Z = ¥ funciones continuas
. . " . 7 -
cntonces un levantamiento de f ¢s una funcién continna 7 5 X tal que f = pg. Al
considerar p un homomorfismo local, tenemos la siguiente proposicdn.

Proposicién 1. (Unicidad del Levantamiento, Forster [L.p.221}. Seun X y Y espacios

Heusdorff, y X LY un homeomorfismo local. Supongamos que & e3 un espacio conezo
., . .y LY 4 .

y 2 -!:» Y ¢s una functon continua. St Z == X son dos levantamientos de [, y

g1{z0) = g2{=0) para algun punto zo = Z, entonces g = ga.

Prueba. Sea T = {z & Z:iq(z) = g2{2)}. Como Z es conexo, si probamos que el
conjunte T es abierto vy cerrado en Z, 2l ser ' no vacio, tendremos que 7 = T.
72}

-

N o X os continua v X es Hausdorff, la diagonal

Como la funcidn Z by,
AC X x X escerrado v por lo tanto T, que es la imagen inversa de & bajo (g1, g2), s
cerrado.

Para ver que T es abierto, sea = un punto en T tal que g1{z) = g(2) = =
Como p es un homeomorfismo local. existe una vecindad U € X de r homeomorfa
a una vecindad V C YV de p{z) = f{z), y como g1 ¥ g2 son continuas. existe una
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vecindad W C Z de z tal que ¢;(W) C U. Sea V L U ta inversade U 2F V. Entonces
g hw=1q{f L) = ¢ b, v por lo tanto W C.T. En consecuencia, T ¢s abierto. 1

Sean Xy Y espacios Hausdortf, v X o ¥ un homeomorfismo oeal, Dhonoteies
alintervalo {0, 1 por [, ¥ sean o, b dos puntos en Y. Supongamos que 0 T f - 1 esuna
funcién continua tal que (0, s) = ay H(L,s) = b para todo 4 & [, 3 para cada sy [
denotamos por vg, () a la curva H(sg,t), entonces tenemos fa sigitiente proposicidn.
(Para la prueba ver Forster {1,p.23], Greenberg {1,p.18] 6 Massey {1,p.152].)

Proposicién 2. (Levantamiento de Curvas Homotdpicas). $1 cada curva vy ge puede
levantar ¢ una curva s con punto nicial a @ p“l(rz), entonces Uy y Gy tienen ¢l mismo
punto final, y ademds con homotdpicas.

. o . . » ¥ ro . . .
Decimos que una funcidn continna X = ¥ tiene la propiedad del levantamiento
. o - - .
de curvag, si para toda curva {0‘ 1} =+ ¥ y todo punto x4 € X, con p(zg) = v (0}, existe

. . [ , ~f -
un levantarmiento 1(),15 -+ X de w tal que 00} = ry. Cuando csto ocurre, tenemos mue
p 10 (X, z) € TL(Y,y).

Definicién. Sea Y una variedad topolégica.Una cubierta topoldgica de Y, que denota-
mos (X, p), es un espacio topolégico X y una tuncién continua X Ly que satisface las
siguicntes propiedades:

{) Para todo punto y € Y, existe una vecindad abierta U7 de y, tal que

p iUy = v

en donde {Vj}fe_; es una familia de subconjuntos ablertos v njenos de X

(1) Las restricciones de p a cada V; son homeomorfismos.

En particular, p ¢s un homeomorfismo local, y por lo tanto X también es una variedad
topoldgica.

En lo sucesivo, ¥ denotard una variedad topolégica y X un espacio Hausdorff,

Propesicidn 3 {Forster [1.p.251). 8¢ (X, p} es una cubierta topoldgice de Y, entonees
p tiene la propiedad del levantamiento de curvas,

- . PR . : PO
Prueba. Supongamos que (X, p} es una cublerta topoldgica de ¥, y sea 10,11 — ¥ una
curva con punto inicial p(x).
Como [0, 1} es compacto, existe una particién 0 = 45 < t; < ... < i, = 1y ablertos

U CY, 1<k <n, que sutisfacen:

(2) vl({tp-1,ts]) € Up.
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(@) YU = g] 1";\.}., donde cada ij C Y es abierto, ¥ Vi, i U7 es un
J&Jvk

homeomorfismo.
. .y . . : FR .
Pr)r mdnr(‘l(m sobre &, zwolnromm la existencin de un Ic’».':*.::;:;r:‘.zcnto Dl - X
de modo que para & 3 0 suponganos que
: z} . .
~ X de v, con H( ) = . Como pleg ) =

v(tg.,), existe j € Jp tal que rgp_, = Vi, Sea Uy e V la inversa del homeomorfismo

ij LN ; haciendo

. -1
] 3o t N
t ifik—hlic} PVl

obtenemos una extension continua del levantamiento & a {0, 1], |

Corolario 4 (Forster [1,p.26]). 81 (X, p) ¢s una cubierta topoldgica de Y, para cuales-
qutera Yo, y1 € Y los conjuntos p~* (i) y p~ () tienen la misma cardinalidad,

Prueba. Si (0,1 %V es una curva de vo &y, ¥ 10,1 Y X es un levantamiento de v,
con punto inicial un punto z en p~'{yy), consideremas la funcién f:p~ (ya) — p~ )
definida como f(x) = ©,(1). Entonces. debido a la unicidad de} levantamiento, f
estd bien definida. Ademds, si [0,1] % ¥ os la curva +(¢) = vl ~ ), ¥ &z o5 un
levantamiento de v, con punto inicial un punto arbitrario z en p Huyy), la funcién
@ {w) = p i 0) definida como g(z) = Dz(1), s la lnversa de f. i}

A la cardinalidad de p'"l(y), y =Y, selellama el orden de la cublerta. Decimos que dos
cubiertas topolagicas (X', p') y (X, p) de Y son equivalentes, si existe un homeomorfismo

h'g —‘i X tal que el diagrama

¥

es conmutativo. Al conjunto de clases de equivalencia de cubiertas topolégicas de V' de
orden n, lo denotamos por H{Y,n). Estamos interesados en estudiar a H{Y,n). En el
teorema 12 se demuestra que H{Y,n} tiene una estructura de grapo.

St (X, p) es una cubierta topologica de ¥,y r y y son puntos en X v ¥ respec-
tivamente, con p(z) = y, entonces el levantamients de curvas homotépicas implica que
el homomorfismo

M(X,z) —— TL(Y,y)
§ [ »é



es inyectivo:

Si.v.es una curva cerrada en y £ YV, y 7L .un levantamiento de =, con punto
s ~ ‘s - a e ; -
inicinl en z € p7H{y), la aceidn T (Y, ) w p7 Hy) & o My) definida por o — L

es transitiva. El estabilizador de enalguier punto 2 = p~
existe una biyeccién

T (Y, y) p (X, x) o p )

y st p7Hy) es finito, su cardinalidad es igual al indice del subgrupo p I (X, z) en
I (Y,y). Por lo tanto, los distintes subgrupos p,TI{X,z) con = = p74(y) son todos
conjugados, (Ver Massey [Lp.454] 6 Greenberg [1,p.201)

Y e . s o . . .. Y
Proposicién 5 (Massey (1.p.155)). Sea Z una variedad topoldgica y Z LY un ho-
meomorfismo local con la propiedad del levantarniento de curvas. Dueda una funcién

, .r . . B . .
continua X =5 Y, st xq & X y 2y & Z con p(xy) = q{z0) = vq, existe un levantamiento

X5 2 depsiysolosi I (X m0) 2 qedly (2, 29).

.. . - P L. R .
Prueba. Si existe ¢l levantamicnto X+ Z de p, el siguiente diagrama conmutativo

My{X,wg) - : 11 (Z, z0)

Hl(Y, Uo)
¥ como ¢. es inyectiva, entonces p. T (X, 5o) © 0.11((Z, ).

. - R .
Reciprocamente, supongamos que x < X, y sea [0,1] -+ X una curva de g a <.

581 {0,1} ~+ Z es un levantamiento de - = pé, con punto inicial =y, entonces la funcidn
p .
X - Z
z TN

estd bien definida, pues s1 o y 3 son dos clases de equivalencia distintas de curvas en
X de zq a z, entonces a3 ! @ (X, 24), ¥ por hipétesis p.(ad37Y) € p.I11(Z, ). En
consecuencia, p,()p, () “Lsn fovanta n nna curva corrada en ~, v por la fanie, p.(e)
v p.(3) se levantan a enrvas con punto inicial 2y v deben toner ol mismo punto final,
Claramente qf = p,

4
ue

Para ver que ji es continua, sea o+ Uy =z = p(r), 5117 es una -

. . . , L n
entonces existe una vecindad {7 de p(r) = q(z) tal que ¥ == I7 es un honweomorfismo;
-1
sea V' U la inversa de q. Como p es continua, existe una vecindad conectable por
. free ~ N~ 1 PR RS T
trayectorias 1V de z, con p(W) C U. Entonces p{W) € V, en efecto, st 2’ & 1 es un
punto arbitrario en IV, y 6 es una curva de = a 2’ contenida en 1V, entonces la curva



W

! = pé' estd contenidaen U y 7' = ¢~ '+ es un levantamiento de A, con punto inicial

z. Por lo tanto, %+ 4 es un levantamiento de v+ 4" = p(6-6') con punto inicial z,, ¥ asi,

) =44 = H () e v
Tor lo tanto W Z ¥V, v pes continua. a

Corolario 6. Dos cublertas topoldgicas {X',p") v (X,p) de ¥, son equivalentes, a5 y
solo 51 p T (X, z) = pLIT) (X', 2). 1

Corolario 7. Sea Y una variedad de dimension m. $i X B Y es un komeomorfismo
local con la propiedud del levantamiento de curvas, entonces (X,p) es una cubierta
topoldgica de Y.

Prueba. Sca 3y un punto arbitrario en Y, y {JTJ'}J'EJ 1a imagen inversa de yg bajo p.
Entonces existe una vecindad abierta U de yo homeomorfa a D™ = {w & R™ 1w 1< 1},
sea U 5 Y la inclusién natural, Lm.onccm, para cada 7 < J, cowo U cs simplemente

conexo, existe un levantamiento U > X de 1 tal que ij{yo) = zj. Sea Vj = U}

Entonces
N U Vji
)'::_]

- . . L pl
la familia {Vj}jej es ajena y para cada J ¢ J la restriceion Vi —»Uesun homecornor-
fismo. Por lo tante, p es una cubierta topoldgica de Y, bt

Definicién. Decimos que una cubierta topoldgica (¥, q) de Y tiene la propiedad uni-

versal si satisface la sizuiente condicidn:

Para toda cublierta topoldgica (X, p), ¥y puntos § & YV v z & X con glg) = plc), existe
;. .\ s . Y - ~

una tnica funcidn continua ¥ - X tal que r{77) = z v el diagrama

Y.

R T
9| Y
v

es conmutativo. Sila cubierta topeldgica (Y, ¢} tiene la propiedad universal entonces
la Hamamos una cubieria universel de Y,

Observemos que debido a la proposicién 5, si (f’,q) es una cubierta topoldgica
de Y, vy ¥ es simplemente conexo, entonces (1 ,q] ©s una cublerta universal de Y.
Para demostrar que dada una variedad topoldgica existe una dnica cubriente universal
utilizamos los siguientes lemas.

Lema 1. Cuando un espacio topoldgico Y tiene una cubterta universal, ésta ¢s dnica.



Prueba, Supongamos que () WAy (Yg, go) son dos cubiertas universales de ¥, Entona
Y

Y
ST C
existen funciones continuas ¥; 2 ¥, y ¥3 73 ¥}, Ahora, Ia composicion ryry oy tal e

el diagrama

es conmutativo, al igual que la composicién riry hace que el diagrama

~ ryrn ~
}f: ———t —.:
72 Sow
v
sea conmutativo. Por lo tanto, de la unicidad de la propiedad universal, tenemos que
rpry = 1y rira = 1, lo cual muestra que Y; y Y» son homeomorfos.

Sea y; un punto fijo en Y. Para y & Y denoternos por x{va. ) al conjunto de
clases de equivalencia de homotopfa de curvas en Y de 5 a y. Sea
" f . L 3
YV ={{y,a) : yeY, acrlyy)}
y consideremos la funcién ¢: Y - 1 definida por q(y,a) = y.
Si{y,e) €Y vy U Z Y es una vecindad abicrta, conexa y simplemente conexa
de y, definimos [/, a}] C 1V de la signiente manera:
. f R . , AN - T [ Lo -
{U,af consiste de aquellos puntos (¢',3) = Y tades que y' & U 5 3 este cn la misma
clase de homotopia que v - v, en donde v es una curva de yy a y en la misma clase de
homotopia que o, ¥ v una curva de y a v' completamente contenida en 7. Sea B la
familia de subconjuntos de la forma I/, af. (Ver Forster 11,132} 4 Greenberg (1,p.241).

Lema 2. Y es un eapacto topoldgico con base B,

Prueba. Claramente todo punto de ¥ estd en algun iU, al. Sea (z,';) =il a} N iV, ;’3},
entonces z € U NV y existe una vecindad abierta IV de = conexa y simplemente conexa
conlWCUnv. )

Por lo tanto {1V, ~] € (U, & 1 [V, 3], y esto priueba que B es una base de V. a

Lema 3. V es Hanadorff.

Pruebe. Sean (y,0),(y,3) =V, con o £
simplemente conexa. Si (N,';) E (U, ol iU, 31y 0 s una curva en [T de y a 2, eseribiendo

3,y sea I/ S Y es una vecindad de y conexa y

o ={v]y 8 = |V, tendriamos que 5 = [v - 1}5 = {v - J) y esto fmplicarfa que a = 3, o
cual es una contradiceidén. Por lo mnto ‘U a1y U 3] =0, 0 sea. ¥ es Hausdorff, g

lema 4. Y es conezo yY Y s un homeomorfismo local con la propiedad del
levantamiento de curvas.



N v B : N e : ot : T
Pruebs. Sea (0,1} — Y una curva con punto inicial yy ¥ para £ < 0,1 considetemos

Lt - 1
la curva [0, 11 = Y definida por v (s) = v{st). Entonces la funcidn (0.1 - ¥ 1o
por ot} = ( {t),in - ve}), donde 1 es una curva cerrada en . es continua ¥ os

,

. Y .
levantamiento de v con #{8) = (1, {n}). Finalmente sea :0,1} = 1 una curvn en 3
con punto inictal un punto arbitrurio gy, o F sl i) ¥ 0 survn de pgoen oy can
’x/y = ¢v, Entouces por ol argumento anterier i curvie w o sl

nes

0) = {y.in’) 1

Lot

con ©{0) = (vo,{n]} que da origen a un levantamiento de 1 con 1

Lema 5. ¥V ey simplemente conezo.

Prueba, Sea [0, 1 2. ¥ una curva cerrada en (#0,\n}). Entonces v = g es una curva
cerrada en 1y sea § el levantamiento de 1 garantizado por el lema 4. Debido a la
unicidad del levantamiento, & = ¥, de modo que (yo, [v]) = (1) = (yo.inl) v asl v es
(0-homotdpica. Por lo tanto ¥ es 0-homotdpica, vy en consecuencia Y es simplemente
COTEXO. ']

Utilizando los lemas 1,4 y 5 sc demuestra el siguiente teorema.
Teorema 8. Toda variedad topoldgice tiene una untea cubterta unrversal.

Sea {X,p) vna enbierta topoldgica de ¥y \Y r') la eubierta universal de Y. Por
la propiedad universal existe una funcion continua T 5 Xtal que g = pr. En particular

tenemos fue r es un homeomorfismo local. 3110, 1) X s una curva en Y entonces
pu = v’ esuna curvaen Y. Como (Y, ¢) es una cubierta topolégica de 1 rntonces existe

cantamiento o LT 1a proposicidn 2 te 4 o rul =, D 1 7
un levantamiento de »', y por la proposicidn 2 tencmos que rif = v, Del corolario 7
se sigite que (17,7) es una cublerta topoldgica de X, de hecho como Y oes simplemente
conexo (Y'.r) es la cubriente universal de X. Esto unplica que v eubriente universal

ea {17, 7) de X v nna enhijert

Y, q) de Y se factoriza a través de una cubleria tupold
(Y.q i
topologicn de Y7 o9 decir, tenemos un diagrama conmutativo

V.
q! X
v

de cubiertas topoldgicas, En términos de los grupos fundamentales, la conmutatividad
de este diagrama implica la conmutatividad del diagrama

4 TN, 2)
M(¥,y) " P

en donde todos los homomorfismos son inyectivos.
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Supongamos que T' = f[;{Y,y) es un subgrupo. {Juéremos nhora demostrar que
existe una cublerta topaldgica (X.p) de Y tal que TI{X,z) = ', Para esto dare no
una caracterizacion de T;(V,y).

Para cualquier cublerta topoldgica (X, p) de ¥, el conjunio de homeomorfismos

X i» X tales que el dingrama

y

es conmutativo, forma un grupo que se conoce como cl grupo de transformaciones de
cubterta de X en Y, y que denotaremos por Auty (X}, 0 por Aut(X) cuando no se preste
a confusién. Si I' es un subgrupo de Auz{X), dos puntos zy =’ en X son equivalcntes
mddulo T' si existe g & T tal quc g(z) = 2. Al conjunto de clases de equivalencia lo
denotamos por X/T. Si Yy & Y/I‘ es la proyeceién candnica, existe una estructura
de variedad topolégica en ¥ /T tal que r es continua. Es mds, tenemos la siguiente
proposicion.

Proposicién 9 (Massey [1,p.164]). Sea 17 unae variedad topoldgica y (Y q) la cublerta
unjversal de Y. ST & ey un subgrupo de Aut(Y) entonces Y. r es una cubieria topoldgica

de Y/A. Ademds A = « Auty “)(} ).

Prucha. Sea r un punto arbitrario en ¥ /4. Siy & r (), como ¥ es una variedad
topoldgica, existe una vecindad V C ¥V de ¥ liomeomorta o §™, v tal que ls familia
{J(V):] € &} es ajena. Sea U = r(V). Entonces como r cs abierta, V' cs abierto y
r iV — [T es un homeomorfismo. Si W es una compounente conexa de r~ 1{U) distinta
de V7, entonces existe [ 2 & tal que W = f{17) ¥ por lo tanto r 119 — [7 tambien os nn
homeomorfisto. Esto prucha que Y 5 /Y es una cubierta topolduica, v claramente

A= Aut{Y,Y/A) 3

En la siguiente proposicién describiremos el grupo fundamental de Y en terminos
de los automorfismos de la cubriente universal de ¥,

Proposicién 10 (Forster [1,p.34)). See (¥
punto en Y, Para cuoluuwr par de puntos iy,
flgo) = 1. Ademds, Au.(]'} e2 taomorfo a I}

V la cubierta universal de Y, y o en

G ‘(}/u) extste f & Auwt(Y) tal que

1
l

. - - - . . . R -~ f7
Pruebs. Sean ¥ J1 p\mtm enq 1("o). Entonces existen hunciones continuas ¥+ 1
tales que f{f) = qulj = iy; ademds fg =2 Le = ¢f. Esto praeba la primer
afirmacién de la proposauon.

Para la segunda, sea j, un punto en g '{yy). Si f s una transformacién de

. <7 - v e - -
cubierta de Y en ¥V, v [0,1] = Y ¢s una curva de 9y a f{fo),entonces la curva q- v cs
cerrada en yg, de wmodo que podemos definir una funcién & Aut(¥) - (Y, 10) como



B(f) =g v} |

. DPara ver que ¢ ¢s un homomorfismo, sean [ ¥ ¢ transformaciones de cubierta
de Y en Y, y v (resp. ¥) una curva de Jo a f(#a) (resp. a g{#o)). Entoneces f-v esuna’
curva de f(§s) a fy(fo) tal que q(f - ¥) = g. Por lo tanto, como la curva v-{f ).
tiene punto inicial §y y final fg{fp), tenemos que

B(Sry) = e lo(F )
= qvi-{a(f9)]

= lqul-fgd]

= B(N)e(),

Para ver que ® es inyectiva, tomemos v una eurva de g a f(fs). Si [ esta en ol
Ker®d, entonces qu es §-homotdpica, pero ¢ es un levantamiento de gqu, de manera que
) I ) 110y 1
por la proposicion del levantamiento de curvas homotépicas, v tambien es 0-homotdpica.
En consecuencia el punto final f{,) de v es §y. Por lo tanto, [ = lyy ® es inyectiva,
Para ver que P ¢s suprayectiva, sea o < I} (Y, yg) ¥ v una curva que represente
q 1 1 Ya) ¥ |
.- PR L i .
a . Entonces, st [0, 1] -+ ¥ es un levantamiento de v de yy a yy, por la primera parte de
il iyt Yo Yis | I 2
la proposicién existe una transformacion de cubierta f de ¥ en ¥ tal que f(#) = {y,),
y por lo tanto ®(f) = «. Esto prueba que la funcion ®: Aut(¥V) — IT (Y, ) os un
isoworfito. A

Nota 10. Para cualguier cubierta topoldgica (X, p) de Y y cualesquiera dos puntos zg
y z; en p_l(y), no siempre existe f & Aut{X) tal que f(x;) = z;. Cuando existe este
automorfismo para toda yen ¥ ¥ x4, %, en p7 !, entonces se dice que que (X,p) es una
cubierta topoldgica norma de Y. En particular el subgrupo p (X, ¢) es normal en
I (Y, ) {ver Greenbere [1.p.211).

Por la propiedad universal de (17, ¢), si (Y, p) es una cublerta topoldgica de ¥,
de la conmutatividad del dingrama

A
}\\\r

! \.\ »
dq| X
Yy r

tenemos que Auty(Y) es unsubgupo de Auty (17). Ademds dos puntos Jp, 7 £ 1 tienen
la misma imagen bajo 7 51y solo si fy ¥ 7; son equivalentes modulo Aut (1),

Teorema 11 {Massey [1,p.178). Para cualquier subgrupo T < II}(Y,y) de fndice n,
eziste una cubierta topoldgica (X,p) de Y de orden n, tal que T = p 11 (X, z).

Prueba. Sea (}7’,(1) la cubriente universal de Y, y sea # € ¢”1(y) un punto fjo. Si v es

una clase de homotopia en IT, (Y, y), sea v un levantamiento de v con punto inicial .



Consxderemoa el sxgulcnte sub;,rupo i dc 4ui( Je

F(§) = vz(1). ‘ .

Sea X = Y/A, ysea X 5 ¥ la funcién inducida por ¥ % ¥ Fatonees con

¥ f/& es una cubierta topoléﬂicm de Y, y q = pr, entonces (X, p} ¢s una cublerta

topoldgica de YV, v como A == Aut \;{1 Yoentonees I = p 0L {N 2} y aderngs
orden n. ]

TR
Nl de

Por el teorema 11 y el corolario 6 tenemos:

Teorema 12. St (X,p) £3 una cubierta topoldgica de entonees existe un aubyrupo
D C (Y, y) tal que X = Y[/T, donde (Y, q) e3 la cubriente universal de ¥ .

Para terminar este capitulo, veremos el teorcma de elasificacién de cubicrtas
topolégicas (Fulton {1}), el cual nos permite dar una estructura de grupe al conjunto de
clases de equivalencia #{Y | n} de cublertas topologicas de ¥ de orden n.

Denotemos por Gy al grupa de permutaciones en n simbolos.

Definicién. Dos homomorfismos [ (¥, ) = Sy v (Y, 4) ks &y son equivalentes,
si existe A € &, tal que #'{x) = A7 Ve (A, para todo 4 2 L (Y, 9} En partienlar, si
mcntmca:.n» a G, eon el subrupo de &, que consiste de nquellas permutacionss que
fijan el simbolo £y, entonces =~ Sy ) v :r‘r"l(\f*“ 1) son eonjugados. Denotemos por
Hom(I{Y. 4}, S0} al conjunto de clases de equivalencia de homomertismos e 111 y)

w05 e Hom (I (1, ). S

en G, cuya imagen es un subgrupo transitivo de ©,,, Natem
¢S Un grupo.

Sea (X, p) una cublerta topoldgica de ¥ de orden 1. 1 ;
in conjunto complera de
sﬂ

subgrupo de Wy (¥ 0} de fadice no Sea {og}ege, zen
tantes de clases larerales izquicrdas de p 1 (X, 1) en (¥, ). I (Y, y)

LEReINs que iy = con ~; una unica clase de homotopfa de curvas corra-

arnoeada

- JT'{(’) ’ v - . . - .
das en © £ X. Denotemos por 7y la permmutacién / — j, v consideremos la funcién

oI (Y, y) - &, definida como 7(v) = =, St 4" & (V). con ~fey == n ,(z‘)”f:‘:
'l

enbonacs

. PV
- Omf,g(i} 17771{1) fr
Por lo tanto m: I (Y, y) — &y, s un homomorfisme.

Decimos que m: I (Y, y] — &, es la representacion indueida por (X, p) respecto
o {o;}. Este homomorfismo depende de la eleccién del conjunto completo de repre-
sentantes de clases laterales izquierdas {a;}. Sin embargo, st {a}} es otro conjunto



completo de representantes de clases latcralc«; izquierdas de p I (X, £) en I1{1Y, ), en-

tonces ai- = Gey(i)6i para toda 1 <7< n. Como la familia {a;p.JT{X, 2)} es ajena,
as{ como la familia {e/p.J1,(X, z)}, entonces X es un elemento de &.,. Por i tanto

e E iy
{(Jl- = ;Cl,\h') 1%
= M TS

,\>-1,T~,.\(f)§r]!va(f]""\(i)* '

de manera que si #": 1T (Y, y) — S, es la representacién indncida por (\' p) respecto a
{a';}, tenemos que () = A" ()7, es decir, oI (Y, y) — &,y = I (V) — S,
son homomorfismos equivalentes. De esta manera podemos decir que 7: I (Y, y) — &,
es la representacidn inducida por p.

Teorema de clasificacién de cublertay topolégicns. Frtste una correspon-
dencia biyectiva entre H (Y, n) v Hom{Ii{Y,y}, G,).
Prucba. Sca (X,p) un ropresentante Jde una clase en {1, n). Cousideremos la repre-
sentacion 7:[(Y,y) - &, inducida por p. Como = coincide con el homomorfismo
inducido por la accién T1{Y,y) * p~H{y) % pH{y), tenemos que la imagen de IT, (¥, »)
bajo 7 es un subgrupo transitivo de Sy, y por lo tanto que 7 define un elemnto en
Hom(I1;(Y,y),8n).
Si (X, p) ¥ (X',p") son cublertas topoldgicas cquivalentes de Y de ordvn 7, con repre-
sentaciones m I (¥, y) ~» &, v 7111 (Y,y) - Sy inducidas por p y p’ respectivamente
respecto a {a;} v {al}, como p.0T, ( N,r) vy pPLTL (XY ") estan en la misma clase de
conjugacidn, cxiste ,\ £ G, tal que ab = ooy A Porlo tanto 7 "4) = A7 r(4)\ para
todo v « IT (¥, y). Con uste le hemoes asceindo a cada clemento de JT{Y, 1) un elemento
de Hom(IT (Y, y), &p).

Sea |

o

Sp.-y €5 un subgrupo de ©

ALY ) - an una clase de equivalencia en Hom (1LY, 7),.8,). Como

J

¢ indice n, ¥ la imagen de 3jO TS un subgrupo
d di , vl le 1T, baj baoruy
transitivo de S, entonces 71 (S,_1) es un subgrupo de I (Y, y} de indice n. Por la
propoesicion § existe una cubierta topoldgica (X, p) de ¥ de orden n.

Siom I (Y, y) -

. I o R | .
cia en Hom(IL(Y,y), S,), entonces 1S, _y) vy «' (5,1} son subgrupcs conju-
gados de II, ( ’,y).  Por la proposicién 5 las correspondientes cubiertas topoldgicas

o Gy y AL (Y,y) — S, representan la misma clase de equivalen-

(X,p) v X' r. Y son oquivalentes, C:,-n cs:o lo hemes aseeiado o cada clemento de
Hom(T1i(Y, y},Sy) un elemento de H{Y, n), lo cual establece la biyeecion entre H(Y, n)
y Hom(IL, (Y, 1), 8,). i



12.
2, Cubiertas holomorfas,

Introduccion. Sea (X, p) una cubierta topoldgica de V' de orden n. 3 ¥ v
superficie de Riernann entonces utilizando la estructura holomorfa en Y se I puede dar
una estructura de superficie de Riemann a X tal que p: X -~ Y es hiclomorfa. En es
capitulo consideramos funciones holomorfas entre superficies de Risnann eomy
vemos estas funciones determinan clerto tipo de cublertas. En particular e verda que
toda superficie de Riemann compacta se puede ver como una cubierta {de cierto tipo)
del espacio proyective Pi.

I
s
p

Seun X v ¥ superficies de Riemann, y X £ ¥ es una funcién helomorfa
(no-constante). Para todo punto z en X, existe un entero k{x} = Ly cartas (U, ) en X
y{Vi¥) en ¥ tal que z = I7 y p{x) € V, en donde In composicidn P o= ppe™ i wee ¥
estd dada por P(z) = F9, para toda z = U, Al nimero k(r) se le Hama ol fndice
de rumificactdn de p en z, y si k{x) = 1, se dice qne pes mmiﬁmda en z. Un punto
y €Y ¢s de ramificacidn si p es ramifiendu on alzun panto de p7{yj. Al conjunto de

puntos de ramificacién se le llama el locug de ramificacién de p. Una cubterta holomorfa

. . .. a Poye L
no-ramificada de ¥ es una funeidn holomorfa X - Y sin puntos de ramificacién.

Proposicién 1 (Forster {1,p.21}}. Scan X ¢ Y superficivs de Riemann, y p: X - Y
una functon holomorfa no-constanie. Entences p no tene puntos de ramificacion st y
solo 3t p es un homeomorfismo local.

Prueba. Supongamos que p: X~ I no tiene puntos de rzmxii’carién ¥ sea 1 un punto
arbitrario en X. Entonces existe una vecindad I de & tal que p 70 es lmmtx‘.a Como
p ¢s continua y ablerta, la restriccidn p l;y es un homncomorfismo de U7 en el ablerto
17 = p(U). Por lo tanto, p es un homeomorfismo local.

i

Reciprocamente, supongamos que pr.U ~ ¥ s no hosoeene

Ertonces, pare cada 2 & X, existe una veeindad U de » que o3 mapeada homeomorfi-

camente por p en un subcojunto abierto de ¥. En particular p iy es inyectiva, y por
lo tanto, p es no-ramificada. B

Proposicién 2 (Forster (1.p.281). Supongamos que X v Y son superficies de Ricmann
compactas, y sea pr X - Y un homeomorfismo local. Fntonces p es una rubicrta to-
poldgica de ¥

Prueba. Sea y un punto arbitrario en 1. Como p“](y) es un subconjunto disereto
de X'y X es compacto, p”l{y) es finito; szea p"‘(y) = {ay,. o iy Como poes un
homeomorfisimo local, para cada 1 < [ < .n.uim Wyode oy vy W ode
y tales que p j3F; — 17 ¢s un homeomorfisme. Podemos suponer que para § 3,
Wi n Wj = {1, Entonces, commo V¥, t4 ... U ¥, es una vecindad de p~1(y), existe una

LUy v . Sea U == W 0p 1V,

n, existen vec

—_

vecindad V C ViU ... UV, de ytal que p~
entonces

(U0l =0sii#],




3
'

(@) p~HV) = UL U U Uy,

{rii) Las restricciones p [: U; — V son todas homeoinorfismos.

b \ z ierta ologica de Y.
Por lo tanto, p es una cubierta topologica de ¥
De las dos propeosiciones anteriores, tenemos que 31 pr X -« ¥ exnna Duneion

holomorfa no-constante entre superficies de Riemann compacing sin pintos ste ramifi-
cacidn, entonces p es una cubierta topoldgica de Y de orden n, en donde n 2 x ey ia
cardinalidad de la imagen inversa de cualquier punto en Y.

Nota 3. 5i X & Y es una funcién holomorfa entonces al quirar el locus de ramificacion
en Y y considerar la restriccién de p, se obtiene una cubierta holomorfa no-ramificada,
y por la proposicidn 2, es una cubierta topoldgica de orden n. Como corolario de la
proposicion 2 y el teorema de clasificacion de cubiertas topoldgicas tenemons ol siguinte
resultado:

Corolario 4. Seu ¥ una auperficie de Hiemann compacta, v A un subconjunto discreto
de Y. Il conjunto de clases de equivelencia de cubtertas holomorfas no-ramificadns de
Y — A de orden n esta en correspondencia 1-1 con el conjunto Hom (T (Y — 4, y), G,).

. - - . D s L.
Scan X y Y superficies de Riemann compactas, v sea X = ¥ una funcion
holomorfa. ¥ntonces el locus de ramificacion A de p es un conjunto discreto v por

lo tanto es un conjunto finito. La restriccién X — p~ 14 By w4 es una cubierta
holomorfa no-ramificada de Y~ A de orden n; la cardinalidad de la imagen inversa de
cualquier punto 3’ en Y — 4 es n. En caso que i este en A4, el nidmero n es interpretado
de la signiente manera.

Proposicidn & (Forster (1,p.20)). La suma de los indices do ramificacion sobre lua
puntog de p7 () e independiente del punto y. De hecho, no = % k(=)
2o E )
{y)

Pruebn, Sea v un punto de ramificacién de p en Y, v sca p‘l(y} w fay,.ooTe )
Denotemos por k; al fndice de ramificacién de p en r;. Existen wvecindades U de z;
y V; de y tales que para todo z € V; — {y}, el conjunto p~ (=) ™ T7; consiste de exac-
tamente k; puntos. Iodemos encontrar una vecindad ¥V C Vi .. UV, de y tal que
p"l(V) C Uy U...u U Dor lo tanto, para cualquier punto v = V1Y — A4, p~Hy)
.+ kr puntos. Por otro lado, la cardinalidad de p "l(y)
s2p (y)

consiste de exactamente ky 4 ..

es n, En consecuencia, n =

Sipr X~ Y es una funcidn holomorfa entonces por la proposicién 5 tenemos que
para todo y £ Y existe un ntumero n asociado a p~i{y). Esto uos permite generalizar
el concepto de cubierta no-ramificada.

Definicién. Una cubierta holomorfa ramificadade Y de orden n con locus de rama-
ficacidn A es una funcién holomorfa X % ¥ con locus de ramificacién A tal que la
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restriceidn es una cubierta topoldgica de orden n, Dos cubiertas holomorfas ramificadas

1 - P2 . . e .
Xy — Vv X, =%V de Vdeorden nson equivalentes, st existe un biholomornismo
Y .
X = X, el que el diagrama
2
X s .
P s
}/

es conmutativo. Al conjunto de clases de equivalencia de cublertas holomorfas ramifi-
cadas de ¥ con locus de ramificacion A lo denotamos por H(Y, 4, n)

Nota 6. Hasta aqui no hemos utilizado la compacidad de las cuperficies de Riemann.
Solo el hecho de que las funciones son propias,

Lema. Sea D* = {z € C:0 < z |

LY el disco agujerado, y X una superficie de
. - K . .

Riemann, Sea X = D" una cubterta holomorfa no-ramificada de D*.

(i) St la cubierta ea de orden infindto, entenced existe un btholomorfisme ¢ de X en el

plano superior wzquierdo H, lal que el diagrama

&
X —— H

Ty _,."'ezp
Di
es conmutativo.
(i5) Si la cubierta 3 de orden fintto k, entonces existe un biholomorfiamo X ?, D, tal
que el diagrama
X et o
7 S py
Di’
e$ conmutattvo, en donde D* LE, D* estd definida como pr(z) = L

. er . .
Prueba. Como H es simplemente conexo, H 28 D* os la cubriente universal de D*.
Por lo tanto, existe una funcién holomorfa v; H — X tal que el diagrama

5
L

aq - X

~, .

exp ™, AE
Dk

es conmutativo, y por la proposicién 1.7, existe un subgrupo G € Autpe(H) tal que
G =1,{X). Sea ry: H -~ H lafuncién definida por 7,(z) = z+2xn. Como Autp«(H) =



{D") = Z enionces G es fa identidad (en caso que el orden sea 00) 6 (7 == {r,p 0 n 2
(en caso que ¢l orden seu &), pues Aut(H, D*) = {H <% H:n < 7).

ixy
s

Si G consiste dnicamente de la identidad, entonces X es simplemente conexo v

or la unicidad de la cubriente universal, iy* es un biholomoriismo, de donde se tiene (1),
) Y )

J . .
20, entonees sea H = D% lu cublerta topolagic:

Si G es de orden & 5
definida por g(z) = exp(z/k). Sec ticne entonces que q(z) = g(¢') st y solo si+

=i o
M

. _ . L. c. e ® .
ara algin 7 € (7, de manera que existe una biyecciéon X = DT tal que ¢l dizgrama
-3 kS (]

H
e g
x - D

es conmutativo. Pero 1 y ¢ son biholomorfisrnos locales, por lo que ¢ es un bikolomor-
fismo tal que el diagrama

D‘
es conmutativo. ]

Teorema de extensidén de Riemann. Sea Y una superficie de Riemann compacta y

1
. . xep P . . . .
A CY discreto. §i X! = Y - A es una cubierta holomorfa no-ramificada propia, enton-
ces p' se extiende g una cubierta holomorfa ramificada de Y7 con locus de ramificacion

A

Prueba. Sea X' £ ¥ = A una cublerta holomorfa no-ramificada de ¥ de orden n, ¥
para cada @ & A, sea (Ug, z,) una carta coordenada tal que z,{a) =0, z,(U,) = {z =
Cizl< Yy U,nUy =Wsia#ad.

; . -1 . . o
Sea Uy = U ~ a. Entonces '~ (U7) solo tiene un niimero finito de componentes
!

all
conexas V), 1 < i< n(a),y V. = Uy es una cubierta holomorfa no-ramificada. Sea
- - t
Y

kai el grado de esta cubierta. Por el lema anterior, existe un biholomorfismo Va',- A D
tal que el diagrama

§3;
Vi —— D
/| P
A
ke

es conmutativo, en donde py, (2) = z"%.
|



16.

Sean qq;, ¢ € Ay 1 <7 < n(e), puntos distintos de un conjunto ajeno a X'
Entonces la topologia de X' de extiende a una Gnica topologia en X = X't {a,} tal que
si W € X es un elemento de la base que contiene a a, entonces {y,, }.i(p/ le Vi) 2 Yes

: U=
un elemento de la base que contienc a gg,. Con vsta topologia X es un espacio compacto
! N
v Hausdorft, y X/ E ¥ - 4 se extiende a una funcién continua X £ ¥ donde plaa) = a
Para definir una estructura compleja en X, ademds de las cartas cocordenadas

de X7, consideremos los conjuntos de la forma Vo, = V00 {7a;} ¥ los homeomorfismos

$ay - . . .
Vo, — D. Entonces X es una superficie de Riemann compacta y p una cublerta

holomorfa ramificada de ¥ tal que p { o= p'. g

Corolario 7. Sea Y una superficie de Riemann compacta, v 4 un subconjunto discreto
de Y. Eziste una correspondencia 1-1 entre el conjunto de clases de equivalencia de
cubtertas holomorfas no-ramificadas de Y —~ A de orden n y ¢l conjunto de clases de
equivalencia de cubiertas holomorfus ramificadas de Y de orden n con locus de ramijfi-
cacion A.

Gunning en [1,p.537} demucstra que toda superficie de Riemann compacta Y
4 i q

admite una funcion meromorfa no-constunte y que las funciones meromorfas en ¥ estan

en correspondencia 1-1 con las funciones holomorfas de ¥ oen P Por lo tanto toda

superficie de Riemann compacta se puede ver como una cubierta ramificada de P

Para concluir este capitulo probamos la férmula dv Riemann-Hurwitz que rela-
ciona los géneros entre las superficics de Riemann de una cubierta holomorfa ramificada.

Proposicién 8. (Férmula de Riemann-Hurwitz). Sean X y ¥ superficies de Ricmann
. . -7 - .
compactas de género g y g respectivamente, y sea X LV wna cubierta helomorfa

ramificeda de ¥ de orden n. St b= T (k(z) — 1), entonces
2N

229 =n{2- '.3:7’) - .

Prucba. Hagamos una triangulacién de V7, de tal manera que cada punto de ramificacion
sea un vértice de ésta, y que la imagen inversa de cualquier 2-simplejo singular baje p
sea la unién ajena de n componentes cada una homeomerfa a este 2-simplejo. Sea n;
el numero de i-simplejos de esta triangulacidn. Claramente la triangulacion inducida
en X tendrd nng — b vértices, any aristas y nnp caras. De manera que si x(.X) es
la caracteristica de Buler de X, y x(V) es la de Y, entonces x(X) = ny(¥) — & (ver
Springer [L,p.275]) y como (X} =2 =29y ¢(¥) = 2 ~ 2/ (ver Greenberg !1,p.100}],
tenemos que 2~ 2g = n(2 ~ 24') — b, ]
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Cubiertas del tipo (m,n}.

Introduccién. Sea Y una variedad topoldgica y (‘ L) la enbriente unlversal de ¥, Por

la propiedad wniversal tenemos que g se factonza a través de cublertas fopologieas. En
este capitulo estudinmos cubiertas topoldgicas de ¥ aue se puaden fctorizar a traves
de otras cublertas. A este tipo de cubiertas lns llamamos cublertas topoldgicas del tipo
{m,n). Al igual que en las cubiertas topoldgicas, estudiamos las representaciones del
grupo fundamental I, (¥, v) en algun subgrupo del grupo de permutaciones, El teorema
de extension de Riemann nos dard cierta informacion cuando Y c¢s una superficie de
Riemann compacta.

Definicidn. Sea Y una variedad topoldgica. Una cubierta topoldyica de Y del fz'po
{m,n), que denotaremos por (X, f; X, p), consiste de una cubierta topoldgica Y&y
de orden m y de una cubicrta topoldgica X 2 ¥ de orden n.

Dos cubicrtas topoldgicas (,{’l,ﬁl;.’\fl,pl) y ("{’g,ﬁg;.‘{g,pg) de Y del tipo {m, n)

. .. s oo - ) .
son cquivalentes si existen homeomorfismos Xy = X, v X 5 X, tales qne el dizgrama

LA

i |52

v, 1

[T g
v

es conmutativo, Sea H(Y,{m,n)} el conjunto de clases de cquivalencia de cubiertus
topolégicas de Y del tipo (m, n).

Para estudiar H(Y.(m,n)) recerdaremios el concepto de producto scmidirecto
entre dos grupos.

Sean G, y Gy grupos, y : Gy — Aut(Gs) un hemomorfismo; denotemos por g,
a la imagen de g; bajo . El producto semidirecto de Gy y & respecto a ¢, denotado
por (3, xg G, s el grupo en G, x G con producto {41, ¢2) (v}, 0} = {(}137’1,!}’],1 {g2)g2))-
Satisface las siguientes propiedades:
(r) Los homomorfismos 11: Gy — Gy %9 Gy ¥y 21 Gy - Gy 25 o, definidos como
g = {91, 1) v w2(92) = {L,42), son inyectivos.
(#1) 22{G1) es normal en Gy xg G,

(lll) 11(01) = G1 xo G’g/lz(GQ).

Consideremos el grupo de permutaciones Sy, y sea S = G w ... x Sy, el pro-




ducto directo de n copias de &,,. Sea 0: 5, -+ Aut(G}],) el homomoriismo definjd

onor

Tl (LT ) :(ra(l) e rx;(n')). El producto semidirecto &, x; &7, ademis satisface:
{iv) La proyeccién @: 8, x4 &% - S, es suprayectiva.

(¢) El homomorfismo &3, x43 Sy — Sy, definido como
Lo (oo} {8,0) = {o{i) m(0))
es inyectivo.

Sca (f{',f); X, p} una cubierta topolégica de ¥ del tipo (m,n). Entonces tenemos
que el indice de II; (X, ) en I (X, z) es m, y el indice de (X, z) en I (Y, y) es n.

Si {ai}i1<i<n ¥ {87}1<;<m son conjuntos completos de representantes de clases late-
rales izquierdas de I;(X, z) en I, (Y,y) v de Hl(.'{',i) en IT(X,z), v m:IL(Y,y) —
S, y T I (X,2) — &y, son las representaciones inducidas por p y p respecto a
{ei} vy {ﬂj}, habiamos visto en el capitulo I que para toda clase de homotopia ~
en I, (Y, y), existen clases de homotopia Gnicas vi,...,7 cn IL (Y, ) tales que oy =
o, 5y i- Consideremos la funcidn & I, (Y, y) — &y xg T (X, z)" definida como ¢(~) =
{rq, (71, v m)). Entonces tencines definida una funcidn @: (Y, y) — S, =y &),
como la composicién (1 x #%)¢

@
H](}.’,jj} - e r Wp o~y Hl(:\.l,)
\\\\ 51‘;1%"
[fe] ‘\‘A ;
¥ B x4 By

en donde 1 % #™: S, g (X, 2)* — &, =5 &), es el homomorlismo definide como
P () - — =3 b
(L 7o, (ry .oy ma)) = (o, (Fryy o 7)) -

Proposicién 1. Sca (i’,[); X, p) una cubierta topoldgica de Y del tipo (in,n). Entonces

la funcidn o: 11, (Y, y) — Gy, <y GF, es un homomorfismo.

Prueba. Como o = (1 x 7")¢, cs suficiente con ver que ¢ es un homomorfisrno. Para
esto, sean ~ v ~' rlases de homotopin en T1; (Y, y), 7 supungawios que respecto a {a;} ¥
!
{‘3)} tenemos que yey = af*;(l')»h' ¥ '71”1' == 'ﬁ"x,,(l')Afx" Entonces
Py N I}
. g [T
Iy f ,.1,(,) 1i
o e )
r.,rr,y,(x) 17,11(1) Iy
!
o TR
r (g @
y por lo tanto,

PO T i
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¢(‘f’7’) = (Tr‘7‘7’1 (Afn-_’,(l)’f,l’ ey P,'g’?, 47;))
= (W‘IF";’* (hf.?_’p(l]—."z‘ ey :".‘.,_yl(u)-fn};.
= (mp (e ) mps (o)
= el
Decimos que p: [T ({Y,y) — &, =4 S}, es la representacton inducida por {5, p)

respecto a {a;} y {B;}-

Si ahora consideramos representaciones p: 1 (Y y) — Sy v mILI(X, 2]} ~ Gy,
inducidas por p y p respecto a distintos conjuntos {tfli-} ¥ {;;} de representantes de

clases laterales izquierdas de IL{X, ) en I (Vi) y de [T, (\:' £} en 1T, (X, z), entonces
cxiste A & ?’n v o€ G tales que o) = oy v 85 s 3,550 con i € TH(X, 1)
Y& & WX 7). Sea 2t IL(Y,y) — &y »y Oy la representacion inducida por (p, p)
respecto a {at} ¥ {1;}

Proposicidn 2. Los homomor fisrmos o, 2" TL (Y, y) — Gy, =y G, son equivalentes.

Prueba. Sea + una clase de homotopia en IT,(Y, ), ¥ supongamos que respecto a {o;}
tenemos que yay = o (i), ¥ que respecto a {al} tenemos que yol = aj;7(i)5f‘ Entonces

mal = -
R T L
Qo A(i) "l,\(i)S'i

e o e
=y Lo Ald )S‘\ 1“, Alf) f,\(x)ﬁ s
¥y por lo tanto,

\,\
LY AN

—

a.
S
~
~2
=
H

-1 1 —1
(/\ :|7,\,(5/\__1m,\{!)/’\“)g'“...,k)_! A\l”r\

= T gy R G sn))
= (X (§1,~~,'{n))~ ) (Moo 5a))

Esto prueba qun los homomorfismos 4 v ¢' son equivalentes. Como p = (15n W T)S
ve'= (lgn wg A")H, entonces

S0 = (e, w0000
(L, o AN G esnd) TR N ()

= (N (pgpreeep0)) Mg 0 TGN (e )
(A (g o6)) Mg, ¥ TS0 (A (kpgys o ipia))
(A0

M (oegs o) A (oys - 12000)) s
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umuamg



de manera que si X = (X, (#peys . ospt0c,)), tenemos que o' (v) = v ls{qiy, lo cunl
pruchba que i v ' son cquivalentes. 5

Teorema 3. Sea Y una varfedud topologica. Si (\1.111,-\1,IJ1‘ g (X, Aoy N, po) sen
cublertas topoldgicas de Y del tipo (. 1) equivalentes, entonces lug represontaeions
inducidas 21 v 2y son equivalentes,

Prucha. Seun (\m')h Xpopvd X, 2y P23 Vs, po) cublertas topoldgicus de 17 r"c-l tipo (m, nl
equivalentes, v sean p i [L{(Y,v) — &, g S v pa I (Y, y) ~+ Bp %y G los homo-
morfismos inducidos por (5, py) ¥ (P2, ). Entonces Py IT{N), 5, ¥ Py (X2, F4), asi
como Py 5 (Xy, %) vy P L (X, 2

Ig), 50N iSOXIlOI‘f()S; por lo tanto CO]IjII"iIdOS. Por la
ro osicidn 2 tenemos que Y 0 8011 CC uivnlentcs.
1 o

Supongamos que (\ p; X, p) es una cubierta topoldgica de ¥ del tipo {n,n)
con homomorfismo inducido =i T({Y, 1) — &y, v G}, Entonces tenetnos el siguiente
diagrama conmutativo

g O
,~/A'/‘ ¢
(Y, ) /Efm' S, vy &
g 1%
T Tug,

en donde ¢:T{(Y,y) — Spn es la representacidn inducida por la cubierta topoldgica
X2y y oy, y) — &, es la representacién inducida por la eubierta topoldgica
gt Y,esdecir m= ppy o= bp.

Il diagrama anterior nos da condiciones necesarias y suficientes para que una

cubierta topologica { X, q) de Y se factorice en cubiertas (X, 5) v (X, p)

Teorema 4. Sea X -+ Y una cubierta topolégica de Y de orden mn con homomor-
o . . 7 o - ] - . .. -

fismo inducido 0: 1L (Y, y) — Sppn, y 9ea X -5 T una cublerta topolgica de Y de
orden n con homomorfamo inducido #: 11, (Y, y) — G,. Entonces existe una cubierta

topoldgica X 85X de X de orden m tal que ¢ = pp 91 y 2olo &t cxziste un homomorfismo
eI (Y, y) — Gy g G tal que la tmagen de TN (Y. ) bajo = es un subgrupo transitive
de Op g G, con @ == pp y g = fpo.

Prueba. Supongamos que ¢ 11, (Y,y) — S, xS} es un homomorfismo tal que 7 = pe
v o=1{p. Coniyy jo fijos, identifiquemos a &,y {resp. Sy,,,-.1) con el subgrupo de
&, (resp. Gyyn—1) que consiste de aquellas permutaciones en Gy, (resp. Spp-y} que
fijan el simbolo {y {resp. (io,Jo)).

Consideremos la funcidn #: I (X, 2) — Gy, en donde &, ¢ Gy, consiste de aquellas
permutaciones eu 8,, que fijan jo, definida de la siguiente manera: Si ~ es una clase de



homotopia en IT, (.‘L .r) wpey) = (o, (r,...,m)), definimos #{~) como ’":‘o~

¥
Como M{X, z} = 7~ 1(&,-,), 7 es un homomorfismo, y como IT;(X,7) = o~ (G,,mﬂ 1)

(X, 5) = fr*l(qu), Por ol teornma 11 cxiste una cubierta topolégica X 4 Y de
X de orden re que es tal que pp = 7, k]

Sea p: 1T (Y y) — Sy w5 &7, un homormorfismo tal que la hnagen de 11,{Y, y)
bajo  es un subgrupo transitivo dr' G, ~0 bm Entonces los homomorfismos g y £
inducen cubiertas topoldgicas X Ly y X~ .Y de ¥ de orden n ¥ mn respectivamente.
Por el teorema anterior, existe una cublerta topologica (_\ , D) de X de orden m tal que
(X,p; X, p) es una cubierta topologica de Y del tipo (m,n). Decimos que (.Y, 5; X, p}

es la cublerta inducide por o I (Y, y) -~ g GF.

Teorema 5. Sea Y una vartedad topoldyica y sean op:IG{Y,y) — Sy, o0 G,y
o T (Y, y) — Gn %8y, dos homomor fismos equzvalentes en Hom(T, (Y, y), S, xyGk).
Entonces las cubfertas tndueidas (Yhﬂl.«\l ) v (Xa, 72 X, p2) son equivalentes.

Prueba, Si o I11{(Y,y) — &, %3 6}, v wu: IL(Y,y) - G, xg B, son equivalentes, el
tcorema de cldsihcacmn para cubiertas topoldgicas inplica que las cubiertas topoldgicas

- . . P2 . . . L. W 7
X Ay y X LEN Y, son equivalentes, as{ como las cubiertas topolégicas X, Ly y
& P AN v .
X Ly, Por lo tanto (X0, p; X1, p2) v (X2, P23 X2, p2) son equivalentes. |

Como consecuencia de los teoremas 3 y 5 obtenemos ¢l teorema de clasificacion
de cubiertas topologicas del tipo {m, n).

Corolario 6. (Clasificacién de cubiertas topoldgicas del tipo (m,n)). Sea V' una
varicdad topoldgica. Entonces los conguntos H(Y (m,n)) y Hom(IL (Y, y), S, x5 &)
estan en correspondencig 1-1,

Ahora consideremos el caso en que Y es una superficie de Riemann compacta.

Definicién. Sea ¥ una superficie de Riemann, ¥ 4 un subconjunto discreto de Y. Una
cubterta ramificada de Y del tipo {m,n) con locus de ramificacion A, que denotaremos

por (.7{",13; X,p), consiste de una cubierta holomorfa ramificada X L Y de Y de orden

Iy \ . A -
n con locus de ramificacién A, y una cubierta holomorfa ramificada X - X de X de
orden m con locus de ramificacién p=1A.

Dos cubiertas ramificadas (_i’,,ﬁl; Xup)y (i’r_»,ﬁg;Xg,pg) de Y del tipo (m,n)
f S

son equivalentes si existen biholomorfismos 5\'1 4 Xy v X, 9 X, tales que el diagrama
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1 iz 7
X X;
LT 7 P2

es conmutativo. Sea H(Y, A, {m, n)) el conjunto de clases de equivalencia de cubiertas
ramificadas de Y del tipo (m.n) con loens de ramificacién A.

Como consecuencia del teorema de extensidon de Ricmann, tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 7. Sca Y una superficie de Riemann compacta, y A un subconjunto discreto
de Y. Eziste una correspondencia 1-1 entre H{Y, A, (im,n}) y H{Y, (m,n)).

Como corolario del teorema de clasificacidn de cubiertas topoldgicas del tipo
{m, n), tenemos ¢l teorema de clasificacién de cublertas ramificadas del tipo (m, n).

Corolario 8. Sex Y una superficie de Ricmann compacta, y A un subconjunin discreto
de Y. Entonces H(Y, A, (m,n)} v Hom{IT,\(Y — A,4), S, x4y &%) estan en correspon-
deneia 1-1,

Luas cubiertas que hemos considerado en H (Y, 4, {m,n}) é en H(Y,(m,n)) han
sido tales que las cubiertas (X, 75) v (X,p) son ambas ramificadas 6 no-ramificadas,
Si (X, p) es no-ramificada y (X, p) es ramificada el problema de clasifieacion de estas

cubiertas s¢ comblira,

Donagi en {2} considera ol caso particular en que (X, #) es no-ramificada de orden
2y (X,p) es rannﬁcada de orden 4, asi como la construccién de Recillas {ver Recillas
[1]) en que (X, ) es no-ramificada de orden 2 ¥ (X, p) es ramificada de orden 3.

Para el caso general no se conoce ningun resultado
© (=]
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