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C PREFACIO
E Mf Esta disertacién doctoral presenta un analisis teérico de modulacién
% . | sigma-delta sobremuestreada, la cual ha sido recientemente promovida comd una
| B alternativa promisoria a las técnicas convencionales para implementar
- convertidores analédgico/digital de alta resolucién con tecnologia VLSI.
Aquellos téplcos de interés general son discutidos, incluyendo el R
principio de operacién, arqﬂitecturas. propiedades basicas tales ,comol el 4%-'77 
________ comportamiento estadistico y compromisos de su desempeﬁo;- consideraciones %
detalladas de circuitos y de tecnologia en el disefio de cuantizadores .  *§}-ff
-Sigma—delta practicos para aplicacionés especificas no est&n cubiéftds aqui, 1 1-1; éfigu,:fi
”§ excepto un tratamiento general de algunas cuestlones de robustez. | :: ” f
) ’ El desarrollo sigue un enfoque de “analisis exacto", todos :Icé f' Eﬁ
0 f, resultados s0n rigurosamente derlvados en el sentido de que ninguna de las- 3
A- & 'Qaprox1maciones ni por lanealizacién ni el modelo de ruido. aditlvo blanco 5on:  -
;i | usados. Consecuentemente, no existe la nece51ddd de recurrir a 51mu1ac10nesf .fg.AV
*? u;3‘AA ’_: ~por computadoras. | | o ‘__” -
,fg. ) | |  Esta seleccién partlcular de temas y de metodologxa refleJa el 1nterésj; ??7
?ﬁ -m£" ~ de lnvestigac16n del autor. Aunque el tratamlento es dltamente matematlco,f?;é
:;E;'  -155 conclusiones principales son generalmente penetrantes y faciles defif}jf
3 E- 'ihterpretar  lLa .teoria' puede proporcionar 1nf0rmac1én5 util " para 1ailif}f¢
- ' comprenSi6n y el disefio de sistemas practicos de cuantizacién sigma—delta. ;fff: :’:
_purante_el desabrdlid de'esta'teSis el autor ha recibido asisten01a de;_
..‘un 'buén numero de f'sus'am.i'gCS 'y.'colegas y es un. placer expresar' aqui su
”E“:;;. A _aprec1o por la ayuda. El autor agradece profundamente a su asesor doutoral |
§§ ,¢y' ; ;j ._e1 profesor Federico Kuhlmann cuyo animo y direccién han _tenido uha{
€; .wj~' I 1nf1uencia estimulante ‘sobre el desarrollo de esta 1nvestigacién, muchos def
zﬁ;fé  ;1 ':‘w:; “SUS comentar1os penetrantes Y sugerencias expertas han contribuido de manera;
?  }:éf 1mportante al mejoramiento de la calidad y el estilo de presentaciénh_. :f" :
li_ Mi - Reconocimiento ‘también se_dirige_al doctor Chao-Ming~Zeng,_colega del;f
y 5€  . R . - S ‘v . PR RN
: i
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. C]aramente esto es un dlSpOSlthO no lineal ya que uno de sus componentes ealg”if&iﬂ'

un cuantlzador

 baJas (usualmente binarios) dentro de los lazos de. retroalimenta01én Junto&ﬁ”

S

'_bé.mca detras de estos sistemas es el compr‘omiso entre la r'esolucién del;-:f'f
 de tasa baJa muchas veces en lugar de un cuantizador de tasa alta una vezj
: precisién. del circuito requerida: para 1mp1ementar» cuantizadores de tasas?

'bajas se relaja significatlvamente Yy como la precisién de sobremuestreo”"

‘frecuentemente - facil  de controlar | convertidores : analbgico/digita1>

Carituto 1 INTRODUCCION

1.1 Antecedentes y Motivacién

Conversién analédgico/digital Juega un papel fundamental en sistemas de
comunicaciones digitales y ha sido un tépico de extenso estudio teérico por
mas de 40 afios. Entre las diversas técnicas para conversibnlanalégico/digital '
de alta resolucion, modulacién sigma-delta (o delta—sigma) sobremueStreadarha o  § ¥
sido  recientemente  promovida como ‘un  candidato promisorio para o ? :v
impleméntaciones con tecnologias LSI y VLSI, debido a su_Simplicidad.bz-su_

robustez contra imperfecciones del circuito. El ejemplo mas sencillo de

e moduladores 51gm1—delta es el modulador sigma—delta de lazo simple- que>"'

‘consiste en un integrador ideal y un cuantizador b1nar10 rodeados por un lazoufa  ”'ffﬁ,f”

de-retqpalimenta01én, mostrado en las F&guraa 2 1y 2.3 en el Capltulo 2. fl

Convertidores 'anaIOgico/digital'_ qobremuestreados N intentanf‘“Iograrffff?fff

cuantlzacion de alta resclucibn por medlo de cuant1zadores uniformes de tasasff'5iV 

con f11tros-11neales ‘Muestreando la forma de onda analbgica en~1a-entrada@¥if51
muchas veces mas rapidamente que la ‘tasa de Nyquist varios bits suce31vosfi §'“
del cuantizador crudo pueden producir una. sola aproximac16n de tasa alta de j;ﬂ;_

las muestras de la sefial orlginal a la tasa de Nyqulst Entonces la idea€ii§1;,

cuantlzador y la precisién y rapldez de tempor12ac16n, uno usa un cuantizadorf

para producir cada muestra dlgitilizada en’ la salida Como la tolerancia de:

sobremuestreados son adecuados para tecnologias VLSI y por lo tanto. estaQJ

- =-1- |




“técnicas de linealizacién, en las cuales el cuantizador crudo es reemplazado

por una fuente de ru1do blanco ad1t1vo uniforme e independiente de la. seﬁalu

técnica actualmente recibe atencién creclente como una alternativa atraétiva
a las técnicas convencionales.

Una varledad de arquitecturas especiflcas para cumplir este objetiva ha
sido propuesta en la literatura. Convertldores analégico/digitales generales

pueden ser complejos porque pueden tener varios cuantizadores dentro de mas

~de un lazo de retroalimentacién. Cuando sb6le un lazo de retroalimentaciéon

alrededor del cuantizador es usado, un slistema general de cuantizaclién con
retroalimentacion puede tener filiros lineales en ambas trayectorias, directa

y/o de retroalimentacién. Cuando el filtrado lineal se encuentra totalmente

en la trayectoria de retroalimentacién, el sistema se 1lama codificador
- predictivo; si el filtrado est&d unicamente en la trayectoria directa, el
sistema es denominado codificador interpolativo o de configuracién de ruido..
EL e jemplo clésico de codificadores predictivos es el modulador déita,'
mientras los moduladores sigma-delta constituyen la clase mas importante de

codificadores interpolativos La caracteristica comun de moduladoreSv

1gma—delta es que s6lo se usan intcgradoros 1deales como filtros lineales.

‘_El modulador sigma~de1ta nas senclllo tiene s6lo un lazo de retroalimentacién,ff

y el cuantizador tiene unicamente dos niveles de salida. Moduladores més” x'
' $ofistigados'puedén ser construldos por medio de un cuantlzador multiblt' :--.,w
dentro de mas de un lazo de retroalimentac1én llamado modulador 51gma*delta 3   .f ﬁ
multilazo, o bien por med1o de una cascada de var1os moduladorec de lazof-57

: 51mp1e llamado modulador 51gma—delta multletapd En general se cree que entre?;ffffﬁJ

mas. complejo sea un sibtema mejor sera el desempeno global de cuantizacién

Un - problema perslspente en las aplicaciones ,¢e los sistemas de}iif ;
'cuahtiiaCiéﬁ' retroaliméhtados ha éido_'la 'dificuldad :en _el _analisis y}i;gf;
'prediccibn de su comportamiento porque la complegidad debida a la operaciénfé ;
no lineal ~es empeorada. por su.  presencia dentro ; de'-}H lazo | de;T h 
'~retroa11mentacién Para evitar el enfrentamlento a esta dificultad se hafﬁhw
”'fdesarrollado una variedad de aproximacione La validez rara vez pruebagf
ana11t1camente mientras  muchas de.‘tales técnlcas V pQP experiencia yj;

'51mu1acién, se sabe que Son’ capaces de llegar a resultados buenos en algunos'

casos y pobres en otros Por mucho la aproximaclbn més comun consiste en usar

de entrada Como este sistema nuevo es lineal algunas de sus propledadesf 

 ;pueden obtenerse facilmente usando técnicas convencionales de sistemasff;

i, T
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 donde la cal1dad del sonido puede ser mucho peor que aquella sugerlda por la;_

lineales. Esta aproximaciétn conduce a, por elemplo, desempefios globales y
razén sefinal a ruldo de cuantizaclén, que concuerdan razonablemente blen con
resultados de slmulaclé4n para slstemas de modulacliédn sigma-delta de Ordenes
altos, y se cree popularmente que mientras el orden (el numero de lazos o
etapas) sea mayor, las aproximaciones son mejores. Este tipo de andlisls, sin
embargo, no puede hacerse riguroso para el modulador sigma-delta de lazo
simple, porque el espectro del proceso de error del cuantizador binario
consiste en 1lineas espectrales discretas cuyas ampllitudes y frecuenclas
dependen de la entrada, como fue reclentemente reportado por Gray. Ademas,

para algunas aplicaclones tales como audio digital, la razén sefial a ruido de

| cuantizacién per se no es tan significativa para sefiales con eqpectroo

discretos, y, para moduladores multilazo, simulacién y codificadores actuales
exhiben frecuentemente comportamientos de inestabilidad, que no son predichos
por el método de aproximacion.

Existen buenas razones que motivan el uso de sistemas mas sofisticados

tales como moduladores :multilazo 0 multiétap1 Como ya hemos mencionddo el

modulador de lazo 31mple tiene por lo menos dos deficiencias a pesar de que

su estructura es bastante ‘simple. Para implementar convertidores de altav17”  |
resolucjbh, ~se requiere de velocidades de operacién muy altas (mag   :l 
.pbecisamente de razones de'sdbremuestreo gbandes)  Sin embargo. generalmente -v: |

son deseables pequenas razones de sobremuestreo porque pdra el maximo ancho f TT :
de banda de una tecnologla dada, menores razones de c'obremuestr‘eo permitenf;;ff?f
'manejar sefiales de espectros mas amplios con lo cual se incrementa el numero:fl;ff'
de posibles ap11cac1ones Otra desventaJa es que el ru1do en el cuantizador y fifff.?
la salida tienen espectros discretos, y la frecuencia y magnitud de cada unaff;f}f
~de las lineas espectrales dependen de manera complicada de la entrada delﬁff{
'_modulador. Este hecho sugiere que el modulador de lazo simple es desfavorablelf@f’
"\'~por‘que la ‘dependencia de entrada de los espectros compllca el dlseno de

‘filtros de decodlflcacién Tamblén la naturaleza d1screta de 105 espectrosgip

convierte la razén senal a ruido de cuantiza01én en una medida de desempenof’ﬂ

-subJectinmente pobre par'a ciertas apllcaciones Lales como audlo digital

razén senal a ruido de cuantizacién ST RS
 la superloridad en desempeno de sistemas multilazo ha sido obser’vada,fjf]'
como un’ resultado de numerosas simulaciones y experimentos.. Modulaciénﬁ

sigma-dleta multietapa es. relativamente nueva, y la experimentacibn haf
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f_comparar estos desempefios y sus 1mplicaciones con aquellos derlvados usandof

indicado que es también una técnica muy promisoria. Contrarlio al modulador
sigma-delta de lazo simple, estos moduladores soflisticados si exhiben el
comportamiento predicho por el andlisls con fuentes de ruldo blanco.
Desafortunadamente, existen muy pocos estudios tedricos en la literatura, vy
en particular la conjetura de que el ruido en el cuantizador es blanco y
uniforme no ha sido demostrada matematicamente. Por tanto, un reto de
investigacién debe ser una descfipcibn comprensiva del comportamiento
complejo de tales sistemas altamente no lineales, porque las propiedades
basicas pueden comprenderse mas facilmente, y la prediccién del desempeiio del
sistema (que es una asistencia valiosa para disefiar sistemas practicos) puede
derivarse con facilidad a traves del estudio cuantitativo de un modelo ldeal.
Mas especificamente, un analisis teérico 1idealmente vdebe' proporbionar
respuestas rigurosas a las siguientes cuestiones fundamentales:

1. ¢Cual es el comportamiento estadistico del ruido'en'el cuant izador
interno, es decir, los promedios temporales tales como la media muéstral.'la o

potencia, 'la autocorrelaci6n, el espectro de potencia y1 la distribucion

y‘muestra]?

| 2. LCémo varia el desempeﬁo e.g., el ruido de cuantizacién medio gv'
‘ cuadrat‘co, como una funcién de la razén de sobremuestreo y del numero de:ﬁ

lazos o etapas en el modulador sigma-delta? - e o
| 3. ¢Bajo qué condiciones proporcionan los diferentes métodos de analzsls: o
N predlcc1ones correctas sobre el comportamlento de un modulador sigma~de1ta?_: L
~ También debe ser capaz de proporcionar una visién profunda Yy valiosa a. otrosa;fiff_fﬁ
tbpicos importantes tales como problemas de inestabilidad que aparecen eniQu;féf?
moduladores sigma—delta multilazo Y la degradacién del desempeﬁo debida a las:"'ﬁm”:?
f'imperfeCC1ones de circuito | | Sl
'El objetivo de esta disertacién es presentar una coleccibn de resultados5F"H“

- exactos sobre la clase de modulacién sigma—delta mu]tilazo que proporcionen;;;ei

una, - descripcién teérica del compor'tamiento de estos sistemas _"Exacto L

riguroso 51gnif1ca que las ecuaciones' en diferencia no—linealeS' quef{;
describen estos sistemas de tiempo discreto son resualtas exactamente sin;ff
'11nea112ac16n- Yy ~sin suposic1ones sobre el ruido de 'cuantizacibn En?f?

particular, estamos interesados en evaluar el desempeﬁo global cuando se usani_.

‘ <a1gunos filtros digitales simples para. demodular los datos modulados yfpl

aproximaciones comunes.
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comportamlento de modulador'es sigma-—delta asi como la populamdad moderna d

 estos sistemas ‘se deben a Candy y sus colegas. Los resultados de Candy (1974'

l.La base de las técnicas del anallsis exacto esta contenlda en los
articulos fundamentales de Gray sobre los moduladores sigma-delta de lazo
S'imple. Extendemos su enfoque al caso de multilazo, el cual incluye el de
lazo simple como un ejemplo especial. El analislis en el dominio de tiempo no
requiere matematicas muy- sofisticadas, aunque el algebra se cbmplica
ocasionalmente con férmulas. Muchos de los Lirabajos originales para
desarrollar estos resultados conslsten en adivinar la soluciéon ‘a las
ecuaciones en diferencias no lineales. Una vez logrado esto, la soluciédn
puede verificarse facllmente usando induccién matematica. lLas propiedades
basicas de est_ab'ilidad de estos sistemas también siguen la_m.iéma linea de
razonamiento. | |

En .el analisls asintético, restringimos nuestra -atencic‘m a lormas de
onda de entrada constanﬁe y senoidal. Se enfatiza la entrada constante por*quej
es la forma de onda mAs simple y es una buena 'éproximac:ién para sehales
generales que varian lentamente cuando la razon de sobremuestreo es grande,
Las senoides son importantes para aplicdciones por*quev son com(thente- _us'adas -
eh las pruebas de desempefio de sistema, pero los detalles dél anallis.isi.._se-'

complican. El método de transformada o de funcién caracterlstica, as'i' éomb .

"algunos.r'esultados clasicos en la teoria ergédica han demostrado su utilidad S

" Nuestros reaultados se enfocfm pr1nc1palmente a moduladores mgmawdelta"

multilazo aunque son mmedlatamente ap11cables al caso de multietapa Los
Pesultados para este altimo caso seran dlscutidos cuando sea conveniente,"_?_?' AT

-per'o la presentacmn sera algunas veces br'eve o simplemente omitida

1.2 Un Bbéve‘Re'sumen'_‘ de los Resultados Tradicionales y Recientes :

_:-Modulacién sigma—delta fue pr'opuesta por primera vez por Inose,_. Yasuda y

' Mur‘_akaml (1962) e Inose y Yasuda (1983) como un . medlo eflciente par'a'._f"-

alcanzar cuantizacibn de alta resolucién usando sblo circuitos on

componentes de baja precislén

Muchos de los resultados originales y el entendimiento penetrante del:

1985, 1988) y Candy, Ching, y Alexander' (1976) y de muchos otros autores, po




ey e

_____

digital/analbgica,, como fue propuesta por' Ritchie, Candy y Ninke (1974)
| Candy y Huynh (1986) usaron moduladores sigma—delta multilazo para obtenehﬁ;ﬁ

ejemplo, Agrawal y Shenol (1983), Ritchie (18977), estéan basados en simulaclién
y experimentacién o la amproximaclién de que el error del cuantizador es una
sucesién independiente y uniformemente distribuida. La esperanza fue que esta
suposicién cominmente usada pudiera ser Jjustificada por el resultado clasico
de que el ruido granular de cuantizacién puede ser modelado razonablemente
bien como ruido aditivo blanco uniforme, desarrollado por Bennett (1948), vy
Widrow (1956). (Ver Gersho (1978) para un resumen tutorial de estos
resultados cléasicos.) Candy y‘BenJamin (1981) también usaron un modelo simple’
qué aproxima un modulador de tiempo continuo para obtener un analisis
espectral del ruido de cuantizaci6én. Su método es una extensién de Iwersen
(1969) para analizar sistemas de modulaci6on delta. Candy (1886) y Candy,
Ching, y Alexander (1976) también consideraron el problema de decimaciéon y
propusieron algunos filtros decodificadores simples para aqnel proposito.

Una variacién de la aproximacién con ruido aditivo blanco es un enfoque

basado en funciones descriptivas usadas en el campo de control no lineal. La

funcién descriptiva representa la companente fundamental de la salida del

cuantizador y los componentes restantés son entonces resumidos colectivamente

como una fuente aditiva de ruido blanco con una ganancia que se determina en

el sent;do de minimos cuadrados, asi como la funcién descriptiva. Este método'f  

fue prlmero,apllcado a moduladores sigma-delta pon Ardalan y Paolos:(1987) y  ?7*

‘Ardalan (1988)

| Una variedad de arquitecturas espec1f1cas de moduladores sigma—delta 59  f  ” 
|  ha. Propuesto en la literatura. Los modu]adores sxgma—delta, multilazo sonif i'iﬂ £
introducidos primero por Candy (1974), y se ha observado los problemas de
_estabihdad cuando so6lo se usan cuantizadores ‘binarios en estos 51stemas_;;f‘jfﬁ"f-'-f_"f"" ':' i
| multilazo, y este comportamiento no se puede describir adecuadamente ‘por. elffiﬂ}?
'ianalisls ‘aproximado. - Moduladores sigma-delta multietapa son ppopuestog;i;%i;
primero. P°”'U°himuraa_ﬂa¥a5hi Kimura, y Ivata (1986) y Matsuya Uchimura, =
;’KObayashi Y fShikawa (1987) Sus resultados fueron pPinciPalmentegli; J.H 
,experimentales y no comtemplaron analisis teérico. Topologias mas generales}f
para codiflcadores interpolativos y predlctivos fueron recientementeszﬁ

propuestas por Tewksbury y Hallock (1978) Lee Y Sodini (198/) Giancarlo yﬁ?f

Sodini (1986) y Scott Lee, Giancarlo, y Sodlni (1988) R R
~ Modulacién sigma~delta es también . aplicable : j:ﬁl Conversién&ﬂ¢

»
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fcaso ; Sé“ requiere de : al menos tres | lazos  de;~ retroalimentacién)

me jJor desempefio. Como en este caso la entrada es digital y por lo tanto so6lo
toma valores raclonales, el comportamiento del sistema es caracterizado por
ciclos limite. Algunos resultados teodricos inlteresantes sobre este
comportamiento periodico fueron recientemente reportados por Friedman (1988),

Aunque modulacién sigma-delta sobremuestreada fue propuesta hace casi 30
aflos, las propledades basicas y el andllsis de desempefio de estos sislemas
nunca han sido derivados previamente de manera exacta hasta los trabajos
recientes de Gray. En su articulo fundamental, Gray (1987), se efectud un
anallsis exacto en el dominio de tiempo para un modeld de tiempo discreto
(Figura 2.3) del modulador sigma-delta de lazo simple excitado por una
entrada constante, y varias propledades se derivan rigurosamente sin. las
suposiciones sobre el espectro o la distribucién del proceso de error. Su
¢0nclusién es que si la entrada es sobremuestreada a, digamos, N veces la
tasa de Nyquist, y la salida es filtrada (paso-baja) y_deéimada tomando una
de cada N muestras, entonces 1a razon sefial a ruido de cuantizacién es una

buena aproximacion al efecto de un cuantizador uniforme de N niveles a la

tasa-original'de muestreo Gray (1988) también reporto un'analisis éspectral .

usando series de Bohr-Fourier y una apllca016n novedosa de la teoria ergédlca

para degerminar el espectro del ruido de cuantizador. Gray (1988) concluyo -
“_entonces que el modelo de ruido adltlvo blanco. independiente de la senal, FE— 5
tofalménte: 'inCohsiStente ‘porque el 'vérdadebo proceso “de'"éﬁr0r7“ de* "*_1 p]
cuantizacién t1ene un espectro discreto que consiste en Ilneas espectrales:f  _”
_'cuyas amplltudes y frecuencias dependen en una manera complicada del nivel de5j ?5ff?
entrada, Este analisis fue también extendido recientemene al caso de entradasf" “ #
'ﬁsen01da1es por Gray, Chou y Wong (1988) ‘Debemos mencionar que muchos de los;\ffff ?
- resultados de Gray se asene jan a los trabajos previos por Clavier, Panter, yjfff;f;i
. _Gr1eg (1947 a, b). | S

Este enfoque de analisis riguroso ha sido recientemente extend1d0 porffﬂf '

" He Kuhlmann. y Buzo (1988, a,b), y He,_Buzo y Kuhlmann (1988) a mOdU1ad0Pesffﬁ?:
'sigma-delta multilazo Cuantizadores multinwel son usados en su anélisis_f}jflff;"':".'”
para garantlzar la llamada estabilidad de no- sobrecarga Vuna propiedad quef;
' eS' crucial para  ‘que el método funcione Se establec1eron Condlcionesf;’
,necesarlas 'y :suficiéntes para estabilidad Quiza sorpredentemente, 51g;2
~;SECU63013 del error de cuantizador es en efecto un ru1do blanco con1 

:‘dlstribucibn uniforme para ambas entradas, constante o senoidal (en el ultimo ”

_7“'m”
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_ conf‘lguracmn del rmdo de cuantizacibn

,en tiempo tales como la media, la potencia, la distribucién muestral

fdistribuc1bn
" irracionales, obtenido por Weyl (1818),

Won

Independientemente, Wong y Gray obtuvieron resultados similares a los

resultados de He et.al., para moduladores sigma-delta de dos etapas, mientras

que Chou, Nong,'y Gray (1988) estudiaron moduladores sigma-delta multietapa

generales.

Finalmente, Zeng, He, y Kuhlmann (1988) han formulado y estudiado el

problema de robustez de modulaclén

sigma-delta en la presencia de
imperfecciones de los circultos. |

Todos estos resultados exactos sobre moduladores slgma-delta se han
reportado muy recientemente y la mayoria de ellos aun no han sido publicados}
Para una discusiéon tutorial completa y actuallizada sobre e1 tema, el lector

es referido a Gray (1989).

1.3 Un Bosquejo de la Tesis

‘Una coleccién de resultados tedricos exactos sobre nmdu1a01én &1gma-deltaj*
' lsobremuestreada obtenidos rec1entemenhe por el amtor, se presenta aqui de  quﬂw7»i
_ manera UnlfiCdda El materlal se estructura en 5 capltulos (Capitulos 2-6).

En el Lap1tulo 2. pPOp0P01onamos una descrip01én detallada de las dlfelentesif' :F?H

modu]adores sigma-delta asi como SU

51stemas multilazo son enfatizados

El anallsis en el domlnlo de tiempo se. lleva a cabo para entrada generalfffy 1

~en el Capltulo 3,y se ‘establecen y resuelven las ecuaciones en diferenciasff?Vf

b351cas que descr1ben los nmduladores sigma—delta

'   recursiva del modulador sigma-delta de 6rden alto muchas propiedades puedenﬁfﬁf
- der1varse usando argumentos simples de 1nduccién Se han usado cuantizadores;f

multlnivel en moduladores multilazo para evitar sobrecarga en el cuantizador,fﬁ
:*hecho que podria invalidar nuestro analisis. | | L | : “1'“-:,_
. - Analisis asintético es el tépico princ1pa1 del Capitulo 4 Ademés de los?ﬁ”h

"'-[espectros de potencia de varios. procesos, también estudiamos otros promediosf

asintética polinom1os A con

fy_Furstenberg»(1981)

médulo __uno ' de

8-

efecto':én' laf f5g}¥$

Modelos de tiempo tilscreto para:l;; 5g;,

Debido a la estructura-:{_-::-_;'_.;i-“'.:":._l_._

etcf‘La;

coeficientesﬁfjj

Una variaciénifv
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del método clasico de funcliones caracteristicas de Rice (19541 o el método de
transformda de Davenport y Root (1958) también ha probade su utilidad. Un
entendimiento de la representacién por series de Bohr-Fouriler 5ara suceslones
cuasl perliédicas [cf.Bohr (1947)]} pddria ayudar, pero esta herramienta no se
usa explicitamente en nuestro desarrollo.

El Capitulo 5 se dedica al analisis del desempefio. El desempefio de un
sistema sigma-delta sobremuestreado (modulador sigma-delta mas filtro
decodificador)'se mide por el compromiso entre el error de cuantizacién y la
razén.de sobremuestreo N y el nimero de lazos o etapas L., Varios filtros de
décodificacién simples son propuestos para demodular o decodificar los datos
modulados, y su error medio cuadratico asintético es derlvado rigurosamente.
En algunos casos encontramos una conexion interesante entre un cuant izador

sigma-delta y un cuantizador uniforme: ellos son equivalentesren el sentido

de entrada-salida si el estado del modulador sigma de]ta. es 1nicializado
'_adCCUddamente en cada periodo de conversion de N muestras |

La robustez se estudla en el Capxtu]o 6. El analisis consiste en modelar._
_algunas imperfecciones de circuito, y comparar los desempenos de los modelos_ 4
“ideal e imperfecto. Se demuestra entonces que pequeﬁos cambios de c1ertos: _
| pdrametgos de sistema rcsultan en pequenos cambios en el desempeno global de11f u
sistema. Aquellas imperfecclones que pueden producir mayores degrada01ones def?7i“ 77i'
"desempeno son también identiflcadas.' o Ry
~ Concluimos la tesis dando algupas sugerencias para investlgacién futura?j V3f»H¥

-en el Capitulo 7. Aunque todd la tesis tiene contribuciones originales, la{:;;;;;

mayor parte de ellas se concentra en los Capltulos 3~ 8

e ol et 0 &
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'3,cuant12ador binario dentro de un lazo de retroallmenta016n. En la Figura 2 1

CapituLo 2  MODELADO

A través de esta tesis se estudian s6lo modelos ideales de modulacién
sigma~delta, es decir, en nuestro analisis exacto, no consideraremos efectos

tales como fuga de corrliente en los integradores, desajﬁSte de las ganancias,

Imprecisiones del cuant izador, Imprecisiones de temporizacién, entradas

ruidosas, ciclos limite, etc., porque -eslos efectdS no idéaies, sbld'

obscurecen el entendimiento de los problemas fundamentales. En el Capitulo 6,

sin embargo, proporcionaremos un estudio sobre el importante tépico de

rubustez, basado en un modulador sigma-delta de lazo simple con varios Lipos

de imperfecciones de circuito.

v

2.1 Modulador Sigma-Delta de Lazo Simple

Un modulador sigma—delta de lazo simple consiste de un 1ntegrador ideal y un

se mueqtra un modelo de tlempo continuo de tal sistema

1 Reloj f
'x(t)——éa-_S/H;_ '> ® > _%J;.' ugt% g() > iS?H; )

Fighra 2.1 -Mbdeld ae Tiémpo}Continp§;: 

"3AQUifS/H_repbésenta un'circuitoidefmuéstreadOb/reteneth;fy Q({Y;aén§tgﬁgﬂg

._flofi 
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cuantizador binario, definido pof

- +b, si u=0,
qglu) =
-b, si u<0,

1111111

§_ . y esta caracteristica de entrada y sallda se ilusira en la Flgura 2.2,

nage g

| - qlu)

/H

~
=

Figura 2.2 Cuantizador Binario o | o -  :§f:uf5ffH 

A

|
| | | - RURRE
A r | La salida del modulador sigma-delta q(t), una qecuencia de datOJ - ”_”;f‘f;
-3,5 f¥fi f§. o -blnarlos esta 51ncronizada por un reloj de frecuencia f = % ) la cual es’ N   |
S “‘veceq mayor que la de Nyquist de la sefial de entrada x(t) El parametro N sef

g 'f‘{_ denomina razdn de sobremuestreo cuyos valores tlpicos se encuentran en 81  

_-.rango de. 100 a 1000 Mas precisamente supbngase que el conJunto de tOddS lasfiffﬁT
'gﬂjj } f '_ entradas al sistema con51ste en las sefiales analég1cas x(t] que no - tleneﬁ;;gf?ff}

i 'componentes espectrales con frecuen01as mayoreg que algun. valor finitor f }:
“digamos W hz; si el modulador opera a una tasa de f hz entonces la razén de;:?,;-

sobremuestreo se define por

N=f /20
- g

S e e e e A gy ATV e i ot e d D

'iLa_ecQacibn basica que deSchibe el'estadq_del'intégbédpt:ﬁ(tj]ésff'f;;f{féff v

o ‘ | : o ke e

Un modelo mas conveniente para nuestro propbslto se obtiene muestreando

”fel modelo de tiempo continuo en t % nT n. = 0 1,..., y la versién de t”empo

“  discreto o muestreada se muestra en la Figura 2. 3.

-11-
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Figura 2.3 Modulador Sigma-Delta de Lazo Simple

Aqui y en las figuras subsecuentes, D denota el elemento de retraso_unitario

- - . §

(su funcién de transferencia es z ). Las sefales analégicas y de tiempo

discreto estan relacionadas via las siguientes ecuaciones:

X = x(nT);- u = u(nT), q = q(nT), n=0,1,2,...,

n

donde T = 1/f es el periodo de muestreo. Explicitamente indicado y

'enfatizado_ también en la Figura 2.3 estd la  secuencia de error del

cuantizador binario e , definida como
: . . n .

n 'n n.

131 ¢sLado del integrador un;satisface-la sighiente felacibn redubsiva'

ot unﬂ_{n_-q(un)'f ;n.='0.1,2,;,;?:5

la cual es obviamente una ecuacién en diferenc1as no llneal S B
| Se muestra en la Figura 2 4 un modelo equivalente del modulador_ﬁﬂ7
.51gma—de1ta de lazo 51mp1e como un integrador de tiempo dlscreto seguido deffl~f

-:un modulador delta, hecho que origina el nombre de "modulador sigma~delta

s
L
S
&

=)

.;
3

£

=~ '

— Integrador —>i e— Modulator Delta-—af

0
1

Fxgura 2. 4 Circuito Equivalente de la.Figura 2

*_3412--7
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fadiad

Otro modelo equivalente es mostrado en la Figura 2.5, el cual podria
llamarse sistema con perturbacién deterministica porque la entrada al
-t cuaﬁtlzador binario es la entrada al modulador mas un término de error que se

_é B A comporta como una sefial de perturbacién.

«

¥
£

—

. n\ .
-~ C x o[ D " i

co ' o _ ' _ n

S | o Figura 2.5 Perturbacién Deterministica

"Vf;:fyfﬁft':_;' ‘- .2;2.“Hodu1édores Sigma—Delta Multilazo

‘LOS WOdUIadores Sigma“delta multilazos se forman con un cuantizador uniforme;;7w>»7f*
‘ 7%13{[ . (generalmente multibit) dentro de varios 1azos de retroalimentacién.“ La_fg5Z“
e T Flgura. 2.6 muestra un modulador de doble ‘lazo con un cuantizador de 4{@}5{§3}7

T LT nlveles.

Figura 2.6 Modulador Sigma-Delta de Doble Lazos =
En esta figura, q( ) denota un cuantizador de 4 niveles, cuya caracteristic'

‘ff esta dada graficamente en la Figura 2 7.

b SRS N P S5 VA SR A P - i i
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":f2.3'ﬁHoduiadorés'Sigma~Dé1£afﬂu1tietapa'J

'Mbduladdr sigma—delta multietapa es otra generalizacién 1mportante

L sy

o)

Figura 2.7 Cuantizador de 2 Bits

De la Figura 2.6 se puede escribir, por inspeccibn, las siguientes

ecuaciones en diferencias para el estado del integrador:

V = X 4y - n=20,1%12,...
n+1 n on qn' '

'donde q. q(u ) es la salida del cuantizador de 2 bits. | ' |
_ | Un'modulador general de L 1a?os puede deflnirse recur51vamente por mediofi}fﬁf*
_de un modulador de orden menor dentro del lazo exterior (L esimo) como seﬁ77'5”

.11ustra en la F1gura 2. 8 Un anallsis detallado de este 51stema en el dominiof}f*‘*”

del tlempo se llevara a cabo en el Capitu]o 3.

N

$A L-1 lazos |-

5

P

Figura 2.8 Modulador Sigma-Delta de L Lazos

.modulador sigma—delta de lazo simple. Se puede formar como una conexianen

-14-
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eﬁtfada. La red. lineal combinatorial esta definida por

cascada de varios moduladores sigma-delta de lazo simple Junto con una red

digital lineal. En la Figura 2.9, se muestra el modelo de tiempo discreto de

un modulador sigma-delta de dos etapas.

é
g
:
:
g
5

. _
-l
ﬁ@ ' IO €~ D
T _

w
~

Figura 2.9 Modulador Sigma-Delta de Dos Etapas

Los estados del sistema, u y v, se describen mediante las sigulentes

n n

-ecuaciones: |
u = un_l-q(unf_l)&xn_i. n= 1,2,...,
. ; S S : vn A vn-l q(vn_1)+dn_1l n | 1.,2p S
“donde- . | |
| d = p-u = q'(_u )J-u, n .-.:.0,1,2.,._‘.;, |
. . n - n n D 1 i ¢ . - R
Yy

U

€ =CI -V = Q(Vn]'-’Vn. n 0’1121-- o

- son los errores de los cuantizadores blnarios, en la prlmera y la segundaf

~etapa, r'E’SPE‘Ct1“"E’LT'“‘-'TV"‘L"- y x € [-b,b), 0, 1 2, es ha sucesibn“ﬂeﬁ

A Pn_-'i_"_qr'lfqn_i, n= _1,2.-.-

n

donde y ‘es la sucesibn de sa11da del modulador sigma—delta de dos etapas'

circuito lineal digital para formar la salida global como se 1lustra‘e‘

+1547'
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| 2.4 Modelos de.Seﬁéi_de.Entrada

*fdcotada, i.e.

 _cua1quiera que tenga mayor rango dinamico debe ser escalada apropiadamente

 dos modelos simples de seﬁales deterministicas, que son susesiones conétantes

Figura 2.10, en la cual v' representa un operador de diferencia hacla atras
de orden i (cuya funcién de transferencia es (1-2-1)1). La salida de la red

lineal de combihacibn esté dada por

(1) (2) . (L)

entrada xn"*%“Etapa

W

— 5 — ‘ .
LBed Linear Digltal l N ‘;;J
y salida

Figura 2.10 Modulador Sigma4DeIta_defL Etapds , ;

Supondremos siempre que todas 1as sucesiones de entrada xn t1enen amplitud

‘donde el intervalo { ~b, b] es el rango dinamico de la senal de ent‘r'ada-

Para simplificar nuestro analisls asintético, confinaremos la aten 16
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Hied

“si la tercia (a,f,0) se ‘escoge del conjunto 1o, b]x[O W]x[O 2n) de acuerdo af

_'propiedades estadist1cas como. promedios en el tiempo de var1os procesos._LaSﬁ

'-entradas racionales también son de 1nterés practico por dos razones. Prime 6.

(entrada constante) y senoldes puras de tlempo discreto (entrada senoldal).
Mientras que las formas de onda sencldales se usan comunmente en las pruebas
de desempefio del sistema, la entrada constante representa’una idealizacién
razonable y Gtill de sefiales mas generales de varlaciédn lenta, Si se usa un
circuito de muestreo/retencién para muestrear la sefial de entrada analégica
como en la Flgura 1, entonces la entrada discreta se mantiene constante

durante cada periodo de conversiéon. Mas especificamente, hacemos la siguiente
suposiclioén.

Entrada Constante;

X = X, para todo n = 0,1,...,
n

donde x € [~b,b] es un multiplo irracional de b, i.e., x/b es un numero

irracional. Esta suposiciéon es razonable si x se selecciona en el intervalo

- [-b,b] de acuerdo a una funcioén de densidad de probabilidad, entonces la

suposicion se sat1sface con pPObablllddd uno.

'Entrada Senoidal

s o x = a COS(Zan/fq+9) ?_a_cos(wn¥6). n=20,1,...

‘donde ael0, b] felo, W]  y oel0, 2n] son respectlvamente la amplltud

'frecuencia y la fase de la senoide 'y f es la frecuencia de muestreo (cf: |

Figura 2.1) la cual es considerablemente mayor que f (ya que la razén deg_;jﬁf]
sobremuestreo N = f /f es usualmente grande) Esto 1mplica que w 2nf/f es!géﬁt“w

. peQuena Yy consecuentemente X es una secuenc1a senoidal de variacibn lentap,*§;g

Suponemos que los. parametros a;‘f y 8 satisfacen algun tlpo de re1a016n de:;f

eraczonalldad Nuevamente tal suposicibn se satisface con probabilidad uno,

una. funcién de densidad de probabilidad _ | |
5'Las suposiciones anteriores de irracionalidad permiten -simplificar

‘nuestro analisis a51nt6tico en el Capitulo 4 donde se evaluan algunas de 1aé3

cuando se simula un sistema mediante una computador'a digital

 muestras de seﬁales son necesariamente ndmeros racionales.w__fff” o,

-17-
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ey aplicaclones de conversién digital/analégica la sefial de entrada es digital y
' por tanto racional. En estos casos, sin embargo, la suposicion de
. irracionalidad aun proporciona una buena aproximacién de entradas raclionales
porque cualqulier numero racional g/p (p y q son enteros relativamente primos)

asemeja un numero irracional si el denominador p es suficientemente grande

é : (el cual representa el periodo de los ciclos limite).

N 2.5 Configuracién y Filtrado de Ruido de Cuantizacién o o e

; i
: i
i i
H

! e El principio basico de ope acion de modulacién Figma-—delta puede resﬁmirSe '

_g  ;‘~ . - como sigue [6]: "El circuito intenta minimizar el ruido mediante los valores

L - cuantizados oscilando entre los niveles de manera tal,'que e] ;nnmodlo de

"  i‘i'} . q(t) se aproxima al promedio de x(t)."

Para hacer mas plausible este razonamiento intuitivo, considérese el

T o e

~J;g'lm? - | ",szguiente modelo de un modulador sigma—delta de lazb‘ simple' donde c@".il-fi’;-’:gf=

"VV;Z‘yf'” '.. ‘4‘j5’cuantizador binario es. reemplazado por una fuente de ruido adltivo e -q “U

E(z)

zU(z)": U(z) l

X(z) -mme@——eo————e-z' : —®

'Figura42,115 Représéﬁtéc16n én.eI'Domihio dg”Tfénéfobhédgfﬁ*"“”

oy . -
CF R LTy T
E S . N

Q(z)

_i%if};f, =:f idonde X(z) 7U(z)' E(z) y Q(z) denotan las tranformadas z de 1as sucesiones_

*correspondlentes. Por inspeccién de la Flgura 2 11 escribamos

%:. 1; 1  AR  3: , ~ e Q(z) U(Z) + E(Z)




AGTE

‘donde L =1, 2,... es el numero de lazos de retroalimentacibn. v V ( ) denota?ifﬁ":

'-'el opergdor de dxferencia de orden L con funcién de transferencia (1 z.

'gdbndeila entfada»ai moduladdb‘de Lf1la?os_sihgédoféhflditfé&é@f@fﬁé é§i§§t§

eé,fﬁ‘ﬁ

By

Resolviendo Q(z) en términos de X(z) y E(z), se sigue que
Q(zf =2z ' X(z) + (1-z ') E(z),

y la expresién equivalente en el dominio de tiempo es

q =x . f V(en), - R

donde el operador de diferencla de primer orden

V(e)=e - e
n

es un filtro lineal con funcién de transferencia (1-z7").

El resultado similar para moduladores multilazo es,

54, i 2 s oy e e o 4

£
fl

n n~1

— i Z

)
Para demostrar esto. redlbuje la Flgura 2 8 como se numbtra en la F1gurai{f*g'
2,12, : o ey R

X(2)—o—{(1-2"")"" .*'(Z’f'_:‘.’ '

 Figura 2.12 Representacién en el Dominio de Transformada de Fig.2.8

K@ = 127 @-e)l,

:-f19f




e,

y por una hipdétesis de Inducclion, 1a relacién de entrada y sallda del

modulador de L-1 lazos es

1 L-1

Q(z) = 27! X' (z) + (1-z" )" E(2).

Resolviendo para obtener Q(z) tenemos

0(z) = 27} X(z) + (1-z”H)" E(z),

“la cual es exactamente la equivalente a la expresion deseada en el dominio de

la transformacién.
lL.as ecuaciones anteriores tienen una interpretacion 1ntuitivaf la salida

del modulador o del cuantlzador q se expresa como la entrada retrasada X
n-=1

mas un Lermlno de error que es la derivada de tiempo_dlscreto de orden L d91 

ruido del cuantlzddor c.

Para modu]adores sigma-delta multietapas, si vla. red de cdmbinatién’

lineal se define como en la Figura 2.10, entonces se demuestba_poh.ihduccién

~sobre L que

| x o+ (-0t VL(en),

n n-L.

s
i

donde y es la salida del modulador de L etapas qiu-denota 1a salxda de la:fﬂi?qf

: etapa 1~é51ma,'1 = 1,2, 3..--.L.'y e denota el error, de cuanLizacién de 1a;ﬁ37¥

ultlma (L- é51ma) etapa.

Para ambos moduladores sxgma-delta de L lazos y L etapas :défihﬁﬁdsféi;;;"

ruido global de cuantlzacidn como

N = Ve).

H  Si conocemos el espectro de potencia S (f] del error e,3 de la 'teoria

estandar de sistemas linealeq se 51gue que - el espectro de potencia S (f) de
N esta dado por (N

s (f) = [Zsin(nf)] s (f)

~20-
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* embargo, la teoria cla“ica de sistemas lineales es 1ncapaz de derivar S (f)

'"porque;‘ estev proceso ' producido N por_“ﬂun cuantizador.;_ disposit

ey,

ya que la funclién de transferencia del sistema lineal VL(*) es

_hL _ - L _=JmLf
(1-z )| semr= [ J2sin(nf)]" e ,

la cual tilene una gran atenuacién en la banda de frecuencia de la entrada del
modulador. Notese que la frecuencia estd normalizada de modo tal que €
[0,1), y la banda de entrada es [0,1/2N) v [1-1/2N,1), donde N es la razén de
sobremuestreo. Se espera que Nn sea una sefial de tipo paso-alta, i.e., la
mayoria de su potencia se ubique fuera de la banda de la sefial de entrada, y
consecuentemente pueda ser removida facilmente por un filtro paso-baja para
obtener la sefial de entrada original (ver la Figura 2.13). Este efecto de
configurar el espectro del ruido de cuantizacién incrementa exponehcialmente
con el orden (i.e., el numero de lazos o etapas) de los modu]adbrés, por 10 

cual los moduladores de orden mayor pueden proporcionar mejores desempefios.

15 [251n(nf)]2L

1 |
v 2P| P
B N .. /// . .
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/
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o /28 12

;Figﬁra 2;13  Efect0 de.Configufa?-31 Rﬁidbf”z“

Nétese que, para. completar este anal1sis espectral todo.fioi;QQéffsg

_  necesita conocer es el espectro de potencia del ruido de cuantizacién e::;

Loq<




vy

_sera tratado en el Capitulo 5.

L i

inherentemehte no lineal. En el método tradicional por aproximacion, e es
por suposiciétn un ruldo aditivo blanco, Iindependiente de la entrada vy
uniformemente  distribuido, l.e., S (f)=b°/3. Esla  suposicién es
definitivamente falsa para moduladores de un solo lazo con entradas
constantes o senoidales, pero si es correcta para moduladores multilazo o
multietapa con ambos tipos de entrada, como se demostrara rigurosamente en
los Capitulos 3 y 4.

La funcibn para eliminariel ruido global de cuantlzacién Nn de la salida
del modulador puede cumplirse mediante filtros digitales paso-baja 1llamados
filtros decodificadores. la sucesiétn digital producida por un ‘mbdulador
sigma-delta se alimenta ai filtro de decodificacién. Este ultimo procesa los

datos modulados para minimizar la potencia del ruide de cuantizacion en la

reproduccién, es decir, remover lo mas posible la componiente ruidosa de la
_bénda de la_seﬁal.originﬁl. Decimacion o submuestreo eé también incdrporado'

en esta elapa de decodificacioén, tomando uha de cada N muestras de la salida
_sobremuesxreada para obtener la senal digitalizada a la tasa original de J 
‘Nyquist. El -objeto es obtener una representacién compadta. de 'lar sefial |
:dlgitallzada, la cual es mucho mas conveniente para ‘su" transmisién,}_  ,'
almaconamiento o procesamiento posteriores ‘Por simplicidad s6lo los filtro&l)f ? 
_llnoales e 1nvar1antes en el tlempo (ambos FIR y 1IR) son considerados en la:i ji o
j 11teratuPa,. _Idedlmente “los coeflcientes deben ,ser optimizados paralffiff'
'proporciOﬁar 1' razén senal a ru1do de cuantizacion lo mﬂs grande posible:‘:*'”

' Este tépico de disefiar buenos decodif‘icadores y determinar‘ sus desempeﬁos-{‘_.’:_';f':'_"{'"’-j.f"-x'-"
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“cuantiz‘tdor uniforme (binario o multinivel). Es uniforme por' su senci]lez"v‘.”‘;}.;'.'ff o
\.:homo no se dispone del conocmlent_.o a priori sobre el Compor‘tdmlento"fv}:'y'_“_'[1""'

.CSt').dlSth.O de la entrada ‘del‘-'cuantizadof o de 1la entrada orlginal del__.'-'ﬁ'f*:?'_:-”'

\nlveles de salida y un paso de cuantizacic‘m A (la distancia entre niveles';_if,.:
":adb’acentes) La salida es el nivel mas cercano a la entrada, este mapeo de

- er'ror mlnimo puede ser expresado como

"-.:donde- l'a'fc_olfec_c':ilén de",todbs los niveles def_éa_l_'i'da'

CaPiTuLO 3 ANALISIS EN EL DOMINIO DE TIEMPO

Este capitulo tlene dos propédsitos: desarrollar una representacién util de
los errores de cuantizacion en 1os moduladores si'gma-delta, usando una
transformacion afin de la entrada de sistema seguida de una no-linealidad sin
memoria, en ausencia de sobrecarga del cUantlzadof*, y encontrar condiciones
sobre los parametros de sistema y el rango de entrada tales que el

cuant izador no se sobrecargue. | b

3.1 Cuantizacién Uniforme'

El componente basico comin a todos los moduladores slgma-delta es l:""

e 2 . B, o e Y gt 2 T AT i e e e

51stema, ‘no hay manera de optimizar los niveles de sal 1da para ]a entrada

Cons1dér‘ese un cuantizador unifor‘me con un numero par digamos H

(DA2, (W2-UDssu e
q(u) = { (k-1/2)8, (k-1)A=uckp, k = (-M/2+2),..., (M/2-1);
o (—M+1)A/2 u<(-H/2+1)8, S S

' _;23;'
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| Para demostrar este postulado, observemos de (3.1. 1) que

'fs1empre y cuando u € [ NA/Z HA/2] También notando que Lu/AJ

es llamada el alfabeto de reproduccién del cuantlizador.

Definase el error como e = gl(u)-u. Notese que si la entrada u del
cuantizador estéa limitada en el rango [-MA/2, MA/2]}, entonces la magnitud del
error |e| estd acotada por A/2 y este error de cuantizacién se 1lama ruldo
granular. 51 la entrada u se encuentra fuera de este rango, la magnitud sera
mayor que A/2, y declmos que el cuantizador esta sobrecargado. El1 rango
[-MA/2, MA/2] se denomina rango de no-sobrecarga y tlene tamafio MA. En el
analisis de sistemas de cuantizacién retroalimentados, los resul tados
dependen de manera cruclial de no sobrecargar el cuantizador, y por lo tanto

es importante dct erminar las condiciones que debe cumplir el sistema pqra que

el cuantizador en un lazo de retroalimentacidén no se sobrecargue

Desarrollemos ahora una expresion extremadamente Gtil para el ruido

granular normalizado. Se define el error normalizado como

e = e/A,

~asi que |e|£1/2. Demostrdremos ‘que si el cuantizador no se sobrecarga";v ;

‘entonceS'cH=:1/2'- <u/A>, donde <*> es el operador fraccional definido para[j; ' |

todos ’os numero reales como
<r> = r mod 1,

1. e.; <> = rélrj donde [fJ denota el mayor entero menor o 1gual que r.__f

é.(uéq(a))/A -

- “*Af‘k'i)"lfz (k-1)< u/b <k, kel u/z+1),.._., f2 1.

u/A-(kfl) = <u/A> se. obtlene 1a expresién deseada
£ = 1/2 ~ <u/b>.
 La'”gréfica, del error nbrmalizadb;J—é ,funcién" dg;ﬂiaﬁ §§£fd§éifQ?i§¢1“

-24~
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cuant | zador
e(u) = e(u)/A = (glu)-u)/a,
es mostrada en la Flgura 3.1. Nétese que ésta corr'esponde a una f‘uncibn

periédica con periodo unitario si la entrada u esta limitada en la regién de_
no-sobrecarga {-MA/2, MA/2].

e(u)

ol

ikt

Lo no-SObrecarga s |

‘Figura 3.1 Error de Cuantizador

La,répresehtaCiénApor serie de Fourier para € esta dada por

: )°n1u/A 1 . o TR ..., ‘u- __” - i;;i f1} f

_ﬂma”_

1a C“al es valida para todos los valores de u excepto donde 1a funcién seafifiv
.dlscontinua | o | S :

| Finalmente,- mediante un argumento similar, se. puede mostrar que 1:a.‘;_.‘--"'="g
;expresién para el error granular de 1n1 cuantizador uniforme de \n1 nﬁmerof

"impar de niveles de salida es .
=A-(i/2'—_€1/2+ukn>);i
'-}Combinando los dos casos encontramos la expre516n general para cualquier!
"numero de niveles H, par o 1mpar, presentada formalmente en el siguiente lem
‘para referencia posterior. . o L
%:Lema 3{1&'_E1';Puid§ ‘gpanuiar ”de “un cuantiZaddb  uhiprme,icbhj‘ééééﬂiQQ;{

- -25-
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U= u o +x -glu )}, n'= 1.2,..., ; R (3.2.1) .-: ‘§f_f”m
n n-1 n-1 n-1 - : ‘ o :
| : | B U R R E
donde u, n=1,2,... es la salida del integrador o la entrada al cuantizador o[
: n AN ST DI
: bihario, generalmente referida como el estado del 51stema y uo es el estado» j
i

“ d1SCPeto que se obtiene usualmente mediante muestreo de una seﬁal analégica'77W5 *7 "”

- qf- ) es.un cuantizador bindrio con paso de cuantizacién A, definldo por -a"

5; posteriormente procesada por un filtro d1g1ta1 para recuperar la senal de@

ff_entrada x ,

'~;N6tese que 1a sucesién de error e es un proceso clave para nuestro anélisis
‘ ya que el egtado LI 3/ la salida del modulador q se pueden expresar'
‘*f funciones lineales de la sucesién de error é y la entrada x o y porflo_tanto

R sus propiedades pueden der‘ivarse 1nmed1atamente usando teor'ia de sistema"

" - '

cuantizacioéon A y 4 nlveles de sallida es

€ =
A

1 M u
[§ G A>] para u € (-MA/2, MA/2].

3.2 Modulador Sigma-Delta de Lazo Simple

El sistema de ecuaciones no-lineales en diferencias que gobierna este _ }f“

modulador (Figura 2.3) es : | | P

inicial; x ,' = 0,1, 2,..; es la entrada del modulador. una seﬁal de - tiempof.} 

= +A/2,  si uao;.
q(u) o
o —A/2; -si_u<0,

y la sucesién binaria q q(u ) es 1a salida del modulador, 1a'¢ﬁa1¥éé3a

_Como un :’q(un);eh;.se sigue'de (3,2;1}_que-

'f;aﬁ;:




ey

lineales, una vez obtenida la descripcién del comportamiento de €.
Ahora dirigimos nuestra atenclén al problema central de este capltulo,
sy *l.e., la derivacién de las ecuaciones en diferencias no-lineales para la

sucesion de error y su solucién exacta. Nos enfocaremos al error normallzado

1

L | € definido por e = en/A. Supéngase primero que el cuantizador no se

sobrecarga, los resultados obtenidos en la ultima secclédn permiten escribir

e = 1/2 - <un/A>, n=1,2,....

n

Como un/A- = (x "€ YA = x /A-e

n- n~1 n-1 n~1
anterior conduce a los resultados deseados:

, una substitucién en la ecuacién

e =1/2~¢x /A-¢€ > n=1,2,.... | (3.2.4)
n _ 1 n-1 '

Este sistema de ecuaciones en diferencia no- llneales ~aparentemente R R
~dificil, puede resolverse facilmente, y la solucién exact ‘expresada en

términos de la entrada x yel estado inicial u del sistema, esta:dada'poh>

Teorema 31 La sucesmn de er'ror- de un modulador sigma—delta llbr*e de

-sobrecargd esta dada por

e =1/2-<u/A+ o) n=0,1,2.., (3.2.5)

..dohde”..
: neley X
Z 5 ta 1 Si n’"l
- 2 A
o = k=0 o ) .
" Ov . Si n 0
l,_'Prueba.‘ Demostramos (3 2.5) mediante induccion, Para H"O ﬁ,ah.;,L,__,.,

1/2 ~-<u /A> un hecho probado ya en la ultima seccibn, Suponga ahora que

f(3 2 5) es cierto para n,,entonces de (3 2. 4) se sigue que

e 1/2-<x/A-c> 1/2-—(::/5 1/2+<u/A+o~>>

n+l.

" Para simplificar esta expresion, usamos ‘}"1“as° siguientes propiedades d




v

funcién <+>: para cualesqulier numeros reales r y s, y todo entero I,

L

, Yy <> = Lr o+ >,

Entonces

m
i}

172 - 1 + x /8 ~1/2 + u /A + o)
n 0 n
= 1/2 -~ (uO/A + o*n“),

ya que ¢ = 0+ (1/2+xn/A), y por lo tanto (3.2.5) es también cilerto para

n+l,
Ecuacién (3.2.5) expresa el proceso de error £ como una transformaciéon
n +
afin o de la entrada x seguida de una no-linealidad sin memoria <-+>. Esta
n

es una expresién notablemente util puesto que las prbpiedades asintoticas

~pueden estudiarse analiticamente, como presentaremos en el siguiente

'capitulo

Debemoq enfatiZdr que el analisis previo no fUhClOﬂd sin embargo, si ol

'cuantlzador blnarlo se sobrecarga, y tenemos que encontrar las condlclones,'
para que el cuantizador no se sobrecargue.v Sea [~ -b, bl el rango max1m01; "m"
permlsible de 1a entrada “i.e., -bs X sb, n=0, i cey Intuitlvamente deseamos  fjj;Ti 
‘escoger valores grandes para b con el objeto de tener variaciones grandes de“ff ” f“
la entrada, pero por otro lado b no debe ser demasiado grande o elff?*ffwﬁ
cuant izador podrla sobrecargar%e. La. pregunta que deseamos contestar es la ; f:?'
31gu1ente. dado el rango de no- sobrecar'ga [-4,A) del cuantizador' bmamo |
'.¢cua1 es el valor maximo de b Lal que el cuantlzador no se sobrecargue nUnca.
- si la entrada x_ se mantiene siempre en [-b,bl? L

La respuesta es b = A/z, i. e., 1a amplltud de la entrada debe satisfacer 5

_"k‘ = A/Z, para todo n.

Esta es una condicién suflciente y necesarla para garantizar la propiedad de

" no- sobrecarga en.vel cuantlzador binarlo. Para probar la suficiencia.=

suponemos que el estado 1n1cial u0 se. encuentra en el rango de no sobrecargaf
[ -4, A] asi que e 1-a72, A/2] por: la definicién de esta pr'opiedad Para‘?

| asegurar que el cuant1zador no se. sobrecargue,, necesitamos u, -g{ e

1 0
[-A,A]. [x ~e. | < A; pero como eo esta acotado por A/z 1a condlcién “;_

'}284




Laseacy

e S—

fdebe de interpretarse con precaucién ya que la entrada al sistema x no esta;;f},QQTT

 pdb, lb- ‘menos una entrada que no. satlsface: (3 2. 7) para la cual el?;;f
"cuantlzador st sufre sobrecarga Tal entrada obviamente existe (por eJemplo,fj;"

”_la entrada constante)

= X Recuerde que

| 'en la Figura 3 2

®r
: )
g
|x | = b= A/2
0
garantiza que el cuantizador no se sobrecarga para n = 1:
lu b= Jx, = el = |x, ] + el
= A2 + A2 = A,
Procedemos ahora por inducciédn. Suponga que hasta n el cuantizador no ha
sido sobrecargado, asi que |e | = b. Pero tenemos entonces que
! N .
lu | =|x ~e|l=|x]| +]e| =b+b=0A4, g | SRR SR
n+1 n n n nto . -
i.e.,. u esta dentro del rango de no-sobrecarga y por lo tanto el i o
cuant izador tampoco se sobrecarga para n+i, _ , - B 5 - -'\;,C;gjg
La condicioén |x | b = A2, n = 0,1,..., es también neCGSaria Esto . g

conectada directamente al cuantizador, y esta puede salh" de aquel rango*”””'"““

Nocasionalmente sin’ causar sobrecarga' Por neces1dad se. entlende que ehlstef,jfff’

Existe una manera mas 1ntu1t1va de ver 1a transicién del estado[

del sistema u cuando el modulador esta excitado por una entrada constante x -

n+l

La tran31016n del estado del sistema._de u a u et depende de manera cr c“a,

de si la magnitud de la constante X es mayor o no que la mltad del paso d

cuantizacién. Dos muestras de trayectorla de transicién de estado se_mostra

-2g-




z F
i

permanecera sobrecargado.

Un modulador 51gma~delta multietapa general se forma como una conexién enéffﬂffiﬁ

‘cascada de L moduladores idént1cos de lazo simple : donde el erroh e
_terminal de entrada. de ‘la etapa (1+1)-ésima. 1 1, 2....,L71 Sea uo elfT

_satlsface |x,| = 872, para todo n. Concluimos por el analisis de. la ultimaf
| seccién que el cuantizador blnario en la prlmera etapa no se sobrecarga y’el
'proceso de error 6( 'esté garantizado de estar siempre en [ b b] f——]el

v

'rango de ‘entrada que no causa sobrecarga en el cuantizador de la segundaﬁ

‘ -argumento puede extenderse a todas las etapas Apllcando a. cada uno defdo'

[ ] :
¢plu, x) plu, x)
~ ¢ = u A ¢ = U
» //’
- “.....!*!’l , /
1= / /
/ﬁ Hoad 1) /
T bl y U y U
g 1 Y
- 1
/ ,/(':;f/ ) ,
R Vi
/’t‘jft;) L'/
| x|=sb (b): |x|>b | ~ o
Figura 3.2 Trayectorias de Transiclién de Estado :
En el caso donde |x|=b, u_ permanece en el rango de no-sobrecarga, esto es, | o
[u |<A, una vez que el estado inicial uO esté en ese rango., Por otro lado, si ;
n ' i
}x|>b. entonces el estado u se encontrard eventualmente fuera de [-A,A], R

: n _ .
independientemente de su valor inicial, y consecuentemente el cuantizador

3.3  Modu1adores Sigma-Delta Mdltietapa

ol ” 5

resultante del cuantlzador blnario en la etapa 1- ésima esta conectado a lafﬂfg
Gy

.estado 1n1cia1 dado,'tal'que |u |5A para toda 1 y suponga que la entradal

1)

etapa, Por lo tanto, n1nguno de los’ cuantizadores se sobrecarga ya que este;

moduladores de lazo simple en el sistema multietapa la expr‘esibn‘ ”;par'a e

error desarrollada en la ultlma seccién encontramos que .

30~
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Ny

‘ e n-1,, X

| 1 _ < (1)/A + 2 ;+ k ]>' Ji

- 1) ole B .

o “’/A+nhl+le“’” 1=2,...,L o
y 2 A0 ' e

o\
En lo que sigue, por simplicidad, fijamos a cero el estado Iniclal del

M 1

DY »-

it

] sistema, l.e., tf"=0 1=1,2,...,L. La forma general del error normalizado de

R ‘los cuantizadores 8(). 1=1,2,...,L, expresada s6lo en términos de la entrada - ' 

del sistema xn, esta dada en el sigulente teorema.

Teorema 3.2:

S R L L [_“1..1[_12_#_(0(15]' ne o  (3.3.2) |
g ey  donde o
e S o2y Yy |

R o o " =4 1.=0 1 =08 : (3.3.3)
n i -1 _ : St
0, - - 81 O=n=sl-1.
- Nétéselaﬁe_la relacién recursiva de di')'es;

() ""(1 1)
o =
o 2-:

-J‘fPruébafi*(Péb inducci6nfsobPe;1; el numero de etapas ) Cuando 1 1 (3 3U2)7
_¢coincide con (3{2.5)f«'Supongaf,ahora.,que ;(3 3. 2) se mantiene para 121),

7”entonces,

% < E [—. ' ( 1)1 * l +(= 1) < (” )]>

1+1
l+1 S

'— - <( -0 ): q-:” > ..% __‘_<( 1)1 (1+1)>

141
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"_1Eicctuamos ahora un ‘analisis 51m11ar para moduladores multllazo.‘Pard esté5”"

':fln adoptamos una estrategla diferente en lugar de analizar ‘un nmdulador;?fFif
-técnlcas por medio de un caso especial - el modulador sigma—delta de doble}fﬁ
 ¢1azo, porque este es el modulador multilazo mas 51mple, y consecuentemente;
':los detalles de. derivacién se mantienen al minimo. Y este sistema es a la vezi
Tfsistemas mas generales. Estas técnicas pueden extenderse inmediatamenteaa}

 _ casos generales de multilazo y el resultado relevante se presenta sin mayor;

'  s1guientes ecuaciones en diferencia que describen el modulador sigma—delta‘def

puesto que el término 1/2 + (—1)1'1/2 no contribuye a la parte fracclonaria y
camo <<x> * <y»> = <x * y> para todo x, y reales. Para ! par, tenemos que

(-—1)l = 1, por lo que (3.3.4) se convierte en

1+1 1 (1+1
C(*)z'"“'(ﬂ' +)>’

n 2 n

i

lo cual concuerda con (3.3.2). Similarmente, (-1) -1 para 1l non y (3.3.4)

se convierte en

F(m) 1_ (1+1)
n 2 n n

1

puesto que <-x> =1 - <x>. Esto completa la prueba. - - . . fﬁkffuﬁ~5

3.4 Moduladores Sigma-Delta Multilazo

51gma~de1ta multilazo general ejempllficamos primero nUESLPOS resultados y;ffﬁ"

'suficientemente general para ilustrar aquellas propiedades basicas comunes_a?

De la Flgura 8 del Capitulo 2 se pueden escriblr por inspeccién las

'doble lazo‘

U =V +u-q,
n+l . n+l n qn’,
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iéubétituyendo (3.4.4)teh (3;4.3)-se'sigue'que

-y entonces

Finalmente,

.fi¢*.-e(u )i"“

L 2

ey S XV G, (3.4.2)
donde, como antes, X es la entrada dg tiempo discreto, u y v son el estado
del sistema y q = q(un) es la salida del cuantizador con entrada u . El

proceso clave en el anallisis que sigue es de nuevo el error del cuantizador,

e =.q - u, donde el signo es tal que la salida del cuantizador puede
expresarse como una suma de la entrada al cuantizador u y un término de
ruido e . Tamblén es conveniente definir

n.

d =qg-v, n=20,1,2,
11 n

n

Demostramos que varios procesos pueden expresarse sdlamente en términos

n
(3 4.2) y apllcando la dof1n1c1bn de e Yy de d encontramos que

de la entrada x y el proceso de error e . Restando q dé amboé-(B,d.l) y
o : xﬁ+dn+1fon'.

d =e -e.
“n+l ‘n+l n

g _ =x+e -2e te _,
ntl - non#l- .n -l

‘u  =q -e . = x-2e+te .
ntt . n+l nsl n  n n-l

vV = x -e te
n+l S onn ne-l’

n+1 +1»

e =elx-2e+e ), n=1,2,...,
- n+l o n n n-1

- =33- o




b e i L i i . 4 e i g bt

ot

FI Y]

Lk

L 729

con las sigulentes condicliones inicinles
€= e(uo), e = e(x0~e0+d0), y d0= q(uo)~v0. (3.4.9)

donde la funcién e(+) esta definida como antes por e(u) = g(u) - u.

Antes de proceder al desarrollo de una solucidn exacta al sistema
anterior de ecuaciones no-lineales en diferencia, nécesitamos determinar el
namero minimo de niveles de sallda en el cuantizador, necesarlio para
garantizar la estabilidad de no-sobrecarga. Consldérése un cuantizador
uniforme de M niveles con paso de cuantizacion A. Como siempre, se supone que
la entrada X estda acotada en magnitud por b. Si este cuantizador no se
sobrecarga, su entrada u = xn-26w4+eﬁ-z debe estar contenida en el'rango_de
no-sobrecarga [-MA/2,MA/2)}. Pero como e puede asumir en principio cualquier

valor en [-a/2, A72), y similarmente X pucde estar en cualquier parte de

[-b,b], se. tiene que cumplir MA/2 = b+3A/2 o b = (M- ?)A/Z Concluimos pua5 

que el rango maximo permlsiblc para la entradd esta dado por el 1ntervaloj

[-(H—S)A/a (H-B)A/zl' Un cuantlzador binario es obviamente inapropiado para

un modulador sigma—delta de doble 1azo v el numero minimo de niveles de

cuantizacibn es 4 y ‘en este caso b = A/2,

Bajo estas supOSlclone i.e., el modulador sigma—deltd de doble 1a20gf#15'

~usa un cuantizador de 4 niveles de salida con paso de cuant12a016n A y ellfﬁ“°
rango de entrada es [-A/2, A/2], el cuantizador no se sobrecarga,‘ v el
51stema. de ecuaciones (3.4.8) puede reescribirse como sigue tomahdo enf

‘ cuenta la expresién exacta para ruido granular desarrollada previamente.,  ¥:f*

g = 1/2 - {x /A—._Ze.'. te >, n= '1,'.2,'. .. .. - . 3 (3410) -

N+l

"'Pof la Similitud HUno  puede' conjeturar que la. forma. general de la

solucién a (3 4 10) debe ser algo similar a la de modulador multietapa. De
hecho | ST AT

é:.F;—.* (%}-'cof% n& + s ),_

dOnde;"
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Observe que la condiclédn inicial c0=eo/A y 50=d0/6 esta presente en la
j expresién anterior. La sigulente prueba usa Induccién., Nétese primero que
(3.4.11) es trivial para n = 0, y n = 1. Supbngase que (3.4.11) es clerto

para n= 0,1,...,m entonces para n = m1 tenemos

€ =1/2 - {x /A + € - 2¢€ )
1 m

'i o : m+1 m m~

fl

172 = x /B + e - &> - €,

donde

. (2) (2) - ?
P c -—ed>=<k + 8 (m1) -5 ~ €& ~d&dm+ 5 :
< m-1 m> < 0 0( ) m~1 0 0 m >

s,

/M + e - e - ¢ )
m m-1 m m

AR o B 1 X1 m-1lry X 1 RGN
X o =<§+ [Z'—+§] +-z[§+T] —60—_90 -~»6Om+vsm )‘;

i T T | _‘ - RN
L G - ey - Bym) + sy
7}?A“A_ | "Pﬁes_(S;Q.ll) és también correcto’paba n-=.m+1 y la prueba esta completa

! | 'Si el estado del modulador. es 1nicia1mente 'igual a algun, nivel de-fifV“*°

éuantizacibh," digamos - O=VO?A/2,' entonces eo=dd%0, ,Joj - =-6 ~O yi;'

consecuentemente,

':-@;;fif : '¥:-'_ Ahora bosquejamos el resultado ‘para moduladores multilazo generales,iSeaﬁ
. L =z 2 el numero de lazos de retroalimentacibn..Denota por'u 1a salida del

1ntegrador en el lazo 1 ésimo 1= 1 2,...,L Aqul usamos la convenciéni f

------

':_que el primer lazo es el 1nterior mientras el L- ésimo es el exterio i¢-ﬁwF

'“ﬁ?f'i7f . _ 'cons1gu1ente "la entrada al ‘cuantizador es u = ;1) v 91 error fdel

{L;%%:f- ‘;1?‘“ﬂcuantizador esta dado por e =_eiu =='QF -;'i 1l donde Q" q(u

ﬂ;;salida.‘”

'f Usando 1nduccibn sobre ‘el ‘namero de lazos,"Se ‘buedéffdéhééﬁh#b

-
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es la diferencia (hacia atras) de orden L de e oY [ﬁ] denota el coeficiente

N blnomial estandar.

~ los coeficientes binomiales

| Ehtonéés si se requ1ere que el cuantizador esté 11bre de sobrecarga, M tienef;:fh

"que satisfacer

-y concluimos por lo tanto

L LY

sigulente relaclén entre q.u ye:

q =x _+Vi(e), nzL, (3.4.13)
o n~-1 n
u =qg-e = x _+ VL(e )-e , (3.4.14)
n n n-1 n n
donde

L : 3
V(e ) = 7 (-1 [L] e , paranz L - (3.4.15)
n 120 1 n-1 -

__Sean A, M‘y b como antes. Una aplicacién de la siguiente ident idad para

a (3 4, 14) resulta en
)

'I'“.;;" < 0 IV e) me | = b s 52,

- A_V'L* % A _.;A'iﬂ : L .f” ,r
b f § ‘2_'1),_.H.§_ o b s'éfcufi”zf)i:

_M = 2 73y  b}=jA/2F -_" .  .€ ' ,3'}' f.  fbi£€€, £f;f7{?;4f1é);

Supéngase que se han escogido estos parémetros, tales que el sistema'e51
estable -en el sentido 'de no—sobrecarga-' e1 error normalizado e

satisface la s1guiente relacibn'

!

e = 1/2 - <u>

e T M
Wz A Te) jey
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- respectivamente.

y por inducclién se puede demostrar que la soluclén exacta estda dada por el

\

sigulente teorema, cuya prueba se encuentra en [32].

Teorema 3. 3:

L
11, W G (nv1-2) o | .
e =3 (2 +s 1¥1 1-1 1€ >, (3.4.17)

donde

n~-1 i2 xl

(L) - 1 1
S e
i =0 { =
1
Y
c“)'=-l ( - u(”) 1 =12 [
O A qo 0 ’ ,«l,‘ll, 4 0

(L)
n

‘Notese la diferencia entre o ' vy s:J para L>1,

- Especlalizando la fdfmu]a (3.4.17) a los cases de uno y dos lazQs (L'%j 

1,2), ésta coincide con los resultados previos, 1.e.,‘(3.2.5)iy'(3}4.11).;f

.




e

R En esta seccién se introduce 1a terminologia y el método de la transformada;

” 'un proceso aleatorio de tiempo discreto b ¢ o n'“ 1 2, denotamos
M{x } .-.-.}‘1_).,3 N E]E_(xn)_,_

- muestral “El segundo momento o la potencia promedio, y 1a funcié_

4f7 autocorrelacibn se deflnen similarmente por

LN

Capituto 4  PROPIEDADES ASINTOTICAS COMO PROMEDIOS TEMPORALES

En este capitulo estamos interesados principalmente en el tcomportamléntO'
estadistico de los moduladores sigma-delta multilazo y multietapa con entrada
constante o senoidal. Derivamos rigurosamente las propiedades éomo'pFOmedios
en el tiempo, tales como momentos; espectros de potencia, asi como
distribuciones muestrales para varios de los proceébs involucﬁadbs. Todos los
resultadqs obtenidos en este capitulo son dé; naturaleza _asintotica,. y

proporcionan descripciones interesantes del comportamiento estadistico del

~ sistema. Nuestros resultados son consistentes con el hecho de que‘lag raZOneé.y 
de sobremuestreo son usualmente ~grandes; también son. compardbles ccon las;» =

,suposlciones usadas en el analisls aproximado

4. Dgfiniciones y el Método de Tfansformada'

- La siguiente nota016n se usa a través del desarrollo de este capitulo- dado;f

s1empre Yy cuando exista el 1imite.‘51 X es. estacionarlo. entonces H{x } se-

reduce a la mediav probabllistica E(x ),;'yi si n;{¢$ﬁfuna

deterministica, H{x } es simplemente el promedio temporal;,‘

- -38-




‘existen.

N
MO} = 1im %ngaux"l"") (4.1.2)
y *
. y M . |
rx(k) = M{xnxh‘k) = iim N"qu(xnxn+k) : (4.1.3)
respeétivamcnte.
Para asegurar la existencia de dichos 1limites, restringimos nuestira
atencié4n a una clase de procesos suficlientemente general denominados cuasi
estacionarios: un proceso de tiempo discreto X es llumudg cuasi—estaqionarlo'
si R
1)_existé una constante finita C tal que é
|E(x )| = ¢, para todo n, | ] | SO é;f{éf;:
v | o R
iE(xnxm)l C, para todo ny m;

2) y los limites

| mx'# ﬁ{xn}.*y'rx(k} = H{xnxn;#} paraAtodo g |
Procesos ”Acﬁa51 eStacioharios _-inCluyenl,~tdéés  'iaé qucesiones;fbam
deterministicas con media muestral Y autocorrelacién ’acotadas,_ todos losx"'-":'
procesos aleatorio estacionarios de segundo orden (en el sentido amplio) asii
como Sus combinaciones lineales. | ' ” '“" "_ 'm  1” S

El espectro de potencia o la densidad espectral de potencia S (f)‘esta
deflnido _como la transformada de Fourler de' tiempo discreto 7 "' '

autocorrelacién r (k) ,:-0'~-1 i2.:;,..:1,e;,

-:S,-;ff)' I (m"’”‘”‘. felo, 1)

Un proceso cua51 estacionario X ~con medla cero, H{x } se llama ruido

blanco, 51 su espectro es una constante S Lf) r'(O). o equl”alentemen“*

r (k) 0 para todo k# 0. | ' fo
Sea x(x I) la fun01dn 1nd1cadora de cualquier 1ntervalo I *i[a b]

=33~




SR A

ER "

..cada subintervalo I [c,d] < [a,b],

'producto cartesiano de los 1ntervalos I, J..

P .

1, sl x e I,
x(x; 1)
0, c¢aso contrario.

Llamemos la sigulente funclién (definida sobre los intervalos) la distrlbucjdnv
marginal o medida de una sucesion x

n

(1) = Walx; D). | (4.1.5)

Esta definicién se interpreta como la frecuencia relativa de que los puntos
de la secuencia X calgan en el intervalo I. Mas preclsamente( fija N, hay
exactamente

N
vI(N) = Y x(x

n

‘de los N elementos x&,...,x“ que caen dentro de I, iﬁﬁcces la nmdlda es

Justamente el limlte de las razones v (N)/N cuando N tiende a 1nf1nito.

Un proceso X en |a,b] es uniformemente distribuido en [a b] st para‘ *"

o ux(“".IIl/‘b"a’- T Y5 00D
donde lIl d~c es la longitud del 1ntervalo 1. g R
. La funcicn de distrlbucidn conjunta se define similarmente para varionf
Procesos Por eJemplo,-fT ' ' R e
u (IxJ) H{x[(x y ) IxJ]}

es la distribucibn conJunta de los pr'ocesos x y y, dei‘inida par'ag_cada

Dos procesos x y y son 1ndependlentes si se cumple que:fff{ff”“

(IxJ) M (I) u (J)




' donde s denota la transformac16n ‘1lineal o afin de la entrada x'{ Suponga*

con‘los.coefiCientes'c£ dados por

'481 prdb1ém'es encontrar los promedios temporales del proceso de salidj

_un'pr6ces§ deventrada dado. Como-ynj=

o (IxJ) = |I]|J|/(d-c)(b-a), (4.1.8)
Xy

con tales que I € (a,b]l y J ¢ [c,d].

Definamos la funcidn caracteristica marginal de X por

Jemnex '
q)x(t) = M{e "}, (4.1.9)

y la funcidén caracteristica conjunta de X ¥y y_por - L
jemix +sy )
¢ (t,s) = H{ﬁ " }.
Xy |

Una,_técnica general para evaluar los limites en el tlempo de ulas

‘secuencias 1nv01ucradas en sistemas no-lineales es: un analogo de tlempo '
dlscreto al llamado método de funcién caracterlstlca [42] 0 de transformadﬂ~'  '
[15]). La idea ba51ca. de este método se resume como sigue | Considerc un ' fb   
:sxstema no- lineal que consiste en -un filtro lineal seguido por unaffi? :
no- 11nealidad sin memoria g(+), f.e., la relacibn de entrada y salida puedefff 'Y”

_-expresarse como

=;g{sn)?  n = 1,2,;..,

_ademés, que la no~linea11dad g( ) es. una funcién per16dica con perlodofl”

que posee representac1én por serie de Fourier, 1, e";'f--“

g(s) T ejzms, L
1 :

?:I _g(s)fé'jzm_B ds.

jznts | LR | _
'1 € y como el operador H{‘}

41~




lineal, l.e.,

- Mlax +by } = aM{x } + DM{y },
: n n n n

lo cual implica que

P | Jemis
- m =My} =} cMe b= Foe (1),
' ' "

- ™

SR donde se supone que las funciones car‘acteristicas d? (k) y ¢ (i, —1) estani@.'.-'_:»'f:"'i,"',f'»{;

dadas._lndicamos que en la derivacibn de estas férmulas los 11mites M{ - } Y 1a52ff7

W}iAiil - serie’ ds Fourler se han intercambiado y una condicién suficiente (pero no  ;¥};  
_lnecesarla} ‘para - que este .1ntercamb10 de limiteb sea‘ valido es que ldsg;.;TV“
j?@mA:A;  ‘. ' func1ones caracterlsticas se anulen cuando su argumento tlende a inflnito _: e
B I Para ilustrar las defin1c1ones y el método de transformada, consideremosfffff!

un eJemplo sencillo pero ba tante_ general. Sean o y B numeros reales §:5fZ~:

* ok
Farer il

cualesqu1era, y deflna

ffdonde < > denota el operador fraccional introducido en el ultimo capitulo;}'
'Claramente, esta es una secuencia determlnistica con r'ango [ 1/2 1/2]) B
-problema es determinar su  media muestral potencia autocorrelacibnﬁjy
jigﬁcffiﬂ? j ,'egpectro asi como su distrlbucién muestral Recuérdese que la funcién g(u)

.;fva'”ﬁ_   1/2" <u> tiene una serie de Fourier dada por

jznlu
glu) = 2
B 1#0j2n1

..'42_
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 primos, entonces por la PePiOdiCidad de la funcién exponencial compleja,   -£ L

" En resumen, encontramos .

Hy[por Io“tén£o1a média de'ch.esf_

entonces

j?ﬂl(an*ﬁ)

e = glantf) = E (4.1.11)

1:0

De la linealidad del operador M{+} se sigue que

jem1f3 j2mian
M{cn} 12%12 7€ H{e }.

Obviamente, M{el*'%"

depende de si el numero « es irracional or racional. Si o« es irracional

entonces

211 on . 11 - ¢ _ . I
} = im =0

)
Mie h»m N | - @l2ma

Si o es racional, digamos, o = g/p, swndo Py q enteros relatwamente»f

v o " j2mian | 1 kp 121 (q/p)n
' M{P } }‘1 —E Ee - =

?t'

P R
j”ﬂl(q/p)n
= e o
n=1 - _ ' “=
o [, si | = mp (m entero)
= 8(1 mod p) = { | o
-l o0, caso contfafiq.f

; : jénlani o .
- 6(1 mod p),; si « es racional (g/p), . - " .

o L o,  51 a'és irraéibhal;
. M{e} T e R P
| ;'_‘ -g(pB)/p," si tx es raclonal con _dgnc?.mihédcr'fP-.-i::f'

Obsérvese que este resultado es asintéticamente consistente

sentido de que st tomamos una suceslén de numeros racionales

B T =TT PRSP . mmen | eame

} es igual a 1 para 1 = 0. Para otros valores de I, este :_;;w;'f_




corﬁvergcn a un numero lirraclonal, entonces g(pB)/p converge a 0 cuando el
: periodo p crece indefinidamente.
V_E i " El mismo método se usa para calcular la autocorrelacién:

z - rE(k) = M{cnc"m} = M{g(an+B) g (a(n+k)+B)}

. T T — Me jznt(an+B)e-Jzn1(a(n+k)+B)} , - ?
R | 1#0 1%0 4n°1l :

- =Y ¥ ; ejgnuﬁ-uxkflm mejznu-nan}. _. 3 -.
§ 120 1#0 An il B

o Si « es irracional, entonces i
.E o Y, jemii-na 1, sl i=l

S | o o M{ e’ M = 8(i-1)

: | 0, si i=l.

© Substituyendo se llega a
- 0= g Qe
\ o R 1#0.4n 1
o0
- cosZn1<ka>
— L 2
2n =1 1%
_ 1 L ko> (1-<ka>) . ,"t  1f ': ﬂi-f {4?1;i§;€
12 2 " 0 -"’f-fT"-'.-:;if. R e e D
'53,fdonde el ultlmo paso sigue de 1a férmula 1.443. 3 en [22] p 39 Obsérvese_que”

€ no es un ruido blanco ‘con potencia promedlo r (0) 1/12

Como ren este' caso la autocorrelacién esta ya expresada como”

” expansion de Fourier en la forma

_..__.‘re(k)' ): s u) ’2"" k

“7fe1 espectro S (f) es discreto y consiste en un conJunto de lineas espedtrales

”1con pesos
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. _’_‘i:y-,'f?'.j B o

funcién caracteristica de € , para argumentos enteros i, es como anLe

- Entonces

(4.1.15)

1]

sf(}) .
' (?nl) %, st 1 =0,

en las frecuencias Al = <pl>.

Sl a« = g/p es raclional, se demuestra similarmente que

oy o b1 _ _l_
re(k) =95 " 3 <ko> (1-<ka>) + sz,

r(0) = 1/12 4 1/6p°.

~como hemos notado anteriormente, la diferencia entre resultados racional e
_irracional desaparece a medida que el periodo p crece a infinito.

Un argumcnto 81mildr prueba que si a ea'irra01onal cntonoan el pxoceqo-

£ es uniformemente distribuidoe en el intervalo unitario [- 1/2 1/2]
. ] .

. @ (i) = H{e | ,_-n}.= I (1-28) M 2Ry
b | o
jni(l EB) B 1, Si i=0
6( ) { 0, si i=t1,%2,.

Sea I cualquier subintervalo de [-1/2, 1/2] y sed la serze de Fourler para la

:funcién indicadora de 1 dada por

x(e 1) = T ’2'"?

_.i
"'¢'¥f  r.-' e 'J?"ic :5'*"’-f Jane "_fff}} |

E c ® (i) E c 6(1)

Pero como

. =45-
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 'Tedremaf4.1:

-'ibbac’icinél- entonces el pr'oceso X <P(n)> n 12,,,,, 1 e la paptef‘_-‘f:*--
"[o 1],

iCbef1cientes-rea1es._Entre los coeficlentes (excepto el término constante)f
del polinomio k P (n) k P (n)+.. +k P (n) si existe por 10 menos un numer'o_;"
\1Pracional para cada L~ada de. enteros (k k v .,k ) ¢ (O 0,...,0) entonces

 ‘Llas‘sucgsiones;(Pl(n)>,l =1,2,...,L son conjuntamente uniforme mbdulo

cy = J xle; 1) de = I; de = |1},

por lo tanto “c(I) = |I|, v e es en efecto uniforme en (-1/2,1/2].

Antes de cerrar esta secclién, es conveniente indicar que el proceso ¢
n

1/2 - <an + B> estudiado en el ejemplo corresponde al proceso de error en un

5]

modulador sigma-delta de lazo simple excitado por una entrada constante x, y
con un estado inicial uo. tales que a=(1/2+x/4) y B=u0/A. Consecuentemente la
conclusién de este ejemplo es que el proceso de error en un modulador
sigma~delta de lazo simple con entrada constante es uniformemente distribuido
en [-1/2,1/2], y su espectro de potencia consiste de un numero infinito de
lineas espectrales, cuyo peso y localizacién en la frecuencia dependen de la

entrada (a través de « irracional).

4.2 - Algunos Resultados Relevantes de la Teoria Ergédica

.‘_Comd”hemOS viSto. el paso mas crucial para calcular las varias propiedades  ;yn3};fﬁf:
:estadisﬂicas es la evaluacién del limite M{+}. Para 31mp11f1car esta tar9a°1; f7?“v
_generalmente dlflcil ‘varios resultadoq de la teor1a ergédica demuestran su

utilidad. Los sigmentes teoremas acerca de la dlstmbucu‘)n de las part.es

fra001onarias de polinomzos se deben orlginalmente a weyl (1916)

f_l) ‘Sea P(t) = ab + d't +-;..+ a t" un polinomio de grado L (L 1 ) conffﬁﬂf

coeficientes reales Entre al az,...,aL{ si existe por lo_ menos nQ[k7*

fraccionarla del Polinomio P(n) es unlformemente distribuido en el intervalo?‘

2)' Sean P (t) 1 =1,2,. L, L polinomlos de grado por lo menos uno coﬁ'

 Vea  [27,41}49], para las pruebas;' Consulte también [40 18] para unaf




bosad

ff'paﬁa £oda'Lfada de enterOS'(kl;ké;;.;,k#):#'(O;O(.;.,Oj,iff]f;¢ f}j{u

 “tPrueba-f

(n = (2): 51 F(r ....,r ) es R1emann-1ntegrable en [0 1] entonces dado'c
l-?D;_-ex1ste una particibn‘ de . (0, 11" 'y dos funciones sxmples (i e

“combinaciones lineales flnitas ‘de- funcioneS; ind1cadoras)

discusién general y referencias adicloneles.
El teorema sigulente proporclona un método efective para la
determinaciéon de las 'propiedades de procesos conjunta uniformemente

distribuidos via integrales simples, y un criterio de verificacién de Ila

uniformidad conjunta.

Teorema.4.2: Sean x‘l) 1 = 1,2,...,L, sucesibnes deterministicas, y denotan
por (x (1 Lz),...,xin)), n=1,2,.., la secuencia vectorial definda sobre el

hipercubo unitario L-dimensional [0,1]L, el prodhcto cartesiano de {0,1] L

veces. Enlonces las sigulentes proposiciones son equivalentes:

L |
(1) .(x(l?,x(z),... :}J) es uniformemente distribu1do en (0,117, en otras
palabras, los procesos componentes x“) son conjuntamente uniformes en %f
. n ! | %
[0,11"
(2) La igualdad ?
| | |
D AR
Loy (@ iL) Tl 1 - N o . - R
M{F(x ""yx ™, ..,x 7)) = VEy..i,r ) drdr ...dr 4.2.1)
N L | J‘OF(rL,rZ Lor)drdrgdr o (A20)

se mantiene para tada func16n R1emann—integrable F en [0, ll
] , .
(3) La funcién caracterlstlcd de _(x“),x:”,.r;, (L

,;‘i,ef; ‘la  funcién
caracterlstlcauconguntaAdeaIOS'procesos componentes,

e Yy o L @ by
'¢x(t1't2’ff"tL) B H{QXP[JZH(tixni+szn +‘“j*tL n );}{

satisface

ylky kg o)

S(r ,...r ) definidas sobre esa particmén. tales que  ~

;47,:




;
L
A
!
¢
t
i
i
:
i

7 [2) = (3) Reemplace el 1ntegrando F( ) en (3) por

.;entonces (3) sigue de una evaluac16n directa de aquella integral

‘.eﬁtdﬁCGS'(B) impiiéa que

slr ,...ry)=s=F*¥r,...r)sS(r,...rJ,
1’ L) ( 1’ L) 1! L

para todo (ri,...,rL) € [0,1]L

I...I Sdr ...dr - J...J s dr ...dr = t.
1 L 1 L

tomando M{+} e integrando, enconiramos respectlvamente

Mis(x'", . x")) = M{F(x“J,....x“J)} < M{s(x'?, ... ¥y,

’
n n n n n n

I...f s dr ...dr = I.,.I Fdr ...dr = I...I S dr ...dr
1 | 1 L. i L

~ Pero (1) obviamente implica que

M{S(X(l).....X(L})} =:.[...J s dr}} .,er;

H{S(xli},....x(L))} = I;.,I S dr_...dr ,
n no B 1 L

 §§€5£0 que sy S son fun¢1ones‘simﬁ1es;'y‘pofvld,tanto'

PN TIEETHY o "‘   ff
MG ) j I‘L dr, ar |

sljg;}f Sdr. ...dr ;~'I.,.I_§'drnl,;df  s e

La 1gua1dad en (2) sigue del hecho de que c > O es arbxtrar1o

T .(ﬂ‘.z o
expljentk e s,

(3) = (1): Escrlba, para cualqu1er 1 x...xI [O 1]

Lol

o - S S - o  ~, . _:;;;' '5“ti$} ffE};ﬁ*(ti;2ﬂf'?
’;(xh ""_n . x..xI ) szi-.I% C(ix?iffiL?,?*9143"(¥ps?1f2jf*n:@ul;’

1L
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Teorema 4.1, se sigue del Teorema 4.2 que

~ Una aplicacién simple de la siguiente igualdad

' d0ﬁde"

px(llx...xIL) = ? ...? C(jx""'jL) ¢X(1‘,...,1L)
1 L

1 1
= ¢(0,...,0) = IO...jO x(rl....,rL;le...le) dri...er

= L I R LA A
1 L. ‘

y (1) resulta. Note que el intercambio de limites es legitimo. Esto'completa'

la prueba.

Para ilustrar la utilidad de los teoremas anteriores, recalculemos'la_

funcién de autdcqrrelaoibn del ejemplo en la Seccién 4.1; donde_tenemos'cn;

172 - <an+B> con a irracional. Entonces
r (k) = Mlee } = M{(1/2-<an4ﬂ>).(1/2?<an+B+ka>)}
e o n ntk | : - , |
o1 N
=M i~ §<an+B> -,§<an+3+ka> + <anfﬁ><an+3+kq? .

Como  <an+p> y <antftke> son uniformemente distribuidos en [0,1] por el =

Wy = 1o gt s e e
ré(k) " 2'1' - 2J.05 dls_"j 2IOSdS + H{ <an+(3><an+f3+k0£>}

"’-._"—-f'--'_--._1./'4'+.H{'<'c}c';n-:-(3>'.<(m_+f34rkcx>}"._'  :’.'-_-'Jf._.".;'_"-"=
Ccxey> o= <> 4 <y - x(<oecppEl)

Coxlemucy>z) =4
L0, stocxeeeyd<l




et S}

y de donde

- coeficlentes Fac1ona1es.; F(t) aquellos ~con por lo _menos unjcoeficiente;}

“irracional (excepto el térmlno constante) Cuando un polinomio de grado kf;

1cuyo tipo de coeficientes es irrelevante para. el calculo lo denotemos por?

'_T (t) Usando esta notacibn podemos escrlbir,.por ejemplo,ﬁf

:5polinomio con coeficientes racionales por otro con coeficientes irracionales

al ultimo término resulta
M{<an+f> (<antf> + <ka> - x(<an+B>+<ka>z1))
= M{<an+ﬁ>2} + <ko> M{<antfi>} - M{<an+B>yx(<an+frz1-<ka>)}.

Aplicando el Teorema 4.2 otra vez se obtlene

1 1 1
I sads + <ko> I s ds - I s x(sz1-<ka>) ds
0 | 0 0 |

= 1/3 + <ko>/2 - f s ds,
1-<k0>

r. (k) - i <ko> (1-<ka>),

1
12 2

el cual concuerda con el resultado previo (4 1.13). | o _ o
Coﬂo la dlstribucién de las partes frac01onarias de polinom1os dependeffff?*

sblo de si existe cntre sus coef1cxenLes ‘al menos un . numero irrn01onal

'*_usaremos una notac16n de pollnomlos genérlcos para evitar la determlna01én§jif?fj

exacta de todos los coeflcientes de polinomios invo]ucrados en el desarrollo, £¢;;,,

_Reppesgn;e por ﬂ (t) cualquier_ polinomio de grado.ik; ¢§h unicamente:i

W (t) + R (t) = ﬂ (t) l < k
-s'e"(t)_ 3'*(_;)___ “”m,_

las‘ cuales significan que la suma de. dos polinomlos con coeficientes

racionales es otro polinomio con coeficientes rac1ona1es Y el producto_.gjun
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Prueba: En efecto,

Lena 4.2: Sea PL(k)_'un polinomio de grado Lzl cuyo jpr'ime;-r*”coef‘i'cient.ﬂ es
'irracional 'Entdnce%vexisten L—i-polinomiOS'Pl(x) 1 =1,.. L¥1 dc grado l

,y con primer coeflciente 1rra01onal con la propieddd de que para cada 1

'ﬂ:para cada numero real Xx.

‘5 '1inea1 de I’(x) (polinomha de grado i con prlmer coeflciente irrac1onal)~"

f  :donde los pesos son enteros positivos.

 ;;Pfueba:- ;  Dado Un  polinomlo P (x) = akaﬂﬁ;;xf?f{:}fd5 ' formemosi
v recursivamente los polinomios P (x] 1 = L= 1,...,1_vde acuerdo Tco}
'“;jsiguiente regla. ; L : ‘

“}  0bviamente P (x) es de’ grado 1

" 31 polinomio_l

resulta en uno con coeficlentes irracionales,.

Lema 4.1: Sea P'(x) = aixL+...+a0 un polinomioc de grado L 2 2 cuyo primer

coeficiente a es irracional. Entonces para todos los enteros n, i, k, y 1,

se mantiene la sigulente igualdad:
L .
J°(n); si i+l # O

iPM(n) + 1P(n+k) =4 ¢ N(n); st i+l =0y kI = 0O, (4.2.3)
P"2(n); si i+l =0y kI = 0.

IP(n) + IP (mk) = (i+Dan" + [(+Da_ +1kle In" + 2% 0

L 1, ‘existen enteros pos;tivos c(l i) = 0, 1 ..,1 tales que
f. | |
| | : L-3
Pt (x+l) ¥ c(l i)P‘ (x)
i=0 .

Este lema signlfica que }’(x+1) puede expresarse como una combinaciénf

Si el primer coeficiente aL de P Lx) es un numero irracional__pﬁygﬁ

 —51;.




D oamtpet oy "7' ff 'fj}
i N o . - P (x) + z [ ¥ c{l1- k 1)] (x)

B I : Do L TR
=P z[ ¥ cll-k, i 1)] SO

L e .-*, 'esto termlna la prueba

“ffl T Y & (x+1) p- (x) + 2 { Z:C(l k, l)f’ (x)] S

tx) = PMxe1) - Pix)

v i L-1 L L
= g (x+1) +a +1 +...+0 ~ (ax+ax x "+.,.+«
L( ) L~1(X ) 0 ( L L-1 o)

también tiene primer coeficiente La irracional. Repitiendo el mismo
argumento para 1 = L-2,...,2,1, concluimos que todos los P (x) tienen primer

coeficiente irraclonal.

e

El resto sigue por induccion sobre L. El lema es trivial para L = 1,

. 1, 1 - S |
i.e., P(x) = P(x), y procedemos asumiendo que el lema es verdadero para

Y 1,...,L, y probandolo para L+1. Como PM(x+1) = P*(x) + P"(x), entonces

'  %% S o Pr(x+1) = PY(x+1-1) + P H(x+1-1) =

"

R |
Plix) + %P -k,
k=1 |

[T up——-

Aplicando la hipétesis de induccién a la ultima suma, se sigue que
Py - R oo R A

U s e

k=1%420

k 1

I= k=1

_Esta  éS' la 'édmbinacibn lineal deseada donde todos los coeficientes de

pondera016n (las sumas entre parénte51s) son obviamente enteros positivos.

El teorema que Sigue es una consecuencia del Lema 4 2 y el TeoremaT4 1*

‘;Téoremé' 4.3: st P (x) es un polinomio de grado L z 1 _con 4sufprimer

chefiCiehté  irracional,‘ entonces los procesos <P (n)> fj<P ("*1)>;4;

"'<PL(n+L?1}>'sdn'cbnjuntamente_uniforme'médulo_l.




Prueba: EI teorem._x sigue de la segunda parte del Teorema 4.1, si podemos
" ; L-1
| demostrar que el polinomio }:klP'(xH) tiene por lo menos un coeficiente
=0 -
irracional (excepto el término constante) para cada L-ada de enteros

(ko'kl""’kud) # (0,0,...,0). Aplicando el Lema 4.2, encontramos

e | Ll R
e | ' ZklP (x+1) = E [EC(] I)P (X)]
\ .

P . L-1 -1 - : o ?1nfff3h'
. o : = ZP (X)[Eklf‘(j,l)] = Zk:P i(x)' | . :

1=0 1=1 i =0 D S A

e it e+ v A i P e Lo

donde P‘(x)_' es de grado i, 1 = 1,2,...,L, y tiene primer coeficiente | t

W§T_~v ' irracional, y :
L~1
Zc(l 1) k i

: C ‘ . ‘ o O,l,._..,VL_,l,

1

"Sdh'enteros'ppqueyc(l,i) lo son. Ademas,
T e A‘(kOA'kl'”"kL«') (0,0,...,0),
. , : :.'S'i y 861_0. ‘Si _

gl ,) = (00,000,

I R por-que estos vectores estan r'elacionados por‘ un sistema de L ecuamo_nes_-.*

'--lineales cuya matriz de coef‘icientes es triangular' con entradas positivas
c(l 1) sobre la diagonal pr'incipal y por tanto es inver't1b1e Usando el hech’

'-":de que todos los P (x) tienen dif‘er'entes grados y el pr'imer coeflcien‘te

B irracional concluimos que el polinomio obtenido por combinacién entera R

L-1 L;L:”; E
Ek;P (x),
120 T

tiene por lo menos un coefimente ir-racional a menos que
| (k"k',...‘,k' *) (0 0,...,0)

§ S “:‘; e o ’ Ty .: ¥ .‘."'“_j
BT A c R R T e
& SRS - B R e & L -

[ SO

'-_.5.3-.- o




ﬂ_.Espec1alizando la ecuac16n (3 4. 17) para una entrada constante se convierteT“

. en

AN

L-1
y esto impllca m su vez que Y klPL(x+1) debe tener por_ lo menos un
1=0
coeficiente irracional para todo (ko’kl""'kL-x) # (0,0,...,0). Esto termina

la prueba.

4.3 El Resultado Fundamental: Entrada Constante

Ahora enunciamos uno de los resultados mas importantes de esta 1nvestigacibn

“acerca del comportamiento estadistico asintético de moduladores sigmaedelta

con entradas constantes, resumido en el siguiente teorema.

;Tearema 4.4: El proceso de error del cuantizador e en cualquier modulador
sigma- delta con entradd constante es, con probabilidad uno,_uniformemente
~distribuido en [-A/2,A/2). Ademss, e es tamb1én.'un‘ ruido . blanco

1ndependiente de la entrada. con la unica excepcién del modulador sigma-delta?ﬁff
"de lazo simple

A

.'Pruébé' No tratamos el caso de multietapa porque[laAppugba'esléimiIQﬁ;afjé;}ff*i
_.prueba para moduladores multilazos. | | 1‘. ": : _' :J”"“v; s
| l Sea L 1 2""'91 numero de 13205 Y Considere un modulador 51gma—delta deiiff“
L 1azos con entrada constante x € [-b, b]. Asumdse que a (1/2 + x/A) es u“£&3f

'numero 1rraciona1 Esta suposicibn se cumple con pmobab111dad uno si x esif

escogida:de-[—b bl de acuerdo a una funcién de densidad ‘de probabilidad,f:

S U 2 S 0 S O O B N DT
- _ 1,_:1.. ) iL:O ,11='Q .

= 1/2 = <P"(n)),

" donde P*(nivtienéfun primer coeficiente irraciohalf“Esfo sefbuédéfféffﬂﬁéﬁéé




la notaclién de polinomios genéricos y el hecho de que

y se sigue que

P'tnm) = P ) + « R(n) = (),

{ s | ya que o es irracional. Por conveniencia, definimos un pPOCQso en [0,1] por

wo=1/2 - & = ¢"(m)>. o - (4.3.2)

Como w es la parte fraccionaria de un polinomio irracional de grado L*l’.esf I ffj*ﬁ
entonces uniformemente distribuido en {0,1] por el Teorema 4.1. Esto 1mplicd

a su vez que £ =, 172, - w o es uniformemente dlstribuido en el intervalo,

P N

=172, 1/2]y y por lo'tanto‘e | Ac es uniforme en [fA/Z,A/al Note que en5
,‘tiene med1a cero y potencia A /12 - B | |  ,_ .
| PaPa demostrar que el proceso € -_es_ también blanco para L 2 o;;ff,jz“

equivalentemente_rc(k) 0 para todo Kk # 0 es suflclente probar quc-°

- e¥(4,1) = 0, para todo (i;i);¢ (0,0), y k# 0,
.dondé .
(90, 1) = Mlexpljantie +le D1}

= explyn(1+D)] Mexpl-j2n(iP (melP o)D),

 f usand6:e1'métddo de_ﬁransformada. esto”imﬁLicafIff'7

r, (k) Z E — ¢ (i, —l)
120 1#0 4n il SR

7 Sin embargo, por el Lema 4 | o e T
 1P (n) + lP (n+k) = 9 (n) ) 9L 1( ), :a”menos qu¢3;+1”# Ofywlkf 1 j
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en otras palabras, es un polinomio irracional de grado por lo menos L-1, a

= menos que I=i=0, puesto que k es por Suﬁasicibn diferente de 0. Como Lz2, los

Teoremas 4.1 y 4.2 conducen a (4.3.3)

1
ot (1, 1) = D J'e"’z"'dr = 0. .
u 0 |
Remarcamos que este argumento no es aplicable al modulador de lazo simple, ya
= que en tal caso (L = 1) el proceso de error de cuantizador no es blanco, como | .
. o ya hemos demostrado en la Secciéon 4.1, §
- | . Para terminar la pbueba, demostramos que e es independiente de la § :.
- entrada ¢onstante x, en el sentido definldo en la Seccién 4.1, EC,(QLI.G). j
_ Para IxJ s'[-b,b]z,'tenemos-
0, si x ¢ I;
x(xe ;IxJ) o .
| x(en;J), si xe I,
N ' |
*3'  / .:‘  entonces R S | - -
% BT | a - S L . 0, sl xel;

u JIxd) = Mix(x,e ;IxJ)} R B |
xe o e R (J), sixel

= e ),

porque | " u) = Mx(x;1)} = 1, si x € I; = 0, de otra manera. Esto termina la
"‘j-pr‘ueba - B PR ». S . : SR L
| Intuitivamente los moduladores sigma—delta de orden superior deben
‘ producir ruido de cuantizacibn mas "blanco pero esta idea no esta reflejada{
; *en el teorema anterlor, El resultado siguiente proporciona una exposicién
"_ precisa de esta intuicibn." | ﬂ' s k_: ';_
| Una secuencia X con rango [a b} es llamada L—equidlstribu1da s1 [37]
“'1) x y sus L 1 versiones recorr1das | ‘ | s
Tn T’

~son conjuntamente uniforme eni[a,b]L,
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Prueba: Con probabilidad uno, « = 1/2+X/A es un nl’lmer‘o ir'r'acibna]. y el

Primero, defina como antes W= 172 - ¢, 'entonces tenemos que probar que

;Q).' | ;”,._.., :‘f” son conjuntamente ‘uniformes en 1o, 1] ‘P'er‘o' esto es |
: ‘Justamente ‘una consecuencia inmediata del Teorema 4.3, ya que W <P (n]),-""-‘,,-"j_f"f |
donde Po( ) es un polmomio de grado L cuyo primer coeficiente es un numer-

' 1r'r'aciona1

_'cOnJuntamente'unlf‘ormes. Sea A el alf‘abeto de repr'oduccién del cuantizador-_'_f-.'_"i-?'?"-

| f_-fimto que contiene 2 niveles de salida Consmere la func:lén

donde x('-°) denota la funcién 1nd1c:ador'a. Como A es f‘inito, FesRiemann

"_7_1ntegr*ab1e y su integral sobre [ 1/2 1/2] ‘es cer'o

| Por otro lado, recuerde del Capitulo 3 Ec (3 4 13) qUe "

2) cualesqulera 1 > L secuenclas recorridas no s.on conjuntamente uniformes.
Claramente, un proceso L-equidistribuido es tamblén I-equidistribuldo
para 1 = L, pero no viceversa. Nole también que la noclén de "ruldo 'blanco"
es aproximadamente equlvalente a 2-equidistribucién. Por ejemplo, el proceso
de error en un modulador de lazo simple tiene una distribuciéon uniforme pero
no es ruido blanco, por lo tanto es 1-equidistribuido en [-1/2,1/2]. Una

generalizacion a moduladores sigma-delta multilazo o multietapa se presenta | 5_-'

en el teorema sigulente.

Teorema 4.5: El1 proceso de error normalizado de cuantizador € en un
: n
modulador sigma-delta de L-lazos o L-etapas con una entrada conslante es

L-equidistribuido en el intervalo [-1/2,1/2],

r-c;ult':xdo que derivamos bajo esta suposicién se c‘umple casi seguramente.

Demostramos dhor'a que los L+1 procesos €, e 1,, e+L “NO Sﬁh‘ U
ne y €, DO

'inter'no del modulador sigma-delta de L la.zos entonces A es un- con,junto_;:j.?__.'..{j:._..'.:_:'."}:?\"

1-—-1

J-I I F(r r el T, ) dr dr dr '=0. “
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En el desarrollo siguiente, confinamos atenciéon a moduladores sigma-delta

‘  ‘mu1t11a2o
':;_donde ae [0 b] zuznf/fs. y 0 e‘(0,2n), como définidasfehgia:Seécidnjg;qg?fiff

":Lema 4, 3

embabgo. los detalles de 1a Pl‘ueba, | y _sblo indicamos que

Rt O
i

- h

B

L 1L
, X +‘¥1(-1) [J]En-l =q €A,

¥

€s el proceso de salida del cuantizador, por lo tanto

M{F'(en'eml'“''emi,)} - M{x(qn;A)}

e, € no son conjuntamente

Se sigue del Teorema 4.1 que e, e _,.
n n+i n+L

uniformes,'y el teorema estd demostrado.

4.4 E1 Resultado Fundamental: Entrada_Senoidal

multiétapa ~pero las técnicas y resultados son aplicables a _SiStéWQS:  - fwaf”“

Sea la entrada X a un modulador sigma—delta una senoide pura. 1 e.,”‘“

X6A= a cos(wn+0), 0,1;.L!;‘:

';JE*'-v-fZ_ cos(bwié) = P(n)_+ aL C¢S2HQ(ﬁ7{’H

= [2sin(w2)]™,

. L-f e
P(n) = « sin(w/.?. 9) T’IZ—IT‘ + P72,

Q(n) '— é- - H(w+n)+§,—f

.5 21 'Iémay se 'puede demostrar usando 1nducc16n. sobre L

8-
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de un mudulador sigma-delta de L etapas con entrada senoidal es [cf (3 3 2)]

donde hemos usado el Lema 4.3 en eljultimo_paso._Défihéséibdrfqdﬁ#&ﬁiegqié77

| y deseamos demostrar que w' es uniformemente distribuido en [0 1]

LN

formulas son Utiles (cf. pagina 39 de [22]):

n-1 v
_sin(w/2)+sin(n-1/2)w _ W W

1=0

-1
/ . _ cos(w/2)-cos(n-1/2)w _ W W
Y sin(iw) = S Tr(2) = g[c055+cos[nw §)].

=0

El sigulente teorema es una analogia al Teorema 4.4,

Teorema 4.6: Si la entrada es una senoide pura, entonces con probabilidad

uno el proceso de error del cuantizador en todos los moduladores multilazo o

multietapa con al menos tres lazos o etapas es un ruido blance uniforme e

independiente de la entrada.

Prueba: Nuestra prueba se basa en los moduladdreq multie’apa- la prueba para

moduladores multilazo es similar. El error de cuantizador en 1a ultlma etapa

E' %cos(wn+9)>]
__'_-' (__1)1..,.1 [_._‘ <~.—P(n) +4 COSB“Q("))]

W= (Kp(n) + Lc052n<0(n)>>._“nf= ip2?-f;

Note que para L los polinomios

fPf(h)fwva(n) s1n(w/2 9) + ? ( )' ;fﬁf}‘5f

bdm

(L 1)'”

'ﬂ-SQQ[}”
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| donde ¥ = N Esto prueba que w_ es uniformemente distrlbuido en [0 l]

o v1st1 del Teorema 4.2,

? donde J (o ) denota la. funcibn de Bessel de orden m En este caso, kff Q?ﬁ¢f

“f necesitamos probar que para K # o,

‘f_ya que esto implica que w y wj; son conjuntamente uniformes en‘lo 11

A= A“!aasin(w/Rwﬂ), si L

gn + To' sy L

gn" " t/(L-1) + PHT R, st Lz 3

i
o=

H
]

n

(4.4.6)

-

y Q{n) en (4.4.4) satisfacen las condiclones del Teorema 4.1, parte (2), con
probabilidad uno, i.e., entre los coeficientes del polinomice (de grado L-1 2z
1) IP'(n) + kQ(n) existe por lo menos un numero irracional, para todos los
pares de enteros (1,k) # (0,0), y por lo tanto concluimos que <P'(n)> y
<Q(n)> son conjuhtamente uniformes.

Usando el Teorema 4.2, la funcion caracteristica de w o se calcula para

argumentos enteros, como sigue:

¢ (k) = H(EXp(j2nkwn)}

= M{éxp[jQHk [<P'(n)> + ycos2nk@{n)> ]]}

0, si k= #1,%2,,..;

. 1 . o
- J‘ jznksds J‘ejgn?fkc?SZtht | |
0 "0 o _ 1, si’k =
a L

D

81 L ~'1; P'(n) se reduce en. una constante B, y por lo tanto -

¢ (k) j2ﬂk[3 J‘ Jznykcoszmdt ejanyfﬁ%(zw.m;,

.1mplica necesariamente que @ (k) = 0, asi que w ya no es uniforme.”’lh“”

Mostramos que € 2 es: un. ruido blanco cuando L>3 Para ello, 23§}

“_gz*5 ~';;-'jznuw'f“';;fli 7 1.'fsi'(1}l)” (o 0)
R S 4 Lo, de otro modo,=j

equivalentemente, €y saﬁk conjuntamente uniforme en { 1/2 1/2]
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'--;f espectrq dlscreto,‘ el cual se calcula de @H(;,l) usando el método de:ﬁ:;jf; 

"  f— 0, para 1 % 0, Esto 51gue del hecho de que x -a cos[2n<0(n)>+? 1 y el m1smo

By

tanto £ es blanco. Consldere para k # 0 y el par de enteros (i,1) # (0,0),
1[P'(n)+7ccE2nQ(n)] + 1P (n+k)+ycos2nQ(n+k}} =
{iP' (n)+1P' (n+k)} + w(icosznO(n)+1c§s[2n0(n)+kw]}.
Aplicando el Lema 4.1 al primer término, tenemos que
iP' (n)+1P’ (n+k) = " (n) or SF_Z(ﬁ).-

pero como L 2 3 o L-2 = l-,. este es conjuntamente uniforme con eln), vy

entonces una aplicacién del Teorema 4.2 obtiene (4.4.7):

¢k(i’»1)v=: I Jzn.,ci I j?nallcosznt+lc0a(2nt+kw)ldt = 0.

)

Los casos L =1,2 necesitan un tratamiemto especial Y el resultado es?:i"“'

'IQUe en ambos moduladores de una y dos etapas, el proceso de error c tiene unj]j;?;

| la transformadd Omltlmos los detalleb | Lo | | ‘ |
R Finalmente necesitamos demostrar _que cel proceso fdeff'error ‘S[ff'“
“].-_1ndepend1ente de la entr'ada al modulador Observe primero que la I‘uncién;fuf'

f 7caracteristica conjunta o cruzada ¢ (i 1) | ; 0 equivalentemente.Lx (1 l)-

3 argumento usado para probar (4. 4 7). Ahora con el método de transformada enj

7 mente,-esto 1mplica el resultado deseado~5‘

FR (IxJ) Zcu ma (1'_.'11?.2_C'_('ié.-o.)“’ “ 0’ )3 "“ °)° “)

-w g

“me o

- donde henos usado el hecho de que

B | R

e(1,0) = [ [ P Pauae = ci)yf = e (.
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.tiempo — proplcdadeq asintoticas de 1a suceblén entera. y cualquier efecto_;f

‘.de terminos finitos eventualmente desaparece.

"féﬁrbélééiOnadbs. la autocorrelacibn de la salida esta dadd por

[ 16, p. 58]

Esto completa la prueba del teorema.

4.5 Caracteristica Espectral de la Secuencia Modulada

El comportamiento estadistico de segundo orden de la secuencia de sallda q
de un modulador sigma-delta se obtlene de la secuencia de error e~ como

sigue. Recuerde que

. ey e 0 0 =

L
g=x' +V(e) =x' +AY

n n n n

donde x’' es uhﬁ vebsibn retrasada de la entrada. Note que los valores de q
I

pata O<n<L no influye el resultado final del calculo de los promedios en: ol

i I e i b . e R e e e e

Con51dere primero entrada constante, X '=x. La media muestral de q es
Mg} =x+V0He)) =x, . (451)

como . se espera. Como los procesos del error y de 1a entrada no estan'

,donde hemos usado el hecho de que c es ruido blanco y la siguiente_identida'

ETT
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? -
! . i [ t
i “f Tomando transformada de Fourier, el espectro de q es
é - il 2 A% o J2mr
L S (£) = x"8(1) -l-é-l}; (-1) [L“]e
M | 2 A® 21 -
L = x8(f) + ms|2sin(nf) | (4.5.3)
% _“% - En el caso de entrada senoidal, X =a cos(wn+B), se puede demostrar |
'% B similarmente que %
'} - - 4 il + - 2 c : ' - . . g L
e . | Sq(f). i [5(f ) 8(f 1+2 )]_ 12|2q1n(nf)| , [ €1[0,1) o
[? FE En ambos casos (constante y senoidal), el primer Lérminb del espectro de
R salida es exactamente el espectro de la sefial de entrada, y el términOf:_
'   ;ﬁf;f o o reqtnntc es par 10 tanto con81derado como el término de ruldo Este ru1do esj   o
:i '“§'4~'. - comun erl amboq casos y es independiente de la entradd (contrarlo a los{;fﬁﬁf’
éi o o moduladores de lazo simple). | _ : e
i{$' T‘ Paga concluir indicamos que nuestro resu]tado es consistente con laffﬁif
 §. fﬁ :aproxima01bn por ru1do blanco usado en el método us ual de linealizaciOnb Este{{{ ;
T f_método ‘aproxlmado produce prediccxén correcta. sobre>»e1‘ comportamientoj f;
LN J:r:d"‘

-_estadlst1co de los moduladores sigma—delta con. entrada constante o senoidal
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;cuantizacién sigma-delta es la magnitud de error. Resultados mas generales;i'
'sobre el error cuadratlco medlo de cuantlzacibn se presentan en el resto delf'

. capitulo

‘en .un modulador sigma—delta de lazo simple segu1do por un filtro acumula y

'f vacia o filtro peine definido por

 dohde*N eé'ia’razén de‘éobrémﬂestfeo Asuma que la entrada analégica s una 
 constante X en el rango [ -b,bl, y. el sistema empieza en un estado iniwﬁ
1arb1trario u0 e [-A A), donde A =2b. Estamos interesados en determinar'qu:
tan cercana es la salida del sistema x a la entrada x. 'y comparar suﬁ

' desempeﬁo con aquel de un cuantizador uniforme escalar que tiene un numerd

Capituto 5  DESEMPENO DEL SISTEMA

El propoésito de este capitulo es la derivaciédn del desempefioc global del

sistema cuando se recupera la sefial de entrada anaibghxx a partir de la

salida producida por un modulador sigma—de]ta,- usando un f]ltro

decodif icador. Consideramos solamente filtros lineales e invarxanteb ‘en el

tiempo por su simplicidad en la implementaci6én y por su buen desempefq.

' 5.1 Modulacién Sigma-Delta y Cuantizacién Uniforme

_La propiedad f‘undamental de la modulacibn sigma-—delta es que ‘la senal de
..entrada. analégica . puede recuperarse a 1a tasa original de' muestreo= de"  :f"”
- Nyqu1st a partir de la salida modulada, y la precisién de conversién dependef;;ff;
f pfincipalmente de la razén de sobremuestreo En esta sec016n,kcons1deramosffﬁf}f

o solamente entradds ccnstantes ”y' la medida de desempenc del sistemd def;ffﬂﬁ¢

Considérese primero un sistema de cuantizacibn 51gma—delta que consistef”

- A

=)
Mz

n
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e i

"porque g es +b o bien -b, y el numero de ocurrencias de +b en la secuencia
’ n

este cuantizador uniforme, y recuerde que este es un mapeo de distorsién _'  .“fff”

1‘Comd'tuﬁx?consecuencia,Ael error debido a la. Cuantizacién"sigma+delta ésté f

'Una cota superlor a |x - x[ se encuentra como sigue Recucrde que la salida

del modulador q puede expresarse como una funcién del error de cuantizaddr
-;blnarlo, i.e | Lo |

'-SubstiﬁUCibh:dei(Sji.S)Ven (5Q1,1) résulta‘en |

B donde la simplificacibn se. debe a las cancelaciones en la suma telescépica,
'_Reescribiendo la ecuacién anterior en térmlnos de c o la versién normalizadaQ

'-de e o y recordando que e € [ 1/2 1/2].-encontramos que

apropiado de niveles de salida.

Observe que la salida % puede tomar cualquiera de los N+1 diferentes

valores
= { —m-k - b; k=0,1,2, N}
de N *b's puede ser k =0,1,...,N. Obviamente este alfabeto de beproduccibn A

coincide con aquel producido por un cuantizador uhlforme”para el intervalo

[~b-b/N, b+b/N}, con paso de cuantizacién 2b/N y N+1 niveles. Denote por ole)

minima, i.e.,

|x-QUx)| = min{ |x-y|, yea). o aa

siempre acotado inferiormente (en magnitud), por el ehr@b'dé1 cﬁahtizad§Ef~ 

uniforme - | | N N | '
‘. g. |

A : ) . . .

[%-x| = jo(x)-x}.

x+e-e ,
qn - - n n-1"

] ? eremeny) ?;¥'f.(?uf¢o)4”f“‘~““'

|-
MMz

.q o

Zﬂh‘

| x-x| = Nle—e s
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estrechas y a veces muy remarcables. Como Q(+) tiene N+1 niveles de salida y

- A1 Nx N+1
Q(X) X “N-'[—- < A 5 >]
_jRecuerde también que [cf.'(S}Z.S)I
o | o o e
£ 1 <_+N(_+_)_ > = 1. <1+Na-c’>~‘ -
w2 @ =z s
 dond¢.q = K 5 Entqnqes,
|Q(x)—x] <8 [l~{—+~a—c >z, —-+< +Na>[ "'
B w3 o D]
_A L A
=N llg*”“‘e J [ *”“Jl N

ﬁ.fya que, por suposicibn, Co € ( 1/2 172}, y entonces el valor absoluto puede

_ser: solamente'_O o 1. Indicamos que si el estado 1nicia1 del modulado
'f51gmaédeita -dé lazo; 51mp1e _es .uo  =  +b t 1 que | [x—b x+b]ﬁ
  equiva1entemente eo 0 entonces x #‘Q(x) y signif1ca que estos sistemas ‘de’

4‘fcuantizacibn son equivalentes en el sentido de entrada y salida.;V fw

” érdenes superiores, digamos ‘un modulador de L lazos. consideramosiffoﬁ

Como se espera, el cuantizador sigma-delta no puede tener mejor desempefio que
el correspondiente cuantlizador de distorsiéon minima Q(+), porgue en el Gltimo

caso tenemos una cota*superior mas estrecha [cf.(5.1.2)]
|Q(x)-x| = b/N.

Ambas cotas, sin embargo, son proporcionales Inversamente a ia razon de

sobremuestreo N. | |
Obviamente;'las cota anteriores implican que'lQ(x)—Ql.s 3b/N, asi que el

desempeﬁo de]l sistema de cuantizacién sigma-delta es bastante cercaho al del

cuant izador uniforme Q(*). Sin embargo, se puede encontrar cotas mas_ 

paso de cuantizacién A/N, usando el Lema 3;1, el error puedé ser expresado

como

f,pr

Para generallzar este método en el dominio del tiempo a. moduladores_d

_-BSf-




‘sistema de lazo simple.

_Q_propcrcionales a N2 Con el método en el dominio de tiempo,‘esta es lag;iijzf,
h.medor tasa a la cual el error de cuantizacién decrece a. cero con la razén de;f
'_..sobremuestreo N. Sin embar'go. es posible una evaluacibn mas pr'ecisa del"'

'desempeno global de sistema ‘como- veremos mas Larde u.”

5.2 Desempefio Asintético de Sistema
i 2 I..as medldas de desempeﬁo mas populares para conver*tidor'es analbgico/digitales

) son, ' contrar*io a las cotas obtenldas en’ la ultima seccién,_ descr'ip iones

‘ estadisticas del desempeﬁo del sistema.'y por 10 tanto se deben definir;y

hda]

siguiente extensléon directa del filtro peine, llamado filtro sincL:

A LN-l | *
X =N~ .
2 E q N I "c--i
i =0 y = L
| L

Usando el hecho de que q= x + VL(en), y simplificando la suma telescopica

resultante, encontramos que

>

=N E 1) [1] Chi-1’ - - B

=0 . | S SRS

y de donde - o S e bR

A -l oL 2.L | . ' '
]x - x] < N b2 = bbﬂ | - | __'(5;1;6)'
se 1gue con la ayuda de la igualdad 2: 1 = 2L.'N0Le}que (5. 1 8) es en’

efecto  una generalizacion de -(5-1'-4)' la cota 'deriva‘da: para el,f*

:Degde  luego, cotas"SUperiores_ para. Qrfor._déA cuantizacién mediofffpf}ff
cuadratico se obtiene facilmente elevando = al cuadrado ; las | cotanffTi ?T;

dorrespondiéntes- para' la magnitud de error de cuant1zacibn,ﬂ;y“;SQﬁ;;fff7

son el error cuadratico medio y la razén senal a ruido de. cuantizacién.*'“

| _entender como propiedades asintéticas en la misma terminologia usada enﬂj

Capitulo 4, La ventaja definitiva de este enfoque asintbtico es que permite.

..67'..
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" la sefal a la salida del filtro decodificador es

el ruido de cuantizacibn sigma—delta 'y su potencia promedio el error :

'.'-_'menos tres lazos o etapas en el ultimo caso) porque en estos casos el‘

_‘espectro de er'r'or' de cuantizador S (f) es simplemente A

el uso de argumentos espectrales para evaluar la potencia del ruldo de
cuantizaclion sigma-delta global.

Suponga que un modulador sigma-delta multilazo tiene una secuencia de
entrada xn, n = 0,1,..., y su secuenclia de salida qn, n =1 2,..., se
alimenta a un filtro decodificador, el cual es, por simplicidad, lineal e
Invariante en el tiempo, con una respuesta a impulso unitario dada por h »

= 0,1,.... Denotando por x la salida del filtro, entonces

.CO
=Lhq
k=0

Como la salida del modulador (i.e., la entrada al filtro dccodlficador‘)

40y

la suma de la entrada retr‘asada mas el ruido de modulacién, i.e

g =X + N,

n . n-1 n

d'oride la prlmera suma es una version f‘iltradd de la senal y el segundo

término es el ruido f1ltrado Llamemos la componente ruidosa del proceso x

cuadr‘ético medio de’ cuantlzacién sigma delta, denotado por cr

Recuerde del Capitulo 4 que el espectro de potencia‘qngh_¢é;;_ffﬁ7i"”'”
S, (f) [281n(nf)] s (f) [251n(nf)]2L ¥ B2

;Kﬂ

para sistemas multilazo y multietapa con entradas contante y senoidal (por lo

2
Sea H(f) la f‘uncién

2
de transferencia del filtro decodif‘icador. 1. e.,» :

| H(f) Eh - Jenke .
- o _




PR .
i

EEE

'determina por

"__En la prbxma secmén calculamos 1a potencia normal.:zadd de cuantizacibn
 -51gma-de1ta . o

%;para varlos filtros decodificadores especificos._,*

ﬂ de un cuantizador sigma-delta de 1azo simple excitado por una entrada

_”cqnstante. No es dlficil mostrar que el espectro de la salida es discreto,
.idadQ"PPF L L _ , R

 ”dQnde '

Ty

Usando la teoria de sistemas lineales, el espectro del rulde filtrado es
igual a

2
|H(E) " s (1),

y su potencia se calcula como la integral del espectro de potencia, Este

sultado es resumldo en el teorema que sigue.

Teorema 5.1: S1 la sallida de moduladores sigma-delta multilazo o:multietapa - R
con entrada constante o senoidal (en el ultimo caso se requiere de por lo
menos tres lazos o etapas) es decodifidada por un filtro lineal e'inVarianté

en el tiempo H(f), entonces la potencia promedio del ruido de cuantizacibn

sigma ~-delta se calcula via la sigulente férmula:

2. &

I\J

I |H(f)[ lzmn(nf)l“L R . (5.2.3)
Una vez encontrada o°, La razbn seﬁal_ajruido de cuantlzacién_(SQNRJ;sef ;f75

_ - o | ERPONE 'xz/oz,-'entrada‘constante}_”"
SQNR'= potencia de sefial/o” = o a N
. o a-/Zq-, entradaASQHOidal.

¥ = j.|ﬁ(f)|?”[251n(nf]]25 df (B2

Antes de cerrar esta seccién._consideramos cémo determinar el desempeﬁ

r (k) =% s (1) ™

';59— .
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:.'donde hemos usado la identidad

j_"-'-Note que sl especializamos la Ec (5 2 3) a L-—l;" tenemos (5 2 6). y eStO‘;;’-

' sign1f1ca. que la potencia normalizada de cuantizacibn. sigma—delta de Un5

: siStEMd de lazo simple puede calcularse en la misma manera para los sistemasL
' mu1ti1azo o multietapa.v | - . Lo . S

”5;3f Eih1ua¢i6n dé:Désgmpeﬁo‘péra.VébibsgFiltbbsadé Dé¢§difica§i§h;;

r7Se considera los siguientes decodificadores. filtro paso—baja ideal filtr t

B

X si k=0;

s (k) = sing(nka) 2
q 5 A
{nk)

s1 k=0.

De donde la potenclia de cuantizaclén sigma-delta se puede calcular como una
suma infinita

2
}]s (k) [H(<ko) |* = A% 3 SR IXE ko) |, (5.2.5)
xk#0 | k20 (nk)

Para simplificar la expresion necesitamos una suposicion adicional de que o

Y

1/2+x/8 es una varlable aleatoria uniformemente distribuida en [0,1], y

considere la sigulente media probabilistica

N .2 “in2n<ka> 2 2 ! 1 é R i o
E{A Z S 5 : lH(<K0’.>) ' }= A Z o I sin n<kr> -|H(<kl'>) “-«_ dr,” l .
L k2o _(nk) o o w20 (1) | : o T

4\observando que todas las 1ntegrales son iguales debido a 1a periodlcidad de ff7f'"'}

"7«105 1ntegrandos la anterior se convierte en

' o
i - 1‘2- . .
6% = — | sin"nf |H(f)]|df,

‘w0 .' .1!2.. '

sinc y filtro FIR 6ptim0 N denota la razén de sobremuestreo en el célculo.
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L e e

Observe que la potenc1a promedlo del ruido de cuantizacién a 1a salida del L
"decodlficador tiende a cero a una tasa de 1/N2L+1 la cual es mejor que la¥ fﬂTL“

- tasa obtenida en la. seccién anterior usando sélo técnlcas en el dominio del;iiﬁg;f,

' conexi6n en cascada de k filtros pelne de N/k coeficientes, donde la razén def}
'"5sobremuestreo N es por ‘suposiclioén un multiplo de k Los filtros sinc y sincay
 ~se llaman algunas veces peine y triangular respectivamente, por la forma de;

“su respuesta a impulso unitario. El nombre' sinc" sigue del hecho de que laf

_magnitud de. su funcién de transferencia esta dada por

LI

El filtro paso-baja ideal esta dado por

1, st |f| s 172N
: H(f) = (5.3.1)
0, de otro modo.

Observe que lm banda de paso de este filtro paso-baja es la misma que la
banda de la sefial de entrada original. Como la funclén de transferencia es

periédica con periodo unitario, la potencla normalizada del ruido de
cuantizacién es

1/2N 1 N ' o o . - o
LL) + Ib4/mJ [2sin(nf)]™" df = 2 Jo (sinnf).df. o RN R

Para N grande, necesitamos considerar s6lo el integrando para valores

pequefios de f, y podemos usar la serie de Taylor sin(x) = x + 0(x). Entonces | _ _ §15€5”

ore1 2L’ o | 1728 e |
v =2 ar [o o™y ar

2L
Lo

@

8 Lettt ’ - A

'tiempo Es de interés encontrar filtros. mAS simples que puedan proporc1onar;3ffﬁf .

51m11ares compromisos de desempeﬁo puesto que el filtro paso baJa 1dea1 sblof;;*~
puede aprox1marse en la practica

Un f11tro sinc® de N coefic1entes puede construirse mediante Unakf

_ |k sin(nfN/K) B I P (ot
= IN Si‘n(nf) Tl (53

|H(e) |

La evaluacién de la 1ntegra1 .
C71-




‘donde el ultimo paso es Una identidad bien conocida, entonces

T

[N S

Ck=L+1: sea m=N/(L+1) y suponga que Hzm':él es un é‘ntems '\ Laintegralse
'conv1erte en O FAPIRE I N L A
- Como’

-_entonces'eluintegrandosefconviebte;enﬂel”cuadrado défofj;'

~ Aplicando la igualdad de Papseval;'su'iﬁtegﬁai*beéqité4¢ﬁf; "fj@?

K
h sin{nfN/k) . ' <
N TR [2sin(nf) )™ df .

1
¥ = I
0

es unh tarea generalmente dificil, pero para los casos mas Interesantes donde

k =1y k=141, s¢ pucden obtener expreslones en forma cerrada como slgue.

k=L: sen m=N/l., y haciando camblo de varlable ¢ = nfm, se Ltichne

1 2L 1™ 2L 2" 21 o
.flsin(mnf)l daf = Eﬁj Isingl| ™ d¢ =‘EI (sing) "dg ; ” S S
0 0 0 _ , '

_oteL-1y (2L)! o7 EL
NEA I AR '

_ f2eL (2L}P -2 _ (2L} Ly oo L (BT AY

sin(nfm)|®

*EYETE?T [251n(ufm)]

L “'i-';'al
w'# "{‘2L+2)'I

Csin(me)_ R oemen [l L—( 1) * mp
~sin(nf) re T, ¥y |2s n(mmf) i

. n=-M

‘sin(mmf) [ZSm(@ﬂ]“_( b JuLmr )": )“:[ ] Jznft?#l*n)
“star) | peow 150 SR

sin(mmf)

sin(nf)

JZ

2 = "éL -vi'f L':Lf2] ’f ‘?f;{y;g@_
1251n(muf)L df =gm z LJ = m{:ﬁ_;;._,
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ﬂla restriccién de ganancja unitaria en la componente directa

y de donde la integral original resulta en

2L+1
_f2L) (L+1

Es natural intentar el filtro de mayor orden. Sin embargo, el sigulente

teorema indica que el compromiso de desempefio entre potencia de ruldo de

_cuantizaciéh' sigma-selta y la razétn de sobremuesireo no 'puéﬁe mo jorarse

substancialmente aumentando el orden de los filtros slnck.

Teorema 5.2: La solucién del sigulente problema ,dé optimizacién con

restricciones:

YN ke |®
) he "

Minimizar ¥ = I
: : k=0

0

. sobre todos los: filtros lineales con N+1 parametros h n*O 1,...,N sujeto a’ :

g-hk ?:H(0) =

esta dada pbf - IR
- Lok LoN-k _
(L L

o [weaLe)
Clewa )

oLy reaLen)t
. - L' :.2[?f1 . f

>
x o
1t
i
o -
z

W*g'(ZL](zL+1)!'
| N

L 2:+1~'

esin(ef)1® ar,  (5.3.8)

am 2 e e A LREAMALI T R
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 IntPoduc1endo_un multiplicador de Lagrange -2A, diferenciando_

“con respecto a h 'igualahdo las .derivadas p_arc‘iales' a 0, se '1_1ég_a"_'_ las

”ecuac1o!es

) donde rl estan dadas arr'iba. Estas N+1 ecuaciones mas la restriccién ”de"'
"ganancia unitaria (5 3 7) proporcionan N+2. ecuaciones para las N+2 incégnitasi

h y A la SOIUC16n esta dada por (5 3. 8) como ‘se puede verificar en lo que”

"‘isigue

;[16p58]

ey,

Note también que la restricclén (5.3.7) permite que entradas constantes o la
componente directa de las entradas pasen sln ser escaladas.

v

Prueba: Expandiendo la suma en (5.3.6) encontramos que

N N N L N-1
V=Y Lhhr =r zh +2Lr zhk“
k=0 1=0 k=0 1=1 k

donde r es la autocorrelacién de q_ X, dada por (cf.Sec.4.5)

J‘IZSin(ﬂf)Iz Jmnfdf = (- 1) [L+1]s si lll—L, . ” 'Jéj'gj;g

| N
V-22Lh
S

L _ - ' 
Y rh =\ si Osk<L,
rh =2a, si LsksN-L,

'h‘ 3, 5i;NfL<K$~;'

z;h -1 es"'una.”éoﬁsecuen¢ia' inmediat§f de1£1a”iéiéuiéﬁféifiaéhﬁiaadi
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'-entonces se sigue el teoremm

 magn1tud i.e., W‘ = O(N

_compleJo y consecuentemente mas favorable._

implicitamente, ast que es natural preguntar squé tan grande debe ‘ser 1a’;

razén* de sobremuestreo, para que estas predicciones teéricas sean

superior'es desarrolladas en. la Seccién 5.1, las cuales son r'azonable'me'nte
.cercanas a los resultados asxntbticos correspondientes para valores pequeﬁos

 de la razbn de sobremuestreo. digamos N<50

Ahora denote

e r)e)

Encontramos después de una manipulacién simple (pero tediosa) que

. (2L
v )

A; oL) (N+2L+1) 7} | R
L 2L+1 ' | | o RERACEIERI BTty

s
i
i
e
i
T
i
)
I
B
i
H
Lt
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y de donde

Finalmente,

t T
¥ = OE;[h ] ) ' hkhk+l

" " . :
Z;hk[rohk 22 rlhk ]] Z;hkk = A,

Cogparando el f11tro FIR 6ptimo Y el filtro paso~ba3a 1dea1 COhCluimbé}  ?f?n
que f‘iltros FIR e IIR pueden proporcionar desempeﬁos del m1smo or'dc.n de

-(2L+1 e
+)),_ pero el primero;Ves, generalm;nte, menos+-;gg

En la derivacion de estas expresiones exactas del desempeno asintéticoi;”

del 51stema, la sup05101éw1 de razones de sobremuestreo grandes es usada

velocidad de convergencia

Podemos, sin. embargo, usar todavia lasg,.,“
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5.4 Comparaciones

Como la modulacién sigma-delta intenta asistir en la lmplementaciéon de
convertidores analégico/digitales de alta resoluciédn, es interesante comparar
su desempefio con el de un cuantizador escalar uniforme estandar. La pregunta
es: dado un sistema de cuantizaciéon sigma-delta, jqué tan grande debe ser la

razén de sobremuestreo, con el objeto de alcanzar el mlsmo error medio

cuadratico de un cuantizador uniforme con un (gran) numero dado de niveles de

salida?

Para contestar esta pregunta, recordemos el siguiente resultado clasico

de la teoria de cuantizacibn asintotica [19,21]: si una variable aleatoria X

con un rango dinamico apropiado, digamos [-1/2,1/2]} y una funcién . de densidad
de probabilidad suave, es la entrada a un cuantizador,uniforme de paso de'
cuantizacién A, entonces el error de cuantizacién cuadrétiéd 'medio 'es,‘ 

aproximadamente '52/12, cuando'el ‘nimero de niveles de sallda M = 1/A es

suficientemente grande. En otras palabras,

; S E|x-q(x)|3 z 272812,

| 'Sl B = log-ﬂ la taqa (en bits) del cuantizador qg(+) es grande,_dlgamoq B>7

Por otro lado, las. potencias de ruido de cuantizacién sigma—delta se

derlvan como func1én de la razén de sobremuestreo IV para varios sistemas ;g4j

representativos resumidas como. sigue (A-l)i‘

Lazo sxmple

Filtro FIR 6ptimo: ~  o° & 1/N3
FlltPO triangular o 6f = 4/3N3
| FlltPO peine: _-'_"a._.'o? =-1/6N?_
2 Doble lazo o] dos etapas | |
Filtro FIR éptimo P reoN
Filtro sinc®  o° = 243/20°
Filtro triangular a' 'a_ ¢ = N

8/N
3 Triple lazo o tres etapas S
- Filtro FIR optimo |

Filtro sinc '

m'

8400/N
81920/3N |
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Filtro sinc : ¢’ = 1215/Nﬁ
lgualando las potencias ¢° = Elx—q(xliz.'y expresando N en términos de
B, tenemos la siguiente tabla (la Tabla 5.1).
PCM lazo simple doble lazos triple lazos
. 2 1 3 2 3 3
Bits {SQNR dB} opt. |sinc |silnc | opt. |sinc [sinc | opt. |sinc {sinc !
12 | 72.2 | 587 | 646 |5793 | 104 | 120 | 202 :
13 78.2 | 930 [1024 138 169 284 2
E ; _ 14 84.3 [|11477 1628 181 210 402 83 100 { 126 E
g B i 15 90.3 |12345 12582 238 276 | 568 102 120 159 {
o 16 | 96.3 315 | 363 | 802 | 124 | 148 | 201 ;
| 17 102, 3 416 480 11134 181 | 180 252 1
E “;18 108.4 N 549 633 1604 184 220 318 :i
aé- o : _ ~Tabla 5.1 Razbn de Sobrcmuestreo contra Tasa de Bit ?
Lo
o Notd SQNR (dB) % 6.02 B (blts) !
R D Se puede concluir que los sistemas multilazo o multietapa son mucho mas}Qf“  
B 'efiélentes que_los sistemas de lazo simple Observe que el sistema de doble}fﬂff{f

lazo c>‘dos etapas con filtro sinc y una razén de sobremuestreo moderadoq;;f;

B puede proporcionar un desempeno suficientemente bueno para la mayorla de 105 ;3*ﬁ

prop051tos practlcos.

_mﬁ*;f.*' L  " _ - o . n -_f.—77f_
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. porque (1) se usan sélo componentes de baJa_ precisién tales comd

_cuantlzadores binarlos y (2) precisién de temporizacién o sincroniza016n es

“Slempre como un resultado empirico

"representa una'V variante - de un  convertidor | analéglco/dlgitalfw:

" aprox1maciones suceslvas

CapiTuLo 6  DESEMPENO BAJO IMPERFECCIONES DE CIRCUITO

Desde luego, .diversas imperfecciones o imprecisiones de circuito se pueden
aparecer en las implementaciones préacticas de modulacién sigma-delta, como en
cualquier implementacién de sistemas desarrollados teéricamente. Todos los
efectos no ldeales s6lo pueden degradar el desempefio dei sistema y hacen
nuestras predicciones teéricas inadecuadas sobre éi comportamiento del
sistema, ya que todos los resultados previos fueron debivados basados en
modelos idealizados. En este capitulo presentamos un modelo comprehensivo
para el modulador sigma—delta de lazo simple bajo imperfecciones de circuito;

Estimamos su desempefio cuando  la entrada es constdnte y' el filtrd de

decodificacién es el filtro "acumula y vacia". Comp&rac1bn con el desempeno' |
ideal revela que el sistema de modulacién sigma-delta es robusto_ cpntna’*"

4'C1ertas imperfecciones de circuito. Aquellas 1mperfécciones5qqe_fpnedép?;“:f]' 

produc1g degradaciones grandes también estan identificadas

8.1 Hotiyacién

Se cree popularmente que la 1nsensibilidad a imperfecciones de los circuitos}fg

'f'es una. de las caracterlstlcas deseables de 1os moduladores 51gma-de1ta,_

facil de obtener con VLSI Esto se basa principalmente en observaciones de

las implementaciones eXperlmentales y parece intuitivamente razonable Pero

- fmientras no exista. un analisis cuidadoso para hacerlo riguroso quedarah

Considere, por ejemplo, el sistema mostrado en la Figura 6 1 el cual

78~
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Observe tamblén que ambos sistemas_ tienen una complejidad estructural

éomparablef Entonces por qué el cuantizador sigma—delta es atractivo?

..modulacién sigma—delta alcanza todavia un desempeno razonablemente bueno,'_“" :

 :1 e.,'se puede demostrar que ‘el error de cuantizacién sigma—delta decrece a;f
. velocidad es mas lenta. Esto se debe al efecto de promedio del decodificador.

_,Por otro lado el sistema en la Figura 6.1 usa un decodificador diferente'que

<‘carece de tal efecto de promedio, por eso es extremadamente sensible.a:zpir

”jsalida del cod1ficador esté errbneamente codificado, no puede ser corregido

e

X }y S Hagle) ) qn1 - }Q'N 3> D1 > l‘)o
0 2 —® 2 -0 ... 2"4@ ge@ -
P N-1
] R A B
®¢ Dl b3 > i
§=0

Codificador I Decodificador

Figura 6.1 Convertlidor A/D por Aproximaciones Sucesivas

En esta figura, "S" denota un interruptor, cuya salida es igual a x si n=0, y
es igual a y, si n=1,...,N; g(*) es un cuantizador binario cuya salida es b.

No es dificil ver que el error de cuantizacion esta acotado por

|x - %] = a2 (& = 2p) SR . "“ : g7f';!7 o

a51 que es mucho mas eficiente ‘que el cuantizador sigma—delta formado por un
modulador sigma~delta de lazo simple y filtro peine. porque en. este ultimo

caso teﬂemos

|x - &| = a/n.

Hablando grosso modo, ‘en la presen01a de 1mperfecciones de circuitoL_la;j“?k

cero conforme la razén de sobremuestreo se 1ncrementa a 1nfinito aunque 1a 

de modo que algunos efectos no ideales se cancelan parc1a1mente a su salidaﬁ;

ejemplo, los errores de umbral del cuantizador' una vez que un bit‘en la

por el deCOdiflcadQP mas tarde. Entonces, una desviacién ligera del sistemaﬂ

s BSTA TR M) MR

X
.‘»l|
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' dlferente de 1.

_debe mod1ficarse de manera complicada, y el sistema resultante es bastante

ideal puede resultar en una degradacion drastica de desempefio, y por lo tanto
el sistema en la Figura 6.1 no es robusto en este sentido,
El resto del capitulo proporciona un anilisis del desempefio del

cuant i zador sigma-delta en la presencia de imperfecciones de circulto.

6.2 Modelo de Imperfecciones de Circuito

Existen muchas formas de Imperfecciones de clrcuito,' tales como fuga de

"corriente y desajuste de ganancia en el integrador, error de umbrai_ y

desajustes de los nivels de salida en el cuantizador binario, efectos no
lineales en los sumadores y el integrador, retrasos parasitos en el lazo de

retroalimentacién e imprecisiones de temporizacibn,'etc. Por 51mp11c1dad

consideramos solamente cinco tipos de imperfecciones que pueden aparecer en

las componentes de circuito de un modulador szgma—dtlta de’ lazo bimple. Mas

precisamente, cons ideramos

1) Erro‘ de umbral en el cuant 1zador b1nario, cuyo efecto es part1cu1armentegfffi"

severo cuando la opera01on es raplda La causa es l varxac1én del voltaJe defjf{f 95%

umbral deb1da al FUldO térmico y el efecto de hlsteresis

2) DesaJuste de nlveles de sallda en el cuantizador binarlo En el caso 1dea1f;ffﬂ;

se supone +b *A/2.

3) Desa juste deTganancia en el 1ntegrador Mlentras que el integrador idealf;”'

tiene'ganancia'unitabia, la ganancia del 1ntegrador actual C:>0 puede ser;; ?

4) Fuga de corrlente en el 1ntegrador. Como un resultado el 1ntegrador ideal}f

diflcll de analizar teérlcamente

5) Imprec151ones de temporizac:én signlfica que el 1ntervalo de tiempo entre

los instantes adyacentes de muestreo pueden diferlr del periodo de muestred

~ideal. Estas diferenclias son usualmente pequeﬁas y se llaman error_5£;

temporizacién
“Un’ cuantizador binario con las imperfecciones (1) y (2) puede modelar“e

razonablemente bien por uno mostrado en la Figura 6. 2.
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"expresarse' sin pérdida de generalldad como

=

5

w
e g

b

~

L3

Figura 6.2 Cuantizador Binario Imperfecto

La relacién de entrada y sallda estad dada por

b+, si uzh; S
q = ' _ . : (6.2.1)
b, si u<h, ' :

donde h denota el error de umbral, el cual se supone que es un ruido con

magnitud acotada, i.,e., _ | . _ _ _
bl =n. | S - - (8.2.2)

:Los'pabametros'b y b represenhmm los. niveles de salida reales, ¥¢?@¢§¢hy;i;;;1,M

b =Gb+s, y b=-Gb+s, - (8.2.3)

donde b= A/z es el valor 1dea1 Gq>0 y & mOdélaﬁ-er'désaJuétefdé;iééiﬁLQéiééiu

de salida | | o :' . SR ‘-;- ~ : , e ,‘H :
Un modelo apPOpiadO para un- 1ntegrador con. las imperfecciones (3) y (4)f

se obtiene modlficando uno ideal como se muestra en la Figura 8 3

R
v(t) _hh"
entrada . '

|, salidaw(t) T
. ~entrada_»

(a) Integrador Ideal ." f, __ _ | (b) Integrador Impqrfecto

Flgura 6. 3 Modelos para Integradores Ideal y No Ideal
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,un rango apr0piado, digamos [—T t]_ con T<T /2

| 1modu1ador de tlempo continuo en la Figura 2.1 en t n-O I, ,_ (t —0]
 j‘5def1n1endo u = u(t ) n= q(t )y —h(t ), _ete, .' obtenemos el modelo “de
'tiempo discreto mostrado en la Figura 6 2 En este modulador nuevo tenemos
©una fuente de ruido ad1tivo‘-h delante del cuantizador binario 1dea1

f'cugl causavel_error deAumbral dos nlveles de salida desajustados +b y bbfen

En la Figura 6.3(a), si la resistencin R y la capaclitancia C se escogen de

manera tal que RC=TB, — el periodo de muestreo del modulador, la salida u(t).

v

y la entrada v(t) estan relacionadas por
1
ult) = u(o) + .._T-f v(t)dr, (6.2.4)
s 0

donde u(0) es el estado iniclal del integrador en t =0. En la Figura 6.3(b),

los efectos del desajuste de ganancia y de fuga de corriente estan
representados, | respectivamente, por un factor G >0 ¥y una resistencia
adicional grande R conectada en paralelo al capacitor Denotando por T —R C, |

la ecuacién correspond1ente es

G

t o .
utt) = u(0)exp(-~t/T ) + exp(-t/Tl)—?iI exp(I/TL)v(r)dt.x_ (6.2.5)
. il o s” 0 . . ,

-‘Compqando las Ecs.(6.2.5) y (6.2.4), se puede ver que la relacion de entrada

y eallda actual es mucho mas compleJa, y el integradorf i‘dea‘l es. un.l :c;asg, :

eSpcclal del no ideal con T [0y G “1

Si‘se usa un re]od perfecto para sincronizar el modulador 51gma~delta

| los 1nstantes de muestreo t o n=0,1,... estan sepdrados por el pmriodo deffiﬁff7

:mUEStreo fiJo T C°m° se PPeSentan 105. errores de. temporizacién.-‘ain:ff'.7”

embargo tenemos

S n ; - : - . S B T R

n+1 n

‘donde 105 errores de temporizac1én T son usualmente pequenos (en magnitud)
’relativo a T y pueden' con51derarse como una' secuencia ,aleatoria*ﬂ{

"independlente e idéntlcamente distrlbuida con una distrlbucién marginal sobrefﬁ

Ahora tomando - en cuenta todas las c1nco imperfecciones y muestreando el
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lupar de #*b; una ganancla extra del Iintegrador GI; y dos parametros
adiclonales « y Bn debldos a la fuga de corriente en el Integrador, los
cuanles varian con el tlempo cuando tamblén estan presentes 1mpr§cisiones de

temporizaclion.

¢
B
Z
o
b=
%
o
d
Q

Figura 6.4  Modulador Sigma-Delat lmperfecto

La ecuacién en diferencias que gobierna este médulador~impérfecto es5'

=
il

n+l

donde

Asumiendo |1: |<<T <<T y usando una expansién de Taylor' estosparametr‘os

pueden aproximarse por

aQ

expl-T/T) =y Bn"“(1‘°t)TL/TS+'cn/TS=B+T“ ,

A través de t,odo el capitulo consxder'amos unicamente entrada constant'e.

x e |b, b ). Se a11menta la salida del modulador' a un’ f‘iltro peine, y denota.

o su salida por x. Como el modulaclor' Y. el decodificador permiten implementarse

'separ'adamente, sin embar'go. & debe def‘inirse mas precisamente por'“‘*

-83-
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ey

 corriente en el integradOP_ni imprec1516n de temporizaclén,-i.e

_laq ecuaciones en d1ferencxa :
~donde

- y u, .es la condicién inicial El problema de desajuste de los niveles de.

'"“’salida se puede tratar substituyendo (6 2.8) en (6 3 1) para encontrar

"i1a cua1?puede expre$arseftambiéntcpmo'»'

donde sgn{+) denola la funciétn slgno y N es la razéon de sobremuestreo.

Estamos iInteresados en determinar el desempefio de estle cuantizador.

sigma-delta iImperfecto, y comparar su desempefio con el sistema ideal. Si un
"pequefio” camblio en los parametros del sistema resulta en degradaciones del
desempefic de sistema global tamblén "“pequefias", entonces el sistema de
cuantizacién sigma-delta = debe conslderarse robusto cont.ra las

correspondientes imperfecciones de circuito.

6.3 Derivacién del Desempefio

Para simplificar nuestro analisis, supongamos que no existe _nif ngd de

L

n.

“con51derarse como el estado flnal del periodo previo de conversién. Con estas;;ffv:°

'convldegaciones en mente, podemos deqcrlblr el sistema de la Figura 8 1 pOﬁkffff?t

n+l

n+l

e agfeioen - q] :

h 111'= §'+ G(kf‘~ q') - 
n+¥l . n . 'n g

-84~
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T =0, o equivalentemente, «a =8 =1. Se considera Vsélo zun,'pébioddf;déyf fY'#
n n e T .

cdnvéréién; i.e., n=0,1,...,N, 'y el estado inicial del modulador puede;f, 
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~del “error de cuantlzac16n |x—x |. El teorema siguiente afirma que el max1mo]'
_de error de cuantizacién esté acotado en magnitud por algo llgeramente mayor*

_“que A/N, la cota para el cnmunlzador sigma-delta ideal encontrado en eﬂr
 Capitulo 5. . S

3) con entrada constante xe[b l)] and un’ estado 1nicia1 L%G [G (x~b}

' 1?(x b )+H].. Si el . decodificador es; un filtro peine

o sobremuestreo N entonces

:f‘donde A= 2b y

con el obvio camblo de variables:

x'= G;‘(x-a), y G=GG. (6.3.3)
La Ecuacion (6.3.2) representa un modelo equivalente pero mas conveniente y
tiene una intepretacidn intuitiva: el cuantizador binario con hiveles de
salida malajustados puede reemplazarse por uno sin el desajuste, pero la
ganancia y la entrada deben modificarse en el sentido de la Ecuacién (6.3.3)
para mantener la misma relacion del sistema. | |
Sumande (6.3.2) sobre n=0,1,...,N-1, y simplificando la suma

telescopica, y dividiendo entonces entre N, obtenemos

0 , G .
i R

la cual, después de resolver para X, resulta en

B S | N IR ‘ ;”t”2é;5 é5?ﬂf{“;if

Ahora‘estamd 113Lov de derivar una cota superlor general a 1a magnitudf;fﬁ

Téofema'é '1: Dado un modulador sigma—delta 1mperfecto (imperfeccionesfﬁ 2.y,

C.ﬂaf;7]fu

'IX-Ql,s'%(i+u)-

p H/Gb
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Prueba: Observe primero que las suposiclones

X € {b_.b*] y u € [GI(wa+)*H, Gl(x~b_)+H]
son equivalentés a [cf. (6.3.3) y (6.2.3)]

x' € [-b,b] y u, € [G(x'-b)-H, G(x'+b)+H],
respectivamqnte. Como (6.3.2) puede escribirse tambiép éomd

R : | o u +G(x'-b), si u zh
S _ : n-1 - n-1  n-1

u  +G(x'+b), st u <h ., | RN
n-1. n-1 . n-i1- : e ce

enlonces de esto y~|hn|<H, no es dificil ver que si‘el estado inicia1 u0 esta'ﬁ
en {G(x’~b)—H G(x'+b)+H], entonces todos los estados futuroq u, n=1, 2,...,N»~  | eE
‘f‘estaran dentro del mismo 1ntervalo para todo x’el-b, bl y entonces u /G esté\[f;:;ﬁuj,
  7en [x -b(1+p) X +b(1+p)] | | |
| ql‘un_h_. esto implica que q —b entonces

q:-'-'“n/a =_b-~u"‘1/_G > b-[x’'+b{1+p)] = (b-x' )-b_(_np‘) Z%b(lm)_l,-_-“_‘__’ X
Yy usnndo |h |<H | o L o

q -u_ /G b-u /G s*b‘+'hn/G; b+ n/c b(1+p)

n

} popotro‘lado.siun<hﬁ,impliQa‘q;=—b,tenemosz

- auy G = -b-u /G % ~b-[x-b(1u)] --(b+x) +b( i+p ) = . b( 1...,1) Co
o= oo wago s wwo s

ki i

|g.-u /G| = b(1+p), para todo n=0,1,...,N,

FQE¥'




E Z

i -'.\-iédt-'g-—-};t-'wnnw' il

R D

S
}
b
25}

2
4
i

:

A |

'pero ahora la entrdda X es llmltddd a [b (1- 2u) b, [1 Zu)] entonces

donde o 1/2+x /A
-error de cuantizaclbn sigma—delta medio cuadraticow.

j entrada° x_'es_ una variab1e  aleatoria con ,una funclén de densidadl'de
_probabilidad suave, y las variables aleatorlas jhg;' n=0 1

";findépendién;es deﬂx entonces para N grande. 

Wy

entonces la cota (6.3.5) sigue inmediatamente de (6.3.4) y la prueba termina.

Note que la sallda % del cuantizador sigma-delta se aproxima a la
entrada x’ del modelo equivalente y no la entrada actual x fkﬂ slstema
original. Como x' es so6lo una amplificacién (o atenuacién) por G;l de la

entrada veradadera x recorrida por una pequefia componente de corriente

~ directa -8, no exlste seria degradacléon de desempefio de sistema, y este

efecto puede corregirse (al menos en princlipio) sumando 8 a la entrada x y
lucgo multiplicando por ¢, antes de usar el cuantizador sigma-delta.
q _

Indicamos también que la cantidad p = H/Gb puede interpretarse como una

medida apropiada del grado de imperfecciones del sistema., Como H es
usualmente pequefio comparado con b, y como G es usualmente cercano a la

unidad, entonces p « 1, y por lo tanto la cota (14u)A/N es bastan£e s1mi1ar a

la cota anterior A/N.

Para determinar el error de cuantizacién sigma-delta cuadratico medio,
. . ;A
necesitamos una expresién exacta para x'-x, la cual sea vélldﬁ para un rang -

,de'entradas ligeramente menor, dado por el lema 51guiente

,k,;A ' N 0

A u-h "uo—h --'_'hN-hof
ﬁ[wa " - _>__f,_.._._.__GA»__] -,

Una prueba esta contenida en [53]). . El siguiente teorema 'é fhﬁa,

consecuencia del Lema 6 1 el cual contiene una cota superior no trivial?é

Téoremai.é.é} Bajo las mlsmas condiciones del Lema. 6 1 asumiendo que

; '." ¥ N

mlas A2 1 . Al"
Ele [ﬁ"'”‘ 1<*“’]_[ﬁ].- 3

87~
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_Lema 6. ‘ Con51dere el ‘mismo modulador sigma—deltd que el del toorema prev1or  ;g1;-pN




6.4 Una Estimacién

"_ cuantizacién 51gma—de1ta. cuadratico med1o,_ mientras que un resultado

g consecuentemente la. Ecuacibn (B. 2 7) es ahora

 1dbnde,qn=_b sgn(un){;Después de unamanipﬁlac16n7a1gébréiéa]en¢5h§f§m§§ f

Prueha: (Bbsquejo.) Reescribase, por simpliclidad, la expresion en el Lema 6.1

cComo

x’—% = %[<Nu+zo>—1/2 + 1/2-<zl> + zz].

Como <Na+zo>—1/2 tiende » ser uniformemente distribuido en [-1/2,1/2] e

independiente de las demAs variables, y como |1/2-<21>|51/2, tenemos

N2
ror D2 A 2
[-.'x x| & [N} (1712 + (1/2+zz) I,

y el resultado deseado (6.3.7) sigue del hecho de que.lzzlﬁ 2H/GA = p.

En resumen, hemos derivado cotas superiores a la magnitud del error y al

error cuadratico medio, las cuales son proporcioha]es_inversamente_a la razén
de sobremuestreo y su cuadrado, 'respeCtlvamente Estas son Ias'misma cotas -
derjvadas en el Capitulo 5, aunque las constantes de propor01ona]1dud Son "
ahora. ligeramente mﬁyorcs “ Consecuentemente Conc]quos que el cuantlzadorf"
sigmaéde]ta es en- efecto robusto contra las impcrfec01ones corrcspondlentesj;  f: "
‘del 01rcuito, es decxr, los errores de umbral el desajuste de los niveles de}?gg 

snlida en el cuantizador blnarlo y el desaJuste de ganancia en el 1ntegrador._ﬁ,,fiii

Y

Ahora d1r1g1mos nuestra atencién a. las imperiecciones restantes..i e., fuga

de corr1ente en. el 1ntegrador e 1mpre51016n de temporizacién Como

anal151s teérico de un modulador sigma-delta con estos efectos no-idealeS’es

sumamente dificil sélo presentamos una estimacién cruda al error de

general y conv1ncente podria obtenerse via técnicas de simulacién'

En la der'lva.cmn 51guiente _ supongamos que |'r |<<T <<T y‘“ usem'":'

aproxlmaciones para a )f B dadas ; pcr::;iv Ecuacién (6 2 10)

,uan% au_ + (B+r )(x-q ),
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cancelarse mulliplicando x previamente por «

“siguientes suposiciones de aproximacion:

'independmntes e idénticamente dlgtr‘lbmdas con medld cero, y existe unar._f_

ﬂen el CdpitUhD 4 que ‘el error de cuant1zador en un modulador sigmawdeltaf;A
-1deal con entrada constante no es ru1do blanco.: Sin embargo, en el pre entefff
'-Tcaso es razonable suponer que las muestras separadas a una dlstanc1a mayoﬁ
- qué; cierta P tengan: una correlacion desprec1ab1e. fPoff'otro ado ]
 ; dependenc1a estad1stica entre q y T es también débil ya que q
| signo depende prlncipalmente de_' u +B(x—q ) a suposicibn (1) implica
fdlrectamente o o | -

. e.€ LN
X-ax = —p= 4 (1-a) Ee' + §:T (x-q ), | (6.4.2)

n—U n=1

z}

donde e = g ~ (o/B)u es granular.
n n n

En el miembro derecho de (6.4.2), el primer término es el mismo para un
sistema perfecto, mientras el segundo y el tercero represenlan la degradacién
del desempeiio del sistema causado por la fuga de corriente y los errores de
sincronizacién, respectivamente. El factor de escalamiento adicional o en el
lado izquierdo se debe también a la fuga de corriente en el integrador, pero
no contribuye a la degradacién del desempefo, porque su efecto puede

2

, : . A :
Para acotar el error cuadratico medio E[ax - x| - hacemO% uso de ldqr

1) el errors de cuantizador e, n=1,2,...,N, tiene una autocorrelacién - |
. I o o

empirica que saltisface | | o T S AN Bt

N-1-k . _ R
1 - . o , = | gy
W h? CHCI 0, para Lodo‘k>p,‘. - | “‘.;(§'4f3?  
2) los errores de temporlzacién T n=1,2, ...;N, son variables aleatorias 7»

constante T, tal que It |< T. In partlcular Supéngase que T y'~qﬂ~

estad1st1camente independientes.

lLas sup05101ones anter1ores necesitan una explicacién Hemos demostradof}-a"

N
(1 a)— E e

l'l

=-(1‘q)?'%_[l}.‘62 2

_n#o--’,:k=;

(1-a) (2p— )b /N
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‘qu-e.“ s de or'den O(N )' se puede ver que un cambio pequeﬁo de par‘ametrosf}
‘del sisfema debido a la fuga de corriente'y errores de~temporizacién puedeiw
_producir un efecto‘"grandé" sobre el compromiso de tasa—dlstors16n entre{ffﬁc 5*g

ﬁerror de cuant12ac1én N la razéon de sobremuestreo Por eso no podemoslg;-v“

.:efectos no-ideales. Sin embargo. el error ‘cuadratico medlo decrece de todasfiff 

‘a un costo de requerlr razones de sobremuestreo mucho mas (desesperadamente”afg o

:.-tiempo Por ejemplo el error de umbral en el cuantizador puede no cancelarse
-;en la presen01a de un 1ntegrador con fuga. No trataremos el problema, |
-,embargo “por ser los detalles extremadamente confusos, sino que sugerlmos el

._“SO de técnlcas de simulaciénr_'

La suposicién (2) implica que

=i

Er(xq)‘ ﬁ{ ZE(I)(xq)}

n"l

Tal(x—b)2+(x+b)2]/£

< 21°he/N. (6.4.5)

La cota para el cuadrado del primer término en el miembro derecho de
(6.4.2) es simplemente ab®/N. Despreciando los demas términos en la.
cxpansion de E|ax-§|2 (puesto que son insignificantes comparado con (6.2.4) y
(6.2.5) cuvando N es suficientementie grande), el error medio cuadratico de

cuantizacion sigma-delta es entonces

E|ox- xl % [N+(1*a)2(2p—1)+212], | |  "(6;4.6)"'

y esta es nuestra estimacion deseada

Comparando esta cota con el desempeno 1dea1 encontrado en el Cap1tu10 5

concluir ,que el modulador sigma—delta sea robusto con respecto a estosfffxl

maneras a cero cuando la razén de sobremuestreo tiende a infinlto con unaj[f]

velocidad de O(N ",y por tanto si alcanza cualquier error medio cuadraticofgff

veces).grandes.

Flnalmente congeturamos que e1 desempeno puede degradar aun maq Slﬂlasﬁ,

.cinco imperfec01ones descritas en la Secc16n 6. 2 se toman en CUenta al_mism"
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un f11tro general H(z) con por lo menos una unidad de retraso.;Jsf"

CapiTuLo 7 COMENTARIOS SOBRE INVESTIGACION FUTURA

En esta disertacién, hemos prescentado una descripcion tedrica comprehensiva
de algunas propiedades basicas de modulacidn sigma-delta sobremuestreada.

Todos los téplcos considerados fueron desarrollados en una forma unificada.

Es Jjusto decir que las cuestiones en la introduccién (Capitulo 1) fueron

conltestadas satisfactoriamente, se gano upa  vision  profunda  del

comportamiento de los moduladores sigma-delta. Aunque nos hemos enfocado

rincipalmente a los aspectos de analisis, nuestro resultado es seguramente
| P : A

informalivo y Util también para el disefio y la implementacion, puesto que la

interrelacidén enlre estas areas es bastante fuerte. Esta teoria proporciona

Lambiérl un- ejemplo interesante de -aplicaciones novedosas' de las técnicas

matemﬁtlcas avanzadas a problemas espec1f1cos de ingenlerla

La metodologia y las técnicas usadas y/0 desarrolladas en esta tesis:'
- pueden gxtenderse}para analizar una clase amplia de sistemas de cuantizacién
-siempre y cuando se puede encontrar una expresién, tal que 115 iunc1ontsv e
" caracteristicas de ‘dimensiéon uno y dos puedan ser evaluadas En OfeCtO.; €?k.H>
Iwersen [?6] llevé a cabo un analisis del ruido de cuantizacién en sistemasfl ; :
. de modu1a01én delta usando esencidlmente el mlsmo enfoque. o e
| En ‘esta 1nvest1ga01én, hemos 1imitado el analisis a moduladores 51gma—?;ig;f”
delta solamente un caso especial de los codificadores interpolatlvos Todosiﬁi;ii;
los moduladores s1gma—de1ta 'tienen una caracteristica. comun eﬂ. filtradoi*’5ﬁ .
_flineal en e1 1azo de retroalimentacién consiste en 1ntegradores 1dea1es. Una;ii:
 d1recc1on prom1soria de 1nvestigacién futura. es desarrollar un; analislsﬁ  '
exacto s1milar para los cod1ficadores de interés particular como el que se?

'muestra en~1a Figura 7 1, donde el 1ntegrador ideal (z 1) se reemplaza por”

'U{z)

L2, Gt o)
'5[; ‘ - o u(z)+E(z)

- X(z): —-—->®—-—+H(z)

Figura 7.1 ACodifiCador'Interpolatqu de Lazo'Simp1§--f”“""*’"”7°

&91%_ 
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"‘-multilazo y estos c;istemas no tienen 1la propiedad de no sobrecar‘ga El.-':‘

5w~resu1tante desempeno global del sistema aun puede 'ser aceptable si el?
'71catastr6flco Sin embargo,_nuestra prediccién tebrica recomienda fuertemente?-

,“niveles en 2 lazos y 8 niveles en 3 lazos) par'a prevenir la sobrecar‘ga,‘_,

“par‘tlcularmente cuando estos convertidores analégico/digltal se usan como_‘:;,_:__._:

En el dominio de transformada 2z, 1a sallda del sistema Q(z) esta
relaclionada a la entrada X(z) y el error de cuantizador E(z) por
Q(z) = F(z) X(2) + G(z) E(z),

donde

H(z) 1

F(z) = gyizy Y 6@ = sy

son las funciones de transferencia para sefial y ruldo, respectivamente. Esta
relacién senclilla proporciona informacién sobre el principio general de
configurar el ruido de cuantizaciéon: El filtro H(z) se debe escoger de modo
que (1) la funcién de transferencia para seifal F(z) tenga un espectro plano
en las frecuencias bajas, pasando la sefial de entrada X(z) 0 las componentes R
deseadas de ella, y (2) la funcién de transferencia para ruido G(z) tenga una
forma de filtro paso-alta, atenuando cfectivamente el ruidoe de cuanl.izacion
E(z) en las frecuencias bajas. |

Como H(z) no esta res tringido de ser un integrador, conjeturamos que un

“codificador interpolatlvo con un flltro lineal adecuado puede proporcionar1” '
<‘mejor desempeno de sistema que el modulador sigma ~delta de lazo simple Por | C
- lo <mue.1n1 ‘problema interesante es determinar cual es ell compromlso'7dé a"”"'{ -
- desempefio que este codificador puede ofrecerse y la mejor seleccién de u(4) '"1"

- en alguna clase de filtros, por ejemplo, de la forma de

G z—b '

H(z) (1 z) z-a '

En el desarrollo del Cap1tulo 3 hemos usado extensamente la sup051c1bnifj'
de que el cuantlzador interno no se sobrecarga y encontramos las condicioneSfﬁ? f
~ para prevenir la sobrecarga en los cuantizadores' En la practica es’ comunf;fiﬂ”

'usar solo cuantizadores binarios para 1mp1ementar moduladores 51gmd-delta};f”

cuantizador no_ se sobrecarga demasiado seguido y si el efecto no e:”,

 ° e1 uso. de cuantizadores nuﬂtinivel en los moduladores nuﬂtilazos (e g ,;4}

-2~
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_-donde X es la senal de entr'ada or‘iginal y v

:“j‘suma x | satisface todav1a una restriccién apropiada Aunque este

"entrada es generalmente indeseable, se- ha usado en la pr'éctica co4mo_ un,_

componentes de sistemas de comunicaclones de alto desempefio, ya que este
costo extra es muy moderado. No estd claro si el enfoque de analisis exacto
puede modiflcarse para tratar tambien ruido de sobrecarga. {Un remedio es
usar un limitador dentro del lazo para estabilizar el sistema, ver [45].)
Quedan todavia dos cuestiones ablertas de considerable interés, las
cuales estan relaclonadas con el modelo de entrada. Primero, en la derivacion
de las propiédades estadisticas asintoticas hemos limitado el estudio a
entradas constante y senoidal solamente, aunque el analisis en el dominnio del
tiempo no usé6 estas supoé;iciones. Una generalizacion posible es exlender el
'(inalisis asintotico a aquellas sefiales que pueden expresar‘se_ Como una suma
finita de senoides | B

X = -):lalcos(winﬂ-)‘),

tales que sus amplitudes estén restringidas aan en el rango _apr_-‘opi'ado__de
entrada, i.e. |

Ixn| = Eia‘ < b.

u__La esperanza es . que los r‘esultados desar'r'ollados en el Capitulo 4 para una'

una clase bastante general de entradas que pueden aproximarse razonablement.e_ff_‘f"

_por sumac; f‘imtaq de senmdes

Segundo _excepto en poc,os- casos no’ hemos con51der'ado una amplia clase
'de entr*adas que consiste en procesos estocasticos. asi que una dlrecc16n'.:=‘};f."".._-_f-
meortante para investlgacién f‘utura es. examinar 51 ‘puede desarr‘ollar‘se ana':."_:;_.f'-.-"-"
-""‘teoma paralela. _EJ_e'_“Pl_QS_ inLeI‘_esan_tes_ incluyen pr‘ocesos 1ndependientes e'f.:"'
..._1dént1camente dlStf‘ib—u'idoS __(-iic_:'i)- y -gaxlslanos.. Otro -' eJemplo de interéc;

© particular es de'la forma siguiente:

n.

"_par'a me,jor'ar la calidad subjetiva de voz e 1magen cuantizada. | Ademés, Jse_:. ;

- __._93;.

e e e e e S b 0 Sy 2

senoide.pura se mantengan tamblén para senmdes multiples vy ent.onces par'a e




.......

Py
T R

ame N - . :
S

PSR -

}“cuales son ampliamente usados en las técnicas de simulacién.

que un proceso de perturbacién bien escogido puede forzar a que el ruido de

cuant {zador sea blanco y por lo tanto se simplifica el anadlisis,

Como la teoria desarrollada aqui esl&d principalmente enfocada a las
aplicacliones en conversién analégico/digital, el aspecto de ciclos limite no
ha tratado con delalle, ya que este fenotmeno no es tipico. Es importante, sin
embargo, cuando modulacién sigma-delta s5e aplica a conversioén
digital/analégico, y entonces debe comprenderse cabalmente. Seria Interesante
extender los resultados reportados por Friedman [17] y por Gray [24] pqra
moduladores mas comple jos.

En la evaluaciéon del desempeho global de sisltemas de cuantizacién
sigma-delta (Capitulo §), hemos estudiado con detalle varios filtros

decodificadores lineales e linvariantes en el tiempo, Yy encontramos sus

compromisos de desempefio entre el error cuadratico medio y la razéon de

sobremuestreo. Una pregunta natural es entonces: g puede mejorar el desempefio

‘de sistema, si la restricciéon de linealidad e invariancia de los filtros de

decodificacién es removida®?

Ll problema - dificil  pero importante de robustez | contra las-  :
imperfecciones de circu1to fue tratado en el Capltulo 6. Esto representa uni ' '
.pr1mer $aso valiosq,hac1& la solucion final, ‘aunque estos resultados en el_ﬁf f;fu
Capitulo B son restrictiﬁds. pordue ‘consideramos solo‘ el 'cuantlzadorf?:
51gma-de1ta més simple y solo entrada constante Pensamos que este tépico es;f  ﬁf5i
S“fiCientemente importdnte para merecer un esfuerzo adicional Mientras que £i~fﬁj¢
 es_ obvio- que los moduladores  mas .complejos _son 1nherentemente ;sésff;?:
Asusceptibles a 1mperfecciones de circulto, no se dlspone de ningun resultado;ff;}
T _cuant1tativo para descrlblr el balance entre el mejoramiento y la degradacion;fi ‘
.del desempeno de 51stema debidos al 1ncremento de la complej1dad de’ sistem 2...,u
| Investigaciones futuras deben enfocarse _sobre moduladores multilazo:;qi;;k,_

f mu1t1etapa, pero si nuestro método puede extenderse para ese propbslto es unf{

problema 1nteresante por si mismo

| Como una observa01én flnal indlcamos que los conceptos y las tecnicas
fehi la caracterlzacunl del 'comportamiento  estadistuu::fde modulac1éngﬁﬁ
'5¢51gma delta (Capltulo 4) puede aplicarse para analizar y disenar generadores7

- de numeros (pseudo) aleatorios con una medida especifica de. aleatoriedad{iiﬁﬁ

e a3 A S PO
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