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ABSTRACT 

Chao-Ming Zeng, 

"Information Theoretic Study of Multiaccess Convnunication Channels," 

Ph.D. dissetation, 

Graduate School of Engineering, National University of Mexico, April 1989. 

Multiacccss communica\ions is a vcry inleresting problem for both, lhe 

communicalion syslem dcsír,ncrs and lhc ínf'ormal.íon lheorisls. The !nformalion 

lhcor·clic approach to mult. i access pr·obl cm began wi l.h a now wcl l-known codi ng 

theorem devclopcd by Ahlswede and Liao, which deals wi th lhe fundamental 

problem of how much data or informal ion can rel iably be communicated from 

various lerminals lo a common receiver overa noisy multiaccess channel. 

• 
In lhis thesis a variely of mul liaccess channels are sl.udied from lhe 

point. of view of mul li-user informal ion \.heory. First we consider a discrete 

memoryl ess mul liaccess channe l where the transmit lers can observe di fferenl 

feedback signals from lhc output. Using the backward decoding and 

superposition block Narkov encoding scheme, new achievable rate regions are 

obtained for a class of the generalized feedback channels. Our rate reglons 

are larger than those previously presented in the literature and their 

characterization is very simple. 

Next, the multiaccess problem with relay is formulated. For this channel 

(named multiaccess-relay channel), sorne tight inner bounds (achievable) and 

outer bounds to the capaci ty region are deri ved. The obtained resul t has an 

interesting interpretation for the case of an additive white Gauss!an no!se 

channel. 

Finally we deal with Gaussian multiaccess channel wlth intersymbol 

interference and constrained lnputs, which is in practice of great interest. 

The proposed channel model can be described as follows: the sum of two input 

signals is passed through a linear filter and added to a Gaussian noise of 
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RESUMEN 

. --

Un canal de mult.iacceso (MAC) consiste en dos (o más) transmisores y un 
s6lo receptor. La teoria de información de multiacceso trata el problema 
fundamental de cuánta información (o datos) se pueden enviar confiablemente 
de los transmisores al receptor a través del MAC ruidoso, o sea, se encarga 
de encontrar la región de capacidad del canal. Este enfoque empezó en 1972 
con un teorema de codificación para MAC discreto sin memoria, 
desarrollado por Ahlswede y Liao. 

En esta tesis, estudiamos tres diferentes situaciones de MACs desde el 
punto de vista de la teoría de información de multiusuario: NAC discreto y 
sin memoria (dm) con diferentes señales de realimentacion, NAC dm con relevo, 
y MAC de ruido aditivo Gaussiano con memoria y restricciones en las entradas. 
Basado en los modelos propuestos, se obtienen los siguientes resultados que 
se agrupan en los capítulos 2-5 de la tesis, respectivamente. 

Capitulo 2: Utilizando las técnicas de codificación Narkov iana de bloques 
sobrepuestos y decodificación regresiva, se establecen regiones nuevas de 
tasas alcanzables para MAC dm con diferentes señales de realimentación, las 
cuales son mayores que los resultados presentados previamente en la 
literatura, y sus caracterizaciones son simples. 

Capitulo 3: Para el MAC con relevo, presentamos algunas cotas interiores 
(tasas alcanzables) y exteriores de la región de capacidad. Los resultados 
tienen interpretaciones interesantes en el caso de ruidos aditivos Gaussianos 
y blancos. 

Capitulo 4: Para el MAC Gaussiano de tiempo-discreto y con memoria finita que 
representa interferencia entre símbolos, se obtienen región de capacidad con 
entradas restringidas en potencias promedio y región de tasas alcanzables 



para entradas limitadas en picos de amplitud. Nuestra técnica se basa en una 
definición nueva y equivalente para la región de capacidad (definición con 
procesos en lugar de la definición estandard), paralela a la de Khinchine 
para los canales clásicos de punto a punto, lo cual permite simplificar las 
derivaciones usando sólo algunas propiedades sencillas de las tasas de 
entropia de los procesos estacionarios. 

Capitulo 5: En el caso de los MACs Gaussianos de tiempo-continuo, primero 
establecemos un teorema de codificación para las entradas limitadas en 
potencias promedio, utilizando el método de la expansión ortonormal de 
señales y un resul tacto para un conjunto de MACs paralelos discretos en el 
tiempo. La región de capacidad para diferentes filtros del canal se puede 
calcular fáci !mente mediante el método llamado "wateri.-fU'J'.ing." ("llenado con 
agua"),· similar al caso de los canales Caussianos de punto a punto. En el 
caso de las entradas limitadas en sus picos de amplitud, se derivan las tasas 
alcanzables con tres tipos de filtros: pasabaja, pasabanda, y 
dlferenciador-pasabaja. Finalmente analizamos las degradaciones de los 
desempeños debido al uso de restricciones más estrictas, i. e., restricciones 
de pico de amplitud en lugar de potencias promedio. 

La mayoria de los resultados son nuevos y originales, y el trabajo 
complementa y extiende los resultados clásicos para los canales de punto a 
punto, proporcionando una visión profunda y un mejor entendimiento de las 
comunicaciones de multiacceso, tópico de gran interés actual. 

Director de tesis: Dr. Federico Kuhlmann 
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11rbllrary spcclrnl dcnr;ll.y, llw lnputs nre subjccl to ellhcr nn nvPrn[!f'-pnwcr 

consl.rnlnt "ar n pc11k-11111pJJt.udc constrnlnt. Thc nnnlysls In cnrrlcd out. bolh 

1 n d 1 scrclc-l l me nnd conll nuous-l lmc: 

1) Far tho dli;crclc-llm" G11tm!;\1rn mull.lneccHs chnnncl w!lh flnlte mcmory, 

capuclty reglon far powcr consl.rnlned case nnd achlevnblc rule reglan for 

nmplltude conslr·alnect case are ctcrlvcd. Ou1· technlquc Is bnsed on a novel 

process deflnltlon of lhe cnpaclty reglan, pnrallel to lhul glvcn by 

Khlnchlne far single lnpul channels. Thls npproach slmpllflcs thc dcrlvutlon 

liccause onl y s l mpl e propcrt.l es of enlropy rules of slnt.l ona1·y random 

proccsses are uscct. 

ii l Far con\ i nuous-l I me ( wavcfol'ln) Gnuss 1 an mu! t laccess channe 1, cnpncl l y 

rceinn ls obtaincd bnsect on l.hc npproach of orlhonormal expanslons of 

wavC'l'orms anda resull for· pa1·allcl, ctiscrcl.e-timc Gausslan mulliacccss 

channcls. Our resul l shows t.hal fot· Gaussian mul l i;:h"CL"'SS channels, t het,e nh::;o 

exists n so-callcd "u:l1ic'1-/'il'fi119" inlPrprelut ion fc,1· lli<' mull i-usc't' <'m·ndinc 

scheme, similarly as in lhe classic (sincle inpt1l) Gaussian channel. 111 lhc 

ampl i tude conslrained case, achievable ralc regions are al so f'ound far 

cerlain fil le1·s ( low-pass, bandpass and different iator-low-pass) which are 

fairly clase lo lhe co1·1·cspondinr, power conslrained capacily rer,ion (thcy 

serve as out.c-r· bound to lhc ampliludt' conslrained capacily region). 

Sorne of our results rescmble those of classlc single input channels and 

provide useful insights inlo lhe praclical multiaccess communications, a 

tapie which is currently of great interesl. 

A version in English of this thesis is also available. 

Address: 
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RESUMEN 

Un canal de mult!acceso (MAC) consiste en dos (o más) transmisores y un 

sólo receptor. La teoria de Información de mu! tlacceso trata el problema 

fundamental de cuánta información (o datos) se pueden enviar confiablemente 

de los transmisores al receptor a través del MAC ruidoso, o sea, se encarga 

de encontrar la región de capacidad del canal. Este enfoque empezó a ser 

estudiado en Hl72 con un teorema de codificación para MAC discreto sin 

memoria, desarrollado por Ahlswede y Liao. 

En est.a tesis, c"t udiamos tres diferentes siluaciones de MACs dPsde el 

punlo de visla de In leor·ía de información de multiusuario: NAC discreto y 

sin memoria (dm) con diferentes señales de realimentación, NAC dm.con relevo, 

y NAC de ruido aditivo Gaussiano con memoria y con restricciones sobre las 

entrada¡. Basado en los modelos propuestos, se obtienen Jos siguientes 

resultados ¡wincipales: 

1) Utilizando las técnicas de codificación /'farkoviana de bloques sobrepuestos 

y decodificación regresiva, se establecen regiones nuevas de tasas 

alcanzables para MAC dm con diferentes señales de realimentación, las cuales 

son mayores que los resul tactos presentados previamente en la 1 i teratura, y 

sus caracterizaciones son simples. 

2) Para el MAC con relevo, presentamos algunas cotas interiores (tasas 

alcanzables) y exteriores de la región de capacidad. Los resul tactos tienen 

interpretaciones interesantes en el caso de ruido aditivo Gaussiano y blanco. 

3) Para el MAC Gaussiano de tiempo discreto y con memoria finita que 

representa interferencia entre simbo!os, se obtienen reglón de capacidad con 

entradas restringidas en potencia promedio y región de tasas alcanzables para 

entradas limitadas en pico de amplitud. Nuestra técnica se basa en una 

definición nueva y equivalente para la reglón de capacidad (definición con 

procesos en lugar de la definición estándar), paralela a la de Khinchine para 

los canales clásicos de punto a punto, lo cual permite simplificar las 
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derivaciones usando sólo algunas propiedades sencillas de las tasas de 

entropla de los procesos estacionarlos. 

4) En el caso de los MACs Gauss!anos de tiempo continuo, primero establecemos 

un teorema de cod! f!cac!ón para las entradas 1 !mi ladas en potencia promedio, 

utilizando el método de la expansión ortonormal de señales y un resultado 

para un conjunto de MACs paralelos discretos en el tiempo. La reglón de 

capacidad para diferentes filtros del canal se puede calcular fácilmente 

mediante el método llamado "wale!t-f.Ullru¡" ·(llenado con agua), siml lar al 

caso de los canales Gausslanos de punto a punto. En el caso de las entradas 

limitadas en sus picos de amplitud, se derivan las tasas alcanzables con tres 

ti pos de fi 1 tros: pasobaja, pasobanda, y diferenciador-pasobaja. Finalmente 

analizamos las degradaciones de Jos desempeños debido al uso de restricciones 

más estrictas, l.c., restricciones de pico de amplitud en Jugar de potencias 

promedio. 

La mayoría de los resultados son nuevos y originales, y el trabajo 

complementa y extiende los resultados clásicos para los canales de punto a 

punto, •proporcionando una visión profunda y un mejor entendimiento de las 

comunicaciones de mu! ti acceso, tópico de gran interés actual. 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCION 

1.1 COMUNICACION MULTIUSUARIO Y TEORIA DE INFORMACION 

Durante los últimos veinte años, ha habido un gran avance en los campos 

de tecnologías y sistemas de comunicaciones para satisfacer las demandas 

crecientes de comunicación. Ejemplos son los desarrollos de sistemas tales 

como ISDN (Redes Digitales de Servicios lnlegrados), LAN (HN!Ps de Al'ca 

Local) y redes de radios paquetizadas (packel radio netwo1·ks). En c·stos 

sistemas gene1·almenle existe más de una fuente de datos, o más de un canal· 

entre dos terminales. Debido a las limitaciones de la teoría clásica de 

comunicaciones entre punto y punto para tratar tales situaciones, se 

• i nlr·odujo e 1 concepto de comunicaciones mult i -usuario o mult i-terminal. 

Por otro lado, un enfoque general para las comunicaciones multiusua1·io 

es extremadamente diflci 1, y a veces es conveniente aislar cada uno de los 

problemas a ser estudiado. Entre los modelos básicos de los canales de 

comunicación de multiusuario, mencionamos los siguientes: canal de 

rnultiacceso (MAC), canal de difusión, canal con relevo, canal con 

interferencia, canal con realimentación, y canal bidireccional (lwo-way 

channel ). Conceptualmente, un MAC consiste en dos o más transmisores y un 

receptor, lo cual se modela como se ilustra en la Fig.1.1. En cambio, un 

canal de difusión consiste en un transmisor y dos o más receptores, lo cual 

se modela en la situación corno se muestra en la Fig. 1.2. Un canal con relevo 

se refiere comúnmente a un canal de punto a punto con "repetidor" (o estación 

de relevo), tal corno se muestra en la Fig.1.3. Un canal de interferencia 

modela el caso donde varios transmisores tratan de enviar mensajes a sus 

respectivos receptores sobre un sólo canal, y por consiguiente existe 

interferencia entre ellos. Un modelo de canal con realimentación se usa para 

la situación de comunicación entre transmisor y receptor, donde el transmisor 



puede observar Ja señal de salida (l.e., existe un canal en Ja dirección 

opuesta). Finalmente un canal de dos direcciones consiste en dos terminales, 

cada una de las cuales terminal intent.a enviar mensajes a la otra a través 

del mismo canal, pero en Ja dirección contraria. 

satélite satélite 

.... 
.... ···· 

,¡, 

! 
)" t 

! 
~. . ..... 

·· ... · ...... 
..··' 

__ ¡:-· __ í __ ·~~ estaciones 
terrenas ~Í-~í __ .i_ 

/////////////////////////// /////////////////////////// 

Fig.1.1 Canal de multiacceso Fig.1.2 Canal de difusión 

relevo 

• 
. ........... .... · .... 

····::.: 
/' 

.. / relevo 2 

transrni sor !{ .............. +······ ···) ¡< · ......... + .......... 1 receptor 

/////////////////////////// 

Fig.1.3 Canal con relevo 

La demanda de Ja capacidad de comunicación continúa creciendo como 

consecuencia de los aumentos e:~plosivos del número de usuarios o terminales 

del sistema, así como de los tipos de servicio. El diseñador del sistema de 

comunicación está ahora presionado a mejorar el desempeño del sistema. Esto 

es, él trata de maximizar Ja tasa de transmisión de la información a través 

del canal disponible sujeto a algunos requerimientos de Ja confiabilidad del 

mensaje, y por lo tanto utiliza técnicas más complicadas. Hasta este punto, 

seria razonable preguntar si existen limites en las transmisiones confiables 

de información, y si existen, cómo se puede diseñar un sistema tal que su 
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descmpef\o¡;e nproxlmc a estos !!miles. Ln respuusln n. eslns cuestiones e!' el 

lcmn cicntrl\l de la leorln de lnform1,cl6n, lo. cunl hn desempeímdo un pnpcl 

cruclnl en el dlsef\o y el dcEmrrol lo de muchos slslcmt\s, empezando con el 

rirllculo fund1tmenlnl de Clnude Shunnon en HMíl, "A Malhemullcul Theory of 

Communlcn\ lon" 11 l. 

La rama de la leo1·\u de lnformuclón que estudia slslemus de comun\c[lc\ón 

de usuarios múlllples se conoce como teoría de Información de mulllusu<trlo, y 

ha atraldo mucha atención de los Investigadores del campo en los últimos 

años. Para una lnlroducclón y un resumen de esta rama, los nrllculos de V[\n 

der Mculcn 121 y de El Gamal y Covcr 13] son excelentes referencias. 

En esta tesis, nos concentramos en uno de Jos problemas mas lmporlanlc!> 

e 1 nleresanles ( lanlo en la leor i a como en 1 a prúc\ i ca): e J cana 1 de 

mulliacceso. La necesidad de mulliacceso se origin<> en !;iluacioncs donde' hay 

múlt lplcs transmisores (gcnc1·almenle dif,tanles y por· lo tanto indcpcndicnlc>s) 

y un solo 1·ccept.or. La señal reC'ibida cslá contaminada lanlo por el ruidc' 

com,, por la i nlerferenc i a cnlre Jos lransmi sores. Usual mcnle hay una pequeña 

can\ idad de realimentación desde el receptor hacia los transmisores. Esle 

tipo de modelo es apropiado para el enlace superior de una red de salél iles, 

para una n'd de radio donde c>:ist.e un 1·epelldor central, así como par·a los 

t1·áficos a un nodo ccnlr·al en una linea telefónica de "mu!\ idrop". 

lbblando dP los can:1les de mull \acceso, cabe scñala1· que aclualmenlc 

existen tres ar·eas de investigación en MAC: resolución de colisiones, teoria 

de información de multiacceso, y spread spectrum. Cada una de ellas procede 

en aislamiento virtual de las otras y usan modelos totalmente diferentes, 

aunque se trata de la misma situación de comunicación. Como indicó Gallager 

en 14], la mayor diferencia entre el método de resolución de colisiones y el 

de teoria de información es que el primero siempre se ha enfocado en las 

llegadas intermitentes o de ráfaga ( bursty arri vals) de los mensajes y la 

interferencia entre los transmisores, pero se ha ignorado el ruido del canal 

( i. e., se supone que un mensaje se recibe correctamente en la ausencia de 

colisiones e incorrectamente en el caso contrario), y en el último método, 

Jos aspectos del ruido y de la interferencia se modelan adecuadamente, pero 

se ignoran las llegadas aleatorias de los· mensajes. Esta tesis pertenece al 

último. 

A lo largo de esta tesis, sólo consideramos los MACs con dos 
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transmisores; en primer lugar, porque se pueden generalizar o extender de 

alguna forma a MACs con cualquier número de transmisores,· y·en·segundo lugar, 

ellos son esenciales para entender el MAC. 

Uno de los conceptos novedosos en la teoria de MAC, lo cual difiere de 

los canales de punto a punlo, es el concepto de región de capacidad. En un 

MAC, existen ·dos transmisores, y por lo tanto no podemos hablar de la 

capacidad del canal la cual es sólo un número real. En lugar de capacidad, 

buscamos una "región de capacidad", la cual caracterice todas las 

posibilidades de comunicación (l.e., todos los pares de tasas) enlre un par 

de usuarios. Este concepto se definirá posteriormente. 

1.2 TRABAJOS ANTERIORES 

El primer esludio sobre canales multiusuario fue el trabajo de Shannon 

de canales bidireccionales [5] en 1961. Pocos trabajos sehicleron 

posteriormente, hasta la investigación de Cover en 1972 sobre los canales de .. 
difusión 130] y los resultados básicos que vamos a describir en seguida. 

Uno de los resul lados más imporlanles en el campo de los canales de 

mulliusual'io después del artículo de Shannon [l] es sin duda alguna el 

resultado de caracterización simple de la reglón de capacidad de MAC discreto 

sin memoria, presentado por Ahlswede en el Tsal1kadsor Symposium [6] en 1971. 

Liao obtuvo también el mismo resultado en su tesis doctoral [7]. A partir de 

ese momento, muchos trabajos se han concentrado alrededor de P.ste campo. 

Ulrey [8] generalizó formalmente el teorema básico de codificación para 

MAC con más de dos entradas. La región de capacidad de MAC con ruido aditivo 

Gaussiano y blanco y entradas restringidas por potencias promedio fue 

determinada por Cover [9] y Wyner [10]. 

Una propiedad sorprendente de un MAC sin memoria es que la 

realimentación puede aumentar la región de capacidad, lo cual difiere del 

canal clásico sin memoria donde la realimentación no aumenta la capacidad 

(demostrado por Shannon [ 11] y Dobrushin [ 12]). Este hecho fue mostrado 

primero por Gaarder y Wolf [13]. Posteriormente, Cover y Leung dieron una 

región de tasas alcanzables bajo la condición de realimentación "perfecta" en 
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[ 14] donde se introdujo el concepto de codificación Markovlana de bloques 

sobrepuestos.· Más tarde, varios trabajos como los de Dueck ( 15], de Carieial 

[16], de Willems y van der Meulen [17] mostraron que la reglón obtenida por 

Cover y Leung también puede ser alcanzada con real lmentaclón parcial (l.c., 

sólo un transmisor recibe la real lmenlaciónl. Para ciertas clases de MAC, 

Willems (18] demostró que dicha reglón coincide con la reglón de capacidad 

con realimentación. 

El HAC donde los transmisores reciben diferentes señales de 

realimentación fue estudiado por King [19] y generalizado por Carleial en 

[ 16]. Después, el resultado de Carleial fue mejorado por \Ji llems, van der 

Meulen y Schalkwijk en [20]. 

La determinación de la región de capacidad del HAC con ruido aditivo 

Gaussiano y blanco y con real imcntación perfecta se debió a Ozarow [21 l. 

ulilizando codificación determinist.ica, método similar ;il ele Schalkwijk y 

Kailath 152].[53]. 

Algunas situaciones de HAC con fuentes o codificadores correlacionados 

también han sido estudiadas. Slepian y \lolf [22] introdujeron el MAC con 

entradas de codificadores correlacionadas (de fuentes independientes). El MAC 

• con fuentes arbitrariamente correlacionadas fue invest. igado por Cover, El 

Camal y Salehi en [23]. Otra situación donde las sal idas de Jos codificadores 

eslán correlacionadas (llamada HAC con "cribbing encoders") fue estudiada por 

van der Meulen [2]. Este problema ha sido resuello en un trabajo reciente de 

Willems y van der Meulen [24]. 

Se ha analizado también el problema de sincronización en el MAC. 

lmplícitamente, un modelo de tiempo discreto de MAC supone que el canal tiene 

sincronización perfecta tanto de símbolos como de fases entre transmisores y 

receptores. Cover, McEliece y Posner [25]) mostraron que con una cantidad 

acotada de incertidumbre en temporización entre los transmisores, la región 

de capacidad es la misma que con sincronización perfecta. Para incertidumbre 

completa en temporización, por otra parte, se ha demostrado (por Hui y 

Humblet [26], y Poltyrev [27]) que la región de capacidad es la unión de las. 

·regiones alcanzables, en lugar de sus coberturas convexas (convex hu! 1), 

porque el compartimiento de tiempo no se puede aplicar en el caso de 

asincronia total. 
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1.3 MOTIVACION y OBJETIVO • 

Para los clentificos, la teorla de Información puede justificarse sólo 

por su contribución a un mejor entendimiento de las leyes naturales. Para los 

ingenieros (corno nosotros), sin embargo, la teoría de información debe de ser 

justificada además en base de sus aplicaciones. Los beneficios que da la 

teoría de información a la Ingeniería abarcan desde los procedimientos 

especificas de discfío hasta la definición de las direcciones generales de la 

evolución del área. 

Una razón más importante para estudiar la teoría de información es por 

su irnpl icaclón en el disefío de Jos sistemas de transmisión de Información. 

Por ejemplo, Jos sistemas de comunicación digital punto a punto (incluyendo 

comunicaciones por satélile, rnodems para J incas telefónicas, y sistemas de 

almacenamiento magnético) usan ahora ondas sofisticadas en las cuales las 

secuencias de datos están encadenadas de for·ma compleja. No transmitimos ni 

recibimos siempre un bit por cada intervalo de tiempo; sino que transmitimos 

• y recibimos, en un nivel más allo, paquetes de bits. Más aún, la teoría de 

información nos dice cuanto nos fal\.a pa1·a mejorar· el desempeño del sistema. 

Un ejemplo es la famosa fórmula de Shannon para la capacidad de un canal con 

ruido aditivo Gaussiano y blanco, establecida en 1948 [ 1), 

Para canales telefónicos de voz (ancho de banda = 2400 Hz), la capacidad 

teórica que se estimó es de aproximadamente 25, 000 bps (la "cutoff rate" es 

menor). Comparando con las tasas de los modems para canales de voz las cual 

se han incrementado desde típicamente 4,800 y 9,600 bps en Jos años pasados 

utilizando técnicas de modulación de amplitud en cuadratura (QAM), a tasas de 

14,400 y 19,200 bps utilizando técnicas de constelaciones grandes de señales 

y de códigos de corrección de error (Trellis-Coded Modulation), podemos ver 

la tendencia en el desarrollo de los modems cuyas tasas son cada dia más 

cercanas a los limites teóricos. 

Sistemas multi-terminal de comunicación digital son mucho más 
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complicados que los sistemas de comunicación punlo a punto, y su Leoria no se 

conoce bien aún. Actualmente muchos sistemas mullltermlnal se desarrollan ell 

forma "arbitrarla", mientras Jos teóricos tratan de proporcionar un nuevo 

enfoque para ayudar a Jos diseñadores con Ideas y mélodos novedosos. 

Aunque el MAC es el más estudiado (comparado con olros canales 

mul ti terml nal), algunos problemas siguen estando abiertos. Un problema que 

todavia no se ha resuelto es la caracterización de la reglón de capacidad del 

MAC discreto sin memoria con realimentación. Hasta hoy, solamente se conoce 

algunas reglones alcanzables como la de Cover y Leung. En un MAC con 

diferentes señales de realimentae\ón, el problema es aún más difícil. 

Otra cueslión es el estahlecimienlo del desempeño de una estación de 

relevo en un esquema mul ti acceso. Específicamente, supongamos que ciertas 

terminales quieren e1wia1· mensajes a una estación central remola a través de 

un canal, como la señal recibida en el centro es demasiado "débil" (y 

cons•'Cll<mlemenle baja la Lasa de transmisión), puede ser deseable colocar una 

estación de re 1 evo si L uada enlre 1 os transmisores y e 1 receptor cenl ral pan\ 

auxiliar a las transmisiones. Ahora la situación se complica, porque la señal 

recibida en el centro es una versión contaminada (por ruido) de la señal de 

• relevo interferida por las señales de los \1·ansmisores. ¿Seria útil el relevo 

en este caso? En otras palabras, ¿pueden los transmisores mandar sus mensajes 

más rápidamente utilizando el relevo que sin el relevo? 

Los estudios de MAC con alfabeto conlinuo (por ejemplo, un AWGN MAC) son 

todavía incompletos. Hasta hoy, sólo los AWGN MACs sin memoria han sido 

considerados, y poco se sabe del MAC Gaussiano con memoria, lo cual presenta 

serios problemas, tales como interferencia entre símbolos. 

Esta tesis se dedica a estudiar alguno de estos problemas en el contexto 

de los siguientes modelos: 

1) MAC discreto sin memoria (dm) con diferentes señales de realimentación 

(tanto bilateral como parcial). 

2) MAC sin memoria con relevo, incluyendo MAC dm con relevo, MAC con ruido 

aditivo Gaussiano y blanco (AWGN) y con relevo, y MAC dm con relevo Y 

realimentación. 

3) MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita y entradas restringida 

en potencia promedio o en picos de amplitud (el proceso del ruido Gaussiano 
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es de densidad espectral de potencia arbitrarla). 

4) MAC Gausslano de tiempo continuo con restricción de' potencia promedio o de 

picos de amplitud para las entradas (también ancho de banda restringido). 

Estos cuatro modelos se discuten en los capítulos 2-5, respectivamente, 

obteniendo algunos resultados inleresanles. El capítulo 6 contiene 

comentarlos finales sobre los resultados obtenidos, así como algunos 

problemas abiertos y sugerencias para lnvestlgaclón futura . 

• 
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CAPITULO 2 

CANAL DE MUL TI ACCESO DISCRETO SIN MEMORIA CON REALIMENT ACION 

En algunos medios de comunicación práclica, parlicularmenle en los 

sistemas de multiacceso, a veces está dlspon!blc para los lransmisores 

realimentación de la salida del canal. Este capítulo lrala del MAC discreto 

sin memoria con real!menlación. La sección 2. 1 inlroduce el MAC dm con 

algunas definiciones imporlanles, asi como resultados básicos acerca de 

secuencias típicas. El MAC con 1·ealimenlación perfecta se discute en la 

sección 2. 2 donde presentamos una dcmosl ración nueva y simple del resultado 

de al canzabi 1 i dad de Cover y Le une. Técnicas como cod if icac.i ón Narkov lana de 

bloques sobrepuestos (superposilion block M<:ll'kov encoding o SBME) y 

decodificación regresiva (backward decod!ng) son también descritas,. En la 

sección 2.3, establecemos algunas nuevas regiones de tasas alcanzables de MAC 

• dm con diferentes señales de reallmenlación. La sección 2. 4 concluye el 

capítulo con algunos comentarios. 

2.1 MAC DISCRETO SIN MEMORIA 

Denotemos un MAC dm con {1
1
x1

2
, p•(y\x

1
,x

2
), Y}, donde 1

1 
y 1

2 
son los 

alfabetos de entrada, Y es el alfabeto de salida, y p"(y\x
1
,x

2
) es la matriz 

de probabilidades de transición del canal para x
1
e1

1
, x

2
e1

2
, y yeY. El canal 

es discreto en el sentido de que \• 1
2

, Y son conjuntos fínítos ·o contables. 

Sea ak ~ (a , a, a); el canal se dice que es sin memoria si 
1 2 k ' 

para todas las k, donde x
1
k, x

2
k y yk son las entradas y la salida del canal 

en el tiempo k. 
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.. 
Un código de bl9quecpara MA~~~· ~~n~\a,do por (H1 , H2 , N), consiste en 

1) dos conjuntos de; ~rit~l',~s que representa11 l()S conjuntos de mensajes 

• i~ / H}~[l, Hl. .+!1~{1, 0~,;:,; H1.l':Ll.• ~¡l. ' M¡t{l,2,. .. , 
2 2 .... _- - ·.,.: ·::· 

2) dós funciones de cC>cÍ1nc<lc1ón 

3) una función de decodificación 

Las lasas (en nats/uso de canal) de este código están definidas por 

~ ~log/1 " r¡ N 1' ' 

Se supone que en el inicio de cada bloque de N usos de canal las fuentes 

1 y 2 producen enteros aleatorios w
1
eM

1 
y w

2
eM

2
, respectivamente, cada pareja 

(w
1

,w
2

) con probabilidad 1/(/1
1

11
2

). Entonces la probabilidad de error promedio 

del cócti.go se puede definir como 

Un par de tasas ( R
1

, R
2
l se dice que es alcanzable para un MAC dm si 

para cualquier c>O y N suficientemente grande, existe una sucesión de códigos 

(11
1

, 11
2

, N) con tasas 

tal que PN ,,;; c. 
e 

y 

La región de capacidad ~ se define formalmente como la cobertura convexa 

(convex hu11l 1 del conjunto de todos los pares de tasas alcanzables (R
1

, R
2

). 

Por el argumento de compartimiento de tiempo (time sharlng), no es dificil 

1 
La cobertura convexa de un conjunto de puntos A es la intersección de lodos 

los conjuntos convexos que contienen A, y se denota usualmente como co(A). 
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ver que Ju coberturu convexu de cualquier reglón alcanzable es también 

alcanzable en un MAC. 

Para demostrar teoremas de codificación (parte positiva o alcanzable). 

necesitamos algunos resultados sobre secuencias tlplcas cual se describen a 

continuación. Sea {X111 ,X121 , ... ,XlKl} una colección finita de variables 

aleatorias discretas con alguna dlst.ribucl6n conjunta fija 

p(x111 ,x 12 l, ... ,x1" 1), para (x11),xl2l,. .. ,Xll\l) E X11 \X121 x ... xXll\l_ Denote 

con S a un subconjunto ordenado de estas variables aleatorias (con el 

correspondiente conjunto de alfabetos Y), y considere N coplas Independientes 

de S (denotado por S). Entonces 

Pr{S=s}= TT Pr{S =s), 
1 1 1=1, N 

Sea Ja entropía de la variable aleatoria S 

ll(S)=- E Pr{S=s}log(Pr{S=s}); 
ses 

por la •ley de Jos grandes números, 

con probabilidad uno. 

1 -¡;;logPr{S} 
1 N 

-¡;;E logPr{S
1

} -) l/(S), 
1 =! 

Definición 2.1: El conjunto Ac de secuencias (de longitud N) e-típicas está 

definido por 

Ac~Ac(X11i_x<2i ..... xlKll ~ {(x11i,x12i, ... ,xlKJl: 

1-~log(Pr{S=s})-ll(Sli~c. V S~{X(I) .x< 2 J ....• x(K)}}. 

A esta clase de secuencias típicas, a veces se le conoce como secuencias 

típicas en entropia [31], y se usan frecuentemente en la literatura; tienen 

la ventaja de que se pueden generalizar fácilmente a modelos con memoria y 

con alfabetos continuos (o abstractos). Un resultado básico que vamos a 

necesitar es el siguiente lema. 

11 
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Lema 2.1 (ver (3), (32)): Para cualquier c>O, 

1) se Ac(S) ...q exp(-N(l!(S)+c)) :s Pr{S=s) :s exp(-N(H(S)-cl}. 

(!) (2) (il 
2) Si\• \!::{X ,X , .. .,X } y (s

1
,s

2
) e Ac(S

1
,S

2
). entonces 

exp(-N(H(S
1 

\S
2

)+2c)) s Pr{S
1

=s
1 

\S
2

=s
2

) :s exp(-N(H(S
1 

\S
2

)-2c)). 

Además, para N suficientemente grande, se cumple 

3) Pr{Ac(S)) ~ 1-c, 

4) (1-clexp(N(ll(S)-c)) :s \IAc(Sl\I :s exp(N(ll(S)+c)), 

donde \\· \\ denola la cardinalidad de un conjunlo; en la desigualdad derecha de 

4), no se requiere que N sea grande. 

Un resullado fundamenlal para MAC dm es el siguiente teorema de 

codificación establecido por Ahlswede [6) y Liao [7). 

Teorema 2.1: La región de capacidad del MAC dm {'.\x'.l'.
2

, p'(y\x
1
,x

2
), '!/} está 

dada por 

• sobre todas p(x ,x ,y)=p(x )p(x )p•(y\x ,x) }· 
1 2 1 2 1 2 

donde co{ ) denota la cobertura convexa de la unión de regiones sobre todas 

las distribuciones conjuntas de las entradas que llenen forma de producto 

p(x
1
,x

2
)=p(x

1
)p(x

2
), i.e., para entradas independientes. 

Este teorema se puede demostrar fácilmente aplicando el lema 2. 1 para su 

parle de alcanzabilidad y la desigualdad de Fano [33] para su parte conversa 

(ver, por ejemplo, [3]). En seguida consideramos el MAC dm con 

realimentación. 

2.2 MAC CON REALIMENTACION PERFECTA 

En la Fig. 2. 1 se muestra un MAC dm con realimentación perfecta, l. e., 

los transmisores pueden observar la señal de la salida Y (con una unidad de 

tiempo de retraso). Un código (H
1

, H
2

, N) para este canal es similar al que 

dimos anteriormente para MAC dm (sin realimentación), excepto que las 
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•.::Z ~ º-. 
-~---
~;~. ,,, _. -

funciones de-codlficaclón cambian ahora a 

1=1,2, k=l,2, .. .,N, 

donde W
1 

e {1, 2, ... , H
1

} son los mensajes a transmitir. 

Una reglón de tasas alcanzables está dada por el siguiente teorema. 

Teorema 2.2: Para un MAC drn {X 1x12 ,p•(ylx 1 ,x2 l,~}. la región de tasas 

'.R={(R
1
,R

2
): OsR s](X ;YIX ,U), OsR sJ(X ;Y!X ,U), R +RsI(X ,X ;Y) 

1 1 2 2 2 1 12 12 

sobre p(u,x ,x ,y)=p(u)p(x ¡u)p(x iuJp•(y¡x ,xi} 
1 2 1 2 1 ~! 

(2.2) 

es alcanzable con realimentación parcial, doonde Ue~ es una variable 

alealoria auxi lar arbitraria con IJ~llsmin{ Jl!l) • 11'.J)l+l, llYll+2}. 

Notas: Se puede ver que esta región es mayor que la región de capacidad sin 

realimenlación dada por (2.1), porque con U=constante, (2.2) se convierte en 

(2.1). Aquí la convexifícación (o tornar la cobertura conv<:,xal es innecesaria 

debido a que la región (2.2) ya es convexa. 

E~e teorema fue demostrado originalmenle por Cover y Leung [14) para el 

MAC con realimentación perfecta en dos lados (L c., realimentación para ambos 

transmisores) utilizando el método de codificación en l ísta e indexarnienlo 

le>:icográfico (líst coding and lexlcographical indexing). En [17) se presentó 

una demostración para el caso de realimentación parcial utilizando el método 

de partición no aleatoria y decodificación restrictiva. Como se mostró en 

[ 18), esta región coincide con la región de capacidad real si por lo menos 

una entrada está completamente determinada por la otra entrada y la sal ida 

(i.e., x
1
=f(xJ,y), i;tj, y f(•) es un mapeo deterministico). 

w 
1 

w 
2 

retraso 
~------! 

unitario 

retraso 
'------¡ unllorlo 

Fig.2.1 Canal de rnultiacceso con realimentación perfecta 
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Frecuentemente se usa la- codificación Markovlana de bloql1es sobrepuestos 

(SDMEl para demostrar teoremas de codificación para canales multltermlnal con 

"Información o canal lateral" (slde lnformatlon o slde channel) tales como 

canales con real lmentaclón, con "crlbblng encoders" , y con relevo, etc .. La 

Idea básica, Introducida por Cover y Leung l 14] para el MAC con 

realimentación perfecta, es la siguiente. 

Considere un número grande B de bloques (ver la Fig.2.2); cada bloque 

consiste en N usos del canal. En el bloque b (b=l, 2, B-1), los 

transmisores mandan "i nformac Ión fresca" ( frt-C<>lt lnfo~nwUon l al receptor con 

una lasa que es demasiado alla para permitir decodificación confiable. La 

ambigüedad remanente se puede eliminar si los transmisores mandan información 

de res o 1 ue i ón ( ~eaofotion info~malüin) en e 1 s l gui en Le bloque b+ 1 al rccepl or 

en forma cooperativa. Sobrepueslo en la información de resolución, se manda 

también la nueva información fresca de tasas al Las en el bloque b+l (como si 

estuvieran formando cadenas de Markov los bloques de mensajes l. Consideramos 

ahora el problema de decodificación de estos bloques de Información 

sobrepuesta . 

• 

~I 
\ nformaclón 1nformaclón l nformac lón 

fresca fresca frese a 

lnforme.clón lnformaclón lnformac\ón 

de rcsoluc. de resoluc. de rcsoluc. de resOluc. 

bloque b bloque b+l bloque B-1 bloque B 

Fig.2.2 Codificación Markoviana de bloques sobrepuestos 

Entre los métodos para lograr eso, mencionamos codificación en lista con 

indexamiento lexicográfico [ 14], codificación en lista con partición 

aleatoria [34], y partición no aleatoria con decodificación restrictiva [17]. 

La decodificación secuencial o paso-por-paso [35] es común para todos ellos. 

Esto es, para decodificar la información fresca en el bloque b. (suponiendo 

que la información de resolución en el bloque b ha sido decodificada), el 

receptor "extrae" primero (de la información sobrepuesta) la información de 
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resolución en el bloque b+l. Pues la información fresca del bloque b puede 

ser decodificada exitosamente Incorporando esta Información de resolución. 

Este proceso se efectúa bloque por bloque. Bajo la mayorla de las situaciones 

de comunicación de multiusuario, la decodificación paso por paso podrla ser 

Inferior que la decodificación simultánea (en el sentido de tasas de 

transmisión), como se señaló en [36], o puede causar un Incremento de 

complejidad en los esquemas de codificación. 

El concepto de decodlficación regresiva [24] permite en cierta forma la 

decodificación simultánea en cada bloque. El principio de este método es: el 

receptor empieza el proceso de decodificación solamente hasta recibir lodos 

Jos B bloques de sal ida. Primeramente, se decodifica la información de 

resolución "pura" del úllimo bloque D. La información fresca de alla lasa en 

el bloque B-1 puede por lo lanto lr'ansformarse en información de baja lasa 

uli 1 izando su información de resolución decodificada previamente. Ahcwn el 

receptor decodifica esta información fresca de baja tasa simultáneamente con 

la información de resolución sobrepuesta en este bloque, la cual se 

necesitará para el bloque posterior B-2. Este proceso se sigue hasta que se 

termine de decodificar lodos los bloques de información . 
• Presentamos ahora una nueva demostración del teorema 2.2 para la 

realimentación par·cial, uli 1 izando SílME y decodificación regresiva. La 

demostración es más sencilla que las originales, y se puede fácilmente 

generalizar para otras situaciones especiales de realimentación (como veremos 

en la sección 2.3). 

Demostración del teorema 2.2: considere un MAC con realimentación parcial (se 

supone que es para codificador 1); fijese la distribución p(u,x
1
,x

2
)= 

p(u)p(x
1 

julp(x
2

lul y una c>O suficientemente pequeña. 

i) Códigos Aleatorios: El código se construye de la siguiente manera lo cual 

se utilizará en los B bloques. 

Generar H
2
=exp(NR

2
) secuencias u=(u

1
, .•. ,uN), cada una con probabilidad 

Pr{u}=Tfkp(uk) e indexarlas como u(r), rE[l, H
2

]. 

Para cada u(r) generar H
1
=exp(NR

1
) secuencias x

1
=(x

11
, ... , x!Nl de acuerdo 

a Pr{xl ju(r) }= nkp(xlK 1 uk (r)) e indexarlas como xl (r, wl l. donde rE[ 1, 

H
2
l. w

1
e[1, H

1 
l. 

Similarmente, generar H
2 

secuencias x
2 
=( x

21
, ••• , x

2
N) para cada u( r l de 

acuerdo a Pr{x ju(r)}=TI p(x ¡u (r)); indexarlas como x
2
(r, w

2
), donde r, 

2 k 2K k 
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11) Codificación: Suponga que w
1
be[l, H

1
], w

2
be[l, H). b=l, 2,. .. , B-1, son 

mensajes a ser enviados en B bloques por los transmisores y 2 

respccllvamente (nótese que si B ..¡ oo, las tasas totales R
1
(B-l)/B ..¡ R

1 
y 

R
2
(B-l)/B ..¡ R

2
). Entonces, ellos mandan las siguientes palabras del código 

x
1 

( 1, w ) 
11 

y x
2

( 1, w21 ), en el bloque 1, y 

x 1 (r~. wlbl y x2(rb, w2bl' en el bloque b=2, ... ,B-1, y 

x 1 (r~. 
1) y x2(r B' 1), en el último bloque B, 

donde rb=w2,b-l y r~=w;,b_ 1 ; aqul w;,b-l significa el estimado del mensaje 

w
2

,b-l lo cual se puede obtener por el codificador de la real imcntación 

antes del b-ésimo bloque de codificación. Nótese que se usa rb como la 

información de resolución para el bloque b-1. 

iii) Decodificación Parcial de Realimentación: Para formar la información de 

resolución cooperativa (en este caso r ) después del bloque b, el 
• bil 

codificador l escoge w;b como el estimado de w
2
b si él es único tal que (él 

conoce r~ y w
1

b obviamente) 

(2.3) 

Luego se pone r~. 1 =w;b para la siguiente codificación. Aqui yb es la señal de 

realimentación recibida en codificador 1 durante el bloque b. 

iv) Decodificación Regresiva: Después de recibir todas las salidas yb, b=l, 

... , B, el receptor inicia la decodificación regresiva. Primero encuentra un 

r (la información de resolución pura) si él es único tal que 
B 

Conociendo r
8

, 

que 

(2.4a) 

el decodificador pone w =r y encuentra w y r
8

_
1 

tal 
2,B-1 B 1,B-1 

(2.4b) 
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Este proceso se Peplte para todos los bloques restantes, enconlrando w
1
b y rb 

(excepto en el bloque 1 donde sólo se necesl ta decodificar w
101 

porque 

w =r l y poniendo obviamente w =r en cada etapa. 
2, 1 2 ) 2, b-1 b 

v) Probabilidad de Error: Suponiendo que los mensajes transmitidos W
1
bE[l, 

H
1

) Y W
2
bE[l, H

2
l. b=l, ... , B-1, están uniformemente distribuidos y son 

independientes; denótese w;b al estimado de w2b en el codificador (se 

obtiene de la realirnenlaclón), y W
1
b, W

2
b los estimados del receptor. Para 

acotar superiormente la probabl l ldad de error, promediada sobre el conjunto 

de códigos aleatorios, definamos primero la probabl 1 !dad de error promedio 

para B-1 pares de mensajes corno 

rr{ U (W o01J lU(W o0W >}. 
lb lb 2b 2b 

h:= l , D-1 

(2. 5) 

En el apéndice 2. 1 demostrarnos que (2.5) se puede acotar superiormente por la 

suma de las probabilidades de errores individuales de cada etapa, suponiendo 

que no fiay error que se propague de etapas previas. Esto es 

D-1 B 

PB :5 L pel (b)+ L pe2(b), (2.6) 
b= 1 b=l 

donde Pe
1
(b) denota la probabilidad de error de decodificación parcial de 

realimentación en bloque (o etapa) b, b=l, B-1, y Pe
2

(b) denota la 

probabilidad de error de decodificación regresiva del receptor en bloque b, 

b=l, B. Consecuentemente, lo que nos falta para completar la 

demostración es probar que Pe
1 

(b) y Pe
2
(b) pueden hacerse arbitrariamente 

pequeñas en cada etapa. Sin perder la generalidad podemos suponer que 

(w
1
b,w

2
b)=(l, 1) y yb=y para b=l, ... ,B, y definir los siguientes eventos 

E(w) ~ {(u(l),x (1, 1),x (1,w ),y)E..4} 
· 2 1 2 2 e 

F(r) ~ {(u(r),x (r, 1),x (r, 1),y)E..4} 
i 2 e 

G(r,w l ~ {(u(r),x (r,w ),x (r,1),y)eA} 
1 1 1 2 e 

H(w l ~ {(u(l),x (1,w ),x (1,ll.y)eA} 
1 1 1 2 e 
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/J. . 
~onde Ac=Ac(U•\•Xz,Y). V1mmos prlmC'rO r.1(b), la probabl'11dnd de er!'ol' de la 

dccodlflcnclón parcial de reullmenlncl6n en lu etapa b=l, ... , n-1. DI:' (2.3) 

tenemos 

/' (b)=Pr{(u(l).x (1,1),x (1,w ),y) no son conjuntamente Uplcns puru w=l 
el 1 2 2 ?. 

(l.e, el mensaje w
2

=1 nunca se podrla decodificar), o existen 

algunos w/1 tales que (u(l),x
1
(1, ll,x

2
(1,w;).y) son tumblcn 

conjuntamente \ 1 picas (l. e, el mensaje decodificado fue falso)} 

De 1 o anlerl or podemos acotar fác l 1 mente las pro babi l ldades de error como se 

muestra en lo siguiente: 

/'el (h)=Pr{E°< 1 )ULU [(w;~1)}srr{E0 (1 ))+ E Pr·{E(w
2

)}, b=l,. .. , B-1 
~l w ~¡ 

" 2 

Pe
2

(B)=Pr{Fc 11 )U [ U F(r))}s.Pr{F°( 1) }+ E Pr{ F( r)}, (2. 7) 
r~1 r~1 

Pe
2
(b)=Pr{Gc(l, 1)U( U Glr,k'¡))}srr{Gcl \, l)}+ L Pr{Glr.1)} 

ll',W 1 l~(l,ll 1'~1 

+ [ Pr{G(l,w
1
ll+ E Pr{Glr,w

1
)}, 

W
1

*1 r*t,w 1 ~1 
para b=B-1, ... ,2 

donde Ac significa el complemento del evento A. Observe que los eventos 

Ec(l), Fc(l), Gc(l, 1) y Hc(l) son los mismos. Aplicando la propiedad 3) del 

lema 2. 1, se puede ver que para N suficientemente grande 

Pr{Ec(l)}=Pr{Fc(l)}=Pr{Gc(l, l}}=Pr{H0 (1)}sc. 

Para las otras probabilidades se pueden aplicar también las propiedades del 

lema 2. 1. Por ejemplo, para w
2
*1 

Pr{E(w
2

)}= E p(u)p(x
2
lulp(y,x

1
\ul 

(U,X
1
,x

2
,ylEAC 
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:s E exp(-N[H(U)+H(X
2

tU)+ll(Y.X
1 
IU>~sc]) 

(U,X1,x2,y)eAC • 

=\\Ac ~exp(-N[ H(U)+H(X
2 

\U)+H(Y, \ \Ul-5c]) 

:Sexp(N[ ll(U, X
1

, X
2

, Yl+c) )exp(-N[ H(U)+H(X
2

\Ul+H(Y, \ \Ul-5c) l 

=exp(-N[I(X
2

;Y\X
1
,U)-4c]) 

donde la primera Igualdad se debe a que w
2
,.l, lo cual 

generación de x
2 

es independiente de la generación de (y, 

Implica que la 

x ) dado u. La 
1 

primera y la segunda desigualdades se derivan de las propiedades 1), 2) y 4) 

del lema 2. 1. Análogamente, 

Pr{ F(rl }=Pr{G(r, 1)} :Scxp(-N[ I ( X
1

, X
2

; Y)-4c]), 

Pf'{ G( 1, w
1

) }=Pr{H(w
1 
l }:Sexp(-N[ /(\;Y \X

2
, U)-4c l), 

Pr{G(r,w
1 
)}:Sexp(-N[Il\. \: Yl-4c] ), 

Utilizando estas colas, (2.7) resulta en 

• 
Pel (b):Sc+(H

2
-1 )exp(-N[ l(X

2
; Y\\. U)-4c]) 

:Sc+exp(-N[ l(X
2

; Y\\• U)-R
2
-4c] ), 

Pe
2

(B):Sc+exp(-N[ I l\, X
2

; Yl-R
2
-4c]), 

si r>'l, 

b=l, .. ., B-1, 

Pe
2

(b ):Sc+exp(-N[ I ( \, \: Yl-R
2
-4c l )+exp(-N[ I l\; Y \X

2
, Ul-R

1
-4c]) 

+exp(-N[Il\,X
2
;Y)-(R/R

2
)-4c]), b=2, .. ., B-1, 

Pe
2

( 1 ):Sc+exp(-N[I(\; Y\X
2

, U)-R
1
-4c)), 

donde R ~(1/N)log(H l. De lo anterior podernos concluir que para N 
i 1 

suficientemente grande, la probabilidad de error de decodificación parcial de 

realimentación en cada etapa está acotada por Pe
1

(b):S2c, si 

(2.8) 

y la probabilidad de error de decodificación regresiva en cada etapa está 

acotada por Pe
2

(b):S4c, si 
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R :s/(X ;Y!X ,Ul-5c, 
'1 .. l ... 2 .. 

R
1 
+Rll (X

1
, X

2
; y¡.:.5c, 

Rll ( \, X
2

; Y)-5c; 

(2.9a) 

(2.9b) 

(2.9c) 

donde (2.9c) se puede ellmlnar en vista de (2.8) y (2.9bl. Por lo tanto, para 

N suficientemente grande, r: :s 6(B-l)c si el par de tasas (R
1

, R
2

l satisface 

(2.8), (2.9a) y (2.9b). Nótese también que las tasas nulas son siempre 

alcanzables. 

Concluimos finalmente que existe por lo menos un código de entre el 

conjunto de códlgos cuya probabilidad de error promedio P8:s6(B-l)c, y por 
e 

consiguiente, lodos los pares dentro de '.R son alcanzables para el MAC con 

real imenlación parcial, porque la demostración es vál lda para Lodo c>O y 

todas las distribuciones p(u,\,x
2

)=p(u)p(x
1

!uJp(x
2

!uJ. Así queda demostrado 

el teorema 2.2. • 

2.3 MAC CON ÜIFERENTES SEÑALES DE REALIMENT ACION 

En las comunicaciones mul ti acceso prácticas, información lateral pod!'la 

presentarse de diversas formas en los codificadores. En la sección anterior 

hemos considerado el MAC con realimentación perfecta, l. e. , el transmisor 

observa directamente la señal de salida Y. Carleial [16] consideró una 

situación más general de realimentación: cada transmisor observa una señal 

diferente de realimentación (Le., Y
1 

para el codificador 1 y Y
2 

para el 

codificador 2) como se muestra en la Fig.2.3. El obtuvo una región general de 

tasas alcanzables para este tipo de canales y las especializó para algunos 

casos de interés. 

En esta sección presentamos algunas regiones alcanzables para ciertos 

casos del MAC con diferentes señales de realimentación, cuyas 

caracterizaciones son muy simples. También demostramos que la región de 

Carleial [ 16] siempre es un subconjunto de la nuestra; en algunos casos 

nuestra región es estrictamente mayor que la de Carleial (ver apéndice 2.2). 

20 



( • w" l wt, 2 

Fig.2.3 MAC con diferentes seBales de realimentación 

Consideramos primero el caso en el cual la salida Y es una señal 

degradada de las señales de realimenlación \ o Y
2 

(podría inlerprelar·se como 

si \ o Y
2 

fuese "mejor" que Y), lo cual se define en el siguiente sentido 

[ 16]: 

Definición 2. 2: En el MAC con diferentes señales de realimentación, Y es una 

• versión degradada de Y
1 

con respecto a ]as enlradas del canal (denotado como: 

X
1
,\: )'

1
;,:Y, o simplemente se dice que Y

1 
es "mejor" que Y), si e>:lste un 

"canal de prueba" de \ a una variable aleatoria Y' tal que 

a} (X
1
,X

2
), Y¡ y Y' forman una cadena de Markov, i.e., p(y' \x

1
,x

2
,y

1
)= 

p(y' \yl l. y 

b) Y' es estadisticamente equivalente a Y con respecto a las entradas 

(denotado como !\,X
2
l: Y'-Y or Y-Y'), i.e., los espacios de muestras de Y' y 

Y son isomórficos, y para todos los valores correspondientes y'-y, 

p(y' jx1,x2)=p(yjx1,x2). 

Nuestro resultado principal es el siguiente. 

Teorema 2.3: Para el MAC dm con dos diferentes señales de realimentación 

{'.1:
1

x'.1:
2
,p•(y,y

1
,y

2
lx

1
,x). '!lx'!/

1
x'!1

2
}, si Y

1
·,Y/"Y, entonces la región 

:Ri={(R1' R2): O:sRl:SI(\; Y2 I x2. U), O:sR2:SI(X2; yl jxl. U)' 

(2.10) 
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es nlcan:r.nble, donde U E 'U es urm variable alcalorlu au:d 1 lnr arbllrarln con 

l!'ll)):smln{ íl:X1 11 • ))1
2

))+1, j)'llj)•2). 
Es fncl 1 ve1·lflcu1· que Ju reglón :R

1 
es convexa, por lo cual no se 

requiere ln convcxlflcaclón. Lu suficiencia dC? lomar la carcllnnlldad de U 

como lo Indicado en el leorcmn se puede comprobar si aplicamos la extensión 

de Fenchel-Egglcslon de un lema dado por Ahlswede y Korner en [37] y usamos 

un procedimiento similar al de [211, apéndice !l]. 

En el apc,ndlcc 2.2, mo~:tramos que nuesln1 reglón es mayor que la 

obtenida por CarlC'inl en 1·1, cc.(211.)l, pot·quc Sll J'l~gion, además de las 

restricc:lones siml lares a (2.10), conllenc oLras rcslrlccloncs sobre las 

Lasas R
1 

y R
2 

las cuales dependen de la sal ida Y. La dil'e1·encia cnlre las dos 

rei~ionc~·; pod1·ia aumenta¡· si Y
1 

y Y
2 

son mucho 11 mcJot·es" que Y. A conlinuación 

prt.~sent.amns una demostración simple del teorema 2. :1. 

Demostración del teorema 2. 3: El código aleatorio se genera como sigue: 

primero generamos H
1
H

2
=exp(N(R

1
+R

2
)) secuencias de u de acuerdo a nkp(uk) y 

las indexamos como u(r), rE!l, H
1
N

2
). Para cada u(r) S(' generan N

1 
secuencias 

de x
1 

de acuerdo a llkp(x
1
k/uk(r)) y las llamamos x

1
lr. "',), donde w

1
E[l, 

N
1
]. Similarmente se generan H

2 
secuencias de x

2 
con rrkp(x

2
kjuk(r)) Y las 

indexamos como x
2 
(r, w

2
), donde w

2
E [ 1, H

2
]. 

Los mensajes w
1
bE[l, H

1
l. w

2
bE[l, N

2
), b=l, 2,. . ., B-1, se codifican por 

los transmisores 1 y 2 como se muestra abajo 

x
1 

( 1, w ) 
11 

y x
2
(1, w21 1' en el bloque 1, y 

x1 (r~. 
w ) 

lb 
y x2 (r~, w2bl' en el bloque b=2, ••• 1 B-1, y 

x1 (r~, 
1) y x

2
(r;, 1)' en el último bloque B, 

donde r' =(w , w' ) y r"-(w" w ) · aquí w' significa el 
b l,b-1 2,b-1 b- l,b-1' 2,b-1' 2,b-1 

·estimado de w obtenido por el codificador de la realimentación Y 
2, b-1 l 

antes del b-ésimo bloque de codificación, y w~,b-I es el estimado de wl,b-l 

obtenido por codificador 2 de la realimentación Y
2

. Más especifico, el 

codificador 1 encuentra un w;,b-l si él es único tal que 
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(u(r' l x (r' w ) x (r' w' ) v )e.4 (U X X Y l 
b-1 ' 1 b-1• 1,b-l ' 2 b-1 1 2,b-1 

1
"'1,b-1 e ' 1 1 2' 1 · 

Por el lema 2.1 y Ja suposición de que no se habla cometido ningún error en 

las etapas anteriores, podemos moslrar que w;,b_i=w2,b-I con probabl l ldad de 

error arbllrarlamente pequeña P: 1 (b-1)~2c, si 

De la misma manera, el codificador 2 encuentra un w~ ,b-I como el esllmado de 

wl,b-I de la realimentación Y
2

, si él es único lal que 

(u(r" ),x (r" ,w" J,x (r" ,w ¡,y )eA (U,X ,X ,Y). 
b-1 1 b-1 l ,b-1 2 b-1 2,b- 2,b-1 e 1 2 2 

La probabilidad de error de la decodificación se puede hacer arbilrariamenle 

pequeña P; 1 (b-1)~2c, si 

• Se inicia la decodificación regresiva en el receptor después de recibir 

B bloques de salidas. Se decodifica primero la información de resolución pura 

en el bloque B, es decir, se busca un r
0 

si él es único tal que 

Luego se pone ( w 
1

, 
8

_
1

, 

r
0

_
1 

único tal que 

w )=r y se fija en el bloque B-1, encontrando un 
2,B-1 B 

Tal proceso se continúa hasta que todos los mensajes hayan sido 

decodificados. Nótese que si 

en cada etapa b, entonces r =r =(w 
b b 1, b-1 1 w ) con una probabi 1 !dad de 

2,b-1 
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error nrbllrnrlnmenlc pequcf'm P (b):s2c (usnndo olrn vez el lema 2.1). 
e2 

Con nrgumcnlos slml lares n Jos que usnmos pnrn In dcmoslrnclón del 

lcoreml\ 2.2, demostramos que In reglón dndn por (2. 10) c!l nlcnnznblc. Esto 

complcln la dcmostraclón dC'l lcorcnm 2. 3. • 

Ahoru consideremos el cn!>o dP rc'ul lmL'nluclón par·clnl y d!fcn,nt" dl' la 

sal l da (l. c. , se d l sponc nndaml'ls de l n S<'ñnl de rcn 11 mcnlac l ón pan\ un 

lransml sor). El sl gulentc teorema nos da una rcgl ón alcnnzahl e para el caso 

y ;,;y, 
1 

Teorema 2.'I: Para un MAC dm {:X 1 <l'~, p'(y,y
1

lx
1
,x). ~lx'!/ 1 } con rcullmcnlaclón 

parcial Y
1

i!:Y, la región de lasas 

:R ={(R ,R ): o::;R ::;J(X ;YIX ,U), O:sR2::;J(X~ •. ;Y
1

IX
1
,U), 

2 l 2 l 1 2 

R1+R/ll\.\:Yl (<:. 11) 

para pl11 .. x ,x .v.r )=p(ulplxJulplx lulp'(y y lx x )} 
1 2 . . 1 l ~~ 1 1 ] 1 2 

es alcanzable, donde U E 'U es una variable aleatoria auxiliar arbitraria con 

cardinalidad ll'llll="min{ llX
1

ll· llX
2

ll+l, llYll+2} · 

Esta región también es mayor que la región derivada por Carleial [ 16, 

ec.26], porque podemos mostrar de una forma similar a lo del apéndice 2.2 que 

su región contiene una restricción adicional en la tasa R
2

, la cual depende 

de la sal ida Y. La alcanz'lbi 1 idad de nuestra reglón se puede demostrar 

fácilmente si aplicarnos el código y la demostración del teorema 2.2, excepto 

que ahora la señal de realimentación para codificador 1 es Y
1

, en lugar de Y. 

Finalmente, si \-\ o Y
2
-\ (l. c., un codificador puede observar 

directamente las secuencias de salida del otro codificador), lo cual 

convierte el canal al tal llamado MAC con "cribbing encoders" estudiado 

extensivamente en [241. nuestras regiones alcanzables son justamente regiones 

de capacidad y coinciden, corno era de esperarse, con los resultados obtenidos 

en (24]. 
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2.4 CONCLUSIOl>t Y COMENTARIO 

Hemos usado las técnicas de codificación Markovlana de bloques 

sobrepuestos y de decodificación regresiva para probar el teorema de 

codificación de MAC dm con realimentación parcial y perfecta. Esta 

demostración es simple y más transparente que las anteriores, porque se evita 

el uso de técnicas como codificación en 1 isla y de particlonamiento. Para 

ciertos casos particulares de MAC con diferentes señales de realimentación, 

obtuvimos algunas regiones de tasas alcanzables mejores que las reeiones 

derivadas en el trabajo de Carleial, y tienen formas de caracterización muy 

simples. \Jillems et al [20] presentaron un resultado similar al de nosotros, 

pero sin la demostración como Ja del apéndice 2.2 . 

• 
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APENDICE 2.1 

Aqu! presC'nlumos In dcmoslraclón de ln slgulcnt.c nf!rmaclón: l.n 

prob"b!lldnd de error rª dl\du en (2.5) pucdC' ucotarsc superiormente por ln 
~ 

·suma de las probnbllidudes de error de decodiflcuclón en cudu elapa como se 

muestra en (2.6), bajo la suposlclón de que no hnyu error que se propague de 

las etapas prcvlus. 

Definimos primero los siguientes evento~;: 

{W., "l•'., }, D ~ {Í.' >'W } . 
.. , 1 ,,, l B 1,D-1 1 1 U-l 

{l~' >'!11 u f.1 .,¡,1 } 
1,h~l 1,h-1 2h 2b 

1 b"2. 3, .. ., D-1, 

A ~ {!.1' >'!11 } , 
h 1 b lb 

b=l, 2, ... ' /J-1, 

De la definición de P
8 

en (2.5) se tiene Jo siguiente 
e 

Pero corno 

u \ 
1 =1 , B-1 

A U (A ílAc) U (A ílAcílAc) U ... U (A íl[ 
1 2 1 3 1 2 B-1 

() Ac]) 
k 

k=l,B-2 

(2. 12) 

y PdAílB} ,; Pr{AIB}, el primer término de (2.12) se acota por lo tanto corno 

Pr{ U A}" Pr{A }+Pr{A JAc}+ ... +Pr{A j n Ac}. 
1 1 2 1 B-1 k 

l=l,B-1 k=l,B-2 

(2.13) 

De manera similar, el segundo término de (2. 12) puede acotarse corno abajo 

Pr{< u D inz},,Pr{D IZl+Pr{D JznDc}+ ... +Pr{D ¡zn< íl De)}. 
j B B-1 B 1 k 

J=l,B k=2,B 

(2.14) 
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donde 
,.; 

Z ~ ( ; U Ai'° = íl Ac 
'' .. ¡ ' ' ¡' 

f=1 1 B-1. ' 1:1,B-l 
' ·' .. -. . 

,... . ·- .-.,, 

De (2. 12)-(2. 14) ·se puede ver. que) a afi!'~á~fón inicial es Cierta. • 

APENDICE 2.2 

En este apéndice mostrarnos que la región de tasas alcanzables '.R
1 

dada 

por (2. 10) es mayor que la región obtenida en [ 16, ec.24l. Para compararlas, 

reescribirnos la región de Carlcial para el mismo canal corno sigue: 

• 
'.Ro=co{ (Rl' R2): O,;R1"'I( U1; Y2 jlJ1' IJ2' 1/2)' 

O!óR/I (U2; yl ¡wl, IJ2, ul)' 

º"'R1"' 1 W1: Y ¡w1 • w2, u2J+H w1; Yi•'2 1 • 

Q,,;R/I (U
2

; YilJ
1

, W
2

,U
1 

l+l(W
2

; YjlJ1), 

R
1 
+R/I (W

1
, !J

2
, U

1
, U

2
; Y), 

para ZE'l', Z=(U1,u2,lJ1,lJ2,\·X2,Y.\.Y2)} 

(2. 15) 

(2. 16) 

(2. 17) 

(2. 18) 

(2. 19) 

donde 'P tiene la forma p(z)=p(u
1

)p(w
1

)p(u
2

)p(w
2

)o(x
1

lu
1

,w
1

,w
2

)o(x
2

lu
2

,w
1

,w
2
l 

p•(y,y
1
,y

2
jx

1
,x

2
), y o(•) denotan funciones de probabilidad degeneradas de 

los mapeos deterrninisticos X
1
=f

1
(U

1
,lJ

1
,lJ

2
) y X

2
=f

2
(U

2
,IJ

1
,W

2
). Omitirnos la 

variable de compartimiento de tiempo "Q" usada en [ 16] debido a la evidente 

equivalencia al tornar la cobertura convexa para la región. 

Observe primero que por el teorema de procesamiento de datos (aplicado a 

la cadena de Markov (IJ
1

,IJ
2

,U
1

,U
2

)=>(X
1
,X

2
)=>Y) 

(2.20) 

27 



N6lesc ahora que 

lf(Y2 \W1' "'2' U2)-lf(Y2 \1J1' IJ2' U¡' U2) 

/f(Y2 \W1' IJ2' U2' X2)-ll( Y2\1J1' IJ2' UI' U2, \' X2) 

"' lflY2 \w1, IJ
2

, \l-HlY2 \~'i, w
2

, u1, u2, x1, X
2
l 

/I( Y2\1J1' IJ2, X2 )-lf(\ \!JI' IJ2' \' X2) 

I l\; Y2IX2' "'1' "') (2.21) 

donde la segunda igualdad se debe a los mapeos determinísticos f
1 

y f
2

, y la 

tercera igualdad es por el hecho de que (IJ
1

,W
2

,U
1
,U

2
)=>(X

1
,X

2
l=>Y

2 
fo1·rna una 

cadena Markoviana. Similarmente podemos demostrar que 

(2.22) 

Por otra parle, si ponemos l/=(l.'
1

• IJ
2

) en la región (2.10), no es difícil 

ver (de las desigualdades (2.20)-(2.22)) que 'Jl.
0
>;'1\· Además, en el caso de un 

MAC con "cribbing encoders" (i.c., Y
1
-X

2
, Y

2
-\l, 'R

0 
está estrictamente 

• dentro de '.R
1 

(de hecho, nuestra región 'Jl.
1 

es la región de capacidad en este 

caso). Por lo tanto podemos concluir que nuestra región alcanzable 'R
1 

dada 

por el teorema 2.3 es mayor que la 'Jl.
0 

de Carleial. • 
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CAPITULO 3 

CANAL DE MUL TIACCESD CON RELEVO 

En este capitulo introducimos un nuevo canal multiusuario denominado 

canal de multiacceso con relevo (MARC), lo cual es adecuado para modelar 

comunicaciones de mulliacceso con ayuda de una estación de relevo. En Ja 

sección 3.1 se formula el pr·oblema y se define el modelo del canal. En la 

sección 3.2 presenlamos una región de tasas alcanzables para un MAHC 

degradado (i. c., Ja señal recibida en el recep\01· es una versión de¡;radada de 

Ja que recibe el relevo). Se deriva en Ja sección 3. 3 una cola exterior 

general de Ja región de capacidad. La sección 3. 4 exliende e J resullado de 

alcanzabi l idad de la sección 3. 2 a canales con ruido aditivo Gaussiano y 

blanco.· En Ja sección 3. 5 concluimos el capítulo comentando algunos 

resultados de MARC con realimentación y haciendo sugerencias para 

• invcsl igación fulura. 

3.1 FoRMULACION DE PROBLEMA Y MODELADO 

Consideremos una situación de comunicación como la i J ustrada en la 

Fig.3.1, la cual se puede describir como sigue: suponemos que varias 

terminales quieren enviar mensajes a un receptor remoto a través de un canal 

de multiacceso. Debido a la distancia, la señal recibida en el receptor es 

"débil"; una manera usual de resolver el problema es colocar una estación de 

relevo entre transmisores y receptor para ayudar a sus transmisiones. Observe 

que la señal "relevada" será contaminada no sólo por el ruido del canal, sino 

también por la interferencia de los transmisores. Nuestro problema consiste 

en determinar cuánta información se puede comunicar confiablemente de estos 

transmisores al receptor común con la ayuda de la estación de relevo. Tal 

situación es muy común en las redes de comunicación por radio, y las 
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comunicaciones vla saléllle [39]. 

Un problema similar, restringido sin embargo a un sólo transmisor, se 

conoce como canal de relevo. El canal de relevo fue Introducido por van der 

Meulen [38], y estudiado por Cover y El Gamal (34] en gran detalle. A 

continuación presentamos el modelo del canal denominado canal de multlacceso 

con re 1 evo { MARC) para lo cual se puede ver como una general 1 zac l ón de 1 os 

canales de relevo. 

usuario 1 

usuario 2 

• 

·······+······ 

.. ~, 

' . ) (" ·····'¿< 
eslaclón 

de relevo 

..• ? ... 

·:-~:·~:~-:-.;: .. l. 
receptor 

común 

Fig.3.1 Multiacceso con relevo 

Un MAHC discreto sin memoria {X
1
xX

2
xX

3
, p•(y,y

1
\x

1
,x

2
,x

3
), '!h'Y

1
} 

consiste en cinco conjuntos finitos \• 1
2

, :X
3

, 

probabl 1 idades de lransición del canal 

Y y Y 
1 

, y una matriz de 

p•(y,y
1

\x
1
,x

2
,x

3
), donde 

·{\,X
2

,x)e:X{:X{:X
3

, {y,y
1

)e'Yx'Y
1

; :X
1

, :X
2 

son los alfabetos de entrada del 

canal en los transmisores 1 y 2, :X
3 

es el alfabeto de entrada al canal por el 

relevo, 'Y
1 

es el alfabeto de salida del canal en el relevo, y Y es el 

alfabeto de salida del canal en el receptor final. El modelo del canal se 

muestra en la Fig.3.2. Un MARC se dice que es sin memoria 

dependen de pasadas k k xkl sólo través de las (xi, x2' a 3 
transmitidos actualmente (x

1
k, x2k• x3kl · 

Un código (H
1

, H
2

, n) para el MARC dm consiste en: 

dos conjuntos de mensajes 

dos funciones de codificación 

-~....,---.!~!­
··- .. '!~l:t_!. 
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(3.1) 

un conjunto de funciones de relevo (causal o nó-antlcipatorio) { f
3

k }n tal 
k=I 

que 

k=l,2, ... ,n, 

y una función de decodificación 

w 
• 2 

g: 'ft.--) Al xAI . 
1 2 

(w ,w i 
1 2 

Fig.3.2 Canal de multiacceso con relevo (MARC) 

La .probabilidad de error promedio de este código se define como 

p" ~ 
e 

\, H2 
1 

" Pr{g ( Y") ,o ( w , w ) \ W =w , W =w } 
H 

1 
H

2 
'" 1 2 1 1 2 2 ' w

1 
=1,W

2
=1 

(3.2) 

suponiendo que los mensajes W
1 

y IJ
2 

son estadísticamente independientes y 

uniformemente distribuidos sobre los conjuntos [1, H
1

] y (1, N), 
respectivamente. 

Nótese que para cualquier selección de p(w
1
), w

1
eM

1
, i=l, 2, y de los 

códigos f
1

, f
2 

y {f
3
). la distribución de probabilidad conjunta sobre 

Al xAI x'.l'."x:Xnxr"x'!lxY" está dada por 
1 2 1 2 3 1 
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n 

plw
1

, w~, x
1

, x
2

,_x
3

, y, y
1 
h=p(w

1 
Jp(w

2
>H p( x

1
k lwlp<x

2
k \wlp( x

3
k \y

11
, ... , y 

1 
k-l l 

•., -. ' k· 1"- . - ' 

(3.3) 

El par de last\S .del código eslá definido poi· (~logH, ~logH ). Un ¡,;11· dl' 
11 1 n 2 

tasas (R
1

, R
2
l. se _dice que es alcanzable puru un MAJ\C dm si par·a cualquier· 

c>O y lodos los n suf1clent.emente gr-andes, exlslt• un código (H
1

, H
2

, n) lal 

que 

R :s~logH , 
1 n 1 

R :s~logH , 
2 11 2 

y J'":;c. l.a rt•¡:ió11 de capac:iclad 'Ces la cerradura del conjunto de todo~; los 
e . 

pares de tasas alcanzables (R, R ). 
1 2 

Cabe seflal:w nqui que la determinación de• la rcr.ión de capacidad p::ll'a un 

MAHC r.cncra 1 e!'l "xt rcmadam<'nl e di f' 1 e i l. En la s 1 r,ui cnlc sccc i ón, con~; i<kr'""'"'; 

un caso especial del M/\HC en el cual la sciml recibida en el relevo \ es 

"mejor" que la salida final del canal Y. 

3.2 Rf.SUL1 ADO DE ALCANZABlLIDAD PARA CANALES ÜEGRADADOS 

Desde el punto de vista práctico, .es razonable suponer que la señal 

recibida en el relevo es mejor o menos ruidosa que la señal recibida en el 

receptor final. Definimos este lipo de canal (denominado NARC degradado) en 

la siguiente forma: 

Definición 3.1: Un MARC dm {:X
1
x'.f

2
x:X

3
, p•(y,y

1
\x

1
,x

2
,x

3
), '!lx'!/

1
} se dice que es 

degradado si (\,X
2

), (X
3

,Y
1

l, Y forman una cadena de Markov, l.e., 

Para el MARC dm degradado, tenemos el siguiente resultado de 

alcanzabilidad. 

Teorema 3.1: La región de tasas ~1 es alcanzable para el MARC dm degradado 

{:X
1

x:X
2

x:X
3

, p•(y,y
1

lx
1
,x

2
,x

3
), '!lx'!l

1
}, donde 
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'R¡=co{(R
1
,R2): O:sR

1
:sm1n{I(X

1
,X

3
;YIX2,VÍ, I(X

1
;Y

1
IX2,X

3
,U)}, 

0:SR2:Sm1n{J(X2,X3;Y\Xl,U), J(X2;Y,\Xl,x3,V)}, 

Rl +R2="m1n{J (xi. x2, X3; Y). IC\. X2; yl ¡x3. u' Vl}. 

(3.4) 

para p( u, v, \, x2, x3, y, y
1 
)=p( u)p( v)p(x

1 
\ u)p(x2 lvlp(x3 I u, v)p"(y, y

1 
1 x

1
, x

2
, x

3
)} 

donde U, V son variables aleatorias auxiliares arbitrarlas y mln{a, b} 

denota el mínimo de a y b. 

Nota: Si X2=constante, dicho canal se reduce a un canal de relevo degradado y 

las lasas alcanzables (con R
2
=0 obviamente) de (3.4) son la capacidad real 

del canal. Esto es, si ponemos las variables auxiliares U=X3 y V=constante, 

obtendremos 

R
1

:s sup min{J(X
1
.\:Yl. J(;>;

1
;YY\

3
,U)} 

p(xl,x3) 

lo cual coincide con el resultado de Cover y El Gama] [34]. 

Atrra probamos este teorema ulilizando las técnicas de SBME y 

decodificación regresiva, introducidas en el capítulo anterior. Es importante 

señalar que, aunque esta prueba y todas las construcciones son válidas para 

MARC drn arbitrario (i. c., Ja condición de degradación no aparece en la 

demostración), Ja demostración es interesante {o mejor dicho, tiene sentido) 

sólo para el caso degradado. 

Prueba: Fíjese Ja distribución p(u,v,x
1

,x2,x
3

)=p(u)p(v)p{x
1 

luJp(x2 \vl 
·p{x

3
¡u,v) y un c>O suficientemente pequeño. Los mensajes W

1
be [l, 

N
1
=exp(nR

1
)] y W

1
be [l, H

1
=exp(nR

1
ll. b=l, 2, ... , B-1, serán transmitidos al 

receptor en B bloques, cada bloque consiste en n usos del ·canal, y suponemos 

que Jos mensajes son uniformemente distribuidos .e independientes. Nótese que 

las tasas totales R
1 
(B-1 )/B ~ R

1 
y R

2
(B-1 )/B ~ R

2 
si B es grande. Uti 1 izamos 

ahora un argumento de codificación aleatoria para demostrar Ja a!canzabilidad 

de 'R
1

. 

i) Códigos Aleatorios: El código se construye de la siguiente manera: 

Generar H
1
=exp(nR

1
) secuencias u=(u

1
, u2, ... , un) de acuerdo a 

Pr{u}=TI n p(u ), e indexarlas como u{s
1
), s

1
e[l, H

1
]. 

k=l k 
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·.Generar H
2
=exp(nR

2
) secuencias v=(v

1
, v

2
, .. ., vn) de acuerdo a 

• Pr{vl=TI n p(v ), e Indexarlas como v(s
2

), s
2
e [ 1, H

2
J. 

k=l k 

Para cada u(s
1

), generar H
1 

secuencias x
1 

con probabilidad Pr{x
1 

Ju(s
1

))= .. 

TI n p(x Ju (s )), e Indexarlas como x (w ,s ), donde w, s E l l, N ]. 
k=I 1 k k 1 1 1 1 1 1 1 

Para cada v( s
2

), generar H
2 

secuencias x
2 

con pro babi lldad Pr{x
2 

J v( s
2 

)}= 

TI n p(x Jv (s )), e indexarlas como x (w ,s ), donde w, s E [J, H ]. 
k=I 2k k 2 2 2 2 2 2 2 

Para cada par (u(s
1
),v(s

2
)), generar una secuencia x

3 
de acuerdo con Ja 

probabilidad Pr{x Ju(s ),v(s ll=TI n p(x ¡u (s ),v (s )); denotarla como 
3 1 2 k•l 3k k 1 k 2 

x
3

(s
1
,s

2
), donde s

1
Eil, H

1
] y s

2
Ell, H

2
]. 

ii) Codificación: Usando este código, los mensajes w
1
b y w

2
b se codifican de 

Ja siguiente manera. En el bloque I, Jos transmisores 1 y 2 y el codific·ador 

de r·c 1 evo mandan 

x
3

( 1, J). 

En el bloque b, b = 2, 3, B-1, supongamos que el relevo ya tiene a su 

disposi~ión los estimados w; ,b-I y w;,b-I de los últimos mensajes wl,b-I y 

w (se decodifican en iii)). Entonces ellos envian 
2,b-1 

xi (wl b' si b)' 

x2 (w2b' s2b), 

x3(s;b. s;b l' 

En el último bloque B, ellos mandan 

xi ( 1, si B), 

x2(l, s2B), 

s =w 
1, b-1' lb 

s .=w 
2, b-1

1 2b 

s' =w' y s' 
lb l, b-1 2b 

s =w 
2e 2,e-1' 

=w' 
2,b-1 

Se puede observar que w
1

b y w
2

b llevan la información fresca, mientras 

s 1b y s
2

b llevan la información de resolución para el bloque anterior. El 

relevo coopera con los transmisores mandando la información de resolución al 
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receptor simultáneamente. 

iii) Decodificación en el Relevo: Para formar información de resolución 

cooperativa, el relevo encuentra un par (w;b' w;b> como el estimado del par 

de mensajes (w
1
b, w

2
b) de la sal ida en el relevo y

1
b, si este par es único 

tal que 

donde A~~Ac(U,V,X 1 ,X2 ,X3 ,Y1 }. lnmedlatamcnte, el codificador de relevo pone 

s; ,b+l=w;h y s;,h+1=w;0 para el siguiente bloque (b+l). 

iv) Decodii'icación Regresiva en el Receptor: Después de recibir todas las 

salidas yh, b = 1, 2, ... , de los B bloques, el receptor puede empezar Ja 

decodificación regresiva. Primero decodifica la información de resolución 

pura del bloque B. Est.o es, se encuentra un único par (slD, sw) lal que 

Conociendo s 
28 

se pone primero w =s 
1 ,B-1 IB 

encuentra un único (s , s ) tal que 
l,B-1 2 1 8-1 

(u(sl,B-1), v(s2,B-l), \(Wl,B-1's1,D-l), x2(W2,B-l's2,B-1), 

x3(sl ,s-1 's2, B-1 ), YB-1) E iilc. 

y 

Este proceso se sigue hasta que termine de decodificar toda la información 

w
1

b y w
2

b, b=B-1, B-2, ... , 1. 

v) Probabilidad de Error: Sean w;b y w;b los estimados del relevo para los 

mensajes IJ y IJ , y W y W , los estimados del receptor. Def í nase el 
lb 2b lb 2b 

evento de error ocurrido en la decodificación regresiva durante el bloque b 

como 

Fb ~ {W ;t!J o w ;t!J } • 
lb lb 2b 2b 

y el evento de error de decodificación en el relevo durante el ,bloque b como 

G ~ {IJ' ;t!J o IJ2' b;01J2 b}' 
b 1 b 1 b 
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Para acolar superiormente la probabUÚlad -de- error, promediada sobre el 

___ conjunto de códigos, definamos prtmer6 ¡~'. l'T"ob~~ÍIÍcj~él de error para B-1 

pares de mensajes: 

Esta probabilidad se puede acotar como sigue 

(3.5) 

donde usamos· la desigualdad Pr{AílB}::;Pf'{AIBl. 

La desigualdad (3.5) implica que podemos completar la demostración 

mostrando nadamás que la pro babi 1 idad de error en cada etapa de 
• decodificación puede hacerse arbitrariamente pequeña, bajo la suposición de 

que ningún error ha sólo cometido en las etapas previas 1 

Debido a la construcción del código, podemos suponer que (wlb,w2b)=(l, 1) 

sin perder generalidad. Consecuentemente, se puede ver sin mayor dificultad 

que el cálculo de la probabilidad de error de cada etapa de decodificación 

del relevo es la misma, y el cálculo de la probabilidad de error de cada 

etapa de la decodificación regresiva es también la misma. Esto implica que 

P8 :::;(B-l)(P +P ), 
e e1 e2 

(3.6) 

donde P et es la probabi 1 idad de error de la decodificación de relevo en una 

etapa, y Pe
2 

es la probabilidad de error de la decodificación regresiva de 

una etapa. Ellas pueden acotarse si definimos los siguientes eventos: 

1
E1 orden del procedimiento de esla decodlflcaclón es: la decodlflcaclón del 

relevo del bloque 1 al bloque 8-1, siguiendo por la decodlflcaclón regresiva 

del bloque B al bloque 2. 
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f::. -- . ' . 
Eww e{ (u(l), v(l), x

1
(w

1
,J), x/(.¡)2 ,1_) 0 x3 (1_>!l•_)'1)e_A~}; 1 2 . . . - ' · .... -- --· .. ' '•. . 

H515:~{ (u(s
1
1; v(s}; x

1
0,ii

1
l; ~~i{~~j~~<Cs~,s2),-yje~c }. 

Esto es 

P ei =Pr{E~ 1 U( U Ew w >} 
lW ,W )$(1,1) 1 2 

1 2 

P =Pr{uc U ( U 11 >} 
e2 11 s s 

(S 1 ,s2)~(1 1 1) l 2 

(3. 7) 

="Pr{ll° }+ L Pr{// }+ L Pr{// }+ E Pr{// } 
11 S 1 IS 5 5 

5 $1 1 s $¡ 2 s >'1 1 2 
1 2 51;t¡ 

2 

De la propiedad 3) del lema 2. 1, tenemos paran suficientemente grande 

(3.Sa) 

Aplicando· nuevamente el lema, tenemos para w
1
>'1, 

"' A~ exp(-n[//(U)-c])exp(-n[H(Xl IUl-2c])exp(-n[I!(\. \· x3, 11IUJ-2c]} 

="exp(n[//(U, \/, \, X
2

, \• Y
1 
l+c]}exp(-n[ll(U)-c])exp(-n[H(X

1 
J U)-2c]) 

exp(-n[/I( Y
1

, X
2

, X
3

, 11 I Ul-2c]} 

="exp(-n[J (X
1

; Y
1

, \• X
3

, 11 IUJ-6c]). (3. 8b) 

donde la primera igualdad se debe a w
1
>'1, lo cual implica la independencia de 

X
1 

con respecto a (Y
1

,X
2

,X
3
,V) dado U [3, 32]. Por ·1a definición de 

p(u,v,x
1
,x

2
,x

3
,y

1
) en el teorema, se puede ver que 

(3.Sc) 
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Similarmente podemos acotar las demás probabilidades en (3. 7) como sigue 

Pr{E } :sexp(-n[J(X ;Y ¡x ,X ,V)-6c]), 
IW

2 
2 1 1 3 

Pr{Ew w }:sexp(-n{J (X
1

, X
2

; Y
1 

j X
3

, U, Vl-6c]), 
1 2 

Pr{H
5 1

} :sexp(-n[J(X
1
,X

3
; YJX

2
, Vl-6c]), 

1 

Pr{I/ } :sexp(-n{J(X ,X ;YjX ,U)-6c]), 
152 2 3 1 

Pr{H }:sexp(-n[J (X , X , X ; Yl-6c]), 
5152 1 2 3 

Sustituyendo (3.8) en (3.7), obtenemos 

para 5
2
.,1, 

para 5
1
>'1 y 5ll. 

1' ei :s c+exp( nR
1 
)exp(-n[J( \; \ \X

2
, X

3
, U)-6c]) 

+exp( nR
2
)cxp(-n[I (X

2
; Y

1 
1 X

1
, \• V)-6c]) 

+exp( n(R
1 
+R

2
) )cxp(-n[J ( \, X

2
; Y

1 
\ X

3
, U, V)-6c)), 

P(
2 

:s c+exp(nR
1
)cxp(-n[I(X

1
,X

3
;YIX

2
,V)-6c]) 

+exp( nR
2
)exp(-n[I ( X

2
, X

3
; Y J X

1
, U)-6c]) 

+exp( n( R
1 
+R

2
) )exp(-n[I ( \, X

2
, \; Y)-6c)). 

(3.8d) 

(3.9) 

Entonces, con (3.6) y (3.9) mostramos sin dificultad que para n 

suficientemente grande, /': :s 8(B-l)c, si el par de tasas (R
1

, R
2

) satisface 

las siguientes condiciones: 

R
1
:smin{J(X

1
,X

3
;YiX

2
,V), J(X

1
;Y

1 
jx

2
,X

3
,U)}-7c, 

R
2

:smin{J(X
2
,X

3
;YJX

1
,U), J(X

2
;Y

1 
\\,X

3
, V)}-7c, 

R
1

+R
2

:smin{J(X
1

,X
2

,X
3

;Y), J(X
1
,X

2
;Y

1
\X

3
,U,V)}-7c. 

Nótese también que las tasas nulas son siempre alcanzables. 

Hasta aquí, podemos concluir que existe por lo menos un código entre el 

conjunto de códigos aleatorios cuya P
8 

:s 8(B-1 )e, si las tasas cumplen las 
e 

condiciones anteriores. Como la prueba es válida para cualquier c>O y todas 

las distribuciones p(u,v,x
1
,x

2
,x

3
)=p(u)p(v)p(x

1 
lulp(x

2
jv)p(x

3
¡u,v), por el 
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argumento de comparllmlento de tiempo se demuestra el teorema. • 

3.3 COTA EXTERIOR DE LA REGION DE CAPACIDAD 

Hemos establecido en la sección anterior una reglón de tasas alcanzables 

(cota Interior de la reglón de capacidad) para el MARC dm degradado. Para ver 

qué tan cerca está la región alcanzable de la reglón de capacidad actual 

(todavía es una lncóenita), es necesario acolar exteriormente Ja región de 

capacidad. El siguiente teorema nos da una cota exterior para el MARC dm en 

e 1 caso general: 

Teorema 3.2: La región de capacidad 'G' del MARC dm general es siempre un 

subconjunto de Ja región 'R
0

, donde 

'.1<
0
={(R

1
,R

2
l: Q,;R

1
,;min{J(\.X

3
;YIX

2
l. J(X

1
;Y,Y

1
IX

2
,X)}. 

para 

Q,;R
2
,,min{J (X

2
, \: YI \), 1 (X

2
; Y,\ 1\, X

3
)}, 

R
1 
+R/min{l (X

1
, \·\,:Y), H\ .\;Y, Y

1 
I\)}. 

p(x ,x ,x ,y,y l=p(x )p(x lp(x \x ,x )p'(y,y \x ,x ,xi} 
123 1 1 2 312 1123. 

(3. 10) 

Antes de probar este teorema, especial izamos el resul lado para el caso 

de un MARC dm degradado. 

Corolario 3.1: Para el MARC dm degradado, la cola exterior del teorema 

anterior puede escribirse como 

'.l{~={(R 1 ,R2 l: O"R/min{l(X
1
,X

3
;Y\X), J(X

1
:\IX

2
,X

3
)}, 

Q,;R
2
,;min{J(X

2
,X

3
;YjX

1
), I(X

2
;Y

1
\X

1
,X

3
)}, 

R
1 
+R/min{J (X

1
, X

2
, X

3
; Y), I (X

1
, X

2
; Y

1 
IX

3
)}, 

(3. 11) 

para p(x
1
,x

2
,x

3
,y,y

1
)=p(x

1
)p(x

2
)p(x

3
\x

1
,x

2
Jp•(y,y

1
\x

1
,x

2
,x

3
l}. 

Este corolario se demuestra simplemente al notar que 
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-----~--'== 

y de 111 deflnlc\6n de un MARC degradado, ~'tctíl'mos /(X :YIX ¡X e,)' )aO 
. . --- -:. ' . . . 1 ' 2 3 - 1 -- . 

( slml lnrmcnlc pnrn otros lórmlnos del líidó derecho de (3.10) ). 

Demostración del teorema 3.2: Dudo;cualquler código (H ,H ,n) para-el MARG dm; 1 2 . . 

Ja desigualdad de Fano 133) lmpllc~ que ' 

H(W, W jY"Jsii(R +R JP"+li (Pn)~nc , 
1 2 ·: , 1 - z. e b e n 

donde hb ( ·) denota la función de entropin binar la dada. por 

h (p),;.,p!Ógp+( 1-p)lóg( 1-p); Ospsl. 
• ' b' ' . 

Nólcse qué Pn :..>O i~~-li~a-.a.uLÓmállcamenlc e..¡(), Consecucnlemenl~, e · · - -- n 

U(i.1 jr",w )s1w . 
2 l n 

Obsérvese ahora que 

nR =llW J=ll(IJ ¡w )=l(W ;).n¡i.1 J+H(W ¡r",w )sJ(W ;).n¡w l+nc, 
1 1 12 1 2 1 2 1 2 n 

nR =11(1.' lsJ (l,1 ; ).n ¡1,• )+ne , 
2 2 2 1 n 

n(R +R l=Il(l.' .l.' )sJ(i.1 ,l.' ;).n)+nc. 
1 2 1 2 1 2 n 

Acotamos primero el lado derecho de (3. 13a) como sigue, 

Hk1 ·r"¡i.• J = ~ Il(Y ¡w ,).k-
1 l-ll(Y ¡w ,w .Y'-1 ¡ 

1' 2 ¿, k 2 k 1 2 
k=I 

(al n 
"H(Y ¡x w ).k-1)-ff()' ¡x X w w y1<-11 
L k 2k 1 2' k 1k' 2k' 11 2 1 

k=l 
n 

s ¿ H(\IX2kl-Il(\l\k'x2k'x3k'"'1·w2,Y'-
1

l 
k=l 

( b l n 

I: H(Yk¡x2kl-Hl))X1k'x2k'x3kl 
k=l 
n 

L I(Xtk'X3k;YkiX2k). 
k=l 

(3.12a) 

(3. J2b) 

(3. 13a) 

(3. 13b) 

(3. 13c) 

(3. 14) 

Donde (a) se debe a las funciones de codificación definidas en (3.1), y (b) 
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es por (3.3) (el canal es sfn memoria).' Po; un razonami~ritci similar, tambi6n 

podemos demostrar que 

n- . .:.:: :. 

Hw2d'¡w11:s E Icx2k•*:ik:Y~lx1kL 
k=l . 

(3. 15) 

Nótese luego que 

n n 

Hw1,w2:r"l =E rcw1,w2:Yk!Y'-1i:s E I(W1,w2.\k·x2k'x:ik;YkJY'-11 
k=l k:l 

n 

(3. 16) 

Acotamos ahora los términos del lado derecho de (3. 13) introduciendo la 

salida en el receptor Y
1

• Para empezar, tenemos 

l(W ;Y"JIJ} =" 1(1.1 ;Y11 Y11 jlJ} =; J(W ·Y y jW ).k-l ).k-l} 
. 1· 2 1 ' 1 2 L. 1 1 k' lk 2 1 

' l 
k=l 

(3. 17) 

Es fácil ver que 1·'
1 

Y 

(\{ yk - 1 yk - 1 ) ( de hecho, 
2 1 

' 1 

X
3

k son condicional mente i ndepend i en les dado 

X sólo depende estadísticamente de Yk-l por 
~ l 

(3.2)). Por lo cual 

/l(W ¡w '0-1 yi<-I X l=ll(W ¡w ).k-I ).k-1¡. 
1 2 ' 1 

1 
3k 1 2' 1 

1 

Continuando con las desigualdades de (3. 17), tenemos 

I (lJ1: y" ¡w2J"' ~ /l(W11 w2, ).k-1, ~-1. x:ikl-11cw1 ¡w2. t, ~. x:ik l 
k=l 

n 

:s E llC\. Y1k IX2k' x:ikJ-ll(Yk, Y1k l\k• x2k' x:ikl 
k:l 
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n , 

"'k~I [(Xlk; Yk, ylklX2k'X3k), ,·· (3. 18) 

donde ln ülllml\ deslgunldad se debe a (3.1) y a ln propiedad de dni del c11nal. 

Por ln slmclrln lnmblén podemos ver que 

n 

ICWzd'IW/s E I(X2k;Yk,Y1kl\k•X3k). 
k=I 

Flnulmenle 
n . 

1 (li,. \J2; y"¡;,;¡ ( w,. \J2; Y', 'il= E J(lJl. "'2; \·Ylk 1).1<-1. )~-1). 
k=I 

(3.19) 

(3.20) 

Poi· la lndepe1)dc.ncl a co, nd, 1. C! onal de ( \J , \J ) y X dado ( yk·I, ),k-l) tenemos 
.l. 2 3k l • 

(3. 21) 

Aplicando las colas anteriores a (3. 13), obtenemos las siguienlcs 

desigualdades: 

R :Smin{ .!. E J(X ,X ;Y JX J, 
1 n lk 3k k 2k 

' k= 1 

l E J(X ;Y ,Y ¡x ,X i}+c n lk k lk 2k 3k n 
k=l 

{ 

1 n 
R :Smin - E l(X ,X ;Y JX ), 

2 n 2k 3k k lk 
k=l 

l E l(X ;Y ,Y ¡x ,X i}+c n 2k k lk lk 3k n 
k=I 

R+R:Smin{lEJCX ,X ,X ;YJ, lEI(X X ·Y Y JX i}+c 
1 2 n lk 2k 3k k n 1k' 2k' k' lk 3k n 

k=I k=I 

Ahora si definamos 

X ~X 
1 IT' 

X ~X 
2 21' 

X ~X 
3 3T' 

~y 
r' 

y ~y 
1 IT' 

donde T es una variable aleatoria discreta, uniformemente distribuída en el 

conjunto de los enteros {1, 2, ... , n} e independiente de 

las cotas anteriores aún pueden o.cotarse 
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superiormente como en (3. 10) con caracterizaclone!> de ~na ~óin: letra (single 

letler characterizatlon). 

Esto Implica que cualquier par de tasas alcanzables (R
1

,R
2

) (por 
n 

deflniclón Pe~ O, por lo cual en~ 0) de cualquier código (H
1

,H
2
,n) para el 

MARC general tiene que satisfacer la restricción de (3.10) del teorema 3. 2. 

Por lo tanto~º es una cota exterior de la región de capacidad del canal. La 

razón de tomar la unión únicamente sobre las dlstri buclones de ( \ k. x2k. x3k) 

que tengan formas de p(x
1
k,x2k,x

3
k) =p(x

1
k)p(x

2
k)p(x

3
kjx

1
k,x

2
kl se debe a que 

cualquier distribución conjunta p(x
1 

•• x
2
k,x

3
k) siempre puede escr·lblrse como 

p(x3k lxlk,x2k )p(xtk' x2k ), pero por la independencia de wl y w2. tenemos 

p(x
1
k.x

2
kl=p(x

1
k)p(x

2
k). Eslo completa la demostración del teorema 3.2. • 

3.4 CANAL CON RUIDO ADITIVO GAUSSIANO Y BLANCO 

En esta sección se considera un MARC con ruido aditivo Gaussiano y 

• blanco (abreviado MARC AWGN), donde el resultado de alcanzabilldad obtenido 

en la sección 3.2 puede interpretarse mejor. La Fig.3.3 muestra un MARC AWGN 

degradado, donde las entradas y sal idas del canal \, X
2

, Y son 
1 

señales reales. En cada instante discreto del tiempo, las salidas están dadas 

por 

Y =X +X +Z 
1 1 2 1' 

Y=X +X +X +Z +Z =Y +X +Z · 
1 2 3 1 2 1 3 2' 

los ruidos (estacionarios por supuesto) 21, z son 
2 

variables aleatorias 

independientes, Gaussianas con medias cero y variancias N y N2, 
1 

independientes también de las entradas \· X y x3. Existen también 
2 

restricciones de potencia promedio P
1

, P
2 

y P3 en las secuencias codificadas, 

es decir, 

i=l, 2, 3. (3.22) 
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Fig.3.3 MARC AWGN degradado 

Con la misma definición de código para el MAílC dada previamente y las 

restricciones adicionales de (3.22), tenemos el siguiente leoremn: 

Teorema 3.3: Una reglón de tasas alcanzables para el MAílC AWGN degradado está 

dada por 

'R. = U {(R , R l: 
G O:so: :s] 1 2 

l 

{ 

P +o: p +2ja o: p p 
O<R < l ,,, [ 1 3 3 1 3 1 3 

- 1-m n ~ N + N 
1 2 

l =l, 2, 3 

• O:sR" . {ir[ P2+a3P3+2Ja2a3P2P3) 
2 m1n N • N ' 

1 2 

"[ 0:(2 
)} (3.23) 

{ [ 

P +P +P +2Ja o: !' P +2Ja ª p p 
R R < • "' 1 2 3 1 3 1 3 2 3 2 3 

1 + 2-min ~ N + N 
1 2 

J. 1r[ o:/1::2p2 )}·} 

'Demostración: ver apéndice 3. l. 

P+P P P P 
Nota 1: Si~ :s /. :RG se convierte en :R~={(R1 ,R2 ): R1:str[-;f-]. R2:str[,f). 

P +P 1 2 1 1 

R1+R2:str[ 
1N

1

2
)}• la cual es igual a la región de capacidad de un MAC AWGN con 

potencias promedio de las entradas P
1 

y P2, y potencia del ruido N
1

• Es 

decir, el canal parece ser U&fl.e del. IUl.l.d.a después del relevo. 

Nota 2: Si P
2
=0, esta región de tasas alcanzables se reduce a la capacidad de 

un canal de relevo AWGN [34], l.e., 
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{ [ 

P +P +2~. p)··.-··.>·r· .--.~p··)-·}.-1 3 ~ "'1 ':3 . .·· . ·. 1 
C= max m!n \!: N +N .. , \!: -c¡p- . 

o::so:::s1 · . 1 . 2-· .. - · 1 

R ( 1>1 l •) z 

R ( bl lo) 
1 

•Fig.3.4 Región de tasas alcanzables de un HARC A~GN degradado 
con l'¡ =1'

2
=r

3 
=JO y N

1 
+N

2 
=J. 

Para ver los efectos del relevo en un canal de multiacceso y las 

variaciones de las tasas de transmisión en diferentes condiciones de ruido, 

graflcamos en la Fig. 3. 4 esta región alcanzable para P
1 
=10, i=l, 2, 3, 

N=N
1 

+N
2
=1, y diferentes valores de N

1 
y N

2
. Se puede observar que la región 

aumenta conforme N está disminuyendo (sujecto a N =N-N ) . También notamos 
1 2 2 1 

que cuando N
1 

varía entre [3, 1], ~G coincide con la región de capacidad de 

un MAC A\.IGN de potencias P
1
=P

2
=10, y ruido N

1 
(ver la nota 1). Para 

N
1
=N

2
=0.5, la región equivale más O· menos a la región de capacidad de un MAC 

A\.IGN con potencias P
1
=P

2
=20 y ruido 1, l.e. casi el doble de la razón total 

de señal a ruido (SNR) del canal sin relevo (un MAC simplemente). Para el 

caso extremo N
1
=0 y N

2
=1, lo cual corresponde a la situación donde el relevo 

puede cooperar totalmente con ambos transmisores, la región de tasas es 

comparable con la región de capacidad de un MAC con potencias P
1
=P

2
=40 Y 

ruido 1; casi se cuadruplica la SNR total del caso sin relevo. 
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3.5 DISCUSION 

El concepto de mul U acceso con re) evo es muy l nleresante y también 

novedoso tanto en Ja práctica como en Ja leerla. El objetivo de este capítulo 

es dar algunas implicaciones del problema de transmisión de información en 

este tipo de canales. Hemos observado que en un MARC Gausslano, un relevo 

podría elevar hasta cuatro veces la razón de señal a ruido total de los 

transmisores, con la misma potencia que cada uno de los transmisores. Esle 

fenómeno se puede e>:pl icar si lomamos en cuenta que en dicho caso (el ruido 

N
1
=0), el relevo coopera (con una unidad de Liempo de retardo en nuestro 

caso, debido a la causalidad) lolalmcnle con los transmisores, y según van 

der Mculen [2]. la capacidad de un canal de multiacceso AWGN con la 

cooperación Lela! entre los dos transmisores (sin retardo), es 

P +P +2fPP 
c·~R+R=~log(1+ 1 2 ~· 1 • 2 ) 

t z 2 N ' 

con Jo cual no es dificil expl iear el aumento de Ja SNR total en caso de un 

MAC con relevo. Este estudio es el primer paso hacia el completo 

entendimiento de tal si luación de comunicación. Desafortunadamente, como la 

mayoría de los canales de multiusuario con información lateral o canal 

lateral, el problema de ·Ja caracterización simple de la región de capacidad 

no ha sido resuello en su totalidad. A pesar de eso, hemos obtenido algunos 

resultados interesantes, especialmente para el caso de MARC AWGN. Las 

regiones alcanzables obtenidas, aunque no se ha mostrado que son regiones de 

capacidad, coinciden por lo menos para el caso de un sólo transmisor (R
2
=0), 

l.e., para el caso de un canal con relevo. 

También hemos obtenido algunos resultados sobre MARC con realimentación, 

es decir, existen realimentaciones de la salida Y para el relevo Y 

realimentaciones de ambas salidas (Y, Y
1

) para cada transmisor. Obviamente, 

las funciones de codificación (3.1) y (3.2) se cambian para este caso a 
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donde k=l, 2, ... , n y w
1
e(l, H

1
J son mensajes a transmltlr. Los resultados 

se pueden resumir en el s!gulente teorema cuya demostrac16n es slm1 lar a la 

de MARC dm de las secciones 3.2 y 3.3 (ver [4B] para mayor detalle): 

Teorema 3.4: Para el MARC dm con realimentación, sea '.R(P) el par de tasas 

(R
1
,R

2
l que satisfacen 

O:SRl:S[ <\;Y, yl ¡x2, X3)' 0:SR2:Sl{X2: Y, yl ¡xl' \l. 
R/R

2
:Sm\n{l{X

1
, X

2
, X

3
; Y), I{X

1
, X

2
: Y, Y

1 
i X

3
)}, 

para una distJ'ibución conjunta P en (\, X
2

, X
3

). Entonces 

1) Una región alcanzable es '.Rn-= U '.R(Pl, donde la unión es sobre ledas las I' 

de forma p(x
1
,x

2
,x

3
l = p(x

3
)p(x

1
!x

3
Jp(x

2
lx

3
). 

2) Una co\.a exterior de la región de capacidad es '.R
0
r= U '.R(P), donde Ja unión 

es sobre cualquier P . 

• 
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1 

1 
,,,,¡ 

,., 
! 

l'l1 

APENDICE 3.1 . 

Demostración del Teorema 3.3: 

Demostramos aqul la alcanzabi 11dad de :Re para el MARC A\./GN degradado 

utilizando un método similar al del caso dm (SBME y decodlflcaclón 

regresiva). 

Denotamos primero 'R = U '.R(cd, donde la unión es sobre todas 
3 G 

{o:
1

,o:
2

,o:
3
}E[O,l] Y :R(o:) es la región definida por (3.23). Se puede 

(:, 
o: = 
ver 

fácilmente que 

:R(o:J = 'R'(o:J n :R"(~J. (3.30) 

donde :R' (o:) y './\"(o:) son regiones cuyas tasas (R
1

, R
2

) son restringidas por 

Jos primeros y segundos términos dentro de min{-.··) en (3.23), 

respectivamente. Observe que si :R"(o:J es alcanzable para el proceso de 

decodificación en el relevo y 'R' (~) es alcanzable en la decodificación 

regres~a del receptor (suponiendo que Ja decodificación en el relevo fue 

correcta), la intersección de ellas también es alcanzable para este esquema. 

Para facilitar la demostración bajo nuestro esquema, supongamos, sin 

perder generalidad, que el mensaje del primer transmisor consiste en dos 

componentes 

IJ =(IJ(l) ¡/2l) 
1 1 

1 
1 

1 
donde ¡/ 1lE11, 1/ 1 l =exp( nR 11 l) ] , 

1 1 1 

y H =exp(nR )=H11 ¡xH12l. También definimos que la información de resolución 
1 l l l 

5
2 

consiste en 

S =(S<ll 
2 2 • 

donde 

y H =exp(nR J=11< 1\n< 2 >. 
2 2 2 2 

Generamos ahora independientemente las siguientes secuencias iid de 

acuerdo a la distribución Gaussiana con media cero y variancia unitaria: 
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.donde 
1 l l [ 1 H1 u l 12> ! 1 H(2 il· w 
1 

e , 
1 

- ·- -~ w 1 .. ,e , 
1 

_ . 1 

se[l,HJ. 
.l 1 

Las palabras del código se forinancomo sigue: 

x(w,sl=•ocP •f3x(w ,sl+•f3x(w ,s) . ¡----. {r= - 11> . r. 12> } 
1 . 1. 1 1 1 1 1 l l 1 1 

+ J;r: !' u(s ) 
1 1 1 

(3.31) 

x(w,sl=•• ~ocP x(w,s l+•ocP v(s) r= {,---. - (1) r=--. (1) } 

222 22222 22 2 

+•a fo p X ( W , S ) +fo I' V ( S • ) , 
r {,---. . 12> r=--- • 121 } 

22222 22 2 
(3.32) 

x (s ,s )=•oc P u(s) + fo P '' v(s l+•; v(s ) , 
r---- r::-- {r=. 111 r . <2> } 

312 33 1 33 2 2 
(3.33) 

donde (3, ; e [O, 1] son parámetros que se introducen para evitar el uso del 

compar~imlento de liempo. Nótese que las palabras del código generadas 

satisfacen las reslricciones de polencia promedio. 

Recordamos primero que las salidas del canal eslán dadas por 

y =x +x +z 
1 1 2 l 1 

y
1 

y y son variables aleatorias Gaussianas debido a que las entradas y los 

ruidos son variables aleatorias Gaussianas. En el proceso de decodificación 

en el relevo, conociendo (s
1
,s

2
), el relevo puede substraer primero los 

vectores u, v, y v de la señal recibida y
1 

y luego decodificar el mensaje 

w(ll (considerándose otros vectores aún no conocidos como ruidos Gaussianos 
l 

adicionales (10]). Del teorema estándar [33] sabemos que w11
l se puede 

1 

decodificar con probabilidad de error arbitrariamente pequeña si 

(3. 34) 

Conociendo 111 d b t t b'é l t d dif'c ~ ahora w
1 

, se pue e su s raer am 1 n e vec or x
1 

y eco 1 a. 

w
2

. Eso requiere que 
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(3. 35) • 

Finalmente, - w; 2 >. _se decodifica con :probabilidad de error .arbitrariamente 

pequeña si 

R
(2) '1 - -( f:lo:/1)-
1 s 21og 1+~. (3.36) 

Sumando (3;34) y (3.36) se ob_tiene 
. . .·, -

R ~--R¿)~;;~; ·_:_·-_<1< ... --_.[_ ª/1 (f30:/1 +(:lo:2P2 +NI)) 
- .. 1 : .. ·:1 v• •s: 210g _l+ N (N +o:· P +(30: P ) · 
. .. .. ,: .• -.;·--· .-.•·· 1 1 2 2 1 1 

<:'.>:{> .J-.\ :;;,,:,.,«., --:~:--

(3.37) 

Nó\.ese qu~ para C:\lii.1qufe~Ós{3:Sl tenemos siempre (sumando (3.35) y (3.37)) 

• 
R +R 

l 2 [ 

o: p +o: p 
:S ~l 1 1 1 2 2) 2 og + N ' 

1 

Por lo an\.erior y variando {3 entre [O, 1], se puede ver claramente que :R"(o:) 

es alcanzable en el proceso de decodificación del relevo. 

Consideramos ahora la decodificación regresiva. En cada etapa, el 

decodificador conoce w
1 

y w
2 

debido a nuestro esquema. Entonces se decodifica 

primero s 11 l de la señal y. Con un argumento similar podemos mostrar que si 
2 

(3.38) 

donde S~ P+o:P+21ao:PP y S~ P+iXP+2JaaPP" slll se puede 
1 133~1313 2 233 2323 2 

decodificar con pro babi 1 idad de error arbitrariamente pequeña. Substrayendo 

todos los vectores conocidos de y, se puede decodificar s
1

. Esto necesita que 

(3.39) 

(2) 
Finalmente el receptor decodifica w

2 
substrayendo los vectores conocidos de 
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y. Sabemos que esle mensaje se puede decodificar con probabilidad de error 

arbitrariamente pequefia si 

(3.40) 

(3.38) y (3.40) resultan en 

S (N+1(S +S ))) 
R ~ R11l+R<2 l :s .!.10 (1+ 2 1 2 

2 2 2 2 g N(N+S +0S ) ' 
1 2 

(3. 41) 

y consécuentemenle de (3. 39) y (3. 41) concJui_mos 

(3.42) 

Las desigualdades (3.39), (3.41) y (3.42) implican Ja alcam:abilidud de '.R'(a) 

en Ja decodificación regresiva del receptor. Como la prueba es válida para 

cuaJquler a e [O, 1)
3

, Ja región 'RG es alcanzable para el MARC AWGN 

degrad¡y:Jo. • 

51 



CAPITULO 4 

CANAL DE MUL TI ACCESO GAUSSIANO DE TIEMPO DISCRETO CON MEMORIA 

En este capítulo estudiamos los MACs Gaussianos de tiempo-discreto, con 

memoria finita y restricciones en las entradas. Se describe en la sección 4. 1 

el canal y las restricciones de las entradas. En la sección 4. 2 presentamos 

una nueva derinlclón de la reglón de capacidad basada en procesos, ,en lugar 

de la definición estándar. Con esta definición y algunas pí'opiedades 

sencillas de tasas de entropía de los procesos estacionarios, derivamos en la 

sección 4.3 algunas caracterizaciones simples de la i·egión de capacidad para 

el caso de la r·estricción de pot"ncias promedio. En la sección 4. 4 

consideramos el caso de la restricción de pico de amplitud sobre las 

entradas, obteniendo algunas reglones alcanzables. La conclusión está en la 

sección 4.5 . 

• 

4.1 MODELO DEL CANAL Y RESTRICCIONES DE ENTRADA 

Con la excepción de los canales con ruido aditivo Gaussiano y blanco 

(AWGN), la mayoría de los canales prácticos exhibe dependencias estadísticas 

entre las transmisiones sucesivas de símbolos. Esto es particularmente cierto 

para canales con desvanecimiento (fading channels) cuando el devanecimiento 

varía lentamente comparado con el tiempo de un símbolo. Estos canales con 

memoria degradan el desempeño de los códigos diseñados para operar en los 

canales sin memoria [ 44]. En este capitulo estudiamos los MACs de t lempo 

discreto con ruidos aditivos Gaussianos y con interferencia entre ·símbolos. 

El modelo del canal se muestra en la Fig.4.1, donde suponemos que el 

ruido aditivo Gaussiano Z = {z } , -oo < n < ro, es un proceso aleatorio 
n 

Gaussiano y estacionario con media cero y densidad espectral de potencía 

N(f), l.e., 
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TransmisQr l x 
\ ,n 

Transmisor 2 x ~~--.- - . j. 
2,n~· 

X ... 
2,n 

z 
n 

Ruido 

y
0 

Receptor 

Fig.4.1 Modelo del MAC Gaussiano de tiempo discreto 

E{z ) º· n 
y N(f) ~ L E{z z }e-J2Tlfk; 

n n+k 
k 

E{•} denota e J valor esperado. También suponemos que Z es un práceso regular, 

y por Jo lanlo 

1 f i IogN(f) jdf < ro, 
o 

Las interferencias enlre símbolos se modelan por medio de dos fi 1 tros 

lineales e invariantes en el tiempo con funciones de transferencia (i=l, 2) 

• 
(j ~ ÑJ 

donde las secuencias de longitud finita { h
10

, h
11

, ... " h
11
\}, con \

0
=1 Y h

1
H

1 

~o. son respuestas de una muestra unitaria de los filtros del canal. Nótese 

que 11
1 
(f) son periódicas en f con período unitario (sin perder la generalidad 

podemos suponer fe[ O, 1)), causales y estables, l.e., 

siempre son finitas. 

Las entradas del canal X
1
=<\,nl y X

2
={x

2
,

0
} son secuencias reales, las 

cuales producen en la sal ida una secuencia real Y={y ) , dada por 
n 

X + X + Z -ro < n < ro (4.1) 
1,n 2,n n 

donde 
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"1 
X =-·}: h •X_ , -co < n < ro, 
·d·,n ,k·=a 1_,_k l,_n ... k 

Como consecuencia' del filtrado·- lineal, las muestras de Ja entrada se 

inlerrelaclonan ·por lo que se produce lnterferencla entre simbolos, Eslos 

canales.con: memorla se dice que tlencn memoria finita siempre y cuando 

co > H~ max{H ,H) >O; 
1 2 

y el canal es sin memoria si H = O. 

(4.2) 

Natural mente, las señal es de entrada prácli cas tienen que sát~_s.facer :· 

algunas Jiml laciones fisicas. Dos lmportantcs tipos de restricciones se 

consideran aquí: 

1) Restricción de potencia promedio (por simbolo) 

E{x 2 
} :s P 

l , n l 
para cada n, y (4.3) 

2) restricción de pico de amplitud (por simbolo) 

• 
1 x j :s .ff , para cada n. 

l ,n 1 
(4.4) 

En otras palabras, P
1 

y .fP
1 

son las máximas potencias promedio o los picos de 

amplitud permisibles para la entrada i (i= l, 2). 

La región de capacidad se define usualmente como Ja c·erradura de lodos 

Jos pares de lasas alcanzables ( R
1

, R
2

), para la cual existe un esquema de 

codificación (satisface ciertas restricciones de entradas) y un esquema de 

decodificación con lasas (R
1
,R

2
), tal que la probabilidad de error es 

arbitrariamente pequeña. Un ejemplo bien conocido es Ja región de capacidad 

de un MAC AWGN de tiempo discreto, dada explícitamente en funciones de las 

potencias promedio de las entradas permisibles P
1 

y P
2

, y la variancia del 

ruido de canal (con media cero} ~2 [10]: 

ti' 
AllCN 
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Uno de los objet 1 vos de es le capl lulo es extender este rcsul lado al 

modelo más general donde el ruido aditivo Gausslano no necesariamente tiene 

que ser blanco y se podrla presentar Interferencia entre slmbolos. 

En la siguiente sección presentamos una definición alternativa de la 

reglón de capacidad para este canal, la cual es paralela a Ja definición con 

procesos de Khlnchlne para canales clásicos punto a punto [42]. 

4.2 OEFINICION CON PROCESOS PARA LA REGION DE CAPACIDAD 

Sean primer·o 1
1

, '.\ y Y cualesquiera conjuntos finitos, y N > O, 

cualquier entero finilo. Sea p'(y¡xH,xH) una distribución de probabilidad 
l 2 

condicional definida sobre Y :-: :rH x '.l'.
11

• Un MAC discreto (en ambos: tiempo y 
l 2 . 

alfabeto) con memoria finita está caracterizado por sus alfabetos de entrada· 

X
1 

y X
2

, alfabeto de salida Y, y por su probabilidad de transición 

donde 

y 

Pr{ Yn= y 1 X
1

• X
2 

} = p' (y i x" , x" l , 
1,n-H 2,n-H 

X1 ~ (. · · ,x1,-1 xi ,o' x1,1' · · · l e :X~, 

< ,n-H ~ (xi ,n-H' · · · 'x, ,nl · 

Esto es, la distribución de probabilidad de la salida del canal en cualquier 

instante n, Yn= y, dadas las secuencias enteras de entradas \ y \• sólo 

depende de los H valores más recientes de las entradas x" y x" . 
1,n-H 2,n-H 

Nótese que el canal es estacionario o invariante en el tiempo debido a que 

p*(• !·, •) no depende del indice de tiempo n. 

Las definiciones estándares de código de bloque así como las tasas 

alcanzables y la región de capacidad para este canal son similares a las que 

hemos dado previamente. Ahora introducimos otra definición de la reglón de 

capacidad para el canal, en lugar de la definición estándar, y mostraremos 

sus equivalencias. 

Del resultado de MAC dm del capitulo 2, uno podria sugerir a considerar 

el siguiente conjunto como un posible candidato de la región de capacidad del 

!1>~..,.;~ 

... -~-· 
2,--~~:!.:: 

-~:-!: .... ,J.·: 
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MAC éon memoria flnl ta·; 

O:sR :s lJcx"d'ix"l, Q:sR :s l!(x"·r"ix"J 
1 n 1 2 2 n 2' 1 ' 

y R +R :s l!(x",x";Y''¡ }· 
1 2 n 1 2 

donde la unión es sobre todas las distribuciones de probabl J !dad de entradas 

independientes p
1 
(x~), i=l, 2, cuando Ja longitud del bloque n es 

suficientemente grande. Este razonamiento heurístico nos motiva a anal izar Ja 

sigllienle llamada definición con procesos de Ja región de capacidad. 

Sean X { x } 
00 

y 
1 1, n n=-oo 

X {x )
00 

dos procesos alealo1·ios 
2 2,n n=-oo 

conjllntamente estacionarios que toman val ores en 3'."
00 

y 1
00

, rcspecl i vamenlc; Y 
1 2 

= {y )
00 

, Ja secuencia de la 
n n::.-oo 

sal ida del canal que loma su valor en Y
00 

cuando \ y X
2 

se conectan a las terminales de entrada del MAC. Como el canal 

es estacionario, Y es conjuntamente estacionario con los p1·occsos de entrada. 

Definamos ahora las lasas de información mutua (promedio} como sigt1e 

J(X1;YIX2J ~ lim 1 ( xn. yn 1 xn) 
n-)00 11 1' 2 ' 

J(X2;Yi\ l ~ lim J( xn. yn 1 x") 
n-)oo 11 2' l 1 

y l(\,X
2
;Y) ~ J i m l 1( xn xn . yn ) . 

n~ n 1
1 

2
1 

Estos límites siempre existen debido a la estacionaridad conjunta de los 

procesos involucrados. Veamos ahora la región 'G' definida con procesos, donde 
p 

(4.6) 

y R+R:s ](X ,X ;Y)}• 
1 2 1 2 

y la unión se toma sobre todos los procesos de entrada X
1 

y X
2

, conjuntamente 

estacionarios e independientes uno de otro. 

Sería natural preguntar sí 'G'P, tal como se definió en (4. 6), coincide 

con la definición estándar de la región de capacidad 'G'. Obviamente, esto es 

el caso cuando Jos canales no tienen memoria. La respuesta para los casos 

generales está en el siguiente lema básico: 

56 



Lema 4. 1: La def l rile lóh 'coll procesós •de :Ja ;ré~l6" Í:le···l'.·a:.c.•-... ·• .• ·ª .•. d.·~eª.-f·c_· .. 
1
.1n ... ~l~ac•.d1-6'.pna-·~e.ªs_.-.. -t .. ~An .. ·~d.·adrc, 

tiempo discreto con memoria r'1Tirfaés'eq~1\ÍB.lenfe·'a t1 

l. e. , 

es 
p 

más obvio, 

'G 
p 

'G. 

porque sólo los procesos 

estacionarlos están involucrados en la deflnlclón de 'G. 
p 

(4.7) 

conjuntamente 

'G ¡; 'G es más 
p 

dlflci 1 de demostrar, y la técnica consiste en concatenar secuencias 

aleatorias y correr alealoriamenle el origen del llempo para oblencr los 

procesos estacionarios deseados. Como nuestra demostración usa ef'cct.ivamenl.c 

la suposición de memor·in finita, el Ja no se puede exlende1· direclamcnle n 

canales con memoria infini la. Sin embargo, los canales con mcmo1·ia infinita 

siempre se pueden aproximar apropiadamente con Jos de memoria !'init.a, y por 

Jo l.anlo el modelo no es tan resLr·iclivo. Como Ja dcmosL1"1ción no se 

necesitara más adc l ante, la ubi carnes en el apéndice ~. 1. 

Se puede modificar de Ja manera obvia el resultado anle1'ior a los casos 

de alfabetos continuos (y con restricciones de entradas). Por conveniencia, 

ponemo!1 formalmente este resultado como una definición. 

Denotamos](·;·) y I(·;·l·l como Lasas de información mutua y lasas de 

información mulua condicional, definidas para los procesos aleatorios 

conjuntamente estacionarios X 
1 

= { x 
1

, 
0

} y Y = {y n}, cuyos componentes son 

variables aleatorias reales con variancias finitas. Entonces, tenemos la 

siguiente definición: 

Definición 4.1: La región de capacidad de un MAC de tiempo discreto con 

memoria finita es la cobertura convexa del conjunto 

(4.8) 

donde la unión es sobre todos los procesos X
1 

y X
2

, conjuntamente 

estacionarios e independientes uno del otro y del proceso del ruido del canal 

Z (en nuestro caso), que satisfagan algunas restricciones apropiadas de las 

entradas del canal. 
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4;3 REGION DE CAPACIDAD CON POTENCIA PROMEDIO 

Usando Ja definición anler·lor, derivamos en esla sección algunas 

caraclerlzaclones de Ja reglón de capacidad para el MAC Gausslano de la 

Fi'g.4.1 donde las enlradas deben sallsfacer las reslriccioncs de polencla 

promedio (4.3). Anles de proceder a las derivaciones, resumimos aqul algunas 

propiedades básicas de las tasas de enlropia y de Información mulua de los 

procesos aleatorios y estacionarios, las cuales vamos usar con fr·ccucncia. 

Tasas de enlropía de Jos procesos aleatorios y estacionarios: Sea X = {x) un 
Jl 

pr·ocu~>o cslacionario con media cero y densidad espectral de polcnciu S(f), 

i. c. 1 

E{x) O, y 
11 

S(fl I E{x x )e-1211rk_ 
n n+k 

k 

Denótese h(X"J Ja entropla diferencial de una secuencia (o vector) aleatoria 

X"=(x , ... ,x ); Ja tasa de entropía del proceso X se define como 
1 t n 

füX) ~ Jim .!_ lr(X"). 
n-)00 n 

Es bien conocido de que el 1 ími te anterior siempre existe para Jos procesos 

estacionarios con potencias finitas. 

Si X se pasa por un filtro lineal e invariante en el tiempo con función 

de transferencia ll(f), se puede mostrar que el proceso resultante X= {x) es 
n 

estacionario con Ja densidad espectral de potencia S(f) = S(f) 111([) 1
2 

y la 

tasa de entropía 

· il(Xl h(X) + ~ f1 

logill(f) l2df 
o 

siempre y cuando la última integral sea finita. 

Por ejemplo, Ja tasa de entropía de un proceso Gaussiano X con media 

cero y densidad espectral de potencia S(f) es 

1 1 fl h(X) 21og(2ne) + 2 logS(f) df . 
o 
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Debido a la linealidad y a ·la lnvarlancla en el tiempo del flllro, el proceso 

fl l trado X es también Gaussiano, y· la tasa de entropla es por lo tanto 

Supongamos ahora que X consiste en variables aleatorias independientes e 

identicamente d!slribuidas (i!d), con una distribución uniforme en el 

Intervalo [-.fii, .JPJ. La Lasa de entropía de un proceso ! id es igual 

simplemente a la cnt1·opía diferencial de una sola letra (o índice de tiempo), 

y en el caso de la distribución uniforme 

h(X) 

Consecuentemente, la Lasa de entropía del proceso de sal ida X del fi 1 tro 

lineal H(f), cuando se aplica dicho proceso de entrada X, es • 
- • 1 1 JI 2 h(X) = 21og(4P) + 2 logjll(fl 1 df. 

o 
(4.9) 

Tasas de información (mutua) de los procesos conjuntamente estacionarios: La 

tasa de la información mutua entre dos procesos conjuntamente estacionarios X 
y Y se define como 

f(X;Y) ! lim ! J(Xn.yn). 
n--)OJ n 1 

La tasa de información mutua condicional se puede definir de manera similar. 

Si Y = X
1 
+ \ + Z, donde X

1
, X

2 
y Z son procesos independientes, entonces 

T<X ;YjX} 
l j 

lim ! ·J(Xn.yn¡xnJ 
n~ n i 1 

j' 

Ufil ~ [h(X~+Zn)-h(Zn)] h(X
1 
+Z)-h(Z); 

lim ! [h(Y'J-h(Zn)] 
n~ n 

h(Y)-h(Z). 
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Algunas desigualdades que involucran tasas de entropia y de Información: Es 

bien cooocldo de que la tasa de entropla de un proceso X con una densidad 

espectral de potencia S(f) siempre está acotada superiormente por la de un 

proceso Gaussiano con media cero y la misma densidad espectral de potencia, 

1. e.' 

1 1 Jl h(X) s 21og(2rrel + 2 logS(f)df. 
o 

Otra desigualdad úl1 l, llamada desigualdad de potencia de entropla (la 

cual se necesitará en la siguiente sección) es {40] 

(4. 10) 

Si las tasas de entropía respectivas existen,: tomando· :el l Imite n-)ro 

oblendremos una versión de esta desigualdad que ·involucra las tasas de 

entropía, i. c., 

exp{2h(X+Yll ~ exp[2h(X)] + exp[2h(Y)), 

lo cuatl se puede expresar también como 

(4. 11) 

Ahora presentamos nuestros resultados principales para el canal de la 

Fig. 4. l. 

Teorema 4. 1: La región de capacidad del MAC Gaussiano de la Fig. 4. 1 con 

entradas restringidas en potencia promedio es la cobertura convexa del 

siguiente conjunto de pares de tasas 

U {(R ,R ): OsR s ~ J\og[l s s 1 2 1 o 
1' 2 

1 1 ( 2 IH (fl ¡
2
s en) } 

Y Rl+R2s 2 J log 1 + L 1 N(f) 1 df 
o 1 ;l 

IH (fl ¡2
s crl) 

1 1 df . 
+ N(f) ' l 1,2, 

(4. 12) 

donde la unión se toma sobre todas las densidades espectrales de potencia 

permisibles si (f) ~ o que satisfac.en 
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1 J s (f)Ú = ¡,- . 
0 

1 L 
.=.1, 2. (4. 13) 

Este rcsul lado no es aún una caracterización simple de la reglón de 

capacidad, debido a la dificultad de tomar Ja unión sobre los posibles 

espectros de entradas S
1
(f). Uno podría preguntar si existen algunos 

espectros "óptimos" s" (f) de tal manera que la reglón resultante cubre toda 
1 

la reglón de capacidad. Este problema por lo pronto no llene una solución 

general a menos que los fi 1 tros del canal H
1 

( f) tengan formas parl !culares 

(por ejemplo 11
1

(fl=//
2
(fl; ver teorema 4.2 para mayor detalle). Demostramos en 

seguida este teorema. 

Prueba: La región de capacidad de este canal está dada por la definición 4. l; 

lo que queda es evaluar las lasas de información mutua en (4.8). Para dos 

procesos estacionarios cualesquiera\= {x
0
), i = l,2, independientes uno de 

otro e independientes del ruido del canal Z, con media cero y densid<:1des 

espectrales de potencia S
1 
(f), las restricciones de potencias promedio (por 

símbolo) E{x
2 

} = P implican (4. 13) porque E{x2 
} = J1 s (f)df. 

\ ,n l l ,n o l 

Ol'-3erve que X
1

, los procesos de salidas de Jos filtros del canal lf
1
(f), 

tienen densidades espectrales S (f) = S (f) \ll(f) \
2

. Como los procesos X
1 

y Z 
1 1 

son independientes, X
1 

y Z también los son. Por Jo tanto, X +Z y Y = X +x +Z 
1 1 2 

tienen densidades espectrales de potencia 

2 

N(f)+S (f) \11 (f) \
2

, y 
1 1 

N(f)+ ¿s
1

(fl\11
1
(fl\ 2

, 

1 =I 

respectivamente. De las propiedades de las tasas de entropía dadas 

previamente, tenemos 

h(Z) 
1 

1 f 21og(2ne) + 2" logN(f)df, 
o 

h(X
1 

+Z) ,,; 1 
21og(2ne) + ~ f log[N(fl+S

1 
(fl \11

1 
(f) \

2
]df, y 

o 

h(Y) ,,; 1 
21og(2ne) + ~ (1og[N(f)+Is 1 (fl\11 1 (fl\

2
)df; 

con igualdades si y sólo si X
1 

y X
2 

son procesos Gaussianos. Esto implica que 
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TIX ;YjX l ~ ií1R·~zl-~IZl 
1 J . • 1 ·• 

. · 1 ( .'H. 1(fli
2

S1 (·f·· )) 
:s ~ J~log 1 + N(f) df; para J~i=l,2 

1 i 2 1 JI 1 n 12s 1 fl 
TIX

1
,X

2
;Yl = iílYl-iílZl :s 2 J log(1 + L 1 

N(fl 
1 

)dr, 
o 1 ;\ 

y 

donde las igualdades se logran con procesos Gauss!anos. 

Por lo anterior podemos concluir que la reglón de capacidad tiene la 

forma de (4.12), y las igualdndes se pueden alcanzar si y sólo si X
1 

son 

Gaussianos. Compartimien\.o de tiempo permite que cualquier (R
1

, R
2

) en la 

coberttira convexa sea alcanzable, eso demuestra el teorema. • 

Para el caso de dos fi !\.ros del canal iguales 11
1 
(f) = 11

2
([), obtenemos 

una caracl.el'ización simple de la región de capacidad. El rcsullado es una 

consecuencia del teorema an\.crior, el cual también se puede ver como unn 

generalización de· la bien conocida región de capacidad de un MAC AWGN de 

tiempo discreto, dada en (4.5). 

Teorem:f 4. 2: Si 11 (f) = 11 (f) ~ ll(f), la región de capacidad del canal 'C está 
1 2 

dada por 

, /i l JI ( 11fl f) l 2} } 
R

1
+Rl C

12 
= 2 

0

log max 1, 8 ~ df , 

(4. 14) 

donde los parámetros 8
1 

y 8 son soluciones de 

f max [o, 8 - -1'!.l.Q_) df = P 
1 

, 
o 1 IH(f) 12 

(4. 15) 

y 

{ max (o, e - -1'!.l.Q_) df = p. + p . 
o !Hlfl 12 l 2 

(4.16) 

Esta región de capacidad está dada por el pentágono definido por los 

vértices (0,0), (~:.o), (C:.c
2
J, (C

1
,c:) y 10,c:) tal como se ilustra en la 

Fig.4.2, donde C
1 

= c:
2 

-C~, i,J = 1,2, i ~J. 
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Prueba: Un problema bien co,nocldo en laopUmlzaclón es maximizar 

1 

.>2 < 
1 .[ ·· .•. 1_n_._(.u•1.s.(·f·))·--·.··-···· 

-2
1 f. l.og' 1·.:··:+·'··.···-.: · · · • · - ·-- df N(f) ·:.·· .. ·. 

o .. -

sujelo a fs(f)df=P. 
o 

· .... '" -'.: .' ' 

El max!mlzanle S (f) está dado paramélr!camenle por 

(aplicando el teorema de Kuhn:-Tucker) 

s· ( f) = max ro, e - .!!.l!l__) 
l 11/(fl 12 

' 

donde el parámetro B se escoge de la! manera que satisfaga la reslricción de 

polencia. Dicha solución t.iene una inlerpretación llamada "u•atc~-fil'fi119" 

( l lcnado con agua) la cual explotamos en el capí lulo 5 con más dela] Je. 

R 
2 

. B • • e R +R se 
2 1 2 12 

é .......... j······ A 
2 

R 
o . 1 

é e 
1 1 

Fig. 4. 2 Región de Capacidad de HAC Gaussiano 

Ahora veamos la región de capacidad dada en el teorema 4. l. El máximo de 

R es e' dado por 
1 1 

(4.14), Jo cual se puede alcanzar c.on el S
0

(f) maxími2ante 
1 

dado por el integrando de (4. 15). Similarmente, como H (f)=H (f), el máximo 

de la suma R +R es e" , dado por (4.14), con el 
1 2 12 

1 2. 
maxímizante S

12
(f) dado por 

el integrando de (4. 16). 

El par de tasas <C:. é
2
), indicado como vértice "A" en la Fig.4.2, puede 

ser alcanzado aplicando S
1
(f) = S

1
.(f) y S

2
(f) = s• (f) - s"(f). Nótese que 

12 • .1 
S

2
(f) está bien definido porque e <= 9

1
, y R

2 
.s C

12
- C

2 
es siempre una 
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reslrlcción activa. El' vérli6e.,"B~-'.,,·es·:a1canzablé por la mh;ma razón. Como 

cualquier par de tasas tf0.R ),;fi'~ iJ:1 il1ea 'A~B puede ser'alcanzado por medio 
1., 2 ";;.,·\, ':",''', ''', 

de compartimiento: de tiempo'/ ~r:.·cualquler par de tasas fuera del pcnlá¡¡ono de 

la Flg.4.2 no es alcanzable, ~l p~~t~g6no es la reglón de capacidad. • 

4.4 CANAL CON AMPLITUD LIMITADA 

Analizamos ahora e 1 MAC Gauss l ano de l i empo discreto donde las 

amplitudes de las entradas son limitadas por (4.4). En lugar de la región de 

capacidad actual, tenemos nadamás las cotas Interiores y exter·iores. La cola 

exterior consiste en la región de capacidad del canal correspondienle a la 

restricción de potencias promedio der·ivada previamcnle. Esto se debe a que 

con las mismas P
1

, el canal con restricciones de picos de amplitud es un caso 

especial del que tiene restricciones de potencia promedio. El siguiente 

teorema nos da una cota interior de la región de capacidad. 

Teorem:l 4.3: El siguiente conjunto de pares de tasas es alcanzable para el 

canal de la Fig.4. l con amplitud limitada: 

{(R
1

,R
2
l: O " ~log(l 

2P 
R 1 ) 1, 2, " + ---

1 2 • 
neiT 

1 

2 ) 

(4. 17) 

y R +R " ~log (1 +¿~ }· 1 2 ·2 
1=1 neu-

1 

donde 

•2 
exp[ (1og(N(fl!IH

1 
(f) ¡2)ar], 1,2. (4. 18) cr 

1 

Prueba: La región de capacidad de este canal está dada por (4.8) donde la 

unión es sobre todas las entradas independientes X
1 

que sati.sfagan jx
1
,nl ;,; 

./P
1

, i=l, 2, las restricciones de amplitud. Vamos a acotar inferiormente los 

términos de los lados derechos de (4. 8) con dos entradas especiales \ las 

cuales son uniformemente distribuidas en el intervalo [-./P
1

, ./P
1

] (por lo 

tanto se satisfacen las restricciones de amplitud). Eso constituye obviamente 
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·1 
i 

una Cota interior de lEL reg~6J1.~ d~:cil.j)¡1cldad, ,Y, por .lo lnnlo una reglón 
alcanzable: , ··-·, ·.>•.; 

Obsérvese primer~ ~ueySx1;:ix2t~. y 

utilizando la desigualdad de ia potencia dé·entropia dada por (4. 11), tenemos 

La en\. rada X { x } se escoge de tal manera que es ¡ id y un 1 forme en 
1 1 n _ l 

[-.fJ\, .J1\l. y por lo cual IJ(X
1

) = 21og(4P
1 
l. Como 

1 1 fl h(Z) 21og(2ne) + 2 logN(f)df, 
o 

y 
- • 1 1 f I 2 h(X

1
) = 2log(4P

1
) + 2 logp1

1
(f)1 df, 

o 

• 
donde la última igualdad es una consecuencia de (4.9), se obtiene 

la cual es la primera desigualdad deseada en (4.17). Podemos acotar también 

I<x ;YIX) con X que es iid y uniforme en [-./P , ./P ]. 
1 2 2 2 2 

Finalmente, utilizando la siguiente desigualdad generalizada de potencia 

de entropía 

exp[2h(Y)] = exp(2/i(X +X +Z)] <:: exp[2füX )]+expl2h<X )]+exp[2h(Z)]. 
1 2 1 2 

obtenemos fácilmente 

f(X
1
,X

2
;Y) h(Y) - h(Z) 

<:: ~log(l + exp[2h(X
1

)-2h(Z)] + exp[2h(X
2

)-2h(Z)]J 
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Se puede obtener un resul lado ~im¡)1Jrf6'aei~ic:<l'~1, in,lerior para el caso 

especial 11
1
([) 11

2
([). : :,'.:'_,i \ <",'}~; 

,:':· .. 5 .:¡"'.:·\(?_:·,···'.: .. : ,-,,, 

SI 11 (f)=ll (f)~ll(fl, entoíicés~é1c s\~Üi~nt.e conjunto de pares de 
l 2 

Teorema 4. 4: 

lasas 

R +R s 
1 2 

1 [ ( .¡p +.fP + J .fP -.fP !) 2 [.¡p +fr - J .fP -.fP 1}] } _ 1 og 1 + 1 2 l 2 exp 1 2 1 2 
2 

2nÚ
2 

fr +fr + 1 fr -.fP 1 
l 2 1 2 

( 4. 19) 

es alcanzable, donde .T2 
se define similarmente como en (4.18) para ll(f). 

L<ft úliirna desigualdad en (4.19) se puede slrnpl \ficar todav\a más si 

aplicamos la desigualdad exp(xl ?. l+x+x2/2 (para x?.0). Eslo es 

donde P =~min{P, P }. 
l 2 

2P +2P +P 
l -~ ] ' 
ne<r 

Prueba: Sólo la úliima desigualdad de (4. 19) se necesita comprobar. 

Aplicando la desigualdad de potencia de entropía tenemos 

exp[2h(Yll ~ exp[2h((X +X )]+exp[h(Z)]. 
1 2 

Esta desigualdad implica que 

Como 11 (f) 
1 

hCYJ - h(Zl 

~ }1og[1+exp[2h(X
1
+X

2
)-2h(Zll). 
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~ii(x +x l 
1 2 

1 

fü\+X
2

l + ~ J logp/(fl !2df. 
o 

(4. 21) 

Sean X
1 

y X
2 

dos procesos Independientes que consisten en variables 

aleatorias lid x
1 

y x
2

, y uniformemente distribuidas en [-.fP ,.fP ] y 
1 l 1 

[-.fP 
2

, .fP 
2
], respectivamente. Después de un cálculo se puede mostrar que 

h(x +x l 
1 2 

l .fP1+.fP2-l·fi\-.fP2I 
2 .¡p +.fP +l.fP -.fP 1 

1 2 1 2 

Sustituyendo esta expresión a (4.21) y luego a (4.20), obtenemos la 

desigualdad deseada. • 

El sienificado de este resullado se puede ver claramente, si comparamos 

es! e r·csul lado con la cola exterior correspondiente ( reei ón de capacidad de 

potencia limil.adu), suponiendo que el canal es sin memoria con un ruido 

Gaussiano y blanco (l.c., N(f) = D'
2

), y P =P =P. La región alcanzable en 
1 2 

(4. 19) •se convierte en 

(4.22) 

Comparando esta región con CA~GN dada por (4.5) podemos ver que la pérdida de 

SNR efectiva debida al uso de restricciones más fuertes (l.c., restricciones 

de picos de amplitud en lugar de restricciones de potencia promedio) es más o 

menos por un factor de l/n. 

1 
La densidad de probabl 1 tdad de la suma de dos variables aleatorias indepen-

dientes es igual a la convolución de sus densidades, y en este caso es un 

trapezoide. 
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4.5 CoNcLus10N Y CoMENT ARlos 

Mediante la deflnlcl6n para Ja región de capacidad del MAC con memoria 

finita basada en procesos, hemos derivado algunas caracterizaciones de Jo 

región de capacidad del canal Gausslano para el caso de entradas reslrlngldas 

en potencia promedio, y tasas alcanzables en el caso de entradas llmiladas en 

ampl ilud. Esla definición es novedosa paro el MAC, y nos permite simpl !ficar 

las derivaciones t1sando sólo propiedades sencillas de las lasas de entropía 

de los procesos estacionarios. Este rcsul tado general iza Jos resultados 

clásicos de los canales Gaussianos 133, 41] a los canales de multiacceso 

Gaussiano con mcmor·ia f'ini\.a. El pt·oblema de la determinación de las regiones 

de capacidad para el caé;o de /1 (1'),;JJ [f) con potencias reslric\ ivas y para el 
1 2 

caso de ampl i!ud l imi Lada sigue estando abierto. 

En el siguiente capitulo extendemos nuestro anál !sis al modelo de tiempo 

continuo, donde las entradas no solamenle son 1 imi Ladas en potencia o 
• ampl i lud, sino también en especlr-o de frecuencias. 
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APENDICE 4.1 

Demostración del lema 4.1: 'G 'G 
p 

a) 'GP ¡; 'G. Supongamos (R
1
,R

2
) E 'GP, queremos mostrar que (R

1
,R

2
) e 'G, o sea, 

Ja alcanzabilldad de (R
1
,R

2
}. 

Dada e > O, sean X
1 

y X
2 

dos procesos estacionarlos independientes que 

producen 

donde Y es e 1 proceso de salida del canal correspondiente, y Ja e adicional 

es necesaria porque podrían no existir procesos que produzcan cxaclamentc 

(R
1
,R

2
}. Como la memol'ia del canal Ull es finita, podemos enconlr·ar un N 

suficientemente grande lal .que 

Y(X
1 
;Yj\l 

](~ ·YjX l s 
2' l 

lo cual implica que 

y 

Rl-3c s N+H l(X~;Y"jx~J. R2-3c s N+H rcx:;).Nj<l 

R
1 
+R

2
-3c s N!H J(X~,X~;YN}. (4.23) 

Demostramos a continuación que los lados derechos de (4.23) forman una 

cota interior de un par de tasas alcanzables. Este par de tasas alcanzables 

se genera de la siguiente manera. Sea B=N+H, donde N es el mismo como el 

anterior de tal manera que satisfaga (4.23). Las palabras del código de las 

entradas con longitud de bloque B se escogen como abajo se muestra: 

i=l, 2 

con los últimos N simbolos iguales a cero. Nótese que dicha codificación 

hace la salida del canal correspondiente Y3 independiente de las entradas de 
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Jos bloques (de longitud B) previos. El _canal- eón dichas entrudas puede verse 

como un canal sin memoria (a nlve_L ?e B-b!Ó_que), y• del teorema de 

codificación del MAC sin memoda'(teor_ema {i-del capitulo 2) tenemos que el 

par de lasas (r
1
,r

2
l con 

r s ~ I(x8·YBixBl 
2 B - 2' _ 1 ' y 

es alcanzable para dicho canal, Le., (r
1
,r

2
) e ~. Observe que 

y Ja demostración es válida pal'a todas las c>O, por lo Lnnto (R
1
,R

2
l e 'e. 

Como (R
1

,R
2

) es un par de tasas alcanzables, de la definición estándar 

sabemos" que para cualquier c>O y todas las N suficientemente grandes, existen 
1 1 

códigos de bloque Ut
1

, N
2

, Nl con Lasas (ÑlogN
1

, ÑlogN
2
l, tal que 

y (4.24) 

y la probabilidad de error PN s c. 
e 

Supongamos.que los mensajes IJ
1
e[l, H

1
] y 1<'

2
e[I, N

2
] son indenpendientes 

e igualmente probables en sus respectivos conjuntos y denotamos las 

secuencias de entrada como XN=f (W ), i=l,2, y ))l' Ja salida correspondiente 
1 1 1 

del canal (nótese que (IJ ,W )~(XN,:fl¡~),N forman una cadena de Markov). La 
1 2 1 2 

desigualdad de Fano implica que 

H(IJ ,W ¡yN¡ s PNlog(H H -l)+h (PN) s N[c-N1Jog(N N )+~h (e)]~ Ne 
1 2 e 1 2 b e 1 2 ~-b N' 

siendo P:sc. Nótese que cu~ si e~. Tenemos por consiguiente 

i=l, 2. 

Observe ahora que 
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·"····o·----· : --

Jog(H1 l = ll(W1 l = 11cw
1 
\yfij+}fW1 ;~l :s NÍ:/'ilx~;yllj ~·Nc:+Il~;Y'1 1x:i. 

,-·: . '·. . . ·.· ' 

donde Ja primera desigualdad \lsa el. teorema de proc~samlenlo de dalos y la 

segunda es por la lndependcn~la ·de.·~ y X:· Sustituyendo .el anterior en 

( 4. 24) , tenemos 

(4.25a) 

Similarmente podemos mostrar que 

R2:!E klogl//C :!E kl(X~;Jl\x~)+c/C· (4.25b) 

1 1 .N .N .N R
1
+R

2
:!E ¡;;log(H

1
H2)+2c :!E JlC\,;\;) )+cN+2c. (4. 25c) 

El rcsl.o de la tarea es encontrar dos procesos estacionarios 

independientes xi ':/ x2, tal que 

Tcx ;Y\X l :;,: 1 J(XN. yN IXN) 
1 2 Ñ 1 t 2 t 

Tlx
2

;Y\X
1
l "' !. J( x". yN 1 x" l 

N 2' 1 ' 
(4.26) 

y nx
1
.x

2
:Yl 1 1 (XN ,XN; YN). "' N 1 2 

Para tal efecto, primero permitimos que X={X } y X={X } sean dos 
1 l 1n 2 2,n 

procesos formados por la concatenación de las copias independientes de X:1 y 

X~, respectivamente. Esto es, para kN+l :!En :!E (k+l)N, 

donde [X J 1 denota la l-és i ma componente de 1 vector X. A pesar de que X
1 

':/ \ 

no son estacionarios, ellos son ciclo-estacionarios con período N, y pueden 

modificarse para ser estacionarios si recorremos aleatoriamente el origen del 

tiempo de dichos procesos. Esto es, sea L un entero aleatorio independiente, 

uniformemente distribuido en {O, 1, ... ,N-1}, y definimos los procesos 

x = {X } y x = {X }; 
1 1,n+L 2 2,n+L 

entonces X y X son por lo tanto procesos estacionarios. Denótese con Y el 
1 2 

proceso de la salida correspondiente, conjuntamente estacionario con xl y x2. 
Entonces paran= kN+j, (j=0,1, ... ,N-1), 
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l 1 m ! H x"; Y" 1 x" l , 
n-)<>J n 1 2 . 

) I m -
1-.. - f. [1 ( XkN• J+~.· ·;.s:X.Hi .. j<l, r.·.·~.·\11/J. ·.l.)]. 

k-)ro kN+j- L •- l,!H;: __ ·:_ l+L_.•,· ·-. __ ,_•:l,,l_•l.' 

1 •.kN .. >.,!(~ •kN -.- ·, 
"'-kl !-!!!. ,kN+J l(X '. : ) --. j X, .. ··. ). 

,...., _1,N-tl .:---,N+I 2,N+l 
'.' ·':··. -:-::···: :·> . ·.,:: » 

(4.27) 

La deslguuldud anterior se dcmucslru por riotur que para .cualquier Le{ O, ... , 

N-1}, 

l(XkH•J•L: ),kNij•l.¡xkN•J•L) l:. I(XkN : r" ¡xkN•J•l.J 
l,l•L 1-+l. 2,1+.l. LN+l N+l 2,l+L 

donde la última dcsir,ualdad es po1· la independencia de las cnlradus X11 
y XN 

1 . 2' 

• 6 '•(l•llN 
X = X , 

1,i 1, \N<tl 
y~ y(l•l)N 

l l N+l ' 
para i=I, ... ,k-1, 

(4.27) puede acotarse como sigue 

k-1 

J(Xl;YIX2) l:. lim 1 E I(X . y ¡xk-1 x1
-

1 ¡ 
k-)<Xl kN+ j 

1 
= 

1 
1 , 1 ' 1 2 ' 1 

l
. 1 

k;m kN+ j 
k~l [ • • •l-1 •1-1 •K-1 ,. 

1.. [(X : Y ,X ,X ,X X ) 
1=1 1,1 1 1 2 2,1+1 2,1 

- I(X ; :;:1-1y-1,XK-1 \X 1) 
1, l 1 2 2. 1+1 2, 1 

. 1 k-1 -

"' ~;m kN+J· E I(\,1; v ¡x l 
1 =1 1 2, 1 

k-1 
lim _1 __ L: J(X11•1>». yn•1>N¡x(1•1>Nl 
k-?o> kN+J l=l 1,IN+l' IN+! 2,IN+l 

donde la segunda desigualdad es por el hecho de qu& 
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Hx .. , x 1 - 1 ,x 1 ~ 1;x~, 1~1x ~r=té · 
1.1 ... 1 . 2 · .. 2,l•!· ..... 2.1 .. 

debido .ª la lndcpendencla ile\~ · i x:>y lk)n1~P~~dencla entre N-bloques 

(recúcrde que X es la concatenacl6n de e ias(dópiá:s )ndependlentes de XN). 
. 1 1 

Similarmente podemos mostrar que 

Sustituyendo las desigualdades anteriores a (4.25), encontramos que 

y 

R
1
s I(\; Y jX)+c/c, 

Rs llX;Y ¡x J+c +e, 
2 2 1 N 

R
1 
+R

2
" Tcx

1 
,X

2
; YJ+c/2c. 

Como c>O es arbitrario (por lo cual cN Jo es), mostramos que (R
1
,R

2
) e ~P. • 

.. 
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CAPITULO 5 

CANAL DE MUL TIACCESO GAUSSIANO DE TIEMPO CONTINUO 

Consideramos aqul los MACs Gaussianos de tiempo continuo con enlradas 

l lml ladas en potencia promedio o en picos de ampl 1 tud. La sección 5. 1 

Introduce el canal y el mélodo de expansión orlonormal de señales. Para 

encontrar la región de capacidad, prcsenlamos primero (en la sección 5.2) un 

resultado sobre un conjunlo de MACs paralelos de licmpo discrclo. En la 

sección 5.3 delerminamos la región de capacidad del MAC Gaussiano espectral 

de tiempo con\ i nuo (para res tri ce i ón de potencia ¡womc'd i o l uli l izando la 

técnica de expansiones ort.onormales de señales, la cual pcrmi le descomponc1· 

el canal de liempo continuo a un conjunto infinito de canales de licmpo 

discreto. La sección 5. 4 discute los esquemas óptimos de codificación en un 

MAC por medio del argumento de "waler-fi 11 ing" (llenado con agua). Finalmcnlc 

analiz:mos en la sección 5.5 el MAC Gaussiano especl1·al de tiempo conlinuo 

con restricción de pico de amplitud, encontrando algunas regiones de tasas 

alcanzables para cierlos fillros del canal. 

5.1 MAC DE TIEMPO CONTINUO Y LA ExPANSION 0RTONORMAL DE SEÑALES 

En el último capítulo hemos considerado un modelo de tiempo discreto del 

MAC Gaussiano con interferencia entre simbolos. Dicho modelo supone 

implicitamente que el canal tiene una sincronización perfecta de símbolos o 

fases entre los transmisores y el receptor. En este capítulo estudiamos los· 

MACs Gaussianos espectrales donde las entradas y salidas son funciones del 

tiempo continuo U. e., señales analógicas). Este tipo de canales se conoce 

generalmente como canal de tiempo-continuo (o de forma de onda), lo cual se 

presenta frecuentemente en el mundo real, y por consiguiente el cálculo de la 

región de capacidad de estos canales es de gran lmportanc~a práctica. 
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El .moddo _del. cu1ml se presenl.n en ln Flg.5.1 y el pr,,bll'ma dr 

comunlcnclon sobre· csl.c cunul se puede describir como slgu"' suponiendo q111• 

ctos us1nwlos 1 y 2 quieren comunlcnrsc s\mul l.l\ncumr.11\c con un rc,·r¡i\01· n 

l.ruv1's dt• tm cuna) con ruido udll. I vo Guusslnno; ln sumu de 111s srllillct; d1· 

cnlrndus codificadas x
1
(t) y 

rcspuesln ul Impulso es h( t). 

x ( t) se 
;;! 

Ln ser.u! 

pasa ptll' un f 1 ll ro 1 1 nC'n l e11ya 

rcsul l1mle se sumn n un proc.,so 

esluc\onurlo de los ruidos Guusslnnos n( t) con densidad espccl.rul de pol.,ncln 

N(fl, y produce en la salida del cu1ml unn s<>f'lnl ylt). 

Gcne1·almcntc, un canal f1sico L\cnc restricciones tnnlo c11 las polf·ne\a~; 

de t1·ansmlslón (o ampll\udl como en ancho de banda. 1-:11 nuc-s\1·0 mmklo, la 

1·C's\1·icci<111 de potencia (o umpli\ucl) es pa1·\e de los \.ra11smisorc-s, y la 

I'C't;l1·in·i(lll de ancho de banda e,; pni·\e del eanal (a lr·av(:~; lfo un t'il\1·0 

lineal del cnnal) y por lo C'.\ml podemos supc>lll'l' qllC' no hay rcs\1·icción d,• 

ancho de bamb sobre las cnlr·adas. Se conside1·an dos tipos de 1·csl1·icdc'l"'''' 

1) Rcs\.riccion de polencias promedio, i. c., 

T 

~ J x2
( t )dt :s P • T 1 1' 

o 
para T grande, y 

2) Restricción de pico de amplitud, l. c., 

i=l, 2. 

Terminal 1 Densidad espectral N(f) 

m ~ l 

t h(t) Decoder 

~ Filtro Receptor m de canal 2 
2 

Terminal 2 

Fig,5.1 Modelo de MAC Gaussiano Espectral 
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Nótese que para alcanzar la capacidad del canal, los ei;p<>dros de las 

sefml es <le entradas deben de aparear ("match") de alguna manera u] canal 

(méjor dicho, al filtro del canal), porque sólo aquellas componentes de 

frecuencia que están en la banda de paso del fi 1 tro van a aparecer en la 

salida. Ahora definimos la reglón de capacidad del canal. 

Sean { x
11
(t]} y { x

21
(t) }, par-a O"' t "'T, Je {l, 2, .. ., H

1
}, Je 

{1,2, ... ,H
2
}, palabras del código para usuarios 1 y 2, con sus soportes en el 

intervalo [O, T] que satisfacen algunas restricciones apropiadas. Las tasas 

de este código están definidas por 

~ logH
1 

R
1 

-
1
-. - nals/s, l=l, 2. 

Un par de tasas (R
1

, R
2
J se dice que es alcanzab]{' pura es\ e canal si 

para cualquier c>O y lodos los T suficientemente grandes, existen dos 

codificadores f
1 

y f
2 

que mapean 

X (t)=f(m) 
1111 1 1 

1 

• donde m
1 

E {1, 2, .. ., 11
1

} es el mensaje del usuario 1, y un decodificador g 

que mapea 

cni .ni l=g(y(lll 
1 2 

1 
tal que flog/1

1
"-R

1
, i=l, 2, y la probabilidad de error promedio 

/1
1 

,
1 

¿ Pr< t íñ , fil l * t m • m l l "' e. 
' 1 2 1 2 

1 2 m
1

, m
2 

La región de capacidad 'G se define como la cerradura del conjunto de todos 

los pares de tasas alcanzables. 

Para entradas restringidas en potencia promedio, el método de la 

expansión ortonormal de señales se usa para encontrar la región de capacidad. 

La idea básica es la siguiente. 

Sean x
1
(t) y x

2
(t) dos entradas ~2 para el MAC de tiempo continuo y y(t) 

la salida. Sean {tj>
1
k(t)}, {tj>

2
k(t)}, y {1/\(t)}, k=l,2, ... , tres conjuntos 

completos de funciones ortonormales definidas en el intervalo [O, T]. 
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Ent1111c•cs-poctcn\\1f: rcpr<$Pll\111· lus cnt.radtrn y In sullil11 pur· mPdln ck la!; 

s l r,11 l Pnt.c\< cxpnm: l onN: ( l: _l, ;?..) · 

donde x1k, yk son •los coefléí911i.es' cth ·las serles cte expansiones dados por 

X 
1 k 

T 

y "'·I y(t ¡.¡, (,_)di. 
k o k 

Nótese que las sciialcs alent.orlas cto c11t.rada· 'y snlida se pu<~den 

c<irnclcrizar por las disl ríbucionris coi1junlas- p(xN) y pl/l, donde 
1 <=lx

11 
..... x1Nl Y .l=ly, .... ,yN) son los veclores de Jos cocflcícnlcs de la!; 

expansiones en S<'t'ie de lus cnlradas y salida,~· el canal puede dcsc1·íliirsc 

esladísticamenlt' en lér·1ninos de las densidades de probabi J idad condicional 

conJunla pl/lxN, xNl par·<> lodos los N. El c<inal r·csultantc se' p\lcdc ver por· 
l ? ' 

lo lanto como un canal "di screlo en \. i empo". 

Una propiedZ1d úlil e interesan\~:: de ('S(e método es que la información 

mutua promedio enll'c entradas y salid~ (y const'cuenlemcntc, la capacidad del 

canal) son independientes de los conjuntos parliculares de las funciones 

ortonormales que us<in {33, 29}. Eslo se debe a que si sabemos la expansión de 

una señal en un conJunt o de funciones orlonormal es, podemos deter-mi nar la 

e~:pansión de esta señal en c\lalquier otro conjunto de funciones orlonor-males 

sobre el mismo intervalo. La C\lestlón restante es cómo escoger los conjuntos 

de funciones ortonorma!es tal que faciliten el analisis. 

5.2 CoNJUNTo DE MACs GAuss1ANos PARALELOS 

Presentamos en esta sección un resultado sobre la región de capacidad de 

un conjunto de MACs Gaussianos paralelos (discreto en tiempo), lo cual se 

necesitará para la siguiente sección. El conjunto (finito o contable) de los 

77 



MACs paralelos con ruido aditivo Gausslano se mueslra en lf1 Flg.5.2 y se 

puede describir como sigue. 

Suponemos que las terminales y 2 accesan N MACs paralelos 

slmulláneamcnle como en la Flg.5.2, cada canal con ruido adlllvo Gauss\ano e 

Independiente nk, k=l, ... , N. Suponemos también que las enlradas de cada 

terminal deben sallsfacer una restricción de energla promedio 

N 

" E{ x2 
} ;,; E · /., 1 k 1' 

k:I 
l=l, 2 (5. 1) 

Dcnolamos R(kl R(kl 
1 y 2 ' las tasas individuales de las Lerminal<:s 1 y 2 en 

k-ésimo canal, y definimos 
0

las lasas "Lolales" de cada te1·minal como 

N 

R ~ " R(k). 
1 ¡_, 1 

k=I 

Ento.nces la región de capacidad "lolal" de este conjunto de canales es la 

cerradura del conjunto de lodos los pares de tasas alcanzables (R
1
,R

2
). 

TERNINAL 1 

TERNI NAL 2 

X 
IN 

n 

1 r 
(j) ~y 

."I n N 
X l 2_X_' --~l _:__j r . 

2N 'i' .r¡í . __ , 
~y2 

X • _J ni 
l l_X_' 2-2--~1 J 

X 
21 

~yl 

J 

Fig.5.2 Conjunto de HACs Gaussianos Paralelos 

La región de capacidad l:;' de este conjunto de MACs paralelos está dada 

por el siguiente teorema. 

Teorema 5.1: Dado un conjunto de N MACs paralelos con ruido aditivo Gausslano 

e independiente teniendo varianclas rr:, k=l, .. . ,N, y supongamos que las 

entradas tienen restricciones de (5. 1). Entonces 
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r. " {( ]\ • ]\ ) : 
1 ~ 

donde. los pnrámct.ros01, ª~ y e ~ol1.~P. i.· .. ü6'1oncs de··· ... , .,. 

l !). :l) 

rcf;pcct 1 v~1mcntc. 

Demostración: Podemos suponer.primero. que. las entradas del k-ési mo canal son 

restringidas por· E{;/ }:se , donde e· <::O es arbi lrario. Del 1·.:-sultado para 
lk lk lk 

MAC A\.JGN 19, 10) podemos mostrar facilmcnlc que la región de cap;,.~idad de 

estos canales paralelos ('S 

R +R = 
1 2 

N 
L R{k) "' 

1 
k=I 

i==1, 2. 

(5. 4) 

y se alcanza cuando las entradas son variables aleatorias Gausstanas e 

independientes, con media cero y variancia c
1
k, para i=l,2, k=l, ... ,N. 

Naturalmente, la región de capacidad de este canal con restricción (5. 1) 

es la unión (o cobertura convexa) de todos los pares que sat ísfacen (5. 4) 

sujeto a c
1
/0 y ¿kc

1
k=E

1
. Mostramos ahora que la región de capacidad tiene 

la forma de (5.2). Observando primero que la región 
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R
1
+R

2 
:s C:

2 
~·E } log( máx{l, a/u:} J 

.k=I 

donde 0
1

, 0
2 

y osonsóiuclones de (5.3)'; es una cola exterior de (5.4) con 

las restricciones mencionadas lapl !cando el teorema de Kuhn-Tucker a cada 

problema de optimización, o dlreCtamente usando el argumento de 

"water-fllling"). Además, las Igualdades se logran con 

• , " 2 • 
c

1
k=max{O, 0 1 '-~~}; c

2
k=max{O, 

(e +e l ~=max{O, o-c-2 ) 
lk"2k k' 

respectivamente, donde (e +e J° significa la asignación óptima de energía 
lk 2k 

para Ja suma de las entradas en k-éslmo canal. Esla cota exterior se puede 

ver en la Fig.4.2 con dos esquinas A=lC
0

, e' -e'¡ y B=lc' -e', e'). 
1 12 l 12 2 2 

Ahora mostramos que Jos puntos A y B son alcanzables y poi' 

compartimiento de tiempo, esla región también es alcanzable, lo cual 

completará Ja demoslrací6n. El punto A se alcanza utilizando las siguientes 

asignaciones de energías: 

• 
e =e' =max{O 

lk 1 k ' 

e =(e +e ) •-e• =max{O, O-c-2 )-max{O, O -c-2
) 

2k 1 k 2k 1 k k 1 k • 

(5.5) 

Como 0:<0
1

, c
2

k está bien definida, Le. c
2

k:<O y }::kc
2
k=(E

1
+E

2
)-E

1
=E

2
. 

Sustituyendo (5.5) a (5.4) obtenemos que cualquier par de tasas que satisface 

y R +R :se' 
1 2 12 

es alcanzable, donde 

- . . 
Nótese que c

2
;,,C

12
-C

1
, siendo el punto A por Jo tanto alcanzable. El punto B 

se puede alcanzar similarmente; el teorema 5. 1 queda así demostrado. • 

Estamos listos ahora para analizar MACs Gaussianos de tiempo continuo. 

~r~~"!c.:: 
-- 'f·;;r' ! 

; .. :rt~.t.:¿ 
- ·,,~~·~~::! 
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5.3 Rrn10N DE CAPACIDAD · coN RESTR.1ctioN oCPórtNc1A'PROMED10 

Presentamos primero una derivación lntulllva (aunque menos rigurosa 

comparada con la demostración de Gallager) de la región de capacidad del MAC 

Gausslano de tlernpo conllnuo. Esta derivación es similar a la de Blahul en 

[45, capitulo 7] para los canales de un sólo usuario. 

Para empezar, modificarnos el canal de la Fig.5.1 a un canal equivalente 

corno se muestra en la Flg.5.3 (es equivalente, excepto en aquellas 

frecuencias donde ll(fl=O, la cual no tiene efecto porque encontraremos las 

densidades espectrales de potencias de las entradas 5
1 
(f)=O en dichas 

i're'cuencias). El proceso del ruido Gausslano equivalente n'(t) tiene una 

densidad espectral de potencia 

N' (f)=N(fll\lllfl \
2 

y su función de autocorre 1 ación cf>' ( T l está dada por 1 a transformada inversa 

de Fourier de N' (fl. Por medio de una expansión de Kar·hunen-Loeve [45] 

sabemo~ que los procesos del ruido n'(t) y de las entradas x
1
(t) se pueden 

representar en el intervalo de tiempo [O, T] corno siguen 

OJ 

n' < t 1 = ¿ n~ ~\ ( t l. 
k=I 

xl(t)= ¿ xlkl/Jk(t), i=l, 2, 
k=I 

donde los coeficientes n~ de la expansión de Karhunen-Loeve son variables 

Densidad espectral N' (f)=N(fl/IH(f) \
2 

n' ( tl 

xi (t)---i 1 
·~~-¡y(t) 

X (t)__J 
2 

Fig.5.3 Representación Equivalente del Canal de la Fig.5.1 
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alealorlas Gausslanas e lridependlenles con varlanclu ?tk;-- ~·k-l;tl y-\· para 

k=l,- 2, ... , son funciones y valorns caracterist.lcos _ (e-lgc_nfuncl!ons y 

elgenvalues) de la siguiente ecuación integral 

T J -·(t-sl•(s)ds=?t•(t), 
o 

ostsr. 

Nótese que de esta forma e 1 canal de tiempo conll nuo se ha descompuesto a un 

conjunto infinllo pero contable de MACs Gaussianos y~ = x 1 k+x2k+n~, k=l, 

2, ... (se supone que y~ se puede delermlnar únicamente conociendo y(t); ver 

Gallager [33] para mayor delalle). Entonces por el teorema 5.1, la reglón de 

capacidad (por unidad de tiempo) de este canal en [O, Tl es 

C ={( R R ) : O=<R s ~ ~log(max{ 1 O ;;>,
2
}]. i=l, 2, 

T 1' 7. 1 ¿,2 ' 1 k 
k" 1 

donde los parámetros 0
1

, o
2 

y e son soluciones de 

ro 

TP 
1 

L: max{O, e 1 -?t~}. 
k=l 

T(P +P) 
1 2 

00 

L: max{ O, 0-?t:} . 
k=l 

i=l, 2, 

Poi' la definición, la región de capacidad del canal (por unidad de tiempo) es 

'G {<R1,R2): 
1 ro 1 [ o /?t 2})' i=l, 2. QSR s l im T L: 21og rnax{l, 

1 T-100 1 k 
k=l 

lim 1 ro 1 [ e;;>,:}) }· R +R s f L: 21og max{l, 1 2 T-100 
k=l 

donde 8
1 

y e se determinan por 

1 ro 
P

1
=lim f E max{O, 8

1
-?t:}. i=l, 2, 

T-100 k= 1 

1 00 

(P
1
+P

2
l=lim f ¿ max{O, e-?t:}. 

T-)03 k=l 

Apl !cando el teorema de la distribución Toepli tz para procesos continuos 
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(vc>r, por ejemplo .• 145]}, obtenemos la reglón de capacldarl, .. lo cual eslú 

resumido en el siguiente teorema de codiflca:cl6n. 

Teorema 5.2: Para el MAC Gausslano de tiempo continuo como se muéstri:i· en·· Ja. 

Flg.5.1 con restrlccl6n de potencias promedloffox~(t)dt:SP1 , 1=1,2, supone 

que ill(f) 1
2
/N(f) es acolada e lnlegrable, y JN(f)df<ro o N{f) es blanca .. 

Entonces la reglón de capacidad está dada paramélricamente por 

02 
])dr 

N(flljll(f) 1
2 

1 "' ( [ El ]) } R +R :S - f log max l, df 
1 2 2 

-oo N(flliUCfl j2 

• 
P = f_ 

00

00 

max [o, o - _!!ifl__ ] df 
1 1 ¡mn¡z · 

foo [ N(f) ] P +P = max O, 8 - --- df. 
1 2 -oo jll(f) 12 

Comentario: Par·a una demostración rigurosa, puede adoptarse el método de 

Gal lager (demostración del teorema de codificación [33, teorema 8.5. J] para 

un canal Gaussiano de tiempo continuo de un sólo usuario). Algunos pasos 

claves se mencionan abajo (se necesita también el resultado de la sección 

anterior) 

Supóngase que las entradas x
1
(t) están restringidas al intervalo de 

tiempo [-T/2, T/2] y la salida y(t) se observa sobre un intervalo [-T/2, 

T
0
/2]. Por el mismo argumento de [33], Ignoraremos las interferencias entre 

símbolos de las sucesivas palabras del código (por cierto, el enfoque se 

llama "ane-<>hat" análisis). Siguiendo el método de Gallager, podemos reducir 

el canal de tiempo continuo en la Fig.5. 1 a una representación equivalente 

con un número infinito pero contable de MACs de tiempo discreto, similar como 

en la figura 8.5.7 de [33]. Ahora el resultado del teorema 5.1 de la última 

sección se puede aplicar (la restricción de energia E
1 

se reemplaza por TP 
1

) 
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lo cual. nos,da·la- reglón de capacidad para cualquier duración de la enlrada T 

y el lnlerva1o 'de 6bservaclim T
0

• Finalmente, la reglón de capacidad por 

un! dad. de .l ! empo cuando T = T 
0 

..¡ oo puede obtenerse ul 11 l zando e 1 1 ema 8. 5. 7 

de [33] (similar al teorema de la dlslr!buc!ón Toeplltz de procesos conllnuos 

[28]). Esto completa la demostración del teorema. 

5.4 "WATER-FILLING", INTERPRETACION Y CODIFICACION ÜPTIMA 

Como hemos mencionado previamenle, el resultado del teorema 5.2 llene 

lambi<'n una inlerprelación llamada "wal.er·-filling" para mulliacceso, similar 

al ca~;o de, Jos canales clásic0s Gaussianos. Est.o es, podemos Imaginar~ 

N(fllllllfl j~ como el fondo de tm depósilo o recipienle como se mueslTa en Ja 

Fig.5.4a. Para alcanzar el punlo A de la región de capacidad como en Ja 

Fig.4.2, ectmmos primero una canlidad de agua P
1 

(es el área en la gráficn) 

al depósito que llega al nivel o
1

, lo cual asume Ja figur·a o la forma del 

especlro de potencia "óptimo" de transmisión püra el usuario 1 

' 

Luego, echamos olra cantidad adicional P
2 

de agua al depósilo (el nivel. de 

agua llega a 8) lo cual asume Ja forma del espectro total de potencias 

"óptimo" de transmisión para usuarios 1 y 2 

s' (f)=maxfo, e- N(f) } 12 l. ¡;n¡2 . 
de donde podemos obtener (de hecho se puede observar fácilmente en la 

gráfica) el espectro de potencia de transmisión del usuario 2 como 

s <fl=s· (fl-s'tn. 
2 12 1 

La Fig.5.4b muestra esta asignación óptima de los espectros para alcanzar el 

punto A. Similarmente, para alcanzar el punto B, se llena primero una 

cantidad P
2 

de agua en el depósito de donde se asume la forma del espectro de 

potencia del usuario 2 (ver Fig.5.5a y 5.5b) 
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s•
2
(fl=max{o .. e- N(fl .. ·}· ·· 

2 fÍl!fJ¡2 ·.·. 

Otra can\. i dad P de agua se echa al;de~6.sitb; p¡ra qu~ asume 1 a forma del 

espectro de pote
1
ncia del usuario 1 . ''.yi · ·.· 

S
1 
(f)=S:/fl:-S:(f). 

Fig.5.4a El water-filling esquema 
para alcanzar el punto A 

Fig.5.4b Espectros óptimos para 
alcanzar el punto A 

Fig.5.5a El water-filling esquema 
para alcanzar el punto B 

s; (f) 

\ rj \. \ 
\ [ o 

i\<fl 

Fig.5.Sb Espectros óptimos para 
alcanzar el punto B 

Una ve2 alcanzados los puntos A y B, cualquier punto sobre la línea A-B 

de la región de capacidad se puede alcanzar utilizando el método clásico de 

compartimiento de tiempo, aunque este no es el único ni el más "eficiente''. 

Una alternativa sin usar el argumento de tiempo-compartido consiste en usar 
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los espectros de transmisiones Jos cuales son combinaciones convexas de 

s•(f), S (f), dados previamente.- Est'o es, 
1 1 

-s (f) 
1 

s (f) 
2 

O'.s'.<n - 1 -

a5
2
lfl + ll-cds:cn. 

donde O :s a :s l. Este método de codificación permite que se alcance cualquier 

punto sobre la linea A-B con una a apropiada sin usar el compartimiento de 

tiempo, lo cual es mucho más simple que lo anterior. 

Usando el argumento de water-f l 11 i ne derivado de J teorema 5. 2, podemos 

calcular fácilmente la región de capacidad del canal de la Fir,.5.1 pan1 

diferentes filtros del canal (por simplicidad suponemos que el ruido 

Gaussiano es blanco N(fl=N/2l. Por ejemplo, para 

a) Filtro pasobaja 

e· O, 

\f\ :S W, 

caso contrario, 

donde _.(f) es la transformada de Fourier de ll( t), la región de capacidad 

con restricción de potencia está dada por 

p 

{(R
1
,R

2
): O:sR 1 :s~'log(l +No~] 

b) Filtro pasobanda 

P +P 
R

1
+Rl1,11oe(1 + ~0~12) 

nats/s, 

nats/s }· 

11 ([) 
B e· o, caso contrario. 

(5.6) 

Como el ancho de banda efectivo de este fi 1 tro es 2W, la región de capacidad 

es la misma que (5.6) excepto que en lugar de IJ se cambia a 2W. 

e) Filtro diferenciador-pasobaja 
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·{· -J2nf, 

' o, caso. contrario, 

donde J !} .r-:T, la región de capa'c:iidao tiene la forma 

' ' . .2 

o:;R :;Wlog[[1+2n~P WIN ]1c) +. 2w1(1+2n4P W/N] I· .· · . 1 O · 1 O 

. ' ·2 

R +R:sWlog([1+2n~(P +P )WIN ]1e] +2w1(1+2n4(P +P lw!N] 
1 ·2' 1 2 o ' 1 2 o 

Nótese que si P
1
W/N

0 
es grande, (5. 7a) loma la siguiente forma 

R +R :s 
1 2 

nats/s, 

(5. 7a) 

nals/s. 

(5. 7b) 

Eslas regiones de capacidad las vamos usar como colas exteriores de las 

regiones de capacidad para los canales correspondientes al caso de amplitud 

limitaq,.'l., lo cual estudiamos a continuación. 

5.5 l'ISAS ALCANZABLES PARA RESTRICCION DE AMPLITUD 

Ana 1 izamos ahora un caso más r·ca 1 is la donde 1 as amp 1 i t udes de 1 as 

señales de entradas están restringidas por Jx
1 

( t) J"'.ff\, i=l, 2. Este tipo de 

restricciones ha sido considerado por Shannon en su trabajo original [ 1]. Se 

obtienen en esta sección algunas regiones de tasas alcanzables para ciertos 

filtros de interés. A pesar de que suponemos por simplicidad que el ruido 

Gaussiano es blanco, los resultados pueden extenderse al caso de densidades 

espectrales de potencia arbitrarias como en el capitulo anterior. Los 

resultados obtenidos en esta sección son una generalización de aquel los 

derivados por Ozarow et al [43] para canales Gaussianos clásicos, i.e., si 

oonemos .fP =O, nuestro resultado coincide con lo de ellos . 
.JJ~• 2 

Obsérvese que la salida del canal en la Fíg.5. 1 es 
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) 

dondt' x•h dcnotu. la.conv~Íu~l6n~d~·xlt).c011'·,;CÍLfn(f) e,.; Utm r·cnllZllclón 

de.l 1·ulclo Gnusslnno ·bln:nco .con, densl'd;1d cs¡~l:cl1·11l Niª· Anal !1.amo¡; ¡wlmt,ro 

1 o¡; fl 1 t ros pasobnjt1s. 

A. Fillros Pasobnjns 

Teorema 5.3: Pn1·a el ctmal como ln Flg.5: 1 con entradas restringidas en pico 

de ;•mpl il.ucl y ri llro pasobn'ja.• // (f), 
, .. ·L. 

Ja· siguiente 1·t·gi(m de 

alcnnzub]e 

(5.B) 

d0mk r ~ min{I'' !'). 
1 ~~ 

Núles<' que tcnem"s un lermin" P/2 en la última desigualdad ele (5.8), Jo 

cu::il no se p1·cscnta usualmente en el caso de potcncin restrineida. La 

al canzabi 11 dad de• cst a región se demucst ra ut i 1 izando una forma csp..,c i al de 

morlulación y demodulnción en el inlervalo de tiempo T~J·.T segundos, la cual 
s 

descr·ibimos a continuación. Las señales de entrada se generan como sigue 

donde a = [a , a , o 1 

en [-.fl\, D\r y 

X ( t) 
1 

X ( t) 
2 

N-1 

¿ ª1ru-n.i. 
f=O 

N-1 

¿ b1r<t-n.i. 
l=o 

(5.9) 

.. .,a )
1 y b = [b ,b ,. . .,b ]

1 
son vectores aleatorios 

N-1 O l N-1 

[-.fP
2

, .fP
2

JN. respectivamente, independiente uno de otro, y 

T =1121/. El pulso p(t) tiene la forma 

=~~~.~!..: __ 
• ~-~:..:r~.:: 

,;--=~~-_;_~ 

-if~:; -:~.t 

p(t) 
caso contrario 
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N6lesc que nuestras 

l=l, 2; y la informncl6n está 

receptor llene ahora 

y( t.) 

. ···:5·· .¡¡. 1' ~ y b. El 

donde p(i)=(p•/JL)(t), el 

Fourier eslá dada por 

Su lransformada de 

P(fl 
¡r¡ ,, w, 

caso contrario. 

Si fi ll.ramos y( t. l con un fi llro pasobajas idC'al de ancho de banda 11' y 

mucsl1·eamos en cada tiempo kT, k = 0,1, ... ,N-I, obtendremos el slr,uienle 
s 

veclor de sal ida que consisle en N muestras 

y= G[a+b)+n, 

donde cJ es una malriz de N>N cuyo (k, e)-ésimo elemento es 

2 
n es un vector de ruidos Gaussianos blancos con variancia E{nt}=N

0
1J, y a, b 

son las mismas definidas anteriormente. 

Observando ahora que el nuevo canal resultanle de dicha modulación y 

demodulación es un canal "discreto en el tiempo", y según los resultados de 

HAC dm cualquier par de tasas (R
1
,R

2
) que satisface 

1 
R

1 
+R

2
" ÑI (a, b; y) nats/symbol 

es alcanzable. Debido a la independencia entre a, b y n, tenemos 

I(a; yjbl = h(yjbl-h(yja,b) 

I(b; yJal = h(yjal-h(yja,b) 

h(Ga+n)-h(n), 

h(Gb+n)-h(n), 

I(a,b; y)= h(y)-h(yja,b) = h(G(a+b)+n)-h(n); 
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La enlropla dlfer'enclal del ruício_ Gausslano _bla.nco n es 

h(n) 

Los demás términos en el lado derecho de (5;ll) pueden acotarse aplicando Ja 

desigualdad de potencia de entropla· [40], 1.e., 

e(2/Nlh(Ga+n) ""el21Nlh(Ga)+eiu~lh(nl =_e<2111ip9gJGJ:í-h(a)]~e(2~Hlh(n) • 

".·;:·::-'.l_·;·':·:'. 

donde ¡e¡ es e J dclermi nante de G .. Lo; cual im~ll¿~:;ciué<< • ... 
: _· .... ·:·:·.:··:;''- -··:-·:::-·,-,"·:·,.\',¡") 

~1 (a; y jbl ~ ~log (t+(e 1 ~/H)J~~l~l)céft;1r~:ff)'~;kri~N01,1). (5. 12) 

l ¡ ( b J ) l] (] •¡·•• li/Nl l~gjG __ J_:'; (2/Nlh(b) )/2 N ¡ i) Ñ ; y a ~ 2 og i e ._. '··. _e ne 
0

, , 

~¡ (a, b; y) ~ ~lag [1 + (e ( 2/Nl log 1G1. e (2/Nlll{ a+b) ) 12neN
0
W]. 

Si escogemos las variables aleatorias {ae> y {bt) de tal manera que son 

• iid con distribuciones uniformes en [-·17\ . ./1\]. i=l, 2, respeclivamcnlc, las 

cuales maximizan /J(a) y h(b) sobre todas las distribuciones permisibles en a 

y b, obtenemos 

Por otra parle, como G es una matriz Toeplitz, podemos aplicar el 

teorema de Szego [28] para mostrar que cuando N-)o>, 

1 1/2 

Ñlog¡c¡ _, J logG(fldf, 
-1/2 

Ozarow et al [43] han mostrado que 

G(f)=~ P(f/Tsl=sinnf 
T nf ' 

s 

donde 
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1 

1/2 J logG(f)df=log;i . 
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R :Sl.'log l•- - 1 
( 

2c 1' J 
1 n3 N ¡; ' 

o 
( 

2c P +I' +O. 5/i] 
1 2 

R •R :Sl.'Jog l+- -----
1 2 n3 N W 

o 

es alcanzable. Eslo demuestra el teorema. • 

nals/s 

CompZ\l'ando las lasas alcanzables (5. 81 con la cota exleriol' (rcgi,,n de 

capacidad para r·eslricción de potencias promedio) dada en (5.6), podemos 

observa1· que la disminución efectiva de SNH es aproximadamente por un factor 

de 2e/n
3

. con respecto al caso de restricción de potencias promedio. 

B. Filtros Pasobandas 

Teorema 5.4: Para el canal de la Fig.5. l con entradas limitadas en amplitud y 

filtro pasobanda HB(f), si i/>li', cualquier par de tasas (R
1

,R
2

l con 

R
1 
:S2Wlog (1 + e 

2rr
2 

es alcanzable. 

p 

2N

1J· o 

R +R s2Wlog(1 + ~ 
1 2 2nª 

p +P 1 2) 
2N l.' 

o 

nats/s, (5. 15) 

Usamos las siguientes señales de entradas para demostrar el teorema 

~r~*""T:.: ~. 
-~~..:. __ 
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He 1 __ . _-: -_ -

x
1 

( t )= ¿_ akp( t-kT" )c~s2nf,/'l:~¡¡T>( t-:kT
6

)s!n211fc t 
k=O · :,-.- - :: -- -· - - --- - -
N-l~._: _ :~>-~e-·,; 

X ( t )= L e p( t:-1<.T icos2nFt+Ci·p(fckT )si n2itf t, 
2 k. ··· ._ :· s- '.-, - ., e, .. -·. :k.·~ .,;_· s - · e 

k=O.- - - . _ .. ,_.. . .• ._ .-··'.: -· 

donde {ak,bk} y {ck,d/ son.~_~rl~b~c~_~J~{~~~Í~~ ~e~X~i,ngl.das en Jos círculos 

a
2
+b

2 
"' r y c

2
+ct

2 
"' r . respectivamente: r' ~+uS:sal11os mismos que en 1a 

k k 1 k k 2 ... - .. - . IÍ• -·' :.< .. - ., 
demoslracion anterior. Nótese que nues'tr~s s~ñales· satisfacen las 

restricciones de pico de amplitud pues 

y por 1 o tanto 1x
1 

( l) 1 :s./P
1

, 'rJ t. Las señal es de enln1da se pasan por e 1 

f"illro pasobanda y aparecen en la salida con la presencia de ruido Gaussiano 

blanco. Si Ja frecuencia de la portadora f l> IJ, donde k' es Ja mitad del 
e 

ancho de banda del fillro pasobanda, Ja señal de Ja salida y(t) podl'Ía 

ap1·ox i mar se como 

• 11-1 

y{ tl= ¿ [akcos2nfct+l\sin2nfct+ckcos211fct+dksin2nfct ]p( t-kT
5

)+n( t) 
k=O 

donde p(t) es el p(t) fillrado con un filtro pasobajas de ancho de banda \,l. 

El proceso de ruido podría rep1·esenta!'se también por 

n(tl=n {t.)cos2nf t+n {t)sin2nf t, 
e e s e 

donde n ( ·) y n ( ·) son procesos independientes y Gaussianos, blancos en Ja 
e s 

banda de paso [-IJ, 

Demodulamos esta 

IJ], cada uno con densidad espectral de potencia N
0

• 

señal multiplicando poi' 2cos2nfct (y 2sin2nfct, 

respectivamente J y filtrando poi' el fi Jtpo pasobajas, obtendremos 

N-1 N-1 
y (t)= E (a +c )p{t-kT )+n (t), y 

e k k s e 
k~O 

Y/tl= E (b/d/p(t-kT
5

)+n
5
(t). 

k=O 

Ahora muestreando en los tiempos tT
5

, t=O, 1, ... , N-1, tenemos 

"'!"""~~1-"! 

":"~.~J-~---
::-- _ _,,_.-.~...!,.,.:.. 

-. ...:~·:#-·; ,:!. 
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.. yc~G ra:+Ó J ~~~'. f, ¿ ~(;¡ f f.cH +.; 
. .':~··., i.'-~':._>."~·-_;_,)~ ~,·_' -:;".\?'_·~-"º- -

donde n
0 

y n
6 

son veclor~scaJ~iiíano'!i':b1.;'r.C:os .e lriclependlentes, cada elemento 

llene la. misma' varlanc1at;2~o~if;;.~f(;fes\,f~:~l~ma matriz que usamos 

anler i orment.e: Por Jo ·t,~~li, . l.as. tasas ·> .... ,, <' 
'"';:--;--· 

~-.. , 

son alcanzables. El vector de eslá dado 

por 

Como h(yc,y
5

¡c,d) = h{Ga+nc,Gb+n
5
l, y aplicando otra vez la desigualdad de 

potencia de entropía, obtenemos la siguiente desigualdad .. 

exp[2~(y0 ,y5 ¡c,d)] ~ exp(z50(Ga,Gb)J+exp[2~(n0 ,n5 )] 

= exp (~2log ¡e¡ +/1[ a, b) J+exp [~( n
0

, n
5
)). 

Ahora tomamos (a,b) como N copias iid del µar (a,b), uniformemente 

distribuido en el circulo de radio .f.P
1

, entonces h(a,b)=Nll{a,b)=Nlog(nP
1
). 

Como hemos mostrado anteriormente que 

l/Nlog!GI ~ log(eln), as N.cm, 

lo cual implica que (N ~ oo) 

1 1 
~h(y ,y ¡c,d)-~h(n ,n) 
f'{- e s /{" e s 
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mils/slmbolo. 

Slmllarment.e podemos mosÍ.rar .. (ioman&i ·(c,d) como copias i!d de lc,dl, 

uniformemente d!slr!buldo sobre elcírc~ló de radl~ :lP
2
J que. 

... i > ...•. ·.·· . /' · ..•.. 
~1 ( 1 c,d]; [ye' y

6
] ji a,b])·:~\1.º~[(•+'~. 2

) 

. , ... >; '''/:·: ,2n .. 2~0w. 
natslsi mbolo . 

y apl !cando 1 a desigual~i~\~eri~?~'{;~~~~ dé po(~ncia dci enlro~ia~ 

exp [2~ h(yc'#s~}J"~1/:j~[2~(Gi, ~b)) +~xp [ 2%h( Ge, Gd)) +exp [2~1 (ne, n 
5

)) , 

N
_!.J([a,H,!c'.dl; [y ,y Jl=)J(y ,y )-h(n ,n )2:Jog[l+~ 

e s e s e s Zn2 

p +P 
¡ 2) 

2N !11 
o 

nats/simbolo. 

Dividiendo las ecuaciones anteriores por T =1121,1 segundos, obtenemos las 
• s 

tasas en nats/s. Esto completa Ja demostración del teorema 5.4. • 

De los teoremas 5.3 y 5.4, podemos notar que Ja razón entre SNRs 

efectivas del fi Jtro pasobanda y del fillro pasobaja es aproximadamente n/4. 

C. Filtros Diferenciador-Pasobajas 

Teorema 5.5: Para el canal de Ja Fig.5. l con entradas limitadas en amplitud y 

filtro diferenciador-pasobaja 11
0
([), la siguiente región es alcanzable 

8 41 pi) 
R :s!Jlog[l+- N , 

1 ne 
o 

nat/s. (5.16a) 

La demostración es muy similar a la de Jos filtros pasobajas. Usamos 

también las señales de entrada corno en (5.9) y la suma se pasa por, en este 

caso, un filtro diferenciador-pasobaja lo cual produce 
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B t 

p( tJ=lp•hl !tJ = ir2_4 t~ co~:nt1!·> 
s· 

Nótese que ~n esté ~aso pt t l es impar. y por lo tanlo una aplicación 

direcla del leore_ma _de Szego para calcular Cl delermiriante de la malrlz de 

transmisión:_es- . .-inapropiada.· Para resolver este problema, en luga1· de 

mueslrea·r··ja 'sal ida en lo's múltiplos de T 
6 

muestreamos en tiempo tk = kT,; + 

T /2, :: k=O, ·.-.1, N-1. Esl_o nos permi le obtener el si guienle veclor de 
s_ 

sal ida. 

y= .G' [a+b]+n 

donde n es el mismo como ·anles co.n variancia N
0

1J para cada componcnl<'. y G' 

liene la siguiénte fbrrna 

. { l/T, 
g; =p( (k-tlT +T 12l=_ -11/, 

k, 1 s s s 

o. caso conlrario 

• 
Obsérvese que la matriz G' tiene 1/T sobre su diagonal principal, -1/T 

s s 

sobre sus primeras subdiagonales (la superior y la inferior), y cero en las 

demás. Por lo tanto (l/N)log\G'\ 

caso se convierte en 

log( l/T l. La ecuación (5. 12] para este 
s 

Di vi di endo por T 
5
=1/21J, obtenemos las tasas alcanzables dadas en el teorema 

5.5. • 

Cuando P
1
1J/N

0 
es grande, (5. 16a) se convierte en 

(5. 16b) 
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SI comparamos las tasas alcanzables parn nmpl ltud l lmltarln con la región 

de capacidad para potencia limitada, se puede notar·- que Ju razón de SNH 

efectiva de (5.16b) sobre la de (5. 7b) es justamente 2e/n
3

, la misma que en 

el caso de filtros pasobajas. 

5.6 C0Nctus10N 

En esle capitulo hemos consider·ado los MACs de mayor importancia 

práctica: MACs de tiempo continuo con ruido Gaussiano espectral. Dos tipos de 

reslr-iccioncs de entradas son analizadas: potencias promedio y pico d<' 

amplitud. Para el caso primero, hemos encontrado la región de capacidud 

ut i 1 i zundo la expansión orlonormal de señales. La i nlerprelac i ón de 

"wul.er-filling" para las asignaciones "óptimas" de los espectros de potencia 

de las entradas "s muy inlt·resanle y t \(•ne implicaciones profundas par·a la 

codificación en >m canal de mul liacccso prácl ico. Para las entradas 1 imitadas 

en sus amplitudes, obtenemos algunas lasas alcanzables para ciertos filtros 

• las cuales son cercanas a las colas e:,leriorcs. La capacidad del canal de 

comunicación con amplitud limitada sir,ue siendo un problema abierto. 

~~~~ 
•"W¡;;¡o•.t 

:.~;ti~ 
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CAPITULO 6 

COMENTARIO Fl~AC\'C ? 

liemos presenlado un extenso esÚidlo sobre canales de mulllacceso desde 

el punto de vista de teorla de .informadón. Hemos tratado problemas 

fundamentales de las comunicaciones conflablés. en los canales de mulliacceso. 

Espcciricamente, nos Interesa encontrar las caracterizaciones simples de lu 

región de capucidad, así como los esqucmus de codificación y de 

decodificación tales que se alcance Ja capacidad. 

Cuatro diferentes modelos para los canales de comunicacion de 

mulliacceso han sido considerados. Los capílulos 2 y 3 se concentran en Jos 

Mi\Cs discretos sin memoria donde se dispone de un "canal lateral" lales como 

canal de real imcntación o canal de relevo, mientr·as que los capítulos ~ y 5 

anal izan los MACs con ruido aditivo Gaussiano donde c>:isle interferencia 

• entre símbolos (por medio de los filtros del canal) y rc:s\r·icciones sobre las 

entradas. Los resul tactos c;blenidos son muy interesan\ es y novedosos, los 

cuales extienden aquellos resultados de los canales punlo a punto clásicos, 

proporcionando implicaciones úli les en las comunicaciones prácticas de 

mul ti acceso. Los principales resultados se resumen a continuación. 

Algunas regiones de tasas alcanzables para MAC dm con diferentes señales 

de realimentación y un método de demostración novedoso y simple. 

Un nuevo modelo para MAC con relevo y algunas cotas interiores y 

exteriores para las regiones de capacidad (casos de MARC dm, MARC AWGN y 

MARC con real imentaciónl. 

Un nuevo modelo para MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita 

e interferencia entre símbolos. 

Una nueva definición alternativa con procesos para la región de capacidad 

de MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita. 

Región de capacidad para MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria 
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finita y entradas restringidas en.po.lenclas promedlo(por slmboloL 

Una reglón de tasas alca~zables para MAC Gau~slan~ d~ l1eiíi~{disÚct"O con 

memoria finita y entradas l lrrilladas en amplitud~ . 

Un nuevo mode 1 o para MAC Gauss I ano de llernp'> éoi\t!ri~o con ancho de banda 

limitada y entradas restringidas en pólen7Ía ·pr~medlo ~··en picos de 

amplitud. 

Región de capacidad para un conjunto de MACs paralelos Gaussianos. 

Región de capacidad para MAC Gaussiano espectral de tiempo continuo con 

entradas restringidas en pal.encía promedio. 

Inler·pretaciones de "waler-fí 11 ing" pv.ra la codificación óptima de 

mulliacceso con y sin compartimiento dP liempo. 

Hc¡:,iones alcanzables de MAC Gaussiano de tiempo con\ inuo y con entradas 

1 i mil ad<1s en pico de ampl it.ud para 1 os f i llros paso bajas, paso banda y 

diferenciador-pasobajas ideales. 

Algunos problemas que siguen estando abiertos después de esla 
• investigación son: 

1) Caracterización completa de las regiones de capacidades para los MACs con 

real imenlación y con r·elevo. 

2) Caracterización simple de la región de capacidad para MAC Gaussiano 

espectral con dos di ferenles filtros de 1 canal ll. c. , H 
1 

( fl otl/
2 

( f)). 

3) Región de capacidad para MAC Gaussiano espectral con entradas limitadas en 

pico de amplitud. 

Según el autor, el primero y el tercero pertenecen a problemas que hE(n estado 

abiertos durante mucho tiempo en la teoría de información. El segundo es 

meramente un problema de optimización. 

Las regiones de capacidad de los canales de mu! ti-terminal con canales 

laterales son generalmente difíciles de determinar debido a la información 

lateral que les proporcionan los canales laterales (y por lo cual los 

codificadores pueden cooperar de alguna manera). Se puede ver que la mayoría 

de Jos resultados para este tipo de canales han recurrido al uso de variables 

~;tjpP"!'-z::~ 
~ ..... -·-·-
: ... :;_~J.:~ 

- ~=!-~ ~; ,J 
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alealorlas auxiliares para "simular" Información lateral (y aumentar la 

reglón de tasas alcanzables): Codificación Markovlana de bloqu"s sobrepuestos 

(SBMEJ es un método tlplco en el cual la Información nueva y la lnform::1clón 

pasada (de los bloques prevlous) se encadenan o lnterTelaclonan a fin de 

explotar la 1 nformaclón lateral. Sin embargo, este proceso de "cooperación" 

sólo se realiza a nivel de bloque, o mejor dicho, las variables auxiliares se 

usan solamente para resumir la información laleral "útil" obtenida en el 

último bloque len lugar de toda la Informar.Ión laleral disponible hasla el 

momento). Por otro lado, si simuláramos o explotáramos toda Ja información 

lateral disponible, ¿cuántas variables auxiliares se necesilan para hacerlo? 

(¿Infinitas?) y ¿cuál es la información úlil? a fin de tener una 

caracterización simple (single leller·) de Ja región de capacidad. 

Es de J conoci mi en to común que general menle e;: is\.cn caracleri zaci oncs 

simples de las capacidades lo rc¡,ioncs de capacidad) para Jos canales 

discretos sin memoria (excepto algunos canales de multilel'lninal ), y¿ poi· qué 

no existen lo son tan dlfiles de encontrar) para Jos canales discretos sin 

memoria con información o canal lateral ? Según la opinión del autor, esto se 

debe a que con Ja información lateral o canales laterales, estos canales se 
• convler·ten implícitamente en canales "con memoria" (aunr¡u0 originalmente sean 

discretos sin memoria), y las capacidades de los canales con memoria 

generalmente son dlficiles de caracterizar con una sóla letra. 

Lo anlct·ior· no quiere decir que sea imposible encontrar· 

ca1·acterizacioncs simples de las capacidades; Jo que falla son herramientas y 

métodos nuevos. 

Una técnica interesante que difiere un poco de las anteriores fue 

propuesta por Han en [46] para canales de dos direcciones. 
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