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ABSTRACT

Chao-Ming Zeng,
"Information Theoretic Study of Multiaccess Communication Channels,"”

Ph.D. dissetation,

Graduate School of Engineering, National University of Mexico, April 1889.

Multiaccess communications is a very interesting problem for both, the
communication system designers and the inf'ormation theorists. The information
theoretic approach to multiaccess problem began with a now well-known coding
theorem developed by Ahlswede and Liao, which deals with the fundamental
problem of how much data or information can reliably be communicated from

various terminals to a common receiver over a noisy multiaccess channel.
L]

In this thesis a variety of multiaccess channels are studied from the
point of view of multi-user information theory. First we consider a discrete
memoryless multlaccess channel where the transmitters can observe different
feedback signals from the output. Using the backward decoding and
superposition block Markov encoding scheme, new achievable rate regions are
obtained for a class of the generalized feedback channels. Our rate regions
are larger than those previously presented in the literature and their
characterization is very simple.

Next, the multiaccess problem with relay is formulated. For this channel
(named multiaccess-relay channel), some tight inner bounds (achievable) and
outer bounds to the capacity region are derived. The obtained result has an.
interesting interpretation for the case of an additive white Gaussian noise
channel.

Finally we deal with Gaussian multiaccess channel with intersymbol
interference and constrained inputs, which is in practice of great interest.
The proposed channel model can be described as follows: the sum of two input

signals is passed through a linear filter and added to a Gaussian noise of
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RESUMEN

Un canal de multiacceso (MAC) consiste en dos (o mas) transmisores y un
sélo receptor. La teoria de informacién de multiacceso trata el problema
fundamental de cuénta informacién (o datos) se pueden enviar confiablemente
de los transmisores al receptor a través del MAC ruidoso, o sea, se encarga
de encontrar la region de capacidad del canal. Este enfoque empezd en 1972
con un tecrema de codificacién para MAC discreto sin memoria,
desarrollado por Ahlswede y Liao.

En esta tesis, estudiamos tres diferentes situaciones de MACs desde el
punto de vista de la tecria de informacién de multiusuario: MAC discreto y
sin memoria (dm) con diferentes sefiales de realimentacion, MAC dm con relevo,
y MAC de ruido aditivo Gaussiano con memoria y restricciones en las entradas.
Basado en los modelos propuestos, se obtienen los siguientes resultadoes que
se agrupan en los capitulos 2-5 de la tesis, respectivamente.

Capitulo 2: Utilizando las técnicas de codificacién Narkoviana de bloques
sobrepuestos y decodificacidén regresiva, se establecen regiones nuevas de
tasas alcanzables para MAC dm con diferentes sefizles de realimentacién, las
cuales son mayores gue los resultados presentados previamente en la
literatura, y sus caracterizaciones son simples.

Capitulo 3: Para el MAC con relevo, presentamos algunas cotas interiores
(tasas alcanzables) y exteriores de la regién de capacidad. Los resultados
tienen interpretaciones interesantes en el caso de ruidos aditivos Gaussianos
y blancos.

Capitulo 4: Para el MAC Gaussiano de tiempo-discreto y con memoria finita que
representa interferencia entre simbolos, se obtienen regién de capacidad con
entradas restringidas en potencias promedio y regién de tasas alcanzables



para entradas limitadas en picos de amplitud. Nuestra técnica se basa en una
definicidn nueva y equivalente para la regién de capacidad (definicién con
procesos en lugar de la definicién estandard), paralela a la de Khinchine
para los canales clasicos de punto a punto, lo cual permite simplificar las
derivaciones usando so6lo algunas propledades sencillas de las tasas de
entropia de los procesos estacionarios.

Capitulo 5: En el caso de los MACs Gaussianos de tiempo-continue, primero
establecemos un teorema de codificacién para las entradas limitadas en
potencias promedio, utilizando el método de 1la expansién ortonormal de
sefiales y un resultado para un conjunto de MACs paralelos discretos en el
tiempo. La regién de capacidad para diferentes filtros del canal se puede
calcular facilmente mediante el método 1lamado "waten-filling" ("llenado con
agua"), similar al caso de los canales Gaussianos de punto a punto. En el
caso de las entradas limitadas en sus picos de amplitud, se derivan las tasas
alcanzables con tres tipos de filtros: pasaba ja, pasabanda, y
diferenciador-pasabaja. Finalmente analizamos las degradaciones de los
desempefios debido al uso de restricclones mas estrictas, 1.e., restricciones
de pico de amplitud en lugar de potencias promedio.

La mayoria de los resultados son nuevos y originales, y el trabajo
complementa y extiende los resultados clasicos para los canales de punto a
punto, proporcionando una visién profunda y un mejor entendimiento de las
comunicaciones de multiacceso, tépico de gran interés actual.
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arbitrary spectral density, the inputs nre subject to elther mnn average-power
constralnt or a peak-ampl ftude constraint, The onalysis Is carrled out both
In discrete-time and conlinuous-time:

1) For the discrete-time Gaussian mulllaccess channel with finite memory,
capacity reglon for power constrained case and achlievable rale reglon for
amplitude constrained cuse are derived. Our technique Is based on a novel
process definition of the capaclty region, parallel to that given by
Khinchine for single inpul channels. This approach simplifies the derivation
because only stmple properties of entropy rates of slationary random
processes are used.

ii) For continuous-time (waveform) Gaussian multiaccess channel, capacily
region is obtauined based on the approach of orthonormal expansions of
wavef'orms and a resull for parallel, discrete-time Gaussian multiaccess
channels. Our result shows that for Gaussian multiaccess channels, there also
exists a so-called "walen=[itling” interpretation for the multi-user encoding
scheme, similarly as in Lhe classic (single inpub) Gaussian channel. In the
amplitude constrained case, achievable rate regions are also {ound for
certain filters (low-pass, bandpass and differentiator-low-pass) which are
fairly close to the correspomding power constrained capucity region (they

serve as ouler bound to the amplilude constrained capacity region).

Seme of our results resemble those of classic single input channels and
provide useful insights into the practical multiaccess communications, a

topic which is currently of great interest.

A version in English of this thesis is also available.

Address:
Chaoming Zeng
National University of Mexico
Graduate School of Engineering
P.0. Box 70-256
04510, Mexico D.F.
MEXICO
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RESUMEN

Un canal de multiacceso (MAC) consiste en dos (o mas) transmisores y un
s6lo receptor. la teoria de informacién de multiacceso trata el problema
fundamental de cuanta informacién (o datos) se pueden enviar confiablemente
de los transmisores al receptor a través del MAC ruidoso, o sea, Se encarga
de encontrar la regién de capacidad del canal. Este enfoque empezé a ser
estudiade en 1872 con un teorema de codificacién para MAC discreto sin
memoria, desarrollado por Ahlswede y Liao.

En esta tesis, estudiamos tres diferentes situaciones de MACs desde cl
punto de vista de la tecoriae de informacién de multiusuario: MAC discrelo y
sin memoria (dm) con diferentes sefales de realimentacién, MAC dm con relevao,
y MNAC de ruido aditivo Gaussiano con memoria y con restricciones sobre las

entrada‘s. Basado en los modelos propuestos, se obtienen los siguientes

resultados principales:

1) Utilizando las técnicas de codificacidn Markoviana de bloques sobrepuestos
y decodificacion regresiva, se establecen regiones nuevas de tasas
alcanzables para MAC dm con diferentes sefiales de realimentacién, las cuales

son mayores que los resultados presentados previamente en la literatura, y

sus caracterizaclones son simples.

2) Para el MAC con relevo, presentamos algunas cotas interiores (tasas
alcanzables) y exteriores de la regi6én de capacidad. Los resultados tienen

interpretaciones interesantes en el caso de ruido aditivo Gaussiano y blanco.

3) Para el MAC Gaussiano de tiempo discreto y con memoria finita que
representa interferencia entre simbolos, se obtienen regién de capacidad con
entradas restringidas en potencia promedio y regién de tasas alcanzables para
entradas limitadas en pico de amplitud. Nuestra técnica se basa en una
definicién nueva y equivalente para la regién de capacidad (definicién con
procesos en lugar de la definicién estandar), paralela a la de Khinchine para

los canales cléasicos de punto a punto, lo cual permite simplificar las
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derivaciones usando sb6lo algunas propledades sencillas de- las tasas de

entropia de los procesos estacionarlos. +

4) En el caso de los MACs Gaussianos de tiempo continuo, primero establecemos
un teorema de codiflcacién para las entradas limitadas en potencia promedio,
utilizando el métode de la expansién ortonormal de sefiales y un resultado
para un conjunto de MACs paralelos discretos en el tiempo. La regi6n de
capacidad para diferentes filtros del canal se puede calcular féacilmente
mediante el método llamadeo “walen-{illing" (llenado con agua), similar al
caso de los canales Gaussianos de punto & punto. En el caso de las entradas
limitadas en sus picos de amplitud, se derivan las tasas alcanzables con tres
tipos de filtros: pasobaja, pasobanda, y diferenciador-pasobaja. Finalmente
anal izamos las degradaciones de los desempefios debido al uso de restiricciones

mas estriclas, {.e., restricciones de pico de amplitud en lugar de potencias
promedio.

La mayoria de los resultados son nuevos y originales, y el lirabajo
complementa y extiende los resultados clasicos para los canales de punto a
punto, ,proporcionando una visién profunda y un mejor entendimiento de las

comunicaciones de multiacceso, topico de gran interés actual,
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‘ _CAPITuLb‘1

INTRODUCCION

1.1 CoMuNICACION MULTIUSUARIO Y TEORIA DE. INFORMACION

Durante los ultimos veinte afios, ha habido un gran avance en los campos
de tecnologias y sistemas de comunicaciones para satisfacer las demandas
crecientes de comunicacién. Ejemplos son los desarrollos de sistemas tales
como ISDN (Redes Digitales de Servicios Integrados), LAN {Redes de Area
Local) y redes de radios paquetizadas (packet radio networks). En estos
sistemas generalmente existe mas de una fuente de datos, o mas de un canal
entre dos terminales. Debido a las limitaciones de la teoria clasica de
comunicaciones entre punto y punto para tratar tales situaciones, se
inLrodeo el concepto de comunicaciones multi-usuario o multi-terminal,

Por otro lado, un enfoque general para las comunicaciones multiusuario
es extremadamente dificil, y a veces es conveniente aislar cada uno de los
problemas a ser estudiado. Entre los modelos basicos de los canales de
comunicacién de multiusuvario, mencionamos los siguientes: canal de
multiacceso (MAC), canal de difusién, canal con relevo, «canal con
interferencia, canal con realimentacién, y canal bidireccional (two-way
channel). Conceptualmente, un MAC consiste en dos o mis transmisores y un
receptor, lo cual se modela como se ilustra en la Fig.1.,1. En cambio, un
canal de difusién consiste en un transmisor y dos o mas receptores, lo cual
se modela en la situacién como se muestra en la Fig.1.2. Un canal con relevo
se refiere cominmente a un canal de punto a punto con "repetidor" (o estacién
de relevo), tal como se muestra en la Fig.1.3. Un canal de interferencia
modela el caso donde varios transmisores tratan. de enviar mensajes a sus

respectivos receptores sobre un sélo canal, y por consiguiente existe

interferencia entre ellos. Un modelc de canal con realimentacién se usa para .-

la situacion de comunicacién entre transmisor y receptor, donde el transmisor




'puede observar la-sefial de 531143 (i.e., existe un canal en la direccién
opuesta).. Finalmente un canal:de dos dlrecclones consiste en dos terminales,
cada una de- las cuales terminal {ntenta’ enviar mensajes a la otra. a través

del mismo canal, pero-en la diréccién contraria.
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Fig.1.3 Canal con relevo

La demanda de la capacidad de comunicacién continda creciendo como
consecuencia de los aumentos explosivos del numero de usuarios o terminales
del sistema, asi como de los tipos de servicio. El disefiador del sistema de
comunicacién est4 ahora presionado a mejorar el desempefio del sistema. Esto
es, €1 trata de maximizar la tasa de transmisién de la infofmacién a través
del canal disponible sujeto a algunos requerimientos de la confiabilidad del
mensaje, y por lo tanto utiliza técnicas mas complicadas. Hasta este punto,
seria razonable preguntar si existen limites en las iransmisiones confiables

de informacién, y si existen, como se puede disefiar un sistema tal que su




deqempohore nprox!mc a estos ]imiteq. Ln Pespuogtn 0 eﬂlur Luc%Lloncs Cb cl;
lcnm ccntml de 1a Leorla dc lnf‘ormnclén. 1o cunl’” hn d(.‘:.t.'mpeﬁudo un popel
crucinl en ¢} discfio y el dcrurrollo do muchos s!qlcmub, cmpczundo conAcli‘
“urticulo fundamentnl de Claude Shqnnon cn 1948, "A Malhematlcal - Theory of
Communication” [1]. : _
La rama de la teoria de informaclon que estudia sislemas de comunicneion
de usuarios maltiples se conoce como teoria de informacion de multiusuario, y
ha atraido mucha atenci6on de los investlgadores del campo en los ultimes
afios. Para una introduccién y un resumen de esia rama, los arliculeos dc van
der Meulen 12) y de El Gamal y Cover [3] son excelentes referencias.
En esta tesis, nos concentramos en uno de los problemas mas importantes
¢ interesantes (tanto en la teoria como en la practica): el canal de
- multiacceso. La necesidad de multiacceso se origina en siluaciones donde hay
miltiples transmisores {generalmente distanles y por lo tanle independicntes)
y un solo receptor. La seflal recibida esta contaminada lanto por el ruidoe
como por la inlerferencia entre los transmisores. Usualmente hay una pequefia
cantidad de realimentacién desde el receptor hacia los transmisores. Esle
tipo de medelo es apropiado para el enlace superior de una red de satéliles,
para una red de radio donde existe un repetidor central, asi come para los
traficos a un nodo central en una linea telefénica de "mullidrop™.

Hablando de los cunales de mulliacceso, cabe sefialarr que actualmente
existen tres areas de investigacién en MAC: resolucion de colisiones, teoria
de informacicén de multiacceso, y spread spectrum. Cada una de ellas procede
en aislamiento virtual de las otras y usan mcdelos totalmente diferentes,
aunque se trata de la misma situvacién de comunicacién. Como indicé Gallager
en {4}, la mayor diferencia entre el método de resoluci6on de colisiones y el
de teoria de informacién es gque el primerc siempre se ha enfocado en las
llegadas intermitentes o de rafaga (bursty arrivals) de los mensajes y la
interferencia entre los transmisores, pero se ha ignorado el ruide del canal
(i.e., se supone que un mensaje se recibe correctamente en la ausencia de
colisiones e incorrectamente en el caso contrario), y en el ultimo método,
los aspectos del ruido y de la interferencia se modelan adecuadamente, pero
se ignoran las llegadas aleatorias de los mensajes. Esta tesis pertenece al

altimo.

A lo largo de esta tesis, s6lo consideramos los MACs con dos




traném{éébes; en primér lugar, porque s¢ pueden.genera1iiar'o extender de

. _alguna forma & MACs con cualquier numero ‘de transmisopgs} y-en-segundo lugar,
“élios son esenciales para entender el MAC, » : k:k

Uno de los conceptos novedosos en la teoria de MAC, lo cual difiere de

los canales de punto a punto, es el concepto de regionvde:capacidad. En un

"MAC, existen ‘dos transmisores, y por lo tanto no-  podemos hablar de la

capacidad del canal la cual es s6lo un numero real. En lugar de capacidad,

buscamos una ‘regién de capacidad", la cual caracterice todas las

posibilidades de comunicacién (i.e., todos los pares de tasas) entre un par

de usuarios. Este concepto se definira posteriormente. |

1.2 TRABAJDS ANTERIORES

El primer estudio scbre canales multiusvario fuc el trabajo de Shannon
de canales bidireccionales [5] en 1961. Pocos trabajos sehicieron
posteriormente, hasta la investigacion de Cover en 1872 sobre los canales de
difusié% [30] y los resultados basicos que vamos a deseribir en seguida.

Uno de los resultados mas importantes en el campo de los canales de
multiusuario después del articulo de Shannon [1] es sin duda alguna el
resultado de caracterizacién simple de la regién de capacidad de MAC discreto
sin memoria, presentado por Ahlswede en el Tsahkadsor Symposium [6)] en 1971.
Liao obtuvo también el mismo resultado en su tesis doctoral {7]. A partir de
ese momento, muchos trabajos se han concentrado alrededor de este campo.

Ulrey (8] generalizé formalmente el teorema basico de codificacién para
MAC con mas de dos eniradas. La regién de capacidad de MAC con ruido aditive
Gaussiano y blanco y entradas restringidas por potencias promedio fue
determinada por Cover [9] y Wyner [10],

Una propiedad sorprendente de un MAC sin memoria es que la
realimentacién puede aumentar la regién de capacidad, lo cual difiere del
canal cldsico sin memoria donde la realimentacién no aumenta la capacidad
(demostrado por Shannon [111 y Dobrushin [12]). Este hecho fue mostrado
primero por Gaarder y Wolf [13]. Posteriormente, Cover y Leung dieron una

regiéon de tasas alcanzables bajo la condicién de realimentacién "perfecta" en

3
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,[idl'dbnéé‘sé iﬁtrddﬁjo éirconcepto de. codificacién Markoviana de bloques
 sdbbepﬁé§@6§;fMa§1£arde,'Varios trabajos como los de Dueck [15], de Carieial
tléjffdé*“ilfems y van der Meulen [17] mostraron que la regién obtenida por
Covervy‘Leung también puede ser alcanzada con realimentacion parciml (i.e.
sb]o'un transmisor recibe la reallmentacion). Para clertas clases de MAC,
Willems (18] demostrs que dicha regién coincide con la regién de capacidad

con reallimentacion.

El MAC donde los transmisores reciben diferentes sefinles de
realimentacién fue estudiade por King [18] y generalizado por Carleial en
{16). Después, el resultado de Carleial fue mejoradoe por Willems, van der
Meulen y Schalkwijk en [20].

La determinacién de la regiéon de capacidad del MAC con ruido aditivo
Gaussiano y blanco y con realimentacién perfecta sc debié a Ozarow (21,
utilizando codificacion deterministica, método similar al de Schalkwijk y
Kailath {521, I53].

Alpgunas situaciones de MAC con fuentes o codificadores correlacionados
también han sido estudiadas. Slepian y Wolf [22] introdujeron el MAC con
entradas de codificadores correlacionadas (de fuentes independientes). El MAC
con fu;ntes arbitrariamente correlacionadas fue investigado por Cover, El
Gamal y Salehi en [23). Otra situacién donde las salidas de los codificadores
estdn correlacionadas (llamada MAC con "cribbing encoders") fue estudiada por
van der Meulen [2]. Este problema ha sido resuelto en un trabajo reciente de
Willems y van der Meulen [24].

Se ha analizado también el problema de sincronizacion en el MWAC.
Implicitamente, un modelo de tiempo discretoc de MAC supone que el canal tiene
sincronizacién perfecta tanto de simbolos como de fases entre transmisores y
receptores. Cover, McEliece y Pesner [25]) mostraron que con una cantidad
acotada de incertidumbre en temporizacién entre los transmisores, la regién
de capacidad es la misma que con sincronizacién perfecta. Para incertidumbre
completa en temporizacién, por otra parte, se ha demostrado (por Hui y
Humblet (28], y Poltyrev [27]) que la regién de capacidad es la unién de las

-regiones alcanzables, en lugar de sus coberturas convexas (convex hull),
porque el compartimiento de tiempo no se puede aplicar en el caso de

asincronia total.



1.3 MoTivAcion v OBJETIVO +

Para los clentificos, la teoria de Informacién puede Justificarse sb6lo
por su contribucién a un mejor entendimiento de las leyes naturales. Para los
ingenieros (como nosotros}), sin embargo, la teoria de Informacién debe de ser
Justificada ademés en base de sus aplicaciones. Los beneficios que da la
teoria de informacién a la ingenieria abarcan desde los procedimientos
especificos de diseno hasta la definicién de las direcciones generales de la
evolucién del area.

Una razéon mas importante para estudiar la Leoria de informacién es por
su implicacién en el disefic de los sistemas de transmisiédn de informaciodn
Por ejemplo, los sistemas de comunicacion digital punto a punto (incluyendo
comunicaciones por satélite, modems para lineas lelefénicas, y sistemas de
alwmacenamiento magnético) usan ahora ondas sofisticadas ¢n las cuales las
secuencias de datos estan encadenadas de forma compleja. No transmitimos ni
recibimos siempre un bit por cada intervalo de tlempo; sino que transmitimos
y recigimos, en un nivel mas alto, paquetes de bits. Mas aun, la teoria de
informacién nos dice cuanto nos falta para mejorar el desempefio del sistemo.
Un ejemplo es la famosa formula de Shannon para la capacidad de upn canal con

ruido aditivo Gaussiano y blanco, establecida en 1948 [1],
C-= lJlog2[1+S/(NOW)] {bps).

Para canales telefoénicos de voz (ancho de banda 2 2400 Hz), la capacidad
Vteérica que se estimd es de aproximadamente 25,000 bps (la "cutoff fate" es
menor). Comparando con las tasas de los modems para canales de voz las cual
se han incrementado desde tipicamente 4,800 y 9,600 bps en los afios pasados
utilizando técnicas de modulacién de amplitud en cuadratura (QAM), a tasas de
14,400 y 19,200 bps utilizandovtécnicas de constelaciones grandes de seiales
y de codigos de correccién de error (Trellis-Coded Modulation), podemos ver
la tendencia en el desarrollo de los modems cuyas tasas son cada dia més
cercanas a los limites teéricos.

Sistemas multi-terminal de comunicacién digital son mucho mas




complicados que los sistemas de'comun}cacibh punio a. punte, y su Leoria no se
conoce blen aun. Actualmente muchos sistema'é multiterminal se¢ desarrollan en
forma "arbitraria", mientras los tebricos tratan’ de proporcionar un nuevo
enfoque para ayudar a los disefiadores con ldeas y métodos novedosos.

Aunque el MAC es el mas estudiado (comparade con otros canales
multiterminal), algunos problemas siguen estando ablertos. Un problema que
todavia no se ha resuelto es la caracterizacién de la reglén de capacidad del
MAC discreto sin memoria con realimentacién. Hasta hoy, solamente se conoce
algunas regiones aicanzables como Jla de Cover y Leung. En un MAC con
diferentes sefiales de realimentacién, el problema es atn mas dificil.

Otra cuestiéon es el establecimiento del desempefio de una estaciéon de
relevo en un esquema multiacceso. Especificamente, supongamos que clerlas
terminales quieren enviar mensajes a una estacion central remota a través de
un canal, como la sefal recibida en el centro es demasiado "débil" (y
consecuentemente baja la Lasa de transmision), puede ser deseable colocar una
estacion de relevo situada entre los transmisores y el receptor central para
auxiliar a las transmisiones. Ahora la situacién se complica, porque la sefial
recibida en el centro es una versién contaminada (por ruide) de la sefial de
relevo Xnterferida por lag sefales de los transmisores. ¢Seria util el relevo
en cste caso? En otras palabras, ¢pueden los iransmisores mandar sus mensajes
mas rapidamente utilizando el relevo que sin el relevo?

Los estudios de MAC con alfabeto continuo (por ejemplo, un AWGN MAC) son
todavia incompletos. Hasta hoy, s6lo los AWGN MACs sin memoria han sido
considerados, y poco se sabe del MAC Gaussianc con memoria, lo cual presenta
serios problemas, tales como interferencia entre simbolos.

Esta tesis se dedica a estudiar alguno de estos problemas en el contexto

de los siguientes modelos:

1) MAC discreto sin memoria (dm) con diferentes sefiales de realimentacién

(tanto bilateral como parcial).

2} MAC sin memoria con relevo, incluyendo MAC dm con relevo{ MAC con ruido
aditivo Gaussiano y blanco (AWGN) y con relevo, y HMAC dm con relevo y

realimentacién.

3) MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita y entradas restringida

en potencia promedio o en picos de amplitud (el proceso del ruido Gaussiano




es de densldad espectiral de potencia arblitraria).

4) MAC Gaussiano de tlempo continuo con restriccioéon de;potencla promedio o de

plicos de amplitud para las entradas {también ancho de banda restringide).

Estos cualro modelos se disculen en los capitulos 2-5, respectivamente,
obteniendo algunos resultados interesantes. E1 capitulo 6 conliene
comentarios f{inales sobre los resultados obtenidos, asi comoc algunos

problemas ablertos y sugerencias para investigacién futura.



CarPiTuLO 2

CANAL DE MULTIACCESO DISCRETO SIN MEMORIA CON REALIMENTACION

En algunos medios de comunicacién préactica, particularmente en los
sistemas de mulliacceso, a veces esta disponible para los transmisores
realimentacién de la salida del canal. Este capitulo trata del MAC discreto
sin memoria con realimentacién. La seccion 2.1 introduce el MAC dm con
algunas definiclones importantes, asi como resultados basicos acerca de
secuencias tipicas. El MAC con realimentacién perfecta se discute en la
seccion 2.2 donde presentamos una demostracion nueva y simple del resultado
de alcanzabilidad de Cover y Leung. Técnicas como codificacidn Markoviana de
blogues sobrepuestos (superposition block Markov encoding o SBME) vy
decodificacidn regresiva (backward decoding) son también descritas. En la
seccidén 2.3, establecemos algunas nuevas regiones de tasas alcanzables de MAC
dm ccn. diferentes sefiales de realimentacién. La seccién 2.4 concluye el

capitulo con algunos comentarios.
2.1 MAC DiscrETO SIN MEMORIA

Denotemos un MAC dm con (lefxa, p‘(y]xl,xz), Y}, donde il.’1 v iI2 son los
alfabetos de entrada, Y es el alfabeto de salida, y p'(y]xl.xz) es la matriz
de probabilidades de transicién del canal para xlefl'l, xzefrz, y ye¥Y. El canal

es discreto en el sentido de que I1’ Iz' Y son conjuntos finitos o contables.

k A : . . .
Sea a = (al, ay e ak)', el canal se dice que es sin memoria si
kK _k k-1
Pr X, X =Fr
(ykl pXey ) (yklxik.xzk)

para todas las k, donde X+ X, ¥y son las entradas y la salida del canal
en el tiempo K.




Un codigo

. 1, Hz" N), consiste en
1) dos cqﬁjﬁnt;‘os' e'en

Tos conJuntos de mensajes

2) dQs_ Af‘iun‘éippgs“ de: ch_ifi}ca&if‘(&h‘,,i .
ro M —>:x" ‘.‘f‘- M — ot y
17T 1" - N 2’
3) una :[‘uncibn' de decodificacién -
c Y M oxA
a: A
Las lasas (en nats/uso de canal) de este codigo estén definidas por

Al Al
ro= —1ogH1, y r,= Nlogﬁz.

=

Se supone que en el Iinicio de cada bloque de N usos de canal las fuentes
1 y 2 producen enteros aleatorios w1EM1 y szMa’ respectivamente, cada pareja

(wl,wz) con probabilidad 1/(H1H2). Entonces la probabilidad de error promedio

del codhgo se puede definir como

N A N -1 - -
Pc = Pr{gl(y )*(W‘,Wz)) il )X Pr{g()m)szz,wa)jwi—wl, Wz—wa}.
12 0 =1,0,21

1

Un par de tasas (R1’ Ra) se dice que es alcanzable para un MAC dm si
para cualquier £>0 y N suficientemente grande, existe una sucesién de cédigos
(Mz' M, N) con tasas

L

R = Zlogh , y stN

log]‘lz,

tal que P = g.
La region de capacidad € se define formalmente como la cobertura convexa
(convex hull)1 del conjunto de todos los pares de tasas alcanzables (R1' Rz‘).'

Por el argumentc de compartimiento de tiempo (time sharing), no es dificil

La cobertura convexa de un conjunto de puntos A es la interseccldn de todos
los conjuntos convexos que contienen A, y se denota usualmente como co(A).
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ver que la cobertura convexa de cualquier regién alcanzable es también
alcanzable en un MAC. -

Para demostrar teoremas de codificacién (parte positiva o alcanzable),

necesitamos algunos resultados sobre secuencias tipicas cual se describen a

,(1) (2) (M

continuacion. Sea (X e } una coleccion finita de variables

aleatorias discretas con alguna distribucién conjunta fija

(2
p(x(l),x(?.)’“”x(r‘)) (1),)‘,(2)'. IK)) c XH) )x...xX(R). Denote

con S a un subconjunto ordenado de estas variables aleatorias (con el

, para (x

correspondiente conjunto de alfabetos ¥}, y considere N coplas independientes

de S (denotado por S). Entonces

R . N
Pr‘(S—s)—‘U NPHSi_Sl)' se¥f .

~Sea la entropifa de la variable aleatoria §

H{S)=- ¥ Pr{S=s}log(Pr{s=s});
s5€S

por lad¥ey de los grandes nimeros,

N
~HlogPr(s} = —% L logPriS } — H(S),
{=1

con probabilidad uno.

Definicién 2.1: El conjunto AS de secuencias (de longitud N) e-tipicas esta

definido por
K
—ﬂ (x{ g2 gty B {(x(:)'x(z)““'x( N,

I—%log(Pr{S=s))—H(S)!5e, v s;(x“’,x‘z’,...,x“’}}.

A esta clase de secuencias tipicas, a veces se le conoce como secuencias @
tipicas en entropia [31], y se usan frecuentemente en la literatura; tienen
la ventaja de que se pueden generalizar facilmente a modelos con memoria y
con alfabetos continuos (o abstractos). Un resultade basico que vamos 'a

necesitar es el siguiente lema.

11




Lema 2.1 (ver [3],(32]): Para cualquier &>0,
1) s € AE(S) == exp(-N(H(S)+c5) s Pr{S=s} = exp(-N(H(S)-¢)).

) (2) (x)
XS, X Ty (si,sz) € AE(St,Sz), entonces

2) si Si. S2 S {X
exp(-N(I(S_|S,)+2¢)) = Pris =5 |S =5} = exp(-N(H(S |S )-2c)).
Ademas, para N suficlientemente grande, se cumple

3) Pr{ﬂc(S)) = 1-g,

4) (1-elexp{N(H(S)-£)) = UAC(S)H = exp(N(H(S)+£)),

donde

l-“ denota la cardinalidad de un conjunto; en la desigualdad derecha de
4), no se requiere que N sea grande.
Un resultado fundamental para MAC dm es el siguiente teorema de

codificacion establecido por Ahlswede [6] y Liao [7].

Teorema 2.1: la regién de capacidad del MAC dm (xlxmq, p'(ylxl,xz). Y} esta

dada por

€ = co{(Rl,Rz): OsR=I(X;Y|X)), OsR=I(X;Y|X), R+RsI(X X;Y)  (2.1)
L}

sobre todas p(xl,xz,y)=p(x1)p(x2)p (ylxl.xz) },
donde co{ } denota la cobertura convexa de la unién de regiones sobre todas
las distribuciones conjuntas de las entradas que tienen forma de producto
p(xl.X2)=p(Xl)p(x2). i.e., para entradas independientes.

Este teorema se puede demostrar facilmente aplicando el lema 2.1 para su
parie de alcanzabilidad y la desigualdad de Fano [33] para su parte conversa

(ver, por ejemplo, [31). En seguida consideramos el MAC dm con

realimentacién.

2.2 MAC coN REALIMENTACION PERFECTA

En la Fig.2.1 se muestra un MAC dm con realimentacién perfecta, i.e., .

los transmisores pueden observar la sefial de la salida Y {con una unidad de

tiempo de retraso). Un cédigo (HI, Mz' N) para este canal es similar al que

dimos anteriormente para MAC dm (sin realimentacién), excepto que las
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funciones de codificacion’ c:ambia:nighgrjak'a
s Sy 55._ B ) R
X, = LWL YT L, kel N,

donde Wl e {1, 2, .;‘. Hl} son los mensajes a transmitir.
Una regién de tasas alcanzables esta dada por el sigulente teorema.

Teorema 2.2: Para un MAC dn (Iixxz,p'(y]xl.xz).y}. la regién de tasas
ER={(R1.R2): OsR <I(X i Y|X,U), O=R<I(X_;Y|X ,U), R+R=I(X,X:Y) (2.2)

sobre p(u,x‘,xz,y)=p(u)p(x1|u)p(x2‘u)p'(y{xl.xq)}
es alcanzable con realimentacién parcial, doonde UeU es wuna variable
X Y .
[« J2 01, Y]+

Notas: Sc puede ver que esta regién es mayor que la regién de capacidad sin

alealoria auxilar arbitraria con ﬂMHSmin(“II

realimentaciéon dada por (2.1), porque con U=constante, (2.2) se convierte en
(2.1). Agui la convexificacién (o tomar la cobertura conveéxal) es innecesaria
debido a que la regi6n (2.2) ya es convexa.

EXe teorema Tue demostrado originalmente por Cover y Leung 114] para ¢l
MAC con realimentaci6on perfecta en dos lados (i.e., realimentacion para ambos
transmisores) utilizando el método de codificacion en lista e indexamiento
lexicografico (1ist coding and lexicographical indexing). En [17] se present6
una demostracién para el caso de realimentacién parcial utilizando el mélodo
de particién no aleatoria y decodificacién restrictiva. Como se mostréd en
[18], esta regi6n coincide con la regi6én de capacidad real si por lo menos
una entrada esta completamente determinada por la otra entrada y la salida

(i.e., xi=f(xj,y), i#zj, y f(+) es un mapeo deterministico).

retraso
unitario
X
ik
wl—éﬁEnc 1 y
k . PN
*
X X > ecC w
%, p*(y] . 2) Dec {— (wl. 2)
%) Enc 2
2
[ retraso

unitario|

Fig.2.1 Canal de multiacceso con realimentacién perfecta
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Frecuentemcnte se usa ler codificacién Markoviana de blogues sobrepuestos
(SBME) para demostrar teoremas de codificaclén para canales multiterminal con
“informacién o canal lateral" (side information o side channel) tales como -
canales con realimentacioén, con "cribbing encoders" , y con relevo, etc.. La

idea Dbasica,

introducida por Cover

y Leung 1[(14] para el MAC con
realimentacién perfecta, es la sigulente,
Considere un numero grande B de bloques {(ver la Fig.2.2);

En el (b=1, 2,

cada bloque

consiste en N usos del canal. bloque b ., B-1), los

transmisores mandan "informacién fresca" (freah iaformation) al receplor con
una tasa que es demasiado alta para permitir decodificacién confiable. La
ambigliedad remanente sc puede eliminar si los Lransmisores mandan informacién
de resolucion (nesolulion infanmalion) en el siguiente bloque b+1 al receptor
en forma cooperativa. Sobrepuesto en la informacion de resolucion, se manda
también la nueva informacion fresca de tasas altas en el bloque b+l {(como si
estuvieran formando cadenas de Markov los bloques de mensajes). Consideramos
ahora el

problema de decodif'icacién de estos blogues de informacion

sobrepuesta.
L ]

tnformacién

fresca

informacion

fresca

informacidn

fresca

L1

[ 11

[ 11

informacién

de resoluc.

Informacién

de resoluc,

informacidn
de resoluc.

informaclién
de resoluc.

bloque b

bloque b+1

bloque B-1

bloque B

Fig.2.2 Codificacién Markoviana de bloques sobrepuestos

Entre los métodos para lograr eso, mencionamos codificacidn en lista con
(141,

aleatoria [34), y particidn no aleatoria con decodificacidén restrictiva [17).

indexamiento lexicogrédfico codificacién en lista con particidn
La decodificacién secuencial o paso-por-pase [35] es comin para todos ellos.
Esto es, para decodificar la informacién fresca en el bloque b’ (suponiendo
que la informacién de resolucién en el bloque b ha sido decodificada), el

receptor "extrae" primero (de la informacién scobrepuesta) la informacién de
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resolucién en el blogue b+l, Pues la Informacién fresce del blogue b puede
ser decodificada exitosamente 1ncorpofahdo esta Informacién de resoluclioén.
Este proceso se efectia bloque por bloque. Bajo la mayoria de las situaclones
de comunicacién de multiusuario, la decodificacién paso por paso podria ser
inferior que la decodificacién simultianea (en el sentido de tasas de
transmisién), como se sefialé en [36), o puede causar un incremento de
comple Jidad en los esquemas de codificacién.

El concepto de decodificacidon regresiva [24] permite en cieria forma la
decodificacién simultéanea en cada bloque. El principio de este mélodo es: el
receptor empieza el proceso de decodificacién solamente hasta recibir todos
los B bloques de salida. Primeramente, se decodifica la informaciéon de
‘resolucion "pura" del Ultimo blogue B. La informacién {resca de alta tasa en
el bloque B-1 puede por lo tanto transformarse en informacién de baja tasa
utilizando su informacién de resolucion decodificada previamente. Ahora el
receptor decodifica esta informacion fresca de baja tasa simultaneamente con
la informacién de resolucién sobrepuesta en este bleque, la cual se
necesitara para el bloque posterior B-2. Este proceso se sigue hasta que se
termine de decodificar todos los blogques de informacién.

P;Lsentamos ahora una nueva demostiracién del teorema 2.2 para la
real imentacién parcial, wutilizando SBME y decodificacién regresiva. Lla
demostracion es mas sencilla que las originales, y se puede facilmente
generalizar para otras situaciones especiales de realimentacién (como veremos
en la seccién 2.3).

Demostracién del teorema 2.2: considere un MAC con realimentacién parcial (se
supone que es para codificador 1); fijese 1la distribucién p(u,xl.x2)=

p(u)p(xl[u)p(leu) y una £>0 suficientemente pequefia.

i) Cédigos Aleatorios: El cédigo se consiruye de la siguiente manera lo cual
se utilizara en los B blogues.
» Generar H2=exp(NR2) secuenciag u=(u1,...,uN), cada unpa con probabilidad
Pr(u}=T];p(uk) e indexarlas como u(r), reli, NzL
+ Para cada u{r) generar M1=exp(NR1) secuenclas x1=(x11,...,xlN) de acuerdo
a Pr(xl|u(r))=]1;p(x1Kluk(r)) e indexarlas como x (r, w ), donde refl,
Hz]' wle[i, M1]‘

Similarmente, generar Hz secuencias x2=(x21,...,x2N) para cada u(r) de

acuerdo a Pr(xz|u(r)}=TT;p(x2K|uk(r)); indexarlas como xZ(r, wz), donde . r,

15




wzell. H2].
ii) Codificacién: Suponga que wlgell, Hi], wébell. H;], b=1, 2,..., B-i, son
mensajes @& ser enviados en B bloques por los transmisores 1 y 2
respectivamente (nétese que si B + o, las tasas totales Rl(B—l)/B > R1 y

Ra(B-l)/B - Rz)' Entonces, ellos mandan las sigulentes palabras del coédigo

xi(l. wli) y xz(l. wzi), en el bloque 1, y
! = —
xl(rb. wib) y xz(rb, wa), en el bloque b=2,...,B-1, y
[ 0 :
xl(rB, 1) y xz[rB, 1), en el Ultimo bloque B,
= =yt N ’ PR .
donde r, wz,b_1 y ro wz,b_“ aqui wz,bq significa el estimado del mensaje

9 et lo -cual se puede obtener por el codificador 1 de la realimentacidn
antes del b-ésimo bloque de codificacién. Notese que se usa r, como la

informacién de resolucién para el bloque b-1.

iii) Decodificacién Parcial de Realimentacién: Para formar la informacién de

resolucién cooperativa (en este caso rt”) después del bloque b, el
o]

codificador 1 escoge w;l como el estimado de W si &1 es unico tal que (&l

conoce r; y e, obviamente)

(u(rb), xl(rb,wlb). xz(rb,wa), yb) 3 AE(U,XI.XE,Y). (2.3)

Luego se pone r;+1=w;b para la siguiente codificacién. Aqui y, €s la sefial de

realimentacién recibida en codificador 1 durante el bloque b.

iv} Decodificacién Regresiva: Después de recibir todas las salidas yh, b=1;
., B, €}l receptor inicia la decodificacién regresiva. Primero encuentra un

;B (la informacién de resolucién pura) si €l es unico tal que

Y r r {(L,X,Y 4
(u(rB), xl(rn,l), xz(rB,l), yB) € ﬂC(U,kl,kz,}). ‘ (2.4a)
Conociendo Ty el decodificador pone hb,&d=rB y encuentra wl,B_1 Yy T, tal
que
r ro o ro.,u . 2.4b)
(U(r3-1)’xl(rs-l‘wl,a-i)'xz(ra-1’w2.a-1)'ya-1) € AC(U,XI,XZ,Y) (
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Este proceso se pepite para todos los bloques restantes, encontrando C)“J y f-b
{excepto en el bloque 1 donde sb6lo se necesita decodificar (311 poi‘que

~

w =r) oniendo obviamente =r en cada etapa.
2,1 2 Yy P 2,b-1 b P

v) Probabilidad de Error: Suponiendo que los mensajes transmitidos Wlbe[l,
”1] y W%E[l. Hal. b=1,..., B-1, estan uniformemente distribuidos y son
independientes; denéttese W;b al estimado de Wm’ en el codificador 1 (se

obtiene de la realimentacién), y W , ¥
1’ 2

acotar superiormente la probabilidad de error, promediada sobre el conjunio

los estimados del receptor. Para

de coédigos aleatorios, definamos primero la probabilidad de error promedio

para B-1 pares de mensajes como

P Pr{ U (W =W Ui =W )}. (2.5)
e be1,Be1 1b 1b 2b 2b

En el apéndice 2.1 demostramos que (2.5) %e puede acotar superiormente por la

suma de las probabilidades de errores individuales de cada etapa, suponiendo

que no yiay error dque se propague de etapas previas. Esto es

B B-1 B
Fo= L P (b)+ TP (b)), (2.8)
¢ b=1 € b=1 ©

donde Pel(b) denota la probabilidad de error de decodificacién parcial de
realimentacién en bloque (o etapa) b, b=1, ..., B-1, ¥y Pez(b) denota la
probabilidad de error de decodificacién regresiva del receptor en bloque b,
b=1, ..., B, Consecuentemente, lo que nos falta para completar la
demostracion es probar que Pel(b) y Pez(b) pueden hacerse arbitrariamente :
pequefias en cada etapa. Sin perder la generalidad podemos suponer que

(wlb,w%)=(1, 1) y ¥, =y para b=1, ...,B, y definir los siguientes eventos

a
E(w)) = {(ul1),x (1,1),%,(1,0,),y)ed )
A
F(r) = ((u(r),xl(r,1),x2(r,1),y)eade}
G(r,0) 8 {(ulr),x (r,0),%,(r,1),)ed )

Hiw,) 4 {Cu1), % (1,0),%,(1,1), y)ed )
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donde Acéﬂc(u.xi.xé.vﬁf).','Venmos ‘primerro f‘.“(b). 1a probabidldnd de errvor de la
decodificacion purcml_ de realimentacioén en 1n etapa beil, ., B-1. De (2.3)
tenemos - B

P;‘(b5=?f{kd(l),xl(l.1).xq(1.w2).y) no son conjuntamente Lipicas para w =1

(i.e, el mensaje w2=1 nunca se podria decodificar}, o exisien

algunos w?M tales que (u(i),xl(l. 1).x2(1.w’2).y) son tamblén

conjuntamente tipicas (i.e, el mensaje decedificade fue falso)}

De lo anterior podemos acolar facilmente las probabilidades de error como se

muestra en lo siguicnte:

Pﬂ(b)=Pr{E“’(1)ULU Em,‘)]}sPr(E“('l)h L Pri{E(w )}, b=1,...,08-1

#1. W #1

aQ 2
P 2(B)=PP{FC(1)U[ v F(r)]}sPr(Fc(l)H L PriF(r)}, . (2.7
© ¥ r+1 '

Pcz(b)=Pr{Gc(l,l)U[ U G“'v““)]}ﬁi“r‘{Gc(l,1))+ $ PriG(r, 1)}
(r,w]):li.l) r#1

+ 5 Pr{G(l.wl)H ¥ Pr{G(r,wl)). para b=B-1,...,2
wl*l r$1,w1:1

Pe2(1)=Pr‘{Hc(1)ULU H(wa)]}sPr(Hc(l)H L Pr{t(wJ},

EXY w #1
1 1

donde A° significa el complemento del evento A. Observe que los  eventos
ES(1), F°(1), G°(1,1) y H°(1} son los mismos. Aplicando la propiedad 3) del

lema 2.1, se puede ver que para N suficlientemente grande
Pre{E°(1)}=Pr{F (1)) =Pr{G°(1, 1)} =Pr{H° (1)} =¢.

Para las otras probabilidades se pueden aplicar también las propiedades del

lema 2.1. Por ejemplo, para wle

PriE(w_)}= L plulp(x_|wply,x {u)
2 2 1
(u,xi,xz,y)eﬂe
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s T exp(-NUHUY+HIX |U)+H(Y, X [U)=Be])

(u,x_,x_,yred :
1 Xy VIS,

=|ladcuexp(-N[ H(U)+H(X2lU]+H(Y. X‘!U)—Sc])

sexp(NLH(Y, X . X, Y)+e D) exp(-NLHW+H(X |1 +H(Y. X |U)-5c1)

=exp(-NI1(X_; Y|X ,U)-4c]))

donde la primera igualdad se debe a que wle, lo cual implica que la
generaciéon de x, es independiente de la generacion de (y, xl) dado u. lLa
primera y la segunda desigualdades se derivan de las propiedades 1), 2) y 4)

del lema 2.1. AnAlogamente,

Pr(F(r))=Pr‘(G(r,1)}Scxp(-N[I(X],I\'Q;Y)—ch). si r=1,
Pr'{G(1,w1)}=Pr(H(wl)}Sexp(-N[I(Xl;‘]’|X2,U)-—4c]), si wl;el,
Pr{G(r.wj)}Sexp(-N[I(Xl.X2; ¥y)-4el), sirel y w #1.

Utilizando estas colas, (2.7) resulta en
]

Pel(b)58+(N2—1)eXp(‘N[ I(XE;Yl.\'l, N -4¢})
5£+exp(—N[1(X2: Y\XI.U)-RE-QC]). : b=1, ..., B-1,

PEQ(B)Schexp(-N[ I (.\’1, Xz; Y)—Rz—tlcl ),

Pez(b)£c+exp(—N[ I (Xx‘ Xz; Y)—R2~4cl Y+exp{-Nl1 (Xl'. Y|X2, U)-Rl—llc] )
+exp(-N[I(X],XE;Y)—(R1+R2)-4E]), b=2, ..., B-1,

Pez(1)Sc+exp(-N[I(X];Y]X2.U)-Rl—tle]),
donde Rlé(l/N)log(M\)‘ De 1lo anterior podemos concluir que para N
suficientemente grande, la probabilidad de error de decodificacién parcial de
realimentacién en cada etapa estd acotada por Pel(b)52t:, si '

RsI(X,;Y|X ,U)-Be, : | (2.8)

y la probabilidad de error de:decodificacién regresiva en cada etapa esta i

acotada por P 2(b)slle, si
e
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: }?15-11(){l ;’.}'.]XZ.U‘),-_SC’,‘ - : (2.9a)

RURSIX X v)-6e, (2.85)
RESI(XI,ﬁXa;Y)-Sc; (2.8¢)

donde (2.9c) se puede eliminar en vista de (2.8) y (2.8b)., Por lo tanto, para
N suficlientemente grande, P: = 6(B-1)e sl el par de tasas (Rl. Rz) satisface
(2.8), (2.9a) y (2.9b). Nobtese también que las tasas nulas son siempre
alcanzables, '
Concluimos finalmente que existe por lo menos un cédige de entre el
conjunto de cédigos cuya probabilidad de error promedio PBSG(B-l)E_‘, y por
consiguiente, todos los pares dentro de R son alcanzables cpar‘a el MAC con
realimentacion parcial, porque la demostracién es valida para todo €>0 y

todas las distribuciones p(u,xi,x?)=p(u)p(x1]u)p(x2]u). Asi queda demosirado

el tcorema 2.2. "

2.3 MAC con DIFERENTES SERNALES DE REALIMENTACION

L]

En las comunicaciones multiacceso practicas, informacion lateral podria
presentarse de diversas formas en los codificadores. En la seccidén anterior
hemos considerado el MAC con realimentacién perfecta, i.e,, el transmisor
observa directamente la sefial de salida Y. Carleial {168] consideré una
sit‘uacibn mas general de realimentacién: cada transmisor observa una sehal
diferente de realimentaciéon (i.e., Y1 para el codificador 1 y Y2 para el
codificador 2) como se muestra en la Fig.2.3. El obtuvo una regioén general de
tasas alcanzables para este tipo de canales y las especializé para algunos
casos de interés. v

En esta seccién presentamos algunas regiones alcanzables para ciertos
casos del MAC con diferentes sefiales de realimentacidn, cuyas
caracterizaciones son muy simples. También demostramos que la regién de
Carleial [16] siempre es un subconjunto de la nuestra; en algunos casos

nuestra regién es estrictamente mayor que la de Carleial (ver apéndice 2.2).
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Fig.2.3 MAC con diferentes sefiales de realimentacién

Consideramos primero el caso en el cual la salida Y es una sefial
degradada de las sefiales de realimentacién Y1 [ Y2 (podria interpretarse como

si Y] o Y‘a fuesc "mejor" que Y), lo cual se define en el sigulente sentido
(16): ‘

Definicién 2.2: En el MAC con diferentes sefiales de realimentacién, Y es una
]

versién degradada de Y‘ con respecto a las entradas del canal (denotado como:

Xl,X’): YIZ‘)'. o simplemente sc dice que )’1 es "mejor" que Y}, si existe un

"canal de prueba” de Y’ a una variable aleatoria Y’ tal que

a) (Xl,Xz). ‘!’3 y Y' forman una cadena de Markov, i.e., ply’ |x1.x2. y1)=

Py |y) v
b) Y’ es estadisticamente equivalente a Y con respecto a las eniradas
(denotado como (XI‘XZ): Y'~Y or Y~Y'), i.e., los espacios de muestras de Y’ y
Y son isomérficos, y para todos los valores correspondientes y’'~y,
p(y’ixl,x2)=p(y|x1,x2).

Nuestro resultado principal es el siguiente.

Teorema 2.3: Para el MAC dm con dos diferentes sefiales de realimentacién

* s . .
{0, p* (yh vy, lx %), YWY xY), si Y. Y=Y, entonces la regién

R={(R,R): O=R =I(X ;Y |X U), 0=R=I(X;Y [X.U),

R+R =1(X ,X ;Y) -(2.10)
1 2 12
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para p(u,x‘,xa,y','yi,yé);p‘(d)p(x'lAllu)p(xi]u)p",(y. ‘y“.- j/z ]ﬁx",'::tz)}r 7
es aleanzable, donde U € U es unn vaﬂuble nleatorin oustilar mjb\u'nrlu con
fulsmint X {- “i{zﬂﬂ IEIETAN

Es facll verificar que la regioén ‘.Kl es cohvexa, por Jo cual neo se
requicre ln convexificacién. La suficlencia de lomar la cardinalidad de U
como lo indicado en el Lleorema sc puede comprobar si aplicamos la extension
de Fenchel-Eggleston de un lema dado por Ahlswede y Korner en [37] y usamos
un procedimiento similar al de {24, apéndice Bl.

En el apondice 2.2, moslramos que nuestra region eos mayor que la
obtenida por Carleial en |7, ecc.(24)], porque su region, ademis de las
restricciones similares o (2.10), conliene otras resiricciones sobre las
tasas R‘ y R2 las cuales dependen de la salida Y. La diferencia entre las dos
regiones podria aumentar si Yl y )'2 son mucho "mejores” que Y. A continuacién

presentamos unia demostracion simple del teorema 2.3

Demostracién del teorema 2.3: El coédige aleatorio se genera como sigue:
primero generamos M1Mﬂ=exp(N(RI+R2)) secuencias de u de acuerdo a ﬂkp(uk) y
las indexamos come ulr), reli, H]Hnl. Para cada u(r) se generan ”1 secuencias
de de ¢ erdo @ : ¢ lag anamos , \ 1,
e x de acuerdo a T[kpulkIuk(r)) y las llamamos xlkr wI) donde wlel
M1]' Similarmente se generan I‘j2 secuencias de x, con ﬂ—kp(xEk‘uk(r)) y las
indexamos como % {(r, w ), donde well, M ].
2 2 2 2
Los mensajes meH’ Mll, waE[l, HQ]. b=1, 2,..., B-1, se codifican por

los transmisores 1 y 2 como se muestra abajo

xx“’ wu) y x2(1, wm), en el bloque 1, y
! " = -
Xi(rb. wib) y xz(rb, wgb), en el bloque b=2, ., Bl y
’ " . 1

xl[rB, 1 y x2(rB, 1}, en el ultimo bloque B,

!z 4 o f M . : P s N
donde r (wl,b—i'w‘z,b—l) y ry (”1,b-1‘wz,b-1)' aqui “’z,b-l significa el
‘estimado de W,y obtenido por el codificador 1 de 1la realimentacion Y“l

b=
antes del b-ésimo bloque de codificaciém, y w’; by 5 el estimado de Yo

obtenido por codificador 2 de la realimentacién Yz' Mas especifico, ‘el

codificador 1 encuentra un w; et si ¢l es unico tal que




ulr’ row x_(r!
,( ( b-i)'xl(‘b-l' l,b—l)' 2( b-1

19 pet) Y1)V X XY ).

Por el lema 2.1 y la suposicién de que no se habia cometido ningun error en

las etapas anterlores, podemos mosirar que w’

2,01 2, b COP probabilidad de

error arbitrariamente pequefia P;l(b—l)s&:, si
REI(XY |X,U).

De la misma manera, el codificador 2 encuentra un w’l' be1 como el estimado de

Wy de la realimentacién Y2, si é] es unico tal que

(u(r’l:_i).xl(r” " ,x (r" ,w

b-1'"1,b-1 2 b~1' 2,b-1’y2.b-1)ey’cw'xa’Xz'Yz)'

La probabilidad de error de la decodificacidn se puede hacer arbitrariamente

pequeiia P”l(bnl)szc, si
€
R=I(X; Y2|X2,U)-
Se inicia la decodificacién regresiva en el receptor después de recibir
B bloques de salidas. Se decedifica primero la informacién de resolucién pura
en el bloque B, es decir, se busca un }B si é1 es Unico tal que

(u(rB), xl(rB. 1), xz(rB, 1), yB) € ,AC(U,Xi,Xz,Y).

Luego se pone ((:)1 Bor’ :"2 B_1)=§'B y se fija en el bloque B-1, encontrando un

}B . unico tal que

(u(rB_l), xl(ra—i'w1,8~1]' xa(ra-i'wz,s-l)' ya-1) € AC(U,X],Xz,Y).

Tal proceso 'se continta hasta que todos los mensajes hayan sido

decodificados. Notese que si
R+R=I(X ,X: Y)
172 1’72

en cada etapa b, entonces r =r =(w @ . )} con una probabilidad de




error-arbitrariamente pequefin f;?(b)SZC (usando otlrn vez el lema 2.1).
©.Con ‘argumentos similarcs an los que usamos para la demostracion del -
tecoremn 2.2, demostramos que la regidén dada por (2.10) es anlcanzable. Esto

completn la demostracién del tcorema 2.3. =

" Ahora consldercmos ¢l caso de reallmentacién pnrclnl y difercote de 1n
salida (i.c., sc dispone nadamis de la sefal de realimentacién para un
transmisor). E! sigulente teorema nos da una reglon alcanzable para el caso
.\}kY.
Teorema 2.4: Para un MAC dm (I,\In. p‘(y,yllxl.x;). U\Hi} con realimentucién

parcial YizY. la region de tasas
.R;{(I\].RZ): OSRSIN VI, U), OsR,=1 (N5, X, ),
R1+Rqsl'(x1..\',,-.¥)' B (z.11)

para p(u.x1.x;,y.yl)=p(ulp(3;[u)p(k’|u)p'(y,yl|x1,xq)}

es alcanzable, donde U € U es una variable aleatoria auxiliar arbitraria con

cardinal idad ”ﬂ"smin(uxtl-“12"+l, fvy+2)

Esta region también es mayor que la regién derivada por Carleial [16,

ec. 26], porque podemos mostrar de una forma similar a lo del apéndice 2.2 que
su region contiene una restriccién adicional en la tasa Ra‘ la cual depende
de la salida Y. La alcanzabilidad de nuestra regi6on se puede demostrar
facilmente si aplicamos el codigo y la demostracion del teorema 2.2, excepto
que ahora la sefial de realimentacién para codificador 1 es );, en lugar de Y.

Finalmente, si )}~X2 o] Y2~,\'1 (i.¢., un codificador puede observar
directamente las secuencias de salida del otro codificador), le cual
convierite el canal al tal llamado MAC con "cribbing encoders" estudiado
extensivamente en [24], nuestras regiones alcanzables son justamente regiones

de capacidad y coinciden, como era de esperarse, con los resultados cbtenidos
en [24].
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2.4 ConcLUSION Y COMENTARIO

Hemos wusado las técnicas de codificacién Markoviana de blogues
sobrepuestos y de decodificacién regresiva para probar el teorema de
codificacién de MAC dm con reallmentacién parcial y perfecta. Esta
demostracion es simple y mds transparente que las anteriores, porque se evita
el uso de técnicas como codificaci6n en lisla y de particionamiento. Para
clertos casos particulares de MAC con diferentes sefiales de realimentacién,
obtuvimos algunas regiones de tasas alcanzables mejores que las regiones
derivadas en el trabajo de Carleial, y tienen formas de caracterizacion muy
simples. Willems et al [20] presentaron un resultado similar al de nosotros,

pero sin la demostracién como la del apéndice 2.2.
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Arenpice 2.1 d

Agui presentomos  la demostracion de la slgulente efirmacién:  la

probabilidad de error r® dada en (2.5) puede ocotarse superiormente por la
L

‘suma dec las probabilidades de error de decodificaclién en cada etapa como sc

muestra en {(2.6), bajo la suposicion de que no haya error que se propague de
las etapas previas.

Definimos primere los siguientes eventos:

p 20 ey, b B e ).
1 2.1 2 B 1,B-1 1,8-1
n 84w =+ VRS b=2, 2, , B-1,
b 1,b-1 1,b-1 26 2h
LRI b=1, 2, ..., B3,
© it 1 - .
De la definicion de Ff en (2.5) se tiene lo siguiente
B
!e = Pr{ U D } = Pr{( U Ai)U( u DJ)}
J=1,8 Uy=1,8-1 J=1,8
= Pr{ u A‘} + Fr‘{( U DN U A‘)C}. (2.12)
1=1,B~1 }=1,B 121,B-1
Pero como
= c C c C
‘_IUB—IAL AU AN U (AnanA) U .U (A N n AT

k=1,B~2

y Pr{AnB} = Pr{A|B}, el primer término de (2.12) se acota por lo tanto come

< c .
Pr{ Y A‘}s Pr{A1)+Pr(A2]A1}+ ...+Pr{AB_1] n Au}‘ (2.13)
1=1,8-1 k=1,B-2

De ménera similar, el segundo término de (2.12) puede acotarse como abajo

C
pr{(j_xl) BDJ)HZ}SPP(DB]Z}+Pr{DB_1[ZﬂD:}+ A R
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APENDICE 2.2

En este apéndice mostramos que la regién de tasas alcanzables ‘J\'1 dada
por (2.10) es mayor que la regién obtenida en [1G, ec.24]. Para compararlas,

ree¢scribimos la region de Carleial para el mismo canal como sigue:

.R0=co{(Rl.R2): OsR =1 (U ;Y |W  W,.U.), (2.15)
1
OsR_<I{U_;Y |W W ,U), (2.16)
2 2 11 2 1
<R = Y Y
O=R =1 (U ;Y[ W, U Y+ 1 W YWD, (2.17)
<R « . ! J 7 .Y
O=R =T(U_; YW W, U J+T(W i Y[W ), (2.18)
RARSI(W WU, U;Y), _ (2.19)

para Zep, Z=(U U, W, W, X X, ¥,Y,Y) }

donde P tiene 1la forma p(z)=p(u1)p(wi)p[uz)p(wzla(xl[ul,wl.wz)a(xziuz,wl,wz)
p'(y,y Y, [x . X, )}, y &(+) denotan funciones de probabilidad degeneradas de
los mapeos determlmstxcos k f(U w w) y XZ“IZ(UZW W) Omitimos la
variable de compartimiento de tlempo "Q“ usada en [1B] debldo a la evidente
equivalencia al tomar la cobertura convexa para la region.

Observe primero que por el teorema de procesamiento de datos {aplicado a
la cadena de Markov (W ,W_,U ,U )=(X , X )=Y)

172 1 e 1" 72

IWI,WZ.Ul.UZ;Y)-<-I(X1,X2: Y). . (2.20}
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Notesc ahora que -

L4

il

| 1?%”5"“@-_.‘_’2' UL = HOY (W W, U -HY, [V WU LU )

HOY_ W WU X )-HOY_ WU LU X X))
21 22 2 2'"1 2 1 2 1 2

A

, SHY
HOY, W W X)) =HY (W WU LU X LX)

Ll

H(Y2|W1,V2,X2)-H(Y2|W1,V2,Xl,Xz)

XY X0, 0) (2.21)

dende la segunda igualdad se debe a los mapeos deterministicos f1 y j'z, y la
tercera igualdad es por el hecho de que (l\ll.wz,UI.U2)=>(X1,K2)=>Y2 forma una

cadena Markoviana. Similarmenie podemos demostrar que
Uy v W < ;. COWoW ). 2.
( 2.)1]lsl.h2.lll) ](}\Z,Yll)\l.hl,kz) (2.22)

Por otra parte, si ponemos U=(lJl,W2) en la region (2.10), no es dificil
ver (de las desigualdades (2.20)-(2.22)}) que .‘RogiRl. Ademas, en el caso de un
MAC co:: "eribbing encoders" (i.c., Y1~X2. Yz-z\’l), iRO esta estrictamente
dentro de ‘J{1 (de hecho, nuestra regién iR: es la region de capacidad en este
caso). Por lo tanto podemos cencluir que nuesira regién alcanzable R’ dada

por el tecrema 2.3 es mayor que la 5R0 de Carleial. ]




Capitulo 3 - >

CANAL. DE MULTIACCESO CON RELEVO

En este capitulo introducimos un nuevo canal multiusuvario denominado
canal de multiacceso con relevo (MARC), lo cual es adecuado para modelar
comunicaciones de multiacceso con ayuda de una estacién de relevo. En la
seccién 3.1 se formula el problema y se define el modelo del canal. En la
seccion 3.2 presentamos una regién de tasas alcanzables para un  MARC
degradado (i.c., la sefal recibida en el receptor es una versiéon degradada de
la que recibe el relevo). Se deriva en la seccidon 3.3 una cota exterior
general de la region de capacidad. La seccién 3.4 extiende el resultado de
alcanzabilidad de la seccion 3.2 a canales con ruido aditivo Gaussiano y
blanco.; En la seccién 3.5 concluimos el capitulo comentande =algunos
resultados de MARC con realimentacion y haciendo sugerencias para

]
investipacidn {futura.

3.1 FORMULACION DE PROBLEMA Y MODELADO

Consideremos una situacién de comunicacién como la ijlustrada en la
Fig.3.1, la cual se puede describir como sigue: suponemos que varias
terminales quieren enviar mensajes a un receptor remoto a través de un canal
de multiacceso. Debido a la distancia, la sefial recibida en el receptor es
"débil”; una manera usual de resolver el protlema es colocar una estacién de
relevo entre transmisores y receptor para ayudar a sus transmisiones. Observe
que la sefial "relevada" sera coutaminada no s6lo por el ruido del canal, sino
también por la interferencia de los transmisores. Nuestro problema consiste
en determinar cuanta informacién se puede comunicar confiablemente de estos
transmisores al receptor comin con la ayuda de la estacién de relevo, Tal

situacién es muy comin en las redes de comunicacién por radio, y las
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comunicacliones via satélite {39).

Un problema similar, restringido sin embargo & un sé6lo iransmisor, se
conoce como canal de releve. El canal de relevo fue introducide por van der
Meulen [38], y estudiado por Cover y El Gamal [34]) en gran detalle. A
continuacion presentamos el modelo del canal denominado canal de multiacceso
con trelevo {MARC) para lo cual se puede ver como una generalizacién de los

canales de relevo,

usuarlo 1 ﬁ(ﬁﬁ7"“~

usuario 2 ;d

estaclon receptor

de relevo comin
usuario M

Fig.3.1 Multiacceso con relevo

3
= 3 " H 3 S L . . o

Un MARC discreto sin memoria (Lllx(lz.\iig. p (y.yllxl.xz,,\s). '9-.'91}
consiste en cinco conjuntos finitos 'Ii, 1’2, 9.’3, Yy ‘91, y una matriz de
probabilidades de transicién del canal p'(y,yllx].xz,xa), donde
U, x ,x )X xX XX, (y,y )e¥x¥; A, X son los alfabetos de entrada del

172" 7a 1772 e 1 1 1 2

canal en los transmisores 1 y 2, 13 es el alfabeto de enirada al canal por el
relevo, ’91 es el alfabeto de salida del canal en el relevo, y Y es el
alfabeto de salida del canal en el receptor final. El modelo del canal se
muestra en la Fig.3.2. Un MARC se dice que es sin memoria si (yk. yik)
dependen de las pasadas (x‘;, x;, x;) s6lo & través de los simbolos

transmitidos actualmente (x X x ).
. (m' o’ 3k)

Un cédigo (M1' H2. n) para el MARC dm consiste en:

dos conjuntos de mensajes
M={1, 2 mrdin, w1, meq, 2 wyiu, )
1 "’ LR | 1 1} 1 » 2 y LR | 2 ¥ 2 ’
dos funcioﬁes de codificacién
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(3.1).

un conjunto de funciones de relevo '(cauéavl- o:,‘pdéant;iqibétot‘io) (‘f'.!k ):'_1 tal

‘que

k-l)

(y1

X3k=[3k ' k=1,2,.:..—.n. e - .' (3.2‘)
Y una funcién de decodificacion

N o
g Y — Mlxﬂz.

cod., de
Hrelevo
causal
yi Xa
.\'1 :
ul———> Enc 1 v
* X ' De o, W
X, P (Y-Yll e xg) c r—) (wl. 2)
w Enc 2}
¥ 2

Fig.3.2 Canal de multiacceso con relevo {MARC)

La probabilidad de error promedio de este cédigo se define como

n A1 HI‘HZ n

= = =]

Pe ol y Pr{g(‘: ):(w1,w2)1w1 ©, wa wz},
12 v =1,0,=1

suponiendo que los mensajes W1 y W2 son estadisticamente independientes’ y.
uniformemente distribuidos sobre los conjuntos [1, Plll y (1, Hz].
respectivamente.

Nétese que para cualquier seleccién de p(wi), wleMi, i=1, 2, y de los
cédigos f1’ fz
Mlx.ﬂizxflf:xxgxi[:x'ynx’y: esta dada por

y (fSK}, la distribucién de probabilidad conjunta sobre
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: p(,“:’x'prz“‘ﬁ-'}x "a".,y',“!'{?FP.V‘E":,_)P_(?;’H"’?(’_‘u5"?’p“‘zu|”"’("=k“n' e 'yl,k-l)

O . N )
P (yk.y‘klxlk.xzk.xsk). (3.3)

El pnr de tasas dcl codigo ests definido por (Mlogh , Nogh_). un par de
tesas (R, :R?),',‘st_z:vd'icci’fcr;:ixe es alcanzable parn un MARC dm 5! para cuslquier
>0 y‘tbdos los' n sufiéiéntemente grandes, existe un cédigo (Ml, Hz' n) tal
que : S

R =l10gH R <l10gH
1" n 1 2 n 2’

ny;:t. la regidn de capacidad €-es la cerradura. del conjunto dec todos los
pares de Lnéas alcanzables (Ri,'R?L

Cubé'seﬁulnrfnqui que la determinacion.de Ja region de capacidad para un
MARC general es extremadamente dificil. Enla siguiente seccion, consideramos
un caso especial del MARC en el cual la sefial recibida en el relevo )3 cs

s

‘mejor" que la salida final del canal Y.
3.2 RESULTADO DE ALCANZABILIDAD PARA CANALES DEGRADADOS

Desde el punto de vista practico, .es razonable suponer que la sefal
recibida en el relevo es mejor o menos ruidosa que la sefial reciblda en el
receptor final. Definimos este Lipo de canal {(denominado MARC degradado) en

la siguiente forma:

Definicién 3.1: Un MARC dm (mlxxzxma, p‘(y,yllxx,xz,xa), yxyl) se dice que es

degradado si (X],Xz). (Xa‘Yl), Y forman una cadena de Markov, i.e.,
p(y]xl.xz,xs,yl) = plylx,.y)
Para el MARC dm degradado, tenemos el siguiente resultado ' de
alcanzabilidad.

Teorema 3.1: La regién de tasas Rl es alcanzable para el MARC dm degradédo

»*
(leizxxs, P (y,yl‘xl,xz,xa), yxyl), donde
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Ri=co{(R1.R2): OSRasmln(I(Xl.Xa;lez.V). I(Xi;Y‘lxz.Xs.U)L

OsRasmin(I()(a.Xa;lei.U). I(XE;Y1|X1.X3.V)). ; —"(3."_4)

R1+R25min(I(Xl,X2.X3;Y). I(X].XZ;YI]XS.U,V)).-

para p(u,v,xi,xz,xa.y,yl)=p(u)p(v)p(xl|u)p(x2|v)p(x3|u,v)p'(y,yi|x1,xz,xé)}x

donde U, V son varlables aleatorlias auxiliares arbitrarias y min{a, b}

denota el minimo de 2 y b.

Nota: Si X2=constant6. dicho canal se reduce a un canal de relevo degradado y
las tasas alcanzables (con R2=O obviamente) de (3.4) son la capacidad real
del canal. Esto es, si ponemos las variables auxiliares U=x3 y V=constante,

obtendremos

R’Sp(xs?i )min(l(X].Xg;Y). ](X];YIIXS.U))
1'73
lo cual coincide con el resultado de Cover y El Gamal [34).

Ahpra  probamos este teorema utilizando las técnicas de SBME y
decodificacion regresiva, introducidas en el capitulo anterior. Es importante
sefialar que, aunque esta prueba y todas las construcciones son validas para
MARC dm arbitrario ({.e., la condicion de degradacién no aparece en la
demostracisén), la demostracion es interesante (o mejor dicho, tiene sentido)

sblo para el caso degradado.

Prueba:  Fijese la distribucién  plu,v,x ,x ,x )=p(u)p(v)p(x |u)p(x |v)
-p(xalu,v) y un >0 suficientemente pequefio. Los mensajes wibe [1f_
N1=exp(nR1)] y Wlbe [1, N1=exp(an)]. b=1, 2, ..., B-1, seran transmitidos al
receptor en B bloques, cada bloque consiste en n usos del -canal, y suponemos
que los mensajes son uniformemente distribuidos e independientes. Nétese que
las tasas totales Rl(B—l)/B =) R1 y RZ(B—l)/B - R2 si B es grande. Utilizamos
ahora un argumento de codificacién aleatoria para demosirar la alcanzabilidad
de ﬂr

i) Cédigos Aleatorios: El codige se construye de la siguiente manera:

* Generar H1=exp(nR1) secuencias u=(u1. U, ..., un) de acuerdo a

2
Pr{u}:]T&le(uk), e indexarlas.como u(s1), S!E[l, MxL
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'« Generar M;exp(nka) secuencias v=(v1. Var oo vn) de acuerdo a

: Pr(v)=]];:1p(vk). e indexarlas como v(s)), s (1, #].

* Para cada “(51)’ generar M, secuencias x con probabilidad Pr'(xI ]u(s]))=..,

n
ﬂkzxp(xlkluk(si)), e indexarlas como xi(wl.sl), donde w, s € 1, ”1]'

+ Para cada v(sz), generar Hz secuenclas x, con probabilidad Pr'(lev(sz))=

n
ﬂk=1p(x2k|vk(sz)), e indexarlas como xz(wz,sz), donde w_, s, € (1, ”2]'

* Para cada par (u(sl),v(sz)). generar una secuencia X, de acuerdo con la
n
probabilidad Pr(xaiu(sl),v(sz)}—ﬂkﬂp(xaktuk(si).vk(sz)), denotarla como

xa(sl,sz), donde S1E“’ ”1] y szell. ”2]'

ii) Codificacién: Usando este codigo, los mensajes w se codifican de

y [n)
1b 2b
la siguiente manera. En el bloque I, los transmiseres 1 y 2 y el codificader

de relevo mandan

x’(w“,ll. xz(wzl.l), xg(],l].
En el bloque b, b = 2, 3, ..., B-1, supongamos que el relevo ya tiene a su.
. s . P ; . .
dispositién los estimados wl’b_1 y wz,hq de los ultimos mensajes wl,b—l Yy

Yy e (se decodifican en iii)). Entonces ellos envian
b=

x (v s ) s =
¢ 1p’ T1b 1b  1,b-1’
x {(w 5 w
( 2b’ T2bn 26 2,b-1'
x 5,I sl sl P ' ’ = ’ .
3( ib’ 2b)' b 1,b-1 Y S 2,b-1

En el ultimo bloque B, ellos mandan

x (1, s 5. =W

1( ! 18)’ 1B 1,B-1'

x (1, s 5_ =W

2( ! 23)' 2B 2,B-1’

x (s’ s’ 5! =u’ 5! =’ .
3( 18’ 2)3)‘ 18 1,B-1 Y 5ap 2,B-1

1p ¥ &, llevan la informacién fresca, mientras.

S ¥ S,y llevan la informacién de resolucién para el bloque anterior. El

relevo coopera con los transmisores mandandoe la informaci6én de resolucién al

Se puede observar que w




receptor simulténeamente.

111) Decodificacién en el Relevo: Para formar informacién de resolucién
cooperatliva, el relevo encuentra un par (w;b,' w'zb) como el estimado del par
de mensales ww’ wzb) de la salida en el relevo Y sl este par es dnico
tal que

r r ? ? [ ? I 1 ,
(u(slb). V(Sab)' xl(wlb,slb), xa(wzb,s%), xa(sib,s%), ym)eﬂc,
donde déQﬂC(U,V,XI,Xz,XB,Yl). Inmediatamente, el codificador de relevo pone

’ ¢
y s

¢

S b5 =w] =~ para el siguiente bloque (b+1).

2,b+1
iv) Decodificacién Regresiva en el Receptor: Después de recibir todas Jlas
salidas Y, b =1, 2, ..., de los B blogues, el receptor puede empezar la
decodificacion regresiva. Primero decodifica la informacién de resolucién
pura del blogue B. Esto ¢s, Sc encuentra un unico par (Qm. ;‘23) tal que

(uls ), vis 3, x (1,5 ), x (1,5 ), = (5 5 ), y)ed
donde &“é# LV, X ,X_,X_,Y).
CAMRIERPL 3’ X ) ,\
Conociendo S ¥ S , se pone primero w =5 Yy w =5_, y

2B 1,B-1 T1B 2,B-1 "2B
encuentra un unico (s , S ) tal que
1,B-1 2,B-1

u(s ), vis x (@ s x (w s )
(ul 1,B-17" ( e :( 1,B-1' 1,13-1)’ 2( 2,B-1""2,B-1""

Este proceso se sigue hasta que termine de decodificar toda la informacién

Wy w , b=p-1, B-2,...,1.
1b 2b

v) Probabilidad de Error: Sean w;b y erb los estimados del relevo para los

mensajes W y W,y i y i/ ., los estimados del receptor. Definase el
1b 2b 1b 2b

evento de error ocurrido en la decodificacién regresiva durante el bloque b

como

é - A
Fy = {wwiw:b ° W.'Zb#wzb)'

¥y el evento de error de decodificacién en el relevo durante el bploque b como
¢ Y e oW e ).
b 1b 1b 2b  2b
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Para acotar superfprmente'laﬁprbbébilid » bboﬁedlada sobre el

-conjunto de codigos, definamos ‘pﬁihéf: QB';Qégyérfor para B-1
‘pares de mensajes: :

Esta probabilidad se puede acotar como sigue'

B B ‘7 . o
e Pr{ U (FbUGb)} = Pr{b U Gb}’+ Pr{, U4,Fb[ n Gl}
b=1, B-1 =1, B-1

P 5 A -
b=1;B<1. " 121, B-1
B-1 B-1 RO
< ZPr{GbI n cj} + Pr{Fhl( n c;j)n( n F°)}. (3.5)
b=1 i=1,b-1 b=1 i=1,b-1 J5b+1,B-1 !

dénde usamos la desigualdad PP(AHB)SPP(AIB).

La desigualdad (3.5) implica que podemos completar la demostracién
mostrando nadamds que la probabilidad de error en cada etapa de
decodiggcaciOn puede hacerse arbitrariamenle pequefia, bajo la suposicién de
que ningun error ha sélo cometido en las etapas previasl.

Debido a la construccion del cédigo, podemos suponer que (wlb.wzb)=(l,1)
sin perder generalidad. Consecuentemente, se puede ver sin mayor dificultad
que el célculo de la probabilidad de error de cada etapa de decodificacioén
del relevo es la misma, y el calculo de la probabilidad de error de cada

etapa de la decodificacién regresiva es también la misma. Esto implica que
B
PGS(B—I)(P€1+P62), (3.8}
donde Pel es la probabilidad de error de la decodificacién de relevo en una

etapa, y Pez es la probabilidad de error de la decodificacién regresiva de

una etapa. Ellas pueden acotarse si definimos los siguientes eventos:

El orden del procedimiento de esta decodificacién es: la decodificacién del
relevo del blogque 1 al bloque B-1, siguiendo por la decodiflicacién regresiva
del bloque B al bloque 2.
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N

”'A
s =t (u(s ), v(s )_
i 2 -
Esto. es
P =Fr{£c ut U E )}
el U wrza,n 4%
1" 2
SPr(E:1}+ 5 Pr(E J* L Pr{E W T Pr{E, )
wi:‘i 231 2 w #1 1 2
w *3
2
— C
Pez—Pr‘{ G U U H )} (3.7)
(§,5)%(1,1) "1 2 T
1 2 "
=Pr(iy+ T Prifi, )+ L Prii, )} L Prii }
Slil 1 5211 2 5 #1 152’

s #1
2
De la propiedad 3) del lema 2.1, tenemos para n suficientemente grande

‘- Pr(E:l}Se, pr(ujl)sc. (3.8a)

Aplicando nuevamente el lema, tenemos para wlxl,

Pr(Ew11)= ) p(u)p(xl}u)p(yl,xa,‘xg,v]u)

-(U.V.xl,xz.xa.ylleﬂé

= Aé exp(—n[H(U)—s])exp(—n[H(Xl|U)—2c])exp(-n[H(Y1,X2,X3,V|U)-Zc])
sexp(n[H(U.V.Xl,Xz,Xa,Y1)+£])exp(—n[H(U)—c])exp(-n[H(XllU)—Zc])
exp(-n[H(Yl,Xz,XB,VIU)-ZE])
Sexp(-n[I(Xl;Yl,XZ,Xa,V‘U)—Sc])‘ (3.8b)
donde la primera igualidad se debe a w1¢1, lo cual implica la independencia de
X1 con respecto a (Y].XZ,XB,V) dado U [3, 32]. Por la definicién de

p(u,v,xl.xz.xs,yi) en el teorema, se puede ver que.

IX Y X, X D=IX 5 Y, X, X, V(0D (s.gc)
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Similarmente podemos acoter las ‘demiés 'pi‘o_bébl lrldaaés ire’h' 7(3:7 ) ébmo*s!gﬁe

Pri€,,, ) sexp(-nll (XY, [X X, V)-6el) . para w1,

Pr{Eulw Yzexp(-nll (X, X ;Y| |x3.’u.V)5s;1)'. . para Wl y w2l

2 S 5 ; ;
Pr‘(Hsli) =exp(—n[l(XI.XS;YiXZ.V)-Sc]), para 51*1- : (1_3}.‘8d;) .
Pr(HlSz} SeXp(-n[I(XE,XB;YjXI.U)-BC]), para s;l,
Pr(Hsisz)Sexp(-n[I(Xl,Xz,XB; Y)-Gc]). para slael y szatl.

Sustituyendo (3.8) en (3.7), obtenemos

Pel = c+exp(nR] Yexp(-n{I ()\’I;Y1 [Xa. Xa.U)-Bc])
i +exp(nR2)oxp(«n[l’(X2;Y1 |X1.X3,V)-Sc])
+exp(n(R1+R2) Yexp(-n{I (Xl, Xz; Y1 |X3, U,v)-6€)),

(3.9)
P‘ez = c+exp(nR1)exp(—n[I(X1,XS;H |,\'2,V)—Bc])

rexp(nR Jexp(-nl1 (X, X ; Y|X1. U)-6e])

+expl n(R1+R2) Yexp(-n{J (}\'1 ,Xa, XB; Y)-Be)).

Entonces, con (3.8) y (3.9) mostramos sin dificultad que vpara n
suficientemente grande, Pz = 8(B-1)eg, si el par de tasas (R1’ R2) satisface

las siguientes condiciones:
Rlsmin(I(Xi.XB;Y,XZ.V), I(XizYl[XZ,XB,U))Jc,
R25min(I(X2,X3;Y{X1,U). I(XZ;Ylixl,XB,V))—h.

R R =min{I(X X, X5 ¥), TOX, XY [X, U V))-Te.

Nétese también que las tasas nulas son siempre alcanzables.

Hasta aqui, podemos concluir que existe por lo menos un cédigo entre el
conjunto de cédigos aleatorios cuya Pz = 8(B~1)e, si las tasas cumplen las
condiciones anteriores. Como la prueba es vAlida para cualgquier £>0 y todas

las distribuciones p(u,v,xl,xa.x3)=p(u)p(v)p(x1|u)p(x2[v)p(xaiu.v), por . el
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argumento de compartlmientéwdéitiempo se‘demqestra el‘tebrema, ]

3.3 CotA ExTeriOR DE LA RecioN DE CAPACIDAD

Hemos establecido en la seccién anterlior una regién de tasas alcanzables
(cota interior de la regi6n de capacidad) pare el MARC dm degradado. Para ver
qué tan cerca estd la regién alcanzable de la regién de capacidad actual
(todavia es una incégnital, es necesario acotar exteriormente la region de
capacidad. El siguiente teorema nos da una cota exterior para el MARC dm en

el caso general:
Teorema 3.2: la regi6tn de capacidad & del MARC dm general es siempre un
subconjunto de la regidn WO, donde
ﬂ0={(Rl,Ré): OSRlsmin(l(Xl.Xa:Y|X2), I(Xi;Y,Yl]XE,Xa)).
OSRESmin(I(XZ.XS;Y|X1), I(XZ:Y,Y1|X1,X3)}, (3.10)
R +R#min{I (X, X, X ¥), T(X X7, [X)),
para p(x1,xz,xg.y,yl)=p(x1)p(xz)p(xalxl,xz)p'(y,yl|x1,x2.x3)}'
Antes de probar este teorema, especializamos el resultado para el caso .
de un MARC dm degradado.
Corolario 3.1: Para el MARC dm degradado, la cota exterior del teorema
anterior puede escribirse como
R;={(R1.R2): O=R =min{I(X,N; Y[X)), I(N;Y [X,X)},
Ostsmin(I(Xz,Xa;YIXI). I(Xz;YilXI,Xa)}. (3.11)
R1+R25min(1(X1.X2,X3;Y), I(Xl,Xz;YI[XS)}, 7
para p(xl,xz,xa.y.yl)=p(xl)p(x2)p(xslxl,xz)p‘(y.yi]xl,xz.xa)}'

Este corolario se demuestra simplemente al notar que

TOXGY,Y R, X D=I(R Y K X )+ T (XY [X,, XL YD,
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1o definicién ‘de un " MARC

y de

‘do.

Observese ‘ahora que

= = - yP < Ly
AR =0 )=H(W, W)= (W 5 ¥ W)W Y W)=T (W Y W) e,

nR=HW V=1 (W ;YW Y4ne
2 2 2 1 n

n(RA+R)=H(W W )<I(W W ;Y )+ne .
1 2 1 2 1 2 n

Acotamos primero el lado dereche de (3.13a) como sigue,

. ’y = o ’ K-y -1
1Y) = §,"“k‘”z" J-HCY WL W, YT

: S ) -1
L HOY, (X, W YR (XX W6, YT

n
C iy -1
= EH(Yk|x2k) H(\k]xlk.xzk,xw,wl,wz,‘Y" )
n
I HUY, 1, )-HOE, I3, X, X

2k’ T3k

n
= L IO X).
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cho de  (3.10)). -

(3.12b)

(3.13a)
l?.]Eb)

(3.13c)

(3.14)

 cédigo (N, n) paru el MARC dm,



es por (3.3} (el éangl gé[Sin}mcmqriﬁii Por un razonamiento similar, también f}

podemos demostrar que .

‘ : " Sy
’("'2”"'”1)5,(?1{(,5@ ,"r‘,ak_Yy‘_lxm : (3.15)
N6tese luego que
n y“" n ' qu
1(wl,w2;r“) =k):j11(w1,w2;vk| )5‘(5_31““’1'”2"‘“'xzk'xau;ykl )
n
)_; X Xy X i Y {3.16)

Acotamos ahora los términos del lado derecho de (3.13) introduciendo la

salida en el receptor Y1' Para empezar, tenemos

g n
. Ay IERCUR - . k-1 k-1
‘ 1A(w’1_,\ ildz) = T ,&111.121 21(w1,Yk,Ylk|w2,) )

k=1
n
-1 (k-1
= / -
DEICRIAS i e Y TR (3.17)
k=1
L]
Es facil ver que Lx y XSk son condicionalmente independientes dado
(Wa.Yk_l,Yr—l) (de hecho, X3k sblo depende estadisticamente de Yk ! por

(3.2)). Por lo cual

HOW W, YL YT x = i YT T,
3k 1’ 2 1

Continuando con las desigualdades de (3.17), tenemos

. < v -1 k-1 -
UKV GIAED S TCN TS antt ot SRE TN IS it o

X )
k=1 1 3k
5 yor
u§1”w YL Y WYY XD
n
= LR Y W YT Ry Y I, Y YR )
k=1
n
k§1H(Yk Y | zu’xak)_H(Yk'Y lxlk o’ kak)
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N RO
M =k§‘I(hak‘yiﬁY:uJXQu[¥§k, ;

' fj;(:a_.;a)"'

donde la ¥liimn desigunidad se dcbe a (3 1) y a lu propledad de dm dol cunul
Por la simetirin tamblén podemos. ver que

T(W,; Y”|w)s ;; z(xah o) p\m.xm‘)T o (3,19?‘.
Finalmente ‘

HW W YN STW WY, Y= T a0 Wy, v Y ys Ty s s 200
Vet T et et e e Tk 1 ! RS

Por laiindcpgﬁdéhéi' ?qu)'y X;k'dndb (\M-};Zﬁﬁ-))}—iéhcmdsi_"

=
l"l =
-
o
o
k3
1
—
L3
1
A
Ed
~—

A

i g~1=u
ey
=

=1

LY ), (3.21)

=

Aplicando 1as cotas anteriores a (3.13), oblenemos las siguienies

desigualdades:

A Lo e v v gy
Rism.ln{ Eka”)’m'xaw‘k’)‘ak)' Ekgll(klk"k"m“\ak’)‘ak’}”n
1 n 1 n
R2£m1n{ n z I(XZk'xsk;)k'xlk]’ n L I(kzk;)k')lk‘xlk’kak)}+cn
x=1 k=1
12 1?2
R1+R25m1“{ 7 T 1()1R.X2K.X3k;Yk). n [[klk'XZK;Yk')ik'xak)}+cﬁ
k=1 k=1
Ahora si definamos
A, A A A, A,
K= X% X5 YA)T‘ Y, Vi

donde T es una variable aleatoria discreta, uniformemente distribuida en el

conjunto de los enteros {1,2,...,n} e independiente de

(W1.W2.X:.X2,X3,Y .Y:), las cotas anteriores aun  pueden ucotarse
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letter characterization).

Esto implica que cualguier par “de tasaéjrdlééﬁiéﬁles"(R;.Rz)' (pof-
definicion Pz < 0, por lo cual € 9 0) de cualquier codigo'(Hl.Hz.n)'para el
MARC general liene que satisfacer la restriccién de (3.10) del teorema 3.2.
Por lo tanto Wc es una cota exterior de la regléon de capacidad del canal. La

razén de tomar la unién unicamente sobre las distribuciones de (xlk,xzk.xak)

2k.xak) =p(x1k)p(x2k)p(x3kixlk,xzk) se debe a que
cualquier distribuci6tn conjunta p(x

que tengan formas de p(xlk.x

X xak) siempre puede escribirse como

1%’ “2x’

g . o 3 ]
p(xakiajk.XZK)p(zlk,x ), pero por la Iindependencia de Lx y WZ, tenemos

2k
p(xlk,XZk)=p(xlk)p(x2k)A Esto completa la demostracién del tcorema 3.2, "

3.4 CanAL coN Ruibo ApiTivo GAUsSIANG Y BLANCO

En esta seccitn se considera un MARC con ruldo aditivo Gaussiano y-
blanco‘(abreviado MARC AWGN), donde el resultado de alcanzabilidad obtenido
en la seccion 3.2 puede interpretarse mejor. La Fig.3.3 muestra un MARC AWGN
degradado, donde las eniradas y salidas del canal XI, Xz’ xa, Y, Y1 son
sefales reales. En cada instante discreto del tiempo, las salidas estan dadas

por
Y. =X +X +Z Y=X_ +X_+X +Z +Z =Y +X_+Z ;
171 72 1 %2 7371 T2 Ty T3 e

los ruidos (estacionaries por supuesto) Zl, 22 son variables aleatorias

independientes, Gaussianas con medias cero y variancias N Y N2.

independientes también de 1las entradas Xl, Xa y Xs' Existen también

restricciones de potencia promedio Pl, P2 N P3 en las secuencias codificadas,

es decir,

il

n
1y =p, i=1, 2, 3. (3.22)




W Y

22~G(0.N2)
Fig.3.3 MARC AWGN degradado

Con la misma definicién de cédigo para el MARC dada previamenite y las

restricciones adicionales de (3.22), tenemos ¢l siguiente leorema:

‘Teorema 3.3: Una region de tasas alcanzables para el MARC AWGN degradado esta

dada por

P +a P +2|a a P P o P
13 1313] E[ 1]}

R= U {(R,R): OsRsmin{E[ 3 !
G Os:x]sl 172 1 N1 + N2 N1
1=1,2,3
: P2+EBP3+2 Eg&aszs o, P
O£R2$mxn{€[ N }, E[ i ]}, (3.23)
1 2 1
P1+P2+P3+2J&_1a3?1P3+2JE253P2P3 a1P1+a2P2
R1+R25m1n{(§[ N1 s Ng ], G[ N1 ]}

donde Eiél—a‘ y G(x)éélog(lﬂ).

‘Demostracién: ver apéndice 3.1.

P1+ Pz Pa Pl Pz
Nota 1: Si N1 < N;' RG se convierte en SRG={(R1,R2): Rlsﬁ [Ti], st(:‘ [—N:]’
P1+P2
R1+R25G [—N——]}, la cual es igual a la regién de capacidad de un MAC AWGN con
1

potencias promedio de las entradas P1 y P2, y potencia del ruido N1' Es

decir, el canal parece ser Elbre del nulda después del relevo.

Nota 2: Si P2=O, esta region de tasas alcanzables se reduce a la capacidad de

un canal de relevo AWGN {34], i e.,
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C= max min
ose<1

Rz(lnl’.;)l“ :

- A

o R (bits)
3 1

‘Fig.B.Q Regidn de tasas alcanzables de un MARC AWGN degradado
con P]= ‘2=P3=10 y N1+N2=I.

Para ver los efectos del relevo en un canal de multiacceso y las
variaciones de las tasas de transmisién en diferentes condiciones de ruido,
graficamos en la Fig.3.4 esta regién alcanzable para P1=10' i=1, 2, 3,
N=N1+N2=1, y diferentes valores de N1 y Nz. Se puede observar que la regién
aumenta conforme N1 esta digsminuyendo (sujecto a N2=N—N1). También notamos
que cuando N1 varia entre [z, 1], 5RG coincide con la regién de capacidad de
un MAC AWGN de potencias P1=P2=10. y ruido Nl (ver la nota 1). Para
N1=N2=O.S, la region equivale mas o menos a la regiéon de capacidad de un MAC
AWCN con potencias P1=P2=20 y ruide 1, i.e. casi el doble de la ra;én total
de sefial a ruido (SNR) del canal sin relevo (un MAC simplemente). Para el
caso extremo N1=O y N2=1, lo cual corresponde a2 la situacidén donde el relevo
puede cooperar totalmente con ambos transmisores, la regién de tasas es
comparable con la regién de capacidad de un MAC con potencias P.1=P2=40 y

ruido 1; casi se cuadruplica la SNR total del caso sin relevo.
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3.5 DiscusioN

El concepto de multlaccese con relevo es muy Iinteresante y también
novedoso tanto en la practica como en la teoria. El objetivo de este capitulo
es dar algunas Implicaciones del problema de transmisién de informacién en
este tipo de canales. Hemos observado que en un MARC Gaussiano, un relevo
podria elevar hasta cuatro veces la razén de sefial a ruidoe total de los
transmisores, con la misma potencia que cada uno de los iransmisores. Este
fenémeno se pucde explicar si tomamos en cuenia que en dicho caso (el ruido
N1=0]. el relevo coopera (con una unidad de Liempo de retardo en nuesiro
caso, debido a la causalidad) totalmenie con los transmisores, y segin van
der Meulen [2), la capacidad de un canal de multiacceso AWGN con la
cooperacion total entre los dos iransmisores (sin retardo), es

+
C'QR1+R2=%1og(1+fiifiﬁz~fli3].
|}
con lo cual no es dificil explicar el aumento de la SNR total en caso de un
MAC con relevo. Este estudio es el primer pasc hacla el completo
entendimiento de tal situacién de comunicacidén., Desafortunadamente, como la
mayoria de los canales de multiusuario con informacién lateral o canal
lateral, el problema de 'la caracterizacién simple de la regién de capacidad
no ha sido resuelto en su totalidad. A pesar de eso, hemos obtenido algunos
resultados interesantes, especialmente para el caso de MARC AWGN. Las
regiones alcanzables obtenidas, aunque no se ha mosﬁrado que son regiones de
capacidad, coinciden por lo menos para el caso de un sélo transmisor (R2=O).
{.e., para el caso de un canal con relevo.

También hemos obtenido algunos resultados sobre MARC con realimentacion,
es decir, existen realimentaciones de la salida Y para el relevo y
realimentaciones de ambas salidas (Y, Y&) para cada transmisor. Obviamente,

las funciones de codificacién (3.1) y (3.2) se cambian para este caso a

_ k=1 k-1 - k-1 k-1
xlk—flk(wl,y S e (v_,y A

k-1 k—l)
2k 2k 2

), x3k=f3k(y 1Yy
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donde k=1, 2, ..., ny wle[]. I‘fl] son mensajes a itransmitir. Los resultados
se pueden resumir en el slgulente teorema cuya demostracién es similar a la

de MARC dm de las seccliones 3.2 y 3.3 (ver [48] para mayor detalle):
Teorema 3.4: Para el MARC dm con realimentacién, sea R(P) el par de tasas
(Rx‘Rz) que satisfacen
OsR=I(X;:Y, Y |X,X), OsRsI(X,Y.Y [X.X),
R1+R2£m1n(1(XI,X2.X3;Y).I(Xi.Xa;Y.Yi|X3)),
para una distribucién conjunta P en (X’, Xz, Xa). Entonces

1) Una regién alcanzable es CR”; U R{P), donde la unién es sobre todas las P

de Torma p(xl.xz.xg) = p(xa)p(xilxa)p(x2|x3).

2) Una cota exterior de la region de capacidad es R0F= U R(P), dondec la unién

es sobre cualquier P.
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Demostracién del Teorema 3.3:

Demostramos aqui la alcanzat_:ilida?lv'éev‘ ERG para el MARC AWGN degradado
utilizando un método similar 'al ‘del .caso dm (SBME y decodificacién
regresiva). ,- : : ‘

Denotamos primero iRG = U ‘R(SL donde la unién es sobre todas « 4
{ax’aa'“a)em'”a y Rle) es Ja region definida por (3,23), Se puede ver
facilmentc que

R(a) = R’ (a) N R"(a), (3.30)

donde R'(a) y R”(w) son regiones cuyas tLasas (Ra' Rz) son resiringidas por
los primeros y  segundos términos dentro de wmin{:,+) en (3.23),
respectivamente. Observe que si R®“(a) es alcanzable para el proceso de
decodificacion en el relevo y R'{a} es alcanzable en la decodificacion
regresiva del! receptor (suponiendo que la decodificacion en el relevo fue
correctal, la interseccion de ellas también es alcanzable para estle esquema.

Para. facilitar la demostracién bajo nuestro esquema, supongamos, sin

perder generalidad, que el mensaje del primer transmisor consiste en dos

componentes
V= W'y donde WVeld, :’1“)=exp(nR(”)].
1 1 1 1 1 1
y I‘!l=exp(nR1)=Mi“><M;2). También definimos que la informacién de resolucién
S2 consiste en
it (2) - (1) (H= (1)
552—(52 s ‘52 ), donde 82 el1, H2 exp(nR2 13,
= oyt (2)
vy P[z-exp(nRz) Hz xﬂz .

Generamos ahora independientemente las siguientes secuencias iid ‘de -

acuerde a la distribucién Gaussiana con media cero y variancia unitaria:

wo (1)) A, (20 o~ o (1) R - (1), = @ -
w,5 )
“(51)' \r(s2 ), vis, Yo x (e s 0, x (o R x,(0,,s, Yo x (s,
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" .donde

Las pelsbras del cotigo ze fornen com sigue: |
:,’:,x_i(;li;"‘%l)%iﬁ {JE % (w5 )+lp ;?](u;:z;,é])} Aarpus)  @oan
_"_’xzr(‘;a,'s‘é): E{J;:Iz % (w, “’)+J—? v(s(”)}
o oy {QIZ &?_mz,sz )J:T v(s(?))}, (3.32)
x3(751,52)= ja_ai’:u(si) + -EEG_P; {E ?r(s Mady V(s "))}, (3.33)

donde B, 7 €-[0, 1] son parametros que se introducen para evitar el uso del
compar‘tgimiento de tiempo. NoOtese que las palabras del cédigo generadas
satisfacen las restricciones de polencia promedio.

Recordamos primero que las salidas del canal estan dadas por
=X 44X _+Z =X +X_+X_+Z +Z ;
VIERTRIE Y YRR TR

Yy, ¥y y son variables aleatorias Gaussianas debido a que las entradas y los
ruidos son variables aleatorias Gaussianas. En el proceso de decodificacién
en el relevo, conociendo (sl,sz), el relevo puede substraer primero los

vectores u, v, y v de la sefial recibida y1 y luego decodificar el mensaje
(1} . . . . -
wl (considerandose otros vectores aun no conecidos como ruidos Gaussianos

adicionales {10]). Del teorema estandar [33] sabemos que wi” se puede

decodificar con probabilidad de error arbitrariamente pequefia si

Bo. P
m _ 1 11 ] (3.34)

R = >log [1+-———-—-—-_-_
1 2 N, +oc2P2+f3c>c1 P,

(1)

Conociendo W se puede substraer también el vector 521 y decodificar ahora

W, Eso requiere que




Finalmente

pquéﬁa‘si

(3ae)

(3.37)

16 140’.1P](B(X.1P1+B(!2P2+N1)
OB TN N Y P ¥R P
- SR UE B - A R

« P +a P
! ‘le 2], V¥ 0=ps1.

| R+R = %1og[1+
.
Por lo anterjor y variando B entre [0, 1], se puede ver claramenle que R”(g)
es alcanzable en el procesc de decodificacién del relevo.

Consideramos ahora la decodificacién regresiva. En cada etapa, el
decodificador conoce WY L, debido a nuestro esquema. Entonces se decodifica

1

primero s2 de la sefial y. Con un argumento similar podemos mostrar que si

¥S
(1) 1 2
R, = §1°g[1+N+Sl+VSZ}’ (3.38)

donde s 2 P+aP+2!&aPP y s? P+EP+2|&&PP . s ge  puede
1 1 3.3 1313 2 2 33 2323 2
decodificar con probabilidad de error arbitrariamente pequefia. Substrayendo

todos los vectores cénocidos de y, se puede decodificar S, Esto necesita que

1 S1
Rl = élog{1+N:§§;}. (3.39)

Finalmente el receptor decodifica w;2) substrayendo los vectores conocidos de
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¥y Sabcmos que - esLe mensaJe se puede decodificar con pr‘obabllidad de error

arbitrar iamente pequeﬁa = i

- ‘(é ‘1 7Sz
3 Rz_ Elog[l+——N——]. ' (3.40)
(3.38) y (3.40) resultan en
‘ o S, (W+3(S +5.))
A (1) (2 1 2
Rz',— R2 +R2 2log[ WS, *’55 ] (3.41)
y consécuentemente de (3:39) y {3.41) concluimos
N S,+S,
R]+_R2 = il_og{“ 5 ], Vv Q=y=1. (3.42)

las desigualdades (3.39),7 {3.41) y (3.42) implican la alcanzabilidad de R (g)
en la decodificacion regresiva del receplor. Como la prueba es valida para
cualquier a« e [0, 1}3, la regién ﬂc es alcanzable para el MARC AWGN
degradagio. ]
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Carituro 4

CANAL DE MULTIACCESO GAUSSIANO DE TIEMPQ DISCRETG CON- MEMORIA

En este capitulo estudiamos los MACs Gaussianos de tiempo-discreto, con
memoria finita y restriccliones en las entradas. Se describe en la seccién 4.1
el canal y las restricciones de las entradas. En la seccién 4.2 presentamos
una nueva definicién de la region de capacidad basada en proceses, en lugar
de la definicion estandar. Con esta definicién y algunas propiedades
sencillas de tasas de entropia de los procesos estacionarios, derivames en la
seccion 4.3 algunas caracterizaciones simples de la region de capacidad para
el caso de la restricciéon de potencias promedio. En la seccion 4.4
consideramos el caso de la restriccién de pico de amplitud scbre las
entradas, obteniendo algunas regiones alcanzables. lLa conclusién estd en la

seccién 4.5,
3

4.1 MopELo DEL CANAL Y RESTRICCIONES DE ENTRADA

Con la excepcion de los canales con ruido aditivo Gaussiano y blanco
(AWGN), la mayoria de los canales practicos exhibe dependencias estadisticas
entre las transmisiones sucesivas de simbolos. Esto es particularmente cierto
para canales con desvanecimiento (fading channels) cuando el devanecimiento
varia lentamente comparado con el tiempo de un simbolo. Estos canales con
memoria degradan el desempefio de los codigos disefiados para operér/en los
canales sin memoria [44). En este capitulo estudiamos los MACs de tiempo
discreto con ruidos aditives Gaussianos y con interferencia entre 'simbolos.

El modelo del canal se muestra en la Fig.4.1, donde suponemos que el
ruido aditivo Gaussiano Z J= (zn), -o < n < ®», es un proceso aleatorio
Gaussiano y estacionario con media cero y densidad espectral de potencia
N({f), l.e.,
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Fig.4.1 Modelo del MAC Gaussiano de tiempo discreto

- A ~Jenek
E{zn) 0, y Ni£) = g E{znaﬂk}e ;

E{*} denota el valor esperado. También suponemos que Z es un proceso regular,
y por lo tanlto

1 .
J |IogN(f)]df <o,
0

Las interferencias entre simbolos se modelan por medio de dos filtros

lineales e invariantes en el tiempo con funcicnes de transferencia (i=1, 2)

L]
M
! ~j2nfrk A
H(r) = Lh e (2 D
k=0
donde las secuencias de longitud {inita {h‘y)nl...:.hln}, con }ﬂo=1 Y h‘H

1
#0, son respuestas de una muestra unitaria de los filtros del canal. Nétese

que H‘(f) son periédicas en f con periodo unitario (sin perder la generalidad

podemos suponer fe(0,1)), causales y estables, {.e.

1
[ roglii 5 far
0

siempre son finitas.

Las entradas del canal X‘1=(x1 Yy X2=(x2 } son sécuencias reales, las
0 y D

cuales producen en la salida una secuencia real Y={yn), dada por

Yy =X +% 4z ; —o < p < ow (4.1)
donde
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v < n<om

Como comccuencia del filt.rado Hneal las muestras de la entrada sec

interr‘elaci_onan por lo que se produce interferencia entre simbolos. Eslos

cana]es co memorla se- dlce que tienen memoria finita siempre y cuando

y ¢l canal es sin memoria si M =

Naturalmente, las sefiales de entrada praciicas tienen que sa sf‘acer &

algunas limiltaciones fisicas. Dos importantes tipos de .restricciones ,S‘e T

consideran aqui:

1) Restriccién de potencia promedio (por simbolo)

, para cada n, y - (4.3)

L ]
[ = JT‘ , para cada n. (4.4)

En otras palabras, P1 y ﬁx son las maximas potencias promedio o los picos de
amplitud permisibles para la entrada i (i= 1, 2).

La regién de capacidad se define usualmente como la cerradura de tedos
los pares de tasas alcanzables (R!,Rz). para la cual existe un esquema de
codificacién (satisface ciertas restricciones de entradas) y un esquema de
decodificacion con tasas (Rl’Rz)' tal que 1la probabilidad de error es
arbitrariamente pequefia. Un ejemplo bien conocido es la region de capacidad
de un MAC AWGN de tiempo discreto, dada explicitamente en funciones de las
potencias promedio de las entradas permisibles I’1 y Pz' y la variancia del

ruido de canal (con media cero) o2 [10]:

. . P1 1 Pa
'G'chu'_' (RI.RZ): 05R15 -Z-log[l + -0-—5 ], Osts Elog[l. + —;5- ].
RI+R2s ilog[u = ] }
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Uno“de  los obJetivos de este capitulo es extender este resultado al
mode]o mas general donde el ruido aditlvo Gaussiano nec necesariamente tiene
que ser blanco y se podria presentar interferencla entre simbolos.

En la siguiente seccién presentamos una definiclién alternativa de la
regién de capacidad para este canal, la cual es paralela a la definicién con

procesos de Khinchine para canales clasicos punto a punto [42].

4.2 DEFINICION CON PROCESOS PARA LA REGION DE CAPACIDAD

Sean primero I], IQ y Y cualesquiera conjuntos finitos, y ¥ > O,
cualquier entero finito. Sea p‘(ylx?,x:) una distribucién de probabilidad
condicional definida sobre Y WT B I:..Un MAC discreto (en ambos: tiempo y
alfabeto) con memoria finita estd caracterizado por sus alfabetos de entrada

11 y XZ, alfabeto de salida Y, y por su probabilidad de transicién

' Pryd Y=y X, X = p*{ '|xn x )
N PrLYy 1,n-#' “2,n-H""'
donde
. A | &0
Xl = (. ENUITEE A X ) e X,
P 4 (% x )
y 1,n-H T T

Esto es, la distribucion de probabilidad de la salida del canal en cualquier
instante n, );= y, dadas las secuencias enteras de entradas Xl y XZ, s6lo
depende de los M valores mas recientes de las entradas X:,n-n v X;,n—H'
Notese que el canal es estacionario o invariante en el tiempo debido a que
p*('

*,+) no depende del indice de tiempo n.

Las definiciones estandares de codigo de bloque asi como las tasas
alcanzables y la regién de capacidad para este canal son similares a las que
hemos dado previamente. Ahora introducimos otra definicién de la regién de
capacidad para el canal, en lugar de la definicién estandar, y mostraremos
sus equivalenciés.

Del resultado de MAC dm del capitulo 2, uno podria sugerir a considerar

el siguiente conjunto como un posible candidato de la regién de capacidad del
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MAC on memoria’ finita:

, X"Ux“ {'(R?'RB)‘ OsR = 51 (X3 Y 1), 05k S1OGY" X0,

H - 1 n, .
Y RARS 100XV }

donde la unlén es sobre todas las distribuciones de probabilidad de entradas
independientes pl(xr), i=1, 2, cuando la longitud del Dbloque n es
suficientemente grande. Este razonamiento heuristico nos motiva a analizar la
siguiente llamada definicién con precesos de la regién de capacidad,

. ® o :
Sean X = {x_ } y X = {x_ } dos procescvs aleatorios
1 1,n n=-m 2 2,n n=-wm © ©
conjuntamente estacionarios que toman valores en i1 y 12, respect ivamentie; Y
© . . . ®
= {y} o' la secucncia de la salida del canal que toma Su valor en Y
n n=-

cuando X] y Xz se concclan a las terminales de entrada del MAC. Como el canal
es estacionario, Y ¢s conjuntamente eslacionario con los procesos de entrada.

Definamos ahora las tasas de informacién mulua (promedio) como sigue

HE>

T vy IR BN | T
X Y[X,) TOX3Y (X0

3
g
S

lim

He»

Tiv .viv SRR
T(X_;Y[X)) TOXYTIX)D,

1>
=3 =
ER Y
S

y I(k].xz;i)

= g

.non N
I(AI.XZ.Y ).

Estos limites siempre existen debido a la estacionaridad conjunta de los
procesos involucrados. Veamos ahora la region Gr definida con procesos, donde
J
14 4 U {(R JR ) 0=R = T(X ;Y|X ), 0sR = T(X ;Y|X ),
Py ¥ 1’2 1 1 2 2 2 1
1" %2 (4.8)
¥ R1+st I(XI.XZ;Y) }.

y la unién se toma sobre todos los procesos de entrada X1 y Xz' conjuntamente
estacionarios e independientes uno de otro.

Seria natural preguntar si EP. tal como se definid en (4.8), coincide
con la definicién estandar de la regién de capacidad €. Obviamente, esto es
el caso cuando los canales no tienen memoria. La respuesta para los casos

generales estéd en el siguiente lema basico:
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Lema 4.1: La ‘definicior

tiempo discretbréﬁh:i¢¢érié fin

i.e.,

Ep € % es nmis obvie, porque s6lo. los fbroceSos conjuntamente
estacionarios estan involucrados en la definicién de ﬁp. £ < Cp es mAs
dificil de demostrar, y la técnica consiste en concatenar secuencias
aleatorias y correr aleatoriamente el origen del tiempo para oblener los
procesos estaclonarios deseados. Como nuestra demostraciéon usa efectivamenic
la suposiciOn de memoria finita, ella no se puede exiender dircclamenie a
canales con memoria infinita. Sin embarpgo, los canales con memoria infinita
siempre sc pueden aproximar apropiadamente con los de memoria {inita, y por
lo lante el modelo no es lan restriclive. Como Ja demostracion ne se
necesitara mads adelante, la ubicamos en el apéndice 4.1.

. Se puede modificar de Ia manera obvia el resultado anterior a los casos
de alfabetos conlinuos (y con restricciones de entradas). Por conveniencia,
ponemod? formalmente este resultado como una definicién.

Denotamos I1(«;+) y T(*;'[-) como tasas de informacién mutua y tasas de
informacién mutua condicional, definidas para los procesos aleatorios
conjuntamente estacionarios X‘ = {x“n) y Y = (yn), cuyos componentes son
variables aleatorias reales con variancias finitas. Entonces, tenemos la

siguiente definicioén

Definicidén 4.1: La regioéon de capacidad de un MAC de tiempo discreto con

memoria finita es la cobertura convexa del conjunto

. 0=R =< T(X ;Y|X <R = J(X_;Y|X ),
U {(Rl,Rz). 0=k < T(X3Y|X)), O0=R= T(X;Y|X)

¥.X (4.8)
1" %2

y R+R = I(Al,Xz;Y) },

donde 1la wuni6tn es sobre todes los procesos X1 y Xz' conjuntamente
estacionarios ¢ independientes uno del otro y del proceso del ruido del canal
Z (en nuestro caso), que satisfagan algunas restricciones apropiadas de las

entradas del canal.
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4.3 RecioN DE CAPACIDAD CON’ POTENCIA PROMEDIO

Usando la definicién anterior, derivamos en esta seccléon algunas
caracterizaclones de la reglén de capacidad para €]l MAC Gaussiano de la
Fig.4.1 donde las entradas deben satisfacer las restricciones de potencia
promedio (4.3). Anles de proceder a las derivaciones, resumimos aqui algunas
propiedades basicas de las tasas de eniropia y de informacién mutua de los

procesos aleatorios y estacionarios, las cuales vamos usar con frecuencia.

Tasas de entropia de los procesos aleatorios y estacionarios: Sea X = {x} un
n
proceso eslacionario con media cero y densidad espectral de polencia S(f),

i.c.,

et o ) . ~Jonrk
I:{A"} 0, y s(r) %E(Anamk)e

Denétese h(Xn) la entropla diferencial de una secuencia (o vector) aleatoria

Xn=(xl,,...xn); la tasa de entropia del proceso X se define como
L}
A0 2 1im L oax™.
hoo n

Es bien conocido de que el limite anterior siempre existe para los procesos

estacionarios con potencias finitas.

Si X se pasa por un filtro lineal e invariante en el tiempo con funcién
de transferencia H(f), se puede mostrar que el proceso resultante { = {;«'n) es
estacionario con la densidad espectral de potencia 8(r) = S(f)]H(i“)]2 y la

tasa de entropia
el o 1! 2
R = B0 + 5 [ log|H(H) [ar
0
siempre y cuando la ultima integral sea finita.
Por ejemplo, la tasa de entropia de un proceso Gaussiano X con media .

cero y densidad espectral de potencia S(f) es

1
h(X) = %log(Zne) + % I logS(f) df .
0
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Debido B la linealldad y a la invariancla en el Liempo del fillro, el proceso’

filtrado X es también Gauss!ano yyla;tasa de entropia es por lo tanto

. S
h(}) = % log(Zne) + = I 1og[|H(f}|ZS(f)]df
)
1
Ty 1 2
=X + 5 J’ulogw(r)l dr.

Supongamos ahora que X consiste en variables aleatorias independientes e
identicamente dislribuidas (i1id), con una distribucién uniforme en el
intervalo [-4P, J{P]. La tasa de entropia de un proceso lid es igual
simplemenle a la entropia diferencial de una sola letra (o indice de tiempo),

y en el caso . de la distribucion uniforme
- 1
h(X) = ilog(ﬂPL

Consecuentemente, la tasa de entropia del proceso de salida X del filtro

lineal:ﬂlﬁ, cuando se aplica dicho proceso de entrada X, es
oy L 1 1 2
R(X) = Sloglar) + 5 J log |H(f) |%df. (4.9)
o

Tasas de informacién (mutua) de los procesos conjuntamente estacionarios: la
tasa de la informacién mutua entre dos procesos conjuntamente estacionarios X
y Y se define como

To6y) & 1ie L rox™y™.
=m0 11

n

l.a tasa de informacién mutua condicional se puede definir de manera similar.

Si Y= X1+ X2+ Z, donde Xl, X2 y Z son procesos independientes, entonces

T ’ - : 1 l’l‘ n n
TXY[XY = i = LY XD,
_ a1 N o0y o™ ] Ty _T(7Y- .
= lip = [h(X‘)rZ )-h(Z )] = BX +2)-h(Z);  i#]
= o1 noyn Ny 1 ™M = BYI_T
y T(X X 5Y) = 1im = T(X7,X2¥) = lin — [h(Y") h(Z )] n(Y)-h(2).
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Algunas’ deslgualdades quc involucran tasas de entropia y de 1NF_°Pm3¢i6N: Es
bien conocldo de que la tasa de entropia de un proceso X con una dcnslda&
espectiral de potencia S(f) siempre esta acotada superiormente por la de un
proceso Caussiano con media cero y la misma densidad espectral de potencia,

i.e.,

1
nix) = ;_103(2“) N %I logS(£)df.
s}

Otra desigualdad util, llamada desigualdad de potencia: de:entrqpla ;('1a

cual se necesitara en la siguiente seccién) es 140170

o expl2h(X"+Y")/n) = expl2h(X")/n) + éxp[?h(-'?" ”'(:4.'10)

Si--las “tasas -de entropia respectivas e‘x‘i"s._tern. ~"'"__,]imite n-yo0

obLendr‘er'nos,‘una versié.n de esta desigUal,dad\"une ;'irnvro]hc‘:ra'vlarsr tasas de

entropia, ¢,
expl2h(X+Y)] = expl2h(X)] + exp[VZE(Y)].‘

lo cual® se puede expresar también como

T(x+7;X) = 1og[]+exp(2lﬁ(\')—ﬁ(x)])], (4.11)

B

Ahora presentamos nuestros resultados principales para el canal de la
Fig.4.1.

Teorema 4.1: La regiéon de capacidad del MAC Gaussiano de la Fig.4.1 con
entradas restringidas en potencia promedio es la cobertura convexa del

siguiente conjunto de pares de tasas

: [ ()]s, ()
-

1
U {(RI,RE): 0<R = o J log T

. }df, i=1,2,
S.,S 0
1’72

(4.12)
L g |H (0], (1)
v R1+R25 5 f 1og[1 + z —NE ]df }
0 121
donde la unién se toma sobre todas las densidades espectrales de potencia

permisibles Si(f) = 0 que satisfacen
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s = b (213
Yo e )
Este resultado no es aun una caracterizacién simple de la regién. de
capacidad, debido a )a dificultad ‘de tomar la unién sobre los posibles
espectros de entradas S‘(f). Uno  podria preguntar si  existen algunos
espectros "optimos" Sl(f) de tal manera que la regién resultante cubre toda
la regiétn de capacidad. Este problema por lo pronto no tiene una solucién
general a menos que los filtros del canal H‘(f) tengan formas particulares

(por ejemplo Hl(f)=H2(f); ver teorema 4.2 para mayor detalle). Demostramos en
scguida este teorema.

Prueba: La regién de capacidad de este canal esta dada por la definicion 4.1,
lo que queda es evaluar las tasas de informacién mutuva en (4.8). Para dos
procesos estacionarios cualesquiera X‘ = (xn), i = 1,2, independientes uno de
otro e independientes del ruido del canal Z, con media cero y densidades
espectrales de potencia S’(f). las restricclones de potencias promedioc (por
smmm)ﬂfﬁ=PlmMMM(Lm)mmmEH;}=ﬁ%UMf

O¥serve que &x' los procesos de salidas de los filtros del canal H‘(f).
tienen densidades especlrales §’(f) = Sl(f)|H(f)|2. Como los procesos X, y Z
son independientes, Xx y Z también los son. Por lo tanto, X‘+Z y Y = X1+X2+Z

tienen densidades espectrales de potencia

2
NS (N A5y N TS (O]H D],
i=1

respectivamente. De las propiedades de las tasas de entropia dadas
previamente, tenemos

1

h(z) = 5

11
log(zne) + 3 JologN(f)df,
— 1 11 2
h(X1+Z) = E]og(Zne) + 5 Jolog[N(f)+S‘(f)IHl(f)| }df, y

= 1 1 ¢ 2 2
h(Y) = ilog(Zne) t 3 Iolog[N(f)+‘§lsl(f)IHl(f)l ]df;

con igualdades si y sélo si X1 Yy X2 son procesos Gaussianos. Esto implica. que
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A i ()[%s (0 s
=y f et o —an era geien

'. I(.)\"';‘Y.|Xj’),-v-‘.;:_ (4

.0
R - . 2
5 NI - 2 [ (0} ]"s (1)
v TR 2 R-R) s g folog[l +|Z R ]‘”‘

donde las igualdades se logran con procesos Gaussianos.

Por lo anterior podemos concluir que la regién de capacidad tiene la
i‘_or'ma de (4.12), y las igualdades se pueden alcanzar si y s6lo si X‘ son
Gaussianos. Compartimiento de tiempo permite que cualquier (R‘,Rz) en la
coberiura convexa seca alcanzable, eso demuestra el teorema. L

Para el caso de dos filtros del canal iguales Iil(f) = Hz(f). oblenemos
una caraclerizacion simple de la regién de capacidad. E! resultado es una
consecuencia del teorema anterior, el cual también se puede ver como una
generalizacion de la bien conocida regién de capacidad de un MAC AWGN de

tiempo discreto, dada en (4,5).

Teoremd® 4.2: Si H1(” = Ilz(f) S H(f), la region de capacidad del canal € esta
dada por

cat {rey |°
{(RI’RZ): OSR‘S Cl = i IolOg max[l, Gi"m‘-)———]d{; i=1,2

2 (4.14)
A [H(F)
R1+R25 C]z = é Jolog max[l, 2] W]d[ },
donde los parametros 0‘ y 6 son soluciones de
! N(£) :
Imax[ﬁ). 8- »—-—-—-5]df = P‘ . {4.15)
0 [H(F) |
Y
! N(£)
fmax[o, o - -———z]df = P+P, . (4.16)
0 JH(F) ]

Esta regién de capacidad esta dada por el pentdgono definido por los
vértices (0,0), (c:,o), (c;,az). ‘&:'G;) y (o.c;) tal como se ilustra en la

Fig.4.2, donde & 4 ¢, —c:, Lj=12 i#]
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Prueba: Un problema bien..cbhogido._ien, l1a" d:pt_;hﬂ‘zééi'bh?ebsfmaximliar?, w

sujeto a IS(f)df=P. El ‘maximizante: ) restd’ dado paramétricamente por
0 R s . KO . ) )

(aplicando el teorema de Kuhn-Tucker)' »

s(r) ;:',max[o, 9 - —N-SQ-—Z].
: {H(rY |

donde el parametro 6 se escoge de tal manera que satisfaga la restriccién de
potencia. Dicha so‘liJc,inﬁ"‘_tirene una interpretacién llamada "walcn-filling"

(1lenado con agua) la cu-al ',exp]otamos en el capitulo 5 con mas detalle.

Fig.4.2 Regién de Capacidad de MAC Gaussiano

.‘Ahor‘a veamos la regién de capacidad dada en el teorema 4.1. El maximo de
Rl es C: dado por (4.14), lo cual se puede alcanzar con el S:(f) maximizante
dado por el integrando de (4.15). Similarmente, como Hi(f)=H2(f), el méaximo
de la suma R1+R2 es C:z, dado por (4.14), con el maximizante S:z(f) dado por
el integrando de (4.186).

El par de tasas (C:, 62), indi::ado como véx‘tice. "A" en I.a Fig.4.2, puede
ser alcanzado aplicando 51(” = Sl(f) y Sz(f) = SIE(f) - ;Si(f). Nétese que

Sz(f) estd bien definido porque 8 = 91, Yy R2 = 6:2— C2 es siempre una
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restriccion'actlva}fE aléaﬁiaﬁlé[pdr'la misma razén. Como

cualquler par dé‘iééﬁsg( I a” ;ﬁﬁpuede ser*alcuanzado por medio
de compartimiento de tiem

la Fig. 4.2 no es élcaﬁi&bivlr ‘eévla region de capacidad. L]

4.4 CaNAL coN AMPLITUD LIMITADA

Analizamos ahora el MAC Gaussiano de Liempo discreto donde las
anplitudes de las entradas son limitadas por (4.4). En lugar de la region de
capacidad actual, tenemos nadamads las colas Interiores y exteriores. La cota
exterior consiste en la regién de capacidad del canal correspondiente a la
restriccién de potencias promedio derivada previamente. Esto se debe a que
con las mismas Pl, el canal con restricciones de picos de amplitud es un caso
especial del que tiene restrictiones de potencia promedio. E1 siguiente

teorema nos da una cota interior de la regién de capacidad.

Teoremd 4.3: [l siguiente conjuntc de pares de tasas es alcanzable para el

canal de la Fig.4.1 con amplitud limitada:

1 ZPl
{(Rl'Rz): 0 = Rl < i]og[l + ——j:;q, i=1,2,
T(EG"
2 (4.17)
! 2Pi
y &+%.-§Mgp + ¥ - ]}.
1=1 neo“‘
donde
~2 t 2
6% = exp[ I 1og(N(f)/|H1(f)l ]df } i=1,2. (4.18)
0

Prueba: La region de capacidad de este canal estd dada por (4.8) donde la
unién es sobre todas las entradas independientes X1 que satisfagan Ix"n] =
Jﬁ‘, i=1, 2, las restricciones de amplitud. Vamos a acotar inferiormente los
términos de los lados derechos de (4.8) con dos eniradas especiales Xl lag
cuales son uniformemente distribuidas en el. intervalo [—JFX, I?i] (por lo

tanto se satisfacen las restricciones de amplitud). Eso constituye obviamente
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. ﬁ&ﬁ“é}: 2
e 3

RS 2R,

utilizando la desigualdad de 1a potené.ial de entropia dada por (4.11), tenemos
- I ' —n =
](XI,YIXZ) z zlog[ﬂexp(z[htxl) h(Z)])].

La entrada X,‘ = {x] n) se escoge de tal manera que es iid y uniforme en

[-IF1.JF1]. y por lo cual ﬁ(xl) = %log(dPl). Como
1 1!
h2z) = Elog(Zne) * 5 J. logN(f)dr,
4]

1
ey 1 1 2
h(x‘) = zlog(APl) t s folog]n‘(r)j ar,
L
donde la ultima igualdad es una consecuencia de (4.9), se obtiene
2P

= , 1 1 ! -2
I(.\l;Ylkz) z ilog[l Al exp[—folog[N(r){Hl(f)[ ]df”.

la cual es la primera desigualdad deseada en (4,17). Podemos acotar tamblién
T(XI;YIXZ) con Xz que es iid y uniforme en [——I_Fz, JT’Z].
Finalmente, utilizando la siguiente desigualdad generalizada de potencia

de entropia
expl2h(Y)] = expl2h(X +k +2)] = expi2h(X )1+expl2A(R ) 1+expl2R(2)],
obtenemos facilmente
T(X,X:Y) = B(Y) - K(2)

= %log{l + exp[Zﬁ(f{l)-ZE(Z)] + exp[ZE(RZ)—ZE(Z)]]
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cl. anterior para el caso’

especial H:(f) = Hz(f)'

Teorema 4.4: Si Hltf)st(f)éH(f)j'eﬁté _ﬁte]canunto de pares -dc

Lasas

{(Ri'Rz): OsRls ilog[l *

(4.18)

R1+R2£ ilog[1+ o
2nec

(I P+ |iF . )?  ({F.+IF - |1F. 1P|
12 1.2 exp |t ? 12 ] }

{F +{P_+|{F -1TF |

1 2 1 2

es alcanzable, donde & se define similarmente como en (4.18) para H(f].

La wltima desigualdad en (4.19) se puede simplificar todavia mas si
aplicamos la desigualdad exp(x) = Tx+xo/2 {para x20). Tsto es
) 2P +2P +F
A1+R25 Elog[l + ____~_7§~__]'
nec

donde P =Amin{P1, PZ).

Prueba: Solo la uUltima desigualdad de {4.13) se necesita comprobar.

Aplicando la desigualdad de potencia de entropia tenemos
expi2h(Y)] = exprzﬂ((il+iz)1+egpm(zn.

Esta desigualdad implica que

I(XI,XQ;Y) = h(Y] - h(Z}

= %mg[1+exp[zﬁ(f<l+)‘<2)—2ﬁ(2) ]], 7 (4."26')

Como Hl(f) = Hz(f).
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T S 2,0
HR R ) = BX X))+ 5 Iologw({)[ ar. (4.21)

Sean X1~ y X2 ‘dos - procesos '1ndepéndientes que consisten en variables
aleatorias 1iid Xy x, Yy uniformemente distribuidas en [-IFl.Iﬁj] y

[—er,'rl;z]. respectivamente. Después de un calculo se puede mostrar que]

, 4P+ - | 4P 1P|
1 2 1 2

2P +{P_+|{F_~{P_|
e T T

h(X +X)) = hlx +x) = + log({P +{P_+ |\T -{P_|).

Suslituyendo esta expresion a (4.21) y luego a (4.20), oblenemos la

desigualdad deseada. n

£l significado de este resultudo se puedec ver claramente, si comparamos
este resultado con la cota exlerior correspondiente (regién de capacidad de
potencia limitadu), suponiendo que el canal es sin memoria con un ruido
Gaussiano y blanco (i.e., N(f) = 02), v ln=P2=P. La region alcanzable en

(4.18) ge convierte en

ep ] 2 P L1 1 2P
{(Rl,Rz). 0=R = i]og[] £ 2 5]. R +R = Elog[l + = -5]} (4.22)
ne ¢ ne

Comparando esta region con G dada por (4.5) podemos ver que la pérdida de

AWGN
SNR efecliva debida al uso de restricciones mas fuertes (i.e., restricciones
de picos de amplitud en lugar de restricciones de potencia promedio) es mads o

menos por un factor de 1/m,

La densidad de probabllidad de la suma de dos varjables aleatorias indepen-
dientes es igual a la convolucién de sus densidades, y en este caso es un
trapezolde.
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4.5 ConciusioN ¥ COMENTARIOS

Mediante la definicién para la regibén de capacidad del MAC con memoria
finita basada en procesos, hemos derivade algunas caracterizaciones de la
region de capacidad del canal Gaussiano para el caso de entradas restringidas
en potencia promedio, y tasas alcanzables en el caso de entradas limitadas en
amplitud. Esta definiciébn es novedosa para el MAC, y nos permite simplificar
las derivaciones usando s6lo propiedades sencillas de las tasas de eniropia
de los procesos eslacionarios. Este resultado generaliza los resultiados
clasicos de los canales Gaussianos (33, 411 a los canales de mulliacceso
Gaussiano con memoria finita. El problema de la determinacion dé las regiones
de capacidad para el caso do Hi(f)xnz(f) con potencias restrictivas y para el

caso de amplitud limitada siguc estando abierto.
En el siguienfe capitulo extendemos nuestro analisis a)l modelo de liempo

continue, donde las eniradas no 'solamente son limitadas en potencia o

L]
amplitud, sino también en especiro de frecuencias.
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“Apeoice 4.1

Demostracién del lema 4.1: € = €

p
a)l Gp ¢ 6. Supongamos (Rx'Rz) € Ep. queremos mostrar que (Rl'Rz) € G, o sea,
Ia alcanzabilidad de (Ri’Rz)' ’

Dada £ > 0, sean xl y X2 dos procesos estaclionariogs independienies que

producen
= TX;3Y|X )+e, Rs ngz;y|x1.)+c. y R*R= T(X X :Y)+e,

donde Y es cl proceso de su]idd del canal correspondientc y la ¢ adicional
es necesaria porque podrian no cx1st1r procesos que produzcan exactamente
(Rl'Ra)' Como Ja memoria dcl caral - (H) "es-finila, podemos enconirar un N

suficientemente grande tal que:

1 . 1 SN N K !
o z(x i Y" |x Yooy TGy (X )+e =

I(XI;YI‘\E) m

T ,. SR < 'N. ’N N
YN = g TG Y X)e26,

n
o
=

(X?;YN]X:)+ZC,

T N
v TGN s ke 1R Y,

lo cual implica gque

ae = NN N - 1 Hy N
R -3 = TOXGY X)), R -3¢ 10y

1
N+ H 2 N+H

1 N R N
y R‘+R2—3:: = m I(Xl,ka,'z ). (4.23)

Demostramos a continuacién que los lados derechos de (4.23) forman una
cota interior de un par de tasas alcanzables. Este par de tasas alcanzables
se genera de la siguiente manera. Sea B=N+M, donde N es el mismo.ccmo el
anterior de tal manera que satisfaga (4.23). Las palabras del cédigo de las
entradas con longitud de bloque B se escogen como abajo se muestra:

Xi= (Xi1"“'xin'0""0)’ i=1, 2

con los ultimos M simbolos iguales a cero. Nétese que dicha codificacién

hace la salida del canal correspondiente YB independiente de las entradas de
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y+ del- Leorema de

par dc Lasas (r T, } con

<

1 B B B
= 5 TGV

es alcanzable para dicho canal; L.e.‘4(rl.r2) € €. Observe que

- =< l " < l B- A
R-3c = g I(X:',Y"]Xz) s 5 10Xy |XZ),
, _q. < L N NNy 1 B BB
R-3¢ = 5 TV N = 5 100 VX0,

Hy L1
\ ) = 7 I(k ) Y )

R+R, 3z:<-1(x SN

¥y la demostracion es valida para todas las e>0, por lo tanlo (R1'Rn) €.

b) 6 ¢ Ep. Supongamos (Rl'Rz) € €, gueremos demostrar que (Rx'R}) € E#

Como (R1'R2) es un par de tasas alcanzables, de la definicién estandar
sabemos® que para cualquier £>0 y todas las N suficientemente grandes, existen

cédigos de bloque (Ml, N_. N) con tasas (%logﬂl. llogNZ). ial que

N
Yogh= R -¢ Liogh = R -¢ (4.24)
N U M § oBhE A6 ’

y la probabilidad de error P: 3

Supongamos dque los mensajes Wieil, M1] y hé&[l, ”2) son indenpendientes
e 1igualmente probables en sus respectivos conjuntos y denotamos las
secuencias de entrada como X?=f w13, i=1,2, y &m, la salida correspondiente
del canal (nétese que (l;/.l,l«/z)—)()(}:,)(‘:)—)YN forman una cadena de Markov). la

desigualdad de Fano implica que
< pH ~ N 1 1 A
H(Wl,wzlYN) = Pliog(H H,-1)+h (P') s Neplog(H M )+ch (£)] 2
siendo PSSC. Nétese que cnao sl ¢20. Tenemos por conciguiente

BW YY) = Ny 1m1, 2

Observe ahora que
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tog(H,) = 1(V,) = 1O |

donde la primera desigualdad -usa:el: teorema de procesamiento de datos y la

segunda es por la independcncla de x? Yy XN Sustituyendo e] anterlor en-
(4.24), tenemos )

1 R PRI o
R glogh +e = I (XY |X})se v, R
Similarmente podemos mostrar que
| <1 N, N ’ ,
Rz jlogh tc = NI(XZ,YNle)+c“+c. - (4.25b)

1 1, N (N (N
R+R = glog(¥ N )+2¢ = AT R IR )+CN+2c_ o (4.25¢)

El - resto: de la  tarea es encontrar dos procesos  estacionarios

lndepcndlcnlch h y A tal que

v Ty 1 MNOLNG N
1(X1'Y‘Xz) 25 I(Al,\ [hz),
TIT . VIT 1 NN K
; T(X,:Y[X)) 2 RACICR A bOSP (4.26)
' T o ) N M N
y J(XI,XE.)) z 5 I(Xl,xz;) ).

Para tal efecto, primero permitimos que x1=(R1 n) y \ {X } sean dos
) W

procesos formados por la concatenacién de las copias 1ndepend1entes de \ y

X:, respectivamente. Esto es, para kN+1 = n =< (k+1)N,

. R
AR IR S 5

donde [X]: denota la i-ésima componente del vector X. A pesar de que X1 y ia
no son estacionarios, ellos son ciclo-estacionarios con periode N, 'y pueden
modificarse para ser estacionarios si recorremos aleatoriamente el origen del
tiempo de dichos procesos. Esto es, sea L un entero aleatorio independiente,

uniformemente distribuido en {0,1,...,N-1}, y definimos los procesos

Xl = (Xl,n+L) y XZ = (XZ,m»L);

entonces KI y Xz son por lo tanto procesos estacionarios. Denstese con ¥ el
proceso de la salida correspondiente, conjuntamente estacionario con fl ¥ Xé.

Entonces para n = kN+j, (j=0,1,...,N-1),
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(a.2m ‘

La dcslguuldad antcl‘lor se demuestra por' notar quc pam cua]quierr Le(o

N—l}
1(\\(“0341_‘ Ykmjﬂ ]XkNUfL) = I(SKN . ?RN l"km_)fl.}_ ‘
1,140 2,100 7 1Ne1” TRet T2
" SKN© 2N ATSIY m o AN kN
- ”‘\1 Hel ’N*I"“Q,iQL' 2, kN+1 "‘ Nd) “\1 Net' ‘\:’ 1»1.":\..\.N«il 2N
| OGkN THN
- “\1 N+1' ’Nﬂ I Xz.Nu !
donde 1a ullima desipualdad es por la independencina de las entradas X:‘ ¥ \5
. _'-.N KN IHL SRR - . . b
ie., 1(1\1 ot xz,m,,\z ol 2.nv) = 0 Denotando ‘ahora
& 8 ogti+nN & & glisN o A O+nN ’ i _
Xl,i— 1, 1N+ 2,1 T2, N Y= Ynm o opara i=t, ke,
(4.27) puede acotarse como sigue
e e k. 5 (ok-1 gi-1
l(‘\l;YL\?) z ‘1‘_90![; ET\]TJ- . I(XL‘; Y‘])(z .x1 )
1 k3 s §ogithogin g
= 10 g }_Zl[ztxm; YRR TLELIR )
SIE G RTLRTET % )]
1,1 1 2 2,1+11 72,1
1 k-1 o
= )lc-laf:“a KN+ j ia“xx,x’ Y\lx2,l)
1 RN e ool glis)N
= 10 oy ‘a“xa,nm‘ e o)
k-
= i N+J/k —k“' (YN Ynlxﬂ)
_ 1
= 1Y),

donde 1la segunda desigualdad es por el hecho de que

T2




cia ent re - N-bl oques

dependientes de h ).

- S)milarmen\\,e podemos mostrar que , .
COTEGTIR) = G100y, Y TR KT 2

NN N
1(x],x2,ﬁ ).

S_ustituyendo las desigualdades anteriores a (4.25), encontramos que

R= T(X;;Y |X )+e +e,
i 2" K
R= T(X ;¥ |X )+e +c,
. 2 2' 1" N
y L . R1+R2 X ,X2:§)+CN+2c.

Como €30 es arbi(rario (por lo cual £y lo es), mostramos que (R],Rz) € 'G’p, ]
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CaPTULO 5

CANAL DE MULTIACCESO GAUSSIANO DE TIEMPO CONTINUO

Consideramos aqui los MACs Gaussianos de tiempo continuo con entradas
limltadas en potencia promedio o en picos de amplitud. Lla seccién 5.1
introduce el canal y el mélodo de expansion orteonormal de sefiales, Para

encontrar la regién de capacidad, presenlamos primero {en la seccion 5.2) un
resultado sobre un conjunto de MACs paralelos de tiempo discreto. En la
secciéon 5.3 delerminamos la regién de capacidad del MAC Gaussiano especlral
de ‘tiempo continuo (para restriccion de potencia promedio) utilizando la
técnica de expansiones ortonormales de sefales, la cual permite descomponer
el canal de ticmpo conlinue & un conjunto infinito de cunales de Liempo
discreto. La seccion 5.4 discute los esquemas éptimos de codificacion en un
MAC por medio del argumento de "water-filling" (llenado con agua). Finalmente
analh&ﬂms en la seccién 5.5 el MAC Caussiano espectral de tiempo continuo
con restriccién de pice de amplitud, encontrando algunas regiones de tasas

alcanzables para ciertos filtros del canal.

5.1 MAC bt TiemMPo CONTINUO v LA EXPANSION ORTONORMAL DE SENALES

En el 6ltimo capitule hemos considerado un modelo de tiempo discreto del
MAC Gaussiano con interferencia entre simbolos. Dicho modelo supone
implicitamente que el canal tiene una sincronizacion perfecta de simbolos o
fases entre los transmisores y el receptor. En este capitulo estudiamos los’
MACs Gaussianos espectrales donde las entradas y salidas son funciones del
tiempo continuo {i.e., seflales anal6gicas). Este tipo de canales se conoce
generalmente como canal de tiempo-continue (o de forma de onda), 1o cual se
presenta frecuentemente en el mundo real, y por consiguiente el célculo de la

regién de capacidad de estos canales es de gran importancia practica.
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través de un canal con ruldo aditivo Gaussinno; la suma de los

'i-l]r. ‘modelo del ,,’ctrim\r‘l so’ presentn en o Flg. 5.1 y el problemn de
comunléﬁcibn ‘sobre” esle cunal: se-pucde -describir como sigus: suponiendo que
dos usunrlos 1 'y 2 quleren comunlcarsc simulténcmmente con un receplor o

sefinles de

~entradas  codificados x‘(i) y x (t) sc pusn por un filtro linenl cuya

respuesta al impulso es h{t). Lan secfinl resultanle sc suma B un proceso
estacionario de los ruldos Gaussianos nl{t) con densidad espectral de potencia
N(f), y produce en la sallda del canal una sefinl y(t).

Generalmente, un canal fisico Liene restricciones tanto en las potencias
de transmision (o amplitud) como en ancho de banda. bn nuestre modele, la
resiriccion de potencia (o amplitud) es parte de los tranumisores, y la
restriceion de ancho de banda es parle del canal (o travies de un filtro
lineal. del canal) y por lo cual podemos suponer gue no hay restriccion de

ancho dc bandd sobre las enlradas. Se consideran dos tipos de restriceiones:

1) .Rcst.l;i'cc";ibn de botencias promedic, {.c.,

T .
—1T— J‘x?(t)dt < P‘; para T grande, Yy
o -

2) Restriccién de pico de amplitud, i.c.,

fx () Sﬁl; Ci=1, 2.

Terminal 1 Densidad espectral N(f)
m Enc
, —HEn 1 0 n(t)
1 |
p— h{t) Decoder —{m_,m_)
1’2
y{t)
x (t) .
2 Filtro
m. —+Enc 2 Receptor
2 de canal

Terminal 2

Fig.5.1 Modelo de MAC Gaussiano Espectral
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Notese "que para Alcanzar la capaéldad de1 canal, - los especiros de lag
sefiales ‘de entradas debeh“de éparenr ("match™) dé élguna mancra'a5>c6h31
(héjor dicho, al filiro del canal), porque sélo aquellas cbmﬁoneniég ‘de’
frccﬁéncia que estan en la banda de paso del filtro van a aparecer én la °
salida. Ahofa definimos la regi6én de capacidad del canal.

Sean { x“(t) Yy A xw(t) ), para 0 = t s T, | € {1, 2,..., Hx}' ] e
(1,2,....M2), palabras del cédigo para usuarios 1 y 2, con sus soportes en el
intervalo [0, T] que satisfacen algunas restricciones apropiadas. lLas tasas
de este codigo estan delfinidas por

8 logh

R‘ T

nats/s, i=1, 2.

Un par de. tasas [Rl'Ra) se dice que es alcanzable para este canal si
para éualquier €>0  y lodos los T suficienlemente grandes, existen dos
codificadores f y f_ que mapean

X (t):fl(mﬁ
1
] .
donde m, e {1, 2, ..., M‘) es el mensaje del usuvario I, y un decodificador g

que mapea

(511.512)=g(y(t))

1

tal que TlogN‘zR‘, i=1, 2, y la probabilidad de error promedio

1 ol <
T Pr{(ml.mz)*(ml,mz)) = e,
12 m.m

a

2

La regidn de capacidad € se define como la cerradura del conjunto de todos
los pares de tasas alcanzables.

Para entradas restringidas en potencia promedio, el método de 1la
expansién ortonormal de sefiales se usa para enconirar la regién de capacidad.
La idea basica es la siguiente.

Sean xl(t) y xz(t) dos entradas 22 para el MAC de tiempo continuo y y(t)
la salida, Sean (¢1k(t)). {¢2k(t)}. Y {wk(t)), k=1,2,..., tres conjuntos

completos de funciones ortonormales definidas en el intervalo [0, T1.
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Entonces ~podemeti | representn: las

a7 sal T cpugmedin de las

donde X, -y son:log coefle las geries de expansioncs dados por

Notese que  las s,vn.\iv% ydn‘ unmd\

y : salida” se o pucden
caracterizar por las dxatmb\xcmnou, conj\ml'\: p(\ ) v p(y"), donde
x?i(,\'” ERET Y v vN'lv ¥y Y 'son los- vectore= dc loc. coeficientes de las
expansiones en scrie de )aa cntmdds Y saJidq, v el canal puede deseribirse
estadisticamente en {érminos de las densidades de probabilidad condicional
conjunta p()'Nf,\'?, x:). para todos los N El canal resulianie se puede ver par
lo Lanto cemo un caﬁa] "discreto en tiempo™.

Una propiedad util e interesantc de este método es que la informacién
mutua promedio entre entradas y salidn (y consecuentemente, la capacidad del
canal) son independienles de los conjuntos particulares de las funciones
ortonormales que usan {33, 29). Esto se debe a que si sabemos la expansién de
una senal en un conjunte de funciones ortonormales, podemos determinar la
expansion de esta sefal en cualquier otro conjunto de funciones ortonormales
sobre el mismo intervale. La cuestién restante es como escoger los conjuntos

de funciones ortconormales tal que faciliten el analisis.

5.2 CoNuuUNTO DE MACS GAUSSIANOS PARALELOS

Presentamos en esta seccién un resultado sobre la regidn de capacidad de
un conjunto de MACs Gaussianos paralelos (discreto en tiempe), lo cual se

necesitara para la siguiente seccién. El conjunto (finite o contable) de los
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MACs paralelos con ru!do aditivo Gausslano se mucera en In Fig 5.2 y sc
puede ‘describir como slgue R _:1, e .

Suponemos que las Lerminales‘ i Y- 2 =mccesan N MACs paralelos
simultéancamente como en la Fig.5.2, cada cénal con ruido aditivo Gaussiano e
independliente n, k=1,..., N. Suponemos también que las entradas dc cada

terminal deben satisfacer una restriccidn de energia promedio
N 2
EHﬂ)sE; i=1, 2 (5.1)

Denotamos R;k) y R;kn las tasas individuales de las lerminales 1 y 2 en

k-¢simo cana], y definimos las tasas "tolales" de cada terminal como

N
m

brr

K=1

Entonces ' la regioén de capacidad "total” de este conjunio de canales es la

- cerradura del conjunto de todos los pares de tasas alcanzables (RI,RZL

¥
» - My
1N
TERMINAL 1 o H— J% ) ¥
’ . n ~ N
x ST 2
v xzu__l ‘ l )
L ® n 0 Ya
Xy T 11
22 X 2
Y \D i .V1
TERMINAL 2

Fig.5.2 Conjunto de MACs Gaussianos Paralelos

La regién de capacidad & de este conjunto de MACs paralelos esta dada

por el siguiente teorema.

Teorema 5.1: Dado un conjunto de N MACs paralelos con ruido aditivo Gaussiano
e independiente teniendo variancias ci, k=1,...,N, y supongamos due las

entradas tienen restricciones de (5.1). Entonces




‘ An.2)

15.3)

respect tvamenle.

Demestiracion: Podemos suponer’*,;»p‘mme‘rjo, que las entradas del k-ésimo canal son
restringidas por E{ka}jcsk’ donde; cikéO' es- arbitrario. Del resultado para
MAC AWGN [8, 10] podemos mostrar facilmente gque la regisn de capacidad de

estos canales paralelos es

p X (k) N 1 2
0= R = ¥ RT = T ilOg(1+tlk/Uk)' i=1, 2,
k=1 k=1
(5.4)
3 (k) k) N1 2
R1+R2= kER’ +R2 = k?lilog“ﬂclumzﬂ‘/%J’

y se alcanza cuando las entradas son variables aleatorias Gaussianas e
independientes, con media cero y variancia €, para i=1,2, k=1,..., N
Naturalmente, la region de capacidad de este canal con restriccién (5. 1)
es la unién {o cobertura convexa) de todos los pares que satisfacen (5.4)
sujeto a c‘kZO y Le =Ei. Mostramos ahora que la regién de capacidad tiene .

K 1k
la forma de (5.2). Observando primero que la regioéon

o=Rr =c 2
i i

R

1 2 s
5 log[ max{1, Bx/‘rk) ]. i=1, 2,

k=1
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) donde 0 : D y'e son’ soluciones de=(5 3), es una cota exterior de (5:4) con
las: restrlcciones mencionadas (apllcando el teoroma de Kuhn Tucker a cada

problema.( de 7 optimizacién, ’ : 'directamcnte usando el. argumento de

“water- filling") Ademés, ]as igua]dades‘se ]ogran con

rcépectivéménte; donde (e u+52k)‘ significa la asignacién éplima de energia
para la suma de’ las entradas en k-ésimo canal. Esta cota exierior se puede
e
ver en la Fig.4.2 con dos esquinas A=(Cl, 012_01) y B=(Clz—02, CZL
Ahora mostramos que los puntos A y B son alcanzables y por
compartimienlo de tiempo, esta region también es alcanzable, lo cual
completara la demostracion. El punto A se alcanza utilizando las siguienies

asignaciones de encrgias:

L ]
e =¢ =max{0, @ —02)
1k 1k Ty Tk
. . ° 5 (5.5)
52k=(c1k+52k) —c1k=max{0. 9—0&}-max{0, Ol—vk},
Como 6201, e esta bien definida, i.e. €, >D y Ek 2k-(E1+E2)*E]=E?

Sustituyendo (5.5) a (5.4) obtenemos que cualquier par de tasas que satisface

R=C, R=(C, y R+R=C
12 12

es alcanzahle, donde

=

kz: 10g(1+[(c »Fe,) e 1700

Notese que ézzc;znc:, siendo el punto A por lo tanto alcanzable. El punto B
se puede alcanzar similarmente; el teorema 5.1 queda asi demostrado. B

Estamos listos ahora para analizar MACs Gaussianos de tiempo continuo.
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5.3 ReGlON DE-CAPACIDAD CON*RESTRICCION DE 'POTENGIA PROMEDIO™

Fﬁééﬁﬁ;émos::ptimer0 ‘uha' derivacion: intuitiva f(aunque menos rigurosa

'éomparadakcdp.la demostracion de Gallager) de la regién de capacidad del MAC

Gaussiano de tiempo continuo. Esta derivacién es similar a la de Blahut en
[45.:capitulo 7] para los canales de un s6lo usuarioc.

Para empezar, modificamos el canal de la Fig.5.1 a un canal equivalente
como se muestira en la Fig.5.3 (es equivalente, excepto en aquellas
frecuencias donde H(f)=0, la cual no tiene efecto porgue encontraremos las
densidades espectrales de potencias de las entradas S‘(f)=0 en dichas
frecuencias). El proceso del ruido Gaussiano equivalente n’(t) tiene una

densidad espectral de potencia
N(E)=N(O) /(i) |2

y su funcién de autocorrelacion ¢’ (1) esld dada por la transformada inversa
de Fourier de N (f). Por medio de una expansion de Karhunen-Loeve [45]
sabemoa que. los procesos del ruide n'(t) y de las entradas xl(t) s¢ pueden
representar en el intervalo de tiempo {0, T1 como siguen

(o))

n(t)= Y “;Wk(tL
k=1

[+2]
x (0= Lx 9 (), i
k=1

i
—
N

donde los coeficientes n; de la expansién de Karhunen-loeve son variables

Densidad espectral N’(f)=N(f)/lH(f)]2
n'(t)

W=
'@——»@—W H(E) [— y(t)

Yy
xz(t)-w-I

Fig.5.3 Representacién Equivalentie del Canal de la Fig.S.1
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L) yeA

‘(eVgentunctions y

k=1, 2,..., 'son  funciones "y valores Ac:ay‘racteristiijc':q‘s‘;

elgenvalues) de la siguiente ecuaclién Snt'egrjalr

T
f ¢ (1-s)p{s)ds=ap(t), 0=t=T.
o]

Nbtese que de esta forma el canal de tiempo continuo se ha descompuecsto a un
conjunto infinito pero contable de MA(ﬁs Gaussianos y"( = x1k+x2k+n"(, k=1,
2,... (se supone que y; se puede determinar uUnicamente conociendo y(t); ver
Gallager [33] para mayor detalle). Entonces por el teorema 5.1, la regidn de

capacidad (por unidad de tiempo) de este canal en [0, T} es

.. ©

1 2
ﬁ' = N D H <R =< _ o) i=
. {(1\1,[\2) 0 R\ k-212101:_!,[ma.x{1, O‘/Ak)], i=1, 2,
| 2
R]+stk§élog[ma>z(l, Q/Ay}] }

donde los parametros 01, 92 y 8 son soluciones de
3

TP =
i

[ I

max{ 0, e‘—af). i=1, 2,

k=1

T(P+P) = k

"1 8

max{0, G-)\i) .
1

Por la definicion, la regién de capacidad del canal (por unidad de tiempo) es

o0
_ . ol wl 2 .
g = «{(Rl,Rz). 0=R = ,]rlxrg Tkailog[max(l. Bi/lk)]. i=1, 2,
0
R 4R = lim 1 ¥ 1-1og max{1, @/2%
172 Txe Tk_lz ' k !
donde 6i y B se determinan por
12 2
P =lim = } max{0, 6 -A"}, i=1, 2,
i T [
T k=1
12 , 2
(P +P )=lim = ¥ max{0, @-A’}.
172 T k
Ty k=1

Aplicando el teorema de la distribucién Toeplitz para procesos continuos -




{ver,  por CJGmNO. 145)') . obienemos la “regién: dc capacldad lo cual es‘k{av

resumlido en el =.iguiente teorema de codif‘icacibn

Teorema §.2: Para el MAC Gausslano de tiempo con!.lnuo ‘como ¢ muestra en :

supone

Fig.5.1 con restriccién de potencias promedio rx (t)di= P - 1=1, 2
e |H(£)|?/MI) es acolada e integrable, JJ(f)de o N(r) es™ blanca
Entonces la regién de capacidad esta dada paramétricamente por : B
i - ) .
= {(RI.RZ): OsRls -J. log[max 1, ~—-———-—l—-———2 ]df
' “o LNV HOY |
o r 0 -
1 2
OSR?S 5 J- )og{n\ax 1, PR ]df
R F g LN By |
1 (" r @ 1
;R1+R25 5 J 1og[max 1, —, ]df }
o Tw LN/ ) A
donde 0., 0,y0 éal.isfécen
o o
P‘= J max‘[(), 81- N1 2]df, P = J. max[O, 62- NA) a]df,
' ‘o {Hery | 2w [y

o0
P 4P = f max[o, g - M) 2]df.
| |

o

Comentario: Para una demostraciéon rigurosa, puede adoptarse el método de
Gallager (demostracion del teorema de codificacion [33, teorema 8.5.1) para
un canal Caussiano de tlempo continuo de un sélo usuario). Algunos pasos
claves se mencionan abajo (se necesita también el resultado de la seccién
anterior}

Supbngase que las entradas xl(t) estan restringidas al intervalo de
tiempo [-T/2, T/2] y la salida y{t) se observa sobre un intervalo [-TO/Z,
TO/Z]. Por el mismo argumento de {33}, ignoraremos las interferencias entre
simbolos de las sucesivas palabras del coédigo (por cierto, el enfoque se
llama "eone-shot" andlisis). Siguiendo el mélodo de Gallager, podemos reducir
el canal de tiempo continuo en la Fig.5.1 a una representacién equivalente
con un numero infinito pero contable de MACs de tiempo discreto, similar como
en la figura 8.5.7 de [33]. Ahora el resultado del teorema 5.1 de la Gltima

secciéon se puede aplicar (la restriccién de energia El se reemplaza por TPi)
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l0jéd§L é6é;?§:1é;fégibh;de?béﬁéﬁldad'ﬁaﬁa cualquier duraclén de la entrada T
Y ¢1‘;ﬁtéfvaioédé‘ébséngéi&pjTO: Finalmente, la regién de capacidad por
unidad_q?'iiempo cuando T = To 2 o puede obtenerse utilizando el lema B8.5.7
de [33] (similar al teorema de la distribucién Toeplitz de procesos continuos

“'[281). Esto completa la demostracién del teorema.

5.4 "Water-FiLLING”, INTERPRETACION Y ConiFicacion OPTiMA

Como hemos mencionado previamente, el resultado del teorema 5.2 tiene
tambi¢n una interpretacién 1lamada “water-filling" para multiacceso, similar
al caso de los canales clasicos Gaussianos. Esto es, podemos imaginar
N(f)/l”(f)lﬂ como el fondo de un depésito o recipienle como se muesira en la
Fig.5.4a. Para alcanzar el punlto A de la regién de capacidad como en la
Fig.4.2, echamos primero una cantidad de agua P1 (es el area en la grafica)
al depoésito que llega al nivel 01, lo cual asume la figura o la forma del

espectro de potencia "optimo" de transmision para el usuario 1
3

S:(f)=max{9, O’— M1) 2}.
[H(r) ]

Luege, echamos otra cantidad adicional P2 de agua al depdsito (el nivel de
agua llega a 6) lo cual asume la forma del espectro total de potencias

"6ptimo" de transmisién para usuarios 1y 2

S:z(f):max{o, 8- e, 2}.
[Hee |

de donde podemos obtener (de hecho se puede observar facilmente en la
grafica) el espectro de potencia de transmisién del usuario 2 como

Sz(f)=512(f)—51(f).

La Fig.5.4b muestra esta asignacioén 6ptima de los espectros para alcanzar el
punto A. Similarmente, para alcanzar el punto B, se llena primero una
cantidad F} de agua en el depésito de donde se asume la forma del espectro de

potencia del usuario 2 {ver Fig.5.5a y 5.5b)
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- Otra cantidad P, de agua Se echa

espectro de potencia del usuario’1

VAT POV I R

Fig.5.4a El water-filling esquema

I
Fig.5.5a E1 water-filling esquema
para alcanzar el punto A para alcanzar el punto B
L]
‘( ot
S1 1) S2 1)
1
— O ; A\ / / i
sl 3 /aamam /
/ N ; \ / \ \ \\ ; \
N ) / Lof /£ i f
0 0
Sz(f) S (f)
—-&‘v —-—-—\,“ /*-—————-—~
.
\

Fig.5.4b Espectros éptimos para

Fig.5.5b Espectros 6ptimos para
alcanzar el punto A alcanzar el punto B
Una vez alcanzados los puntos A y B, cualquier punto sobre la linea A-B

de la region de capacidad se puede alcanzar utilizando el método clasico de
compartimiento de tiempo, aunque este no es el unico ni el mas "eficiente".

Una alternativa sin usar el argumento de tiempo-compartido consiste en usar




los ‘espectros de¢  Lransmisiones ~los cuales son: comblnacionv ..convexas_ de

S:({);'éi(f). dados‘prc§iémenle

Esto’ eq,:

EAGE 'tiE:‘v;r(‘_'f: V-

8, (’f‘); - o ‘(ff ) : Qmas (),
Vdonde 0= «s= l. Este método de codxficaclbn permite que se a]cance cualquier

punto sobre - la linea A-B con una o aproplada sin usar e] comparLimlenLo de

tiempo, lo cual es mucho mas simple que lo anterlor

Usando el argumenio de water-filling derivado del teorema 5.2, podemos
calcular féacilmenie la regién de capacidad del canal de la Fig.5.1 para
diferentes filtros del canal (por simplicidad suponemos que el ruido

Gaussiano ecs blanco N(f)=N0/2). Por ejemplo, para
a) Filtro pasobaja
L, =W
H{r) = {
L .
0, caso contrario,

donde R(f) es la transformada de Fourier de h(l), la repgioén de capacidad

con restriccion de potencia esta dada por

P
. 1
= . <1/ .
{(R1‘R2)' 05R1<hlog[l + Ngw] nats/s,
P1+P2
RﬁR;WMgP + N&d] nats/s } | (5.8)
b) Filtro pasobanda
1, |f£f =W,
H(f) = { €
0, caso contrario.

Como el ancho de banda efectivo de este filtro es 2W, la regidén de capacidad -

es la misma que {5.6) excepto que en lugar de W se cambia a 2W.

c¢) Filtro diferenciador-pasobaja
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}I ([) { 2

; casof co’nt'rar‘io,,

donde j = J'—" la regién de apacldad t.!ene la forma .

os,:eﬁ%‘w;j&g[[uzﬂp WN ]/c] +, zw[uzﬂp W/N ] - nats/s,.
, ,’R1‘+Ré£i}vl‘og[[l+2ﬂ4 (P TP‘ )'W'N ]/e] 2l [l+v2n4 (P, +P, V" W‘Nb]_ nats/s.

Notese que si’P‘W/NO es grahde;_ (.5.77a>) t‘oma'.r ]a‘:éiguiéﬁté‘ fo‘rrﬁé 2

S (5. 7b)
o /

OSR‘§ k’]og[ e ————], R‘+'R2§,- m?g

‘Estas regiones de capacidad las vamos usar como cotas exleriores de las
regiones de capacidad para los canales correspondientes al ‘caso de amplitud

limitadp, lo cual estudiamos a continuacién.

5.5 Tasas ALCANZABLES PARA RESTRICCION DE AMPLITUD

Analizamos ahora un caso méas realista donde las amplitudes de las
sefiales de entradas estan restringidas por lxj(t)]s P.oi=, 2. Este tipo de
restricciones ha sido considerado por Shannen en su trabajo original [1]. Se
obtienen en esta seccién algunas regiones de tasas alcanzables para ciertos
filtros de interés. A pesar de que suponemecs por simplicidad que el ruldo
Gaussiano es blanco, los resultados pueden extenderse al caso de densidades
espectrales de potencia arbitrarias como en el capitulo anterior.' los
resultados obtenidos en esta seccién son una generalizacién de aquellos
derivados por Ozaroyw et al [43] para canales Gaussianos cléasicos, i.e., si
,ponemos J_Pz = 0, nuestro resultado ceoincide con lo de ellos.

Obsérvese que la salida del canal en la Fig.5.1 es
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donde xfhkdéno[u,fé(’_ ’
del: ruldo Gouss inno biun
los [iliros paspbnjus[j f

A. Filtros Pasobajas

Teorema 5.3: Para ¢l canal comﬁ‘1a:FigiS;iigon'éntradas restringidas en plico

de amplitud y fillro ‘pusobaﬁ

alcanzable

i CRAREWiop (5.8)

donde P Q min(Fl; R}.'

Notese que tenemos un términe P/2 en la ultima desigualdad de (5.8), lo
cual no se presenta usualmentle en el caso de potencia resiringida. la
alcanzabilidad de esta region se demuesira utilizando una forma especial de
modulacion y demodulaciéon en el intervalo de tiempo TQATS segundos, la cual

describimos a continuacion, Las sefiales de entrada se generan como sigue

N-1
x (1) = T a[p(z—lTS).
(=0
o (5.9)
xz(t) = ¥ bap(t-fTS).
=0
~ T _ 1 .
donde a = [aokaf ...|aNd] y b= [bdba‘“"buq] son vectores aleatorios
en [—J?i, J?l] y [—(?2, f?é]”, respectivamente, independiente uno de otro, y.

TS=1/2U. Et pulso p(t) tiene la forma

1, ]t!sTS/a.
p(t) = {
G, caso contrario

88




Nétese que nuestras cn\.radaq satl facen

i=1, 2, y la informacion esta conLcn!d

receptor tiene ahora

donde f)(t):(p-hL)(t). el p(,L") :"f"' Su transformada de

Fourier esta dada por.

b sin(n[T

T -gf---—w |f‘
F(f) = { # - T 1
0, caso contrario.

Si filtramos y(t) con un filtro pasobajas ideal de ancho de banda W y
maestreamos en cada tiempo KT, k = 0,1,...,N-1, obtendremos el siguiente
s

vector de salida que consiste en N muesiras
= Glat+bl+n,

donde @ es una matriz de N.N cuyo (k, 0)-ésimo elemento es
g, ;= PUK-OT ),

n es un vector de ruidos Gaussianos blancos con variancia E{nz}=Now, ya b
son las mismas definidas anteriormente.

Observando ahora que el nuevo canal resultante de dicha modulaciéon y
demodulacién es un canal "discreto en el tiempo", y segin los resultados de
MAC dm cualquier par de tasas (RI'RE) que satisface

<1

= Zila; ylb), R=

1
R= g 1(b; yla), R *+R = NI(a,b, ¥) nats/symbol  (5.10)

1
N
es alcanzable. Debido a la independencia entre a, b y n, tenemos

I(a; y|b) = hiy|b)-h(y|a,b) = h{Ga+n)-h(n),
I(b; yla) = hly|a)-h(yla,b) = h{Gb+n)-h(n), 7(5’.11)
I(a,b; y) = hly)-hly|a,b) = h(G(a+b)+n}~-h(n);

f
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ol&Mh(Gan) ef?”“bEG?)Qé'

’Nua;ym > %log (5.12)

Hibiy|a) = ~3og[l+(e‘?f“f,: )/2neN u]

%l(a,b;)’) = %mg[u(e‘?’“’“’ﬁlcf.'e‘z’“”’“‘"b))/2ne~0w].

81 escogemos las variables aleatorias (a} y {b) de tal manera que son
iid con distribuciones uniformes en [—J‘ J_}_’] i=1, 2, respectivamente, las
cuales maximizan h{al} y h(b) sobre todas las distribuciones permisibles en a
y b, obtenemos

h(a) = Nn(a)) = Nlog(2{P ), h{b) = Nnlb,) = Niog(2{P ),
{F +{P_-|4F 4P |

1 2 1 2

hlatb} = Nn(apqb)) = Nlog,[Iﬁ +{P_+|4F -J’ﬁ?}]+ g .
P 1 ‘ JF1+J?2+IJ?1-{?21

Por otra parlte, como G es una matriz Toepliiz, podemos aplicar el

teorema de Szegd [28] para mostrar que cuando N-w,

172 o

j k
Hog|G| — [ logairydr, donde G 2y eJemik
t1/2 k=~
Ozarow et al [43] han mostrado que
1 51nﬂ[ 12 e
G(f)=T Br/re)=220 -y f 10gG(f)dr=10g .
12
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Por. 1o Lnﬁ{o;%ﬂ& 1

donde T

Tel par

: 20 ‘};

: ‘ 2e P1+P2+0.5F
R 5W10g[1+«— ——~), R 4R 5W]og[l+—— ——————~——~] nats/s
1 3 , o2 3
n N W n N W
0 o
es alcanzable, Esto demuesira el teorema. »

Comparando las tasas alcanzables (5.8) con la cota exterior {region de
capacidad para restriccién de potencias promedio) dada en (5.6), podemos
observar gque la disminucidn efectiva de SNR es aproximadamente por un factor

3 C s . .
de 2e/n”. con respecto al caso de restriccién de potencias promedio.

B. Filiros Pasobandas

Teorema 5.4: Para el canal de la Fig.5.1 con entradas limitadas en amplitud y

filtro pasobanda HB(f), si f »W, cualquier par de tasas (Rx’Rz) con
c

e P1 e P‘+P2
R1=2w10g{1 +o— —~——J, R1+R252W10g[1 + —

2n® 2N W n? 28 W
0 0

] nats/s, (5.15)

es alcanzable.

Usamos las siguientes sefiales de entradas para demostrar el teorema
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donde {a 'bk) y (Ck

2 .2 2 e
= 5 : ¢
ak+bk = P1 Yy ck+dk ‘,Pz" x?(.es?sct‘ivame‘n‘f
demostracion anterior.; i ‘Note e

'!.d“‘),: sonivaniables a].eht’onié\‘s"l‘,‘esi;_ri:ngi'das.meﬁ los circulos

son 107"5},‘_7‘r71)i:srh05 que gn.la
fiales * ' satisfacen las
restricciones dc‘p'ico'd,e amplitud ues’ Lo
(acosG+bsinG)_2 = A2+b2—_i['asih‘é.—bcos(‘))2‘$ a’+b®,
y por lo tanto |x‘(t)[$ﬁ-". ¥V t. Las sefiales de enlrada se pasan por el
filtro pasobanda y aparccen en la salida con la presencia de ruide Gaussiano
blanco. S§i la frecuencia de la portadora fc » W, donde W es la mitad del
ancho de banda del filtro pasobanda, la sefial de 1la salida y(t) podria
aproximarse como

H-1

Y la cos2nf {+b sin2nf t+c cos2nf t+d sin2nf LIplt-kT J+n(()
k=0 k c k c k c X c s

L]
y(t)=

donde p(t) es el p(t) filtrade con un filtrc pasobajus de ancho de banda .

El proceso de ruido podria representarse también por
n(t)=n (tlcos2nf t+n (t)sin2nf t,
c c S [4

donde nc(-) y ns(') son procesos independientes y Gaussianes, blancos en la
banda de paso [-W, W], cada uno con densidad espectral de potencia No'
Demodulamos esta sefial multiplicando  por 2cosZufct (y Zsin2nfct,

respectivamente) y filtrando por el filtro pasobajas, obtendremos

N-1 N-1
yc(t)= T (ak+ck)p(t-kTs)+nc(t), Y ys(_t)= Y (bk+dk)p(t-kTs)+ns(t).
k=0 k=0
Ahora muestreando en los tiempos ETS, =0, 1, ..., N-1, tenemos
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donde—nc Y. n—n‘sén'j,\i i‘ve,n't"es. cada elemento
tiene  1a 7 miss sma’” matriz  que usamos

anterl or‘inént,é

- Rls%[( [a.bl : :‘[,y.c" yB]“C.d])n

‘Rl"f-‘féés%r (la, bl e, d] v {ycy ]

por

Como h(yc,y'_[c,d) = h(Ga+hc,Gb+nr), y aplicando olra vez la desigualdad de

potencia de entropia, obtenemos la siguiente desigualdad
’ ]

exp [Z—%h(yc. v, le, d)] = exp [EENh(Ga‘ Gb)]+exp [-ZTZVh(nC, ns)]

= exp[%,(Zlog]th(a,b)]+exp[%,h(nc,ns)].
Ahora tomamos (a,b) como N copias 1id del par (a,b), uniformemenie
distribuide en el circulo de radio ﬁ!, enlonces h(a,b)=Nh(a,b)=Nlog(11Pl).
Como hemos mostrado anteriormente que
1/Nlog|G| » loglesm), as N, vy b(nc,ns)=2N—l-log(2ne2NoW),

2

lo cual implica que (N » w)

%I(Ia.b]; ly_ vy 1{le.al) = }Nh(yc.ySIC.d)-%h(nc.ns)
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(e, d),

F (e.dls ‘l‘yc,yéll;[a nats/simbolo. -

;L,nggy;-cg;]@;;s [-2—%15(5‘6.55)].

de donaefder yame
o e e P +P.
: ﬁ](la.b]qldldl{ }y,,y ]) h(y W ] h(n n )>1og[]+———
T A A an” 2N v

] nais/simbolo.

Dividiendo las ecuaciones anteriores por T =1/2W segundos, oblenemos las
L)
tasas en nats/s Esto completa la demoutrac1én del teorema 5.4. »
De los teoremas 5.3 y 5.4, podemos notar que la razéon entre SHRs

efectivas del filtro pasobanda y del filtro pasobaja es aproximadamente n/4.

€. Filtros Diferenciador-Pasobajas

Teorema 5.5: Para el canal de la Fig.5 1 con eniradas limitadas en amplitud y

filtro diferenciador-pasobaja HD(IJ. la siguiente regién es alcanzable

8 W P‘ 8 W(P +P +0.5P)
< — - ) —— ————————— e,
RX-Nlog(1+ = ], R +R <h]og(l+ N ] nat/s. (5. 16a)
0 0
La demostracion es muy similar a la de los filtros pasobajas. Usamos
también las sefiales de entrada como en (5.9) y la suma se pasa por, en este

caso, un filtro diferenciador-pasobaja lo cual produce
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thechqﬁqféﬁ, S|

'apropiada Para ,reso]vcr esLe prob]ema, en lugar de

muestreamos en tiempo tk = kT _+

Esto ‘nos permlte obtener el siguiente vector de

~variancia Now‘para cada componenie, y G’

ke

—p((k C)T +T /2)— —l/T k=0+1
' '0, ‘ caso contrario

»

Obsérvese que la matriz G’ tiene 1/T sobre su diageonal principal, -1/T

s s

sobre sus primeras subdiagonales (la superior y la inferior), y cero en las

demds. Por lo tanto (1/M)log|G’| = log(1/T ). La ecuacion (5.12) para este
s

caso se convierte en

1 1 2P1 1 8 W PI
ﬁl(a; Ylb)iglog[l+———r——-]=§log{l+—-ﬁ—e- “"'_ﬁo_‘]-

ne.\'owf
8 WP 8 W(P +P_+0.5P)
1 1 2 1 1 12
y ﬁl(b' y‘a)zilog[1+~55 7 ], ﬁl(a,b, y)zglog{l+—ﬁg —————~—Ti;——w—g,

0

Dividiendo por Ts=1/2w, obtenemos las tasas alcanzables dadas en el teorema
5.5. u

Cuando P]W/N0 es grande, (5.16a) se convierte en

8 PW 8 (P1+P2+0.5T°)w
— — =\/ — —
RXSW108[HE No], R1+R2_hlog[ne T ]. (5.16b)
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'H51rcomparamos las tasasg alcaﬁzablcs paréhumplithd }[mltadn’con la region
de “capacidad para potencia limitada, scipucdﬁwhotﬂf7qge”in,Tatbn’dé SNR
efecliva dc (5.16b) sobre la de (5.7b) es justgméntélzéln;{ la. misma que en

¢l caso de fliltros pasobajas.
5.6 ConcLusion

En este capitulo hemos considerado los MACs de mayor importancia
practica: MACs de tiempo continuo con ruldo Gaussiano espectral. Dos tipos de
resiricciones de entradas son analizadas: polencias promedio y pico de
amplitud. Para el caso primero, hemos enconirado Ja regiétn de capacidod
ulilizando la expansiéon ortonormal de sefiales. Lla  interpretacion de
"water-filling" para las asignociones "dptimas" de los espectiros de potenciea
de las entradas es muy interesante y tiene implicaciones profundas para la
codifijcacién en un canal de multiacceso practico. Para las eniradas limitadas
en sus amplitudes, obtenemos algunas lasas alcanzables para ciertos filtros
las CU;]eS son cercanas a las colas exteriores. lLa capacidad del canal de

comunicacién con amplitud limitada sigue siendo un problema abierto.
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COMENTARIO " FINAL

~ Hemos prescﬁtaddVun,éxﬂéﬁé&~eé@hd}o;épbfgfpanales'de multiacceso desde
el punto ‘de vista de teobiaf'dé;fihfofm5516h. Hemos tratado problemas
fundamentales de las comunicaciones cbhfiaﬁléé,en los canales de multiacceso,
Especificamente, nos interesa encontrar las caracterizaciones simples de la
region  de  capacidad, asi como los esquemas de codificacién y de
decodificacién tales que se alcance la capacidad.

Cuatro diferentes modelos para los canales de comunicacion de
mulliacceso han sido considerados. Los capitulos 2 y 3 se concentran en los
MACs discretos sin memoria donde se dispone de un “canal lateral” tales como
-cannl de realimentacién o canal de relevo, mientras que los capitulos 4 y 5
analizan los MACs con ruido aditivo Gaussiano donde existe interferencia
entro s%mbo]os (por medio de los filtros del canal) y restricciones sobre las
entradas. Los resultados cobtenidos son muy interesantes y novedosos, los
cuales exlienden aquellos resultados de los canales punto a punto clasicos,
proporcionando implicaciones utiles en las comunicaciones préacticas de

multiacceso. los principales resultados se resumen a continuacion.

+ Algunas regiones de tasas alcanzables para MAC dm con diferentes sefiales

de realimentacién y un método de demostracién novedoso y sinple.

* Un nuevoe medelo para MAC con relevo y algunas cotas interiores y
exteriores para las regiones de capacidad (casos de MARC dm, MARC AWGH y

MARC con realimentacién),

» Un nuevo modelo para MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita

e interferencia entre simbolos.

+ Una nueva definicién alternativa con procesos para la regién de capacidad

de MAC Gaussiano de tiempo discreto con memoria finita.

+ Region de capacidad para MAC Gaussiano de tiempo discreto con memori;
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.Finlta y entradas réstfihgida§4éhfboténd{as:promédié‘(ébf sfmbolo)

limitada ¥ entradas’ restringidas en potencia promedi 20 1en,:pigés'~dc

amplitud.

+ Region de capacidad para un conjunto de MACs paralelos Gaussianos.

Regién de capacidad para MAC Gaussiano especiral de tiempo continuo con

entradas restringidas en potencia promedio,

+ Interpretaciones de “water-filling" para la codificacién oplima de

multiacceso con y sin compartimiento de tiempo.

Regiones alcanzables de MAC Gaussiano de tiempo conlinue y con entradas
limitadas en pico de amplitud para los filitros pasobajas, pasobanda y

diferenciador-pasobajas ideales.

Algunos problemas que siguen - eslando ablertos después de esia
L

investigacion son:

1) Caracterizacion completa de las regiones de capacidades para los MACs con

realimentacion y con relevo.

2) Caracterizacion simple de la region de capacidad para MAC Gaussiano

especlral con dos diferentes filtros del canal ({.c., Hi(f)xﬁz(f)y

3) Region de capacidad para MAC Gaussiano espectral con entradas limitadas en

pico de amplitud.

Segun el autor, el primero y el tercero pertenecen a problemas que han estado
abiertos durante mucho tiempo en la teoria de informacién. El segundo‘es
meramente un problema de optimizacioén. )

Las regiones de capacidad de los caznales de multi-terminal con canales
laterales son generalmente dificiles de determinar debido a la informacion
lateral que les proporcionan los canales laterales (y por lo cual los
codificadores pueden cooperar de alguna manera). Se puede ver que la mayoria

de los resultados para este tipo de canales han recurrido al uso de variables
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alca}ér)a;”f#u#;)ﬁare#,,para ”slﬁulér“ informacion lateral ly aumcntar la
rdgfbn”dékﬁ&ééé.ajéaﬁiablés): Codificacién Markoviana de bloques sobrepuestos
(SBﬁE) céiuﬁzméiodo ijpicd en el cual la informacién nueva y la Informacion
paéada (de los blbques previous) se encadenan o inlerrelacionan a fin de
“explotar la informaci6on lateral. Sin embargo, este proceso de "cooperacién”
s6lo se reallza a nivel de bloque, o mejor dicho, las variables auxiliares se
usan golamente para resumir la informacion lateral "util" obtenida en el
ultimo blogue (en lugar de toda la informacién lateral disponible hasta el
momento). Por otro lado, si simularamos o explotaramos toda la informacio6on
lateral disponible, jcuantas variables auxiliares se necesilan para hacerlo?
{(¢infinitas?) y ¢cual es la informacién Util? a fin de tiener una
caraclerizacion simple (single letter) de la region de capacidad.

Es del conocimiento comin que generalmente existen caracterizaciones
simples de las capacidades (o regioncs de capacidad) para los canales
discretos sin memoria (exceplo algunos canales de multiterminal), y & por qué
no existen (o son tan difiles de enconirar) para los canales discretos sin
memoria con informacién o canal lateral ? Segin la opinién del aulor, esto se
debe a que con la informacién lateral o canales laterales, estos canales se
conviorlen implicitamente en canales "con memoria" (aunque originalmente scan
discretos sin memoria), y las capacidades de 1los canales con memoria
generalmente son dificiles de caracterizar con una sola letra.

Lo anterior no quiere decir que sea imposible encontrar
caracterizaciones simples de las capacidades; lo que falta son herramientas y
métodos nuevos,

Una teécnica interesante que difiere un poco de las anteriores fue

propuesta por Han en [46] para canales de dos direcciones.
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