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INTRODUCCION

En este Lrabajo se pratende discutir y analizar dos tipos o=

ecvaciones diferenciales estocasticas, a saber, las aecuaciones

difusion y de Langevin., Este Lipos de diferenciale.

tiene un gran interds vya que describen Una amplia variedad o
probliemas fisices que aparecen en la elactranica, i
Mdrodindamica, la quimics, la teoria de saolidos, ote, Sin embarge.
para la discusidn de estas ezussiones se¢ hard refarencia a Lo

problemas parliculares de difusien v del eoeinionlo Browniano o

una particula esférica inmersa en un flurdo.

El movimiento Browniano fue observado por primera ver en 198

2

por el botinice inalés Robert Brawn' ' En sy estudic sobre =1

polen de plantas observéd que al ponerio en aqua se dispersaba 2n

un numere muy grande de peauefas particulas, las cuales realizabon

un movimiente continue, muy accidentiade, en zigzag, El orden ao
[a}

magnitud de polen wariaba ertre B y € micras (L micra=s 1077 m 2.

En los aWos posterlores al descubrimiento de Brown aparecieron

varios trabajos en los que se proponlan difTerentes mecarionil paia

axpllicar  sie extralio compertamienta. pero o fud Tine basts
rrr.vrih-:ipioa de este sigle aque se halld la ewplicacion de diches
fendneno.

En el affo de LB0B., Albert Eipslein’ T publicd un lmpor tanue
trakafo en 2l que propuss la explicacion del movimiento Brownians.

ticuia

Einstein predijo la distancia que debe recorrer una pa
o t
suspendida en un flaido. Para ello se taman los cuadrados e estaz

diztanciras encoalradas sn una SUCLsLIN MUy grarede de exper Lencl as



v se caleula »l valor del desplazamiento cuadratico promedio de la
particula Browniana. Lo= resultados que se encuentran se muestran

en la figura 1.

Cx - God

— L hidrodinamieo ey -

Figura 1. El desplazamiento cuadratico promedio
de la particula Browniana predicho por Einstein

Crua 107° seg. )

En mecanica ¢l hecho de que la curva sea una pariabela nes
indica que en el intervalo entre ¢ y Ta el tiempo de relajacidn,
la’ particula suspendida en el fluido se comporta como una
particula libre, esto ez, al colocar la particula en un tluildo,
mlentr as no chogue con ninguna de las partieulas del fluido se
comporta come i no lo sintiera, este intervalo de tiempe es muy
corto CTnt 10—a seg.’ como se indica en la figura 1.

Una ver que la particula empieza a chocar con las particulas
del fluide. la curvi cambia a una linea recsta, este comportamjente
25 conecido come difusién. Einstern encontrd, que la inclinacién

de la recta depende de varias cantidades; la temperatura del

fluido, su viscosidad. las dimensiones de la particula y el namero

2



de Avogrado, que &3 el ramero de ALomos que contiens un mel de una
sustancia.

Jean Perr.\:.r»{“ comprobd | experimentalmente el trabajo de
Elnstein; midid el desplaramients cuadratice premedico de una
part{cula Brewnianma ¥ confirm&, con ello, ¢ a traves del calcule
de numero de Avegrada ) la realidad de 1a estructura atdmica d.e la
materia.

En afios posteriorses la teorf{a del movimiento Browniane ha sido
introducida en otres campos de la fisica. En este t{rabajo s«
pretende hacer una rovisian detal lada de daos ecuaciones
diferenciales estocisticas que aparecen eh ol estudic del
movimiente Browniane ¢ pero cuya eplicacién @s mas general 2:; las
ecuaciones de difusion y Langevin.

En el capitulo I se intreduce la teorla de la probabilidad, ya
sus concepltos serdn utilizados ampliamente a lo large de esta

tésis. En el capitulo IT 3e erplican los preoo tocastices

dando una breve discusian zobre wl origen de @3toes, asl comd SU

importancia en el campo de la risica, en partic

sbar . se introducen

los procesas de Markov y « Wrener, Je dedceen oo funciohes ¥

tiempos dee  correlacion Yy 52 mipest

wiod Gy dee egtas

funcliones con la densidad ez

ectral. En los capilulos IIT v IV se

precent sn 1

B

e difunron
de  Langevin que  surgsn  de consider ar G e dihanlcda ddel

movimiento es generada por una $ue

za estocastlca. En el capitulo

IIl se dicscute, para referencla pozterior, la difuzion a partir de
la teorfa clésica de transporte. ASl mismo, 52 MUeSLran como las
ecuaciones de difusien y de Langevwin, a distintos tiempos.

describen el movimients de una particula inmersa en un fldadoe. Se

hace ver la inconsiztencia matemdtica de estas ecuaciones, surgida

9]



al proponer un proceso dé Markow ¢ "“ruido blanco” a tiompos muy
pequeffos para las fuerzas estocdsticas. En la ¢ltima seccidn de
capitulo III, la soluciédn de la ecuacidn de Langevin es tratada
con el proceso de Wiener ( Ornstein-Uhlenbeck ). Se indica cémo,
andlogo al caso de Markovianidad, la solucidn de Ornstein y
Uhlenbeck no resuelve el problema de la inconsistencia, que
aparece en el calculo de la correlacidn de velocidades a tiempos
cortos, utilizando los procesos de Wiener. En el capftulo IV se
presentan las ecuaciones de difusidn y de Langevin generalizadas y
se discute la consistencia matemitica presentada al proponer un
procesc no-Markoviano & "rulde de color'. Finalmente, se dan las

conclusiones de ol trabajo presentado.



CAPLITULO I

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

i. INTRODUCCION

En este capitulo se establecen los conceptos fundamentales de
la teoria de probabilidad: se discuten los conceptos de variable
aleateria y distribuciones de probabilidad, basicos para el
estudio posterior de leos procesos estocdsticos y las ecuacicnes

diferenciales estocasticas.

En la seccidn siguiente se definen algunos conceptos de teorfa
de la probabilidad de una variable aleatoria, En la seccidn 3 se
formulan a través de la generalizacibn del caso de una variable,
los conceptos de teorfa de la probabilidad para varias variables
aleatorias. La seccldén 4 es usada para discutir el teorema de
limite central, este teorema, fundamental en mecanica estadistica,
nos asegura que cualquier funcidén de distribuciédn no Gaussiana con
media cero y varianza o? satisface, para un nGmerc muy grande de
eventos una funcidén de distribucién Gaussiana ¥y centrada.
Finalmente, en la seccldn 8 se presenta una discusién relacionada
con la utilidad, en posteriores capitulos, de la tecria de la

probabllidad.
2.  DISTRIBUCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORTA™*
Un concepto fundamental en la teoria de probabilidades, que

sera usado a lo largo de esta revisién es el de varjiable

<)



Lenada s WU

:aieatax;xa. Gata 3o define ©oome une fansion X
aspacio de probabilidad A, en cada elementos del espaci2. Por
ejemplo: cuande un dado ¢35 lanzado hay sels posibles salidas, por
lo que el espacio de probabilidad A = ( 1,2,3,4,5.86 2. La

probabilidas Jde enconirar un ntmore particeular X = 1,2,3,4,5.8 a3

PCXY = 176, Se supone que el dado es buenc, asto e
simetricas.

Asi también, para =l razd del dado, pars el subconjunto de los
numeros £.4,6. la probabilidad de enconkrar cada numereo al ser
lanzado es P({2.4.6}) = 380 = 108 o PKI = 1/8 donde X =(&,4,82.

En general. la probabilidad PCX; ALY es una funecidn definida en

AN 3.5
A la cual satisface' '

i3 X < A, PCX; A3 2 O,
[ PCKr U X2, AD = PUX1: A + PCXz2: &), y Xuriz = O,

i) SL X o A entonges L P CXe 2 A2 = L.

8i el cenjunic A consiste de todos los numeros reales X del

2,4 . o
intervalo ~® a X, o& define' * la funcidn de distribuctan de ¥

FCY; xo = P {X£x] = ¢ P (Xeo5 0, [ T
Al

qﬁ@ es la probabilidad d2 que e! valor observado de { sea mencr &
“igual a un numero real «

Ean fOX; %) una funcion de densidad de prokabilidad., v ¥ una
variable aleatoria continua, entoncezs la funcidn de distribucicn
de X esti dada por

5]



FCX; 50 = P [X £ x] = [ fX: x> &, cL.ad

donde fCX; x2dx es la probabilidad de que vl valor observade de x
se encuentre en el intervale (x, % + dx¥). Un ejemplo de una
funcidn de distribucisdn de una varjable aleatoriz continua es dade

por la distribucidn Gaussiana & Normal

=

' 2 e 2z
FIX: x] = I pal St SRtk S PN 1.3
c2ne™ >
=0
con m  un parametro y o un facltor de normalizacidn tales que con

~w<m<< w o G la funcion de densidad de probabilidad es

% x> = expl{~- (x'~- m)2/’20 >
k VoS

cenotat’?

1. 4>

Esta funcién siempre puede centrarse en cero, para ello hagamos
el camblo de variable de inlegracidén de x a t, donde t = Cx ~mdro,

encentramos que (1.3) se transforma en

r g-x.'sz
CRy XD = P g S LY [STL->]
J camt® :
—0
esto e3, la distribugi=n nermal de (x - md- o estad centrada:. En
general, siempre se podra reducir cualquier distribucién normal a
aquella de m = 0 y ¢ = 1. Mas adelante veremos que m es la media y

o la desviacidn estandar.

~}



Soa ¥ une variable aleatoria continua con una funelon de

densidad de probabilidad fC(X: x), se define'®'*’ su valor medio
denctado por <X> como
[
<X > = Ix/CX; %) dx, .8

-

y para X discreta con una funcidn masiva de probabiLLdad"’

PCX; %0
dada por
<X 2 = L oxPCX;, x, a7
L
cubriende ambos casos para x continua y x discreta, con
2
<X > = f o dFCX; 0. 1.8
-0

la cual se entiende como C(1.8D para X conbinua y C(1.73 para X
discreta. La varianza ws un concepto ampliamente usado en teoria
de probabilldad, esta cantidad mide el grade de dispersidén de los

3,4
datos y se defi ne' como

VCHD = < CX - <E0® s

= < x% - 2 x>%,

Cuando ¥ s centrado. se tiene ¢ X > = Q, y VWA es Jjustaments

L]} Esta definicion es debida a su semejonza con la defimcion

de cenlro de gravedad usada en mecanica (ver referencia d).



< X35, La dosviocion estandar o de X ws la ralz cuadrada pasityva

B A i
PSS S v o

de su varianza V(X), FEl momento o dz X oz X

el valor medic de una variable aleatoria e% s primer momento » la

varianza de una variable aleatoria as su segunde mnomento,

La funcldn generadora de momontos‘a’“ BLY; k) de orden n de la

: . N X i3
variable aleatoria X es el valor medio de e ',

GLX;, k) =  expl kx 1 > = 1.8

si todos los momentos s—-ésimos existen, podemos derivar la

ecuacion anterior = veces, esto os:

d® ecx; k> _ p o kx

la rwual para ¥ = 0 nos da < %P .. Esto facilita la expansioén de

MacClaurin de 6(X; %2, dada por la siguiente expresion:

AUX; X =1 o+ k <K o+ 2% s + SETE ek Akl oL
donde ACk) — O con k, va gue la s—é&sima dertvarda ods o7¥ 0 v

da < X para k = 0. Las expresiones €1.92) y €1 132 expresan sl

hecho de que para conocer la furcidn de densidad de prohabkilidad

fCX; %) es hecesarlic conecer tados los momenlos de alto orden, es

decir, un numers intfinits La funcidn saractorialica SX, Wl para

(3,40
un parametro real w. se expresa por



w
X w o= expl fux D> = [ 'Y drix: s, C1.11d

-0

tomando la transformada inversa de Fourier dada por la expresidn:

£ = = [T R 0 du .12

recuperamos la funcién de densidad de probabilidad, es decir, la
funcidén caracteristica y la rfunciédn de densidad de probabilidad
son la transformada de Fourier una de otra.

El valor medio para la distribucién Gaussiana FCX; =0 es:

w0
1 1ex - m?
<X o= 21/2JXk?xP{—§-‘ zm b
{ane™) o

—0

Lis)
= ~——£?——1——z~ J Cz + md exp { -
Ca&re >
—a

donde ze yso que T = M - m. ¥ el segundo momento.

> o= ———1—-—— f €z%+ 2 zm + m®) expl- 12zs0d% idz
2,.1-2
C2re™>

por lo tanto,

10



VEC XD = < XT3 - ¢ XD

A 2 2
Esto es, m es el valor medio, ¢ la desviacidén estandar ¥y m™ + o

el segundo momento de X. Analogamente se pucde encontrar

es claro que los momentos n-ésimos se representan comc  un
polinomio homogénes de orden n en m Y . En este case, solo los
dos primeros momentos m ¥ o basztan para describlr la

distribucidn Normal. De las ecuaciones (1.4) v C1.11) se calcula

la funcidn caracteristica de la distribucidbdn Gaussiana:

PCX; w

[
-
e
o]
©
%
P
»
o
—
)
o
~
w0
1
=3
)
-
a
<

= — ] 2 4% eup {~ walzoed® )} dz

L X
o . . 2
2 J cos uz avp {- oz )" }odz, |

cano®y ! ?

i1



empleands el resultado.

nz expl— s Caa®a>

f expt - a®x®) cos bx dx = =5 . €1.13)
sa deduce;

¥y w = exp {{mu - !éazuz h C1.142
puesto que

o™ w 1rz

f[q.‘(x;u)ldu=fexpi-%azu2)du= E_L_’_g_)__.

-0 -0

tiene un valeor finito, podemos wusar la inversa de Fourier de

€1.143 para obtener la funclidn Gaussiana (1.4) y asi comprobarla,

esto os
a
L. = _1_ -iux . . 1_._ z 2
R w0 ~2"fe exp { tmu - 3 ou b du
.00
o
= Eé;' Jv e-iuil-m) oxp { _é_azuz } du
-1
m
= L _r cos wix ~ md exp { — L oa?? } du
2n ” 2 '

-0

y usands el resultado €1.13), se encuentra

[ ¥=4



FCX; 0 = (—;;—;2—)—'—/2 exp { -

gque &s la expresion (1.4, la funcion de densidad de probabtlidad
Gaussiana. Una variable aleatoria la cual tiene una distribucion

- . - {3
Gaussiana se llama una variable aleatoria Gausstana . La

condlicidn necesaria y suficiente para gue una vartable aleatoria

sea Gaussiana es que su funeian caracrter{ztica e la forma

. z 2 -
exp{imu- 1.20°u 2. Cuande la variable Gaus

es centrada, la

2 2
funcion caracter{stica toma la rorma expli- tr2 o u 7.

3. DISTRIBUCIONES LE VARIAS VarlAbois ALEATURL A

Consideremos un sistema el 2ual involucra mas de una vartable

aleatorjia X(, Xa. s+ ¥n. las cuales se defimnen como una funcion

en un mismo espacio. por ejempls, cada Xo €0 o= 1,&,3,...3 puecen

zer lsz componenles del veotor de poziclien de las particulas de un

gas =n tres dimensiones Fooen oun canbenedor, La funcion =
distribucidn conjunta‘a' FCXe, ..o Xy :4‘, Coe xr) es
F(Xe, X2y Xnp X0 % 0.0 X))
= P {s: Xe(sdf x , X _€sD3 x ..., XnCsdE = }, €1.1%5)
i 2 2 n

donde s &3 un elemento del espacio y la probabilidsd P 3o Loma
para valores de s que satisfacen las desigualdades en (1,15, Si
las variables aleatorias son continuas. es posible escribir 1a

(3,
relacidn anterior coms © '



F(Xs, Xawo oo Xmp %0 R0 00 % )y =
X1 x2 wn
J-dy‘fdyz Idyn Flle, X2, ... Xn; Yoo Ygre yh). €1.183
-~ - ~o

La funcidn conjunta generadora de momentos &CY4,. . .Xn;k‘.. . ,kn)
y la funcion caracteristica conjunta @ CXe4,.., Xn; Moo unD son

respecti vamente,

[=1¢ SURTRININED €11 kg""'

r
3
ot
n

< e‘xp(k'X; ot k'Xn} > <L 17

[ 28 ¢ STUNNPIS ¢ Yoo ) 5 <Lexp { U( U‘Xl + u2Xz R ur_Xn) .

"

El valor medio de upa funcisn conjunta glXai, Xz...., And s& define

como

‘( g(Xs, Xa,..., ¥r) > =

o N .
= _f AP B ST C PRI £ J1 ¢ ORI €1 ENTE S B
- -0

donde dF dencta ( como ya se indlcd 2 el caso discreto y caontinuo.

Si ‘las varilables aleatorias X1,...,%Xn son independientes, entonces

14



P{ =: XKi(sd= Xpoeoon XnC=2s LR 13

= Pi{s: Xu< xl} P{s: Xa2 :-:2} ... Pis: Xn¥ xn}. €1.182

esto implica que:

FQi, Xz, .00 Xnp X s 4,y x ) = FCRi;x > FCXayw_ 5 ... FlXn;x 2.
1 2 n 1 2 n

€1 las variables son continuas, la condicidn necesaria  y
suficiente para gque sean jndependientes es que la funcidn de

densidad de probabilidad satizfaga

F(Xa, ..., Xn; x‘.‘“,xn) = /CX:;xl) fOX2;23 L. jCXn;K"). €1.192
esto es, podemos deducic la probabilidad de encontrar s en los
el ement.os dxi. d:(z, dxr. La g#cuacion C1.18) tambieén puede soer

escrita en términos de U vy g (X)) comc
4, yog,

< g‘CXLD gJCXJ) > = < giCX_ID > < gj()ﬁj) »

v g, £1.202

I

<Cg <Xy < g CX IS,
J M v 1

la cual se puede extender para el producte de trez o mas

funciones. En este caso la funcidn caracteristica cumple que

5 tu x
é(XhXZ.....Xn;u.u.....u") = e ! ‘)(e 2 z)..,(e ns,

1 2



que puede expresarce como:
® (K1, X2,..., Xn; U Mo un) =
= (X1, u‘) ¢ (Xz; uz) e @ CXmy un).

Similarmente, se obliene para la funcidn generadora

B (e X2,.... ¥n; §". Eovoo.. ¥

~
W

= 8 (X, k‘J 8 (X2, k?) L. 8 Wy kn).

<i.an

Ci.za

51 tomames des variables independientes Xi con media o

Y

desviaclidn estandar c'l, vy K2 con media m2 y desviacidn estandar o‘z

(3,45
entonces '

C X + X2 D> = XD+ X2 > =m*mz.
y utilizando el resultado €1.20) se obtiene,

<exuw X275 = <Xy o+ <xEy 42 o)

Yy entonces

VCKs + X2 = et 4ot
1 2

16
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lo que implica que Xs + X2 es una variable aleatoria con media

i . z z 1/2
moo+ on y decviaci dn estandar (a‘ + o) . Ademas, empleando
z

1 2

€1.202 se ovbtieno para la tuncion caracterisiics,

Cexpl (w¥s + X223 ] > = <o *>de o>
la cual claramente 3se puede extendar para mas variables
aleatorias independientes,
Py + Xz .. 4+ Anp W) = gLKe, wd X2y w. L pCRn W C1.24).

Similarmente, para la funcidn generadora d= momentos,

ML + X2 +. .. % An; k)Y = OC%y; k) 8CXz; WO .. alkn; kD, C1.28

Estas ecuaciones no deben ser confundidas conm (1.21) y (1.22),
las cuales se refieren a la distribucién de variables aleatorlas
independientes X1, ¥Xz,.... Xn, nientras que las antericres nos
refieren a la distribucién de una wvariable aleatoria particular
s + X2 + ... + Xn guw es la suma de las variables aleatorias
independientes.

Se deduciran ahora algunas relacienes que también seran ‘de
utilidad en calculos posteriores.

N N N N L I 1 )
La covarianza de dog variables aleatorias se derine como:

oV, Xz o= L (W - M ) oMz o sEEY ) .

y se tiene las siguientes identidades

17



Covt Xz, XiJ

it

Cov(¥s, %22,
CoviXs, Kzl = ¢ X1 X2 3 — { X1 > & Xz ), €1.262
CovlXe, X3 = VCKur,

(3, 4

Ast mismo, se define la correlacién entre dos wvariables

aleatorias Xs y 4z, come

<Hidad ~ <Xs1> (N2>

(=g~
t 2

pC¥e, X2) =

donde ol# [ ozx QO son las desviaciones estandar de sy Xz
respectivamente. La correlacion nes da la relacién entre dos
variables aleatoriazs, esto es, gqué tanta dependencia hay entre
ellas. S la correlacion entre X1 v X2 es completa. entocnhces p= L,
En el case p = O tenemos que X1 y Yz son independientes, EL
inverse no es npecesariamente valido. esto es, la correlaciréon o
puede tomar cualqQuier valor sin importar que X1, Xz sean o no

independientes.

Si X1 y X2 no estan correlacionadas se tiene que

. Xa Xz > = (X1 > <L X2 D, €1.272

¥ entonces

VOX: + X220 = VCXed ~ VQ¥2» =

it

KXt + X%y ~ X+ XD - ¢ xFy o+ QHdE - ¢ ATy v Kt
BN K> - (K> + Kz ¢ <y v Kt = 0,

#

ig



por tante,

VEX1 + Xzo = VOX31) o+ VC(Xa2d. C1.287

. 3, )
La matriz de covarianza de Xt y X2 se define' "% por

[ CovlX1, X1 CoviXt, X20 ]

Covi¥z, X2 CoviRz, Xad 1. 29

Similarmente, la matric de covarianza de las variables aleatorias
X1, X2,..., &n es una matriz pxn, cuyeo elementic o) <o Ccv(‘)(l, X,)'
Si Xt y Xz son continuas, entonces fFCXs; x‘,‘y y fCXz: :<2) son
las funcione=z de densidad de probahilidad y fC0¥:, Xz; x‘. le su
densidad de probabilidad conjunta.
Cuando X1 = w1, M2(¥1, Xz X :(2) dxz es la praobabilidad de

encontrar X2 on Cua, ®, * dxz). fiz &5 la probabilidad condiecisnal,

de aqui que Langamosn)

Telfa, ¥oi v 0 %)) = e C1.30)

En el proximo capitulo se discutirid ampliamente el caso de mas
variables aleatorias en [In., Esto conducirad, de manera natural, a
definir los procesos estocdsticos, que seran la base para tratar,
en Lérminos probabilisticos, las ecuaclones di ferenciales

estocasticas de difusidén v Langevin.
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2,4

4. TEOREMA DE LIMITE CENTRAL

El teorema del! limite central establece las condiciones bajo
las c¢uales sumas de variables aleatoerias independientes estan
normalmente distribuidas. Es decir, si se tiene upa distribucidn

comin FCXy %) no Gaussiana, pero con media cerc y varianza tinita

2

o"= 1, conforme n » o C es decir, Xt,Xz2,..., Xn_’mJ la distribucién

de las sumas normalizadas § ¥n = CXi *+...+ Xnd -n*’? tiende a la
2

distribucidn normal FCO,1> con densidad fCX; x0 = e '72% scam ',

Domcstirarenos ahora ewste teorema. Sea un conjunto de variables
aleatorias independientes X1, Xz2,..., Xn. Supongamos que el
conjunto es distribuide identicamente, esto es, cada miembro del
canjunte tiene la misma densidad de probabilidad Gaussiana f(X; D
con media m Yy vartanza o® finitas ¢ ver ec. €1.3) ), De acuerdo

con €1.100 la funcidén generadora de momentos de Xr, es

co® + m® k¥ o+ k¥ acko,

[\

donde ACk) es un residuo que se supohe pequelo, Xy k  seon
independientes de r puesto que se tiene una distribucién {déntica,

Para la variable Xr = m la media es cero, entonces

Ve = m) = ¢ CXr-m% > = ¢kt -m® >

= VX = of,

por lo tanto la funcidn generadora de momentos de Xr - m  es;
v 1o+ 120t ki, : €131
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H‘dond‘o _p(k) es un residuo peoquelfio independiente de r. Por otro

lade, la funcidén gensradora de momentes de (X - <)(>?0r~f1fz donde
X = Xi + X2 + ... + Xn es:
2,2
ok z k n
[+ » =F * k™ n”'z) | S C1.320

Si estcogemos una cantidad positiva £ arbitrariamente pequeRa,

142

para encontrar un entero n tal que | gylk ~ (n 3) (( &, entonces

(1.32) se expresa como

Co® + ankz ]n

L1+ ™~

donde [nj< 2e. Cuande n aumenta indefinidamente, tomande el

limite n — ®» en el resultado anterior, se obtiene

2,2
1" = limp1 o+ K
0

2 2.2

im 1 + Co > 0ok
an

NS0 N

=T ]h = exp(io'k bR

Stmilarmente, la funcidn caracteriziica es axpl- 1,2 o%u?>. Per

4] n
tanto, en el limilae. la distribueidn de [ I ¥r - ¥ <o In *? as

una Gaussiana con medla cerc y varianza o°.
Puesto gue las variables aleatorias Xj son Lndependientes se

encuentra para la media

n
E< X > = aom
r=4

y para la varianza,
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ial ksl
Si se divide la diferencia de [rgl)(r - r'«;:((xr) ] por la desviacién

2 . .
estandar o n'"?, se cbtishe una nueva variable aleatoria
n lal
T Xr - T <¢Xe»
r=1 r=1
In = [ n IV
ve © ]
v{ ':!Xr)
esto es,
"
Eer - nom
rz
Yn = rvrunall
o n

Finalmente, la funcién de distribucidén de probabilidad de Yn en

el limite cuando n — ®, es

1 -1z 87
lim PC ¥Yn 3 = —7 J e o5,
ne cand

es declr, en el limite cuande n — w , la probabilidad de que Yn
se encuentre en el intervalo C-m , ¥ ) ezta dada per una funcidn
de ditstribucidn Gausstiana. Con eosto él Ltearema de limite central
queda’ demostrade. Este teorema Jjuega un importante papel en el
campo de la sstadistica. en particular, se utilizara ampliamente
en el anAdlisis de las ecuaciones diferenciales estocaisticas

presentadas posteriormente.



5. DISCUSTON

El prepédsito de introducir la teoria de probabilidad en este
capitule, fué el de fundamentar el concepto y uso de las funciones
de distribucidn, los mismoz que serian utilizados para fundamentar
la nocién de procesos estocAsticos o aleatorios y realizar el
tratamliento de las ecuaciones diferenclales westccasticas de
difusidén y Langevin.

La dinamlica Lemporal aqui no ha sido analizada, s1n enbardo,
ésta es de suma impoertancia. Por c-jemplo.. al tratar la posicidn de
las moléculas de un gas como variables aleatorias, sze observa que
é¢stas tienen una fuerte dependencia en el tiempo.

La dependencia en un pardmelro toemporal de las funciones de
densidad de probabilidad ws el estudie de los procesos

estocdsticos.

v

En el siguiente capitulo se vera como son introducidos ésto
formalmente y se estudiaran algunos precesos que  seran  de
particular importancia para el analisis de las ecuaciones

diferenciales de difusién y Langevin.
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CAPETULO TI

PROCESOS ESTOCASTICOS

1. INTRODUCCI N

La teoria de lws procescoz estocisticos  juega un papel
importants en la descripcion de $istemas gue no s¢ comportan de
manera determinista, sino gue contienen fluctuaciones estadisticas
de las variables del sistema, Tales sistedtas ocurren en muchos
campos de la ciencia. en particular de la fizica.

En el presente capttulo se tratan con dutalle 103 procesos
estocaslicos. Desde el punto de vista matemdtico, algunos
resultados formales cblenides en el capitulo anterior serdn usados
en este cantexto.

En la siguiente ceccicn se presenta una discusisn fisica de los
procesos estosasticos ¥y su erigen. En la secclen 3 se introducen
los conceptos fundamentales de los procesos estocisticos. Los
procesos de Markov y Wiener son discutides y se dan sus
definiciones en las secciones 4 ¥ 5 respectivamente., Se tratan las
funciones y tiempos de correlacidn, las cuales. seran de utilidad.
Finalmente se presenta una discusiédn sobre la 1mportancia que
tienen estos conceptos en los procesos estocdsticeos vy en la

interpretacisdn f{sica de cantidades medibles.

e. QUE ES UN PROCFSO ESTOCASTICO™

llos procesos estocasticos y la teorfa de probabilidad son en

24



genwral objsto de un gran nunero de estudios y aplicaciones dentre

de la ciencia v en particular de la fisica.

ern la fisieca

La tmporrnancya de los procesas
debe a que Jde la gran cantidad de fendmencs que dependen del
tiempo de manera exiremadamente complicada, ¥y mias aun. lejos de
cualquier posibilidad de caleulo ¥y o menudn de observacion, se

pueden obtenor algunos hechos promedics

crobos Qe zon

observados y cobedecen leyes simples. Par wpemplo; valor

instantanee de la fuerza e¢jercida por las moléculas de un gas

sobre un pistén varia en forma répida e impredecible, pero cuando

] Liempos Cque e

[o8
by

se integra sobre invervalos

automdticamente hecho por la inercia del piztén? se obtiene una
uncién suave que obedece la ley de Boyle. En ctro gjempio simpitar,
las fluctuaciédnes de la corrlente instantanza én uyn circuits que
contiene una resistencia Chmica & un Lube de wacio son muy

i

< 3 .
complicadas y Pere si ose toma ol cuadrads y ze int ra =obre el

tiempo =& obtiene una cantidad que Liene conecsion con  leyes
simples u otras cantidades fisicas.
La experiencia nos ensela, que a pesar de nueshra lgnerancla

sobre el comportamientc precisce da la variables microscoplcas es

posible detectar regularidades en el comportamientsc macroscdpico y
formular con ellas leyes generales. Ocurre entonces que los

valorss precisos de las variables microscépicas no son importantes

y por io Lanlo se puede Para =zclarar,
consideremos ahora un gas monoatomico de N moldzulaz on una caja.
El microestada del sistema se determina por fas 6H cdordenadas y

momentos., Seleccionemos un instante i jo llamade “tiempo inicial’;
les BM wvalores de las c¢oordenadas y momentos en esle Liemps

inicial se denotaran por ». El microestado inicial x determina

=25



univecamente ol mierosstado on cualguier otro tiempo t a traves de
las ecuaciones de movimienta. Una cantidad fisica Y relacionada al
sistema e3 una funcidén de las BN variables, por ejemplo, al
considerar el namereo de partfculas en un elemento de volumen dado,
Y puede ser la fuerza scbre un pistén. El valor de Y al tiempo t
es yna funcion Yxf’U de @y de t. La rdea basica de la mecanica
estadistica es aque el sistems puede ser reemplazade por  un
ensemble de sistemas escogido adecuadamente, todes teniendo las
mismas ecuscirnes de mavindento pero con diferentes microestados
infciales . La estructura del ensemble se especifica por la

funcieén de densidad 20xD tal que pddx 2o el pumero de sistemas
cuyo microestado rnicial esta en el elemnento de volumen dx, Esta
sustituclidn de un ensemble por un sistema zimple tiene el efecto
de torpar X en una variable estocastica X. El range de X consiste

entorces de todos los posibles microestadms y la densidad de

probabilidad es, aparte de la normalizacidn, igual a p

o€ <2
P (x> = .
x

_f AU dx!

Una vez que esta idea basica ha Sldl_“.) aceptada ésta solo se
mantiene para escoger la apropiada F . calcular loz wvalores
promedio por medio de esta, e interpretar los numeros resultantes
cono  loas valores obgervados de las canlidades filStcas. “EL
ensemble sirve meramente como un  medio  para  visualizar la
diztribuciédn de probabjilidad", ésto es, la probabilidad de que x
esté en un clerto elemento dé el ensemble, Por ejemplo, la presiédn
cbservada sobre un pistén se identifica con el promedio scbre el
ensemble de la fuerza ejercida por las moléculas, mas que por su

=]



promedic temporal. La pregunta de pargus vy < <z provedios

son el mismo es el problema fundamenlal a justificar la mecénica

estadistica en equilibric Ctecrema ergédxco‘a’

2.
Esto es, la idea pasica de la mecanica estadistica es que para
un proceso estacionario, se puede usar el promedic schbre el

ensemble en lugar de el promedio temporal que esta directamente

conectado con las observaciones.

3. TEORIA FORMAL DE LOS PROCES kel

S BESTOIASTT GO

Un procese aisatoric o estocastiicd os un copjunta de vartables
aleatorias que dependen del tiempe, XCrid, Kited, ..., X{ind con
ta, tzo.o.., bn (ti€ tz( ... < Lnd que pertenecen a un conjunto T.
La funcion de distribucion conjunta(a’ de las variables aleatorias

XCta), XCt2),..., XCtn) esta dada como:

FLXCt12, XCt2d,..., XCtnd; wi,x2 ... xn} =

P EXCLaOS su, XCL20% x2,.. ., ACLrdS %#n], c2.12

acorde a la notacidn usada en el capitule anlerior. La funcidédn

caracteristica coniunta es:
¢ [ XCtad XCtzd,..., XCind; EPEE PR ul]l =
n

= Cexp{ (U XCL + ..+ u XCL D)} 2.2

i N . 13y
Un proceso estacionaris satisface que



FI XCta+7d, XCtz+7d,..., XCln+7); =1, X2,.... xn] =

= FEXCL), XCtad, ..., ¥Ctnd: X1, X24..., Xn], 2.3

y se dice que F ez invariante bajo una traslacidén en el tiempo 7.

Si el conjunto de varlables aleatorias X(L2, ésto es XCto,
XCt2d,..., XC(tnd, es continuo, se puede definir la funcidn de
densidad de prohabilidad. ZSea w‘C:/.x, t1ddx: la probabtlidad de
encontrar XC(tD en Cx, >+ diad, wZsz, t1; xz, tz2)dxa dxz la
probabilidad de encontrar XCt1d en Cxi, 2 + dwid, X(t2) en (x2,
x2 v dx2),. .., wni‘m. t1: X2, tz; ... xn, tnddma dxz ... dxn la

probabilidad conjunta de encontrar XCto en Cx1, x1 + dxad, XCta)

en (w2, =2 + duw2d,..., Altn2 en (xn, xn + dxnd). Entonces el
conjunto W wz e .w“ Son las funciones de densidad de
probabilidad para un conjunto ts, tz,.... tn.

De las definiciones anteriores se sigue directamente que la

probabilidad de enconirar Xi1 en (Xx1,xt1 + dxi) es:
wXCxx. t) = Iwszx. t1; x2, tzd dx2, C2. 4>

de manera general, la probabilidad de encontrar Xi: en (x4, x1 +dxtd

X2 en Cx2,%x2 + dx2)..... Xk an C:ak, ::I: + d:ckD esta dada por
wk(m.t.x;.... xk,tk) = f J‘dxk“... dxn wn(xx.h;...,xmtn).

Sf el conjunte de variables X(t) son independientes, la

densidad de probabilidad se factoriza en ia forma:
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w (xt, tp; xz, tz) de dx = w O(xt, Lddx  w (2, t22 dx
2 x z 1 PR 2
ésto es,
wz(m. bi; xz2, t2) = m‘Cxx. L1 uv‘(.xz‘ a2, 2.5
generalizando, se tiene que
w (X, e 2.2, .00, ¥n,te) T w O, 4D e Cuz,t2) L., w Ox Lt ),
n 1 1 1 ) n .

para el caso de variables aletoriaszs independientes, la rfuncidn

caracteristica dada por la ecuaclidn (2.2), puede escribirse como

@ [XCta), XCt2d,..., XCted: Y. uz....,u"] =

= ¢ [XCLd; u ) ¢ [XCtzd; u ) ... ¢ [XCtmd; u ).

Sl el conjunto de variables aleatorias XCLad, XCtad,..., #(Lnd
no son independientes entre si. peroc estan distribuidas ceome
variables aleatorlias Gaussianas, el proceso se 1lama‘?’ proceso

estocastico Gaussiane, Entonces W W .. woosON densidades de

probabilidad Gaussianaszs. La densidad de probabilidad puede

escribirse come,

c’ - ., -y

exp{- t,20%~md+ 7 Cx-m) '}
wox b Lo Lt ) = - y 2.6>
k TR k' Tk [<2n>k det, ¢ ]n,z .

~




donde % = Cx ., X_ ..., %X J. m =< Xt D3 >Yecon v ® 1, @..., k
] 2z ® t v

Y _(_T_‘ es la inversa do la matriz de cowvarianza CH‘. definida en

el capitulo anterior por la ecuacien (1.232., De las definiciones

de woow Yy la denzidad de prebabilidad condicional Nz introducida

en la seccion B del capitulo L, se tiene que

Xi. F-- T : B = (4, % E Mi. soN2, b .
wz(\« t1; %2, t2)d <‘r1<2 w‘( 23 13:1,(‘ Ma(xi, by <2 z)dx2
esto es,

wz(xx. L1; w2, tz) = w‘C ®e, LD NaCxt, tip =z, t2). =]

Si u‘z o ¥ wz?_ O — Mz 2 0. Las ecuacicnes (2.7) y (2.4 nos

permiten escribir

w‘C;-:x. Led f Mafe<ce, be; w2, 2> dx = j'wz(:-u. t1; xz, tz) dxz

tfinalmente,

J Malxe, ter 2, t2) dxe = 1. c2.8

De 13 ec. (2.7) y de la simetria de w, en.C:-::. t1d Ty Cxz, t22,

se puede obtener otra relacion para w esto es

f w‘C:«u.tt) Maxa,ts; w2.t2ddx = f (%1, ta; X2,t2) dx
1Y 2

[
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f w (X3 ta; et dx,

= m‘C:-:z. ta2d. [SP=Rpeb]

En el caso del movimiento Browniano, pueds suponerse gque la
probabilidad de encentrar XCLgd en Cxz, x2 + dxzd) no depende del
valor de XCi2 en un Liempo anterior ti, €i tz - {1 es muy

ce .
arande’ . Per I tanta, ar el caze linite a tares la relacion

CE. 8, es daaiv, la tndspsndincia entre eventos, comtlnandc
con C2.7) se encusntra qu=

Lim (20, ti; w2, t2) = w‘sz. ta2d, C2.100

t_~t +m
2 i ’
para el movimiento Browniano.

4. . PROCESOS DE MaRkov™®'

Una subclase de proceszos estocasticos son.lus 1llamados procesos
de Markov. Estos se utilizaran ampliamente a lo largs del resto
del trabajo. Un process de Markov es un procese aleatorio que

: . (3
cumple la siguiente relacion

ﬂr(xx.tt;,,.;:z.n—x.tn‘s;xn,tn) = T Genetitneyg M L), <2112 .

(34 Este 98 debido a qus a tiempos largos la porticuly = olwwdas

las condiciones 1niciales de las que partio.

£



Coomn o Lo+ L3e L. 4 tress trd nos dice gue la densidad de
probabilidad cendicicnal Tn, de que X (t 2 este en (xn, X+ dxhl
es independiente de la gue sucedid antes de Lh_‘. esto es, el
proceso astocastico no tiene mepwria. Para un proceso de Markov

podemos considerar la signientes expresidn

LA e LN N
fﬂz(x‘. LLs % L) MGl by, L) dx

la integral se toma sobre los valores de x gue ocurren para t  que
satisface t‘< < Lz. Ya que para un procesn de Markov todas las
densidades de probabilidad se reducen a 0z, la expresion anterior

es igual a la probabilidad de encentrar X(LZJ BreLR_, X T :t.\:lb.

si XCLID = xl‘ Para un proceso de Markov, se puede deducir la

ecuacisn de Chapman-Kolmogor ov'®’

M, L1; K2, t2) = f Maza, by n,t) NMaet; xz2,t2) dx, c2.12)

Esta ecuacion noz da la probabilidad de encontrac RCtzd) en Cuxz,
“z o+ dx2), si XCLd) = w1, El orden del tiempe es escencial: t se
encuentra entre L‘ Yy tz'

Un ejemplo de un pracesoc de Markov ocurre en el movimientio
Browni ana. Uria molocula an una sol usran Liquida sufre
aproxi madamente 1wt colisiones-seg, con las particulas del medio,
Si L‘— t’x-t sen  pequelias  macroscépicamante, @stos  impactos
destruyen la correlacidén entre t" v 1o que sucedio antes de t\_
Por tanrto, el movimiente aleatorio de una partfcula Browniana e3
un proceso de Markev. Cuando un procesa X(L2) es Markaoviano la

‘probabilidad wscxx. try; ®2, t2; xs, ta)dx‘ dxz dxa de encentrar

"]
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RCLiD on Cx1, a2 + d:<l). XL b en Cx2,

(X3, xa + dxa) SO SXPrasa Comos

wz(xa. L1y xz, 2) dx‘:ixz fl2Czz, tzy, %3, L3) d:::’.
y per tanto,

wa(xj,tx;xz.tz;xa,ta) = uz(:cl.tx;xz.tz) Nz(:cz, tz; xa, ta), (z.122

la extensicn de C2.7) ze mantiens solo para un precese de Markowv.

Continuando este algoritms se =pncuentran suceslivamente todas las

o

prcbabilidades w . Esta prepiedad hace los procesos d Markov
"

manejables, esta es la razdn de por gque estos proceses son a

menudo utiles en muchas aplicaciones,

3, 4

5. FPROCEZ0S LE WIEMER

Jn procwsc de Wiener 25 un procese de Markov, CGaussiano. Un
proceso de Wienmer es un conjuntce de variables aleatorias

Gaussianas W(LD) y tiene las sigutentes propiedades:

a) g Wy = o,

B3 WG - u,
c) los incrementos W(i') - WlL"L; para tL'.L"2 O son estacionarios

e independisntes: asto w3, WiL'+rD - WCEY+T) = WCETD - WCL'D
para L'+v r, " o+ 7 2 Oy WCL D - WCL D, WCLL} ~ WCLL') son
C 3 :

independientes para t 2 tj 2 t} > tL z 0.
.

[N
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A continuacidén e apaliza la varianza: ya que el valor nedio de

WCLD es cero. su variancia ez igual al segundo momento, y para

. 3
cualesquiera t.‘. LZZ O se tiene™

V( WCts + L2) ) = & (WCte + t22)T >

= { (WChs+t2) = Wlted + WCted - WCO))z >

= ¢ (WCrartzd) - WOLOYE) ¢ ¢ (W - WO,
come WCLi + 20 — WCtsed y Wltsd - W{0D son independientes y tlenen
media cero, y de la propiedad estacicnaria para los incrementos,
se enctentra finalmente que

Y WLy + t2) ) = V( WCtad ) + V( Wltzd ). 2.14>

Si se escribe

VO WCLY ) = heud, ' €2 1%

donde t > O, RCtY » O, se puede expresar la ecuacidén (2,140 como

hCbe + 2> = hdtad + hit2d, €2.162
puesto ge para un entero posttive hdrd) = r h{l2 , inmediatamente
se sigus quu &sto es clerto para r expresado como el cociente de

dos enteros positivos, Esto vale también para un namero positive
irracional, si se toma éste como la interseccién de dos limites
subsectuentes de nameros racionales. Entonces la funcidn hll) es

34



proporcional a t oy la ecdacidn (2,453 para la varianza de WL) se

exprosa como
VEWCEY ) = of .,
donde o es una cantidad positiva. Mas generalmente,
VO WELD — WCsd 3 = VWL - s3 - wiOd )
=V WCt - =) ),
la cual puede escribircse comm
Ve WEL> - Wesd ) = o[t - s, €2.17)

2 .
puesto que o es poasitiva, la variancia siempre es positiva, Para

un proceso de Wiener, con O ¥ s

s £ L se ttene'™

< OWES) WCED > = & WCsI( WCsD + WCL) - WCsY ) >

¢ WCS) WCs> > + ¢ (WCs) = WCOD) (WCL) = Wesd) 5

[
i

V( WCsd ) s,
Similarmente, cuando O £t £ 3,
¢ WCsd WCLD > = ¢ WCL) W(s2 > = & t,

cubriendo ambos casos ¢on la siguiente relacion,

]

i



C WY Ws) > = o mnC s, t I, s, t 2z O c2.18

donde minCs, t) significs el valor minime de s ¥y t. Este resultade
sera de importancia en el tratamiento de la ocuacion de Langevin
que se dari en el cap. IIl. Supongase ahora qu2 L‘x' Lz ¥ L;n‘ t;.
para el caso te &; <t < t;. se encuentra de (Z.18), gque

2

C(WCL,> = WCL D) (HCLID = WCr D) > =

. . iy - 'y - et
CHCL DWCLLDD + CHEL SWCLIID - CWEE_ IWCLTD) = (WL DWCt o)

= o, -,
2 1

donde tz - ti' es la interseccién de los intervalos tz ~ t1 y
tz* ~ t1', ver la figura 2.

T T T T

t Lo t t

1 t 2 2

Figura 2. Los valores del tiempo en el argumento

.en la correlacion del procezo de Wiener W(LD,

Seleccionando las diferentes poszicicnes de t.; y L; relativeo a

L‘ 3% tz se puede veriricar que ésto es generalmente clerto, por

36



lo tanto se tiene ”

((WCLZJ— WCL‘)) (WCL;)— WCL;))) = oz(Ct,2~tlJJ‘:CL;-t;)J, e, 19
Si se hace t1 = t, tz = t + dt, ti'=s t*, tz's t* =+ dt', entonces
WOt + dt> - WCt) = dWC t O
Wwet' + dt’*) - WCt'> = dWC t’3,
la relacion c) de la definicidén del procesc de Wiener pernmite

asegurar que éstas diferenclales son estacicnarias, de (2.19) se

deduce que

< dWE L D> dWe t') > = o ¢dt m di'd, 2.2
en part{cular parsz L' ¢ L, Ze antUSRLES
<Cawe t oY > = oF at, <2, &

este resultado sera también de utilidad en el capitulo III en el
contaxto de Ia ocuacidn de Langevin. Sea fCt, t°) una funecion
continua no-ostosidstica, y consideremos la 1ntegralmf

. R dWC b D dWC L") .
Ji O (g T > dt dt =

N e L ey dWO LY dWC D .
= <[ f FOLLY et St db de D



fJ see, 6> g awe £ > awe Lo >

s o [ [ b, 7 Cdt nodttd

= of [ FCL, L dt.

De aqui, se introduce la funcidn delta de Dirac'?’
[Jrenry (HEL LDy grae = [ f et of sct-ttd ddl’,
donde se encuentra que
(L 2. LD 5 = of st - L. ca a2
Considerese un conjuntc W‘CL). WZCL),.‘.. Wq(t). donde cada

'vlt(tD es un procese de Wiener. Supongamos que las W 's caon
diferentes subindices no son correlacicnadas, y como son

Gaussianas éstas son independientes. ésto es
<w‘ce.3wj<s:s>=<w‘cS>><ch'.>>=o.
para t & j, ademas, por {2,153, se obliche

<WCEdWCsd> = o minls, . ca. 23
i >
Sea W(L) un vector columna y wCtdT un vector renglén, ésto es

su transpuesta, entonces
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+ - Waltd Welsd WaC(td Wa(sd .., Waltd WquD

WiCtDd Wilsd Wil Walsd WeCtd Wqlsd
WeLd wWesdT o=

Wqltld Wals) WaltDd Wals2 ... Waltd Wqlsd

la expresion (2.23) permite ezcribir la media del producto come:

ot 3 o]
* 2
> -+ [¢] (=4 o
¢ WCLd WesdT > = munCs.to 2
o G o
q

Si el sistema es invariante bajo rotacidén, como sucede por
ejoempleo, en el caso de una particula Browniana esféerica en el

espacio tridimensicnal, tenemes or = o2 = .. = oq Yy por Lanto

.
CWC LD W s 37> = of minCs, £ I

£

donde I es la matriz unitaria g x q. Generalizando las ecuaciocnes.

~

2,130 C2.81), y (2.82), <& obtienas

- 'y o ce =
((WLCLz) W\Ch‘)) (WJ(ta) w,_ti:u))

= 6 0" [Ct, -t DAty -],

AW CL 2 dW Ct D > = & . of dt, ca. 24>
[ i i



y por lo tanto,

dWiC L D dWiC t*D _ z e =
< T S > = 6, ot st -, €2.25

donde <5LJ es la delta de tronecker, que vale 1 si @ = § vy cero si
t * j. A manera de resumen, puede decirse que los procesos de
Wiener W(t> no son estacionariosz. Sin  embargo. ya que el
incremento WCt + dt) -~ W(iD es estacicnaric, dW(tL) y entonces
dWCt> ~dt =on un proceso westacionarieo. Ya que & A 2 es una

funcidn de A, se deduce, poniendo t = O, t* = t, de la ecuacién

c2.22>, que la funcién de autocorrelacisn de dWlL) - dt es 0?8 ¢,
8. FUNCIONES Y TIEMPOS DE CORRELACIGN ™

Los resultados en muchos de los calculos en  procesos
estocasticos son expresados en términos de las funciones de
correlacidn, Las funciones de <orrelacion-temperal tienen una
amplia aplicacisn en el estudio del movimiento Browniano.

Considérense algunos sistemas fislicos en los que se toman dos
variables aleatorias continuas A y B del sistema. tal como la
velocidad lineal del centro de masa de uma molécula o su veloeidad
angular y un vector unitario a traves del centro de masa de una
r'no! écul s en rotacion, los arménicos esféricos cuyos angules estan
relacionados con diche vector. A ¥y B en general dependen de las
variables de posicidn ¥y la velocidad & de las variables de
posicidn y el momento conjugade del sistema, que son denotadas por
L.

Para un sistema de estado estacionario, la funcit6n de

¢3,0)

correlacidn temporal de A y B se define como el promedieo
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sobre el ensemble’ (A"(O) BCL))> de A‘COJ y BLLD

<A~(O)BCL))=Id";COJfCO)A-“(ODB(L)' c2. 28

FCLY) es la funcisn de densidad de probabliltdad del sistema al
tiempo t en ausencia de campos  externos. Por lo tanto, para

: 3
cuaquier tiempo 5 ze tiene

fC sy d¥ s = 4C 0D dv 0D,

en un sistema de estado estacionario la probahbilidad de encontrar
la varlable aleatoria v entre ¢ 3, v o+ d¥ D es independiente del

tiempo. Por lo tanto

' s> BL s> = [l 05 03 AN 0D BL v s

Ja¥ s 053 4% s 5 Bt » 9,

haciendo un cambio en la variable de integracidén de s a t,

resulta que
» »*
CAC s> B(L +5) ) = <ACOYBLD >, ca.am

ambos promedios sabre ] ensemble se¢ Loman sobre el tiempo cerw., v

en genaral se pueden tomar para cualquier tiempo. Cuande A y B son

() En este y en los poslericres cuptlulos sze usara la palabra

onsemble en el sentido de La mec. estadistica de squilibrea,



idénticas, se obtione la funcion de autocorrelacion de A

ropresontada por Aoy Aced >, Su deduce do (2.26) que
<a¥c oy ac-t > = ¢aANc L ac 0y Y,

“® .
si A CL) commuta con ACQD, entonces

»

¢a'c o a3y = At oy oac ca. 280

és3to es, la Tuncidn de auwlecorrelacidn al Liemps ~L es igual al
complejo conjugads de la funcién de autocorrelactdn al tiempo t.

La runcién de autocorrelacidn pormalizada de A se define como

la cantidad adimensional

CAYCoy Ak > /¢ AT At b,

»*
donde <A LOD ACODY = }A(O))" es una cantlidad real.
Las {uncicnes de correlacion tienen una coneccién especial con
las densidades espectrales. Tomemos para un proceso estocistico

estacionario una funcidn roal del tiempo X2, y delinemos X, 12

T2
How, ™ = [ xdov oo &Y a <2, am
r .2
antonces  se de:’xns.-la"' la densidad especttral o espectro. de

potencia X(ud de KLY roms
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= lim [XCw, mI%

X w2 =
T ks
Por otra parte, del tleasreana »;argcdmo":"“ se¢ tione que, el
promedia temporal =3 igusl al promedio zobre wl ¢nsemble en la
ausencia de un campo externo.
(MO O3 MO L)y = (MO €D KDL DY > .
a esta relacion se le llama funciédn de correlacion de MC t 3y se
encuentra que. s
o et - e et ety
1 vt _ . T s .
ﬁ—fL XCud dw = KCL'D KO+ t)
-
& HCEPDY XCtt+ > oy,
usando el resultado (2.87) en ei lado derecho de la relacidn

anterior s& llega a la expresion

i ‘ XCO3 (LD |dt tiens un valer Tinito, se pusde invertir

(2.30), se obtiene

el resultado anterior
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XC wd = _f e ¢ ¥ O > XC L 2> > dt, 2. 313

ésto es, la densidad espsciral y la funcidn de autocorrelacidn
san  transiformadas de Fourier una de wohkra. EBsta relacion es
cenocida coms el Leorema de Wiener-£hintchine'®'. El resultado es
de gran importancia pracltica, por ejemplo, en algunos experimantos
de dispersidn de luz 56 mide la densidad espectral del campo
eléctrico de lusz digpersada, y come consecusneia s delermina el
gspectiro de dizpersion de luz por medie de las funciones de
autncorrelacidn del campo eléctrico y det detector.

Sa puede relacionar la funcidn de autocorrelacidn cen &l tiemps

2.6
> el tiempe de correlacidn I'a para la

de correlacion, S¢ defin
variable alestoria ACL) como la integral con respectc a t de 0 a «©

de su funcién de autocerrelacidn normaiizada coms

o

”
ra = { SALO ACLID ce. 312
Aoy ACody
[V

la integral claramente existe , si .rm{< ANCD) ATLD ':]dt tiene un
valor tinite. En los calculos sigm;:&,es <A“CD) A‘.'L).) siempre sera
real, la integral existe y por tanio ¢l tiempo de correlacién sers
real. Podemos considerar a 7a como el limite cuando w + O de la

Lranaformacisdn de Fourier de la funaldn de  autocorrelaclon

normalizada tomando selo valores positives de t, Asto es
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» . BN
<AL 0D Al LDy

- e ™M, ca. 32>
w -0 CAC O D AU O DD

Si la funecién de autocorrelacidn se grafica contra 4, entonces

Ja es el area en el plano positive entre la curva y el eje t.
7. DISCUST SN
El objetivo de este capitulo Tuée describir los procescs

estocasticos. Primeramente, se didé una discusion de la necesidad

de introducir diches procescs desde el punte de vists mesoscépico,

¢sto ez, de la meclAnica estadistica ge tiens que un sistema se
pugde reemplazar con un ensemble de ziztemas escogidos

LaEma en

el osiz

adecuadanerite, ) desoriben la
Lerminos de valores promadio:.

ament ales

Ze Iintredujeron y desarrollaron lot conceptor @
para los procesos de Markov y de Wiener y finalmente se dio una
descripeitn de las funcienes de correlacion. Ademas, se obtuve el
teorema de Wiener -Khintchine, que relaciona la densidad espectral
con la transfermada de Fourier de la funcidn de correlacion para
proceses eataclonarios. En la seccidn 4 36 i1ntroeduio el conceploe

- . I Y
de un proceso de Markov ("sin memoria” o “ruitdo blanco” 2

utilizande el ejemplo conocido en f{sica gue =35 &1 movimlento

Browntanc.

Consideremos ahora la siguiente cysstidn, En principlo, =e

(o Ruitde blance ge antiende comoe la ne dependancia de la

funcion de densidad especiral Xv?r or v,
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Liene que para cualquier sistema fisico aislade y cerrade se puede
describir un proceso de Markov intreduciendo tedas las variables
microscopicas come companentes de X. La pregunta fisica es, se
puede enconirar un conjunte de variabhles cuyo comportamiento en el
tiempo sea degeriteo como un precese de Markov P, Sabemos bien, de
los hechos experimentales que #sto esta lejos de ocurrir para
cualquier sistema en la naturaleza'”’. Aungque las hipotesis de
process de Markav madelan relativamente bion clertos fendmenos
fisicos como el movimiente Browniano.

En el siguiente capitule wveremos hasta gue punto estas

hipétesis pueden ser consistentes fisicamente.
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CAPITULO 111

ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS

1. ITMTRODUCCI ON

En este capitulo se discuten las ecuaciones de difusién y de
Langevin. Como se menciond anteriormante, astas ecuaciones surgen
en el contexto de la teoria del movimiento Browniano., Neo obztanie,
la aplicacidn de estas ecuaciones ha side generalizada'” a
situaciones donde la “particula Browniana® no es una particula
real, sinco en lugar de elle es alguna propiedad colectiva de un
sistema macroscdpico. Un ejemple es el monsnts dipolar total
eléctrico de una gran muestra de {luido. Aqui, la fluctuacidn
irregular en el tiempo del momento elécirico corresponde  al
movimiento irregular de las particulas del polen. Esta
generalizacidon es de suma importancia en el caso del movimiento
Browniano rotacional.

En la sigulente soccidn, se discute la diferencia entre una
wcuacidn determinista y una ecuacidn estocdstica; se introduce la
acuacidn de difusion, que sa utiliza, comw referencia, en ai
tratamiento de la ecuacidn de Langevin.

£l obletive principal de este trabajo, es el de revisar la
‘ecuacion de Langevin sn el contexto del movimientio Browniano y
discubir una inconsistencia matem&tica surgida al considerar
tiempos muy pequePos en las funclones de correlacion ¢ la que se
hard ver en las seccilones 3 y 4 2. En la seccisn 5 se da una
discusién de los resultados oblenides, los que sugieren un
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tratamiento mas cuidadose del problema, mismo que se hard en el

capitule IV,

2. ECUACIONES DIFEPEMCIALES ESTOCASTICAS Y LA ECUACION DE

DIFUSI&H'® 12!

Una ecuacidn diferencial en la cual uno o mas coeficientes son
aleatorios se llama ecuacién diferencial estocastica, La solucidn
de tales ecuaciones nos da una funcidn aleatoria.

A menudo las ecuaciones diferenciales se usan como modelos para
describir el comportamiento de sistemas {isicos. una distincidn
ontre las ecuaciones diferencliales estocasticas y deterministas
se verd eh los siguientes parrafos.

ad Ecuacién Diferencial Determinista’®’

A manera de ejemplo Lomemos una particula estferica de masa m

inmersa en un fldide, la fuerza friccional que se opone al

mavimiento de la particula esta dada por la ley de Stokes““
d >
Fe = -y v C3.1>

donde y = Brana es el coeficiente de fricecion, o es el radio de la
particula esférica y n =% la viscosidad dindmica del fluide. La
ecuacién de mevimiento para la particula, esta dada por C en

ausencia de gravedad J:

L)

+ ysm Vo= 0, €3.2>
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donde ~;; = 14T, T 23 conocidrn sams el tiempe Je relajacién. La

soluciodn de la ecuacion 2.3, s dada como .
ey = Peove 7w Feen 2TV 2.3

donde W0 es la velocidad inicial de la particula inmersa en el
fiaido. La ecuacian diferencial 3. 23 es una ecuacion
determinista, es decir, la velocidad % t > al tiempo t <@3ta
completamente determinada por zus valeres iniciales, dadoz por la
solucidn (2.3). La relazién (3.2 es valida szolo sl la masa m de
la particula e¢ grande <oma pars ques las flustuaciones en su
veloerdad debpda i taz flactuaTlenes termicas Sean
insignificantes,

) Ecuacidh Diferencial Estocastica™

El mismo problema puede ser tratado de la siguiente manera. De
la ley de la equiparticidn de la enerqgi{a para una partf{cula con un
grado de libertad, se tiene que

cE> = Emcv® o= LT, €3. 4>
donde E oz la energla cinética , k @3 la constante de Bolizmann, T
es la temperatura del bado y m es la masa, que s& supone muy

pequefia. Entonces, para una particula, la velocidad térmica

1rz kT

v =
term m

b} . C3.5)

es apreclable, por 1o tantoc la welocidad de wuna particula
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."pequela"™ no. puede ser descrita. exactamente por (3.2) con la
solucidn €3,2). SiL la masa de la parti.cula pequefa es aun grande
comparada con las masas de las moléculas, se espara que (3.2) sea
valida aproximadamente. La ecuacidn (3.2, cin empargo., debe
modificarse para que nos conduzca a la energia térmica correcta
€3.4)., Esta medificacion censlste en afadie una fuerza fluctuante
-};IC L D> en el lado derecho de (3.32), es dJdecir, la fusrzas que
actuan sobre la particula pequefla se descompeonen eon una fuerzz de
amortiguacién continta ;;C t 2, dada por (3.20 y una fuerza
fluctuante }:TC t 3. es decir,

-

> EY
m&:FCCLJ+Frct)=~y$<c)+Fct). €3.5b)

Esta fuerza ;'Cf_) es una fuerza aleatoria ¢ estcocistica, sus
propiedades se dan sélo en promedio.

Si se hublera tratado el problema exactamente, se habrian
resuelto las ecuaciones de las fuerzas acopladas al movimiento de
todas las moléculas del fluido y de la particula pequefla, y no
aparecerian fuerzas estocasticaes, Debide al gran numero de
moléculas del fluido (del orden de 10253. no se pueden resolver
estas ecuaciones acopladas. Ademis, como no se conocen los valores
iniciales de todas las moléculas del fluido, no es posible
calcular el movimiento erxacto de la particula pequefia inmersa en
el fluide. SiI ze usara cualquier otro sistema (particula vy
fluidod idéntico al primerc =2xcepto por los valores 1niciales de
ol fluide, resultarta un movimiento diferente para la particula
pequefia.

Como se vid en la secciodn 2 del capitulo anterior, se considera
2l promedic sobre el ensemble de tales sistemas. la fuerza ;r( L
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varf{a entonces do a sistema »y SOlo s¢ pueden coniiderar
los promedios de esta fuerza para el ensemble. For lo tanto,

aplicando 2! resultado anterior (3.8bd, en la ecuacidn (3.2, la

ecuacidén de movimiento esta dada
myY +yv = F 4D, 3.8

la ecuacidn (3.8) es una ecuacion diferencial estocistica porque
+»

contiene la fuerza estocastica ch t 2, a esta ecuaciodn se le

llama ecuacidn de Langevin y serd tratada en la seccién 3.

La Ecuacién de Difusion. *°’

La ecuacidn de difusidn puede ser vista como un tipo muy simple
de ecuacidn diferencial estocistica; sus resultados y conclusiones
s2 aplicarén a la ecuacién de Langavin.

Primeramente, considerese la teoria clasica de transporte.
Supongase que sg tiene un recipiente que contiene un fluido en
equilibric térmico y que en algun lugar del recipiente se
introduce una pequefia cantidad del fluido de un tipo diferente, El
nuevo fldido comenzarid a extenderse por tcdo el recipiente, pero
lo har4 con la presencia del fluide original. A este lento proceso
de extensiéon se le llama difusidén, La difustién  se  debe
principalmente a los choques gque las moléculas del fluido nuevo
reciben de las moléculas de el fluido original. Después de un gran
numerco de colisiones, las moléculas del fluide nuevo acaban
extendidas mis o menos uniformemente por todo el wvolumen. Esto es,
la difusién determina unicdamente la movilidad de las moleculas en
el fluido debido a las fuerzas internas producidas por las

S1



colisiones al azar Cautodifusidnd.
De acuerdo 2 la mecanica estadistica, las particulas
suspandidas en un {luldc 2jercen Una presién sobre el contensdor,

dada por

p=nkT, 3,72

donde n es el numero e particulas por unidad de volumen

[T

Cconcentracidnd. El cosficiente de difusidn D se define de
manera fenomenoldgica por
t = ~ D grad n, <3 8

donde ! es la densidad de corriente de particulas. En el caso de
una dimensidén, esta ecuacisdn se puede escribir como:
. dn
o= - — 3.
L d %
De otra manera, si una fuerza externa Fsxt ¥y una resistencia
-y ¥ actdan sobre  una parttecula, entonces, en @l caso

. 1o
estacivnario, se tiens qua’

v ow Faw 5 €31

de lo cual se wbtiene la relacidn

Fext

¥

i = nv = n 3,110

En un estado estacionario donde hay un flujo de corriente como
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resultade de un gradients de presion, la fuerza por unidad de

volumen se mantiene en equilibric. dada por:

d p
o P dn
n Faeut = Iy - de.‘( . <3.12
por le tanto,
. = -kTdn
y d x '

¥ que comparando con (3.9,

b = ET, €3.13
¥
D es el coeficiente de difusién, esta relacidn es conocida como la
férmula de Einstein. Es conveniente considerar gque la distribucidn
espacial de las moléculas del fluido esti descrita por una funcidn
continua de %, ¥y, = 4que llamaremos n. Por ni{x, y. z2 se entiende
la densidad numerica de moléculas en un pequefio elementoc .de
volumen centrado en (x, y. =D.
En el caso de una dimensidn, se tiene”m que ¢ 5 2 es la

densidad de probabilidad para una particula que sufre un

degplazamienta ¢ a un tiemps . Por lo tanto, el numero de
particulas entre s y s + ds esta dado como't”’
dn = n ¢ s D ds, €314

De la definicion de la funcidn ¢ 5.3, se puede obtener el

numero de particulas que estan lecalizadas al tiempo t + 7. entro

]
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dos planos perpendiculares al eje x, cuya abcisa es x y x + dx,

integrando €3.14) sobre todo el espacio. se obtiene

)
nix,t + 1 dx = dx [ ntx + s, L2 20 5 ) ds. 3,15

=00

Pueste que T es muy pequelio, se puede poner

nCx, L + v = nlx, L2 +r 22,

ademas, si se expande n(x + s, L2 en series de potencias de s:

nCx + 5, LY = nCu, td + s 3006 2 . 57 @7 n
d x 2t

Por lo tanto, para t pequefio, de la ecuacidén anterior (3.15) se

Liene

[ o
. dn - an
n(.&.t)*-a—--cr—an,Lde)Cs)ds*b—; s 5 ) ds
-0 -0
2 w
¢« 52D fet g s dds woeer (310D
fal's I

Bi se supone que los Lérminos de orden mayor son muy pequefics

para un orden mayer en v, s& tiene

@

S
N

ped

2
en . pés_
at T

C3.470
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dada la sigulente relaciosn,

dn s sF L o~ divor =0, C3.120

se tiene que la escuacidn de difusidén es de la forma:

<
2
S
b=

€3.19

Comparando ahora las dos ecuaciones (3.18) y 03.18) para d n 78 L,

se obtiene

Lot
b= ==
y
2 = 2:77 , ¢3.20

las cuales relacionan el coeficiente de difusidén D con el

desplazamiente cuadratico promedio s°

La ecuacidn de difusion (3.18) tiene como solucion

-ya/'lb\ R
nlx, 3 & c—————— 3,18
L1/2

P73 wa il

s

donde n{x, tldx es la densidad d= probabilidad de que la particula
este en X y X + dx al tiempo t.

Por otro lado, la ecuacidn 3,100 puede ser tratada en terminos
gstocdsticos considerando simplemente Jgue su  parte derecha,
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F Y as “una fuerza estocastica F[" generada por las moléculas
oy
del fluido y que es la responsable de la difusidn.

En forma tridimensional, la ecuacién diferencial estocastica,

resulta ser

vy o= Stcun = FoLd = ot ¢3.21)

4
en donde CL) es la posicion al tiempo t y {Ct) ‘es la '"fuerza

>
fluctuante . Supongamos que f es Gaussiana, estacionaria vy
satisface
>
< fCv2>» =0, (3. 22
(fLCL>[1C5)>= 2D &CL - 52 6”. €3.23:

con D el coeficiente de difusidn, dado por la expresidn €3,130, La
funcién ;C . > es un proceso de Markov, también llamade ‘ruido
blanco” debido a la dependencia en la funcién delta de Dirac de
(3.23>. Las relaciones anteriores (3.21)-C3.23) permiten encontrar

la distribucién de probabilidad condicional

3.1

> + 2z
nCfits; fa2tzd = [4NDCL2—LA)]‘B/zer(p[— 402:2 _rt‘)]

. . d
ésto lmplica que si1 una particula que se difunde esta en v, al

tiempo L‘. entonces la probabilidad al tiempo Lz > t,‘ de que esté
entre £y T +dif  es dada por n¢it b FoU > o,
2 2 2 B 1 1 2 2 2

La expresién €3.18") es la forma tridimensional de la €3.18°>,
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asto demuestra que las dos formulacionas anteriores del proceso de
difusién son equivalentes.
l.a velogcidad promedic del cambio de la componente 7 se

determina con (3.19"), y esti dada por

z
{< Ir Cs+td - r (=217 >} . -
\/ t ! ] L ‘f?z . €3.24)
t ) L
-

donde se usa <'-+> para denotar el promedio sobre f y {''‘> para
denotar el promedio sobre la distribucién de posiciones. v

La expresi1én (3.24) presenta una divergencia para Liempes muy
pequelfos. Esto significaria que la particula se muevs en un Liempo
muy pequefico con velocidad infinita, lo cual es5 absurde, La razoén
se dobe a que se asumid que el desarrollo de los eventos al tiempo
t son vistos como fendmenos independientes de los eventos en el
tiempo anterior Cpreocesos de Markovd., Perc estc es muy dificil de
Justificar al escogar. tiempos muy peguefios. Exnsbain(”‘w’
refirié claramente que el problema estda en suponer la funcion
delta de Dirac en la correlacidn de (3.23), puestoc que la ecuacidn
diferencial (3.21) describe el proceso de difusidn para tiempos
grandes (Lt » m/»3. La inconsisbtencia surgida en ol limite do
(3.24), suglere considerar otras hipdtesis para la funcion x: gue
tomen en cuenta la fuerte dependencia de la funcidn de correlacidén
en el tiempo, La version de Stratonovich del calculo de Ite
resuelve esta inconsistencia surgida al tomar este limite, dicha
versidn correspende a un proceso no-Markovianc o “ruide de caler”™,
mismo que sera tratado en el siguiente capitulo.

En la introduccidn de este trabajo s2 ilustro graficamente la
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dinamica de una particula inmersa en un fluido, en ella ce
representaba el desplazamiento cuadratico promedio contra el
tiempo (ver figura 1). Enseguida se muestra la grafica del
desplazamiento cuadratico promedio contra el tiempo. Es decir, la
correlacién de posicicnes calculada con la densidad ¢3.24>, y en

la cual se uszan los promedios (3. 238)-(3.243.

< rcs+td=rcsa) %51

T
B4 . ‘
hidraedinamiceo

Figura 3, Grafica de la velocidad promedioc del cambio de
la posicidn 2. dada por la expresiéon (3,242, CTB-‘- 10-'539.
Tomadoe de Berne & Pecora: Ref. 19).

La funcidén de correlacidn para el desplazamiento relaciona las
distancias recorridas por la particula en una sucesidén muy grande
de experiencias. Como se puede observar de la figura 3, el
intervalo de tiempo mias corto, para =l cuyal aln se tLiene difusidsn
Li.e. la linea recu:), es del orden de 107° seg., £sto es, cuando
se toma el limite ¢t — O en la expresién (3.24), entendemos
figsicamente que el limite tiende a un tiempo tan pequeffo como
lo—useg. (’viempdque correspende a la fluctuacidn en ;CL)) ¥y ne
al cero matematico. Una discusidn mas detallada de este punto se

realizara en la seccidn 3.
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3. LA ECUACIOM DE LAMGEVIN®

Un Lipo mas gensral de scuacidn diferencial sstocéztica que la
ocuacldn do difusidén es la ecuacidén de Langsvin, En &l resto del
capitulc se hard una discusidn de esta ecuacion en términos de sy
coneccion con el movimliente Browniano.

Se vid en la seccidn 2, que la ecuacidn do movimiento para una

particula Brownlana, conocida como la ecuacidén de Langevin es

2 > > b
m g =‘r§r+pcg), €3.25
d t
donde » = 8@nna, es el coeficiente de friccién para una particula
esférica de radio a ¢ particula Browniana)‘'~’, m es la masa y n es

-
la viscocidad cortante del flaido, FC L ) es la fuerza fluctuante,
-+
esto es, F( t J proveé una representacidén fenomenclégica de el

efecto de miriadas de colisiones ré&pidas entre la particula
Brcwnianaylas moléculas del fluidc. Es por tante, natural

N
suponer que FC t ) tiene componentes vectorliales independientes,

Gausslanas y con primeros y segundos momentos de la t‘orma(a'p“m
-+ +
CFCto> = 0, C3. 268D
< F‘_lC t o ch L'y > = 2q &CL -t 6”
= 2q &€ v 5, . £3.872

v

(L} :-la~f6rmulu ey valida molo paras numeros de Reynolds muy
Pequencs y ase conoce como férmula de Stokes ( ver ref:tt).

j=ie]



>
donde +,j = 1,2,3 son las componentes cartesjanas de F, el valor

dé q es independiente de t, y posteriormente ser& calculado. La
presencia de la funcién delia de Dirac en (3.27) manifiesta la
conclusién fenomenoldégica de gue la escala de tiempo para las
fluctuaciones en la correlacion €t = 10 ‘73 es despreciablemente
corto relative o la 249ra escala de tiempo en l: descripcion de
Langevin, el tiempse de relajacidn rn= moy = 10‘"599.

lLa fuerza gstociastica con correlacién &Ctd, como en el caso de
difusién, tiene ruido blanco ¢ proceso de Markov (“zin memoria®).
Para verle se analizarid la funciédn de densidad esgpectral. La

-

densidad espectral S”C w 2, de la fuerza estocastica FC t 2, dada

por el teorema de Wiener—Khintchine ( ecuacién (2,312 ), es 1la

"
transformada de Fourier de la funcién de correlacién de FC b D,

o«
—lwt

S cw> = [ e CF.CL2FC LD dt,
tj A ]

—00

utilizande la relacién €3.27) para la correlacién, se obtiene

- t 2 .
SL;'C“’J =J'equ6CT)o‘!_dT = qdé _, ¢3.28

y ©es independiente .de la frecuencia w. Por lo tanto, la fuerza
estocastica de (3.27) con un & se llama ~uide blanco, o un proceso
de Markov € en la luz blanca el espectro de potencia no depende de
w ).

La solucién de la ecuacidn de Langevin €3,252, con condicicones

iniciales FC 02 =0 y difsdt =¥ 03 es

&0
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v

+

)
-
w7

1
w3

[ 1 - expf-

+
3N+

L [0
Jdt' f dae e:l.p[- —-‘% [ A L")] FC £, 3. 29
o L]

si se usa el hecho de que

e =TI : ¢3. 300
entonces
13
— - P -» B
Ty e o> &V L L J’e POCLRIS gy der. €3.31)
[+]

Se supone que el valor inicial de la velocidad, ¥ o ), esta

determinada por la distribucidn de Maxwell

2 _ kT Yy 72 m LoD -YC0d
W‘C veGd 3 = [2"—5‘:] exp —-'-—a—k—.r———] .

dondi» k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura del
fluido. Esta distribucién tiene la forma de wuna distribucién
Gaussiana.

Las relaciones €(3.300 y €3.31) permiten realizar el calculc de
la energia cinética media. Para esto ze utilizan los siguientes

resul tados

B1



< ¥y = emp[ - L] %o

y
(<L >} =0,
entonces,
Patcw %wyy = Lm(cod y o7

t ot

1 J’ e~y/m(u—nz+u-tz 2 q SCL_-t'ddt dt’
z 2 272

em
o o
- 3 AL TR R P Ly €3.32
= ikTexP[_a—rK ] —2—}7[ —exp[-Z—a ]] .

Si t—+ o, la particula Browniana alcanza el equilibrioc térmico
con el fluide en el cual estd inmerso, por elloc el valor medio de
la energia cinética debe ser 3-2 kT. Esto solo se cumple si

q = kT €323y

éste es el tecrema de x‘luctuacién—dlsipacidn‘5‘. es decir, el
coeficiente q relacionado con las fuerzas fluctuentes se relaciona
con el coeficiente de friccidén y (disipacidnd. El resultado €3.33)

permite decir que
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1v8m{< wWHy = 32k T, €3, 340

para todo t, es decir, el proceso es estacisnario.

Calculemos ahora la correlacién de posiciones. Es claro que

{< >y =o, €3.35)

Ademids, para t 2z t°!

R _ mkT
(Cr C r ey ) ==

expf- L] vexp[-Lt] vk~

-1 -exp[—%(t—-\_')]} &, €3.362

haciendo t = t*,

©roced ey = 258
i i ¥

-2 -z
{L >+ 5 expl mt]}&”‘ €3.37

Para L muy grandes (3.37) reproduce ta parte de difusidén de la
figura 3

kT . _m m 7 kT
ar—{t, —;+—;exp[n-;t]}r___—’_;—> a-r—t. €3.38>
No abstante, para tiempes muy pequeRlos la ec. (3,37) da
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kT . _m m _ kT 2
27{L —+——;exp —L]}m—» r(.. ¢3. 39

En consecuencia, la velocidad promedio del cambio de la

componente de FCL) es obtenida de (3.29), y es dada por,

1r2
] . €3. 400

(+ Ir Chr+ 2 —r € £'21% 5
S [3 L [

t L~ Q

S

ol cual es consistente, esto es, rC t ) es diferenciable.

Analogamente, utilizande el resultado (3.312 para la velocidad

$C L ), se calcula la correlacién para las velocidades

' = -t -y
1V vard > = exp[-Lat =] ¢ vco vieor y +

t‘z t
2q v
+ "?6” J-ds st expf- Sl -5+t s3] &Cs - s'
o =]

= ——exp[— —E cLr- t)] S+ para ' t. €341

Do (3.413 se sigue que

. kT ,
v viatd >} = Zexp[ - L -0 ] (3. 42

Por lo tanto, se obtiene la aceleraciédn promedio del cambio de

la velocidad ¥C t 3 es,
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L] - . 2 ””
\/{< [v,‘CL +td v‘(t, 21° >y Ty 1% 0
L — (3.4
t L Q N

la cual diverge. Es decir, la welocidad es consistente (en
terminos de €3.402), mientras que la aceleracidn no existe. 'El
limite t— O se entiende nuevamenie como t = 10_‘55-39, es decir,
el tiempo minimo entre fluctuaciones.

La inconsistencia de €3.432, al igual que en el caso de
difusidén, esti en suponer que la funcidn de correlacidn para ;CLD
C ec. (3.27) > os una delta de Dirac., que nes da un proceso de
Markov. Por tanto, hay que suponer un procesc en el cual la
funcidn de correlacién de ;(t.) sea descrita por un proceso

no-Markoviano (calculo de Ito-Stratopovichd, para que la ecuacidén

€3.28% tenga un sentido tanto fisico como matematico.
3, PROCESOS DE ORNSTEIN-UHLENBECK'™

Ensecuida consideraremos la solucién de la ecuacién de Langevin

€3.28Y on una dimensién propuesta por Ornstein y Uhlenbock (!’:;

-9-‘5’%—"—’ -y oomvC L3+ FC LD, €3.44)
hagamos
dvC L D = ~ p /mvC D db o+ dU LoD, €3.4%

Puede entenderse (3.45) de la siguiente manera. Sea f( t.)

&322



cualquier funcidn contipua no estocastica que depende de L,

multiplicando (3.43) por fC L ) e integrando, e tiene

L3 =3 b
_{fcu dvC t > = = pem OO v db o+ J orcd duc ¢, (3. 462

t=za t=a tca

on partiecular, si fCt) =1 resulta que

b
vCb3 - wCad = - pem fvetd dto+ U B Y - UC a ). €3.47

a

para el movimiento Brewniano puede entenderse como' que el cambio
b
en la velocidad en el tiempe b - a, es jgual a § vwtd dt  y es

Y

generado por el mevimiento aleatorio, W b 2 - W & 2 del bafio,
£f se hace a = O, b = ¢t en U, ¥y se toma Lt muy grande, el
proceso UC ¢t 2 - U O dpuede dividirse en intervalos,
n
Wwetrr-WO> = LU LkJ - uc Ly_‘) ). €3.48)
k=g '
dond® to = 0 ¢ t4 < tz¢ .., < tn = 4, En el movimientc Browniano

los incrementos dados por
UCts - UCOD, UCtad - UCtad, ..., uct o ~ UCt.m‘). <3.49

son independientes y U(t) es un proceso de Markov Ccomo los
tratados en la seccion 3 del capitulo II), Si suponemos que al
movimiente aleatoric del bafio térmico estid en un estado
estacionario., entorces los incrementos de <3.49> sonl tambl én

estacionarios Y distribuidns idénticamente. Debido a la

o]
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aleatoriedad deol! movimiento { Ult) > = 0, y escogienda el fLiempo
de arigen en t = 0O, entonces, WKO) = ¢ Do lo gnterior, ya que
cada incremento de (3.4Q) tiene promedio cern, y aplicando el
toorema de limite central a €3.48) deducimos que UCLI [ VCUCL)D] o2
es una variable Gaussiana con media cero y variancia la wnidad,
Por tanto UCL) es una variable Gaussiana con medis cereo.

En resumen, se tienen todos los requerimienios especificados en
la seccién 4 del capitule II para un proceso de Wiesner., Si ademas.
no obstante la no exdistencia de dv(yd) - de, s@ quiere por
conveniencia escribir la ecuacién de Langevin en una dimensidn
para el movimiento de une particula Brawniana en ausencia de

fuerzas externas, la escuaciédn (2160 toms la forma

vt > o A¥WC 1D .
Lt 2 - o mcy e ML £2.800

donde WC L 5 es un proceso de Wiener. Pesolviendo (3.468) con la

condicidn inicial L= G y v(Ld= v(0)= cte, haciendo ftd = ey/ml.
se encuentra
i
Id
t t [
J el ™auwsd = pem [ F ™ vtedas ¢ el awes, €3.510
a0 [+ & =d
integrando por partes el lado izqguierdo . y dividiende por ¥
resulta que:
i
WLy = vt 0 ey [T TS e o, T cas
R )
Expresando dWCs) como Wiz + dsd - Wisd y viendo gue dWis) es

° a7



Gausslana y centrada, se deduce tomando el promedio de (3.52) que
Cv L3> = v oo e ™, €3.53)

Asi que v€ t D es una variable aleatoria Gaussiana y con media
vl e.—r/"". Para el caAlculo de la variancia se usan los

resultados €3.52) y €3.53Y en la definicién

CEvE LY - <ve b)Y >

It v
_ ~ys/mCl-=tdd dWCti1d ~ys/mCl~t2d dWltad
= <[= T, Je dts M 2
[+] o

utilizande la ecuacién C2.22) deol capltule II, se tiene

1 1
= of &M [ar [, oMU oy - e,

os decir,

o031 = g 2¥Imt

2y/m

bl

¢ (L) =~ vt > = €3.54)

Esto es, sl conocemos o, la medla y la varliancia de UCLD puede
-ser ‘caleulada, su’ funeién de distribueién de probabilidad -se -
calcula como en (1.3) Cver cap. I> con las relaciones anteriores
€3.83) y (3.54>. El valor de a'z se obtiene de la condicidén de que
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cuando L tionde a infinite el sistema so aproxima a un estado de
pquilibrio estadistico. Ya qus la energia promedio estd asociada

con la velocidad v(L), entonces

KE» = —,fzk T
1 2
= —zm Lim € C vCL )™ >
Lam
N R
2 2y/m
Por tanto,
o = a_f.’.'!’_m_"_'[ €3.5%)

de (3.84) y €3.55), se encuentra finalmente que

§Ceved = <veemd)® > = Bl oy - o7, €3. 565

Considerando el mismo limite tomade al final de la seccidn 3

para la veloclidad, {3.435. se encuentira

{(((v(i.‘*t) ~ vty 1oz
2 e [k———r" ] L, ¢3.57)
t t

este resultado es idéntico al enconirado en (3.432>, lo que‘ indica

que la inconsistencia ocurre en ambos tratamientos Cprocesos de

=]



. Ed
Mariov v Wienerd. La hipétesis de Markovianidad para F(L) y WKL

no es consistente a Liempes muy peguelos.
8. DISCUSIGH

En este capitule s2 intsodujo el concepte de  ecuacidn
diferencial estocastica y se discubtid su diferencia con una
ecuacion diferencial determinista. El tratamiento de la Jdifusion
s& reallzd con la teoria clasica de transporte y, de una rornma
alternativa, con los procesns estocasticon Marrovianoes,
Gaussianos. La formulacion estecastica permitic evidenciar la
inconsistencia de la hipétesis de Markovianidad psra tiempos muy
pequelos. En el praxine caprtule se tratara la solucidn a esta
lnecongistencia,

En el caso de la ecuacidn de Langevin, que s@ resolvié bajo la
condicidn de Markovianidad de le tuerza flucluante Ccalculo de
Shratonoviehd, © siternativamante, con el proceso de
Orsntein-Uhlenbeck Ccdloulo de Tted, una inconsistencis similar se
presentd para la aceleracion.

La Markovianidad es una idealizacidén hescha por ~onveniencia
matematica, pero en realidad los procesos filsicos nunca son
estrictamanis Marlowvienos,

B el slguiente capltile zo dard uns fermulscien generaiizadas

de las - ecuaciones de Jifusicin v lo cual tiene por

atjeta, introducis  un termipo G memoria Cla  versien de

Slratonovich del calcula de Tto o cslculo de Tto-Stratonovichd y

permitirc la “descripeion matematica’

correcla de la difusidn y el

movimisants Browniano.

=1
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CAPITULO 1V

LA ECUACION DE LANGEVIM GENERALIZADA

1. INTRODUCCIGN

En el capltulo anterior se disculieron las ecuaciones de
difusidn y de Langevin con ruido blanco. Se mostréd que al tomar

—12

ciertos limites, para tlempos pequeffos Ct = 10 segd) ocurren

[ ¥
di vergencias, En un trabajo reclente, Fox

discute esta
inconsistencia, y propone las ecuaciones generaliradas de difuysidn
¥ de Langevin que elimlinan esta dificultad.

El propésite de este capitulo es fundamentar y analizar este
tipo de ecuaciones generalizadas de difusién y de Langevin que
condcen a un proceso no-Markoviano, Gaussiano.

En la siguiente seccidn se introduce la ecuacion de difusidn
generalizada, y se discute su consistencia matematica on el casc
de procesos no-Markovianos C(cdleuloe de Ito-Stratonovich?., En la
secciétn 3 se da una discusion sobre la formulacidn microscdpica de
la ecuacidén de Langevin generalizada, esto  es, dado el
Hamiltoniano del sistema C(particula Browniana nmis bale térmiced,
se deduce la ecuacidn de Langevin generalizada a partir de un
modelo de osciladores arménicos. Posteriormente, una vez cbtenida
la ecuacién de Langevin generalizada se da una breve discusién de
ésta, en la cual se demuestra que para procesos no-Markovianos la
ecuacidn de Langevin generalizada Cy sus resultados) tiene sentido
fisico y matemitico (ver seccidn 4). Finalmente, en la seccidén B
se da una discusion de los resultados obtenidos.
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LA ECUACISN DE DIFUSI &M GENERALIZADAY

vl

»

La ecuacion de difusién para una particula en un fluido,

tratada  en el capttuls anrericr,  fue resuelta suponiendo
Markovianidad., Est>, para LiGapos inllnplesimalnent s pegeedizs e
dificil de justificar. La razén esta en que pars estos tiempos la

interaccisén de la particula con ¢l balio “recuerda” a cada instante
t, lo que ocurrid a L’Jh u;st.ame L' anterior. La funcion de
correlacion en la fuerza esteocastlca deja de ser una delta de
Dirac y en consecuencia paza a ser una funciron mas complicada de
la diferencia de tiempos t - t'.

Las ecuacicones de difusién y Langevin generalizadas que
cbedecen procesos no-Markovianes se pueden cbtencr de la dinamica
microsc&pica(n,. Miz adelante veremos come ze puede hacer wsto en
el caso de la ecuaciédn de Langevin, Si ol procese es Gaussiano,
perc neo-Markwoviano, las matemiticas aun puesden ser tratadas.

Enseguida,. se musstra como 5@ pueden evitar las inconsistenclas

en el caso de dirusiédn. La ecuaclon basica es

Ly = e, 4.1

>
Ya que fCL) es una funcion Gaussiana, se tLienen el valor

-
promedio ¥y la funcion de correlacidn de fCtL) dados por' va
+
< fELY vo=Q
< ,"‘CLJ ,/JCS’) > = DXy - 32 é\j ' C4.22

~1
)
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u
D

en  analoqgfa con  laz cendiciones (X 220 -C 25 del capltule
anterior, con la diferencia de que ahera la funcidn de correlacicn
XL - s no es una delta, y en tal cazo, se dice qu- este proceso
es no—-Markoviane con "memaria’ o “ruide do celor”,

d . . LS 3
Cea rC0>» = 0 las condicicnes iniciales, se tiene que para

tz o el valor promedio y la funcidn de correlacicn de FCL son:-

L 6
e sy po= fdutfdstIXU -~ 503 8, C4.3
1 1] vy
o o
para resolver la integral doble de la wecuacion C4.3). es

conveniente escoger en forma explicita DXt-s), la cual tiene las

+ : 1837
siguientes caracterf{sticas generales ’

para |L - s| 22 1 la ecuacidn (4.4) se comporta como una funcidén

daelta de Dirac y se recupera el caso Markoviano. Sustituyendola en

la ecuacidn (4.22 para t2 5 se obtiens'?

t t

<r QL r)Cs) > = [du fdr;*-—t;’ -‘-xp[— L‘—'-;—f»—L] s

vl
[+ )

=] @Ds + Dr { ewpl -t 1] + expl -z/1] ~ expl Ct-sd-rr] -1 )] :S‘ i

4.3




Cuands T o+ O, C1/t> expC~|t] T D — 28CLD y on ol limite de 1 + O
la ecuacidn (4.5 es precisamente 2Ds 15‘ K Sin embargo, para ¢ £ s
St 271, la ec, (4.8 se aproxima en <l limite L/T7 — O como:

[»]
&5 —— s, C4.82
< rlCLJ rlc,‘, I rad - t s
En particular, se tiene''”
D,z
p e 4.6
< r‘(L) rJCt.) > TE =t

De manera andlega a (3.30) del capitulo anterior, la velocidad

13
as

»/4( ¢Cr.Cs + £ - r <5337 >} p 2
= . t * —_ 4.7

la cual es correcta. E! comportamiente particular de la funcion
delta de Dirac aests implicito dentro de la presencia de t en el
denominador de (4.7, es decir, para que tenga sentido el primer
térninoe de C4.7) come una veloctdad, loz intervalos de tiempo t
deben tomarse suficientemente psqueficos, le cual esta garantizado
‘en ol caso amterior por la funcidn delta de Dirac (ver cap. IIL2,
en este caso la situacidn es salvada por el Lntervalo de tiempe 1.
Para tlempos grandes T4 » ys/m) no $eé requieren cilculos
estocasticos especiales, estc es, las ecuacidnes de difusién y
Langevin son validas., Para tiempos pequeffos (t « y/m) se utiliza
la versidn de Stratonovich del cllculo de Ite (i, e, el cllculo de

Ito-Stratonovich o ecuaclones con memorial. Los calculos de
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Ito-Stratenovich describen el andlisis estocsestive de los procesos
no-Markovianos, el cual no presenta las dificultades diferanciales
surgidas en los procesoes Markovianes, correspondiende mas con la

realidad fisica.

3, FORMULACIGN MICROSCOPICA DE LA ECUACTION DE  LANGEVIN

GENERALIZADA'®

En esta seccidén se realiza la discusidn de los modelos para la
ecuacliodn de Langevin generalizada, y algunas de sus propiedades
generales. Enseguida se introduce un Hamilteniano para un sistema
acopiado no-lineal en un bafo térmico, con el cual se deriva la
ecuacidédn de Lamgevin generalizada exacta para este modelo.

El modelo Hamilioniano. describe las interacciones de un
sistema en un bafic térmico de osciladores armédnicos, donde se
supone gque los momentos y coordenadas del sistema C(particula
Brownianad son v y %, C(por simplicidad todas las masas seran igual
a la wunidadd). Si{ la energia potencial W(x0 del sistema es
arbitraria, Pi y qj son tes momentos y las coordenadas del j-ésimo
oscilador. La frecuencia del j-ésimo oscilador es wJ. y y) es una
constante d.e acoplamiento. Entonces se tiene, el Hamiltoniano del

ay
sistema dade como'

»
H= 1 + Cx)  + A L [ a8y
Fa Ulxy ):z _nJ + }:2 wJ(q’ e 9] 4.8

)

nétese que el acoplamiento del sistema y el bafe de los

osciladores es bilineal, é¢ste hace posible la derivacidn de la

)

ecuacidn de Langevin generalizada El propssitec de esta

7S



derivacisn, s encontrar las ecuaciones de novimiento para el
sistema donde no se involucren explicitamente las variables del
baPfo, los términos se identifican con la disipacion y el ruido, es
decir, con el proceso. La derivacién comienza con las ecs. de

N [ )
Hamilton del movimiento

x = Vv,
. r,
vy = -~ U + ):)'j (ql - ;-’5- s
I
g = , 4.9
q; P,
.= ~w g + p %

Las ecuaciones de movimiento para el j-ésimo oscilador
contienen un términe de acoplamiento ;r’ *CL), que es el campe
externo dependiente del tiempo. Estas ecuaciones son lineales, y

se pueden resolver explicitamente., esto es

t

sen(wjt.) cosw Ct~s)
LD = q .C0> cosw (L) ——— 2 vCs i
a, > qJC cosw, - pJ(O) o v r, J s ves :
i i
o
C4.102

E! primer y segundo término provienen de las condiciones
iniciales, y el tercer término muestra el movimlente del escilador
influenciado por el sistema. La integracidén per partes nos conduce

a una forma mas Gtil, con el cual el resultado anterior queda
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¥y sont: b
= - O ——d
qJCL) = { qJ(O) e G} cosw]t + p)COD "
u i
3

. cosw)(tx-s)
- —e L1112
r, J ds x> 2 . [ .“

w
o ]

sustituyendo el resultado €4.113 en la ecuacion (4.95 para dvsdt,

y agrupando términos, queda:

xCLY = w(tiD,
L

VLD = - UTC L) Y -~ _rds KNCL ~ 8) v(s) + FNCD. 4,122
(=]

El subindice N nos indica las ‘'ecuacicnes de Langevin
no~lineales © generalizadas”. El kernel KNCtD. o funcidn de
nemoria, estd dado i

2
?’,

KN( L3y = g -5 cos w}t. C4.13>
W

Note que éste es completamente independiente del estade del
sistema y el balio, y estd completamente determinade por las
frecuenctias del oscilador y laz coeonstantes de acoplam:énto. La

N
cantidad F Sl representa el “ruido", y esta dada como:



¥ sen w]L
= - L b t o) .
FN(L) L y)[ qJCO) xC0Y } m)swi + ):y' pJ\ o

414D
El términoe de memoria, ec. (4.133, es una fuerza friccional
proporcional a la velocidad del sistema, es no-Markoviana, sin
empargo, hay muchos osciladores en el bah‘o(‘“ y st sus frecuenclasg
¥y constantes deo acoplaniento se ezcogen apropiladamenie, entonces
la funcidn de memoria so aproxima a una funcidn delta y la
friccién es aproximadamente Markoviana. En la siguiente secclion 4
se usard la funcidén no-Markoviana,

£l tLérmina de “ruido” FNC L3, ecuaci bn C4.14), esta

determinadc‘n) por los estados i1niciales del sistema. Si estos

ostados iniciales zon especificades, entonces FNCL) 5& canote CoOmMo
una funcidn del tiempo y por lo tanto no es  verdaderamente
aleatoria. Si en oblro caso. wl estado inicial no se especifica
precisamente, pero si en un sentide estadistico., entonces se
conocen las propledades estadisticas de FNCD. En este cazo es
apropiada referirse a FNCL) comn ruido aleatorio.

En cualgquier experimento individual, FNCL) se desarrollara en
un senbtido particular, pere si el experimento se repite con
diferentes condiciones iniciales, la nueva FNCL) sera diferente,
El comportamicnts estadistico de FNCt) en muchas repeticiones de
un experimento es deberminado por el ensemble wstadistico d= las
condiciones iniciales; el promedio sobre este ensemble se denctara

por < - --3% Si el ensemble inicial es tal Yue el primer momento se

- ar
anula, se tiene
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v, ,coa>° = 0,

g COY ~ ~d wcord®
b w 2

J

€4.1%

U
@

Por lo tanto, de la ecuacidn (4.14) se tiene que el valor

promedio del ruido se anula, esto es,

CF oL »° = o, C4.16)

como es de ssperarse para el ruide convencional de Langevin.
St el ensemble es tal que los sequndos momentss tienen valores
en el equilibrio, la funcidn de correlacion de pCL) con las

condiciones iniciales estd dada comc'®

o _ .
< ijO) pk(.OD > = kT tﬁlk .

< [g.con - ——~zi:\(O)]2 s 2, C4.17)
4 w w

i ]

donde 6Lk es la delta de Kronecker. Entonces, utilizando estos
resultados en la ecuacion de ruido }-'NL'L’) ec. (4.14). se obtiene
que la funcion de correlacion del ruldo es proporcional a la

funcidén de memoria,

< F'NCL) F‘NCL'D >O = kT KNCL - t’D, €4.18>




2 oste resultado se le llama ruido de coler (con memoriad, tamblen

se le llama el teocrema de fluctuacion-disipacion generalizadc.

4. LA ECUACISN DE LANGEVIN GEMERALIZADA ™t

En  esta seccidn ze¢ resuelve la ecuacién de Llangevin
generalizada para el casc de un process no-Markoviano, es decir,
con “memoria”. En <l capitulo IIT se mosiraran las inconsistencias
inherantes & la teorias Markeviana, Se mostrard gue no 3¢ presenta
alguna inconsictencia para el caso no-Markoviane, el cual surge de

~ B, 1

manera natural de la rficica microscopica.

r,

La #cuacidn de Langevin gemneralizada es dada conmo

1
d = . >
wgE Ve v = - [rev =52 %sd as + FQL, €4.19)

o

donde <t - s5) es el kernel de memoria, FCt> es la fuerza

fluctuante, y tiene las siguientes propiedades Gaussianas

_(F‘\C t D F,C 30y o= RT e - s &, 4,290

En el caso especial de que (|t - s{) =y S04 ~ 5D, la ecuacidn
£4.19) se reduce a la ecuacion (3.281) dada en ¢l capitule
anterior, donde 3 2s el coeficlente de friccién de la ley de
Stokes, Esto es, cuando pCt - s) tiene un ancho en el tiempo, la

deseripeion es no-Markoviana & “ruido de color”, como se mostrara

¥30



enseguida.

La propiedad Gausziana implics que laz watriosT oz correlacion
para dos tiempos determinan todas las funcionss de distribucion,
En oste caso, t2d43f (as funcidnes de distribucien no pusden st
det erminadas por las funcione: de distribucion de probabilidad

*
+ -+ .
F(r‘. L‘: r., L) & la praobabilidad condicicnal Tz. Ya ue el

2 2z’
procesa @5 no-Markoviano, la solucten de (4,160 exeribe’ * 7 como
L
] » Lo i
LA T A T L WL - sy FCs) ds, C4.810
0

donde L) e3 la matriz de autocorrelacion de la velocidad., ¥ se

<13

define coma su transformada inversa de Laplace

Y }/Cz) <5 la Lranaformada de Laplace de pCtd, dada por

4
yCz 3 = expl- ozt ] opCt 3 odr {4.23

o

Por otro lado, se tlene gus el valor injcial de la velocidad se

“

determina por medio de la distribucidan de Maxwsll, esto e

WO ) = camTend > P ewpl - om T TCod KT .

™
b
)
s
o

Dz la ecuacion (4.210. se sigue que el promediv de la velocidad es



CwWd) P = L H®

o

< Yoy ) =0, C4.25

donda ¢---»° dencta promedio sobre el ensemble de las condiciones

iniciales. Y ademas., se obtiene' '®’la matriz de autocorrelacion de

veloccidad para dos tiempos. x”(Lz - t1), para tz z tt, dada por
x Lz - 1) =
vy

T LK YD v ) > o

L 1
2 1 +

-
. 1 v e - .
xCh 3xCt D 1v‘uo>vlr.o>; v = Jdas fas e -t D <F\c_~.>Flcs 2>

it

3

L2 L1
kT kT X ' . o et
= zctz)x(t‘ﬁéu + ;{ I ds _[ ds'xlt -sdxlt s'plis-s |)¢5\

2 o

"

La integral doble en 21 lade desrechs de (4.28) se calcula

usando la transformada dople de Laplace‘ ”'. esto es

22



o ) Lz L1

fdtz expl -zt.z] Jdtl expl -:'L‘] Ids st’ At =sd L =s'> ¥Cs-s" |2

o [+ ] a

0 mw e b

= J dLZJ d'.z -[ds‘ [dtl exp{ -:'.U,z—-sz)] exp{ -z Lt‘-si)]

o Q a o

w xCt = 5.0 alt -5 ) expl ~2zs, ] exp[-z"s ] »Cle - = |0 =

L 2 L
@ o @ w
= J.dsz J-drz J-dsl J dr‘ exp{ - zrz] 2C rz) expl - :rx] xC r‘J
] O [a] o
x ewxpl - z:z] eupl - :':‘] y'.'|r—:2~ <, 3
e KO
= oz 2l 2y _{d‘.z J ds oewpl - o2te ) - g‘;‘_w.
Q o
4372

La integral anterior de (4.287) es otra vexz una transformada

doble de Laplace, y s2 obtiesne para esta doble integral

s~ s 2 =

[ —
o
g
N
0 t——y
o
u
-
1]
x
bl
)
]
L2
v
N
—
)
el
-
i
H
[0}
—



= J.dsz fds‘ exp[ ~ z(s, - s 2] reis, - s’|) exp[~ Cz + z'0s ]

Ids‘ Idov exp[ - zo] yC| ¢ |> exp[ - Cz + z'3s ]

a -si

© 0
= Ids‘[;(z)+—(.doexp[—za] <) e {2] expl- ze] rt} o D
[+] -5

o0 0

z+z'

exp{ (= + z‘)s‘] b e I-da exp{ ~ze] yC|e|d

i
11
"
+
N
=\
i
[Fypo—
o
n
-~
g
[

-5

o]

. Kz ol = ¢z + 238 1 z
= e 4 [dsl exp[ €z + 2'3s 1 ———, expl "Sx] ré¢ s

o

yC z 3 + yC z°D

. C4.28)
Z +zZ
Sustituyendo este resultado en (4.27) se obtiene:
w w
- P
Jd(.z Idtl oxpl{ “tz ] espf - = L, ]
[+] (o]
1tz Lt
x J‘dg2 st‘ At~ 8.0 2t -850 plis - s |3 =
o o
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. = f‘_,_}(z)*rr(:’)
= 20z ) € 2" . C4.29)

De la ecuacio6n (4.22) se obtiene que

W zar€ 2y = m{l -z =23
¥
;;C =2 ;( z'2- = m(1 ~z° ;Cz') >. C4. 300
Usando estas ifdentidades en el lado derecho de la ec., (4.29
nos da:

;(z)z(z')rcz;::(,zj (Zczz)::c,z>-—sz)x(z')).

C4.3L3
Comparando con el resultado (4. .28) se muestra que el lado derecho

satisface

EaET - LTI X 2> ) =

4 w0

= mfdtz J-d'.‘ expl —2,] expl 274 ) (e, =t | - xCt)D xCt ).
o o

C4.322

Comparando este resultade con la relacién C4.27> nos da:

s



ta tt

J ds
o

ds’ xC’Lz— s3 x(t‘— s' oCfs - s*|D =

[

= omCaCft,m b D - R LD R0 L)) €4.33

Por lo tanto, la matriz de autocorrelacidn de velocidad dada

por la ec. (4.28> se escribe en la forma:

_ kT
X Cb, mt) = Smadit -t s C4.34)

el cual muestra la estacionaridad del proceso, es decir, la matriz

de autocorrelacidén se determina por la matriz de correlacién para

13)

dos Liempos( dada por:

— X S, ,‘(Clt.z—(.‘['.’é”
Tt -t S 3 C4.38) .
2 1 9 iy
La matriz inversa esti dada como
m 1 '5” -x¢ “z""xba.,;
T e Lt s 5 C4.38)
z 1 2 11774 [ ' .
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en la cual, el determinante esta dado por

[ M O B T 2. C4.37

Ademas, la funcidn de distribucidn para dos tiempos es

-ir2
> + s k T.e z 3
PaCv . L‘; Vo t.z) —_— {Can) (-—';‘——) <1 - x C;Lz— LL[)) ]

¥ -+ ¥ -+ - -+ —
{ P A A A A AN "Jicl"z t’[D)]
n axXpl— 5 -

1 - xzc)LZ-L‘;)

C4.380

La distribuciédn condicional para dos tiempos esti dada pcr“m

ﬂz('\'rx. e vz, tz2) = 2 - 3 C4,39

De las ecuaciones (4.28), y (4.34), haciendo Lz= L tas

' se obliene

~as2
3 = k T _ P a2
Pilve, ta) = [an m ] exp[ s A vx] . <4, 400

Ademss, la probabilidad condicional M2 esta dada por:

B7



- v T 2 -—3.52
ﬂz(31. LoV by = [Zn @ o= Xy, - 0.‘|>)}

» » :
- (vz - xcltz- L‘] vy, - xc|tz - L‘l)]
kKT !

[Siag

xex'p[— Py
1 - Citz - '_l[)

C4. 410
St el process es  Markoviane, entonces la  ecuacién  de

Chapman-Kelgomoroy € ver cap.lII 2, es

X
3

DT J-nz&i. t s 3, 09 nxS.os: Y, £t d 3.

3
-y

4. 427

Usando la relacidn (4.303, se requiere que Se de la condicldn

xcita ~s{) xCi|s - L‘[) = xc“’a - t‘p. C4.430
para todo t 2z s52 t . Esto es, esta ecuacidén solamenie se
satisface‘*®’ para

xje ~ £y = expC - ft ~ L'|D 2, Cod. 440

para una constante D, En conjunto con {4.22), se tiene el

siguiente resultado

;C z2> = mb, 4. 45

el cual es equivalente con pCii~s|d = mD &Ct-s) en el limite

a8



Harkoviane, Sin embarac, (4,412 ne 2w puede satlstfacer, puesto gque
la relacion €4, 40) no dascribe un proceso de Marhowv.
Do las ocuacionss (4.263 ¥y (4.342 se obltiene la correlacion de

la velocldad YCt) dada como

IRARS t,]( s b s kTewd aclr - s S Q4. 453

donde 3Ct> se define a través de la transformada de Laplace x(z),

an términos de la transformada de Laplace de p(t2, ;(z)
Kzd> = €z zamd) C4.473

Hactendo i= § y t= s, la relacion C4.368) nos da

IRANS ¢jc Lt o= kT/m, C4. 48

por lo tanto, un calculc similar a ¢3,57), da para la aceleracion:

S f Bics 4 40 - wuCsd 1%n) [[ aKkT )"2 I K0 ]
3 > YT

<449
Para ver que -este resultado no diverge., se supone que la funcion

7C|t-s |2 esta dada por
rle s = Lagpp -~ bz =ly C4.50

Entonces la transformada de Laplace de esta ecuacion es
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wzo o= —~ . C4.52)

la cual es la transformada de Laplace de

1
a-b

(2 explat] - b exp[bt]) + LA

T &5 Gaxpl[ at]l -~ exp[bt]). 4.53

donde a y b estan definidas por

E | 1 L4 v T2
as 7 v owm« )
o _ 1 L1 _ 4y T a2
b = =7 =5 @ —" C4.540

en general es fisicamente razonable suponer que 4yr-mi< 1, lo cual

es cobvio cuande L 3+ O, Utilizands C4.53 en la relacidn x(L).de la

ecuacién (4.49) se tiene'

hH

Por tanto, el resultado especifico de pCjt - s{d en la ecuacidén

Q0



C4.49) es

2
< { (s + t2 = v Cs) 17 > R 1.2
\/‘ V.= . ' . (kTY]_ (4. 56
T

L [V

la cual claramente no diverge. Como en (3,573 la dependencla erlm T
muestra el origen del comportamiente particular en el caso de la
delta do Dirac. Podemos ver que en los procesos no-Markovianes no .
aparecen las dificultades matemdticas que surgen en los procesos
Markovianms, Per lo tante., la ecuacion (4.2 de Langevin

generallzada es consistente matematicamente.
. DI SCUST &N

En esto capftulo se discutié que para un proceso no-Markoeviano
las ecuacliones de difusidn y de Langevin ganeralizadas son
consistentes, a tLiempos peguefies, ern el sentldo fisice y
matematico. Esta consistencia ha sido mostrada al suponerse, en
ambos casos, que la funcidn de correlacidn para la fuerza
estqcéstica ;(t) no contiene una fupcion delta, esto es, e Liene
un. proceso con “memoria’ ¢ "ruide de color'. En consecuencia, se
deduce que la voleecidad Cpara difusiond y la acelaracien (para
Langerind tienen un valor finitc.

ElL hecho escencial ez que 3¢  considers: un process
no-Markoviano permite que los resultados obtenidos a partir de la
ecvacion de Langevin generalizada describan el comportamiento del
sistema Cparticula Browniana mas bafio térmico), el cual da una

descripeidn mis cercana a la realidad.
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Esta discusién ha sido Gtil para distingunir la diferencia entre
un proceso de Markov Ccalculo de Stratonovichl y un proceso
no~Markovianoc Ccilcula de I'.O‘Stral'cncvich). De 1gual manera, se
ha recurrido a la formulacion nicroscedpica de la  ecuacidn
diferencial estocastica de Langevin., Este Ultimo aspecto reviste
especial interes porque la  fermulacién preciza de moedelos
microscdpicos para deducir estas ecuacicones ha sido objeto de

amplios est.udi.'_75‘7’““’“H

Aqui , e trato un modele fisico
simple que permite. no  obstante, rformular conclusiones muy

generales.

ez



CONCLUSIONES GENERALES

tas ecuacionez diferenciales estocazticas han  irrumpids
: S PR~
recientemente en una gran cantidad e areaz de la ciencia .

La investigacidn de éstas, en el azpects formal v en las

aplicaciones ha gensrado importantes resultades, que de una u otra

forma, arrojan nuova luz para ol entendiai
sa comportan de manera estocastica.

En este trabajo se¢ discutis, de manera bésica, la formulacidn
fenomensdlogica de las ecuacliones de difusidon y de Langevin en el
contexto del movimiento Browniano. Las hipétesis de solucién,
conccidas como ruido blanco., resultaron ser inconsistentes cuando

T'5eg > L« mop) Esto.,

se toman en cuenta tiempos muy pequefics (10
motivé la introduccidn de ecuaciones y de hipdtesis de soluycidn
mas complejas; las ecuacienes de difusidon  y de Langevin
generalizadas y los procesos Gausslanos no-Markovianes, <on ésto,
tas incensistencias, a tiempos cortos, Tfueron removidas., Para
tiempos largos (u» m“p2 es posikle recuperar la Markevianidad, y
con ellas, las ecuaciones clasicas de difusidon y Langevin,

La formulacidn del problema en terminoes de la ecdacion de
Langevin es conocida come el calcule de Stratonovich; la
formulacion en términoes de los profesos de Wiener es llamado el
calculo estocastico de Ite, En el case lineal 1la  total
equivalencia entre estas formulacicness tug mostrada en el capitulo
III. Para el caso no lineal (generalizado) esta equivalencia no
occurre pero la relacion entre uno y otro resulta Lrivkal“m.

El tratamiento no-Markoviano a menudo es pazado por alto en la
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mayoria de la literatura relacionada con el Movimiento bruwii i
Esto es debido por un lado a la enorme dificultad matematica del
tratamiente no-Markovianse (cuyos aspectos escenciales fueron
mostrados en el captitule IV), y por otre lado a que el cilculo de
ciertos premedics (por ejemplo correlacicones en la posicidn? dan
resultades finltes y describen adecuadamente las respectivas
situaciones fisicas. A pesar de ello, vimos en el capitule III que
otros promedios (p. ©o., la correlacion en la velocidad para la
ecuacidén de Langevind llevan a resultados en total conlradiccion
con los resultadoes experimentales., El remedio a esta situacldn es
considerar situaciones ligeramente mids complicadasz, es decir.
procesos ho- Markovianos.

Como punto final mencionamos que el tipo de procesos
no-Markovianes, adecuados en el tratamiento de la ecuacidn de
Langevin es motivo de investigacidn actual. Concluimos que éste es

un tema en el cual estamos interesados en un futuro inmediato.
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