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INTRODUCCION 

En .est.u l.r.:tba.jo ~e pre.t .. ende discutir y .;,nal1z.ar dos l.tpc:.)s: d·:-

ti ene 'Jf'I gr-an i n.t,Eir é·s ya qu1-., de:";cr i bc-ri L.in..::O. ampl 1 Zt var i l.:'d,:·vJ 

problem.l:;. flsiccs quo ••l ec'l r cru ca, ¡ .• 

problemás parlicularf!'s de- diiuslr'.Jn. y dol ,,,-, '.:.::..:....:;·,cv Prown1ano "··· 

una part!cul..\ i=:>~foá-rir::.:.. inmersa f~n t.:n flu1do. 

El movj ml en.lo 8:--owni i.tno fu~ obsr;-r vado pcr p1-1 mora ve-:; en l Sé:: 

por el botánico ingléo:; Robert_ Bro·.,1T1
11

·
2

). En :;u estudio scbrc rl 

polen de plantas observe que al ponerlo en dgUa. se dispersaba ~:-1 

un rnJmorc muy grande de- r,.Gquc-ñ<:as pa.r I, i (-::ul :'1.S, l a:o. e u a.los i- eal l zab.:...f1 

un movimiento cont.1nuo. muy ac.c1d1~r.lado, r.:-n ::l_gz~g. El e>.r·de-n e···· 

magnitud d~ polen ·.:.aria.be;. entre 5 :)· 6 m1cras Cl micra== 10_,.,, rn.). 

En los a.ríos posteriorc~s al desi:ubrimiento de Bro.,un ap;\fé:Cleroi·, 

p1'in.::ipios de ~<:>t.e siglo que se ha.116 la t?:..:pli1:¿,,cion d2 d1,:t·~,:;, 

fenón\eno. 

En el af'io de 1~~0~3. Alb.:.o-·rt. E1ristE·tn' 
1 .z) publicó 1in .!.;r,;:..-..J>Lint.A 

E1nst.q,in pred1JO l.a d1:.tanci.:.. qw~ deb~ recorrer- una p:ti~t..1.:ul.:.. 

".StJSpF7ndJ.da en u11 flúido. P-:i.ra P.llo :;1:- toma!"\ lo-::. r;;uadr..:--1.dos d.:3' e.st~,s 



y s""' calcula "3'1 valor d~l desplozamient.o cuadrático promedio da la 

par t 1 cul a Browni a.na. Los tesul ta dos que se encuentran se mueslran 

er. la figura 1. 

((X - <x))
2 > 

l 

Figura l. El despla:=amient.o cuadrálico promedio 

de la parl1cula Browni.ana predicho por Einstein 

Cr 
8

:. 10-e si?g.) 

En mecan!ca el hecho de que la curva :;e,1 una parábola nos 

indica que en el intervalo entre O y r
0 

el Liempo de relajación, 

la partícula suspendida e:1 el f!uido SE> comporta como una 

part1cula libre, o?sto es. al colocar la part1cul ... , en un fluido, 

mi ootnlr a::,. 110 ~h1..H.¡uc con n1 nguna de las pa.r ll cul as d+?l f l ui de s,~ 

comporla como si no lo s.inller.a. aste interv,:-1l..::i de tiempo es muy 

corlo (¡
0 

10-o ~eg.) como SB lndicct en la figura l. 

Una ve-.: qu..:~ la particul.a empi.e::a il chocar C(;in l.a.s partlculas 

del fluido, la curva c.;i.mbia a una lir:ea rt-<:::la. este comporlamiento 

es conocido como difusión. Einsle1n encontró. que la inclinación 

de la rt:?cla. depende de varias cantidades~ l .. \ temperatura del 

flúido. su viscosidad. los dimensione-s dl~ la parlicula y el número 



de Avogrado. que es ~1 r.úrner o de A tomos que cont 1 <':-fl::."' un mol d~ un :t 

sustancia. 

Jean 
• t ll 

Perr i P comprobó exp'E'r 1 mental ffiente el lr abajo de 

Einstein~ midió el dc.osplazamiF.:·nto cuadrálico prom .. ~dio de una 

partícula 8rownlana y -=onf!rrnó, ..::on ello, ( a través del calculo 

di:! númAro de Avogrado ) la re~1.l1düd de la eslruclu1'a atómica de la 

maleri.;i.. 

En af'ios: post.c .. riore::: l.:i. Leor1o. del movirnient.o Browniano ha. sido 

introducida en otros c.:impos do la fisic.:i. En est.e trabaJO s..:.· 

prete-nd~ ha.ci::•r 

d.i ferenciales estocást1cas que aparocr,..ri en ol esludi1::: del 

movi rni en to Browni ano ( pero CLI'/?.i. dpll cac1 ón e";; m-1t:::; t.JP.neral ) ; l ~J.::. 

ecuacionPs de difusión y Langr.!'v.ln. 

En el cap!lulo I s•:: .lntroduct3' 1;. te-orl.1 de l:l prob.ab1lida•..:!, ya 

tiempo~ de corrr_...lac1ón y ;;.~ rnr¡.:.,t_r~ :J .:',:;.:'10.:...:....1.(.11 

f uncl ones con 1 a densi d.ad t·sri~~c tr·.:d. En 1 os 1::.-pi l.. ul c's r I I y IV s~ 

de Langt:-'/.11', que.':' ::;urgt:·ri do: .:....: n ~.1 •.Í<º·' :1:- .:;-:..:..:. .. ._, '--ll.11.;1.n.t c... i:i.::l 

la teoría cl/.isica de• transporli:?-. /..-:.>l m.lsm.::i . .:-;.;:> rnuüstr.:.n c.onir.:1 J,i.s 

ecuaciones de rjj fu:::ión y d~· L..:inge·~·in. Jislinlos llempoz. 

describen el n1ovimi'2'nt;:. d0 un.-, partlcula inn1~r·o:c.. eri un fltado. Se 



al proponor un pl"ocC1:.o dv Narkov 6 "ru1do blAr.co'' a t.J.<t>mpog muy 

pequef"ros para 1 a~ fuerzas estocásl1 ca.s. En. 1 a. úl lima. sección de 

capitulo III 1 la solución de la ecuación de Langevin es tratada 

con el proceso de W!ener C Ornst.ein-Uhlenbeck ), Se indica cómo, 

análogo al caso de Markovianida.d, la solución de Ornste!n y 

Uhlenbeck no resuelve el problema de la inconsistencia, que 

aparece en el cálculo de la correlación de velocidades a tiempos 

cort.os. utilizando los procesos de Wiener. En el cap!lulo IV se 

presentan las ecuaciones de dirus!ón y de Langevin generalizadas y 

se discute la consistencia matemática presentada al proponer un 

proceso no-Markov1ano 6 "ruido de color". Finalmente, se dan las 

conclusiones de el trabajo presentado. 

4 



CAPITULO I 

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 

1. INTRODUCCióN 

En est.e capitulo se estableCen los conceptos fundamentales de 

la leoria de probabilidad; se discuten los conceptos de variable 

aleatoria y dislribuciones de probabilidad. básicos para el 

estudio posterior de los procesos estocásticos y las ecuaciones 

direroncirtles estocásticas. 

En la sección siguiente se definen algunos conceptos de t.eorla 

de la probabi 1 i dad de una variable al ea lor i a. En la sección 3 se 

formulan a través de la generalizaci·~n del caso de una variable, 

los concept.os de teor 1 a de l ~ probabilidad par a var i a.s variables 

aleatorias. La sección 4 e5 usada para discutir el teorema de 

limite central, este teorema, fundamental en mecánica estadislica, 

nos asegura que cualquier función de distribución no Gaussiana con 

media coro y varianza c
2 

satisface, para un número muy grande de 

event..os una función dt!' distribución Ga.ussi ana y centra.da. 

Flnalmonte, en la sección 6 se pres&nta. una discusión relacionada 

con la ut..ilidad, en post.eriores ca.p1lulos, de la teor1a de la 

probabilidad. 

2. DISTRIBUCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA' .. ., 

Un concepto fundamental en la Leerla de probabilidades. que 

sera usado a lo largo de est..a revisión es el de variable 

5 



espacio de prot..:ih:.l1dad A. or. cada t~lt"mento del eo;pacto. Por 

ejemplo: cuando un dado e:; i anzado hay sei 5 ~osi bles sal 1 das, por 

lo qu~ el espacto d~ probabil1d~d A 

probabilid:J:-::t ..J.""' enr::on+.rar tm nttrr:~:-r.;, p'<-rt.!Lul,::,r X ~ 1,2,3,4,5,tS ..: .. s 

Asi lambi.én. p<oHºil r~l C.).S..)- del <..!d.do, pa.r;,. el :::;ubconjUtllC de lo~ 

nU111aro::; 2.4.6. la prob;.b111d..:.d Go •':•ncontr,.ur .;¡.;,da númar-o -'11 ~eor 

En general. la probabilidii.d PCX; A') e;;; una función tk~f1nlda en 

A la cual salisface 13
"

51 

() X e A, PCX; A) ~ O. 

li) PCX1 u X2; A) PCX•; A) + P(X>: AJ. y x.nxz o. 

Si e-1 ccnjunlo A consiste d€· t.odo:;; los números reales X del 

iri.t..erv;:..lo -oo a x, <:.1-;o d6'!'.ln'2
13

'"' 1~ f•-1nc1ón df.~ dlstrJ..buclón d~ X 

P l X ~ >:) ( 1. 1) 

que es la probabilid.:td d<::? que 01 v.:üc.r· cbser·t"ado d~ X s9a menor 0 

igual a un número r0al A. 

&:-+ JCX; y.) Un..). func;ión dE- dt<-<n'::id.J.d de probabilidad. y X una 

v.ariabl8' alealoria co1"!.t.ln1Ja. entonces la función d€' di=;tr·1buc1ón 

de X eslá dada por 



FCX; X) P [X :5. x] f fCX; x') dx', Cl. 2) 

donde /CX; x)dx es la probabilidad de que t:>l valor observado de x 

se encuent.re en el intervalo Cx. x + dx). Un ejemplo de una 

función de dislrib:...:.:ión de una '.'ar1able aleatori~ continua es dado 

por la distribución Gauss1ana 6 Normal 

F [X; x) J. '=xp<-Cx' - m)
2 

...-c2a
2
)) dx'. 

C2n0'2)1"2 
C1. 3) 

con nt un parámetro y o un faclor de normali::ac1ór-. tales que con 

- "° <. m .:: w, o ,, (), ld. funcion do dansJ.dad di? pr(:ibabi.lidad P'i 

fCX; x') 
exp<- Cx'- m) 2 /2o 

C2rro2) 1-"Z 
Ci. 4) 

Esta función siempre puede centr3.r=e en cero. par-a ello hagamos 

el cambio de variable de int>?graci6n de x a l., donde l = Cx -m)/o, 

encont.ramos que Cl.3) se transforma en 

- 1. 21... 2 

Jre ----- a~. 
C2rr) t.·z 

o. 5) 

eslo es, la dislríbu.:::i.::-on r.r;::.rmal de C~c - nú/'c está centra.da. En 

general, siempre se podrti reducir cualquier dislribución normal a. 

aquel 1 a. de m = O y o = 1. Mas a.delante veremos que m as l .a media y 

7 



~- X ur .. l v-..1 i'""bl""' .:.i.1 .. -,.;,,tori~ cont.inu• uri• función de 

densidad de probabilidad /CX: x), se define
13

'', su valor medio 

denotado por <X> como 

< X > J x /CX: x) dx, Cl. 6) 

y para X discreta con una función masiva de probabilidad<•> PCX;x:> 

dada poc 

< X E X PCX; X), Cl. 7) 

cubriendo ambos casos para x con~1nua y x discrela, con 

< X > J x dFCX; x), C1. 9) 

la cua.l se entiende como Cl. 6) para X continua y Ct. 7) para X 

discret.a. La varianza t?S ur1 conceplo ampliament~e usado en t.eorla 

de probabilidad, esla cantidad Jn.lde el grado de dispersión de los 

datos y se dofine• 3
·•

1 como 

Cuando X es centrado. se 1 .. iene < X e o. y ve X) es j uslamenle 

l41 l Eelo. d.1Jíi.nlcton ~9 debtda a s .. 1 eeme1anza c.on la deftntc~cm 



el valor medio de un~1 Y.i:\!"l.-::i.blo;· ~l..leatorla es: s:1 pr1rm .. :.r- mr::imenlo y la 

varianza de una var1ablo aleatori . .:i ·~s su segur.do momento. 

L.a función generadora dt: momonlo:; < 
3 

'
4 

> 8C X ; k) de orden n de la 

varia.ble alea.tor1.1 X es el vali:.11' 1w-.•d10 de 

U) 

ec x; k) < exp•..:: k:< ) ) J r-:¡ l...,,: dF( X ; x) , ( 1. 9J 

si t.odos los mom-?ntos s-ós1mos l?Xlslen. podemos derivar· la 

ecuacion anlerior ~~ Vf~cos, asto 8'..,;; 

p 1,2 ..... s 

la cual para. )..: ; O nos da <.. XP ". Es.Lo facili t.:i. la e;.:pa.nsión do 

M.;l.cClaurin do GCX; x), dada por la siguiente expr~?s.11'.:>n: 

El(X; X) k z .• ··. z. 1 + l.. '-X~ + 2f 

da < X"'> para = O. L"tS e-xpre<;;ion"'5 <·1. 9) y C!. .10) .;·:-:presar, l;;!'l 

hecho de que para conoc1~r la furjción d>? densidad de· probabl 11d3.d 

/CX; x) es necesario conr.).:::er- ti;.dos los momnnlos d .. .? al tei o:· den. e'S 

un parámet.rc) real l..(. s:e t•Xpres.3 por 13 '~i 



q,<X; u) < expC tu:< ) ) f e'"' dFCX; x), C1.1D 

-oo 

tomando la Lransform.ada lnver-sa de Fourier dada por la expresión: 

,,, 
¡ex: x) -¿n f ¿-l...ix if;(.X; :.<) du, Cl.12) 

recuperamos la función da den;.idad da prob;..b1lid...;.d, 1~s decir, la 

función caract.er1 slit.::a y la función dt:? densidad de probabiltdad 

son la tr.J.nsformada de- FouriE-r una di? otra. 

El valor medio para la distribución Gaussiana FCX; ~<) es: 

< X > 

m. 

donde.- se tJsO que = 

pt.1r lo t. anlo. 

J x m<p { - 1 C:< - m) z f dx 2 --,,-,-

J ( z: + m) exp ( -
2 

( z/o ) 
2 l dz 

• 1 - m •. v· el segundo m..;:ir..~nt..:), 

10 



ve x ) < Xz ) - < X ..., z 

J :t:
2

t>::-Xp ( - ¿ C=/o-)
2 l dz 

-oo 

2 
<7 • 

Est..o es. m es el valor medio. o 1 a des vi ación estandar y 

el segundo momento de X. Anal ogam~nle 3.e puc;•de eoncontrar 

. 
+ m ' 

2 m + 

es el aro que los momenlvs ri -ési mes SE:> re¡:-resenta.n como un 

poli norni o homogéneo de or di?n n '="Ti m y En cst~e- caso. solo los 

dos primeros momentos rn y a ba~tan para describir la 

distribución Norm.:ü. 01: las ~:;or::uaciones (1. 4) y (1 11) s•.? calcula 

la función caracl.eristica de la di;:;lribución Gaussi3n,1.: 

<,tCX; u) 

2e 

(1} 

f 
-(0 

exp ~ - ~ ( j.( - z m) z } cix 

"' 

J ~:O$ 'ti= E!~p {- l ·z(-;: c'o)
2 t dz • 

o 



~mpl oando el resultado. 

si:t deduce; 

rr 2 axp<- b 2 /C4a2
)) 

Za 

<i>(X: U) exp ji mu - ~ c>
2

u
2 

} , 

pue-sto que 

J 1 4'( X; t<) i du 

-ro 

00 

J exp 1 - ~ o
2

u
2 

} du 

-ro 

l/2 

C2n) 
O' 

0 .13) 

(1.14) 

t.iene un valor finito, podemos usar la. inversa de F'our-ier de 

(1.14) para obtener la funclón Gaussiana Cl.4) y as1 comprobarla. 

eslo es 

JCX; x) 
"' 1 f - i. ux 

l Lmu - 1 2 2 
} du 2rr e exp 2 a u 

-oo 

"' 1 f - ~'-'e )( - rtd 
1 - 1 2 2 

} du 2rr e exp ¿ o u 

00 

C:n J cos u(;< - m) exp { - ~ a
2

u
2 

} du, 
_,.,, 

y usando el resultado Cl.13), se encuentra 

12 



/CX; X) 

que es la oxpresi ón C 1. 4), l J. función de do?ns1 d.1d de prob .. 1bi 11 dad 

Gaussiana. Una varia.ble al&.:itor·LJ la cu~! t ionP. una di:st~r.tbución 

condición necesaria y suf1cic-nt•:; para que un<.1- varLa.ble a1 .. :-.:iLorla 

3 
<'l.J.' 

ALtA l ut-:1 AS . 

Consideremos. un sistema. el ·~uaJ .i.n·.-oluc!"'a Jl\..).S de un.1 vartablo 

aleatoria Xt, Xz •... , Xn. la!:: cutil~s 5P defir1en como una fur'lci•::On 

en un mismo espacio. por- ejemplo, c.:tdil XL C i ";::: 1 .2,3 •... ) puecen 

distribución conjunta 131 
FCXt, ... , Xn; x

1
, x,.,) es 

F'(Xt, X2, ... Xr.; X ' ! 

P { s: X1Cs)$ 

:<;: •... 

X ' 1 
X Cs):: 

2 
x

2
, ... ,XnCs)S xn J, Cl .15) 

donde s es un elemento dE-1 pc;pc;;r~;:; y 1 ::i. probJ.bL.!ldz.d P .;;v lema 

para. valores des qu¡;. sat1sf.oi.cE>n las des.igualdades t-n Cl.t:D. S1 

las variables alealoria3 son cont.in1J.'1S, e$ pvs1ble E-~cr1bir 1.:1 

r~lación anterior 
C 3, •U 

como 

13 



><• )(2 

I dyn /(Xt,X2, .. ,,Xn; y,'yz' ... , Y,)· (1.16) 

-oo -oo 

La función conjunt .. a generadora de momentos 8CX1,.·, ,Xn;kJ. •.. ,kr? 

y la funcion carac;lerist.J.ca conjt..mt..a rp CXt •..• Xn; u ' .. 1 

' 

8(Xa •... , Xn~ k:t''º'' kn) Cl. 17) 

Y• 

<e><p 1 i( "/' .,. u
2

Xz + ... + u,,Xn) }). 

El valor rnedio de una función conjun~a g(Xa, Xz •... , Xn) se define 

como 

< g(lü. )(z. . • . • x,.) > 

ro "' 
f ... f g(X1, Xi. ... , Xn) dF'(X1, ... , Xn; x

1 
•••• , ;.:n). 

-ro -oo 

donde dF denota C como ya se indicó ) el caso discreto y conlinuo. 

Si las variables aleatorias X1 •... ,Xn son independientes, ent.onces 

14 



P< ~: X1Cs)~ x,, ... , XnCs):S >=,.. 

e 1. 18) 

est.o implica quo?: 

Si las variables son continuas, la cond1ciér¡ necesaria . y 

suficienle pa.ra que <::e¡,,,n independientes es que la función de 

densidad de probabilidad sati3f aga 

e 1. 19) 

esto as, podemos deduci,~ lu probabilidad de e-nconT.rar ~en los 

oscrlla en t.órm!nos do g\ ex~:; y 

< g ex ) 9 ex ) > 
l L J J 

l ~ j, (1. 20) 

la cual se puede extend~r para el producto de tre~ o más 

funciones. En est.e caso la !'unción caracterlslica cumple que 

<t{X.1,Xz, ... ,Xn; t1: ,u •...• u) 
1 2 n 

1'3 

lll :·: 
1 1 

i.U X 

) ... <e r1 ro 
), 



</>(X1, X>. ... , Xn; u • 
1 

u;i'' .. • 

$imíla.rmente, se obtiene para L:i. función generadora 

C1. 21) 

(l. 22) 

Si t-omamc-s dos variable~ independientes Xi con módi a. m y 

desvlaci6n estan_j:~r c·
1

• y X2 con media m
2 

y desviación est.an.dar c
2 

entonces <3' 
4 

i 

( X1 + X2 > ( X1 ) + < X2 ) m
1 

T 11\.2; 

y ulillzando ~l r~$ullado Cl.20) se obtiene. 

< ex, + X2) 
2 > 

y entonces 

V(X1 + Xz) 

< < > 

2 
o . 2 .,, 

• 

< X~ ) 

16 

2 (Xi) (Xz) 

m" 
2 

2: m m 
' 2 

Cl. 23) 



lo quo implica que Xs. + X2 ~s una variablw .;.l9al.orid. ..:on n~edia. 

m
1 

m
2 

J' d0o:vj .3.Ci ón P"Sli1ndar ca: + o~ ) t/Z. A.demás. empleando 

(1.20) sa obli-.lr10 p..i..ra l.:i. tlJnr'..'1•)11 r""'rdt.:l.:i1 !~,.;~i,;::.., 

< exp[ t>J(X1 + X2) ] ) > (e ). 

la cual el ar amente s.o puede exlendor par a más vart ables 

aleatorias independientes, 

4{X1 + Xz + ... + Xn~ t..1;) ,¡J:.X1; u) ~X2; u) ... 4.CXn; u). Cl.24)· 

Sim1la.rmanle, par.:t la fun.-:::.ión. generadora d>E":: momentos, 

13(Xl + X2 +. + Xn; k) O(Xt; U 8CX2; U ... 8CXo; k). e 1 . 25) 

Es Las ecuaciones nr.;i deben SE.•r r:-onfund1da.s con (1. 21) y e 1. 22). 

las cuales se refieren a la distribución de variables aleatorias 

independientes X1. Xz •... Xri, 111.tenlras qui.'!' las .:i..nt.ericrcs nos 

refieren a la distribucil".m de una va.ria.ble- alealoria p<-~rticular 

X1 + X2 ..t· + Xn que (-:OS la suma de las variables aleal-oriü.S 

1 nd~pendi en t.. os. 

Se deduciran ahora algunas relaciones qtJe t.z.nibien serdn deo 

utilidad en cálculos poslerior .. ::-s. 

La cov.:.rian:::a ck~ dos vari:ible<:: 
,, 

alP~t\'rias se deI·1n0 
. .. 

come: 

< :·:1 

y se t.i ena 1 as st gui enl-e:; i den U dad85 
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CovCXz. X1) (:o\!( Xt, XzJ. 

Cov<:X1. Xz) < X• X> ) - ( X• ) ( X2 ), Cl. 2BJ 

Cov( Xt, X:i) 

As! mismo, ~~ dt-f1net 3 ' 4 ) la corre-tación enlre dos variables 

.a.lealorias X1 y Xz, como 

p( Xi. X2J 
<X1X2'> - <X1"> <Xz> 

•Y (1 
1 2 

donde u
1

11t O y o
2

;,e. O ~.:;in las desviac.lorH:?S eo:;t,-ind.ar de X1 y Xz 

rospect.ivament..e. La correlación nos da Ll it-::i-lac1ón entre dos 

variables alea.t.01-l..:i.::;, ~st,t';i es. qué tar,t,), d¿.pender1c1a. hay en.t.re 

ellaz. Si la corr(;'lacion 1:~n:lr0 Xi y X.: es completa. enlcncés p= l. 

En el caso µ ::. O tenemos que Xl y Xz son i.ndepend1onles. El 

inverso no t-~S r.ecesar.1.ament.e válido. eslo ~s. ld correlac1on p 

puede Lomar cualqu1or valor sin importar que- X1. X2 SE>an o na 

independientes. 

Si X1 y X2 no est.an correlacionadas se lit:!na que 

( l« Xz ) ( Xt ) ( Xz ), C1. 27J 

y entonces 

(CX• + X2)
2

) - (Xt + Xz)2 
- ( Xt') + (X1)' - ( Xz?.) + (Xz)

2 

2(X•) (Xz) - (<Xt) + (X2))
2 

+ (Xi) + (1(2)
2 

O, 
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por t.ant.o. 

ve Xi + Xz) VCX1) + VCX2). 

La malriz de covarianza de Xt y Xz se defir.e
13

'
4

l por 

[ CovCX•. X1l 

Cov(Xz. Xt) 

Co...,<X1, Xz) 

Cov()\z, Xz) ] . 

(l. 28) 

Cl. 29) 

Similarmente, la matr1= di;> covar1an:.::d de la-:; variabh:'!S aleatorias 

Xs.. X2 •...• Xn es una matriz nx:n, cuyo eleint-nl..Q ~J .os Cc•1(X • X ). 
' J 

las funciones de densid.J.d de prob.cl1'1l1dad y ((1:1, X2¡ x
1

, 

densidad de probabilidad conjun• . .:.... 

X ) SU 
2 

Cuando Xt. ::::: xi, íl2(X1. X2; x
1

, :<
2

) dx
2 

es la probabilidad de 

encont..rar X2 •Jin (:<~. x
2 

~· dx
2
), ílz frS l;:i. probab1lidó.d condicir:ina.1. 

da aqui que lengamost 31 

". ' 
xi.' 
V ) . :< ) . Cl. 30) 

En el pro xi mo capi t.. u lo se di scL1ti r.d a.mpl 1 .. 1.rnente el caso de más 

variables aleatorias en íln. Eslo conducira, de m.3nera natural. a 

definír los procesos eslocdst ... icos, que seran l~ i.;as~ pj,r..:>. tr~t.~r. 

en términos pro babi l islicos, las ecuaciones diferenciales 

estocásticas de difusión y Langevin. 
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4. TEOREMA DE LIMITE CENTRAL'ª·" 

El loorema del limite conLral establece las condiciones bajo 

las cualos sumas do varia.blos aleatorias lndependienles están 

normalmente dislribu1d<:1.s. Es decir. si se t.1ene una distribución 

común FC X¡ x) no Gaussi ana. pcr o con modi a cero y varianza f i ni t.a 

o 2 = 1, conformen~ oo C es decir, X1,X2, ...• Xn~oo) la distribución 

de las sumas normalizadas * Xn = CX1 + ... + Xn) /nJ./
2 

tiende a la 
2 

distribución normal F'C0,1) con densidad /CX; x) =- e-•/ 2
X /C2rr)

1 
..... 

2
• 

Domc:;t.r.:..rontos al1orc.. HS.ta teorema. !:>ea un conjunto de variables 

aleatorias independientes X1, X2,. Xn. Supongamos que el 

conjunto es distribuido ident.icamente, esto es, cada miembro del 

conjunto t.iono l• misma densidad de probabilidad Gau~siana /CX; x) 

con modia m y varianza o 2 finilas C ver ec. C1.3) ). De acuerdo 

con Cl.10) la función generadora de momentos de Xr. es 

m k 

donde ACk) es un residuo que se supon& po-qw,,.~o, ~ y !-". ~en 

independientes de r puesto que se tiene una distribución idéntic-. 

Para la variable Xr - m la media es cero, entonces 

V(Xr - m) < CXr - m)
2 

) 

VCXr) 2 
O'. 

< x.2 - m
2 > 

por lo tanto la función generadora de momentos de Xr - m es: 

(1. 31) 
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.donr:t.!. .. µ(k) e:;i un residuo poquef"ío indt;tpoendiente de r. Por- ot.ro 

la.do, la función. generador-a de mcn1ent.os de CX - <X>)n-t,,.-z donde-

X ::: Xt + Xz -4- ••• -+ Xri es: 

[ 1 Cl. 32) 

Si escogemos una e anti dad posi t...i va & arbi t..rariament.e peque-rta. 

pa.ra encont.rar un ent.ero n tal qua- ¡ µ(k / (n 1
,...

2
)) I< e, enlonces 

Cl.32) s& expresa como 

dondo llll< 2&. Cuando n aument..a. indefinidamente, lomando el 

limit.& n -. ~ en el resultado antoricr, se obtiene 

li m [ 1 + o-• k • ] n 
2fl 

n+a:> 

n 
~~nlo, en el limita la dist.ribuc16n de ( r~tXr -

un~ Gaussian~ con media cero y varianza u 2
. 

Puest.o que las variables aleat.orias X J son independient..es se 

encuentra para la media 

l.: < .Xr > n m, 
r=t 

y para la varianza, 
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. 
n " . 

Si se divide la diferencia de [ r~ 1 Xr - r~,(Xr) ] por la desviación 

est.ándar a n 1
"

2
• se cbliene un.a nuev.a variable .:1.leatoria. 

Yn 

est..o as. 

Yn 

n 

~ Xr 
r = 1 

Z < Xr> 
r = l 

r~1.Xr - n nl 

,,, 
a n 

Finalmente. la funcién de dislribuci6n de probabilidad de Yn en 

el 11 mi le cuando n -? ro, es 

l im PC Yn ) 
n-+ oo (2TT) l,/2 

es decir, en el 11 m1 le cuando n -+ oo 1 a probabl 11 dad de que y n 

-se Pnc::u,:_,.nt rP ~n Pl i nt ~,rv~ J ('1 < -t:r' • ~.-: ) ~-=t .1 d~C"' pcr un.:.. ft:n.:1 ón 

de di!;tribución Gau;;s1anZ1.. Con esto el t>?a1-oma do:: llmile cenlral 

queda demostrado. Est•? teorema. juega un importante papel en el 

campo de la €'Stad1stica. en particular, se ulilizar~ ampliamente 

en el .:rnáli~i~ dia lci.S 8cu.:..c.i.onE::-s Jif•;:ortl'nciolt:t-s eslocást..J.cas 

presentadas posteriormente. 



El prepósito de lnt.roducir la teoria de prc.babilic!ad is>n esli? 

capitulo, fué el de fundamentar t~l conci?plo y us1:,, dE• las fun:::1ones 

de distribui:ión, los mismo:; qur? sP-r.'t.n tJt.1li;:ados pc..r;1 fundam<?nt~1.r 

la noción de procesos t?Slocást1cos o alealorto-s y realizar c .... l 

t.rat..amienlo de las ecuaciones d1ferenc1ales t>5tccásti.c."JS di.;> 

difu$ión y Langevin. 

La din;,.mica t..emporal a.qui no ha sido anal>.:::;ld.::,, sin emD .. -\rgo, 

ést.¡¡, es do? suma i.mporl.a.ncicl.. Pcr ajo?mplo, .l.l Lratar l<J. ¡:;0:;1ción r.le 

ld.s molécula.s de un gas. como var1.:i.bles <:i.l<0>ator1~·;, se observa que 

ést.as l.ienen una fuert.e dependencia c-n el t.i~:-mpci.. 

La. dt?pend0ncia f'3'n un parámet.1·0 l.emporal d•:3' las func1on.:6 de 

densidad da probabl 1 i dad \)S e-1 

est..ocásl ico5. 

estudio de los procesos 

En el siguienle capilulo se vera como son inLroducidos éstos 

formalmente y se est.ud1aran algunos procesos quE- ser:tn de 

part.i.;ular import.ancia. para el análisis de las: ecuaci.:ines 

diferenciales de difusión y Lo.rigevin. 
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1 . I NTPODUCCI 6N 

CAPITULO II 

PROCESOS ESTOCASTICOS 

La t.eoria do:. lQs procosoz e$tocá.slicos juega un p.apel 

i mporl-ants- en la de...;cr i pcl on de sistemas qué- no se compor tiln do 

manara deLe-rm1n1st?l, sino que contienen fluctua...::10111"1''5 estadlslicas 

de las variabl~' do.;.l "SÍ$tr>ma. T.::..10:.; :o;;i.;;ti:;n • ...._,:, cict..irren en muchos 

campos de la ciencia. en parltcular de la fi·::.1c:i.. 

estocásticos. DE--=:-.dc,,o el punlo de vista mat.e-málico. algunos 

resultados ror malos cbt.eni des en el cap1 tul o .a.nt.éor i or ser á.n usados 

en este cont...exLo. 

En la siguiente ~ecc1ón se prr-::senta una d.:.s..:us1óri fís1c.:i. de los 

procesos esloca~t i cos y su ar i gen. En la secci en 3 se l nt.rodur.er1 

los concnplos fundamentales de los proceso~ estoc~sticos. Los 

procesos do Markov y W1ener son discutido,:; y se dan sus 

definiciones en las secciones: 4 y 5 r1;.spect.1 va.mente. Se tratan las 

funcion9s y tiempo:; de corralaci6n. Lls t::U.al~s. sorá.1'1 d9 ut~ilidr.rl. 

F'l nal ment..e se presc. .. nt..a una discusión sobre la 1 mpor· tanc1 a que 

llenen est.os conceplos en los procesos est~ocásticos y en la 

interpretación f1~;ica de Ccint1dades medibles. 

2. QUE ES UN Pi<'OCESO ESTOCÁSTICO'" 

Los procesos ezlocáslicos y la leoria de probabilidad son en 
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dP la ~iéncia v ~n parlicular do la fls1ca. 

debe a quP. de l 3 gr- c"ln r;:.1111..tdad cie fenó1:\er1os quo deop.s-nd0n d•:>l 

tiempo de m~•r.era e:<t~rúm~3CÍ<l.Jnli"Jntt:t r:omplicd.da. y m.ls ,:.ur1. leJo:; de 

cualquier pos1bili<l.Jd d.,. c .• lct.:lo :1 .-;i mc>-n11C.o de obse>rvar:::1ein, se 

observados y obGdecen lüytJs s-1 mpi•:•s. Fer •.:.._¡nmpl._...,; ol v.l.lcw 

i nslant:J.nE>o de la fu~rz.-:.. ·~ JE•r el de~ pwr 1 as mol ócul ...... s dü 1.1n g~,:;; 

sobre un pistón varL~ •'-r, forn-.. ~ ráp1Ja. e impre·d~·c1bl,-, peru cu,:1.11üo 

se i nt.P.gra sobre l nt.."-""r val os d•.::~ L1 lO<m¡..-·os 

aulomálir::ament,e hecho por 121. .:.r.t.~rc:1.:,. d.21 p.:.::t1:;.:r,:' se- obt1.~n0 una 

unción suave que obr~dece la ley ,jP. boyle. En ctr::i ~~Jemplo !anular, 

las fluct..ua.ciónes de la co1-r1ent.t:> inst;1nl.:irwJ. (: .. n un c1rc111tc. que• 

contiene una res1sl~nc1.:i Ohm1ca ó un lubo do •.r.ac10 son muy 

compl1cadas< 7
¡ 1 pero ~i ~o tom~ Al cuadrad~ y se iritegra sobre el 

liempa se obt...i ene una cantidad q11e t1 ene conc"cc1 on con 1 E-yes 

simples \i otras cantidades fis1ca~. 

La expari"2'nc1a nos E>n'.iefía, que· n. pG>sar de nu~:>str.71 ignor.:ir,cla. 

sobre al comport..;:;.mie·nto preciso de 1.a:s variabli:•s m1cro::;cop1c.:ts e~ 

posible delectar ragul ar .idades en 1::~! coinportam1 en t.. o mtJ.Croscópico y 

formular con el l.:is leyes generales. Ocurre entonct-3-s que los 

valores precisos de la-=: var.lables microsc6p1cas no -s.-::in impc.rtanles 

consideremos ahora un gas monoatórl'ic~o el...~ IJ mwl0:ula::: ;;>n •Jr,z.. c.J.ja. 

El microestado del sistema :;1:_. det1~rm1na por l.:i.s 6tl cciorden.:tdas y 

momentos. Seleccionemos un inslanle fijo ll21.m3du "tiempo inicial"~ 

los 6N valores de las coordenada::; y moment~u<.:;; 

inicial se denot.aran pcr x. El microest..ado inicial ;< delermir1a. 
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las ecuaciones de movimiento. Una i::ant-1d.:i.d fisica Y relacionada al 

sistema e:. una función d1:? las 6N vari~blos, por ejemplo. al 

considerar "~l num€..•ro d•.:- p.ar U cul a~ en un el~"°mt:-nlo de- volumen dado, 

Y puede s~-.r la fu...,.rz.:1 ..:;obro un ptst_ón. El valor do Y al liompo l 

es 1..ma furv:::: ion Y r t) d~o- y dt- t .. L.:i. idoa b~-sic3 de- la mecánica 

esladisl1ca es quB el -sistema pw:de st-r 1-cemplazado por un 

~ns8mbl e de si sl emds .:-scogi do ~::idF.?Cu.ldamonlA, lodcs +~en1 en do 1 as 

mismas t:>Ctwcir:-n0..:: q.._.. n .. :,·,,-irh1~nlo poro con d1fer•..:-r:les ml. 1::roesL,do~ 

iniciales x. La es.tructur.3 dt:o>l •Uí1$embl8 .~e e?:>p1:-cif1ca por !,;,, 

cuyo rrucro•?SLado lnici.;1 est.d ~n •::!l eloni0nto de ·,,-olurn···n d:..:, E:::>ta 

suslituclón di-~ un ~nseri1blo por un si~torn"- ~impl~~ t1én .. :- .-;:.l ef~~cto 

de lornar x en una variable astocásl1c.-i X. 21 r;;i.ngo d•:i )( consiste 

enlor.cas de todos l O'$ po:;i bles mi croost ad os y la d8nsi d.ad de 

probabilidad o:>s, "";,p.;i,rl-6: d~ la ni::irmal1zación. igual a p 

P>o:Cxl 

f p<:<') dx' 

una vez que esta idea básir::a h.;i sid::.i .:;.1;6-pl.<s.da ésta solo se 

mantiene para escoger la apropjada PN, calcular los valores 

promedio por n1ed10 de esta. e inl·:.~rprelar los números resultantes 

conio los valores observados <iP !.is c:rnL1dadc's flslcas. "El 

ensemble sirve mer.J.mcnLe t.:Limo un medio par¿. visuali::ar la 

dt slr 1 buci ón de probabilidad", ésto es, la prob.:i.bi 11 dad de que x 

esté en un cierto el ~mento de el t•nsi?mble. Por ejemplo. 1.::.. presión 

observada .sobre un pistón se identifica con e•l promedio sobr• el 

ensemble de la fuer:.:a ejercida por las moléculas, más que por su 
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son el mismo as el problemtl fundomenL3..l a jusL1fLca.r la mr:<cánica 

esto.dist.ica an equilibrio Ct1t?orcm<J. er-gód1co'
9

'). 

Esto es, la idea básica. dl~ la. rnecá.nica est.."-dlst1c¿¡, es qua para 

un proceso estr.cinnano, si::· puedr-- us.;.r el pror.;odio scbre el 

ensAmble an lugar do ( .. 1 promHdio t.t!-rnporal que est.~ dir.¿.ct,am<'~nte 

conectado con las obsürvacionas. 

aleat.orias que dependen d~l Liempo, XCt~1). X1:t.;O, XC t n) con 

< i..n) que per tenecrm a un conJ unto T. 

La función de disLribución conjunta.' 3
) de la"!; variables aleatoria.$ 

XCl1), XCt.2), ... , KCtn) esta. dada como: 

F'[ X(t,1), XCLz) 1 ... , XCln); x1,x2 , .. xn] 

p [ XCl1)$ >:t. XCl2)S %2, ...• XCl~)$ Xn]. Cc.1) 

a.cerdo a la notación usada en al capitulo anlarior. La. función 

caract.erist.ica conjunta es: 

ti> [XCl1),XCl2), ... , XCln)~ u
1
,u

2
, ••• , u,..,) 

( e:<p{ i(U XCl1) + ... +u XCl )) 1). 
1 r. r, 

c2. 2) 

Un proceso est..acionari·::i sa.lisface 13 ~ que 
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F[XCl11-T). XCL2+T), ...• X(lr.+T); Xt. x.z •...• xnJ 

F'(XCL1), XCl;,.), ...• XCln): x1, x2 •.... xnj. (2. 3) 

y se dice quu F es inv•u-1..:lnte bajo una lrasl.:.c1ón eon el tlerr.po T. 

Si el conjunto de v.:J.r!able~ a.lealor1as XCL), t~sLo es XCf.1), 

XCl2) •... , XCln), es continuo, se puede definir la f1Jnc1ón de 

densidad de pr-ob.:..bilidad. Se.a w C :<1 , t 1) dx1 
1 

l.1 probabilidad de 

enconlr.ar XClO t'_.on Cx.J, Xt + d:<1), w Cxt, 
2 

t.1; ;a, l2)dx1 d:<2 la 

probabilidad dt? enconlrar XCLt) en Cx1, x1 + dY:J), XCl2) en CX2, 

x:z + d;a) •... 1 (4Jrr(x1, lt: x2, l2; Xn, tn)dx1 dx2 dxr, l.i 

probabilidad cQnjunta. d0 f2'ncanlrar XCt1) en C:-<1, xt + dx1), XCl2) 

Xl t nJ en ( Xn, Xri + d:<n) . Entonces ~"l 

conjunlo tV 0 UJ , , • , ,U> 
t 2 n 

son las !'une.tonos. densidad do 

probabilidad para un conjunto L1, l2, ... , t.n. 

De las definiciones anteriores se siguP. directamente que 1;~ 

probabilidad de enconl.rar X1 en Cx1,x1 + dx1) es: 

W (Xt, t1) 

' 
(2. 4) 

de manera general, la probabilidad de enconlrar X1 en C:<.i,Xt +dxt) 

Si el conjunto d~ variabl~~ X(l) son independientes, la 

d~nsldad da probabilidad se factoriza en la forma: 
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ésto es, 

w Cx1. 
1 

t.1Jdx
1 

w
1
Cxz. 

w
2
(x•, l1; xz, tz) 1i1 Cx1. lO ~i• Cx-l. t2). 

' ' 

generalizando, so liene que 

wn(x1, l1; x2. l2, ... , xn, ln) w
1
Cx.1,l1) tvJC:.:2,t~2) 

lz) dx 
z 

CZ.5) 

wCx.t), 
t " " 

para el caso de varia.bles al etor ias i ndependi en les, 1 a. función 

caraclerislica dada por la ecuación C2.2), puede escribirse como 

Si el conjunt.o de variables aleatorias XCt.t.), XCtz), ...• XCtn) 

no son independientes enlre si, pero eslán distribuidas como 

Vaf'iables ali~atorias Ga.ussianas, el procE:.>so se llama ( 3
) proceso 

eslocást.ico Gaussiano. Ent.orices u't, w
2

• wn son den~idades da 

probabilidad Gau:;si:l.n:ls. La dc-n::i d.:.1.d de pr ob.3.bl 1 i dad puede 

escribirse como. 

[ C2n)k del C ] ,,, 2 
C2. 6) 

29 



dende. X (X X 

1 ' 

y es la invP.r-sa de la matriz de covar1anza C 
H 

detftntda en 

el capitulo a.nt'?rlor por la ecuación C1. 2!.J). Du las definiciona-s 

en la ~@cc1on 6 dc·l ~ap1t.1Jl•) 1, so t1eno que 

é-st.o es, 

C2. 7) 

Si w1 ~ O y w2 ~ O -+ ni ~ O. Las P.cu.ac1cnc;s (2. 7) y C2. ·l) nos 

pPrmiten escr1b1r 

finalmente, 

J ílz(><t, t1~ xz, tz) dx2 1. 

w Cxt. t.1)~ 
1 

(2. 8) 

De la ec. (2. 7) y de la $imetria de u.>
2 

en C:·:1. t1) )' Cxz, lzJ, 

se puede obtener otra relacion para w
1

, ésto es 

J w
1

Cx1.t.1J nzCx1,t.1; xz.tz)d:<
1 J ''-'z(x1~t~1~ x2,t..2) dx

1 
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,,¡) c:,2, t2). 

' 
( 2. 9) 

En el caso del mov1m1iomlo 8rown1~no, puedi:;o suponerse que la 

probabilidad de encot1tr41.r XClz) l-:On C::-:2, X.2 + dx?.) no depende d.¿,l 

valor de XCt.) 8íl un ll~rnpo ;;int.0rtor i.1, si lz - t 1 es mt1y 

con C2.7) se encuenlr~ que 

lim nz(Xt, ti; Y.2, tz) t.<J ( X2, t.z), 

' 
(2.10) 

t. - l .¡.ro 
2 • 

para el movim1enlo Browniano. 

4. PROCESOS DE MARKOV'
3

' 
41 

Una subcl a:;e de prc·cesos r;ost.acást,.1 cos sen l 0.3 llamados procezos 

de Markov. Eslos se utilizarán ampliament.e a lo larga del resto 

del trabajo. Un pr·ocoso de Markov es un prC1Ci<?So al~al.orio que 

cumple la siguienlo r~lacion 131 : 

ílz(::<n-i,ln-1; Xri,lr.), (2. 11) 
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f..,.,-1-... t_r,) nos d1c'I? que- la. d6'ns1dad de 

es l ndepen.d1 ente de lo que sucE>dló ant.e>s do t. • est.o es, el 
~ .. 

podamos considor.ir l.1. ":>l';)TJi.enlP. e;.:pr-e.s1ón 

f n2(x, .... ; x. l) n2(:<. l; ",. l,) dx. 

la int..l'!gral se lom.). sobre los valores df'.l' x ql.le ocurren para. t que 

dens1d¿._des de probabtlidad se reducen a ílt, la e;-:presion ;Jnt.erior 

es igual a la probabilidad do encontrar xr L 2) ,.,. dx ) • 
z 

Sl XC l ) 

' 
x

1
• Para 'Jt1 proceso de Markov, se pued~ deducir l.~ 

ecuación de Chapm.:tf1-Y.r:'>lniogorov 13 ~. 

(2. 12) 

Est.a ecuación nc:s da la probabilidad de '~ncont.rar XClz) en (xz. 

:<z + dX2), si XCl1) = XL El orden dcil t. i.Bm}:-o es escenciS).l: l se 

encuentra an~ro l
1 

y t
2

. 

Un ejemplo de un proceso de- Narkov ccurre en el movi mior.t.o 

una 11qutr1a 

aprcxim.3.dame-rilto 10
71 

i::olisiones,.,se-g, con las partlr:ulas del rned10. 

Si ll - tL-t so1'1 peqw:-fias macroscóp1cam~nt.e, estos impactos 

destruyen lit correlaci6n t?nlre t y lo qu~ suc::edio ant~-..z de t. ... -t 

Por t.:i.r.tu, el r.io•.•imien.t.c ;:;.leatorio de .. und. part!cuL:1 Browni.ana t"":;. 

t.m proceso de Markcv. Cuando un proceso X(t) es Markóviano la 

probabil1dad u 1
3

Cx1 1 t.1; :<z, lz~ X9, l:.)dx
1 

dx
2 

dx
3 

do encontrar 
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XC l.t) "1-n Cxt, 

y por lanto, 

X1 + d:.:: ) , 
l 

i{(t ) 
2 

an. ( X2, :<2 + d:--: ) z XC l ) 
3 

CE:. 13) 

la exlensicn de C2. 7) ~1'3 manti..;-nE:< solo p2tra un prcceso de Marta·./. 

Continuando est..c algori lmo SE> •.,o.ncuentr¿tn suce~i va.mente todas 1 as 

prcbabilidad~s 1v • Es la prcpi ...o•d.:.d h.:-t.cr;- lc,3 prc<:esos de:- Mii.rkov 

manejabl&s, esl;. es lct r;):.:ón de i:-or que P.slo:; proceso:;; son a 

5. PROCESOS úE \'.'IEtJER' 3
'

4
f 

'Jn procl'Jso de W1ener es un proceso de Markcv. Gaussiano. Un 

proceso de Wiener es: un conjunto d.-3" varia.bles ;i.l ~at...or i as 

Ga1Jss1an;..s W(t) y tiene las siguientes propiedades: 

al ( WClJ ) = O, 

L) W(0) - 0, 
e) l. os ! ncrement~os WC t ') - WC t.'':,; p,:,.ra t.'. l "?! O son. eslac1onar i r.::>s 

e ir.dependiP.ntes: qsto >:'3, W(t'+r) - W(t_"+r).:: WCt.') - WCt") 

par.a l' t r. t. " + ' :::. (1; f./( t. ) - wc t. ) • 
J 

wc t_ ) 
k 

WC t. l) ·::.on 

indepE?n<lient..es p~r.:+. l ¡ 2; t ¡. ."> t l ~ o. 
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W(t.) es cero. su variancia es igual a.l segundo moment.o, y para.. 

cualesquiera t.
1

, 

ve WClt + \.2) ) 

t. ~ O se lieno'
31 

2 

( ewc t,1+t,2) - WC l1) + WC l1) - WC0))
2 

) 

como WCt.1 + t..z) - WCl1) y WCl1) - W(O) sor. indepcr.dir:"ntes y t..ienan 

media cero, y de la propiedad est.acionaria paril los increment.os, 

se encuentra f1nalment..e quH 

1/( WCt1 + lz) ) ve W( lO ) + ve WC lz) ), (2, 14) 

Si se escribe 

V( WCl) ) hCLJ, (2, 15) 

donde t O, hCt.) ~O. se puede expresar la ecuación C2.14) como 

hCt..1 + lz) hCt1) + h(l2). (2. 15) 

puest.o qe p.z\ra un entero ;:-os1t..1vo hCr) :::: r hCl) • inm~d1alament.e 

se s1gu8 qut1 ~st.o t?S cierto p.11r~ r """Xpri:?sado como el cociente de 

dos anlaros positivos, Esto vale t._ambién para un número positivo 

irracional. si se t.oma éste como la inlersecci6n de dos limit.es 

sutsecuent.es de números racionales. Entonces la runción h(t) es 
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proporc1 onal J y l:l ~;,:UJ..ciór. (2.J.5) para. la v.ar1anz.:"\ de W(l) se 

13; 
expresa como 

V( WC l.) ) ,z l. 

donde el es una cantidad pos1t.1va. Más generalrr.~)nle, 

V( WCD - WCs) ) V( WC L - s) - W( 0) ) 

V( WC t - s) ) , 

la cual pur.;-dq eser i bi r se comr:., 

V( WCU - WCs) ) a2 /t-s/. CZ.17) 

puE>sto que o
2 

0s posit.!Y.ót, la va.rianc1a siempre es pos1livc1, Para 

un proceso de W1ener, con O :::: s ::: l se l! cne'
31 

< WCs) WCO ) < WCs)( WCs) + WCU - W(s) ) ) 

< W(s) WCs) ) + ( (WCs) - WCO)) (WCD - W(s)) ) 

V( WCs) ) . o s, 

Similarmente. cuando O ~ 

( WCs) WCL) ) ( WCU WCs) ) el t.. 

cubr-ien.do ambos casos con l.3. $..lguient..e relación. 
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( W(t) W(s) > o 2 m1 r.C so, t. ) , (so. l ~ ó) (2. 19) 

donde minCs. l) slgniflcJ l')l valor mlnimo des y t. Esto resultado 

si?rá de importancia en el lral:i.miont.o de la ocuación de Langovin 

que se dará en el cap. III. Supongase ahora qu~ L
1
< l

2 
y l'< t'. • z 

0'
2 et + l - t' - t ) 

2 l i l 

t>
2 Cl -t'), 

2 • 

donde tz - t.1' es l.:i. int.ersección de los intervalos tz - t.1 y 

L2• - lt'. ver la figura 2. 

... • • t 2 l • 
2 

F'igura 2. Los v.;,lores del l1empo en •.?l argumento 

en 1 a cor rel acl on del proceso de Wi. •:.>ne-r W( t,). 

Seleccionando las diferentes poz;iciones del~ y l' rel atl vo a z 

t. 1 y t 2 se puede verificar qt.1e ésto es generalmente cierto, por 
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C2 19) 

Si se hace t1 t.+ dl, t.1'= t'. t2'.::. t~· + dl'. 1~nt.onces 

WCl + dl) - WCU dWC t. ) 

wc t' + dl') - wc l') dWC t '), 

la relacion e) de la def'!n1ci6n del proceso de Wiener permite 

asegurar que ést.as dift-renciales son estacionarias, de C2.19) sa 

deduce que 

( dWC t. ) dWC t.') ) o 2 Cdt. n dl'), e 2. 21::J 

en rartic~lar r~r~ ~-· 

( ( dWC l ) )7. ) 

esle resultado sera la.mbién de ut.il1dad en el capi lulo III en el 

cont.oxlo d~ l ;:\, ccu.:..::.il.n clt:t i..angev.i n. Sea /C t, t •) una Cuncion 

continua no-ost.ocástlca. y consideremos la integral(ª'. 

f J /Cl,l') ( dW~l l ) dW~l: ') ) dt. dl' 

( f f /Cl, t,) dW~l t ) 

:;7 

~ dl dt') 
dl' 



J' j' /C l , l' ) ( dWC l ) dWC l ' ) ) 

o2 f J /Cl, t') Cdt n dl') 

o
2 J /Ct, l) dt. 

De aqul, se int.roducP. la función dalla de Dirac•
3

} 

J J ¡et, l •) o
2 6C l-l') dtdl' , 

donde se encuenLra que 

dWC L ) dWC l') 
<-d-t--·~) o

2 
6Ct - l'). 

Considerese un conjunto w et) • w el) • . . . • w ( l) • donde cada 
1 2 q 

W~(t.) es un proceso de Wiener. Supongamos que las W •s con 

di ferent.es subi ndices no son correlacionadas. y como son 

Gaussianas éstas sen independientes. ésto es 

< wi e tJ ) wj e .:; ) > < w, e s ) > < w, e 1.. ) > o. 

par a L ,,,: J , .ade111d.::., pul ._c.. J..º-', :..;.¡,: uLL.i .:r1c 

o 2 
minCs, l). ca. 23) 

~ 

Sea WCt.) un vector columna y W(t,.)T un vect.or renglón. ésto es 

su lranspues~a. enlences 
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\l.'1( l) W1Cs) W1CL) W:t( <¡;) w,c l) Wq(G) 

1 .. .. W2Ct.) W1(s) W2C +~) W2( s) W~( l) Wq(s) 

W(O W(s) T 

1 
Wq(L) W1Cs) WqCt.) WzC s) Wq(t) WqCs) J 

la expresión C2. 23) permi le escribir la media del produclo como: 

nnn(s,l) r :: 
') o 1 
o 
, 

o 

j < WCU ~(s) T > 
, 

l o o o 2 

q 

Si el sist.ema es inv.;riantF> t'il!Jo rolaci6n, como suced~ por 

ejumplo, en el caso de una particula Browniana esférica en el 

espacio tri di me>nsl cnal , lenr;.mcs 01 ,,.,, 07 = . . = º'l y por la.nlo 

< W( \\'( 5 ) T> o
2 

minCs, t,) 

donde I es la. mat.ri= unitaria q x q, Generalizando la:i ~cuacicnes. 

cz.1:;.), (2.21), y (2.22), se obt.ieno 

<CW,ct
2

) - w,ct.
1
)) (W,Cl? - w,Cl;))) 

6, , o-
2 ¡ e t. 2 - l,) ,.., et~ - t.;) J • 

y, 

(2. 24) 
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y por 1 o tanto. 

6 ü
2 6Cl - l'), ,, 

donde Ó es la della de Jo:ronecJt:ier. que vale 1 Sl t :::; ,, 

CZ.25) 

y cero si 

l ;1'! j. A n1anera de;· resumen. put•de de-cirse que los procesos de 

Wlener W(L) no son estacionar1oz.. Sin e.mbargo. ya que el 

incrernont.o WCl + dl) - WCl.) es e!:Olacionario, dW'Ct) y entonces 

dWCl) /dt son un proc~so •.)sl.acion.:irio. 'fa quo ó( f. es una 

función de;...·, se dc?-duco, poniendo l = O, l' ; l, de la ecuaci(~in 

C2.22). que la función do aulocorrelac1.:!m de dW(l)/dt es o
2

6C t ). 

6. FUNCIONES Y TI EHPOS DE CORRELACI óN'a.'" 

Los resul lados en muchos de les cal culos en procesos 

estocásticos son expresados en términos do las funcion~s de 

corral aci6n. Las f11nci on0s de ccrr€'1 ación-temporal ti enon una 

amplia aplicación en el estudio del movimiénlo Brown1ano. 

Considérense algunos sistemas flsicos en los que se toman dos 

variables a.lealorias continuas A y B del sistema. lal como la 

velocidad lineal d~l centro da masa de una molécula o su velocidad 

angular y un vector unitario a través. del centro dt- mtisa de una 

mol ~c· .. 11..:::. cr1 r vl 4Cl on. los ar·móni cos esf'ér ice:; c.uyu.'.i ángulo:> están 

relacionado:; con dicho vect.or. A y B en general dependen de las 

variables de posición y la velocidad 6 d-:1 las v.:..ri.ables d~ 

posición y el momento conjugado del 5istema, que son denoladaz por 

;%u. 

Para un sistema de estado estacionarlo, 1 a funci On do 

correlación temporal de A y B se define' 3 •º~ como el promedio 
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( A "e O ) 8C L ) ) f d;ic O ) /C O ) A~( O B~ l ) , (2. 213) 

/Cl) e-:; la funciOn de dn11sjda.d de probabilidad del síslem;, al 

coa.quier t.i empo =::: s.o ti enH ( 
3 1 

/C s ) d~( s ¡e o ) d;K o ) , 

en un sistema de estado est~cionario la probabilidad de encontrar 

Ja variable aleat.oria ~ entre C t, ~ + d~ ) c-s indep1~ndil!lntQ del 

liempo. Por lo lanLo 

.. 
(A C s ) 8C L + s)) f d;x o ) ¡e o ) A KC o ) BC L + s) 

f d;i( s ) /C s ) AKC s ) BCL + s), 

haciendo un cambio en la variable de 1ntegrac1ón de s a t. 

resulla. que 

< A"c s ) BC L .+ s) > ( A "e O ) BC L C2. 27) 

ambos promedios sobre el ensemble se Loman sobre el tiempo cero. y 

en general se pueden lomar para cualquier tiempo. Cuando A y I3 son 

e•' En oett11 Y en log pottl&r-lor~s cop1.l.•Jlos se u5ara la palc1bra 
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idénticas, so obt; .. -,r,.? la. funci.on de aut.ocorr'"1laciOn de A 

A( -t ) ) ( A "e l ) AC O ) ) " , 

( A "e O ) A(-• ) t. ) 
.. > . C2.28) 

e-st.o es, !.a fun.;1óf"'.' de ¿.ut.ocorrela.ción .:d tiemfJó -l e:s. igual al 

complejo conjugado de la función d1? aut.ccorrelación <.i.l tiempo t. 

La func.i_on de .o.ulo~orrelacrón normalt:z:ad.:.. de A s.o define como 

la canL1dad adim~nsiona! 

Las funciones dr~ correlación t1en&n una cont.""t.:;:ción especial con 

las dens1d~des especlr.:..lc·5. TomE-rnos paf'iot un proceso esloc:ist.1.co 

) ~ - l v I dt • cz. 29) 

enlonc~s -se defln~.·' 3 ,.,., la ,jensidad t>s.p.:••.;t;r'<tl (;. ~spectro de 

potencia XC•.t•) dt? xc•.) .~nm•.:i 
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XC ~, ) 

Por olra parle, dE:>l te·:irein.:~ •E->rgcd1co' J' "', s2 li'2nl'? qUf?, el 

CJ.US.:i·ncia de un campo exl"°'r-nc·. 

(HC O ) HC 

a esl.;a rf:·l ación se le 11 ama f unc1 ón d•:.:> correl a.ci On de MC t y se 

encuo?nlra que. 

XC w) du.i XU') x•: l' + U 

< XCt') X(t,'+ t! ), 

usando el resulLa.do C2.27) en el l.J.do derecho dE..i la relación 

ant.erior SA- llega a la. e:..:pres1ori 

< XC O XC t ) ) (2. 30) 

O.' 

Si f j XCO) XClJ jdl tiene ur1 valor í1nit.o, se puede- .invertir 

el resullado anterior C2. 30), se obt..1ent;. 



00 

X< .,, ) f P--<~t ( Y.( O ) XC l ) > at, <2. 31) 

ésto es. la densidarj espe-ct.ra1 y l.a funr:ión de aulocorrelacién. 

son transformadas de Fourier una de olra. Est~ relac1ón es 

conocida. como el t.oorem3 de- Wien1::-r-Y:hint..chinc
13

'. El resultado es 

de gran lmportarici:. pr.Jcl1ca. por o_iemplo, f"lf'l. algunt..,s exper-imant.os 

de dispersión dto luz so m1cle L:i d1?nsida.d e5p€->clral del campo 

elóclr í co de l u:: di ~persa.d.:t, y corno cons~1;uonc1 á. se deler mi. na ol 

~speclro de di¡;persión de luz por m•.:!di:: do las funcione;; de 

auLocorrelación del campo eléctrico y d~l det~ctor. 

Sa pur:,ode relacionar l.J: función de aut.ocorr(~lac16n con el t1empo 

de correlación. SE' definr;-
1 2 

• ó) el t..1emp<.• ú--=- ccrre·l aC'tón J''4 para la 

Vo<t.riablo al~ator1a A(l) corno la il'\"t..egral con r.::;ospeclo a. t. d"1 O a ('\'-

J " (A ((>) ACD) 

<A"coJ ACO)) 
dt., C2.31) 

" 
O) 

la !nt.égral claram0nte existe • si .1 /< Ax(!)) ACt.) > !dt t.iéne uri 
_,,_, 

va.1or fitülo. En los e:""lculos sigu1entas <A~Cú) A(t).> siempre sera 

real> l.a integral e-xi-st:.e y por tanto el l1empo de correlación ser.1 

r.c:il. Podemo'S considerar -é1 :rA como ~l limit..e ct.tando w.., O dJ? 1..:. 

lrans.formación dt? Fourl.er de la. ft.,;r,..:ió!l rle atJt.ocorrelacloi 

normalizada lomando solo valores posal1vo$. d¿ t. ést.o es 
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X· 
(A 

.. 
l o ) ¡,.:_ )) 

- !. V! 
TA l 1m J " dl' 

w ->O (A'\ o AC (l )) 
CZ, 32) 

Si la función de a1....1t.ocorrelac1ón se gráfica conlra l, entonces 

J'A as:; el .lrea en el plano posit.1vo t::>n.tr0 la cw~va y el eje t. 

7, DISCUSI611 

El objet,ivo do esl~ capitulo fu.? d&scr1bir· los ¡:::roc0sos 

eslocaslicos. Primeram<?nle, se dió una discusior: de la r.ecesidad 

de introducir dichos proce:;;cs desdt? E-1 r·tmtc Ce vi.:;t.;, mososcóp1co. 

é!>to es, de la mec<\nic,'\ e;;tad1 ::.tic<± '3•2 ti en<.:,• qu•.:? 1in sist.t::>rna se 

con un r~n :::t:Hnbl P. di? P.SCOgidos 

términos de v<'llorc:=,s prom.::.dio: .. 

Se ¡nlrodujeron y desarr·r.:ill.aron le:::: co11cüpt.c-: : 'md.:·.m·"'n•.:·l•.?-S 

para los procesos de Markov y de W1enc."r y fi;1almr:::nt.e ::;(.;i die una 

descripcit"Jn de las funciones de~ correlación. Adema5, se obtuvo é>l 

teorema de Wi8rH:r-·Khinlch1n.s-, qu.:: rola.e.tona l.3. densid~"-..d e:>p~clral 

con la transformada de F'ourier de 1.."l func1ón de correlacion para 

pr.;..cfdsos gst,.;4cion.ario:;;. En !.:l. SéCCl-ón 4 -:;e l..nl1·0dujo al cor.c"'pt .. o 

de un proceso do Markov ("sin memoria" o "ru1do bl.::..nco" 1 ~}), 

ut..iliz.indo ~1 uj.¿:mplv conoctdo en fi51,~a que .es 131 m-.•v1m1en1 .. u 

Brownia.nc. 

Cons1deremos .. 1hor,:,. l.,) sigui.enle cu>?st.1~'->n. En pr1nc1p10, se 

e•) R•.J\.do blor.cr..i ae ~n\i<:.>nd~ C•:>n1•.:> lo. no dt.~p,g.n-:J¡¡,r•ct<:i d"!' la 

f• . .n-:l<:>nd& dons1d<:iclEt~pe-clrt":Jt Xcv> or. 



f.lGnf::) que para. .-:u~lquiér si-.;;loma físico aislado y carra.do se pu&de-

describir un proceso ci.-1 M~1rkov 1ntroduc1endo todas l.1.~ variables 

puedE< encentrar 1m t.:.OnJuntc- d"3' v.:s.riables r::uyo comporlanll.~~nlo en E::-1 

tiempo sea descrito ccimo un preces.o de Markov ?, $.abomos bien, de 

los hecho:;; experimc~nlales que 8slo 1~sta lejos dl3• ocurrlr para 

cualquier si stc"'rna 
{ µ; 

1:H1 lo natural e::a . hi potesi s de 

proceso de Markov mod~.:-1.:i.n relalLvamenle bl.1...·n Clt?rlos fo-r1ómenos 

fisicos como al mo·.rimienlo Brownia.no. 

En el sigui enli? ca.pi tul o veremoo;; has la que punto estas 

hipótesis pueden ser consis~enles f1s1camenle. 
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CAPITULO III 

ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS 

1. UlTRODUCCI óH 

En r;sle capl t ulo se di se u len 1 a~ ecu3c1 on.,.,-:; do di. fusión y de 

Langevin. Corno se mencionó anlertormf':'nte., est.as: E.>cuaciones surgen 

e-n el cont.exto de la f.eoría del movimiEtnlo Bro....,niano, Ni::i c:ib:;¡lanlf;3', 

la aplicación de est.a.s ecuaciones ha. si de 
,,. 

gGneral iza da 

siluacionns donde lct "part.1culc1. Bro\olnin.na•• r:iei <.?S uria. pa1~t.1cula 

real. sino en lugar de it!llo es alguna propiedad colect..i va de un 

slst.e~-... macroscópico. Un ejemplo e-; el mc.n.,-~nl·~ dipola.r lcilal 

e.léct..rico de una gran muestra. de fluido. Aqui. la fluctuación 

irregular ,,.n el tiempo del momenlo el.&ct-rico corr~sponde al 

movimienlo irregular de las part!Cl\las del po!en. Es la 

generalizaci.ón es de sUJria impor-Lanc:ia en 1:.•l ca.so del movimiento 

Srowniano rotacional. 

En la siguient.IQ socc.:i6n, se discute la diienmcia entro una 

écuación delerminl5la y una ecuación estocás~1ca; s& 1nlroduce la 

0Cuación d~ difuslon, qu.-,.. s~ ut.i.liza, come, t'ietforencia. an al 

+...ratamient.o de la ecuaciól) de Langev1n. 

El obietiv~ ¡:.r-iiu..:ipaJ. de este trabdjO, es el di1' r~vl~.).I' la 

ecu.:ieión de LangENln en el contexto del movim.:.-ent.o Browniano y 

discut.ir una inconsist ... enc1C\ malemát.icJ. :-:;urgida al considerar 

tiempos muy pequef'íos en 1-a.s funciones d~ corrHlacion C 1 .-i qt.:~:.- $e 

hará ver en li:A.::.i secciones 3 y 4 ) . En l.:1 si;;.-cción '3 $e da una 

discusión de loo:; resultados oblenido~. lo:;; qtJe sugieren 1.Jn 



t.rat..am1enLo nlds cuidadoso del problem3, mi5mo que se h.:i.rá. en ie-1 

capitulo IV. 

2. ECUACIONES DI FEF,EHCI ALES ESTOCÁSTICAS Y LA ECUACI ótl DE 

DIFUS!óH\ 8
' 

10
' 

Una ecuación d1f..,,.renc1.;,.l en lu r:u<J.l uno o mas coeficientes son 

aleat.or1os Sf-."" llama t-cu.:.,ción difurt-:mcial estocáslica. La soluclón. 

de lalas ecuaciones nos da tina función aleat.oria. 

A menudo la.s ecuaciones diferenci3.les se usZln cc,mo modelos para 

describir él comport<lmicr.to do ~:ast0mas físicos. una. distinción 

entre las ecuaciones diierE.-nciales estoc.:i.stiG0:.3 y deterministas 

se veret. en los ~iguientes parrafos. 

a) Ec~aci6n Diferencial Determinista' 9 , 

A manera de ejemplo t.orn~mos una. pz.rticula c;,•sférica de mas;t m 

inmersa en un f l (u. do, 1 a fuerza f r i cci anal que se opone al 

movimiento de la p.'.'\rt,lc1Jla eslá dada por la léy de Slokes' 11
) 

Fe 
.. - r v. C3. D 

donde r = 6rrna es t:>l coeficienle do fricción, a es el radio de la 

part1cula esférica y ry es la vi'Scosidad dinámica del flúido. La 

ecuación de movimiento para la part ... icula, esta dada por eri 

ausencia de gravedad ): 

.. 
m V 

.. 
y V o 6 

.. 
V 
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solucJ.ón de la ecuac:tón ( 3. 2) .... :;..s d.;:.da corno 

·°je t ) Vco)e- 1 .... , (3. 3) 

donde V<ü) es la velocidad .xnic1al do l.;i. part.tcula inmersa en el 

flúido. La ecuacic!in di ferH-nci ;j,l (3. 2) es una ecuac1 un 

det.erminisl-a, f'-S decir, la veloc1d.i.c1 :j( al ll empo t os La 

cornpletarne·nle dclEtrminada pc1· sus v;,.•lOr4=-s inicJ"1les, dados pcr la 

solución (3.3). La. rel.;,,r:j6ri C3.2) e::; v~ltd"'' ~.::010 si la masa m dE-

in~ign1fic;int0:.. 

b) Ecu;.tción Diferoncial Esto.-:ást.ic21
1
PJ 

El mismo problema puedi? ser lralado de la -siguiE>nte- manera. DE> 

la ley cie la eqtJ1.p2..r'~if..:.i6n rl.o la f?nergi3: p¿ir.:i. una pJ.rt.f.cul3. con un 

grado de libertad, se tiene que 

< E > "2 k T. (3. 4) 

donde E es la energía cinétic?l , k 1~.:. l.:t Ct.inst.::J.nt.e de~ Bolt..:=mann. T 

es la lemperalura del baNo )' m es la masa. que se ~upone mu)~ 

pequef'ía. Entonces. para una. part1cula. la velocidad térmico 

V 
lo rrn 

k T 
1/2 

m 
C3. o) 

es apreciable. por lo lant.o l.a voloctd4d de- un.a pa1~ticula 

.¡9 



. "pequei"ía" no puede ser descri la e><act.ament.e por ( 3. 2) con la 

solución C3. 3). Si la masa de la part.icula pequería es aún grande 

comparada con las masas d1:1 la.;:; molé::ulas, se Aspera que (3. 2) s•a 

válida. aproximadament0. La ecuación C3.2). ::in embargo. debe 

modff1carso para. que nos conduzca ,;;,,. 1.a ant?Jrgi<:l. t..;•rmi.ca. <:orrt:'!cl.a 

C3.4). Esta modifica~ion ccnslsle en ~nadir una fuerza fluctuante 

F
1

C L ) en el lado dr~rec.ho de C3.i~), OS"S c!t:7r.:.lr, la fu1::rzas \.111e 

actúan sobre la part.icula pcquef>ia se descomponen •.O"n una fuerz..::;. dti' 

amorliguacion cont,int1a F C _,. dad;). por C 3. 2) y una fuer Zí:' 

m V - r ~ t ) + F
1 
e ) . C3. ob) 

Esta fuerza FrC~) es una fuerza aleatoria ó e~Loc~sLica, sus 

propiedades se dan sólo en promedio. 

Si se hubi eró lr d.tado el problema exacl arr.tlnle, se habr i•n 

resuel t.o las ecua1.:iones de las fuürzas ~'l.copl.adas al movimiento deo 

t.odas las moléculas del flúido y de la part.icula pequeffa, y no 

aparecerlan fuerzas eslocásl1cas. Di-~bido al gran número de 

moléculas del fluido Cdel. orden de 1023
) ~ no se pueden resolver 

eslas ecuaciones acopladas. Además, como no se conocen los valores 

inicialos do todas l.a.s moléculas dol fluido, no .;-,s posiblo 

calcular el movimiento exacto de la particula pequell\a inmer¿¡a en 

el flúido. Si se usara cualquler olro sistema e par t.icul a y 

flúido) idéntico al pr1merc "2'Xcr:-pto por los valores lni.c1alt"<:> d~ 

el flúido, rc?sultaria un movimiento diferente para la part1cula 

pequei"ia. 

Como se vió en la sección 2 del capitulo anterior. se considera 

~l promedio sobre el ensemble de tales sistemas. La fuerzd FrC t ) 
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los promedios de esta fuorza para ~l ensembl~. f'or lo tanto. 

aplicando 91 rc-s1-1l lado anterior C3. '3b), en la Gcuación (3. 2), la 

ecuación do movinüerlt.o esta dada 

. .. r V F ,e l J, C3. 6) 

la ecuación C3. 5) es una ecua.cien diferencial estoctt.st.ica porque .. 
contiene l.a fuerza est.ocást.ica F,C t. ), a esla ecua.cien se le 

llama ecuación de Langov!n y sera tratada en la sección 3. 

La Ecuación do Difusión. tioi 

La ocuaci6n de difusión puede ser visla como un t.ipo muy simple 

da ecuación diferencial eslocástlca; sus resultados y conclusiono~ 

se aplicarán a la ecuación de Langevin. 

Primcramonle, cons!derese la teoría clásica de transporte. 

Supongase que sa tiene un recipiente que conliana un flúido en 

equilibrio térmico y quo en algún lugar del r~cipiente se 

introduce una pequeNa cantidad del flúido de un lipa diferente. El 

nuevo flúido comenzará a extenderse por todo el recipiente, pero 

lo hará con la prosencia dol flúido original.· A este lento proceso 

de extensión so le llama. difusión. La difusión se- debe 

principalmente a los choques que las moléculas del flúido nuevo 

reciben de las moléculas de el flúido original. Despué~ de un gran 

número de colisiones. las moléculas del flúido mJevo acaban 

extendidas más o menos uniformemente por todo el volumen. Esto es, 

la difusión determina úniCamente la movilidad de las moléculas en 

el flúido debido a las fuerzas internas producidas por las 
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colisiones al a:zar (a1Jt.odifusi6n). 

De acuerdo .J. la mec~n1ca estadlsLica. las partlculas 

suspandldas en un flúido eJ0rcen una prGsión sobre &l conLenwdor. 

dada por 

p n k T. (3. 7) 

don.de n es el nümero de part~iculas por unidad de- volti:men 

(concenlraciórt). El cooficien'f..é d<? difusión D se define¡ ''
11 

de 

manera fenomenologic3 pcr-

.. 
t - D gr-ad n, (3. $) 

donde i &s la densidaé de corriente de part1culas. En el caso da 

una dimensión, esl.,a. ecuaci6n se plJede escrib:..r ccmo: 

i:::: _ D d n 
dX (3. 9) 

De otra manera, Si uria fUEH'"'Z:a e:<t.&rna F'&.1tl y una r-esist..encia 

-y aclúan sobre una parl1cul.a. enlonca'!;, ot?n al caso 

e5Lacion;rio, ·."i'i:' ~. ie-1-¡,;., qtJ~' ti)• 

de lo cual se obti~ne lá r~l~clón 

n V ::::, 
F'e){l 

n --r (3.11) 

En un estado estacionario donde hay un flujo de corriente como 
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re::;ull,ado dO' un gradient.-"" d.;, prt'1~lón, la fuer=a por un1dad d0:;-. 

volumen se manli~ne en equilibrio. dada por: 

por lo t..anto, 

d p 

dX 

k T d n 
- ¡:- dX 

y qua comparando con C3.9), 

D 
l: T 
r 

e 3. 12) 

(3.13) 

O es el coeficienl~ de difusión, esta relación es conocid~ como la 

fórmula de Einstein. Es cor1venient.e considerar que la dlst.ribución 

espacial de las moléculas del flúido está descr1 la por uraa. función 

cont..i nua de x, y, z que 11 amaremos n. Por n( :<, y, z) se ent. i ende 

la densidad númerica de moléculas i?n un pE-quei"ío elemento do 

volumen centrado en Cx, y, z). 

En el caso de una dimensión, se li ene< 
1 0 

> qui~ r/;C s ) es 1 a 

densidad de probabilidad para una p;l.rlic1;la que sufr& un 

dc-!Z:pltl::arr.!..,.n+..., ~ .:i 1m Liampo T. Por lo lan(o, el número de 

dn n r/>( s ) dS", C3.14) 

De la defin1cion di? la (unc1ón tµ: s ) • se puede obtener el 

número de part.iculas que est.iln locali=a.das ~l t.ii;.mpo l + T entro 



dos planos perpendiculares al eje x, cuya abcisa es x y x + dx, 

integrando C3.14) sobre todo el espacio, se obtiene 

nCx,t.. + 't") dx 
"' 

dx J nCx + s. t) 1< s ) ds. 

-ce 

Pues.t.o que T es muy pequei'\o, se puede poner 

nCx, t.. + T) ncx. l) + T 

C3. l5) 

además, si se e:-<pande nCx + s, t..) en series de polencias de s: 

nCx + s, l) nCx, t) + 
iJ nCx, D 

S d X 

Por lo t..ant..o, para T peque~o, de la ecuación ant.erior C3.15) sa 

t.iene 

"' 00 

nCx, l) + iJ n nCx, l) f "" 
) ds il n f s 4< ) ds aT T s rx s 

-oo 

2 

1 iJ n 
f " 

2 
4< ) ds (3.16) 2 2 

5 

iJ X 
-oi 

Si se supone que los lérminos de orden mayor son m1Jy pequetio'S 

para un ord~n mayor en r, so llene 

D sz 
T 
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dada la siguiente rel~ción. 

O n /d div t 0. 

se lié~e que la ecuación de difusión es de la forma! 

iJ n 
al 

e 3. l !3> 

(3.19) 

Comparando ahora las dos ecuaciones C3.18) y C3.19) para b n /d t. 

se obtiene 

o 

y 

2 k T 

r T , C3. 20) 

las cuales relacionan et coefic1ente de difu:.ióri D con el 

desplazamiento cuadrálicc promedio • s 

La ecuación de difusión C3.19) Li0ne como solución 

nCx, l) C3. 19') 

donde ncx. l)dx es la d<>nsldad d'3 probabilidad de que la part.icula 

este en x y x + dx al tiempo l. 

Por otro lado, la eclJación C3. 10! puede ser lrat..a.da en termino'5 

estocásticos consider-ando slmplemenlt.:· ..:¡uo so par-t~ dervchti., 
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.. 
F' ""x/Y• as "una fuerza eslocast1ca F r" genera.da por las molbc1.ilas 

del flúido y que es la responsable de la difusión. 

En forma t-r1dimansional, l.,1. ecuación diferencial est..oca.slica. 

resul t.a. ser 

~( t ) f. (3. 21) 

en donde t°Cl) es la posición al tiempo t y iCt) es la ''fuerza .. 
t' l uct.uanle Supongamos que f es Gaussiana. estacionaria y 

satisface 

re L ) ) 

< f,C L ) / / s ) > 

O, 

20 6C L - s) ó ,, 

(3. 22) 

(3. 2.3) 

con O el coeficiente de difusión, d3do por la expresión C3.13). La .. 
función fC t. ) es un proceso de Harkov, también llamado "ruido 

bl;\nco" debido a la dependencia en la función della de Dirac da 

C3.23). Las relaciones anteriores (3.21)-(3.23) parmilen encontrar 

la dist.ribución de probabilidad condicional 

(3.19") 

ésto implica que si una ¡.;.;.ct.ic'....:.1.:t 1\1<-"!' .:;e- difunde eslá. en ~, al 

liempo t,, enlonces la probabilidad al tiempo l
2 

> l
1 

de que eslé 

entre 't
2 

y 
_. 
r 

2 
+ dÍ'~ 

z 

La expresión C3.19") es la forma tridimensional de la C3.1Q'), 
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é;;t..o demuestra que las do"S fcrinul .. tc1on1·.1s ant..erior .... s dE1l proc...,s,.:.;:i de 

difu!iión son. equi valent.os. 

La veloc1da.d prornedi c;l del cambio de 

determina cor. C3.19''), y torstá da.da. por 

.. 
r se 

e 3. 24) 

donde se usa < · • •) para dGnolar el promedio $Obre f y { · · ·) para 

danolar el pron1edi o sobre l .a di st.r i buci ón dé> posiciones. 

La oxpres16n (3.24-) pro!?~r:>nta ,m.0-1 d.1.v~ra,::.nc1.:i. para. tiempos muy 

pequeí"l'os. Est.o signific.:..ria que- la particula se mueve- en un liempo 

muy pequef"ío con velocidad infinita, lo CU.l.l es absurdo. L:t razón 

se dobe a que se asumió qué el desarrollo de- l.os eventos al tiempo 

t. son visto~ como fenómenos indep .. :nd10ntt:s de los eventos en ~l 

liempo anterior (procesos de Markov). Pero i--:ost.o es muy d1fic1l de 

just.ificar al escoger t..tempos muy pequof'ios. E.insloin< 
13

' 
1

"
1 

refirió claramente que el problema está en suponE>r la función 

delta de Dirac en la correlación de (3.23), p1Jest.o que la ecuación 

diferencial C3.21) describe el proceso d!:)- difusión para tiempos 

C3. 24), sugiere considorar otras hipótesis para la función f que 

tomen en cuenta 1 a fuer t.e df~pendenc id. de 1 a func1 ón de corr .::-1 ación 

en el tiempo. La versión de Stral.onov1ch del cálculo de Ilo 

resuelve es la i nconsi st.enci .J. surgida al tom'1r est.e 11 m1 t.e. di cha 

versión corresponde a un pruceso n·.:>-M.J.rkovi C\no o "ruido de color", 

mismo que será t.ra~ado en 01 sigu.ionlG cdpiLulo. 

En la int.roducción de esto trabajo so: ilustro graf1camenle la 

'37 



dinámica de una particula inmersa en un flú1do. ~n e~l.l :-e 

repre'3ent.aba el desplazamiento -::11.J.drtltico promod10 contra el 

tiempo Cver figura 1). En:.;Pguida se muestra la gráfica del 

desplazamiento cuadrálico promed.io contra el tiempo. Es decir. la 

correlación de pos1cicn~:s calculada con la densida.d C3. 24), Y en 

la cual se u~an los promedios C3.22)-C3.24). 

i([ r(s+D-rCs)j ')} 

L • ---+ 
htdrcdi.nam1.CO 

F'igura 3. Gráfica de la velocidad promedio del cambio de 

la posición~. dada por la expresión C3.24). Cr
8
= 10-•seg. 

Tomado de Berne & Pecora: Ref. 19). 

La runción de correlación para el despla~amiento relaciona las 

distancias recorridas por la part.ic~la en una sucesión muy g~ande 

de exporioncia.s. Como s;..,") puad~ obserYar de la. figura 3, •l 

intervalo de tiempo mtt.s corto, parn ~ ... 1 i:u:il .,.un s~ t.lt?ne dift.1sión 

C i. e. la linea recta), es del ord"="n de 10- 9 se.-g .• es:lo es, cuando 

se loma el limi le O en la expresión C3. 24), entendemos 

fisicament.e que el 11mit..1:2 liende i\ un liempo tan pequof1o como 

10-
13

seg. Ct.iempo que correspcndc a la fl1.1ctuac16n en f(l.)) Y no 

al cero mat.emalico. Una discusión más dat.allada de este punto se 

realizará en la sección 3. 
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3. LA ECUACI ON DE LMIGEVI N"' 

Un tipo má.s general de ecuación diferi"!nr:1al estccá=::t1ca que la 

ecuación do difü::;ion es la. ecuación da Lang9vin. En ol resto del 

capitulo se hará una d1scus16n de esla ecuación en lérmincs de:~ su 

conección con el mov1m!enlo Brown1~no. 

Se vió en la sección 2. qua la ecuac:iór'l do movimionlo para una 

part.icula Browniana. conocida como la ecuación de Langevin es 

F'C l ) , (3. 25) 

donde r ::: 6rrrya, E>S f?l cocficioant.~ de fr1cc16n para una part.1cula 

esférica de radio a ( parlicula Browniana)c•>. mes la masa y ry es 

la viscocidad corlant.e del flúido, F'C l ) es la fuerza fluct..uante, .. 
esto es. FC l ) proveé una representación fenomenol 6gi ca de el 

efe::lo de mirladas de colisione-s rápidas entre la parl1cula 

Brcwniana y las moléctJlu.s del flúido. Es por lanlo. nat.ural .. 
suponer que FC t ) li ene componentes vect.oriales independienles 1 

Gausslanas y con primeros y segundos momenlos de la forma' 3
•"'•

13
• 

f'Ct)> 
.. 
º· 

2q óCt.. - l') ó .. ,, 

2q 6C r ó. ,, 

(•> E•La ... rórmula. •• val\da aolo p.:tr<::l de R•ync-ld• muy 
P•qu•no• y •• c:orioc• como fOr muta. de Sloke• e V• r ref ~ 1 f. 1. 
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.. 
donde t,j ~ 1,2,3 son las componentes cartesianas de F. el valor 

de q es independiente de l. y posteriormente será calculado. La 

presencia de la función della de Dirac en (3.27) manifiesla la 

conclusión fenomenológica de que la esca.la de liempo par .. '\ las 

fluct,uacione~ en l,~ correlación (T :!:'. 10-t 3
) es desprec1ablemente 

corto r&lJt..tvo ~• la ·:•.r,1 es1: .. ;l.;:i dr;· t.iempo er. l.ei descr1p..:ion de 

La fuerza esloc.:islica con correl.=,ción ó(r), como en el caso da 

difusión. tiene r1üdo bl¿i,nco ó proceso de Mar~:ov C"s1n memoria"). 

Para var-lo sa analizará la función do d~ns.idad ospectral. La. .. 
densidad espectral s e (¿I ) ' de la fuerza f~Slocasl1ca FC t ) ' dada 

•J 

por el teorema de Wiener-Khinlch1ne C ecuación C2.31) ), es la 
-+ 

transformada de Fourier da la función de correlación de FC l ). 

s .e w) 
'J f - l 11 l e F, C t ) F / t') > dt, 

ut..ili2ando la relación C3.27) para la correlación, se obtiene 

s e w) 
ij 

"' J e - l .... l q e.e T ) ó \ 
1 

dT C3. 28) 

y es independiente da la frecuencia. -1v. Por lo lant~o. la fuerza 

eslocást..ica de C3.27) con un 6 se llama .... uido blanco, o un proceso 

de Markov en la 1 u::. blanca el espectro de potencia no depende de 

w ). 

La solución de la ecuación de Langevin C3.23), con condiciones 

iniciales ~( O ) = O y d~/dl = ~C O ) es 
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'te L ) f ( 1 - exp ( - -f¡ J) « 0) 

t' 

~ I dl' I dl" e:<p[- ~ Cl' - l")] F'C t"), 

o 

si se usa el hecho de que 

;X l ) 

ent.onces 

~t.) e: ~0) e-y/ml. + ~ f e-y/mCt.-t.t) ;Ct.') dt.'. 

o 

(3. 29) 

(3. 30) 

e 3. 31 J 

Se supone que el valor inicial de la velocidad. Ve O ) , est.á 

det.erminada por la distribución de Maxwell 

w e >koJ J • ( 
kT J-•n [ ~CO) ·~COJ ] , 

2rr ~ exp - m 2kT 

dond1.!> k es la constante de Bolt.zmann y T es la lemperat.ura dél 

flúido. Esta distribución tiene la forma de una distribución 

Gaussiana.. 

Las relaciones C3. 30) y C3. 31) permiton realizar el cálculo de 

la energia cin&t..ica media. Para esto se utilizan los siguientes 

result.ados 
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( ;X:t,) > exp [ - ~ t) Ve 0) 

y 

t < ;X:u > l o. 

ent.onces, 

~ m { ( ~U) ;kt,) ) } 

' ' 
+ 1 r r e -y/m( t.1-t.2-t-t.1-t.z.) Ó( t. -t.. )dt. dt.' 

Zmjj q zz zz 

~ kT exp(- Z~ t. ) + 

o o 

3 q 
2 y ( 1 - exp ( -Z ~ t.]}. C3. 32) 

Si t--. oo, la parlicula Browniana alcanza el equilibrio térmico 

con el flúido en el cual eslá inmerso. por ello el valor medio de 

la energia cinética debe ser 3/2 kT. Esto solo se cumplo si 

q k T ¡·, 

éste es el teorema de flucl.uación-disipación<
51

• es decir. el 

coeficiente q relacionado con las fuerzas flucluenles se relaciona 

con el coeficiente de fricción y (disipación). El resultado C3.33) 

permite decir que 
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C3. 34) 

para todo l. es decir. el proc&~o es astacion3r10. 

Calculemos ahora la correlación de posiciones. Es claro qua 

t < i!c t.) > } º· C3. 35) 

Además. para t... ~ t.' 

mk
2

T { exp [- l'._m \.,] ( r ) ~ r • - + exp - m \, + ~ m t -
r 

e 3. 36) 

haciendo l ~·. 

~<r, Ct.) r /D>} C3. 37) 

Para l muy grandes C3.37) reproduce la parle de difusión de la 

figura 3 

-l--+ "' 
2 kT \., 

r 

No obstante, para tiempos muy peque~os la ec. C3.37) da 
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m 
y 

kT t. 2, (3. 39) 

En consecuencid, la velocídad promedio del cambio de la 

componente de f(t) es obtenida de (3.29), y es dada port 

/ 
{'· [r CV+ U - r C t')J

2 
> 1 .. , i. 

C3. 40) 

al cual es consistente, ~sto es, te t ) es diferenciable. 

Analogamenle, utilizando el r~sult..ado C3.31) para la. velocidad 

t<. l )1 se calcula la correlación para las velocidades 

i < vi.Cl) V .Cl') > 1 exp[ - !'.. et 
J m 

- t')] { v, (0) V .CO) ) + 
J 

t. t. 
2q 2 l 

+ 6 J ds J ds'exp[- 1'.. et. - s + t'- s')] 6Cs - s') 
m 

2 •j m 2 

o o 

para l'~ l. (3, 41) 

De (3.41) se sigue que 

kT y 
rñ "'xp [ - ñi 1 t - '- • 1 ] • (3, 42) 

Por lo lanlo, se obtiene la aceleración promedio del cambio de 

la velocidad ~ l. ) es, 
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[ 
kTr ] .,.

2
_1 -, 

m2 l 1,,-2 
e 3. 43) 

la cual diverge. Es decir, la velocidad es consist.ent.e Cen 

lerminos de C3. 40)). mientras que la aceleración no e:<lste. ·El 

limile t.-+ O se enliondo nuevamente como t. ~ 10- 13 seg 1 es dúcir. 

el t.iempo mlnimo entre fluctuaciones. 

La inconsistencia de- C3. 43). al igual que en el caso de 
~ 

difusión, est.á. en suponer que la función de correlac16n para FCl) 

C ec. C 3. 27) ) es una del la de Di r ac, que- nos da un proceso de 

Markov. Por t.ant.o, hay que suponer un proceso en el cual la 

función da correlación de FCt.) sea descrita por un proceso 

no-Harkoviano (cálculo de It.o-Slralonovich), para que la ecuación 

(3.25) tenga un sentido tant.o f!sico como malemát.ico. 

3. PROCESOS DE ORNSTEIN-UHLENBECI~'" 

Ense~uida consideraremos la solución de la ecuación de Lang~vin 

C3. 25) l}n una dimensión propuest.a por Orn,L....-ih y Uhlor.b~cY 

dvC t. ) 
-¡r¡;-

hagamos 

dvC t. ) 

FC t. ) , 

- y /m vC t, ) dt, + dUC t, ) , 

,., 

C3. 44) 

(3. 45) 

Puede entenderse C3. 45) de la siguient.e maner.a. Sea /C t. ) 
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cualquier función col'ltinu~ r.o est.oca.stica que depende de l. 

multiplicando C3. 45) por ¡e l ) f? integrando, se tiene 

" " f /CU dv( l ) - r,m J ¡cu vClJ dl + J /CD dUC l ). C3.4f3) 

l =: Q t=a 

en parllc'-Jla.r, si /Ct) :; 1 resul la que 

v(b) - v(a) - rrm f vCt..) dl UCb)-UCa). (3. 47) 

para el movimiento Brc'Wniano puede ent.erlderse ccmo· que el cambio 
b 

en la velocidad en el tiempo b - a, es igual a J' v(l) dl y es 

generado por el movl mient.o alealor i o. UC b ) - U( .i ) del barto. 

Si se hace a O, b = l en U. y se tom.l. t. muy grande, el 

proc~so UC L ) - UC O )puede dividirse en intervalos, 

UCl)-UCO) l:: ( UC lk) - U( t,_,) ), 
k=t 

C3. 4$) 

dond~ lo = O ( Lt < lz < . . . < ln t.. En el moví mi ent.o Browniano 

los incrernen~os dados por 

e 3. 49) 

son independientes y UCl) es un proceso de M°"rkov Ccomo los 

t.ralados en la sección 3 d~l capitulo !I). Sl suponemos que el 

movimiento aleatorio del bafto térmico está en un estado 

esla.ci onar i o. ent.orices los i ncremenlos d~ ( 3. 49) son L.;..mbi én 

estacionarios y distribuidos idénLic.a.menle. Deb.ido .. la 
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aleatoriedad dol movirnient.o ( UCL) ) = O, y escogi..,rido n·l t_L,:•mro 

cada incremento de C3. 49) ti8'ne promt?di.o .-:ern. y apl ic.:\ndo (?-1 

loorema de limite cent.ral a (3. 48) déduc1mos qun UCt)_.·{ VCUCl))] 1
,,,

2 

es una variable Gaussi ana con rnedi a coro y v~r 1 anci .;i. 1 a un1 d,\d, 

Por tanto UCl) es una v3riabl9 G~uss1ana con m0dia CPro. 

En resumen. se t.i enen t.odos los r1o"l'qlJer .l nu er·itos (:lsp0c1 f l ca dos en 

la. sección 4 del capitulo II par._.\ un pr(~coso do W1oner. S.i ademli~. 

no obst..ante la no existencia d1:. ... dv(t.,)/dt., se quiere por 

conveniencia escribir la ecuación do La.ngovin P.n una dimensión 

paró\ el movimiento dí::> un¿¡. parlicula 8.r.-:.wniana •?n a•Jsencict da 

íueorzas exlerna'i, la F.ocll;:1.c1ón C3:. 46) tom.;. la forma 

d V( 

d l 
- t , m v( 

dl/J( t. ) 
-d-~-- ( 3. 5(•) 

donde WC l ) es un proceso de W1 ener. ?<?sol v1endo C3. 46) con la 

condición inici.:r.l t..= ü y 

se encuentra. 

v(l)= vCO)= et.e. haciendo /Ct) = 

" ' 

dW(s), (3. 51) 

integrando por parles el lado izquierdo y d1 vidiendo por P.r/mt 

resul t.,a que: 

·-e l ) v( O ) e-y/int. ( 3. 52) 

E:<presando dWCs) como WCs + ds) ·· W(s) y ·11e:ndo que dW(:;) es 



Gaussiana y cen~rada, se deduce ~amando el promedio de (3.52) que 

ve o) e-y/ml. (3. 53) 

Asi que v( t ) éS una variable aleaLoria Gaussiana y con media 

VCO) 
-y/mt. 

e . Para el calculo de la variancia se usan los 

resultados C3.52) y C3.53) en la definición 

( (VC t ) - <ve t )) )' ) 

l l 

< f 0 -y/mCt-tt) d:c~:) dt, f e-y/m(t-lz) dW~~:) dtz > 
o o 

utilizando la ecuación (2.22) del ccpilulo II, se Llene 

decir, 

"z e-2y/mt. J dt., J dt.2 e-y/mCt.1-t.2) 6(t.,1 - tz), 

o 

"2 e-2y/mt. J ey/mt.t dt,, 

o 

( (VCt.) - <v<D>)2 
) 

0'2Ci _ e -2y/mt.) 

2y/m C3. 54) 

Eslo es, si conocemos a. la media y la v&riancia de UCL) puede 

ser calculada, su función de dlslrlbuclón de probabilidad ~se 

calcula como en C1.3) Cver cap. I) con las relaciones an~eriores 

C3.53) y C3.54). El valor de~· se obtiene de la condición de que 
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cuando t.. t.ionde a infinit..o el siste111a se aproxima a un estado de 

equilibrio esladist.ic.::o. Ya que la energia promedio est..á asociada 

con la velocidad vC t.). entonces 

< E > ~ k T 

1 lim < ( VCt) )~ > 2m 
l +00 

1 "' 
2 

2m Zr/m 

Por t.ant.o, 

,,,• (3, 55) 

de- C3.54) y <3.55), sa enr:tJentra finalmente que 

~ < (VCt) - <v<O>)' ) • (3. 55) 

Considerando el mismo llmile tomado al final do la sección 3 

par~ la velocidad. (3.43), se oncuen~ra 

l/Z 
,/{<(v<t'+D - <v<t'))')} 

t 
[ 

kTy ] 1 
mz t.. 1,.12 

(3. 57) 

esle. resul~ado es idénlico al enconlrado en C3.43), lo que indica 

que la inconsistencia ccur-re en ambos t..rat..amient.os Cprocosos de 
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Mc.r~.o·.r v Wieont-r). La hipólesis dP. Markovianidad para FCl) y lKt.) 

no !c'>S rons1>i.Pnl ~a li~r.--.pos muy p¿:;:¡uef-:O::i. 

s. or scusr Gtl 

En esle capllulo s•2' inl .. r ... •dujo ~l concepto de ecuación 

difer9ncial e~locd~lica y s~ dis~uLió su diferencia con una 

ecuación diferBnci.::.l d·?lermHli.5lit. E'l t.rat.a.nüento de la difusión 

se 1eallzó con l¡, t_¿.oria c:l.;:;1c~• dE• t~r.:in!iport.t- y, de una forma 

;,llernaliv..a. CC•n pr·oc:esos Markovianos, 

GClU5sianos. La formul.:ición 1?.;;.Lc.cAst.ica p<?rm1t.ió €-Videnciar la 

inconsistt-ncia de l.c.. hi¡::.ótesis do"? Markovian1d,),.d p21r~"'- t.1.-?mpos muy 

p.;,.queí'ios. En ttl pr·~x1rr,o c.:..p1lul<::• sa t.r.:it.;..ra. la solución a asta 

i n~':onsisLenci a. 

F.n el caso de- la ecu¿n~ión d.:;:- Langevin, que s .. ? resolvió baJo la 

condición d& Mark1:1vla.11id.:..d d~ le. fuer::.a flucLu.:.nt..e (t:.álculr.:i d~ 

St~r..f.t_.onovich), "' con proceso de 

Orsnt.1:tin-Uhl~nbecJ..: (1:."ll 0:ull:i de Ilo), una incons1stencia simil.ar se 

prt:tsBnló par.a la ace-li~rilc.ion. 

La Mar·k:ovianid.;td es un.d i.:ie~lización h.;;u:ha por .-:onveniencia 

mat1:-ntálica, peru e11 rt:-dlidad los proces..:is ftsicCJs nunca son 

d~ las ecuaci..:.ine-.::> d~ di fusii..•1\ y Lan9evir1, lo cual Lic ... ne por 

ob_j~t.,;-.. introdu,:i r ti;·, t +?rn.1n("l d .. :• memoria Clo. versicin de 

~L.r~t.onc,vJch ct~l cál.::ul~ de Ilo o i;slculo de Ito-Str3lQnov1ch) y 

p,.:.rmit.ir 1..:i. "d.=-s.:r1pc1•:<r1 mr.1..t..,.n1:il1c.a" cu1 r.:.;L;., dt- la difusl1~n y ~l 

,.,nvi líii ...,.,...t,.-) Br own1 o;o)no. 



CAPITULO IV 

LA ECVACIOH DE LAHGEVlll GENERALIZADA 

1. It/TRODUCCI6N 

En el capitulo anlorior 51? discut.11:i-ron la5 €Cuac1ones do 

difusión y de Langevin con ruido blanco. Se mcslró qul1' al tomar 

cierlos limites. para tiempos pequeNos CL 
-13 

'!l:: 10 sog) ocurren 

divergencias. En un traba.jo r(?cienleo, Foxc tl} discute !E'Sla 

inconsistencia, y propone las ecuaciones generalizadas de difusión 

y de Langevin que eliminan esta di ficul Lad. 

El propósito dn esle caplt ... ulo es fundam~ntar y analizar e~le 

t.ipo de ecuaciones generalizadas de difusión y de Langevin que 

conducen a un proceso no-Markoviano, G~u~siano. 

En la siguiente sección se introduce la ecuacion de difusión 

generalizada, y se discute su consistencia matemática on ol caso 

de procesos no-Markovia.nos (cálculo de Ito-SLratonovich). En la 

sección 3 se da una discusión sobre la formulación microscópica de 

la ecuación de Langevin generalizada. esto P.s, dado el 

Harniltoniano del sistoma (partícula Brownia.na mis baflo térmico), 

se deduce la ecuación de La.ngevin generaliza.da a. partir de un 

modelo de osciladores armónicos. Posl~riorment..e. una vez cbtonida 

la ecuación de Langevin generalizada se da una breve discusión de 

ésta~ en la cual se demuestra quo para procesos no-Markovianos la 

ecuación de Langevin generalizada Cy sus resultados) tiene sentido 

físico y matemát.ico (ver sección -4.). Finalm~nto. en la. sección 5 

se da una discusión de los resultados obtonidos. 
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LA ECUAC!ót~ I)E DIFUSl ót~ GEtlERALI2ADA
1131 

La ecuac:ion de difusión para una part.tcula en uni fluido. 

t r-'+. ;.d3 ~1 ::.nt'°"J i .•• supo11i endo 

dificil di;o juslii lc;.i.r. LL'- ra:::6n eslL\ en qtw ~:;.r.:i esl.o,:; tiempos la 

int.eraccit•n do la pa1·t1..;ula con el b.ai'\Q "recue1·da' 1 a ca.da inslant.e 

t.. lo qua ocurrió .:. un inst.'1..nt.(? l' anl1~rior. 1-a función de 

correlac1ón en la fuerza eslccast1t.:.a deja de ser una del.ta de 

Dirac y en const?C'1t?nc.i.a pJ.sa. a ser uno. funci.c'n m.'.i.s complica.da de 

la difwrencia d~ tiempo~ l - ~·. 

Las iS-cua~ioncs d~ dt fusién y Langr:...vi. n g.::.mer ali Z."-d.rt~; que 

obedecen procesos no·-M.,"\rkovia.no:o se pu1=:tden obtener de la d1 nám1ca 

m1crosc<.!.pica { 
0 
l. Mf1s -"delante verom-.::is como se pu17de hacer ttslo en 

el caso de la e-cu;i.ción do La.ngev1n. Si •-~l pro,:c-so P.S Gaus=:.1ar.o. 

Enseguida, se mu¿,str:i. ..;orno s0 pu<?di:::·n evit:i.1· t.:i.·; incóns.i;;t..ericia~ 

l?n el caso de difusión. La ecuación bds1c; .. e5 

j( l)' (4. l) 

Ya que /Cl) es un.:.'\ función GatJss1an.:., se lieneri el valoi­

promedio y la función de correlación de /(l) dados por 1 
ll> 

<.. j( L) ',J ;.. ._. 

DC l - s) 6 ,, (4, 2) 



~naloq1a con las ccnd1c~ones C3.22)-(?.¿3) del capttulc 

anterior. r.:on la diferc."?":c:a di? q·J~ ahcr!l L1. funci1..."n de corr0l.1·:ión 

IX't. - s) no e:s una d":."l la, y r~n t.c:d caso, •;e d1ce qu; 1?st1? pro-:o?so 

as no-Markov1ani.:> con "memori4•'' ó "ruido d~-"" col,ir". 

Sea feo) ; O las condiciones iniciale~. SQ 
!l:J} 

~.!ene quo- para 

t.~..: el valor promedio y la func16n de correlacion dt~ f!°Cl) son:· 

< fCt.) > O 

r.Ct) r Cs) > 
' J 

J dt.' f ds'[Xl' 

o o 

- s.) ó ,, e'*· 3) 

pa.r;~ rosal ver l.; integral dobl~ do l;1 •'?Suai:·i1:in C4. 3). es 

conveniente escoger en forma explicita fXl-s). la cual tiene las 

siguit-nles car·act-eristica~ generales
113

; 

OC t. - s) 
D [ lt - si 1 

-:y.- exp -~ j· (4. 4) 

para jt - sj >> r la ecuación C4.4) se compor~a como una función 

dalla de Dirac y se recupera al caso M.1.rkcv1ano. Sust.1t...uyen.dola en 

la ecuación (4. 2) para t...?; s se obt.ienen 3
' 

l 

.f dl' J d-:;'~ '"'P[- i:~] <'\ J 

" 

[ 2Ds + Dr ( e:q>[ -t./r] + <»:p[ -s,r] - exp[ -e l-s)/r] - 1 ) ] 6 
'J 

e 4. 5) 
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cyando T ·•O, (1/T) expc-¡tjrT ) _..... 26(t) y on •l lirnit• d• T .., O 

la ecuación (4.5) es precisamente 2Ds 6lJ Sin embargo, para O~ s 

::::: t :;; T, 1.a ec. C 4. 5) se aprcx1 md ..:n el 11 ml te t/T _., O como: 

(l) (5) > D 
l s. < r r -' 1 t ,..--r ... a T 

(4. 6) 

En particular, se tieno 
~ \ 3) 

< (t.) e u ) 
D t.'. r r ---------> r ' J ' 'T ... 0 

(4.,6) 

De manera análoga a (3.30) del capitulo anterior, la velocidad 

( 1~) 
es 

.,~r, es + U - re Cs))
2 

)} 

t. 

D 1/Z 

(--¡:--) C4. 7) 

la cua.l es correct.a. El compcrt.amierilo part.ictllar de la función 

d&lla. de Dirac astá 1mplicito dentro de la pr~sencia de T' en al 

denominador de C4.7), es decir. para que tP.nga sentido el primer 

término de C4. 7) come una velocidad, lo::. tn.t.~rva.lc:is de tiempo t 

deben tomarse suf 1 ci ent.emente p~quol'\os, lo cuLJl esl a ga.ra.nt.i zado 

en el caso afllericr por'" la función delta de Dirac (ver cap. III), 

~n este caso la si~uaci6n es salvada poi el intervalo de tiempo T. 

Para tiempos ':Ji<::1.11d~.:; i::t ')) y/m) no se r~quieren cálculos 

eslccást.iccs especJ.3.les, c.:;to íc"S, las ecuac.1.6nes dt:.> d1fllsi6n y 

Langevin son vállda:;, Para tiempos peqlJel'íos Ct « y/m) se utiliza 

la versión de Slrat,onovich del cálculo de Ilo Cl.e, el cálculo de 

!to-Slrat.onovich o ecuaciones con memoria). Los cálculos de 
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Ito-Slrat.onovich describen ~l análisis estoco.Eli .... -c. de los pr·ocescs 

realidad fisica. 

3. FORMULACióH MICROSCOPICA DE LA ECUACiótl DE LANGEVIN 

GENERAL! ZADA'9 ' 

En esta sección se realiza la discusión de lo~ modelos para la 

ecuación de Langevin generalizada. y algunas de sus propiedades 

generales. Enseguida s:e inlroduc0 un Hamiltcniano para un sistema 

acoplado no-lineal en un baí"ío térmico, cor. el cual se deriva la 

ecuación de Langevin generalizada o:<acLa p.ara •1-Ste modelo. 

El modelo Hamilloniano. describe laz inleracciones de un 

sistema en un barío t.érmico de osciladores armónicos, donde se 

supone que los moment.os y coordenadas del :;;istema Cpart.1cula 

Browniana) son v y x. (por simplicidad todas la.s masas seran igual 

a la unidad). Si la energia potencial UCx) del sistema es 

arb1t.r~ri~. pj y qj son 1o'i momentos y las coordenadas del j-ésimo 

oscilador. La frl'lcuencia del j-ésimo oscilador es w • 
J 

es una 

const.ante de acopla.mi erilo. Entonces se ti ene. el Hami l toni ano del 

s1 stema dado comorn> 

H 2 
V UCx) ' 2 E 2 PJ E!. w (q 

2 J J 
(4. 8) 

nót.ese que el acoplamier1t.o del sistema y el baí'lo de los 

osciladores es bilineal, éslo hace posible la derivación de la 

ecuación de Langevin generalizadatoi. El propósl lo de esta 
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sistema donde no se involucrf'?!""I explicit.amente las variables de-1 

baf'ío. los término::; se identifican con la disipación y el ruido, es 

decir~ con el proce-so. La derivación com1en.za con las ecs. de 

Hamilton del movi.miont.0
1 01 

X V, 

V 

p ~ 

J 

- U' Cx) 
r 
-~ x). 
w 

J 

(4. Q) 

Las ecuaciones do movimiento para el j -ési mo oscilador 

contienen un término de d.Coplamiont.o yJ xCt..). que es el campo 

externo dependiente del tiempo. Es las ecuac1 ones son 11 nea les. y 

se pueden resol ver e:<µl i el lamente. est.o es 

qCD 
J 

qJCO) coswJCl) + pJ(ó) 
5enC w t.) 

-----'-+y 
.,, J 

J 

v(s) 

cosw. Cl-s) 
J --;;;---. 

J 

(4.10) 

El primer y segundo término provienen de las condiciones 

iniciales, y el lercer término muestra el rnov1mienlo del oscilador 

influenciado por el sistema. La .integración por par-les nos condt.1ce 

a una forma mas útil. con el cual el resultado anterior qued• 
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q (t) 
J 

r 
q CO) - _,.,2 ;.,•:0) 

J ,,,2 
J 

ds yCs) 

o 

cosw l 
J 

cosw e t..-s) 

----'--2 

·~ J 

o;.0n1 .. , t 
p (0) ___ .!,_ 

1 .,. 
J 

C 4. l D 

sustituyendo el resultado C4.11) en la ecuación (4.9) para dv/dl, 

y agrupando términost queda: 

X<u v<t), 

- U'C >.-<:U ) - f ds 1:,,ct. - s) vCs) + F,,CD, 

o 

( 4. 12) 

El sub1.ndica H nos indica las "ecuaciones de Langevin 

no-lineales o generalizadas". El kernel KNC t). o función de 

memoria, eslá dado i&> 

K e t. ) 
N 

• '.i 
2 w 
J 

cos (J.I l-. 

' 
e 4, l 3) 

Note que éste es completamente independiente del estado del 

sistema. y el bai'io, y est...á complelamante dot&rmir"la.do ror l.:t.s 

t'recuen~i.J.:: del oscilador y laz constal\les de acoplamic.nlo. La 
-> 

cantidad F ,,e\.) represE-nla el "ruido", y eslá dada como: 
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r: cos-w l 
J 

sen w t. 
---'-. w 

J 

e.¡. 14) 

El término de memoria. ~c. C4.13). es una fuerza friccicna.l 

proporcional a la v~locida.d del sistema, taos no-Ma.r~oviana. slJ\ 

ambargo1 hay muchos osciladoréS en ~l ba~o<Qi y s1 sus frecuencias 

y const.anl-as de acopl ami 0nto ze e;;cogon apropi .ldamenle. entonces 

la función de memoria so apro>:ima a una función d~lt.,3. y la 

fr icci6n es aproxi rnadam~nt-€' Har kovi a.na. Eta la Si glH ente sección 4 

se usará la función no-Markovlana, 

E:l término de "f'uido" p ( l). ec1.1ación (4.14), eslá 
N 

delermir.ado
10

> por los ostados iniciales del sistema. Si estos 

esta.dos irüciales son espec.i.fic.Ctdc!:;. r.!f)tonces FNCt) se conoce como 

una función del t..1am¡::..o y por lo l4.nlo 110 es verdad1?ramenlt:! 

aleatoria. $.l en ot...ro caso, el eslado 1nic1al no se esp9cifica 

precisamenleo, pero si en un sant.ido esta.d1::;tico. entonces se 

conocen las propiedades est.adist..!cas de FNLt). En este caso es 

apropiado referirse a FNCl) com~ ruido aleatorio. 

En cualquier Ec-:.::perimento individual. FN(t) :;;,¿. desarrollar-á en 

l.Jn sen t. ido partlcul .a.r, pero s1 e-1 e:<per unento se repi le cori 

dif~rel"\+.es condicionas iriic1ales, la nueva F' (t) sera diferenl.e. 
N 

El comporl-nrnicr:to o:>os.ta.<llslico de F' t-/l) on mucha::> repe-tlciones de 

un experime-rit..o e'!: determinado por el ensemble .z:~ta.oi=-Li..:c d.ao 1 as 

condiciones iniciales; el promedio scbre est.e €:.-nsemble se denotarA 

por < · · -> 0
• Si el ensqmble inicial o:. tal (¡ue ~1 primer momento se 
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/' 
(q/0) - -1z xCO))" 

w 
J 

o. e 4. 15) 

Por lo lant.o. de la ecuación (4.14) se Lier1e que el valor 

promedio del ruido se anula, esto es, 

o. e 4.16) 

como es de esperarse para el ruido convencional de Langevin. 

Si el ensemble es lal que los segundo3 momentos llenen valores 

~n el equilibrio, la función de cor-relación de pCl) con las 

condiciones iniciales está dada 

kT ..S 
'k 

( (q/0) - ~ x(O)j 
2 >º 

w. 
J 

< B> come 

kT ó 
2 ik w 

J 

( 4.17) 

donde 6\. k es 1 a del t..a de Kronecker. EnLonces 1 ulil izando es los 

result.ados en la ecuac1on de ruido t- N(t.) ec. (4.14J. se obt.,1ene 

que la función de correlación del ruido es proporcional a la 

función de memoria. 

kTKCl-l'), 
N 
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4. aste- rQSUll.ado Slir l.;, llama. ru1do du cvlcr (f':'ori memori--.), t..ambi~n 

se le l lam.l el teorema de f luct.ua.ci ón-dl->l pación goneral i-.a.dc. 

4. LA ECUAC1611 DE LAtlGEVIJl GEllEPALI::ADA'º"" 

En es la sección :=.e rl".'suel;re la ecuaclón de Langev1n 

generalizada para -:=l <:.:-3;;..:·· d•."' un proc•2.'SO no-M~"rkoviano, es dectr, 

con ''memoria". Er1 .:•l 1.:-.:-..pilulv III S•?- moslr.:i.rc~n las inconsislencias 

manera natural .j .. ~ l;.. fi-:-1..:::,. m.icros;c:.:,;plca. 
18

'
131 

La t:::icuación de Langevin 9•?neral1;:¡,,da, es. dada como 

- f y( t. - s) ;je s) ds F'( l)' e 4. 19) 

donde rCl s) '.?s ol kerni:?l de memorta, FCl) es la fuet'"za. 

flucluant.e, y t.ien€' las $igutenles propiedad.:...;;;. G:i.us;;1an<'\s 

o 

J > - h•;'j•-•!) l~. ', (4. 2:0) 

En el caso espe-cial de qui¿. yC ¡t- - si) ; r 6Cl - s), la. ecua.ci~·n 

,C4.18) se reduce ,;i._ l:; E>i.:uación (3.21) dada 1;.n ¡.:~l caplt.ulo 

anterior. dende y 2s 1;-1. ci...,i:-f~i.:ii:mt.0' rle fr1cc16n de la ley de 

St.okes, E·3t.o t-s, ct~andr) ¡-(t_ - s) tiene un ancho en el. t,1empo, la 

descripción es no-Markov1ana O "ruido de color", como se mostrar.;\. 
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enseguida.. 

det.erm1nadas pcn- las f11r.c1on.,.,.;:. d(~ dist.r.ibuc1on de ~roba.btl1dad .. 
f'(f • 

l 
L ; . ·• 

r z' r.z. Y a q!.10 el 

procP.!.>o .-~s no-Maskovi.Jr10, la. ::::;ollJCl•;-11 d--:- C4.19) se..· es:r:r1be' 
11

'como 

·• 
~( l ) ·- s) FCs) ds, ( 4. 21) 

donde x(t) es la ma.trt-;: de aut.ocorrelaciC.n de la velocidad. y se 

define< 
111 

como su lransformada inversa de Lapla•::e 

= .¡.. y( ::: (4.22) 

yC ~ f exp[- zL] re L dt. (4. 23) 

Por otro ló.d>:.>, St" tifrr.e ql1e •::-l valor inicial do l<-t velr:ic1d~..:i se 

delermina por mf" ... dio de la di:;t:·ibuclón de M.):<well. est.,:i es 

-· WC v(O) ( 2rr~ T· m) 
3 

· ezp( - m ~C (i) · ~ Ü) /2kT } . (4. 24) 

De la ecuación (4-.21). se- sigue que el promediv di';- lit. vttlo..:idad es 
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y. 

1), (4. 25) 

donde { · · ·>º denot.a. ¡..:.roml?'dio sobre el ensemblf.t du las condiciones 

iniciales. Y ademti.s. se obliúne( l
9

l ld mat_r1z de aut:..ocorro::-lación de 

velocidad para dos tiempos. 

X (t z - tt) ., 

'( ( vl(t2) v
1
Ctt) ) }º 

:tCL J:tCl ) jv CO)v (0)1 + 
z l l J 

X C t.2. - l1), para tz ~ t.1, d¡tda por ,, 

l 

1 

;;;z 
z • 

f ds f ds' ;:(t
2
-t

1
) <F,Cs)F

1
Cs')> 

o o 

t 2 L 1 

~; f ds f ds'~Ct 2 -s);r(t 1 -s')~C ¡s-s' J)6, 
1 

. 

., o 

La integral doble F.-n el lz,do derecho de (4. 26) se calcula 

usando la lransformada doble de Laplace ~ 13 1
, e-st..CJ es 
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O) t1. tt 

Jdt
2 

exp[ -zt
2

] Jdl
1 

<?:<p( -="--,l ['is Jds' _;_Cl
2
-s) ;_Ct

1
-s') ¡·C ls-s' I) 

Q 

o o o 

:r;C z ) 

dT 
' 

d:; 
J 

La. 1nt€>gral anterior de (4.27) es otra ve= una trar1sformada. 

doble de Laplace. y se oblíene para e$la doble integral 



co ro 

J ds
2 
J ds

1 
exp[- zCs

2
- s

1
)] rc\s

2
- s

1
\) exp[- Cz + z')s

1
] 

., o 

oo ro 

J ds 1 J de> e:<p[ - zo] rC 1 a \) exp[- Cz + z')s 1 ] 

o -s1 

ro o 

0tC z ) + J do axp[ - zo] re 1 "' p J oxp[ - ZO'] re 1 "' P 
o 

re z ) 
z -+- z' 

re z ) 
z¡--z;-

ro 

J ds
1

( ~t, exp[ -Cz + z')s
1

] ) z.:z• J da exp[-ZO'] re l"'i' 
o -s1 

ro 

J ds
1 

exp[- Cz + z')s
1

] ~· exp[ zs
1 

] re s
1

) 

o 

y(z)+yCz') 
z + z' 

(4. 28) 

Susliluyondo est~ rQsullado on (4.27) se obL1ene: 

ro ro 

J dt., J 
o o 

dt, • exp[ - zt 
2 

) exp[ - z' t 1 

t. z t t 

o o 

ds • 

84 



(4. 29) 

De la ecuación (4.22) se obtiene que 

:t< :: y( z ) m(l-z;t{z)) 

y, 

:.:C ::') ;re z') m( 1 - z' x<z') ). e 4. 30) 

Us:.ndo eslas identidades en el lado derecho de la ec. C4. 29) 

nos da: 

x< z ) xC z.) y( z ; : ~: z.) 

(4. 31) 

Comparando con el result.ado C4. 28) se muestra que el lado derecho 

sat.isfa.ce 

m ( :te z + xC z•) 
z + z' 

o o 

:.:<z)x<z')) 

Comparando este resultado con la relaci6n C4.27) nos da: 
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lt l 1 

I ds I ds • X( t, - s) xC l' - s • ) o< 1 s - s • 1 ) 

o o 

e 4. 33) 

Por lo lanlo, la. matriz de aulocorrelación de velocidad dada 

por la ec. C4.26) se escribe en la forma: 

X Cl - l) 
\. J z 1 

e 4. 34) 

el cual muestra la esla~ionaridad del proceso. ~s decir, la matriz 

de a.utocorrelación se determina por la matriz de correlación para 

dos t.iampos 113
> dada por: 

~ (t. ) ~ (l. ) 
\. i J 1 

~.Cl)~.Ct.) 
\. ' J 2 

tct.)t.Ct.)>) 
i 2 J z 

{ ~ et. ' ~.et. ' > ) \. 2 J 2 

~( ;n 

ó. ,, xC jt. -1. /)ó ·] 
2 ' \.J 

Ó. . 
•¡ 

(4. 35) 

La matriz inversa está dada como 

[ 

6 
'J 

-:i:e ¡1. -1. pó. z 1 \.] 

-:t( /l -t, j)ó ·] 2 l 1,J 

ó • ,, C4. 36) 
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en la cual, el dttl....crrmir--.a.nt•? qstá dado poi 

Además, la función de disLribución para das ~iempos es 

P2C~ , t · . . . t ) • 

e 4. 37) 

1 m 
2n 

(~ -~ •• + t .. t - 2t" t. :t< \ t, -t. p)] 
1 -x'C\t,-t,P . 

e 4. 38) 

La dislribuci6n condicional para dos tiempos eslá dada por' 19
, 

ílz(~1. t.1 
P 2 (~s.. lt.; ~2. t.2) 

PC~1, t.s.) 
C4. 39) 

De las ecuaciones (4.26). y (4.34), haciendo t.
2

= t..
1

, se obt..iene 1 s.s> 

-3/2 

(2n \nT] exp[ - 2~ T t. t.] ( 4. 40) 

Además, la probabilidad condicional ílz está dada por: 
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~( ¡ 1_ > - t l 1 ~ l) • (V Z -

1 -x'Cit, - t,j) 

e 4. 4D 

Si el proceso es Markoviano, ent..onces la ecuación de 

Chaprnan-l<ol gomar ov C ver e ap. I I I ) ~ es 

e 4. 42:) 

Usando la relación (4.30). se requieie que se de la condición 

xc¡t .. 
3
-t

1
j). (4. 43) 

para todo t. ?: s~ t.. 

salisface< 191 para 

Esto es, esta ecuac16n solamente se 

x< jt.. - V p expc - ft - L' ¡o ) , C4. 44) 

para un.a const.ant...e D. Er'l conjunto con C4. 22), se liene el 

siguiente resultado 

y< " ) m O, (4. 45) 

el cual &s equl val ente con yC j t,-s p mD 6Ct-s) en •l lil!Ú le 
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la. rel.aciót"t (4. 40) no dQoscribü un proco:;o d., M.ad.ov. 

De- las ocua.cict-i@s (4. 2.6) y (4. 34) ~~-~ •.::..btion~ L1. i:orralac.ion de-

la velocidad t<:t) dada como 

t. ) V e s )) } 
J 

C4.4i';) 

donde 7{(t) se define a través de la transformada de Laplace x{z), 

en términos de la transformada de Lap!ace de y(l), y(z) 

(4. 47) 

Haciendo i~ j y t~ s. l~ r~lación C4.36) noS da 

kT/m, C4. 48) 

por lo tanto, un cáJculc similar a (3, 57). da para la aceleración: 

'/<< C t1.cs + t) - ~i.Cs) J 2> > 
\, 

( 4. 49) 

Pa.ra ver que este resullado no •:fivérge. se su~one que l.l. función 

rC!t-sj) esta dada pe~ 

~exp[ - ~J. e 4. 50) 

Entonces la t.ran'sformada de Laplace de esla ecuación es 
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y( z ) L 
T -]. -· Z + T 

Por lo lanto, se obliene para ~Cz) la s1guienle expresión, 

-· ::; + T 

zz + zr- 1 + (y,rm)r-• 

la cual es la lrar1s.formada de Laplace de 

a::b (a exp[ at.] - b exp[ bt]) + ~ a:b c .. xp[ aL) - exp( bl..] ). 

donde a y b estan definidas por 

a : 

y, 

b ~T - ~T (1 - 4 ~ T ) I .' 2 • 

( 4. ~l) 

e 4. 52) 

e 4. 53) 

e 4. 54) 

en general es fisicamente razonable suponer que 4-yr/m<< 1, lo cual 

es obvlo cuando L .. O. UU lizandl':I (4. '33) en la r&lación ~l.) .de l.a 

ecuación C 4. 49) 
fi'h 

se t.ieni:'.' 

---+ 
1 ->O 

C 4. 5:D 

Por lanlo. el resultado espec!f1co de yCJt - sj) en la ecuación 
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(4. 49) es 

( [ V ( S + l) - V ( S) J z > } 
' ' ( 4. 56) 

l · .. o 

1 a cual el ar amente no d1 verga. Como en C 3. 57) la d•2'pt:mdenci a en T 

muestra el orige-n del comporlamienlo particular en el caso de la 

dclt.a do Dirac. Podernos vpr que en los proc;..-;os no-Markoviano-:; no 

aparecen las dificultades matemática'.5 que surgf.H'I. en los procesos 

H~rkoviano-;. Por lei tanlo. la ecuación (4. 2q) de Langevin 

generalizada as consis~enle malematicamont~. 

5. DISCUS!ótl 

En asto capitulo se discutió que para un proceso no-fJ.arkoviano 

las ecuaciones de difusión y de Langevin ganeralizadas son 

consi st.ent.es, a tiempos peque~os 1 en el senli do f 1 sic o y 

rnatemát.ico. Esta consistencia ha sido mostrada. al suponer5e, en 

ambos casos. qua la funci6n do correlación para 1~ fuerza 

estocást..ica FCl) no contiene una funcion d~lt..a. est...o es, s~ Lit:ne 

un proceso con ''mGmoria" ó "ruido de color''. En consecue-ncia, se 

d&ducGJ quo<) la volocida.d Cpara difu~iOn) y la ~<:""l~r;H!lC•n Cpc..r-a 

Lange·:in) tienen un valor f1n1 to. 

El hecho escenc1al se r.:-onsldP.r·;. un proce-s.::o 

no-Markovlano permite que los result.a.dos oblenidos a parlir de la 

ecuación de Langevin general i =ada describan el campar lamiento del 

sistema Cpart.icula Browniana más baf'ío lérm1co), el cual da una 

descripción más cercana a la r~alidad. 
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Esl~ di~cu~ión ha Sido ut1l para ~isl1ngu1r l~ difer~nci~ enlre 

un proceso de Markov (cálculo de Stratonov1ch) y un proceso 

' no-Markovi ano C cálculo de I t_o-St rat onovi ch). De l gua! manera, se 

ha recurrido 

diferencial estocaslic:.:. d0 L.:1r:gevin. Eslt2' ultimo aspect.o reviste 

especial inleres porqt1(• L:.. formulación pr~cisa de modelos 

microscópicos para d..:idur::ir e.;la'S ~cuacionos ha sido objelo de 

amplios esludiosc;,o.a,i:i•. Aqul, se trató un modelo flsico 

simple que permtt..e, no obstanLe, formular conclusiones muy 

generalas. 



CONCLUSIONES GENERALES 

Las ecuaciones diferenc1.:tles hctr, i rr:...:mpido 

recientemente én una gran •:.J.n+,1dt1.d d1.? ~;,r•=-a:; ét.• 1 a cienc1.:/
1
•
7

·
91 

La invest1gac16n de é~t...:i.s. on e-1 asp0cto for·m.o-tl y on las 

.apl ic3.Ci one·3 ha gen'3r?.do i mpor t, .3nles resul t. a.dos, que d1? una. u olra. 

-:;~ comporlan d•? manera ~5l-oc.á~LLca .. 

En esle lra..bajo st• discul1ó, dC? manera básic.:1. la formulación 

fenomenologica de la.s ecua•.:.ior.t?S d~? difusión y de Langev1n 8n el 

contexto del movimiento Browniano. Las hipótesis de solución. 

conocid.:..::; como ruido blanco. resultaron ser inco1)s.ist1~ntes cuando 

sl3 toman en cuent.a lien;pos muy pequeKos c10-tªseg ::::: L<< rn/r) Esto. 

mot.ivó la introducción de ecuaciones y de h1póles1s de solución 

más complejas~ las t'?cuacione:: dr~ difusión y de Langevin 

generalizadas y los proce-~os Gaussianos no-HarkoVidnO::;. t.:on éslo, 

las inccnsist.encias. a lii::-mpcs corlos. fueron removidas. Para 

t.iempos largos Ct.>> m/y) es posible recuperar la Markovianid.:td, y 

con ellas. las ocuacioneo:; cLJ31C.:\S rj ... .:? difusión y La.ngevin. 

La formulación del probl em.:i. er1 t_ér mi nos de la ec1Jaci on d~ 

Langevin es conocida como el calculo de Slralonovich; la 

formulación en lérm1n.:i.z de- les pru-_:_,.:_.s;os d~ Wi':?n&r es ll."'i.JT1ado 81 

cálculo eslocáslico do: Ilo. Er. el 1';3.SO line .. ü la total 

III. Para el caso no lineal (generalizado) e~t..a l~qu1valenci.a no 

ocurre pero la relación entre uno y f'Jlro tke:s.ull3. lrivial
110

). 

El l.rat...amient..o no-M.arkoviano a menudo es pasado por alto en la 
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mayr:.iria de la literatura. relacionada con el Mov1mit:tT1tl...., br,_,·,.,:i~~· .. , 

E:sl.o es debido pcr un lado a la enorme dificultad m.1.temática del 

Lratamiento no-Mdrkoviano Ccoyos aspoctos Gscenci.a.les fueron 

mostrados en el ca.pllulo I'/), y por olro lado a q1Ja el c.álculo de 

ciertos promedios C¡:ior c~Jt~mplo corr.:::.:·l;"ciones en la posición) dan 

resultados finllo~ y rl<?scr1b0n ,).decuadam~nte las respe-cliv<ts 

siluaciones físicas. A pesar de ello. vimos en el capitulo III que 

otros promedios (p. o., la correlac1on en la velocidad para la 

ocuaci6n do Langevin) llevan a resultados en tot.al contradicción 

con los resullddc•s 0xper·imenlrtl8::i. El remt=dlo d t:!'::ita :::;;1Luaclún ia-s 

considerar situaciones ligeramente má.s complicadas, es decir. 

procesos no- Markovianos. 

Como punto final mencionamos que el tipo de procesos 

no-Markovi anos. adecuados en el tralamienlo de 1 a ecuaci on de· 

Langevin es motivo de invostigación ~ctual. Concluimos que éste es 

un tema en el cual estamos interesados en un futuro lnmedialo. 
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