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PROLOGO

La'na;eéidad_de #reyec dstinLas.evenLQalidaﬁss a ser enfrantadas
‘éor dn' Eroductor en  una expictacxén éanadcra asi’ como - la
oEganizacién de base de las exploLaciones 9 la utilizacion rﬁtufa
mss adecuada  de los recursos de que se dispondra, Aa dado ofigen
al‘présen¢e modelo de simulacidn,
En México el 25% de la poblacion na Lomérleqhe b’ el B5% na come
carne _reguiérmente, Ante ésta Situacidn, las autoridades del pals
en materia de alimentacién estan interesadas en apoyar programas
nacionales encaminados a lograr un inéremento en la: produccidn de
‘alimenios;' especial mente -en areaé Lfc#icales ‘consi der ando que’
estas ‘poseen un alte potencial de produccidén a corto plazo.
Este modelo se desarrelld tomande en cuenta las precocupaciones. de
los * investigadores del Centra de  Investigacidn, Ensefianza -y
Extension en Ganaderia Tropical (CIEEGD(Tlapacoyan odo.de VER.D
aependlente de la facultad de Medicina Veterinaria y Zootecnia de
la. Universidad Nacional! Autdnoma de Méxica. donde la situacidn
ganadera de la regién tiene un papel importante a nivel nacianal;
Scle la zona de Veracruz rapresenta un 30X de la produccién‘
nacional de leche sienda en su mayorta ganado de doble propégito;
este es, que el ganade produce tanlo leche como carne y se abliene
a partir de dos razas espocializadas como son la Holstein y la
Pardo Suizo cruzadas con el ganados de la zona especializade en
carng, el Cebu,
La importancia de un modelo de simulacidn para la regidén radica en
la mejor organizacién de la produccién tante de carne como de

leche Yy que al mismo Liempo se¢ eshé baneficiando al producter, de



ra pen_.ar en ext.rapclarlm 3 m.veL ‘nacional’

: cada regxcn y - cada B)tpchdCLén

E.n o1 capLLulo unc ss; desarralla parLe de la Leoria de pro:ﬂsos‘
Hestocéshicos -queée fué’ de gran ut;lidad para 1a ccneruccién dal'
- quelo ' correspor}da prxncxpalmente a Cadenas de Markov finitas.

El ‘capLLulc dos mueera- la construccién del modelo asi como  una
aproﬂmacién hacia una situacidn real para campr abar la
flexibilidad deol modelo tomando en cuenta diferentes estrategias
de explotlacidn que puede sugerir un productor de ganade bovino.

Finalmente, el capitulo tres extiende el modelo propuesto para
pedor dar no solo un prondstice para la situacién demografica del
hato sino también para la econimica y asi determinar de acuerdo al
Ltipo de explotacidn de hato que se eolija, que repercusiones
econdmicas resultan de éstas y si desde este punto de vista le

conviene a un productor llevar a cabo tal explotacidn de su hato.



1| CADENAS DE MARKOV.

l.I,IInLroduccion.

Desde el punto de QisLa de la Probabilidad, un Proceso Estocksiice
se  puede definir como’ un coﬁjunto XKD, v e T Y de
variables aleatorias, donde T es el conjunto indice del proceso
mejor conocide zomo el paraAmetro del procesa y puede ser discreto
o continuo:

A lo largo de Lodo este trabajo se denominara por ostados del
procesc a las difersnles categorias en que es posible clasificar a
los individuoz de una poblacion. Si  suponemos que  en una
institucidn educativa se clasifican a todes los alumnes que la
componen de acuerdo al grado de escolaridad. seria posible modeia
@l paso de los escolaras por las distintos grades que la conforman
mediante Cadenas de Markov y asi preguntarnos por las
probabilidades de que ocurran C(por ejempleod los siguientes
eventos:

a) Que el alumno acredite al siguiente atio escolar.

B) Se gradde.

c) abandone la escuela.

d) Rapruebe.

En el contexto dJdo codenas, estos eventos estan dados por las
probabilidades de pasar de un estadc a otro en ¢l caso de a) bl y
<) y de permanecer en el mismo estado en el caso de 4.

Existen sistemas en los cuales la probabilidad de que éste se
ancuentire on un estado dado en algun instante dado Lz. s pueds

deducir del conocimiento del estado en el que se encontraba en un



Viris!.a;n!,e cualquiera anterior Llr ¥y no dépénda del desa.rr.*ollo del
sl.stema antes del instante L{ Los prcce;;o: estcocasticos . que
satisfacen esta condicidn se les conoce como Procesos de Markov vy
a este tLipo de procesos que tienen un espacio de estados disz;.reto
sin importar la naturaleza del parametre se les conoce como
Cadeonas de Markov. En particular., a la condicién antes menqionada

se le conoce camo Propiedad de Markav,



1.2 Probabil idades: de Tra‘r_)sir:icn.

E)t;finicién" Sea £ un espacxo finito de astados - y. € %, 3, n 20

al estado en ‘L ‘que’ se enr:uant.ra 01 sistema al tiempd nl Entonces

una’ Cadena de Markovl es. . tal que ~ para h_=0.1.2_.3. v Y para
cual'esquiera :estadcs R e
B = 1 2 3 n+d
PCX IR ==, X FO
n+l nol 2
= PCK = | X =3 D c1d
n+t n+ 4 " n

A'la probabilidad condicicnal (12 de que la cadena se encuentre on
el estado * . al tiempo n+1 dado que se encontraba en el estado
. al tiempo n se le conoce como probabilidad de transicién a un
paso del estado x al X debrdo a que va del inicio de wun
periode al final del misme. Las probabilidades de transicidn se
representan en forma matricial ya que resulta muy apropiado para

simplificar calculos posteriores.

Sea

t1 1z 1l
21 2z o zk
Pax az =~ ot Ik
P o=
Pkt pkz o o ’ Pkk

una matriz de Lransicidén con kb extados.



‘Las entradas P, de .esta  matriz, 'denotan las probabilidades
" condici onales de que la cadena se. encumntre en el -estado x, al
final de un perfodo, dado* que se encontraba en el estado * al

‘principico del ‘mismo. y son. tiles que




1.2 Probabilidades de Transicidn a m-pasos.

Muchas veces regsulla’ dtil calcular probgbllldades de transicidn
varios peéiodos adelante. y no 50lo Uno como en 6l cass anterior,
parg Vtal efecta  se utiliza la mitri; de transicién dada
- anteriormente. Denotaremos con P‘m’Cx,y) la probabiLidad de ir del

estado "x’' al "y' exactamente en m pasos.

+m

Sea PMex,y) = PCX &y | X =0, mzR

la probabilidad de ir del estado *x' al 'y’ en m pasos

Entonces
PO Cotuyd = PCR. = oy | X = 50
nem L]
=§ch" =z | A = PX =y ] X =k X =@
=P Mex.z) PCX =y { X =x X =z
z ' nem [a] M n
=pr' Mo, r ™oz, : ca
z
¥y sea

1, x=y

Ahora, haciendo m=1 en la ecuacidn (2) se tiene



¥ 'P{n; 1)

cxiyy =B P Mk mapez, ¥y : 3>

1o’ cuil recyerda el  producto: matricial. Entonces (3) - establece

CnR+s)

“—"“(x,y’) de la matriz P se

que, ’ipara obténer e].‘_elem'entc P

de la matriz

‘t‘ie_nei-'ql;l_é’ mu‘l(‘.‘iplica‘r Yos ‘elementos del renglén tx

Ctny e RS o
sP U Ypor los! elementos s correspondientes a4 la celumna’ 'y’ de la

Pyj_'rykfi-s'uvmar—. Lédos los resultados. . Teniends  esto. eh
_Cdi"{sié;r;;ij&n.ﬁ y'rhra‘ciendo ahora n=1 y m=1 en (&) se observa ql;vé la -
n;au-y'i'i»':rie transicién a dos pases PP es el products de ia Vm‘a.!.r:}z
P porslla misma. De manera mas gsner.a.l. usando (3 se 'pucl_»;ié.
”d.éi-nosﬁ-ar por indugcisn que la malriz de Lran.sxc‘i.'cnra n—paspé pi
es Ya n-¢sima rotencia de la maltviz P, 7 7 )

-En (2) se observa que P Mex, 2 ¥ P(""(z,y) son.las entradas de. la
n-ésima y m-ésima potencias de la matriz ciie" trans;cién
respectivamente. Ademas. es claro gque C.E) reprasenta - ung'.
proebabilidad que engleba a todas las posibles trayectorias que
existen para llegar de un estada 'x’' a otro eistad.oj 'y* ‘en’ n+m .
pasos. B

Con fines de ejemplificacién se propone  la - sigulente matriz de

transieidén con 4 estados

E1 E2 E3 - E4
EL ] 0.8 -0 0.8
P = E2 [e2=1-] ] o] 0.75
E3 0. 25 Q. 2% o 0.5
E4 0.5 0 0.5 (o]
La Za 3a y 4a potencias de esta matriz se muestran a

continuacidn:



El : SCEEC L VS L E3 . Ed

El [ 0.375 ‘ o' i loes . 0.375

CE2 ) Tolars T 6l1gs 0.375 . . c.185

p3 = 'E3’| 0.3tes” Tlo.1Es - oles . o.31es

E4 | o125 0.375 .0 .. 05

E1 ' E2 . E3 E4
1 . o.25 0.285 - . 0.1875 0.3125
E2 | 0.1875 0.28125 0, 0825 0. 45875
P’ = Ea 0.25 0.21875 0. 15885 0.3758
E4 [O.34375 0. 0825 0.25 0.34375

E1 E2 E3 E4

El { 0.265825 0.171875 0.18825 0. 40825
ez | 0.3=20313 0.109375 0. 234375 0. 335038
Pt = E3 0.28125 0.1640863 0.1875 0.3867188
E4 0.25 0.234375 0.171875 0.31375

Si se deseara determihar la prebabilidad de llegar del estado 2
al 4 después de 4 perfodos , haciendo usg de la fa&rmula (32

obtenemos que

P ez, 40 = P e 10pC1, 40 + P T 0pca, 40 + PC T e, P,

0. 335938

i

que es el valor correspondiente al segundo renglan ¥y cuarta
columna de la matris de transiclin wievada a la cuarta potencia,

Asl, cada vez que se quiera saber la probabilidad de llegar de un
astado "X’ a otro estado 'y’ después m periaodos (m2&) la matriz de
transicidén serd de gran utilidad ya que al olevarla a la m-&sima
potencia ese numero estard contenido en la posSicidn (x,y) de esta

ullima matriz.



1.4 Probabilidades Incondicionales. =~ =" i

Dentro del contexto de probabi Liaadés in'condic'l‘on:;‘\rl'e:s; ded‘aj Vcadebria o
se mencionan tres casos, la di.s'.."»ribuﬁc-ién—;ni»ci;al. 017-_"/&77'5:&‘0#7___:‘173
probabilidades intermedias y la dlstriﬁucién‘osLac_ionéxria,

La distribucidén inicial serd un veci;or. cida una  de  cuyas
componentes representa la correspondieﬁta probabilidad‘de. que la
cadena esté al principio del primer periodo en cualquiera de sus

estados.
Pefinicidn 2. La funcién ﬂaCx). ® e £, donde-
SRR = PCK =D % & £,
g < S . .
se le conoce como Distribucidn Inicial de la Cadena. y es tal que
nc= 2 0

Eﬂoﬁx) =1

x

Ahara, mediante la distribucidn inicial, @s posible representar la

distribucidn conjunta de la cadena como =sigue

= POY =» 2 POX =x 1){ =x 2
S o 1 1 [=3 o

=M Cx 2 PCx ,x 3.
=] [+] o 1

10



POX =2 ¥ =x ,X_=x 3= PCX =x X =x3 PCX =x_ | X =
o [-3 ‘, 1 2 z e L) 1- 1 - z 2 8 .o
usande la 'prop'iedad'de"mark‘ov s2 Liene .
= M 3 PCx %0 PCX = | "X =3¢
=31 BRI § z ..z A O }
= MR PCk %I POx 20
° e Qe 12 .
En general se tendria que

PCR =% % =x, . . . & =x¢ 2=l Cx DPCa WX IPCx %2, . PLx__ % D,

o o Lt n n =) a o 1 2 n=1 ~
Por otro lade, utilizanda la distribucidn inicial de la cadena y
la matriz de tLransicidén., encontramos una férmula recursiva para

actuvalizar esta distribucidén al paso del tiempo, la cual se

presenta a continuacidn de dos formas

conocidas come probabilidades incondicionales intermedias.

11



‘Dentro deli:o'r'\b‘eixtov de probabilidades incondicionales S_e.ancuan!-r.a
Lémslén 'iigldislribuEién 'asiacionarxé da '15; c;dﬂna. bicha
dieribUciaﬁ‘ - sera. gtil  para ‘- poder ancoqtrar su E:omportamient.o
asiniétice; : . _ L
Hac;endo uso de las Vecuac.Lones dadas por ‘_ <42, 'se  tiene ‘

equl valentemonte que -

de donde en el limite, si existe una 'n‘:lisvhri'buc'iién estacionaria se

tendra que

Definicién 3. Sea {X». n 2 O una Cadena de Markov con espacio de

estados £ y funcién de transicién P. Si (x>, x € £, son nimeros

nonagatives tales que

i Co=1 Y
x

L M) PCx,yd = Kyd, y e &£, 1453

x

entonces a [1 se le conoce come la distribucidn estacionaria de la

Cadena de Markov.

iz



1.5 Clasificacidn de ostados. o s

-Dentro’ del contexto de Cadenas. de Markov, ) los- estados  se pueden
clasificar en recurrentes, Lransiy_torxos' y absorbentes . para ésto

sera necesario hacer usc de la siguiente

Definicidénd, Sea < X >, n 2z O una Cadena de Markov.con aspacio de
estados £ y funcidén. de Lrans_xcirbn P
Di’remos E;ué 'x" conduce a 'y’ si-existe.alguna n 2 0 tal qué
Pk yd > 0

incluyendo e¥:caso x=y.

Definicidn 5. Un conjunto C'de estados se llama cerrado si

P x, ¥d =0 para. xeC , yeaC

para toda n 2 1

Definicion S.1 Un econjunto cerrado CC) es irreducible, si para

cualesquiera estados %, y & Q7 Cnorneézesarialment.er distintos)

existe alguna n = O tal que P™¢x, 33 5 G,

13



" Abs orrb‘e'__r_\_t,resr."_ -

Haciendo uso _c'ia'"lalé der"'n'icicnes' anteriores, podemos da_cir: que “un
estade e’ abéor’bpﬁLo- si un‘ai' vez que és- alcanzads . es 'impcsxbie
salir . de 6l Por lo tanto uyn'séléf"esiacjo’ Cxd7que forma un conjunto

cerradeo CC) es aﬁsorbente; e's-deciyr'

Pk, y3=0 xeC i, y G Yoz,
¥ como en toda- maLri;.esLocéLstlca" .
T P:';," =1, Yoz
i

ze tiene en consecuencia una probabilidad igual "a"’'1 asignada- a

esto estado de permanecer en &l mismo.
1.5.2 Cadenas Irreducibles.

Pefinicién B. Una Cadena de Markov es irreducible si a todo estado
se¢ puede llegar desde cualquier otro estado .
Ahora , usando las definicicnes de la seccién anterior Leﬁeﬁcs

equivalentemente el siguiente

Teorema. Una Cadena de Markov es irreducible, si el unico conjunto
cerrado e irreducible que existe es el conjunto de todos los

estadoes,

Mas adelante, s verd que este bLipo de cadepnas resultan ser
recurrentes o transitorias dependiendo del espacioc de estados que

se tenga.



1.5.3 Estados Recurrentes y Transitorios.

Alo iargo' de esta seccidn, se denotara como pxy a la probabilidad
de lrl'egar“ del estado °*x’ al 'y’ en alguan tiempo n=l1,2.3,...

‘Haciendo usc de ¢sto Lenemss la siguiente

Definicidn &, Un ‘esLadc 'y’ gs recurrente si pyy= 1 ¥ transitorio
si pyy < 1.

De agqui. es ficil ver que si un estado esn abzorbanfe entonces es
recurrente; aungque no necesarliamente el reciproce e cierto,

Con el fin de poder hablar de las propiedades y diferencias entre
estos dos tipos de estadoz se daran algunas definiciones.

Sea lyCXn) una funcidén indicadera gquw toma el valor de 1 si la
cadena se encusnira en el estado "y’ al tiempo n y toma el valor
de O en ¢ase contrario. Entonces si se denota a Nly) como el

numero de visitas al estado 'y" se tiene que
Y 9

NCyY = D1 CX D,
v e

"
Entonces, para determinar lix probabilidad de que NCY) sea igual
a m habiendo partido de un estadeo cualquiera 'x*, seria Util
pensar en pasar por el estado v’ una primsra vez y luegoe regresar

a @l m-1 veces postericores pero con la condicidon de que una vez

qQue Se ha visitado las m veces no se regrese a @l, es decir

PC MY =md=p @ 'C1~p 3 mzt. (453}
d xy Yy vy .

15



De aqui, pcdamés extraer la probabilidad de éixe NC YD) sea al menos
m - habienda parLido de otro estado *»' si en la expresidn anterior
eliminamos la ’prababllidad de que . una vez que ya lo .visité 'm

veces no regrese a 4l; es decir

’ > 'y = Ll > .
PXC 'N(yD > m ny pyy m 1. [drp]

Ahora, uttlizande la ecuacién €73 y suponiendo que 'y’ es un
estado transitorio. se verd que el numero de visitas a éste estado
sera finito sin importar de donde partid la Cadena de Markov.

Puesto que 'y' es transitorio se Liene que 0 s pyy < 1 .+ entonces,

23

PC NCy3. = w3 =PC NCY). 2 3

Tlim
m e 00
O -1
= lim " =9,
o pr PYY
m - ®

Otro resultade de gran utilidad es poder calecular el namero
esperado de visitas a un estado 'y’ partiende de olro estade 'x'.
Denoctemos por GOx,y) a dicho ndmero y por Ex( > a la esperanza de
variables aleatorias definidas en Lérminos de Cadenas de Markov. y

que parten del estado 'x'.

18



Entonces

%

KLxayd = ExC NCyd D E:-:(' z ly()(n') J

Lad
= E Ex( 1yCX“) pl
=5 P“C Xh=y 2

n

=y P T ex,w
n

Ahora, usando ésto y suponiendo nuevamente que 'y

es un

estado

transitorio, se verd que su numero esperado de visitas es finito

ya que

@
Gx, vyl = E‘C NCy? 2 = Em PC NCy) =m D

mEo
® m=4
= m <1 - Pl
mgo Puy Pyy Pyy?
@ m-i
=p Cl-p D LEmp
Y Yy m=0 Yy

= l-p 3 7 C1-p 3%
P Cyy Pyy
= s (- ) < B
Py Pyy @
Eor consigulente como

GCx,y> = L P

17



S0 Lione on consecuencia dque

Laim P™ ek, yd =00, - x [4:3)

n o

n
k!

Por etre lado,w si.-'y'.'es . un-estade recurrante, la. ¢adena lo.

visitard un nimero infinito de' veces. ya que 'pyy=‘1 v de acuerdo a

€73 se tiene que .’
PCNCY) 2@) =l P CNy) 2md =lwm p pl ' =p
x o m - - m -»m - :
y an particular
P.CNCY) = 03 = 1,
y - .
Adomas si 'y’ ‘es recurrente se Landréiqua'

6%, yd ® @ .

i



. :1 5 Eigenvalores ¥ E:.qerwm-t,ore

“ La pr‘esenf.a ‘secct én-._ pretends’ mo:tr'ar un poco luteoria de 1? )
'descomposx cidn de - una matriz cdadrada P ) e Lérmi nc? e sus
ezgenvectores ¥ e;gsnvalcres puﬂsto que mas adelante  Nos Sera dé.
gran,utilxdad. 7

‘ Supongamos ‘que- las. raices de la ecuacidn caracteristica

SpPi- AT = O
son distintas.
Entonces, para cada ‘eigenvalor .\j es  posible  hallar ' leos .
carrespondientes eigenvectores derecho ¢ izquierdo gJ z; - de. tal
manera'que lasg ecuaciones
. ;
Px = Ax Y ¥ P = Ay’ [S=b}

" Sean - H = a

las correspondientes o matrices’ de : eigenvectares . derechos e

izqux.er':lcs respectivamento EnLonces' de acuerdo a (O Lenemos Las

equl val en!.eg ecnac i onfae.

19



PH = HATLURTP R AR o aw

<

Bo= HAHY= CROTAK : c1Lo
donde
N [ed - Q
1 .
o b B o
A= z :
o . Ay

y ademas se tendra que

K HAH T 2 AK ok HAH? 2™ =2
a K H =1

K= WS (423

Ahora, haciendoe uso de (12), tambien 'es posible representar la

matriz P de la siguiente manera

k
P=TN? : ci3n
ER]
=1
y donde R =x ¥ IR TR

a0



Entonces, ‘utilizande (132 se puede calcular la n-ésima petencia de

la matriz P coma sigue

P" =3 .\’; n . [SPS)

Cabe mencionar, que a r?j se le conoce como la descomposicion
espectral de la matriz P, ¥y que cumple con las siguientes

proplredades

np = 0, wj

Las tres propiedades resultan de C12) ya que
Cy’ x2 =0 vV iz ¥ Cy* >_<{) =1 ‘i=j
L]

Por lo tante

(e wPICa vy = 'y =
Cf) = Cg 20y v = Cyl x3Cx ¥ =0

= C(x y' 'Y= Ly’ xJCx y'd = ¢ 'y =
B, Cz:J ¥i20x ¥ vioEp0x vl B, X .

a1



Es importént'é _h;qayrv n:ﬁ.af- Aque ei célvcu;O'anLer’lol”pue-de realizarse

también ;'partlrf 'é!er_t‘,-i'l) cr:AbLerﬁisnag_qL_le_, RN

PR o= HOATHTA

Aprovechando lo que se ha hablado en esta

afirmar que toda matriz estocastica tiene. asecclade el eigehvechor

L y por consigulente el eigenvalor 1.

Esto se deriva del hecho de que toda matriz estocastica ¢ P >

cumple can que

lo cual reguerda las gcuacicnes dadas por C3).

sacecidn,

Adamas, usanda al tecrema de Perron-Frobenius,

garantizar que no existe ningun otrco eigenvalor

exceda a 1; es decir

max Ikll 2 min € max
i L

Considerando lo anterior, afirmamos que ninguna Cadena de Markov

finita e irreducible podré tener solamente estados transitorios,

Para probar esto, se sabe ya que
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y coma [P Ltiene asociado entre sus. eigenvalores al 1, sucedera que

lim P" % O
ne o

lo cual contradice la scuaciédn (8).
Por otre lado, si la cadena es irreducible y existe al menos un’

estado recurrente, entonces tados los estados seran recurrentes.

a2z



2. |. CONSTRUCCION DEL MODELO.

La construccidn del madola estd basada principa‘l‘r;\enf.; ;.=n la tearia
de Cadenas de Markav que se ha mencionadd con’ anterioridad. Cada
animal de la poblacidn que se pretende model_ér ;:dnsLiLuye una
realizacidn del praocesa. Par lo tanto las realizaciones de .la
cadena dificilmente seran iguales ya que los animales al inicio
del estudio Lienen edades diferentes.  No obstante, ‘debe quedar
elara gue no se analizard lo gque =suceda a cada .animal an
particular sino al conjunto de ellos,

En el astudio de la evol uciénv de nuestra poblacidn, es de interés
saber cual sera su distribucién de edades despuds de n periodos
Lomande en cuenta diferenfes estrategias de explotaciédn de hato.
Esto se debs bisicamente al hecho de que un ganadera, podra tener
mayor praduccisdn tanteo de leche coms de carne si legra gue la
mayoria de sus animales se encuentren en edades jdvenes al paso
del tiempo. Para ésto definiremos posterrormente a la distribucidn
de edades de la cadena.

La poblacivn a la que se le ajustara el modelo forma un grupe
abierta; es decir, ademids de las salidas gue ocurran en sl
sistema, habri tambidén entradas dJde nuevas animales al paseo del
Liempo.

Be ha supuesto gque las salidas serAdn ocasieonadas por la nmuerte y
la venta de animales en cada periodo de proyeccidn.

Por otra parte, se ha supuesto también que lac entradas ccurran de
la siguients mancra:

aY Ingresen al sistema nuevos animales que reemplazaran a 19z que

murieron o a algunos de éstos en algun periodo de proyeccldn en



partiéular. Asimismo, reemplazar a tedos o a algunos de los gue se
vendi eron.

bl de los sobrevivientes en un delerminado periodo,se selaccione a
los adultes que estén on eodad de parir Cde acuerdo a - la
distribucidn de edades) y de esta manera puedan entrar al sistema
los hijos de los animales que luvieron partos,

Para el presente modelo se ha considerado que éstos, son los
unicos fendmenos demograficos que influyen en la evolucidn de la
poblacidn

Como se parte de una matriz de transicidn cuyas entradas
representan solamente las probabilidadoes de sobrevivicr de un
estado a otreo., se incorporardn a ésta en forma vectorial los
valores tanto de las salidas comoe de entradas al sistema.

De esta manera, se podrid contabitlizar periodo a perfodo los
cambios que sufre la poblacidn en cuanto a los animales que la

abandonan, los que ingraesan y los que permanecen con vida,

Dichos vectores seran denomrminados camo:
13 Supervivencia.

2> Muerte.

3% Venta,

4) Reemplazos.

5 Partos.

refersncia 2 los

A partir de este momento, cada ver qus se hag
reemplazos nos estaremos refiriends explicitamente a la compra de

animales,
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2.1 Distribucién de:sdades. .

Po;' medi'p rae‘ 'Ia“diét,ril':uciénrde edad.z?s de la cadena seri poasible
saber’ cual ‘.Vs‘arér la dlstrihuciﬁ.m promedio’ de ‘edades o. Lal;lah‘osr
denLro\ Ae la poblacidn., Esta distribucion estard dada por los
pércantajes que los 1ndividuos de una edad determinada representan
del total de la peblacidn ya sea &l inicio del estudio o on_algln
perrlodo de proyeccidn en particular.

Haclenda uso de esta distribucion, resulta de una max"\sra‘ ml.;y‘ 1
sencilla agrupar al Lotal de la poblacisn dé acuerdo a sus edades.
As{, la distribucién de edades de la cadena al {nicic del \~é'si‘mcrz
pericdo se denotara coma 7 L Er
- P A AR d;"_.ﬁ. U= Cn 1y
En particular, 1la disf.ribucién de iec_iad;as .éi inléia dél"primer‘

pericdo se denctara como

,
ater ¢ &%, g, g qto? L gty
= 4 2z E . 13
Ademas cumple cen las siguientes propledades
ol 1Oy
£La,”=1
e=1
da‘'t’ =206 L = 0 . .n

A3
en donde s¢ observa que la suma de sus componentes serda uno al
inicio del primer pericodo; después e ésle, su Suma podra o no
vol ver a ser igual a 1 dependiendo del comportiamento que tenga la

evalucidén de la peblacidn.
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2.2 Reemplazos.

En las poblacicnes que forman un grupo.abiertc conn lo . es el caso
que se pretende modelar, puede pénsarse en la incorperacidén a'la
poeblacidn de tantos nuewvos individuos como 5e quiera para aumentar
su tamafo, =in eombarge, los nueves ingresantes bien - podrian
reemplazar solamente a aquellos que abandonan la poblacian ya sea
en su totalidad o sdlo a un porcentaje.

Es importante hacer notar gque laos reemplazos vendran dados en
forma wUnica; es decir, se reemplazara conjuntanente a los animales
que resulten de la suma de las muertes y las ventas. Es claro que
este ne impide que en algun mopento las causas de egresos del
sistema aumenten.

El vector de reemplazos se denotarsd de la ciguiente manera

pl cal

N : <
que indica que un porcentaje IOOc“ % de los nuevos ingresantes

[¢)

en el periode (—ésimo tiene la edad 1, un 100(:; % tiene odad 2,

etc.

Ademas serd Lal que

Cuando se quiera reemplazar en la peblacién menos animales de loo
que salieron del sistema, siwmplemente se pre-multiplicara este

vector por una constanbe (2.

I
~



2.3 Mecanismos. de.Egreso e Ingresc al sistema;

La matriz dé transiciones asociada a l‘ya 'pobl.éciyér‘{_qure' "sé ‘\va a
) @dalar ayudara Va encontrar. los vectoras re’si.a.'m.as (sﬁpérﬂ vencia,
abandons, partosi, V

Come la Cadena de Markov és frini.!.a,‘ se Li’eﬁen en 'cons%yrﬁencia k
posibles ‘est.ados(edadeys:, Yy como y# vimos, dos causas do abandono
:iue son muerte y venta; denotmﬁqs,ra [estas e&Lados _pcr‘ Siy s2

respectivamente.: Entonces 14 matriz de - transiciones tLiene la’

forma. ! IR s
st osa
oL 5
- . qll_ qlz
D 92y Y2z
gy "85,
R = T Y
qkl qki
1 o
] 1
J

Donde. Las .poteoncias de

de transicidn a n péses

Para expresar de una forma mas clara: la incorgoracien de ‘estos
Ultimes vectores, considere la siguiente particién de fa matriz

original R



donde [P contiene. las. probabilidades de sobrevivencia dentro  del

sistema, y @ las prcba!ﬁil idades de egresos ‘dél mismo.

Entonces, haciendo-uso de la distribucion inicial 'y la particidén
dada para [P, se tione de manera recursi.va una férmula para hallar
los sobrovivientes de la cadona al inicio del CL+1)-ésimo perioda

dada por

diriep Sl S emy

De la mi sma manara; el‘ 'porcant,aje: de iﬁdividuos queja lo largo-
del. i-ésimo periode abandenaron el sistema ests dado per: .

gu) Q1 ¢ 45

donde 1, es un veclor columna de dimensicnes apropiadas cuyas
componentes son iguales a uno ¥ el objetive del producto es sumar
las columnas de @, que como hablamos dicho representan a las
probabilidades de que los animales mueran ¢ sean vendidos a
delerminada edad.

Ahora, incorporando en la expresion (47 <l veoleor fue define o 1las

reemplazos en la cadena y usando {3}, obbanems nueva

o}
a
[+4
a
—
o

distribucién de edades para los sobrevivientes al inicio del

Ci+ld-ésimo periodo esti dada por
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"o, equivalentements,

‘d

Civt”

d

Civi

La incorporacién  a' la’ poblacién' de los  nuevos individuos r;;yue‘

reempl azan a los que salieron, 'define una nueva Cadena de Markov

cuya matriz de.transicidn H se muestra enszegquida

o P O .
1
o O P_.
z
o o (o]
W = .
o 0 o .

o,

El
EZ

E3

EK

[La ecual,

io que es lo mismo,

E1

cqll*qiz)cl

Je
22" "1

Jde
1

€q,,™

anx+qaz

| chx*qkzbcn

teniendo en cuenta que

o qxt+q12
© R P
El o qat.hqaz ¢ ¢, ¢
. . . . 1 z
+
e qkl+qk2
E2 E3
Cq“+q123cz+F" Cq“+q‘23:g
qu‘*-qzz)cz €9,,%9,,°%,*F,
cqax+qaz)cz Cq“*qazlcj
-
‘ququzacz '
Pt+q\1+ qtz=1 b=l oK
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Cq  +q

Je. 0
11 1z” Tk

de

cqzn+qzz k

chl l+q323ck

Cay,*a,,7%,




'Vy suponiendo >i:‘;vijé' si:ve‘,‘rmlam‘plécéé;‘a ,t’;od’a.s 105 animales que abandenan
‘el .si‘stema,‘ddfar}te el ipertodc-:’ ‘i’-'éﬁsi"mcr.:r se Léndré una nuéva matciz
estocéstxca i : . EEN i . ‘

Por ultimo, se Vlnéorporar_én_a:]:.'ais‘exﬁresiones anteriores el vector

cbrrespcndlenta‘a las ticas de natalidad, é¢ste se denotara de. la

sigui ente manera

Y sus componentes seran iguales a cero cuando en alguna edad
existan individuos que no estén aun en edad de parir. Asi,
incorpeorande estas lasas a la anterior matriz, se obtiene la nueva
distribucidén de sabrevivientes al inicio del (i+1)-ésimo periodo

como sigue

' ()’

ti+1 =d CP+@Lg =+

=
)
- e

=gV 2, 13=>)
donde

1, 0,0, . .., 0

1@
1
~

Ya que los nueves ingresantes se incorporaran sdlo a edad Et.
Atn cuands> o reoemplacen A todes loas animales que  calen del
sistema perfodo a pericde, la incorporacidn de las tasas de
natalidad a la anterior matriz M, ocasionard (en nuestro caso
particular?) que en (5), la matriz que se encuentra entre

paréntesis ya ne sea estocastica; a menos  que todas las

componentes del vector n’ sean iguales a cero.
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As{, la‘matriz () que representara’la evolucién de la

estara dada por

Bl - E2
.
ELf v, *Ca,, *q,,7¢, <a, 19,275, %F,
B8 vy* €a,,%9,,0¢,  9,,49,,0%,
E3| v+ Ca,,*a,,%¢, 9,792,
C +
N R T R

Ahora, utilizando la férmula recursiva final
actualizar la distribucién de edades, es
un nuevo vector que contsnga los numeras

individuos que al paso del Liempo

del proceso. Esta se verd como sigue

Civart i’

N<¢d

donde N representa el tamafio de

estudio,

32

hay <n cada unc de

a3 . CqBA+qﬂZ)C

pcbi acién

EK

Cq“*qiz)c

qul quz)ck

Eqkl+qkz>ck

dada por (52 para

posible calcular
esperados de los
les estadss
'y 2, [S+D]
1

la poblacidén al inicic del




2.4 Analisis del compartamiento del procesa.

Hemos visto ').la que ia matriz que ha résultadc para el modelado de
la‘poblacién no es estocidstica. - Por lo tanto nao n.ecesar’xamente
existird. ' la distribucidn estacionaria (35 dada en el capitulo
anterior. En consecuencia, ¢s de interdés saber que pasara entonces
cen la evolucidn de la poblacidn. La representacidn de una matriz
cuadrada con entradas no negativas en términos de sus
eigenveclores y eigenvalaores sera de gran ulilidad para encontrar
ol comportamiento dol proceso.

Si se recuerda la descomposicidn espectral que se menciond en el
capitulo 1, es facil darse cuenta de que si el maximo eigenvalor

de una matriz P es mayor que 1| so tondra que

lim A" = o,

n-mw

por lo tanto las entradas de la matriz P tenderan a crecer sin
cota. El hecho de pre-multiplicar a esta dltima matriz peor el
vector que define a la distribucidn de edades, provocard que la
poblacion explote.

Por otre lade, si el maxime de los gigenvalores ez mendr que uno

se tendra que

lim A » 0O
n-m

por lo tanto las entradas de P convergen a <era y al

pre-multiplicar P por la distribucidén do edades la poblacion se
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extinguira . 7
VCabp‘ ‘mencionar que la Tapidez. con” l; .que se de la ';axplpsién_ o
-ekt_irncian &epender;é de la rélaclén que guarda este valcr; ‘ct.:n uno,

Ahora, si snﬁpcnemos que la matriz .P es esLoca'sLica y que f;oc'icas sus

-elgenvalores son distintes (en normal), ésta tendra asociado el

eigenvalor 1 y por lo tante lim. A" s¢ reducird a. unpa sola
Moo o

matriz en donde la unica entrada pesitiva tendra el valor de 10T E
Por esta razén, las entradas de P . se: estacionaran’ en un
determinade valor y al pre—multlpl.\car; es.ta matriz . por . la
distribuciédn de edades la poblacidn tenderd a estabilizarse.

Se ha dicho también que se parte de un vector inicial de edadss
cuyas componentes suman a uno. De aquli. es clara que si la matriz
del modele no os estociastica las componentes de este vector ya no
volverdn a sumar la unidad., Y mas aun, ya no necesariamente
existird la distribucion estacicnaria (85) que s menciond en el
capftule 1.

Sin embargo, aun cuando la poblacidn erexca o decrezca sin co!.a:
se antoja pensar en encontrar una nueva distribuciédn gque permita
saber (en promedio), que porcentajo de animales habra de cada
edad; aunque la poblacién esté explotando, D@ la misma mahera para
el caso en que se esté exbtinaguiendr y hacia gue sus componentes

s@an iguales a cero.
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A conlinuacién .se musstra. dicha distribucién. la cual’' es una

estandarizacion a laexpresidn (5. de este capiiula. -

RN S S i [N

E =¢d <73

con” K 2c gt e P Yot gty L s 0 0T
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2.5 ‘Una primera ‘aproximagisn.

‘A céntinuacio_;‘s.e ‘pr;esenta cciré base  en ‘io que se ha expuesto. una
aplicacidn: .';cei‘ca de 14 evoluecign do ' un  hato ganaderc. Las '
estrategias de 'er.:plotacién que..se mencionaran son _hipatéticas ya
que ‘el objetivo-.es mostrar v:miéamante cuales san Los-aléances del
medelo que se ha desarrolliade hasta aste momento.

Se parte. originalmente de ' una paElacién. de 109 ‘animales

repartidos entre 13 diferentes edades

El E2 E3 E4 -ES. EG E7 £8 E9  E10 E11 E12 E13.
20 R0 15 H10 1045787 (1000 0700t el

de aqul’ ‘Lenemos que

a‘®'=co.18, 0.18, 0.14, 0.082, 0.092, 0.14, 0.083, 0,092, 0,0,0,0;03

Se quiere reponer un 11% del total de animales que abandonen el™”

hato por animales de edad CESD

El E2 E3 E4 ES EG ETY E8 EQ ElO Ell.Ela E13
Q o] 0 O 11% O 8] (] o 0O o o 0

De este mode, la constante ws & = 11 y
c’ =(¢0, 0. 0. O, 1, O, O, O, O, O, O, O, O®

Por otra parte, sclamente habra ventas de animales de edad E3 en

adelante de la siguiente manera
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El 50% de ‘los:animales de edades E3. y. E4, 0l 70% de edades. E6, E7T,.

ES .y el 80% de los ‘animales de cada una ' de’las edades Festantes’

El E2 . E3 E4°. ES - ES EY .E® ~EG: EL0 Eil “E12 E13
[s] [a] kSO% 80w 80k 70N 70K 70X BO¥X - 80% '803{-807’. »»80'{6

obteniende que

Ademis, de acuerde a la informacidn, .:'l;s: ‘S‘as> de mlor,f,raii_dva_d,del 7‘

hateo indican que fallecen un 5% dé 165 a Les de ada es El y EE, a
el 10% de edades E3, E4, ES, el 15% de edades ES, E7, ES, y el 20%

de los animales restantes de cada edad, ya sea por enfermedad ¢

alguna otra causa

EL Ez2 E3 Ea ES ES E7 E® EQ E1Q E1l1 El2a E13
5% 5% 10% 10% 10% 195N 185X 15X 20% 20% 20% 20% 20%

de donde
s1’= ¢.0%, .05, .1, .1, .1, .15, .15, .19, .2, .2, .2, .2, .22

“lrialmenteo, zu experiencia on ol hata le indiea que solamente el
70% de los anlmales de edades E4, ES, ES, E? y ER v el 60% de los

de edad E3 se reproducen

El E2 E3 E4 ES EBG E7 £8 EQ E1O0 E1l Elz E13
e} 0O 80% 7O% 70% TOR TOu TO0h o] [¢] o] [¢] o]

obteniendo que

n' =0, 0, 0.9, 0.7, 0.7, 0.7, 0.7, 0.7, Q, O, O, O, O3
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Haclendwe uso de la férmula €62 y de la particion dada para la

matriz estocastica que se muestra arriba es posible calcular los

numeros esperados tanto de los animales que Sobreviven a su

siguiente edad como de los gue abandonan el haio en algun periodo

en particular.

El numero esperado de animales que permanecen en la poblacién
s’

estara dado por N 4 [P L , donde N reprosenta el tamafo de la

poblacidan original.
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Miontras que el nimero esperado de abandonos en el hato esta daq;a 7
por N ¢ @ L. ‘

Si ahora cbnsidernmos a 1os" vei:Lqres que definen tanto a las ‘tasas
de natalidad como de reemplazos se. tgndré en Vco'rjsecuencia que . los
numer os esperados de nacimientos estérén dados: p‘or ‘M gm'g.

Y finalmente, los que corresponden a los reamplazos estarian. dados

)

por N cd'"'co L edd L.

Ahora, utilizando ' la matriz .2 : dada Icon aﬁteriori,‘dacri.—r'f'se Btea

incorpeoraran los valeores restantes obte

g
8.

E1 Ez E3 E4 ES5 . E6 - E7 9
Bl { 0 .85 0 o0 .o083 © G 0.0
E2 [s] Q o8 O . 0083 o o [e] -0"
E3 (.6 O 0 .4 .0838 O O 0. 0O
B4+ .7 © o o .46 o0 O 0 0
E5 | .7 © O © .0954 .1 o 0o
E6E | .7 O 0 0 .0901 O .15 -0 o
E# .7 © 0 © .0801 © O .15 0"
EB |{.7 © O © .0901 © O 0O .1
E9 | o © O © .106 o o o o
Flo] o o o o .106 o o o 0
11} o © o o .10B n o 0.0
ezl o o o o .tos 6 0 0 o
El3L Q [ O o L1085 Q [ o] [o]

que como ara de esperarse ya no cumple la condicidn de  ser
estocasztica,
Ahora, las potencias de esta matlriz contendrén las “probabilidades

de transicidn™ a n pases (n=i1.&. . .D ¥

s
d =d z =gtttz ISV D)
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rep‘r’ssentaré ‘la distribucisn de edades de les indi\;idudsr Q:i.vcs an
“el _si‘sLema al inicio del i-é4simo perfodo. V
Se hfa‘ mencionada ya . que cada animal de nyestra  poblacién
: bénstitu&e una realizacidén del proceso y que en consecuenci‘a cada
une’ tendra Cen algiin momentol que abandonar ol sistema. Por tal
molivo, estrictamente hablando sera imposible decir que existen
estados recurrentes en el procesc pues cada animal podrda enfrentar
solamente una vez la posibilidad de visitar los estados
subsecuentes. Sin embargo, una vez que se incorporaron las tasas
de natalidad y de reemplazo al modelo, se ve que los estados que
fueron visitados en principic por los animales que originalmente
iniciaron el procesc feguiran siendo visitados; solo que ahora
sera por los hijos de todos aquellos animales que al paso del
tiempo vayan pariendo y por leos que reemplacen a los que
abandonaron el sistema respectivamente.

Ahora, bajo el supuesto de que fuera un mismo individuo el que
tuviera el comportamiento anterior, oz posible hallar un conjunto
de estados que sea corrade e irreducible y por lo  tanto
recurrente.

Por otro lado, teniendo en cuenta @l mismo supueste, y haciendo
uso de la expresién (8) del capitulo | se podran encontrar los
estados transitor:ios.

Asi pues, en la siguiente mabriz se muestran los estades ¢ El, E2,
E3, E4, ES5, EG, E7, E8 E® que resultaron ser ‘“recurrentes' (+) y

CEL1Q, Eil, EL2, E13} “tLransitories"™ <CQ2.
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CE1Z2TELT

E2 E3 E4 E5 E6 E7 B8 E9 E10 Ell

El -

E1 [
E2
E3
Ed

ES
ES
E7?
Ea

E9

E10

E1l
E12

E13|
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Ahora , hraciéndqy_‘lils.o,de'il'a', rgpreéeniqéiépi&éaa por. la teorta de
los .‘ei_ge‘nv’alroreisv»_d-; ia, nﬁtr;‘.z, 2. ;qr}é- pésfble“ éncronlt.r‘ar el
comportan;i.ehLé d:;l prceesc’ar‘.es deéir. =i las esVLratsgias sugeridas
’ céusan una explasidn o extinclédn deé 1$_p9blaci¢n;' ‘

Por ot,r;‘o lada, en vista de que e‘r‘x esLé éjernp)o la_-mat.r‘iz:rasulL_é
no ser erstlc':;}‘isl.ica, s6 usara. la.distribucidn estandarizada €79 que
se me.;nclo_n;ﬁ .en Ia seccion 2.4 . ‘

A conLi,ir_.k.;gcién se. 'muestrjar; loz eigenval‘oré’s‘ 'dé‘l.{ 'matt.r..j‘.z 3.'
“co. 0, o oﬁ'oggésgs. -0.203 + D.8A1.. -0.203 < 0.6811,

=0 .EI.E‘+ 0, 308¢, =-0.212 - 0.303';. 0.023 '+ 0.180i, 0.023 ~ 0._1_50&.'

. ~0,157,.0.035 3,

de donde se observa que el mayor de ellos es menor que 1, Teniendo
esto en consideraci:én, la poblacidén tenderd a disminuir con el
Liémpo pero muy lentamente ya que wste valor es muy cercano a 1.

A continuacién se muestra el resultado de aplicar la férmula €140
para 24 periodos de proyeccidn. Para conocer el numero de animalr:;s
que sobreviven por periods en cada edad basta hacer uso de la
expresidn (6), Esta melodologia sélo permitird saber que tanta ha
crecido o disminuido la poblacisdn al final de los 84 perfodos o en
alguno en particular.

El primer rengldén corresponde a los sobrevivientes (5) al inicio
del i+1 —ésima perioda y el segunda a la distribucidn

estandarizada.
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2,.5.28 OCbsoervacionss.

En. el vector de la distribucidn de edades se observa que en 24
perliodos  la poblacidn disminuys casi- en un '6"'4 de  su’ tamalin
original. Dicha disminucidn s& muestra mas ruerL.emenLa del periocdo
1 al 4y aungue ya se sabe que la pablacidn srgguir; disminuyendo
al paso del tiempo, los movimientos parecen estabilizarse Ca tres
digitos) a partir del pericdo 13.

En la distribucidn estacionaria dada p.or la férmula’ (8), se tiene
algo similar., A seis digitos no se alcanza aun una distribucién
estable.Sin embargo,Ca dos | dlgiLos)I }:;:ﬁdriamcs decir que la
poblacidn Cen promediod se cgmpcrg;ré de la sx’tguienrt.e maneta:

Un 29 % de los animales se ercontraran en la edad E1.°

. 27 o 3 " : " Ea

R - " *  E3
v 10 % " - v E4
S N " " Es

Mientras que el 1 * restante quedari repartide entre las edades E6
EY y EB. Por supueste, no habri animales de edades mayores a loz
ocho cuatrimestres de edad ya que como se vid con anterioridad en

estas edades todos leos animales son vendidos o desechados.



2,67 Automatizacidn del modela.

.Med.\.ante el modelo qua se ha desarrollad-a. ya es posJ.blF- saber que.
‘pasaré ‘Gonla evoluc;on de nue*trd poblacxdm, Sa ha mencxcnadc con
‘anLer;orxdad que. seré posible saber cuantg creceris o decreceré la
‘pobl;aCJTén al'paso del tiempo. También se podran abzervar por
rse}:"a"ra'do los numeros espegrados de animales. que nacen, mueren, se
compran y se venden; ademids del numerc esparadrz_ de avﬁmales .r;quc
pa:san con vida a su siguiente edad. No obstanie, realizar la labor
antes mencionada nos puede llevar mucho Liempo si no se cuenta con
una herramienta que la lleve a cabo.

Para tal efecto, el madelo propuesto se ha auLomat,_xzado en el
paquete LOTUS 123 C(por su facilidad de manejo y apreondizajed.

Asf, nuostro modelo serd accesible a personas gque carezcan ©
tengan poco conocimiento acerca de los Procesos Estocasticos e
inclusg de un lenguaje de programacion tal como Pascal, Fortra‘n
etc.

So Lienen los seis vectores descritos al inicio de este capitulo,
uno por rongldén; el que representla la distribucion de edades
CDI.ED>, @l de las tasas de muerte (MORIR) y =21 de las tasas de
supervivencia (S0BRED. Ademas. los que representan las polfticas
de explotacién del hato; el porcentaje de animales quée Se venden
CVENTAD ., el porcentaje de animales que se compran (REPOSD v
finalmente &l porcentaje de partous por animal adultso CREPROD.

Todo lo anterior esbtid dado por tasas para cada uns de las edades
consideradas.

La siguiente tabla, muestra la manera en que se tisne toda la

informacitn demografica 1micial que se menciond en la seccidn



FEL,E2° E3 E4 ES EB E9 E10 Ell E1& EiF - TOTAL

DI.ED "20 20 15 10 7101678710 " 0 "0 0 [} o109
SOBRE :95 .95 .4 .4 .1 ;15015 ,15 .0 - 0. o o} s}
MORIR .85 .6 .1 .1 1 .15.15 .18 .2’ .2 .2 ".a .2
VENTA 0 . 0 58 +v5 18,77 %7 ~8. ;8 . .8 .8 .8
REPOS - 0 .0 ~0 @ U112 0.2 0,0 . 0 .0 o o 0
REPRO 0 0 .6 7TouTLuT 000 o 0 0

ST LT

Los porcentajes de animales que pasan con vida a su siguiente edad
estarad dado en funcidn ‘dal segundo CSOBRE), . tercero (MORIR) y
cuarte renglén CVENTAY, ya que cada animal a dxférénéaé edades’
podra enfrentar la disyuntiva de salir del sistema 6 sobpevivif.

Por ajemple, al inicio del estudic se tienen 20 animales do edad”
El. De estos, el 95 % sobreviviran a edad Ez, El 5.2,réstéhie
salid del sistema a causa de muerte pues no hubeo venta ds aﬁim;fé§ ‘J
de esta edad; lo que se refleja con una lasa del ¢ % en el renglén
correspondients,

Adicionalmente, se han considerade a las tasas de natalidad de lo=s
animales en ol sexto renglan (REPROY.

Por ultime., y previendo una situacidn en la que ¢l numers de
nacimientos que hava en el hato en cada periado no sea suficiente
para raesmplazar a los animales que son vendidos ¢ que muereon ., se
incorpord el quinte rengldn (REPOSY cuya finalidad es la de
reemplazar en el hato un determinado numero de animales de
diferentes edadez. En «ste caso, un 11 % de los ogresos por
animales de edad EB.

A continuacidn se muestran los resultados promedio al final de ios

24 periodos de praysccidn que se han considerado.
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2.6.1 Obser\)aéion;és.

~la dxsmnucxén més

1 ak- 4.

Por otro lado, ya. es posxble vi5ualear,con mayor facilxdad al

ntmero de. animales que anLran.~sa1en y los que permanecan on ol

sistema periodo a periodo ]

La gréfica de la distribucidn finai.;de eda&é% muestra pas
claramente come la mayoria de la pobiagién.sé enﬁuentra en edades
jbévenes en contraste con la grafica de 1a distribucién inicial de
edades.

En la tabla resumen se cbserva que la poblacidn decrecid «de 109
animales que habia a 102, decreociendo Lambidn el numerc de nuertes
compras ventas y partaos. Asl también, en la grafica de la
evolucidn demografica del hato se observa que el numero de partos
que se dan, alcanzan a seportar las ventas ¥y las muertes; siendo
no tan indlsﬁensable tener que comprar un gran numero de animales

para mantener estable el hato.
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37| EL MODELO FINAL.

l.a auLé'n{aLiéaéiﬁn' del modelo d?sl:ritaI en el capliule :;rn.e«rxor.
~dara l;a.p.'am.a p':ar.;a"J:.'lég;-u; al modelo final que e;;mgloba el rresu'J tado
prin‘cirpal‘de est.'e’ trabajo. Este nueve modelo constard de dos
;:arteé. una”demogr.’n‘ica Yy una econdmica, La primera de ellas
corresponde a’' la que se usd en el ejemplo anterior. La segunda
tiene come objeliva el poder mostrar ue repercusiones eccné:micas
resultarfan al poner en practica una estrategia errdnea de
explotacién de un hato. Esto es a consecu_encia de que algunas de
las variables demograAficas que se consideraron tienen asociadas un
determinade costo; por ejemplo, los gastos que resultan. de
mantener a los animales o atender un parto.

Por otra parte, tambhién existen dentro de nuestras variables
demograficas algunas gque llevan consigo un ingreso econdmico por
ejempla la venta de animales en pie; aunque es=ios 1Ngresos se

pedrian ver i1ncrementados una vez que algunos de los animales se

encuentro en edad  de  parir Y en  conSecuencla  iniclen suy

produccidn lechera. Para este ultimo medolo laz edades de los
animales se daridn en cualrimestres. Ademds, tomando en cuenta que
de acucrdo a la experiencia del productor la vida reproductiva de
una vaca es de diez afios, oste modelo consta unicamente de treinta
cuatrimestres de edad por periodo.

Como se encuentra el modelo hasta este momento y recordande como
se definid en el capitule anterisor al vector de rogmplazos. se ve
que solamente se podran comprar animales para suplir ya sea al
total de abandonos on el hato, a un porcentaje de ellos o aumentar

el tamafio de la poblacidn. El ejemple que se mostrara con este

&1



vitimo modelo permitird pensar .en-comprar -animales  pero de una

manera mas  flexible; esta se der_imra‘poster_iormento.‘

B2



3.1 ‘Econdmicas.

~Al igual que la parl.e demcgréfxca. la econdmica Se rompona de seis
: reng].cmes cada uno de 1cs cual es puede contener ingregos o agrasos

segun sea nal ‘caso.

E1 E2 E3 E4 ES . i . EK
MANUTE -
RESCAT
VENTA
REPOS
ATN. PAR
LECHE

El costo que ocasiona la atencidén y cuidade de los animales en leo
referente a alimentacidn, vacunas, gastlos por inseminacidn, gaslos
por anfermedad del animal, etc, sin tamar en cuenta el gasto
ocasionado por la atencién de un parte, Se encuentra en el rengldn
1lamade MANUTE.

El gasta ocasionado por la atencidén de un parto, medicinas,
honorarios del veterinario, se muestran en el rengldén llamada
ATH. PAR.

El gasto que se tiene que hacer para comprar los animales que se
van a reponer de diferentes edades en el hato se muestra en el
renglén de FEPOS.

Poi obLra parte, se ha supuasto también due Lla muerte natural de
un animal puesde ser Iuente de ingresos ya que se venden las partes
comercializables de estos como por ejomplo las pezuBius & la piel;
estos ingresos =e muestran en el renglén RESCAT.

Del mismo mods, los ingresos ocacionadesz por la venta de los

animales en pie se muestran en el renglén VENTA.

83



Finalmenie se muestran 1oz’ ingreses. por. venta de la leche de los

ani mal es. en ‘procjucci‘én’ _en“ie‘l v;‘re.ngléh"_LECHE. it

64



3.2 Ejemplo de Aplicacidén a la Admi nishraci:'qn de-un Hato Véahaderd'-

A wontinuacidn s% t;:_:resan!.ar'un e}em?lé a;erca de ia ‘e\‘/o‘lucic‘m‘, da
',‘una pobl’rarcié.nte‘n. una wxplotacisn relativamente ‘pec'qu"sﬂai lacual
consta de 53 apimales al inicio del estudio. 'Tra:qa;s,léts i;asé;. de
:hat.alidad y reproduccion Vruéron obtenidas a . partir v.:ie_lia
oxperiencia del CTIEEGT de 1976 a 1987, mientras que lastasas de
mortalidad se obtuvieron de diversas fuentes, ol

Por otra parte, las estrategias tanto de venta camd de compra de
nuevos animales estaran dadas como sigue:

a)Considerando que de acuerde a la experiencia del CIEEGT se tiene
que en promedio la mitad de los nacimigntes resultan en machos, es
de interés vender a todox estos animales al momento del destetle y
quedarse sdlo gon las hembras., Esto se ha reflejado con una tasa
del B0% en 2! rengldén venta y en la segunda celumna ya que el
desteto ccurre aproximadamente a partir del sogundo cuatrisiestrs
de vida del animal despuds del partn,

b)Y Con el ohicio de mantener un tamaflo adecuado del hato, se va a
reponer mediante la compra de anamales a un 5% de la diferencia
entre el total de ventas vy muertes, y el $0% de los nacimpentes
que haya habido; todo ¢sto por periado. En otras palanras, se
campraran animales salo cuando del ntnmero de nacimientos que haya
por periode Con los gue <l preducteo es unad herbra ne s@an
suficientes para suplir a todos aquellaos gue salicron del hato por
venta © nuerteo,

fddicionalmente, tomando en cuenta que la capac:dad reproductiva de
los animales al paso del tiempe disminuye y por lo tanto la
produccidn  lechera, s ha  sapuesste también e amusrds  a

mstadisticas del CJIEEGT que un 184 de estos  animales son



deSEChad(jJVS' :‘“parré..ir dei décimo - cualrimestre. Asimismae, :e ha
sui:u-gsl.o ,qu(; ninél'ﬂ_w ‘animal 'so};)reyvx’ vlr'a _mas alla .du‘ su d;éclmo afio
'dr-.; yida.r : . :

‘Co;'i .res;.;;athﬁ a la Vp‘u ta econdmica. LL»;{-ns los precios se han
cansxderadoren miles do peson; asl por sjemplo, la atencion de los
partos por animal adulioc se ha fijado en & 12,060 pesos, las
precios de venta de los animales &n pre va.  desde § 25,000 - hasta
$ 500,000 dependiende de la edad del animal vy de ia misma manera
para los demas precios. ‘

En lo que respecta al renglén correspcr-di(ente‘ a-la venta de leche,
este representa el producto del procio del litro _der leche .por. el
namero de litros promedio que preoducen las vacas de un determinado
cuatrimestre de edad y este a su vezr multiplicado por el numero de
animales en produccidén.

Es importante hacer notar que 1ot precios anles mencionados pueden
ser modificados en caso de que no Se ajusten a la realidad.

A continuacién se mostraria la proyeccion de este hate ganadero
para &4 periodos cuatrimestrales tomando en cucenta las estrategias
antes mencionadas. Junto con esta se dard también una tabla
que resume tanto la informacidn demagriafica del hato como la
ecaondmica en cada perfoda.

Finalmente se muestran las graficas dae:

ad El numerso total de cabezas en el hato.

bd La distribucion inicial de edades de la que ce parte,

c) La distribucidn rinal de edades.

dd La evolucidn demografica de los partos. compras, muertes y
ventas.

e) Los indresos ccondmicos obtenidos.
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3.2.1 Cbservaciones.  :

Pue%l; reks..alrt.a’rse jque‘ iasrgrstr;aﬁeéifvays o;a.l a:gx:ia’s‘ rr_asuu.an‘renru;'\' h:.‘t\.:) 7
que.. crece de- 53 cabezas. - a 597 : en’ - sole c;.xat,ré periodos
,cuaLrir’nesL'r’ales. A partir Ider es‘k?.:o r;'\omento ser observa L.l.na marcada
esf_akbil.ri:'k.aci_On de la poblz&::i’én‘ a;radedcr dé las S8 animalés
teniendo también una estabilizacidn parﬁ los partos, las compras,
las muertes y las ventas de alnimales en pie.

Por olra parte. en la tabla resumen se observa que el nimers de
compras que se hacen cada periodo son casi cero. Esto indica que :
durante los 24 per{odos de proyeccidn el numers de partos alcanzéd
para reemplazar a aquelles animales que salieron del sistema por
vanta Yy muerte; este comportamiento se observa mas claraments en
la grafica de la Evolucidn Demografica Cresumend.

En la tabkla resdmen asi{ coms en la grafica de los ingresss
econdmicos obtonidoas, so observa un aumento importante que puscdlo
ser debide a las ventas ocasiconadas al inicio del estudre. Al
igual que las variables demograticas, las ganancias obtenidas
parecen comenzar & estabilizarse a partir del periodo 20.
Finalmente, en las grificas de las distribuciones tanto inicial
como final de edades, se obsaerva que el objetivo de agrupar a los.
apimales en ecdades jovenes se ha cumplido al igual que en los

ejemplos anleriores.



 COMCLUST ONES

VDenLror dél‘ e;Ludio dé‘rla évélucxénr de pOblac;oneé. séria muly
dificil copstr'uxr un sc;lo model o’ que ajustase a tan gran ‘variedad
de Lodas ellasg, - 7

Aunque eﬁte model o se desarrollo ‘Loma.ndo en cuenta las
c_aract.erist.icas de una poblacion  en partxcula_r @s sin embargp.
adaptable tanto a diversas pobl aci;nes .v'«.:.om‘o explotacidnes
‘am.males. En la introduccion se menciono' que mediante Cadenas de

Markov es posible modelar el paso de los escolares en una

institucidn educativa & Lraves de los afiou; pues bien, estée maodelo
permite tambidén €l seguimiento de la eveolucion de esa poblacion.
Para tal efecto se bLiene va la disiribucidn de edades, el vector
que consta de las probabilidades de gue los alumnos azrediten al
siguiente afic escolar y dos causzas de abandono del sistema que
originalmente se tienen como VENTA y MUERTE. Ahora, en el caso de
una institucidén educativa, =stos 2 dlbimos estados bien pueden
referirse a los alumnos que =e gradaan vy a los que abandonan la
escuela por alguna causa respecti vaments. -
El rengldén PARTOS de la parte demogrifica del modelo original
puede referirse a los nueves aluywnnas que entran al primer afo
escolar reemplazando al total e graduados un afio antes o solo a
un porcentaje de ellos.

El caso del rengldn marcado como RBEPOS seria irrelevante en este

cazo puesto que dificilmente se recomplazars a un alumne que
abandone cierto grada de la escuela por oiro que Lenga los mismas

estudios.
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Can re;pecLo a la parp%,edaﬁ%mlca del modela, e probable que st
fuera necesario hacgrle algunas modgfxcaciénes para  observar los
ingresos o egresos moneé_ario-s ya que @hn este tipo d% ejenplos los
renglones LECHE. ATN.PAF. RESCAT y WYENTA no tendrian sentido.. Sir
embargo. al  rengbén MANUTE puede referirse. 'a los gastas
ocasieonados para darle educacidén a un ind)viduo‘y el renglon REFOS
podria modificarse de manera  que représenta los ’ingresos
econdmicoas obtenldos a causa de las itnscripciones de lot alumnos
de nuevo ingreso.

En fin, ests modelo puede ser adaptable, aungue no a teodas las
poblaciones, por lo menos a un buen nimero de ellas, '
En todos leos ejemplos, se ha pensade en incorporar toda la
informacidn demografica inicial vy mamtenerla constante a lo large
del tiempo; por ejemplo, estar comprando y-so vendiendo pericdo a
periodo la misma cantidad do animales. =in embargo. teniendo ya
automatizado el modelo, serd mas sencille llevar a cabo la harea
de definir tanto estrategias de reemplaze como de venta de
animales que sean menes rigidas; es decir, ya se podrd pensar en
reemplazar yso vender a un numero variable de animales en la
poblacion al paso del tiempo Yy en ol momento en que se desee. Y
mas aln, e3to se podra hacer también para las tasas de muerte y

reproduccién,

nedelu wila aulbumaiicado, es muy

Por otra parte, grac
Tacil una ver ajustada la infarmacidn a las caracteristicas de la
poblacidén de que se trate, eavaluar <1 modelo <can diferentes
estrategias hasta que se encuentre una adecuada dependiendo de las

necesidades en cada caso particular.,
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