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PF''JLOG() 

La necesidad de prever d1st.1nt.as eventualidades a ser en!·rentadAs 

por un product.or en una explolac1ón ganad.ara asi coma l<J 

organización de base de las explol<:tcLones y la ut.ilización f1.itiJr•¿,. 

más adecuada de los recursos de que se d1spondrá. ha dado origen 

al present.e modelo de simulación. 

En Móx.ico el 25~<: de l.::i. población no t.oma leche y el 55~ no coma 

carne ~egularment.e. AnLe Ást.a si t.uaci6n. las autoridades del pais 

en mat.eria de aliment.ac16n están inleresadas en apoyar programas 

nacionalos encaminados a lograr un incremento en la producción de 

aliment.os. ospecialment.e en áreas lropicales considerando que 

esLas -po~aon un alt.o potencial de producción a corlo plazo. 

Esle modelo se desarrolló lomando en cuenla las preocupaciones de 

los investigadores del Cent.ro de Invesligación, Enseñanza y 

Ext.ansi6n ort Ganadaria T1·opical CCIEEGTJCTlapa.coyan odo. de VER.) 

dependlent.e de la facultad de M«itdicina Veterinaria y Zoot.ecnia de 

la Universidad Nacional Autónoma. de México. donde la sit..uación 

ganadera de la región lienc un papel imporlante a nivel nacion~l. 

Solo la zona de Veracruz r1::ioprosQnl.1. un 30~ do la producci6ri 

nacional de leche siendo en su mayorla ganado de doble prop6sit.o; 

est.o es, que el ganado produce lanlo leche como carne y se obtiene 

~ p~rt.i.r rlf.") dos razas espocializadas como son la Holst.ein y la. 

Pardo Suizo cruzadas con el ganado d~· la zona <:r!ipeciali~ado 

carne. el Cebú. 

La import.ancia d"'° un mf.idelo de ~l.muiac1ón para la rcs1ión radica 

la mejor organización de liJ. producción lant.c de carne como de 

leche y qu~ al ml.smo Liempo s~ eslé beno~iciando al produc~or, de 



est.e mo~o'~. se.,. ~~id~_era pcns.1r· en ex:t..rapolarlo· a nivel: nacional 

si_e"i-l~o.· ad<:t-pLable a ca?a regi6n y ;.. cada explot..aci6n. 

En. el c_apit.~~o· uno so desarrolL~ parle de la leoria de proi:esos 

eslo~Ast.icos que f"ué de gran ut.ilidad para la const.rucción ·del 

modelo y corresponde principalment.e a Cadenas de Markov finitas. 

El capi.t.ulo dos muest.ra la const.rucción del modelo a.si como una 

aproximación hacia una situación real. par.a. comprobar la 

flexibilidad del modelo tomando en cuerll.a diferent.es est..rat.eg1a~ 

de explolac16n que puede sugerir un product.or de ganado bovino. 

Finalment.e, el capitulo t.ras ext..iende el modelo propuest.o para 

podor dar no solo un pronóst..1co para la s1t..uaci6n demográfica del 

hat..o sino t.amb1én para la oconnm.ica. y asi det.ermJ.nar de ;),Cuerdo al 

t.ipo de explolac1ón d.a h.J.lo que se elija, que repBrcusl.ones 

económicas rosul t..an de ést.as y si desde as lo punt.o de vi ;.t..a le 

conviene a un product.or llevar a cabo lal explot.ación de su hat.o. 



CADENAS DE MARKOV. 

1.1 Inlroducción. 

Desde el punto de vista de la Probabilidad, un Proceso Est..ocástico 

se puede definir como un conj un lo XCL), E T de 

variables aleatorias, donde T es el conjunto indice del pr•.::>ceso 

mejor conocido ~orno el parámetro del proceso y puede ser discreto 

o conl.inuo. 

A lo largo de Lodo este trabajo se denominará por o<.;;tados del 

proceso a las dif~renles c.:d .. egort.as en que es pClSl.bla clasificar a 

los individuos de una población. Si supon0mos qu0 

i.nst.ilucil.n cdtJcaLiv.::l se clasifican a lodos los alumnos que la 

componen de acuerdo al grado de escolaridad, seria posible modeia1 

e-1 paso de los Rscolarus por los dislinLos gr¿~dos que la <.onforman 

median le Cadenas da M.;lrkov y asi preguntarnos por las 

probabilidades de que ocurran (por ejemplo) los si.g1J1ent.es 

event..os: 

a) Que el alumno d.credile d.l siguicnLe atlo oscoléi.r-. 

b) Ss gradúa. 

e) Abandone la escuela. 

d) Repruebe. 

En el contexto U.:; C:!.d'."'ri;,.:;. estos eventos están dados por las 

probabilidades de pa~ar de un es t..ado a otro en é'l caso de a) bJ y 

e) y de permanecer en el mismo es.t.ado en el ca~o do dJ. 

Exi.st.en sistemas en los cuales l;:i. prob::J.bilidad de que ést.c se 

'8n.cucnl.re Pn un ost..ado dado en algún insl.ant..o dado t..z. se pueda 

deducir del conocimiont.o del est.ado en el que se encont.raba t.•n un 
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irist.anle cualquiera anterior lt. y no depende del desarrollo del 

sist.ema anles del inslanle t.
1

. Los proceso~ cstccáslicos que 

sal1sfacen esta cond1c16n se les conoce como Procesos de Markov y 

a es~o lipo de proceso~ que tienen un espacio de estados discreto 

sin importar la nat.ur aleza del pará.met.ro se les conoce como 

Cadenas de Markov. En particular. a la condición ant..es mencionada 

se le e.oncee como Propiedad de Markov. 
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1.2 Probabilidades de Transición. 

Definición 1.-- Sea C un espa~io finit.o de ast.,.ado$ y < xn >. n ~ O 

el e-slado en el .que se encuentra ol sist.ema al LLempo n. Enlonces 

una Cadona de Markov t.al que para n=0,1,2,3 ..• y para 

PCX =x 
n-tt n+i 

X =x • X =x • 
' l z z 

X =x , X =x ) 
n-i n-J n n 

(1) 

A la probabilidad condicional Cl) de que la cadena se encuont.re on 

el ost.ado xn•i al Liempo n+1 dado que se encont_raba en el es-Lado 

xn al t.iempo n se le conoce como probabil1dad do lrjnsición a un 

paso del estado x1"1 al X 
n+< 

debl do a que va del inicio do un 

periodo al final del mlsmo. Las probabill.dados de transición se 

represenlan en forma matricial ya que rosult.a muy apropiado para 

simplificar calculas posler-iorcf.;. 

Sea 

p 

p 

p 

p -

" .. 
al 

p .. 
p 

zz 
p 

3Z 

p 
kZ 

una matriz do Lransic.i6n con l o:;Lado:;. 
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Las entradas P de esta matriz. denotan las probabilidades 
'l 

Condicionales de que la cadena se encuenLre en el es~ado x 
J 

al 

f'inal de un Periodo. dado que se encont.raba en el esl.ado xt Cil 

principio del mismo. y son t.ales que 

para '- = lt ... k 

A las matrices que cumplan ~con -ia~- ·P~op~ei:d_adés arriba mencionadas 

se 1 es denominará_ c:_omo_ ~~~-~é:.es ~_est.·.;,~~S:.t.i cas·~ 
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1. 3 Probabi 11 dades de Tr¡_,.nsición .:.i. 1n-p.:..s.o::.. 

Muchas veces resulta út.il ca.lcul ar probab1 l ida des de transición 

varios periodos adelante y no solo uno como 

para tal efecto se utiliza la matriz da lransici6n dada 

anleriormenle. Denotaremos con p<m
1Cx,y) la probabilidad de ir del 

estado ·x• al •y• exactamente en m pasos. 

Sea P~m1Cx,y) m ?; 2 

la probabilidad de ir del estado •x• al •y• en m pasos. 

Entonces 

p<ri+ml ex. y) y 1 Xu 

xJ PCXn+m zJ 

E Pcn>Cx.z) PCXn+m y zJ 

caJ 

y sea 

p< º'r,.., y) { 1. x==y 

o. o. o. l 

Ahora, haciendo m=1 en la ecuación (2) se tiene 
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e 3) 

lo cual recuerda el pl"'oduct.o mat.ricial. Ent.onces C3) establece 

que. para obt.ener el elemento p<l'\+:t.>cx,y) de la mat.riz p<n+ti se 

t.,iene··que multiplicar .los elementos del renglón •x• de la matriz 

Ptnl por lo-s element.os correspondientes a la columna •y' do 1 a 

mat..riz P y sumar t..odos los resultados. Teniendo as lo 

consideración, y haciendo ahora n=l y m=l en C2) se observa que la 

mat.riz de t.r-ansici6n a dos pasos P<z> es el producto de la matriz 

P por. ella misma. Da manera más ganar al , usando C 3) se puede 

demostrar por inducci"'Jn que l.a maLriz de l.rans.1.ci6n a n-pasos p<nt 

En C2) se observa que p<n>cx.z) y p<m>Cz,y) son las entradas de la 

n-ésima y m-ésima pot.c-ncias de la mat.riz de transición 

respectivamente. Ademas, claro que (2) representa una 

proba.bili.dad quo <"ngloba .:i ledas las posibles l.rayeclorias que 

exislen para llegar do un est..ado 'x' a otro estado •y• en n+m 

pasos. 

Con íines d·: ojemplif"icaci6n se propone la siguiente matriz de 

lransici6n con 4 estados 

E1 E2 E3 E4 

E1 

[ 
o 0.5 o o.5 

p = E2 0.25 o o 0.75 

E3 0.25 0.25 o 0.5 

E4 0.5 o 0.5 o 

l.a 2o. 3o. y 4o. polencias de esta matriz se muestran a 

cont.inuaci6n: 
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El E2 E3 E4 

El 
[ o.~o o 0.25 0.375 

l E2 0.375 0.125 0.375 O.J25 

p• E3 0.3125 0.125 0.25 0.3125 

E4 0.125 0.375 o 0.5 

El E2 E3 E4 

El 

[ o~ 
0.25 0.1875 0.3125 

E2 0.1875 o. 28125 0.0625 0.46875 

p" E3 0.25 o. 21875 0.15625 0.375 

E4 0.34375 0.0625 0.25 o. 3•1375 

El E2 E3 E4 

El [° 'º-º 
0.171875 o. 16625 o. 40625 

E2 0.320313 0.109375 0.234375 0.335938 
p4 E3 0.28120 0.164063 0.1875 o. 367188 

E4 0.25 0.234375 0.171875 0.34375 

Si se deseara delerminar la probabilidad de llegar del estado 2 

al 4 después do 4 periodos hac1endo uso de la fórmula (3) 

obtenemos que 

p< 3 'c2,l)PC1,4J + p' 31 C2,2JPC2,4J + P< 31 C2,3JPC3,.1) 

0.335938 

que es el valor correspondiente al segundo renglón y cuarla 

columna de la malri? rl,.. +_r.'.).n::i.:..1..:.n vl~Vd.da a la cuart..:k polencia. 

Asi, cada vez que se qui ora S;¿¡.ber l..-,. probabilidad de llegar da un 

estado 'x' a ot.ro es.lado 'y' después m periodos Cm~2J la matriz d1~ 

t.ran5ici6n sorá do gran utilidad ya quo ~l Qlevarla a la m-ó~ima 

polencia ese númi=:ro estará contenido 0n l.ci. po~ición Cx,y) de esta 

úl Lima matriz. 
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1.4 Probabilidades Incondicionales. 

Denlro del con t. ex Lo de probabilidades incondicional"eS de' la cadena 

se mencionan t.res casos, la disl.ribuci6n inl.cial. el voct.or de 

probabilidades lnt.ermedias y la dist.ribuci6n est.acior,aria. 

La dist.ribución inicial será un vect.or, c'lda una de cuyas 

component.es represent.a la correspondient.e probabilidad da que l.a 

cadena est..ó al princ1.p10 dol primer periodo on cual.quiera de sus 

est..ados. 

Defi nici6n 2. La función n
0
Cx'J • X .e C. donde 

se le conoce como Dist.ribuci6n Inicial de la Cadena y es lal qua 

X E C. 

Ahora, mediant..o la dist.ribución inicial. os posible representar la 

dist.ribuci6n conjunt...a de l.a cadena sigue 
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PCX =Y. .X =x ,X =x J= PCX =)C ,X =x ') PCX =x X :::x ,X=:><. J. 
0011zz -001.1 7Z ºº'' 

usando la propied<.id de mar~ov S1=!' t..iene 

En general se tendrá que 

Por oLro lado, ut..ill.:zando la dislrib1Jci6n inicial de la cadena y 

la mat.riz do t.ransici6n, anconlramos una fórmula recursiva para 

act..u~lizar e~t..a dist..ribución al paso del Liempo~ la cual se 

present.a a conlinuación de dos íormas 

(4) 

6 

conocidas como probabilidades incondicionales inlermedias. 
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Dentro del .r::ont..ext.o de probabilidadas ir1condicionalAs se encuenLra 

t..ambián la dist..ribuc).6n est.acionari.a do !.). cadAna. Dich¡i 

dist.ribución sera. út..il para poder encontrar su comport.amianlo 

asinl.ót..ico, 

Haci ando uso de las ecuaciones dadas por (4), se t..iene 

equivalent.emenLe que 

n P n-• 

de donde en el limit..e, si exisl.e· una dist.ribuCiÓn estacionaria se 

t.endrá que 

n n P. 

Definición 3. Sea <Xn). n ~O una Cadena de Mar~ov con espacio de 

est..ados i:. y función de t..ransici6n P. Si 0Cx), X E C. son números 

nonegat..ivos t..alas que 

E n CxJ =1 y 

E ncxJ Pcx.yJ ncyJ. y e L, (5) 

ent..onces a n se le conoce como la dist..ribución est.acionaria de la 

Cadena de Markov. 
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1. 5 Clasif'icaci60 d..:i' a-st.ados. 

Denlro del conlexto de Cadenas de Markov. los- est.ado~ se pueden 

clasificar en recurrentes. lransilor1os y abso1bant.es , para éslo 

será necesario hacer uso de la siguienle 

0er1n1ci6n 4. Sea ( Xn>' n ~O una Cadena da Markov con ~spacio de 

est.ados C y función de Lransici6n P. 

Diremos que •x• conduce a •y• si exisle alguna n ~ O tal que 

incluyendo el caso x=y. 

Definición 5. Un conjunto C de est.ados se llama cerrado si 

Y" e 

para lada n ~ 1 

Definición 5.1 Un conjunto cerrado CC) es .irreducible, si para 

cualesquiera estados x. y e c Cno necesariament.e distintos) 

ex.ist.o alguna n ~ O t.al qt1P p<nlCx.y) ) O , 

13 



1. 5. l EsLadt?~- :_..\!:>sórbent._es •. 

Haciendo uso· d0· las def{niciones ant..~riores. podemos decir que un 

est..ado es absorbent..e si una vez que es alcanzado es imposl~le 

salir de él. Por lo Ldnlo un·s610-eslado CxJ que forma un conjunto 

cerrado CC) es absorbent.e: es decir 

xeC Y "'e V n ~ 1, 

y como en Loda malr i.z est.ocAstica 

1, V n :! 1 

se Liene en consecuencia una probabilidad igual a 1 ~signada a 

este eslado de permanecer en él nu~mo. 

1.5.2 Cadenas Irreducibles. 

Definición 6. Una Cadena de Markov es irred•Jcible si a lodo eslado 

se puede llegar desde cualqu1or olro eslado . 

Ahora , usando las definiciones de la sección ant.ei-ior t..enemos 

equivalGnt.P.menle el s1guienlo 

Teorema. Una Cadena de Markov es irreducible. si el único conjunt.o 

cerrado e irreducible que ex1sle es el conjunt...o de t.odos los 

e5Lados. 

Más adelant.e. se vera que este Lipo de c.:\dena~ res1.1lt.an ~er 

recurrent.es o lransiLor1as dependiendo del espacio de estados que 

se t..enga. 



1.5.3 Estados Recurrentes y Transitorios. 

A lo largo de e~la sección, se denotar~'! como pxy a la probabi lida.d 

de llegar del eslado 'x' al •y• en algún tiE>rnpo n=l,2.3, ... 

Haciendo uso de ést..o tenemos la siguiente 

Oef"inición ~l. Un esLado 'y' e~ recurrente si p = l 
yy 

y t..ransilor-io 

si pYY < 1. 

De aquí. es fácil ver que si un i::>'Stado O:!i absorb~.:mte enlences 

recurrente; aunque no necesariamente el 1"""!:.•Cl proco e$ cier t.o. 

Con el f"ln da podar hablar de las propiedades y diferencias enlre 

estos dos lipos de estados se darán algunas definiciones. 

Sea. 1 ex) una función indicadora qU<oJ Loma el valor de 1 si la 
y " 

cadi::?na se encuentra en el estado 'y' al t.iempo n y loma el valor 

de O en caso contrario. Enlences S.l so dc·nola a N(y) como el 

número de visilas al estado 'y' se liene quo 

NCy) J:l e:<). 
,, Y n 

Ent.oncos. para dotar mi nc..r 1 ;,,_ probabi 1 i dad dv que NC y) sea igual 

habiendo parLido do un esta.do cual qui ora 'x•. serla út..1 l 

pé-nsar en pasar por el estado •y• una pr1m1o:ra. VQZ. y lueqo regr>:>s.:ir 

;-.., -=-1 m-1 veces posteriores pero con la condición d .. ~ qua una V"..!'Z 

que se ha vi si lado las in vec8S no SF: r~!grt•s:e a 01, es decir 

m ) m :.>: L (6) 
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De aqui. podemos exlraer la probabilidad de que NCyJ sea -al menos 

habiendo parlido de otro ostado •x• si la expresión anlerior 

eliminamos la probabilidad de que una vez que ya lo visiló m 

veces no regrese a él; es decir 

PxC N(y) ~ mJ rn ~ 1. (7J 

Ahora. ut..ilizando la ecuación C7) y suponiendo que •y' es un 

eslado lransilorio. se verá que el número de visi~as a éste eslado 

será finilo sin impor~ar de donde parlió la Cadena de Markov. 

Pueslo que •y• es lransilorio se l1ene q~e O $ pYY < 1 • enlences, 

P/ NCyJ en J = PxC _NCyJ ~ m ) 

l•m 
m ~ co 

= lim pxy p~~'1. O , 

m-+ 

Ot.ro resullado de gran utilidad es poder calcular el número 

esperado de vi si las a un est.ado 'y' part .. iendo de olro eslado 'x'. 

Denotemos por G<x,y) a dicho número y por ExC ) a la esperanza de 

variables a.laa.t.or1a.s def'inl.das en térml.nos de Cildeno.~,; de M.:irkov y 

que part.en dGl eslado 'x'. 

16 



Enlences 

G<x. yJ E,,C NCyJ J 

~ Ex C 1/X,,) 

~ PKc x,,=Y) 

E p< niCx,y) 

Ahora. usando é$l.o y suponiendo nuevamente que •y' es un es lado 

Lransilorio, se verá qui;o su número esperado de visila.s es tinilo 

ya que 

GCx, y) E/ NCyJ ) 

Por consiguien~e como 

G<x,y) 

E m PC NCyJ m J 

ro 
pxy Cl -p ) E m p~y-< 

YY rn=o 

p / e 1-p J < ro 
xy YY 

X e L 

17 



so liono on consecuanc1" quoa 

lim P
1
"

1 ex.y) º· X F.!i C. (8) 

Por olro lado, si 'y' un est.ado rect.irr~nt.e, la cadena 1 o 

visitará un número infinilo de veces. ya que pYY= 1 y de acuerdo a 

C7) se liene que 

PxC NCy) = co) = hm PxC. NCyJ ~ m) 
m->w 

y en part.icular 

"' ) 1. 

Además si ·~· as reeurron~e se tendrá que 

G<x,y) 

18 
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1.6 Eige-nvalores .Y EigenvJ:?oclores.. 

La present.e sección, pretende mo~lrar un poCo la t..corla de l"' 

descomposición de l.lnd. rr.at..r 1 Z. CUádr.id.ot ( p '"'ti Lérmi nos d8' ~u~ 

eigenveclores y eigenvalores pues.Lo_ que má~ adela.nt>"I nos será de 

gran.ut..ilidad. 

Supongamos qüe las ra1ces do la ecuación car<.acleris.t..ic;:t 

1 p - >.I 1 = O 

son distint.as. 

Enlonces. para cada eigenvalor Á es 
J 

posible hallar los 

correspondient..es eigenveclores derecho & izquierdo ~J Y.j , de Lal 

manera que las ecuaciones 

y 

tienen como soluciones no t.rivi·a-lE?s a ·~j y a 

Sean H K 

'l' 
J 

las correspondientes matrices de eigenvect.ores derechos 

C9) 

izquierdos respect.ivament.e. Enlences d~ acuerdo a C9) lenernos las 

equi val ent.es ec~.tac ion_~~ 
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PH 

donde 

o 

o 

y adGmás se l.endrá ~ue 

Hh 

o 

,.. 
z 

K'P ·/IK' 

K' H = I 

.·• K' = I·('. 

ClOJ 

(11) 

o 

o 

C12J 

Ahora, haciendo uso de (12), l.amb1én es posible representar la 

mat.riz P de la siguienle manera 

C13J 

y donde J - 1. ... 

20 



Ent..onces. ut..ilizando C13) se puad"~ calcular la n-ésima polancia de 

la malriz P como sigue 

• pn = I: 
j= 1 

( 14) 

CClbe menc1onar. que a {?J se le conoce como la descompos1cion 

especlral de la mat.riz P. y qua cumple con las sigt.rient.Rs 

pr op1 edades 

r· o. ""J 
'J 

(l (1 = (l l:<;J 

'J J 

• 
j~l(lj = r 

Las lres propiedades resultan de (12) ya que 

Cy~ x) o V j ;:r<!j y Cy' X) i:::j -, J -, 

Por lo t.ant.o 

(1,r, ex y')(:-~ i:') e i'.'.: X )(X y') o -,_ ' -, J -, -, J 

HK' 
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Es import..ant..e hacer notar que el cálcu~o ant.erior puede realizarse 

t.ambién a partir de C11) o.bt..~niendo que_. 

Aprovechando lo que se ha hablado en est..a sección. se puede 

aCirmar que Loda matriz est..ocást..ica t..iene asociado el eigenveclor 

~ y por consiguient..e el e1genvalor 1. 

Est.o se deriva del hecho de que t..oda mat..ri z eslocást..ica C IP ) 

cumple con que 

11'1_ (1, l. ... 11· 

lo cual recuerda las ecuaciones dadas por C9). 

Además• usando el t..eoroma de Porron-Frobeni us • posible 

garantizar que no existe ningún otro eigenvalor de [p cuya norma 

exceda a 1; es decir 

l: IP 
J:: l LJ 

k 

rr.ax E 1P 
i. = l l. J 

Considerando lo anterior, afirmamos que ninguna Cadena de Markov 

finita e irreducibl~ podrá tener solamente estados t..rans1torios. 

Para probar est..o, se sabe ya que 
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y como~ Liene asociado enlre sus aigenv~lore~ al 1, sucederá que 

lim tp'"' ;1t O 

lo cual contradice la ecuación CSJ. 

Por olro lado, si la cadena es irreducible y existe al menos un 

oslado recurrenle, enlonces lodos los eslados serán recurrentes. 
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2 CONSTRUCC!ON DEL MODELO. 

La construcción del modolo está basrtda p•incipalmante en la ~eoria 

de Cadenas de Markov qLJe se ha m~nc1onado con anterioridad. Cada 

animal de la pobla.cl.ón que se prelende modelar- const...iluye una 

realización dot pr-oces:o. Por- lo tanto las realizaciones de la 

cadena d1flcilmen1.c- será.n l.gLJal..-3S y.a qu""' los animales al inicio 

del e$t..Udl.o Lienen i;;;.dades di.rerenle5. Nc::i obst.ant.e. debe quedar 

claro qve no an~li~ará lo que sucGda cada animal en 

particular sino al conJUnLo de E»llos.. 

E:n el ost.ud.i.o de la evolueión de nuoslr-a población, es de interés 

saber cual serd. ':il..I distribución de odadqs después de n periodos 

Lomando en cuc~~a d1ferent.es eslralegias de exploLación d~ hato. 

E:st.o s.a de-b8' báSl.CCt.mGnto .::i.l h~3'cho do- quo un ganadero, podr-á t.ener 

mayor- producc16n l.anlo de l~ch.:t corno de c.::.rne si logra qvo la 

mayoria de sus an1male$ se tO?ncu&nt.ren. edad~s Jóvenes al paso 

del liompo. Para éslo dE>finiremos: post~::r.tormont_e .:~ la dl.slr-ibución 

de edades de la cadena, 

La población a la que so l•,,- aJust..,,._ra el model.o torm;i, un gr-t1po 

abiert.o; d~cir, ademAs de l3S ~alid~s quo ocurr-~n en ~l 

sisl.ama. hnbrá t.ambién cnt.radas Oo t11.t0vos animales al p.a5o del 

tiempo. 

Se ha supuesl.o qw-:o- lds -:;alI,das serán oc--<~i.onad.:i.::. por l ~ mu>?rte y 

la vent.a d'9 ;,nimalas 17n cada. pqr1odo de proy«"'><::<:.:t6n. 

Por ot.ra p;;.rl,o, so ha. supueslo t.ambión qut0• 1 <J.::: f'J'ntradas acur-ran de 

la s.l.guient.u manera~ 

a) Ingresan al s1st.e-ma n1J<:?VO!:i animales que reeompla;:arán d. lo::: .-:tl.l~ 

murieron o a algunos de óst.o!: en algun periodo de proyecci.ór1 en 
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parlicular. Asimismo, reemplazar a lodos o a algt1nos de los que se 

vendieron. 

b) de los sobrovivionles en un determina.do periodo,se selecciona a 

los adult.os que estén odad de parir (de acuerdo a la 

d1~t.r1buci6n de edades) y dg asta manera puedan entrar al sis~ema 

los hijos do los an1males que luv1eron par-los. 

Para el presento modelo ha considerado que é!'.:;t.os, son los 

l'.lnicos fenómenos demograficos que influyen en la evolución do la 

población 

Como parle de una mat.riz de transición cuyas entradas 

ropres&nlan solamonla las probabilidados de sobrevivir do 

estado a al.ro, se incorporarán a ésla en f'orma vectorial los 

valores Lanlo de las salidas de enLr~das al sistema. 

!)e, est~a manera, podra cont.abili;:ar Jl0r1odo a perlado los 

cambios que sufre la población c>n c1..1ant.o a los animales que la 

abandonan, los que ingr•.:isan y los que permani::1cen c:on vida. 

Dichos vectores serán denominado!:. 

1) Supervivencitl. 

2) Muerle. 

3) ·vent.a. 

4) Reemplazos. 

5) P~rtn-=;. 

A partir de est.P momento, cad;. vo:;: qtJ.o?.o se hagr.. referencia ;:-. los 

reemplazos nos eslaremos refiriendo explicilamenle a la compra de 

animales. 
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Z.1 DisLribución de edades. 

Por mr:tdio de la dist.ribuci6n do edades de la cadona sE:?rá pas.ible 

saber cual será la d1st.ribuci6n promedio de ed.::ldes o t.amaf'íos 

dentro de la población. Esla d1st.r1buc1on estar~ dad.'\ por Jos 

porcenlaje-s que los individuos de una. adad determinada representan 

del Lolal de la poblac16n ya $Oa al inicio dol 9StUd.io o Qn algún 

periodo de proyección en parl1cular. 

Haci ando uso do esta di s:Lri bue J. ór1. resul la de una md.nara muy 

sencilla agrupar al Letal de la población da ücuardo a sus edad&s. 

Asi. la dl.st.ribuci6n de edades de la cadena al inicio del i-ésimo 

periodo se denotará como 

d(\) 

k 
o ... n. (1) 

En particular. la dist~ribuci6n de edad'3>s al inicio del primer 

periodo se denotara como 

Además cumple con las siguientes propiedades 

(: - 1 ... lo: e= O. . n 

en donde se• obSE."r va que la suma de componentes ser~ uno al 

inicio del primer periodo; después de As.lo, su ~lJmd podra o no 

vol V•:?r a ser igual a 1 dependiendo del compor lam1 en to que tenga la 

evolución de la pobl.'.lci6n. 
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2.2 Reempl~zos. 

En las poblaciones quo forman un grupo ab1ert..o como lo as el r:aso 

que se pret.encie modelar, puede pensarse en la incorporación a la 

población de tantos nu8v~s ind1viduos como 5~ quiora para aumentar 

su t..ama~o. sin ombargo, los nuevos lngre5antas b1en podrlan 

reampl azar sol amen le a aqur ... 11 os que abandonan 1 a pobl ac1 ón ya sea 

en su totalidad o ::ólo porc:o..mlaje. 

Es lmportant.e hacer notar quB lcis raemplazr.is vendr~n dados en 

Corma 1:Zn.ica.: dF."cl.r, se rocmplazar~'l. conjunt:J.menLo a los animales 

que resulten de la sum;-.1 dG las muertes y las ventas. E:s claro que 

esto no impide quo un ..ll<JU.n rnomenlo las causas de egr~so~ dol 

sislem~ aumanlon. 

(t)' 

s. "' e z 
(2) 

que indica que un porcenlaJe 100c:i.l " de los nuevos ingresant.Rs 

en ol periodo l-ési.mo t.ieno la ociad 1, un tOOc~u ~ lieno (,~dad 2, 

ele. 

Ademas será lal que 

y 

r;< l.) ~ o 
e 

= l. 

1. . . k o. 

Cuando SB quiera r~emplazar· en 1.:i. población mo:,.nos an1rn..'l.les d..;.. lo~ 

que salieron del sis.Lema, s.implem¡;onl.n ::.~ pre-mulliplic.:irá este 

vect..or por una consLante CZ). 
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2.3 Mecanismos de Eg~eso a Ingreso al sis~ema. 

La matriz de t.rans.ici.ones as.ac.1ad.a a la pobiaci6rt que se :va a 

modolar ayud.a,rá -:t. &ncont.r-ar- los voct..orfts resL:;,nt.es Csuperviv.Eoncia., 

abandono~ partos). 

Como la Cadena de Markov es finit.a, se t.i'enen eri cons>:~C"'uencia k 

posibles esLadosCedados), y como ya vimos, dos causas do abandono 

que son muerte y vent..a; denotemos .;i e5l.o5 est.ados por- S1 y SZ 

respect.i.vament.e. E:nt.onces la mal.r-i:::, de l.J'a.nsi.ciones t..iene la 

for-ma 

E1 E:Z: · E4: ES, EK S1 S2 

o q,. q., 

o qZl q., 

o q., q32 

"O q .. q., 
IR = 

o q., q., 

o o 

o o 

Oonda las polonci.as 1:te ~!>.9L~ rr.3-t.riz conlendr-án las probabilidades 

de t.r ansi ci ón a n pasos n;t', Z ~ ... 

Para expro?sar- de una forma más clara la incor?oraci.6n de est.os 

úl\..imos vector-os, c:cnsideret la sigui.;,nt.e pa.rl.ici6n. de la mat..ri-z 

oi-iginal [}!. 
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donde [f' conliene las probabilid~des de -sobrevivenc1a. denLro de-1 

sistema, y~ las probab1lidadas de egresos del mismo. 

Ent..onces, haciendo uso de la disLribución inicial y la par~ición 

dada para ~. se l.iene de m~nera recursiva una fórmula para hallar 

los sobrevivienles de la cadena al inicio del Ci+1)-ésimo periodo 

dada por 

g<\.1· [p (3) 

Do la misma manera, el porcenl.aje de individuos que a lo largo 

del \-ésimo periodo abandonarOn el sist..ema es~á.dado por 

(4) 

donde l• es un veclor columna de dimensiones apropiadas cuyas 

compon9nt..es son iguales a uno y el objetivo del producLo es sumar 

las coltJmnas de <D. que como hablamos dicho represent..a.n a las 

probabilidades de que los animales mueran ó sean vendidos 

dater mi n~da edad. 

Ahora. incorporando en la expr-ti::'s1011 ,::.;,) el ~·...:...:.t.:.:- q....:-:- d<:>f"in"-'" -, 1.-.c:; 

reemplazos en la cadena y usando (3), obL"".:n<.>mc:; que l A. n1.1<:.rva 

distribución do adad"'1s para los sobrovivienlos al in1cio dol 

Ci+l)-ésimo periodo está dada por 
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g_t_t.+11'= g_<t>'¡p + g_ti>'IO !.. !Z.' 

o, equivalenlemenle, 

g_ e ~-·· ' ~ • = g' u 'e lP + cD !.. E.." 

La incorporación a la población de los nuevos individuos que 

reemplazan a los que saliaron. deCine una nueva Cadena de Markov 

cuya matriz de transición ~ se muestra enseguidrt 

o p O. o ql.l+q:lZ . 
o o P. o qZl +q2Z z 
o o o p o q31 +q32 

lll 
3 e 

" 
cz' 

o o o o qkt. +qkl: 

o, lo que es lo mismo, 

El E2 E3 
El Cq11+q12)c1 Cq,,+q12 )e +P Cq"' +q12 )e 

z . . 
E2 Cqz a. +qzz)c i Cqz a. +qzz)cz Cqz1.+qz2)ca+P2 

E3 Cqaa. +qsz)ca. Cqs1+q3z )e Cqlt+qaz )e 
z J 

La cual. teniendo en cuenta que 

i. =: 1. . . k 

30 
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Cq21+q22)ck 

Cq3 t +qaz)ck 



y suponiendo ·qué se re~mplaceil a lodos los animal~:::;. que .:..b;:i.ndan.an 

el sist.ema dUÍ-anle el periodo i..:.ésiino, sa t.endrá una nueva mat..riz 

est.ocást.ica. 

Por ól t.imo, se incorporará a las expresiones ant.eriores el veclor 

correspondl.enle a las lasas do nat.alidad, ésle se denolará de la 

siguiente manera 

u' vk ) • i., •• k • 

y sus component.es serán iguales a cero cuando alguna edad 

exist.an individuos que no estén aún en edad de parir. Asi, 

incorporando estas Lasas a la anterior maLriz. se obtiene la nr.ieva 

dist.r1buci6n do sobrovivient.es al inicio del Ci+l)-ésimo periodo 

como sigue 

donde 

9.(\.). e t?+<Dl.s: + n e' - -, 

~~ e 1 • o . o . . . . . O) 

C5) 

ya que los nuevos ingresant.es se incorporarán sólo a odad Et. 

si5lem.J periodo a p~r!odo, la i ncorpor."?ción de las t.a5as d~ 

nat.alidad a la anlerl.or mat.riz ~. ocasionará Cen nueslro caso 

part.icularJ que (5), la ma~riz que se encuentra ent.re 

parén~esis ya no sea esLocáslica~ m~nos que t.odas las 

componentes del vcclor n' sPan i~uales 
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Asi. la malriz. (Z) que representará la evolución· de la población 

est..ará ~ada. por 

El EZ E3 EK 
El V + Cqtt +qtz)ct cq,,+qtz )e +P Cqtt +q12 )e Cqt1 +q,z)ck 1 2 . 3 

E2 V . Cqz1 +qzz'c, Cq21 .. q22 )e Cq21 +qz2 )e •P Cqz1 .. qzz)ck 2 2 a 2 

E3 V . Cq3 t +q!12)c t Cqat+q3Z )e Cqa,+qaz )e Cq!Jt +qaz)ck 3 2 a 

Ahora. utilizando la fórmula recursiva final dada por ( 5) par a 

act..ualizar la dist.ribuci6n de edados. es posible calcular 

un nuevo vector que contenga los núm8ras esperados de los 

individuos qu~ al paso del lierr.po hay ~n C.'.).da uno de les ost.~ldos 

del proceso. Esta se vorá. como sigue 

CeD 

donde N represant..a el t.amaf'ío de la población al inicio del 

est..udio. 
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8.4 Análisis del ~omport.amienLo del proceso. 

Hemos vist.o ·ya que la m~Lriz que ha resultado para el modélado de 

la pobl.ación no es est.ocásLica.. Por lo t.anLo ho necesar1a.ment.e 

existirá la dist.r1buci6n e~Lac.lcnar1a (5) dada en el capitulo 

anterior. En consr;.cuenci.a, Gs di:;, i nLF.iró5 saber quo pas~rá en t. onces 

con la evolución de la población. La repr·esont.ación de un~;. matriz 

cuadrada entradas no negat1 vas en térmt nos de sus 

eigenvect.ores y eigenvalores será de gran utilidad para enconlrar 

ol comparlamienLo dol proceso. 

Si se recuerda la descomposición espect..ra.l que se menc1on6 en el 

capiLulo 1, es fácil darso cuent~a do que ~i el máximo eigenvalor 

de una matriz P es mayor que 1 St:J londrá quo 

lim A" 
n-+oo "" 

por lo tanto las entradas do la matriz P tenderán a crecer Sl.n 

cot.a. El hecho de pre-multiplicar a .. :?sta úll.tma. mat.riz por el 

vec-t.or que def"ino a la dist.r1buc16n de edades, provocar.\ que la 

población explote. 

Por otro 1 ado. el máximo de los eigenvalores e5 menor que uno 

se tendrá que 

por lo tanto las entra.das de P convergen cero y al 

pre-multiplicar P por la distribución de oda.des la poblac16n 
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extinguirá. 

Cabo mencionar que la rapidez con la qua se de la expl~sión o 

exlinci6n d-:tpenderá de la relacJ.ón que guarda este valor con uno, 

Ahora. si supane-mos que la matriz P es es:t.ocá.st.ica y qu~ t.odos sus 

eigenvalores son di!;tJ.nt..os Cen norma). ésta tendrá asociado el 

eigenvalor 1 y por lo tanto lim An 
l'>->00 

se reducirá a una sol a 

matriz en donde la única entrada positiva tendrá el valor· de 1. 

Por esta razón. las entradas de P se est..acionarAn on un 

determinado valor y al pre-mult.1pl1car est.a matriz por la 

dislribuc1ón de edades la población tenderá ~estabilizarse. 

Se ha d.1.cho también que se parte de un vector i ntci al de edades 

cuyas componentes suman a una. De aqui. es claro que sl la matriz 

del modolo no os estocástica las componenLes de este vect.or ya no 

volverán a sumar la unidad. más aún, ya no necesariament.e 

existirá la d1slribución eslac1on<-J.r1a C5) que moncionó on el 

cap!t..ulo 1. 

Sin embargo. aún ct.1ando la población cre:::c~\ o decrezca sin cot..a, 

se antoja pensar en oncont..rar una nueva d.tslribuclón que permita 

saber Cen promedio), que porcentajo de an1m.:lles habr~1 de cada 

edad; aunque la población est.~1 explotando. ~ la misma manera para 

el caso en que se esté ext.inou119nd..-. y h~:;t..:i. qw ... ,. ~LI~ componentes 

sean igualas a cero. 
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A conL1nuaci6n se rnuest.ra dicha distribución. la cua.1 es una 

estandarización a la expresión (5) de esle capilulo. 

(7) 

con g_<i.)'c e!? ... io !...s.')!.+!:!.) >-1. 
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2.5 Una primera aproximación. 

A conlinuaci6n se presenla con base en lo que sa ha expuesto, una 

aplicación acerca de la ovoluc16n do un ha.Lo ganadero. Las 

est.ralegias de explotación que- se mencionarán son _hipolét.icas ya 

que el objetivo es mostrar únicamente cuales son los alcancos del 

modelo que se ha desarrollado hasla osle momento. 

Se parte originalmenle de una población de 109 animales 

repart..idos en~re 13 direrenlas edades 

El E2 E3 E4 E5 E5 E7 ES E9 ElO E11.E1Z.El3 ªº 20 15 10 10 15 g 10 o o o o . o 

de aqui ~enemos· que 

~< 0 '~co.1s, o.1a. 0.14, 0.092, 0.092. o.14, o.oe3, o.o9a. o,o,o.o.o) 

Se quiere roponer un 11Y. del t.ot.al de animales qua abandonen el" 

halo por animales de edad CE5J 

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 ES E9 ElO El! ElZ El3 
o o o o 11'' o o o o o o o o 

De esl~ modo, la con~tant0 os Z = .11 y 

s' CO, O, O, O, 1, O. O, O. O, O, O, O, 0) 

Por ot..ra parle, solamente habr.\. ventas de animales de edad E3 en 

adelante de la siguienle manora 
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El 50'-' de los animales de edades E3 y E4, el 70~' de edades E6. F.:7, 

ES y el BOX de los animales de cada una de las edades rest.ant.as 

El EE! E3 E4 E5 E6 E? EB E9 ElO Ell ElE! El3 
o o sox so': ºº" 70:: 7ox 7ox ea:: eox em: eox sox 

obt.eniendo que 

sa·= co. o .. s .. s .. e . . 7, .7 •. 7 • • s •. e, .e •. e •. 8) 

Además, de acuerdo a la información •. las_ t~saS -de m~rt.alidad_ del_ 

hat.o indican qua íallecen un 5:.: de los aniñta10S d~ ad-ád9s El y E2, 

el 1 O~ de edades E3, E4, ES, el 15X da edades E6, E7, ES, y el 20~; 

da los animales rest.ant..es de cada edad, y~ So3oa por enfermedad 6 

alguna otra causa 

El EE! E3 E4 E5 E6 E7 ES E9 ElO E11 E12 El3 
5% 5'Y. 1 m~ 1 0% l OX 15~; 15"<; 15!-; 20Y. 20X 20~ 20~~ 207~ 

de donde 

Sl'= C.05, .05, .1, .1, .l •. 15, .15, .15, .2 •. 2, .2, .2 •. G) 

70~~ do los :J..ni mal es de cd.'.ldeo::; E4, E'5, E6. E7 y EB y el 60~; de 1 os 

de edad E3 reproducen 

Et E2 E3 E4 E5 E6 E7 ES E9 ElO El1 El2 El3 
o o 60}~ 70'Y. 70"~ 70~~ 70~ 70~-; o o o o o 

obt.eni ondo que 

U' = CO, O, 0.6, 0.7, 0.7. 0.7, 0.7. 0.7, O, O, O, O, OJ 
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El_ 

-E1- _O -,95-«o -O o o o o 
E2 o o: ___ 95 'o --o o _o-_- o- o:-----o __ o -o 
E3 o . __ ,o __ _-,o __ --.-4- --o- o- _o ;-ó----:o---:,c>::·--o o 
E4 :-6 o- o,'o-.:._4 o - 6: o -6 o o o 
Es« 0-:-0----0 ---:o o .-i-::_o-_: ___ 9.-"\¡_:--_:-:0--'-:o __ o 

: E6 0- +e/: o\-;Q, o•':: :o- :0l.~''-:o ,~:'o' ó:- O O 

1;_7 :º º _ ~9 = º - o- o': ·º. : is·;-º- º º º 
ES O O- - O -O -''o.- : Ó '-éf O/;¡~ O O O 

~: ~- ~ ~- o 9'-0 o ,o o o o o 

o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 
o 

Éfooooooooo 
Ell O -o - O o O O O- O 

o o o 
o 
o 
o 

o o 

El2 O 
El3 O 

Sl o 
S2 o 

o 
o 

o 
o 

o o o o 
o o o o 

o o o o 
o o o o 

o o 
o o o o 
o o o o 

o o o o 
o o o o 

o 
o 

o o 
o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

Sl S2 

.05 o 

.05 o 

.1 . 5 

.1 .5 

.1 . 8 

.15 . 7 

.15 . 7 

.15 .7 

.20 .8 

.20 .8 

. 20 .8 

.20 .8 

.20 .8 

o 
o 

Haciondo uso de la fórmula C6) y do la part..iciór, dada para la 

mat..riz eslocást.ica que se muestra arriba es posible calcular los 

números esperado~ t.anlo de los animales que sobrav1 ven a su 

siguient.e edad corno do lo::; quo abatldonan al h,ai.,.Q on algún periodo 

en parlicular. 

El número esperado de animales que permanecen en la población 

eslará dado por N '!C' IP !_ , dondo N reprosenla el lama.Fío de la 

población original, 
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MJ.enl.ras qu" el número es parado de abandonos en el hato astá dado 

por N 9.c\1' ID !_. 

Si ahora consideramos a los veCtores qu~ definen lanlo a las tasas 

dQ nat.alidad como de reemplazos se tendrá en consecuencia qw• l•:::is 

números esperados de nacimi en los est.arán dados por N g_'º. tl· 

y finalmente, los que corresponden a los reemplazos f3sf..ardn dados 

por N CQ.I 1. 1 • (!O l.~')) !. 

Ahora, uti 11 zando la mat.riz 2 dada con an.t.er 1 or id.ad.-

incorporarán Jos val ores 

El E2 E3 E4 E5 E6 E7 ES 

El o .95 o o .0053 o o o 
E2 o o . 95 o .0053 o o o 
E3 .6 o o .4 .0636 o o o 
E4 .7 o o o .4636 o o o 
E5 ·' o o o .0954 . 1 o o 
ES .7 o o o . 0901 o .15 o 
E7 .7 o o o . 0901 o o .15 

EB .7 o o o . 0901 o o o 
E9 o o o o .106 o o o 
El O o o o o . 106 o o o o o ·o· o .o 
E11 o o o o . 106 0 o o o o o o· o 
E12 o o o o .106 o o o o o o o o 
E13 o o o o . 106 o o o o o o o o 

qua como EJra de espi_?rarsa ya no cumple la condicl.6n de ser 

estoc:i.::t.ica. 

Ahora. las pot.encias de esl.a rnatri:: contendrán las ''probabilidades 

de t.ransición" a n pasos Cn=1.2. . ) y 

C14) 
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represent.ará la disLribuci6n de edades de los individuos vivos en 

el sislema al ~nicio del i-ésimo periodo. 

Se ha mencionado ya que cada animal de nuest.ra población 

conslit.uye una realización del proceso y que an consecuencia cada 

uno t.andrá Cen algún momenl.o) que abandonar ol sislerna. Por lal 

moli vo, eslriclamenle hablando será imposible decir que exi st.en 

estados recurrentes en el proceso pues cada animal podrá enfrentar 

solament.e una la posibilidad de visitar los ast..ados 

subsecuentes. Sin embargo, una vez que 

de nat.alidad y de reemplazo al modelo, 

incorporaron las lasas 

ve que 1 os e!> lados que. 

fueron visitados en principio por los an.tmales que originalmente 

iniciaron el procosc ::.c~guiró.n -:>if-.•ndr.-i vist La.dos: $Olo que ahora 

será por los hijos de lodos aquellos 2'.nimales quG> al paso del 

tiempo vayan pariondo y por los que reemplacen 

abandonaron el sistoma respectivamente. 

los quo 

Ahora, bajo al supuesto do que ft..1era un mismo individuo el que 

tuviera el comportamiento ant1~r1or, o=:: posibla hallar un conjunto 

de estados que sea cerrado 

recurrenl.EJ. 

l r reduci bl o y por lo t.anl.o 

Por otro lado. l.eniendo en cuenta. ol mismo supuest~o. y haciendo 

uso de la expres.ión C8) del capitulo 1 so podrán enconlrar los 

estados t.ransit.or1os. 

Asi pues. en la siguiente matriz .'S.E< muc::.Lran la::: e':.>l.:tdo-::; ( E1, E2, 

E3. E4, E5, E6. E7. E8 E9) que resultaron s•?r "recurrentes" (+) y 

CE10, E11. E12, E13) "lransi torios" CQ). 
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El EZ E3 E4 E5 E6 E7 ES E9 El O Ell Ele E13 

El + o o o o 
Ec + + + + o o o o 
E3 + + + o .o o o· 
E4 + + + o o o o 
E5 + o ÍJ o o 
E6 + + + o o o o 
E7 + .O o o o 
ES + + o o o o 
E9 o o o o 
El O + + o o o o 
E11 + o o o o 
Ele + + + + o o o o 
E13 + + o o o o 
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Ahora • haciendq uso de _la representación dada por la letorla de 

los eigenvaloros de la ma.lriz 2. sorá posible enconlrar el 

comporlamienlo del procaso~es decir. si las estralegias sugeridas 

causan una explosión o exlinc11~n de- la pobl<i.ción. 

Por olro lado, en vist.a de que er1 ost..e ejemplo la matr1z r9sulló 

no ~er estocástica. se usará la di~lr1buci6n estandarizada (7) que 

se mencionó en la sección 2.4 . 

A conlinuación se ·muestran lo:;: eigenvalores de la. ·matriz Z 

e o. o, o; o, o.99998, -0.203 + 0.681,, -0.203 - o.68L. 

-o. 212 + o. 309t. -o. 212 - o. 308t. o. 023 + -0.150í.. o. 023 - o. 150t.. 

-0.157, 0.035 ), 

de donde se observa que el mayor de ellos es menor que 1. Teniendo 

esto en consi.derac16n. la pobl.:i.c1ón tenderá a d1sminu1r con el 

liempo pero muy lenl:'!mRnt.o ya qu€.! ~sl'='!' valor es muy cercano a 1. 

A cont.1nuación se mue~lra el resultado de aplicAr la rórmula C14) 

para 24 periodos de proy~:.>cción. Para conocer i:•l número Qe animales 

quo sobrevivan por pGrtodo i;:.n cad<:\ edad basta hrtcer uso df::' la 

expresión (6). E~la melodología sólo permiL1rá saber qua lanlo n~ 

crecido 

alguno 

d1 s.mi nu1 do l ,'1. pobl .1C.l on al f l nal do los: 24 periodos o en 

part..i cul ar. 

El primer renglón corresponde a los sobrevivientes C5) al inicl.o 

del i+l-ésima periodo y el segundo la dis~ribución 
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2.5.Z Obsorvacionas. 

En el vector de 1 a d1 slr .tbuc.t.ón de edades se observa quf? en 24 

periodos la población di~minuyó an un 6 ·~ de su t..amaño 

original. Dicha disminución s~ mur::tslra más !'uert.ement.o dir?l po?.riodo 

1 al 4 y nunque ya se sabe quo la población seguirá di.sminuyendo 

al pa.so dol li40Jmpo, los moviml.entos parecen eslabilizarsa Ca. lres 

d1gilos) a partir del periodo 13. 

En la dislrib•Jción est..acionari.a dada por la fórmula (8), se t.ieno 

algo similar. A seis digilos. no se alcanza aún una distribución 

estable.Sin embargo.Ca dos digilos) podriamos decir que la 

población (en promedio) comportará. de ld. s:iguiant..e 

Un 29 ~~ de los animales se encontrarán en la edad El. 

27 'Y. 

26 Y. 

10 ~ 

7" 

E2 

E3 

E4 

E5 

Mientras que al 1 !{ rest.ant.e quedará repart.ido enlr€' las edades E6 

E7 y ES. Por supuesto. no habrá animales do- edades mayores. a los 

ocho cu.:ilrimi::ist.res de edad ya que como se v1ó con anterioridd.d 

estas edades Lodos los animales son vend1dos o dnsechados. 
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2.6_ Automatización del mod9lo. 

He!=faant'e el modelo qua se ha desarrollado. ya es po~il:.le saber qu~ 

paSar_á_ con la evolución de nuest.ra poblacl.ón. Se ha mAnci.onado 

_aril_eriorídad que sera posible saber cuant.o crecerá o decrecerá la 

poblacióry al paso del tiempo. Tdmbién se podritn ob~ervar por 

separado los número!:. espt;orado'2:. de ani.malas que nacen, mueren, se 

compran y se venden~ ademas del número espera.do de animal es quo 

pasan con vida a <;-~u sigu1entEo- edad. No oLslanLe, realizar la labor 

antes mencionada nos puede 11 ev.:.r mucho l.iempo si no se cuent.a con 

una herraml.enla que la lleve a cabo. 

Para t.al ef'eclo, el modelo propuest.o se ha aut.ornat.i.zado en el 

paquet.e LOTUS 123 Cpor su facilidad de manejo y aprendizaje). 

Asf, nuo::lru modelo sorá accesible a personas qua carezcan o 

t..engan poco conocim1ent.o acerca de los Proc.¿osos Est.oc.1.st..icos a 

incluso de un lenguajE.~ do pr-ogramación tal como Pascal. Fortran 

ele. 

Sa Lienan los seis ve-et.ores descrilos al in1c1r.1 dF..> esle caplt.ulo, 

uno por- ronglón; el q•.:e ro¡::r-esvr1Lii. la distribución de a.::la.des 

CDI.E:D), él de las lasas de muerle (MORIP) y ~l do las lasas de 

supervivencia C SOBRE). Además. los que rF.!prBsent.an l ;i~ pol 1 t.icas 

de explotación del halo; r.:~l poro:::enl.:.je do an1malc:-s q1.1E· so venden 

CVENTA). el porc•:?ntajo de animales qu·~ comp1·.::i.n CREPOSJ y 

fir1a.l tnE:>'nLe el porc:enlaj<? df:'!' p<trlos por .o..n.i inal adul '~º C P.EPPOJ. 

Todo lo antiU"rJ.or o.sLá dado por t.asr.s par.:i. cad:~. un.:. d"~ las edades 

consideradas. 

La siguiente tabla, muestra la manera en que se L1ene toda la 

inf'ormacir'm demcg1·b.fica inicial que se mencionó en l;i sección 



ant.erior, en la hoj_a da _c:r.1.cülO CLOTUS:l. 

Et E2 E3 E4 E5 E6 E7 .E~ E9 El O F.11 El?. Ei. J JGTAL 

DI. ED 20 20 15 10 10 15 g 10 o o o o o 109 
SOBRE .95 .95 .4 .. 4 .1 .15 .15 .15 o o o o o 
MORIR .s .5 . 1 .1 . 1 :15 .15 .15 .2 .2 .2 .2 .2 
VENTA o o .5 .5 .a .7 .7 .7 • 8 ,!3 .a .8 .8 
RE POS o o o o . 11 o o o o o o o o 
REPRO o o .6 .7 .7 .7 ,7 .7 o o o o o 

Los porcenLajes de animales que pasan con vida a su siguiente edad 

est.ará dado en función del segundo CSOBRE). tercero CMORIR) y 

cuarto renglón CVENTA.). ya que cada animal a diferent..19s eda~es 

podrá enfrentar la disyuntiva de salir del sistema 6 sobrevivir. 

Por aje-mplo, al inicio del estudio se tienen 20 animales da edad 

El. De es t. os, el 95 Y. sobrevi. virán a edad E2. El 5 % rest..ant.e 

salió del sistema a causa de muerte pues no hubo venta de animales 

de esta edad; lo que se r'3'fl~jd. ~on Ulld. l,..;i.$a d.,;;l O~' ar, el r.:mglón 

correspond1enl0. 

Adicionalmentlo-, '.;';& !1d.n considerado a las tasas de natalidad de los 

animal e5 en ol SB>:Lo r ~;,ngl ón ( REPRO). 

Por último. y prevt.l"".'ndo un.:i. ~i.ll1aci.6n E!O la que el númt:>'ro de 

n:'lt::ltnienLos qu..-.,. h;iva en el hato en cada perlado suf1cient.e 

para roompla:.:ar a los .::ini.male~ quo voS>ndidos ó q!Je muer":'..ln • 

incorporó el quinto renglón CREPOS) cL1ya f:in."tlid.:i.d es la de 

reempl a=..:..r en el hato df0>lr_.1·minado número de ar11males de 

dif'erent.es edade~. En ""':::.Lo CCLso, un 11 ~1. de los ogr¡:;¡oso!'> por 

animales do edad E5. 

A continuación se muestran los result.ados promedi.o al t'1nal de> los 

24 periodos de proyección quo se h~n considerado. 
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2. 6.1 Observaciones. 

Al igual que antes, se puede not.ar en ·~.l rer;'gi6r:t D~ST: ~I?ADES q_ue 

la disminución más fuert:.e en· la· población -se d.3. -~·da1··" poriod6 

l al 4. 

Por et.ro lado. ya es posible yisualiz."ar: con maY.'?' ca.Ci-lidad al 

número de .a.ni.males. que onlran. salen y los que permanec~n en ol 

sisLema periodo a periodo 

La gráfica de la disLribución final de edades muest.ra más 

claramente como la mayoria de la poblaci6n se encuent.ra en edades 

jóvenes en conLrasLe con la grálica de la distribución inicial de 

edades. 

En la t.abla resúmon se obser-va que la población decrec16 iie 109 

animales qua habla a 102. decrociendo tambión el número do n.uort.os 

compras vent.as y partos. Asl también. en la gráíica de la 

evolución demográlica del halo se observa que el número de parles 

que se dan. alcanzan a soportar las v~nlas y la5 muertes; siendo 

no tan indi.spens:able Loner que comprar un grán número de anirnales 

para mantener estable el hato. 
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3 EL MODELO FINAL. 

1-a auLomaL.izaci6n dal modelo doscrit.a en el cap1lulo ant-P.rlc::n. 

darí1 la p.3.ut.a para !-legar al modelo final que engloba el resul lado 

principal de esle trabajo. EsLe nuevo modelo consL~1rá. do dos 

partes. una demográfica y una económica. La primera de ellas 

corresponde a la qua se usó en el ejemplo anler1or. La segunda 

tiene como obJelivo el poder mostrar que repercusiones económicas 

resullar!an al poner en práctica una aslralegia errónea de 

explolación de un hato. Eslo es a consecuencia de que algunas de 

las variables demográficas qu~ se consideraran tienen asociadas un 

determinado costo; por ejemplo. los gastos que resul t.an de 

mant.oner a los ani.males o atender un parlo. 

Por otra parlo. también ex.isl8'n dont.ro de nuestras variables 

demogrAficas algunas quQ llevan consi.go un ingreso económico por 

ejemplo la. venla de animales en pie; aunque e$l.Os ingresos se 

podrian ver J.ncremenlados una. vez qu13 aly11nos de los animales 

-=-ncucnlr •':!n consecuenci.;l 1n1c1en 

producción loche-1·,:i.. Para est...o úllimo modolo las E:•dad<:!-s de los 

animales so da.rán r.::n cualrl.rnBstr(-:.-s. Además:, lomando '20 cuent,a que 

de acuordo a lc:s r,.xper1enc1a ch:-1 produclor la vida reproductiva do 

una vaca es de- diez afias, o~t.e modelo consl<1. únicam0nle do t.roint..'l 

cu~lrimeslres de ~dad por periodo. 

Como se oncuenlra. el modelo hastzi. <~sl1:> mom(~nto y recordando como 

se definió en el ca.pilulo ant,erior al V•:>Clor de roempl.:-~zos. :!="(e> 

qua solamente se podran comprar an1mal<"!S para suplir ya s&a al 

Lot.al de abandonos o,n el h.alo, .:i. un porcentaje dr:1 <'c>llos o aumenlar 

el Lamafío de la pobl.:1ción. El ojmnplo que se mostrará con este 
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úllimo modelo pernutirá pensar en-comprar animales pero de una 

man~ra más flexible; 1;1st.a se def'inirá posleriormenle. 
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3. 1 Variables Econ6mica5. 

Al ·1gua1· ·que·la. parle demográCica. la económica se compone de seis 

renglones cada uno de los. ctJales puede contener ingresos o agrasos 

según sea el caso. 

MANUTE 
RESCAT 
VENTA 
REPOS 
ATN. PAR 
LECHE 

El E2 E3 E4 E5 EK 

El costo que ocasiona la alenci6n y cuidado de los animales en lo 

referente a al1-monlaci6n, vacuna.::, gast.os por ins.aminación, gd.~f..os 

por enf'armedad del animal, ele. sin lomar en cuenta el gas lo 

ocasionado por la atención de un parlo, se encuentra en el renglón 

11 amado MANUTE. 

El gasLo ocasionado por la atención de un parlo, medicinas, 

honorarios del veterinario, se muestran en el renglón llamado 

ATII. PAR. 

El gast~o que se Liene que hacer para comprar los animales que se 

van a reponer- de di fer entes edades en el halo se muestra en el 

renglón de REPOS. 

Poi oled. parlt:1. na supuasLo t.ambiP.n quo 1.J. mUE'.ft'Le n.'l.tural de 

un animal puede luenle de ingresos ya que se venden las partos 

comorcializablos de esl.os como por ojomplo las pezuñas 6 la piol; 

estos ingresos se mueslran en el renglón RESCAT. 

Del mismo modo, los ingr0so~ o~.:i.:::ion.'.1dc::. por l.:.. v._.nt.:. u..,. lu~ 

animales en pie se mueslran en el renglón VEHTA. 
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Finalmen.t.e se muesl.r-an los ingresos por. vent.a de la .leche da los 

anim•les en proc.hJcci.ón .en· el .. ,rengl60· LECHE, 
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3,2 Ejemplo do Aplicación a la AdminisLr~cló~ de un Halo Ganadero-

A oont.i.nuación ~o presunta tJn ejemplo acore.a de la evoltJción. d~ 

una población ~n una explolacion rfllat..1. vam~n.(.i¡¡t p~queña la. cual 

consla da 53 anl.males al i.nicio del est.ud.lo. 'Tod.:..s las tasas de. 

naLalidad y reproduccion fueron obl.etüdas a par-t.i·r de la 

-oxperienc:;:ia. del CIE:EGl de l.976 a 1087, mi.enlt"as que las lasas dO" 

mortalidad se ~b~uv1eron do diversa~ fuentes. 

Por ct.ra part..e. las est..rat.cgi.:s.$ tanto de vanta como da cornpra de 

nuevos unimales oslarán dadas como s1gue: 

a)Considerando que do ac•..ierdo a la exper"I.onci.a del CIEEGT se t.i~ne 

que en promedi.o la mllad de los nacim1P.ntos ro~ullan en machos, as 

da int..erés vender a todo.s estos an¡ma.lE;~s al moment..o del de$t..et.~ y 

quedarse s6lei con las hembras. Eslo Sí~ ha ref"lejado con una t.~sa 

del 50!-i en el renglón vont.a y en la segunda. columna ya que el 

dest.al.e ocurri:t aproxi m.3damenle a parl.tr del sogundo cwatr:!.i.M~t.re 

de vida del animal d~spués d&l part~. 

b) Con el t""'!bj-..Lcl de m7tnt.0nor un t..am::::i.fío adecuddO doL halo. :;_;e v:,,.. a 

reponeor m•3'diariLB l;.t compra de aru.n1ales a un 5~-;. dt2> 1.:.. d.tf•?roncia 

entre el t..ot.al de vent.a:; y muorle$, y el 50'!-;. df_:o los rtacimJ.ent.r:: 

que h.:i.ya ha.bido; lodo óslo pot" period.-.. SH ot..ras pa.l.:lt1ras, 

comprarán a.ni mal r--r:; súto CtJ~ndo del número do n.ctc.i mi.:>r1t.os quú h..1ya 

por periodo CDn los quo <O!l pre.duelo 

suf'ici.enles pard s1..1pl1r a Lodos aquellos qu•? sal:i.0r-on d<-~1 hat.o pcir 

vent.a o muor lo, 

Adiciona.lmr~nt.e, lomando en cuenta que la cap;:J.cid;:1d reproducl.1va de 

los animal@3 al p<lSO del Lioropo disrt1inUj.'f'1' y por- lo lanlo la 

producción lE.>chera, s.e ha. s1.Jpl.1•=-stc- l.;tmbién d..:- ar;u~•rdo 

r=s:t.adislicas del CIEEGT qu.~ 18~.:; d8 e$l.os .t..r1$.mal;>!S $On 
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desecha.dl.)S partir del di?cimo cuat.rimostro-. Asimismo, se ha 

supUEi'sl.c que ningún -animal seibrevivi.rá _más allá df.~ su décl.mo afio 

d~ vi da. 

Con respecto a la p~1 t.e ac<J1oomL·:~. t.v.J·~'s los precJ.os. se ha11 

consi.darado en miles de pe..:;os; asl pi: . .r ~Jemplo, le.. ;,tr:nción di? los 

par t..os por animal i"•d1.il to se ha f i. j ario en $ l 3, u::"! r:u:-:-soc;, la-; 

prt?cios de venta de los animal-=-~ frn pie ... .;,,1. desde$ 2!:i.Gü0 hast..a 

$ 500,000 dependiendo de la edad del an1mal y de la misma manera 

para los demás precios. 

En lo que respecta al renglón correspondíe-nte ;... l.;. vent,:t_ de leche. 

est.e representa c~·l producto del precl.o del litro de leche por el 

número de li lros promedio que producen las VCl.CO:tS dl3' un determinado 

cuat.rimest ... re de edad y esto a su vez mult.iplicado por el numero de 

anima.lf'."::s on producci.ón. 

Es importante hacer notar que 1,....1~ procios antc,,.s mencionados pueden 

ser modilic-"'dos caso de que no <::e a1us1_E•n u la ri:.>alicJad. 

A con ti nuaci ón mostrará 1 a proyocci.on ce es lo hal<? ganadero 

para 24 periodos cuat~r:.most.rale~ tomando en cuGnt.a las est.r-<llegi.a.s 

anl.es menc1onadas. Junt..o con r..,-slo ~tC"' do.r-á t.~nib1ér1 tabla. 

que resume lanlo la inforrr .. 0t.-::1ón demogr·cl.fica. del halo como la. 

económica en cada per1odo. 

Finalmente se rnuoslran las gr·:...fica~ dA: 

a) El núm&ro tot.al d<0<- cabc.tz,;;;.s on <?1 hc1+.C"J. 

bJ La dislribuc1ón 1n1cial dú 0dades d~ la qu~ $G parlr. 

e) La distribución r i nal de od.:tdes. 

d) La ovol uci ón demogr.:.f 1 ca do l o:o; part.os. compras, muertes y 

vent.az. 

e) Los ingresos cconómi cos obt.er11 dos. 
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3.2.1 Observaciones. 

Puede resallarse que las es:lralegias elegl.das resullan en un h,::..to 

que crece de 53 cabezas a 59 en solo cuatro per 1 odos 

cuat.rimest.ralos. A parlir de eslo momento se observa una marcada 

est~abl.lizaci6n de la población alrededor de los 58 animales 

teniendo tambl.én una estabilización para los partos, las compras, 

las muertes y las v~nt.as de animales en pie. 

Por otra parlo. en la labia res:úmen se observa quei el número de 

compras que hacen cada pc:riodo ';";On casi cero. Est.o indica que 

durant.e los 2~1 periodos de proyección el número de parlas alcanzó 

para reemplazar a aquellos animales que salieron del sistema por 

vanla y muerte; est.e comport.am1ent..o se observa más claramenl~ en 

la grárica de la Evolución Demográfica Cresúmen). 

En la tabla resúmen nsi como en la gráfica do los ingresos 

oconómicos obt.onidos. so observa un aumento import.a.nt.e qu& puedo 

ser deb1do a las vo-nlas ocasionada~ al inic1.o del ~slud10. Al 

igual que las vo.r1able-:: demograt i.cas. las grtnd11C!..d.S oblen1das 

parecen comenzar ;t eslab1 lizar!>e a parl1r del periodo 20. 

Fina.lmont.o, eon las gr."flcds d,~_,. las di-.;l.ri buciones t.ant.o inicial 

como f'inal de edados, SG obs<.<rva que t•l objüt1vo d~ agrupar a los 

animales •o-n ociados jóvenes se ha cumplido al igual que en los 

ejemplos anler1ores. 
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COMCLUSIOHES 

~nLro de: esludio de la evoluc16n de poblaciones. seria muy 

dificil const..r-utr un solo modelo que aJu~tase a t..an gr.:..n variedad 

de lodas ellas. 

Aunque est..e modelo 

caract.erislicas de 

desa.rrol lo tomando en cuenla las 

población pa~l1cular es sin embargo. 

adtlpt.able t.ant.o a diversa.-:; poblaciones expl ot .. aci ónes 

animales. En la inlr-oducc1ón menciono quE> mediant..e Cadenas de 

Markov es posible modelar F3l prtso de los escolare~ una 

insliLución educaliv.-:i a t..raves de los .thos; pues bi"?n, B"slu modelo 

permite l.:..mbt.én el se91HmienLo de la evolución de esa población. 

Para lal efoct..o S".:' lit.~no ya L"'.. d1st.ribuci.6n de edc:.d°''5, al voct..or 

que consla de las probabtl.ldJ.des de q1Je los .'l.lumnos acrediten al 

siguiente año escolar y dos. causa:::: dt: ab::i.ndono dol s1slerna qua 

originalmente se tienen corno VENTA y MUERTE. Ahora, en el caso de 

una insl.i lución educal1 va. es los 2 rJl timos esla<:k:io; bien pueden 

ref P.r ir se a los al 11mnos que se gr d.dU«n '' ~' los (-p..k:! ..a.bd.nciona.ri 1 ~"­

escuela por alguna co:tusa respecl1 vz-.menl8. 

El renglón PARTOS d1? la p.:i.rt,c d<0>rr.ográf1c:, riel modelo original 

puede referirse a los nuevos .:d urnr,.-,o;-; qu•? c-n+,ran ol primer af'ío 

escolar reompl azando a.l Lol.'l.l rfr· gr;:,<Ji:.ados un .:1fío antr;-s n sólo J 

un porcer1LaJe de ellos. 

El caso del renglón ma.rc.:i.do como REPOS •;;.'o:1·.1a irr•2lev.21.nto_,;.· en e~te 

;:;.I urnno que 

abandone ci.erl.o grado de la uscuol¡:t. por otro que- tc_,nga los mi.smos 

es ludio~. 
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Cvn ro.,,.p.:;ocLo ;, la part~ ec.on6mi.ca del mcidn.lo, e!::> probabl.;r que si 

fuera necesar10 hacerle algunas mod1f1cacinnes para ob-:;Brv.:i.r los 

l11gr~sos o egr .. ~sos monetarios y.:l que qn esle t.1po d.a ejemplos los 

renglones LECHE. ATN.PAP.. RESCAT y VENTA nr.1 t..endric..n sent1drJ. S1r1 

~mba:-go. al r"111glón MANUTE puede refer:ir•=-e- a los g.ast_r:is 

ocasi.onados para darle educaclón a un indt viduo y el renglón i;>E:f-•QS 

podria modificarse de manera que represent.e los ingrasos 

económico-s obt.enidos a causa de las lnscrtpciones de los alumnos 

de nuevo 1rigroso. 

En fin, esta modelo pued~ ser adaptable. aunque no a t..odas las 

poblac1nn~s. por lo monos <.1. un buon número d& ellas. 

En Lodos los eJemplos, se ha pensado en incorporar t.oda la 

información d~mogr~fi~a inicial y manlonorl~ consl~ntQ a 10 l~rgo 

del tiempo; por ejemplo. est.:;.r comprando y/o vend1endo periodo a 

poriodo la misma canlJ.da.d do an1males. Sin embargo, teniendo ya 

automatizado el rnode?lo, será más sencillo ll8va.r a. c3.bo la ta.rea 

de definJ r lanlo eslralegia.s de reemplazo 

animali?s qU•? :::;:ean menos rig1das; e::; deci_r, y<.1. 

de venla de 

podrá pf::>ns:ar en 

reempla:;:ar y/o VE>rtdt2r a un número variable de an1malBs en la 

población al paso del Liempo y en ot momento que 

mcts atin, eslo podrá h.:..cer lamb16n par,"\ las t.:is.:.:. df.o' mue1·L·~ y 

reproducctón, 

población de que se• t.ra.le, ev.'l.luar· et modelo r;on dif~r entes 

eslrat~eg1as ha5la que se encuentre una c..decu~'\di1 d8pendiendo dE> las 

n19cesidades: en c.:t.da caso parllctJlar. 
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