U INTADN LN
A (A TEVBIA

DE GRBFI(ES
NOTAS DE (LBSE

TESTS

QUE PARR 0BTENER ELTITULO DE

LICENCIADO EN MATEMATICAS
PRESENTA

Havia del Gomen Corco” Cobos

. MELIODF 1989

ﬁmwfadfa :

A Bl




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



(CONTENIDD

INTBODULLION
CAPITULO 1: (ONCEPTDS BASICOS
CAPITULD 2: BLOQUES

CAPJTULD 3: RABOLES
£ sobitasio del n”/‘fj

CAPITULD ¥: CONEXIDAD
£} torema de deﬂ?éf

CAPITULD 5:  [OLOBALION DE VERTILES

CAPITULD 6= PLAWARIDAD
Graficas duales

CAPITULD 3~ GRAFICAS PLANAS,
POLIEDADS BEGULARES

66

79

86
91

107

139
151

(APITULD 8-

(APITULD 9:

CRPITILD 10-

YLl TEDREMA 1 1OF
CINCD COLDRES

APABEAMIENTDS

PASEDS FULEBIANDS

Y LI0L0S HAMILTONIANDS
€ raton mngui.sfadar
Las dorres de Hanoi

BELACIONES DE LA
TEDAIA DE LRAFIAS
(O OTRAS (TENLIRS
~Tooria de Grdfecas yduinvca
-la re/»eﬁmfna‘a;u de fan
roltedlas
Ernumeration. de issmeros
~Tooria de Grafieas 7&'11;:‘.21’514‘&
~Teoria de Grdlican y Geoim}tﬁ-
~Teorta de Grajicas y Cincla
Soccales *
Teoria del balance
* Deci'stonies gm}m]h 4

160

177

198
213
219

(Y
w
Dy

w
LY
-y

228
233
257
250

255
25%



elocecvt sounl

«El {oorema de tnpost-
bilidad de Arrow

~Teoria de Grafieas y ﬁnfm/w&ﬂh

.?m';gm L«,‘ba(éftaa ] o9
wzacon dual.

las rutas maritiman, ta
distancia y el centro de
una 3ra',{d.a.

« £ ancllo Hula 7(’0 cielp
dirigide en una dt'jmyf'dl

» Grafican y /xlmnf&:m

- Una afé’c'caub"ru denko oe

lao makematicas .

. Aoduccion, ded ancho de
bamda de una matei'e
sumétrica

oritmo para reduar
¢l ancho de banda de
una. rw/«.ga,
- £l jue J zn de lo coloreo

ovIar! £ albvlrmD

261

262
267

267

268

269
269

271

271

295
<80
295

BIBLIOGRAFIA

IJNDILE

303

309



JNTAODUCCION

Mo estd” Esta es una prase Janulios paca mu
chos extudiantes ded dma de Teorin de Grdfecas Gue
solicctan. Uibros e las bibliotecas de la bwtrsidad,
Lo eocasez de material sobre el tera, asl como ol ha
cho de gue fa magor parte de aguel que se oncuer)
tra. disponcble eole en una l&’.ﬂ?ua, c:tbnnvjc/a/, mo-
Livarm ole Lrabalb.

Una vez gue se ha vaciado wia obme o 2o
7{({a£ concbiurla. A fan /bra?unfao ticinlen & dus
enclucr Quz' no? & lon gue profundidacl abor-
dar cada terna?,Qus melodo de ez/baﬂ'a'm% n-
f&al’.’, sg van aim_d(,'enda OI'ZI'M ‘n {:arm?anlw a’&
manem. casc permanente., vl convicecsns de que
toda ackividad matemdlaa. iwolucra un cosm -
nenle eencialmuente lidieo, se ha prclucdo algu-
nas ackividades de caracher recrativo cuyo b ta-
miento adecuado diberd, en ocasionies, conducir o
la Jormacisin de coneepte, en ok casm, a una
magor comprensir de bos mismos y, en el ml/af

de ‘ellos, al surgaw& de nuedas idlean . Esvlndhe—

’e

gos som, a nueskro parecer; muy pocss todavia.. U
tarea gue e queda pma&‘enfe, consisle precisa-
menle e reuner muchos mas o {mbz(l/br con ellos
de manera. que pucaae ser whilizades con fonca
L‘-.‘;Ldllklicoi

U slguna/a_ inquictuc ha ctado />fe:4cn£e.-:
cwales sm1 los vinculos de la teoria de focas
o atras disccplinas s to que eotr eus y gue
cardcler Ligenen ¢ Es /msdble, dacer whe conoccniien
b accesible o quienes inicive sw eshidio de la T
ria de graf,&tas] & neceslro sobre el Forsa era casc
nuls. Fug preciso sumergerse. sl wst mar de Ulera-
ura, en ocasionos casi impenetrable. o mayor par-
1o del matecial consulblado consistia éralm/os
sphe otran dreao o dende o teoria, de 3/11’7’4‘@::
aparecia 500 de manera. marainal ; o biene, en re-
sultades de fa teoria de gra.',Z'Ms aa[u.ﬂ'aa/os, no
sicmpre de forma natural, a Jensmens /JI_/l‘GJlé
ctnées o okus terren ol saber Eulsben, sir ema-
barge, e/e'm/b/p infres walee de elacimes en/re la
wateria objeto dv ruesho eobudio g otros campos.
Aeros guerc’da cos ’)/del‘l'f eotao primeras becturas
o uienys whlicen. eotao nobas com e Jen de o-
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recer al menm e pamorama genemé sobre ¢llp.
Esto ha dado origen a una tara wids: adentear
s¢ it el n./;-l-’z':zz‘;"rbmm y desudirbaa com ohe o
de 1]."/;1/!.»".-';.‘:t{»f: r, e o gue cﬂzc;ia'wungnfg, Cotis
sacedizncic S eiho L‘/z-c/)[.:/r) infﬂ/‘a/:b‘u}uﬁé;mr/'zf:;,
Pere ademan de L'ngut'e&Jdlf/J y tareas gua.
g]uedzm abtertan, des necescdades urgcnft’/; han &
tado presentes: la de dispovier de et material
de consulla Y a/b?'u anty antes i la de terne-
nar, tombien cuante antes una tesecs de dicencia-
tura. £s Jpor dls que awt cuando han 5L4rga'olo
nuehao idras nuevas gue. /wdr:hn daber dadto
bigar a una astruchwaciny de este tabajo, hame
decidido cwoncluiclo, al mens, o eota /.vn'r:gcm -
Ja=r4 ademas de Cum/o&'f eon w tamike, Lk
&gra contri bucr o wuna medida. o fn ‘JOf~
macieos de e etudiantes de toria de (?/n'/f,?
can, ' corw al desarolls de nuevis flaéz}/;v‘:',
el & huerzo nalizade habrd valido la pena.

[a. 7 cudadl aniverscbaria.  de
J{va}dkfg (h J{alim}:.grada y luerte,,u.cmn_'&,a_
la. URSS), s atravesada por el rid 7?&(7&, eso el
que 4¢ tnwentran de wlas gue tombien sot
lmr&, de ebio. Coundan. qua en el 517(0 XUIL,
cuando jJE/til‘u.U-ICL o Tuwsia. Oriodal, 4us ha -
Htandes dicwdiort en oo tabernas del &Lﬁa_f
o /Josc/m&alaal. de /J[’a,yuar wi paseo donacsileal
de smodo ?ul. at visitaram las cuatro /Da/&o de.
Ia ciudad, atravesando todm aun pusridte exacta-
man'l una veg En w";u'”fa_ g'boca, dichr /Juzan/l e~
ran si2iz: cuatro o el wundan las omllas o-
Ibmfap con lo [ pueio ola de an.z,y:/u;, s
/ou.UtIL comticn o J(rmlp/llz con otra wla 3
ln dn retanies uniam gGla con berra firme.
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/ ’ : N . A :
Ademaa, el /Xt:’!ﬂ't‘-’”/'fi‘u\. coneleiir e ol nHns ‘/:!w;ﬁv

el materdbico suizo lgonard Ealer atacs cl pre bleoa,
e el que ¢ b biera cniciadol Fey- 1) e

que 7&@ Pr.u',Hc dessustrarlo. Tara ﬂ[[o/ elabore wi
nadels mate dkvo gue b repregsatan 7mﬁ,ﬂu:xb -
mode. Dk wo /_tw,;d“a ror caob Pm'TL‘f de M ci
dacl § wna rec o cadin tio de 2o /n.wut'u oo

n manera ‘x'--[}ou: el

Flfura, 2

F;fu"d 1

Pe wla forma, oL ,m:bll_mn. se¢ redluce a tra-
lar esla f«lﬁura., P /,uwaf dr1 vects por una nud-
ma ccla y terninanolo el traww en el Pu.rul?n e el

Gut 12 cuud. Eules supwo que el rworndo w era

frutbas repelidas U Uiaron a la conncaon de gue
era .mf:ourle hacerlo wngue 10 /ut #no hasla Jue
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pricke Pl procedic a wabizar lo arcunstancoa
Jut /aermiﬁ'n'aw lal pars, 5w razonamitnds, Gue
presents’ ante la Headesia Fusa. de 5%%6&?0

e 43135, 4L “pore A conbinvacior -

4% empitza en un punts caalguera al Jueo
tasmarenios DRIGEN [ 0),
Y Jabemr gu el pares ferneina. necesariamande
et 0.
3 ‘Vt‘u/ gue pasar por boddra br /:wubn al mwunrs
una ey,
4) 50’441 gut akravesar tooln ln pustes xacta—~
munle wia ves.
§) Corusideranclo la sibuacint en amlgm:erlpw»ufo
F#o observam sl gue:
en Al?:.'uu oo fuu/ gue l&gaf,tx P
por wr fualf& (Fig. 33)
@cnnw F#p‘ el paseo no meclu‘nl(c, alle (t/ Iu:.7
?M' abmdmmf /1 /Jar Wit /Jueyaﬁ diskinty al
Jue ¢ wss pasa. Lleaar (Fig 3b)
¢ 5i por algdn, mobivo SLUOEU-LZHLA/GMM
por p. la entrada il salida habran
de tener ﬂugar por dn puentes diobintrss

5

mbre 5 4 gue, ademeas, no hubierase scclo uk-
lizadr on el recorndo a,ud‘cnbrnw.ﬁ,[[;yﬁt)

A

Ff{ura, 3

Es deir, cada vez Que se pada. por b se enfra
por wn }mmi y s sale por otro (todm bripun
oo disknter endre 52).
&) Pot o tanto, dibe haber sinpr® ot suimen
par d‘—f'»lbd&’ Que l[lgum a todo f??lo
Pha schuaast en el sriges e simidar:
a) cada vtz que s pasa. por 0 3¢ uoa wsa-
fmrg’w de /mt’m.fbﬂ
Yal icnidiar et recorrido se sale por ure
/:uenﬂl / al fﬁm&'mrlo se Rgresa por
otro diferenke; ute Jormar una parefa
ma.

AL
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8) Por lp tank, a 0 tambicn dete uzﬂu urt
mero par e /sumfm,

Y ko anterior (ndica que o o pecble hacer
we paseo sin rpeki prarbes. pasande por
todn o /apurl‘os i per bds e /:Vu:/dea 3
Lermidrando cu el /wnén de /mrh’c&x, to-
trces, g cada /"LAILlD el vuwnuro ole Iauc;dto;

M/mf:
[t eotfe razmiasitiito, o s0fo se resurlie b
ohlema anleriow, ((mpudo cone EL froblema
de L)n /buent&x de J(Z:u’g::!»cry), SLLD t‘m’n.fn;c'n, tocdn
0r sonclarin ot mas o sl /aun,bn g /nmunfw,
Fambren /oueia'/ entenderse porque ¢ (f.,,./;m'HﬁL
zfihzéjar “fa %«:r’rﬂ.{l— del dulff“lon, i infaialal-
bamm tmrar cuandd a3 nivios, 361 lwantar

el (’a’/yizl d sin voleer sobre el missin fuzs, (ﬁ'f,‘J)

F[furd 4

7

Huchas situaciomes de la nda real puaden do-
cribirse adecuadamente por niedio de d[agr&lqut.u
cono el de uerbro c({any:l’a Estes eorsbar de wr
confuntn de /Ju.nén y un et ko de Pirieas gl
wast o aﬂatmn de clérv.fmf c(/'c/-u_/leo, s> /JLUL[D
Pueda represedar a persnus y los lLineas (ungr
@ fa.n: (s ae auds 057 0 kv, 0> /:u.n.fu’) j,loa'rt'u--u
smbolirtar cenbrrs de poblacis y las lnean, las
iy de comcvticaciont. gue b wnan, Es L‘nl/.var tanle
destacar que lo gue reabmenle es celande ovn-
Te Lpo de dmgrc wren, o e fo clase de relacio
que sc describa, scno el hecho de que s }xuul}v:v
eoltie, wiide por una Loren o 1o, ¢ docer; el he-
cho nucsmo de esbar relacimwdms. U abstraccon
malemolica de eoda nabumleza e lo gue ol ariqer
al cmlcﬁy&: de gmﬁlﬂiat

DEFINILION 17~ Una GRAFICA G+fu(G), ALG)f consiste enun
Cmy’unl’n 70011:1’:0/ ne vaclo, cle obJaL‘oS
{amiacics VERTICES (NODOS) @
un u-;,’.mfv de pares no ordenadn de
verbicas Mlamads ARITAS [AAMAS,
UNERS), hos verlices de G se denotar
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Vi) Y suo anstas, AlG) 5% ura agrd fua
G consta solamende de wr werbice, se
odice gue la %m’,ﬂcca es TRIVIAL be oba
forma., G es NO TRIVIRL Los EXTREMOS
de una arcsta sou b dos elementos
del wﬂ‘}tm{z’ de verbcen Que la deles-
minavr. Guanao estos soc ¢ L, obte-
nomos un AAZD. A dos o mas aristans
corn Uns miismos exbremss Lo Uama-
renos ARISTAS HULTIPLES

De ocuerds a eta difoucior, fa pequra, 2

& uno. 3ra:ﬂcak

aristas
maltf }9185

lazos O

Figura §

9

En ﬂmmd, eshudiaremos so'le “L?“M" tppos
de 3ra'.7€£ui/_a en donde Al) tasdneir eo Lo b0 i
no aparccen lazos we anstas widltiples a menos
Jue se eapecsfegun lo wnibrario A ¢llas se leo Ola-
ma GAAFICAS SINPLES

8w y v sen de vrerfrees de wna 2]""1&“'“‘6

azar e AlG) diremos Que g i s ADYACEN -

TE€5. Dos aristao sev ADYACENTES si Henenr wr ok
trems en comunt, g un verlice Y una arista. IN-
CIDEN siesta dlbima bene como uno de sus ex =
tremos a m_;uzﬂ,

En o gm',ﬁéca de fa —,lb'?um- o, U g s s
los extremos de f, mientas que los verbices U
3 0 sort adyacmfw, al t'guat 2&4{ g g, del
mesmo modo, bas aristas a 4 f sem az:laar_enb(/:
4 b 4 V; Dwsdentes [0 bien, b inciole en U7)

£ %

&
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Hfgwws autores Uasman INCIDENTES a las aris-
s a.dgacmbea Y reservas tote tilbnmo terneiao o
ra. los verkices exeliescimments

Dads ue una 2ral,&‘ca. el foriacla per
dos cmc/'univsl tene senkide pensar o la qra-
Jica formada per aubwn(/iu’ttos de ¢llps.

DEFINICION 1.2- Dada una cdfica G, una SUBGRAFI-
CAHde G ¢ una rafica tal gue
VIH) € V(G) g AU ¢ ALG). Tanbien
se dice gquo H estd contencda en G

En la Loqura. 7, bao gra'ﬂo'cas H corp V/ﬁ/)#lf/, - 454
g AW v, v, LU Y T o i3)zf v, 5, 0, Vi
’”J):/‘r‘l‘r?, Iffll;} Sore am.ba_s, 5u6gni,ﬁ4fcas de

D &

23
Jy

1

fel problema de O puentes de J{ém'ﬂalvcfy
adver&imos gue &o wpoctavde para sw resolicesyy,
era. el suimers oo /auenfl‘a Jue Q’cgnlnuv a cacda
punbo de fa cuncdad. En fa representacion 27(({-
Fea, eoto agz.u'nm&L al nisers oo arislas que
tncidesc en cada, wverkice., Esk cmtwjobn ra ;uud:(
relevante e el eshidlin de las grzi)é’dab g re
ells se b da una d&,‘,’&ruJCLa;u.

DEFINICION 1.3- Para todo e VEG) ol GRADD o ¢ en
G es el winern de aristas ole G gue
inciden. en Y se denola por gy (v)
ﬂ[?unos autores ooy af amade
de ' VALENCIA dp v . b denotan.
valy (). £ 3enera£, ed subindice 4
puede onubirse stempre que se tenqa
clrro cunl os Ia gni/ldm G e la

Qe se conscolera. o o

Fensencos ahom. i una m’,&,‘m Sl-?l/—’l‘ G
ton p verbices o Esla’ acotado el valor e gr"[u'}]
fara averiquarlo, debeios pensar en cudn bos
Vertices pueden ser adgaccn.lh:v A un vékce
cualgueera o Comep en G a0 ha.1 lasos 4 bowas
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cada verkee e adyaccnlh a todos los demas £, -
B nos llava o la SL'gu.i(:nt'e. relacidr ;

05 9ev) £ P31 para todo ve VIG)
5“’“ estas Jpocas dc/x.’ru'u’onc/; 4 la observacion,
anterior /oodem.m despstrar wi hecho inkeresan-
2: e un gn,./,n de p persemas siempre exs e
al menos dos que frenen el niisnw advrers de
Anuqes dentro de el la gra'. feca Corres porideenle a
esta schuacioonn fene P verkices, cada wno repre-
sentando a una de las persomas del grupo e
cueskore, das vérkices som adbmccnbzs s¢ 35”051—'
las persomas a las gue re/zrcﬁeflt“’b s Aniigos.
Demostrando el scquienle teorema., confirmaremos
la verdad det hecho que mencionamos, Conwo
caso particular del misnw.

TEDRENA 147 B una grifeea. 6 Siempre existen. dos
vertices gue tienen. el mismo grado.

demostmeion: Sea G una  grdfica con p verkices.
Sabenros Jue 0% ?tgfu’) £ p-a para todo
re VLG). Su/oangamﬁs que 5 L#Y 4
Uz, U € VLG), entonces qr (v7) # 915

J
para toda L'#J'; > decer, que todes

3

los vérbices de G bionen grado disbin-
to wbe s¢ X esbe mwdo, exwsben
al que 9% (a)z0, Ui Tal gue ‘t]gltfi):,g
1 tal Jeu ‘t}f(,ll’iﬁ' 2, ... 4 Up-s Tal guc
91‘5111/3-:)=/9-J, S0n c;ulmrga, £s fa'a'l
ver que esbo es Gmposible, pues ole
ser asd, Upr dehenla ser adyacen-
te a todos los demuds virdices de la
gra'/[m_ su'entras Que U ro lo o a_

ninauno. Esto irtddea gue o Y l/f'-l
no pucdern tiskr simultawasende.
Ebliminando “13“’“’ e esfos des

vinlores esr los arados, coreludrmos

Jue al menos dos de los wértiees de
G debere coineidir e el valor de

HS ?rndas. ]

TEOREMA 1.5~ 5 G 5 una 3/4'/5:4 con g arislas, en—

‘fmtcﬂs,
24 = Z acii;
? urcw(r’,; ’

dentostravon- En b wma de los grados se cuentn
el ionerp ole aristas gue ineide en
eacla verbiee. Como cada arista. trene
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dos extremos, eotil contada dos veces o Consideronos tanbion la grifica ¥ de la
la sumaloria.s f“?ura 9, Fsta kene wra carackerisbc Lm./Jofmn-

wherior (Fig. 8] ¢ Cadl 51
CORDLARID 1.47 n ool grafica. G, el nimmero dle virk- fo con respeeto a o anderior (FY. 8le Cudl o

ces de grace L'm./aur e par . s
demostracion= Sean V; = v € V(G)Igrur)ea impary g /1\
Vo fire V(G)/gr(nr) es par}. Clarment - Y N
Vv =4 Y t/IU!/z=VIG),/’Nl’0fr7u& Z/ :
Uy O~ — e

2/’"6)/:,51)‘}’“’): Zgr(tf)fig/llf) . prura 9

vV weVy
lomo 21ALG)] ta par ﬂ,ﬁ?”‘r) tam-
ben Lo es, Vﬁar(v‘) 10 /am:ctc ser cm-
lmﬂ Como cada sumando de eésta

Podenos encontrar varias semce angas wte -

tas dos gm'}icas, Las sig«.u’mlzs, sort nlg,.ums oe e-

swnatoria o t'rm./JRf; necesarioamante blas,
el mumero de ellos olebe. :icf}mf a 1){V(G)I:JV(M)]= 4
ZIALGlAAN)) = 5
Sufzm'lganwj que gueremos representar po mandie de o 36 G /“‘_‘/ dos virheeo de grado 3 (U 4 U3)
na gm’fim_ a cuntro persmas, a.l?urulo Ae las 4 et hay dos vi'rtices ole gmdo 3 ( Wz y uy}
cuales se comocen. enbr s d obus no g e & SELG /m:j dos ve'rticts ode qracls ¢ (v y Vy)
mmér‘a. mbenciou rcﬂy’ar tole hecho. &) Erui/lm:/ dos veihess Ao Jma’ﬁ 2l oy is)
A2 )y adybtﬁ
5o’ =p 8) e ady,
5 G A 034wy Uy

F‘(""’ & @ L asady, ta
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Estas observaciones nos Hemve a #Ljar nutsba
alencion. en la. sumclehed entre améa; 2ra:{.’¢.'ca: .
e /uzr_ho, s¢ estableceramnss wia ﬁ‘uz.a'afn., ﬂ de
la SL?U.LME masern

£:G~ I

flvi) = e .

v {z)= W

L)z Uy

Eluy)= Us

eshudidramos gué ocurre com las adyacendao

enbre virbice do G al aplicacles b funcion ad-
vertiriamos un hecho notable. eamos:

u “dyé Uz wy ad('/ﬂ Uz
oy adgc, ] w qa’JH Uy
Ui adye U Uy adyy Us
vz adé(‘«, U3 Uz adyn Uy
Us adyg Uy Us ﬁf—y» uy

ﬂf&mndn la pundon # kenenos que
2107 Uz ad(y,, w=2lu)
210z de adyy b= £ (V3]
£LU)= e adyy 1is - £ 13)
FLU) 2 L adyy Uy = £105)
£ o) = dy ady ds - £vy)

17

Lo cual muestra gue la ,Iuna'a;t, { presena lao adda-
Ceneias. Ademds, seqdn Tenws deforude a f, psla o
una funcion Hﬂcc&'tfm. Es decir; gue o pesar e qua
G 4 # el djlny‘adaa de manem diskala, ancbas
rc/arcseui'am bo misms, a saber, cuatro personas

la elacion, de conncerse enbe s, [a persma re -
presenlada por U en G, wlard apresenlada por
Uz en W y ase sucesivamesde Tsdo o anferior nos
tonduce a la ségw‘mlk definicion -

DEFINICION 1.7- Dos Zm‘,!cca:. G y M sor JSOMORFAS ¢
3 50lo 3¢ existe una puncisie bi(lftc Eiva
£:VIG)~ veH) gue. preserve (2% adya.'
cenciasde sus verbies.

las gm'/lécas Gy #Hde nuestro g’e»q:fo, AL [sanpr

fas.
Conbinuemos definiendo alﬁurws conceptos

mao .

DEFIMICION .87 [l CAHING Us, 30, U5, ds,..., @1 Un st
una grafeca G, o uno. sucesion al-
ternaca. de verkces Y aristas de G
fal ?u& ;s £50,4,., 11



Coz Uw, Ui, Uz, iy, U3
C3= Uy, Uz, W, Uz, Uy

18

e;= Ui, ol ts, Uy
Cu= Uy, U, Uy

s = Uz, Us, Uy, LUy bs= Wi,z
son todos canunos cn la ged feca N de la 1424(;7“-
ro 9. A describirlos, se han onwlido las aristas
y st embargo, cobi> guedan bies definidos de
Jecho, la notacionn C= (s, Qo, U, Qu, ..., Uir) &5 redun:
dante al tatar con gra',iﬂécas 5L‘m./3[&a, o que da-
dos dos virkices, o arisla que los une, s euste,
& e For esh, fucdg definirse un caomino e
wio ra'}?&ca_ G como una sucesioro de verbices
lus, o, ., &) donde Uiady, Uiy para L=0,..o At
resentos al /;,vb[emﬂ. ole los puenles de
Hbrugs ber Y reordenios que, e ese caso, nuts brp
tferes era recorrer Pa cludad i pasar dps we-
ces por el MesHD f'ucrz_lz. En el modelo E]m'f(‘wdz
esta situacion, ello eguiml& a eneombmr wt ca-
mino en el gua no se n«/u'tarv aristas. Eslg con-
cepbo poset una definteion. eopecinl.

DEFIMICION 1.3+ L. PASED en una. qrafica G &0 wn
wmino evel que no 52 re,bilzn_. a-

ristas.
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En otros casos, lo gue inbtresa o 1o fq:chr -
tices.
pEFINICION 2.3 U TRAYECTORIA 0 wia qrifica G o un
paseo en el que no se ra/u'b:u. verbiess
En la sigtu’cn.lz /h‘g,urw, Pz 1y, U5, U, Us, V3, U2, O
b un paso en G y T= 15, Uv, U5, Uy, U, Us, Uz, U] -

na im:/eclvru'z..

UL
Us i
Uy
% o
v va
ﬁyu ra 40

DEFINICION 197 n CAMIVO ( PASED) CERRAMD, g5 un camiins
{pasea) cugo verkice inicial coinerde
con su verbice #mal.
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Cr=u7, U, Uz, U3, Vs Us, W2, U, Uy, Us, Uz

C:= U5, UL, U3, U3, U, U5
sor canunos cercados en la 9ra'#«.‘ca. de la Mura

JDJ P oyh dom. pastos cerrados ¢ la nusma.
R= U5 18, U5, 15, Us B2z, 15, U, U5, Us, U3, Uz

Ao /:ut’de de fenirse b Que €5 una bmémhmm
cerrada /:utsl-o gue £ una ﬁm‘tlccﬁ)r‘th_ 0 se repike
m',zgdm virkice, peo un conctpto que desesibe esta
idea es el St'g.wen[z::

DEFNICION 197 Un CICLD 8 un camins corrado £z,
Uz,..., Ua, U;) donde UZ';#’L{] para to-
da i#f.
bz Vs, U 05, Us, Us j o=V ntaVi y CoVis, s, 5, 0
son a[?unos ciclos de fa ?m%'m. de [a Fig. 10
¢ Juede el lector dar obrospamines, paseos, bmayeckonis
g cielos e esta gra’,&m [Eyf 10) y tas ankeriores?
En ocasiones se ubilizan los brmorns recesn defe-
nidos /:ara. indrear Las sulb rn’.%lfalo debermvadas
or totos recorridos. Blwra o o Jue relaceove
wardan tntre s¢ estos comc/:{w? Coidesta las
stam‘enh’s ‘_/prﬁuufas,'

21

¢ fodo /‘ll:oto € il canaro?

,c Todo caniino &> wot /Jasw“'

& Toda trayeclpria es usL caminol
o' Todo canuno ¢ una {:J‘a((/ec_)‘pr'l'a?
¢ Yoda éra:{:cfvna fo wi paseol

& Podo /:-asco to una. émaer_/vfl'a?

DEFIMICION 1407 o LONGITUD de un camuino es el nit-
werp de arsbas gure lo forman A

un canuno con Uirkree inmvcial e v
verkice /mal’ v se le Wamas ws cArmmo.

los siguécnfm pares de grd{cms tenen el
Misme miomers de werkices, pero oo 2/:\:,&'&14 no st

L VAN
1 X
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Ft'fura 11

Bdao las 3:'&}&&1: de ba dececha benan a(,ao

e comulse c};u’: es1 Dbservandobao, notare wroes

gue. pasa cada wna de ellas eo L'm_/:osz.'li-b!, ana-

dir algquna arisla. mas scn obfener fatos o ars-

2% mu»éi-a/)bf;

DEFINICION 1.11: Lina gm',um G o COMPLETA s todo
par de véckas e adﬂ

nola. por Hn

¢ Cudntao qr/.i[ho bene Lo 3ra'.,€¢m Hn 7

EJERCICID1.12- Demuestra gue para da n e A
1A(KA) ) = ndn-1}

z

acenls., ka 3{11'-
7&-&1 cmn,b[n'&l. ot verkices se do-

2
~

[87]

Aa jrcé,&'m de fa f."?urn. 12 gpresenta Lo ta-
5:1‘/'0'3 que debe ccalizar el ,:cr:;ma[, de wia Covst-
!;wa’a.. ﬁ’m./ wne verdee (X, d:, ., 5) por cada on
pﬂmda J tuLo ‘5’./'" J:/,,,,,q) tana a cealiear

ﬁ'f’um 12

Ealn ara',hm posee fa. J-.var&ca&uu{ad de que suw
arislas sempre brenen w extreno o el conjurt
to de enpliados J otro o1 el ode Los (:raéados ]

Esle lpo de qraficao aparecen won frecuencia. en
it buenr .wwmern ode .Dmﬁ&rnaa g% defenen del
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55?44'2»11'& modo:

DEFINMICION 1. 137 Lza grafica G oo BIPARTITA ~ (uisle
wn /:arédu'a'n, de VIG) en dos eoms-
Junfos Vi y Ve ds forma gue cuda
arista. de G fego un exbuno o
Vv y el otro e Vo,

> s [ ]

m O 0

GRAFICAS BIPARTITAS
Tlfum 13

Sequramente el lector conocera. bos diseiios
hechos con hilo 4 clavos sobre ut toto de madera,
er los cuales se colocan dos conjuntos de clavos
amda_urw de ellos 2t une cov hilo a dodes U
del otm cmd'unlv, como se muesbra en /«-’?«-—
ra 14

Fiy'urd FL)

DEFINICION 1.24 Una :jni)ldaz. G ¢s BIPARTITA COMPLEIR
si existe unn biparkicion. Vi, ve| de
VIG) de tal wuvem gue cada verbi-
ce de V) ¢ Lub&a.mnfb o toclos Om
de \, Fstao grapicas se oenstarw
Por K, donde nelVi] 3»4-’/\/’2[

e Qui elacidn exisle et He Y Hia 7

EJEACICIO 1157 Dar we sjeny,eo de una gmféca
ﬁfaar&'[:a, que posea niao oe waal
/’if»arécab'm de sus verbices .

TEOREMA 1.1k En una ﬂra'f&m. bé/:ar(:;'l:a._ L‘oyn,’)[g_-
fa. existe una dnica Lélva.rﬁ'ab;z,.

demos tracions 5o G una 3raﬁ/«2n.. Hfaf&.'ta canyr[zﬂx.
4 1V, 2}, dlb, dz} de> biparbcionso de.

VIG) 5¢ we Vi, entonces Vel o ve Uz
Sulaon.?anws que ve U lizyz) y tome
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lf/:LLr!ﬁéZ’ ng. G e»

(75 AA;{
Conwe U € U; se T

tlullﬁl_.
‘1,'2,,‘}'#[,; /70r Lo
Andlo antenles
{ule, e fsm

mos weVel
&»’/mfﬁ‘l’a con
ne que w € L{lrj
bt V. CYj, jTE
, c Ui y comeé {l//, Vel ¥+
/:a/h:a‘aw de VEG), ortorces Uiz Vs 4
etk A
£L GRADO HIMIHD de wa ﬁm',f;m. G

DEFIMICION 1.4F
raclos ole w2 Ve

eaeLmuwrdLP_n‘JcJ

Licen 3
3ammfz> se defne 4lG), el GRADD
MAXLHD de &
Er una am’.,}ém. G, el 3mclo de cua[’_qua:r verkiee
salis face
J16) ¢ 3rw) NN Lo tants,
e ILG) £ Z{,ﬂ“” ¢ 1V(6)) BL6)
we V!
ﬂ/’&'mn.do ol teoremar 1.5 fenemos guly s G oo uns
3@',12«'&0' con F ver ticeo 49 aristas, en

JLe) 94 £ 8(6)
can de o ~P¢.’341m— 15 f’DSZﬂI

1 Ut

“fodae oo jrd}«:

e densla Por JG). Aralo-

F::fura 15
gra'.#o'w— iod,n )

/En, md.lL
i:auaﬂ 8rad-o.
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DEFINICION 2.187 Une qra fica. H- REGULAR, o DE GRA-

0K, e aﬁ_,unlfw ot la gue todm
sy v lices soe de ¢ ?rado k.

Todes Lo ciclr 500 de o,rado 2, J(,o £ nat}u.lar
de tVn.do 7 1 Hi,n s n- FCZ}“

ETJERCICIO 1197 Denuestroe la DL?uLuL&J /::m})ouumz

TEOREMA 1.20:

0, en =i caso, da can_{:mf/unf/n
S0 G oeo k- f’aﬂal’ar Y K eo énpras,
ertorces G Eere wi nuonern ot

par de verkces.

5; G o biparkita y k-r dnr (k70), en1-
toeo, toda h}aaflnuom {Vi,Ve} de 16/
eoTal que 1Vi[- Vel

demostracions Contenwos las aristas de G de dos

manenas:
4) Como cada arista dcene exactamen-
T wi extrems en V|, entornces

1A(G)] = anr(u) {vilk

L(.f-n

2) Lo mismo se kiene pam Vi, cle domde
IAGY] = Zarlu)— {Vzl ke

wely

De 0o anterior sabemos gue

29

Iwik =1vilk 4 como ko,
JVil e ]vs)

TEOREMA 121 5 d(G) -k, cntmices, txisbe e G o

\‘Ja.uJ ecforin de QmuaLluaL al neenos A .

2 B ’
demostraciot: Sa. Te(Us. ..., (o) Wi {mgm:farr}n

de Goru&L{-ud maxoma en (3. 8¢ o
fuera nd{lac:_n(& a al(({un_ viorhce -
riu; /)ara. boda ez, v, Se tor
dria TolUjus th,. U], wra fmﬁrc
toria- de ﬂﬁl(-l’b&ld pador o lu ode
7,0l wal conbraderin s eleceiose
Esto ondica gue qrltle) £ pr. Conwn
K= J(G)é(é]rdlﬂ)-‘”v, s¢ hene que
la Eonz{/étd de 'T(/.\J al nienos, k.

rd fican Que s¢ /:rcscqurv oe la M“m' 16,
ademids de tenur distodo nimers de yirkices, ser-

diferentes por una raym, mas ¢ Cual s eolin?

AQ) A

Fzg’u.ra 16
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’

Hantran que Gs edla Contpuc.'itl por daﬁ’}oula?ﬂs,’ .

G: eold Jormada por uno silo.
5 0—0 A B
7 [
N
Gs 0\0

Las gra fieas el Cnrz}un.[zo A Lensn en co-
muin. el estar todao formaclas por varios “pedazos!
4 para trazarlas secia necesario levantar el bapin,
Las el Cond'un,zl,b B, eatare todas constrhuidas por
wi winceo * pedazo” Y podriast wblyar5¢,m uru
tate coiknuo. Esta ,:rofudach'k&A ma elemens
Zal gut una 9/41&:‘1. Fueal& poseer y oe le tonoce-

Fc 7’11_7’,3 17

31
cons CONEUIDAD. AL “pedaza ” (o “pedaios ) gue core-
forma () a wia ¢ ra'iﬂc'ca, se fets) Clawea CONPOVEN-
TE(S) C[’/\/E’Lﬂ[é} A Cmtéi;uulab:v definirenas for-
nul[nu’ntb este ému:L/JIZ’

lonsideremos dos viv hcen cualesquiera de o
gafear Gz de b Pogura 16 € inbenbemios, a par-
ber de wio de elles Wgar ol otro, ulilizando las
aristas de Gz, sin pacar mas de una VC% por t\i’(f]“‘
na de ellas g 5:;::Z:cl1’r verbico. ; Es eabo posible]
Es faal ver gue pu hacerse en cualguier €aso, sov
[n-t/aaffaf que virkices so elripr, Lo misme sucede
eon fao ?ra.',laas Ge, G P Gs de la fegquan 3. Pho-
. bret, conscoleremos los verkices Uy q Y de b qmi-
frea Gy M iwnediats notaremos Jue o [nx/JDSL'I‘i
wnirlos por medio de wuna éfa(t/zr_b'm, La scbuacione
& 7{4{18 para Wy 6 0y, y, en zJereraﬂ,
pare Luaequt"’f parea. de wrhkces wbicada ev
tomponanlen disbintas de una grafuca. Parece na-
fu_n'zﬂ defour a o conewidad e terminns de
eote hucho

DEFICION 1 22 Una. grafcca G co LOVEXA 5.
s6lo 3¢ pam paa cuueg}cuef rar
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de vérkces de G existe una tra-
gccbm’a, Que los wre.

kas »f&?ura/.: 16 y 17 dan aJW&s de a.Laumzo -
Jecas conexas g de obas  disconexas. Ademds, sa-
besmss gua An e amaa.fqra. toda nen Y gue
Hane tambiew bo e pa. cuales quiera n g m
e N. Lo mismo lpuedb afirmarse de los ciclos g
fm#er.ﬁmiw' de Cua@un:r Porvigitud..

500 duda, la anterior ¢ una camctere-
zacion. bastaride nabuml de la tonexcdad ; sca
embargo, existen osbrao Condiciones que sore equi-
valenles a ella.

TEOREMA 123 Una ﬁm'f;ca. G @n prz v oneva st q sty
% pam cualquier particion {Vi, Ui
de VIG) existe wnq arista a € AG)
con un exbiono or Vs g ol oteoenVe

demostracin : Seta G una ﬁra,ﬁu.a, conexa g a2
una fdflia’a;’«u de VIG). Sean weVs
4 we V2. Como G & conera., ExLs-
te wna ww- irageﬁbn‘a. et G. Co-
mo ue Ve y welly, al menos una

ariske de dicha ffa(‘f&ﬂfon.’a— tierne

33
wr extreno oL Vi Y el ot e Vy ,
Fhoa Stbvrgasigs Jue para focta. par-
ticcon iV, l/z} de VIG) enske wea a-
rsta on wi exbremo en Y Y el o-
trg en Vs,
Sear w g v dos verbiceo de G,
Sea V= {nJé V(G) [ existe una ww- ba-

fectoria en G f 1
Vos VIG) -V,

Por construccion, ViNV, = o g
ViUl = V(G).
Sufmfzawnas que UeVz | entoaces|V, Vef
& wunn )oar&ao'ru de V(G). Bor lu‘/:éb:—
56, exislke i arisla aszy tal gue
eV Y ?’élfz. 5434&» s¢ ha defisicl
a Vv, exiske una uuérayeclvrme,
G. TU{aj & una ug- ’cmgecbﬂih y
eoto agmfua- gue J{.U’: I Br 2
anterior, 5°€ Y, erL Consecuencin.
exste T, una uv-tagectoria er G,
de e coneluimos gue G e cone-

., |
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Exste una condiciorn mas, gie tasbicnr. eq
Quivalinde a la definicin de coneticdadd, L+
cual f’ulc{b desnostrar el beckor conw un #'L"a-"
cio:

TEOREMA 1.24 - Una m:,/ua, G 6o coruxa = (7 s8lo
5 eusle wr camino cerrado gue
pasa por todos sus verkices 4 to-
olas sus asistas. -

B ocasiones to ikl trabajar con 3:1::,25’
cas gue se obbiznen. a parkc de ot muedianle
. eliminacion. de algurwﬁ de sus vértrces d/o
aristas.

St G wn grifica , V& vVIG) y A'S AL)

DEFNICION 1257 G-V o5 fa subgrfiea e G gue n-
sulla ol quitar los véréices L V'
7, como congecuenicun, Lno aris ta=
que tienen e extreoto en V'
Dde & mods, G-A' & &L.ﬂdvara':
Jeea de G que s¢ obfipne guitan-
do a G las artstas de A’ pere
no sus extremos.

35

A fupura 18 nucestm W f/nzlr‘dca Gy b 7‘114/&@1/; G
G-A* carres,xnddenf}'/: a los cmz)'unlzls V'sfa,bef
q ﬁ':{(a,é), le,d), (£.d), (4 ¢c), () }

c [
4 b p\,o&
/
a e
£
G-V f
G-A'
Tt'fura 18

Tanibiern fua:dg darse arigtrz, a uuvas ,ra_'/é‘
cas al considerar solamenle o ciertos su ca'::!/'un—
tos de wrkicea o aristas de urna ?ft'-' ca dada.

FINICION 1.267 ko subgrofica de G IWDUCIDA por
v e az;uaelo. que ﬁ}_;u', a \f.lcom.a
conjur!. Ao virkices Y suo aristas
son o de G que bionene sus das exbre-
noen V) Dicha m’,'&'CA—Sa deno-
to. por V7. Kndls jamenle puede
da/ém‘fﬁ a la 9ra‘,fl-'¢ﬂ- A’ INMY-
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C1DA por A' coma aguella gue Gene a
A' como w;z./'un[o de aristan J Cuc‘/l’s
verbicer s Lo exbresos de las
nisas. (F[y’um 19)

9 V’:Iu’} se escrife G-U oen ar de G-{v)
4 de ¢ a[, marera, eocriberenos G- a f/’“’ G./a/

Stenpre gue A': {a}

¢
b b &
aNe a e
f

v <Ay
?ffura 19

£n /ijuu:tﬁ anteriores dywws gue los «peda-
205" de n cuales consta una am.,,tu:a. se Hasian
conff;vrtmﬂn, A conlinuacon. 5e dz;’wf, ole amcz/’fo
o maaar famta&'dad.

DEFINICION 1.27° Las COMPONENTES (ONELAS dt una-

?m',,ﬂéca— G son las 5u£«3mﬁ,¢’«2a:> e G

37

QuUe SOL LGS CoL r'c:/:ccl-p a la
/”Dfd’—dtd Ae ser corwvas. dada ana
L'}fa.‘/’ﬂ;m G, s LD AL M”‘/VO'W'L’
¢
Eeo conexas se cdenola pof e(G). (al-
L
wnos awbpreo cm/‘ﬂﬂmm ta nofaciorn

“/{G) j;mrﬂ, eale »msnw l‘LLZl)LL'm-)

Notenios Jue ell)=4 % so'ﬂo % G eo me_cml(ll
gut, 5 G tene p verbices, ¢(G)s p.

DEFINICION 1.287 % G e wa gmﬁ/km, sw OMPLEHEN-
T0 ¢o [a gm’.'zn'ca_ que conslin el
nusmo conjunty de verkices que G,
e donde dos de cllos sor ad(:/n.f
cenles 5o o sols sc no o som e G.
Se Lo denota per el i et ocaxarnes,
Jer G*©

la ﬁ?am 20 muestra z\-f?wuw grm',ﬂdcas y 3 o

/:*lenrzai'as.
L v T\j
4 o
(&P

G+
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g
o o
GL G]_
0———o0—0 0/:\,0
Gs G

?'ifu.ra 20

Fam terminas, demastraremos dos yesubtaolos
rebativos a los ciclos de una gm’i&'ca,‘tfwﬁos
relacionare Con obreS ashectss de la nisma_. Enel
primemn de etlos nhomaremos la idea de pases ce-

rrado.
TEDAEMA 129 En una ?ra,fu:a_ todo fase cerraalo

2o undore de ciclas ajenss v aristan,
denipstracion: Sea G una 3ra,;¢ca_ y sea ‘wa./oaxo

cermdn de G.

Sea 5(F) el conjunlbo de virkices repe-

tidss en £ Lla demosbmcsn. s ha-

ra’ por induccion. sebre /5[/"][

39

5c15(A)= 1, entonees S(Fi7{), dore-
de Us to el verkce wnical g fi-
nal de P En eoke caoo, rer defle -
nicioru, Peo un ciclo.

S¢ [stP) < 2 y Pe e Wy, ltn = o,
tlamemos Wi g L:/ a On wrbices
que se repiber [0¢i <J'c n~; u;=l‘l/‘)
disbntss de U =le. Enboaces,

Goe o, tty, ... wju, Ui, l?rc,..., U tlo g
gz:‘lyl L#‘.n,l.{/-z,..,,, u/LLruiﬂ.’tﬁ:%
Son dn wcln ajenes e ansias,
Cuya wniore £s P ¢ 'urok-Zl}~
Su,/w s gue todo pasto cerracls
wn 15(P)] Sk to wniorn de ciclrm a-
c/'cmu en aristas u sea Fs e, Ui ,1,
ve, Un= Up ur paseo Con 15PN = k4,
{-J taleo Gue ozéz‘jém dondle.
Uiz (5', Entonces

Bz vo,01,..., Ue2U), 6y .. Va2

£ Uz, Vin, ..., U] s 6> pasess
cerrados cuga awon. e F o
s{f)) ¢k, arjsk, Por hipdtesis dle
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" de ciclos ?/aws e aristas Y oo
Pz RUP, s tiene gqua /°Jtam/n:r_2u
ﬂo [ 270 ]

A hemos dicho que 3¢ G eo una ?rw#&m co-
nexa J a,v € VIG), entonces existe al menos w-
aa. uu- ﬁra?choria- er G cuga aonadrud /auedt sef
cortns o larga.. Ademdo, puede haber mae di wa
av- {;m:?cdz)réo. y en ewte caso, tepar Enn.?‘&tdlo
diversas. A continuacion. de/Lercmos it Cort-
cc/:b L‘mfortanfza gue se basa e edle hedio y
que vrberviow. e variss resultados.

DEFINICION 1307 Dacda una grafica G, la DISTAN:
CIA entre cada par de verbeces
de G se defene como:

r 0 5% usv

20 st no exishe en G una
uv- fra:fui:aa'a.

diuv)z{ m 5 m eo el minermo

vabor de la- che

deo di lans ur- tra-

95(,&)!5&/) en @,

\
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Aa 1ﬂ¢'??um. 22 muegstra dp  grdfieas oo doecle
diab): 1, dla, )z, dif.g)-z, difh)=3 4
dla,p] =0, paa e/'cm/.vé’[/(car b anterior.

d 5 q

Figura 22

Por dlbimo veremos win condicion pam que
wuna 3ra'79¢'m. sen h}baf[if’ﬂ-zf que estl dada en
Lerminos de lao carackeriskicas de sus ciclos.
TEDREMA 1.31° Una qrafica G ¢o h}l)ar/rdfa_ e Zf
5000 s todss los ciclos de G son
de Eanadlw{ par

demostracion: 5¢a G wia 3ra'.}’¢:cm 61,}“/&&1 Pl 4o, vef
una 6i[[,a/}1‘,a'o;1. de V(G).
SQea Lris, . Ue:tls wr ciclo enG,
e @oykgd[,ud, k, Conto /V,, l/z; > e
na ﬁ,mféz‘a'én_; de G sabesros Qe
Up el U el DU £V, =0
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En 3¢n¢ml, s¢ Uo €V, ertoaces

uié[vlﬂiw/nr (A)
Vo4 L o inepar,
Id, ana'«gaganmf&, 3¢ o € Ve, entonces

e [Li

e | es Empar

Por lo tants, s¢ Us e Vi, [ ¢ par pues
Uo = ULéV//?a/[ﬂ) 51 € Uo £ V3, k
('o/par Jpues Us =il Va /Jﬂ/[ﬂ)/ de
donde concluimas Gue toclos lo> cc-
dos de G soe Jpares. »
Aora. sar. G wna ?ra’,,ldw_ scu eelo
Empares. Sin perder 3wmﬂdc{aal., o
denos suporer Gue Cr 22 COUXA. pule
de 0o contranio, la demostmcion se
a/»&.'mn’a. a cada can«fanzn.&u del
mismo nodo, supondrentios gue p74
Sea w ¢ WG) Definconos
U, - {u'r-. \/L(;)[ diuw,v) t/a/xlf/‘ V]
Us={re vie)] dlur)es cmparf
demostrarenos gue 4 o, L} &5 wia
biparbaon de VIG)
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Clammente UsNUs# S 4 Us Ulls=VEE)
Resta por demostmr gue pm to dos
vwell (£z0,1), U’noadé,uuﬂ

San G e (‘TI T, 72 uv- 4 e
ira;/ccllor[aa monnas e G aspec-
Lvamerde. Seare Lo, Xz .., e lr
ver bices gue T yTe tisen en Co-
nuire. Cono Ti J Te. sot brn(:’lccfﬂ-
Hao pilnimas de w a V' y de 20
a W r&:/:‘a,l‘l't’lvfmtbf’/, las seccimwn
ux, doe oy ux, de Tz sen de -
?unﬁ longibecl. H:‘o&uo’snw,/:arn ca-
da i<k la seceioe Lin¥e de T2
e de Lgua(, lovige bud gue la sec-
o Ve, Xo de To. de hechs, las
Seceames Ik de Ty y Ao oeT
s ambao de ﬂan_g«.’éud, par o im
par Esto g)zu[efz dear gue s U
to adiaele o w, VAU de T unidp
a zufde T man Ja arista vw
forman ut welo de longc b de
L'm/ba-ﬂ lo cunl). contradice a&h&"
/;6&:5(5. D¢ ald gua 7y W nO
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/Duedan, ser adga.centm Mﬂoganw::
te se deruusbo gute dos verkices
de Ui no f’uﬂdEIL- ser aa'é/acméh.
Con. todo lo astberor, f;odzwws
concluir que ,{a.,,d,;eo wnn [,z/'aa/.
Loy de VIG) g guao s A=xY & AG)
ebrces LUy y el ; c'd'e{o,j}/.
[;’J, de dmde G e Lébafh'éa..g v

ETERCICIDS

o Enbita wnco schuacones de da vida. cobi-
diana que fw:darh /:ﬂﬂrd:mmc, a tmues Je
wna ?ra’,ﬁo‘m,

2. /juzaéfa. z7uw,l1.a.7 et gmif&:cap no ooriorfas
con cuntyv ver&icen.

Aderota ¥ eotar consclado por medic de ..fna
érayccfoﬂ-'a« a” en el eomjuds YLG).
/‘Zu.wffa guee A 2o wia relaccore de chu,u,’-—
valenca v caraclermza. a suwe dase de.
Q?Lu'tfafl’.lla:a.-

3: Sea & wna gra:#c'ca. y A ta elaciost aue
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4. o Bud /oa,r%/'aa de las 5(?(&2"Ltf‘/3 mi/:.w soc
iamwrﬂuu y cudles no7 da o :‘omvwr;&a—

e COrres /Jm'La/l‘arz_ﬁ’/J a lao g Do sean.
Ui wh

Ys

251 y

Uy

dy (2 Uy s
G, G,
5. dea G wuna g flea corex dovde. bo de 0n
pevbices so de rado /.uu‘ Aunucs&ra Q00
s¢ ve VIG), entorces e(G-v) s ’/xﬂrtll‘}.

b Desmuestrn Gua oL toda 9/&',&‘«& Congra, cut-
L’zog;u'cra_ oo -‘:/'Lu(.fga[;ar,;‘w de Doreetccd
maimo. Henart ol ownos wi vertice e

’
ContLt:

7. D(lmucsém. ?LIJ- st & eo wran amf/&'m_ o Cone-
aa, enborices E o Corlllx.

:fi'; benuleﬁ'?& oSt G fo Lt ?fa'/ga'ca. (7 OL
la f"wwia’w destancen, eakonces (V(G), d)
O us P/.a/bacio mebico.



H6
9: Hueotr que las ﬁ?;umbm 2ra,l«,ma no  som—

lzx:, no smm u.)om.or;’aa

o @

7/ ()Drueéa_
) |ALKn,m )] = nn
b s G e -sz'm_/:Ic/U [n‘/aa/ér'éa., erttocea
JALGH él_ll_(_[,)lt
Y

) Sa G una grafica 4 K CViG). demuestro
que G-vo = {Vvo).

122 demuentra que bdo uo- canuis esmlient una
wuu- &aazcéon‘ct.

2 BLOAVUES

Elbhfd tobudio vncual dt la Téoria da;’“’

centrnrenis musbra alencing  fandarnain-
talmorde en amu.é’jzw que BT copexan. Sin
entbargo, [}“’m" 3" I—Cﬂ-’ SmL oo Lot
&&nwuuwlo wo solo cL us o._/l:ww o artston
Tabes dnundes juuqare wi papel wportante
i Aablarenrs de wgdfﬂ awfeftz c;:{?/uﬂo

DEFIMICION 2.1 Dada. wna qrapeca G o un verbi-
e ve VIG) s dice que vreo un

VERTIC+ DE CORTE ¢ e(G-v)ye ()

Clammante, 3¢ & eo contxa, wn verbice weviG)
to de corbe s¢ o sio ¢ G-uwf MO eo COnexa. Fr
?Mﬂ.m.e,wn— vertice ¢ de una 7ra'f¢'ca.. G e de
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corte 5¢ al eliminarlo se descoructa. a all?umx_

W A G, (1‘/1'?‘,’1)
o w
G
H

OO0

PR

Purliendo de esta dt}im’a‘mﬁw, ya /‘:ocla.nm Aerrros-
iar dp resullados £4~7bo/f21ndz::

TEOREHAZ.2: Sta. G uma grafica conexa. by ve'r-
b re H(G) eo de corte. 5 o sio SC
eislen dos subconjuntos UyWde )
G WU tales que v extnl conbenido en
bda fm T Que wnra a we verba
de U tore uno do W'
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demostracion: Sea. & wna qifica conexa y sea vun

fig 2

verkice de corbe. G-1r no eo conexa.
4 tiene al neenss dos com,cvmzn[l"—t
Sean H,, s, ..., A‘// oo a;,y,p,wﬁ:‘; Ade.
G-vu ¥ U= VIH) JW:V(HL)UWH;)M.UV/@}
Tomemos w e U 4 w eW. Claranwnle,
totn dos verkicse eobar en componen-
Tes destondas de G-u, Lo Jue irdica gue
en ol x.ra',/d:a no exsste ru'rlguua, W
tragecthorin . Fsto guiere decir que e
casp de haber wu- t’:/azfzc&)rz'aa en G,
todao ellas deben, contener a nece -
saraments . (Figl 2)u

(onscdenmos akora una 3ra¥¢'cm congxa.
G y sean (o4 4 W .5ulrcmz/hufz75 de v(6)
como bn de ba lﬂ}ba’ffﬁ‘ G’(fﬂo/’zwa’c/
S5er tondXa. /Juesév Que tocla ww- éfayzc—
boria lue U g weW) conbine a U,
lo gue. vdica gue el to un verkice de.

A condinuacion, demostraremas un corolario dd
resultado anterior,
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CORDLARRIO 2.3~ Toda gfafu.& o IVEGN 74 diene af me- k

nos dps ve hee cue no sen de corke.
demostrapion: Analizarcmns sofeneetr ol caco o el
gue la g,u'[.’&'c,(t G 0o Conexa, pues Ao
\Y no 50'[’0, ol resullodo so apg,;m, a
cada una de sus mm/»manfm.
Sea. G g/nifauu conexa. 4w, ¢ v(G)
bales gue la distancin enbre ellos e
nmaxina.
5.¢/3m3»w5 gue G- eo disconexa.
Entonces existor U y W € VIG) tale
gue total conbenido e foola ta-
deczgoria. Que wia. a ur virkica de s
ot ww de W, ?NA&LVL'I‘&:CLU—/T“LI
hay dos poschilidadie : ve U o'viWl
S v e U, conscdertnios w €W, Gopro w
eold contenido en tpola wu- ﬁru?ec:
19) toria, entonces ollw;v)) ofu, )¢ 2,00
Que contradice. la. eleccior de Los
7&,.'5 oe'r&'ccaugw,(a misno sucecle s<
reW, 4rm’.ﬂo?mr_ni?, se puede de-

neostrar Que v o e de wrﬁ~/f-‘fj{, 3}
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Al inicio de erle tpitda fadlamos taunbien
c{e aristao co o c[’éwdlzac&)'rp Aescongela a uﬂl'ﬂ;"

{/
cas conexao. Mo f»ma_'a’crcmu.s a caracleqdzarfan

DEFINICIDN 2,4/- Dade una 7/‘tif'dol. & o e arsba
Q€ H{G} ¢ dece Qe A Lo wrnoe A~
RISTA DE CORTE 0 wa FPUENTE = 4
solo sc ¢(G-a)r7e(G)

Existe una. manera sencclla, o, L@L&%W a las
asistas de corte. dp wna 9ra’/x—’m~ gue /m:.«mtmorm
et el ’t'gu-t'enfe. sl tads,

TEDREMA Z5: llna aristr o de una gm’/(ca Corexa_
G o un /:uu::sz de G s v sollumen
L 5 a no prlouce a ningin cielo de G.

desosbaeidn: 5ea a wn puenle de G. Conw e(G-a) pels)
eiisten verbices u yvoov VIG) Qe 2o~
fan conectader en G pero o e G-a..
Entonces, ruste una ws- ﬁ/’u(t/tc[‘ou'a, en
G als Gue taraemas F, que necesa-
nar nle conkiene a a. Su/:ﬂﬂganws
gue 7Y  gue xprca:cltaox, e
P £n G-a westa conectado a 2 poruna
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Seceir de Py oot conectado a v
Yot otra. secamn de la nisma trayecto-
ria, 3 a eshwiera en aladn ciclo C
de G, 1y g tstarfan. wrwctados enGa
/Ja/&z émgac.[on.'a. d-a fa union dela
seeumy de P guewie ax g aw v
la ém(;,ccé:rz'a, g-a y em la seciove
oe P t’uu. wngcta a o om U, eonseta
awyave G-a o cunl o wna
conz‘radz.‘cahr/v. b4

5ufmngamﬂ5 o gue fl_:.‘l’.t/ 'S w:ﬂ-
arista de G 9ue 0 coltal en »u‘m(rup
welo de G § gue a no o wi pucale.

Esto Quuere decer guee C-a ¢ conexa

y QL par In fnn!”n, ext'skr caa ,‘!,j'
trageckoria oo Ga. a la Guwe W
ceriwos P Fodenios obsenmr Jue fa. o
dea 4 P poduce wr ecle et G gue
Condiene a a Y by condradice a la
/u'/:a'écﬁl's.,, o

Cabe pre. it ahora s¢ fa exisbercia
de /oumf."y: . una 3/11.;1211. toltd. rebacionada con lae

53

de verkices de corle. o Seral werolad gue 3 wia (7r:i-
#{.'ca. fene w /-"ueflfe;, eibonces tambici, kens we
vertice de corle? Y vicoversal Obsenemos gue

He Heie un /.vuenl&, e o ene verkices e colle
4 gue la jrn.'/_’dca. de b ,/t?ura. 5 tene /mruﬁn

Ae corle [ w0 cortbioie ;u'uy;[u.r /mumlz,

Fi igura 5

£l teorema que o continuacion se establees. proporei-

na M/?orm.aab;u sobre esla. relocior .

TEDREMA 2.6 7 5 wna. ?ml/’dca, cortaxa. & com IVIGH 23
Hewe una arisle de corle, cifonces &
trene tamner wi vickee de corke

demostmcion - 5ce G una ra'7l¢'m. contea. con VG 23
q ae AlLG) un /Jum_ll cor exbremos o

g. i, G- o es conexa y fene al nu-
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nos dos com/bmu.nho conexas Hi ‘7 Ha la
les Que we Vt.‘//)g tre V(Hz), Como G
o conoxa. con ab menos tres vertices,
entonces, existe we VEG-a), wiu, wir
5i w e VIH,), vibonces en G- po exes-
ter - bragecdprians, 411,4’&(:/;4»;;;‘;«5.&_,
b s¢ ure VIEHz), entovaces, on C—:ﬂf me fmg
- trou ectorion ; € o cual fei-
cliinios gua G-u s discrmexo., o
G-v ¢ Aisconexo ; to decer, w o U”
Figi 6 ~
sme verlices de corie.
bczum hunas ({L/f;huaa a Yo wrlices ¥ aristac de_
corte, su ediminnuosi allern el ndwmen de cmie
ponenteo corexao de vna /afxa. o Bemdl /vaub/e

totadocer cslan pam tole nelomoral Vewnos:

TEDREMA 2T~ Sea G una ra'ﬂPxica_ Conexa. (OnprZ y 3L

ve VG) y ae ALG). Entorices
1€ c.(Gﬂr)é?rw) 4

. cel(G-a)sz

dzmo.i{/aam C{Ammerdb 15 ¢(G-v) y 1 sa(Ga)
Conw G to conexa., cada cown/ameaﬂz

de G- conkens al nigmos wen dkéof
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vertices acenteo a ven G. Por loty.
o ¢(G-v) & q,tir) Ascnusmg, cada
[am/m'ml‘[: de G- confrene por Lo

nenos A wuno de los extionss de a,

ﬁ?/, 7 ol ) Jue elG-a)iz 4

Una. /?r&}uni} nathwal dhore v g tocdaa bas qm P
a5 dene pusidos de corke? ¢ (/ aristas dg wulﬁ

ES{«’. u-ﬁtluﬂfa. Eene rivs) cenmda L;U’lc.i{&.l‘ll.. O ATLOr R
mos el toproma 2.5 ¢ f_xla ),n Clhimao cugao arcstas

P(‘lllllnw./» a. zuc;LUL' ciclo ns Lot CPL(A.I‘ltl’ For
‘/‘_,w/byx 03 2, 1,,,, g O ot auu_ﬁzﬁ, 1O BOSELIL. b
rstas de corte. Fbdissias m¢s»_n/zu tasducn. gue. Lo e
o no bivnon virlices dr corle. La a8 pues

fa algccnmo yrdfzfaw St t/(_"/[;a.’c.ﬂo g corte.

(1 /[

K
rLj/ul‘a

Este h]x e a,fa'/?c'mn reciben. w nombre tojbea‘a_é (7( o
denos persar en ellas cono a?‘ullao a lao gt 12D €2
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poscHe dlesconctar mediante la suprescor de q.[?ww
DEFINICION 2.8: 14, BLORUE ¢ wra grafica conera sin

/uru‘ﬁs de corle.

DEFINICION 2,9 Los BLOGUES DE UNA GRAFICA G son (as
ﬁtbgra:,ll.ma naximas de G coy la pro-
pledad de ser %?um.

La f‘?um. Y muestra, wna 7m'7£u:a, 5; sus A-&?ueo

&

.y,

rifu 739
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Existen. varias formao eguivalenleo dp camacterizar alhs
Hagm con treo 0 was verkeeo FE a?u&’/a‘a Leoroma
bo enuncia y desuestm. sus egumém.ccaﬁ

TEOREMA 2.0 522 G wra 3rw’fu‘a tonexa. con tres ©
mas verkicea. Aao ﬁ?:deufza af’&'r»ut’
clonss sme equimlmfw:

)G o un 6@3911&

2} Cada par de /;wzz‘ps de G tota e
un cicls comiin.

3) Dados un verkice y una aristade
G exiske wr ciclo gue conkiene
a asdbos,

y) Cada. par de aristaa de G estad eaun
ciels conuin.

demwostracor - (1) im/:&'at (2)

Haremos la demostacom por tndue-
cion sobre U distancia eabre dos ve'r-
o de G.

Conscderesmos w,v e VIG) con dlu,v)-4
asur Como G to un blogue 4

G223 a no e wn /:mcn.ﬁ (1e0.2.6),

/xréofan.ln, a eta et alTw ciclo de
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G yo en consecuentio, u y o ofan, e
wn evelo comidn.
51-}ba‘n2a.mo§ ahora ( ho]:o'Esia de incluc-
civit), que toclo A de verkces cuga-
distancia. sea menor que o, etd en
un cclo comin.
Sean w,v,w € VIG) tomads dr i[’ornwt.—
dlie,w)= k-Jg vady, . B lu'/m"
tesis de induccisve wog uf eotan erovn
ciclo comdor. flamemos To 4 T a las
dos wur- traqectorias gue il’or»um_, ete
ciclo (Fif 10) Lomo G eo wn Hogue, w
no oo w werkce de corle (7,/00/20[2‘1/1—
L‘ZJ, exiske wan ur tragecko raa ﬁ};,m nalo
onktene, a la gue ﬂg
/)uedc oderseclar a TZ, (i70, 1), 0 no ha-
cerlo. Conscderermos ambr cass>:
)5 T no inkersecta, a. T; [i7o,1), en-
tonces, T; Uwo UTy o un a‘céo?uc,
contbiene a w gaw Comw diu,v)=k,
en eske cavo ol Hocema to vilido.

( Ay 1)

maremds z. 72
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5T inkersecla a T o a Ty Lo, por su-
/aue.st"o, a ambas), lamemos wo all
dblini wirbice de T gue esta e Tp
o en Tr { lararwnle wh € V() NUT)
[ﬂuaﬁ: que T NTs -wwr = B). Sir per-
dida de qeneralidad :vu/bmwlnmws
que e e(l/[ro). P
7; T, Wy, Uy, ., We,. 0
e w,uf,uy,...,
Tz w0, vy, ., %, Wo, ks, .. 1T,
la scauiente construccion muesba G
existencin de dos e b (‘/ecé,,mo anas
Be sy b, tla, .. 3, Uk, ..,
=T Uwy
cuya wiiovw da por resultado wn o
elo & que conbrene a. u.(‘/ a ﬁ(‘q/‘-}/z)
Bewu, u,.. W, U8 psy.. U 5., W, 1T, LA .
ko Gue demuesbia. o implicaciore asm-
bten /:m.m. 1’4[2 La00. &

(2) im/:&ka_ (5)
Sea e VIG) § a < ALG), azwrvs Por
/u"/:o’ﬁ’.st's, existe wus ciclo b gue Corr-
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&zwa.u_ga.uﬂfu.aw@a. lr/m7
dos poschilidades: gue sa parte delo
verfices del ciclo o gue 10 lo sca .
S we VIE) obtenomos wr aclo 6,
que conticne a « ; a la arista a
de la s(?m'mlz mangra

G- oty . 0 W, U U

Ga® Ly Ly, ooy 15 U5 15, .., £L

Es deer susiy budnos la /Dﬂ/l‘{‘d de £
trte w oy porla arsta a., sequn
tlustra o 7[427um~ 13.

5% o fd VIE) tentmos una. scbuacions
al o ba demostracion anterior i
podenss encontrar dos frayzr.ﬁ:r'z'an
de a a U, una de lao cuales con-
bene a lo arista a .y

(3) implica (4)

Sean a.#l, dos aristao de G y sun
Wy v lr> eibremos de b. Por Iu'/aa'—
tesis, existe un ciclo G: que combriens
ala arista a g al vertice w: AL ¢ —
?aae gue en la demostracior anterisg
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lenemos oos asas, -5712,1, i ot 0 no en
l/[é/)' 721/‘[\. ahu‘ﬂ) Caod), [Iao dcnzoSb?l‘
Clones so wuil’z?aa a b anferoreos

) implica (1)

Frocederomas V4 educcioe ol absurde.
5t§b amos Que cwn/oluc, las /u/w'—
tescs, o no (a coclusion; es Aeces
Aswnirimnes que G trene al mer we
verbice de coile al cunl Unmaremas
w. G-w no g Conexa. S 15 y w A
verkices quie pertenecse a disbalao
Mn/barmnﬁw eontxao de Geu. Corscde-
femas ahora do> asistas a 4 b, de
modlo a inada en vy ben
Br lu/:o’/z'ﬁ'S, sabesnos que. en G exsste.
wi ciels que conbiene o ambas aristen
(oo bodo a‘c&/ ole told %ormaa/ﬂ/m/'
des taerborae ajenas. B esle caso,
/Joddnugs Jpensas en as vw bagec-
torins. Como W o da corke, debe
totar tonbenido en boda ﬁarabrfa—
?u_g wna a de vérbrees /ae/ff/zta’enjéfo
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a zam/mnmto: conexao distintao de
G-, tobp o inﬁpaﬂ'é{a/uméu

gue lao de tra clorian er cuesbiove
sov. ajenao en todo verkee dz%cmti'e.
a vy Esto contrdice el bucho d2
Que Wy U’wﬂ'f/bmmﬂ/ymuydla deo-
bintas o en comsecuendo-, d 1o & de
wrke, aon O que s¢ depmuesta Jue
G e un A'lo?ualﬁf,/‘!) 8

ETERLCICIOS

1. Da ot demostracion. paa el corobarto 2.3 (5u-
7emm'a. : fﬂcﬂd& por redacciore al absurdo )

2. Debermina. el mimero g imo de verkiceo A2 cor-
& ?‘w/zua{m/ eolar on un blogue B de
una ﬂrail&'m/ wnexa ot p virbices, p73.

3.5 Gun %?ul. o p virlices, P73 y sear
wyw dos vertices distintss de G. Ddada_
una uo- tragechoria Pen G ¢ ewsbe scempre
una ui- Hagecbﬂh- Q Gl gue Pn/ @ soc

ad'mao?
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Y. Sea G urna qrifica cot cat Mngu&a d gue
VlG)’ /U;/ Ug,..., U;} §u/: arnds ?Llﬁ ﬂ’dﬂ U
1S7 6 eofal en um Hﬂf']ue exactamaende g g
vz Y Us /be/t‘auzccw e,uu:fzwwnfl a das 5{09uc5.
Pucha Jue G ¢ disconeta.

5.5 G una n{/tm CorgnL oL UMD O IMAD wef-
Lices de corke Deswesta que G cmbiou /Jp/éo
menos dos Hoours, cada wio de O conlee
conbiene. evactamente un verlice de corke de
G. (Aos H’b?ucu de v oafera que tmbienar
exactamante wn verkect de corbe de dicha
?m‘,&a s Hapan BLOBUES TERMINALES de )

b Sea & una m'%"ca. conigri tot. b iph> un vE
Lrce de corle. Denwestio que G coribene wr
verbice de corle U et b )‘:m/:»(a&uL de gue,
on a ﬂo malo L Eicﬂ/:a'mlb, ﬁac{n é@ [rgo’
quee gue el a V50t H’o?um berrmic-

nales.

7 Demuestra gute 5 G no bene cele pases, entee
o, todo Mo?ub de G o Hz 0 un eclo un/:uf,

8- desmuestia t}uad_ eumen e A&Wﬂunﬂ/
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3m'/¢'m Geo i a a(G)né (blv)-1), donde
olv) denola el suimern de Hn?um&’_a de G ?uz on-
bemen a v, '

9: deocribe un b alapribne paa trcasilonr Un
Hb%ea de una gm’ fica .

10: Demuestra aue una ra')éa‘ca_ conexa gue Lre-

ne exactamende dos vertices que no son de
ay/h lo una l'/aouclzardz_.

1= Desmuestra que 3¢ a € ALG), entrrcea
elG) L elG-a)e elG)ra

2. Sta ve VIG). Pueba que en al Ho pue-
dr sustburse G-a P G-u'en o a’.zx?ag[-
dad del yu’acu: 14,

3 ARBOLES

£ oun /uuis que iniela su desarrollo se ha de
cidido comunicar a lao sels Fablaab-rwo mao
L'm]ba/-[a.n.[?a a traves de una red de careteras
(szi 1).

|

e T ~ p—
-, e e A=
- T e
R ) &,
N, f N\ ALl

— o N

£

v )

1’/ U u'l" »

—\ ~—\=

e —
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la situacion e tal gue el tosto de conshue
cion de cualguier trumo de carrefen o tooteial -
menle el mismo, puss entre lao /:oé&za'mwo cerca-
nao al carncteristicas del ferreno difeeut-
tan la obm, mientrao gue la m_a;?or distanaa
enkre ofrao ¢ ca»y»wada_ pol wn tervesto oo

a.ccg'dcntac{a_ 5e /:rz:tam/a constnur wnn ad gue
mita o comunicaceors entre dodao lao cicda-

des Al munor cwsto posible. Dt las gpcioeo gue

se muestran. en la %'gura. 2, o cudles reoulban.

nm/grm /aam oste. /g,,,/w'_“-éo]

>k 2k
20 2N

'ﬁ'{u!a 2
Es clars ?ub b /:wsi‘ilidadm 8,) y £ no r9bre-
(smfam. la mf/br a/bciaiz, dado que fienen un majar

xd

ninuro de arcstas, bo que rc/ml:‘znbl. mas tnvnos de
construceon. Quedye o A oy la 0 coo einco tavmos.
PByr otras misneo, /mdr[anms pensar c;uc el modelo
At n'/:l-fnw, acrgue G tirmoras de casto, ami bv>
Sme CQLu'Lm.EbLf&J. Esta schucine nos /DCfML.é‘/ adver-
fr que la ausenda. de ccelm e wia geafaa on'-

wa win nunor anbidad de aristie. Este fpo de
7@,&@ e de extmordinaria L‘m./mffww[a_ y recibe
wt nombre w/.maal

DEFINICION' 3.1 L. ARBOL &> una grafica conexa
sin ciclos no triviales (Figura 3).

”‘“TH%

’Fl’(ura 3 ‘
5c sslwmanle se exige gque la. guaifica no fmaa celn,
N impenes/ condieimmes sobve sw congxidad, ae ¢~
tard hatlando de gm,'{(cao cuyao mw:]bmtm.fko Son.
aciclican .

DEFINICION 32+ Lt BOSOUE 5 una ,jrd/.'ca aciclica
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wn}bmznﬁo conexao so drboles.

(Fig'4) |
G
T~ N\
fb’jurd 4

En zem.ml—,bda gmfumm m%hmbm# s
ademds 8 conexa, t- tambien we drbol.
la »fa'?wné'mueolm. todos € drboles

no iao»wf‘/w de wumo, d, bes, cuabro, cinco 4 Stio
verkicto, Solamente hay un drbol de orden 2, de
orden 2 7 de orden 3. De order M exiske dr,
mientrao que existen treo de ordan § y seio de or-
den 6. Dbservando ol drboles podunos adverbir
varias /sra/budadbo ¢ inkuir gue st am«/?/m e

ral para bde U drboby. Fr ele ea./://ufo
enun ciaromds ab}umw de dlas 9 lao denwosbra-
ronos .

e [~

P P2 pe3
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2] A

| ALY

ﬁ'j{ufd §

En Pn’nu}bio, Aotenas gue al d[‘uJﬂf un arbol
sucedde bo ﬂ'gm‘mfc: trazamos un verkece g a conkinua-
don una asista con ok wirlcce Que senl su sequn-
do extromao; eote fmud[nu'al.b conbinda. haota con-
cducr: Veamos la rebacioi entre el nimern de ve'rke-
co de un drgol Y sus aristao, a/\oga‘ndauas e
bas raficac de lo foaura 5. (Denotaremos a
Iv(G) Perp y a /AIG)/ Por 4)
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W

"
VI N w

;9 )
» 9
;]

’

Y ?:5

P = 9-:5
P 9:4
P g
Podemos afumar gue oL el un drbsel beno.
una arista menos gue el total. de sus verkices.

"
N o
LN 3

P:
F:
= F:

s

TEDREMA 33 5 G to un drbol, eibovices gz p-1.
demostracion - Pocederemos por induccion sobre el
mumerp de verbices de 6.
5L'/9=1 , G=H, 3 g:0=p-1.
Su 105 gue el resullaolo ¢ va'le-
do para bodos lo arboles con menos
de p virbicoo. (Hipotesis de induccion.)
&n G wi drbl wn F verbiess 4
A €ALG) Como G rno bivne celr,
A fo L /Jucnfb (T20.2.5), Ja gra'fg'at

G-a ¢ disconexa Y biene. exactamen-

Te dos Con;/mm&t; Ltto 2 7} gue b~
rmende son aciclicao y conexan; por
b tants soc arkoles y eada una

kene menos de P virbieeo. Lame-
mos Gy G a totas amy‘;mwn&_
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Stan /-’,-‘/V[G:”, /:,,s/V(Gz.”, 9. 1aey!
ﬂ’ ?1’//‘”@2)’. )
Por /u'/:o' tess de inducciors, 5abesmos
Jue 9 pi-1 (‘f gas P21 Tenesos en-
tonces
VIG) = VIGU V(Ga)
G = pp= p, + P2
ALG)s ALGIUALG) U {a}
1ALG)] - 97 9 #4241
fi1 f/JL-J. +1
=/3/ r/h -1
p-1 ]

Lo D drboles sod qm}h‘mo congxao, para.
dos verkeees aml’l,o?umrx erf;‘s&; wid Eagecoria gue
les une. La /m/éimé’an’dad de lps drboles consiske
et que ea é/u;/adzr[a, 2o unica, pucobs que de nao
ser ast, la wubdi de dos trayectoriao disknlas en-
tre. Jlos /aum‘us enere . wn cielo. Exprresesnos Jor-

mabmente sote hecho:

TEDREMA 3.4~ Una ?rd]h'ca_ o wt arbol 5 y srbo
5 para Cua&o?w'era. W€ ViG)
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aske una dniea uv= bra ecloria.

dermostration : (omo G eo un arbvl, ts conexa y por Lo

T

ﬁj(é

tanty existe T una uv- buyecbn‘av e
G pamn aalegu.def par de verbcera
w e VIG) M/wgarnos que dicha.
trayectoria no ¢ dntlea g gue /:vfl’n
tando exisle T una us- &aﬂcnfon'_'x, di-
binfa de T2 50 TN {u, vi= #, ety
o TUTL e wor CthaoV,‘id 7 y 7 no
s afenas, seq w el Pnlmu:/‘ verkice.
donde 7 g 7 ose intersectao i)
oo Uy, 12,0, U ] g, Wy Un 07 Y
Toe ity U, 05, . U 0, Vs, U, U

']I
consideremos £ del siauiesdy node:

’

Lot s Uz, e, W, U], U, e, U2, 0, 1
Claramente § serto. un ciclo ¢ G
/3 gue & imposikle g gue G oto un
arbol o

Por otro lads, s¢ entre cada par de
erdices de G existe exactamenle.
wa trayectoria o une, entm-
et & o5 conexa 4 no Hene cicle
pute 5 exskera Gun celo de Gy,
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Gz u, iy, s, W, ... b [ entonces
Teruw, w,Uz,.., Ur #

'/'2'_ = W, Urts, ... LL

Seciane dn uu. - tragedvn'ao diskrri-
tas, lo gue eo tontrario a nuesbra bu-
/Jo'éesz's. %8

Lao (c,n.l'%’x,aw de b L wa 5 sor todas distratas 3(
o ellas fuui& adverkicse diverscdad e el grade de
sus virbices, perv en todao tllao notamos wna camcte-
riskea. onun ; la existencia de al mienas dos virbices
de grado 4, a lm/ba'm'l, del enso del drbet brivial.
Probermos ofe hecho pan azal)gm'zr arbrt.

TEOREMA3.57 Todo arbsl no trivial tiene al pwens> dos
ves bices de grado 1.

demostacion: Sea G un arbol 1o brivial y s I
una fragcc[z:n.’m de &71?(6401. maxma
et G, Tz, Uz, e ; LLT) m-2.
Demostiwimas ahom que Ui oy Une
Henrr grado 1. S¢ no /ucru asc, ten
drt'z;mﬁs ?ucirw;)),z 9 Wmlyz.

Estp guerria decr gue ¢ sbe wae

vertice Uit vz tal que U/—ao"?(, Ut
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S Umes € VIT), como G to conéxa, exis-
{2 wuna U Unes -i'm(:{ecﬁm}p pasa cual-
quier U evtr), ia42, ..., me. Hamemo-
b 7 y consideremos a G ded ﬂ?cu'cn-
ke muclo:
B s, ..., U T, Ujtran, U}

& e un welo, lo gue wnbradice la
/u'/;olz‘{_'ﬁl's de ‘;de G o it arbrl.

50 Uy £ VUT), ontonces T2 {ihonft T
tiene /angd tud me, o o que LB
tbo contradice o eleceime de T,
De lo ankervor % unLL‘éuL/g que 1

cesariamends . arl Us)=1.

la situacon Jare- Un se analiza

d{, nanera alut'ﬁﬂ @, LoVi [70 que fia-

mos demos b do Lim grl U5 }= 970} =2
Canlt

DEFINICION 3,67 En. un drbol, U verbices de 7/@{0 1

: 4 )
s¢ Maman. VERTICES TEFAMINALES.

gzx henos /oéru'fn'do gue bodas tas aristas de
un arkol s fuerlftf-v dado que nt'n.?arl_o. de. cllae eo
e de un ecelo. 8 Lorona 3.3 da wsa. olemoskba-
cint {a/maé de esle huchs.
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TEDREMA 5.7: b gm’fa’ca. conexn to un arbol x i 50'-
by s doda arisfa s un puente.

demostracian: Sea. G um drbol y st a e ALG). Cla-
ramenle, a no /Duac{A tofar en m’r?u'm
eels de G g por el boroma 2.5, eo
s /Juenft, de Gy
Alora supogamos Jue G 2o coruxa g
Que bda arista de & 6 wn /bucn[rc.
Esto st'aut,'?&'nu_ Jue mu?.,um_ arcs ba
de G tata et wn a'r:go, {o quL cnde-
. ?wz & e aciclica L/ /m/lo l'amﬂ'),
G 2o un Arbpl 4 s

Ackonwnos ahorn el /.smlalenm, con el gue ini-
wamos el ca/:/&:&,. Aa solucoe B /Juede m?iamfff/
de moclo ue el coslo stn senor ¢ Lowmw habrenos oz
/:/oeedcr pars lograrlol Tenpnos gue tloinar a-
ristas, pero el astdo siemore de no descorwclar a
0a f}wifh'm, ya que de hacerle nsd, e el lpm[a/af
ma real etarianos ifi.gljando incomuricada. o una
0 varias /Jobé’au‘aum, Es diocir, no debemas elosinar
a ninguna. arsla gue sea un puenle y eobo se bgra
?,uc‘bmdo aristao a Un aels haota //egar a uma.
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3/::1/“::4. acteliea. lo wusmo Inueab. hacerse con bas
Dfu'ﬁwo D Y £ lﬁf q)

B

- &7

%

‘Fifu. ra 9

7

fﬁdtbn&: ssle /’roccdi;m‘(_nlv, a /mfk'/ de Lirur 9m'r'4'ca.
G se obtrerw otra acieliea &' dende VIG): veG')
4 ALG) € ALEY)

7 DEFI)W[IDIN 3.8 Dada una 3m’,ﬂt'£a G ura 5u[:3ra'7lda

T de G ¢ un ARBOL GENERADOR
de G 5 g silo s Ttoun arbrl
vir=ViG) 3 ALTIE ALG).

In /:a,an gue se muestrare en la {‘ ra 9 Sugdﬂﬁ-'
la forma en que Pudb tncontrarse 3:. arbrl g

rador Tdt una ?m"léca. G
TEDREHA 3,97 Toda, grd fica. contra conkiene un drbel
ador

demosbracion 7 Frocederemos por irduceiove sobre o -
mero de welo de G
Sn G una m'rl(ca. coneda scn elelp.
Enbonces G nusma fo unt drbet ge-
nerador:
Sta G uma grdfica conexa cov ur
cicl al que Uamarenwos V. Sea
ae Aty G-a e acleleea y conmxa.
fAdemds, ViG-a)= V(G) 4 ALGa) < A,
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de domde G-a to un ardrt 2¢n¢ma&rr
de G.
Su/nmﬁamos Que toda gra'.,.!daz, onexa. con
menosde v eiels iong ume arbrt gene
rador. (,{/[/:o'éeSlS e 1}Lducda~:'L)
Sa G una ?m'#c’m e i oceln a
é’n) 74 [?&mmr‘amas 3',, ‘Y,i.,._.,%. S
a €y {ezh.. ,n) G-a bene n-1 ci-
17753 E! pol lo tanty tirne wun Ar bl
nerador. T con VIT) = v(G-a) = VIG)
y ALT)E ALG-2) £ ALG). Fst ‘5(3‘!44;—
%L'Ct‘l. que T tandiorn o3 con a‘/M ?1-
nerador de (. ¢

tha gm’}[m /:ucn[a tener varios crbples ﬁmﬁraa{};«
1o distintos y sotm soc stempre ‘g/grn'r/’mz.;\/«jcnerac/m
Mo wNexAs minimaq. '
Rungue. no s¢ imwsce una )é's'mu."iq.t aue dake -
mune el mdmemw de drboles np ispmor /"ﬂf de pidden
) st eusk pama gue proporciona el submerw dear-
boloo no idéakicos de um ordin dade. Esla #o'rmll’
la se debe a Ca7/¢7 y extstor yrino demostracio-
nes de su validez, EL lickor interesads en una F,uem

ST TESS MO DRRE L
SAUR BE LA fssulyTeCd
puede cosultar [T p.35]
TEOREMA 3.10 = (Rsrmula dp Cayleq para arboles}
Sea G=K/n, EL nimern de arboles ?dlll'
radores de G e /0"‘.

O S0LITARREI) DEL AELOT pyporg

EL tonibre tamidrel /maz,/m s0lo. Ns lpodn}mm.r de-
wy deode cuands, pir sin duda la cuenbrva hama-
na st ha ecladp a andar en wullibed de ocascones s
. desarro lar /17_&4/1;’“?0:15 indrvedualta. Entre lo mao
conpcrdn otare Pp “splitnros?, (‘/aa’nf Ade carfao ese On
que intberviens wnn sola persorur. Groae /vn/fi‘, ded rofy
gue /.v(’a,z.[m urL(}luzUm de solvbario radica o el heche
di qus s baota o ser o uo /‘.’La//‘[u'/lmufb /.uzm,
resullpr yencedor, EL triunfo pucde parces wnt cuto-
Lo azarese v aue ol juege o wma achvidad e -

- e el joge 0
care gue 1d rguire ol habibidades mllxumfif.:.
Sin a;ofﬁary,a, Qungute o oS inbrutens ran.
medida., /uu/ re-aongs deferminadao Vol L por-
ma del /uL(r}D HUSHL 9u4 dlocnt/rcﬁdm un/ﬁa/u:l
;m/bplihom{z 4 su desecdbriniienty s de inberds,
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;Lo 5€ TUEGA EL SOLITARID DEL RELOT?

£l nombre de ek solctario obedace a la disfo-
sieion gue s da a bo cartao duranle d}uﬂgo.
La 6arad}» debe re/amé-'rsa on brece /:'/(’a/: de cuato
cartas, todas bvca aéz:/b y dt'o/bues/'a» como ¢ se A
tam de Lo nulmerts de (a camabule de vt n:/q', fo-
Opcando una de ellas al eenbo del ereula B cadr

Lo se le aoocia ol valor de ta hora Que ocupr o
a la del cenbo, el del rey- (R 10)

ﬁ’fum 10

E jm o fnida levantande la carla supeior
de la /bc'l_a cnho o wollo cdndola boca arriba
¢n lo mds Acya de la }n‘@z qu&w/‘fl/.’/bmdﬂ—a s
valor. [ Por e/'emfb, o se bata. de wr anes, 3 eilo-
o daé‘y*’ de b /b‘a“- schiade a lao ecneo’ 5t €
una rena-, dabajo dt lao doce, cfedtera). A conbinua-
ton Se deafa/m. la carta schiade sobre ﬂa»lbtﬂa_ ba-
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 ba cuall se acaba de isertar la anterior o % 77
cede de L'?IU.LL mode o ella, El ‘)M o conbrulade
tota manei Y z:ruz- s s¢ consigue volkar tas en-

5tljw'enda ot /brvcaﬁ‘nu'eﬂ/v.

cuenla Y dos can
c’PUEDE GANARSE SIEHPRE?

Juqandoe eole sobctario s des cubrird gue hay
ocasiones bt tas ?ua t iniposchle saru’r des[z&lball‘
do cartas antbeo de haber conduido. &R ?uc’ se deke
esbo 1 B reallidad, la /aasiéi&'dazl de termenar de—

ende exclusiramente de cdles ser lao aartas
schuadas en la /vaft& mdo &?/}L de cada F«'&L, o1
cz/bfuan.do ta del cenbo. la rv/:a/[z'aﬁo de lan
cuarenta carfas rootantes 0> L‘n.d[#rﬂﬂ.k

Ln F/Du:dimlfén[m para saber s pucde o 1o
qunarse consisle en analizar las carackeriskias
de bo ara'?lda» nz:a se ochgo- oo rtoul tado de

ke

hacer 0o ﬁ‘?w

-.Dc'hy’e»ws ok a’mgmmzb e Oa eohuchum de la
ot bula dewrs re * mdicando en cada ,m[a-

o vador de le carle schiada en 34 f:a//i mao
b&y’av, scn inel? la /u‘éa. centml.
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- Tracenwos wva Uinea. desde cada wuno de tors> doce vi-
lores hasta b /bzé’n com'apmd‘}:rafb A foc »USHLD Y-
mem. Cuando el valor de la carfa coinecda comt su

oscciot no debe trazacse Phua cbauna (B 14)
P A alg ¥

T

O
&
el‘g‘is

i
/

o‘g'\'\“”ba

ﬁ'/ufa 11

Este scskema de aclémcmaho da oriqen a una
gra}&:m, scT'm, e muesta e la f&'gum 47,

ﬁy’u ra 12
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o &l caracteristrean debe tear (a gm',l"ca—
representabivn de la diopostioi de buo doce carfas infe-
riores [pam gue sat //.'DSIM ‘711:1!1/:’ o For ?ua',7 fhm uu’c/;a;
el lebor /.vucdn ‘/},u ar i sobibaro whi lisando la coloeacion
de las carfas de ba /13“/(1, 12 y oty con las que e dan
A condrnuacion z/m‘z‘merﬂno 3/21"![m~- r‘ea/bﬂil'fm’%

ﬁ'/urd 13
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ETERCICIOS

J: Demuestea el fevrema 3.5 como un combamo del feo-
réema 3.3

Z: Denmuesta que s rlr) 12 para bods v e V(G), en-
toncgs G conbene un ciels.

3 Demuestoa gue st a7 pr entonces G conbrene un velo.

4. Denueska que todo drbl ton exactamenle dos ver-
beeo de 9rado 1 & ura fragcc/vn’a.

5.5, G uma ?mi}u’a. con p-1 aristas. Hueobro gue
las sdgut‘mfea Aft‘/nmabnea sSent a}uimlzn[z::
o) G ¢ toncin
b G to aclcloea
&) & o un abl

G: Demuesbia que 3¢ G b un &bl eov BV K, enton-
cts C biene al menos k virkces termunales.

% Putba que Gt un h:yuz %y sito 3 3:/)—2(6)

B: EC CENTRD de G e un verbiee u tal gue max{d(u,f/]
UEeV

& lo mais pegusiio Poﬁ'HL-f/uesb'a que un drbrl bene

o o dos centrs gue,en su caso, som adgaccnteo.

4 CONETIDAD

Eitre I f’rob/cnula interesantta 4 gue, éa/'a cier-
ta- u‘/cmsfa/"cm,fuedau ser bastarde com}:’[d/bs, Se
ercuentran boo relacconados con U sistesiao de comut-
nicaciort [*elz’ﬂorws, &l‘fgmln, efeeteral y rutas de tans-
porte (maritimas, agreao oterestres) 5c?urwmn]b, cada
wio de nosobws se ha cuondmdo batando de Jallar el
amino mao corbr de la eseuela a la casa, del L‘mé?/'o
al wne o cual9u;'cf faoﬂﬁ-iﬂia(ad— sinular En nljumw
scasioneo e secllo puto lao speimes so pocas, pero
cuando totao awmentar, la obtercine de la soluciove
5¢ Lom/b&m. (m rza/atda a eobo, /:odn'anws /:&ud;mr-
nn la idea de vuordar un modelo Juncional que
represente Un oo vialeo de la Ciwdacd ole Hexieo,
bry sentidr di lo. corcubacsn di cada wno de elr,
seialamientos, semdforos, eheetern, en el Jue adesmal

se establezcan. *huenao” Comunitaumen entre Un di-
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verse fugares scn ocasconar ¢oibotellanuents, La
n’ofmf& o € friveall y ¢ rc;};u'cr:h de nxgc}w_ fwrra-
mierila pan encontbrar wi solueime o'/’!ﬂua. En eole
m/b:'/uﬂo, totudiaresmos alfaarw. Cﬂ;u.‘a/'ﬁf.h i wwsullta -
dn ?u.lf m.,udzm, o alacar :Jéz]_wu: Iarm”*la/ e deosa-
fa. tmluraézza..

ya henios dtll"(‘:uidp el mn“'f)ép 2 conexerled y
se ha 4abaiade wn L al abocdar b teowo de blo-
Gueo g drbales. Alora considerarsws a[,ﬁuur_- Qapec-
tm mas sobre b, Déservenns las 5?}4:&&[’59 Z}m’;ﬂz&na:

> o KW

G Gz Gs Gy
F;}fura 1

Todae ellas soe. congxano, perv & qué hace falta paro
desconcetarlas1 ¢ Serd /oos[He- obhner o ﬂrn')L,L'c:L
disconona a /:a/lir de una eonaxa? A licessos eada
una, /Jor sc/raraalo:

' Gs o we drbol. cdud ocwrricd s le gue bamas
wi veriice o una arstal S a e A(G,), Clarawmenlz

&7

Gy-a e uma rafica disconexa., Ahora buest, s treV(G:)

Gi-v o conna 5y solameile 56 9r(¢f)=1

o Poclrenros depconectar a Gy :,}uéb:ll‘ndoﬂlL wnoo
arsfa wicamente ! Euidesbomente, dado Jue toclao
2las /L\:fﬁlllﬂlﬁll‘ a nla(}dm cello de Gz, o nicesart’o
elininar al menss ww par de arsbas part gue
¢l ocria y, deadde (’uub;n, ne L'll(\il.}uttl’ pas resul-
tard ikl pant este Jou. S0 aulla/}}n, bastard com -
mover el werbiee w pas Asseoectarla.

En Gj no hay nu}ugq.ll.lb wirfces ac arista Cusga
eliminaccon. desconecle por sé sola o s x):z{/'a:a-,
X »}u[ﬁzhwms Juscerlls, daboriamos cemoier (al " -
nes 2 ﬂft':‘i'/»‘v‘—‘ ‘[ ast. 2l caso de Gy flama .’Eal.f'a_
z‘mrmr Cu.mLAra 4] nullu

las obsenmciones anberiores parects corvaae~
s o dm cdias imbuikivas: en printer euga(',
Gue ulﬁwuw ara'[c'mc Smr tomguis © Covt midlo
;ﬂ«uzfm" que otras ) oo deci, gue no toolao puecentiont
I,e,_,-&" con fa misma - ledad ; g en Suau,w(a, que
e nimen de virkces Cuy o resmociort, descorecto
a una gfica n covicde necsmamgamente on <l
nimer de aristas gue & necesaro eiminar

/)ﬂ/a el miismo Fn.



88

En [rimera instancia. nos Ocuparesess de wurta
de la. dos maneras de desconselar a wna grafica:
b que consiste v eliminar verbices de ella..

& hemos establecido el concepho de verbiee de
corle . Bhora etlenderenios eda idea a use cnnﬁiuniv
de ve'rkces,

DEFINICION 4.1; Sea & wma grd fuca conexa. Un CORTE de
G eoun subeorjunbs V de los vérticesde
G tal que G-V o discontun. 5¢ G eo
disconexa, diremos que V o> un corbe
de G 5 y sio 5 ¢(CV)>e(G). Ve
ure K- LORTE 3¢ V e2 wir emjusndo com
k elenontos que ¢ un corte.

o Toda. gm,&w G fene um corke 7 ¢ Que suba:my'unlm

de vickices babria gue remover para- desconectar a-

ada una de las ﬁ?‘umﬁa 3:11'}@07

— AN\ X
Gy Ga Gs G,

’Fifura 2
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En realidad, una 3rdf«:ca_ complela. no fene corkeo.
Verwos alwra ot cuantfos verkices podriamos obte-
ner un corte para algu»tao otras ?r' Ceao (F;'?’.B).

9 Js O Uiy
U
U 1 . i Jo Uy
s ¢ Uis Uis
vy v Un Vi
G, G Gs Gy

Fl’{urc‘l 3

Los w,y'un&; Vizfoz, ), Vir fUi}, Vs= [ U3} descorec -
tan a Gi. Fara descorectar a G se rz.«?m'em wi
2-corle. Los wry'unbf Vy =Il-§,ll;; y Vﬁllfi,tr;; Sen.
Z- cortes para Gz En el sy dp G, el am‘/'m&; V, = [}
e wrt 1- corle y ademn’s, ¢o el inico 1-arfe /;asr.'é'{& pr
ra tofa ﬂm’,&'ax.ﬂor otro lado, no exiske m',ul’a'm 1-eor-
e wi 2-corle para Gy; para obtener uva qmifica con ma
Yor rulmero de comportentes by U elivinar treo ver b
ces de Gy, EL CM(/MAJ Vs = Uy, U, U;l} e wun 3-corle
de Gy, al Lgaal que Vg.—JLﬂ;, U;-,,U;g;_ lomo venas, el
ndonero de verbiceo necesacio pasa deocontctar a una
ﬂm%'m. t una Fm/‘.v[tdad. zm/m/bmﬁ Jue depende
de tho caracterisheao de o ?ra.,l’«,r:n. misma Y mere-
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DEFINICION 4,2: o LONEXIDAD PUNTUAL K(G) de uma gra'-

fia conexn. G con prZ s el mbumo neimen de

verkices de G cuga. remocon. aumen-
ﬂxelf@ngmdc,mmlbonln&»dzé o
la hace tavial, Es decer, J(G) <k 5
e el wilncnwo e pam el wanl G
teene wi corle.

A conbinuacior. enlistonos o conexidad punntual de

al?u.'uw 3ra¥d:ao nocidins.

3) fara wa[gwér 9" e core pp verkices Kp, p74,
K (Kp)=p-1

b Para cualguier ciclo ¢ np trivial
Hie)=z

Q) Pam Cun.lqu[er arbol T, won pr1
XU(T) =1

£s w;/:orl‘wnfi’_ resallar el hecho de que las defonicio-
nes anteriores NO afirman que s¢ la conevidad pustuaf
de una 3/:1’7!:& G e k, enbonces, pae- cualguser con-
Junto VEVIG) tal gue IT=k se comple gue elG71y
e(G); o decr, que la emocirn de cua&/;guiem k
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verkiees desconecle a G. Lo gue 5¢ tatablecer, o gue extsle
al pusios un Cm;)'urll‘o de oa natumleza .

DEFINICION 43 Una. grifice. G &> K-CONEXA 5y silo 5
K>k,

De toto se deoprende. gue bocao lao y/.'é/ccan cortexao Ao
trivialls 5oy 4- oo,

EL TEOREMA D MENGER
Haota ahora hewwos hablado de fa conexidad.
de wa 3,11'}"«:& yﬂoz‘aﬂnwdz. Mgy schuaciories en J/»
6 necesarco fonsiderar aly sy soular & e
“ conexicdad fpeal * de wsa anificn G, Es deer, fa
#’aa’&'claal con la que. podeimos hacer Que dos verlices
0y € V(G) 9ued£n, ere contponoteo distntan ol re-

Mover ust su 6wr§/’am‘v de verliees de G.

DEFINICION 44+ 5¢ duee que wn conjunks 5€VIG)
SEPARA a dos vérkices w 4 v € V(G),
Wnoady ", 56 w o v eotare go diskrn-

X
tas tm:ybmen{z: de G-5 (5 ¢5 un SEPARA

Do)
Nutotro tnferts aliora 2o ver comes /,oa’emn encontrar ol
mingmo nimern de veckices que. sgpasan. a de vérkea.
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no Ad?albt&o de G. Esbudienios un f/‘fr?y’[’a:

71’7’ ura 4

Observa la grd fica de la Fequra ¢ inbenla sepa-
ara o« Y v,

Una forma stqura. de hacerlo consiske e con-
scderar fodas la. tagectonie gue wt & w4 v
t/c&'minar un verliee de cada wnn de elbas. S
ﬂ:nl«ar;}o, dado que nada aaranfz‘m que fodas esias
frqgecbﬂ'ao senat xy’ew infernamente Les dear, gue
no se inkersectest en ;u'nl/((l;v,, rlrce distoudn de a
v), eobe no iene Jorqud s(er el wianor sibsn de verks
ceo con el gque se logre eote objehivo.

En la gm#ca de la ;&?ura Y hay treo wr bt
3ec£on‘a» ajesas y el co:(r/'wdv S={w, wz, w4} separa
aw de . ;Tendran alguna relacise eolss hechos
174 St'gm'cﬂ-t& teorema. debiddo a l‘/{‘/ﬂgcf 4 cuga /mtt“d
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7!’.44 dada por Dirac establece ea relacme,

TEDREMA 4.5 ( Teorema de /‘/m(:,er)
X ou Y U s des verkces disbintas,
U no adya o de una wna ",-a'/,m G,
etdmcs s, el A0 swiloiern de wer b
yadvnho afernas o G o 4'7‘:.14_ al s~
o acmenm de vl de G Quie s
/.uran. now de U

demostmcion= 5 w Y ousee dos b de disbiafas av
/Jnmgnb’a de lo a'foca. G el resalteclo
& triviad. FPodencos consicdarar eppnscas,
son /J.-j'/'dl,lk{tl. Ae ‘(.}oum[’axﬂu{, ol nde

rd focar consvan.

5¢ el mtlndmd numere de yitrlice, Gue 5
paan a des vertices  diskoadas y 130 ad-
i’aamfl.‘a wy oo npd, mzt.‘mu‘eq ne /ntﬂ"
de haber mde de n bn:{ccfm‘aa g
temament z‘x/ma,a en & De tofa mane-
ra, ¢l teorema o vdbiolo P nzg
50 w Y v o de verbias distnls
no adyacenteo de wna g feea cowexa,
denotaremos por 5y (u,v) la Propredad de
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gue m‘u?u'n, wr;junb de vertices de carcl-

nalidad menor quen separe o w y v

5ulba'v134nws que el horema no se amy,[L

Enfonces, existe un eatoro )bosz‘b‘uv we para

el cal eusten rafiars conedno G conv u,

v, verkceo distonbos yro adiacznf(», e

o cualls veurre gue Sm Lu,u) g sin

emﬁargo, "o lm7 en G unt cmy'unéo de m.

uyr- éfd?tcflbﬂ-ho 7’emw tbermamente. (-

mo hemos prbade gue el tooma s cum

/vl’L pam. m=1, sabemos gue m72 Ente

vstan gra'/c.‘cas, consideronos a F una gra':

Fica con el menor mimery poscble ol

verces y sea Huma subgmfica genera-

dora de F que m&’s/a.ﬂa S Luw) § lal.
que H-a- no cumploc oy S luyv) para
toda a € A(H) Todemos dopronder treo

/:’ra/![ea’adléﬂ de H:

4) Para. cualpuier arista esive, ee AH),
la grafica H- e no satisface S luv)
Esto quiere dectr que en exisle un
a,,,)u,.,év Ute)eViH), U (e gue
separa o w de v; dado que D]aa'é(“ui

95

necesaraamente oeurre que Y ol smoc

diskentos de w g v, Supoviogras gue 5én
o F i
gév |UEN=m-1, ya que de obw 1118

do, st 1ULe}] {m-1, como Ule)U4vr} -
para a Uy et H oenlmtes, H no wm-
/1&'n'a S (Ui, wikariomende a bo que
hemos Su/’alﬁrla al c/e:,«'rla. De a?ud que eui-
fe un conjunto de v vertices gue separa
A uy o H Est onfunts o Ule) U3
o bien Ule)U{vzf
2) Para cualquier we VIH), wiw y wir
Ima'em.as ver gue uw Y Ui no s LT
mullingamente aristao de H, ya gque.
de ser ase, H-w (:um/’gt'n'a. 31 Sy L)
g H-w wntndra we mrz/'urzlv de wi-1 .
uv- tmyeclorias internamente r(a/'maa;’f as
fueral, # fendria v ur- b-m/ec/nn’an
intornamenle ajenas, b que e conbra-
rio ala Jorma- on. gue H e a&?(da,.
35 We (i, ws,..., wm} o walguier o
fnfo de me verkiees que separan o
wy r en H, entonceo, na de bo
dos /aosih'&’dadee g?uxg,,fg, Decurre:
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£) Wy e AlH) focL boda ¢- 1,2,.,m

i) v e ALK) para foda (-3, By i

Prra verficar eoto, llamenos Hu a la sub-
3&"7942:;:- deferninada po todas las auy-
tm ecboniaa de H Que. conkenen ewz‘zunm-
te we clemesnts de T(fa Hra la aut‘gmﬁ-
fiea definida de manem 50;;?1#[2, De
ote modo, VIV (Hr) = W, Su /szﬁunms it
ey € AUH) 16 vy eAUAY paca £e 4,2, m.
Denotersios For HE a la Z/yra,/cm. que se of-
hene a /w,l,'r de M anadiesdo wn vue-
o Ertice U 4 las arcstae w44,
z.., m. I birenle, denofaresmss ror ¢ o
ga. 31‘(»‘7&& t}ué < ahffemz al adadera
Hr wre nuvn verkee o ¥ bas arcstons
UrWE , 42,2, po. M 7#} tignesr menos
verbicgo Que H, st embargo, HeE salrs-
face Sn (wu*) Y HE 5at’1‘si!m:c S ™),
Esh z'rry:&bl- que HE conbizne wn Cora-
Viunéa de m wutr™ ira:/ccforz‘a/: cy’g;mb‘ d.
ol & / maodo, HE conbtene un Lmy'l”"
bo de ne W bmyectonao ajenao. S

e';—téa.rgg, wlas 2m frachclnﬂ-'aﬂ delerniunt

ma'o
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wi cmy'tu't[z: de m uv- tyechorias en
#, lo cual s una cobradicerovu .

Blora, sta T la wv- brayechoria nuto Caf-
taent For la /.wrv/bfcdmi (2), la [),,,yL-_
bud de T ¢a al meno> bres. de eofa
fﬂm;m,, Pocicma.a‘ deobar A T covsd
Ts e, ths,..., 0 ; derde thtly o
S hucemos € iids, endonces , por )
Ul U{u,§ a5 un Cm1];.;'1[v dAe v vt
fezo que separare o ‘(L de v (ome
Wil € ﬂ(ﬂ/, de (2) ¥ {3} /ooa'a;;.ms les-
/Jrcndcr gue w5 adé(aczrlﬁ:' a fodo
verbree en U'le). Sou emibargo, Ule)t]
{ dzf ¢ tamibieie wi conjundy de e
verkices Que sgparst o i de . Cnoo
Ule} + 4, o €] 4 £3) beneomo$ que
wiz e AlH). Ferv tobs corbradiece el he-
the de que T sea Lo ar- érm/cdp,rn_
mas ecorfe et

Esle resultado consés'guye wno de Un ao/bchn
L‘m/w/fantﬂﬂ de fa conassidad.
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tomos wisto gue /:uu!& aumentarse el nimerv
de comporuntes contxas de uma ?rai;wz, por la ot
de elimnar verbices o bien, romoviends algumw de
sus ansts, 4 hatlimos de gue etz /::rnb[emxb tobal
relacionado cov fao redeo de comenicacor,

P demos pensar en una qm,ilaca, como la re-
/ﬂfﬁscm de ava red de conuuiicacionw (Lele
?m}os, aulobusea, tren, cminos, telefons, efcetern)
eibe vanas ciuodlades o /:unf‘n Mm’,ﬂmS simbole-
zados por vérbices, Cada arista aﬂm#u:a/ gue hay
omunicacore efre U /mutos que Car/‘t/.v/‘:’mdux_ a
sus exlrenws. la. /Jruatpaab:'o habitual al eonstruir
ole E/aa de sistonans, ademon de su costo, e gue
ot resullen can#«aHeo A menudo inleresa saber
cual oo el minino wisnern de fallas e bo corus-
nicadion entre dos puntes que provecann que la
red no /:uch'era. dar sesviclo enlpe todas ellrs. Re-
sulta claro que la popiedad. de contxidad. de una.
grafica esfa. relacionada con la confiabilidad de la
red de conunicacion a la que representa y, que po-
driamos asociar una falla en la Comunicadot et
dre dos civdades, e In olosa Ibar[ab:fb de la arista
?ue,wwen-[)n— gra,/a:a. a ln do vérkece, due la re-
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/:resenbm.

Fueden establecerse wnceplo analoges a lo gue
henos estudiads r(»/:ccf‘a a la conexidad /nuuluaé,
pam can‘/'unb:s de aristas 4 eobo ¢o bo que harenss a
confinuacion.

DEFINICION 4.6 Un (ORTE LINEAL de uma gedfica cone
14 G to wn subconjunde A ole ALG)
tal gue G- A e dicconexa. LU K-£0R-
TE LINEAL to un Corle loneal de K
elesanbos.

DEFINICION 47 Lo COVEXIDAD LINEAL MG) de uma gu-
feca conexa G b i mlnenio adimero
de aristas A(G) cuya renweio oleoco-
necka a G. Es dear, MGk s ke
el malnimo suinero para ed cwal &
tiene wn corle lintal. Decimos que

G ¢o K- CONEXA LINEALHENTE o MGPk.

De eotao dl%{.’m'a'mw: sabenis ?u& 5¢ Bes contL 11
frene un /auenf&,cnfmcb MCJ=1,¢/ gut, todas lan
rdficas wnexae o trcviales son 2~ tovexas leneal-

mzn,A’w
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Es natural /are?unéamas s¢ ba conexcdad U
neal  la conexidad puitual eotin relacimadae
de alauna nanerne J, de ser asc, ca'ma‘w eon rela-
o, Podemas empear ohservands a/gann caor:

oW

KiT)e 14 Ale)r 2 H(Hs)= Y
Mr)e1 ey z MKs)=Y
H‘y’ura ¥4

7l ver ln e/'em/bln de loy drbolen U cicln 4
Hs no> orillen a pensar gque ambao conexidades
coinaden ilm/;m, e un vistazo a la }& um § ne
hara. abandonartofa dea. Br obeo lads, o conexi-
dad lineal w /zueda Aunca ser mdyor uc da valen-
do. pinima de La a fica (,_'/;or ?ua'j), 5,;5?“.3,_
ramos analizando %{bn/’[OS, veriaumos gue K{(G) no
excede nunca a MG). Todas estas reflexiones pue —
dent conducirnsn a wn resultade que relaciona lan
do> wnexidades y la valesein nbriina de wva Z{df;ca,

101

v4H® B

G"u.,v} ~{a.b,c}

F'L'fu ra &

TEOREHAY.B.~ farm. cualuier grifica. G se cumple: que
K(G)s MG) € I(G)

denwstacionn = 8¢ G eo brivial, K(G) = MG)=d(G) =D
De otro modo, sea 2 €V(G) tal que
c{f!p)—- J(G) y sen 5:](1{/1(6)/{1 {necde en ?;}_
(one la conenidad 6lo se ha dzﬂc’n&'c{i’
pan, raficae cruxas, sin /,e'/dida de.
Zenzm bodad podesias comsidems gue G
0o e»; adends, A ¢oun corle [:.'ncai,/vf
lo guet- MG) € & (2= dLG) Ef
MG JLG),
con b que obtersmss una de las Am'?m.(a’add.
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Fara demostrar gue K(G)¢ M(G) procede~
remos por induceion sobre MG)
5 MGY=1 7/1/[6)/:2, enborces G =hz
g como He-{v}, veviG) e la ?m',!c'ax
trivial, H(G)=1, por lo cuall, para
eofe caso se cumple by deugua&md
5% MG)-1 g IV(G) % 3, sabemos gue G
tiene wn /’“‘m Y, e consecuencia, al
menos usn verkce do corte ; oo decor HiG)=1
Y la desi?uaﬂc{ai s¢ m»nf)& tambien
en eole caso.
Bhora. superigamaos que la des:'?uaﬂdaa’
se cumple para bodas las ?rd,&'cas cugga
wnexidad lneal sea menor gue k.
Sea G una jra'/t‘ca, tal que XaGl=k,
sean € und arista de wn h-corfe le-
neal de§ Y H=G-e. Enforiceo MH) = k-1 y
por hipo tesis de induceiore H(H) ¢ k-1 .
Sea Vun corle /Durn&ll.aﬂ de H ton HH) ele-
mends. oo H-V o disconexa, peessa-
riamenle scurre uma de fas /msf&i&:’
dades S(Zcu'cnf&.v:

) G-V e discwonexo
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Esty indica que JiG): HH) ¢ K1 g

tatmrces H(G) ¢ MG) k.

i) G-V to conexa., en cuyo caco, £ to ws
puende de G-V Macramenle, existern
dos posibilidades:

B IV(G-VI] =2 Enborces:
HUGIEIVIG -1 - 3(H) +2 € K, 0 dear

HK(G)s r(6)

b) IVG-V I%3 Y cumtonces G-V tee-
ne wm verbices de corle al gue ta-
maremos V. Esfo cadiea que
\—[U‘u'} e e corle Puufuae de G
4 por 8o tanto

HIG) ¢ H(H+ask
eon Do que pkterunn tambien gue
H(G) £ K -MG)
De todo o arterior sabero Jue
HIG) e MG s J(G) »

EJERCICIOS

1. Rura k20, encuentro uia 9/&1&’01. G que sea k-
(onexo. y un anz/'umfo Vode k verkices de G tal
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gue e(G-v)rz.

2. Demuestra gue uva ?m!u:a. complela M kene
cortes gue aumentere su nimers de comporwnles
Conexan .

3: Demuestra Que pard cuaé’z_}ux’er 3rd,£dca. 5£m/1[¢ gue
::um}aﬂm on que J(E) 2 v(G)-7 se bene que
H(G)-d.

4. Encuentra una ?ra#‘m 51'm/>lz: G o I=IViE)]-3
fal ?u& HG) < d.

5. Denwestra aue si G ¢ s[m/:lc y 7 0G4 k-2)
estfonces G € k- conexa . z

b Una 9ra',ﬂ¢ca- Go N-PARTITA, n3 1, s¢ co /msib/a
neontrar ura /Ja/lz‘cf'a'rt— de V(G) er n caﬂ(/uwl’:as
V, Va,... Vo de manera gue pasa oo azuy
a € AG), sucede que weli 4 vV com L'T—‘o;'
Determina. la conentdad /':urn’uag de toola

3m‘71?¢‘ca. - /ba/l-il‘a .

7: Sea G una ra fica. - tonexa. o stan U, 1z, U
n vérkices distintos de G. Sea H lo gm’.f"m que
2 obtiene adadiendo a G wn nwsvo verkece ad-
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yaamb, a todes U . anleriores. Demuesbm gue

Hes n-conexa.

8:5ea H: G+My, donde G es n- conexa. Demuestra
gue Hes nta conexa. (5 Gs y Gi 3em de grn:—
f&m, se defone G+ Ge de smodo gua
L VIGrG2)z VGIU V(G2
COALG G ALG)U A (Gz) U Juv’/uel/(G:) Y
we V(G:)
siompre quu Gy G seam ajenas.

9: Demuesta gue si G 2 K- conexa binealivente, kro
y s oun wrzjunllo de karistas de G, enbornces
e{G-A)¢z

102 Muestra que si G &> k- conexa Ooncalmente, erdon-
cea [ALGY] 2 KIV(GY

I Besmuesta gue 30 G oo sinple 4 JG)y lvee) -2,
sidonces MG d

12: Encuentra 1o~ E}m,lfcak ﬂ'nlple. G con o[[y—zlﬁ’—’-ij
4 MGYLI1G),

B: Demuestia gue % G to simple y 3-reqular, enk-
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ceo H(G)=M(G)
1. Gnsbruye uma grafia o HL6) 73, MG)- 4 y IG5

15> Dadas £, . g cntervs tales gue 0¢lspm s, cons
'Lruye wna ?m'-/m >'¢'rn/:/& G de modo que- ])’(GFZ
MGz m Yy J6)- .

6= daolas dp wr~ trm/eclbn'na ojcrww T2yl enw
na grafica 3- conexa ¢ co siempre poscble en—
ontrar unoa tercera z‘.mffudonb, T gue una. a w
47 Y que s ajerc tanto a T5 como a T2 ?

172 Demuestra aue s G e r’cgué&f de jm,.:!.') r L{]i[ﬁ]’.l
entonces AGC) < [/2]

COLORACION &
VERTICES

Frobablomenle, o coloracion de brs verkices
de uswr grafica sea una de bno dreas de bo Teo-
ria de Graficas que mas atencion haya recibiclo
a lo fhrgo de U asios. Son duda, eofe hecho se cb-
be en qran medida a la refacior gue esta, ?xamft
con el conocidn Froblcma, de 0 Cualro Colores, aque
ha Muzatm/o pm,ﬂwm’muzﬂﬁb a los smatematicos des-
de el 54330 /msado hasta. la /’a.-/ux..#a.:/ quiest afir-
ma. que b avzlvigans Jabricvrles de mapao saban
Yo que e /:asi&le c-lacear culguier mapa., o fue-
ra. en el gﬂn&v terragues o e ol Iafww, de manera.
gue lao re?(mw: Jue. fuvderart ?!ran.{i’.m. Conirt Fut—
ram /Jind’adao de disknds wlor, g gue. para Lo~
?mfﬂo, bastaba con disponer de cuatro colores. En
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atﬂurws caom, era /oosL'He, hacerlo co smenms colores,
e nunca se r&gumh de muls, Sin cm.én.r(r}n, e ert
Uy Libros sobre la historia de la elaboraciore de
MA,&U, n o ﬂn n.tﬂav (L.) mr{o?rn/{}w ?u& F74 /mn,
consubtado eipresamende. para ahondar sobre of o-
Agen de eota wr{r/l:[ura, se hwse vacontbrado indicios
de que zf’uéit/amun"fa se furderm. conciencia de eo-
le sorprendende hecho. Pudiera. ser gue a‘}uﬂ/[n ar-
tesanos eotwrieran tare Jamilaiaades ot e, que
no tuvieran wnecescdad de rc?isimrﬂo, pero al poveces;
el cueskonamients Jormal sebre su verdad y la
razen por I gue eate fendmoro deberia oewrrir, oo
alga que se ari?a.'yw' 4 desarrolle’ o3 ba snente de
los matendficos.

Lo primera refoencia al problesma [ & ] pa-
rece ser una carla ewdada por A de Homgan a Sir
Williane Rowan Namiillor om 7l{:clt.z,x, del 23 ole ac-
dubre de 1852. Qe /‘/orgayb era enfoncen cnkedratico
del niversity Colleqe de Lodres 4 Namiltan o e
m et el F[m'b/ Ca/[l?e de Dublon. En dicha carta
se lee:

“., . Ut alurno mio me P[alt’a’ lzr-/ gue le cx,p[[.

ara la mzor de wn hecho que o desconocia f adn
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ahora 1o eofn/ sequrm de gue efecbivaniende Oo sea.
EL soskene gue s¢ se divide wnn fiqura arkitm-
ricvenle e varas re?dnu'.-; y fn:l‘cnbmmd‘é se proces
de a colorearlas cuidande gue sc dos reqimes k-
ner wna finea or conubt, enlmices sear. colorea-
das conn destondo color, /Jucc[x: ocurnr gue se tle -
e a necesilar cuatro Co[’ort‘o, pero ne un sito

m.a:i,,. ?fo ne /Jrﬂ;rul['n [IAaY.) du's/xra,', L Cano st
el cual se reguieran pos lo yrews cirnes colores...
He vibentado constnurlo, pero e parece quees “lfi‘"
nuy complicado... o Til que opinas 7 f} i caoo de ser
certo, o sabto s« alguoe bo habia adverkido a1l
alymno diee que L bo descubrio” nientmo colorea-
ba un mﬁ/ba de Irl:}[ah'rfa.. ffw-lf:mu ruto fo /’"6"50/
mas cvidente me parece, 3¢ al cortbeatarme exlii—~
bes como camém%/cm/)ﬂu wit caco sy somple gue e
haga 9uadar oo un ohipids andnal, creo que 1o
teridre mae alfemabiva Que hacer o piismeo gue hieo da.
E:fp'n?& Y

Hamcbbore wontesto’ a De f/argan— el 26 de ochubre
de 1852 mostancis sw franca fafln de inkereo entor-
no al aswilv:

“Mo creo gue afague tu problema del cwalbesriove
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de cwoblores muy /Jran.b i

Sir embargo, paca- 1979 el /»nlalema. ya era_
bastante onocido ¢ incluso A.8. h’cm/ge, Ao wnra /)n‘-
mern a/omximaahiz, a se solucioie. en ese ado [21],

En 1990, Frederick Gutlirie, of estudianle. men-
conade en la carta de De Horgaw, /:'uH‘,‘ca' uma nola
ezp[c'avtda el ari?en de su preacnta:

“Hace a/)mwwadan-wda trednbn adis, cam—
do z/o era aluwso del pro Jeoor De I‘Iorz,am, e bt r-
mand  Francs Guthric, que fabia dct/acb ole. ascs-
r a sus clases rcientosnente g o achalpun-
/2 pmr‘.’lom‘ de matemalicss wn lo Wuverscdadl
de Coudad ol Cabo, ‘Sucﬁf&’,{m,‘w\._, me  deswos o’
que el maximo ndowrn e colores necesario e
ra colorear wi puapa eeitamdo lo L‘ﬁtuv.ﬁoﬁ’ac-{ AL
co[)onla sobre [In:- deste b aiwaé’nur{é/ Cmrﬁljwv,
e cualbro. Mo e corrb/vmd'e a mi, Y rere e
/ml'o e fa-n[zv ﬁ’émjm, itesitar /310/70/a'ma./ Ca_.
desnosbraciony Que el me dic enbonces ... Oy Lo
eruso de pu hurmano, fo expuse el borena ad
mewa/ e /’/or?aw, quitse st postn’ uerf Cmoe
Pﬂaa’alv eon. el ¥ lo acepts’ wnw ur resul tado
o, 513u'ru ne han V'n_#ornuui'o guicnts aqisbre-
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ron & sus clases dopuds de mc, scempre reconocin.
la fuele de la cual L habla obkesncdod eafa in-
,Ilgr,,laa',;,L,, 3¢ mal no nwerdo, la deswosbra —
o que hizo nud larnuno, no le pascesn del todo
Sﬁé'a’/’ac.)luﬁhf n st';)Lu'ef(L a el smismo, /Mrv :?LLI’C'
Hea {;(,,v,,]a,,._ ikeren e ke /:uul-lcnw_ e bese re-
wu'[:t'/sé a L doeclanwite

50914/»’1.' atas notas, la Cun/'(ilur‘a. de I Cun-
tw Colore /:min'x\ ser wna ereaciowe de wee tal
Frane's Guthrie, pep o Qe realhende e oy
portancia o ol fuecke tiprlio que reekio a_
Teorin de Gralficas a sade e oobt rodea, asi eo-
nw la gran cnkidad. de sallados quese ewon-
tren. c‘maw nseeuereia. de eote desarmbla. Erc
cuanty al /)m/'lcnuL s, HO ’/l‘ul S hasfa 1977
ue H. /-i,;/,u' ul Hanhere 2} T Ml borarm denzos-
trarth ot nzjuc{a. de publpde conpue tacimalea [ 5 ]
'lperi‘, ¢'CL4a'L o la ﬂ.’ﬂac[m[b de todo L!,«,:[z) covs la Tesrin
de Jiificas) ¢ por g ol Teorama. de In Cualm lo-
lores Herw gue e con 0n coloraceore de Un ve'r b
s de wna g A tonbinua ot vesss s

ue consiste -be tema y oo 2o due Oo cutstine

de b coloracior de las fﬂ?cbnco de wn mapon. put
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de. modelarse e bae a eofo.
(onsidenrnos mafa aulﬂqutbm,:

Fi t}{u a1

Ahora cansfmyamw wa ﬁm;!a?c& G que repe-
senle. al mapi, de 54?{41&”11’. MANERL ¢

&) Cada rz?nrfv (A,8,¢,...,T) eotora repre—
seniada por verfice .

8) Dos verbices serahe aa'ga,ccnllb s o sila—
menle s¢ las dos requmca las gue rmpre-
senlat frenen una ;roatfera. oL o
LEntenderencos por Prmtera una cwrva
3 noe wrt /;unfv silaunls.
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FL’{ urd 2

lon eota m/::esenfau’a:rv, ba coloracior el
mapa. que buscamos e cqw‘mlznﬂ:. a colorear U
virbieg, de G de forma gue. 5 des yrlieso smr ol
(tlacmfea, entonces b’”ﬂ“" colores dishntos. Eske conr
cz/:[v Lo incomodo de nmne/}u' s¢ cada we Quie
queranos wbilizarlo o hablar ¢l ternaseos
?uf'/ ex/:ét'cnr boda~ (o condicvsic, ez N
mos estableccendo para hacer a ¢u¢'27,ma‘anr Ae.
caforc’/:; /Da/ tabo, resulta convenuende. dar uva de-
Jiricion para 1A
DEFINICION 5.1~ . G wwa qrafcea. Una COLORA-
LION de G oo una asiguaese de

céllmzrul«ﬁ de wn am/uni‘v {a 2>
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que Uamaresmos (0L0RES) a Co virtices
de & de marnem gue a cada v eV
le wf/co/bm:dzx it co[]o/ L/ Sitfa UMo.
Una coloraciore on fa Jue se emplear
K erfores t= wwa K- (oLORACION.

Stn embargo, la definieinie anterior a0 excluye la
posibilidad di que a do virtias ad;;acm"fco les sea
au?mdc el mismo color y, do hucho, eoto oo algo
que, al mens> en lo gue al problesia de lo Cualv
Colores m;/aecfa, guiscéramos witar Defencrenur

tribovices urt hyao /:aféz.'cuﬂar de colorneron -

DEFINICION 527 Sea G una grafcen.. Uia COLORALION
PROPIA o BUENA COLORACION di G o
una ast't(?rwla‘a'm de colores a Ue ver
toa de & de manera que para cua-
[ﬂog{ul'cm. w, i € VIG) i1 wv e I‘MGJ,
el color dt it eo disbink al cotor 4o

v

En adtﬂan[‘&, fpara ﬁ'm/:l(,l:‘m/; sc‘anV;re, qul o7 g
blerseos do una coloracow, estarence /bensamdf:'

et wna coboracion Propia, & menos que se ppecifi-
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gute lo combrario.

Su/:mgamas gue urn gm’}«.’ca. G Hene una
n- coboracios, Entmees, tambréwe ticne wia nrd -

totoracimy, uma ntt crloraamie i, en avurad, wna

ne2- toboraccore co 2 e N y nte £IV(G)]. Eske.

¢ un fucho 1,';11;‘01’{2141&» gue da Dn'gcn,n b se-

(7&&11;4[2/ dL/«.’nt'a'D/rb'

3EFIN'ICI(J’U5.5.‘ Una arafica & o n- (DLOREABLE
s exiske uma m —a-[oﬂ\a'a‘yb de G

para alguru» M.

Chmmente, b da .z]ra'/b'ca_ de orden p oo
fole crtoreabole q eonbrac una /J-crfaraub-'m e fo
PUSHLA- 1o /ﬁrescnb:. :&'./L'cu!_’tad aﬂ?u:ul.. Lbr/;m;
E/Enm— ?ue_ f-:sufb\— mm’o z'n/un’.éank/ o :mt‘ar aw.é
o el punend mimeo k para el cnl uma o a£~
Hea G e k- ertoreable Y tole sC brens relacime
pobzcha cor ol teorema de lps Cuabro Colorts, ya
Que 5¢ /,udll'/an4as Provar que pama yeere yn’f““*[?
Gue rl/bne&mb: A 1131 ma/za de 1 reacovies, el mdsuimn
/uim&ru/aara el cual G o k- crtoreable eo cuabo,
entmaces, habnamn desmosfrado /anwsa teorema.
de. Guthrie. Resulla natural, ol lo tanky, darle un



nombre diskntive a dicho nibmer

DEF/N/CIO}V 3.4 El mlnoms swoeiv o el cwald wna E]m"-
i G oo - molomalle s flomid MOHE-
FO CROHATICG . & | & Aeseaby /r'v/;([(_«j
&G una 5.;{,",1'.; paa facual Y6}

enborces g2 dice Jue S8 CHOMATICH.

Al colorvar Uos verticeo de urin me'/fa'm, de heelio
tstamps sbtessendo varios 5u6w/y}.mb15 de V(G), ;seﬁct'n/
st la colormicin Gue /myamns dado. (e um?}wzlz:a!:
vertices a 0o ?u(, s ha astgrtac[o el nusiseo color b
fa /Jtlfktu&lﬂdac{. de que mhﬂu’rb elenits del mcr'/uu—-
b ¢ adgacenle a ot tlenints did musnw arylmi‘m_
Un co:y'untfu de esta 'm:éxra@aa, tene una dg/{“ru'a'a;b

pm/bz'a.
.DEFIIV/CIdff55r Dada una coloracion, de ura cafiea G
al (md{unfn cuyos elementos son todes

bos wirbiees a O gue se les ha asﬂmv
do wi mismo color se le Nama CLASE

CROHATICA,

DEFINICION 567 52 & wma- grifica y TIG)E VIG). V()
b wn. CONTUNTO IWDEPENDIENTE 5 4
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solo 5{'/:urn. cua/zaf}ut'cra £ VOG) su-

cede gue wr f ALG).

Chramente, doda clase cromdbica ey cwyun/n
xhde/wmﬁz;ab&. L1 25ta Ae /2;1‘2127',,., Jodnanas pensar al
dmern Cromiilico e el miunimre ndormm e cnseas
comibicas en Ju % f-uca’r. /u//ﬁ".:v In virbiwe e
una an{/.‘m_

Ahor biers, Scomp se defermmena el smern cro—
malco de una gm'/lld«,? Tntentenios eaconbras el oe

unao m’/“ma coocicdas. (o sideremos en primer

gu.ﬂar a lo ciclm /mr&v(,l(?,s) ;

4 i
2 2
2 2 1
1 1
7
1
2
Cy ¢,

Figura 3

EL /Jmcedbm—'enﬁu de whoracior. que se muest
¢ ln ccclas de Lo .p;aum. 3 permile vr gue scempe
to posible encontrar una- z- coloracion. para tole o
gral,‘h:aa Y gque faleo tanto J((Cyy)= 2.
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quiendo wi mitodo de coloracion simular
al anlerior, adverkremos que pam. dar uma brena co-
boracior de un cielo ivpar o baotas drs colores; ha

ct /’alfa.ww ma.’al&?.‘/)

Py 1 !
. % >
2 L]
1 2
2 3 1 2 2% 1
G Cs G

ﬁ'?’urd q

De “?“‘: gua /z/[cznn) 23
Ahora pensermos o X(Ky), e decer, en el ni-

mem comatico de wra ra'r&':a, wm/a/efa con n verbices.

En una 9"“"!“‘”‘ de erte eobilo, cada virbce ¢ ad-
acenle a bodos (s denao, por lo Que /Joc/emas' ver
gue A hn)= n ,V’neﬁ/(;&’/j)

o Ko ks
o——% . 5
if5
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Ahor. que homos encontracls unas ?ra';a:ao parte-
culnres cugo ndsmerp comakico to 2, { Cia), poclriarras
/‘:ne?‘mfamos 5 o foﬂ'b[& caraclerizar o bdas lna
?ﬂ\%’iﬂ‘l/z gue Lwopb&lru, v esbo. S¢ recordasmos 9Lwd
e comikico /:uedz defourse oo el mibriono -
meso de a»[w/'uw bs z'nc/e/:-ou{&énl?/a e Vt.féc'u,o, y bus-
camos ;;nl,&zaa o las cuales exista alyin par de
con/'wzivs de exta natumlbeea Vi, Vo, Taleo gue VG )=V UVs
nos dasemos cuenta de gue eotao ?m,,”u:aa sov laoly-
‘pa/h'fa,a, Eslp nos eonduce a /:l’an[zarcl sx'au:‘enﬁ teore-

AauL:

TEOREMAS 7 Tam toda gifica G, X(G)+2 ,L-f/,,am,m
fo 5 G & bipurkita.

dbrwstracion = Sea G ura i)m{u:a_ tal gue X(G)sz. En—
tonceo exislen e G dos clases comats-
o gue son dos am/wzbzs independiente
e inducen una h'/bark'ub;v de Jos verk-
eo de G, g gue si damanos U y Ve
a las closts comdlicas de uma erbbra-
e sabenos gue VUVz VG, ht D
Gidy Unvy =@, porlo gue G e bipar
b ¢



120

Por obro bado, s G o3 uma ?ra',ﬂim- bipark-
ta, VIG)= Vi WV, donde V, y Vi son olos
co:y'un[bs independientes tales gue Yy A
Astqnando wi wolor a todos Un vertices de
‘4 j ﬂtfo A‘bd’) gﬂ QLZ V:&, ﬂo C(l‘le e

/:osiHc dado gue VNV = &, habremn
tneontrade ura 2- wloraciomu de V(G), o

Como un efjercice, el lector /:uede denos brar
el St'?ut'anﬁ wrolario del teorema anferior

CORDLARID 5.8 ¢ Teo wn drbol, cm prz, YIT)-Z,

A conbinuacion, se enuncia ws resultado e-
9u£va/znﬁ al Teoremoe 5.3. o Puedes sotablecer por qua'
se da eofa cq:.u.'m[ena'a,j)

TEOREMA 59~ Una 9ra/«.ca. G & 2 cromatico s y solo
sc 00 tovbvene ciclm  ompares.

6“9nmvs intentando caracterizar a toddas b
3:‘5{7&3:00 que fienen um cierbo nidmen croma breo fi-
J'o. Por ::/'crn/’eo, c ?Ll".’ /:ro/u'cc{acl deben wm[b&'/ to-
dao lao graficas cuyo nimere womdbico sea 17 V-

mos: si XG) =1, entonces, exiske wna sila claoe crmma-
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ticaw a ln cual pertenecan todos lo> verkce-
w decir, V(G) o w1 3¢ miismo um confunto
inde/:endémf& Y. por b tanto, G e una g@’,
fica sin aristas.

b el apitulo 1 definimos al cormple-
wients de uma. grafica.. Bhora bien, o oo
to el nimero cromibico de lao graficas gue
s o campfernenﬁ! de un e im/oa/]l/!l_l

M al?umn P/’em/b&v faféfcal?aru.

Fu,{wa 6



12z

Como Gy no fiene aristas, X(C3)=4. T5 ¢ a su vez usn
cicls impar 4 Por bo tants X(F) - 3. Sin enbargo,an
tota [nf?ormaa‘a;u, adi no h/josiﬁ-{g {ormuﬂar iy

wnclusiar zrmem.[  Estudiemos usr caoo mido :

¢
Fl'ju a7

la ﬁgu.m. 7 muestro una 4- coloraccoro para
s, pero gcomo podemos eotar sequrs de que no qu_y
una n- colsraciont de VIG) con neY?

Un razonamiento geneml que considere la eo-
tuctura. de bos com,vlemen&rs de O» ciclr vmpares
/:u:dc o.é/udnmns, Aecordenios que wia bucna colo rasisy
induce una parkicioie de P> vertices de uma 2/)/:1'7&3:».
¢n conjuntos brdcf’endfm/a, Gue correspeidit a las

y;
elaoes eromidlbcas de O colorausir. Esto geuere deeir

?ue Ol s (’J. musrerd Lill Pl v.mi'as 1/16’:},‘ :;;a’t{m’:':.:

£ fl. ! . .’
C‘.’-; uria .;’}/«‘.fcdl- /:lm/:z‘/a':': Th. Lron 5'uc,14_ RN S ¥ ¥ ]
L v
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af nivmers eromalico. Bhora bien., ¢ cudnfos verkees put-
de tener cada can(/jun{D 1}1a/e/x'nc{12'nl'a de uma ara-
'ft'CA G = Cony 7 Como en Conpr cada verkice o na"t/a:
@nle a otros do, en Cpyyy cada wy]/'unb D:c!’e/bendtb'l-
te no /:uedé Lener como elemenitos a mdo de das vérk-
ceo o como [V( Conn)lz 20 #4, ealonicos, el miimerp de con
(/'untos independienles to mayor s iqual gue n+1.Br
Su/ucsﬁ:, el miinimo nimern de eobed ar‘y’un&u o1de-
pendientes e tambicin menor o iyuaé que 7#1, o
tole minino o juotamenle ol rimerv cromalics Tods
¢oto nos conduce al szﬁaﬁ'rﬂ’» resullacl :
X Cines) 3 nez

£ el caso parkeular de Ty tendriarmos que mostmr
que o L'm/»sié-[g dar uma 3- coloracian de E-;/xzm.
ast ver X(C3) =Y

Lo ',ltgum 8 muestn gue Cs e &> 9 exlube

wa 3-coloracion. de &,
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Bhora intentermos coloreasr v ofros dos wrkices
mya/cando wrevmenle U tres colores gue 4 han -
do ukilizades. £0 verbice seinladn con la flecha o2
az:‘/yaum& A verkers gue fenen a.s:'gnaafas L colo-
res L, Loy 3y, por o tambp, = r‘c?cu't_ru, de wn nue-
v color pparn eb. Tenesmns ahora fa 5[:7¢u'twf& refa-
o

AL X(C)eH

Yy como ﬁa henws encontrads una - coloraciose, sa-

besnos Que
ALG) =4

EJERCICID 5107 Demuestra que X ( Cogpi) =14

EL nimers cromatico de uma galfica o ur
/‘3.1/‘&'411&15'0 [m/tw/tanfb de esta y el /:rocedlna'énl'u
pasa hallacls a menudo consisfe tn properdomar
buerrao cotas pam él. £ este u\/_u'%u(’o tatudia resmns
a-[acuws re‘.sulfac[as fc@ah‘ams a obo 7 el /crfo/ inle-
resado pued: enconbrar al oribmos eficientes i
acotar a X(G) en [22]

Gone v promer erlento para enconbrar el ny-
mern cronhico db G, obscaren os gue esle e preci-

.. . B ' . ’ » -
suments o8 maunto de B~ ' - oros cron lhicos ko
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do sobre bodas las cpm/wnenfeo tonexas de G. En el
@se de que G se anewr, el mbero cromadieo de
G fe):’uf/u_ sl c[ AN e Qm HAINEIDS Crmna’ﬁ"
cos de sus blogues (EL lector puede demmostrar eote
heclio eomt /3r£¢£':>‘t'ﬂ31.., Cono st ,'/,: redera) ara /..'oa'cr
acolanr al mwinern cromakico s~ db€ esfrediar Eﬂa(t/‘l{-

,},“ca,o Jue ;{zﬂ'ru'nm:’. a conbrnuacror:

DEFINICION 5117 a grafica G ¢ CAITICA ton rea
pecko ol NUHERD CROMATICO 3
X(H) L XL(G) para toda H, Sub(?l‘a'-
i[{,'m, /am/at'cx. de G.
Una c;m'f%a K-CRITICA ¢ ura grci-
f’t‘m_ K- cromatiea 4 erikica.

Grapica de Grsfusch
Figura 9
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72’047 m’,&m k- cromdtrea biene ura sub ﬂl',l’dl‘a.
k- eilica. ko figura 9 muesbra wia ‘?ra'fc'm Y-cn-
tica coleada por Grétech en 1958, fas 9,13',/14.&/»
crilicas han scdo tobudiada- a'nf&hmenlﬁz por
Dirac (1952).

EJERCICID 5, 127 Encuentra uma gafica. eribico. que sea
disconexa. [ 5¢ ¢rego que no exsle tal

grofico., demuestmlo)

TEDREMA 5937 5¢ G ¢ K- cribien., entonces I -1 .

demostraciore: Frocedecemos por emtradicaon.
Suporgamos gue extsbe una geafico
G k-critrea tal gut de k-1 g s o
un verkiee de graa/o & en G Como G
to k- cribica, G-rr ¢r (h1)-cstoreakble.
Sean ¥, by,.., Vit las clasp, croond brcas
de wna k-1 coloracin, de &-v7 (oo
el grado de 2o [aua[ a d< k-1 e
G, v ac/qaccvtba a meos de H-1
vesdiees, /m(} lo tanto, exist JE f12,.., b}
tal que U no to ad(;/aun/xl a ncngain
VZ'ft!'L'Cé de/ Cmfumln y ESJD ?w'erc de-
o que [I&, Yi,-.., ’.// ufrf, ..., 14—1} éo Un
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(ll-;(j’tr{bmcl'a;u de G, Jon < £ wma
l.'ﬂ‘ltl‘adl'tab‘y'b /JLII.‘SA" .;',u:‘, G oo h’-clvnllt'.‘
lica. Con esto tonclicire :,hta' d2 k-1 g

CORDLARIDS. 14 - Toda ﬂra',&m K- coomnt B ﬁ}_‘ll:;/oar‘
lo smenos li-verbrees ds 4 do ad me-
nos k-1,
desmostraclon® Sea G uma adfeex h-crndbiea o
sea H wuwa SLI&ﬁ/‘al/fCﬂ- k- erihrea. de
G. Por e teorema. 5. 24 todp wverbice
de H biene 3/11&’0 Prafer” 2 (.?aal o
k-1 en H Y. en tomsecuencta, tamibiin,
en G, Como H e» k- cromdbrea , H fiene
al menos k wrbes s, lo cecal desmues-

tra el msultads.

Ell Audente claro o UL COrIseoulnIcin trossre din-
ta de b anterior, Y e lecfor /buc:/u Amnnstarlo co-

mo wyi e/cra'a'o.
CORDLARINS. 157 R toda gm’/fm G (G} A+

:DEF/'WCIOIMS'JG: S 5 e un corke i wna :ara'ﬂcuz..
conexa. G Y iwrramios ViV, Un
a o tmy'uwl’oi Ao verliie de Con
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am/aanmﬁo de G-35, las suéﬂra',ﬂ('ca,o
Ge= { Vi US) se conocenr como lans 5-
COHPONENTES de G.

La ,&‘?ara. 10 muestra. las S- :drn/)anen/t'/: de uva
grafiea. En eobe cax, s:{w, v}

G
U
-
iv
G
v
w
G Gs
ﬂ‘i’u. ra 10

DEFINICION 5.1 Se dice que lao colbracimes ole Gs,
Gaz,..., Gn COINCIDEN en 5 para todp
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U@S, S un corte, v brenie as:'gnac[o
el musmo color en cada una de ellas.

DEFINICION 5187 Lin CLAN de G o cma subged feca H
de G que e wm/;lc_fa.

TEOREMA 5.19° En una ﬂra.'}[m. crchica G, g e
sus corleo o um clart.
demostracion = Sta. G uma grw,étcn— eribica y suporgas
mos gue G tene un corle 5 fal que
{50 to um clan.
Denotermss por Gi, Gi,..., Gr & las 5-
compo/wrlfeo de G. Conto G eo K-cribiea,
a cauﬂguwrj ef1.z,..n}, Gj &l
coloreable, Ademds, como 5 eo um clan ,
todos sus wrliceo deberaln tener colo-
. res disbintos b?/'o aaxllgtu'ef [k'/}"—’g"
racior. de G/ Esto guiere dacir gua pue-
dert tomarse (K-1)- coloraciones de Gi,
Gz,..., G Que coinciden en 5,  eofan
(h-2)- coloraciones de Las 5- comporiest-
fer de G caﬂ.s{z'[uyerz, una (k-1)- crlorn-
o de G; per tols to uma combra—

dicciore g que G oo k- eribica. Do Do



|
i

|
|
i
i
i
i
|
|

130

anferior se comeluye gue m’n?u'n, cor-
le de G touw clan. »

COROLARID 5,20: Toda 9ra’7&.cn- eribiea o urt Hb;;uz.

demosbrador; - Su/boﬂaa'mas gue exiske G, una gr:f}c*
a crilica 3‘1: no o un é&)gae. a
U eVIG) un wrkce de corke de G,
Sz vl eo um corle 5:%. Esho
Stgmftr_a que 5 to um c&vrc,da_?up
contradice el Teorema. 5.20 o /vofeo
tank, toda ?raifcm cribica. o un blo-
Que. o '

En geneml. la cota X(G)z b+1 que hamos
tstableccdo /Juadz tsfar mu a/g’ada- del walor prece-
0 de X(G) Por gjewplo, o el caco de lao gra'fecas
h/mfﬁﬁm se advierte claramente gue ne 2 a{‘!712m
ayuda., 4o gue s G s uma e estas 7m’flfc'WI -
besos ng[G)’Z. mdento gue a(G) /Juea’e ses”
muchisimo majaf[;h' ro. 12).

En. 4944, Brooks demostro’ gu fas tinican Ct/troé
Jecas cuqo nimen cromdbien Crinecde con su drads
matimo mas uno, son lao graficas completas yln

ciclos Lirz?baraa, Este hecho ?{lﬂdﬂ. etablecido en el

131

siquienle Leorewea.. Para una deostracidre df nismo
puede consultarse( ?, p- 122)

Tty’u.ra 12

TEOREMA 5,217 (Teoramsa de Brooks)
50 G & una grd,!(ca— u’m/:/z Y conexa
no 2 com/n[abx ni o wor ecclp Con-

par, entoices X(G) £4.

% han encontrado otrao cotao superiores pa-
. el mimero cromibica, uma de las coalis esta dr-
da en eminos de la [on?&'&taﬂ de wra. de las b

tjer_ian‘zw mawma L G
Pare. o lrar el &3«1 iente resultacts Lo -
maremosK a LLT) dode T e uwa tuayectoria
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TEOREMA 522 - Rara foola ?ra:{dn G, X(G)t 1+ K
denmwstracior- S G o uma gm.',&'ca st aristas, el

resultado &> inmediato, ast e gue
Su/xma//emas gue G kene al menas
uva arista.,
Sea Vy un co:y'un{'u independien be
de virkiees, de cardina lidad md <e-
ma., Ao grafica G-V no biene to-
3¢clun2w ole /mg({ud igual a K
(8¢ G-V tuiera uma 'buoqgcfan,'&
Tz Uo, ..., Uns, entonices, ed vertc-
e WUk deberia ser aduyacente a
un Zrkce en Vi, puts de obro
manele Uy, ) sera. e
oo o mf/;fxnc{"cnk de cardim-
bdad moyor a la de v, V) Por oteo
hds. ba trayectoria. T's o Uy ..., Wit &)
& umn {raa:gc[aa'm en G cuya ﬂﬁng'&
Cud ¢ krs, [ guefmméﬂ:a
& [M/bosc'b/e_ )
Fara £=21,2,K-2 , sea Vs
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de mods que Vie €V, Uy, 0 dle carale:
Ila&‘c{flc{ maxima e independienty en

G- q;‘, \f S pare alﬁurm— ¢ se lie-

ne gue VIG)= U, Vi, entonces ocume

gue X(G)tr¢ K4 Kt 2.

De m‘fa. {anna, 5!'(7‘u2r1d0 o/ Azora -
miento de b primera /Ja/ﬁs de la_
dompstacine, G- Lj.:, Vi no corrtrene
"U'n?umt. trayechrra de (JM?L'A((I
k-Ct2,donde 14 sk,

En partieular, G-({/'.: Y no tre- ‘
ne aristas, de modo que W, - :
VfG,’-Uj,f Y e tndéfendl'ﬂm/t Y
V(G): ({,’f," Vi, o que L'm/)lrt&,

?u&
X6« 1+ % ¢

Hsla agul hemos dado nl/zf.,mnv; colas supe-
riores pam el yllu'mé'.:‘ wnralica. Taumbes, evrsbes.
(ol inferiorr L eole et ;s unc. de edlas
tld dada en juncin def orden de un clon de air
denalidad maxima contenido en wna ara’,lt'm. G,
al gue derotaremos (G),
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Ruede werse que para foda ﬁra'ff(ca, G sucede
gue WG £Y(G) /mml‘v Quee Sabormao s Juc AlHn)=
n. El siquitnle teorema PporcLmik resublla-
ds mdo preciso sobre Ua alaciows do esb Lo nid-

meros.

TEOREMA 5.23 - 5" uma ra'T’x'&z. G 110 tambrene a Ty
om0 a/;;rd%’c&, errhnices X(6 ) =w(G]

la. demostmicion de este resulfado requrere ole ur
/:aco mao de ma»len'aé de/ guie hesos abarcado
en estas nolao, per el lechr interesado fucdg consul-
tas [op238)

APLICACIONES
Er genendl, la coloracove de wirbices auuda a
resslver /Jml:l'cma/a de amacenanuenks. L, y’tmp/o
clar som las compariian /;mcluc/urax.: de com/m&;l%)
t_}tu'mt'ws, muchs de U cuales rtaccionan enbes
cuandl totdn en eoilacts, Como wna medecle de_
recaucims para tvitar e;y)/asian//.», la- bodegans
debene didirse. en £mn/ba/A'menilnS e lp cuales
2 ahnacenararv /un/vf Jos Lmn/aucsLLﬂS gue no reac-
ciamen enke s
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B constudnos una :am',&'ax cuyos vwerbreas re.—
pfesen&n, a In Cornpuaestn ?LLL'A'lLI.CL’S o cada ura
de sus anstar indigue que s fuln/uu/)b") corts
f"”’dl'f-’rl/&: a sup extrews reaccioitn enke s¢, ol
wimern cromdbico nos dard el wud'idisio niovero
de my’um‘ur independientes de Lo verbees; lo
Que en ol wbluna. real serd ed o ui-
merp det canymrl-imenh)f necesano para alma~
cenar Lo compuestos o se uridad. Blwma cenar-
do en cada com/m/l-z‘menl'u a Uo compuestrs
Que esbon en una clase cromdbrea, ef proble-
i estard. wsuel bo-

ETERCICIOS -

1z 50 & uma grafeea sinple con n verbiees, rz?gglﬂf
de graa/a 4 Prucba gue X(C)2n_
(n-o)
2. Prueba gue
JCr oo cribica sc g s0lo sc n & smpar.
i) Cn #Cn 5 uova gm’,&‘m_ crihiea cugo udmert
comalico & 6.

3 Huesbra gae st wa/a?w'em dos ctelos L'm/xt/?p
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de G bienen ur werbee en mﬁullrb,ﬂ"l’]b'ﬂa/l-/

X(6)és,

y. Sean Gy Gy dn r;m’!«'aw k- eribveas c¢or exac-
tamente un verbrce w1 conuin, i 5eaa UV E A6/
J vz & AlGz). Huesbra gue la qrafuca 1 =
[Gi-vvi U Ga-vz]r Uivz, ala gue s lamao
UNIOV de HATDS, ¢> k- critica

a- fara. n=4 ff Fore toda nyob, conshaige ymiae
gm')&'caw Y- critrea com n-verkeon
6. Desiesta gue bda qra'lﬂt'ca 1+ Cromrd irea €n
v
subgrtfica de al?una ?ra' bca n-partrla am-
/:/g .

7.0 Cual oo el nismerp cromadkco de la 15/21'/1'(4 ae

Pofersen? Dawna bueoa crloracion [74% 13)
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8: Encuenta tuenao coloraciones Y el suirmers Crona

tico para cada wma de Oao gra',ﬂ«,’cua /.vdmé)‘m'm.a_

9 Denmuestma gue. ool ayrdfrca n- ermndfyca erih-

@ covr N2 € 07'/}5011')-'/1- L’L'pldgl‘/rncn/z.,

. al N
10 Huestra gue st G & wra grEfeal n-crond L~
ca crihiva con N3 2, entonces, no necesariamen:

lz G e» (n)- conexa /;um‘zm/r;-zm/c.



6 PLANARIDAD

En el cap:'hgo 5 tocamwos el tema de lao edes
de comuniieaciorn, En aque//a oaasiovt i (ntrpsata
conshiccr una nd de caneferas que tonectara. a.

un clerdo mismern a/Lfab/acf‘oﬂM, wblizands el md-

nimo ndmero de damos de construccions, Ahora abor-
daremos w problona simalar e ton una presce
Fw'p;&, disbnto., como wremos a confnuaceiu

Ev una cerla regeove exston ses Joblaciones
g se /Jrzﬁm/& intereomuinicarlas o bravts de cn
sistoma. ferroviario [ Fig. 1)
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Lo grafeca de a fequra & representa el modelo
inierad pana Pa constnccciore de las vian debrin queia-
lereomuseann 4 seco C’u;/]arﬁa, a On cutle, s tes hus
zmz'?mtc/v s lehas A, 8, ¢, D, € g £ S Dubargn, a
/m de reducer s ,bas(bfé’a{m/w de chague ot fo taes
s¢ ha /xnmda en tlborar wn nuevny disedls Gute anke g
las vias s infersacton alo Eargn de/ recorcido. Hedvvamle u-
na moddf’dcaab;m de la ara'/i'at de la ,&yum 1,06-
tenewos la de o ﬂ?am 2, que representa el nuevd po-
?(er./v, Como ¢o p'ny:arbm/& que haya el mmdsnp ulbmero
de vias que se /:l’anco' art.ginal"umnt’z:- Y Gue oshis se
CﬂHS»CruiM cxac/mnen/é ek gn /)va?‘ﬂ'? que se M-
dican en la /&Jura, 1, el nuto modelo ha respefaclo
tohro camclerd'sheas .
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Gn tota nuevn idea, pobablemente se requieamn
mas hifometms devia 9. desole otros puwtn de vista,
fal ver eofa no sea o red fervriaria ideal, per lo
Ibrtocu/mcta'w de gue Dao as se imbersecten solamen-
te e1 bo ciudades, ha guedado resuelfa . Prequnbe -
monos ahora- gue habria sucededo s¢ la disera-

da hubiera scdo la st'?cu'ew,zll:[i’. 3)-

Ft'y’ura 3

Esta nuava grd fica bene mds aristas gue l o-
n'?t'rmﬂ ( g 1), lo gue hace pensar gue d procedimien
0 que nos amdu(/'n a b gdfica de b /t'gura z serd
mas fam/;&'cado tohr vez. Becordemos que se bula ole
éo?mr dbs cosas:

1) dispovier lao arisbas dela 3mil‘m' de mane-
ra. totas no se inkrseclen en punfos
destentos a gp_s‘ virkices de la miisma., ;’{

2 /Jrl!sm/afﬂn. adgacma‘m de Un verbees.
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la figura 9 mueshn uv infento de ﬂo?m/ Lo
anferior, a.f’arlv'r de la ;ra’/[az de la f"?urn_ 3.

Puede verse gue no hmf forma. de dibre-
/ar ba arista. ey sov atmvesar al?mm, obra. i gue,
de hechs, Cualgu.{er inkenfo gue haganws Por ﬂogmrb
nos eonducira, & uma. schiacion simelar AL parecer.
la Ibﬂﬂ bilidad de rec{;’blybr wna ?ra’/[a-. fzeblfana’n
las eondicioneo hunos mencionado, da/vende de
las caractkerishicaos de la gm’#‘m musma 4, Jrodleny
/Jensa/ ?u& no s(am/m', st /mzc/e 0H£Mf wuna rgb/fxn-
facion de eota naturalera . Paa iniciar of eohudio de
mpla /Dm/:t'edad dl/’du‘remas a,ll:,mnas cancyz/vr.'

DEFINICION 6.1 Se dice que uma rafica es PLANA
8¢ gotd dL'bL:/'a.dm on el /Jﬂano de ma-
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mero tal que sus aristao. sslo se infer—

seclan e verlices de la ?na'/ca nusnm.

v DEFIMICION 6.2 Una 3ra',l¢'at G eo APLANABLE sies

isomorfa a wma 3&:’/‘2'4 /)lnm_ ;

la ?m'/"m. de la #"?ura.l noc'/a/sl’anw,fem s eo
alblwub/&, o lo mruesha la ,&Tmz rA la.gm:-
faa de la ;‘_'?um 3 no &> plana y parece ser gue
tum/ooco to af&mab/&. £n tole ca/b/’/uéo veremos eri-
terios 4 resultadr para carackerizar a lao gra'ﬂc'—
cas /)ltmao, afﬂanable/.: o no Pl"‘"“"‘

Pensemos ahora en la re/vrcsenfaa'v;u ra’fe-
wa del s:'?u.im/z roblema: En al?«'n. &‘3&, del pla-
nefa st encuentran tito cacao de b papnilios ve-
Undo Que ro desean virse eabe sC. Lremediabde -
mente Yenen acudiar a rlaluz, d

Y el /t/ayono el nusmo dia o casca la nusnia bp-

aln bvs. Fara tobo, deberdn asiskr a lao conpa-
iilao corrtx:/bmdz'enleﬂ g por 4 wue-bo, no quusieran.
encontrarse e ol mino. 5¢ flamamos a la Com-
pasica de. Jux L, alde Rlifreo T, yaladea

R, a cada ,’bm;&mlea ANAMAS (U rUbMEsD

(1,25 3), o Henewos la S('?a.lenlb re/bresmﬁw'uifu (¢ 5)
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1 2 s
;] L T
Fz'ju ras

la ,!t'yum 6 luota el b‘/w de schiacion al
gue nos enprentasenios al /omb.ndcr a}p[amr ' 3’“:’
f"ca anterdof.

ﬂ'{ur’a A

A travto de varios infentos P tazar la arts-
fa gue une al verbice 3 com el L 5¢n W’“fal?u‘
na atrq., nos converceremos de que tobo e improsr-
ble. Haota ' nos humos eneontrado con dos s
similares: el traro de la arista cp en la ?ra%{m&
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Ia {‘?um Yy tole ilhme. poo lo cual seria corneven
te explorarln covr mdo detalle . Velvawos a la Peaes
ra o | obsenermos e cclo £y-A.¢ F.A. Eshe aclo
ro.lu: al verbrea D, pero no al € Enel caso de la_
/(?ura G, el coclo -7 28 1T wreunda a L, pe-
ro ’,w ad Podesnos Pensar a um cielo come 2 uma
cunt Onfaun quit o se (afersecla 4 % s va en
m‘n(?u'm punto mas que en su or:f]cn, el wal conade
o su extemo final Puede adverbine gue swemapre
gue un eiclo oded A un pusibo. cualquaer ansta
Que Oo una a wuw wibice que >¢ tneuenire /Lt:f‘ll-
del celo dabera atravesarlo micesariamente, al
menos, st ste proce dewgnto bene éuqarem ef /)[ann
Esh nos lleva a /,gnsar ?ue lno prﬂ/mé dacles cld/')&z
nandad de uma Yafia no dependen. exelustamen-
e de b grdfica isma, sino tamibron de lo super
focie e ?}uc' la conscderemos  EL tohidio de la- e
‘,L'caf.: ap lanables pofe, e le tabo, eskechamente win
culads o la /v/;ado?d:. del/ 'pl’avw, Sen ser ey tohic-
it cuanfo a gofo, dofiouremos wn Cmce/.’/;’ de su
ma L‘m/bo/éancm- para e tma que np ocupa f, fonss-
hien definirgmos wn resutado Zma’a.memfa[

15

DEFINICION ¢ 3 Una CURVA de JORDAN ¢5 - suva

e ada 'xwr/-’/e

Nofernos Quce bi wuent de lao arstao dewn e clo
de cma qm’/lw /‘_fmuk- s wuna (antd de Jordan
Todn. lao ('cwmo e b ﬂd?um 7 sm1 fambheis cur-
vas e Jordan (

Y. . i

Fi‘}mra ?

Una cunta de Jrdan ¥ trazado. en B disidea
AT o dos cmyunlw' abies b, ad/bw.t‘ entre s¢ uno
es el formado por todos e punbs a ln que *rode’
la cun, to deerr. Lo gue toka denfo de ella. y ed o
bo. el Jormade ver bbde In Jue ?Lleda” fuemn Lo
marzmos al promero INTERIOR de T (Int J), “ all
Su/ando EXTERIOR " T (extT) [FL'fum 8)

Ext T L/%ﬂ

Tz’fu ra 8
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La idea gue hemos man?hdo hutvammente
en nueshos dos f/'zm/:/ar ¢ de hecho un feorema
demostraciore vocapa al malerial de ootro ro-
fan, ﬁcm 9u£ fw'.a’c. eneombane o, (o magoria de.
Un lbros de analisis, lv/bvlo?}» y varable ¢orn-
/:(%,'a (2]
TEOREMAGL. Y Sea T uva curva de Jordan en of pla-
no. er El.’l‘lﬂa. urid A st
/Jun/D del IntT conr oho dof Gl J; de-
be ecvrar a- la ecunn T en 4/?41w/mg
b, (Figlra 8]

las sibuaciones a lao que hamos //zgada al
?ueﬂ.ra/’&mar a ¢ertao 2/a’/¢mpl y. que etan m-
presentadas en lao fraurao ¥ 4 b, noshan hecho
pensar que eusten graficas queno sou aplanables.
Para encondrar 'zm/b/a.r de ook bpo, resulta. nafu-
ral buscar enke lao m’/taw mdo arcsta, bre-
i g
/b/ekw. I

nen, por f/'emflo, bo antos a?mw 7£m/bl.'
o O———n——20
Ka Kz,
Ky

Fi ijy’ufd 9

197

”I, K yl{a sov fodns m,'ﬂu:ao /Dhna/; La ’&rm 40
muestm gue Ky 1o [?3 [;t’am., pero 5 a/:lanabk. &
la wmisma {L?ura se exhife um a/b&mmmbfr/v ae el

>

Ft'fu.ra 10

El caoo de Ks eo desbinfo Y e /Llclw, al L'nlry
tar aplanada nos encontramos con ura schiadon si-
milar o la di nuestos dos prirmerss gemplos, Esto
nos lmc&’ pensar gue probablemente no sea a/a/anaék

Yy tambien nos Suﬂiere gue el zorema de Jordan se-
ramente inferviens en lo demostradon foomal,

de esk hecho.la ,&’;,um 11 aclhm eofao idean.

&

ﬁ'ﬁtrg 11
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Probaremos formalmente cote resultado.

TEDREMA 6.5: K5 no ¢o Afﬂnnable,.
dewwstracion: Procederesmos pos educdon ol absurdo.

5u/bm3amas que fxiste uma am.’,&'m. G
quit b um A/:anum'en/u de Ks.
Beay U, Uz, U3, Ua, Us sus virhs. Como
G e Corn/:’le/?l—, cunfmslw'e,ra_ dn de
sus verbices som aa’gaunhf;. Consi'de re-
 mos pos cy’m/:lo d acl G0, 0, 03, U
6 o5 wna cura de Tordan en el plansy
7 o tandd ol verkice Uy debe eohrr en
e Dt b o endd Ext [-/L'furc. 42}
Supmigamas gue Uy € Int & (e caso
e Ext O e analoao). Entonceo, lao a-
ristas Uy Us, Uyl 4 gl dueidena &
en beo reqromes a las que despinrzond
por Intle, Tkbu ¢ IntGs, domde
Gr U o, 02, V7, Gz 00t 2
Os= Ua V3, U, U3 (Ffura 12), Ahora bren,
UF dibe estar en uva de las cuabo re-
coes Exb b Tatl,, Tnt b & Int .
3¢ s & Bt & enbrnces, como 1 € Talg,
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© por el Teorema de Jordan, la an'sta
Uy ts debe infersectar a la cunia fen
v punb, Jero tobo combadice la

. Iu}oo’lcsz’s de. gue G sea /J&ma.. Aos ar-
sos ¢4 que U5 € Tnt By (£:0,2,3) 5o a-

na'[’a?w‘. Por lo tanto, Ks no es aplariblea

Ubbizando el mismo raznamiento /Juade: [probarse.
gue la Wc’cn- h’lbafér'l‘a Hss 1o eo albl’unab/a.

la /;m/b;‘edad de flhznar:‘da«/ de uma 9m‘{4u
de/aemz'e— tambies de la Su/ber}“u‘c o gue la con

sideremos, como g habéamos hecho notar, Como giens

ple de eofs podemos ver el casp de. Hs en ol tors f{d

de Hzz en ba banda de Hsbius (Figura /3)

Una inmersion de Ks Una tmmersion de Has
en el Toro en la Bands de Haebius.

Tz’fufa 13

P dnamas /ore?am‘arms Que relacio exsste
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enfre lao ?ra'/t'ca/.: que pueden sumeracrse on o pla-
no y las gue puedirn Sumergerse en la tofera., dov
de 5umer3£r deca re/:rfsen/zzr' sin cructs de arisfhs,
Aa respuesta to que som lao musmas, Para ver eole
hecho claramente uhibizaremas una funcionw corocs-
da como Fyecciin Es/emogra'.ﬁm y gue ide nh fico-
alh spem con el plars.

5ea 5 uwma tofira que descansa. sobre un pla-

no P 7 sta 2 e//bun/u de s g}utz&a d‘lérgawa/menk
o/auesln a//bum% de confackh de S g P

DEFINICION 6.67 Lo Juncion, TT: 5-f2f— P ol fenida

por Ws)zp sc y sdlosi /o /mn/vr
2,59 p Som ert'nm/eo se Jllama.

PROYECCION ESTEREDGRAFICA dexde 2.
poy ﬁ?.;rn /‘/ da uama idea 9m’/¢m A2 eofr ﬂ(naa:ft, .
s

@)

F;',fum 1y
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Gon oofe apoyp, probaremos d wsultado gue-
hesmos eshozads, '

TEOREMA 6.3: Una 3ro',ﬁ_cm G ¢ aplanable s ¥ salo
S to 5um£fﬁ¢'b/& e la e femn,

demostracton: 6upon3a,mos gue G puede susmencose en
la tofera y sea G ela rq:raemiudt;n_
de G. 501.2&401!314;4&’ de (.’tlcoﬂara_,
gue no exta en G 4 consideresmos la
prey ecion g;l-ercograi,[dcn_ de la eofe-
ra desde ¢. fa imaaew de G bty'o to-
T representaciovs eo uma represenias
o peam de G, El caverso del teo-
rema. s5¢ desuestra mmfﬂogamznta, [

GRAFI(AS DUALES

a r‘f&thGdawalrﬁb del pla-
no e wr Admerr de regiones conexao. klamareaios

CERRADURA de uma REGION o la unicn de eofa
ton lao aristas gue 0 delinitan.

DEFINICION 6.8 Una. CARRA de una. qrerfica 6 vo Lo
Cerradura. de una de lao lf?tmmdl/
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v plane generaa’a» por G

Toda rz:f7£Lr_a.. tiene wna cara gue no wotd delinicta-
da por sus aristan. A esla cara, que € dnica, G
Efama/wttas CHT?F? EXTERIOR . [a -{L?ura 15 svwvcestin
wura ra,ﬁm- (oL Sein Caras: {:, —fz, 43, b Is f‘“

carm exbenor de ooka oo i

LU Fgudetf

A NE Gt upa grafica Ipﬂana-, dcnotaremar
FIG) al- cmymaéu de bao camas dz G 9 par P(G) a Qﬂ—
ardinalidad de- F(G) T
TfOfZE/‘lHé'g Sea o um verlice dé uria gra/ua a/u?_u.

' cpable G. G /mea’L sumergd.sa e ef /)la

e ‘o de masen que Ueate en la cara_

Exfermr oled a/Jé’arm.mu.’mb.
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L'fe"’v=ff4£/mL Sa G wwa re/wr,_smﬁwmn f(’aml. de G
Ln 0o IJ,fU"L ((: exesf /‘mr el feorema
b 5) Aa 2 un/)uu/b en &l inferior deal
(/w uL G g}u& wnfcn(/a_ a y sea 77/[,/
I imagor de G luya b pro JCCL‘LM eshpren
gralfion” olescle 2., 7 ( G) es s ap sCananmuen-
to de G ¢n dmide U ki en la cara ex-
terror, a

DEFINICION 6.10- Llamarenos a o wnishy de o aristas
| que bordean a wwa. cara £ de wna
raﬂ‘ca. /941/1& G, FADNTEARA de p Y
grL denotaremos /Juf b(ﬂ)

(o tota dt/a'm'am podomos dectr que wna ara
ab una ra7£¢ca G ts uwa de sus oo e wu'da,
a SLL %rmt’z’r‘a_ Notemos _‘,]Lu: s Ges Canexﬂ.. bl f)eo
un tamino Cerrads. S b(£) no combiene puenken, n-
tovices b(¢) 5 um ciclo de G .

5S¢ dice que una cara INCIDE v los verkiees
aristas de su fronktro. . S e e wn puenbe de wna
gm';&'ﬂl— /’@amz,, solamente una de 3us g, incide
ene. De ol forma, hay dos carn gue cncidese en @
Evla fdz]um 1s, 6[-‘[1):[u;,le s, Uitk u;,y;/l_
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Deéimos que ura avishy SEPARA a bao- carans Qe .

viecdens e ella .
DEFINICION 6,11 EL GRADD de wea cam cle um gr-

Ui a Vi ,/;ca /)!arm, G e & nummero de art's-
“ s gue ecde e ella, oo deers,

y o > el ndmrero de arisfas oe b(;{},
' Fig! 16 los puenfes debesn contarse dos ve-

ces. EL 9raa’o de f se denota qé(/)

L ba figura 16, f, incicle en los verkices U, U5 g U3 4
en las arista- v s, 1505 y . fa arista o V7 se-
pare o f defo g dolf)= djipa)-5.
Phora 6t'gm, dada una, gra;ltca. /’[’ana— G /’00’8-
mos definie otra. grafica G* como sigue:
1) L cada. cam. {de G e corresponce um verkice *
de 6" ga cada arisla e de G una aista € de G*,
2) Sean 4 4 f dos camo mGa L7y f e
vrbicer que lao representan o1 G¥ Entres
;/’:"J /;f’ existen fantac aristas comwo en la_
Jronkesoe comiin de 4, 4 £z
3) Dos vertices {ﬂ'i A" de G¥ som aaéjatem/cﬂ
en G sc i s0lo si b e caran mrrm/:ma’ml
e Jy fo ot s%nraa’cw @G /x:rla.an'ﬂhe.
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Al gra'ﬂ[ax. G* oflemida de eoba fornwr se lo thunal
GﬁﬂF/CH DUHL dc G .L'L 7!’:.' i [7 /’uLE.ﬁ'l{/IL Lerrl ra_'/qi
CA-? -19% t&mg ﬂg O[vse/‘uafﬂa. na’ucl‘éz‘r‘cnxas .?'»IC Q-
que G st una 9;11'/’4&1 5(}»1/1/&, C¥ no neeesariamente
ﬂo &5,

ﬁy’ ura 17

fa gfa:#t‘cm dual di wra gra'?&'ca-/aédna no Sicpt
pre o f[am' perv siempre & a/:[zmabl’a. En zgcncm_ﬂ_,
resulla ser une muékgmjfﬂfc&, Coo o1 nuestbm y'am—
plo.

amos una. wanem. de aplanar a G¥en taco
de. gue no rusulte /bé’aora_ [FL}( 15)

P Coﬂn.’ljubnas cacla verlies f’ de G¥ en la caro

7 carfu/:mm’{emlo de (3.

¢
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2) Tracemos cada. acista € de forma que cu-
ce a la arista carres/:mab‘enl‘iz 8 de G so-

bunente una vez, cuidando adewas gue er

o cruce a m‘n?una stra arista e G.

Inhuitivamenle, Podcmas ver que eske /amcuﬁ‘ndenr/u
/:rpdw:& siemipre ?m’,/[cas /:da,m,.,, perw 1o desmos brare-
mos /bmmﬂynenﬁ este hacho.

F;'f’ufa 18
Notemos que si € eoun bz de G* entonces e to e

puenk de G vy vicewersa.
Las elaciones s[?‘u‘m/rn Sen comsecuendia -
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recke dela definicime de G0
)1V = @IG)
il 1A(67]= 1ALG)]
/'1'1) ‘{;'(fr)" ’-’é{/) fama é)cla. L€ F((;}.

Fara ?lc.';m&'mf enle m/u':‘uéo, vereso s us dlh-
mo resultads eer tomo a Fﬁawnrv‘daz/ J &rr‘a’}&'cao dut-
fes.

TEDREMA 6. 12- 3% G to wna 2&'%7[61 tyfgaymé/e,, amérrl-
ceo  F d(t)z 2lA(G)]

1e FL6)
demstiacion = Sea G la gr#dm dual de G, En-

{onces

Zdlig)= 2 dip)

fe FLG) e V@)
21A(G*)] (Tie.12.5)

2 /1AG)] por clt/«'m‘c/m;.oév
G* @

"

"

"

ETEACICIDS -

1= Denuestric gue /{_;,5 no e /)L’a_rm..
2: Dermuestra. que Hs-e to plana paro- fodla ee AlKs)
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3- Desuestra gue Hss -€ e /:Earm, Jan toda ¢ e ALl s)

Y- Dermuestra gque todao las 3/&‘/«&5 /:uedm. represin-

tarse sow cruces de aristas en R
5. Prueba gue la u‘ﬂut'ew 2 gm_’,!&‘un. £ LAY r2freSess —

tacisn plana de Ky en el toro.

FL/ 49
6. Encuentra. una re/)rcst'nﬁzcia;v /vﬂana de la s:'gu/arg

e gmfia en dmde cada arista sea una Ooen
rer_z:., (fa'r11 desmpsto’ v 1943 que foda grajkca.
afﬂnﬂﬂ-“& s:'m/:/& tene uwna rg/;yggg,,,ha;,',,b dz esa

‘ notumdiza ).
7'
%D Fifura 20
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7o Dencuestra uie uriL ‘z,)nif(.'m_ £ a/bﬂcma[a/e S ey SO .
, 7
o s todn sus Hn?ue.» lo so>e.
8- Prucha gue una afia G Que sea nlruma sto
a/—*da;mé/g (es Jﬂu'/; ?ue G o es a/ﬁaamaé/a,/mm
siee ACG), G-e s 0y ¢a) s un H’ogue Sty -

/)lL.

o q-Una 3ni,.”.n'ca.. /:@qu_a es AUTODURL 3¢ es csormorfon

a su dual. Demuestra que s G o> autp dual
com /D Vz'/é/t:t’/), enfrrces o= z/;u—z, (dmrde gr/ﬁ[G)/j
107 Encuentra. uma FATS awh dual de n verbices
pars foda a3 d.
44 Sta G una gm’fom /ﬁam\-g G?* su dual. Pue-

b
L Cex s ¥ silo st G oo eomera.



GRBTI(AS FIANAS,

PILJEDBOS AEGIICARES,
EL TEOREMA de Los CINCD LOVORES

Enel ca/.u'&zﬂa anlerior definimos In comceplas de
carn. yf gin. de wa gra’/dca. fuler ¢ Descarkes encon-
fraroe una rebaciny entre el wibserv de verbices, de aris-
tas ydz carao de wm gm,,&ca Eske msultado conshhe
'246 un tomocidlp teoremo- que evuncivmos ¥ dessrostramey
a wnﬁ‘nuaclb»"b,

TEOAEMA 7.17 [FOANULA DE EULER)
3 G e wma I'a‘%t'fll- Coviexa. 5 /J[anm,
con P vertices, g aristas 4y G camns, en-
tonces :
p-9+P-2
demostracion Pocederentos’ o inducerone sobre
Si g-0, entorrets Pt Ped (? el resul-
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" fadp se cum/b/c.

& g4, /:=:’ J D=1y Laibien o valt-
da la relacisro.

5u/>an;/amm' gue &/ keorema ¢o verdade o
pare cua@}u/cr (7m'7!¢'m_ In(’a,m J corte
con menos db 9 arrsfas { g1}

St G usa 7ra"£¢'m o g artskrs, S¢
G o un a’fzvaé, enbrcea, Pegrs ‘/¢’ 4,
con bo que se sab'f/’acc & formuln. De
obu mranéra, Séa € una arrsty e wn
aely de @ Y eovisiderenios o la (z}m'/,m
G-¢. Fsta grafica pa/’l’wm o Lmexa o
biene p vir b ces, 9-1 aristas o @-1 casas,
Prr /u/'ba'lc:i/'s de induccon, /3-[?»4];(;11-4
2Ly, por Lo tanty, p-at Pz, guero

[o ?ue ?ucn'anws a’ormsb'a/.' o

Podriasnos /7»:{7.mzlarrw1 5¢ amé}'n?uwm, dos repre-
sentaciones /:&mas e una gm'f?a‘ca. dada. fienen el mis-
no numero de caras o s, por el contraris, este midone ro
varta o cada ru/zresenfaa'ah. Aforbvadamentr., tny a-
t/uda. del tevcema 71 ’paa@nw.r [?rvlza.f que se bata de -

{
an cmstante, o guie nos /x/mt'/e hablar del nelsmer L{&
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daras g de regivies de una gralfics dada sn ambe-

(ORDLARIO 747 Sea G ura ?ra,'#(aa— corexa o a/aé‘u—
nable. Cuaég};uzr gra’/l’a:. /:vlam,x':m'
morfa a G tiene el mismeo nimern
caras.

demostacin = Sean By g He dos grafscas plaras, ésomof
fas a G, gue Hove lao carachertstr-
ws de la hipstesis. Commo H, o Hy son
L'samofilao VIHY = IVt 4 I8N 1A0%)

Dr el korema 11 sabenios
PrH,)- /H[M)/'/V[M}/v‘zf//?(/r’z)/'/V(}/zJ/fZ’9’(/'/:)

Haota agui hewos obsewado gue mienleas menor
o tl nimers de anistas de uma g fica, mals fed
resulta a/bﬂarmr@x_. De huche, dcgdu Lt m,iw;em/a de
verbices en ura m'ﬁ‘ca_ a/aﬂanaéfa, S hdm erp g e
aristas Bt agotado, como se muestra o el s(ga/m-
Te wsultads. '

LOROLRRID 332 5i G o5 una g fica- Simple, apla~
nable y comexa com /:7,3,em4mcm

?5.3/9-6:
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ey B " 4
derisosbaacrory - Sea. G . ra.'ﬂ(ca_ cont Las cafn‘/en (

riskicas de /u)bo'fdﬁlb‘-

Como toda cara el lowutada poral
mestos tres aristas, ds ()5, 3, paca
foda cara de G se cumple. enhmices

Ld,({)2 3¢
{eF

Lamo
Feéo/c,[;):q",q tenennos gue

29259

Por el teorema. 3.1 sabenos gue
P3tilsz

o go ?ue to Lo mismo
3 £ 5}7-6 »

Una eonsecuencia immediata. del pvltado
anterior es gue boda 8m'¢&'m, a/:&mal:(a biene al me-
nos us verbice de grada meénol o L‘?ua[ a cLrco. Fx-
2 hecho oo de suma x}n/aa/fancm, /Jueséu gue nos

ermilira deomostear un teoremin lacionads s

s que duranfe mas de 120 ain wazm o &vy‘eﬁ:.’m
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' de o Cuatio Coloreo de Ca gue ya hewnros hablado. - .. . .DEF/:‘V/C/OZ‘V.?S:‘ Se lama SUBDIVISION . de wia ARISTH

(OROLARIO 74 Joda rafica apﬂanaé&z contyene un al P nweedinidento gque comsishe. e

verbice de gmdo a o mds 5,
demostraciovn: Saa G una ?fa'#dm q/bl’amzé/e con p

verkeeo Y9 aristas,

Sea VIG):- {u, ik,..., Uph

S¢ Psé, el resullads se si?ua trivial-

ban‘a/(’a_ e une ((}'fﬂ'//tm 7 -
/—"&«l ?ﬂf&k. /le uria f/’hyé’ﬂé’ﬂa__ dl.' /UJ'I'

Chud 2. Bl nwave verbce se eosi-
derac e/emcwﬂlu dc/ Cd)f(yt'lwllb de ver-
bLices de la gra',&'ca.[ﬁ'i’.i)

menle. De ol mods, como q53p-, 5 n i 5
tenermos que '

.:g grlul‘)z 29 £ 6p-i2 ‘

Let LES Uy, (VI S
Wo puede ocurrir que todos o verti- Subdivisidn de la arista UL
ces de G fengan graa’a mayor o t‘?ua/ Figura 4 '

que &, pues s ast’ 7&42:11., sucederia
?u& 292 6/: , b que im/:a.u‘é/e. De
a;w' que exssta al menos un ves trce
U ev(G) al Gue {7/’[03) £5 g

DEEINICION 7,47 Lina SUBDIVISION de una GRAFICA G
b una ?ra'#‘.ca. que puede obenerse.
a /ba/éz'r de G a bavds de upa se-

: : cuencia de subdivtsiones dt sus

Ya hemos vish que Hs o Koz ro s a/:[’ariab/cf arstas. (hy.2)

Esk [reporciona un criterin paa saber st una gm'-

fra oo a/:l(’armé[a 0 no lo 2o. A combinuacionn defe-

nientos dos [ma/ab:/ 2] enunciaremos un lesremea

sobre eole aoléuc/u, que fe debe a Huratmusks

TEDREHA 7.7 7 (Tivrama de Huratowshe)
tna ?m' /L‘m— I a/a[’anab[p, 5 i sih s
no c;wﬁ'ene, m'/;ﬁuna_ subdivrsion de }{5
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al de K3 u‘,:/. z)

Rora una devostacion de eske resultado puets cor- -

sullbarse [7,/). 153]

Una. subdivision de Ky

Una subdivision de Hs Una subdivision de Hs3

F}'j{llfa z

Ahora si, rebomesnos el woolirs 2.4 Y nuesho

& conocds Problema de lor Cunko Colpres. En ¢f ca~

‘hulo § comentanor que e 1539, Hewpe /:u!:[z‘co'

una. " demoskiadol” de ly que endnces e wna o

167

- vy VI; g : L
Jerra i pero en 1590 Hewvoo of encondes’ s error e el
, (f;iao;ar;;ztl'yrt% de /{c;u/.»c.. Hedirinbe la mosiog de o

Gennsbaciore de Henpe, Hoquol, pudo devwosbrar
?ue &enco c'a(’ofao Smy 5‘['5';,,,/;@ 5“7!7"0;_',,,,{,;,_, /mra_ Z0-
lorvar wie n:q/ut. ['7;/:! 156]

TEDREMA 7.8 Toda gra’/c'&x /9@1/111 o enrco- tolreqble,

demostraciory - Procedpremos por wducciare al absar
Cb‘ .
Su/:angqnws gue ed resultado eo {’alsa,
En estas condiciones, exisle wmn ?m'.r
Feca 6- coloreable gue es crifica o
& gue Uamaremas G. Tor el combars
7.9 saberws gue d(G)cs y.por el
teorema 514, que d(G)Y5; de drmde
conclidnns gue J(G)=5. Sea ireVlt)
tal gue [75(”):5, Gomo G to critiea,
&1 nﬂ,&‘m C-v to §coloreable. Sea
1%, v, 15 v, Ui} una 5 coloracione de
G-v. Dadb gue G no o 5- wlorea-
ble, v debe ser ad;,/accnfa & w
ertice noun wirkce di cada cna

de lae cineo clasps cromdbican. ta—
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U3

Ve

*E
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nems U, Uz, 153, Uy
de U, donde e Vi,
dos st
neeellao ded m/y' [ Figiara 3).

Sea. fo —'(VLU%) De ek oo, Ly g

U deben estaren o piisma companeg

e conexa de Gy, pues de no ser asc
podnimos considerar a la comipmacnte
de Gy que conturieroe a U ¢ o fercant-
biar o ella Do colores iy Se bk~
dra ast wnn nuevp 5- coloracime de
G-v o1 la cual solaprente se utila
riar cuadw colores (fodes le antrions
excepto i) pa wlorear a los vecinos de
v, pem qa hesnos vishp gue eoto no /puea’a
vewrrir. Poderms entmices comscderar a
72",', una t&zg’--ém;ec/ora e Gij y sea
Cel celo 04, Ty, v (suponiinds i+1,
=3 los demas casos sme arm.%jaf, A
ra 4). Gomo C separa ‘o U y vy (em o
#n}o/ara. o o eInlC y 1y e Zt C’.JI en-
Zomces, /oo/e[ teorema. 6.9, cuaf?m‘af"
Toy {raiecr{ma debe cruzar a Con al-

Us a O vecinos |
14035, fosra-

‘ennddo el sentrolo o2 (s ng

69

7 fu;lz’a, Rov esto wdo v z',,ywsz’é‘/a,
(A'{a. que los w'rdices de wrn Toy {myc -
foria esbvy colorrados covr Uo crfores
2’.7 ‘/, ?ue ”no ll:l{’l;u a:’l:?/laa’aj' a st

. . 14

w wrhice de €. Estp nos conduce a
que locla. (7ra',/¢‘ca. /:&UUL ¢ 5- cath-
reable. w

Un hecho notable rebakivo a erte /me/c;'na— eo
gue Un toreman cortespondientes parm superdicito
mas (.'Dn}b&-fﬂﬁﬂza Jaeron demostrados ton anfariort-
dad. FBor ey’am/)éo, sobre o superfeeie del toro, cual-
quier mapa. puede colorearse ukileaands scele co-
bores [6]

do toria. de graficas aplnables eb ede-
chawmente relaciomada con el estrudio de Ue /:vlh‘ea’/za‘.
De hecho, a cada poliedro P/:uedﬂ asocinrsele um(z]r@'
Jeca. conexa a/:[’anaélc GI(F) cuyos verticeo F aristas
son Jos verbriceo y aristas de P Mecesariamente, e~
tonees, todo vertice de GIP) Gene 9rada por lo mae-
nos 3. Ademas, s GlA) to una 9/@}4'«1- /)&ma., 2115
o5, lao carar de P 5001 lao rtgiomes de G[f’};; fo-
da arista ci2 GIP) eotal e o feonlera di dos rz".'}tb-
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nen. .(ﬂ.' /,”L';}:l/‘.b 5 »‘lill{’ﬁ{.lf«’b (i ,/:'1[’;'&‘.1/-:‘ A ':':Yr,"v s

asoclada

A X

fiy’m’a 5

A /Da./:(z'r‘ dz esta Jorma de definir o la aralfi
@ G(P)/:odznws ver gue 0o Fornwuba de Eultr del
toorema 3.1 s¢ cumple tambign para los poliedros.

TEDAEMA 7.9 5 VA g F som el nimero de verkrees, a-
ristas y caras de um policdro, entom—

céo
V-AtF=2 =

Al {abajar con um Po&'ealru, as comun com ﬁlj/zg'
7’4‘:4 G(P) se acostuwbra represemtar al nusmery de

verkiceo de (?rada n por I o al nimero de caras (re-
'cmes) cuya #’rmr‘era, go Un a'c/a_ e /m?f.'/ucl n
por %i. De lo anterior se s[?ue. gue

Z2A:= Enly = Znks

ny3 ny3

771

Tar (‘,[, L’J,"L’&lr;'a Y sabemos ':?“"‘ fade [Joll'ddlr'b L

e par lo menos wre wirlice de gqrada 3, 4 &5 Comco

wt resultado mza’ﬁ’aém a esle tosemos ol w?uz;&_u-n{g

teorema:

TEOREMA 710+ [a ;/’ranzlera, de al menos una cara de
wﬂﬂ?ut'ﬂf e liearo ¢o un ciclo oo lom-

git‘ud n pama algcma nels v st
br reduccionn al abswrdo.

Supeviganos ?L.lé" F3:Fy=F5=0.

Por el torema 7.1

2A=EnFn 2 L6Fy s 02Fn 7 6F

ne me me
Tor bo gue A2 3F
Tamibién tenemos gue
2H=ZnVa 2 E3Fn = 3LV, 2 3V

demostracinn -

n¥3 3 m3
Por el teorema 7.9, V-A+F = 2 4
por o tanto

Atz A+2A-2:=A-2,
3 3
(;n Cztaé £2 uma L‘aml.fadt'ca'o;y. B

Un » Ao rrﬂa&r o unt /;a&‘edm tal gue las
Fronteras de sus @ms s /:a&‘?mws reguﬁfarg a1 —
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: 3@’4/4{& Y foclos (as a/n?ulas en sus verices seovs L?ug
& Para un /n&'zzdm re?ala/; Vel poa
Ky F=Fl para na b, Por e'emfxla, ws cubo
& wi /:va&’edro reyu&)f wn V-l g F=Fy. Aos gre-

_ ?as encoritrarorn, hace mis de de> mil asios, gue
solimente exstern anco poliecls rz?u!arzs CEl he-

cho oo verdaderumente. 5or/arzno’enlz sC pensasmos gue

eusten /Jﬂ&gamxs regadzras o cualguier nidsen ds
fades. a figura 6 muestra estos polizdros, a U gue

tambiein se conoce por el nomibre de so'lidos Pt’a&fm'am

L D E
& @

ﬁ'//u 73 6

ra. alAuri
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Fara. conclecer erbe apitule, denwosbraresas oo-
4 ?&;rma/men&.

TEORENA 7 11: Fxistert exactamenite cico /mpazdraf
requlases.
demostrazisre - S Pun fo&w m?qé’ary séa G{P);,u
W'm, /o(bna asaciada., fm‘ance.s, V-AtF:g
donicle V[ A 4 F denolre el neismers oe ver—
tices, ar;’sgj y s de P Y G(P) Enton-
<,
-8z YR-Hy-4F
22A42A-4V-YF
=EnbtZnvh-YEV, - YEE,

ms s ny3 33

2Z(n-o)Fa+Z(n-4)Vy

nw3 n33

loma P o5 re?uﬂar, existen entervs b y
K (h33 k»3) tales que. F:Fp g 273
De agut’ que -8+(h-4)F + (k-9) Vk.
Adernas, podenas adverbsr gue

Zihts Zele S
tambren Jue
hFh=2A= H%

Esto no da nwave caosn /k’/mfl-llemf.‘



tebraedro

cubo

sctaedro

17/7'_

s d: h=3,H=5

En eole caso, ~87-F;-Vs 4 3F:5V;,
de manera gue Fs= Vs = 4, con bo que cot-
cluinwos que P es el TETRAEDAD.

(a0 2° he3, K74

Entonces -8z -F3 4 365 =9V, de dmde
F3:=8 4 Ve=6, lo que ww&‘r_a. que Peo
el DCTAEDRD.

Ciso 3¢ h=3, K 5.

Bap eotao condiiories -8z F+is

36 5y, por lo gue F5720 4z 12
‘wn b que oblenemos que P o el ICOSAEDRD
fso d: k=Y, =3

- Aqui lenemos que -87-Vs g YFy 23V, de

Y./ Gue =8, Fus06, /Jarﬁo gue sa-
bemos que Peo el (uso.

Giso 5: hod, k=¥

De w_;ué oHendriamos -8z 0, [y que
nos leva a concluir gus ele as &
Inas[b&,. :

Q10 6: h=Y, h=5

Esl aso fAm/bocD o /Dnsc'/;/e e gue no
Iﬂuea’e suceder que -8+ Vs

17§

Casp ?: h=5 k=3 ’
Frra estos valares, -6:Fs- Vs y 55230
Resolriendo par fx y 5 eneotrascas
Jue Fs =12 9 16-’20,/3.9/‘;?0 cual Peo
el DODECREDROD
Cass B h=5, k=t

dedecaedro  Mupyasmrente //eyamos a a{fu gue wo puc-
de suceder, pucs obknemps -8 Fs.
(s 9: h=5 k=5
Esle d/hmo caso tambies co L'm/msfb/e
/nuesz,lu que -8 Fs s
Con eote andlesrs, teminpnas la aemof
tractove. das frguras al margen son
S lao gra.'/ttﬁo de Un sdldos /0&11%';11_'-
5. =m
£ 1
ETERLICIDS

2 Denuestra gue Hs no e af»é’amzble, ubilizando el
Teorzma de Euller

2. Dermuestra gue Kss no eo ap[amzé/e, wtillizamcto
el Teoren.. de Eu!éﬁ

3: Da wn f/'am/:/o de uma Zyra'%ua_ plana gue no Con-
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ten m‘n?dn, verkice Ale jﬂh{a nienar gue elreD.

4- Frueba gue toda gra}!’z‘ca, aplanable de ordest 3¢/
Yene al menos cunkro verkices oo Z)/&dﬂ menot 0 £~

gual que 5.
5. Pueba gue wa Qra,/wu ct/-vfzumh& e p verkees g
9 arislas e mduma (¢ decir, s¢ s le asade.

otra arista dja de ser /:&ma) %y s0'lp st oew-

re gue 9- 3/o—é

Ly
M

A/

RPRRTANIENTOS

-
i. E:»

R “-:
R,/
%

“‘ A

¢ Crees que seria Fosib(L abnr w tablew de xyh—
drez con Jichas de donund’ colycando cada una o /o
sceions verfreal w horiamatal, de marem que cada J-
cha cubriera exactamente dos casillao del tablero 7
b respuesta. eo trivial pues clarmente eoto puede b-
grars& com trecrta 9 dos /dclms. Imazao'mnws ahora o
mLsmo /:-mlolzma, pero usands wn tablro de a/lz drrz
el ue han sido thinunaolas la & Quuna Su/ﬂzn'o-r
[z?uterdn. y la inferior derecha, & Que sucede] Aa
solucior Yo no ¢o trumediata. P tal vez resulle
whl /J!Lam‘zar la nueva sctugcidn o leminas e
gm.'/t'w.
la ‘r"?“’“ 4 muestra- U tablem de aﬂ[a&zz 4
Sr:?mz‘w de gra'/”t'au resultantes seun, Al?wm wlo-
cactovies dz2 ;’7.19 /{dtas‘ Cada verkiee ¢ un ascla. Aa a-
rista ftfresmz‘a_ ala /L.QZUL gue las cubre.
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‘f[/ufa i

Podemos pensar en re/:nsenfar a cada cwadro
del tablero o medis de un wrlce. For la Jorma en s
gue nos toba /:emu.'lz'da colocar a fa- Jichao de domy;

179
nd, cads wna de ellao cubrina exactsmenlzs 4 drs
cuadms de difecote color YA gue o pucde colo—
carse Jichas e deagmial y tniboco s yilecto s
bz poverlns. Eslo suquere ta cmsbuceitt de wma b
particiov [U, 4} de le> virkeceo gue presertlan a los
cuadros del tablerp ¢n dride y Va serai respec—
tivamente lr cory'un!zrf 9ue conbiencn a los verks-
ceo Carr‘esf:mvtﬁ'eméﬂ_s a ln cuads blaneos 4 ru.'?m&

Zj‘t’ine»ws ast una gra’#’c’m h}ba/n,i'tlzz, I‘lg(l[ﬂf a’egra-

?’qu 18 2
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Quedase en el Eablero 62 cuadros por eubrir g

¢ henws elondnado dos. Suﬂm?anws Que Vy reprt-
senta a lp cuadms blavicos y Vo a I nugros. Se -

i guc L’5guc'mz_:r /mymrms tlinunade, W)y We] o
Wl >1vil, 4ya que hemos gquitado del tablers dos ca-
sellas de iyc.cal? tolor. Esko hace aue eustaw dos ver-
trees dety (o'Ve), v TR tales aue grluvi): gt )0
En la grn'/ou gue hemos ,:!wal'zado, s Vet cen om
adyacmﬁu s¢ y 500b sC son cubiertos por una mis-
wa fecha de dowind. EL hecho de que. dos vé/iices
de Vs (5 Vo) no puedase “aparearse” em dos wrkrices
de Vp (6 V) indica que no puedm ser cublerbos, Es-
Lo sugiere que 50 quctamos (as asillas superior & infe
rior :'zguferdz,z—, nutobo problena s tiene solucion.
¢ Trene soluciovo si se elimino una casclla. blasia
Y otra negral &Y si s “gquctan 2k blaveas y 2k
negras? ¢ Puede el lechor establecer eondiciones g«
nenles para gue se /gosf[s/& cibrir el tablero de
la forma en gue lo henos indicads]

Stqutends con el tablers de afede y rewbran
do sw wo bradietmal, nasraremos la desesperactovw
de la secretacia de usa werla asociacion de aje~
drecistas, o guien. se tncomends’ la daboraadre o/
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horarie de un tornes oL el wididnn niumern de sesiones
l:vs[[vl;i /xv’ Su/lulf.s‘éa, i /r_uf'zlzz{u,f sivl F was. ,Q/L;//w
adivende par elln, 5ol fu/lia'/?mz'm/ Sl (/j{c‘yadﬂ-
res, quints diberiase oju:fzf todos eomba bodes ka secr-
fana erer gue el pdbunw nmern A2 sesimres ent
a;,;f,a,/;m o estibe sa?um-.c'ESfaﬂhf en lo correcto

¢ plantowness el problema representands la sihuacion
por mediv de He, podresns werificar su soludr.

.fifu Y 3

la Jiqura 3 nuestra waa asn'?naab';o &z colores
a b aristas de He de modo gue dos aristas ad?acm—
les tenen siampre dishinko color (6:b 20 lo gue se como-
e como una LOLORACION DE LAS ARISTAS de usra 974
7%1-) Cada color representa. uma sesiow. EL hecho de
que 10 haya. aristas aa’yacenﬁ/.» cont i?«n.[ erlor re -
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fgj o e gue ningpins fuquchs pucde sosboner por
aas soviu ans., ] \

105 dos /melema,s amberioms vasy eshozando w

Canw/:zfa que ({A'.}lt'ru'fenm.‘i e cm/tﬁ'mvuw'm,p,

DEFINICION 8.1 Daca. wia gri Jeza. 6, wn APPAREPHIEH
T e G & un tmy‘unéu L‘na’c,soza’lcn—
te de aristas (€5 deur, aristas dos

a dos no aa’;/acenr‘a’s)

En la ?—n,/(ca- de fn 1éé‘?ura- 3 cada color re-
resenla, wa sesiow de fuegos. Cada sesicin oo win
mn/um&: lndE/atna’lenﬁ de aristas 4. /borﬁo tanto,
wt a/:wfawu'enéa, Con esta organceactsiv, todos los /'uf
3adare5 Pa/éia/‘emn, on toclas las sesimes y esto reduce.
el nimern necesario de ellas. Podrian haberse oryant-
2ads mds sesimes (hasta 15, tm una pasteda. por se-
(L) con menos fvaré'c{a.s tn cada una_, De bdas ma-
neras, ada sesidr habria resullado ser use aparea-
muitab, ya que & ningdw jugader sele permile co-
lebrar : ;zias Sthaugﬁnﬂél/;ﬁGmerd&'Lm-z/DS a.l?u.vw_s‘

ama!/J s :

DEF/;WC/O,A/&Z: Sea Houst q/barmhaiwéu G S u.reﬂ{G}
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o wr e M odirentos e oy ar estai
BPRAEANNS  Adeimds, 36 u € VIG) 4
W lned A et abyans ardsta de @, ald'
1E1s Que u::}a' H-5ATURADD. Est
ot cuso direisiws que. o ek A=
smlurm/n.
lra /JI‘E‘L}MW ta na /ump Lo SL L a/Pa/l'uw.'IEz'klﬁl
de cardonlidid wiainm satura a fodes [ps virbices
de su gm}’t'm_. Aa ?ra' iea e la #djuﬂl Y vws dala
ra/:uesfa.

O 0
/\\

Tr'fu ra Y

£l a/Lu;mnuZnﬁt que se muesba no £ dnico, pt-
o no to /w:m enemtrar uno de cardinalidad srea-
Yor, pof o que. siempre quedan verlices st satre
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ar fa Meeia 7o oslen piar <teasenesidabn e sahi-
-4 ) / R LT :
ra a fodos bo wrkiceo de una r()/fa/c'm.. ‘

Tif’ufa 5

B osu arare tm/va/z‘anaa, este tlr'f\o de aparea—
muientos reeche wr nomibre Ls/:tzlhl.

DEEINICION 8.3+ LIn a/’arwm'en!ﬂ Hen 6 es PERFECD

s cada verkee de 6 estd M-sahumds.

las dnicas grafeeas gue no /nwc{cm kener a!;afo
n/mreanu'zm‘a som Zm gue no kenert, aristas, ya gue
w1 srla. 4,,'5{4 afra usn. a/varm»u'emln_ St Lo~
bargo, no s[em/br& & /Das[é/e eneotrar a/aarmm/enf

lns /oef]&c/ar. Sc M to un a/aarzanu‘m/u Y M=k,
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e M satira exnchanpecle 4ok virk s, foe b gete 3
s U .
SN EITET 27:71/&&1 Y IWC)] = 22 Jany alpena m,

G o onbiene a/:arz'anuz'm’vs /:er/:afm & Bastard tm
?us (7957} ;7rn'./¢'ca, ﬂ’n?n UL IUEIIErD /Jar' de Vg’//ﬁr;
/:u/a gue f‘lrf(ya. L n/mrm/m‘cnﬁj /.u'rfif.ué'l 7 Clara -
pents no o wna cordecion s’uilt'u'eynlt»; re’ (/(m—

/Jl’a, pueds haber verlywo aisladbs( Loyt ¢)

e

ﬁ'(ufa s

Tampo co basta con gue G st coneva y IVG)]= 2

u;'f, ?)

%/jv’u =)

Vomos -ntowices que no todo altn/mm[cnrb de
cardinalidad wmavima o /:zzr/zc/u, perv bodo apa-
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reamueni by /Jer,kc/v 2o mcteno dado gue no extslo, nods
verdiees Fer salurar: Yamps 4 buscar la pranera de
remocer anarmnuzn}w sdximos. Considerzmios el

6L‘?uien fe
Ui

U
Us v

U3 A

'Fi‘?’ufa &

Eske a/barmukn&: no eotd covbenido en otro mayor
Jero no & marimo pues la ]Z«?ura. 9 muestra olos
aiDaf'laMLZmﬁIJ’ de cardinalidad ma 5{0/‘.

o 5

')
u‘“ Us \’L US UE-
Vs
[ N4

?-?f/ura 9
Tal ver no /bodama.s' adn ilomwgar eon clare-
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dad w mazre par ello, pery unos cuantos inkentos
mostiaray gue los a\/:arz'dnuk’n/af de I Jequra 9
o /Jucdew sar mé‘/"aradar on el sentido de s cardema-
bidad. o due” biene oL a/,wmwu'em/v de la fropra
8 Gt no teeun b de la Jeigura 92 Esbos ulbe-
mos Juemn pblenidos a /:a/!fr del primern toman-
do una tmyechria que tmpieaa o fermitna e velr-
Hets no :‘a&craa/w‘. { Enel /:rimcr aaso se L'mﬁt'dém,
Ti= 5, Uy, U5, Uy, Uy, U ; ent el sequnds, Tz<t2 15, 03, Uy,
U5 2 ). Bespuds se tlininamn das aristas gue estar
ban ea ol promer apareamients y se tncluy ermas

oo que 1o estaban. Da la Dn/brzswn'fu de que 5

albaremml’nb tota) sobre una tm(yer./vn'a gue e
220 krnuna. én verkrees, no sahuados, eo

/:ms[bk awwentar su cardinalidad.

DEFIVICION B.4- Sea & wna grafica o H un apareas
muznto tn G. Una TARYECTDRIA 1i-

ALTEANADA &> una buyechrn 2
G cuqas aristas prtan alkermada -
min/& en M 7 £ HC(H‘ dznnb—
al complementy de 1)

lUn a/:areavm'em[v boe tsencinlwente cwako
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Jormas de aparecer & ara &aé,ec/ana H-allermada
[Fifura 40)

O OOy B

O- () ]
Ot St O——0 Onmmmm——y e yammssomy(y
Fiura 40

Ao /Jos‘-b,-et-iad marcada con we askerisco (8) ¢
la dnica gue /:ermite awmentar ta cardinalidad

del apareamt}zm'zw.

DEFINICION 8.5+ Una TRAYECTORIA M- AUMENTANTE
0 una. fmgec/ona H- alternada que
em/n'em Y termina e verbiess gue
no totan, M- saturadss.

Motemos gue en una \[fayealnr[a, H- awmentanie
se dene un ndmero par de verleees s 74 un ruime-
ro lmpar de aristas 15+ 1, de las cuales s esta en
My st1 no ttan en M,

Enunciaremos el resultado aue tnbuimos an-
&rfafmen/& i b a’emas#a/zfmo_s {omm[ment(‘-’», fert
antkss. definiromos un concepto que necesifaremas en
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nuestra prue ba .

DEF/N/[IU’A/ 8.6: Sea M y M dos aparmnu'emiws.
MOM's (H-M)U(H'-M) es la DIFEREN-
(IR SIMETAICA de M g H

El siauiente teorema se debe a Ber?g, gulert
o demostro en 4957,

TEOREMA 8.7+ Un apareamiento Hen G e de cardi-
nalodad miuma si 4 sclo s¢ G no
contiene m'n?una ﬁrayecfanh, M- ausmen
tante.

demostmacion. Sea H un ﬁbareamienb: en Gy suponga-

mos Que G contiene una {ragealaﬂ'a, rl-

awmentante T= Uz, Ui, .y Vzrmes . Defeirrasseos

M'e ALG) del x?awml'b nodo -

W' [Vits, U8, ... Usones U} U (1507, U2 05,
vor, Uy Uzmrer }

Br comstruceion H' o> un a/:afean'u'en}a

Adesnds, IM'] = 1M1 + 2, enn consecuencia,

M ne tene cardinalidad mid=cmay.

R ol parkg s > un a}aarmmdcw/v ole

cardenalidad mauma en G
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Entonces, IH*] 21111,

Sea H- (HAH*) (Ft'furaa 11)

S; we VH), 3“0) 22, pues & 0o wias
to incidemle con uma aristy de H 4
wa de M*. Esh quiere decir que toch
Com/aane_mle de H e un aclo 6 una fa-

eclorca. En wa.ﬁ_z}c_u'gr caso, sus aris-—
1as se encuentran. de wianera alfernach
una en M y la siquiente w1 M¥ Convo
1%/ >1r1], H conkene was aristas de
H* que de H, Per O x:u.n.ﬂ, al?ana_/
cam/ymgy,fé, de H gue sta wa {ray:Zr_—
bria, debe empezar o, ferminar ot a
ristas de H* 5i el on'gen y el Jorv
de esfa £m7ec:lort‘a_ eotdv M*- satura -
dos en /7‘, Como e,lzczlruammk ouure,
tnhmicea, tatos vertices o etiiu - sa-
turades en G y dicha bag:c.én‘a 2o
f/’ a.xuwmilamf(: en G. »

£L ,ornl:/emzx de deccdir 3¢ una yralfdu_ hene
a/bareaméem/ﬁs Far)ﬂzc}os o 1o, no o trival en primera

instanda.. S Mlaargo, s fa gra’ﬂwz_ b Az/mré'%a..ce
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_ }('nﬂ/)l[%(,'ca, bastante. £n 1935, Hall enconky” condicurones

necesarins o sufecien fes para b extstencia de fales
a/barmxm'awfus. Estne tofaw dadas por la cardipa b~
dad dﬁ wun CLVV'UVIAT C}uz dzl&‘ru}naj Qa Cﬂrlkﬂ“(ldb‘;b.‘

'DEFM’/C/OIA/&&’ Fara umﬂqucﬂr wv}}‘uvxb] 3 ole verhr-
ceo de G difiunns ol CONTUNTD
de los VECINOS de S en G como el
Con(}'umfv de {gdos los vérhcesr ad-
gacemr’ﬁs a alz(}dru vérbice de. S .
Esk Comjumlo se denofa por N; (s).
El Corbfu.nJv M (8)-5 se Uawma
VECIAIDAD de 5.

Dada una rara.'rgt'ca_' 611/!!1/&'{‘0., en macchas
ocastenes tnferesa saber sC es foscb/e, encombrar, s¢

ne un a/:armwdmlu per,é:.cfo, s al menos wao gue
sature a dbdes los verbeso di wiw de los Conc}'umln!

de la lrifnr&'a'cfm. Eska Posz‘h’&dacl resulla estar es—
techamenle vineculada al con(}'qmio A (s).
TEDREMA 8.9- 5ta & una gro Jien bipaskita con bupar

Yeion (X, Y). Enbnees G conkiene un a-

Fa.rea.m'emb ue saturp. a dodo verkree



de X s¢ y ol sc , : T=ZNY (Rgura 12). Claramente, los verh-
ING (8} 2 18] para bodo 5 X L cgaen S-fuf plai a/urcaa'ns /.mj‘a H* e
deosacion = Supen gamos gue G conhene un aparza-— ‘ L los vethics en T, por e tauh
mienh Y que satura a bodo vérkee de X ITI=151-1,
Y sea 5 un Suz’:&m‘}mﬂh’ de X. Lomw Los ’ Y M(S)DT. Pero comio todo verlrce en
vertrees de 5 estin apareados en M cor : N(S) et conectads a w por una bayec-
verkeeo distintos de N(S), tenemos cla- foria. M- allrnante, N{5)= T, Enfonces,
ramente gue IALU5) 2 15] « comp IT/=15[-2 y MIS): T tenemos ue
54.(/)mgamas akora gue G o una ‘e]fa'/t'fk INgsM = 1sl-1 ¢ 15l b gue condradece
h‘/m/éil’a gue cumple cont gue NG (5)] > [s) nuestra lu'/:o’/e.q's ieal de gue IAQ[S)/Z/«f/.
¥ 5¢X, pew guens conkiene we aparcamity Br lo tank, H* sabur a los virkees de X y
-3 gue sahure a todbs los vértices X. EL su- v esh r::mcluje la demoshauen, olel
Ibom’_f eslo ne llevard a una Cm'r;/ade‘cumlt. oo, a

St MY un a/bareanu'enfn maximo en G,
Segém henros Su/zues{za, M* o satura a -
dos los verbrceo de X. Sea w wa wrbrce.
no M- sthuradp de X o ses [ el ang;'umé
de fodss los verbices conectados a w por

/a'fPruaéa. de este deorowmn establece las bases
de un buen a[gpn'{,mo para. encontrar a/’Qfﬁ’Qhu'e;qr(o.f
maxmaos i una ra.',ﬂa‘ca 51‘/0(1/51'{1;.. ?ara- mzu/crr cono-

wnent de este demia ver [7 a3b5‘{]

susenel {fagecén'as M allernantes. Como H* eo CORDLARID 8.10-5¢ G ¢ una gra}&‘m h}bart‘/éa, k-re-
T,{:':)IL"S?} un a}’“fm‘m'ﬂ”'lﬂ de. cardiralecdad maxi- f}uf’ar conr k20, tnbnces G Fene wse
T e ma-, /xrd Teorema de Be/(cfw (720 .3.7),/70' fo)dreanu.'enéu /ae/f"cc/o.

5'9/. 12 demos inPeric que w & el dngeo verkice dymostrac . Sea G una 9ra'.]&‘w. éu'/m/é'h /i'ré!?uéaf

ne H'-safurads en 7. Sea 5:ZNX y! on &'/aaréz'u?n’u (X,Y) Cono G &5 K-re
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lar, KIX] = AlG)= KIY/ g comio ko
tenenos gue /x/=/}’/ (onsideroswo aho-
a 5, un Sul:wr:/'un/o de X Y dlesia 2rens
/::o/ A 3 Az los Co»’yun)%s de O/'/'s.l.'?.s D1
cidenks o 5 y o A (s) rcs/.vcr_)!ru‘a,—‘
mente. Pr dt}c',u'a%nl de AL(s), A EB=

por lo tanto

kIA{-,(S)/=/F?zI2 [As] = Iels].
De esh se despande que INISI]Y Is] g py
el Tevrema 8.9, G liene wsm aparzanum/u
H gue safura. a fodo verhca de X.(bmo
Ix!=1Yl Y bodae lao arists de G benen
an extbomo en X 4 oho e Y, concluomu

?u(_ //9)/.72/7&5/0. -

£l corolario anferior resuelve um /:mb/ewm como-
cido comio el Problona de o miatimess, gue s pre-
ﬂanh b s¢'7..u'eml& s i en un pueblo cada muchache
conpce exactamente o k muchachs, cada wmo do I
cualts comce. tambien a k nuichachans exactamen fe
P /:osc‘é/e, o cada muchachs se case tmi uwa de

Pas kb muchachas o lao Que covece vicerersal
Es /mf ell gue a menudo se haga rz#rena'a, a el re-
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5u/£zm’a conto e %ffma de los Matrinsonuos,
n 1993, Tidle enconks una condicions necesana

Y su/’ja‘cyxﬁ par gue wna 9m'7!c'cu. fenga wn aparia:
mien /:er,&.:/u. la musma estd dada ex Fernicnos
del ruimers de comporentss conexas de wia gra'fica
gue fenese wt simern bwpar de verhees, al cual se

deviota por ol G).

TEDREHA B.11- (Teorema. de Tuthe)
tna ?rd}t‘m G tene un a/xzream[enfo
/:erié'ec/a s 4 solo sc
0(G-5)¢Is) para bbds SV,

ED lechr infecesads en wuma demoséacion, de este resal-
tads /auedz_ tonsultar [ 7 p. %]

Una de lao aplicacrones mas conocdas de la eonh
de apareamientos o La asigracisn de persomal, gue
eonsisle en asignas a cada empliads de una empresa
una taren pam o cual esk capacitads, suponsen do que
w el existon n -{mézzjadorﬂs, adi uno de lr> caadeo
to capaz de realizar umo o wds trabajos, Puede eonstuir
se wn 3m:,lz7:a. h‘}.yaré-'éa, con 6{'/baf!z'a'a;o(x Y], domak
X e el m/m de empleados, Y el de tareas y dr
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verkeces x¢ X ¥y €Y som ac/‘yac;znfzs sy so/o 3¢
d enpleads: representado por el virkee % potd califecq
do para a’esam/zyia/ ol éndnyb mrrc.s/rmtcl:mé al verbice -
Eaisk un a]gon'énw para. resolver eske probleva gue
ercaentia un aparcaminty gue satwa a bodo verbie
de Z, 0 bient, un L‘oty'uun“.r S¢X bl gue INEsY L Is].
EC lechr caleresado puede consultar [7, p.81]

ETERLCICIDS

I. Encuentra. ok nimem de a/mream'Zn/us perfeetss
dt,&remks de Hzn y Hn,n.

2: Demvestra. gue un arbel dine a Oo rds , wn aparea-
miento }ufflczla '

% fara boda k>4, encuenta un y‘em/a/o de urna 215!:-
fica K- regular sim/o/e, que ro fer?a un apanea -
mients cl';!c

& Un K-FACTOR de € ¢o una sub ra'/lt'ca. Zmemcé-
ra de G, k- reqular. G e- k-FACTORIZBBLE s¢ exfs
ten K- ?Dac/ore.s :y’lnﬁé‘ en aristas 4, Hs,..., Ha tales
que G=HUt U.. Ul
-'?) f/ulsb‘a_ ?ue,

JHhon y Hin son 2- Jackrizables

9%

L) La gm’ Aea dr Peferson. (P J36) no ¢5 1- Jacfo-
rizable.
b) De 2&5 ?ml/t‘cm‘ sa[};u'cnleé e cudles 441'”0:, 2~
;I’ac!urcs ?

S Muestra gue una ?rm,&ca. beparkiba tene un apa-
(emm'enlv /Jéf#c;n sy sd'lo s& (s} 315/ para
dodo SEV

o= Da wn Conirae/'am/b/o Que mueste Guar ba proposc-
cior del o/‘era'ab S no & necesariamente cierta sc
G o e [u’/mréffa..

o FL N-CUBD P oo ba grafica. cuyos vérbices som fao
n-adas finarias (a,, as,.., An) (Qip o Ai=1,1¢;¢n)
4 ab e Aldn) s 7‘5% si lao n-adas a 57& difig
ren exactaments tn una endrada [Ver ,L?ura_ . G@p*-
tuls 9)
fheeba gue el n cubs buns wn aparcamients perfec-
f.



PASHS TULER Jﬁﬂ/ﬂa;
(ICLOS XAMILTONIANDS

En 1736, en el primer arkieculo sobre Teoria de G
Jecas gue se¢ conoce, Euler demas i’ la im/:asd;il;:c(aol
de atravesar todos In puentos de J{o‘mgsberg exacta-
ments una vez duranle un recorrido por dicha ciwoad.
Deodt entonces, a un paseo gue cruza todas s aris-
tas de una grafica G ura inica vez se le Hama FA-
SED ELLLERIANG, en virbud de gue fue precisamente
Eulir el primers en £r1|/£5£f?af sobre su existenera
a tmves del ctado problenia. Sc el origes y el 7Zula/
de un pases de esta natumliza crincider, etaremos
hablandlo de we PRSED EULERIAND CERRADO.

Mo tocas bas ?m',&'cas [Juea'f.n recorrerse on pa—
seos eulerianos. la ?m.r’aa. gue representa. al probloma
de bos /aumz‘e.ﬁ de Hﬂu?séer £ un e/em/:/o de ello.
Por ot parte, en la gm' w G de b #L'Zara 2,

Pe U,z 05, U8, U U5, Vg, U5, U, Us, Uy, 65, Up, U, e wr pa-

se0 ewleriano.

ﬁ'f’ur.i 1
£sb nas Conduce o la u’zcu'znfz defenieimn. .

DEFINICION 9.1 Una grifica G ea EULERIBNA 5 con
tiene un paseo euleriano cerrado.

En el &fl'b[o Uno, al esbudiar lao fos;'&'&'a(a‘
des de s8bucioe del [améfema. de 8o /:ucmlda de fﬂcu;
dad de K ‘slxerg, advertinws una condiecow, nece-
sarin paa la existencia de un paseo eulerians cema
db: gue en la 3m’,&‘[m no haya verdrce, de gra.da om-
par, e ncluso ar?umamﬁlmos wt poco la vecesi olaol
de dicha. condicint,. Bhora U dewostearemaos Jormal
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mente Y probaremos tambicy su suficiencia.

TEOREMA 92 Ilna. 7ra,1¢£a- conexa no trivial es eu/ena

na s / DOgO s¢ no CDHBE"]E Ve/l:a:a C&

qfa do & n/Ja/‘

demostmcion Sra G euleriana Y ser Pun paseo tilerra-

J )

1o cervado en G cov origest en e vertreey
50 reVIF), v/u, cada vez gues, pasa
por v st abilizan dos aristas de P:um
al l[eyar a vy otra al abandorardo.
Como un paseo eleriano contiene a todas
las aristas de G, 7r[u') 2 par pam todo
viw. lomo P inicia en w g fermina en
ese mismo virkice se habran ublezado
dos aristas diskintas incrdentro en w
/aam. em/:emr el pases g pam fena ~
bezarlo. S¢ en a./?wu moment, antes de/
%n. a/el /oasw, se /basa /aar L, Cont un ra-
zonanyents analoge al ubbizado por
rw concluiremans que grlu) tambizn,
b par. «

Ahora Suporngamas gue todos los vérkices
de G son degradolbaf 4 gue G no o

Fi{. 3
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euleriana. Ademas, supondremos que G &
una 711 (e A este eshlo con el mensr
nemen /ba_sm/e de arcstas. Cono fodo ver-
tice de G &ene ?mdo al wicnos zguae,
a dﬂS, G contrene n /:asw cerradp.
Sta Fun paseo cerradp de ﬂm?i/ua’,
maxcne en G, P h«,}bo’/e.&'s, Pno ts un
paseo twkriano en G, lo gue ncliea
941:: G- /‘7(/0) feene aJ?una. CoanJanen!a
G' tal gue 1A(G')] 50. Como P misma
¢5 ewlerianag no Hene verbices de grade
impar; lo que quicre dear gue la graifin
tonexa. G’ tampoco lbos tiene. Como sabemos
gue IAG') ¢ JA(G)], por la manera ex '
que hesmos elag;'a[o a G tenemos Gue a8’
tondrene us paseo eelerianc P Coma G
¢ conexn, hay un verbiee Vs en L
tonjunty VIP)NV(P) y podemos asumir
sin perdida de fﬂem&daaf gue Up ¢o
el or vm., ¥ el fin de P y P Est cn-
C{Lca. gué PUP! ¢o un /sasw cerrady in
7 y como 14(PUP)] YIALPI] hemos He-
aads a ura contradiccirn ya gue se eligid
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- a P omo . we pase cercado de /mg«.’ﬁ:d
maxima; de agua gue G debe ser euleriy
na. e

Gon este resultado /:oa’emas decidir sé uma ;ra’,lc‘-
ato o no ewleriana . Extste una manera de caracle
rizar a lao grdficas que contimen un paseo eulerians.
Gmo no se trata de /5a5w5 cerradns, a condiciore no
deberd. ser dan Juerle en este caso.

TEDREMA 9.3~ Una ?m,hca, conexa. fiene wn paseo e
no 5 y sodo si bene, a lo sds, dos ver-
fices oo ?radb mpar

cemostradon= 5¢ G conbizne un paseo euleriano Paa/emaj
wolar a draves del wusmo ma wrawdenty
del feoema 9.2 que todos los verdices dis
intos al or[gcn y 2l Jinad Ael pases e~
nen ?fdc{n Pt Estos dos dicen 9nwﬂv tim-
/Jar Saltz: eor el tase de gue no Cm&wﬁ,‘lafg,
Por ot lado, Su}nmgtwws gue 5 to wno
?ral]h‘ca. conexa no trivial . En el caso de
gue G o bcngn. vérkees de 2mda imprrf
el resullbado se obfiene de manema inme-
dinfa.. Por ofra /mf#e, sabemas gue Gro

g

J

Fig o
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- puede fner splunents. wn verkee e grmb

L'm/)a/ {coraBaris 1. 6); de agu-(: Que /3 fva"
blidad gue gqueola por analizar consishe
&1 sutorer que G fene dos verkiceo de
ado impar eactumente, Fn esk caso,
sea Gra la gm’,&m. Que & obheme asia-
diendlo wna nueva arcsta aa la Zfa:r"-
a b, az@V demde Vi 9 Y som fos v
tecer e ?raz{a mpar. (Fn easo de ue

' U;aa‘/jrﬁ Y eofaremos obfeniendo wia ara-

fea gue no ¢ Sc'mfé, perv tsfo no al fem-
rd b demostacion). Claramente, bocle ver-
b de Gra teene grzw(o par y, por lo
fanb, Gra foser w paseo ewleriano cern
do Pr o, a0 ..., An Ui ; donde Q= 2
El paseo P,z i ., @y Vo & un
pasee tuliriano e G 4

Yo hemds visto conwo el conu/b/n de ?rq,',l"m, e~
liriana se desarotlo’ a pask del infera de €ullr en
u FmE/zma- de ¢, Fuemlw de J»{é‘m'?sbc/;}. Ahora ha-
darenes dr (. tpo ole am'ftau gue poses una carac-
eriska siaciar o o de las ﬂ’“'"!"‘“" eulerianas Y
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gue, sin ambarga, difiece de tlns notablemente. Eske con-
ay:l‘o q;{quif/é' im/:oft‘an.u'zt cuando tw 1957 Ser william
Fowan Hamiilton baimdujo un jucqo consistente co ws
dodecaedro regu[br de madera, vecate clavos [ eada uno
(nserfads en wn orgquina del solido) g trowe de
tuerda. A tada claw se le asiqne’ ol nowmbre de wrt
cawdad t'm/baffan/a de la gpoca-, o ol oé-/'e#m era
sreontrar una ruta a drave's de los aristas del dode-
aedr, gue pasam por todas lao cinclade~ exacta-
menle una ez y gue, adewnds, terminam en fa cit-
dad e la gue el recorrido se hubiese cntaade. Fa-
ra permitc al pigador recordar gué ciudades ya
habian. sido visctadas, se conectaban s> clavss eru
da de da. cuerda. e el orden correspmdzZmL&.
£0 dodecaedr resully ser bastanfe incowods de ma-
nejas; de manera. que Nanullon Conslmyo’ wia versiny
Pl’ana, de este cuerpo (Fl‘fum 7, CQ/an'/uﬂo 8). Es (nte-
resante menciomar que en 4955, dos asios antes de
Que Wamilfore expusiera SuJ'aegp, A waktwidh co
ing/é Thomas P. Kirkman plants’ d ﬁ'g«femk -
blima en un arkeulo a([r/'ga'do a la Socredad Real:
Dada b am',ﬂc’al de un /Jo&‘e dro, ¢ puede. wempre

tncontrarse un cielo Que past por todos sus virfcees 7

205

De sty wmodo, Herkman in}mc(u/'o ed eshudlin .1Lr1emjr{z
iy v 4

las ?ra/ccas Jue peseorr un cels de ests natumlen,

aungu& ed dluego a’c ‘i‘bhu’él!arb genm{ ;'r;r'um% o1&l femt.

DEFINICION 94+ Un CICLO HAMILTONIAND en 9:’&}’4'—
@ G oo un aclo gue pasa por bdos
los vérbicss de G. Una GAAFICA
HAMILTONIANA & una 7rz£,9t'm que

tonbiene un cich handltoncane.

A ﬁ?ura. 5 mueska un eclo hamiltoniano
on el dsdeeaedro.

ﬁ'f wrd §

Dada la s¢pnilitud de las definiearnes de ?,a',
L euleriana y ?né,lzca hamilforiana- 4 ya gue tis-
T una caracterizacion ikl de las primeras, podria su-
ponerse fa exstencia deun criferio a.ml’/ogo pan las
sz?undas,' sin embargo, no &5 asl 4 de hecho, este
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o5 uny de los principales problewas adn no resuel fas
de (n Teoria de Grdfccas. lo gue s se ha establecedo
sen varias condicioves suficientes para gue una gn;'
.}L'ca. sex hamdlfoncana i a/zanas necesarrar . Er

primer éugar, veremos una Condiciohe necesaria muy

simple, pe kosharte ubl.
TEOREMA 95-50 G to hamdloruana., enfonces, para

cua[gcu‘er Suécary'un}v propio o vaed
S5 delos vértices de G
e(G-5)¢15]
demostracion.© Sea € wn eclo hamdloniano de G, Fa-
' tonces, para todo 5ubamd'un%u profio
no vacio & de los verices de G, fenemos
Que e{e-5)£1s). Por obm lado, da-
do que C-5 2 una sulsamf',h‘ca. gene-
radora de G-5, obkenemos que
0(G-5) £ e[Q-5), por bo gue 0(G-5)4]5]
aue ¢ o gue querlasmos dewoshar. o

Pun lushar el feorima antertor; considere-
mos la ?mﬁ,&'ca, G de la #.;Zum'é . G tiene nueve
verkiceo: ¢ se timinan Lo dreo negros, se obhe-
nin cuaks com/:anemlaa comexas. Como na s¢ cumple
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la condicishn, podenias cencluir gue & no e hamal-

toriana.

F?‘y’urd 6

L Fgura 7 muesha las comporentes conexas gue
se obttenen. al elinminar los vérbices regros .

F}'fa ra ¥

Vemos asi gue esk resultado f-uede aplicarse
e 0asiones para moskar Que wno 9m’,&‘az. /oa/lfcu/a/
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ne e hmru'é/wu’a;m; pem oo o wuna tondieraly ne-
cesario-, ¢d forema np scempre aclara (o scfuacion.
Por g'cm/:/o, la gm_,&m de Pelersen (p. 136} no s hanué-
toniana, pem no podxznwﬁ deducirlo whlezands exbe cri.
fen’a,

Rhora discubirenmos conclieiomes suficientes pa-
a gue una ?ra,,&ca— ser hamelboniana., Empecoros
por wt resultado debido a Dirac (1952)

TEOREMA 9.6: 5 G e0 uma graifica simple con p verk-

ces, p23 ;{ g2 Plz , enfonces, G e
. hamil o niana .

demostractor, = Procederesmos por reducemt af absurdp,
5(1/”’7?4»(05 gue el fearema e falso 4
s G una gm‘]ﬂ[ca. simple no hamd! fo-
‘“a'lﬂ—(/ G maxima eon ras/:ec:‘a a esta.

- fmptccilac{ Y . lan canaclershicas de h'hp'&sll.[am

p?3. G nal/:uede ser co;»m/efd,. Sean u
y v dos vérkces no adyacenﬁzﬁ w 6.
Rr la forma e gue herios dej.c'do a
G, Gtuv e hanulloiana . Ademad's,

dadbs que & o o l'lamiebm'am, cunl
guier delo bamdnians &1 Gruuv

Fif. 8
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dibe confner a la aristy wr. Eslo ft’lm!'
e ver Gut ek T una Era;lcc/arm., a-
muloniana en G, Tr o, Us,..,Un con o
f'l'?tll, aL we Yy y lermino & U=z Un,

Aelu; Jug, eA(6)] o
5"{”;/(/;0' € ﬁ[G)}

bmo U, £ ANS. tenemos que
IRUS| < p
4 adesna's
IANnsS|=0
gr gue si exishera U; & RS, entomces
G #fendria un cicls Lam’ﬂum’am, a
saber, C= U, un,..., 02, U, Ui, ..., v, com-
tadretends nuesta ’u’/Ja'A.’sz:s { ﬁyura,é )
De ¢sho obtenemos que "
9rlu)r grlv)=18/+1s]=1Rvs|tlAnT] < p,
bs gue contradice nuesha hL'/)D’/QSI'_S
ak gue 42 /9/2, .

fn 1974 B"”d‘f y Chvatal observarm gue

b /aruelm. del teorema anterior puede. madi}:.‘carsa/
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part obfener condicioves suficienfes mae ,Qaer%é.; gue.
la de Dirac. Su enfogue se basa en o 5(’%1.44'0'1/'1’
lsna :

LEMA 9 10-5ea. G wna ?fd}cm st'mplc y sean uyvr
verkices no aa":/acen)% en G taleo gue
griul+ ?rlnr}) P. Enfonces G eo hanulto-
mana. s¢ g silo s¢c Gruvr e hamilboniana

dnwstacion: S G eo hamiltoniana, enbnces, claramente

G +ur tambicr lo 5.,

Por ohv ladb, supovigarnos gue G rur o
%amﬂ!:[om‘amz, y gue G no lo eo. Entrn-
oo, omo en la demoshacion del teore—
ma ankertor, obtenemos gue grlu)f?fllf)(ﬁ

bo gue antadiee la h;})a't@ﬂ's- [
R leva anderior motiua la a’gul’enfa definiciove:

DEFINICION 9.12- Lo CERRADURA de G e la grafica
: gue s obhiene a parkir de G unien-
do recursivamente parefas de verh-
ces no adyacentes wya suma de
rados sea al menss p, haota agofas
&t tll'/’D O,LFaff/‘li Denotaremos a
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o cerradura de G por £(G).

TEOREHE 912 - é[@) ek bioy de,l!c'»u'a’d..
donoshacion” Sgan Gi 4 Gz dos grificas obheidas a

/:ar-!;'/ de G, uniendo recursivamente
parja de vriices no aa'(yacenﬁ'a cuya su-
ma de ?ua’as sea al menas p. hasia que
4a no pueda confinuarse o el procede—
mienh. Denotaremos por Ay, Q,...,
bibs,... bn lis setuencias de arishs a-
fadidas a G/Qra obtener G, y Gz res-
pechvamente. Yoskaremos gue cacla aris
W A o um arisfa de G, ycada bjeo
una arista de Gs.
% & posible, sea axy 2 uv fa primera a-
rista de lo secuencia n,, 0z,..., Qu que
no e arista de Gz. Sea H:Gda:, az,...,a;;
Por la dofiniecorr, de Gy sabentos gue
?g,lah gt;,[u—) 2P
Dada la eleccion, de Qupy, H &6 una suby
?rd/im de Gz, en cmsecuencia
g/@cuh‘gg:{u)), /-
Como u ¢ U no son adiacen/es en Gz,
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lo anferior ¢ una contradiceisi, Enfonces

foda QA; es wna arista de Ga y a”‘l’g‘"z ;
?amen&’,, doda lg/ ¢ wra arista de G, &- -

b mdrea Que G =062 g por Lo z‘am}oﬁ(c_}
oid bien defonida. w

a foura 9 muestn la conshuccion de la ce-
rradura de una ?m',,&‘cm Fn eofe e/'em/nlo, 2(G) eo
ompleta, perv cabe realfar gue no scowpre sucede asc.

D DEE

'ﬁ'fum 9

R~

Gn tofe amce/aﬁ: /bodemas establecer un criterio
mas faa encontrar ?ra'/;ca_s hamillonianas.
TEOREMA 9 13: Una ?ra',&'m St'nq/J/e go /lanu'/)lvm'am

5 4 solo 5 su ceradura & hamil-
foniana.

obmostracio = 5o bamente /uu/ que a/vlz'car el lewsa 9.10

cada vez que st a_ﬁac/a una arista qa 6

pasa lo Jormacion. de su cerradura_.
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5 la amadura de G o hanel foriana, G
bo ¢> tambies trivialmente. s

. Este msullado kene varias consecuencias onte-
rsankts. Una de ¢llas e tnmediata a /uarlz'r de la
thservaciove de que todas fas grafieas covmpletas db
tres o ma5 verkiceo sov hanultonianas.

(DROLAAID 9.1Y: Sea G una aydfica simpl com p3 3.
5¢ 6(G) oo complefa, entonces G eo
hanilhwiana.

demosiacton = [ demostraciow s SI?L(L a /mf:‘/r oe/

toorema amterior

TL BATON (OMQUISTADOR

Cuentan. de wr ratore gue, queciendo conguistar eL
corazon di una pequeiin ratoneita, le narn una e sus
hozasas del ﬂ'?w'em‘e modo:

“4b puedes z'm.a?’nafk’, guerida mabonerta, b Jue
me sucedic” no hace mucho A’em/ba en esfa casa. Me en-
wontraba paseandy jior la despensa. cuando me tope con
wi ?uesa e torma de cubp. Casi de tvmediato deseu-
bri gue se hutaba. en ralidad de 27 quesitos cibicm
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apz@ac{as. Se me _oqzm‘o’ enbonces podria devarar
O, ra;t;t‘dnmen;‘&f anfeo de. que Py, el fonible f/j’afu
dr ;’aym‘&'a, /:uduzfa. descitbrirome. Tdee' entonicen
la St'gu(em‘: cs/raéegm: Em/;ezart'a— tomiendome ¢ G-
%0 de una de las esgurnas; despues iria acabando
wn todlos fos cubchos, pasando scempre a uno adya-

wnte al gue acabara ot M?u[&'r.v.be, oty wiodo ara-
sé et dos 27 guextos en menas ko olel que puedss
L‘magma/!a. Cuando termune on el ithimo cubo de
ueso, gue resulls ser el colacaa’o/'us/n al tenko de lo
/a‘é’a, toeape corriendo a mi a?;y'em. iEl /wéfe Pa# ne
siquiera pude reacemarl”

Al ﬁwaﬂ'aar e redato, (o ratoncrta, viscblemente
inc{t?na da., exclaned:

“fNo he tonociclo a ningire abor tan smbuster
mo hi. Mo volvere a Jablar tonbgo]”

¢ Como descubric’ fa carly'aa/zx_ las mentiras dof
,/anzfzsmso ratoe? .

r‘?un?ue. pareza sar/:rmdzm‘&, wn poco de Teoria
de Graficas /’awa ayu darnos a cosmprender esk Histe
desenace., .
i /J/éa de Juesos de Me;[’a /u'sr%n'a: ém; q/mwl
WM&'I&’, como la de ﬁn—v./igura_ 19 . -
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Podenos consteucr wia 3@,&@. gue represente la eo-
beacin, de Ur> peguesios man fares del méon s asignamos
wr vérkce o cada cubity de guesb y los hacemos adyacen-
tes s g solo s estos fambian o son e la pila. ha gm}
Jia asi obfenica es la de b ﬁ?ura. 11

} CAPA SVPERIOR

CAPA MEDIA &

} CAPA INFERIOR

[\

Figuva 11
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verkices de la 3m,/z.ca. en Pao £o : 10 4 11 pos mues-
iran gue edta es bipartita. A traves de la biparkicons
que inducest o> colores F&dmws notar gue dbos verkiees
aulgacenfés perlenecen. siempre a cm/'am‘ns dishntos, y gue
lo mismo suaza'e eom el cubo cantmé y e de a.m.l?a.[ef&a-
guina., Adema's, existen brece wrkiceo en un c.az';zm‘m,:é
7 h’/xxrﬁ'a’lﬁp J caborece o el ob Lo hamiia rators
sendin su version, consisho e wacotrar una bn;;ec/onb.
hamilhoniana de un eon/umla de la H/)nfﬁ'u'm’b al
oo, Uamemos T a oota x‘:fayec%nn’a,

Tz wy, s, Us, ty, Us, Us, Us, Us, ..., Uz?
Hwmemos Y al corzjum‘v de virkeces a los que asigna-
mos el crlar rugro .jl e al wnjumﬂ" de sirdrees blaess.
De esh pode WV, teebe, Us€Va, tps e o gened

Vs upfizanss, 0 £15]

% :_{ui/ irzn, r,sif»f
Se?ain ls anferior, Uz 2V, pere toh &0 im/'gosz'b/e,, pues
tn la grdfica- s advierlz gue tg €Yz, donde Uzs e
ol ke central. ' -

£ tepr de/ rabon. consishic entonces tn no haber reco:

paa'lad’o antes de rarrar sw invenciow. & hubiera diche
que s banguv./& babia iniciado e una &tflw‘na.y fer
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Kt s erl oo loractin ot dos quesctos enel-capo.g. e 83, vy “iminarlo ety a ratoncctn Hobderac guedada. impacta;

da por s Lnglru'a (L,I veloccolad 9 ﬁ?uramm{t habria su-
cumibido a 0o encpatss del ralos.

[AS TORRES DE 2AN0)

fa ciudad de Vammasc (antiguamente Benares),
sthada a orllas del wio Garnges, en la Tndia, o un ¢en-
i re/;'?iasa e infelichal. Existe o olla un gras fumplo
(oL una u;bulh que, st ur se dice, marea el cenbo defmug
do, Bzyb ella, se hatla colocada wna /Jlaa de bronee sobre
la gue estain ,&]‘as tres dl./gadas ag;;jaa de divmante de
a/:mwnadamem/& ¥2 e, de alhera. Bledidor di una de.
las /'w.j sesenta y cuatro discos de om purm, apt ladhs oo
den. decreciente b damasio, of magor de U cualer descanza
sobee (a plhca. de bonee. Este aeomudo ha stelo [ramacts TD-
RAE TE BRAHNA 4 st asgure. que fue colo cado asc ter
Dios al erear ol mund'o, t}u.[:uL e;'t’:}ta'a los saceridn s
beahmanes drasladar bos discos a una de las dos aqu-
Jao restantes de acuerdo ol g‘gw’en&, proce dismeenta :

1) Debe. moverse sslamente un disco por vee.

2) Duwsante el traspaso puedzm uhliansse fas tres a-

?:/'M, Jem e ru'n?a'w moriento deberd colocar-
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s a/7ww de > distas sobre obro de menor ta-

: ) mm' . + . ¥
; 3 A Yenalizar, la pila debert, encontrarse alre-

: dedor de wna nugva agufa. g, por Su/aucs[n, O [ -

' diseos dispuestos el orden tnicial.

P — - — |

Cuande U sacerclole, h"ﬂ“”' coneluido su misimy,
latorre, el templo y lbs biahmanes se tonverkicain e pol
vv ¢, en medio de wr inwncebible bueno, el nundo

c/aa/;arecera:, )
la tarea de los sacerdofes se ha /bo/mlarlzado
tntre los nisias del nundb, gulenes, zrebun{zs o na, han Ja.- /—%\ Z%\
7011’0 a ralizarla en el wanor ndmer de movimientos po-
i —1 — —

sible, desdt &uaw, con. una canbidad infecior de drscos.
EL }utga se¢ conoce. commw Aas forves de Hanoi [ignoram.os la
o por b cual no se lama Aas torres de BenareS) Y

, e las a'?(a’cn[zs ocho figuras se muest. el Co'#'u.m{v ole

: pasos necesarios para el traspaso de bres diseos. (r7‘¢12) ‘! ’ , B_X
/é[r& %ﬂ\ = S -

| f ) C |

Feguva 12

14
A draves de varios #nsasfos Puu{& adverterse. Que &
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te ev una dwe enbuda. Las n-adas cesaltaafes serc
toda: las comt binacessyes /,\05(6/1_’5 de ceme ﬂ wios e n
ﬂuz};mzﬁ,'&b decr, 2" Copo sabenios que st nguier de

imposible realizar el baslado con miwws de stcle movt-
mientos, Puede /JrD[JQfS&, mca’a’mﬁ: Wt Pma:dénubl{l‘ l.'mJ’ug
kv, que para n diseos, el miuins ndunern de pases nece-
27-1 pasos, s¢ agreqanos la Ipast‘a‘ail_, iicial (o,0,0),
dibujas cada wna de las e- notaresseos que eo necesasio pasar por fodao las posi-
bles n-adas. Fodenws entonces, rq:resenfaf el 3'4.&30

sarios es 27-1.,
Para no tener gue

tasas del Juego. /:ur.da ulilizarse la 5&}‘41‘(:14&': notacio:

1) 5¢ se lenen n diseos, sea az(a, .., An) un v mediante. el n- cubo, ﬁraﬁ,ﬂc'ax que hewws deivrdoen
tor. el tjercicio 3 dle & pagena 496 4 de la cual se mug
o) Hagamos az(s,...,0) al iniclar el juego. tan t‘dﬂuyws gjemplos en la pigura. 13
3) Numeremos a In discos de 4 a n en orden
crecienty. de tamavio, ‘ o .

) la wér_ada Q; cambia de 0a 4 (ddeda 0)
st el disco ¢ se ha movido en la brada
Corfa/)mdéen}&, s "M}?ﬂb’f la f”ﬂ“f"”“""’ (o) () '
ba que este se eologue. - el

A wnbinuadon se presenta On suceséore de veck.

s correspendiente ol ws n:5 que % ilustra en b -
?q,ra. ) {0,0,1)
()

(0,0,8) —o [ 1,0,0) — (1,1,0)— [0,1,0) —>(0,1,1)

(0,1, 0) (1,10}

-—

to,0,1)

A y— (1.0 1) —» { O’DI') V (10,1 T
(5,0, 0) — {1,0,0)

EL hecho de que solamente pueda moversse undi

co cada wee, oHL'ﬂa. a gue cada veckr difera del ﬂ'?ufdg Tr(u/a 13
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B3 to b guifin del easo n=3 gue hensws desa—
rroblacls. Las flechas muesbran que el probleva de boto-
res de Nanoi eo cguc’ua/en{a a enconbrar wt cicls fund-

fonineo e el n- cube.

Wale la pena afowar la /e7wc{zx- de la Torre e
Brakna para cabeular of biempo en el que, de acuerdo
a elln, debera de.mibmaer ¢l munds. EL pivmerv de mo-
vimigntos necesarios pam el fraspaso ¢ 24, 0 decer,
18 496 744 075 704 551 615, 5¢ los sacerdoles dras la-
daran un disco di una aguja- a la obra., sin eguivo-
arse, cada ndo jaran 24 homas dianias du-
rante 365 dias al ado, ¢ wm/)&'m&mlp de su farea.
les tomarin. 58 954 204 609 5¢'g/os y sels aiios i,

EJERCICIOS -

‘ 1, 50 ¢ fosilsle, dt'bt{/:w wna ?m;hm ewloriana &
con IVIG)] &}ual a wt ndmem par g /ALGY]
impar. 5¢ no puede consthuirse, explica por Juk -

2. MHueskra. gue st G o euleriana, enborees tods blo-
gue de G o tambiein eulerione .

3 Prueba. que 5 G no tiene virtices da ?rac{a Lupas
enbonces, existen &, Ce,..., Cm , cicle afesnos eu
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e aristas, tales gue Al(G)= aH[CE)

o Denivestm gue i G diene 24 veérkices de ?mda in

par; enfonces exsto k paseos
tas, B, %,.., % en G tales que ALG)z DA(F)

5: S G wa grdfica no trivial g eulemana y sea
ve VIG). Prueba que todo paseo  de G con
oriﬂm m U fuac{& exfenderse o wn pasen eu-
lerano s y s6lo si G-v o w bosque.

6: Denwsestra que
3) s G no to z-conexa, G no o hawil boncana
b s & e biparkita. con bi/:af&'ab-’q, (X,¥) dom-

de IXI£1Y] entonces G no eo hamilboniana .
¥ Pueba que s¢ & Hewe uma Era:lec/nn'a JanThounia-
na (es dectr, que pasa por todos sus verlices), en-
tonees, para fodo 5ul>my'un£o propis § de v(G) o-
eurre gue e(G-5)¢Ist+4.

B- G es HIPDHAMILTONIANA s¢ G mo eo hamcloniana
pero G-v’ o & para fodo ve VIG) Demueskra
gue la grifica de Pelersec ¢ hipohamilboniana

9. Deseribe un alaoritmo pan-

a) constaur b cecradurn. de wia gra’lur_a_
b) enconliar wn cielo hanmiifhoniano en una grafi-
ca s su eradura e completa..

“‘]‘"“"5 et aris—
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107 Mucve umiaos asistleron a wi comgreso de mabema-
bicas, Al wegresar el hemano de ano de ellos pre -
?unéo’: “ o Cuanbos dias dum el congyrzso? For res-
puesta, 56lo recchis” la -szﬂm'enta informacio 2
Y Wpsotros nuee cinamos ‘/unlm' todas las noches 4
cada vez nos sonfamos entre oos tompariems dis-
dntos sin repeltc nunca puestas posiciones relp-
fivas” ¢ Puede el hermano infenc algo sobre >u
Imgun{zL a }mrh’r de cske comentariol

4174 Es /)os[b/e /“f]” donsins’ de manera gue o ‘)-‘”3"
termine won todas las Jichas colocadas g de mane-
o gue estas Jormor un cielo; ¢ deer, éue d ex-
tremo Libre de la whima ficha pueda empal!marse
on el extromo Libre de la Jicha stickal 1 Fn caoo
de ser asc, cen qué casos puede hacersel Fuedes

- modelar e/‘juegn usando una m'.tl(,'ca_?c’eua:é se-
rla un /m)b[ema. z?w'mlenlz’, or dicha gra’{c’m?
8¢ encuentras gue no eo poscble hacerbo, ex plica por

que,.

RELALINES IE LA
| TEORIBDE GRRELS
J (00 OTASS CIENLHS

y“ & un lugar contun hablar de J1 sucesidad de
eopecializaciony requesida pam. product nuevs conocimiyy
L, debido ol a/m?.urado desarrollo de Qn cioncin tes m-
te s[fl;ﬂo. Posear una formaciors universall, oo a me-
nude sucedia a.m‘cr;brmmﬂi, ha dyado de Scr,pzc}r’bé’b,
Gn Precusncin, /’W.fﬂf‘;”{"’ wuatvs elementos e debe sa-
erifecar /Josc'ﬁ-i&'dad de dominar diverse teresro d/
saber Conw & sakido, eota ;ragmemfaah’m necesana ha

produdido un gra nimero de avances; sin tmbargo,
por s cardeler mismo de /bafa'a&'dacl, ¢o dudoso que
N /:mfmgaabfu indefinida resulle bendfica. los estudlios
interdisciplicaros pusden. ser wna ofza'o'w frenle a esla 5i-
Liacion, £n el campo de lao matemd ficas, una masni-
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festausie de esta fendencia son los dubajio sobe moddly
s de ,Euw'mzmﬁ que tradiconal, )Lfrli"‘j smy esfutiadns
fvr obras ctepcins, la Tioria de Grdficns ha rasulisdo ser
wnd &kl hemandionta para eske fo (o 51t a(:]mr{n. soha
brarads describer ol folﬂ/lbffanz[t_’n{‘n de dintrzos o.f7'€ fos de
fh natualesn g la soccedud con diskatne yaacdes dle pre

( Cisiory. Ert 0casiones e fvsdv/u hacer /:r.:af[(.a'mwﬁ sobre el
Y isono e incluso sc han hecho alf-}wws descabriniesstos

gue, sin la nyuc[a_ de eske t’nsérw'x;en[v, ;z?umm&m[z ln-
brian desandado maf/ Eﬂ"’,b" fra ser comprandides,
Tnbatar describir un Joasmens social, &zbﬂo’?do, quirn-
co, etelleny, ov Edrminos wiatomdicos, no € et mmodo al-
quna tarva sencilla. Eske debe ser simplijicado e pri-
mera (nstanaa pana, /ns,&rzbrmemh. wAnder nugvas v

riables, Q}d&'mrd. moddoz{ a/:mnlmarsb asl un poco
mdas o lo aut sucede e la realidad. Es imporfanke

reenlear eate. hecho: un pwdelo matesdliw wo rf_;ﬂzyja.;

séempre con /:rea'ﬂ?n’b bo que sucede en la naburalezo.
0 e la soctedad; 4 no sdlo 200, 5000 Qe L e Lastones
bos resullades gotasn tas alz:./aafas de b schuadsse vwr
dadero- que los {fab«ybs carecet de inferds. Bn otras, 2
haee uso de Jalacias makemdbicas para /&sﬁL'#car resul-
fadss, o buen; se Juerea b dzﬁm'/sa'uéu de las condi-
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cianes eales pan hacerlas cr'ic;\zjar Lot tmu‘ﬂpfv e
tend . f(a Vlfdxlc{ de @1 '.brw{’uﬂ'mu'«.v e Lﬁ&'_ 177):)
de ibentos e, Jor Su/,wsézv, sy dubble. das a/sl’a.-g.
umies e 0as svalemidbizas rquigrse, por lo fanlo, de
no ach fud cauteloa y crikica /’:ermz:xmw.lt iy no /»uczﬁ
Ferdnrsc de vista. Que al?umw de ellas posense $5lo wr al-

(ot lisuctado.

TEORIA DE GRAFICAS Y QUmICA

A parkr del 5{",7[70 vl la z}nu’wu'ca. y O teoria
de gedficas han eoincidido e wris puntos de su desary
Uy Hasta la frchoe s ha escribo mas de wek arteculos
y wn libro [5 T sobre ol tewa, Fodencos dewr que ol pri-
Mer paso dado et esta mferdz'sa}f@t‘rrm Jue dado o
Bosovich [33 ] al re/:,esanfar a bs dbomos conw /:cméx
et el fa/baajo. las primeras Sjla#ub tost wer combenddo
claramente gquinuto on sw dissio fuson débtéjéuitu
fpor Wiblliase ns i 1759 para simbolizar tres de
Ies oxidos de ﬁwénaﬁjaw, Estae rri)éh'mﬁ % /t/bmducuu
on bo Jigwa 1 i tllao, ada ke represenla o w
atoso Y [
linens rectas. los nidmeros indicat ln ma(z/m'Au{ sup wes-

wraas entre ellos se sorialpr for medio de



'Fz'fu ra 1

la nociove o Juerza enbre U dionios ewludiores
graduaME hasta o concepta guinito moderno de.
Va[tnah,y desde entonces se whilizarm aristas para
re/;rmnﬁlfﬂa_, £l primero en emplear osta notador
Jue el guimico Couperen 38558 10 3, bo gue Le
{au’lé&!’ ik anmino a fourent para descubrir que
d ndmen de abouas de valencia -im/ba,r en una wo-
Dl oo ﬁbﬂ/bre,/ par [23 ] [Gnlario 1.6]. De tota_
manera se inieio I Rpaesentacino grafica de beo
moliecubas, hecho gue impulsd el desarcllo de lao
conewimes wniie b quimica y b teona de grafices.

1: LA REPRESENTACION detas MOLECULAS

{/;Llhs Joroulaa molecubares condensadas que solo
dan el nwimem 4 das& de e O:bmn wvts/fﬁ« -
den a wia wolecula [ pam el metwng, o, para dely
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no, ebcetera) no son sienpre adeccacdas H4a gue, & mie-

- nos Jue la molicla. se pcquefuz,, da ":fruuuf’a, cor3-

densada representa a puls de un eowpucstn, dedido
a gue la disposicisie, pacial de > dbomos de u-
na neolizula, que o un Jachr imporfante Que L fly
5& e las /:m/:iedazﬂa‘ 7!4.5tca.5 Yy guum.ca.: de ua com-
/m&sb, no se describe en esta notacion. Adewmas, tam-
poco da trdiaare alquna sobr oo ek pusde
sinteliaarse, ’ .

‘ Una gra’/uaa propereiona. una d&sm]aab;b de la_
estuctya «bﬁu&’gim, de we compuests s s representa ca-
da ano de sus dtomos por medio de un w_'r&mL/ oo en-
laces de valencia enbe pasefas de dbowmos a tavds dea-
ristas, Para Bustrar el tipo de pedicciones ue puecﬁn
hacerse en base a esta forma de npresentacinn, onside-
emos Lo gm'}tcas de la ,tzyara 2.

(aj {b) -
Tifura 2
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Gda gra'[d‘a_ rpresenta wia. nwleéedda de hidmear
b ( 8 hidm carburps son canybuzsz‘as gue conbienen so-
lumente carbovio e hidvgew o su noleads). los wirbces
neqros simbolizare dlomos de cbore y Irs blancos afomy
de hidrogens. Las aristas indican oy mlaces gue mauke -
net a fa molicada waida. Fn wia molecula esbible bos
dfowmaos de carbon deben toser wlencia cuatm y [ de b
dm’gw sor wiivalertes; o decic an la qrifica Los verki-
ces ﬂ.l.gm: debest. tener grado cwatw 7&75 blancos wno.

Observando la gm}’tm. ze adverkremos de inmedia,

b una [rrzguﬁm’dad: parece ser que los déomos de arbé

solumente. Lenen wmlencia tres o hemos dichs gue eoto no g
de ser ast. ¢ dug ocurre ] Rocordemos gue los enlaces no sere.
stempre. del wismo tpo: /mcden S idnicos, coualetes, of-
chra, % pensamos o axgnar a cada enlace enbr corto-
noS’(:L nidwern 172 3&[:73 demda el 2, lao mknahngug
darl'm sakisfechas, Debicdo a gue hay enlaces de infensc-
dades diversas podemos dewr que est e a/:mu‘mazﬁzmenfé
b que sucede., /}un?uf, hems dicho que una arista re-
presenta un enlace tn una. grifica- e guinuza, toh no

basta Jan aclarar su sdgnq’t'caclv. % se hace repeencin
@ wa clase de moliculas com el musmo kpo de enbace,
por 7'am/bgo, e alcanas, entvices, no /uu/ a.mh?u.zdzu{_
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S embarga, en wwlecules gue poseiiL dishnts h/'oa_r
de erlaces, ba sihcacis’ - o s.ds Cmu/b/(."/a,, St eomsecuen-
i, 1o /JL(EO{E /ﬂcnfvzl/‘.*«. 81 el ars L como wi elesmento
Lo 5:(,7/11}"[64‘/0 dinieo ey este confexko y o la pricha
oot se dtfone s ol tpo de /:vrula/e»ra, gue se sk a-
bordando. Desafortunadanmente, aLJurw-: autoren o acly-
ran U mee/:/vf a ln que se. referon eon la prea's/a’n.a{g
bida g uttlizne aristas par sonboliear fodo tipo de en
laces, disde Voo mas dibileo inleraceiones moleculares
hasta On tnbaces covalentss mds ,!u.‘.‘r!t.i. £ Imll.c{ai la
rprsentacoe de cualguier enlace por medio de o a-
rista @icamenle Eansrliﬁu/& 77273 my)lu,hmaa;o dnlshca
de un com/b/yb cary'am'v de Inferaceismes elechonicas o ok
otrms é‘/:a: que tnformare un enlace quimico, pim e
ocasiones Jaclita o vodelaciiv de ciertos fonsmens
los ALCANDS, b ALDUENOS, brs ALBLLINGS y L Hi-
DAOCARBURDS ARSMATILOS sow ewatn claseo diskntas d
hidecarburos, los tres primems se llamane en conjus o
HIDADCAABURDS ALIFATICOS y cada uno di eotes dreo
grupos to o que se dama. una SERIE HOMOLOGA. A -
da wia de ellas « la/:uad& asguar wia %o'rmugﬂ./
3;1119_/0.4 Que l:msmz"a_ a wt nupwho cunl;g atera de o

seve. Veamos!
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SERIE de los ALCANDS (Formala gereral CnHznes )

CHy Hetano CsHyz Pentano Collw Momans
0 H, Etano 0 Hy Hexano (0 Hz Decano
(3Hy Propano O Weptano  Cig Hyz Rorfadecano
Cytlo Butans 0 Hs Dctano

SEAIE de b ALQUENDS (Formula 3ng 0nHen)
0y Hy Ebileno CqHy Bufeso

83 He Pm/:uw ei”lo Penfenv

SERIE de In PLOUINDS (Formurla general Cn Hones
Gz H; Hal-rleno &/Hg Bubino

b Hy Popino O Hy Penbino

5%&;1» tolao #o’rmuetw ?nemﬂu, /:ademos obsenias
que bao moliculas de cada miombm difierere del ante-
rior y del sc'gdm‘a& for wt numero constante de dfo-
mos. B ‘

la 3mf¢ca— adbh Hgun 2 nuestra b rgpesen-
tacior grifica del metano. Un resultado sor/armdenk &
que la fo'rmu@a, eshucheral desarrollada di wa.lgufef
aleano & un drbd, omo wnes> a cnbnuadion

Se dipine al NUHERD CICLOMATICO de una goi-
Qe I( féa.ml— womo el nu'mﬂra( de ciclos gue et o~
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tiene y puede denostracse que tobe wdimen M otal dy
C{D /:J/ -

M= q-p+ 1.
Sabemos gue est we drkel g=p-d. Esh indica que far un
arbrl, H20, como elechivamante sacede. Vanws gue o-
cure ot eofa geuacion para ta serie de Lo al canos.
5¢7u'rt- su fomwla, lho 9:21'/&45 de cobs compuestas
dtenen. n+ zn+z verkices (n dfomos de carborio é’ 2142
de hdm'gwo), Por el teorema 4. . 5 wbmern de aristys
[ ’/21%42/1*2), t{g donde

Mz Yo (4t 2n +2)-(nrznez) + 1
2 2ntntl- (nr2n+2Z)+e

= 3n+4d~-3n-2+1 =p
wn o gue concluimem que eolrs alcars som Com/mem{n
de cadena abierta. '

2-ENUMERACION DE JSOMEROS

£n la secanu anterior hablimos del hucho de gue.
el wismo conjunts de dbswas widos guimicamente pa-
ra producir wia dnica nwlecula /Juedf_ estar congctado
de wrias formao distintas g gue ch poduce. computo-
br diferentes desde el punto de vista de sus popicda-
des fisccan y quinicas, a peosar de gue sue meteewdns
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amfcngaw L’gu.al_ canbi dad de abossurs de Lo wilsrrmr

elementos. Estas variamks so conocet ¢amo IS0 IEROS

dederminar el nibmer existeafe de elln pr L wn
moletula L:/Lma’/tax_ "o £ ut /amb/ema frivial & prp-
bucra al andliscs wwrbinators y a E:L tanria de 9ni-
1!1»&15 Mucho del ffabnyo sobre da enmrera aor & 0o-
fao molecwlans s« ha cenfrado evileo micislno Lo
las serics /tomn'ﬂo?(w. C'cu//a/ cknto reseluer ok p'nb/a_
ma y sus Aporiaciones ey eshe campo sen 2o o mas
im/x-ffamfﬁfv en 0o wodelaciove makmdbica de 1&’.;'1.0[-'
Menos guimczos w1 las que se hace wao de da levria d
3/11'#‘“15.

.7)(11:[:1— U mo[.z'c.uéa Cn//znrz de ajgulw alea-
no exssk we ndmern m (n) de 7!ornvda {D/Jaéo'?[ca,’
menbe posibles de conformarla . la Jigura 3 mueshra
lao combinacionss sotructuralmente PUS{L/&, para Lo
- primeros sl miembras de esta seae, Slamente se
nwe_f,tém._ru In arboleo de carbotv g o s hae cndudc-
do I dtome de /uz{m'gano a fin de swyvlc)&wéq -
suabizacivic de lhe diskato conpigicracirnen, fs inbe-
Ifsamé, hacer notar la grzln. w&zn:fa, oy a?ta/: a lrm
arbolss dt/) /:uw[m, asl tonw el hecho di que b 9raf(—
ca de la .t!dgufa Y no /:uac{n, re/:r£5mzfaf a m'nydrp iso-

niers del hexano (¢ Por éue']j
. :'Tll m?" "E Y E E }/
: : . N V n \h**—w-w--—./
n:=5
e
T X '

neg

ﬁ‘;{urs 3

Frogura 4

Los dos vuilodes principales para waluar w ()
wt sido o = e quimicos Henze y Blair en 1937 4
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el del matemihico ?)o'/z[tb [26] la imovagow de

Cm//mf consishic’ o apresitar a b nuwemrbros de u-
na send /wmu'@a(.}zk- por wiedio da arbriee pam dﬂofuéf
de formissar mn), Estudio e Ivarééa:&u‘ a o> aleans
{arboles de Car[mw), b radieale- aﬂquﬂw CoHrnes

(arbeles de carbovo eraizados, & decr; e bo cualee

se disdnque un virlice en Far},'wgar) Y wm/mm#n derr-
de dodos los vertices Henen valencia 5 6 1 (drbrles de
boro) 0 bien, valenca 2 & 1 (arbrles de oxiyess) Sec
mitodo comsisha senciabmente en deferminar el ni
mero de arboles enraczade de p vertices. f continuacici
< sedalan Io> nimenss aledlade para zzl?ww: (50~
HLEIDS /oosc’blb. En 8o caors de moldeubas magorzo ed
,me/ema eo sumamente complicado. s g’em/;[o, el

Coo Hyy tcene 366 519 dLS/'ast'u'm&O tohuchuralen di-

—flreml&w gue son )ms«'l;/gs

Holecwla | Mo, de Tomenr | Moleewba | No. de Tsomeros
(CeH. (3 CoHa 75
CoHa -5 Cqy Hy 3
CH, '3 (s He 5
‘Cabes 18 CuH, 2
Cy Ko 35 C, Hs '3
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TECRIRDE GRAFICAS YLINGUISTIA

‘A eplexiny sohe ol {L’»lj«@/h & cont‘Cm/wriinCrL a
b /“3[0f1@ de (z fuonudad g Co:[:) ‘o parece 50 ,m/um[:
ba Cﬂ/m’“b[dd del lm:‘}w:/'a arkcealads e wna de ba. mwdo
s:,7nndzn12’» que paset el ser lupmano.

Llas modeosabicas e (a inueslz‘gaa'o'w de ba eshuchs
a del (eﬂ?w(ljt’- naduml aparectt o Jonales de o ddcadn
de Ur> eneuentao, Conviene esbozar el confexto e el
aue esh sucede.

Convencionalimnte, st seinla el asio de 4916 -
mo pocha de nacimienbs de fu lorgiilskica. debido a
la publicaciorn def [Ebro (yrso de {L'n‘//;zuk/n:a. 3oxera];
de Ferdinand de Saussuse. Apartnturnnte, e esta shra
st siskemadizan por priment ve Q/g«mn de ln coneep -
im gumciaymmfalm sobre el levquase. gute wncan. pes-
{«'@a'nduse desde liompo alrds y s stantas las bases para
Su. ostudio en st wismo i no et %u'”a'ﬂ'/vb de. obran
cﬂ'SCC/J[[na/J tone fa ,[L‘[)Dsoﬁ.'a., la 30;74.'&1, 0a critrea
Viteraria, la rligion, cieebera. Para Sausswre, b fin-
?uuécau dsben sor ol tobudio o la L’znyu.m exclusc-
viunente, 4 o o, entonci el eotudio e I 51?!&0
4 sus rlacimen, siv abender o s st'gm'/cmdo 2l a4 s




uso socal.

Unidos surge la lingiuskes oo concias para nves:
b‘?a,r las len mdzﬁanas, Micg e w camedes Jun-
damentalmente dz_scny:lnra, i de bo princioales auk
2o di esbt wavinsnty o Blromifield Fom €L g sus se-

aofes, Lﬂm /hof'éll. 51'50‘!9027(21’ conduchsta, el a-
/arem{iza/b de la- &ngdao Lo el a/:vrenc{[zaé;z, dzlun om
Porz‘amtln!v gue se adguierz, como obros, a traves del
mecantsnw estimulo - r&:/za&sfa~ refuerzo. Bor eonse-

2ufe, una shuchia- ﬂmzz‘us}rca, se aprende y au-
tomabcza. por initaco ” wemorizacios de oracrovien
models.

Bunaue lao pocuelas eu.rvﬁm, Y sworleameriaana
de la primera nictad del sc’?&a XY st difarentes en-
tre 5, erincidon en muchas aspechn, por lo gue deode
Jones de > asin cineuenta se usa el ternino LSTRUC-
TURALISHD en un stnkido amplio para dz’sh’nyuﬂﬁu
del movimients poskrior, ol GENERATIVISHY ‘nieiado
en 1957 por NMoame C.harns/u/ comd 'reaca'mib a nuwtchx
/aas&ﬁadns eshuchualistas, 5 eple dbimo guien mbo-
duce. lan malomdlicas vl eshudio del lengmy‘e.

Chomslbf acclmla_ varie a/emen;m del mﬁuchtm.ég.

&155 stwultangamente qu en furv}m_, e Esbados.
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mo, pem fuce dos observacimies fundasientales en sa

tondn:

1) dos hablntes de wia lﬂugum 31 criativsy reapec
o aella. Son capacss de turlonder Y /:mduu'/'n—
raciones nunca antts eddas o dichas ;o son
mers ra/ae’é'cbrzf/.» de frases tscuchadao z/a[mg
cmadaa &yl SU EmorTa -

2 la Lingiiishea cobuchimlista renuncia a exp 72
car %Z ,&'.ow'mcno y se wnforma con deserv-
bir ol lmgwye, ﬂ?ru/bandv a sus elementn en
Cﬂ&gfm'ﬂi Debe ser tarea del &hﬁw'sftk upé’:'taf
¢t cnfma’dad creabiva.

Esh gquiere docer que e necesario ,@omtw.”arurv
modelo Ledrico cfarmp g coharenle que ex/:[fgw: at ba-
se a eertas s gue debess ser descubierts, ta ca-
Fau'dqd, de ln hablantes de /mdua‘f, a f?a/fffdﬂ wun
nmero Umctado de elewentas, wn suimers tfonibo
de oracioen y exprsions dsd o s m/ma'daa’ de
releviovar sobre su leng 4 una frcera cafaa'd’ac/
dz suma L'm/:orfanah: de dz's/m?w'r «,}ue' oraclond
sore posz'é/w 0 ac:./t:ﬁté/u

B, o dear que. el [cngm/'e, Hene quie ver con
lerbs tonjuntos de unidades g an Seutnds formacas

cuales no lo sow.
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a /aaf!z‘r de ellas. Por e/'am/v&, lefias como wiidadss y
/m.!aér‘ao oo Secuenclas; ¢ bies, ;;‘-:uﬁz[v/.av.: crren tuida-
des u sraciovits conto Steuencida L S fcnm,’:ﬁz. et e
bar a b lengiidshica con la beorsi. e 57r.i,lzlku ez el hecha
de gue no fodas bio sicuentins sovt (4(5;,'(}4'1‘,(3;/;‘gazr,-u:mé’ a
aplables. Chomshy popee crar GRANATICAS GENERATIVAS
/mra. cad.a [M?uﬂ-— _t}ue L{L[’U a'm an'm‘i_ﬂlrf Ere Wit wq}lual@
de e au,a. npﬂt'mf:t'a;u mecanica diberd p/ﬁdac:‘/‘ Loahs
b ewasnciades odiwisibleo de la lanqua- g sto elle. A-
demds, e esta ?ramci»!z‘ca« tam ke dibe podir represess-
tarce ol saber intuckvo de 1o hablantss sobee e G nedt
dos de su idiomalade enunciado améiﬁu.o debe /zoc{zr
ser enqendrade de tantae waneras diskintas o seabichs
posea., por ym/}&) Eila /:Us}mc/x'm, de (o eseueln chomshia
na, la deseripeiti botal de wra bnng., &> doeir; Su gramd
Lica, comporta un comporunte guuembive, gue a decee de
“Chomsky & Lo SINTAXIS (combinacire de Lo palaliasen
b frase) '

Fara m?mdra.r el eon ju.m!ﬂ de serien o secuencias
que cansév'&yw, una 0‘”’?"‘“’ o preciso:

a)un conjunts 7!(.'4&'&(0 de sincbolys (ALFABETD)

l’) wt SL'MHZ)A) de Paf&da. en el inberior de tote

w'@)umfﬂ (AXIOMA; se le as&gna, b liba s5)
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o) ton(junév de mglas.,
Se dies que una et A de sonbole ha o EN-
GEADRADA ¢

§l] ;u:rzgmul. mjf»& /L‘e/mit(é actuar (L beriormenle so
bre A (A se dewmina ebonces SERIE TERMINAL)

2 /;Lu:da consbulrse wur see {10, b )Q,} tal
Que !
eada 1; oo una sirte de séaboles del al/aﬂfz{:
b) 10 s 5
e} Xu=4A
d) parn boda Ibmvd[m (X, ¥,,) existe wuna mg@zp

que permikt i de i a Ao,

Entre la wulbtud de reglas posibles, pueder dis-

'é{mzuifsa dos tipos parkeulanmunte Guportantes:

JLAS REGLAS SINTAGHATICAS : (0 P5 por abrevia:
turn del ingls PHAASE STRUCTURE. Se Uaman
tambien, AEGLAS do AEESCAITURRA). Sovt dell
‘h’fw VXW — VYW, dondy X toun sdmlmﬁo
daico ded a.l;a‘ttéa v,y Y u/[:uzdm ser sp-
rite de varins scwabolo ( vy w }aucdm ser nulbs)
El rrum.(f/jn fmm'&'do Jor una regl’a, de este kpo
G ole en, dada una serie gue Conk’ngw al s

bolo X rdeado por v 4 w, reemplazar Xpos Y.
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5: wia gramdiica contiene sdlo nafas PS, ba dert-
vacosy de una serie. puecle represortarse medaante. wn ar-
bol. Por e/'cmf{’o, la oraciou EL FRINCIPITO BUSCA A LDS
HOMBRES sc qoueca Lyaﬂz'canz{o ts 5&3«(4'&:/1/&) reglaa:

4: 0 — FNIFV 6 §-— Fu’na'/)/&:

2: FN — R+S F-  —— busca
3 FV — V+FN 8 P— a

Y- FN —» P1A+S 9- A— bos

5 H —» EE 10-: 95— hontbres

Lo anteror quiere deecr gue bos sembrtn de lao
eo lumnao izgw:ﬂrdzw Iouedeﬂ— siempre ser "EEMFQIMJOS
por o> de lao derechas { D= oraciov, FN= frase nominal,
FV: prase verbal, A= ardieudo, 5= sustantive, Ve verbo,
p= /ore/oos"a'a'w), EL drbel correspondipnle seri:

0

A s
| | ! :
El Principi ko busco /\
P EN
l -
o AN
A S
! [
los hembres
Fi 4'7’ wrd 5
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Otras sraciones que l,mc{n'a't, ser en:}::»u{mc&xs /wrél. .
misma 3ranu{!z'mﬂ Smt

EL ZOAKD FPERASIGUE A LAS “ALLINAS.

D5 CAZADDRES CAIAN A L0S ZORADS.

EL PRINCIPITO AMA A LA ROSA.

Tal vez al leckr (e interese consbuer los arboles
pa bas SAﬁu.LenlLL’o or’acm/eﬁ

Yp ESCUCHARE TU R1sA,

EL AVIADOR DIBUJO UN BDIAL PARRA EL PRINCIPITD.

ESTOY 50LD,

EL ECO RESPONDIO.

G dice gue los elewizntos de o oracsone Que st
adgacmks a wi mésmo verfice ofan DOHINADDS por L.

Observesos ahora el drbrl ds ba oracize L'na/éoa.a
JANE LIKES THE DOG (A Tare: b qusta. o perra)

/g\
F{N Fv
TJane /\
7 FS
likes /\
A 5
| |
'H"I& dof

T(g’u‘f& IS



ff/,/z/ >

EL tipo de rz?lao gue pmoducen arbaby: a’z &.nn rmh
abeea ( 7 7) -

Figura ¥

soc lus de la forma Y3y, doade X o wr sin bola i
donde ¥ 25, 0 bient an. sisbols lrminal (£o deatwin
LZA@ o biest, wr sevee conshi :fuu:ui por un temunal.
O/ww nn lepvipal o adpids, on bdas bas que corriaps-
auz a [o wrm/{cxm. ujhnm,, :’Z ﬂrctfmz // aaccﬂmb c/z_[
ﬂvmuzf" (j def w0 Locndnad e e in, ol ez, by
,fm“uf»wv s lwe. REGULAR, DE HLEENE o GRAMKITICH
CON WUMERD FIITO DE CAS0S { acckimads. Jiitol

Fara jue una ‘V'Uﬂm[i('l- Fs, gLt <lo Lok fmey i

Wt Ml D T’L'u fo e fr;:‘ s /mtmv;x (_1'7471;}(7/’.‘1’ HAl ST
mruu“a, de ,zmu, e ma:’;_m..,u 24(8171[&‘1, PHLCES 10 ?L(&,
v s axiﬁcr/zz: Corris /wmwgznzia a lus derivaciones, aj?u-

HOS )Lyu_(_)!dﬂ / Lu.LL.UL u’()mumn& 2% *c LS VLD t{ /Duea/am

bnerse arbslts con rmas del lz/ru qut /éuaéfa., o tovidi-

trum,.*)l[M 5)_ B
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X

ﬁ'?’ufa 3

las gramaticas gue poseon exclusimmente. drboles co-
mo ey de'la ,’u}ura 7 »o fuec{m, M?m:buf toclas lao o
fadmes acz}/)z’al’/cﬁ de O {lcn; cut mq(’ﬂaa, o de obraa mutchag

551{05 arlm&a llu:uzn, wn LHC[v uuu; Sl JJ[ al a-
walis gramatical de lae araamntes wall 2ado for bex gra-
mabiees diadiecmales, Fro asdbo casos, o eracim ol e
vdida. e s Jerase el A wAac ",' chwidte, B
caddi nutg las umm! a5 eataiL ffml cm"zn Conge Lo (O
TIVOS INHEDIRTOS de oo voridvdles del sl soydestic.
f.ma’tn&'me'][z: [Z2I \/’maéz[’o ol and s e){“liy'lﬂ.l[u.L -
,I:

P . I
tis Eal
wrr L '..’." (TR E ] (a _tule,_n. 1/;!,’/ i rfL uu..

g
du (f(/) nnw( thuerl 5 yu, 0t L;» 3 unu tre: e wlmlr'.::
‘ ’
r{.’JSD ded a pﬂju& e Ciwnu!ltl radieo. s fix Jormie i
s malae gue s

& para ;'v/m.w e-ta 1,:“;(»!‘::/'%
Hﬂ /yrcfén({i’f e "/atnlaf A St de [4, (" 08T -

-x.’:.l.raan/v t}«z b..naﬂw WL mdiiero uuév de afur&a,
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hace. notar gue no oo suficiente que los A'm]zzisfao sean
@paces de analizar Uss constibdivms ale‘.tumz .y
linitada. de oraciores. Esh tl-;y-‘ﬂcta wi condraske: bao
bo rativao de Clmm.s[a/ st dirdinuicas s ol and-
Lisis tomstibdivo dradicimal 1o da'tico.
2)1AS REGLAS DE TRANSFORMACION { o realoo bars
»{armacima./t’/n) S mgézo gue dl;-temyse;gan ope-
raciomes de permutaciory, supresivyy 4 adiccoty
en les arbrls 3em:radu por las Ps, para.
producir odao las /;\o;/'lab/: oraciovies e un kn
- ﬂucg'é.(fﬁlao :¢7ho s¢ abreviant RT). la q/:&'a;
beldad db una AT a uma serte. de/:ma’t no sd-
b de la consbituecsrv de eota serve, siao tambich
del modo tre gue osta wrre ha scds derivada,
:}n—}ofmac/ﬂ'rv que propordma el drbrd correspony
deente, das AT son, puss, o shrarn
sobr serits Sino ssba a'fér&n vfam‘;wi’v &L’
gan a arbrles; to doerr, son operaciones binarias
enki obole. ' '

Este bepo de rzg&m sovt b gue /:ema’lm, Jpor &fems

’Jéo, fpasal de “A VECES VOLTAIRE CONTRADICE P YoLTAIKE

EN UNB SOLA PAGINR" a A VECES VOLTRIRE SE (ON-
TRADICE EN UMA SDLA PAGINAY

z2Y3

Tambien, explican ba goerazior, de oragms pr-
Vs Covno:
“EL CONCIERTD FUE EsCUCHAD) FOR MILLONES DE

PERSONAS Y
a Fa/!rr de sracones achvao del thlo do-

" MILLONES DE PERSONAS ESCUHORON EA COM-
CIERTD
£ Juncimasmients detallado de goke b/:o de re~
g&l«: wapm al contfenido de o,ta, noha,lbem e[/’awa&/
arbel de la %fjura. Jal ds e }c?ara M/uea(e dar una
tdea q/:mamada.:

a d e

T"t?’ura 10
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L ubloraassy de arbsles fa St'tvnpﬁl:]!t'c‘a.do el trabs
ju dz I gmma’a&'cas Jenerativrs. Pntes de Jenalcear eata
sy to pertinonle seialar alguns puntos. A peas de
bas toncepeimes innovadoras de Chamsluj, sus (deaas
han suscitado eiliecas. Entre al.gunao de. ellao /:aa’ema;
mencimar las a?men&:s
1) la 3mmal£fm. 3wera£ﬁﬂl— pudiera ses, en el fondyw

retoras a la concepeior normabva de la %mmw"
tica, gue Frzlcmcléx wotablecar /:rzcclm’vs sobre o co-
rrecto Y lo o correcto w la écm]ua,, ga que laore

?mera.éleaa y transformacionales gue dwmdxi

w/vn& seast a/wnc{ia’zw am/afrr'camenfé,, [’odr/an ast
naledad ser cf!,c}o de fas m}ga,a (l/breno(tlc!,dﬂ w1 la
eseweeln., )

2) C/wms/uj habla de dres bpm de adgrama, trealidad (om-
umies inacep fables st una [u»:gzuz./ seﬁuin, 74 /Lu'c:b o1-
beirn de I hablantto wafive dr b pasma) ue -
do fablante reomoce. Se arueienta que eofas Fres
clases /""(l’f‘l'ﬂal e {b)l:?t’ru..‘_:(ﬂg Losriees cher shianes
Yo percipedmen di cada inoliurolco.

3) Endoda lngua exdsle we wonsederable wdemew ot
frases sobre uu]@ Acﬂlbﬁlfié[c{m[ m'ﬂ::jw'm hablar -
1 na}ﬂm }‘LLLsz [,vmulnu'afse, Cont cﬂ/ﬁ!i
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JEC senbiviento oe cihusiesa Que i, ch~ enuncia-
ol ,ﬁueJm, pro duccr b 1o hablanbe, wafive de.
wa (ach.uL se debe a que tales snanccadsn e -
vau 0 wkloiacon de lan req la» ?zplcra-ér'wa,; mas
alls de 0o Qenrles habituales, pemw no a que las
bibf’r:)yhn. Ll e/'em/:[a co el s«ﬁw‘mﬁ::

“ Y EL HACHA MALDICE A LOS HOMBRES *

(€l b tache maudit les hosmes)

enercfa e Ve bor yq?a s Las conz‘emg;?acm_gs,

Unq_ rﬂj[@ s‘:mq'rn!('ca :ndluw. t_:;yc o verbo HHLDL"CIR.

mg’m'w de wn utljm’v husmrano. 36t ewbargo, la =

tonceow de Vichor Maf s humarwzar al Sufe’.i'v HicHy

tjcolo, desde l}zuzg]a, Iy f:uaIL comsederarse. uni wo-
laesote a nL}rcfu:llL II’A’]LJL 4, niucho mens, una ora-

o bacp bk cos o Q:,:u;}ua Frances.

Lstas sbserniiccoses, ude machas obras, kan sido
tehas por s&o@mgiiis e g haer ]vaz’w—: dider expllicas
Vo LanSealtncias g}ua las doao dinmishiasian tendrive
1 rebacio a I fpruceass de a/bn'm{z'v.:z b e wma bas
AL

Grbe hacer e iT 3;&1 Cfxmns/u.i ha fl’.v‘/’m:c’a’[g{ﬂ 2{“5
Po o duta .. wncnistrar wia camcloriracio o make-

:aféz’m. clt [T TN fom/vu(encich /m.m'cb_ /.‘m‘ &D asuarin ole



250

una len oG

co de su ackuidad. Mo se suporie gue el SLA/!'EA’ heblan

te al [)mdw:t'r una —}ras& 2 J\-"aqit su_qu'z el Ydides 30
4 d B

Gue la engendra. on la ?ram::i!mz aenserndran. da. /am-‘

ducceon, de lan Jrsea del discurso codidiavio invo-

ﬂuu-a/ Vnu.c,LtD or’fa-: fauﬁrz, B Lf (o W mecinesnte Cons

,véf/o.

TEORIADE GEAFILAS YGEOSARETR

Puede /ud;ﬂa.o‘b de res momentn bn/:a/t':a.n‘flxs el
compnions de o g"’gf“/“‘ e la teondn de qedficas. EL
primeso /oude. whiearse cuando leonacd Euler fllanﬁza_ el
problema. de In siete puenteo de Kam’gslwg en 4336,  par
4 de tnbencso, o ewidenciaron wnias relaciones wife &
tas dos dencias u [z¢7 favo la Frenmpaabﬁ.; di hacer
llegar a I aqr bn Comfetura dr bs> Cualro Co!of&dal.

gor b o
publicarts én 1899 en lo> Aradso de la Sociedad feal de
C-,vcagra,&.h.?’m ent realidad, 0 éraluy'n mdn [m/barﬁvnfm
o ookt drea s indecarove haeda 1960; Fn eld secciovts 0=
pentarems> bevemunte des de el EL primem s 2 fie-
pala zazogra?lw- fiscazen }oarlrwéa/, a la zilocr/}bda;b
de we seshoma de carrientes. EL szguno[u ot clinko el

r " . d
delernunada. v o wn o delo scortalge-
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Ctupde fa geografia humana ¢ de hecho, comprende v
rie a.;h:«:fn o nunctmarenws de manena Bruy acund,

A L'ia/za'mlt de lwo sccaoven que Jormar un la-
20, bao cormentes /u'u[méo’gt'c‘wa tenen la Jonna de we
arbi eiracrado. los gJ-o alm han eshediads su eo-
luerorw g la relacisse z§~ (s marﬂféoi)a’b de wna nd
con s Judro i?o?c'a,; por e/'cmlbéa, lao caracteristcao de
5U cau su {Ju(/'o, Aungue. Lo etucion sobre ol
,U a se han anbrado sobre fodo tn la E}wmn*l'nfl./
di s cauces de Lo rios, su anchum y su penciente,
al concebir a un stshema de corrientes cono wa gra'f'z-
@, se han explorado tambierw suo propredadto toprls.
Tm.s basican.

Gonsidergme la St'?u.l'enk red de eorrienks hidn
biicas ( 4o 11)

T[?’ urd 11
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Que fde représcnfarsa tomeo o b2 7’4‘31@. 12

ﬁ'{ura 12

Strahler propuso numerar lao aristas de oola gmﬁ-
{L'm dﬂ %1«'4 maa’o:

- 5L as;‘ﬁna_ el wimer 1 a lao aristas gue inciaen

m a.[?m verkice berminal  se dice gue som ‘ca-
NALES DE PRIMEAR ORDEN.

~ Demrals convergern dss canales da primer orden.
st ,}oﬂl’lﬂ, un CANAL DE SEGUNDO ORDENg a.
b arista gue fo rz/aresenbz, se le asggra. el vui-
mero 2, A

- Donde conver: dn canalss de scgunc/o orden
St forma wr CANAL DETEACER DRDEN y o baa-
rista que o m/afesmfa_ se le asigna. el nd mem 3.

Todas lao aristas se numeran sdguﬂ:ndﬂ zméprg

_mdim‘enéo. Sineel magor nimero gue gasece: en la asly-
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,:{mr, ;é}ue se data de un SISTEMA de ORDEN n. €5

) mmmemaa'w Pcmd{& ealadar wl ca'y'uyyl‘u de ndmcm_f
i RL(uz,z,nJ) cadn ww de 8o canles o laimads RA -
 ZON ¢ DF DIFURCACION y s defene asc:

A s Ni
N
deide N; 5 el wionern de corcientes de orden § Dea-
Inu.nlo /mcde enconrtrarse ln meot [Jmmeo([a A de bds Los
Rz, Estss wdimerns /Juca/(.n usyse para debesinar varios
/xszme/rm de lno redes de cormentes.

%ro./mﬂin recientes sugceren gue o. medida. que
awnenta. e orden del sisloma, las razones de bifurcaeso
tenden o dismanuir A‘gemmmfa. Su imporlancin. prae-
frea radiea. tn su rlwanda pam. wlevlar ol cavdad.
de wn rlo 0 uma nd {u'a/roéo'g[m, tna. rawn /Dfamac{t'o al
o g asoun sl sismpre & uma cuenca aﬂ:f?ada, ﬁoqua
w2 Haduce en un tope Judrogm.’,&:w bcy'o atevuads |
mientias gue una razshu 50(!/'@, gue to mdo o, Corres-
Pand& (77 al a uma cusnca wm/aacfm tem un pi-
¢o mas alio q tontraido { Fifura 13) Has gmcmbmznfé:
nlontras minor o la vt de é;’furma'a;b, mador se-
i el pres b ngrd,!;'w cando el rio ete sufern a
ormentas, aocidas, crundaciones, etetfera. lﬁ'rklu/[ 22 ]
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ha. mostrado que wle /mra’meém tambrein & inportan-

fe w1 la /)rzdtw'm’b ole/ b‘em/bo gue £/an5a1rr/'ra: en-
e una formento. de Uuvia 4 el subsecuente desbor.

damienty de o cuenca de wn ris.

@( a) @E

Figura 15

Otra. d lao z}b&'mabnea dt la teorca de 3ra’,&w

al 3wgra/c'a. & U wlafiva o la conexeclad de las s

de bransporte, 4 de comunitaciov, de los gue hama? habladls

en CalbfAJ&a anteriores Y que wr/h/JMdL al campo de
la ra}da_ humana -

?Mg%r ilbtnes, b asenfamentss humanrs puedes

concedirse wmo uma grafica cuyos verticea wrrw/bma’w

a e nicless de Paé/aa'u;b y cuyas aristan ra/&r&:emfam

/Josc'él’&'dadm de camunicacici wike eldn. EL enho dess-
t gm’#im, gue hons defenccdo ew ol Ca/bl'/ugo 3 dala

»
»

descar v
uni@aﬁf&e&
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_ whieaaion ideal de puestes de akastecimicents o de des-

teibutiow (cenkales do corvm, terminles de asdobuses,
s comerciales, d:/:D'SfftD de afecr, etacionito de b
barvs, efeedera) ya gue e el /aun/o mds accessble 4 fodys
bos puntos simublineanunte .

TEORIA DE GAAFICAS Y
CIEWCIAS SOCTALES

En ln infroduceton a etz m/u'/u&: seialireds a?u—
ras de lao bimitaciones que a menudo presenta la peock-
bneisn, matpmddiea. Cregmos gue en el caso dl enpleo de bos
mafomddican e lo d!z:cn/'baby'p de f:rué!e: bicao propins
de las wiencias’ socialen ta situacin to parbeularmenide
delieada.. En primera instanuia ¢ prsenian varino difi-
cubtades meiua[oﬂu’gica:: el aé'cz% de. eshedio eo dnico: da.
soecedad fwnara.. Adends de su extrasrdinarin com/o&—
W, la Ei/befc'nun&zﬂh’b ean tlla kene un sn o de
énya&'caa'mes theas y moles, I gue difieulla el com-
tol de las shiiimaes g la ilgéxa'a;u de pardmetros.

la fe/”u‘{“f"f‘ib 0 repedictovs natural de las wondicime

/
e lao que aene &L?a.r un deleminade ewents e virtual
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mente bmposihle. Fhra superar toly, se recurre con frecuen-
da a la abstracisr. Ciertro variables se desprecian o
bten, s consideran fgjao g, mediante ol razsnanzto,
& infenta Hegar a conclusimen, EL nsultado fenal.
de este procedimiznts corre aljww 12295, Nuchas ve-
s ur el amonw de la cbstazane se sliridan con Ao
abnes gue de hecho sor dedernunantss o, /Jar‘d, contra-
rlo, s& odeibugen al dly'cr’u a swhidiar /gm/ul:cﬂ‘w&a gue
&be no Lene. En da &Zs?ueda de descuhire :a‘;&w que
re u[ub el awy:orfa»mzr)ﬁj S:Ja}zﬂ, con ;”»ecuena'a(: s ;)u/_c
re ajustor fa tooria mabsmdtia a la realidad adn o
tosin de &rgdrcrsar bo que e ot oaure.
A pesar de lo anferior, 0o convenienle sencromar al-
nos de Urs temas sobre lo gue ham gifaa’a Lo traba
fn sohre feoria de ;}m,'/m Y clenais socda fpo (7, deserrbir
fd’) cﬂ: 27 V3J70) nul‘t;’ qenefai’. En lruxc/t:; dfﬂ ./Zoa caab), (7%
releise 2 adus o b whiliaisn de 7/11'7([&14- a deswr
matricss de adgeencia ( ta walrz de ceres o cLnss ooy
de wir wns 27 Iwml eumtracta Qg onddiea, gue d(l verkie &
o ac{yauwé’t al verbre [;' ee fa ((‘?ﬂl'?!;,'\kx_ ¢l para /Jnesel)
tar c&m{o&;- b bree, e '[Cfnuhrclﬂ\:}& e o beoria de 2}/71'/1‘—
€13 /J:z/m ctsundrle. Fa a/bfk'mzz'ml,o wids keoticas se ta-

@ wo i lerantionis mab oy x/r«/e;}e,, ¢ tncluso s ha /.%'fw
I -
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feade ta necesidad de desarrotiar nusvrs tionieas o resul-
tados durbro del dea o & o do grdfica par afinar
!)n »rudaf)‘n /Jrn/bucséﬂ

L TEORIAR DEL BRLANCE

Lna ?famra. t'::/'b/m de. ci/l’é’l'ma‘r;b e b l‘l‘arz'a dbe 2
Jrcao a lae ciencias sodnles conseste oy ba ohilieacime de
una grd,k?:a, o DIGRAFICA { wna a&'z)ra'/zm, ] 9&)[/1'@ aclery
fada, to wria jw,’da Cuas aris ‘s, a lav que s le> Harma
FLECHAS, Lo di/ﬂd/fzﬁbﬁﬁwa 19} para- /Z/bl'fs‘vylh{ las
rlaciones entre cirtas wriabbe gue pueden ser persmas,
pacses, conezphs w ok s mﬂ/e/w a wmpamdoit y gue
stéi/uy&m In wrdices do tn ;rd/cm w euestisru.

e,

»

[

a b
T:'F"u va 44
S¢ deseride *l'/}u'n, }bo de hn‘[()(/mb o tnleracerore
é'nr'r'a eofd/: Wariiler ida um’amdo a 5’6.\ lﬂ"f’éz’c‘fﬂ corfts mn(//(/]
. 7z
f.%/bm’ meder L ﬂco’w, o ben de aristas, &r la h{‘[’ﬂct o
; . «r
to simébiica.. Alywan veczo Inforesa. r'c?cs.lmf La redacioin
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caliabivamente. puso e habla de *GUSTO POR- RECHA
204, “ACUERDO - DESACUERDD", “ESTIMULD-INHI BJ-
CION”, edcdtera, En exto> oo s asigna un sigreo (+¢-)
a ada ﬂzdm o arista de uma 3ra’;¢’ay a la que se
denowina. witmces GRAFICA SENALIZADA .

los soab’ia?aa a‘w’é’o(tlzn irdustiales han on /7/(’1_1.
do ard Jicas ol eohudiar el Frabajo e 700 QP
de ff:; i’n‘aﬂun gue deben rmgw/ aj/;?::qfargm fn e-
guépo. Guando una schacion ast se /:rcScnﬂa,, Jor ef e

bo, et wina. empresa o indeeshia, v intero de les propie-
tarie> oblener el wiagor andiviento al menor ents posi-
ble. Esh supene- gue el habcy'a en ango s realice de.la
WaAnemL mas e{c’umk j & aswne gue tobo sucede cun
do entre bﬁf’efsmﬂ.o gue lo compomen prwzz/.:cuu huenas
telacimneoyno hay tensiomen. Tnformabmente, tuando an

,151:0 zfraka[}'a bient en egw}ba s diee guee o unt GRUPD
BALANCERDO.

En 4996 [19 ] Helder tnccis dn trabafr sobic una
dcﬁ'm’u‘afrb mao preuisa del balanee. Fara ilusthar wa po-
to comd st ha Maﬂf/b.c[o oot m;;a;b/b, Suf.ﬂmga.mn gl
¢ un gru/bo de F/czlvya /uu{ #reo persmas, cada wia de b
awbie enlbda a las devmaa. 5¢ asumunin que bos eta-
buncimmes s scmétrican (oo deet, a d le a?rna/o. b s

Y s;»z”o u.a.bi. agrdcfa. &), vrfonces, tedas o f'as«'b/&‘— )
dRC&’J' %{41;/9 : (flgl’g.tla’ll"’ et ﬂzw Cua./m ?n !}l’t':aa de gﬂ-«
funss

a b c (I
7"[9’“7'3 15

7 émba/'p empirieo de Hedcder 5«3&/0' gue las sha
dones fepresetacas o las gmif?&as ay C de ln figue
antsrior Carras/mnc/en e ?meraé a grupos talanceadrs
y gue las strao do> . Sus inves ligaciones moskabars
gue I aupn aua. cwaluacisro & /bersm«ul padia ex-
Jfresarse en j/‘a'/,('can covola bola o o trabajabar
o squipo adbeuadamente
Gbe resallar que b ?ra'/(ca/» d gc s gra'.!c‘ma seda
bizadas cm un niimer par de sigrios nigculim‘. Psterior.
mantz, Cz/fn'ghﬁ 4 f/amry z‘}mm}&‘wrm et sbservas
U 4 cﬁ,!&u‘armv a wna GRAFICH SENALITADA BA-
LANCEARDA conio agueﬁ)_‘a, w la qd& todo ¢ rucito biens.
wi mimer par de .ifo npgabve (st circd fp 20
pasto cerrads o frivial) B tole mismo orden db ooy
¥ asoun. un 2;;3/1.0 a cada {/aL//cc/ar/'a. 0 deho de wna

seskencare wlaciones s
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s contierne un ndumers fxzrc!e s:‘gnn ;uzga.z,‘iuns
~ & wnlene wi ndunern inpar dz St'?mn maﬁm]r'm
De esta manera, una gra,/;_ca. seializada esti ba—
tanceada s Y stto s¢ todo wrewdto de G oes /oa:/rﬁ'm_
Hacin 4954 [1F ], Harany descidheto” el sigurenles
Yoorgma Juncumental e el ehudib del badasce:
TEDREMA 10.1: Tna. grd feee- saalezada gt balan-
ceada. s i sito s¢ ewsk waa h}barr,’-f-«
o de sus vickices Tal gue foda ans-
Ta auyos ekremos exfor o el wisrw om
ofumlu de b &/xl/éaa;’u teene styno /,v.?
Lo o {oda arisfa cuym extromn et
en wry'un/uj destimtos Liene S0 fmyaﬁ'm_
& se aseeia un siaas menss o ada arista de una
gm/gm. no sializada arf?druémm‘ll, ol korewia anteriof
0 uma generalizacion del feorema 1, que a/z'fmﬂ. que.
una ?n{,{u:a. 3 h'/baf Hita iz; sits si no conkior ¢iely im-
pares,
£ cmvce/b;’u de balance ﬂmrh’z;u’]m sido ax-np[ma/ﬂ
por Ur fu{ltéoi& p al shidiar relacimse internacionalte
y 3"‘/"P_ de fodes. EL lechr cnteresadlo fuwalzz eonsubtal
[8 18]
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£l wnte/:ﬁ) de balavice. /Jﬂmrfam’a ast v tema e
cunla ba taltmscdad e las elaciovies it lao wypig -
hivs: adlama’s, no contsedern of hecho de que. eole {,«/na de
sihuacintes tobils o cambio peomanerte o /:uerlmde des-
eribirlae et wn miodelo wtibico. For obo lade s defone
al balane o temunm di ausencia de tensiovy, onflic-
o, bucha ¥ conbradicermmes sociales, mientras gt mak-
mibcamente st asocian oo phde a la cardiali-
dad del wrz/junlﬂ de lo> 543'1130&- wna gfﬂ:pt‘b’\.‘/}l—zn_/
twandop se n:lbarz‘a. qut el aeotcasioe o /::oduc}ucé
b widenen. m-yﬁu'r/m_‘ no to /a'a:é visualizasr fa rela-
won real enbe ol amcg/y{v sl de balance § su e
gut't/zl./entgi makemdbics .

El dnito it de tncorforas infenscdades a lao
nlaammes asl como tementss didnuze a tole ,‘,/Ja de
modelr 0o ol de Hubbel 01l [20 T que v 1975 pro-
/ouﬂ'erm@ tamar S al senbiipnto Jue /8 persoa £ sigg
le por ﬂaJ (dmdl 5if /ouza’e ser wa]gudzf IUONED rml)g
deo/bu.d/,ﬂ bawr variar a S5 e el Livmpo.

2:DECIS] TS GRUPALES YELTLCION SOLIAL

£l o+ I nuencioado anlerisnente wnscdera las
)orcf’erma'a.ﬁl o ;:/ccu'avrm ole incliurz[uos; sén éméa.:?a se han



)
PN B

hecho vachisionos ffa-b:(l/b totucdiando lao poscbiliduds - e
(‘JUCL'[LZZ/ lao cy)[/u}rr&: o volun fa/},% diversan dz sidrt-
ducos c[z,’/’uﬁnfm. En.esla seceion considemsenias wunf et
;z'uhénmta ww de eldos gue bene estrecha. wlagry an
b /;m[gbmiﬂ"m electoral.

ZL TEOREMRA DE JFMPOSIBILIPAD DE ABROW
Dado usn Cﬁ/un/u I de 0 tndivduss, dride cad
wio pueda expresar sus prefirencias enbie Iy candidass
w gp worien de un wry’un&? Ve /:osfl,/a_ ra/;rmemzlaf feia
/:r:}ue;va'ao di ada individue ¢ a fraves e g pa
: 5/4’//(11 £l ca:g'um[z? de vityceo de dicha 5:112,&&. 5 V}’
vw g5 und flecha e Do s o sélo st la persora. ; prefeese.
plictameals v a w. T paclilar by eposicon eovin
emos o /Dnsi/.u'&dac{— de gue un ﬁy’m% s an{tl,lcrcyrﬁé a dhs
o/bu‘an&; distmbas o V. Es :'m/!wfamfz- a’l’srlln[(/ku'f ds -
pos de a'&if:if’(caa gue st /;resmizm e et modele. S
i una dc mf/c'm D sucede gdﬂ SEMPR QUL Wl 6 una
de suo flechao. tnfmces vu tambieiu bo oo, se diee. que
Do uma dcﬂrd;m SIMETRICA. P otra Paf!a, s pam b
da phcha wo en D, v Wo Io ¢, 5¢ frata de una rﬁﬁ%
ULHS/METﬁ/fH yay fa:/L'CIL bde la ,ﬁd(?u.ra 14 4o sime-

[¢
trica o la ¢ asimedrica. Esta dblima Cumf,/z; cor um
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tiracberistica. muds: pare am/eagnu'erm w.a elessrontn de s
Onjwr'o de wrlices ocurre al menss wra de My aos siquien
Les f*as[lv'&dad:s: we e unma Mlecha de ty db’fu’i«fh?!l—d briny
v o 2o Las gZ,ja'/c.m g sahs facort eofa /nm/;n:a’m/ 2 HNu-
mar COMPLETAS.

Las schuacierres en b que no se /3/'.:501[;1,: aseas
de indifirencia b des opciories dishiifao s denominary
PREFERENCIRS ESTRICTHS i fao l[l,(:}ﬂi)!‘ﬂ-(tlﬂ que lao
reprisentan. sov completas y asiméhicas; a ellas se log
Conoce. en gmera[ come TORNEDS. Adksnds, st wsa fornao
cum/b.é cor? ?ue, :x'em/brc que. W U som z/z:ncm{naﬁ
su c.ory'u.mt!o dt flechar tambiciy wwr o o, el fornto e lfy
ma. THANSITIVD

& una /Dnz,é’arénaa, eshreta define w bormeo tansi-
tivs (al que tombiciv s e llwwa DRDEN LINEAL), defini-
nes el PERFIL DE PREFERENCIAS DEL GRUFD como el
vechor (R, Fy,. . Fn) domde B e ol w,(z/'unzln de plichan
de b, Fara quienes realiaan ole Q/ba de eohudips, el pPro-
bloma de lao deciscenico colichs radiea. en encontar una
3mﬁl’4m, que rz,éléyl’, i PRADENLIA. Que LA w LoD 0n-
i dde U indre . __res del arupo. Prra ello se de fone. th
SLZ;LL[MAE 4 mus

¢ / .
DEFINILION 10.2: Una. FUNCION DE BIENESTAR SOCIAL (4
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FUNCION DE TOMA DE DECISIONES C0-
LECTIVAS) s wna re;}la Y que a cada
perpel de preferencinn P(F F,.  Fy) en
wn confunk VU asigna una di ')!«a
¢ cuyo carz/'unﬁl de werices & Vq dovi-
de s dibuja wa Hlecha de wa v
Y18 lesh 05, el gru/:o prc;la'erﬂ a u b
u), 5 4 sio 56 una magora de indsui-
durs en ol 3/11/:0 /bre,&‘c/e w w v {Es de-
cir, ¢l wuimern de Di en domde seincli-
ge a bl Jlecha ue ¢ macgo/ gue Lo
tad def #otal de indrvidus).

Lsta dc}?ﬁm‘a‘o;p pl’anfm wi /;n:b/ema,, ga gue la
It dela mzu/artb. s.cm/J/L no 5('01’1}7!71' flt’,’(n.z wir bmeo.
(e 7'amp/a, e caoss en donde el nimero de wiambeo
& par). fn obrao ocasionieo se obkiesis un forreo pero que
no g» transibvo. Fara 7’em/7&'/¢'caf oo, la fizum 16 roues
o tres orem 4 la {tgum 13, b gue st origina a /xz/#rw’g,
o al a/b[}ica/ J/21 nzg[la de mazlanb, &:m/D/E/,

JANANVAN

fifura 16
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7-7'9’ urd 17

Fabo ob[’t{?m a diforr lao Juneiomes de bienestar so-
aal avsmdlicaments. Ariow establecid Us 51911(4;4&1: frs
axiemas hacca 1963 [ 4]

AXIOMA 1: 5 P=(F, F, ..., F,L)y 56 2y ¢ F; para boda
£z, n, eaforces 1y 0> una flecha de $(7)

AXIOHA Z- Este avioma mpara dos /mrr&,lca P g @ del
mismo cm}/'un{o Vg totablece que s algu'n, -
dividus ¢ prefiere Jaxem@y el perhs P
s¢ obtiene a parkr de @ inwvictiendo [ prefe-
racia entre 1 g 4 y dejando el resto igaal,
g s ademan fa /Jre/trfnah; [[E/(f}n.{/\a no €o-
bo a (l/ por enclma de X B, ecntoness 1
a’el;e /Jra#crif:-‘ba 5{ en P

AXIONA 37 & todes U individiss do un gagpe ek cb
acuerd. <1 sus /ore#arena’aa de 1 rp,;/wch o
u. Lrosbiein, deben coimeider en su b cation
de 4 rfb/:vez:/u az.
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Adernds, definic su conceplo de dictador en > let-
mines sz?wkn[;’n:

DEFINICION 403t tndivideco ¢ o5 um DICTADOA sobre

b PRARETA ( Yy} s sitmipre que PLF,

Foyeer, Fr) 0o um perfcl. de preforencian

ot en £, entoness, 2 to uma fle-
cha de PIP). 5 dice que £ to un DIC-
TADOA s¢ to un dicfador sébe fodaa
Ea»,:aryao (%,y] o v

Tambiesr en 4963, Brrow’ obhuvo el sz'?ufem’e teorm
- wnocido como TEDREMA de IMPOSIBILIDAD de ARAOW.,

TEDREMA 10.4~ Supon aue existon al menos W;y:a‘w
1 en Vg /Jofﬂo menos dn individumn en I,
Supmaame fambien. que ¢ 15 cualgurer
,Qma'a;b de bierestar ssccall on el cavyum;:
de tode> lo> ‘les de preferencias de‘/n
torngs> transitivos de V' que se derivan. de
b, Sl{/'e/DS enly gqut PIP) to unforneo
tansitivo dmde ¢ safsJace s> axionas
1,2 ¥ 3. Enfonees, debe haber un dictadyr

sl forma se llama &“W/ws[bféz’dai" /:af?u.b
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st& g un cuarto atioma elegz?m{u que #o ha(z/a. die-
tadores, ertonees no éxiste }1&73“:14 Juncics.. de bieneshir
social gue ln 5a£/'5/a(7a.

TEORIA DEGAAEICAS Y ANTROPLOGIA

Hage 4 Harary hpy sostenido aue para dndo corcepto
, § 1Aty s SISTERLEE QU AT B

basico ole Po teoria de 9/07!;::15 st un Joiomieno an-
bvlbaﬂo’gc'co real Jue /ouedz nwa’eﬂafse ?«ai}’a}:ameuﬁ por mé-
dio de a.gue!.[]é J H?’mmub tambien, que Uo im0 ea
vddido par /3 9Lu’nu‘ca_ i obas @rpos #a que, 1 3L opi-
niow « la teoria de ?ra#ms 0 el nodelo wiversal de -
fuctura”, Rura. tbustrar su aseyeracioi, sfecen cuato e

J’Lm/bﬂos que & tonbinuacions reswminmos.

L GRATICAS BIPAATITAS ¥ OAGANI ZACION DUAL
Una Jorma. d¢ oryaru'mdr:o saciad nusy extendi-
da e la Helanesia o0 ba Uamada nrgam'zacim;, dual,
on Oa cual cada tribe o soczdad = dinde o drs
par tes tyemw paa ,/o‘n./n de 2 bocdades, inceiaeiones
matrimontos. [ 2con, la divisione dual & una bipaf
Lo, de wi. nmers de cdanes o rupp en la qut tho
dos lbaf&zn, o proar deno ser reconocidan Jormabmante
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P Urs natives, debernunan. fla estuchura degabtnaléf— :

cambios! Fig 18)

*+—-———-g9

X .
g v

Mz cepresenla wna seciedad Representacion de una

consistenle en dos ]a-ries
exodarmas en Lesw; Nueva cinco clan

5 exo'i{amas en
Trldnda . Tan?(a. i :

P-(x‘@

Sociedad conf ormada
'por veinte linajes
e_ro'?(amos en Etoro,
Nueva Guinead.

i

2:LAS BUTAS MARITIMAS LA DISTANLIA
VEL (FUTAD DE UNA ﬁ’ﬁﬂ’ﬁfﬂ
la pbrevivenciy o tas Tslas Guolinas ea ba Hicro-
s dz;pe»dg o gran medida. de o /cxz/,‘('a/'uaabv‘% 72
la red martbima. de inlercambio comerciall. Se wiajs de
sl en isla, nauegam/a por rutan gde wre & caada
ar de islas. [as isbas de magor ;}»,pbarzfana}z, ceononiag,
son1 lan ctubrals, en el senbido que s asz?,m, a eta /méz
bra. tn ?ra‘)ﬂt‘ca/:; to dicir, mudienids la distancia endre do

Fifum 15

sociedad é‘o*fmad& por.
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Cgalhs il el mibvero de tis mardlorae vud Ji ) SpIrase.
o Lo v Ao podersas /oo.-.’[ Camenle s agu. tan gue st
: O-CJ”IILICL’N/"/J (e5 deedr, Que bt coneeladio poruna s

fa o r’:!x/ez;aahfzg)a bdrs lns demdo

3 EL RNVILLO HULA ¥ £0§ (ICLOS DIRIG)-
D0S £N VA DIGAAFICA ’

£n Helagsia & /)rz'sen/a. wey bipo e bleccamibio
w'wa‘dﬁ oo HULA. Con sty »/e T Ut mu.’[’/ﬂ de vecntz.
wonuvidades lenas a«yaf wicenthros infarca bias, astaal
mente de> z’i/ms i }m/g/w;uan s eocucles o collnres. Eston
tirewlin m el senkido de o marectlao del relyi y et
el sentido inwerso a ellas reo /ﬁecz‘/’uamenlz. Y l('//JCL;dO
puede ser cambiado ol por un coliar y vicwersa, lea
cuales no puedere welencrse permasniomente, peo b pose-
stsu @:7¢orai de Ue nismm propecim garn /pﬂ's’%?’b
2,! tunbieiv /L)oﬂ'bz'/jdadﬂ/a /:vlferrcm&a de cun‘gueam(kmﬁ
cuandp, on ocasimien, s zhil'gmn otro fipo A brevies ad.
inercambio, L /&y’o dz Jo> aﬁjez%o /wec{é rf/’r&wﬁ"""
2 a través di uma L{lé?ﬂl'—/l'ﬂk-

4-GRTL. JLAS Y PARENTESCOS
Aa o cdad %«u-;dzmmm‘fllé ot 05> /mrl'mlt'ntﬁ L
variao conuuidades e /ar{]wﬁo ?ru/m que. consta de
{ 7



Sl

L &hlbno, Wil 5':’1-.:75@, S -'/ﬁ%;c'f::{:'elccl, i 73} }z}brz;ﬁ;;iw)“ .
P AN o -
e de bbb que abde faber [:»;AfgcJo a L’!Z_mtyrl{ G s

top0 ¢ guie o1 9enera[/,, to su [Ll.?ﬁ???!'l.é‘::;:A L

ﬁ';’ufa 19

Lo fiqura anterior muestra  eshuchera de toe
nicko soccal. EU signo = s nifea makinrnio s lo
Uinta werkieal, “ dpscrndonaa ”; g ba horrzonital, “he
mandad’o * tom san_gw'nz[dac/ Y dos Jn’a'n?uln, gue re-
/‘Drﬂoemlan al gtnero ma;;cu&';w,.y Qv cirendss ol f2-

nes'nd, L Sus!//uxjm /Jar 3727 p 7 ey fza/:ecﬁrzu“m

- Esta forma de expresar In ;uf;,-,/;w: ssudfa.
wmoda. g Leonomica q /wrrm'/c phidar bao relacimeas
ente witembrrs del nisno sexo g de e gpeaofr
(oL man faa‘(’a[aa/_- '

Un eferecio vnkaresambe pama el lpchor senin
citiear las ideas a:;waafa/: hasta [L?Lu_,/ .

oy

VB BPLICACIN DERTELDT (48
MEATEWMALICAS

REDULCION DEL ANCHD DE BAND A

DE UNH MATAIZ SIMETRARICA

a mati's o wre /mramiyé Jrguena de elementos
distinbos de cers ¢o conoccda conio MATRIZ BHLA., Ef pro-
blma que e ocupo el relaciovado con ta Farma. de
encontrar por computadora. la selucitr, de un sishma.
de tcuaciones lingalss Ax-b, donde A ¢> una makr'z
simé'trica 4 rala . e pueds t[czc‘r un busn togquerma

- abmacenar lamakriz en ba nuiguina. o1 o wal

se ?uar& la. menor anbidadl pasz'bﬁ: dr elpsiemts z;g]m:
bes a cero, o bo que se reduce ol popacio ubilizado en la
memoria. EE &'em/m de /mczsa_daf fami biesy se mening
za 5t se wctan, ¢ o medida de fo paschle, &Loa/fe/m
cimes trivialin, £n ol contexto el wapls de ACHD
dz BANDA 3(A) deava malki'z A= (ag) oo de gran G-
/DﬂrimalL. Este st dL/Zéna, oo el dtime A2l cov1jun
b [/[-j/t [l:;:'l‘(' ., Atduect of ancho de banda. de una
make/s ¢ - imnb/ema [mfwémrﬁ: 9guue ha mereeido
gmn. abnzov wn b ddlime ais El.’l cfuw et relacio-
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nado-con el de dismincir haota dovide sea poscble el
Higsmpo de /ornc&wnwyﬁn el gopacio en la memoria,
asé wmo o la soluccro del sistesa Ax=b. Libe a-
chrar que o1 nwchao ocasaves to defiecl ophimumar
ot breo Fa/a’meﬁzn alh ves.

Euisle una correspondencia. entre makrices d or-
den n 4 9/@'{;’:@ cor n vertices, lo permile ex-
presar adecuadamente. alﬂwws a[garilmn pam ctor-
denar O rcng!onw elumnas de una matriz sime-
bica y rala’. A wna madriz' A de tole biro st b aso-

«a una grafica. G? dr n wrlices, momerade de 1 al

'Lra””dl dr dﬂ-eur—\,lﬁjl{; St adgacenfm 5(';;5%
s 54J 4 ag-,fa. la ﬁ«m 20 (st Lo antertod:

1

1 X z x X
1 2
A- | 2 A p 4 e
z 1 X 2
pA 1 11 4 3
]
Fifura 20

Desde &u.go, b forma de numenar U virbrces de

G no e dnica /uy n! maneras do hacerls.
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fara una grafiea tambion to posible definir
el ancho de banda g erto & lo gue hanwmos a confinaacing,
Sta G una gdfica g J una momeraciomn desw
@riiees. FL ANCHD DE BANDA RELATIVD a g, BrlG) e
dZ;LIUL omo .
A4 (G): max [I Hl-Jg)1: vup e ALG) }

y el ANCHD DE BANDA dle 6., A(G) como
PpLG): mis (6]
FeNa

dondz N; dowla al Carl)/ZUnLD de fodan e numemeis
nes de G.
Se deee gue una nwngradone 4% g lOIDT/Mﬂ 5
Arl6):ALG) ‘ T
5¢ A 2o una maleiz Y G su gm,,!wz. asoccada,
entonces
ﬂ(ﬁ):/{:r (G”)
donde I ¢» 0a nwmeracroin de G dada,/aar
Ttuz)= em (1,2,...n
S A una matr's simeloiica 4 GF sy ra';l’:'ta
asociada. Para cada numendsr { de G, la mati
de permutnciones fy:(Pg)dada por
g 2 10
o s {[lf}?’i
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o tal gue BIFYAEE)= By(G7) pussto gue poc defivii-
oy de /?, &1 /Jﬂfﬂwfacihlb de fZ’rl?[DrL&J‘ 9 colezimnas
de A ¢o ln mésma /Jernuzﬁc/a% de s virtices do. GF
definsda por la numeracioin. f. Asd pues, s¢ quesemos
encontrar uma. makn'z P de pemustaciones al que
PBLPAPEI S BLA),
basta. con encontrar una mwweracion Y de G ta/ gue
Ayl GO By (GP). Moy inkerzsa entorices, encontmr al-
na numerado in o verbices de wva grdfeca
gue reduzea su ancho de banda. A conbimuacint
descrvbiremios un
do un e'emfﬁo en el gue se muestn su Junciona

miento 3. B algoribmo pertenees oo Cthill p:
Me. Moo Paca ello, e tm/ho/ﬁmlfb inty duetr a_lg,umn
conae/:lnf:

Dado wn virbce v € VIG), ba ESTRUCTURA 26
MVEL CMENTADA EN EL VERTICE v, eo uma. particnn
de VIG) NUlv): {olv) Malur),... Moo lr]} | en domdle.

Mo lvl= {v} N Lv)- Ady (M6 fv))

Nlv)= ﬂdg Nl )~ Moy () con 22,3, €08)
g f'}c{a[[/V;((r)) R’./»-E.Sénfdal, Cory'unfv de veans del
vertre v gue ya henros da/(ru‘c{o. £ entoro elv) es
la PAOFUNDIDAD de la eshuchira NIv); Nolyr)... Moty

a./?ar[émﬁ para. hacerle, incluyen -
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s¢ coroctn como NIVELES y al verkice v s lo Mlama
RAIZ. Dmibiein co Grifn Lot distingudr ol wdsmern de
tlomenin def nivel Milu). Esce se d ofa por Ailw) y se
denome o ANCHURRA del nivel ¢ . Fhm ana estructum
de nived N dada con iz o se define. cono ANCHD
de la milsma al nimero

alWN)z pax /Qi: L'—'z,...,e((r)}

ALGOAITHMO PARA REDUCIA L ANCHY DE BANDA
DE UNA GHAFICA. ,

1: Encontrar el grado magor entre 4odos los verticer de
fa 7&/&'@., e 3:‘411’0 menar el ?rac{o promedis =
[ ?ra.a’o magor + ?rada menarl/ 2,

2: Gmparar ol grua'a menor y el grado pomedio g omar
el masor de ollos.

3:-Generar 04 estruchim de nivel amentade. en cada_
ano de U werlices que {Maa— ?rado nenor o fguaé
Gue el valor encontrado en el Jpase 2.

4: Para cada eotruchura de nivel ?enarm{w tn 3 menus-
merar Uoy verdices del siquconle niodo:
3 Asignar el wimew 1 a la rade de la ohuchim..
) En ol wov ! sigudents, ehiguetar consecutivasvenle, a I

verices, u?uemio el ordtse crecientt dt sus gmda;_
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Qf terminar, pasar al proxino ncvell 5{ r%pe!frel Pase
4D stempre gue skl }mst’b/a,
b Seleceionar el menor de Ue valores encontraden e ol

paso 5.

L) EJEMPLO DEL FUNCIONAMIENTO DEL BLGORTTMO.
Sea A wna malrs simetrica de orden S8lFf 21 )

X xr X

z 2
P20 20T A A
x - X - - 2
A= z X Z
x 2

2z - o2 X - A X

2 2z + - X ~ X

\z z -2 - Z ** Figura 24
gsea, G" ?m,’eoca_ asocnda 9[6‘/22}

Uy Ux

% %

Uy

G* : ﬂ'fufa 2z

U
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£l grada mayor ¢2 5 ¢l wrenor 1 y el ’rymnﬂa,lb 3 las
virdicis de 7rado manor 0 joual que 3 soi (5, Uy o 0.
La» scguienteo fequras iestran b estruckarao dend-
el m»)}:cl,'uap y c”(‘ll.: (eLILUNErALITIIE wrrea/aaudzznl‘eoa’q

dﬂﬂ /:UJ’ gtl/J U,

Uy Nn (U’;)'{UB}

Mur,)={zf;,¢4}

sl i, Ny U5 [V, U3, U, 5 |

e ' Ny(13): f s}

'Ft’fu'/a Z23



Figura 25

ARSI,
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Mo { m)}{ u&}

Ny () [0, 5 ¢

poefol

Wy L) +{ v}

Nolus)= { vz}

M(U's)‘{lf?%

ML(U;)= {l;li [I:‘ll

Ny (Us )= {5, U2, U}

Ny (Us)= {U'i;

579

I ache dr hasnda gue s obsioamrn con eofaa

Cdwneragenta smr o SL?Lu‘.wfeo .

BplGY= max [17000- 408 (5 GF e AIG)
st baraiz o0 Uz, (G5
s barale e Uy, #yia)-H
st araiz &0 Uk, (G35

Esto ne> conduce a e!egdf la nwmeracionn gue
surge af selccconar & Us como cade [a %cgura. 26 mussta
o matrin avociada @ ma amipica, caago ancho dt bandy
» 3, n tonfraste wm o dela arizt‘nld, que b2 7.

X oz 2
X Ao T
Z L 2rx
Xz - L -
R S AR S i &
A A A
Xz
T}Z{uﬁiZé

El tictor interesado e eate &mai""“/bu
eonsubtar i .27
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TL YUEGODE L0S (OLORES:s

Hay diversas maneras de dugaf para ganar Tirere
Entre lao mas comocidan toldsw lao partidas de. poker y
lao de c{arnl}’lafzj,z(/ue no tan folvu@af perv gue fasss
bien puede ser redituable si s e_hge la eswtmf:_’ﬁuz age
caada el de les colores, gue deseribionn a continu
o :

En una wnoa se wlocan cen tofernoc de oncz
wlores distkintes a lp que denotasenos Fi, F, ., by, Deno-
tomos a la precusncia. del color F; por pi. En ?mefaﬁ,&s
{'etuenam gue s utilizan en el(/'aego smr 30, 19, 11, 109
65,4 3 2 1.la f;arlzda. Liene gugaj entre dos fu.?aa’a& -
y 22 [Jnmarv de e8dos extrac of awr wia tafera Sin /JL‘/"U"»
4 que oL SE?undo wa. s color. Estr. intentard descubric
bo a través de ;ormugar wna serie. de /:fcc;un&z/a a las
que. el primer JLLgQ[L’l’I' deberd rac/vm(-[cr 50" 0 ¥no” y
o 54 /aucsz’v no eot, Femu.éra(o engauaf Una /:r/mem pre-
7«4;44{1 Foa/na. sef, por zycmfaén- el e fera oo dz cwlor
7’”1 FéF?la m;/umbh serda vs¢7 s¢ ba e frra. Juera
de waj_auufa, de o trea erdores gvno “on cans combrario.
Ee F4e dd direrp eo corwo su}us

1) por cada. Fra?unﬁL ,ﬂo/nw!ac[a, ol seq:,mdo Zuogadnf
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deberd pagy #1400 al primero.
Z) al desetbrir of Cf:’."r' e 011 [ f‘.'u.-., el u'f}lmclo
/ugadﬂr recclin 3300 del Prin 12,
o Etiste una eobrateqia que ,ocmu;r‘a.
Juqo_dof c}a.naf St S8 rf/b/rL el /uufo LU i su.,lazm
to de wveces?
Lo prequnta. anterior se whaa tlechynente.
ton. U ipmb/mmém, mao A wrall, e to I nakunale-

Se:funcla

ea de Uo> cuestiomars. sobrr. (’.1 cual hablarenirs an poco
a concvumaan;

Consideremes Lo &g«ubn'lw onfunlys:

y:[‘,,, u/:,,_,,y,l} un ca:(r/unﬁi de n twsrfr.

(B elc{' de U colores ns11 y el wenhs Y; co —
Mospode @ la. exkacion de uma o loa. de erlor £, Lo
caal Liene wa Fmbab[&'dal Pl (7;) de eeurrir) De erbe.
modo:

04/01(7;)(1 .Z/J/z/z}d nyz

Establzcanios adena’s un cnr:/hnr% fencts de pre-
3unf./m poscbles al que Unmarenos X
x:{ii’,-w,.../lm.} ynx:}d

Nz i infenditru alwora ¢ rg/srzsuufar wn /Joﬂ'ék
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ccusbioniario § lao posibilidades de //lgaf a conocer el
color de la tofera exbralda por medio de una 5,11'/‘;&1‘
Tado que no inferton. establecarwr modelo adwuwado
gue /oerryu'ia, a/zb&ngm'r el orden crmwﬂa’?c‘w en el que
tengan bugar las preguntao o b acierle, conshuire -
o> uma dagrafica, ga gue, camo sabenun, sus arsfao
dienen direceiove. amemos FIVA) a ata grafica er
dmde el coryunéu de werbicos V &ene kit ednmentry
coma 12CU Y| de tal manera ue }m@;ws »;-;cgymr e
vrdice a cada elements de X UY. Als vérkices gue oo-
r/mpmduo a dements de Y se les denomina VERTEDE
_’HDS de ()A_ Hrtif%u 9&1, [)r/'rrlefa_ /arévqnl‘a_,- [’f_ hacenes
tnrfcs/umzfu el virbice 1o g lo tamrarewmn Lo FUENTE,
Tambien, quenmes rdlejar el hecho de gue a una pre-
g'tmﬁl, ,Duw'[, sucederlp. ofra, o tﬁ'uL, od descubripuinty o
color de la afira; pem a it acterto no pede sa;'furle,
oho inmedintanuente. Es decir, el anylmlo de flechaode
£ debe ser un sut':wﬂojuné) de (7« X YU (X xY) de rro-
do que solumente tustan Ylichao del eshilo (1%} y
(Y, é/e) : )
Denotermos ahora por ['(1) al contjunto de suce-
sores inmediatos de wt verkiee ¥ g por rz)al can/'um‘v
de sus Ipnzdacz.so/é/: inmedindos, fn la gra//cm, gue estamor
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wnsteyendo debest cwnplirse. las siyusints aheiont:
a)*{x,) =, wm b ocurl s stéu”/c‘, Jue. lm‘/ wuna
Ft‘x’»;cra. fﬁ:tﬁw:fa,.

NP> 2 para- toda eX, o gue [amni&'/?ga,
haya al menes dn f&}lué’all’la s
tnfas pra cada f‘fcf}unﬁi.., una de
bao cuales puede. oriqinar b édenky-
ft’ma'ﬁu ale un eut'»vhla, d? srracla e
[ix)a+ g}&/ o la )!ar,nu(’flu'n;z/ ot u-
na. rudva. /3I£1 o de. ,{O(Vnm.‘ G?uf‘-

ruynNXx+4.

¢) F’y}=¢ pam bda qe Y. Esta caracter'stica.

L;utd_a, deferminada. e realidad, al afj
finir A e indira que una- ey que s
ha L'c{méi)ﬂa'cazfa wA eventn (el eolor
de la tofera. en rutﬁs/m(/'u.f.go) "o S R
bz ;u,'n?u;m, pr@mmfa, ids.

d) fara toda dgie K} euste wia éra;‘}&‘fonbv (%o Yiy,

Tis, ..., Xix, 2#) o Ly e ya g (L, Xini) & AIF)
ara. 1201, .., k-1 (1.]; ju} € A. £s dear,
que el cmo;'nm/u de P*(’?unb:zo dzb/btm/jélm de -
! rde ol nabumbiza que ami/’gut'c/‘a. de.
/N b pcedz ser zZ[mA%‘(Lado pr meded dyun,
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numers finito de /Jll?unﬁz.o.

£5{&'{z'fv de 3&»‘&(& e kil pam eshudiar dO/'ue—
9o que s> diseerto, e ewal e sito wn g’cm/ﬂf}a enbe
ohvs muche, guu obeclecon a sihuactones g 057'5/7"/53
sc'»u'ﬂar(p, Sin s /uegn nacesariasmente. . G.zaﬂgwéramé
fca gue Cum/J&l con Qo condiciones gue faness senos
lado ¢» mioeida em el nombre de CUESTIONARIO-
jr.y figura. 27 mutoba un e/nzm/nla de ok z‘f/maifgra;&m

b s

T[q’ufd 27

En oofa ?mf/c'm 0 s hart indeeado las /;mba.-
bilidades de o ocurrencia- del evento Ye, pero /med&
(llblfal’lrsb Que /:ara ahorrar /:m:garﬂftw { 5 dentr €9 o

i de
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d'uef’f) de Irs colores), no dibe hacerse b Ibft’gunfa Xo, ;
putshs gue todss U cdesrbrs accesibls per 7o, lo st
twnbieir por . Peede v drrrceo iniciarse. tn ¥ q
ahorrar as’ la fvz?unz‘a Ao, En ?zrumd, fao prequ niﬂ
e 1o Loun un wemgo ey SUeLsor mea&ht{: a (nrd -
diato, asi wmo lao gue o pueder ralraarse a’u/nwé
dr uma sscuenca infincta de Pre?anﬁu gue. s inielert
tn Yo, sem irreleanteo g por lo tant, &5 poschle. hacer
reduceionoo a eole dipo de. grifican sin ninguna lenus-
tanke. [ Jequro— 28 nugsha uma adyerno de ba g,n'*
j‘%ufd 27

Xo Xq, “/O Y
Yu
Xy
7_,/0 Ys
. % /,0 d¢

X e

ﬁ'?/ufa 28,

£ fZ a’zaurmfa /Jaso amsls/& 24 de,lt'm'f lo ?ua -

be sor wat POTSTIONARIO DPTIMO. X igual gue e of
/“Eﬁ" di U eilores, d o{y/'ealrm 1o mdninbczar €] ndonern
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Pvmea/cb de /m?aﬂbo necesarias jfara iciznéz}h‘mr ure
tunto (el ertor de la ('ﬁlﬂcra_ txhuida, v mlé’ﬁ/m m«ﬂ
Dwde butgo, no compions. [c/dnﬁ'/t'caf urt buet el nar
de eentss hactendo rury pocas pregan fa S por abo
lade to neceoario realvear muchas fufa defermuiws”
by eventn oz nuaf 6::7;}1, /ozv.?czéf,ﬂmfmjf Figlz9)

T:’,{ur.s 29

En eofe pumts debenos defonernos R definie
alausns am@p/n nectsaries para reseloer el /am!:/ﬂm
d& encm{/af und é’.i;#mll?dl_ 0/'br4fnﬂ- enr od t'nﬁ'rm;a;érrb.
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DEFINICION 10.5 S die. que w cueshrmanio  HOMOGE-
NED d: ORDEN @ s¢ para o vertice

1e X s Cwn’p/a Juer 1P = a

B0 VEremo inds adefanfz'/, 403 cuéslrhmn}n la-

madcs TASI- HOMOGENEDS tambicn. som de grar ismpor-
fanan..

DEEINICION 10.6- 1he cueshionario es CHS! HOMDGENED de
ORDEN la,b) si pam foda 2 € X-{=f
3 m_m]b/c gue I17(x}]-a g I (x)l-ba.

Tambionw debesnos definir ta clase de cueshona-
N gue guertmos consideras para poder hablar de cues ~
timasios a'/aémws. Do cueshionarios F g F' toawai horno-
?e'nzn de orden (a,b) son EQUIVALENTES s/ exiske
uma g‘ma'zn'p Em/ecr‘z‘m. de! c.oy‘xl;'um/v Y do verbderes
de F al confusite Y de vorloderss de ¥/ gue presecue.
la distibucorn de /)mbalyi&'clad&a, e cour

F(:/): /0(‘/’((7” para. tdo ye Y

Ahora estableceremo el amcqn‘u de LONGITUD
PROMEDIO de. o cu.é:;/fman’a, el ecual ro ,'1/(1:1ka. nirt-
guna difea.. ad si la gmﬁ}cm. considerada & un a'c-
bl enaiaado 61 Yo, En fal case, dado gue no exisken,
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ciclry en el cuesionarso, para cada eventr ye Y eusk

exachumente urn ém.yac#un’au du‘:gm.’a de Lo y- 174

ninerp de anstas de dicha fm:!edur/'a, e conaa,‘c{_c-’

como LONGITUD ¢/ ;{) de/ eventp y. Por LONGITUD PRO-

HEDIO de/ wesb'mariu FIV R) se ebiende el valor
I(FJ-yéJ ply) Liy)

Tntuclivamente y v lo anferior, /Jodn’a/ﬂdf
senfirne inclinade> o defour un cusstronario asc
AOWw?tnag 0'/::4ma tond aque[ que teizrn uma lore-
2"/@[ /:romec{[o minima- r&:/:ecé a todes U cusstrom

rir eg:u’vn[gnz‘zo ael. Sen ¢mbar?o, wna clae de cues

fomarioo eguimlen/(s tasmbiore conbtone cueskonarie
con celos o ecreuctn! Fif. 30)

Frfura 30
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. Enles cueshomarios F g F'de ln -{tk‘}um_ 30 Ipuea’e
observarse gue cualguier émf/ec/on'a. que wa a Lo’ ot
gt n F’ (é/'e 1y, :/j’: 1/7[‘,/}' y < ) tiene. Q{mgé/ud l?ua/
o magoer gue fa éraz/cc/oria. que urt a To e 4 en F.
For lo anttrior, sc prefiere ol cuestionarto F al Flse

- pretamde entbnces qenerns cuesbionaries Fosi eccle o
i ¢

Pa/zlc'r de um euestronario F/ que s In> cmvkn{?m—, de for-
ma fal gqus la thgl.'éud de o ay sia menor o i-
que la de twalgurer £mz/ecﬁarfa de ' a y'e::
F' para foda ye Y. De. esfe modo, se reshingen las cla:
Seo de agw’mlena’a, de manera gue eshro solo eonten—
Z::, CUESTIONARIDS ARBORESCENTES, ¢ deert; ague -
gulL Sor arboles enraizadm, ] enke dln se bus-
@ uno de ng[/ud. minima. En aeneral, gt no eo
dnico. £5 natural )Dn:?unfarse, s efechmumente. pue-
de guucarse siewpre un cwsotionario arborescente a.
furé’f dt uno Jue no lo sea . fa reofmz{'& & afirma-
tm o exishk un alﬂm‘{mo pana tal pin.

ALGORITMO PAAA GENEARR UN CUESTIONABID SN CICLOS.
YSea X' un tiranto en F'. Conw 177(Xe)=0, ¥ 4 ' Sea W'
una {ra«fécrlrr/'a de /a2 Z'e VIK'") tal gue la Brngt}"
fud de esfa e minima, fa flecha de K’ cuys exfremo
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fenal o %" puede eliminarse sin causar ninguna
alleracons, en la dishinca entre cual quier-ver bice
vy L’ en F' Esk paw hact gue K’ deogparezca..
( Consideraremos mto um cireeeto a Hodo celo de-

rigdiv en F') (Fif. 31)

'rf,/um 31

2) Eliminanse todos U cirewdtss de F'de a:,ugrda al
ﬁrot_:edénu'emﬁ del paso 1. Considerentos a ('un cich

on o 9fa:/6w~ que resulle de &n’o, aln gue /30/ sém-

<91

licidad seaquirentos Uamsando F! (onio C'no 5 un
cireadto, [1 (g} %2 par v verhoo 17 en @ de
drvdle puede apirmarse gue pxishn almenn dos
echorian diskintas (to deccr, gue conlienen al me
ne um Vell'![a’, c&?’zrmk’,) de Y a 0»1(,’[058 &L LIP,
fma -ﬂec!m, de b mas Qnr?g. de ellas [s¢ son de
L'?uﬂl ﬂmg[/ud /:ut'_c{.ﬁ borrarse (o dlbima Jlecha
de a.mlqu[era de las doo) Deopuéo e oofa opert
o, St'?ue excstiendo al menss una % o'~ bra -
?ec:&m’a dirigrda para toclo v’ € V(F?), ¥ t lor-
?duc{ de calgucera que s mibiima ne habrd
aumentads. s¢ se tlinunan tode U ucln de
tote modo, la grc(#c'ca- resublante seral wo arbl
Con ;agnfe 20 ia,'/mm no ngegsarianunle serd -
quivalente o F/, ga que podn‘a suceder que pa-
ra a/?unaa /’fzgun&u [r@alcalrey 3z)

3 5 1 € X un verlice oe la 3ra',£¢'ca. generadk,

(a la gue tontinuareme Uamando F’) gue vo 121
a0 sucesoreo. Gomo no puede accederse a wiguit €
vento 8," e Y via X, Podﬂmos omitre gok verkee i
tambren a L. flecha que llga a el, 0a cual & cini-
@ Y. qud F'no combion u':Jn. Se rc/:/;‘z ea/e/naso
’EL'PJM/Jre/ que sea /nos[b/p.{ﬁ}{.j‘#)
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lezar el 9. De ser asc, se rgresa a €L (R 3Y); de
o contrares, el a[gan‘fnw contiruin

Fi(um 32

) Gnsideremn a 2' e X' un vErtice con mene do a
sucesores (/f'{x}/(a)g a el uma /»g?(m%o__ que
tenaga. aladn events 4 e Y' como sucesor. s die )
P11') wndonces debe ediminarse la Plecha 1y ya
Aadct la plecha. ' 4/ (Fif 33). De eohe modo se
4"0_1:&'3(1 a bdas lao /:regamfao a tenur @ sucesorzs
& exctpadin tal ez, dz.al?ana/: cuga. distanua a
' sea mauma., Depudo de eke process, no se acce-
de a m.n?&w verdece. o travds de. ifagecﬁ)r/'cw
de Qm?dua/. mayor o la gue se tora anle~
riotmantt., En algunss casm, cormo en ol de nuga-

tro ejzmleO, ea/aosdé/p, a/b&'car el /Daao 3al %cna_' . Fx'fufa 34
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5} las /J/{ﬁu.nta,o con mns> ot Q. sucesores s conpletan C & puede. aplicirse ol paso 5, el la ?m'/c'm
(/fl'fﬂ/fan éstas exustar, todas ellns exfarare o la_ tu'qcrla{a. por ol algn S e un Cueshio o meoge-
o di orden a . fn i caso, se ¢ “la de wno ease b

misma distanan de X5). o se &?u& ajnglrwv::'o el
paso 3 scempre gue s /)as[b/a quedard, a o mdo, nwga'u-;u de ordo (a,b) (Fig. 36)
wna p fa X tal que 1P (25 <ca Fn tal case, ’
0 (1) & miwma. LFif. 35)
(omo el cueskiomario o T'z)u_'r!n, om al.?[u’n, o
mento no fuca'm_ a/bl_]t'carse né a[lpasa 3, wel¥oed 5.

Fe tf ura 36

CUEST IONARIDS OTTIMOS
Habiendo mconérfwlo wrt aza/v‘anan‘o sin aelos,
nas resta ahora Jmn’af wnn Gué s n'/vlz'nw, to dzu’f/

iy
uno uu/a QMQCALC‘[, La L v -
{

Frgura 35

6) 5 1, biene txactamente wrt sucesor g'e Y, enton- A oord , »
. . ecorac, . iogue e wn cueshonacio cada eren—
tn, s A eoed prezlzumf inmediato de U1, st ele- % -
. (ot , b btne ~ ada uma prnuaoé-’jl,?:{;wj., B umo arborestn
nunavt QQ/) f[/.'dm/: A da p '/ Aol LoD Q[l}")(?— ; L /'
& fodmw.s tambien asignar s e scvuments, U /rruba:

?;mia Yo & adade la Hlecha Y (Fef 36)
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" bebidad a cada pregunta. S 2 uma /Jrc?un{'a. &L gue
tocddos sus sucesores inmediakos z‘engan ya. uma proba bity
dad asgmada. se ast‘?na. a x la suma de las poba-
blidades de sus suasoreo inmediats> como probabe-
bidad.

DEF/?Y/C/O?ViO 7 Tado um cuestionrio arborescente F una
SUBRRBORESCENCIA H de F to uma
Subﬂm',,hca. de F gue combent a u-
no de sas m?!:’cm#:«f:: con fodes sus

Sucesoo ropach a F g a un verha

mdo (al gue Uamaremo raiy de Lo

subar borescenein.), tal todnr U

wrhcts de ] a evcepeion, de el nism
Sem sus suctsores mediatn o oumediates.
(H‘f 37)
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Las /:mbabt‘&'cha’aa tambs de fas /pmﬁunﬁuy coms
de s> tvenbos son Pas mismaoe én Hqu& e FL, per e
3ancraﬁ, una subarborescencia no s siempre um cues-
diomario.
San 7y 2’ be raiue de dos subarborescencias
ajenao H y H' respechvamente. on /Jrv[ra.bt'&ddd’&) Pz
/:(Z'}. 5. & cambia /‘/ﬂar 4’ incluf/t!ndo &lof'mba‘
Vdades de lo> vertices Jredecesores de % o 7' se g¢-
N un cugshovarie arborescente eguaraﬂmzﬂe, a F

(Fig. 36)

?’L‘fura'55
A conknuacions se properdma. un a[aan‘énw
cuya a/:&‘cac/r’m /oerm[ll; conshuir um cueshonarto
arborescente o parkr dp oko de manera ue s

Emgmlucl /:mmea/lb «“a. dzwzl 0 menof que la de/o.—ig&uﬂ
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PASO1: FERMUTACION DE EVENTOS
Stan %y % aventrs tales gue 0(z)¢ U(z)
/D(Z)(/J(Z')/‘ entmices, Do eventes 1 g 2" debert.
inferanbiarse. FU cugstionario asi obfmido
Lot ﬂmgl—'/uc{ promecio menor a b dof arig(/lflk’.
PAS0 2 PEAMUTACION DE SUBARBORESCENCIAS.
Sean Hy H' dos subarborescencian afenao com
raceen %z (Al rea/:ea!i;/amen{z’,, e domde una
de ostas tiene al menos wr evenks. Sc 0lr)c0lz)
3 /3[1:}(/3(5?, evrtomcen, cl t'nlercamhb de fao

arborescencian produce un cueshonans deme-

hor pM?LA_l([ ‘
Podrla. pensarse gue af&'cana'o repetidamente. £os
paso 442 s sbhene. scompre um cugshierario gphmo.
iy SL?«L'MA?, ;L?qm_ muweesha. que esb no tosiesnpre ael:

o\

’E',(ufa 39
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Existe um lercer paso, v para o,nl’:fcn/& &> rece-
gario definer uva esicede de ¥ codiicaciar” de lao
prcﬂunixw y ls> ('dc‘nrﬁn de wre euesbiorario casi horio-
?c)uw, £ cada verkice 7 de la nfica le asénant.
do-; nesmeres naturdes y s del &

4 5 e la disfomca de Yo a %

D r const de 5 cifrao em el sishma de nuny

racissu 1 base a que se ;!«('/'a/n Lovr10 s';?""“'

e te modo-

Gonsi deremn érazfec:‘oria. Wgue va de 2,072,
s Fliﬂ)’{ngin), ico,,.., a1}

5¢ el sucesor inmediato de % en Wes gifxs)
% f“;a L tomo la primera. Ciffa. de ¥. }:'//)m-
cedimients conbnda, de manera ama%(?a.jﬁ/ %)

7':14,000]
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£l lorcer paco del que bemes hablado alfera lis
Préba.éi&'dadg_,; de v verkices Que no sem even-
im, sin nwdé}éﬁaf én??d/u;( jpramz_'d[o y eofo /»ef—
mile aplicar nuevamun L. bo> pusrs 202 em algcg-f
s> @505,
PASD3- Se. reolqaniian Ues vierlicen do manera gue.
/o M?Ic%}u(’&fm doy verkices 2[5, 57
27 (54,2 ton 1L scumpre. St cumlbfa.
gue /J[z,); plz.]. s e "bos[bft’_, a conkrnua-
o S a/p&m elpaoto el 2.

-Hp&mncio eL/Daso 3ala ?m’/zm_ ddelsf-

%9 sc obbiers o cupstonanc b de o wusma.
,};g«m, al aal [puedz, a,b&:ca'fsa& el paxo 2.

n wncﬂuﬂ‘d}u wde. buscarse un cwes it miarto
arborescente. de ba cdase de egw’m[cndp, ded Or/'gdn/
3 dﬂo/bu.ofa a/vﬂlmf Us> o, paos baotn Que e[a/gorf/-
o berming s o kiee, combinar I b evendos den-
nor /ornbab{&'c{ad o una /a»egumta., translarmar
i “ﬂm/bamlmemgﬂ Yo ur nuads. Cugnto y dﬂo/bwzf:
ombinar U wentrs rastanteo de menor lamba&'&'daa{
n una n.u.wa./a uml& Y #ans}ormar{& “}Emllnmﬂ—
monle. 0w nuado twento, ededlera. Fara d/luzjo de.

301

In coboreo se obhene una esfm&'géz e (n&zrrozma}nﬁ

a’}:éz'ma, de acuerdo a 0- ya'gura, 41

Frgura 41

Eila Feguara 4o, U twentss se indican poc
medio de eireuln mdo Zy‘nnd{n gue lo I@?ma torres-
/nmdm.a los /.‘rdaumfan Y on el se ha insariho
su Probabf vdad .

Supmgame> gue ba dishibuciorn de b co-
oo 0 la st?mn;&

30 blancas 20 azul warino Samarillas
19  roicc g verdes Y nwradns
11 negras 1) ana/anjada: 3 (‘_A,Ca's
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1 rosa

2 awl claco

EE t'm}em)ga/ﬂrfo rz‘/amsenfac{o enla ?ﬂu'(fula b
wecaria del St?uz?znzle. modo:

PREGUNTA 1 & [a eofera &> m(/d,m.gra o azul masi-
no)

RESP{)E.STH 1 RESPUESTA 1
, i
f nNO
. / r
PREGUNTA 2: ¢ Es negroa.  PREGUNTA 2:¢Es do a[gurb
l o azul maring cHlor distin-
A2 AZ & al blanc)
sf NO R2: No 5 ACIERTD: * la tofe-
£3 ACIERTO: m & blanca ™
¢ £5 nzgra? “la wpecae) A2 s/
RA3{ S1=AOET rzyti v P3: o Es verde, amarrlla.
ATolAe o moradal
. Hera & ,
negro, n3: su
PY:c Es avmarlly o mora-
dal
R3: Mo ’
Pd: o' Es aaje, atud clar

o roal
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TNDICF

ancho db bandn. | 275
-de una ?ny&m,, 275
- de una matnz, 273
- rzl’aﬁ'w, 213

ancho de una eotructum de nivel 275

anchura de un nivel 275

a/barz:wmzn&, 182
- /Darﬂcﬁ!, 8¢

arbol, 67
- enraczadp, 236
- qeneradlor, 77
arista., 8
- adyaann‘&, 9
-de corte, 51
- muilbiple, 8

1%3@., J6

émgue, 67

caming, 17
~eLrradp, 19
cara, 151
- exteriol, 152
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centro, 8Y
cormdion
- dt uma 9@;@, 210
-de una m?ww 151
ciclo, 20
'Miié! foruaro, 205
cireuito, 259
clam., 129
clase cromdfica, 116
Coﬂo raciorw, 113
-de aristrs, 181
~buena., 11Y
- K- coloraciore, 1Y
P 7'0/)c'a/, 114
- wlraciones que cormeiden,
CﬂnyJ[inrUZnZD de una é;m'/t‘m-, 37
components, 31
- ongyn, 36
- 5—con¢ron.en72, 127
coneiddacl, 31
- lineal, 99
- punfud[, 90
_cubo
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o ko, 199

cugsionarto, 284
- tuigobionarioy gyuivalentes, 2

- Cital Im /)1031’3&0, 287

- ﬂpmogelfmo Az orden a, 287.

curvae de Jorclan,
dé,!crenalt scnéitrica, 189
dd(c]m.'fc}ca_, 257

- avm/né’cl‘a, 363

- simedrica,
distancia., oo
totrackera e m'u££ 27y
catreme, &

fron tera, 253

{acéaf,

-~k factor; 196

f lecha, 257

fmm‘em, 153

Juente, 282

grada, 1L

- de una cara, 154

- maNCH w. Zb

- mininto, 26
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gra%'{a\_, ¥

- aplanable, 192

- aubdual, 159

- balariceada, 259

- h}rar&'éa,, 2Y

- iz‘/;a/kz,‘a complata, 22

- cor@lu‘a, 22

~ dual, 159

- tubsriamo., 199

- hamibloniana, 205

- hipphamilloniana, 223
- k- coloreable, 215

- H-contza, 9

- - conexa linsalmente, 9
- H- critica Mo/ucéo al vubmero cromadties, 125
- Jijh_j&gqﬁrieafé(ej 196

- imducida, 35

- bomorfa, 17

- n- comdidica, 116

- ney /oofz‘/'éa,, 104

- plana, 141

- regulbar, 28

- seializada, 258

313

S simple, 9

- trivial, &

&ljn' pe)

linea, 7

é’mg"&:d,

~de v cvmeino, 21

- de un cuestionario, 288

~ de wun events, 288

- /bramea’[a de un Cuesé/ananb, 288
nivel, 295

/wdo, 7

nwmeradiorw dphma, 273
nimero cclomdtico, 232
rubmero cromdlico, 116
paate, 18

- cerrado, 19

- euleriano, 198

- eubsriano czrmafo, 198
/araihndcdad

- de uma estv-tura de nived comentada., 279
proje Coiu esléren grai;‘law,,, 150
racLz, 275

rama, ¥



- comporentes, 126
5e/barador, a1
subddvision

- de una arssta, 165

~ de amna ?/’Q%.‘:ﬂ// 165
suégrair&,m,, 10

torneo, 263
{ragectona, 19

~ 1}-alfernada., 18+

- 1f- aumentante, 188
wniny de ;Uti;/&zs, 43¢
vajma.'m, 14

vecindad, 191

verkeders, 282

vertiee, ¥

- vertices acentes, 9
- verdeso %bareaa{lb, 183
~'de corte, 47

~ satuwacdlo, 183

- terminal, 7Y

sy
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