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Inlroducci~ñ 

El obj~tivo de ~sta t~sis es ilustrar la relaci~n cntr-~ areas 
de la matemati~a aparentemente ajenas. 

En -el capjtu1o I se estudja el gr:upo de Trans/orrnacLonss de 
Ho•bi1fS y se d9 la clasificat;ion de dich9s transformaciones en 
parabolica, eliptica, hiperbolica v loxodromicas. , 

~n el c9pitulo II se definen los tap(c9s de circulo~ 
parabolico, -e)iptico e hiperbolico, y para cada uno d~ ellos se da 
un modelo 9anonico. Una gen~raljzacion de los 1.~1pice:3 son los 
hac•• de cir;culos. La composicion de dos reflexion~s en cjrculos 
de~ cada haz !.ion, transformaciones de t.ioebiu~ parabol icas, 
elipticas e hiperbolicas, respectivamente, y forman subgr·upos,del 
grupo total. Se descr·iben les invar·iantes ~e e~tas 
transform~ci ones: 1 a distan.e: La en ti' e dos puntos y el an61Jto de 
inclinacion entre dos rectas. Habiendo d"?finido los invari.Jntcs 
para cada subgl'upo d12 transfo1·macion-:-s 1 se obtienen la~ ccuociono?..i 
generales para las transícr·macion~s r·espectivas y se sugiar~ la 
posibilidad de obtener la geomo:?t1·ia p1·opia de cé1da zubgrupo de 
tr9nsfol'maciones.,Ezta~. son, resp'.:·ctiv~m"lnte, la paraboli~a. 
elipti~a e hiperbolica. Se presenta un esbozo de la geomet1·ia 
hiperbol ica. , , 

En el capitulo,111 se ~xpone una demostraci9n 
T.eor•ma d. Pro6rasion Aril11¡¿·tica; u.ia demo~tracion 
1~ Teoria de Funciones de Variable Compleja con 
Numeres. , , 

analÍticu del 
que vi ncvl a a 

la Teoria de 

El capitulo IV se expone una panoramica, sin demostraciones, 
de la teoría de SuPf!irficies de Riemann. Se 1n1c1a con la 
definicion v se dan dos ejemplos. Se define el grupo fundamental, 
la Sup<2rficie Cubriente y las T1·ansformaciones de Cubier·ta de una 
Superficie de Riemann. De entr·e todas las cubr·ientes de una 
Superficie de Riemann, existe una que es cubriente de toda~: es la 
llamada Cubriente Univ'3rsal, que es simplemeote conexa. Estos 
conceptos junto con el Teorema de Uniformizacion, que nos dice 
que son esencialmente ,tres las SR simplemente conexas, hacen 
posible la clasificacion de todas las superficies de Riem~nn. 

o 



Capit.Úlo I 

1. Transfornuciones de Moebius 

Defi nici Ón 
. Sea ~· la esfera de Riemann. La funcion de ~·en ~· 

Tz=(az+b)/(cz+d), 
con a, b, e y d n~m~ros complejos es una Transformaci~n de 
/fo,.biw; si v solo si ad-bc'"O. • 

Denotamos w=Tz. Tz es una transformacion analitica excepto en 
z=-d/c (donde el denominador se anula) y para z=a>, 

a + 9 
En z=ai, T(ro) = 1 im ................ ~... ~ 

a .. a>c+2 e 

v en T(- ~ ) = ai, c 

z 

Basta con mostrar que la derivada de w es distinta de _cero 
para concluir su conformalidad en ese punto. 

la 

Cuando c=O 

derivada 2.i.tl 
d(z) 

w = Tz = ~ z + ~ 
para todo z finito; 

utilizamos las variables z'=? y w' •;;. Hecho ~sto 

w'= 1 4z 1 + a b a • • • 
d z + d 

la derivada ~.i, 
d( z') a que evaluada en 

cuari'doz=a:i 

z 1 ::iO no es 
cero. Por tanto w1 es cor1farme en z 1=0, v ~n consecuencia w lo es 
en z=co. 

Cuando c~o. ~ = ~ nula d que es no en z=- en z :co. d(z) (cz+d) 2 e 

Por tanto w es conforme en el complemento de <estos dos puntos. 
Para mostrar su conformalidad en d utilizamos 1 ¡¡s vadab1es z=- ' 

. z 1 
i:' z t ~ 

w la podemos reescribir 
ad w : -

como 
- be 

z 
e 

z 

V 

. . w' = - ad '.: be z • 
por tanto la derivada 

e 

z + ~ 
+ 2. 

c 

+81 12 + ••• 

21!!.'.l. 21!!.'.l. d(z') )•·=o= ( d(z') )•=-<d/c>,. O • 



P~1·a Ll ca!o·z = m ~las_ v~ri~bles adecuad~~ son,, 

w ~i:: puede <::-!.~Cl'il1'i1· de la. sig1Jiente m~n~ra: 
w 1 =:. ~ ~ ad - -be z 1 ,. 

e z 
e 

.·. - ( !!.1.& -) --. .. d(z) .. -z=co o;·-
Por tanto w es 

Todo lo anteri_or- lo pod~mos• r_esumir en ,el -siguiente 

Teorema 
La transformaci~n de Moebius 

az+b 
Tz= '(;·;:·¡·a con ad-bc"O 

de ci::• en e• es un autornor/ismo conforma ·(funci~-n b_ivectiva 

conforme). 

Observaciones 

1. &i ,S y T son transfor-rnacianes de ~toebius, su compOsici~n ST 
tambien lo i::s. , 
~. Toda tr·~nsformacfon de Moebius tien~ una inversa,_a saber 

z=T-lw = ~~.~.:.Y. .... 
-cw+a 

T-
1
w es de Ho-=bius, puestp que da-bc,.c'Q, 

3. Tz:z, la t1·an!;fo1·macion id-=ntidad es de Moebius. 

En vir·tud de e5tas observaciones podemos 
conjunto de tr·ansformaciones de Moebius del 
e>:tendido en si misnio form3n un grupo, el 
Trans/orma.cLon.es d• Ho9bius, 

concluir 
plano 
srupo 

qu-e el 
compl cjo 
de la» 

Es clar·o que si w = Tz = (az,.b)/(cz,.d) es una transformaci~n 
de Moebius v.A es una constante compleja arbitr·aria no nula, la 
tr·ansforn1acio11 (Aaz+~b)/(Acz•~d) es Tz. Reciprocamente, si 

az•b a 1 z+b 1 

r z = c··z·+d 1 l z = c .. rz·+crr 
son la misma tr·ansfor·maci~n de Moebius, deben tener los mismos 
ceros polos. 

Sea z
0 

un un CGro, entonces 

az
0

+b=a 1 z
0

ib 1 =0 

• z0 = -b/a • -b'/a'; sea"-

Sea z
1 

un polo, j?ntonces 

cz
1

+d = c 1 z
1

+d 1 = o, 
.., z

1
= -d/c =- -d 1 /c 1 ; 

A ,3z+b a 1 z+b' 
µ c·i··+·d c·¡ .. z·+"é:fi' • 

sea µ 

a/a' b/b'. 

.. "-/µ ' 1. "-=µ; •·• a =ka'' b =~b ! , e :>..e 1 
• 

2 

d="-d 1 



detr¡:A.
2
detT, 

Tomando X. = 1 ,,.,
2 

• para una tr:ansforma.~ion Ctl"b_itraria T, 
'(ad-be) 

Tz = X:a,.!i:b = (!i:T) z 
X:cz+!i:d 

sucede,que dct(kT)=t, la cual .es una representaci~n normalizada do.;;i 
T. Ob~ervese que k(Tz) dc-nota (A.az•kb)/(kcztkd), 

Al grupo de transfc1·n1aciones de Moebius normalizadas le• 

denotamos ñ<C • 

Sea T una transfor·maci~o de Moebius normal izada. T .. ~r; igual, 
solamente a una transformacion de la forma PT. Como det(T)=det(PT) 

=-P
2
det(T)=p

2
=1, debe sucoede.r q'ue p.::t:q es decir una tr·ansfor·maci¿n 

de Moebius normalizada esta unívocamente determinada Sdlvo por· un 
factor de 'ti. Es plausible entonces identificar· a la 
transforn1acion con las matr·ices ~T, donde 

T = ( ~ ~ ) con ad-be = 1, 

O~ hecho el pr·oducto d~ matr~c~~ de 2x2 con coeficientes 
complejos corresponde a la compos1c1on de las transformacion¿s 
corr·espondientes. Denotamos nd:al gr·upo de matrices H

2
w

2
(0:). En 

virtud de lo anterior tenemos el siguiente isomorfismo: 

i:'i<C ;:: n<C /(C, -D), 

Sf ren<C v sGO<C .. srs-1..o<C : da hecho srs-• es la matriz de 

cambio de coordenadas en el plano. Mediante un cambio de 
coordenadas conv~niente es posible considerar al punto oo como un 
punto ordinario. 

2. Clasificaci~n de las transformaciones de Moabius 

La clcsificaci~n de las t1·ansformaciones de Mocbiuz esta dada 
por el tipo de puntos fijos que presentan, es decir, por los 
punto~ en C tales que Tz=z. 

Sea zEC tal que 

az+b ... c·z·+-c:r·· = z • 
Eston puntos 

20. grado 
son las soluciones de la 

cz
2
+(d-a)z-b=O 

ecuacion compl~ja 

.\' .. :.\:1 .. ± ... ' .. x .. ~ .. -... 4 ••• ' ...... · 2,\ ..... " , donde X=a+d, la traza de T. , 

de 

{ ... = 
{,={, ff X 

parabÓ l ica. 

=±2. En ·este caso se dice que la transformacion es 

l. Sea c=O, 

.. Tz= az+b/d az/d+b/d • 



~n punto iijo es ( 1 ~oo. 

'I,t. s;',a"d, { 2=d~a-· es el otro punto fijo, 

I.2. a=d, Tz=z:!:b (pu¿s ad=1 .. a•d=:!:t), y el unico, punto fijo. 

dOble, -es (
1
1:(

1
=m 1 que cor-r•e:;ponde por 

transformaci;n parab;lica. 

I.3. Si a=d y b=O, lz=z, .. 
identidad, psrabolica tambien. 

II. Consideremos ahora {
1

,{
2 

puntos 

T, es decir, c"O y X"t2. 
Una t1·ansform~cio11 de Moebius 

puede escribirr.e en la forma
1 

~.~.~.~. : k ~.: .. : .. ~. 
w-wz z-- Zz ' 

Cuando f 1 y {
2 

oon puntos 

w-{ z-{' 
;:¡-:·{·~ = k ·2·~~; 

k"O, 1 

Para calcular el valor de k, 'sustitu,lmos::él valor do w en zooo, 
w(~)•a/c, en (1): 

• ·. k = 

!! .f l 
e !::{-;· 
c 

a-ce, 
;;.·:e;{·; 

Um k. 

finito • 

Es un hecho que {,"a/e, pues •e debe satisfacer la Ec, 

cz2 +(d·a)z·b=O· Si {,• a/e .. a
2
/c+ad/c-a

2
/c·b=O .. ad-bc•O, lo cual 

no puede suceder. 
A k se le llama.,¡ multiplicador de T, y la representaci;n 

w-z, k :. .. ~ .. ~ .. ~. 
w-z

2 
z-z

2 

es la forma normat d~ w = lz. 
Si se permuta ~l orden de los puntos en la Ec. anterior, la 

forma normal es 

w .. zz k _, -~ .. : .. :.~. 
w-z, z-z, 

y k
0

' es el multiplicador do; T, Para evitar esta ambig~edad, B 

define a la paraja (k,1(
1

) como.,¡ m1Jltiplicador de T. 
Cuando c=O p-ero X-:!:2, f,="', {

2
•b/(d-e), v la forma normal es 

w-{.:k(z-C.).(caso ya considerado sin haber dado la forma normal). 

Par& z•O ten-emos w(O)·{.•-k{ 2 



·· w(O)- { 2 
k • ··-=~;-····-

Puesto que c•O, w•Tz•(az+b)/d, • w(O)•b/d, ~ k•a/d. 
En todos estos casos (casos no parabolicos) 

k + k -· • :t.ª - 2 

Consideremos ahora (,=(
8 

finitos, es decir, c"O y x=t2. 
la transformaci;n 

·--!-- • --Lt c • ( = ~-w-, 
1 

z-{ 1 • 2c 
es la forma normal de una transformaci~n parab~lica con 
fijo finito, Definimos en este caso k•1, 

La forma normal de T cuando {
1
=(

8
=m es w=z+b 

¡9 
Escribamo~ k en su forma polar k=Pe , P>D, O<BS2n. 

La clasificacion de las transformaciones es la siguiente: 

P= 1 e .. o 
P"1 B=Q 
P• 1 B=O 
P" 1 e .. o 

T.or•-

Tes elÍpti~a 
Tes hiperbolica. 

• k= 11 T es parabol ica 
T es 1 oxodromi ca 

Se a T una transformaci;n de Moebius: 

1. Tes ellpti~a si y s;lo,si :t. es real y b:l<2. 
2. Tes hipert>olica si y ~olo si :t. es real y l:t.1>2 
3, T es parabo) ica si y so) o si X es real y l:t.I =2 
4. T es loxodromica si y solo si X no es real 

un punto 

/ ./ / T Elo'ptica. 

Oemostraci bn 
I. I• 

/ 
Fig, 1 

1, Sea Tuna transformaci;n ellptica, P•1 y B"o 
De ( 2) X • ( k+k-'+2¡"'ª 

T ¡.¡;,_,¡,ó lic<>-

/.'i'// T Loxadrtlmica.. 

(k+k-'+2¡'"1 
• (el8 +e-l8 +2¡'"ª • (2cosB+2¡"'ª • 2'"1 ccosB+1) 1"ª 

:. l:t.I • 12'"ª11ccos6+1)"'1 1 < 12'"ª112"'1 1 < 2. 
Por ser 8"0, lcosBl<1 , y por tanto X es real. 



?. ~-~.~ T un.:1 U":Ú1~:formc.tci¿o 
·· (P•P-1 12lua '&R 

v lxl •·l(P•P-1
•2)

1
"

1
1 

'·' ,·-. '.'." 

3. ~:.:tt- r·:p-~1:'::,jj-~fich, kr'1 

:.~:,:~ '"2 
•• ;'-:··I xi =2 Y -l:SR. 

lI ... 1 

LOS·p~ntos fijos de T son: 

P"' 1 y th /, 

-· P•P •2 .> ~ 

.~.::.~!.~.t~~ .. ::.~J.'"ª 
{ 1.z= 2c , X=a+d, 

t. 

2. 

X real y lxl "z + X
1

=4 • {
1
={

2 
•• •• T ;;s parab~l ica. 

Para 4::1 caso no parab~lico u~ar·emos las· ~elaciones 

k 
a-e{ 

1 .. ·5·:;:{·;· 

X real lxl>2. 
• 

la-c{
1

1=1 .,.e ( a-d + ( -4 X 
2c 

a-d - ( • _,, 
X 

) - , .... z 
J(a+d<t'"2 ¡¡2J 

~e 

En ambos casos t = x"-4 
Las hip;tezis implican que t>O, y por tanto t'"2&1R 

.·. Ja-i:'
1
cl=l(x-t'"2 >/2J" J(x+t'""¡;21=Ja-c{

2
J 

.·. 1ki"1. 

Por hip~tesis X2 -2 E lR¡ tambi~n X2 -2 
81'0 Im(k•k-1 )1'0, Contrad.:cc.:~ml .·. B=o. 

-1 LS -1 -LB 
k+k •Pe +p e . 

3. X real lxl<2. P. D. Tes ellptica, "'"decir, P=I y 81'0, 
Analogame1\te que en 2. 

la-c(
1

1= l(:t+t 1
.,...

2
)/21 y la-c~ 2 1= l(x-t'"'

1
)/21 con t::t

1 
.. 4. 

SI 

Pero en este caso X
2

<4 1 por lo que t<O, y la parte imagina~·ia óo: 
a-c{

1 
y de a-c{

2 
es "º y la misma. Por tanto 

1 a -{ 
1 
e 1 = 1 (X- t '"") / 2 1 1 (X+ t '"ª) / 2 1 • 1 a - e{• 1 

... 1k1=1 

Si 8=0, k+k:
1
=1+1=2, es decir, 'l=X.

2
-2 .. l:.1 ~4 .. X=2 

conlradiccion . . -. S•o. 

4, :t no t:s 1·eal. P. o.Tes loxodr~mica, es decir, PI'\ y B•u. 
Por hip;tosls lm(X)1'0, 

• lm(X
2
-2)=Im(Pe'

6
•p-•,,,-<El)"O 

.. ª"º· 
Por• ( 2) , P debe ser "1 • lqqd. 



Capitulo II 

GEOMETRIAS 

En este capítulo hablaremos, en general, de circules en la 

esfera de radio t S: las rectas en el plano complejo extendido e• 
la;; considerarem9s como circulo• que pasan por c:o, y que son la 
imagen estereografica de circules que en S que pasan por el punto 
N(O,O, t). 

t, Punloc Si.,.;.lricoc y Ortogonalidad 

Oefinici~n 
Sea r un Los puntos z,, a en e* son circulo en 

sim~tricos respecto de r si y s~lo si cualquier circulo que pase 
por z. y z

0 
es ortogonal a r. 

La transformaci~n,del plano extendido tal que a cada punto 
lo mapea en su simetrico respecto a un circulo Y es la 
tra~forrnacion. d. •im.etria. respecto de y Cuando y es un circulo 
que no paza J;>Or el punto al infinito (circulo 9omun), a la 
transformayion tambien se le denomina una inu•r•íon, y a los 
puntos simetricos respecto de r punto• Lnv•ri•o• respecto de y. 

Punlos si.¡.lricos y orlogon.alidad 

Sean z, y z
2 

puntos sim~tricos respecto a la recta Y. Por 

definici~n, la recta que une z, con z
8 

es, ortogonal a r. Por otro 

l9do, las circunferencias que pasan por ambos puntos tiene su 
centro en y, y son por tanto ortogonales a Y. Inversamente, si la 
recta ortogonal a Y pasa por un punto z, tambien pasa por su 

sim~trico respecto de y, y en el caso en que una circunferencia 

ortogonal a r pase por z• tambien debe de pasar por su sim~trico 
z

2 
respect~ de Y. 

Esto ultimo es secillo de comprobar si Y es el eje real y 

aplicamos una T de Moebius que mapea Y en esa circunferenci~. 
Sl >'es una circunferencia diremos que z

1 
y z

3 
son simetricos 

tespecto a y si cualquier r·ecta o circunferencia que pase por 
ambos es ortogonal a r. 

La Transror .. ci~n de simetría. 

Consideremos la transformaci~n r:c ........ ->C que mapea a cada 

z.C en su sim~trico y hallemos su expresi~n analitica. 

1. Sea Y una recta que pasa por a. con un ~ngulo de inclinaci~n e, 



. l8 
w=lz=a.te z. 

T ·~~ tal.que .T(~je re~l)=Y; z, i ~on ~imei1~icos r•esp~nto al 

€j~ r-eal, y por ser T una tr·ansform.:ici~1l de:. ttoo::Lius w·=r(l) ~~ 
~1 símétrico de w=T(z), 

• LB- LB • 
w =a.+e z w=a.+e z 

Oesp¿jando z: z=(w-a.)e-
18 

, y sustituyendo en 
. 

w • 

w* = a.+~'°8 (w-a.)e-di=a.+42'ª"8(w-a.)=4.+(w-A)i! 21.B. 
Por lo tanto para obt-ener la transformaci~n Ue simetria 

1•especto a la recta r 1 es nEcesario conjugar -:1 v~ctor.w-a. y luego 
retarlo un angu]o 28 alredesfor del punto a., La expresion fínal d~ 
la transformacion de simetr·ia cuando Y -es una r·ectd e5 poi· tanto 

a.8 
w = T z = a. + ze 

2. Sea Y es una circunf':!r-encia con c~ntro a d~ r·adio R. 
1. i l 

w=lz~ a + R ~ 

Esta transformaci~n de Moebius es tal que T(-l)•a-iR, 

T~O)=_!!+R, T( l)~a+iR. Por· tanto T(eje real )=1'· Esto implica que 
w =T(z) es simetrico de w=T(z) respecto a r: 

w•-a = R 1+iZ 

w-a :1 R--1..!..i.L 
1 + i z 

.·.cw:aTcw*-a> Rª 

* R' w • =::- + a. 
w-a 

Obsérvese que 

1-iz 

.. w-a = 1-;Z 
R---

1 +;Z 

arg( w *-a) =argR2 -arg ( H) = -arg (H) =arg ( w-a) 

por lo que w y su sim~trico w• están situados en 1.3 misma lin~.:i 
recta que pasa por a. 

Tambien 

lw*-allw-¡¡l=R
2 

, 

Lo anterior impljca que esta,tr·ansformacion es la reflexi~n 
(o inversion) en el circulo co9 centro en a V radio R. 

P9r t~nto la transformac¡on d~ Moebius que mapea un punto en 
su simetrico respecto a una circunferencia Y es 

w : T z = R2 z .. , + a 

3. Liptz de c.Írculos 

Definición 
Sean ka y k

8 
dos circulos distíntos en ce*, El l¡,pi:z d. 



c(rculos (k
1

,kzl es el conjunto de círculos en e• or·togonales a k
1 

V k
0

, 

Sean T
1 

yT
1 

lasinverslones en los cÍrculos k
1 

yl<
1 

resp!'cti vamente, v z
0
.c' tal que z

0 
no es punto de k

1 
ni de k

1
, 

Por construcción, el círculo k que pasa por ~,T1 (z0 ) v T
1

(z
0

) es 

.ortogonal a k
1 

y k
0

• Por tanto todo punto z.C que no pertenezca a 

k
1 
~ka debe ser punto de alg~n círculo del l~piz (k

1
,k

1
). Por lo 

conformalidad de las transformaci~n de Moebius, todo l~piz de 

circules es transformado en otro l~piz de circules¡ ~sta invarincie 

permite clasificar los lapices (k1 ,k
1

) segun que k/'lk
1

•41, 

k/'1k
1
•iP>, ~ k/•k1 •{P,QIP,Q .e*, P"Q}. casos que estudiamos a 

continuaci~n. 

1) k/1k1 • {P,Q f P, Q •e*, P"Q• 

Sea T transformaci~n de Moebius tal que T(P)•O T(Q)•~. 
Entonces T(k

1
)•r, y T(k.J•r

1 
son dos rectas en el plano que pasan 

por el origen z=O. El l~piz de cir·culos en ~ste caso lo con$tituven 

todos los circulas conc~ntricos alrededor del origen z=O: 

{lzl•r
1 1 r.-R. 

, Todo punjo zae*,z•o y z~m, est~ en un circulo, y sblo,en un 
cjrculo del lapiz. Llamamos a cero infinito puntos limite del 
lapi z. , 

A un lapiz de ~ste tipo, de cÍrcUlos ortogonales a dos círculos 

que se intersectan en dos puntos distintos de c',se le llama 

has hi,,.rb;,ltco H • { 1 zl •r1 lr•> (Fig 1): 
., 

Fig. 1 

2. k.""k··· 
Sea T una transformación de Moebius tal que T(k

1
)r1

1 
es un 

circulo v T(k.)•1 1 una recta. Por conformalidad de T, 1
1 

est~ fuera 

9 



totalmente de 1
1

• Sea~. ~a linea r·~cta que pasa por 

de 1
1 

i:: intersecta ortogonalmente a 1
2 

en u. y µ
1 

-al 

céntro U ortogonal a l• (Fig. 2) 

)A, 

Fig, 

Tenemos dos circules ortogonales a 1
1

, la que se 

el c~ntro 
circulo con 

intersectan 

en P', Q'; entonces T-'(µ,) y T-'(µ,) deben intersectar a k,, k, 

en los puntos P•T-'<P') y Q=T-'(Q•) ser ortogonales a ambos. 

Considerermos ahora la transformacibn de Moebius S que mapea P' en 

el origen y Q en el punto al infinito. Entonces S(µ,) y S(µ.J 

M 

círculos del l~piz (ST(k,), ST(k,)) son dos lÍneas rectas que pasan 

por el orÍgen, y en consecuencia S(T(k,}) y S(T(k
2
}) son dos 

circules conc~ntricos con c~ntro en el origen y, por tanto, el 

l~piz en cuestl~n est~ constituido por todas las rectas dal plano 

e* que pasan ppr el orÍg~n y el pynto del infinito. Los puntos z•O 
v z=m son los unicos comunes 91 lapiz v,uno es mapeado en el 
otro por medio de una inversion sobre circules ortogonales al 
lapiz. 

Este tipo d~ lapice~, que contienen dos puntos fijos comunes 
son 1 os hac•• el ipL icos '& ( F i g. 3) 

10 



3. Kr"IK•iPIP~·~ • 
Sea T una transformacion de Moebius tal que T(P):m. Entonces 

T(k,l•r,, T(k
1
)•)'

1 
son dos rectas paralela& en q:* Por tanto el 

l~piz (T(k
1

) 1 T(k
1
)) lo constituyen todas las r<!ctas paralelas en 

e' ortogonales a )"'61 r •. Estas rectas tambi~n pasan por m, y en 

consecuencia, en el LÓ.pi.:z orlgi.na.l, son circules o;t'ogonales a k
1 

y k
1 

que pasan por el punto P Estos lapices de círculos son los 
parab:,!ic:o•. ( Fi g. 4), 

Fig. 4 

3.1 Lapic•s Conjugados 

Definici~p 
El lapiz H

1 
es, conj\J5ado del l~piz H

2
, si todo circulo de H, es 

ortogonal a to~o circulo de Hf , 

, La relacion cU1 con.juaacior; es simetrica, y por lo antf}rior el 
lapiz conjugado de un lapiz eliptico es un la~iz hiporb9lico, e 
inversamente, ep tanto qu~ el conjugado de un lapiz parabolice, es 
nuevamente un lapiz parabolice. 

¿. Transformaciones de Moebius generadas por dos reflexiones 

La reflexión en un circulo k
1 

de los circulas ortogonales a 

~1, mapea a cada circulo en si mismo: luego entonces, las 

reflcxionE:s sucesivas d~l l~piz (k.,k
2

) en los circules k,, k
2 

lo dejan invariante. Inversamente: 

Teorema 
~ea T una transformaci~n de Moebius que mapea 

una lapiz H en si mismo. Entonces T=T
2
oT,, donde 

cada círculo de 
T

1 
y Ta son 

refle>Ciones, respectivamente, en los circulos 

circules k, y k
1 

pertenecen al lápiz conjugado 

11 

k, y k,. Los 

de H. Habiendo 



e1~~1do ~l a·f·b~~tra1~io,:\:·~,-k:z l..\ 

compoSicion. 

[1urnostrac ion 
: Se har~ una demo.stracié',n' por SePara:do, _para cada tipo de 

lapjz, haci~ndo ret~rencia en los tres casos, a los lapic~s 
canon feos. 

1. L~piz hiperb~lico lit= lzl=r
2 1 rCR ~ 

La transformaci¿n de Moebius que deja invariante este 

l~piz debe ser .tal qui! una recta geC* que pase por el origen zcQ 

sea mapeada en otra recta g* que tambi~n pase por z=O. Sea H 

la reflexi~n en una de las bisectr·ices de g y g*, z
0

eg; 

entonces T(z)=H(z)=z*ag*; ai y O son puntos fijos de T y H y se 

satisfacen 

-· Sea G=TH la 

TH-'(O)=O 

TH-'(ai) :ai 

TH-'( '=) =z= 
tr•ansformaci ~n que 

ap~ndice) con puntos fijos o,«>, y z:. 

preserva circulas (ver 

La ~nica transformaci~n con tales puntos fijos es la 

reflexi~n en la recta g-., y puesto que conocemos la ilJl~gen de 0 1 m 
y z

0 
bajo ·r, hemos determinado completam~nte a T en terminoz ~e ú y 

H. De acuerdo a a la secci~n anterior· las ecuaciones de h y g son 

rei.
8 

y re""', respectivamente, con r&IR¡ el reflejado de z en h es 

z*=H(z)='Ze2 
... 
6 , Y el de ~ste en g* es w=G(z*):G(H(z))=Z~ 2 

... 
8

eªl
4\ 

ie-zi.Be 2 i.4'=ze 2 i.c4>-B), Es decir, w=Tz-=ze 2
Ll,P-t3l es una roj:aci~n de 

angulo(~-~), donde se ha escogido ar~itra1·iamente a~ o B, y por 
tanto a h o a g: tomado uno el otro solo debe de satisfacer la 

dj ferencj a. Final mente 1·-ecordemos qlle h 
lapiz eliptico conjugado de ll(, 

L..;.piz elÍplico 'l=~re'6 ir&IR, o:>B<2n~ 

• g per·tenecen al 

Este l~piz tiene como zu conjugado al hiper·b~lico de c~rculos 
conc~ntl'icos en el origen. %.on k,=~zllzl=a 2 L k 2=~zllzl•b

2 ~ dos 

circules de ;ste lipiz. La r·eflexi~n d~ . . , 
arg(z )=arg(a )-arg(z)=-arg(z), y da aste en 

• zcd: en kl, 

kl, w=b
2
z/a

2
, 

invariantes las rectas del l~piz eliptico '&, pues ar·gw argz; es 

decir, w=Tz=(T
1
T

1
)z, donde T

1 
y T

2 
son las reflexiones ¿n loo 

circules k, y k
1

, respectivamente. 
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%"• z·• •. 
Pue!to que w~Tz=b z/a depende sol8mente de la 1·azon de los 

r9dios, 1Jno ·de ellos puede ~ar escogido arl:Jitrariam-ente, y el otro 
solo debe ser tal que satisfaga el cociente. 

L~piz Parab~lico ~ 

Sean k,={zlz=a+re'
8

, r<EIR>, k.={zlz=b•re'
8

, rGIR>, en ~mbos 
casos 0SB<2n fijo. Las, dos rectas paralelas en las cuales 
reflejamos el lapiz parabolico :P de las rectas perpendiculares a k, 

y k •• Sea z..C*, ,.,t_,i; el reflejado de z en k,, z°=a•(M)e"8 
y el 

de ~ste en kz' w b+(z•-b)e"8 b•(a•(M)e"'ª·b)ez•B 

b• (a• ( z-a)e _z,a -b)ez,a (b-a) + (a:b)e•'ª + z. 
Resumiendo: 

w=(T.T,)z=z+m, m=(b-a)+(a-b)ezlB es constante. 

•'· w=Tz={T
2
T,)z, composicion de refl-exiones en dos ri:ctas 

' . 
paralelas es una traslacion de C que deja invarlanrte a :P, 

s. Represonlaci~n do una lransforrnaci~n de Moebius como 
composici~n de inversiones en círculos. 

Teorema , 
Toda,transfor·macion de Moebius T se puede escr·ibir como 

composicioo de dos o de cuatro inversiones en cir·culos. 
Oemostracion . 

En ~1 capitulo I se clasifi~ar·on las transformaciones de 
Moebius de acuerdo a las caracteristica~ de sus puntos fijos, 

que corr~sponden a las solucion~s de la Ec. cz2 +(d-a)z-b=O 

• • = a-d±A';a A:v•-4 
.. ' ' ... 2 2 ' ~ ' 

que a saber {,={z si i A=o, {,"{• sii A"O· 

La tr·an~fo1·maci~n Tes parab~lica sii {1.={
2

• 

Caso 1.- Cuando ",="
2

=CD 1 T es una traslaci~n de la forma Tz=z+b 

Caso 2.- Cuando {,={z finitos, Tz=~-1 ~
w-{ • 

2c 
~ 

haciendo la reparametrizaci;n n=w-~ , Tz=n• 2c/(a+d). 
l 

En ~móos casos w;Tz es una traslaci~n, 9ue es 
e~presar co~o composicion de dos reflexiones en circulas 
lapiz parabolico, 

Consideramos ahora {,"{• 

13 
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z-{ 
k . l 

:-{. 

haciendo la reparametrizaci~n ~ 
w-{. z-{. 
w-<. V { = z-{. toma la fo1·ma 

(=kt; 
que es una rotaci~n. 
Caso 2. {, finito y {

0
=m 

La forma normal de w=Tz es 
w-(,=k(z-{

0
) y k=a/d. 

Sustituvendo n=w-{
0 

y {=z-{
2

, la transformaci~n toma la forma 

( =k{ 
que es tambien una rot9ci~n. 

Si k es,real de Todulo diferente de 1, w=Tz es una 
transformacion hiperboljca que se pue~e expresa1· como, composici~n 
de.dos reflexiones en circculos, concentri9os con centr·o en el 
origen v que pe1·tenencen a un ]apiz ~iperbolico, en tanto que si 
lkl=1 r es ,una transformacion eliptica que consiste en uoa 
rotacion de angulo =argk, que se pu~de expresar como composicion 

• de dos reflexiones en dos lineas rectas k,, k• en a: que pasan por 

el ·ori~en de c;oordenadas¡ hemos visto que éstas rectas p-::rtenencen 
a un lapiz eliptico '· , 

Este teorema es la contrap~rte geometrica de los resultados 
~lgebraicos obtenidos en el capitulo anterior. 

6. Haces d• círculos 

Oefinicibn 

Un h.a:z da eÍreulcs en e* es el conjunto de cf rculos 

planos pasan por un punto fijo M de [R
1

, inclusive el oo, 

Proposici bn 

cuyos 

Si dos ci rcul os c, y c
1 
pert~necen a un haz, entonces todo 

circulo del l~piz al que pertenecen c. y c
8 

es elemento del haz. 

Oemostraci~n , 
Sea (k,,k

2
) el lapiz al que pertenecen e• c

2
• Los c~ntros 

de e, y ca son ~untos del circulo .1t ,que es eje radic.:::.l de k, y k2 ¡ 

·de hecho los centros de todos los circulos de (k.,k,) son puntos 

de Jt. Sea :e la recta de interseccibn de los planos P• y P
0 

de los 

circulas c, y c
1

, respectivamente. T?do circulo cuyo plano pase 

por ~ es ortogonal a Jt y tiene su ce,ntro en ,.:lt, Por tanto pertenece 
a (k,,k

2
), v puesto que M •:e, tambien son circulos del haz. 

Proposici~n. 
lqqd. 

Cualesquiera 3 círculos c,. c
8 

y c
8 

que no pertenecen al 

lápiz, determinan univocamente un haz. Dicho de otra forma: 

mismo 

La 
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intersecci~n d€ los planos P
1

, P
2 

P
1 

de círculos que no 

pertenecen a un mismo l~piz, determinan un unico punto, el punto M 
del haz. , 
Demos traci on 

Sea :e P
1
nP

1
, Si k

1 
no est~ en el l~piz al 

puede suceder que :e P,nP
1
nP

1
; 

que pertenecen 

tampoco puede 
suceder que la,intersecci~n sea vacia, pues en caso de paralelismo 
la inters~ccion es el punto al infinito. Por tanto esta 
interseccion es un punto, el punto M que 6en•ra al haz. 

lqqd. 
Corolario 

Cualquier circulo e del haz que no se,. elemento del, l;piz 
determinado (al que pertenecen) por c

1 
v c

2
, pertenece al lapiz 

determinado por c
1 

v alg~n circulo c' del l~piz detel'minado por c
1 

c •• 
Sea (k

1
,k

2
) el l~piz determinado por c

1 
v c

2 
con generadores 

k
1 

v kz' cuyo eje radical es :e, Sea :e• la el circulo que pasa por 

el c~ntro de c
1 

v c. Como c
1 

no es elemento de (k
1
,k

2
) :e y :e• se 

iptersecan en un punto Q. sea c 1 el, circulo ,con c~ntro en Q en el 
lapiz (k

1
,k,J; luego entonces k esta en el lapiz determinado por 

c
8 

y e, pues su c;ntro est~ en el J! 1 • 

lqqd. 

Definici~n 
0

, 

Un haz es hip11rb~lico, parab~lico •l~ptico si el punto M 

est~ respectivamente, fuera, sobro~ d;ntro de s. 

, Las siguientes observaciones 
circulas en el plano 
definidos independientemente de 
y caracterizarse analogamente. 

muestran como 
extendido 

los haces de 

1 os haces 
17ueden 

circules en 

1, Haz hiperb~l co: el punto M est~ fuera de la esfera. 

de 
ser 

s 

, Sea Z el c rculo en S de los puntos de tangencia del cono con 
vertice en M (F g. 5) M 

z 

, Fig. 5 
" Todo circulo en S cuyo plano pase por M interseca a 

ortogonalmente. Por tanto todo.circulo del ,haz en ~ interseca a 
ortogonalmente. En la proyeccion estereografica existe entonces un 
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unico circ.ul{l quo:" ~s nr·togon 1 D todo circulo de1 heiz: -:-~ una 
1·~ct~ si ~1 pu11to M ~sta ~n 1 pl~no t~ng~nte a S ~11 N 1 un 
circulo normal (do? radio fin to) ¿n otr·o caso 

2. Haz parab~lico: el punto M est; sobre la s. , 
En este caso el haz consiste de todas los cir·culos 

q~e: pasan por el punto M,1 el punto d-? proyecci~n de M. 

3. Haz eliptico: el plinto M est; dentr·9 de la ~sfer·a. 
Sea T el otro punto de interseccion de S con la recta NM 

(Fig. 6), T V n los planos tangentts a si r·espectivamente, en V 
N, Lo~ planos que pasan por la ~ecta ~ = T 0 n son los p\anos de 
los circules que en la proyeccion e~tereogr·afica tienen centr·o Mt' 

Ad~más, por continuidad son todo•: poi; tanto el circulu de ~sto;· 
conjunto cuyo plano paso por· Mes el unico qui:- po::rtenec;e al hdz, v 
se le d-enomina el ecuador d-:1 haz. Todos los d'3-mas cir·culo:3 dr;l 
haz inter~ecan al ecuador· en dos puntos P y Q, cuya ,pr·oyeccion 
ester·eogr·~fica corre~ponde a los extr·emos d~ un diamet10 d~l 
ecuador¡ fSto es asi porque si P 1 v Q1 son la p1·oyi::i:cior1 
e!'tet'.<.?ografica d~ P y Q, d(P' 1M,,> = d{Q' ,~!,). üe hoet:hQ o:?l haz 

elipti90 consiste de circulas que se intetsecan en los extr~mos de 
l9s diametros d~1 ecuador·. ~ar·a cada diametr·o, el conjunto de 
circulas se obtiene tomando como eje de giro de los planos qu~ 
inter~ecan la esfer·a a la recta PMQ. 

Fig. 6. Corte transversal de la descripci~n del texto. 

De nuevo, por sencillez tornaremos los hac•s ca~ni:cos para 
cada caso, a sabiendas de que un haz arbitrar·io pu~de s~r· 

mapeado en su correspondiente can~nico mediante una tr·ansform~cf~n 
de Moebius adecuada (teorema final de ~sta secci~p). 

A continua9ion se da la ecuacion y descripcion ele cada uno d~ 
estos haces ca~onicos. 

La ecuacion A{+Bn+C(+O:O r~presenta un plano en el espacio 
{-y¡-{ para valores de A, B, C y O fijos. Si el plano pasa por el 
punto ({

0
,n

0
,{

0
), 

D•-A{
0

-Bn
0

-C{
0

• 
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Sustituyendo D en la fe, del c-Írculo 

A( z•z) +iBcZ-z) •C{ zz- 1) •O( zz+ 1 ):O 
y tomando A, e v ~ como parametros variables, obtanemos las 
ecuaciones de los circulos de yn haz arbjtrario. , 

Sean {
0

=(
0

=!)
0

•0;el haz eliptico canonico esta formado por . . . 
los circulos ma<imos en C , siendo por tanto D=O v las ecuaciones 

, de los círculos 

A(z•zl•iBCi-z>•c(zz-1)=0 (1) 

Tomando M=({
0

,(
0

,!)
0

)=(0,0,I) obtenenmos las ecuaciones 

A(z•z)•iB{z•z>•cczz•11-cczz-1)·0 

·" A(z•z)+fB(z-zJ•C(zz-1)-2c=o ( 2) 

que corresponden a los circulos del haz parab~lico can~nico. 
Finalmente, con M=({

0
,ll

0
,{

0
)=(0,0,{

0
>1) obtenemos las 

ecuaciones 

A(z•z)•B(z-z)-D(zz-1)/(
0

+o(zz•1)=0 (D=-cC
0 

• c=-o/( 0 ) 

que al hacer tender {
0 

a infinito resultan 

A(z•zJ•B<z-zJ•D(zz-1J=o 

que son las ecuaciones de los circules ortogonales al circulo 
unitario zz=t en e* que constituyen el haz hiperb~lico can~nico, 
siempre que satisfagan la condici~n D2 <A 2 +B2 (para asegurar

1
que el 

plano interceca a S). En ocaciones se toma como haz hiperbolice 

9an~nico, al formodo por las rectas ortogonales a ~ en 
u)timo porque existe una transformacion de Moebius que 
circulo unitario en el eje real. 

A(z•z>•c(zz-1J+o(zz•l)=o (3) 

• e. 
mapea 

Esto 
al 

l.ema 1 
Sea T,una tran~formaci~n que pr9serva circules, entonces T 

mapea un 19piz de circules en otro lapiz d~l mismo tipo. 
Oemostraci on ,, 

Si T •s una transformacion de Moebius, por conformalidad s~ 
prueba el lema.,Si T no es de Moebius, invierte el sentido de los 
angulas entre circulas, pero el tipo de lapiz se preserva en 
cualquiera de los tres casos. 

lqqd. 
Lema 2 
(a) Un haz ellptjco consta de lapices elipiicos, solamente., 
(b) Un haz parabolice consta de lapices eliptfcos y parabolices, 
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solam~.:nt-e-, , 
(e) U11 haz hip·.:-1·1,lulic<1 cun?tJ ,de 1o~ f.¡-._.~. i )po;;; d~- 1~1¡.,-iv:::: 
-:1 iptico5 1,par·abol ico5 e hip€:1·bol ico!:;.. 
Oemostracion . . 
{a) Todos lo~ l,;ipices <le un haz el ipt ico c.on~tan d~ -:ir c..ul...-... :; 
cuyos planos ::;e inters~can -:n 1 ine~s que ti en-:.: Uí) ~-=<3ment0 !:u1· ··:~ 
cuerda de S, Sean P Y,Q los puntos d~ intf!r·;:;e9cion de S con 1'"' 
recta~ de int'3:1'S'!ccion de los,planos' d";! ~n lapiz¡ P v,Q son por 
tanto lo~ punto;¡ de int-=i·~eccion tle lo::; circulas d.el lapiz 1 y por 
definicio~ ~1 lapiz jS eliptico. ~ 
(b) Los lapices ~e cir·culos que per·t~necen a un haz p~r·bbolico son 
aquellos que estan en planos que se intersecan en r~ctas q~e: 
( i) uno de sus s~,;grn·;nto!> es cuer·d.:i d~ S 1 en cuyo ca:5o ~ 1 1 api z es 
~liptico (a). 
(ji) sor1 rectas tange1it~s ~ S, ~n cuyo caso todos los c~r·cul9s del 
l911iz s1.: int~r~ecan ·:n ·.:1 punto d.:- t..;.ir11Jtnci.:i, y poi· definicio11, el 
lapiz e-s 11ar·abolico.. . • 
(e) Los lapices de cir·culos de un haz hiper·bo1ico estan en plano~ 
que se intersecan en r·~ctas que: 
(i) un segmento es cu-:1·da d·:: s, en cuyo caso ~1 l~piz es f.!)iptic.o. 
(i l) t:-s r·~\.ta tan,:ir;:.nt·:· a S, t.:.n ·~uyo c.J,so r¡l 1.:.plz t:~ p.~1· .. '1b(;l ii.,:u.-
(i i i) 1·ecto .:ij1.;nt:i ~ S, tn i,:uvo c,.;ir:o los ci1·culo¡ d.:1 1.Jpi~ no so;. 
inters-::::can 1 y po1· <lefinicion ~1 lapiz es hiperl>olico. 

tqqd. 

Ti:orema , 
, Toda tr·ansformacion que preserva c~rculos, mapea un haz en 
otr·o que e¡ d~l mismo tipo. 
Oemost1·ac ion 

La pr·im~1·a parte d' la afir·maci~n del teorema es consecuencia 
del teorema de la seccion 6 y del lema 1. La segunda par·te del 
lema 2. 

Teorema 
;,ea H, un ha~ de 

parabolice o hiperbolico. 
Moebius que mapea al haz, 
( 3) • • 

tqqd. 

c¡rculos arbitrario ya sea eliptico, 
Entoces existe una transfo1·rnacion de 
respe(;tivamente, ¿n >?1 haz ( 1), (2) 

Oemost r·ac ion 
Para la demostr·acjon conviene,r·ecur·r·ir a la car·acter'izaci~n 

del haz en su proyeccion ester·~og1·3fica. El eci,iador· de un ha1 
~liptiCO puede ser mapeado m~diante lJng tr·~slAcion S~guidA rl~ Un& 
homoteyia en el circulo unltar io. El punto por· -el que pi!son t1.idi""J~ 
los circulo' y r·ectas de un haz se pu~d~ m3R~ar· c9n una 
transformacion conforme en oo, Fina11J1ente 1 el unico circulo o r;~ct.:i 
al cual son ortogonales todos los ci1·~ulos d~ un haz hipE-1·bc11ic.n 
se pu¿de mapear conformemente en el circulo unitar·io. 

tqqd. 

7. Composición de inversiones en circulas de un ha% 

Teorema 
Sea H un haz de circulas arbitrario., El conjynto de 

transformaciones qu~ se obtienen como composicion de un nun1ero µar 
de inversiones en circules del haz, forman un subgrupo dt.?1 grupo 
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de transfor·maciones d~ ~!oebius. 

Demos trae ion 
Basta con d~mostrar 1 a ct?r·radu~a del conjunto, misma que se 

logra, mostrando que toda composicion de cuatro refl~xiones en 
círculos de un haz es r·educible a una composicion de dos; 
inversiones en circules del mismo haz. 

Sean k
1 

,k
2

,k• y k, lps circulas del haz i::n los cuales se 

. har~n las refle><iones r,, T
2

, T
8 

y T, • sucesivam~nte, 
Por e 1 teorema de 1 a secc i ~n ( x) sabemoo s:1uc t!slas 

circulas de 
circulas d~l 

tran~formaciones son tales ~ue dejan invariantes los 
u~ lapiz y son la composicion de dos inversiones e11 

lapiz conjugado. 
Sea PE k, arbitrario. En el l~piz deter·minado por 1<

2 

conjugado del l~piz invariante bajo la transfor-maci~n T
9

T21 

existen k~ k~ (Teo x) tales que T~T~ = T9 T2 v tal qu~ k~ 

por el punto P. An~logamente, en el l~pii deter·minado por· la 

pareja k~ y k,, conjugado del l~piz invar"ianto: bajo la 

transformaci~n T,T
8

, existen cfrculos k~' k~ tales que T~T~ 1 

r,r. y Pe k~ 1 • P es un punto com~n de k
1

, k~ y k~ 1
; 1 uego entonces 

k,, k~ y k~' son circules de un mismo ,l~piz del haz; po~· tanto ;s 
posible sustituir a*k~ y k~' poi· el circulo k1 y otro circulo k

1
, 

de tal manera que T,T,= T~'T~. Luego entonces 

* r,r.r2 r1 : T! r,r,r, 

I, Por tanto 

k!, es decir r: 
.·. r,r.r2 r .. 

T' .. 
* * T2 T 1. 

Lqqd. 

En vir·tud de ~st13 teorema tenemos al menos tres subgí'Upos: 
una para cada tipo d~ haz. 

e. Movimientos rÍgidos de la geometria auclÍdea y no euclÍdea 

Estudi emes ahora 1 a~ transfor·maci ones di: Moeb i ys g-=neradas 
como composicjon de un numero par de inversiones en circules de 
los haces canonices (1), (2) y (3), En cada caso se inte~preta al 
grupo de tr~nsformaciones com9 el grupo de movimientos r·igido~ de 
un.a ~•orrwtr(a. Desarrollamos esto ultimo para el grupo hiperbolice 
solamente. 
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O·: la s-::cciC:.,11 en pod;'-n.10:.: V•:r qu~ los ~pur1tos tiJc,s <.Jo:: l.:i~ 
tranr.formacion·::s gene1·adas poi·. la composicion cJ~ dos \11v-s-rSi':.m.:;~, 
en d"!'· circulas .k,1 1<

2 
tal-=s que k/'k

2
-=4' 1 coincirJ~n con lo:::. puntvs 

d~ int.-:rs~c,- i¿n do: los circules or•higon..:il~s a kt 1 k
2

• 

Ana 1 cigam•.!ntc~ cu~1ndo. k/'k2 :{ P h la trans f Or'!JldC i ¿n de Ho..:b i u;;; 

qu~ r-esulta do: la compo5ici~n do:: las i.nve1·siones en ~, ... k2 es tti1 

que T(P)=P. 

En virtud de lo dicho en la seccion 2, si los circules de 

inversi~n '« y kz pertenecen al haz hii>erb~lico can~nico (3) cuyil 

cornposici~n sea 1 tal que· ~(O}.=O·, .lcis circulo~ ·invariantes de T st.~ 
deb~ intersecar en z;Q, y son po~ tanto 1.ineas r~ctas cuyas 
!'c11aciones son de la forma 

A(z•i)•iB(i-z)~O~ 

Lo mismo ocur·re con los haces.~l~ptico y p~r·ab¿lico car1onico~ 
A(z•i)•iB(i-z)•C(zi-1)=0 A(z•i)•iB(i-z)-2C•O 

Nuevamentf: 1 por; sencillez, ~d un punto fijo de 
hacemos la traslacion de ~,al órige~ ~ c~nsider·amos 
fijo en z=O, de n1aner·a canonica. 
' Las transfo1·maciones· que dejan fijo el 

cualquier•a de los tres casos son de la forma 

iv 
w=e z, (4) 

y q~~ tiene co1no circulo de reflexi~n 

al componerl~ con una reflexi~n -en -e1- eje 
lransformacion de Moebiuz 

A(w+z)•iB(z-w)•C(wz-1)+D(wz+1)=0 

Del c.:iso particlar t:n que z;a es mapeado er:i· w 
(A+iB)a'(D-C)=O, --- -e 

de donde por ser A, B, e y D real es 

es z :.a., 
T con punto 

origen en 

:·-· ·: 

~:=~-.--_--e 

(A•iB)a=C-D y (A-iB)a=C-0 
Despejando w en (7) y sustituv~ndo los valores·a~t~iior·es 

w = ~ (C-D)(a-z) 

a (C-ú)+íC•D)a 
••• ( 8) 

Por tanto el movimient9 rigtdo mas general generado por 
reflexiones en los haces canonices ( 1), (2) y (3) y que deja fijo 
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al,origen, es entonces la co~posicion de un~ 1:rasla:ibn -de a al 
origen y d~ una transfor·maci9n (4). 

Estudiamos a continuacjo11 las transfo1·maci9nes de Moebius 
rtsultantes d~ la composicion de r·eflexiones en cir·culos de cada 
uno de los haces ( 1), (2) y (3) con punto fijo en z=O, 

Para el haz (1) con D=O, t•nemos 

w=~k!.L 
a < 1+az) 

Sea e14>= S. e'" para ~ste caso la transformacibn (B) resulta 
a 

w = et.rp ~ 
1 +á'z 

(9) 

Sustiruyendo a y 
d 

e = - d ' (9) se escribe' 

w= Ciz-c 
cz+<;I ... (9') 

qu~ es un movimi~nto ríetdo 
•lipticas, que corresponde a la 

del gru~o de transformaciones 
composicion de dos reflexiones en 

los ci1·culos del haz ellptico (1) si y sblo si dd•cc"O. 

Cu~ndo d=O ~scribin1os el~ = - s. 
e 

y w = 
' z 

que es una transformacion que mapea z=O en z=~ y viceversa. 
En la Ec (9) el caso particular d=O no esta considerado, por 

lo que es necesar·io aladirlo. 

Pongamos ahora atenci~n en las transfor·maciunes de Moebius 
que so~ composicion de dos reflexiones en circulas del haz 
hiperbolico (3), con C=O. Siguiendo el misn10 razonamiento que 
en el c6so anter·ior· 

w = e't/> 2-:L ( 1 o) 
1-az 

Sean s. elt/> = - d ( 1 O) toma la forma a• y d ' d 
w = dz+C ... ( 10') Czt'd 

Utilizando (5) y la hp;tesis C=O, 
o• = aa(A

2 
+6

2
) 

... 0
2
/(A

2
+B

2
) ªª < 1 (En este caso A

2
+B

2 
> oª¡ 

~ d~-c~ > o, y por tanto la transfor·maci~n no es loxodr~mica. 

Finalmente: los movimientos generados por composici~n d~ 
reflexiones en los circulas del haz (2) son de la forma 

w = •'"'<a-z) ( 11) 
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. r101· -:1 l;1 c;r~n10 d-:r la -:..:cci,.m 7 :~l :,;;,~nJu~to d.::: loii- mouimlentofi· 
ri11idos (9), (10) y (11) son ::;ubgrupns- d~l· ;irupo J~ 

t:ranstorm.:icion~·$ de __ t:1~.;ib5us ... _- __ ,_. ~--~- --'·"º'"-·: .-_~--. _. __ ·-: "_ 

E~ludi.:smor. a t.;OOtinuacion los .ín~aría~t-~~ --~e ~~dú -~vb:~~J'~po. d·:· 
lt on~-.1l1r111etcion-::s: dísto.ncLa ~nt..re .. dó_s:·P~.n~o~-.d·~"<u!'.'a-·rtit'c.~a 'I anfi_uto 
entr~ 1''2ctas. 

·-ºº"""-·"-'' ._; >... :·.~f.:: . 

euc 1i~:a~~~"~f 0~~ªt~" s~~iLP;~doute.~~~:i_~i::~~.~~·J;Jt~var~:~h; 1 ~no 
'.;·._. ',·:_:·-":~:.· . ~-;'~·,,• :.,~:-:?.:·'.::( ·.~·~":-· 

1 w; c';l.1' ~-·. rz:~,z;r;(. 

Una igualdad similar se sati~fac~ para .. (7) y (8). 
Sean 

~ : ~ Y w .. --"-~_-w_. 
HZ

2
z t+W

2
w 

Por ser un gr· upo, la composici~n 
transformaciones es de nuevo una transfo1·macion 
que satisface w{o) = o; por· (4), 

w : ~i.1.1( 
w -w z -z 

... l--=-2-1 = l~I 
t+w

2 
w

1 
H z

2 
z, 

Un razonamiento an~logo ,es ap 1 i cable 
transformacion¿.s (B), y la relacion 

w -w z - z 
l--=-2-1 l~I 

t-w
2

w
1 

1-z
2

z
1 

se satisface. 

Pr·oposici~n 

1 , T ( Z
1

, z
2

) = 

de 
del 

al 

~stas 
mismo 

grupo 

dos. 
tipo, 

son invariant s d~ los grupos de tr·ansfor·maciones (9), ( 10) 
( 11), resp~ct vam'1nt~. 

La invar· anl~ T 1 (z
4
,z

2
): lz,-2

2
1 es la dist.:incia euclid~.:ina, 

inv~r·iante en el plano de Eucl~des. 
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Por tanto si z
4

, z
2 

y z. ;on tres puntos col _ineales 

T(z1 ,z8 ) = T(z1 ,z,)+T(z 2 ,z1) ... (10) 

si empt•e que z
2 

sea un punto .entre z
1 

y z
1

• 

Sin embargo no se satisface una condici~n s~m=jante pa1·a 
invariantE:s,T 1 y T

11 en el plano euclid-=qno, pe1·0 consid~r·ando 
una inversion en un cir·culo de,un haz eljptico c9rr·esponde 1 ~n 
esfera de,~iemapn a la inversion en vn circulo maxi~o, y qu~ 

. composfcion de este con otr~ inversion en otro circulo es 
rotacion de la esfera, podriamos suponer,que el invariante T' 

relacionado con la distancia esferica E
9
(z. 1 z

2
}de 

preim~genes estereogr·~ficas de los puntos z
1 

y z
2

• 

El objetivo es entunc~s obtener una funcibn tal que 

Ei;.(z,1;:2 } = f(T'(z,,z 3 )) 

lo' 
QUE 

la 
la 

un.;r 
esta 

las 

v que,satisfaga la aditividad lineal (10). La con~tr'ucci~n dE la 
funcion es detallada v clara en ( 10), v la ecuacion que se define 

tg 
1z1 - '• 1 

Un razonamiento an~logo s-: aplica con el invariante T 11 y se 
constf'uye una distancia invariante E'"(z, ,z

2
) tal que 

tgh 
1 z, - z, 1 

1 1- z, z, 1 
Esta distancia se interpreta como la dtstancia inuariante d•l 

plano no-•uclideart0, 
Un modelo del plano no euclideano con la distancia E'"(z

1
,'l

2
}, 

y en la cual el ~ngulo de jncl inaci~n entre ,curva~ es igula al 
angulo euclideano usual fue dado por Poincare. En este modelo el 
plano no-euclideano corr'esponde, al semiplano H {z!Im(z>;-o>, 
llamado el semip1ano de Poinca1·e. O~mos ~nseguida una o?xposicion 
detallada del mismo v de la g8ometria a el asociada. 

10. Goometria Hipo~b~lica 

s, ha visto que la~ inver·siones en circulas del haz 
hipel'bolico (3) son tales que 1 zl<1 son mapeados en puntos lwl".1, 

~ite hecho hace posil)le identificar al disco unitario A como 
la imagen del plano no-euclid~ano. En ~:;t~ l.:ontexto las 11 lineas 
rectas 11 del plano no-euclideüno, cor·responden a los circulas 
interiores y ortogonales al circulo fzl<1, al qu~ se denomina 
horiaont' del plano no-euclideano. 

En,este contexto,los cuatr~ pr·imeros axiomas de la g~ometr~a 
de Euclides se satisfacen: 
a) Por dos puntos paza una y solo ur1a linea recta, 
b) Dos rectas se intersectan en un so]o punto. 
9) Los axiomas de ccngr·u~ncja de triangules se satisfacen para 
este grupo de movimientos rigidos. 
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Sin o;::mbargo. por ,un: punto r-· .~xtet·ior a un.:. 1·~·cta dad 9 pa!;a 
mas: de una recta que no in.t~r~_.ect~ '~_g: ·.-

Fi g. 7 

Toda 1·ecta tiene dos puntos finales distintos que estan sob1•e 
el circulo de radio 1. Todo p~into interior de·¿ se unta un punto 
dado del,ho1~izonte mEdfant~ un~ unica recta. 
Oeffnicion 
~.e dice que dos H-r·ectas qu.: tieno;n un punto fin.:.1 comun, 5on 
paralelas, 

Por tanto dada una line~ g con puntos finales A y O, exi5t~n 
dos l't:Ctd~ par·alt"l.:J~ .3 g con puntos finales A v B e 0 1 

r-.?spectivamente. El haz d~ cir·culos que pdsa po1· el punto P_ esta 
formado por rectas que intersectan a g y por rectas que no lo 
hacen. En la figura la r·ecta 1, es tal que 1/\'p:T, en tanto que 

l_/lg ::o 4' A las rectas de este segundo tiµo Si:! les llama 

ultra-paralela• a 9 1 <je las cuales existe rn~s de una. Por tanto el 
So. postulado de Euclide~ no se satisfdc~. 

La modificacJ~n del axioma de las par·alelas modifica los 
teor·emas que de el se deducen.,Asi por· tjemplo, la suma de los 
?tngu1os inte1·ior~s d.e un H-tr-iangulo no es n, sino <:n, Tomando 
esta consicJeracion, ]os axiomas de cong1·uencia se satisfac~n en 
la geometrja hiperbolica. Por otro lado,, los teor·emas cuyas 
d(lmo::traciones no util izc:1n t:I postulado euclídeo de las par·nlelas 
se pre:o;..ervan, por ejemplo: La H-Lin~a PQr~ry.dicular al H-~etJrru:>nto 
aben su punto medio, es et l~6ar 6eom.etrico de Los puntos 
~q\u:diatant"'.- d" a y b. 

Sea °cRel conjunto d~ transformaciones d'2 Moebius con 

coeficientes reales: az+b 
°iJ1 ~ w = C"Z+'d la,b,c,d a IR, ad-bc"Df. 

Teorema 
T e °iJ1 si 

Demostraci~n .. , 
s~1o si T preserva H. 

Sea T tal que T{H) H, Por continuidad T(IR) 
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si , .. IR. , : , .. re,> = re z> fez>. 
·" T : f 
Puesto que los coeficientes de T difieren solamente 

factor de ±1 debe.suceder que los coeficientes de T sean 
a sus conjugados o iguales a sus conjugados negativos. 
segundo caso 

en un 
iguales 

En e 1 

Im(T(i)): ImJ(ai+b)(-ci•dl> _ be-ad : -lci+d(" < 0 
lci+dl 2 

- lci+dl" 
lo cual no es posible. ~ los coeficientes de T son reales, 

.·.T•'\R· 

, .. 
Si T "°u<!• entonces T(IR) : IR, 
Por· ser T de Moebius T es conforme, .. T(H) : H, 

tqqd. 

Obs~rvese que~ es un subgrupo del grupo de transformaciones 

de Moebius, cuyos,elementos se denominan transformaciones reales. 
Por· definicion X= a+d es sjempre real ,si T es re~l ¡ po~ 

tanto ~na T rea) nunca es loxodromica: ez ¡liptica, parabolica o 
hiperbolica si:gun que l:tl es mayor, igual,o men9r a dos. 

Los puntos fijos de una transfor·macion estan dados por 

a-d±(:l'.2 -4) </Z 

~ "ª : 2c 
--!- .. 1~ ... A.- - - ,/ ,.-. ,..¡'. ,- ~- t•·:in:;form.~c.i~n el jptica tiene dos 
r"r+r- .z_; ; ... ~ .~-.,..-~, - ·~. 

fijos reai¿s distintos, 
punto fijo doble real. 

--·-.····:;··'·- h: ... _ ..•. h ..... 1:- ... ,..f~c; n1,1n+n ... 

en tanto q"r> ,,,.....,., ,..,~ .. ~h...-.1 ~,. .. •.:.-.r-_- "-" ,,~.;.'.~r 

Oefinici~n 
La distancia 

diferencial 
Mperb;,t(ca 

1dT1 
ds =--Y-

se 

' T 

Proposici~n 
Sea una transformaci~n T en~ 

invariante.de T. 
Demostracion 

Sea T & ~' T 1 TT = X 1+iy1 

Y' : __:¡__ V dT 1 = 
, lcT+dl

2 
z . 

"~ ldTl/l(cT+d) 1 
y' y/lcTtdl 2 

__ 1 __ = 

(cT+d)
2 

Jk.L . 
y 

.·. ds ds' 

Oefinici~n 
La dt:~tanct:a ht:perb;lica entre dos puntos se define como 

f ds 
e 

donde e es la H-linea que u9e los dos puntos. 
La sjguiente proposicion es corolar·io de la anter·ior: 

Proposicion 
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':··;·:se ).:1 H~1.\n .... ü qu~ ·une:lv·s: .. pi..mtos···a y b·, y 
H·lin•.:i 4uu une los H:puntos~{a)·Y'T(b), Ehtoncas 

( 1 = T (•- l'.1 

~ 1d-r i''~ Tc;>'r~'l"i 
(1 v· _'i{éif''::v . 
d(a,b).<d('Ú1,Jli) ,•-para toda T~. 

;-~1-·· .::. 
Er. J~ci r· 

Pr~posici~n .-"_".'fi· :·:~~:'· ·<:};·_ ;~". · 
Las H;lin1?its son··\Jcú;-9:e-~d;·~'.i:c:a·~~x~:.e~\~~ ·g·~~O~~t·1.·i~ hiµerb~liCa. 

Domostracion .,.J ___ ·-:e-
Ba~ta con demostrarlO para Sri~r;~~~ritl:i ~n eÍ eje imagin~rio, 

pues la trannitivi~~d ... ~_~;'.~_;·;),?··:·,~~-~~~·:~' e'~f0.ifs1vo" par.a· -.·cualquier· 

H-linea. l =- iT=iy ; 1<=}·<:;~]{' 
y L' 
l: 

t.:il 

Sea 

una 

que: 

curva di.ferenciabTe' en H, que une 'lós p'unto-s 

L 1:-,:,-i• T -= X.<- i Y:~ 
X.= x(t),_y • y(t), O<=.t <= ( 

x(O}•.x(1) =o, y(O} = 1, y(l) =_y
0

, 

La longitud IL'I est~ dada poi· 

IL'I = .t l2!.l ; !x'(t)¡' + !y'(t))2 1"'2 
L'y o y(t) 

dt 

,finales 

• l.Y...'..ílli • ~ • • 
>• ! y(t) dt >•! y(t) dt = logy(t)l 0 

.illl log y(O) 

Yo 
1 ogy

0 
• f 

o 
9-.Y. 

y 
1L1, 

lqqd. 
De ~sta proposjcibn se deduce que la H-distancia satisface la 

desigualdad del triangulo, Todo lo anterior nos permite establecer 
1 a sigui ente 

Proposici~n 
~tri:~. semi P 1 ano H junto con 1 a H-di stanci a es 

El conjunto de H-discos 

c9nstjtuyen 
Mas aun: 
Lema 

5(T0 ,r·) = i WGH d{w,T0 )<r, r>O~ 

una base de la topologia inducida por la 

un egpaci.o 

H-distancia. 

un H-disco,es un disco euclideano. 
Oemostracion 

Sea T
0

eH, y M"'\i¡ una transformaci~n elfptica con puntos fijos 

T
0 

T
0 

y multiplicador k, 

Los clrculos fijos de H son clrculos euclideanos ortogonales 

a los que pasan por To To. Sea e un circulo fijo y ( 1 ( 1•C talei:. 

que ( ' = fi( 
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Por tanto tOdo punto--en C· e~stá a l,a misma distancia_,.- de T
0

, 

Por otro lado, si 

el circulo que pasa por To' y To, es orfogonal' a:c .. e· .. i_~·_terseC~' a 

e en <.>. , , 
Por tanto, un circulo hiperbolico es un cirCúlo e-ucl ide-á.iio. 

De ~~ta equivalencia deducimos la siguiente 
lqqd.. 

Proposicion , , 
La,topologia inducida por la H-metrica es equivalente a la 

topologia ~ucl ideana usual. • 
Esta ultima equivalencia confjrma la interpretacion a los 

elementos d~ ~ como movimientos ri~idos no euclideanos. 

Si Tes el~ptica con punto fijo T
0

, un circulo fijo e de T ¿s 

un c{rculo con c~ntro T
0 

y T es tal que un H-circulo perpendicular· 

a C es mapeado,en otro H-c{1·culo perpendicular a ~ que fotma con 
el primero un anguJo 8, Por tanto T es una rotacion hiperbolica i-:n 
T

0
• Si Tes hiperbolica, sus circulos fijos son tales que se 

inters~can en los puntos fijos de T. Por tanto T es una traclacL~n 
hiptlrbolica., FinylmentB: cuando los puntos fijos de una 
transformacion eliptica son conjugados (compl~jos) y tienden al 
eje real, y por tanto a ser uno y el mismo, T, es, una 
transformacion parabolica de~ a la que se llama rotacion lim.it•. 
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Capitulo III 

EL TEOREMA DE PROGRESION ARITMENTICA 

En -=st.: c.aP,itulo ~.:: -=xµon~ una d..::-n1ostraci¿n na elemental, 
utilizando teori.;i d~ funcion.;.z de va1·iablo:o compleja del Teor~n1'1 
de P1·ogre:;ion Aritmetica conj~tur·ado por· L-?g¿ndre y demostrado por• 
Dirichlet. 

TEOREMA 
Sean a,m dos n~~ros enteros positivos tales que Ca,ml•1. El 

conjunto de nÚmeroS; primas p que satisfacen paa Cmod m) es 
infini lo. 

1. Caracteres de grupoto. abeliar.o~ finilos 

Ot-finiciÓn 
SEa G un g1·upo abel iano finito multipl icatiVo. Un caractB'r d~ 

G f:S un hornorr101·fis1110 :r:G······ .. >C* en el gl'upo mulJJPfiCativo et tal 
'qu~ x(g,g

2
) :t(9,)X(g

2
). El dual de G. es ·e1 grupo··· ·· · · · 

G • Hom(G,c"¡ = {x:G 4 e*(~ es lidm~m~rflsn:o~ 
ProposiciOn' 1 

Sea H un subg1·upo de G. La r•est1·icci~n 

P(X)=Xltt • 

d-: Sen~ o::s suprayectiva. De hecho, 

Por ot1·0 lado G/H : {H~jgeG} .. G?tt : 
La car·dinalidad de e~t~ conjuntu 
caract~r~s ~a. X(H)~OH mas uno. 

Ker(P)={x l:\'.H'IH}. 

{x(Hg) jxe~} = {x(H)X(g) l:t~} 
es entonces el nume1·0 d~ 

Poi· tanto el gr·upo fo1·mado por· los homomorfi$mos X t~l~s qu~. 

1\ 
:\: 1 tt"'ªtt o~ i soniof'fo " G¡H . 

Proposici~n 1 

El grupo e es un grupo abeliano finito del mismo or·den que G 

Do:mostl'aci~n (Por inducci~n sob1·e- ·.?1 ~rdo?n n de G}. 
1\ 1\ 

~·i 11= 1 G:D, y G:1, y o(G)o(G) 

2~ 



St>a p~:? y H un subgrupo Ci C1 i cb 
observacion anterior ~ A-.: -·~ 

o(G) = o(Hjo(G/H) 

" pero o( H) = 
o(G/H)<n,

11 
.·. o(G) 

o(H), por se H cÍ.clico, 

= o( H) o( G/H) o(G) 

Hemos demostrado que los b·rdénes 
coinciden. Oe hecho 

" G(m) ;;; G(m) 

,Si xeG, la funci~n X 
explicito: 

1~ X(x) es 

. " Sea xeG, Definimos la funcion &,:G 

/1 '\(X) • X( x) 

para todo X e G. La gencralizaci~n para 
~ 

homomorfismo c:G ~ G, tal qoe c(x) 

Proposici~n 3 
~ 

e es ~n isomorfismo de G en G, 
Oemostracion , 

Por la pr·oposicion 2 

~ " o(G) o(G) = o(G) 

e . 

un car-~ct0r 

~ e* tal que 

todo " G 

de 

es 

/1 
G; 

el 

mas 

Sea x.:;G, xiJ11!1. Basta con demostr·ar que exista alg~n x~tal 
que X(x}iJll!J, pues si par·a 
no es seria inyectivo. 

todo ca,.~cter en~ X(x)=\,. xEKet'(&), y" 

Sea H el ~ubgrupo cfclico generado por)(; entonces 3 XE~ 
que X(x)"I. El caracter x extendido a todo Ges el buscado. 

lqqd. 

1.2 Relaciones do Ortogonalidad 

Proposicion ~ 

" Sea n = Card(G) y X e G, Entonces 
E 0

X( x) es n si x 1, y eo O si x ,. \. 
xeG 

Demostraci~n 
Si X=º\,. X(x)=\ Vx e G 

.. E X(x)=nsiX=I. 
xGG 

Sea y'" G tal que X(v)"I, es decir, x,. 1 
x(vlE x(x) = r: X(y)(x) E x(xy) E x(x) 

xGG xGG xEG xGG 
.. (x(y)-1) Ex (x)=O , 

xeG 
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e,,'""' :t r \ l" 1 + I: :t: ( "¡ ' o . 
,CiG. 

lqqd. 

i~Ui o1 .. 1f·i n 
~;~d':>:~. ~-~·,·i~~li.~~s\ ,'E. X(~},~~ r" ~c~l x:: l·,_ 'i ~5. O si 

·.:'. ,::>:: .. :."\.-:;.y,GG' 
La demoSfra.c'i tiri·:c-~-5-'<ürya 

•. · .. ·. ;..··. •.·: .. · '· .. • ·:.' 
card(G). =, card(G) = .. n . 
Si x= 1, "•·"",~Y &.<x)= 1 V X .. 

' . . 11 
Pero .:(x)•X( 1)=1 V xeG. 

11 
Sea 1'>'1 y ;teG üil que "•(:t)=X(•J."t 

al dual e 

.:(xlI:
11

c(:t) = :t(xlE,/('IJ I:
11
:tív):t(x) 

xEG eG xGG 

E :t(v> 
11 

y<.G 

I:11"v( :i;). 
,.GG 

.. (t:,(;r)-1) I:
11

t:y(X)=O 

xEiG 
!qqd. 

En pal'ticul~r . • 
:t es un c;,racter de G(m) = (Z/iiiZ) 
Card(G(m)J=<l>(m) y p<áPQ={pGPjpsa (mod m) ~ 

por· el cor·ol~rio anterio 
l: X(a-

1
p) 

1\ 
x&G 

4>( m) si -· a pSI 

1·epresentante de cada una de las clases de 
elomentoo dé G(m). 

lqqd. 

(mod m),. p~es · p 

equivalenCia que 

es 

Oefinicion (Funci~~ 4> de Eul;;r) , . , 
Si d .:;:z un cnt-=ro 2:1 1 la /tJncion t/J do 'eu.t9r d~: d .eS· el· numere, 

de entero tSxSd tales que (x,u)=t. 

Oetinicl¿n 2 

S~a m un entero po~itlvo. Denotamos por G(m)=(Z/mZ}* el •Jrupo 
multiplicativo de ~lementos inv·ortiblo?s del anillo Z/mZ. G(m) es 
un grupo abeliano finito de orden -(m). Un elemento :i: dol dual 

G(m} se llama caracter m.Óduto m. y se pued~ consid€-rcr como un!?i 

funci;n :t:Jtf ......... ·,c*, !11 = {zeZj{7,m)=1~, t.3] qu,,; X(ab)=X(aJ:t(b), r·ur 
conv~ni~n~ia se clefine X{a}=O par·~ todo z e11 ~) comple1o~nto dt A, 

Ejemplo 

G(I>) = (Z/1,z," 
El anillo (Z/i.Z) = {tol, r ¡l, c.2J, t3J ~. d~nd<: 
[ lJ) ((1, ;t(¡. ±1. 1 • ' 
t 1 l { .•• , - 1 1 1 - J ' - :: , 1 t ,5 ·,· 9' • •.'• ) 
e 2l : <:t2, j:f> 1 ±lo, ... > 



C3J = < ... , -9, -s, -1, 3, 7, 11, ... > 
•• G( ~) = { e 11 , e 3 J } 

,. o(G(4)) = o(G(4)) • 2, 
~hay solo dos ca1·~cteres en el dual de deG: zd v~un z no 

trivial, Este ~ltimo es z:G(m) .. e* tal que 
Z (X) • ( -1) <=<•> • { - 1) o = 1 Si x .. C 1l , V ( -1) < = - 1 si xGC 3 l ¡u 

2. Series de Dirichlel 

Definici~n 
Sea <"-n) una sucesion creciente de numeros reales que tiende 

a + m. Sin p~rdida de generalidad se puede suponer que "-n~O para 

todo n.La serio d9 Diricht~t con exponentes "-n es 

"' n~1 ene -hnz' ªn' zGC. 

Los t~r·minos de la serie son anal iticos, y se hace 
establecer· criterios de convergencia para estas ~eries. 
central sobre convergencia d~ funciones analiticas 
Weirstrass: 

Lema 1 

nec~sario 
E 1 teorema 
es <!l de 

Sea U un subconjunto abierto de C y sea {fn~una sucesion de 

funciones holomo~fas en U que convergen a f uniformemente en ~odo 
subconjunto compacto. Entonces f es holomorfa en U y la sucesion 

de derivadas {f~· converge uniformemente en todo subconjunto 

comp~cto a la derivada f' de f, 

En t~rminos de series el teorema puede expr~sarse como 
sigue: 

Si la serie de t~rminos analiticos 
f ( z) •f.< z) +f 

2
( z) +,,. +f ,.,( z) +,,, 

converge unifor·memente en todo subconjunto comp~cto de U, entonces 
19 suma f(z) es analitica en U y la serie puede ser derivada 
termino a termino. 

Lema 2 (de Abel) 
Sean {a,.,} v {b,.,} dos sucesiones, Sean 

n=p 

Am,p =·,.,~m a,., 

entonces 
n=t. 

n:L 

y 
sm,l = n~m ªnbn 

sm,I = E Am,,.,(b,.,-b,., •• > • Am,lbl 
n=m 

Lema 3 

3 1 



Sean a,{1 E .[?., Q<.n.<(l. ~-·· ,¡ 

1 e""' - e· f1• ¡ S 1 z 1 / x ( ~ "°" -.. -/1•) , 

Proposici~n s 
Si la serie f(z) = I: ane c.onveI~.ge}ara z=z01 . entonc.,s 

converge uniformemente en todo domini~' 

H = ~zGCIRe(z-z0 )~Ó,Arg(i-~J)scqo.~n/2~ 
Demostraci~n 

n= t -A 11 

sm,t=St-Sm= I: ane n; por lema añt·~·rior é"Sta expresion es 
n=m 

-X. a -A 2 

igua 1 a 
n=l -Anz 
I: Am,n( e -e n ) +A e ' m,l 

n=m ->.. • 
Se demostrar-~ la convergencia de la serie E ane n mostrando 

satisface las condiciones de Cauchy de conver·gencia 

uniforme. Es decir, que dado .s:)Q 3 N•N(") tal que si m,t~N, 
entonces lsm,tl<& par·a todo z en el dominio de H. . . ' 

Sea r,D:C ......... )e la traslacion sobre 'o• r,o(z)=z-zo tal que 

T (z
0

)•0. Sin p~rdida de generalidad, podemos suponer que z
0

•0. 
'o 

"' Esto implica que E ªn converge y que dado &>O 3 N tal que 
n=t 

n= l 

IAm,tl • 1 I: anjcc si m,t~N. 
n=m ->... 

2 

Aplicando lema con (bn)•(e n) tenemos 

Escribiendo z=x+iy y aplicando el lema 
• t-1 -X. z -An+s. z -\. z 

1 S m,l IS I: 1 Am,n 1 1 e n - e 1 + 1 Am,t 1 1 e 
m 

Aplicando de nuevo, lema 3 a z•x+iy con x=Re(z)>O la expresion 
anterior e~ menor o igual que 

L- 1 -X. X -A X 

I: .clzl/x(e n - e n )+.e 

L-1 -kx -A)( 

•&(Hlzl/xl:(e n_e n+l)) 
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-X. :< -\x 
=i:(1•\Z\/x (e '"-e )) (q, 

ha<:i>11d9 ~°"c(a1·g(,J);I z\i,'sk,, k•s'ec•"• lo 
(v~f· ap-endi-c¿.), {*) .es menor .o i91.1a_La 

-)1..mx -X.~x . 
e( l•k(<> -e )):S&( 1+k), 

Retomahdo los extr·~mos d~ esta 
cor1cluimos 

!s,.,.\:S &( Hk)¡ j, ; 

c·onv~rg~ uni.fo,r~~~i?n_t"e, · .. -~~:.:~-·~ _;;."_: .. < 

Corolal'io 1 

'', 

tqqd 

Si f ( z) 

el semiplano 

->-nz ..•... ·· ,' ··./. :r :·.··.:(<' ,·· 
=t ane converge_ e_n :::z.:=_z;;,i :·,{OtéfrlOeS::--_·cOilver9~ .an 

H = ~ zeC 1 Re( z) >l:e(z
0 

>t ·~ '.~a fúnéi~n es; holo~b~fa; 

DE'mostr·aci ~n. 
-··· ·-:.-.:~ /{~<'" 

··:,,,r,,. · .. ·,¡,. 
La proposi ci ~n ar;terior aSegu·r·a 1 a ~~~~-~-~.=g~~-~;~'·:·- Por• otro 

lado, ,si C~H es compacto, por er f&o"re·m·a· ~·:de :;·Wef,ú·strass:, la 
funcion f t:s uniform¡z.mente conVerg-enl_e '.~-n·-c,-._:y_<holómo-r_fa- e-n- H. 

E.:orola1·io 2 
E 1 conj~nto 

semiplano maximo 
con'Uel'69ncia, 

de 
de 

convergencia de - la·>·SerJe~'. ~f'_.-,'.contiene 
c.:onvergenc i 3, 1·1 i1~a-dO,'",'"et'·- - ·. semt:ptano 

' ~:~-

- ---· 

Co1·ol ario 3 
En el dominio H: ~z..CIRe(z-z0 )0!:0 

converge a f(z
0

) cuando z ......... >z
0

• 

Coralario 4 , 
La funcion f(z) es id~nticamente cero si 

un 
d• 

n. 

Consideremos aho1·¿¡ la ser·ie d~ Dii·i.chlet que- s.e obtiene do? 
tomar >..n=logn: 

00 

La serie f(s)= ~=lan/ n" se llama ta serie ordinaria de Dirichtet, 

Propos i e i en 
Si los coefici~ntes dn son acotados, la ser·ie ordinaria d·:: 

Dirichlét es 
Re(s)>1, s~· 
Demostracion 

00 

absol utamerite convergente 

La serie E 1/nª es convergente si 0>1; 
n=t 

33 
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CD 

IE an/ •I 
n:t. 

11.-

Oef(nici~·n . 
La .funcion· t:IN ........... ->ce se· 

f(mn)•f(m)f(n) -siempre qye (m/~)• 
Up ejemplo de funcion.multip) 

(ver Niven-Zuker.an ,- Introduccion.a la·~eorla 
Sea f funcion multipll~ativa acot~da 

Lema 

si 

Eul er 

CD 

La serie de Dir•ichlet E f(n)/ •es aosc:lluta~-en·t¡;· ·convergente 
n=t n 

en H i<~IRe(s)>1~ e igual al producto infinito 
n (1•f(p)p-· .... +f(pm)p-m0 +,,,)' 

p&IJ> 
donde~ es,el conjunto de los n~mero~ primos. 
Oemostracion 

La conver9e11cia absoluta.en H se sigue de qu~ f(n) es acatada 
par·a toda n y de la proposicion B. Sea S=~p1 ,p2 , ... p,..(p" es primo~ 

n 1 nk 
N(S}'ine!Nln"P, ... pk , P,eS, 1SkSn~. entonces 

CD 

E flnl/nª= n 1 E f(pm)/pm• 
nEN(S) p..S m•O 

En efecto,"'cuando S ...... >IP, N(S) ...... >IN, y en el lÍmite corresponde a 

E r" = 1/1-r si lrl<1 
n= t 

Oefinicion , 
La funci on 

para todos m,n&IN, 

En virtud d11, la 

E 
n=t 

Lqqd 

es G"strLctcunents m.ut{ipticatí-VO., si 
f(mn) = f(m)f(n) 

convergencia de la serie 

····;-·~·;:··· si lrl<1 tenemos la siguiente Igualdad 

O> CD 

E f(n)/n° • n 1 ·t f(pm)/pm• 
n= t p&P' m:O 

Lema 5 
Si fes estrictamente multiplicativa 
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00 

r: 
n:.1 

f(n)/n" = n ( 1- f(p)/p 0 '¡-• 
pfi!P 

Demos trae i ~n 
Por el ;¡,ema 4 

00 

E f(n)/n" = n ( 1 + r: f(p"'¡¡p"'" , 
n=1. pGP m= .t. 

"' por hip~tesis = n ( 1 + 
p.a!" 

r: f(p)"'/p"'" 

n < 1 + 
p&IP 

m=1 
00 

r: ( f(p)/pº 
m=' 

Por ser f acotada y Re(s)>l, sin p~rdida de generalidad 

podemos suponer que lf(p)/pºl<l 

Observaci~n ,. 

r: ( f(p)/pº 
m=• 

"' n e 1 + r: 
pQP m:t 

1 

1 - f ( ~) 
mP 

f(p)/p" ) n , 
pd' , - t e el . 

p 

tqqd. 

La funcion f=D es estrictamente multiplicativa y acotada, 

Oefinici~n 
00 

{(s)=~=•1/n• = P~ 

es la /unci~n { de Riemann. 

Proposici~n 7 

.......... L ......... . 
1- 1/p

0 
para Re(s)>l 

(a) La funcion { es holomorfa y "'O en el semiplano 
H = {sGC!Re(s)>l ~ 

(b) q,¡ se puede escribir como {(s) .... ,,.~.,. .. + <l>(s) donde t/>(s) es 

funci~n holomorfa en {sá:IRe(s)>O~. 

Demostraci~n ~ 
La afirmacion (a) s~lo enfatiza un hecho implÍcito. 

00 "' 
(b) '"';¡·~·:¡= .f l t-

0
dt = r: .r 

n=1 
-· t dt ; 

CO IXI n+t al 

•. t/>(s)= I: n-• = 1 - I: .r t-0 dt + En-• 
n=1. s- 1 n=t n n=t 

1 
co n+t 

.... 5·:·r· + r: (n-•-.rn t-"dt) 
n=1. 
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CD n•l 

., .. 5.~T .. •. I: r~ cn-·~t-"i.Jt> 
· n+l' · : .. ·_,.'~~:l.,-·,~ ,-~-"''" ·.'.-": -.·.: Q)-

o;;aro </>n(s) • rn.<~~·.:°L~~ldt~J;i,'.i,1ic'sf7' I:4>"(~) 
</>n(s).es una.t'u~~;~Ó-

0

bie~'.;dt.'i;-;j;,;i';,,.'f)~'í"fttca par•a Re(s):•l 

'"'n<s>I • ·, r:•!<n~·.;;:~>:t'X,?2r:~~·r~~··&· ldt 

-a: .. ·, .:a··-'.>:" e•• .: • ·:: .'.<·:. '.' ::~;"~_..: .• _,'//-~· 
s sup n · ·t 1 • Por ofr~)af> 

nSt:Sn+' : _.. ::: ;· ,. . . _;.-: .:-'. ,:···· _ '.'.'·:' ... . -:''.'":· "-·; 
que en. norma·. es deéreci ente•cuando: R~( s Í )o. 

•· l<l>n(s)l!i 1!!. · con•xLRe(~¡.;•:)'o. 
n -''- . ·".,, 

Q) ;:~_,,~,:.e ·.;.':;~,./ . 

.. I: </>n(s) converge en nor!Jlaépa.ra.Re(s) '>.·O , 
n= t 

Q;J - • ~ 

I: ,P~(s) es ~~,;-h~·~:~·g-~~~-t-; -~Y 'tlolOmo~fa • .. 4>(s) 
"= 1 -- -~-:;:;.:_::_·':>> 

Corolario 1 • ,, e~. 
La funcion ((s) tiene un ·polo··•simple en s=1. 
Es claro, pues <l>(s) es holo.rrio.rta •.. ; 

Corolar'io 2 

Lim I: p-• 
.... >• pe!f' 

~ 1 i m l og ·s·~·;··
S···> 1 

es acotada cuando s tiende a 1. 

Demostracion 

( ( s) = n 
pe!f' 

.......... !... .......... . 
1- 1/p 

• 1 

l og( ( z) = I: 1 og···········L ........ . 
- pe!? 1- 1/p

0 

y 

E log( 1-1/pº) 
pe!P 

lqqd. 

El desar·rollo do la serie d~ Jaylor de log( i-l/p0
) alred~dor 

de z=O p.:1·mit-: -:oscribi1· 1,:, ~Xpl'!!.sion ant-zrior como 

"' I: E 
pGIP k=l 

1 1 .... !.. .. ...... k·a· E . I: ......... ;::· . 
lcp pe!f' pelP kp p 

i<'?o2 

'2S un m::iyor.::inte d.f' l: .... !.¡:: .. ~· 
pe!!' p 
k'?o2 

< "' ....... !... ............. :s ... 1 1 ; - .. p (p -1) .. ·;;···(;;····:'j") 

JG 

E ....... !... ............ . 
p"(pº-1) 



·" f ( s ) ; p5i,·<;··· 
k2:2 

m~dulo 1 f(s) l:S M V s. 
Por otro lado 

log { ( s) 

tambien 

I: p-· 
pe!P 

es acotada 

1 og{ ( s) log( ""5'~T'" 4>(s) 

y en consecuencia 

cuando s .. 1 I: .... !.. ..... est~ acotada y 4>(s) es convergente, 
p&!P kp k• 

k2:2 
Esto implica que en la primera igualdad 

log!;(s) ~ I: p-• 
pe!P 

·······>• 

su 

puesto que {(s) tiene un polo simple en s = 1' en la segunda 
igualdad 

log{(s) ;:: log ·;¡·~T"' 
·······> l 

1 og ·;¡·~'i"" ;; I: p -· 
pe!P 

•······>• 
tqqd 

3, 1 ~-funciones 

Sea melN y X un caracter m~dulo m. La serie de Oirichlet 

L( s ,x) 0 E x.L~.l 
n:t n 

es la L-/unci~n correspondiente a x. 

Los termines de la serie que corresponden a primos relativos 
a m son·-"O. 

Proposici~n 8 
Si F ( s) 

Oemostraci~n 

F ( s){ ( s) 

n (1-1/p
0
), entonces 

PI"' 
F(s)!; (s)oL(s, 1) 

n e 1-1/p") n 
p lm pe!P 

.......... !.. ......... .. 
1- 1/p

0 

n e 1-1 /p • ¡ n .......... L.......... n .......... !... ......... . 
PI"' PI"' 1- 1/p

0 
pfm 1- 1/p: 
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0--:finici~n 

n .......... L ........ . 
pfm 1~ 1/¡:>; 

.. r(s)C(s)o:L(s¡.1). 

Sea C:t 0, 11~ .. · CI> 'un.a· 

tqqd. 

Sea fo analítica en 

B, ( C (O)) , f 
1 o 

analÍtica .en ··~;(C(1)), Se··;·diCe-.que f
1 

ea la 
_,:,-' :.,;.;_& '., 

continuQciÓn anatitíca ·d" f 'a lo· largo de 'c. si esiste una 

famíl ía de funciones analitl~;s <definidas en ªr,\C(t)}, ,i\>Ó, 

te[ o. 1l. de tal manera que~pa~~ c:a.da ·t.,; exita-.<>0 t~l -~~·~ 

1. c(tl e e,
11 

,(c(t)) para-lt:t~l<.i:; 
o . :·':'-:_:;;,::;·_:,·_ '., 

2. fL es cont_JnÚ-~!=_ion a~al iti_ca_ dir,~Cta 2 
para l~-t~l<c. 

Tambien ~(s,1) tiene un polo simple "n s•1 
extender analíticamente en ~s!Re(s)>1~. 

3.2 Producto de L-funciones relativa& al misrro entero 

s-e puoede 

Sea m un n~rn'2t·o natur·al fijo y peZ tal que p{m. Sea e. el 

represent.•nte de p en G(m) • (Z/mZ) •, (p) ·:1 subgr·upo gener'3do por 

p en G(m) y el grupo coclecte G(m)/(p). 
Sea f(p) el orden de p en G(m), es decir, el natuí'al mas 

peque lo tal que p
1
'P'e I (mod m); el orden de G(m)/(p) ~s 

o(G(m))/o((r)i. 0(4>(111))/ofqp)) • g(p). 
Í'OI' otr·<• lado ~-;of-• W =- iwt"'z'., ,..,.,n~ ~l conjunto d~ r.:iic';':;. 

f(p)-~slmas de la unldod, entonces existen g(p) caracteres Z de 
G(m) tales que Z(Pl •w, par'a alguna i, 1:Si:Sf(p), Esto junto con la 

igualdad (ver ap;ndice 4) 
re p> 

,Q, ( 1-w,T) 

nos permite 

L~ma 

Si pfm, 

Demostraci~n. 

n 
zEG(m) 

Sea X uno de los 

n( 1-z(p)T) 
z 

(1 
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.. 
Pero 

enteros 

n ............. !... .................. . 
p&!P 1- X(p)/p" 

n n ............. !... .............. .. 
XeG(m)pG!P 1- X(p)/p

0 

n n ............. !... ............... . 
pc!P xeG(m) 1- X(p)/p

0 

n n ............. L ................ = ............. ! .................. . 
plm xEG(m) 1- X(p)/pª 1- X(p)/p

0 

Por 1 ema, 

Por 
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111 
n 1 ......................... ;··; .. ;:~·:···-g·tp·;· .n ( ¡: 

p{m(1-1/p } 

.. a., =· 1 pat·a toda· n 

El producto converge en H'pon 
sus factor~s es c6n~~rg~nte 'en. H. 

Teorema 1 
(a) {m(s) tiene un polo sÍmpl~ 
{b) L( 1,X)"O para todo x"I. 

Demostraremos primero el inciso (!;>). . 
Supongamos L(1,X}•O para algun x"t. Entonces 

{ (s) = n L(s',x)=O en s=1 
'" X"G(m) . .. 

de 

Por 1 a 
en Re(s)>O, 

(m('.;) ;s holomorfa en s=l. · . ' : 

proposicion 11 L(s, 1) se puede extender. anath:ioamente·~ 
para todo X " I. Esto implica que:{,;,(s). ·.es: ··.holomorfa 

en Re(s)>O. 
Por otro 

1 .......................................... g¡·¿·p·;-
( 1- 1/pí<p>o) 

que es un mayorante de la serie 

1 +p -<P-rn>• + • • • +p •nitKm>a + • , • 
h los coeficientes de {m(s) son mayores que ,los do la 'sef'ie 

cn,m> =l 

rJM.m>• 
n 

la cual diverge para contrad\cci.;nl 

L( 1,X)"O para todo X " 

Demostraci ~n de {a) 
{'"(s)= n L(s,x)=L(s,1) n L(s,X) 

x&G(m) x"6(m) 
· X "l 

L(s,x) converge en H = {s~IRe(s)>O~ para todo X" I 1 es " O y 
L(s, 1) tiene un polo simple en s=1 (Proposicion 12 14 
respectivamente). ·" {'"(s) tiene un polo simple en s=1 

lqqd. 

1¡ • DENSIDAD Y TEOREMA DE DI IU CHLET 

Definici~n 
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Decimos que el s~bconjunto ~de~ tiene densidad k, 0SkS1, si 

I: • 
lim ~~ ..... !.' ....... 

s ...... > 1 1 og ... ;; .. ¡· 
._ ....... -> k • 

Vimo~ que cuando s tiende a 1 

I: p-• ;:: lag .~ .. ¡· 
pfi/P 

:. la densidad de~. d(~), tiende a 1 cuando s tiende a 1. 

Teorema 2 
Sea m entero mayor o igual a 1 y a..Z tal qu~ (a,m):I. Sea 

~ ... ~pe?jp'5a (mod m) ~ , El conjunto~ .. tiene densidad 1/~(m), 

Necesitamos los sjguientes elementos para demostrarlo. 
Sea X un caracter de G(m), definimos 

f X ( s ) = I: ... ~.~.~.~ .... 
p.f'm pº 

la cual es una seri~ de Dirichlet convergente ~n H 

Lema 2, 1 

Si X =I, f X "' 1 og ""s'~T .. cuando s ........... -> 1 

Oemostraci~n 
f

1
(s)= I: ...... ..1. ..... 

p.f'm P 

finito de t~rminos, 

tiende a 1. 

; E ...... .! ...... difiere de 
p.f'm P 

hemos visto que E p"º "' log 
pElP 

tCsl "' log s~T 

!qqcl. 

Lema 2.2 , 
La funcion 

f x< s) = E .... :5.~.~. 
p.f'm p" 

es acotada ,Para todo X " I cuando s ............ > 1. 

Oemostraci~n 
L(s,X) = n .......... !................ , Re(s)>1. 

xeG(m) 1-X(p)/p" 

~s..CjRe(s)>1 ~ 

un numero 

cuando 

:. <ZlogL(s,X) = E lag .......... !... .......... .. 
xeG( m) 1 -xc p) /p • 

E ( l-X(p)/p
0

) 

xEG(m) 

Al consider~r su desar1·011o en serie de Taxlor alrededor de z=O en 
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~1 cÍi·cu1o de convergi:O.~t~.·- ¡ zl . ...:1, Obt~r·~moc 
X(p)n 

109 L(s,x) • 

en l~ franja principal 

X(p)n 

ne 
np 

J: 
pGIP np"ª 
ne!N 
de 1 ogari trno;. Por. -~t~O- ·1 ad O 

por teorema 1 L(s,x) converge cuando 

logL(s,x) est~ acotado. 

, X(P)n 
J: .... 

p<&ll' np 
n&IN ' 

.. tx(s) esta 

Sea 9.,(s) 

g(s) "' log s~i" . 

Lema 2.3 

est~ acotada 

entonces,-

g(s)=···::.:J ....... E X{a)-•f {s) 
~(m) x&G(m) x 

Oemostraci~n 

t X (a)-• f { s) = I: X( a)-• 
xeG(m) xEG(m) 

I: I: 
p.f'm :t<iG(m) 

J: I: 
p.f'm xGG(m) 

Por el corolario de 

E xca-'p¡ 
XEG(m) 

xca')x(p) 
.................................... 

xca "'p) 

• p 

.................. -.............. . 
Q 

p 

la proposicion 

es t/>(m) si a -•P m .i.. (mod m) 

i:l complemento de este conjunto. .. a"'p"' 
1 

(mod m)' 
Como en ~ste caso a•p (mod m) -

42 

y cero "'" 



·• <P(m)g( s) I: I: 
p{m x..G(m) 

.. g( s) 

deS>s~raclÓn del leorem.ai 

. 
p 

I: ~.(.!!!l 
p{m • 

p 

I: ... ~<.mL. 
pEÍP a. p. 

lqqd 

Poe el lema 7 t 1 (s) 

Por el 1 eme 8, para 

I: ... .! ...... "' log ·;¡·~-r en general. 
pfm p 

toda x - I, fx(s) es acotada. 

Por tanto puesto que 1 og·;¡·~.,-·········->oo cuando s ···········-> t, usando 

lema 9 tenemos 

es decir, 

I: .... !... ..•• 
p{m • 

p 

E P-• 

pclP" t 
................. 1 ....... ·······················> ···;¡:·(···m ... ) •• 
1 og ......... .,, 

s- t 

cuando s .... - ........ > 1, 

lqqc!. 

Por tanto el conjunto P" es infinito. 
De hecho la densidad de un subconjunto ~ finito de P es cero. 
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Capil.ulo IV 

SUPERFICIES DE IUEHANN 

La funci~n z= w'"n o?S la inversa de 

w :: z'\ na CN. 

Si w pe""', las n raices de w son de la forma 
w .. = p'"'n~{v/H ~n/n) 

t~i::Sn. Pero entonces z = V<J
1

,,,.n no PS una /unción bion de/inld.a, 

Si z :;: rf!"
9

, ose:s2n, la funci~n w ; z" ;. r"e""8 
cuq,re n VO::t .. >:15 

el plancJ compl-:jo 4:, pu-=s O~nBSn(2n}; de hecho la r-:gion 
{zj(i-1)2n/n:S8:S;2n/n, 1Si:Sn~ 

s-e mapea bajo w=zn en todo <C, Por tanto w=z" ºproduce" 
de IC: 

z 1 O :S 8 S 2n/n ~ 

zj2n S 8 S 7(2n}/n 

R..,= { z j(n-1)2/n :S: 8 S n(2n}/n ~ 

ic, 

IC • 

r.opiaz 

donde cada Ci es~ y el subÍndice es una mnemotecnia para 

distinguir de que region pr·oviene cada copia bajo el mapeo w. 
Los puntos en el dominio de w con argum~nto i(2n}/n son 

mapeados en [R•, por lo que copias sucesiv~s d~ et están unida~ .. 111 

el semieje: real positivo. Al hac-er un 11 corte 11 de cad.J copia a lc1 

largo de su semieje real posjtivo obtendremos un plano semicortado 
como se ilustra a cor1tinuacion (Fig, 1). 

_ ....... ·····a+·· 
-----t··············¡_:-

Fic 

La arista superior correspond~ al mapeo de 
argumento (i-1}2n/n de la reglen Ri, y Ja arista 
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mapeada por los puntos de argum~nto i(2n)/n que astan ~r1.la re~ion 
r.;+ 1.si unimos la arista inferior d<i? ct1 con la arista superio1· de 

ci+1 obtenemos dos planos superpuestos unidos a lo largo del 
11 corte 11 que cor·r·espond~n al map~o de las r·egiones R; y R141 ' bajo 

w. 
Este procedimiento es aplicable a las n-2 copias fest~ntes, 

tomando la consido;!'t·acion de id~ntificar la ari!it¿¡ infc.rior "de en_ 
con la arista superior de 4: 1. Si 11 despe9amos 11 las n copias 

superpuesta tendríamos una 11 espiral cerrada 11 W de n 

donde cada hoja es una copia de C (mapeada por w 
reglen R

1 
(Fig, 2). 

Fig 2 

Si consideramos a W como dominio del mapeo z w1/n, 

elimina la ambiguedad antes mencionada y w1/n es una funcion 
definida con dominio W y rango C. 

Un tratamiento analogo se tendría que realizar con 

oe 

bien 

1 étS 

funciones inversas de ez, cosz y senz, entr·e otras, que son no 
inyectivas. 

Este tratamiBnto, novedoso en el sentido de buscar &ol dominio 
adscuado para que una /uncion 9st9 bien d.s/inida ~(n modificar la 
T56la de corrB»pondsncia fue introducido por Bernard Riernann 
(fechas), y los nuevos dominios de ddfinicfon ~e denominan 
•Uf>5rfiCie• c1- Rí9mann. 

La axiomatizacion y el desarrollo sistematice y riguroso de 
estos conceptos fue hecha por Herman Weyl (fechas) en su obra "La 
<dt>act.una Suporf<d• de R«.,nann" (Ref.), En este capitulo 
haremos un breve estudio sobre estos conceptos desde puntos de 
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1. Definiciones y Generalizaci~n 

O!:finiclon. 
Una su,,.r/icie et. Rlemann es 

Hausdorff p1·ovisto de un conjunto de 

siguientet propiedades: 

un espacio W, 
cartas {Ua,Za) 

{i) (U
0

) forman una cubierta al.dcrta de w. Mas aun, 

una bas~ de topolog~a par·a W. 
(ii) El mapeo za -es un homeomor·fismo 

abierto de C, 
( i i i) si uanufi._t/J, entonces zo.fl = zo.1~' 

Observaciones. 

de ll a en un 

cone)(O, de 
con l&s 

forma 

subconjunto 

1) El sistema (U
0

z
0

) define una estr1Jctura conforma en W 

2) La topologia de W esta completamente determinada por las 
f_uncion~s za 

3) Un punto p de Ua esta completamente determinado por el numero 

complejo Za(p). Por eso a 'a se le llama ~ariabl• o par~tro 
toca!. 
•> La identlficacion anterior de los puntos de ! con valores de la 
variable local facilitan el es~udio y comprension d~ conceptos qu~ 
son jnvariantes,bajo una fun~i9n conforme 1 tales ,como funcion~s 
analíticas, armonicas y subarrnonfcas, y arcos analiticos. 

Ant~s de proseguir con estas observaciones damos la siguiente 
Oefinicion 

Sean w, y W
2 

superficies de Riemann con estructuras confor-mes 

respectivamente, iu0 ,z0 ~ y (v131 z11 ~. Se dice que f es unc:i /unci::,n 

analÍtica de•, en W
2 

si la composici~n z0fz~' es anal itica para 

todas z0 y z(i en z(i{ U(i). 
5) Dos super·fici~s de Rjemann SR son confor·memente equivalentes si 
existe una funcion analitica y biyectiva de una en otr~. Si c~to 
sucede, ambas funcion¿s son esencialmente la misma. 
6) Todo subconjunto conexo de una superficie de Riemann ~s 
una superficie de Riemann. 
1Recordenios que una funcion se define como una regla de 
corr·espondencia que asocia a cada elemento de un conjunto D 
(llamado dominio) un elemento, y solo un al9m&>nto de otro conjunto 
R (llamado contradominio). En el Calculo usual, D v Restan dado" 
(y son gener·almente euclidianos) y el estudio se limita a la 1·egla 
de corr·espondencia. 
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Ejemplos. 

espac·i_o .de 1. S~a W la esfera de radio 1, x:•x:+x:=1 
dimensiones. Sean u, = w - {(o,0, 1) ~ 

en el 

u = w • 
definidos 

{(0,0,-1J> 
z,=<x.+ix1 )/( 1-x.> y z1 =(x1 -ix1

)/( 1•x.> en 

respectiyamente. 
· Af i rmaci on 

W junto con ~Ui ,zi }~=•es una superficie de Riemann. 

i) {u,,u.~ son una cubierta abierta de w. 

V 

tr_es 

u •• 

i i) El mapeo z
1 

es la proyecci ;n estereogr~f i ca de W en C a part ! r 

de (O,O, I), y por lo tanto homeo~orfismo de ~' en un abierto (C) 

de c. El mapeo z, es la proyeccion estereografica de W en C a 

partir de (0,0,-1), por tanto homeomorfismo de u. en C. 

Observese que z
1

z
2

=1 en U/"llJ
2

, lo cual implica que 

z
1
((x

1
,x

2
,x•)) es el punto inverso, respecto al circulo de radio 

uno. de z
2
((x

1
,x

2
,x.)). Por tanto z,z;' es compleja analitica en 

2. Sean w, v w. numeros complejos tales que w,/w• no es real. 

Geometricamente 

w, 

F i g 3 

O~finimos una relaci~n de equivalencia~ en C como sigue: 
Son equivalentes z

1 
y z

2
, z

1
:Kz

2
si z

1
-z

2
:m

1
w

1
+m

2
w

2 
con m

1
,m

2
4i1Z. 

sean l~ provecci;n natural definida en C tal que n(z) es la 
inclusion de z en su clase de equivalencia. Sea T=rr(C)=i[z) lz..C~. 
Defini~os una estructura conforme en T de la siguiente: 

Sea .ó.a un subconjunto abierto de C que no contiene puntos 

_, 1 
equivalentes; Ua=n(.t.0 ) V •a = n ¡.t.ª] 

Afirmacl;n· 
T junto con las cartas ~Ua,za} definen una Superficie de 

Riemann. 
El conjunto ~ nw

1
+mw

2
1 n, mEZ ~ son un conjunto de puntos en cC 

que son v~rtices de paralelogramos con lados de longitud lw,I 
lw

2
1 v direcci;n la direcci;n de w, y w2 Dado z existen r v s en 
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.z ; t·w
1

" ;o-.w
2 

Sl .:.:
1
=-t··,w,+s

1
'iot

2 
v z2 =r~2w1 +~1~2 , y por !.J1'!'.1 

1
-J

1 
(:l~1·1)···\ 

(s
1
-s2 }w

1 
son ~quiviil~nt·:s sl v s~lo si r,~1·~=m v s,~~2 ~·n ~~óf\ 111 

n en·Z-, Por tanto z=-z si v solo si 

z
1 
= ( r z +m)w

1 
t( ::;

2
+nl)w2 

?
1 
=r

1
w

1 
+mw

1 
.+ s

2
w

1 
+mw

3 

Vistos en la l'eticu1a gen·~radá poi~ w, v w
2

, z, 

equivalentes si se encuent1·an en id¿ntica posjci¿n 
cualquiera de los paralelogramos (Flg 4), 

Fig 1, 

de 

Por tanto cualquier paralelogramo que no contenga a una 
pareja ~ucesiva de lados, consta de un unico representante ~~ 
todas y cada una de las clases de equivalencia, La identific~cior1 
en clases consiste en 11 pe9ar 11 todos los rectangulos, y 11 pegar 11 

despues por par9jas, los lados correspondl•ntes (Fig 5). 

Fig 5 

El r-asultado final es una 11 dolla hu.eca 11 , llam:id.3 tn1·u. L..J 
figu1·a que rer,ulta d~:?l PZiSo pr·{·Viu J. id~ntlfic.c1r l-3 :.H·gund..:a p .. 11··.J<:• 
de lados as un cl)indro (fig S.b). 
i) Por construcciont T es conexa y Je Haus<lor·ff, 
ii) Sea T"CT + exi~t-: z~ tal que n{L)6T \' A0 subconjunto al>i~C'to 

d<:? 12: sin dos puntos :w: -:quival'::nt'?s t:dl que zcA0 y TEn(A.0 }:dJo.' ro1· 



'.·. za es un homeomorf i smo de ua en ¿Ct. 

f.STA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

iv) Sea z • za.(U0 nu11>, z = rwl+sw2 ; si T z~1 (z), 

,. z
11

(T) • (z11 ·z~')(T) • rw1+mw,+sw2 +nw2 

.·. z(J•z~' es analitica. 

2, SUPERFICIES CUBRIENTES 

NO DEBE 
BIBLIOT[Ch 

Oefinlcion * 
Sean W y W superficies y consideremos la.funcion f:W* ·····»W: 

f*es un homeomorfismo local si to~o punto de W tiene una vecindad 
V tal que la restriccion de f a V sea un homeomorfismo. Cuando 
esto pasa decimos que w* ES una SU¡JQrficie CUbri9nt9 de W, (W* ,f), 

Si W es una superficie de Riemann con cartas (Ua,za), en w* 
se puede definir una ~nica estructura que haga a la funci~n 

analÍtica compl~ja, Debemos pedir que las cartas ~U~,z~~ sean 

* •-1 tales que f sea inyectiva en U/1 y que zo.•f•z(1 sea compleja 

anal Ítica ~n z
11

cu
11

) para todo /l, 

La funci~n f no es necesariamente inyectiva en, cuyo caso 

(W*,f) s~ considera una cubrí•nt• ram.i/ícada de W. 
Oefinicion 

~·iª V un subconjunto ablerto de W: V ~sta i8"Ualmente cubiort9 
por (W ,f) si cada componenete de la lmag~n inversa de f en V -esta 

en correspondencla inyectlva con v. 

Oefinici~n 
Una superficie cubriente cw* ,f) de W es completa si cada 

punto d.e W tiene una vecindad igualmente cubierta. 

Lema 
Una superficie cubriente completa cubre todos los puntos el 

mismo nume~o de veces. 

El numero de veces que cada punto es cubierto se llama el 
n'Um.8'ro d• hojas. 

Definicion (Levantamiento de arco) 
Sea r: [a,b] ......... > W una funcion continua, y el arco 

parametrizado. El arco r*:[a,b) ......... > w* es un levantam.i•nto d<al 
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31'CO y si r'(t> = y(t) para todo t __ 'ln [a,b]. El _punto -inicial 

y•(a) de r'<t~, est; sobre el punto Inicial de r(a) d~ ~(t). 

r ~crema-· * 
' Si (W ,f)- es completa, todo arco r puede ser levant.:1<.Jo lJ un 

~nico ar~o r* a partir de cualquier p~nto inicial p: sobre p
0

, 

donde p
0 

es punto inicial de y, 

Hasta ahor·a hemos dado una definicion general de super·ficie 
de Riemann que se constituyen como dominios adecuados p~r·a 
las 11 inver·sas 11 de funciones no inyectivas sobre el plano co~plejo. 

De maner·a natu1·al nos pr-eguntamos t;obre las car·acter·lstjcas 
esenciales de e~tos objetos y lo que ~ntr·e ellos tengan en comu11. 
P~1·a resolver· nos valdr·emos d~l al~~bra <la 3ru1,os, En prirner· 
te1·mino se defin~n cur·vas en la ::;;up~r·ticie, qu<? definen '.:ll'U/HJ~ 
multipl jcativos. Esto per·mit11 un trat.:.imiento algt:l1r.;tico dt- Ja 
topologi,:;i d~: las sup.::1·fici~s v faciliU.1 su clasificacion. 

3. El Grupo Funda...,ntal 

Sean r
1 

y r
2 

curvas de [0,1] en W con extremos comunes 

Y
1

(0)=Y
2

(0) y Y
1
(1)=r

2
(1). IJna funci~n contÍnua r:[O,l]x(0,1] ............ ;, 

W es una defo1·macion 
de r, en Y, si Y(O,u) = Y,(0), Y(l,u) = Y,(1), Y(t,O) r¡(t) 

r(t, 1) = r
2
(t). Mas claramente: a partil' d~ un arco inicial r,, 

existe una funci~n continua y(t,u) cuya im~gen final es r
2

; todos 

estos arcos tienen sus extremos en com~n. 
Cuando esta funcion d~ cambio continuo existe, d~cimos# que 

los arcos Y
1 

y Y
2 

son homotopicos, Y
1 
~ Y

2 
y que Y es la funcion de 

homotopfa. La relaci~n ~es de equivalencia. 
Sea p

0
6 W un punto ar·bitrario, y considere~os todos los ar·cos 

cerrados sobre p
0 

Si ~Y~ es la clase de homotopia del a1·co cer•r·ado 

Y sobre p
0

, podemos definir• el pr·oducto d~ las clases de homotopia 

de arcos sobre p
0

: 

~r,Hr.~ = ~r,r.~ 
El n~utl'o multiplicativo es y(t) = p

0
• y el inver·so multiplicativo 

es y-'(t) = r( 1-t). El p1·oducto es asociativo, y por tanto el 
conjunto de clas~s de equivalencia forman un grupo qu~ se denomina 
él 6rupo /undarngntal de W en p

0
, n,(W,p

0
). 

Si p
1

& W es distinto de p 01 y W es con'?xa, n,(W,p
1

) 

n,(W,p0 ) .. Esto pe1·mite hacer abstr·.3cci~n dt:l punto base del •3rupo 

fundamental en una superficie d~ Riemann conexa y en tal C·)SO 

hablamos de ncw1. 

Propos i e i ~n 
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W es simplemente conexa !'>i 0
1

(W) se 1•-:duce al clt:mento 

identidad 1. 

El grupo de homoptopÍa sobre una supedicie de Riemann, y el 
concepjo de superficie cubri~nte que definimos a continuacion nos 
ayudara en la clasificacion de las superficies de Riemann 
simplemente conexas. 

4, Subgrupos y Superficies Cubrientes 

De ahora en adelante 
cubrientes completas. 

Sean (W
1
,f,) y (W

2
,f 

2
), 

consideraremos solamente 

superficies cubr·ientes de 

superficies 

w. 
es super/ic!• cubri•nt• 

funci~n f,.:w2 ........ >w, tal 

cubl'iente de w1 

m.a• fu•rt• que c•,,fl) de w, si existe una 

que f
2 

== f
1
of

2
, y (•

2
,f

2
,) es superficie 

La relaci~o 11 ser m;s fuerte•• define un orden parcial. Si una 
superficie es mas fuerte que otra, y vis~versa, entonces se dice 
que son equivalentes y esencialmente la misma. 

Teorema de monodromia 

Sea (W* ,f) superficie cubriente de W, p,. W y p• sobl'e 

w y r• el ~evantamien~o de r p
0

. Sea Y una curva.cerrada de p0 ;n 
con punto inicial p

0
• Si Y es homotopica a la identidad en W, . . . 

por el t,orema de monodromia Y tambien lo es en W 
Definic!on 

Sea Del conjunto de las clases de homotopla ~y~ e n.cw,p
0

) 

tales que r* es cerrada. 

En principio Des un subgrupo de n
1

(W,p
0

) que depende del 

punto p
0

• 

Si p: es otro punto en w* con la misma proyeccion p
0 

de p;, 

• O' • • es un arco que une p
0 

con p
1

, 
' . la proyeccion o de o es un 

cerrado en W de p
0

• Si o ... es el grupo correspondiente a 

arco 

entonces 0
1 

== ~o}-'D~o}, es decir, D y 0
1 

son subgrupos conjugados 

de n,(W,p
0

) (fig 5). Inversamente: todo grupo conjugado de o es de 

la forma ~C7~- 1Dju}, donde ju~ es un arco cuyo levantamiento u* une 

dos puntos p~ y p: en w* con la misma proyecci~n p
0 

(Fig 6). 
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F ig. 6 

Teorema 
Existe una cor·r·espondencia uno a uno entr·~ 

subgrupos conjug~clo~ de n,(W,p
0

) y las clases d~ 
las clase!:i 

~quivalenr::i.:i 
de 
de 

:,jUµe1•ficies cub1·ientes {W*,f); 

inyectiva de {[D]~ en {[W'J~ 
Ü(: hecho, si •J ·::;; la fu11(.i~n 

sl fj w* son 1 eµre~"!'nlante:3 Je l..:is 

clase dt equivalencia de D y 

n .. cw*,p;) es isomorfo a O, 

w• hieo qu·; 9( [D]) [W'J, "ntonc~; 

Lo dicho en el pir·r·afo anter·ior prueba que una supor·fici~ 
cubri ente w* de W 1 determina una el ase de conjug~ci ~n de subgr·upQs 

de n
1

(W,p
0

). Es clar·o que una cubri-:nte equivalente determina la 

' . misma clase de conjugacion que W 
Sea D un subgr·upo de n,(W,p

0
). Definimos en Duna 1·.:laci~n di: 

equivalencia ~como sigue: 
Sean u, y 0

2 
dos ar·cos en W con extr·emo inici.Jl p

0
• 

i} e, y 0
2 

tie11en el mismo extr·emo final p. 

ii) r.:r
1
a;' & D. 

"""' l • 
si: 

Sea w* ::. {[e]~· Si {u0 ,z0 ~ es la estructu1 a d·~ W, para q
0

EL10 
La

0
]¡ si qeU

0 

• [ooo], IJo(qJ) 

o ~5 el arco que une q
0 

y q cont~nirlry ~n 

{["o"] jq"IJo~' Y z; = 'oºf' 

Por construcci~n w* es conexa y la topologia inducida e$ d~ 
Hausdorff. El conjunto {U:(q~),z:~ d~fine unci €'-Structura contonn~ 

par·a w•. 

Inter.:za mostrar ahora que si o* es ~l sul191·upo d.:; n 1 ~W 1 p 0 ) 

formado pot• las clas-?=. {Y~ tal que y* es Cl?IT30d 0:-fl w*, ~ntr;1de~ 0 

y D~ pertenecen a la misma clase d~ conjugaci~n. 
Si r* es cer-rada, -entonces dada:: r 1.r2e{r~ 1 {r~eo• , Yt 'I r
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tiE-nen el mismo extremo final p
0 

r .. r;1.::.:1", .·• o*s;o. Inversamente:, 

si r,,rze{r}, con {r}eD, entonces [r,r;'J ; {a
0

J. = q:. -+ r* es 

cerrada .. o*s;o, ·" o = o' . 
Finalmente, sea • r una curva cerrada 

• • Proyeccion y: si Y,~2 , sus proyecciones rt 

en •• de 

tambi en 

homotbpicas, Por tanto la proyeccion define una funci~n 
n,¡w*,p:) en O, El mapeo f es un homomorfismo supravect i vo; 

con 

son 

de 

es 

inyectivo pues si y::.1, entonces, por el teorema de monod1·omia 

r*=><1, Por tanto n_<W* ,p:) =><O, 

Los dos casos extr·emos del teorema anterior corresponden a: 

(i) O= n
1

(W 1 p
0

) en cuvo caso w* y W son esencialmente la misma, 

pues por el teorema anter·ior íl (W' ,p ) :ai: n,(W,p
0

}, 

(ii) O= 1 1 en cuyo caso w* se
1 

llam: la cubrlente un(v9rsal de W v 

se identificar·~ con el simbolo W, Obse;·vese que en vir·tud del 

teo1·ema anterior n,<w* ,p;) I, por lo que i es, i;i9mpr•, 

5impl•msnt9 con&xa, 
Los subgrupos de n.cwi presentan el mismo orden par·cial que 

:~:o~:::~;:o::i:::•:u:~~:r:::i :; 'c~b~~::~::~e~t:~b•:; :: :~s; ;,:~ 
fuerte que w; entonces 0

2 
contiene a algun conjugado del gr·upo 

01.. Observemos que la c1..1brümtQ universal s11 la cubriorde mai;

/uerte, pues 1 es subgrupo de todo subgrupo conjugado D. 

s. El Teorema de Uniformizaci~n 

E1 mapeo f(z)= del Qisco en el plano es un 
homeomorfismo 1 por tanto A y C ~on topplogicamente equivalentes. 
Sin embargo no existe una funcion analítica del disco en el plano, 
por lo que no son variedades conformsmante equivalentes; es 
decir, tienen e~tr11rt1Jras conform&•,distint.m=;. 

La pregunta es entonces: cuales son las ,sup~rficies de 
Riemann con isuat -estructura conforme 1 y , cuales son las 
superfici¡;s. de Riemann silJlplemente conexas cánonii;a~?, entendiendo 
poi· esto u1timo, 1ar. do:: m.35 :sencilla representacion y oestudi'o y 
tales que cualquier· otra sea con/ormefMlnt• equivalen.t9 o con ieual 
••tructura conforfMi a alguna de estas. 

El teorema de 'llni/orrnizacion establece cu~les son las 
superficies de Riemann simplem.entg conexas esoncialrn9nte 
distintas, es decir, cuales son las superficioes de Rioernann 
simplemente conexas con 9ftructura conform.1> esenclalrn.qnte distinta 
junto con sus modelos canonices. 
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Teorema de Uniformiz.a.ciÓn 

Tod::r sup~1 ficie de Ri~mc1nn simplem.::nte, 1;on-:xa ~,f; 
t:ontnrm·.:m·-nte -:·quiv¿,l-:nt~ al di::.cc, unita1 io abit·rto t., al p1;J110 
compl~jo C o a la ~sf~ra de Riemann S. 

la -e::.f·~ra do:: Fd~mann E-S stJ.p11rft.ci11 comp;,.cta, en 1anto,qu<· el 
disco unit.;Jrio y ~1 plano compli;.jo :;;on s;upsrfici•s no com.pacta.s o 
abivrtas. 

Ob~ervese que en -::1 plano exti?ndido «:* qu.:: es contormo;;.mo:nt€' 
equivalente a S, /J. tiene front~r·a º·ar.,.:inde": es el cil'culo dé 1·.:sdio 
1; el plano ce tiene frontera 11 chica 11 : •"!5 el pUOtO al irtfinft0 1 y$ 
no tiene frontera. A laz zuper·f icies de Fdemann simplernent~· 
conexas con frontera 11 91·ande 11 , confo1·memente €·quivalentes a /J. !i·.· 

les llama hl.peorboLicas y ,3 las qui: t\eni:n fror1t..:1·.::t 11 chic.J 11 , 

confo1·m~mente equivalentes a ((, paraboLicas, Por tanto l.;i:-; 

superfjcies de Rien1aDn ~implen1e·nte co11eM~s 1 aGi~rtas, so11 
hiper·bol icas p.:irabo1icas 1 d 1··n-:-ndi~ndo dt~1 11 tamano 11 do: !.HJ 

f1·onter·a. 

b. Transformaciones de Cubierta. 

Sea t/J:W*·········>W* un hom.::omorfismo. Si (W* 1 f) t:s,una superficie 
cubriente y f:fo~ entonces 4' es une. trans/ormacLon de cubiQrta 

de w* sobre W. Por· tanto si 4' ez t1·ansfo1maci~n d~ cubie1,ta,p' 

tl>(p*) tienen la misma proveccion. Intuitivamanente.·, una 

transfo,.maci~n de cubier·ta mapea .:::-ntr·-e si puntos en w* de un.J hoJa 
a otra, de tal manera que esos puntos se pr·oyectan en uno misn10 de 
W, 

Si una transformaci~n de cubierta 11 mueve 11 Ut;' punto de w* 
una hoja a otr·a, entonces los ''mueve 11 a todos. Mas precisamente 

Teor·ema _ 

de 

Una transformacion de cubierta que no sea la ide11tidad 1 ''º 
tiene puntos fijos. 

Proposici~n 
Las tr·ansformaciones de cubierta de cw*,f) sobr·e W for·man 

grupo. 

Record,mos: Des el grupo de las clases de homotop~a 
tales que r es cer·r·ada. 

El siguiente teorema relaciona las tr·ansfor·maciones 

cubierta con las clases de liomotopia ir~ de n
1
(W,p

0
) tales qu~ 

• . .. * 
no es cc1Tada e:n W*, Cobse1·vese que -el extremo inicial p

0 
de r 

el extremo final p , tienen la misma proyecci~n p 0 • E~to 
podr·ia sugcr·ir la exi!:tencia de una transforrnacion de cubier·ta 

• • • tal que 4>(p
0

) ;: p , para cada 'Y • Con mas precision: 
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1 eorE':ma • 
El grupo de transfor·maciones d~ cubiert3 de (W ,f) ~obre W e6 

Isomorfo a N(O)/D, donde N(O) es el grupo normallzador de O en 

n,cw,pº) · 
Recordemos que N(D) • ÜrJEll,(W,p

0
) lrrf'D[r] = Df, Por tanto 

el grupo cociente N(D)/O est~ formado por las clases de homotopia 

~r> tales que r* no es cerrada en w*. Lo qu-e el teorema nos ,dice 
es que a cad9 una de estas clases le corresponde ,una unica 
trsnsformacion.de cubierta, y vic~versa. Por· lo demas, es de 

esperarse, pues r* es cerrada si y solo si <Pes la identidad (fig 
7). 't {/\ 

~'l.jt, w« 

t f 

~w 
F lg. 

Un caso particular importante del 
cuando el grupo Des normal, es dE:cir, 

teorema 
N(D) 

anterior 
n.cw,p

0
). 

OCUl'l'e 

cuando 

Bsto ocurre se dice que la superficie cubriente es reeular . . 
puntos p con la misma pr·oyeccion p son indistinguibles. 

Estamos es condiciones de clasificar cualquier supe1·ficie de 
Riemann. 

6. Superficies de Reimann en General 

~liminemos la condici¿n de conexi~Jad simple en W, 
refiramonos a superficies de ~iema11n en ge11~r·al, 

Vimos que la cubriente universal W de W es simplemente 
conexa.• 

Sea (ii,f) cubrlente universal de w, donde f:\ii ......... >W es lo 

proyecci~n de W en W. De hecho podemos consider·ar· a f una funcion 
con dominio il y rango w. , 

Por lo visto en el capitulo 1 ~abemo~ qu4= tod9 transformaci~n 
de cubierta c;fe la esfera, e1 plano o el disco en si rnismo::; es una 
trans/orma.cion d9 Ho9bius de la forma Tz=a.z+b/cz+d, ad-bc;itQ, 

Estas transfo1·ma«i;iones tienen al m'inos un punto fijo Bn la 
esfera. Por tanto la unica transformacion de cubierta de la ,sfer·a 
en si misma es la identidad. En el plano una transtor·macion de 
cubierta solo puede tener· como punto fijo al m, debe ser poi· 
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tantQ d~ l ·:1 f r;1 ma T:z=z..-b, t, con~t.Hil•-:, r 1 l)J l!T1€:n .'"~ ~ id:. 

tr·ans1or·111acion~s,d~l clisco en l 
fijos ,::n .;;;:t 1 .. i1·e;ulü unit.1r o 
tpCz):a:z+b/b:z..-a, y r::1Jr'l"?Spond 11 

>?U<.:iidi~11c.:1 qLI'. 11u :.~un 1·olcciont·~· 

Jiscc; d·?b·:in l":n·:.1· ·~··!'::.. pu1.•t 
::•)f\ ·_nf. 1)!1Lo::.', /1::: \,-, 
mn\1:mi·~nto:: 1~'-l pi Jf1t• 

11.:ira h.::ic~r un.:. c¡.3.sificacion completd d•.: 1.Js ~u1H1·fir;i':!~ 
Riemann, ·':S d·:: nu¿vo util e-1 al·3eb1·¿¡ de- 91~·upos .~ trav~s d\? 
teoren1~s qu? se ~sta~lecier·on eD la ~~ce.ion pr·ec21Je11te 1 <le 
cu~les mencionamos a conti1ll1acion un ca~o par·ticula1· quo nos 
de gl'an utilidad. 

f••l'l!1.1 

''" 
;J.-

1·/~· 
lo;, 

La cubrfente unf versal i es simplemente cone~a su 91·upo 
fundainental s<? reduce a la identid,:1d. Por· '=l toE<orema de la 

s-::cci~n l¡, el subgrupo D de íl
1
(W,p

0
). formado por· las cl.:isi:;s de 

equivalencia ~Y~ tales quo? r* es c•:.:1 rada ~r1 W, e~ tan1Ui-e:n lb 

identidad 1, pui::s es i:;ornorfo a n
1
(W). Ademas, por el ~1t1mo 

teorema d~ 1~ seccion anterior· sab~mus qu~ e 1 de 

transfo1·111.;1cior..._·~ do,. '~L•\ii·:r t.:,':'"."· isomi"J•·fo ·.'.l N(O)/D, que .;:n ~st.E;: 

caso resultu N(I)/I•íl
1

(W). 

~or· ot1·0 lado ;_:l t;.;1.1r·-:.:ma J•: 1..1nifrwr1.1¡·.3clon nu d1ce que-
Superficies de Rii;-mann simplem·~nt<:: con-:xa~, i:~.:n~i . .:il111.~11t-:· 
distintas, son t1,es: el disco unita1·io abier·to A, ~l plano 
c.omplejo et y la esf~r·a dr: Ricmann S, Puesto que loda cub1·ient~ 
unive1·sal es simpl-Jmentc- conr..!xa, el disc.;o, .;:l plano y la ..:sfr.:1·r1 
son tas cubrientes universates de toda.G las 'Eup1~r f i ci e!i de 
Ricmann, La pr·,gunta es entc1nc~s: Dada una de las tres cut.1·ientes 
univ~rsales, como obtene1· las distintas Super·ficies d~ Ri~roar11\ de 
la~ que son cubrienti:?. El pr·oceso inver·so ya lo sab~mos: dad-3 lo 
Super·ficje de Riemann y sus superficies cubr·ientes pod~mos o~l~11~1-
con el metodo de las seccion~s 3 y lt, su cubr·ient..:: ... univer·sal. 

Analicemo~ poi· cei::.o;; las tr·es posibilid.Jdes de cuur·i·:nl•..! 
universal de una S\.ipi:.-r·fici-:- de íd·?mann ai·bitr·.:.1·ia y ~1 m.9cants:rno 
con el quo? a pa1·tir de e:lla se obtier1t:?n l.:i.s distint.:J~· -:ir: d··.- la~, 
que es cubr·iente univer·sal. 

Caso 1. W la esfera de Riemann 

Y~ h2m03 m~ncionarlo que en este caso el d~ 

transfcll'macion.;;s de cubi.;::rta es el gr lJpo id~ntid.Jd 1. l·or· l.:intC' 

"s.<•* ,p~) ::x N(D)/I = ns.(W,p0 ). Como W es compacta tambi"..!" lo es W, 

y poi· tanto W es la esf~ra (caso tr·ivial), 

Caso 2. W el plano complejo 

El grl1po de tr·ansfor·n1aciones de cubi~r·ta r esti constilltiJo 
por~ traslaciones paralelas del plano de la forma cf>'(z)r.z+b, r·u•.·5<f:.<., 
que las ti·an:fonn.:.rcion::-5 de cubír.::1'ta 4>' ne, tienen puntos fijos, 
existen v-::cindad.:.o:.;; Jjenas Ue p y 4'(p),para todo pGW, A los 91 upo!: 
de transfor-m.:icjon~s c.on -est.:i c.::.1·acter·istica ~€: les c.:onoc.r: coruc• 
g1·upos discontinuos, y h<:iv t1·es casos tipicos de ellos: 

(i) r::-1, i::n cuvo.caso w =o: 
(ii) r el •::J!'UPO ciclfco infinito •3ene1·ado po1· rJ;i(z)=z•b, l.if'!O, 



en cuyo caso W es un cilindro infinito conformementd 
equivalente al plar10 agujer·ado 

( i i i) El gr· upo abe 1 i «no generado por 9\ ( z) = Ztb
1 

\' 91
2

( z), con 

b
1
/b

2 
irr·acional; 1a super·fici'2. W es un toro (Ej~mplo 

2)" 
Nota; La teoria de fun~iones automorfas en el toro coincide con la 
teorin de funciones elipticas. 

Caso 3. W es el disco unitar·io abierto. 

En este caso res un grupo discontinuo de transfor·maciones 
de cubierta del disco en el disco sin pvntos fijos. Inver·samente, 
dado dado un grupo r con estas caracteristicas, es posible obtener· 
una superficie de Riemann identificando puntos equivalentes bajo 
transfo1·n1aciones del grupo, es decir, 

W = W¡r, donde W =A 

El conjunto rz={91(z) 14><;r, zEWL es el conjunto de puntos 
r-equivdlentes, tambien llamados la orblta de~ sn r. 

Teorema 
Si una ~uperficie de Riemann W ,no es conformemente 

equivalente .. a una esfera, al plano, o al plan9 agujerado, 
entonces existe un , gr·upo propiam~nte discontinuo r de 
transformaciones del disco en si mismo que no tienen puntos fijos 
tal que la superficie 6./r es conformemente equivalente a W, 

La teor~a de funciones anal~ticas en W es entonces la teoria 
de funciones automorfas bajo el grupo r. 
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