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NOTA: Expresiones que utilizamos a lo largo del traba-
jo vy que no definimos formalmente.

Hay= {8 e 22 ¢ H(A,B) < €] .
X - A= Complemento de A relativo a X .
A%= Interior de A.

E = Cerradura de A.
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INTRCDUCCION

En este trabajo consideramos séle aspacios continuos. s de-

i
¢cir, espacios métricos X,  QUE Sean Concxos, COMpPAactos ¥ con

mis de un punto,

Los hiperespacios de X son los aspacios

{ac

{5l
e
o
n

compacto v A#¢}
= ﬂS{H .
C(x)={A £2% : A s conexo)
con la métrica de Hausdorfl.

A lo largo de todo el trabajo estudiames tres funciones F,G y

H: 2% o CZ(Z) definidas por:

F(A)= {K=C(X) : AT K}
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F es continua si y sble

I
R
5t

es localmante conaexo.

X es suava en p si y sdlo si F|F:(p,¥) es continua.
El objetivo de as raba] pregentar en una forma auto-

aontenida 1oz »ecu

troducir la Funci:

mos algunos rosultados milaves, como por ejemplo:

H es continua si vy sAlo si ¥ tisne la propizdad

de Welley.

Como todos sabemos, los autors: de articulos da investizacidn
esariban SUs trabajos para aus zecan laldes por sspecizliistas.
ta que ol autor da come un hécho que =l lector tisns to-
s los conocimientos requerides para antendarlo. Lo cuil o
enpre resulta cierto. Para un estudiante de licencilatura,

s demostracionog

v raeoremas a veces rvesultan tan

a
bsguras que parecilsran hechas sdlo para elegidos.
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i, pueda

sin tensr gque haser

herdicos.

Para llevar a cabo lo anterior nos parecid conveniente divi-

dir el trabaijo en dos partes.
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general que usarenmnos més adelante.

En la segunda parte entramos de lleno al contenido. que es
agtudio de las traes funciones menciconadas anteriormente v osu

relacidén con proniedades topoldgicas de un eontirue X .

Ademds damos varios aiameles sr3%icos Gue perulten Familiari-
zarse oon las Funciones estudiadas y tensr una mejor visidn

de ellas.

Por Gltimo, asi como introducimos la funcidn H se nos occurrid

i
. X R L e e .
pensar en la funcidn I 2= —~ C"(X) , definida c¢omo sijue:
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{K ¢ C(X): para toda componente C

Estudiando esta funcid
logramos probar aue
hizo pensar gue la an

narse con algunas D
al final de la te

tinua.

LV

podria relacio
. 3in embargo
es con-
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PRELTATH
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CONVENCIONES

siguisnte trabajo, por un continuc =anten-

2to y conexo consisten

a
de un punte. La palabra maybscoula X

te de mas d X denota
& un continuc comn una méirica d, a menos qua ctra co-
sa se establezea.

Un zubcontinuo ,

COEDACLO YV CGnexe v no

vacic de un espacio [un zubeontinue puade sopoun

cic que conate de un solo punto |.

Los hipe

@]
1A
il
>

m

Cong la métrica de Hausderrff que definiro-
mes an seguida: -

DEFINICION. 5i >0 v Ar2% | sntonees

X :a(x,a) <& para alguna a A} .

™

Nyle,A)= {x

R - - Ay . . .
21 A,B 2~ , antonces definimos

Hy'a,B)= Inf{e>0: ACNd(:,B) v BON, (¢,A}}



una

Cuando ng
Hd ¥ N( ]

Nd(, ).

- R - -
) zon canpactos v

Daremos como un hecho gua 2= v Cf
(

conexos DOr arcos

pdgs.7 v 651]), de modo que C(X)y
tinuos; por tanto podemos
6 222,
Denotaremcs

s .
nétrica de

mos por HY. Dé la mizma mancra

Dado un

c .
notacion:

¥ P

22 = {A:22 ¢ psaA} v
P

Clp,X)= {azc(X): peal .

Ademds, dado un natural n denotaremes por F_(X)

al subespacio de 2% consisztente d= todos los subconjun

tos de a

LIMITES SUPERIORES E INFERIORES,




(I.B.2)

Lim Inf A = {2¢¥ : tode vecindad

na eueesidn an 25 .

Entonees

Lim Sup A = {x:c¥ : toda vecindad de % intersecta a

o
una infinidad de las A ..

l.

Lim An: A < A * A

Observacidn (ver { e

Sen (An)n una sucesidn en Zx. Entonces es

probar que
(B.2.1) Lim Inf An<i Lim Sup An ;

{B,2.2) Tanto Lim Inf A como Lim Sup An

n .
05 corrados de X ;
(3.2.3) 3i (A ) o~z una suhsucesifn de

n{m) m

Ccess

Lim Inf A_C Lim Inf A K4
n n{m)

Lim Sup A < Lim Sup A

{m)

51 Lim Inf A=hA=Lim Sup An, sntonces decimos que la su-
il

son subconjun

(J\n) oo enton



(I.8.3) Trmorema 0.7, pJi])

Si la succsidn (A ) 2onvergs @ A 2n ol senuido(ILBJI),
)

s ah -
entonces Ar 22 y la sucesidn (A convergs Con vesped

to a la métrica do

De igual manera, si la sucesidn (An)] CONvVerse Ccon 1eG-

2nronces

la sucesidn (w

™ e e e § Co
D1 teorema anterloy nus

las dos definiciones de

(A ) en 2¥ Sndistintomente

In n
(I.B.4) OBSERVACION. , entoncas
H(A,B) <g ol

quivalencia noc

BCH(.,Al. Zuta e-

presente trabalj

C»

-

A conrinuacidn veremos aljpunces resultados que nog permi
tirdn manejar 4o ouna mancra mds convenlente la idea de

limite.

(I.B.5) PROPOSICION . (An)n 25

on squivalsntes Yas

ces

[4]

i) x ¢ Lim Sup A

(1) S Mpyy Seee

1i) Existen n{l),n(g

v oexiston x @ A tales que -
- ? dm n(my o i Xm ¥

yreess COR M



DEMOSTRACION.

i)=1i)

qua podon

oo
1By (x) NA .
n{yl

una in

Do omodo que podemos elogir

n{l) vun puito x2¢B1/2 (%) ﬁAn

H, polTn clagir una

(n{m))m + una suse

de puntos de X “ales o <ooe,

X_ & Bil(x) NAa . Clumyamanti oot oW,
M ™ ni{m) m

ii)=i) Sea € > 0. Como o~ ¥,

ii

dix %)< e sim> entonee # B G L wpara toda

W >M. For tanto B (%) interso yFintdad

(]

ks . e - - T 3 7
. Bnooonelusidn X< Lim sup A .

{I. B.6) PROPOSICICHN.

(A ) una sucesibn on 2% . Entonces

laz sigulontas al

irmaciones son sauivalentas

(x) =n X, conx cA ¥y X - X.
= n"n Y Tn

DEMOSTRACION.

i }=i1i -~ s >
1}=ii) Suponpans gque x cLim inf A . Como cad: A s
n 3]
compacto, pedemcs: elezir x €A con la nropieds
N h o n n N -

de aue d(:{,}:n)z min {d(x,y) : vy & ‘\n} .

[al



(1.3.7)

ii)=i)Sca « > 0. Como x — X 2xiste NeelN tal gus

d(xn,x) <g 5in» Ny entoncos X < B, (x)f’\Ar para
% I i °

todi n *Mp por tanio B (x) intersecta a easa to-

das las A, . i conclusidn x = Lim inf A,

: X
an (A) v (B}, dos sucasionas an 2~

wus i< A, B~ B v A CB para todan: M. Entonces ATB.
iz B ;

DEMOSTRACION.

Sea asgA v £>0. Comdp A= Lim iInf Aj tenemos gue anis

te Np e IN tal cue B (&)0A #¢ para n> N v por hi Ste

zic AnCB . Do 1o antarior deduc

0
os que B_(a)NB_#¢
para n= Nao . Zsto nos dice aque a =Lim inf B =B

cenclusidén ACB.



(r.c.n)

CONTINUIDAD

ii)

i)=ii) Supcngamss cue £ 2o continua en Xa.

una sue an Xy yae ¥ tales que XM, Y

£{x ) = v,
n

Como £ ¢ continua en Mo, tenemos que f‘(Xn)~f(X‘,)

vy como el limite es OGnico concluimos gue £l,)=y,.

id)=i) Supengamos que £ po es continua =n Xp. L5 deeir

[

existe = >0 tal gue para toda 6 >0 existe xe X

con dfx, ) <8 v ' (f(x), £(xy)> ¢ .

Para §=1/n podemns 2l
at (f(:-:n) s Elmgd)® e,

Clarament2 X ) ademiiz, como ¥ 2 compacto,

la sucesién (£ “)) n riane una subsucesidn



Efar Vo ey o -
(6 Dsonves S Y uE

jEgs

DR 2

Y, Flxi)) ® e . Daota contvadicaidn prue-.

artinalds

Tuncidn en un punto ¥ .

En seguida daromos la definicidn de sami-

continuidad un nes
anlaca asta sntinuidad.

(I.c.2) DEFINICION.

a una iunci

!
L

n puntoxg S X ’

(I.C.2.1) semicontinua por abaijo

ra todn &>

Y [P
dlfxe s <0

(I.C.2.2) semicontinua por arribha

R Toda o>

B lv, ) <8

Divemos quo

continua por arribal, si asta lo on cada punto de

I



(1.c.3)

(1.C.4)

(1.C.4.1)

(1.C.4.2)

Yy —

OBSERVACION, 51 f: ¥ = 2— 25 SC 2n xa v SC =n wma én-
tonces oa tnda £>0, o R I T O ol

Alx,x0) <6 |, entorces £0CO TN, EGN)) Yy £&a) TN, D).

Ls decir 51 dix,xe) <8 . enteonces H(f(x), flxa)) <o .

LS SINN-Nh N

De manera gque £ =22 continua en xy . ¢
25 continua =n xs, entonces £ aus SC on xy v £ 25 SC

CN X0 .

TEOREMA. Sean f: X -~ 22 v x £ X antoncas

4

DEMOSTRACION, Damostraremos primero (C,u.1).

Supengamos que £ es semicontinua por akajo en za. Sea

(xn)n © X tal que x_ ~ xo. Sea oz e Flxa) W

Ins

Por hipd

esls existe 8 >0 tal que para tode x ¢ X co
d{x,x0) <8 20 ¢

- - ' —~ ..
umple que f£(xe)C N{g,£(x)). Ahorabdien

-

como X T ovxa s

n® Ny

wiste No ¢ W tal que dlx ,xe) <8 para

De 1o anterior se tiene que £ (ia) CN‘(::,f(xn)) para nieble o De

modo que B (2) r\f(:cn) # ¢ para n@ Na oy oy oz para zoe £(xal,
existe Y& £ (:\'n) tal aue d (z,yn) < & para n> Ng.

En conclusidn zelLim inf £ (x ).

n

upongames que £ no ez SC an xa.

£>0 tal que para toda d>0, euiste g € E oon



10.

(xo) ¢ NU (s, E(x D).
2l que zn/ N(:,f(xn).

Como f(Xo) e85 compacto existe una subsucezidn (z )
: ni{m) 'm
a un 2g en flxe).

de (z )} «que conver
nn

For hipdt: fxy) C Lim inf f(x ).

-

2y ¢ Lim inf f{x ). As?
{

SpL

= Ny,

m & IN

Ny, Entonoos

auul quad(z Y )<z

nim)

n ()
b « N' (=, f(x ). Esto

“nim) " n {m)
v onruaba quae £ SC 2n Xg.

zn(m)



(I.C.5)

11.

AL DVD

Supengamos guoe £ 23

X. ~ox. Tomemos z o

SN e/, Fliay) ral oue dy,z) <o/2.

%o £{xe) tal gus &y, <=/0,

tal que para tcda § >0 eniste xeo¥ con dx,us) <6

F(x)E N, Flxa)) .

Fara d=1/n upodemos ol Mg b
£l 34 N(e,E(xs)) . De nmode que Dodemos escoger

z, 2 Ele ) - Nle, £(xo)).

una subsucesidn

81

Como X ~w{e,f{xe)) 2
.
) e (z.n)r

(Zn(m) m !
En particular, zo 5 flxae).

A un zo en &N{g,£(x)).

Dor otra parte, nomo z - 23, daplicande =1 Tecrema

nim)
s que 290 Limosup £(x ) C £(xn),
t

L oes 5C an X

OCBSERVACION.



(1.0.1)

(1.D.2)

(I.D.3)

(I.D.4)

12,

@ 2l presente trabajo daremcs una ca-

conexidad en psqu

funclonzas ¥ SUus Tastdic

las definicicones pre

P 1T o = A e § -
223 ¥ oalgunos resultades Utiles,

CONVENCION. Hna wvecindad de un punto i es un abierto

P

EFINICION. in

T 2 localments conexoe si para
cualquir x X a

vacindad U de x axiste un

vecindad cone

TEOREMA. (e pWals

localmente conexo si

conjunteo

DEFINICION. X sequara enoxoSsiopara cual

quier vocindad
VU, xeV v para toda y sV
;s A C U,

unpa vecindad v otal que

Izte un oonjunto Conexo

A tal que X,y <A



(1.D.5)

{(I.D.6)

13,

Cond

TEOREMA. X &3

Aoy s PP vy ose g s o ~ =
anopegqlieno an x 31 v s3Clo 31 pa

ra cunizsuler vecindad

Suponganos. que

14
(o]
1]

una vecindad de ¥ v sea C la componznte conexa de U

que tiene a X.

V 1z vecindad de x que

[iv B o]

ea
pequefio ¥ sea y eV, Por la

conexo A tal quo X,y e A vy A

por que C =5 compenentz. D2 modo que y eC. Y por lo

tanto VO C. Asl qus xeCY.

Sea U una vecindad de x y sea C la componente de U que

Haciende v=C' se cobtiene que V satisface las condigio-
.
nicid

b
nes regueridas en la definicidn de conexidad en peque-

fo.

DEFINICION.

{ es suave en p sciempre que para todo x X, para toda

ayeaszidén {x ) de ¥ que converge a x v para tode con-
. S04 2 Yo

tinuo K que contizne a p v 2 X,
(K.} J2 subecontinuos de X tal que v ,p & K

n'n = n n
n v Kn = K.

para toda



(1.0.7)

(1.D.8)

14,

PROPOSTICTON.

i X ww suave onop

en p.

DEMOSTRACION.

Sea U una vecindad de p. Sea C la componente de U
que tiene a p.

levs decip gue para to

da £E>0 se

mos construir una con ¥ £ X-C v X TP

Para K={p} auiste una sucesidn (Kn) con K £ C{X),p,

. > B (py C U, Ceomo K —K
que K, < N(w,{Pl)— B (P). E&sto mnlﬁgu qua K, U C

9
sconjunts conexo Jde U, Y por lo tanto K] UC 8 C
oy

LR A 2 Q. Ente acontradics 1a manera en qie
1 Ha )

tomemos las x o For lo tanto p«

Corolario. 31 ¥ o3 suave en p para cada pe X , @ntonces

+

X os localmente Conaxs.

DEMOSTRACION.

, entoncrg CONexo

3

2!

Si X es suave an p pavra cada p o

an pequaiio en todos sus puntos, Do nanera gque (Ven

23 localment«e co-

Vel

[Willard, taorema 27.15,08g.2010).

neyo.



(£.0.9)

PROPOSICION. C1 ¥ ez lecalmeonts ConodMe, SNTONGELs A 43

SULYE

2N AR

DEMOSTRACIOHN.

Sean p,x © %, K cC(X), con p,xeK v {x ) una sucez1idén

en X Tal gue x_ 7 ox.

Por la cons
(Vn)n de subconiuntos abiertos
que Vi= X y pava n® 2, eV c

I

Jea n tal aue x  #=x. Lnteonces existe Me M tal gue
- 4]

1 Ve - G .

=< d (g% ) im= M, V UBi/p(¥) &B (X)), Asl qus

M n il } &

n f para toda m PM. Por otrda pavts X ¢V =X, En-

Xy /Vm o m M o} oart n v A

conces tiane z2 inir m(n)=max jr !y =V [

Censtyuimos ia sucesidn (1(_1)n como sigua
i
K gl ® = x
P n

- 5T e -
L kUVm(n) st K 7 X

Afirmamos aue K - K.
4
Sea € >0, antonces existe M tal que V“fIBm/ﬁ(x). Co-

mo x £V , #xlste Ng tal ngue X E 'v'n g pariivr do No o,

vamos & probar que, para toda n® Ma, K CN(g,K).

Sea n® No. 1 X ¥ x, entonces anK v poy lo tanto



KFCN(»;,I{) S

x €V, v nln)= max {r
138 ol

De i v sy

nin) W
Cn_ ()T H (o, R .

)
para n» Ny v ocone KT N (2, K

(.D.10) Corolario. X =z loccalmente conexo si y sdlo si T_{' =35
u

suave en cadad uno e s

(I.D.11) Lema. 3=a U subconiunts ablerto de X v zean:

I= {Ac22 : anu=g¢} ,

L X
entonces H o I zon abierios en 22 .

DEMOSTRACION.

o

Sea A £H, entonces <xiste £>0 tal que N(z,A) CU, I

e

AN

i - - - N .
nemes BoB)(A). Como H{A,B) <e , tenemos gue o€ N{s,ATU.
. . )
De donde deducimos que B £ H. Concluimos por lo tanto

“ gque BI}(A) <y,

Ahora sca A1 v x e ANU,

- ; , it
Sea €20 tal nue B (x) CU. Towmemos B« B‘_ (A). Conmo
H(B,a) <=, tenemos aue AT N(:,B}, o pavticulay para

® ediste b 2B tal que dlx,b) <<, D2 modo queb:zB ()CU,

o5 antonces

Y por 1o tanto BNU#¢ | en conzecusncio BeI, Cor



(£.0.12)

(=)

tal gue

17.
G L%{ (8) T U

an

:Be CR)

PROPOSICION.

H(X,B) <= v KCB®,

DEMOSTRACION.

1t com

(K} cue tienca p . Entonces

aB= (U{A}A =7}y,

6]
=)
iy
foe
C\

Joa P

Sea £ >0.

C/°
53P tiene 2 K =n su interior.

ror (I

cntences B

3

subcontinue de X

resulta ser

taorema 1,04

N8 LK) L

1o rtanto x 2B, En
[

shora, como P C 't o (R), tenemos qus p o de don-
de PC Bz,q;(\) LA 2P, entoncos ACN(Y, ¢ ) ,de medo que

Ufnla P} cnle, anterior conaluimes gue

BCN(z,K) v como ademls KO N(«,B) tensmos aus H(B,K)<e.

Sca Yool con las condicicnes de 1a hiphtesis. Sea
o . ..

>0 v § 1n comoonente de B_(K) aue tiene a K., Vamog

Saa BaC(X 1 qur Kog’

IBCON(y,K) Como K eg compac-—
to podanes

S{x1}U...B

sneontrar x1,...,xn\£K

Tales guc

»_./3(.\'“) .

[a]
~
3




Daefininos Pa=

o
(4}
™o
1%
P
e
[
a
=
e
D
<
i
o
o)
L
v3
fu

ici{l,...,nri.

Por el lema (I.0,11) tenomes que Py oes

mos

qua Kby,

finimes ahova P=iA

. . 4
AIWVi #¢ para todo 1 i{l,...,nj}.

Afirmames 1o sigulenta:

1

2)

1)

2)

P es conexo
pe 8 (x)

[
P,c P

Sean A1,A; £, Come cada componente de

secta Tanto a Ay como a4 A v ARy CB,

arcos orden=dos «),a, ¢ 22 que van de Ay a B y-de

A, a B regpectivamente (Ver [Hadlevr, teorvema(l,d)
9

~

niag 59

-

Entonces o« =a; Wa: seri una travectoris :n 22 de
A, 2 Az, ademi3s 31 L oo, entonces M CLEB B
A, CLCB, de donde concluimos que L =P v por tan-
to & 25 una trayectoria on I'.  En conclusiln U es
rray .

1Y

Srias.

Sea AP, Eptonces RCBCHN(g,K). Dada k ¢ K. an-
<oV, para aljuna isll,...,nl, a3 decir
/2. Como V, N A#f , entonces d(%ja)& £/2

1
nara aiguna a ¢a, Do modo auz d(k,a) <& para al-

L
dice quas KCQN{(=2,A) v por lo




{I.D.13)

(I.D.14)

.19,

[} anto H(K,I\) <€,, dn gue

3) Es

De (1),(2) y (3} ten=

§ tiene a X en su

Corolario. X es conexo en pedusiio an si s6lo si
ped D Y

X =
22 os conexo en pequefio en {p}.

DEMOSTRACTION.

2(p). En

per 1o

23 C ftiens a o 2n su Interior

Hacicnde L=C vemos que H(L,|pl) <=

v L eC(X), ds manera que por Lla nroposiofldn antarior,
I - b
2% 5 conexd wn pegueic {pi.

Sea U una wvecindad de p, v

a componente de U
(p} CU .

v {plc BY.
BCC . De lo

que tizne a p. Bara &

existe B - C(X) tal que Como

BCN(s5 ,ipllcu

que

cual concluim

DEFINICION. Un wontinuo ¥ tiens la propicdad do Hellay
sLlampre -l e>0, =
£ X, d(x,v) <8 v x 2K 2C(X), =2ntons

veb v H(L,K) <z,

pd

en oun_ punto X oo para Todo 3te

A

6§ >0 tal que ol y

un continuoe Locon

la propizdad de

dacimos que XoBlo




o]

(I.8.1)

(I.:.2)

L= CUKCB (x
c(¥) vy E

UNTCOHERENCIA

y URC

L.

DEFINICION .

n continuo 2s hereditariar

-

eoneld,.

PROPOSICION,

Kellioy.

te

B:/2

20

1S. entoness

(=)

N(<,K). Do modo que H(L,K) <<

a1

¥ tisne la proniedad
unicoherente si

{Ai: i aI} una ramilia de subeontinues, entonces

N

L

DEMHOSTRACION.

Como NA, us
. i
iel

A
L

25 un

4

subcontinuo.

suficients demostear

o

ue

rsaceidn de cualesquicra dos de sus suboontinucs

Jue
w0 o e
xeC vy an ¢conse-

yeX

unicoharenis

o

K4



CONLNC,

Por la normalidad de

tos U vy V de X

2
f
o)
[
o

Para cada x £ X-(UUV), x yfgn‘ aci que x /A, para al

T

— B b3
guna 1 ¢I, 2n comGocueliid RoX-Ap Por 1o tanto
[Z=a,}. . =5 una cubiorts para ¥ - (UUV).
=171igl E <

de X=(UU V) podemos encaon
=i, . LJe=A ]

{_ et int
. 1
=1,...,0¢. Lk

) . :
(Guv)c¥-nin _:j=1,...,n} 2 la

Y

sub
B0y 2 ufE-a,

g3 equivalents a

uguv,

[p]
=
0
‘_.;
15
i
u
t-
[Re]
fd
[
It
)
>
o=}
P
wi-
LS
it
-
~
.
.
-
o

plica que debe estar contenido on U o en V., 31, por
amplo, estuviera contanido an U, tendriamos que

Ao 101170 ¥ enwone

c: 1s T} oas aje

Surido pues qmbos contienen a L#6¢ . Por tan

to V{A,: 12 I} =5 conexo.



"...Como era un hombre juerie y sanc, acestumbrado a tra
bajan duramente, caminaria cincuenta KiLémetios y en
contrarnia algin taabaje. Tambilit podia crcontiarsc
poa alli alodn pretguite crxfiaviade y vendetfo e o

de Los pucblos que cruzara, gy con el producie &8onas

se b.ien La bariiga con sujiclentes toatidlas, jfaljo-

Les, chile vende y unad copditas de mezcal, EL ostd-

mage LLene fe harda olvidar su pena.  Cuando cncoi-

thara algdn trabajfo permancente, se establoecerdia en
ese Lugaxn, y e Transcurnidlada nd una Semana $.0n gue
alguna mujes colgara de wa clave de su facalito La
canasta o ef coatal con su vestido domingueko, empe-
zando desde Lwego a cocdinaa Los 4adifoles y hacen tox

PP -~ o0 "
t{llas pasa L.,

*B . Traven,..



IL.A.Q

II.A.L

II.A.2

CARPITULD TI

DEFINIMOS. F,G v H: 2% ~ C*(X) sor:

i
i"'
Ie!

1<l
=2}

(B
e

F(A)

G(A)

]
.
=
™
e}
I
=
.
b
n
=
b
=
<

H{A)

1t
>
{"
0
kel
b3
D
=
s
=S
—

1w B(A),G(A) v

checaromos &5

inido

son realments e
v H estan bicn
2% (paspoct

DEFINICION. Un aroo ordonads an
C(X)) =
tal que A,B:

son Ne y

Lema. 51 A,Br 2= tal nue ACB, A+#DB v cada

4 A, Entonces ewizts un

te de B

nade o on 2i tal qua Na =7 v Va=D3,

DEMOSTRACION.

(Var [Hadler, teorsn

23.

H(A) azd

tosy conaxes, v Dor

conpoaner

AT ST



IT.A:.3

IT.A.4

24.

PROPOSICION. F{A) as lompario y o

™~

13270 .

{

DEMOSTRACION.

aue F(A) =5 conexo peor trayacroria v ocom-

Sean Ki,Kz e F(A). Camn KiCX y KoCX , entonces por
el lema ITI.A.2, existen dos arces ordenados a),a; cn

2% tales que Ki= Na,,X=Vai, K;=Nazy X=Ua, , 3ea

= oy Veas, Como X2 a; Nay , oot a es trayec
de Ky a K:.

Como ademis K,,K,-C(X¥), =sabenos aue «;, @c C(Z\i) (Ver

[Hadler, lemz 1,11, pidg.sul). Por lo que ¢ serl una

trayectoria =n C{X¥). Zada D -eay, Tenemos que

ACKyCDC X , de manera que D 2 FF(A)

Come F(R) cc(_i;) 2= suficiente con demostrar aus F(A)

@o cerrado on C(X). Para esto, fTomamos una sucesidn

(Kn) n de ¢lementos de F{A) que <converjan a un Ko C(X)).
Entoncen E\CKn pari

Lt

n,oIN . Avlicando OTORGSL

5.7, tenemos que lima C lim K . Us decir, ACK.

n=—m n -+

Per tanto K< F(A). De modo que F(A)

CIEY

Lema G(A) CF(A)



IT1.A.5

25.

DEMOSTRACION.

Como {KeC(®): aCR’}o s C(E : ACK}. CZerrando am-

- 2 R PT t
bos conjuntos ok

G(AY={KeC(X) : ACK®} C {KzC(X) ;ACK}=F (A)=F(A) .

PROPOSICION. G(A} y H{(A) zon cecnexos y coumpactos.
DEMOSTRACION.

Primero demoztraremos que G(A) es conexo por trayecto

ria y compacto.

Sea Ki,Kp £ G(A). Entoncess Xq,Ky; s F(A),por el lema

anterior. Y por tanto 2n dog arcos ordanados

Gy, a2 '.C(i‘—f) tTales

]

ue Ki= Neay ,X=Wa; ,K: =Nay , X=Vas.
Sea o= aUx.. Comc Xca) Nas , entonces ¢ 2§ una tra

vectoria de Ky a Kz en C(X).

Cea Bowp v o< >0, Coms K £ G(A),
que AC K® v H(K,K1) <¢. Haciendo L=B UK, v ya que
ACEK;CB v AT K® vemos que LeC(X) v ACL". Y como
L=BUKC BUN(:,¥) 2B ON(LE) S8 {-,B) ., rampifin tancmos
te LeC(X) tal que ACLY

y H(L,B) <& . ¥ caomo zste ocurra para toda £ >0 llega

qua H(L,B) <«. EZntonces

mos o qu2 B oK -C(X): ACK'} = G(a).

Simitarmento az; € G(A). Povr rtanto o« CG(A). Lsto mues-

a qu2 G(A) 3 2onexe por Travectoria,



et

aubconjunto caprrado

q .
de C(X) que es <
A

Por (ltimo orobare

torias v

Sea Ky Ky cH(AY. Como Ky CX v Ko CX , ontoncas popr
2l lema II,A.2, existen dos arces ap,x; £ 2% ; taloes
que Ki=0w g,

Qzﬂlud: .

occtoria de K,

el

sabemos Gue a),ay C(X) v nor lo tante
yactoria de Ky a Ko aon C(X). 31 tomames

de donde

ANK+#¢ . Por tanio K. . 7 =n conclu

Como H(A) < C(Iz) NI

krd

es cerrade on C(¥).

Para esto tomamos una sucesiln (Kn)n de elementes de

F(a) aue cenverian a Ko C(X). Come K NA#d¢ para

cada n eI, podemds aonstruic la sucesidn {x }n».-.-n A

et
tal que para todi n e m ¥ . KnﬂA. Como A oS compac

to existo una subsuensidn (s Sl 20nVerTa 2oun

':n(m))m
punta a ¢ A,

Ya que para ftoda n ¢ W, [
: : n(m} ' m n {(m)

proposicidn I.B.7, tenemos que

Lim { P < Lim K
a1 n



r o~

foltinie Jagnka

moaa



28.

B. EJEMPLOS

((I.B.0)

continuidad de TG v H, Porp a2l

algunos ejemplos que Larizarnos
con estas funciones.

(1I1.B.1) Ejemplo.
La funeidn F no siempre resulta continua. Considera-
mos una escoba cono en =21 dibuj

(1.,1/2)

e

(1e1/4)

(0,0) (1,0)

Sean A={(1,0)} v, para cada ne M, An={(l,,.l/n),(1,0)}, an-
tonces An = A, Aseguramos agua F(A)¢ Lim inf F(A ).
1,0).

@

Sea K al

B
Ements que une a los puntos (1/2,0) v o(
Claramente K o F(A).
entonees =NIsTe Hhid sucesidn
Lim K =K v (1,2/4) ,(1,0) ¢ K
N« ®™N tal
v (1, £),(1,0) 23

KNCN(l/f%,K). Lo odeair (3,0) cWN{/4,K).

contradiceidn pues la distancia de cualquier punto de

aque

K a {(0,0) es>1/2, Por tanto K¢ Lim inf F(An) . De

manera gue F no es continua.
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(IT.B.2) Ejemnlo.

continua.

Consideramos otra veszn

13 gescoba como en 21l dibujo

(1,1)

(1.1/2)

e (1,1 /4)

(0,0) (1,0

w3

Sean A={(1,0)]

tonecas An -+ AL

cada ns W, An={ (1,1/n)}, en-

apamos que Lim sup G(A)d G(A).

Sean K 21 segmonto aus une a loe suntse (1/2,0) v (1.0)
vy para cada ne N, Kn 23 =l semmento que une loa cun-
tos (1/2,1/2n)

ra toda ne W, antoness K2 Lim inf G(An) < Lim sup G(Z&n) .

\
=
(]
i
U
o
1

z

v (1,1/n). Como K —~X vy

[

2 Ko GlA) . D5 deolr que para toda 2>0

axiste L ::C()Z) tal aue ACint LY vy H(L,K)< z. ©In par-
cular para :=1/4 oxivte Lz C(X)tal aue (L,0) £ L vy

tic
H(L,XK) <1/4. -

Como (1,0)c L v An ~ A exicte NeWN tal gue (1,=)el®
va aque L o3 conexo, tenemos agus (0,00 L. Bs decir

0,0) uW(1/4,K). Esto s una cantradiceidn puss la dis

ancia do cualquiwr punto ae K oz {0,0) =35> 1/2.

to K¢/ G(A) . D2 e

continua.

nara gue G no ¢
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{1II.8.3) Ejemplo.

(1,1)

(1,1/2)
//
e (1,1/4)

(0,0) (.0 (2,0)

Sean A={{1,00} v,

cez A AL AS
In

ra cada n e M, .E\.nz{ 1,1/n)}, anton
H(d) 4 nim inf B ). K
(1,0} v (2,0). <Cla-

K/ Lim inf BE).

el segmento que une A

ramente KeH(A)., ¥

aue Ko Lim inf ; o
, 0 C(g) tal gus Lim K =X v (L,1/M) « K gara

De nwodo quo pe
H(K,K ) €1/2. En (2,002 M(L/2,K,) , ke
iste pe 1-(N tal que d('p, {(2,0)) <1/2. )

®oans K OOK#AG y (L, 4/M) e X . Cono
e (0,0 2K, ©N(L/2,K) . Z3to e

nopuas la distancia de cualquinr punto

que

ca per o Do omans

K. o5 cononas,

N

una contradiccid

de K a (0,0) ns

manera e H one

=1, Por tants K¢ Lim inf H(An) . De

Ya vimos, pues, Jqua F,G v H no siempre resultan sor
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P,G v H ~umplen algun

A

A continuanién 4

nostrars-

C. PROPIEDADES GENERALES.

(II.C.1) PROPOSICION. La funcidn F es semicontinua por arviba.

DEMOSTRACION.

<|

Proba-

o

G
In1
L
bt
s
g
n)
=4

4
d
.

Sea (An) , una sucesidn en

remos que

Lim sup F(An) CF(n)

Sea K c¢'Lim sup F(A ). Entopces por la proposicids
20 . T
n(m))m on I\n(m)EFAn(m))

tal que Kn(m) -~ K. Como A (m = l'(n(m) YAy ”

n
entonces por la proposieidn(i.z.7) llagamos a que ACK.

(I.B.5),existe una sucesidn (K
Ademas, como cada K“(V“) 25 Un continuc por definicidn

de F, KeC(X). VY concluinos entonces cue Ko F(A).

{(II.C.2) PROPOSICION. La funcidn G semicontinua por abajo,




(I1.C.3)

732,

DEMOSTRACION.

Sea KcG(A) y sea ¢ > 0,

Entonces suicte L (X

5 Qompacto entoncaes
Adends, ya gque A"
para n= N, e modo

G :
. 1
lo tanto tenemss qusz 8" (1) HG(A“) #¢ para: n> N,

Como esto sucade para todos £ >0, concluimos quo

KeLim inf G(QQ.

PROPOSICION. iz funcifin H og semicontinua por arrviba.

DEMOSTRACION.

Sea una sucesidn (An)n an 2+, tal que A~ A, Probare

mos que

Lim sup H(A ) € H(A)

Sed Kelim sup H{A ). Lntonces existen dos sucesiones
n



“337

talzs oWa A, N FQ pard Lo
(‘<n(m))m’ (A'}("))n' B nim) n{m) ¢ para =
1z = { “ ¥ o A - A,

daneWN, adm) am)

x A n X de T oauisto
n{m) nim) nlml ? = z

una subzucs X, QI eonverss a4 un ounte
He { :*.\mkl.)))l - ;

X0 € X. Ya aquo xo 2 Lim sup K T K oy xg e LidmsupA CA
0 - 8 a P Sy S e ' SUp n (m)

concluimos qua Xq eANK v por lo tante, como KeC(X) vy

ANK#e¢, llegamen a qua K cH(A).

D. UNICOHERENCIA

Goodykentz ha considerads dos funcions
definidas como sigue:
£(A)=n [Rec(X) : AcCK}

g(ad)=n {KeC(X) : AZK"|

En esta 1}'\.’2CCi€"ﬂ NoCTraATr2mos 1 conexidn con las Tuncio

- -

(II.D.L) TEOREMA. 3ea A ¢ 25 . Entoness la funcidn F 25 conti

nua en A a1 v 3dlo si la funcién £ es continua en A,
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DEMOSTRACION,

S
Vamos a demostrar que £(A}=B.
Primerc demostraremos que £(A) CB.

Por definicidn de f sabemos quo A< f(z\.l) cara toda
neMN, adends tenemon que A, 7 Ay £(A )} ~B. Usande
(I.B.7) ten=mos que AC B, vy va «que B2 C(X) cencluinos

que £(A) < B,

Ahora O

AL e I

Sabemos gu=z AC £{A) y f£(RA) f:.C(IZ) . De modo qus
)

£(A) © F(A)=Lim E‘(An) . Por 1o tante una suce-

Kn -~ £(a),

zada K

5idn (K} (Ver proposi
nn :

con K STF(J\“) nara tadz n= I,

es un continuo contaniendo aA v por 1o
n - ‘
f(An) C K, para toda ne W .  Aplicandas
(1.5.7) conclu que B=lim £(A ) € pim K = £(A).

Sna (A ) una o an 3% dal ogque A« AL
non N -
Por nyonnsicion 1L.0.1 es suficients oon demestrer

F(A) < Lim inf F(An) .

Gea KeP(A) v £>0. Delinimos Bn= A UA para toda



(I1.D.2)

35.

Lq CRUF (Bn)c RUN (s, £(2) )T KUN(z, K)=N(s,K) .

Y por lo tanto H(L ,K) < &

rre para cada £ >0, concle
5ién en 2% con L
nds la proposic

El siguient2 resultado nos

F v G.
PROPOSICION, Jea AF_ZE:-, Entonces

C{A)= F{g(A))

DEMOSTRACTION.

Mlostraremos primero gue G(A) CF(g(A)).



(II.D.3)

36.

con ACL' v H(K,L) <«.

H(K,L )< 1.
n n -

g)=n{ksc@: rcK’}, AT > g ( .

toda ne®™. Como L —XKy g(?\) - g(r), atilizando la

nara

»

proposicidn (I.3,7), concluimes que g(A) CK, ¥ por

lc tanto KeF(g(a)).

Hoztrarcemeos anora que F(g(A) CG(A).

Sea KeF(g{n)) v ¢ > 0,
conACL® v H(L,K) €z .

=mos que existels C(‘{),

Sabemos que g(A)=N{K - C(X): ACK'} CRKCN(s,K). De
modo gue X -N(c,K) TZ - (MKoC(D: ACK']). La oupre
5idn anterior 25 cguivalente & E—N(:,K) CU{E—K: ACK"}

X =N{z,X), podomos oencontrar

1ic b oral oue
£-N{(=,K) CU{:_:—Ki:i=l,...,n}. Con lo cual llegames a

qua Ky NpL.o.,n K CH(c,K).

Haciendo L=(K1 N ... N Kq) UK vemos que ACLY,L« C(:_‘_(j)
y H(L;Ki< s concluyendo enkonces que K+ G(A). Y por
tanto G(A)= F(G(A)).

TEORLMA. - 22 . Epnteonces la fancidn G es con-

vinua on A si vy s81c ol la funeidn g es  continua en



{ =)

37.

~DEMOSTRACION.

TLCLID

Sea (A )  una
n n
N
g(un) - B,

s tal nu2 A AV
: 0 3

wue g {A)=B.
Demostraremos primere qus BT g(2).

(ZI.D.2) tenenmos quz G(A)=F(g(A)),
ne g(A) e P{g(a}), 42 donda oo

g(A) ©G(A).

5y

cue ACLY

L zC(X%)

YA ws compacto, cntonces

A

H
e:{is*\:e 6 tal jue \((S,A) ZLY. Y oy ooue A~ A, onton-
a

. - Ay o y ~

es exicte No oW tal que A_CN(5,A) CL <z NNy,
a

Do esta fooma tenmos Qus g (M )_ CLorara My. Do G ogle

Lim q(An)C CTN(z,g®)). Toan o
que B= Lim g(Aq) To(A).
qua g(aA) T8,

Por la propesiocidn (IILD.2) tanwmos gue Ga )=F(g(a))
nsIv, o que q(;'\ );F(g(z\ N

2o g (f\ ), 34, )
Gy g(z\ ))

3¢

5

=

't_:x'.mm en A). ?*n:
proposicidn (7.3.7)conciuimos que (R} G(A). De modo

)
que B e G{A)= #{gf{AY}. Tor 1o tanto g(h)

.. X
Sea (An)n una sucesion en 2= tal que A~ Al



38.

Por la proposicidn (I71.0.2) ez suficionte aon demosztrar

Lim sup G(An) Z G(A)

Por la proposicién (I1.D,2) sabemos que G(An)zF(g(An))

para toda ne N, Dz node que Lim sup G(Aq)=LJ’msupF(q(An)).

Como F es semicontinua por arwibi y g(A ) ~g(a) por hipb-
tesis, tenemos que Lim sup F(g(An)) CF{g(n))=G(a). De
manera que Lim sup G(An) CG{A).



(11.2.1)

39.

CONTINUIDAD DE 6 .

DEMOSTRACION.

Como G{A) T F(A) (lema T1.A.4), 235 suficiente con de-

4+ - N4
mostrar la otra contauncidn.

Sca KeF(a) v ¢
X

en 2%, tal au=s

P es continua en A, ténc-

An - A, vy ooonoc por
mos gue Lim F(An)zF(A). De podo que para £ existe

NeIlN tal quo HTF(AM),F(A)) < 2.

En part

K zF(a),

Notemos nuc AiZA: YO ATLIQ
1% N

Pop lo tantn ennontramos Lo C(X) tal que ACL’ v H(K,L)<s

Como agto ocurrs para hoda >0, concluimoz gue

K~ G{A)=(n) .

Sea (A ) una s
n n

proposiciones (1

Lim sup F(A ) © F(A=G(AN) CLiminf G ) € Lim iaf F\(AH)C Limsup F(An) .

Asl que F(A)=Lim sup F(a )= Lim inf F(p ). Por lo tanto



(I1.E.2)

(IT.E.3)

40.

Foea contiiiug wil .
S = ” A o :
Corolario . 2z & - 27 . 51 F 22 continua an A, an-
tonoes G A,
2 s A S “ -
Sea2 (A )” una sucesidn en 2= tal que An = A. For la

provosicidn (T1.0.2) es suficiente demostrar que
)

Lim sup G(An T G(A

L) tenemos gue G(An) C F(An) pava

De modo que Lim sup G(A_ ) € Lim Sup F(A ) C F(A) .Y
o

rema (ITI.Z.1) renemoe que F(\)~f , “onelu

(A
yendo entonces quc Lim sup G(A_} © G(A). Por tanto G
15}

eg continua =n A.

Ahora veremos que la continuidad de G en A no impliea
la continuidad de F en A.

Ejemplo.




(II.E.4)

(I1.E.5)}

41.

DEFINTCION.

A,B 2 C(X)-IX] Y w3 indagoomnond
si no &35

guiente tforma, Jonsi
de Cantor sebre el conjunto

Trazames somicivculos en el plano gu
21 punto (1/2,0) v radio [(1/2,0)0-

CAnToy en

D oapuel manera para i=0,1,...,
trazanos samicirceulos an o pia INFerior con 2entro

(5/6-3%,

ounto de

(i)

c 7730

[2/3

Ahora veromos und caractarizanidn de egpacic indes com

. .. .
ponible, la cudl nos permitird mestrar cue, en uno de

Lema. 3Sea Y un o conexa ¥y A un sub-

&
espacio conexo 42 Y . 51 Y ~A = HUK con Hy K conjun-
CAVH Y

. . »
rentes de Yaclo, sSNToncas



(IT.E.6)

DEMOSTRACION.

TEOREMA.

54l
G

subcontinue coon

DEMOSTRACION.

Supongamos qus exista un subeentinuo A il

con intericr distinto del wvacio.

a)

b}

X -

Ay (X¥-A} son una desecmpociciin de ¥, 1o cuad es una contr

diceidn,
X - A no cs
dos

% -

existen
les quea

nemos quae A

A ¢conexo,

CONeANG .

que A

Intonag

intericr no vacic as

Analizares

mic

42,

ao.

jat
o
O 15l

Como A" = ¢ , sntonces (X -~ A7 ¥, asi que

conjuntos senparadoz vy no
=H UK, Intonces por ok
UHyAUK son coneros. ¢

kvd

=~ A
L I S
105 M, hoTd

Lema (LILE.S) te-

(AU H =

QU2
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) Gle

X, lo ouil

{ =) Supengamos que X

A,Be C(X)- (X}

exiszten

.E. orolario. 23 indasscomponible, antonces 2
(IT.E.7) Corol i 51 t G

8]
5]

constantz en
DEMOSTRACION.

En efecton, para toda A 2= se tiene:

Ga= {Kec® : ac 8"} =[X

P>l
it
i

Como log wspdcios ¢ndesccmuon<vlh“ no @on localment

W

conexos y ia funcidn F s ‘continue si v s0lo si X es
localmente conexo (Ver teorema (I7.5.1I)). Conclui-

mos que 23 indesco

onible anton continua

nientras que F no es continua.
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Loen Ao 25 . ont { 1 pes-
n GIF (X)) Fr(X) = CH(X) 2= continua en {al pa
cntonces la funcifn G ez continua en Al
DEMOSTRACION
. e . _ -
Sea (An)rl una sucesidén en 2=, tal gue An -~ A, For
la prozosioidn (IIL0C.2) es sulficients demostrar que
Lim sup G{A ) € G{(A ).
= Lim sup G ﬂ ). Tenemss gue Qemoatrar que
T > 0, suigte L €C(g) tal gque A< LY vy
Bea & > proposicidn (1
n . n <n
(1)’ (1) (2
L & gue L [s5s!
n(m) _t nim . =
dam, < g X) tal gur A C K 7
l ! ({ ]1 X) ST (m) Rl
L K < - Como HK,K < H{K -
H{ n(m)’\n(m)) m : (1'\n(m) (K, n(m)) il
para toda m < 7 tenomos que X - K.

a{m)

En resumen vencs que K
- n{n)

v oaplicando ia propogioidn

Ahora tomomos un punto arbitrs

2Oy notenmds Gue

existe una sucesifn (x ) tal aue x - % v
n{m}’ " mn - n{m)
— .6 G . sz -
x <A <K . Aplicando la proposicidn (I.E.5),
ni{m) n{m) n{m) :
llegamos a que K o Lim sup G {{x b.

“n{m)
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1o

De aqui aus
y H(K,K(x)}

Hacemos L= KV (B{K(x) : = :Al}).

Dada x £ AC K, tenemos que x o K A(K(x))" v Kx)an(

De aqui quo K W(U{K(x) :

ro}in
"—.‘
=
[
.

A en su interior v osta o

ontanide en N( = ,K), De mo
do que L eC(X), A2 L’ v L

conclul

mos que H(K,L}< = v A C K ooG(A) .

(IT.E.2) COnLinua @i oy a0lu =i da
- FArEY) S S,
C (A SO CoONTInua.

(I1.E.10) Corolario .

(X} =9 oontinaa.

DEMOSTRACION.

e
s}

aquivalente, por

tn electe, la continuidad ‘de g

B
o

teorema (IT.35.3) a la continuidad de G, la cual as
su vez oquivalente a la continuidad do GlF (X)) rer el

Ldoeaae

ooy
r 59!

Frobarcmos ahora la eduivalencia antpee la continuidad
de GIFY(X) v la de g [Fi(X), con lo oual habremes ter-

minado.



46.

TH COnTINUaG oY

- g Ty e T s e

tinua en A. Por

Supongamos aiiora g

la proposicidn (II siente con demostrar

que GIF1(X) e5 BC «n A.

Sea (A )  una suc
nn

la proposicidn (I1.0.2)

G, = Fla(d,)

para teda n & W, Do nodo gue

Lim sup G(An)= Lim sup F(g(An))

Como por hipftesis g|F.(X) es continua, g(A ) - g{d)

v como T ~s semicontinua por arriba, tenemos que

Lin sup Flg(a )) € Fla(h))= G(A)

Y por lo tante concluimos que:

Lim sup G(An) C G{h)



-3

C
"

e SUAVIDAD

(ITI.F.0} El objetivo de esta seccidn 23 velacionar la suavi-
© dad en puntos de X con la continuidad de la funeién

F.

(IT.FP.I) Lema . Sean x,p c X vy sea (x ) una sucesidn
x -+ X.

n
en X tal que {x_,pt » {x,p}. Entoncas x_

DEMOSTRACION.

caoque
- n

mos aue

En pavticular renamos qus {p,xq} CN( = ,{P})

B
u
H
fu
ct

10

da n* N, 7 sor lo tanto d(xn,p) < ¢ vara toda n N,

Le donde concluimes qua X - .

(T1.F7.2) Lema F.(p,¥) 25 compacto.
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DEMOSTRACION.

m

- — = " . ]
{).n(m)rp} {er} e Fa (p,i) N4 ({Xn(m)rpf)
es subsucasidn de ({xn,p}_).1 . Por lo tanto Fz(p,X)

83 compacto.

(IT.r.3) PROPOSICION.

=<}

@5 suave en un punts p = X 51 y sb5lo si la restric

cidn F[F:(p,g) ~ C*(X) o5 centinua.

DEMOSTRACION,
{ =) Sea {p,xi ¢ Fa(p,X) v sea (Yxn,pi)h una zticesién en

Fa2(p,X) tal que {x_,p} ~ {x,pl. Por la proposicién

IT.C.T es suiiciente demostran qus

F({x,p}) € Lim inf F({xn,p}).



Como X

(K ) en
n n

K = K.

{ =) Vames a damestrar qur X

suave an p.,

s

=
3
-
H
-
@
I
it

“cX vy (x ) en X, tal que

(g) con p,x = K.

X“ -~ X, antanc rTricelon
PlF: (p,8) oo

F(A) € Lim inf Tt craoue KeF(A)C Lim inf F(I\n).

Aplicando la ro una
(2 - , . . .= .
sucesidn (K ) de subconitiauns de X tales aque p,x £K
fnon bt N n n
para teda n ¢ ™M v K~ K.

(II.F.4) PROPOSICIOM., Ui : 5 shave en p, entonces para todd
A < 2% la Tuncidn P oes continua en Al

DEMOSTRACION,

.. 2% . . %
=} (An)n una sucesidn en 2=, tal qus AT Ac 2= .

98]
o)
s}
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Por la proposicifn (ID,I.I) eun suificienta domostraw

F(A) © Lim inf F{A )
n

Sea K ¢ F(A) v ¢ > 0. Por ls
sabemos que F{F:(p,X) es co
dad de Fz(p,g) (Lema IT.P.2

preoposicidn (II.F,3)
tinua, v por la compaci-
tambiin uniformemento

continua. De modo

n
)

cxiste 6 >0 tal gue =ziempre
que P,0 ¢ Fy(p,E), con H(P,Q &

H{E(P),F(Q)) <

) <&, entoncon

L5 odecin
P, e T2

arviste L

Hacisndo L=(U{LY: % & BYY,vemos aue p ol v L Z Na/z,K)
: rowor B R,
BC(U{L : xcBl) v H(K, (U{L: x ¢ BIT)< = . Por tanto

si H(A,B) <& , ~nrapcas B?(R) TP {B) + oo,

para toda x £ B. 7 por

" . Ho, . .
De manera qu2 existe N & I tal que B (K} 0 F(A”) =
que K ¢ Lim inf F(An).

para n = N, concluvendo sntonceg



(LI.F.5) PROPOSICION.

(II.F.6)

TEOREMA.

continua on K

2n p.

para toda K4 auava

©o

DEMOSTRACION.

Sean X ¢ i, (% Und 3l Tal que x X
- non - n
y K un continue con p,x & K,
. 3 - y 1 . 3 o .
Haclendo \n=h U{xn; zara toda n e W, es fEcil ver
que A -~ k. Y por la continuidad de F en X, tenemos

aue

Lim

v \ A7
Yo
A (~n).
v oK
n°* n
snave &n p.

. N
il .

Intonces la

o
¥

Seap v X . siguientes

macionss son equivalentas:

i} X

suave

an p g



-
pe

.

iii) Para toda K = C(p,¥) 1a funcién F es continua

-

en K

iv) La restriccidn Fsz(p,g) es continua;

DEMOSTRACION.

i)+ 1i)

~~

ii)= iii) Sez R ¢ C(p,X). Como Clp,X) © 2§ , enton

ces P oes continua en K,

noes

iii)~ iv)

e

I7.7.3) concluimes qua la

FIF:(p,X) 23 continua.

iv) = i) Huevamente, por la vroposicidn (I1.7.3) te-

nemos qua2 X s suave an n.



(IT.G.0)

(I1.G.I)

Corolario.

1 oo
ientes

i) g [S33)
ii) F es
iii) Para
iv) La =2
V) Pars
contl
vi) Dapz

CON

Las Srgau
X .

continuas

nx 2, la

striceifn

toda p £ X
nuda,

PO P T
COCa P 2 AN

DEMOSTRACION.

i) - 1i)

Por ¢l oor
teda p oo X
del inciso

(931

NTUTDAD T

v =1 2orolario {I.:.10) noz per-
4 la aono

lentes alirmaciones son eguiva-

cONnexo;

restricciln Fan(g) 25 continua,

continid.

FII 2 :_) CEae

la resitriccidn F|F:(p,X) a5
y X suave en p.

olarin (I.D.10) tencmos que para
; X 2g suave €n p. Lntonces,
11) (feorema II.7.6) v del he-



{11.G.2)

se dasprende que F oag

iv) = %) son inmediatas.

v) = vi) El incisc iv de (ZI.F.6) nos lleva a qus
S

vi})—~ 1) Por el corolario (I.D.10) tenemcs aus X es

localmente conexo,

:

Ahora mostraremcs algunos rasultados que nos velacic

o
nan la conexidad en peguero y la continuidad de la
C

- - - X
TEQOREMA. Sea K & C(X). ZEntonces 2= oz conzko an pg
quefic ¢n K ¢i y s8lo si F es continua en K.

DENMCSTRACIUN .

P
i ™

Sea (A ) una sucesibn an 2=, tal que A~ K. Es su-

ficiante demostrar qua

F(X) € Lim inf F(An).
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(f,b.1M)

. T R
. Tome K oas

samrinto v
N({5,K) € B . V¥ oun viszta de ogue A" Ky Gligames o

que exists N o I *al aus A< N(S,K) € BY pavra n BN,

Hacemos M= L U B. teznermos que KO L, KO B vy
A C BT L UB=M para n = M. Lo cual nos
n !

afirmar gue M ¢ E‘(Aq) para n > U.

Por otra parte tenemos guse LT N(n,LwWB) 3y
LUBCHN(=,L) UN{z,X) CN(=z,L)V N (g, L}= N(,L},

de manera que H(L, M) < 2.

. . . I
considsracionas concluimos que B (L)ﬂF(An)':i‘«:v

para n» N. Y por lo tanto L £ Lim inf F(Au) .

Sea £ > 0. tuevamente, por 2l teorema (L.D.12), es

suficicnte mostrar un B 2 C(X) tal que K< BY vy

H{K,D) 7o, .

Por la cenrtinuidad de F en K, para la £ dada existe

8 > 0 tal cue I (F{K), F(A)) < =z sienprs que H(R K<

Hagamos A= N{ (K)o Entonces H(A,K) <8 v Ae2d |

raf o



(11.G.3)

gue HO(F(X), F(R)) < =.

que F(X) © 09 (=, 74

BeF(A) s

En particul

tanto,

tarminan

rema: anterior nos permite relacionary una pro-

o~

Corolario X

L & C{X) con

DEMOSTRACION,

Jea L ¢ C(g) Yy pel.

For =1 incico iid (II,U.C) zabemos que po

K = C{p,X),F =5 continuz en K. D2 manera que F

teoroma (I1,4.2) concluimos que

Y por lo tanto, del

24

Conexe on paqgquenc en L.

Husvamente, nor 21 tooroma

—
i
"
o0
.
~
—~

o
vt
L
o]
]
3
]
138
=
]
m
L
Ui

conTinus an

ema (DX.6.2)

-
o
B3

no 21elpre




—éi;»,m,

v (1,1)

(1,1/2)

e 11

/

(0,0} (1,0

Es facil ver aque B ez suaye =n p=(0,0}. ¥ utilizar

incise 11) (IT.F.6) tenemos dus Fes continua
}

< E -
Vepamos auz 27 no es copexo an pequefio en A,

Supongamos que sl lo es.

Para zada n ¢ ™, sca Ln ¢l segmento que une los puntos



(0,0) v (1,1/n). i € 1 Yoeonsidenamos ia

componanis

e

rema (I.D,2

(1,00) = &, Y s0a
(‘i'a,l-ii {O, O) rY }EL Bg (AJ:Z.

Hacemos S= Lwﬂ(BE(l,O)) v definimoc los siguilentes con
IR —_
juntos:

i
]
]
w
)
=
2
gl
I
<
—

1]
=
)
s9]
[
7
n
o=

H
nl
—
<3

o
he
1
—
P
™
oI
ol
e
7
2
v
$#
oY

Por el lema (T.D.11) sabemos que Hi y H: son abier-
tos ajenos de 2% tales que 2 € Hy UHa. Perc
AeHiN2 v {(0,0), y} g Ho N2 . Esta contradiceidn

prusba que 2% no es conexo an pequefio en A={(0,0),(1,0)]).

(I1.6.5) Corolario X =z co

an
F es continua en {p}.

DEMOSTRACION.

kv
(=) Por al corolario (I.D.13) sabemos que 22 &3 conexo en



.Y como {p} - C(g),

que {p} &% COneHo &N
en {p}.

que X

{(IT.G.6) TEOREMA.

e 2n p

(=) Por 21 corolaric (IT.5.5) sabemos que F es continua

en {p}. De manera F|F.(p,X) también lo es en {p} .

(=) Por 21 corolario (I.D.13) es5 suficlente denostrar
X :
que 22 ¢35 conewo on pequoiio en {j } Para lo cual
s suficiente que para toda ¢ > 0 exista B e C(X) tal

que H({p},B) < ¢ vy {p} c B’

Sza = > 0. Entoness exists 8 > 0 tal que si
y ApexP< 8 v {p,x} ¢ Fa(p,¥), entonces
F({ph), Ftip,ub)) < o/2.

Dada x & Bg(p), tenomos sntonces gque {ple F({ph
F X

N(2/2,F({p,x}). D2 manera gue ¢



(11.G6.7)

manera gue B

vii) Para todo {x}s Fi(X), F ez continua en {x};

viii) Para zodo {xje Fi(X) FlF:(Z) es contvinua en
{x] .

ix) Para teoda p ¢ E, F]Fz(p,g) es continua en {p}.

DEMOSTRACION.

ii) -- vii), wvii) - viii) y viii) -~ ix

tas.

(I1.G.8)

naxo en penueilo en p para toda

iv} = i) For el teorema tanemos que X es co

e}

o

wrilizando un rosultado conscide {[
2011),

3
calimente COncHo.

Willaprd,

X =5 lo-

concluimes que



(11.G.8)

61,

(Z1.2.7) no es cierto si

Yimos que el tecre
k #C(X). Sin

cumple, aflin s3in que la condicidn antericr se de.

implicaciones sa

[¢]

TEOREMA. Si 2> &s consxo en pegquelio 2n A, entonces

F es continua =n A.

DEMOSTRACION.

T -
Sea (N )n una sucesidn an 22 tal gque A -+ A.  Proba-
n n

remos qus F{A) € Lim inf F(An).

Sea K ¢ [(A).

Por ol teorema (I.D.%) sabemcs que La componente §

de Bc/q(A) que Tiena a A, la contiene an su intsrior.
- . i

De manera que existe § > 0 tal que By (A)

18]

¢ . Y ya

gue An - A, ontonces
de M £ M.

a que A e { a paveir

La funeidn v: % —~ 22 dada por v(B)= K U B es conti-
nua. Hacemos L= U{D: Do Imvyl= V{KyYD: 39t . ao-
mo A€ § v AT K tonemes que KelImy 0 C(g). Por
tante (Aplicands [iladler, Loma 1,89, pig.1081) obte-
nemos que L = C(X).

-

Por iltimo, venons qua A T L a partir de N, y para

cada B e ¥ sc tiens aue:



H.

(IT.H.O)

(IT.H.1)

62.

KUBC Mlg/2,I0UN(a/2, 2T N {2, 8) LN {e/2,R)=1i({c/2,K)

L= U{KUB: BT} C N(,RK).
Todo esto nos hace concluir que

Ho,,, o
BL(K) N F(A) # %

pdara n® N, Y por tanto K&eLim inf F(An).

PROPIEDAD DE KELLEY

£l amable lector de este trabajo tal vez cionse
va oe nos olvido la funcién H. En esta seccibn
ccuparemos un pocw da 2lla.  Pers antes veremos
RN X .
1ltimos rasul: Lacilonades con F.

.
TEQREMA. Sea p =X . Fntoncos las siguientes ar

ciones son eauivalentes:

e
-
<1
i
VB
=
T..
5
L]
(9]
o]
|

1edad de Kelley en p

FiF) (X) es zontinua en {p};
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AszClp,X), Fle(® es continua en A,

La implicacifn 1ii

dnicaments proba

z2a ¢ > 0., Por la continuidad de F{Fl x)

1) iii) s

Tomemos la 6 de ia inicién de proviedad de
co=min {8,:}. Entonces; co-

N ¢ IN tal cua H(An,A) < £y

Dada n 2> o, :ze
modo fque, Como

dlp,y ) < oy

un continuo Ln

-

comos M = LU A
n

o rom P N 1, \
n nt ome s A Ln Y



{II.H.2)

A ULn C ON(Z,E) UV K{z,A) € N{(z,K), tenamos

n
que An‘- Mn £ clX) y H(K,Mn) < i

PEA) *é
im inf

K ¢ Lim in

Corolario. Las siguientes afirmaciones son equiva

lentes.

i)

ii)

11i) La restriccibn F(C@@ 5 continua.
Vimos la continud

tTa e85, a Hu Voo,

larie TI.E.3). Que
dad de G y la de F|

bita de hatalla &3



(TT.H.3)

toda p £ A, X

SNTONC

continua an A,

DEMOSTRACION,

. X . o
Sea (A“)n una cuecesidn en 2% tal que A~ A. For el

lema (TI.C.3) es strar que

H(A) € Lim inf H(A ).

Sea = >0 v K & Tonenos la &
A

de propiedad de

tal gue H(AH,A) <G

Sea Xhve A DK, Intences, dada n® N, so cumple que

ACNG,A ). De modo gque, 20mo Xg £ A, exisie < A
n ST ! Yy

con dlxa,y )} <8 . ¥ oor la elaccifn do 8
; :
continuo L won y_ Lr Yy H(K,Ln) < g . Por tanto

N

B (R} O II¢
(3

jo7 ¢ para n M. Concluyenda entonoas

que K £ Lim inf Il(An) .



(I1.11.5) Ejemplo.

Zl INVarso no g |SUREY on
v —
A £ — NG anrd LR, A 414

propie

cnslidarones una vez

talia B limite

tra en

(1,1

(1,172}

. (1,174)
/‘:

(0,0} (1,0) (2,0)

Es fécil ver qua E no tiene la propledad de Kelley
en (1,0). ©Sin embargo, veromos gque H es contiaua en

el segmento A que une los puntos (1,0) v (2,00,

o - 2 nE N \ 2 S .
Sea (An)n una sueasidn on 27 tal que A~ A, Probare

mos que

H(A) C Lim inf H(An).



Sea K .e H(A). Analizar=mos d

a)

Qa
[
C
Jal

%

&
i

si ¥kna= {{(1,0)} . Zntonees nacemos 1o siguien-

Como A= ¢ vy AT A, existas N, a partir de la

cual Anﬁ A¥¢ . Para n» W1 , sea:

0]
b
2
o

et

X = min{xel1,21]: (x,0)
Afirmamos que an=(:~:~1,0) - (1,0).

Sea 0 < £ < 1. Como conjunto (1,1+e) X {0} es

un abierto de E cont
que exists Na Z My tal jue AN{L1+e)X lo} # ¢ pa-
ra toda n » N.. 31 (x,0eA N(1l,l¢) X {0}, enton-

n

1do cn A v A A, tensmos
DR oo 1la Aefinicid de o TETEnNOS Ole
ces, pd L4 ZJeranicann de .x\ Cenenos qued

1l €£x $x<1+e .

n

De manera gue d(an, (1,0)) <g , Esto prueba que
a -~ (1,0).
n
Para n» Ny, hacemos K = KU ([ l,:{qu{O}) . Enton

ces K 0O A #=Q oy [ KUu{(1,00}= K. D=2 modo que

K i . L - De amuf aue K¢ Lim inf [ .
K € h(An) v R K. De aqguil que Ke Lim inf LI(Z\n)



(I1.H.6)

(II.H.7)

a partir de una ¥ ¢ I, D2 neode quw KOA #6 a
:
parciy de M. Por o tanvo K 2 Lim ing H(An) { Qon-

cluimos que H eg conitinua en A,

PROPOSICION. 351 la restriccidn HlFl(g) @5 continua
en {p}, entonces ¥ tiene la propiadad de Kelley en

P.

DEMOSTRACIOHN.

Sea £ > 0. Por la continuidad de H{F1{X) en {pj}
e

wiste 8 > 0 tal que zi HUpl,{y}) <6 eantonces:

Es deciy, que si dip,v} <& y K e H({p}), anton-
cez exizte LeH(ly}) tal que H(X,L)<:. PFor tanto

- .

X tieno la propledad de 'Kelley en p.

Corolario. Gea ® ¢ X . Entonces las afivmaciones si

gulentes son equivalentes:



69.

DEMOSTRACION.

La implicacidn 1) = 1i) es inmediata y de la proposi
i @ 1i) - iii). Per Gltimo 1la

.
-~ i) es valida por la proposicién

(II.H.83) Corolario, Para

B
U]
o}
!
O
O
ford
[
<
i)
e
o
3
I
@
w
=
31}
in
[#]
[
Ga
ot
.
el
o
ot
T
e

i) H &5 continua

f

i1} B{F (X} es continua

iii) X ticne la propiedad de Kelley.

Lste dltimo corolario v la proposicidn (I.D.15) nos

‘miten dar una relacidn entre la conexidad local

de X v la continuidad de H,

(IT.H.9) Corolaric, 2i X es localmente conexo, antonces H

Esis WO DERE

LT L
RIEHIRER




(IT.H.10)

(Ir1.1.0)

(rr.1.1)
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H 2C Ve e 25 R
Corolario. 33 X 23 la @scoba, entonces H es conti-
nua =n 22
LA FUNCION I.
- ) X 2= ]
Definimos Is 2> — C*{X) por

I(A)= {K cC(X)

Como mencionamos

continua

9]

3

28

: para toda componente C ded, RKNC# ¢}

¢n la introducecién la Funceidn I nun

.

Antes de la demostracidn serd conveniante probar el

zigulente lema

Lema. Sea F=1£1Fn(z)‘ eritonces F = 2% |
DEMOSTRACION.

= . ..

FC 2= o5 inmediata.



a I3 o
Sea A £ 2~ y &£ > 0, Por
mos

2NCONtrar 31,...,a8 £A Tales gues
o }

ACB _(a:) V...,V B, (an).

De manera que H(A,{ai,...,a }) <cy {al,...,an}EFn(z).
Como este ocurre para toda € , concluimos que ASF .

(IT.I.2) TEQREMA. I nunca =5 continua an 2%

DEMOSTRACION.
Supcngamos qua si 1o es.

Sea p un punto fijo de X ¥y sea (G ) una
L 3 nln

conjuntoys finltos tales gua G, ™ T (Lema I
Entonces se cumple qus I(Gn) *I(E) . ocono {pye I(X),
existe una sucesidn (Z\.n)n con A ¢ I(G ) para toda

ne W yA- Ip}.

Como cada G <s finito y-A €I{(G ), tenemos que GCA .
n " n n h n n
De manera que, aplicando la proposicidbn (I.B.7), obte

nemos X = Lim G € Lim An= {p} Le que contradice la

definicidén de ¥ . Do manera gue I no puede ser conti

nua,
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