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INTRODUCCION.

Algln tiempo ha que 1a Matemdtica trata de encontrar algmas condiciones que sean necesarias, o ~
bien suficientes, para asegurar algunas conclusiones, El sentido analitico de la busqueda de tales —
condiciones ha desatado un enarme cawdal de nuevas teoriss, machas de lss cuales surgieron sin aparen
te relacifn con el modo que vivimos, pero que ya ahora se fuestran com slidos cimientos que sopor-
tan la eoyoria de las verdades que aplicams, a veces de minera mecinica, en nuestro fascinante mmdo,
Tan leno este (ltim de interrelaciones y amunias tan perfectas que, gracias a esta ciencia, han —
padido ser descubiertas sin la necesidad, a veces imposible, de camprobarse de mners enpirica,

No significo con ésto que el apoyo intuitivo en tal labor no sea de capital importancia; el com
probarle experimentalmente nos da confianzs y énimos para sequir adelante donde muestra limara es —
mestro raciocindo y nuestros fnicos fusiles una plum y un papel,

Aqul nos darenos a la tarea de analizar las caracteristicas inportantes de wn tipo especial de~
finciones, de entre mxchos otros, las finciones de VARTACION ACOTADA, nos familiarizaremos con ellas-
y verenos cam se canportan sobre tado en cuanto 8 sucesiones, diferenciabilidad e integracién sobre-
é&stas,

En algunos momentos sacrificaremos el empleo conciso y elegante de conclusiones que requieran -
de un conocimiento anterior de otyas rames de la Mstemitica diferentes & las noclones Msicas de un ~
primer curso de Ardlisis Matemitico; todo esto con el dnico propdsito de que muestra exposicién, 8 —
veces largs, sea comprendida totalmente y sin derasiados esfuerzos.



Intentarems, hasta donde 1o permita nuestra intuicién, de ejemplificar los resultados que ob -
tengamos a fin de "' sentir en nuestras menos " 1o que mestro razonamiento deductivo concluye.

Los invito pues a sumergirnos en esta mueva aventura, donde ya muchas han estado, pero ahora —
con el intinerario mis accesible para nosotros, sin demasiados sobresaltos y aunque lentos, con la —

fimme seguridad de que nuestros objetivos sean alcanzados.

Quiero agradecer a todos aquellos que con su constante apoyo moral y humano colsboraron a que -
este modesto trabajo vea por fin su tenminacidn.

Gracias a todos pues!

R.L.G.
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CAPITULO 1.
PROPIEDADES GENFRALES

En este capitulo tratarems sobre las propiedades bisicas de las funciones de variacién aco-
tada en wn intervalo fa,b] , BV [a,b] .

Veremos, entre otras cosas, condiciones suficientes y necesarias para ma funcién perte-
nezca a BV a,b . Probarems que BY a,b es un espacio vectorial sobre e introduciremos-
una nomm en este. Ademds discutirems brevemente la estrecha relacién entre longitud de arco y —
variacibn total.

1.1 DEFINICION Y SUS PRIMRAS QONSBCUENCIAS

DEFINICION 1,1 Sean {; [a,b]—>2 " P-“ar)(,l’f,l)g lov o Xz b}
una particién de [a.b] + Sea ‘Uf(P definido por »
'Vf(P)‘ Z,If(x,)-f(y,..)l
k=1
Si el conjumnto A = 4"’)‘(?) lp una particisn de [a,b] estd acotado, es decir —
—uf(P € #] pora toda particién P de [a,b], dirows que £ tiene VARIACION ACUTADA en
[a,b].
lamlecdéndemdaslmfmnimmqueﬁenevariad.énacoradam[a,b}sen':demtadapor-
BV [a.b] .
st £ e B [a,b] definims
7( \{f [a,b]: )Ufhj'(;» I?um particién de [a,b] f

AL mimero \/f [&b] o Temareros 1a VARIACION TUTAL de f en [ab] .



EL conjunto de todas las posibles particlones de [a,b] sers desigrado por OLa,b] .
Algunas propiedades importantes de tales funciones son las siguientes.

THREMA 1.1 Si f es mondtona, creciente o decreciente, en Ia,h] entonces —

fe B [a,b]
DR-OSTRACION: Sean fmmmm@ o) y Pe @fab) . Constderams
y (P)- 21502 70|
{2 f(x,_) e -) 5/ escreciente

F 46)- £6), 5 f/ es decrectente

cam estas dos sumas son telescopicas se tiene que

f(b) f(") , / es creciente {
fo(?)" /f/")’f([’) ) //esdw 'f {
por 1o que vf(P).-s«f/)m,(p)IPe Ploel - 4 £@)-1Ce)

segln que fsea creciente § decreciente en [_a,b] . Ast 7(6 B [a,b]. -

Note que si f es constante en [a.b], \/f [a,b]= o] ‘

THREMA 1,2 51 ¢ lab]» . satisface 1a condicién de Lipschitz, ~ —
lj&) Zmz)(k”)( , paramda)( élab]mtomesjéBV[gb] y en tal caso [ab]‘M(b’a)
si’j‘&) ™ para tola e[ab]enm-v:esf BV[ab]yseueneque\/ ah]eM(b d) {

ODBIEIXACICN: Suponga que Z[a,b]ﬁl satisface la condicién del teorema. Entonces si —
a,b) se tiene, r

PeCldasee @, SAPTARVD IS LR M (b-a)
por tantojéBV (o, b]y \/[a b-] af?ﬂ*l?(f’) [t & 2 M(b- A) 5

bien si | [CMmmtoda)(€[ab]poreltmmmdelvalornediosetendria_
l{ét)-f(7)|: ]L.'(5 “x-tII , g«rfzt— x,7
|j’&)-f(7)[_<r«lfv-7 ' para toda ;{,T@,b:“

que

de 1o que



y aplicando 8 4 1o anterior se tiene

fe sy Vf[a,b]_( M(b"i‘z*

s condicifn anterior no es necesaria, sblo basta considerar f(t)flf)‘z que es creciente en-
{a] v, segln et teo. 1.1, fé BY (4,13, ain sin entargo
|-f'<x l" %ﬁ no esta acotada en [a,l]
Veamos algunos ejemplos en log cuales una Eum::u’mf% W [a,b]ydaﬂelasolamn:inuidag_
defa\ (_a,b] no asegura que ](Q B\'[a,b] .
y X0

e ,fm..{;‘w e (0%]

2 .x 2. 2 -
¥ 'E‘:‘O,(m,r ,:;é")T Xl,é-;;)'fl,_'xé, e r 2. J{ZJ'H-;
aoss 4 (R, ) g'lf(xa-fa..)l

AT AR

:Eﬂllvof

= ?6'4-1)
mrquhstsién}ﬂr(ﬁv)igcmosediés no esté acotada por ningim Mzo,simpmm_
te threse M 3 201#1)5 ™,y de To ol (vf(P)!pe @[a.b]}v o 1o estd .
Ast ffEV[Q y;rl

Awra considere j(x):xféc‘)‘ Xé[d,‘/r]- ﬁescontinuam [e2] ya que

0196 - 1 6 - Ixm%cl Zlxl | xe Cﬂ,%r]

de 1o que segin el teorem de estriccitn, se tendria
o BRI gectosks
1/1(}?1)-— E, lj[&)-jéq..)f
P /ré%fIJ» e +%,,M}7'
= /T[”%"/{*"“"%MH]
’% fi /(z’m)



”
y caw 1a sum =z /(ZMH) 10 esth acotada para toda M 5  se tene que JB\/[O, irl
Notemos que g )= x’f&) , Xe f”:%!] > ‘7 /

) o XS0
X0 X-0
W[ [pmefh- o fel L xe lo3h]
5212&’7:]«]&7%6[
52(%-14/ <3

y segfinel teoram 1.2 W € BV[o,%r].

mren 13si f: [an]>K 5, Pa 8 e Clhpl
Entonces P20 = ’Vf(P)>4/f(&) . Merds st fe B (a,blexiste ua swcesin (’Ei) e

@ [a,b] tal que
Vf fe.b] - l/';"fl '"f(&)

DE'OSTRACION: Suponga que P-?& y por simplicidad que P y & difieren por sblo -
uno de sus puntos, Asi &:4%,1;,.-.,%&
P= 4)(»,).’,'..,':,...',2,((,

e el dmore £ 1fte 5660
< ,;:.ffa.)-{og..)l*H(f)‘f(")‘*v b 1)
=Y ('P) .

Si PZ& y éstas difieren en mis de wn punto, digwms 7', entonces fémese la cadena
&.—'ﬂ,_(?ls .= P donde T o By é@[a,b]quedjﬁermmsélompmco.

Aplicando a ésta 1o probado anteriomente tendremos —vf(&)guf(?, <... _41?(?)
witc P28 = 4 (P)ry(8).

Para probar 1a otra parte definamos A, = {?,?(0[_5,\}](:00810«65 n puntos)—

yBe UAn (e Olas)

de agul ArSAM y también ?,.5‘};: s y consideremos la {on @‘).Sifeﬂv@.h]
se tiene que Vf@%)s -yf(‘g,") con 1o que 1a sucesidn ("f??:?) es creciente y acotada



por Vf [ﬂ,b] y tendremos que
bm w3 - sop g p) [T cmoman | = V(o]
THREM 1.4 St £ € B [a,5] entonces esthocotadaen T = [a,b] y se-
Hene M"z-‘lf(")’“"f[avb]- f J(
DEMOSTRACION:  Utilizando la desif\?l??i(am)‘ al nfg.;]{ar(z) -:{&) l

[ 460)

g < el 100~ F )+ 1£(6)- £
< ’f{a)l 4 ‘Uf(?) , P- a,x,b9

6] £ 14+ N o) e o X T,

il - wﬂ 1) ‘er leip@li Vol

y ast

1.2 ESPACIO VECTORIAL Y NORMA PARA BV a.b] .

Veams ahora que BV Ia,b]a un espacio vectorial de fiimciones sobre P s bajo la sum y mdtd
plicacién escalar ordinarias. Incluso bajo algumas suposiciones veremos que el producto y cociente —
de funciones en BY I_a,b] es de mwevo un elemento de BV I_a,b] . Menfis aqui introduciremos wa nonm ~
en BV fa.b} . u "BV' bajo la cual discutiremss convergencia en BY [a,h} en el capitulo siguiente,

TERRMA 1.5 5t f,ﬁéB\’[a,b]y ae K entances af y f+gen ab].

e Vog le]« ol Ny et ]
¥ \/f;i(a,L.] £ V;[aL]H Vylak]
DRIBIRACION: Suporse que f, € B o8] y we K. s Pe QPfans] .
U (p)e 5 (2700 f )| 1ed £ £6a)-50. |
kel

- Iotl'v,f(V)
de 1o que juf’ {'Uaf(P) ]PGG)Ia.b] i:lcxl Vf[a.b].

es decir
\‘{:tf fab] = fof V fa]



#hora considere 14';7 (P)—-él(ﬂj)(x)— (fﬁ)(m)l
- é. | f05)- #6gr) ¢ 7&)- ij...)]
¢ Z146-fo)l+ 150656
< Vplabd Vslab]

por consiguiente

19 € B [ab] y Vf‘ﬁ 2.0} £V fan]- + \%[a.b].“

THRBG 1.6 St {, ¢ B [a,b] entonces f'(jell‘l[a.b]ysetiene

Vgglabd < i\ (ab]+ I{jl&\lf labd.

si adanis
o<m,<f(x> pora toda X € Ir[a.b} entonces

[I ¢ wlat)y \/%, (e} s\/f [a,b]/,p
D0OSTUCIO: S e j ¢ wleb]y Pe @l
o g (7) - 2140)g0)- g6 g l
F 1 gallg-gnls gt g g6
< gwwn;]ad-jmal « 2 1900 fe)-46o-0)]
 [figNg (P)e 191 Ve (7) -

De aqui

€ B [a.b] ¥ \/{,3 [a,b]f ﬂfdr \/;][_a,b] + ﬂ7 "1 Vf (_n,h}
Note que aqul aswminos el hecho de que ‘fdl y ﬂ?”; son Einitos debido al teorena 1.4

Para probar 1a otra afirmcién suponga que 'f 3 EV(u,b]y oen €f&) para toda X € [a,b]




«//(7 ;’l’m /fcv..)l Pe (las]

1

r156) . 70|
<t ljcoé ) flxe 1
,_”L 2 Igta)-16.)]

() 2 A Lol ]

'K

}‘(_

con lo que

Ji ewlosly %DsleLgles]  w

El siguiente ejamlo mestra la necesidad de 1a condicién afadida & 1a iltima parte del teore-

ma anterior.

Sean fjﬁ:[a,l]-‘;a dadas por

Jo v x=0 (x).—f
f&)-{l 1 xe (o,1] 1

consideremos (/j)()‘) 10 ’:e(ool]
yescojumos, racada e N, Bu- l,of«,/é ,...,/z,l7é67[8'b],
e 4%0;), g'l(f/j () - (f/j)(x.-:)l
LA
- ;1#2 |

-1 ) X=0
%, xe (o]

porloque !(‘}7’ LﬁéN matéucotado y asi ;{7%5\/[0(]:”;&“1& —
TVt

TEREMA 1.7 la funcitn -)l! ,(a N [_ab]asmmnmdentmdd—
aspﬂt:l-ovez:l:urmlBV[ab] f fo l‘f



= Por 1o que las restricciones

DROSIRACION:  S610 debemos probar que, st 7’,7 € {ad) .

1) /f”.wm v iflf,,—-0<-> F es 1a fureitn cero.

i) | lav" “ /"bv
i) I?;jdw : ;f//”+ljﬂev

. 1) Com f{ﬂw = j(ﬂ){ + \/}: [a,b] se tiene que /Iﬂ‘av 20

S 1)‘1{,,—*04_», Jf(f)[:o A Vlap]z 0
H{(A P f&mnstanwm [a,b].

-> f(x)=a , v el

Las domostraciones de 1) e 11i) se siguen del teorem 1.4

1.3 CARACTERIZACION D BY [a,b] .

Masta aqui nuestra discusién de \/ [a.h] se ha hecho considerando un intervilo £ijo [a.bl R
ahora veamos las propiedades de \/f [a,h] en funcibn del intervalo mnteniendo a ffija . Se ten-
dré que las funciones pertenecientes a BV [a,b] son aquellas, y sblo aquellas, que pueden expresarse-
cowo 1a diferencia de dos funciones crecientes.

Se aratlizardn brevenente algunos aspectos sobre la continuidad dentro de BV [a,b] .

THREY 1.8 Sean)(é B [a.b] y ce(a,b)

Entances D(I[a.z] y jc/&.b] e BViac] . EV[C,E]

. respectivarente, Aends \{{ [a,b] = Vplacl+ Yy Leb]

e inversamente.

DEMOSTRACION:  Suponga que feBV[a,b]y ce(a.é)
sen P o P particionss cualesquiera de (] y [, b) respectivamente; y sea  —
P-PUT € (Va.b] . Entonces por defingcitn

Y P):u (%) e (B) < Ve [o1]
de el U () Mlosly Y(B) Vg loi]

7( € BVa,l a f’fc,LJ & BY le,b]

lacl



Al wés \/f[a,(J-&\/f[:,lsJ:\/f[a,L]
La desigualdad en el otro sentido se probard como sigue: .
Sea 8-‘4)5,)6',)(:,--- %0\ € D[B,b-]ycms‘ldere P= auﬁc(’ s

swponga qie < e [, %]
Entonces, ya que 'P2& ' Vf(?)?'”f(@)
Sen F=PN lacl v B:PNleb) enonces 'l/f(?)-’ﬂf(?,)—!’t/f(@)

@)y () ey )
£ Vg [acl+ Vg Le ]
por tanto \/fﬁa.b] < \/f la,c] + Y/ I_(,L'J . De 1o que se concluye
VL] - \/f[a,ch\(f[c,b]

De la {iltima parte de la demstracién vems que
7&25\([a,c]{\5\/[c,b] - 765\/&,51 et

THRM 1.9 S ¢ B [ab] . Defininos

_ Q 7 Xz
Ff(")’ {\/f[‘lx] , Xe G,b] v s tiene que Tf/ es creciente  —
en[a,b].Ada-rés }11/=Tf-f también 1o es.

DROSIRACION: Sean R <y, & X5 € Lo entonces ﬁ@)-ﬁ(x,)r\/f(a,;(,]-\é %13 q
porque el teorem anterior asegura que f Ca,x,1 > \4 la,x, ]

A.si Tf(){’) > ﬁ‘()(,) por consiguiente B‘ m[a,b] .
Abora bien 7/f(x’)‘7’7‘("')= 7%():,) -ﬁ[x,}- [,f(x,)-f(\(,):j
= Veln, % 1- [406)-£(x)]

y por el teorema anterior

y e | 05)- e ik 5] wuee My Go)2 "y 66)

ast 7(f/en[a,b]“*

1M 1,10 Sea T € BV[a,gcondnua por la derecha en C € [a.b) LPara €30
dato edsie 90y particién” Q= {c,x,,. .. M2k § | suficientemente fina de [, b ]

con - 5 ue b
WS BTN ek gh e f o BIg)-p ol £ i o 1]
de 1o que se sigue: \/f[c,)(,]: V)( [:/b]-\/f[x,lL,]!é



e e o | e e

DEMSTRACION:  Suparga que b ’f&)-'f(f) ~ fe &Yo,b] entonces
et

a)Paratado €% edste 5>0 tal que

CeXeess = If&)—f&)l‘fé Y
b) Vf[a.b_] = suprem i ’V,f(?) I? € C)[a-bjﬁ

De b) y las propiedades del supremo se sigue que para todo €>0 exdste & éO[(.b] tal que

/. [c,L]-% < Y (O )

Sen 'P=&U€K,(I ) XE(C,C{»S).mamevapamdénde [(,n’a]
esclaroque P2 Ay por tanto, segln (1), que

Ve le,b1- % < 4. (7)

5 2: Y
? Z | #6)-£60.)
glf&x)'f&”ﬂ n f'f(x)—f'(()'
¢+ V¢ [x, L]

y por a) para ese € > @

LEN

w

por 1o que se obtiene 1o que querfmmos

TERBM 111 Sea )fe C[a,b].]ce B [a,b) sty sblo s 7( es 1a dife
rencia de dos funciones continuas crecientes.

DROSTRACION:  Veamos que continua por 1a derechaen C ¢ [a,b) implica que ﬁ: ,

y por consiguiente Xf , tambifn 1o es.
Sea €>0 dodo, del tearem anterior existe S> 0 tal que

Cexects = f\/f[c,t,]-‘/ [x,LJ{lé
> [Ylexl|e
~ L g60- 70| ce
por tanto ﬁf es continua por 1a derechaen (|
Siguiendo 1a demostracidn del lem 1.10 se puede probar de manera similar que 7( contima a la -
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izquierda de ¢  implica que ?{‘m también lo es.
ast j( ¢ Clutj motica 4 Mg e C[a.b]
¥ cam J( 7? 7’f 1a conclusitn del teorem es obvia.

Notequeludscmposiciﬁzdemafé W(a,b]wnchm&tédadapordosfwmjamuaciﬂn-
tes )11/, Py ‘Ff tanbién contimuas,

THREM 1.12 Zijew @by ¢ e a.b) entonces Irﬂﬂj’(x) - er F¢<)

existen. Ademis estos limites son iguales excepto, posiblemente, por una coleccjm contable de puntcs

[a.b].
DEMOSTRACION: antapmbarelcasoelque i {a,b],puwsxstomy éBV[a.b]

entonces T’ 7’7 dond [a b]yap]jmmloloanteﬂoraesmseten—
dria que sat.isfacamtmbien

Bien,
Sea (X,.)—)C lmsmoncrecmxtemtmmlasu:eslén ff(xr)j es crecien

te y acotada por ){(C) Porloque‘f()(ll) _> ﬂlf J‘[Xﬁ ne '\15' L

Notemos que L es independiente de la sucesién (x,,) escogida ya que si ( es otra —
tal y [7 —-wfﬁ(ﬁ)lze N> | entonces edstirla i, ¢ N tal que
m)> L W
¥ la nueva sucesién que consiste de 'Zj y todos los valores X de1j(,§myomoig\mm-
a éste tienen también cam suprem a contradiciendo (1).

Ahora bien, sea (k,)—)C X ¢ € probarams que
erf()‘») L

De ()6.) extraiganmos wna sucesibn (X,,)"C creciente,

ésta s tiene
. lﬂﬂf()(,,): L esdecir pratado €y dado exdste Ni>0 tal-

we  MON > f00)-Ll<e @

y para estemiso € exdste N,5> 0 tal que
>N, %, <e

Sea N= Wﬂé{ 4“:, N‘Jl] . Si para algin P > N s tuviera ’f()(r)-l_l>g
esto contradicirfa (2) pes X,  puede sor escogido dentro de nuestra sucesibn ;(7“>
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Por 1o anterior concluimos que L}m (’E)f(C')
x+<
La prueba de que lﬂvjf(\-’)—’f(() exste es similar,
xac

Para probar nuestra (ltima afinmcién, prmedmns

L £)- fe) i b»w{ﬁv) feer)
'459(2&)}}'0/71; .

csfinito,yaquesxnoggemusisenaalnsmscmtableymmtales C  setendria
ch>,£ ]
gzt Ce

que contradice el hecho de que

consideremos

/c <f(1«)—f{¢) ( Finito )
Cam el conjunto de discontinuidades de f es

<5 U 1\[ y siendo ésta 1a unién contable de conjuntos-
finitos, S también os contabler

Nota: Mis adelante en el capitulo 3 introducirenos el concepto de medida cero con el cual el ~
teoram anterior puede emunciarse com sigue;

TEREMA 1,12 El conjunto de discontinuidades para f ¢ BY [a.b] tiene medida-

L. LONGTTUD OF, 4RO ¥ BV [a,b] .

Aqui verenos 1a relacién entre las funciones de BY [a,b] y las curvas rectificables, es decir -
aquellas con longitd de arco finita.

DEFINICIN 1.2 Sea JZ @] R covinay Pe ]

A @)= Z1F0)-

st Af-(?)éM ¥ toda PeO[a,b]dimmsque es uma curva RICTIFICABLE y su ~
LONGITUD DE ARCD, denotada por Af[a.b]sedafine por

Definimos



Af[a.b] = suprem ‘Af@)/ P éO[mJﬁ

Lsidmgmrén—imdelnanwmrwxsiscemam)dmrlalmgimddeIamrvamdiantepoligmos——
inscritos en ella; por ejemplo:

Fet)

ad, £ B b 46

fes)

THREMA 1,13 Sea ab] ‘IZ. continua, con sus comporantes
dadas por f (f,,}(,,,, ) f > 7(

szumcmf 5rectificableszysalosicadacmpormm f, € BV[ab]enrAlcaso
\/T/[ab] A{ab} Z VIa,b] lr’:,,z/...?ﬂ
f K=y f’
ot i Bk, }é(})[abseume

EUul)-1.6)] = As (7) g;lf,(f) )] o

purloquemdaslasaﬁnmcimdelbeomasesi de (1)



CAPTTULO 2
SUCESTONES ¥ CONVERGENCIAS EN BV,

Aqui anatizarams alguras de las propiedades de ¢ ¢ BV [a.bi inherentes a sucesiones de éstas.
Estableceramos que el espacio normado (6 métrico) ( . | oy ) es comleto, es decir toda suce-
sién de Cauchy en BV converge » un elemento en BY,

Ademis probaremos dos teorems de escogencia en BV sobre sucesiones en &1,

2.1 OMPLETIRD DE BV a,b

TR 2.1 Sea ()mnsu:esiénmﬂ\lla,b] convergente en cada punto de ~
{a,b]amafmcién f y suponga que fara algin M>0 setiens \l/(’[a,b];(M para —
toda 7‘?«"! . Entonces fe BVl_a,b]y Vf{a,bj_(M

DRMOSIRACION:  Supanga que (]{q)-bf en[a.b]y \ﬁ'la,b]_‘ M R n> N
de aqul se tiena que
) wﬁq(x.)- el = 15) 160, 5 elond.

Sea ?—'{m,x.,.. ., X Q@[ﬂ.b]rmtmm
o (p)e Zlo)-ja.)]
b Z 1 ooee)- o)
- b 1/fxCP)
P, h”},, \/f,[a,n,]

X

t o

por constguiente fé B fa.b] y \/{[ﬂ:bl M
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El siguiente ejemplo muestra la necesidad de la condicién \/f [ab](M aln a pesar -
de que la convergencia sea uniforme,

,xeamrl NN
.2«/ xe Lyt

y k=0
J{é)— {Xﬁm'z , xe (a,1]
1 xe [0, Yo ]

f,esv[a.b]va‘l“e l{,’(x”: f o) Xu«,«/' xe (/4"’ ]

P ) xe [a,/rr] < 1np
{H%z . xe (]

y el teorema 1.2 asl 1o aseguran, Ademis si consideramos

175 69- fzx)h IXJm/z( <k, ve [4,%:rr]

<

Sean { (<)

<

L
Vi
e < € , & N> oo
vanos 1a convergencia es uniforme pero afm sin embargo f{ﬂv[a,b]cmnyavimsantedommte.

THROA 2.2 Completitud deBV[a b .
Sea ( )unasuceszénenBV[a.b] { fmf""Osl_ W > @
E\tmmadstemfmnimfeﬂv[ab para 1a cual lf fl“—-ra n oo

DERMBIRACION:  Suponga que ¢ )sat:isface 1o anterior, es decir, para todo €)0 dado existe
N(é) tal que
n,ms N(e) =» ,}r'fm loy< €

Para cada )leI[a,h]senaxequesi 7';7">N(6> entonces

{ Fn 0~ fu G ¢ M- f,ﬂ Ufn-faloy < (1)

de 1o que (ﬂ') es una sucesidn de Cauchy en y por tanto convergente a algin nfiero, —
diganos, f("



by

Definimos f&)-h;nﬁ&) pravd xe T =lat].
De (1) concluimos sf N2 ”(6‘) es fijoy sz(é) entonces

Ip0-fl e pmin xeT

tomando el limite sobre 1 se tiene que

mz N(e) - Ifndd)- Il ce |, xe T
es decir (ﬁ)—y | veams que f ¢ BY fab] .« De (1) figews m, 3 N(e)
y sb s NE - lf)u.- ,‘layl €

- ||f,‘||w—< M donde M= g4 lfm.“.,,,
> Vplablem
y camo (ﬂumé))-#f aplicando el teorem 2.1 se tiene que es de variacién acotada en fa,b]

La prueba a nuestra dltima afirmocién se sigue de que ,‘—»f si ®=» @ ylaconr
timuidad de 1o oma | Ty s

2.2 THOREMA DE SELECCION,

1B 2.3 Sea (fn) ua sucesién de funciones crecientes definidas en T arb]ea-
les, que "f,.IIIsV\ .\Sa{wéN.Enmmsepmgmermnsménpardalde(fq)m
vergente en cada punto de I- [a.b] .

DROSTRACION: Sean T,%5,...,Th,...  todos los puntos racionales de {a,bles decir
5= 8nTabl-hrlie N

Camo “fnl[ISM,ﬁGIJ , se tiene que la sucesibn (fn(h))a'té tada ( rM)poL
1o que, segin el teorem de Bolzano-Weirstrass, existe una subsucesion (ﬁ(" de (ﬁt conver-
genteen I,

Como también ()[71(‘)(6)) estd acotada, de (fn(lj escojamos 1a sucesién ("&) conver-
genteen ' (y, por supuesto, en I, ) . De inductiva eschjase (j/,.("f nz2
de tal form ésta sea una subsucesién de /;V convergente en los puntos /i, f, ..., In,

(1(,(”) cotwerge en 5 , ya que si r‘E\S escojams M2 Ky tendremos que (j,(”)(f‘))
converge debido a 1a construccién de (fr(ﬂ)
s f2 G2 F @ s8]
si ")'(f‘ ¢S entonces {”6',)-3(,(")(7'1'))0

. 2,] [ﬁ';) ")'ﬁ‘(") '_}.)]J_ f(gg'f("[)?" por o que f/m S . tho-

ra definamos a en todo {a,b] como s

f(r)élw.f(f) donde 16 S & e T

este Umite existe debido al teofami1.12



Probaremos que la funcién no decreciente , obtenida de esta form, es en todos sus pun -

tos de continuidad el Hmite de (‘)("(”) ,esdecirss € es uno de tales puntos
)
§c)= L:nf» © .

Blen, sea € wn tal punto, entonces para cualquier €5 ¢ se puede escojer >0 —
tal que
le-xle§ = lf(()-f(x)‘(;/é I8
Son Moy €S talesqe o S< et cctS

12N > “ﬁ-(")(,)-ff'(r.)l(% N |ﬁ(!)é’)_7( (,z)’(%(z)

de (1) y (2) se tiene que:
76)- F2 160 )11 )£ 1) -
LG 2Kt o = 7k
cam fp(’)/en 5 tendrems que ;-(’gf. Sf. (f)_/ ,.('g',) y ademéis
Q- @)\ < 1576)-$6)] 1 1) 190 14:5%6) - |
¢ gl go 1B6)- £46)]

< /54 253
- € )
de 1o que concluimos que f(()=L1;17 frb‘c’f)

Ahora bien, cam f m[a,b{sesigue del teo. 1.2 que el conjunto de discontinuidades -
para es mmerable digamos D= zfﬂ'lie N%_C(a.bj.

A seguida coosiderams 1a swcesién (Gn) donde 7“)(7‘(” vaos e 1 Gl ¢4, ne N
Aplicando, a (ﬁ,\ el proceso (diagonal), dado anterjormente para f" » obtendremos una nueva su.
csibnd\;):(jr(”) que converge a 7( en todos los pmtos de 0y por tanto que -
converja en todo, L= Labl.

Asi (LM es 1a sucesitn de (]{h) deseada,

Ahora yna de muestras metas,
THREMA 2.4 Sea (J’,‘)msusi&‘deﬁmmamsv[a,b]mlqm -

“fn”ev <M, ne N . Entonces existe una subsucesién h,.) de (fu) 1acul, coner-
ge en todo punto de[a.b]amafwtién f@ BV[a.b]talque ‘fﬂbVSM'
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DEMOSTRACION:  Sea (fn) com se supone en el teorem, Camo  fp € BV[a,b].
f B - “WT%A%/ @ [ab].
fo {an] = \/)( Tab) <4 fuly, ¢ M s sigue del reorem 1.4 que

(gl =M
Considerams (}7,',, ) . Por el teorem anterior podemos escojer una subsucesién (]’:{"‘)
que converge en todo [ab] a wa cierta funcibn, digamos ‘Kc « De aqui también obtenemos la subsu
cesitn (f).,) de (f)) Asi las funcicnes )lf)‘ ka- f"l’ son tambifn no decrecientes y

{|)| ‘z-‘”{,..'z*” ely € 2P0 por loque de ()%k) podenos
extraer una subsucesién Z)I/?,‘ que converge en todo [a b] a una cierta funcién, digamos >’_f

De tal forma que la subswesién (7,)4") de (f;.) converge en La,b] y ademis
(Pre) == -4 = £

Fl hecho de que j(e B e,b] y lﬂest se sige del teorem 2.1



CAPTID 3
DIFERENCIACION BY BV[a, b} .

EL propdsito pn’ncipel de este capltulo es el de establecer el hecho de que toda funcién de va~
riacidn acotada en [a b fé B fa, b] tiene derivada Finita excepto, posiblemente, en un conjun~
to de medida cero. Probaramsaquielmsoenque // [ab]delacual segin el teoram —
1.8, se seguird nuestra afirmeién,

3.1 [IMAS BASIOS.

DEFINICION 3.1 { medida segtn Lebesgue ). Sea (,b) w intervalo abierto en I
definims 1a medida de {a, b)segin Lebesgue, /I((a b) , com sigwe

Mool &

s ASR  definims In modida exterior de A, (A) , com:

/ﬂ(A :n;]( Z(Lg-dz)

(3
Tonde el nfimo sa tom sobre todos 1o5 cubrimdentos de A\ por un nirero contable de in —

tervalos abiertos (e, b

A su vez definines la nedida inferior de /i\/l( (A) caw

A (8] 4*(EA)  aowe B2 A

y direnos que A es mdible segln Lebesgue si
/»(A)/’(A (a)

Nota: Se puede probar que A S R &suedible(segmlebasgue)slymlosipammdoéwms

te B abierto en tal qua

/M'(AAG) ce
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De aqul tanbifn es posible concleir que 9 € I tene medida cero i para cada €50
existe un recubrimiento muerable de 5 por medio de intervalos abiertos, tales que la sum de sus
longitudes sea menor que € .

Como sabenos 1a derivada de wa funcién en x.,j’/x, , esth dada por

76e)- tan i._ém

Este limite puede, por supuesto, no e.‘asm Sin awbargo introduciremos algunos conceptos —

nuevos,

DEFINICICH 3.2 Sea f wa funcién definida en algin intervalo que con ~
tengs a ¥, . Considerancs el cociente

j(x)a _ﬁf_:_{.(-x) entorces definimos, para f

1) Ag ()(.) que es el Hmite superior de cusdo X tiendea Y por la derecha
(x—~ X.") , a este valar, finito o infinito lo llamaremss nimero deri
vado superior derecho.
1) X406 ) (niero derivado inferior derech ) como el Lnite inferior de < cuandox—»
114) A((x.) { nimero derivado superior izquierdo ) como el limite superior de 9 cuando x-2 X%
iv) ,\.’{j{,) ( mimero derivado inferior izquierdo ) cam el Hmite inferior de 7mando X%

Deestose sigeque Ade AL . N g Al [ey]
Mends, st AL . 2 son finitos y coinciden su valor cann es f(x.). ALl r}Jé{)
stmilamente se tiene para f{lx.) Ihlocmlcomluinﬂsque]ﬂe.nsterﬂadej&’ (£inita)
equivale a que, en este punto, X |, son finitos y coinciden todos los nimeros derivados de f

Por tanto nuestro teorem o podews enunciar cono sigue:

TEOREMA D LFRESGE: Pera wa funcién creciente en fa,b] , las relaciones
—x(}\‘.=/’\¢(a Al = Ad‘{@ (2)
se camplen en todos los puntos de {a,b] excepto posiblemente en wn conjunto de medida cero ( ie "en~
casi todos los puntos de {a,b]).

Para la demostracitn de éste necesitaremos algunos lemas importantes as$l cam otras defini ~
clones,



DEFINICION 3.3 Sea ff {af]—» K wn funcién para 1a csal Lamf&) f()d)
y h\ﬂj{(t). f(x,) exdsten. ¥t

Diremos que % cﬂmpmmmnﬂbleporladeredm;nmf si existe 55(_81)] tal que

Zo% y adeds ffﬁ)’m““ﬁﬂx )f(x , G )j

Note: que en el caso de / en(a,b] 0 feC(a.b]l M,' serd igual a f(x.*) y _-féc)res_

pectivamente,

LMA 3.1 EL conjunto de todos los puntos invisibles por la derecha para  —
f ab]—> es 1a unién de no nas wn nfmero contable de intervalos abjertos disjntos dos a -

&5, (B,be) o los cales so tiene (4 )WWV(A,) #(6x), f(é,‘)i

DRMSIRACION: Sea ¥ dnvisible por la derecha de f en [a,b)] sdacue;dste?))(. o —
(ol wl ae f05)> mic| 06, £4), fO)f My, emeemees € 5)-M, 50
ypraeste €20 edsten S,52>0 tales qe
g5 ex< Ko = 1569 f0x) ce W
V'oomcke vt S, = If(x)-f(x.‘)llé
i = mm{_;, 3z, - ){9
deaql X%-S<¢¥ex -—?9((3) 'f(x)>”4x.'f(x-')>0
..,f@bféc) @
Y pexexis = f(5)> §o) o 57 %
Probarams queparamla ¥, éstos también son puntos invisibles por 1a derecha pnm)(

Sean (‘kv‘ ~X . )‘)" sucesiones en ()( -5, %48 ente y decreciente —
respectivarente, Enwncessedmeque 'f(ffn) f(g) y J(7n < 6 para toda A

de 1o cual m{(xﬁ) ,f(x) f(’)) ©)

by g )fwz fGs)
De(z)yta)secaudaq xe (% -3, mé)s [a,b) existe 37X e

Ho >Wff(x,f(x J6)



De 10 anterdor se tiene que el conjunto de puntos invisibles por la derecha de f; G,
es abierto con lo que G- U Cae be) Jen
e ' ’

Supongamos que f(a,‘)>M"f(lﬂ;),f(bf),f(";)/ mra algin K¢ 7.
ie
F@as)s My, /g ke T @
entonces existirla X, € (q‘./‘,‘) tal que f(x.)> Ay
S B=ixe (ar,b‘-)lf(x);f(x.)} (-ﬁé) ~ xTsup B

oo x*e (am[,,) entonces  x*  es invisible por la derecha para , exdste entonces
B> X% wlque f(5)>3‘4x’

Vows que %%(a,_t,‘) ¥a que si ésto suediera se tendria que f(7)>f6('ﬁzf(x.)>h"
~ 354" contrario a 1a definicién de X%,

Por otro 1ado si ‘!57él< entoces M, (f(x.)sf(x')lf(5) contra-
diciendo que bt no es invisible por 1a derecha para .

poris 5 < by es impostble pes £()> £Gc%)> My,

De lo anterior se tiene que (4) no puede cunplirse y asi

f(a“)zma;c{f([,;), f(ﬂzx), f(b[)? , keJ m

Nata: Uh punte  X» se 1lam invisible por la izquierds e para ma funcidn f cuando existe—
!j <% wlqe f(fj) > My,
Los misms razonamientos pueden ser usados para concluir que el conjunto de estos puntos(invisi
tles por la fzquierda), (3 , es

G Gt N e G G) S

yotmis  £(a)2 My, , ke T

196 3.2 S 37 enfet) con N v A dos de sus nimeros derivados.
C 8

Dudos cualquier <, con  0<C¢ C(oa N F’%}

definaros %:47{& Co,LJ/N(r)<< - Aj(x)> C 9 B

entonces

/“[E(ﬂ(“,F)J .‘f(f!;-“) para tode (d,}b) < [a,b]
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DEMSTRACION: Sea ;!.é(x;/l) tal qe AN ()¢ €, entonces por la définicién de —

}{(x.) , deberd existir 3< A

el que f(i)'f(x’_) ¢ c
de 1o que f(,})-f(x.)> c5-ck obi;-;!(;ﬁ)-cs >f0<)-

Por tanto % es invisible por la izquierda para la funcidn 7(r):7’x)-cx . Del

lem anterior el conjunto de tales pmtos X , digamos G es igual a

G- g)e):("(t./@r.

los (9(;, :) disjuntos dos a dos.

donde adends (a/,,]g‘)_c («,/5) o ) cxe 3 f(f‘). c/é,(, ke,

0 equivalentemente

f(fk)-f(%).‘c(fﬁr-*\'r) 0

s Qe ve (%, x)(AJ(¥)> cl
% %C—‘Gz mtomieﬁsm 57 X w@lae L(gl;%{*-* C

de 1o que ,f(g)-Cﬁ > f(x)- Cx

es decir X»  es un punto invisible por la derecha de (x‘): f(x)- Cx v por el lem-

anterior se tiene que

Ge - gj'(ur,,}é,,), JeN

donde (04',, , f:,‘) son disjuntos dos a dos y ademis (ﬁ(r,.,fr,)_( (a(‘ ,ﬁ
LW (l:[f(}é,,)-f(p(,,)] @
de las definiciones de G A G. se tiene que

Epn(xpls U (oz,,,,’g,,,,) @

mis afn de (2) y (3)
Z (fﬁ ) £ &2 L a)-fe)]

camn (’\)(Nx,“fx,.)s 6\'175;:) - Qf[.('xtr,ﬁn)l < Fla g

s [ g{-(ﬂ(rn ,f&)] = »MZ/“[

pes f/ en {a.b] ';Z[f(

§

(%, f‘" )]
5"')_f(’4m)_’

< f(/x,). fica.)



= sigue que T(f"' d{”)f_CL [f(,@ - o) ]
ég(f o)

< (g
porloque/&( [E(ﬂ(“'/é )] < f(F

N

segln (1)

3.2 TEOREMA DE LFBESGUE: En este momento pasaremos a la demstracién del teorem —
de [ebesgue que segin vinos, equivale a probar que.
Para f/ en [a,b] sus nimeros derivades son iguales y finitos en casi todos los puntos de [a.b]

DEMOSTRACION AL THOREMA DE LFBESQUE:  Hagfimos antes algunns observaciones, Sélo enalizarems —
los puntos de continuidad para { en [a.b] ya que el conjunto de todos los demis tiene medida cero —
( teorem 1,12 ) Ademis, sdlo basta probar que

Adlx) ¢ e W
y Ala) s AL () (2)  en casi todos los puntas X, de
[a:b]
En efecto si consideramos ’(x f(x) definidaen [-4,-a], en [L -l
pues si % 4% e (- f/
hard '793,-": ]
—)f(x>f(xa el Ta,b
- f(}() 'f(XI /

y siendo /,\,(()(.) ~ M (7(.) los nimeros derivados superior derecho e inferior jzquierdo —
para j( en -X respectivamente se tiene que

Aal)e Ail) » 56 (%) O

Sdlo probaremos una de las dos igualdades, la otra puede obtenerse de manera similar
ALx) - l4~m ;uia)) (") Cx) , KN y.m&

o b ph ("‘)+ (x'), “x <X -xat ]
P10 K4 K

-;o Hfﬁf_@) - M fx (-x”«(‘

-x - X,



smrede sy

= b { i(a)— f(v.)
P

r-+0
= A:& para j(
Por esto suponiendo que (1) y (2) son vilidas, aplicadas a f‘ se tiene que
Ny ALS)
1o cual implicaria segin(3) que
M)z Allx) 0]
De (1), (2), (3), (4), y la definicién de nimeros derivados se sigue

Ale N Al e M« Al e %
con lo que
X:)v(rA‘.aA,( en X% ylaafimecitn de nuestro teoram
se tiene.
Procedavs a la prueba de (1) y (2) .

(1) St Aj ()4),445 para algin )Le[_a,blmtormdadacualquier M>0 edste $>X.
tal que f{z\f(x)
L
3
de lo que f(%)d\’(ﬁ; >f()c)-Mx.
, Asi X. esun punto invisible por la de-

recha de 1a funcién j(x): F6o)- Mx
Por 1o que del lem 3.1

6:’7(: e(ab] Al (Y.)s +00 9 Sk(,zT(ﬂr.LL) , J‘gN

donde los (aqu) son disjuntos dos a dos, y ademds
f(ax)-Ma‘ < f(lo‘), MLy ceT

o bien by-0u ¢ [f(‘u) -{('ﬁ)yhfl

sumndo sobre K& J

S (b-a)e £ f(_‘_");ﬂ"‘)( f&)-Fl)
T M M

ve] ke
pes f/en(a,b].l’em M puede tomarse tan grande para que si €20 es dado

Z (he-a) < f(é?v-‘fﬁ)( ¢

te
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por tanto /{(C)/(u (0r,Lz)> Z(L. Qe)eg  pamwi €30 4
de 1o cual /(( 0

Por consiguiente Ad¢s 00 mrasitniaspanmde[a,b].
Noteque A -0 esimositleyaqe FCH - ). »

‘%—X.
si 5>)€- y Venfa,b].

Para probar (2) procedanos com sigue. Sean C,C, y el conjunto E{ como se daban
en el lem 3,2, Se seguird que /\> AL msienm]aspanesde[a,b],mpmbamsque —

/,((e() & yauque el conjunto A,{,,e[A,L][A.'(x)aA,((x)%s UEf
donde f) /C <, CC E&

seria cubierto por un nimero contable de conjuntos de medida cero, por tanto

/A(A =

Bien, sm/ﬂ( t » entonces por la definicién de medida de un conjunto en 2 y Se -
tiene que para / € > @ dado existe un conjunto abierto (G = L) (a‘, Lg) . donde (Dr, Lx )
son disjuntos dos a dos tal que -LN‘

ErcG - {/I("--a:)dw
si t [Efﬂ (a,,L,J] entonces = ,E{‘ pero por el lem 3.2 si K& T
{n<ﬁ2: az) 1o que implica que L ré(bp 4,:))[(.“9))

cao  €> ¢ esarbitrario se sigue que 'tfff yasi Q¢ de donde é:oya-

que O£ <

m/(ﬁa) 0 porn toda I 5/6 ,aCe &

/(A):O cow se queria,



CPITD 4
INTGRACION EN B {a,b]

Ahora consideraremos 1a integral de Riemonn-Stieltjes, una generalizacién de la integral de —
Riemann, algunas de sus propiedades mis importantes y su relacidn con las funciones de variacién aco-
tada, En este capitulo probaremos la integrabilidad de las funciones de variacifn acotada segim  —
Riemnn-Stieltjes en un intervalo {a.b] .

Ademis veremos que podemos reducir nuestro estudio al caso de integradores crecientes sin per -
der generalidad sobre los de variacién acotada,

4,1 INTHRAL RIEMANN-STIELTJES.

Sblo daremos algunas definiciones y emunciaremos algunas propiedades bisicas.
De aqui en adelante supondremos que muestras funciones son reales definidas y acotadas en un —
cierto intervalo, digamos \a,b] .

N 41 S Pl ,x,‘] ¢ el ysea 4¢ T k]

una sum de la form
»
6<R‘f.0() = §5(+'>Axx donde D= d(’{‘)-d(){,-.)

se llam una sum de Riemann-Stieltjes de f respecto de X .
Diremos que es Riemnn-Tntegrable respecto de & en (a,b) , y escribirems -
:f ¢ QCDL) en [a,b] , si existe w nimera 1 con la siguiente propiedad:




Para cada €>¢ , existe un particién T, de [a,b] tal que, para cada particitn P2F

y pera cada eleccién de los pneos f¢ ¢ (Yo, X ] se tiene
[ (P en)-1 e

Cuando tal L existe éste es fnico y 1o representarenos por L= fffJo{:fﬁf&)d«&)
y diremos que existe la integral. -

A las funciones f,\ o les Namrems integrando e integrador respectivamente,

A partir de 1a definicin anterior no es tarea dificil probar que la integral de Riemann-Stieltjes
es un operador lineal sobre integrando, integrador e intervalo, S6lo enunciaremos éstas sin prueba -
alguna , ya que esto corresponde a 1a teorda de integracién Riemann-Stieltjes y asi, sblo nos con -
centrarems en las propiedades donde se discute la relevancia de las funciones de variacién acotada -
en esta teoris.

Ast pues:

TR L1 5t S, 7426() (5] entonces afiaq e Q) a
5 [cfw,j]dx 2 5 Fdx fc,f 9dx, c,qe®.

THOREMA 4.2 Si fe%f)nfc’() oub) encomces f¢ 2((««,)6)
oty jkfd(c,ouc,}é) e (ot es §F Fdp
TEREMA 4.3 Si ¢ ¢ (ash) y dos de las integrales en (1) existen entonces lo-

pereerm tmbidn existe ¥ f:fa(zx + Sffdot : yffg(rx Cv)

fa] y

TEDRRMA 4.4 ( Integracién por partes ) Si jfezét)m [ab]mm.sa(e.zg)
(o §Sadf « 3@ Y- Fldaca)

en Lﬂ,b] y

4,2 INTEGRALES SUPERICR E INFERIOR Y CONDICION DE RIEMANN.

Por 1o pronto, para simplificar nuestra discusifn, trataremos la teoria de integracidn de

Riemnn-Stieltjes sblo para el caso de integradores mm Ar ﬂ?{%}&’ em*ams me -
SAUR DE LA BIBLIOTEL:



teorena 4.7, que ésto es tan general com estudiar 1a teoria para integradores de variacién acotada -
es decir nestros integradores podrén tener una forma mis general que el ser necesariamente crecien -
tes,

Para esto necesitarems alguas definiciones,

peFDICIn 4.2 Sea P e (lat] y sen

M. (f)- [16d] xe (4., %1}

M lf) - ,,,}/‘ F6| xe T3, %] , tos s

U(P,f,"() =5 M,’/t)Aa/, ¥ L(?,f/x)’ % m,(f)sz

se Hamn respectivamente, sums SUPERIR e INFERIQR de Stieltjes de f con respecto a & para P.
Note que si q/[a.b] se tienen las desigualdades
Pe

L(rga) SCrpa)e ) Qenl @

Veams algunas de sus consecuencias

THREM 4.5 Sea ©/ [a,b] entonces

D PP > 0P ) U)o LCPf)2 1Cnpa)
1) 5 7,8 ¢ Prat],
L5, &)« U(R, £)

DEMOSIRACION: Para probar 1) basta considerar sblo que P y P/d.‘lﬁe:mmsélompmta.-
" digaws C ., Si ceufyi-,'y;_',setime
U(?,'f,«) = ng(f)m‘ i [ace)- w )]+ M Lol )-2 )]

donde M‘J\ M'l sc;:e‘lsjpmmf/de f en U(".,'CJ y ['/:',(] respectivamente, -

Cam M'sM;(f) ¥ M"_(M.'({)

se tiene U(Pl,f,of)ﬁ U(rlf,"() . Para las sums inferiores la demostracién es si-

milar sélo hay que usar el hecho de que w'gm.'(f) y )M"g?ﬂ/(f)
Para probar il) s,a  P: P UP, entonces, por i), se tiena

L(P. f,%) 2 LR f,x) ¢ U(P.ﬁxjs u(r,,f,x). -
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DEFINICION 4,3 Sen o [a.h].hsmmgralw&PMaMde fre:s_
pecto de X se definen, respectivamente, ‘como:

j:(f,x): L"f,(x = mff U(?,f,adf?c_ Flab) §
1 T 5 g sapdicr g )| PeOtan )

De esta definicién y 1a desigualdad (*) se tiene que para ¢ {a,b]

TG ¢ TG

Para analizar los teorams de exdstencia ocuparemos, segin lo sugieren las desigualdades (¥) ~
que 1a diferencia entre las superiores e inferiores sea tan pequefis cam sea posible y asi con-
Jeturar 1a existencia de jj(c/,( . Por 1o que daremos una definicién concis de esta idea.

'~

DEFINICION 4.4 Condicién de Riemann. Diremos que satisface 1a condicién -
de Riemamn respecto de  © a\[a.b]si,pammda €50 , edste ua particitn Fe € 0(_6,‘]—)
tal que .

P2P  miige 02 U(Rf)-L(Rfx)ce

Veamos que el que f satisfaga esta condicidn y fe Q(x) en Ca.b] son equivalentes si & [a.b] .

TEREM 4.6 Si X/ [a,b] entonces las tres afimaciones siguientes son equive~
lentes.
1) } ¢ ) fa,b]

1) satisface 1a condicién de Riemnn respecto de o en [a,b] .

u) “T(f)= T(f,a)

DEMOSIRACION:  Probaremos que 1) =» ii) = iii) -~ i) .
Suponga que 1) se cunple, entonces dado €>0 sea Pz 2 P2 P dnplique que

»
|£5t)an Al o wmte A SE g
‘Z"f(t,‘)Ad‘-Al ¢ éj y {‘:f‘l € [,‘l-l, ’G]
Eor

»
canbirando éstas se tiens | Elf(lr)-f(ég)]ao(‘ I P ";é
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am M )-7)1.:(- )= #) 43‘&)'}‘:6") )‘,54/6— [5&-’,%] , se tiene que exis
; €, {‘xfé [X/.:.,h]l& tales que } } d

f(ﬁ)'f(fﬂl)> Mr(f)-mx?)-h ceon he %[x(t’)— «(a)]
w(ﬂf,ﬂt)-l(ef,at)- %[Mk(f)-m(f)J/_\xc .
« Zl5G)- pta)] e thE A%

< 2%* 2
i) - 1)

Supongn que 1) se cumle, dado €20 existe Pe tol que P2 Pe inplica
_ U(P,j(PO(LCP,f}X)q-g por loque para m tal ¥,
LG irsedie s T)re
Top) s TGx) oot ICh)- Toa),

por tante 1) ~> ﬁi),__ s
Ahora suponga que I(f,x):l(fﬂ): A .l €50 su % tmiqesi P2 R’
£ Lenga U(V,f,cx)> j(.,(,a()%—é
iimsmsa Pe' > P 2P implige g
” L(Pfxh TCp)-e

4 ”
S Pe - Ve UP:' entocessi P2 s tiee

Ae- T Lfx) < 5Crpx) e UCrpa)e Ecpadic - ave

por tanto
’SCP;_)CM()-A,lé si P2R de lo qe se concluye que fg_zf\x)

o o] yotets [Lfe - A e

4.3 TEOREMAS DE EXISTENCTA

Veamos en este momento dos de nuestras metas : El analizar integrales con integradores crecien
tes no pierde generalidad sobre los de variacidn acotsda, teorcma 4.7. Adends la integrabilidad seglin



Riemann de las funciones de variacidn acotada, teoremn 4.9,

! En el teoram 4.1 vimos que si j{ € 2(0‘>ﬂ2() entonces féz(ﬂl-f) en
’ [a,b].Pmalgmwaejamlosmmelsiguimte prueban que recipmcn'ma. necesariamente, cier-
' to, Veams éste,

g St f(x):)( , ¥¢€lo] , Ko()s'il 1y xednla,]
91 xe 8'nto,1]

‘L ?(x): { 2, xe8Nt1e,1]
: ( )() ! [o1] [l xed'nie ]
: entonces o-pj =15 XE o " tanto o
o G vt o
i Sgdo s 5,,7‘4’,1’ o existen,

} ya que si esto pasara, segin el teorem de integracién por partes,

‘i 5nlxdf exstiria y com Mx(“)n" y W:@‘)-—O , bara toda -
Pe w[a,b_]seseg\ﬁdaqm . .
U(P )1 o LP )0 oim Sadfe v T de g

contrario al hecho de que, segin el teorem 4.6, éstas deberian ser iguales.
Vearos que en el caso de funciones de variacifn acotada existe una descamposicién tal que el -
reciproco del teorem 4.1 es cierto. :

THOREMA 4,7 Supongams que & ¢ BV (8,b] y que esth definida y acotada-

en [_a,b] , St fé 2@)51 [a,bJ entonces fé 2(/&) en [a,b] .

DEMISTRACION:  Recuerde que 5 win
K(x}:{ ’
Vala,x], ¥e (o,L]
st Blb)s0 entonces f es constante en {3,b] y el resulindo es imediato. Por lo —
o se P () > O - Supongares e [l M oo e 1/ en Byt sblo ten —
drems que probar que jC satisface 1a condicién de Riemamn respecto de ’F, en[a,b] .
Indo €50 escojaws Pe tal qe P2 R imlique

290 )analcgy e Ar S5
» y %z,f;"[k«..,x‘]
Jgﬂy)/_\x‘-Au%

¥



»
v adenfs F,(L,)__ Vlabl ¢ S 1A+ %M
k=t
canbinando las dos primeras desigualdades tendriamos que
»
| X Ufch)-ga))ane| < e, b b e [na, ]
ksl

Probarams que P2Pe implica

Z’ [ M (,c).mz(f)l(arx(-m«‘]) ¢ %

[ P (f) -)H:(f)J {AK‘ { < ?/2 , Qe surdriolas se obtiene

U(P,f,r‘,)- L (.P,f,a() < E

es decir )( satisface la condicién de Riemnn respecto de ?0( en [a,b] .
Para probar la primera desigualdad, sabamos que AF,(KE ’AO(F | (teo 4 ) yasi
»

§[Mz(f)-mk(f)J(Ar,K_ JAxe]) ¢ 2M él(Arxk- 19«‘])
= 204 (Vi [a,b] - £ 1 5%

Fst

« BCP):Ak|Aac <o
v sea h = %\/‘[a'é].ﬂ Xe Alp) escofaos ¢, o 1, tales que

’f({g)' ‘)((ff')> Mx(»f)' M:(f)-k
pero si KGE(P) escogams ’f;,« {,.I tales que f((‘é)’f(ﬁz)> Mr(f)-ﬁh((f)-t‘

¢ JM(64M> = €2 .
Para 1a prueba de 1a desigualdad restante, considerems ACP)= klAxzo0

it Z M) mep) ] o | ¢ %, L) 56 n]

¢ 5 4G 76)] < h 3 18x]
reB( kst

r)

¢ 6ls + hValab]

todo esto prucha que fé Z(Tu) en [a.b_] (-



THREMA 4.8 Sea of BV [u,b] ¥y suponga que fe QG)m(a,b] . Entonces —
J(e Q(OL) en cada subintervalo [:,A]S[a,b].

OBSERVACION:  No probaremos el teorem, Caw o = -Mx  yambas Pa/y )'x/ en[a,h]’
Por el teorem anterior fe ?(,) ¥ por tanto fe:()(?lx) » Por consiguiente si el teorem es
verdadero para integradores crecientes se tendrd que 7(5 2(73() N 2()1,() en [c,a‘] Lue-
20 f(’?d") en CC,JJ

He agul 1a relevancia del teorem anterior, sblo pruebe para 0/ [ab]) .

TEREMA 4.9 Integrabilidad de o¢ ¢ BV [a,b). St Jfg C [ab]y o€ B[a,n]
entonces fé 2(0‘) en [a,b] .

Nota: debido al teorems 4.4 tendrenos que este teorem asegura que

5: o« Cn) dy existe,

DBOSIRACION:  Com apuntams arriba es suficiente probar el teoram para o/ [a,bJcon at(a)(a((b)
Coo € C[a,b_] se tiene que es uniformarente continua en [a,b] , 5 decir, para €20
podemos encontrar §(é)> & tal que
la-yl<§ = lf(x)—f(«;)l( A dmte A= 2 [x(b)-x(b)]
si Fe eﬁtalle [Pels8 “enwonces PP tnplica

Mecp-me(f) s o
y miltiplicando esto por A\0% > O y swando sobre K se btiene
»
<
UG- L(Rga) « Sh X A
Z¢e
por lo que satisface la condicién de Riemann respectode o en [ﬂ,b] » luego f € 2(01)
en [a.b] .



CONCLUSIONES

Hemos resumido aqui las propiedades mis importantes de las fimciones de VARTACION ACOTADY, tra—
tando de que nuestro trabajo sblo reuniera en si lo referente a diferenciacién e integrocién sobre —
dichas funciones.

Fn el primer capitulo discutimos las propiedades basicas de BV [_a,b] » caw aquellas referentes
a la manera altemativa de definirlas como las funciones tales que pueden ser expresadas com la dife
rencia de dos fumim crecientes, Ademis de aquellas que tienen longitud de arco finita,

Siguiendo nuestra discusién analizamos sucesiones en BV {a,b] probamos 1a completitud de éste -
{ltimo, hecho que permite establecer en BV [a,b] todos los teorams de topologia que se refieren a -
espacios campletos.

Asimismo, probams que el conjunto de discontinuidades de wna funcidn f ¢ B [a,b] es de -
medida cero, y aln mis que tiene derivada finita en casi todos los ptmmsde[a,b_] .

Para finalizar nuestra exposicifn vimos que este tipo de funciones son siempre integrables, —
amén de ser de importancia vital al reducir integrabilidad a la condicién de Riemann dada sblo para ~
el caso de integradores mondtonos.

las consecuencias de tales propiedades sblo fueron mencionadas dejando a un lado su aplicacién-
a una integral mis general, la integral de Lebesgue, ésto debido a que estaba fuera de los objetivos~
de este trabajo.

Espero se encuentren satisfechos con nuestro viaje que nos ha mostrado sélo parte de lo mds im-
portante sobre funciones de este tipo.

Gracias,

R.LG.
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