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rnoLOGO 

Cnptar datoc y ::Jinte--...ti:-•\r 1:1 infor;:inci6o obtcr:id.\ p::r 

::u~todos indirecto~ de lor; ff'".'1Ómcnoo ~ue ocurrrn, en lo:-: di

ferentes mo<lion, del h'lbi"".:...1'.. c~cl ho·:.hre, t~::! l.'1. l:tbor del !!'1-

r:cnif!'rO 11(''1fÍftlcor que le intcrE:!lH ('e.tuñinr y n!lali::'"!.r rara 

sa.cnr concluoionez i'; t. ile~ :t revertir alr"') ~rv·1oc~\r: !:o rie :!.o 

ya cxi~·tl:'nte t~n la nat1u·nl·;~:·!, p::ir ~-::~1 l.TTipo;t3?11.::ia lr_...;1 :11e•i~O!: 

ouP. ae "'~~tudinn n ... n: Ls. atT,·~~1fnrn, le! lit1)r;fera, la hidr6~-

1.00 ft;nÓmcno!1 que ~e pro(Juccr~ en dicho~ 1:lNlioc, .!l;:i.'..-"1':'!":' 

::-cu intrinacc<,;:; 1 otro~ tri.-vL.1.lc:::, pi;.::.·u nv ro:c cno ttcnor; cli

ricilc-:;, er.. los que in.tcrvicr.c-n 1111 et•nn llUIDf!rO é~::- V~>.r.L:...1:..lc~, 

tr:!.duciendolnc 1ucr._;o n. algurit.::10!.: ~nt.cir.áticcs o l..:iier. 'I):i.rt.i\:~ 

du do c:.;ton de~~=r.,llon r~at;e1:-.:Íticoo, t.::-.~ii...i.l.. Jt: t::.1.rlc:; t.:n.:i i!l 

terpretnci.1,,~1. fícic.:i. En Gr·c!"':::icn .:.:e h:-~ lo;;:"r.1.do c:~·to (;I"~i:::.::!: 

U l!l incc•Gc...r.te tcr.~ciC:J.C. C!r:· ri:;r!'ecc..:.~11,:.r.;icn:::. (.;~Ufi lit- bu:::c<:!.C.o 

el In.gcni.ero, en :::u f0r:~1:"!.ción :l:::.-:,~6r:üc~¡ y r!r· .. f1.:~ior.<.:.l, con-

ciCC.::!C. en pleno dc::?:~·:.zTullo, en €;1 cunl éJ.. F·i~~o ..:.et(\. ir-.r:;.erco 

y que vi:.. en bu~c:.. de la ·.-~~·C.1C., ryt:"· ~::::ta s6lu ::-i:- r;·c\:,"."·--.tr-r'. '.l 

L'te logI"n a lu lu~ di:: la G.r:imilactón, c~1mprc1,l'.;iÓn y :'-}'lic::ci.;": 

de- lau matl:r1.1n báoicus con la:: quo cl.ler:.ta 1::-1 ,:j(~~i:.i:-i ':l l:i 

tecnoloAia, 1jo::; pri11cip<l .. ~1i:t..tc .:::.on 1.1:::: que :·.:..:. t:t:J.'Vir:lo ::1 la 

fiJr:1mci6n Uc1 JH~ru..:1.•micntv del hv:ibrt', e~tas r.on e:omo ei:1 ·sr~bJ: 

do ln mnto~.i..t1ca, lcn€.Ua.1c 1::~-ir<.:.vLi.looo urüvertit'tl pu.e 1.·~._,c:.::.c;;. 

cia, crendo J_;.Jr la ~"Lt.c y lo intcli¡;enc.L.:::. htu:.i;.:.n::l., y ln. fÍci. 

en que ha ect1dv prcL;.-:nte e::; 1:1 nH.turale;-;u de!:-:ie eu u1·lGC1~. 



En lu Ingenier!a Gcofíaicn exinteu dit'erentt!n mlt:::Jdos i.:2 

directoo do exµloracidn o de investigac16n para el e9tudio 

de diveroos fendmenoe, por no~brnr algunos: siomolog!a 1 grn

vimetr!n, radio~ctr!a, percepci6n re:nota., cléctric~, f'.>tc., 

entre otroa, y que es a ?artir de ellos en donde se apoyu el 

Ingeniara Geofísico pura emitir DU9 juicios, directriccn y 

soluciones a scgu1.r ante cualq!.1ier problom:i planteado. 

Es también un hecho que el lngcniero Geofísico .se vale 

para sus investiga.ciones, de estudio o medición de ca:npoG f! 
aicos naturales, como non el Je li:!. gr:iveda.d terrestre y el 

geomagnético, mientras que por otro lado en el eléctrico y 

en ol sísmico i:!B el propio prospectar r.l que crea artificial 

mente el campo físico que vn a estud.i'.lr y anali?.ar .. Si end.o 

l.n. prospeccidn eléctrica., uno de los :riétodo~ resolutivos de 

mayor upoyo a las demá3 prospecciones do eAtudio e investi~ 

ci6'n por !!'..1. <;r:t.."l vcrzatilidu<.i .Y vlu.liaua econór.n ca. 

En las eiglliente5 páe1nas ne ex:porif) el cstucHo~ do lns 

potenc11leo eléctricos <le capan paralelan; <;,uo ~e relacion11 

intima.mente con ls. pro3-;:iección clrlctric~J. y 4ut· tiene 00:?10 

objeti\.•o cncontrnr c-1 potm:cie.l eléctrico en 1..a1al.auier ca~ .. 

Co:no el potencial hallado en un campo eléctri ~o es ?.L""l.e. 

magnitud aditiva· se podrá hacer la integr~ción do todo~ y 

cada uno de los potenciales captnd03, posteriormente encon 

trando la ano.11alía, se procede, u. O'..l interorct:ici6n. 
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En la matemática como en otrns ciencias conntn dti diver

aaa r0Jl\Ba, qu~ par" este prop6eito i.;e tocan aólo algunao fa

ses de ella, como: la uri tmhica, el álgebra, el cálcu1o, el 

cú1culo diterencial 1ntegra1, luc ecu~cion~e diferenc~aleu, 

haata la moderna 6.lgeb:r-a vectorial, conjugando todo11 estos 

conocimientos se paen a los nlgoritmos mntemático& que sir

ven y non emplewl.oe para la eolución mñe eficiente y rápida 

de problemas c~mplicadoo, por mect10 tls 13 informlítica ae fa

cilita el trnbaJo y la interpreta.:>iÓn de dataa. 

Hecho esto como un esboz.o genc:r::il, o.e realiza u.n.a i.!"-c'1r

Ei6J'\ conjunta n P. s ... Laplace con suQ estudios y E:n:ílisia m,.3 

ternáticoe, que aon una cantribuci6n inapt·eciable no aólo n 

ln Geofísica sino a dlfr.rentea ramas de la ciencia y de la 

Ingeniería. 

5n l.a. ficica, partiendo de loo estudi~~ he<>hos Por J. c • 
.Ma.xwel.l con cu ttaoría electromagn6tica, que ca a.plicmla, ace!: 

tuda.mente por numerasoa inv~stil!ndoree, científicos e ingeni~ 

ros u lo6 fcn6menoa Geoeléctricos. 

Mencionando e..i.guu(i.:; =-~~,.t¡-tnc interesantes desde las cta

pae tempra.nau ha.sttt la madurez. de :la Geofísicn &e hace 1r.ull.2_ 

pen&:l.b1e una lia"tn de nombres na meno.e i:Z.uetree que l.e ho.t1 

dado un,lugar c~p~cial entre lno cienoins y que din a dia e~ 

ta.a contribuciones son más a:preciadus por los :i.nvttstigndoree 

parque incremen~u lu vi=ién ~6 los cientí~icos e ingenieros 

en las' cienciao que re aometen.encn.rgandose de resolver y,~~ 

tudiar loe problemas, con m~jores horizontes y ooluc1ones que 

atañen direcrta o indcrecte.mente al universo en au conjun·to. 
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Loe métodos Geoeléctricos se remontan ~l e\glo XVIII así 

lo hace aaber ( E. Orellana ) con los trabajos de Gray y 

Wheeler :;1120) que tratan ~obre la reeiatividad de laa ro

cas, les sigue Watson (1746) que describe q'.le el. 1melo es 

conductor posteriormente el i_ngl.ée Robert Pox. describe en 

(1B15) el t'en6meno de la polari:taci6n espontánea, a R. l'ox, 

se le considera C0'1lo " ol abuel.o de los Óeo-físicos .. • Sin 

embargo el. pri~er th:ito Ccofíeico se 1e ntribU.ye u.1 inge

,niero en minn.s alsaciano Conrad Sch1UI!lberger " padre de la 

prospecci6n el.éctri.oa ª (19!.3) .. J_,.:.scubri~nda un yacimiento 

de sulfuros en Bor ( Servia ) por polarizaci6n espontdnna, 

hallazgo Geofísico de mineral no m'1g11dtico. 

~igu.íendo con est~ lista de pereonujes tan va.riadaa en 

espocia.l.idadett como en tlacional.ido.des y credos eatan Bro"'fl, 

Datt. Wiiliwa~, Zchiloweky, Prank Wenner, Sabba, ~- Stefa

neaco, Raymond ~aillet, G, ~unetz, Petrowsky, D. v. Golub~ 
nikov, Geneslcy, Yarishe~, k'.ra~v. Semenov, I. V. Nazarenko, 

L. Cagniard, Tikhono .. t, Gish, Roon.ey, Slit.'..'lter, Ore1lo.nn, 

Mooney, Vanyan, Wetzel, G. V. Keller, Zohdy, ~ung(lil, ••• , 

:,• '='~·T'OB tantos investigadores que han contribuido al deaa

rro1lo integrai de la prospecc10n ~lt~t:i~~. 

A este estudio q•Ae se expone y que tiene relaci6n !nti.ma 

con la prospección eiéctrica y.que tiene como objetivo en

ccin<t;r&:ir el. potencia1 e1t!'ctt"iCo en cua1quier capa, en terre

no eetrutificado, ae le ha denomimul.:O" .PO'!'P.NCIALÉS ELEC.1'1!! 

COS DE CAPAS PARALELAS " 

4 



I. GENERALIDADES 



I. l TuTRO!JUCCION 

Existen problema!:J Geol&gioos y G~otécnic"a con l.os qu~ 

e:l.. Ingeniero Geofísico ha de enfrentt!r::Jo, deduele y resol

ver, partiendo de datos obtenidoe en campo por rncdi~ de m~ 

todos inñirectos utilizado!:l en pro!-;pecci6n Geof!rüca., usa

dos dasde 1a nup~rf'icie terrest;rc o ::nen por oondo.s bajadas 

n lns pro:f"U.."1.d!dadcc ce, poios. 

tos problemas: 

Solución del Problema Directo, es dett:!r•!l.inar ln curva 

de resistividades aparentes q-.1;:- ze obtiP.ne con algún di.s

posi tivo de~erminado • sobre el suhsuelo cuya d:i.stri btl'.::ió'n 

de 2•esiatividades ya se conoce. 

El problc~a directo en la prospección Geoeláctricn ~o

bro n1edioo ~t:3t.rati.t·:i.caaoa, ss ref"icrt::- a. ln dotcr:nihacióv 

del potencial. producido ün una zona considerada. de ínter

f'ace. 

Soluc16n del :Probln~a InvP-rGo, es inferir la distribu

nión vertical de resistividades apare.ntes, obtenidao ~n ca.]_ 

po, colocando estos datos en un. a1.~o7'fi:""f'.' ':" ;":!'."'':'é:!"".:-..:.-"..::.. .::.~¿ ...,_ 

P1a~o· de fil traje se confrontan y ee comparan cGn curvos P!!. 

trón aproximando la soluci&n en la intcr;¡retac:ión. 

Un ejemplo t:!pico es el potencial producido en 111 su

perficie l:!rd.te aire-tierra oor unA 'f1.~~;tti;- ~~'"':.'t..:.:.l Y.u uv-

rrionte ·situada en dichn. r;.uperf'icie, tma. vez hnl.l.!:i.dn la 62, 

luci6n puede extc-ndersc, .P:or superpo!:!.:i.Ción, al caeo de v::.

rias f'Uentes puntu':tles o (electrodos.. de cr:iin16n), y en ge-

6 



nernl n cualquier clir.rioni"tivo e1-ectr6dico. 

Dos son los métodos principaleo que se hnn utiliu1do P!! 

rn dnr solución ttl problema :,iropu€r.~t.o, loe cu.iles r.or. e.qui 

vale11tcc C"n Úl 'tirnn i:1~;t~t!'!ci~. El pr1.m(.;ro dr. ellos, cronolQ 

gicarr..en1·e, en el métorla de lae i:u3.r.enca e:r:.ple~~do ya para 

medias estratific.;:iUoe, por J. c. !-bxwoll (1891) y arli~ndo 

a la. procpecci6n fJeof'l6r.-t!"ic·1 ror e:l '1eofÍr;ico a.lc~án ,J. r:. 
Hummel cr. (1.929). 

El eecundo mét>Jdo 2s lo .. :ue t>e conoce cor.io la. int.eera

ci6n de la ecuación de La.place a.plicv.~:i D. ca:.:.:·os de !:"'~edios 

eetrntificu.d(l~. 

No ue. hace nccc::r,rio describir ~r exvl)..ce.r uquí el méto

do de las imñr.:enes, ?.mpli::~rnente usa.do en la teorín dri la 

electricidad. Dt::.bi<lo D f'll amplitud y extcnaión 11.ue reque

riría prá.ctic:'lr:1ente dcn:?.elot>rn:·lo corno un tr!.!tado el cuúl 

cnle Cel obJetivo de est_e nr.rilicin~ 

Ho obcta.ute te toc:i uo:ncr::ir:iente ""fk1.ro. fincl'::'< de i l.ustrn.-

ci6n en el ca~o de dos C3';Jfl.!) '!!rl ~l. . - -- .. H~ld..L" l..d.11•> _.. .._ • .. 

ror otro lado s'e e stAblcccn o61o i-tl1!Unn.a expre:;iont"!n e.e. 

coordenndas cilÍnt.lricAB, i::n forme. sener::il, d:..~rdo paso a. su-ª. 

plicnci6n en la Gcotís1ca, H.UU!u;~ l:!t: "'AP•Jt • .::ü ::...;:...:; co:::rd.c:--..n.-

das cnrteniano.s junto ~on otrat:J bn.ses rnatomá.ticac 1.!n:port::.n 

tes, al final ·c\C>J.. cE;tu1U.o, como afin.rtn<lo:: o n:p6ndic~H:>. 



Otru t-xrireai6n que ce; utiliza y bt: c.c.t::lblPce cu una con 

necuencLt t:e J.¡~ cc\1aci..Sn de Li.;ll.:-~ce y ést:i r:e le co21o~c C.2. 

~no ecunci-ón ~te J''l)l.t:i<:on. ~ienó.o ~:::-tn. cxpre::ión más ¡:Lnuc.3.! 

.:1. la colución J.c !r~ PCU:.\c.iór. Ce ~.1:q"!lucc, para el .,otcr,Cial, 

to;n:i.ndo E..r:. C.Jneidcr11:ión ~u~ L'tJ t.o::i'..l la Cl.Vt<l·t;;c..,ci'l i:te ''..,'" 

i·n :función del cam¡Jo " . ., y ¡:ue 6~-:te a .nu vez .r stn. en fun

ci6n tlel potcncinl "· " 

3ieui'!:!ndo e.Gte ordon :.:~e ü::lp.l:Í3 ~l crn.udio tt. co!··C.l.cionc-.s 

de frontr:ra buecando solu1.."!i6:n ))é.\rfl problcrnne Q\,'.e ::ic ;::re:;;.e.n 

ta.n como: roentt:> r·n ln. ;rr:i::l€!r.:1 capn, f:i.<>nte \.~n la !?C,'-;unda 

Cn".'H, fuente en C\in.lf'Uier- ca~il, fi.nalin:nCo con cr~p::s cí·· 

líndricño. 



En c1 eE:t'...t·Jic y ~:r.3.l!.3~_:1 d'J1 µroblc-r.::.. C!rect'' en lo. nro:;. 

pecci6n Gt'.!ocllctr1c:.l :".' ~~rir~~· ~ü: 

Tiemno 

l'or otr4 ~;~·te~ h~r.,...& ·1 .._.. ~"w~:o:;!::.::-.::..:. _::..l;l. :.t.•y Ltt~ v::::'!l. cr:. :;:u 

íór.:riri. .~!11t':r~nci:-:1. 1 ;-;.:':.r:~ r:1 e:iie~ "Tr::yt:rr'5;.-~c":"'"". 



nalida.d 03 la "\.!onductividud'', ",,...,. que no eo otr.i cosa que 

la inveren de re~istividad " 

Oo."Do en nin&r{¡n pwtto del medio cunductor pued(! haber ap_!! 

rici6n r.i de!lap<.:rición de c:.irc;J.Dt salvo en luz1 fuentes de 

enereía que ee consideren, ocurrir~ que . 

• ................ 1.10 
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1.2.l KCUAClON GEN.BRAL 

Coabinando ln ecuaci6n 1.10 con lan anterioreo tendremos 

que a 

I.ll 

Que •n la ecuaci6n general de la proepeoci6n eléctrica 

con corriente con~inua que deearrollendols se obtienent 

•• 1.12 

1.2.2 ECUACion DE LAPLACE 

Xl. teorema do GMU8B entabl~ce que el volUJDen integral de 

la divergencia de la corriente que atruvieea una. regi6n Sadu 

en il)U&l al. total do la eargu encerrada, tal que para C•rte 

caso ae tiene. 

Tomando ~ como un volumen infinitesimal encerrado en un 

punto dado; dando para esto punto la siguiente e~preai6n. 

¡ 

c:c.tcnec: 

Si l.a conduotividBd que atraviesa ee constante, el 

primer t"6rmino desaparece y entoncOBº 88 tiáne la ecuaoi6n que 

n 



es conocida como la ecuación do L~place, esta expresidn re

~reoentn un potencial amónico. 

\ ••••••••••••• 1.13 

7'U o 

La cuo.l :3erd. •:!ilid:i f;>n todo ac:ni.cspncio conductor,. pero 

no en donde hacen con·tactc los c1e.ctrodoo, ni c.n 1a.e super

ficies de diecontinaidrul. de 1a resistivid~d, q~e aparecen 

en ciertos cBBos. 



Dna explicuci6n válida P>U-a l<> que ocurre en el punto 

de contacto y •n la superficie da ~ontacto ee lo siguiente: 

Si trazamoo u.l. rededor ~e un electrodo " A '' y dentro 

del eemieep~cio inferior una superficie aemieaféricu, en 

cualquier pu.o.to de ella, por r!lzonec de simetría, l.n dena:t.-

dad de corriente tondrn el mismo valor, y eet:u-ñ dirigida 

radinlmente. 

LB integral dA e sobre la ouperficie oemiesféri"ª eern 

igual a i por l.o que si el radio es " t- '' se tendrá. 

I.14 

3 por lo ta11to1 

•••••••• I.15 

de docde 

.••. I.16 

a sea que el ~ampo { de un electrodo puntual ca invers!! 

mente proporcional al. cuadrado de la distancia " ,- " 

atm6sfera 
eemicspacio <.:.".~ 

subsu-;;i~- -f· 

~ 

A 

\f 

"· 

.. El_ e ctrod o 

..... 

medio l 
medio 2 

<;--interface 

Pig.-r.1 Vectores de densidad de corriente en un eemieep!!! 

010 homogeneo con electrodo puntual en !a superficie límite. 

13 



Por lo que la ritfer!!nCi!:! rln potcnci•.ü entre dos p-"mtos 

cualesquiera !l. y N vcndr1 dadn, ~·~gún ~•e deduce: 

Cuando t=_ =- ~.r7iJ y resu1t1 t.:r.ton~c.e que: 

' 
,- ' v· \ ·~ d \ 

" )._. 
............... I.17 

Donde el c~~ino de í~tegrnci6n de la ccua~~ón I.17 es 

indiferente, putis co:no ze ha visto, el campo t. es con!Jer

vn.tivo; es deci_r A-1 interca:nbíar 1os lÍIT'Liter: de into,i;racidn 

sdlo cs::nbia"':"á de signo 13. oµeració!'l. 

Y entonces, si r .. on t; y lf;. l:l.::; d1ntanc:i. '.lG res;Jectivas de 

loa pi..i..---itos ¡.~ :i" t; al electrodo " A. " tendremos. 
(e 

\("1_('c )_;' Í .;, 
- \ r 

J,c 

- ~ J ••••••• I. ].o 

mos cono:iderur potencia.les abnolutoS, ha.br1 qu.e a.tri.huir ~1 

un punto dctcrmínodo el potcnci~l cero. 

Por convenci~n s& torr.a como ori~en de potenci9..l un punto 

situado a una distancia infinita de la. fuente de energía, 

por lo qua h!.ll.la.re:aon c1 potencial ab::oluto en ·el punto M _ · 

ca1cu.lando e::. 1 Í:ni te O.e 1 !l. ex9re:::idn .. 

Para el potencial c~mo sigue: 



\ ,._, 

J r. 
1~ ~ -e+ - k ') . . . . . I .18 

f 

'• 
\ \ 
r-:_ j • • •• •• I.l'.) 

, I_ .••••••••••••••• I .20 

Coao el potencial ea una sagni.tud aditiva, si eon Tarioc 

loe mans.ntia1aa, o :ruentea habrá que awaar lll&obraicwnente 

los potencial•• reepectiTOe, de aodo que: 

r..21 

Donde r¡ •• la distancia del lllUlatltial o :ru .. nte de Ícdl.ce 

"1" al pW>to considerado, e •L'. •·la intensidad d- oorri•n

te que entra o oale por ,l, con eu signo oorreapo:>li.ient•. 

Pur otro l!ldo •'1 •no«d:hra que ·1 T!l.l"ic-s en n>:>gnitud 7 

direoci6n de un punto a otro a lo largo de la ourTa, la i~ 

:H .-" 
-j f_• ¿ l = ·-J 

' " 
e Al ••••••••• 1.22 

Sería una expresi6n muy aeaejant• a la 1ntegra1 d• iínea 

a lo largo de la curya •, K. 

Pero en el caso que estaaoa ana:!.izendo "ª una integra1 

cerrada., por ser un campo conserT&ti.TO. 
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BREVE SOLUCIOK A LA JICUACION DE LA.PLACE JIW COO'!IDEllAD.t.3 

POLAJl:&S CILillDRICAS. 

:i.a ecuaci6n de laplace •n coordenada• polar•• cil!,lldri

ea.e e• .,xpreea co110: 

:-._¡ . -'/ 
• l 

Busquemos una eol.uci6n para J.a fo..-1 

auatitUJ'•rdo ].a ecu.aci6n 1.24 en 1.23 tenemos: 

Ahora dividiendo todo por 

ti"(,) 
U,,,1'. 

\)\:'} 

\:. J(~: 1 1. 

.. ,,1\,·-· -1· _~ .. __ • 

I. 23 

I.24 

El úl.ti- término ee una tunci6n fl<>la111ent• de '";e • • Qu.!. 

41UJl1o trea términoe que ne contienc:c. '• z" , Entone"" el, úJ.t! 

mo 't'rai.no •• W1A conn:tante que l.lamaremoe "X.; eeto ee': 

.. ~· \·. • •••••••••••••• i:. 25 

1 
\J" 

.. 'J ~t· 
, . 

!llQl.tipl~ce.lldc la Úl.tina ecuaci6n toda por 

1· \\' 
••. '~1 -· 

. l»e término• son ahora eeparabl•a ~ ""/;; •• una constante -

1l.amw!la ,,'· por :Lo que eacribim>a. 

15 



•••••••••••••••••••••• I.26 

1' u· ¡·; ••••••••.• -.1.:a 
·•· 

Que eata úl.t1aa expresión ee una de las :!'ormns de lna 

ecuaciones o t'uncionee de Beeae1. 

Por lo que las ecuacion•a 1.25 y I.26 tienen como ao-

lueión. /¡,, 

1' 
, •.-1 • •••••••• I.2<;\ 

Do'Ode i\, A. L:,y 1..., son conasto .. n:teu. Sin e"bargo la solución 

d• la ec=ción I.27. Excepto pal"a h.ono puede eer oxpreea-

4• •n terminoa de Ull nWHr<I :!'in1to de 'Ul18 1'unci6n racional 

o de una tuncitSn t.!"i~nnwltrica y e. la ve~ col!to !'unción ·~ 

pon•ncial. 

Las eolucion"s I,28:; I.29 noo permiten retornar·,· mts

tituir 1 !. n 'l/ec la ecuao.i6r• r .. <4 y as{ ob'tAn,.!" l!!. =~l.;.;.:;i&ü 

oe la ecll!'!.ció~ n~ Laplace en coordenadas polares cilínilri

cae. Por lo qu6 e~remoe capacee de conatruir y ........ :'!~.!~:=--·'i•~!! 

_~'lt:iwus con soiucione"e partícul~e.s dtt la mi.ama Dlane.ra ·coMO 

ee· ree-uel.vu.n uaflndo coordfJnadas rectangul.a.x~ee "arteeiu.nns 

•n l<ia tema" deaarrolladoo en lo• ap41ndicee (.....,,... np41ndic., 

"A"). Miantrae t1U1tÓ no'nt.IO• que si .,¡ problel!\a es tal que 

las ooordenadao de ;) cubre o compenBB. 1os ~~~~e e~~~rüd 

'-'• • · a ,--,: para cunlquier valor que :!'iJertos do ' .Y , ento.!!. 

º""• para la tunai.Sn :; eerá un valor singv-lnr, " deberá -

tenor el llliemo 'ro.lor parn Y' '" " de l" ecuación I.:?9 



11• requier• qu• ~ "" Ma integrubl•. Sin la perdida ~n•

ralment• de ",- " puede tomaree cotta entero po111t1YO ~ cero. 

Ea1a coildición ea !!"n•ral, pero no Aieorpre aH cumple T 

mucho aenoo en alguno• probl• ... • prácticos. 
Esta solución a la ecuación de I.aplac• la hace ~efoed, 

Otto en au libro Geoaoundin« Principl•• l (R~sisti't'ity So'1,!¡ 

áitt« Meaaureaenta) máa oonciaa. ColllO veremos iaáa adelante -

cwlnlio Yea190a la ecuación Diferencial. ps.ra un ca111po potencial. 

con eimetría ailindrica y au =oluci6n g•n-rff1. 

CONTINOAJllDO CON LA SOLOCION: 

Encontr...,oa anterio:Mllente que la forma de la aoluci6n d~ 

peme da loa valoree de la• conatantee i T n • l'Udiemo ª"!! 
air loa caeos aiguisnt••• 

i) .- ~' ~ " ... ,, " 

• • •'• •••••• • !.JO 

donio el miambro del lado derecho es puesto en forma abr•vi~ 

'da para una Co•binac16n lineal de todos los valorea poaiblee 

para_ V ••to• loa -poct.emo• ••nr-'J.'ir ~~~e .::io.::: 

V-::.1l..r1.cc.s"6-1r..:;·'·s.F.!\. "'0.,.·~r-"'i.:('1-:, r.e+ L:r-1;1 ~t!\I l)n 
+·¡:~n".t _.-....,,..r-C:,_.+.t:1"' 11 :_·_::·, !:.. ; ~.-'··._ .... _..n :;;~ 'r~·f-·-'l.":,,<;:H \\S •• r.:J1. 

ii).- \ce:> 

•••••••••••••• 1.32 

111).- ~ '' 

,;,/;,' 
•• r.33 
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- .. t ,} ... ' 
•• 1.34 

T) •-

'i \ 
l.\ J; l.J5 

vi).- ,,, 1, lo , 

•.••• I.36 

vi.i) .- >. (. l) ' \. '.") 

·Z,..::•· 

Ti.ii) .- }._ ._ ~) ' n -- '::i 

·¡~ 
<: ~· .. 

.\ 
í -... 

•• I. 38 

Eutae son o~rae au1ucione" laA cuales provienen d• y/o 

" n ". Siendo numtros ooraplejoo. 

El com~ortrudento de las di!erenteA funciones para cuan

do toma el valor de cero y frecuentem•nt• tendiendo a 1nf1 -

nito dan un cambio a la.S oo1uciones en un prüb1ema dad.o~ Su

?>On«amoe que inoietimoe que V deba eer finita para t.odoo 

loa 'Valoree d•.lao vnriablee independientes 

~0 ":/ ?:._-~,, •('01 quieierasnoe tratar -Con una 0 1?l'UC1Ó.fi na ln .'for

ma de la eouai116n. 



La W:ú.ca eoluci6n permitida deberá oor de la forma: 

'-í ••••. I.40 

Loa términos contenidos Y.,( /':,e'¡ i;on e:itcluidoe porc¡ue 

Yo\.\~ ';-~·~como '.".....,,..~.\y los términos contenidos en .¿_h.i.'" son ex
;;"? 

oluidoe por qutf '..:.!.' .:..>c:o como i-:>" e.o. 

/', 



LA ECUACIOll 01n;ar:tlCIAL DC LAPLACR PARA un CAMPO POTEN

CIA!. CON SIMETRIA CILINDl!ICA Y :;u SOLUCIDll GENERAL. 

Anterio::-monte empezamou la derivuci.6n de ln expreoi6n -

pnrn el. campo potenoitt.l, y aoordfü.Jo pnrn lnn condicion4'o 

d<1acri tue y p!lrtiendo lle J.aa ecuncionce de !llnxw•ll. Defi

nimos nlgunon conceptos que t1on eepecí.ficuroente re1.>leva.n 

tea para el f"lujo de corriente eléctrica e~ un medio de 

grandes dimennioncn. 

Lu den91dud do corriente, denotada por · · , outii defini

da como el cociente de la diforcnciul de la intcna1l1ul1 dú 

corriente que pnEm- por un aren orl.entadn JJOr ángtü.ca r&:; .. ;_, · 

toi'J en la direcci6n dt:l nu,;o (le corriente., con reopecto 

al lado do esa árP-a. 

La reoioti;"i.dad, d~notada por , entá definida co~o la 

ree1stencia o.rr~citlu tJOr u.u volur.:.~n ir..fi'!;it'!!ei!!!.!'tl dA unR -

cara de un cubo ~11 f'lu,10 de la corriente en ur..a direcci6n 

pe.rpendicular a un par de cata.e facea o cara.e,_ mu1tip1icn

dn por ln dimensión loneitudinal de ece cubo. Éatu deberá 

ser tonado en connideraci6n post~riormente porque lg resiE 

tencia ofrecida pc.r un_ ouerpo aumenta cuando la longitud -

d" el cuerpo "'"ta en l.a. direcc16n del nujo ,,., la corrien

te, y decrece cuando 1a accci6n tran.sverSal. ~ei cu~rpo ea 

perpendicu1ar al tncre=ento del flujo de corriente. La di

menai6n f!eica de la reoietividad ea por lo tánto, la re -

sietencio n .Lo largo del tienpu, y sue unidndea ectan da

dos en OHM-METRO. 

La densidad de corriente eetii relacionada con la inten-
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aidad del campo •l,otrieo F por la relaciln 

La cual ee la leT Ohm, para el fi.ujo de corriente.eléc

trica en un medio de grandes dimen.niones, 

El pot~ncial eléctrico, denotado por V, en corriente 

directa satisface las condicionen de la ecuao16~ diferftn

cin1 do l1AP!..ACJ::. La cual eia ec:;cribe como; 

. \j 

" 
~in embargo, en ~l caso conside~ado en esta sección, las 

condiciones son tnlea que el campo potencial puede tener -

si~etría ollindrica con respecto n la línea vertical que -

viene doade la fuente ·de corr:l~nte para poder utilizar la 

expresión para la ecu~ci6n de Laplace en coo:-deruulaa cilÍB 

dricae e , 1 , y ~ i " ¡_ 11 e o la coordenada. fin l q, <f ir~ccién 

vertical, y el sentido de las coordenadma ,- y P; se mue,!,¡ 

_tran. en la figura !. 2 como elementos de las coordenadRR ºl 
l{ZÍ4ricae la ocuaoi6ri d" Laplace por tanto qu~d;1rá ex¡Írea!.': . 

da como: 

~'{_ '- ·;.;;v 
~el. 

+ ;_¡ 1 ~ 

r.----
·<(t"" 

<. ' v. •\/ + "" e;. 
' 

" Z " ~n el eje p~rpendicular ul 
círculo 

Pig I. 2 ll••nto11 en coor4enada11 cilindrica11 
( Ver ap,ndice B ) • 
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Si la eoluci6n es simétrica con respecto al eje vertical 

de coordenadas, entonces la primera y segunda derivada, del 

potencial COD. respecto a e ' JIUeden ser cero. La ecuación -

simplificada es: 

V •••••·••••••• I.41 

Un procedimiento que !r~cuentemente ee aplica p~re la s~ 

luci6n de ecuaciones difer~ncialt'3 parcial.es es que prime

ramente se buscan soluciones particulares y posteriormente 

la ooluci6n general. se Ob liien" como una combinec1Óli. J ineal 

de soluciones pnrticu1nrcs. 

Lae eolucionee po.rticulares como hemo~ visto Be pueden 

expreenr de diferente manera con diferente notación incll\

eive como para la ecuación. I.41 cuando no esta en función 

de 11 z " en un Aupuesto en.no eoto. seria expreaadn como: 

Son obtenidas de este modo con el hecbó de asúmir la exi~ 

tenéia de soluciones que tenga la forJ11B1 por ejemplo para 

nueetro cano del problema directo. 

y¡, ••••••••••••.•••• I.42 

Betas "º" soluciones que Eon un producto de una funci6n 

d~ '' ,. " solBm~nte y funciones de "1. 0 ~~lamente. Con este 

·.··paso la eouac16n di!erencial parcial I.41 puede ser sepa-



rada en daa acuacionaa dit'erencialee "ordina..,..iasw de al. 

ai•llO orden. Beta ea et'ectutl.l>da la eiguiente1 

Si aueti~ao• 1.42 •n 1.41 7 diTidiel'.ldo todo ••b~ ÍJ'.·1. 

9atoncea obtemmoa • 

.. ta ecuación es satie1'echa eí: 

¡.._ .................. I.43 

7 

I.44 

donde w A" es una constante real arbitraria. 

Laa ealuciones de l.a ecuaci6n anterior ca bien conocida 

T se e:z¡,nea como: 

1.45 

La_ecuación di1'•rencia1 eilllilar para la ocuaci6n I.41 -

aeti dlUla .,,or •l d•aarrolla da l.s teorí11 de olas• ••p•cial. 

, láa oUl.ea aon llaaa4ae funciones de B•eeel.. 

ilD 'iiarticular la sol.uci6n a la ocuaci6n 1.43 pueda e,._ 

eribire• co1101 

lln aeta e cuaci6n • T " •• la "· " Jlmci6n d• Baeeel da º!: 

d_•n cero •• 
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:tig. I.) Iluatrac16n grárica de lae rurtcioneo de Beesel 

de orden cero y orden uno. 

Ahora coabinando I.45 y !,46 o~tenemoa una soluci6n Pll!: 

ti<:Ular de la ecuaci6n diferencial. I.41 resulta. 

V-=_:: ·-o- .. 

• ............ , •• I.47 

V._ - - .. ,. 

'&n eatas ecuaciones C y \ son constantes arbitrarias sin 

ellbareo cua1qui•r oomb1naci6n lineal de lss soluciones son 

tiutbifn WlEl eoluc16n de la ect:ación diferenciai !.41 • En

~oneee para que A valga para todo valQr positivo desde cero 

a inZinito damos dos constantes la .oportwú.~sd de v"1'iar en 

dependencia de ~ , obtenemos la aoluci6n general de la ecu~ 

ci6n r.41 

y~ \" I 
J,- ••••••••••·• I.4€ 

. T. , ...... ·Bon !unciones arbit.~'.·· 

riae de A ; la forma especial d~ esa& func1ones ee-aawaen 

o·e· tollllUl. en cualquier pr,oblemá físico eap•cítico, dichas 

.funciones se controlan por las condiciones de frontera. 
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La soluci6n de la ecuaai6n I.48 eo genernda a?artir de 

la eauec16n I.41 en el sentido de que t~das contienen po

uibles soluciones para problemas eupecíticos. 

Por· lo que habiendo encontrado la ventaja de escribir 

la ecu.aci6n I.48 en una forma en la cual contiene como te~ 

!!!.!no e:eparabl• " 'R1 Potl!lncial " e;enflrRdo -por unn fuente 

puntual d<! corriente 7 de intensidad " l • localizado en la 

superficie de una tierra homogenna electricwnente eu pote~ 

cial está expresado por• 

V" i', l , •.•••.••..•••••••••• I.49 
:.,, ,f 1 •• ~ .:: 

Donde \\ ee,la resistividad de1 terreno homogeneo e "l" 

ea la intensidad de corriente la ecuaci6n I.49 pu~de ser g~ 

crita en for111a similar por la ecuación I.48 por lo que es 

la bien conocida ecuaci6n de la teoría de las tuncioneu de 

Bessel y se le conoce como la I?ITEGRAL de Li:PSCHITZ. 

' c.;,· •••• I,50_ 

Usando esta ecuación podemos escribir le ecuac:l6n 1;49 
, e'n ~ 1'8.'-ÍOrae&I 

V \,~l., f <OC:.- H 

· .. lf . .......... I.49a 
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La ooluci6n general de la ecuación diferencial I.48 es 

por lo tanto escrita en la forina: 

+·Ü ,, 12::. - J . j,.. 

donde (Lll-\ y)(.().·; son funciones arbitrarias de ' 

'. ... , . 

1\ r 

••• , I.51 

las E<Olu-

ciones para la forma de la ecuación I.Sl bün •¿li~u~ ~n t~ 

dao lna capas del subsuelo, pn·o las funcionesi:·L>; Y'i...\,, 

no necesariamonte son las mi.Ol:BB.S en lae diferentes capas -

dol subsuelo. En el caso de un punto cuyo origen de corrie~ 

te está situado on la superficie del terreno de ~apaa hor! 

zonta1ea; podemon entonces escribir eepnradarneute las expr!_ 

eiones parB la dolución en 10~ diferentes suatratoa como: 

'V¡= \~~:, \ ·~,~ '« 9;J) e:; .• )~.,_\Á:"{'' 
'., 

d0ñde .. :la "i" se rof'ierB n ·l.ae variBs c:~pa~ del suosu'-1lü'.- V 

sea ~~ l,2,3,4, •••• ~ •• 
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ECUACIOR DE POISSOR • 

Si se expresa 1R divergencia de J en tunciún del calll]lO 

~ 7 ~ate a su nz, en !'U.nci6n de1 potencia1 V reeu1ta. 

V·J \_}. 

\' ·..J =- ·-

de donde resulta y se obtiene 

I.53 

Por lo que •eta nueva expresi6n Más genere1 es llamada 

ecuaci6n de POISSON, reáolviendo t lmllando el potencial t~ 

nemos. 

1/ , • I.?;4 

Dollde la primera integral representa el pctenoi.al pri

mario en un medio homogflneo de resistí vidad f< producido -

por laa 1\lentee situada.e a la distancia t, del punto donde 

ee cl1l.cu1a .el potencial, ya que aquellos son los iizucos p~ 

ton· donde no ee nnul.a V·J. La segunda integral repreeenta 

r~ d• donde e• una distribución d• cargas, a las dietanciae 

calcul.a el. potencial. de dencidad, ~.-\/'v' ·V·¡, 
tuera de lae eup•rficiee de discontinuidad 

que ce nula -

de la reel.ÍltiY! 

dad. 

La ecuación I.53 denota •• eu pri-r aieabro del lado 
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izquierdo la eouaci6n de Laplace en su caco homogeneo, de

ciamos \/"V-:.. ) ; ecuación diferencial parcial homogenea de e!_ 

gundo orden primer grado, integrable para su solución y 1'u!! 
ci6n ••c~or1a1 continua ptua potenciaien newtoninnoA y otrne 

aplicacionea a la prospecci6n e1éctricn, y que expreeRda 

ademé.e en forma más general. genera la ecuación do Foiaeon 

cuyo miembro del lllllo derecho expresa ya lo n~ homogeneidad, 

•eperandQ por reaul1iaño al resolverl" la formo )'"'~Y. .. )~. 
Que ee la aoluc16n general, que nos ~xpresa la aoluci6n a 

1a Ho~oganea mño una. colución particular que dependerá de 

las condiclon~e iniciales o condiciones de fronter.a como es 

en el caso del Problema Directo aplicado ei potencial a cs

pae para1elas como veremos a continuaci6n. 

. ~ ;, 



CONDICIONES DE ?RONTBRA. 

En el caeo de un campo potencial determinado antes por 

una fuente puntual de corriente para la euperficie de un t~ 

rreno estratificado horizontnlmente, las sig'Jient"e condi

ciones de frontera ae deben de satisfacer. 

a).- Para cada uno de los planon do las ~ronteras en la 

cupcrficic del contacto el pctcnclül debo de ser -

continuo. 

b) .- Pnrn ~ada U:lO de loa pJunou de lan t:'ronteras en ou 

superfici~ la componente vertical de la densidad de 

corri~nta debe de eer con~ínun. 

e) .. - Para el plan".'· de ln .supc:rficitt la componente verti

cal de la densidad de corriente, y la intensidad del 

cnmpo eléctrico dtl-btt de Of.'l'l.' cero en cualquie1 ... lado 

except•J an una vecindad ic.fini ~ocima.l alrededor de 

1a fuente de corriente; la rnzón pa.rn. ello ee que 

1a denoidad dt" corriente e.o CC'.ro, en viatn y cona,!: 

uernción de lu condici6n (b} ln componente vertical 
~ ............. -'- .. ......................... ...._ 

.en la tierra o terreno para una p¡~fundidail º~?~ .. · 
d) .- Cerca de la fuente de corriente el potencial ~'rberli 

aproximaree infinitamente a: 

\; l J ,~ • i' 
Z. \. 

") .- A profundidad infinita el potencial deberá ser apr2 

xinmcJamente cero .. 

~eord1tndooe pura la condición mencionada en (e) para la 

protl.lndidnd ¡\e lt> ío111- cupa con plano de frontera,'\¡ , 1a. 



expresi6n para el potencial, ecuaci6n I.52 en el ieeimo cál 

oul.o 7 en la (i+l.) capa deberñ ner el 11i11mo. En primer tér-

mino para la ecuaci6n: 

r1. ~ · 
J '\ -

Eeta ecuaci6n es súln:ente satisfecha parn valores ae 

"r n si loe integran.dos por ambos lndoti de la. ecuación oon 

••.•. I.54 

con relación a las condicionee mencionada.e untues en ol inc,! 

so (b) notamos que la compon~nte vertical de la densidad de 

corriente ea igual a la derivada de el. potencial con reepeeto 

a " :¿" di·•idida por la resistividad bajo la capa comiidera

da... Usando la oxpresi6n para el potencial de la ecuaci6n 

I.52 l.1 primera candici6n ae cumple haota aquí paro. J.n ecu!J, 

ci6n. 

'· 
'-~ . 

Nuevamente, 6ota ecuoci6n e6lo es satisfecha por loa vo.

lor~tt de n C tt tli loe int.~gru.nüoB de ambon lacios ac l11-9cua

ci6n son iguales, por lo que obtenemos la ecuación. 

)0 



' ;.;j.' ' l 
¡ 

. i ~ . 
'í \ . 'l - '" 1.' .\' ,( ..... 'I ••••• I.55 

Pnrn eRtictacer la condieión menciona.de bajo el inciso 

(e) primaramente ditérenciamoe la expresión pnra el poten

cia1 en la primera. ca;m, ecunGiÓ!l l .. 52 con respecto a "r. • 
s· C•t.tonces sustituimos ::. ~ ó. Entonc8s ahora obtenemoo la 

ecuaci6n: 

}, .¡ ,\ 

rara este punto neaeoitamoo no ha.cor ea~v J~l primer te~ 

Dlino dol intog2·,.Ddo en esta <>cuaoión, este térml.no define -

el campo que puede exis~ir en un terreno homogeneo, a o1 

cuál nos referimon como co..mpo primnrio y a este primor ca~ 

po automáticamente, antisfaee las condic1onea de frontera. 

Sin embargo, tenemao que poner atención para. nl siguiente 'l..! 

gundo t6rm1no del inte"'1'Rn~c, el uuái aimultnncnmente def! 

n" la· perturbación en el. ª""'Pº el~ctrico. La componente ve_t 

tical de la 1ntennidad de el campo y la pcrturbaoi6n dol -

ca~po deberá ser cero para la auperfic16 y para todo valor 

de " r " incluyendo para l.a fuente u origen de>nde se encue!! 

tra la ruente puntual d• loc::üi&aci6n de corriente col18id~ 

n<da. ·Esta condición ea eat1Drecha sí ol eegunio t'noino de 

el integriíndo ea si..iltanelll!lent• cero. Y reuul.ta la ecuaci6n1 
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••••••••• , • I.56 

La1< condiciones mcncionaduo be.jo el inciso (d) eo la que 

automáticamente oatio!ace la expreoi6n primnria del poten -

cial. Por lo que podremoo asegurar aolni:nente que lti pertu!: 

bac16n del potencial ~e !initu para el origen y por lo ta~ 

to no tiene influoncia de manera muy prolongada eu la cuúl 

el potencial total se tenga do f'ormu infi.nitn .. Eatna ae en 
cuentran ana1izanCo lo llolacionea de Recurrencia (éstas ve 

encuentran a1npliarn.1Jnte tratadas en lo. Sec. J. 4 del Geoaoua 

ding Principle~ 1, Koefoed pags. 35-38. Para la función: 

,. ' 

eo :finita atrnvés del rungo de l.ntegraci6r; y aproximudame_!l 

te a cero cuan.10 .' .,_ • Esto viene de la ecuación I.52 que 

indica la pertul'baci6n pot.encial que no puede ser infinita 

para el origen. Por lo que lu condic16n (d) es satisfecha. 

, J•R rnnñ1 ,..,ión ""'.n.nionRdft ~n le) re'?uierA '!ue. f!n 1a ~e.~a 

más protUJlda indicada por la suscrita "n"·o cnéoima capa 

la tunci6n X puede o debe en un momento dado oe1• cero, PO!: 
,.,.r 

que por otro lndo el i'actor e' viene dando el potencial -

para un valor infinito para unn profundidad infinita. De e~ 

tA conRid~rnoi6n re0u1tR la ecuac~6n. 

., •• ,1 I.57 

J2 



colocando la ecuaci6n I.54 y I.57 da un sistema de 211 ec~ 

cionee en 2n iocogn.1 tas o tunciono~ dO:.lconocidan 8 '. ~.·~ 7 _-... ;,_,, :• 

En principie, tal sistema de ecuaciones eo compatible y de

terminado o nea que tiene eoluci6n de el aiistema '·.i 1·>·. ·.:.. ... :.
1
_,\-,, 

•l cuál acordamoo de ln ecuaci6ti I.52 define el potencial -

en ln primera capa, incluyendo la auperf1cie del terreno en 

donde la medici6n ea hecha. 

Para obtener eu solución snatitu1moR primnramente las -

ecuaciones I.56 en lao primeras ecuaciones ¡,54 y I.55 y 

suetituimos la ecuaci6n I.57 en ln última de las ecuaciones 

I.54 y I.55 Para abreviar daremos la siguiente notación. 

\l; 

-é: \fl\: -.;_ ~i· "1
. ..••.••••••.•••••• I.58 

El aietemn. de ecuacioneo cntoncen queda: 
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la eoluc16n de 6ote einteraa de ecua~ionee para. í! 1 ne obtie

ne aplicando lu regla de Crammer. Recordando que la regla -

de ':Crammer plU'a O, en obtenida col!IO el cociente de doe deto.E 

minantee. El denominador ee el determinante de la matriz -

que está formado por loe coetieientee de 8 y ~·: del lado d~ 

reoho del eieteaa de ecuaciones. El numerador ee el deter

minante de la micma matriz con loe elementos de la pri.mera 

columna ree~plazadn por los coetieientes del lado izquierdo 

del sistema. do ocuacionee; entonces cJ. dtH.t..J~:'..!l~C'!" '!ucdn: "'?111 

\U, ..-"\S, \ ü,- -.s\ 1 

:.·~, - \1, ' + r '.I, F ~\ 1 

u 1)~ ~.) · . 
"-'"~ 1· .\,_ " r \.\. - l·o ), 

y e1 numerador, el cuá.J. denotamoo 0 p· n 

ll, 

1 (1-~:~~j.i\, ·t- \~, \.\1 - r·'¡ '• 

~ 'r} 'J~ -t- t~ 
¡;.\ , ... '))üt_ i1 -;1..._,. 

? 1 ....................................... . 

lo 
1 
¡1.1 
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'· 
Bl deterainante para M f'" puede oer oimpl1f1cado por ad! 

ci6n toda colUJIJI& psr a la primera colwana una opera~i6n la 

cuál no cruabia el va1or 
- 'i. 1 - U, - "5: 

del determinante y eeto resulta. 

-·t. _;:,u,-!,'\ 
+ \J l ~ .. ~. 

.J u •. + 
ü. - 'e\, 

+ ~~U:-· r. ,' 

-·-\ - \. -1 _\ ,. _, 

••••••••••••. I.61 

Ee~e ejemplo no~ ~~ t.A.D.G id:~ el~~~ ~sr9 ~rebajar n1.nina 

conf1guraci6n de u.a.a so1a capa; ~ara el caeo de doa capas, 

l.ae matrices para ·[. y . .: .... son restringidas a cuatro eleme,n 

toa en la pnrte superior izquierda de las ecuaciones I.60 y 

I.61 expandiendo los determ~nanteo obtenemos • 

...¡ 
e ::. ; 1 r-1 ... 1 

¡:,' -··' ,., 

Dividiendo numerador y denominador por (1+ ~) y austit~ 

yendo para U,la expreei6n acordada para la ecuaci6n I.58 -

obtenemos ni caso de dos capas. 

I.62 

donde k, es el coc~iCicnte de reflexi6n 

Similarmente, para el caeo de tree Cüpati l&b ¡¡;¡.tr~ecc de 

cuatro por cuatro en la parte superior iv.quiurda de las •cu~ 
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cioneo I.60 y I.61 expandiendo los determinan·tso y divi 

diendo nwuer,.dor y denominador entre {l+ :-, ) (1+ ;-,_), obtene

mos pura el caav de treu capas • 

í + ~" !, ·~ .. - ·: ' \.' ... \, 

. Al~. 

. _, \ 
\ .. ,!....:.. 

• •• I.63 
- .• _, <--:_ 

Por la2 ecuaciones I.5? y 1.43 el potencial para la su

perficie del terreno en las condiciones específicas en la 

aección anterior es: 

\f ~ .. \' ;!.. \, ,l· l. -=- t:t, ... 
:.. •¡f ••••••••·•••• l.64 

., 

En ésta. ecuación V en el potencial pnra un punto en la 

auperficie; donde l es la intensidad de corriente .emitida 

por 1.:i fuente :!e co:-ric:-..tr.., :, la rcsist.1.-.;!d<..i.G.. de lu ~J_"i.:...:-6-

ra c~pa, } una variablo do integ:rnción t ln d istancifl -de 

la fuente de corriente al punto de medición y ''LfJ fun 

ción de Besaul de orden cero": la cuál. c3 iluotra.da on la 

figura l. 3 y finalmente, f:,,:;;) ;s unn función frecucnt~men'te 

referida y 11amada. como la w función Kernnel " la ciuíl es

-tá eri función de las resiati vidudes de lnc capaa oubynccn-

tea, J 1 , y parn las protundidacteo d.e los planos de fron

teras, \¡ ~ , donde: La :tunci6n Kernnel 'Puede ser i!xpresade. 

·en esa parte ctel suosualo como un coeficiente de parcucetroa 

de dos determinantes, loe cuales esta.n dados en las ecua

cioneé I.60 ( El detercúnsnte formado por ei denominador ) 
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7 I.6l ( El determinante formada como nwaeradar ). ~n eaae 

ecuaciones abreYiamos con lae siguientes notacionee • 

._)t,1. 

37 



1.2.5 LA FUNClON KER!lEL Y SUS ll.BLACIONES FARA PARAME

TROS EN EL SUBSUELO. 

La expresión para el potencial en la superficie eata d~ 

da por la ecuación I.64 y sugiere que puede eer considera

da convenienter.iente cooo una función , qu_e ~!':!tfi defi~ 

da como: 

....•••••••.••.•....... I.65 

así como la ex~reaión paru el potencial viene expreuaUü ~~ 

mo; 

· · ' • • .. • • · • •• ~. . • • . . • . • T. ¿.S 

La 1"Unci6n ': ').\ fué introducida en la teo.,-ia de aondcoa 

de reeiet:lvi1la.d, p~r Slichtcr (:l93J). PBro 1a funci6n l~), ). 

y 1a .función '(~ son ref!!:rid'l.B :frecuente!lente como funci6n 

Kernel. En las ex.presionen que hemos venido tratando nL"lS v~ 

11os invol.ucrndos con la !'un<Jión ( ; me refiero a i~ íuu-

ción Kernel de Slichter .. r~rs. la función ,...\ 

a 1n funci6n Kernel de Stefanesco .. 

, me referir~ 

Una exprcai6n pura la función Kernel de siichter en la 

f'o1•ma de un cocit::"ut.c 4c. .!.::::: :!~"!~~""tn01ntea. como habinra1Ja ~!!. 

tablecido ya anteriormente, y que aon derivtldaa facilmentc 

de las ecuaciones I.65, 1.60 y I.Gl 

De estuo ecuncionns tenemos: 



Dcnotn~o:;t el numerador ( ) como • De las ecu2 

cianea I .60 y I .61 que para l"'s mat.&:1ceo los determinante a 

\. y 1 son compatibleo y determinadoa, y non igual 'uno a 

uno excepto para. los elementon ne lns prlincras columnas. ll!!_ 

tertn1nnntea o ;natricea, pueden ser :Jumada!.! bn.io reglan al

gebraica.n, loR el~mentos correspondientes de su primera ª2. 

lwnnn. El numerador del Kernel de Slichter esta dado como 

sigue: 

;, '.l. 

• •• I .. 67 

Las 9cuncionea I.60 y I.67 co~bi1iadas e~~ lae ecuacioneo 

I.58, definen la relación r.ntr~ el Kernel de Slichter y los 

pnrámetros d"!.l oubauelo, ¡. y 
r ' . • E~tna son ~in embargo, 

-::¡.::.o;.ivueo lll~~ convenientes para AU inte:r·-rclo.ción; rulernáa 

estas tomnn la for~:i de lnc; relaciones de recurr~ncin. Dos 

de estac relaciones de recurrencin son acceeiblce, una de 

ellas debido a Pekerin (1940), la otra n Flnthe (1955). E~ 

tas dos relaciones de recurrencia difi~ren fundamentalmente 

~ de lü otra. La d1!erencia entre ellas se ilustra en la 

3'.l 



:::ib"1iente :tigura (I.4} 

í, 

'i._ 

,, ,., 
Pig. (1.4) Ilunbrau.i.ó1:. d.cl ~i~n-i.fica.do de 1as relnnionefl 

de recurrencia: 1zquierdn modelo de la cnpa original; cen~r~ 

BU!tl.3. de una capa. parn l~ purtc :nús inferior \relación de ?lf! 

the); der~cb9. sut:.a dú unn capa para la parte ouperior del. " 

corte (relación de recurrencia dA rekerín). 

,f:;l. dhigrnm:::i. de la izquierda i1uatro. una r.uculH1cia origi

nal de capa. en el aubsuelo .. El di&g:rama dt..>1 oer.tro il•..;Gtr!'.l. 

el efecto de la relaci6n ñe ."!"~c~1rrencia de Pl.nthe, ln CU<Ü. 

es sumada a una. nueva capa a ln part.e in.:fcrior del corte -

origirui.l. El diagrama. de la dercclu; il.ustra el efecto de le. 

relación de recurrencia de Pekeria, la cuttl ec. ::um:-aJie. a un.::t 

~f::VS CGpO. er. la pFlrte SllTJt:!I'iv.i ..-!~ '!~ nP.~llül"l.C'i":t. Ot"ifl'.i_lli'tl -

del. corte, pero al. mic=:'.l ticnrio, d;Lr pnso a -l\t coníiplr:! ..... 

c16n de1 arreel~ clectrórlico de la parte ouperior de ~ü r~ 

ciente co.pa 6Ul'l3.da. 

Pero estas r.::!lnciones de l·U-:.t¡,.,-:""~:?cin tienen sus apl.ica

ci~nes cspecífica2. 

La rel.ación de recurrencin de Pekerin puede ~ambién npii 

carse en le. direct!i6n contraria; esto es. Para suµr-imir o 



trasladar la capa o suetrato superior y nl mismo tiempo ~~ 

jar la configuración electródica a ln parte superior~· la 

segunda capa. Este procedimiento es comodlUl~nte referido 

como " reducci6n de una capa o bajar un plano o frontera a 

un nivel miía a.bajo ''· Eata en efecto es la a.p1icaci6n para 

la cua1 Pekeria originalmente desarrollo su relación de r~ 

currencia .. 

Lea derivaciones rle lae relaciones de recurrencia de Pl~ 

the y de Pekeris estan dada y e~puestaa en las siguientes 

secciones. 

DERIVACION DE LA RELACION DE RECITRRENCIA DE PLATHE. 

Dacos Dn el denominador de la fuución Kernel de Slichter 

en una dietribuci6n de n-capas. Aqui í_'... es el de'termill8.nte 

dado c~mo miembro derecho de la ecunci6n I.60 • El denomitl!! 

dor de ia función Kernel de Slichtcr, el cual apRreee cuan

do una nueva capn ee oumnda a la parte superior de la secu

encia, y denotamos é~n,. \ • La matriz para ·f-f., .. l puede sAr ob

~=::!.~::. ~~ ·1~ ~~!!!~ .,,,.,.... f!U•. ~..;'... por la suma efectuada de 

loo ele111entoa eu la esquina auperior i:quierda de la matriz, 

como se muestra en la eeuac16n Biguiente1 

:.;ri·\ o 

1· =-11: .') ' 
.J1 ~ 1 

Iº " e, 

•.-1 ·-· ., 
_( 

\' ·Un, "· 
+ \\., ., ?.-:' ' I·· 
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Una air:cpli:f'icnci6n Ce la motriz nnter:i or, y en pnrtic•J..la.r 

de los nu~voe t~rm.inon, adumi~s puede oer ncompletndo por los 

siguientes tr~u paoc,e, cadn uc.o de loa cuulee no cambia. el 

valor del determinante. 

l) Sumar lc2 ele!!!tentoe df!' ln ,.Jltima cnlumnn R lon ~orre.!! 

pondien"\es elemcntoa de la tercera columna de la der.!:,. 

cha. 

2) Multiplicar loe elementos de la Última colU!Ilfl.:~ por la 

cxpresi.6n ~~.-;.. >· ... .- y S\::.mar' d~Hpueu lo~ cur.n:i::!pornl.icutet:t 

elementon de ln segunda columna del lado derecho. 

3) rJul tiplieur loa elementos de ln oegunda línea de aba-

jo por y entonces sumnr despuéa loB correspondie~ 

tes eloruen'toS de ln Última línea,. 

F.l determinante entonces toma la. siguiente forma. 

t~ i. 

- ·.\ • ...• I.68 

.\ - \' 

El menciorindo deter~inante puede oor ampliRdo conforme 

a los"elementos de la última línea o columna. 

Estaé" dan la relaci6n. 

"" \· •••••••••••• I.69 
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Donde · • ee. el determinante d" ln matriz. obtenida de ~t;:, 
~eemplazando los elementos correepondientee de su Última e~ 

lumna por loe elementos correspondien~es de la segunda colw~ 

na de la derecha de la matriz. para compara.nduln con la 

ecuaci6n r.60 tenemos entonces: 

1\. .. 

\- .. .1.., 

1 u. 
IJ ~-' 

- \. 

- '.\ 

•.•• I.70 

Batas representan una relnción interesante entre L: y Í\,. 
Eatne r~lA.(~ionen !'uE>ñen Aar claai.f"1coclns por los ei~ienteo 

pnsos. 

i) Intercambiando todaa ias coiumnas pares en 

to pnrn la.a ÚJ,timaa co1umnao) con lno columnas impnre:.1 innie

diatae a ellna sobre eue 1ados derechos. 

2.) Cwnbiando loe signos de lo" oiementos de todas iae C!!, 

lu.m.rin.a· paree. 

Para cada uno de esos puntos ei signo dei determinante 

ea cambiado. Entonc~s el número de puntos e~ impar, por lo 

tanto la operaci6n entera cambia ei signo del determinante. 

El aspecto intoreeante de la operación· es ~ea, cuando com

probamos y comparamoa ei reaultado de ia matriz con ia ma-
.:.·.r 

triz para l- 11 , critoncee las doo matrices representan o 
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ae asemejan, excepto en la pnrte de ' y que tienen qu~ 

intercambinrne. Recordando que entonceA encontrnmoe: 

Donde ~J representa ~-- • Sustituyendo los rcsul tados 

en la ecuación·I.69 obtenemos la relnciñn de recurrcncia -

para el. denomin11dor de la función Kernel de Slichter. 

_1, '\ •.••.••• I.71 

Un rax.onaznicnto enter3.~ente analogo puede ser aplicado 

para el numerador de la función Kernel de Slichter. d~ 

da en 2n ecuae:i6n I.67 la sola. difu'rencia con r~soccto a 

ln dcri voci6n para el deno1:úno.dor de dicha expresión ea eso, 

para establecer la. co:""roepondcnci.A Pntre ·..¡·~ ¡- ;·" 1, t:t:J 

requerido un pu.oto adicional, nombrnndo el ca~bio de aignon 

de los elcmentoa de la prirnern columna. En'toncee, t.'.l núme:-o 

total de puntos es parejo y el total de. oparacione$ es no 

reveroible el signo del de·:i:erminnnte. La relación de rccu

rrencia para el nu~erador de la funci6n Kernel de Slichter 

,, 
n ·~ 1· l 1 . '· ... '• .'~ l.-· ·' · •••••••• I. 72 

I:&t11. .;,e ya una venta.ja al introdUcir núcvaa funciones, 

:...'·.'-:'1 Y qr1 (.~\·, definida.o por: 

.g 



\. 

I.73 

- \•,• 

Con eetas definiciones la funci6n Kernol de Slichter ee 

La.mbi6n considerada como el cociente de l: ·¡,:.; cobre :. 

Suetituyendo las ecuaciones 1,73 y I.72 obtenemos la rela

ci6n de recurrencia de l'lathe como: 

Donde: 1 ,_ 
' - ¡ .. _, 

••••• I.74 
I' \J,' 

La reluci6n Ju rccurrencia de Pl.athc esta d.adn cu l.\ 1.! 

teratura Geofísica en diferentes formas. La for'Dll de la ecu~ 

ción I.74 ea esencialmente debida a Onoreda (1960). Plnthe 

(1955) considera las :funuionee \·ve- y '.-: ., que relacionan a 

l.as fu."lcionea ~. '..,U¡ y t.~ i._ · \ ·' ueadaa anteriormente por laEJ 

ecuncio.nes aiguienteo: 

.,. 
• ............ ¡ .. 75 

Por un método de anaJ.oga deriTaci6n usada anteriormente, 

puede mostrarnos que para eaaa funciones iae siguientes re

laciones de recurrencia non vá1idas: 



........... 1. 76 

Para saber ap1tcnr lns relaciones de recurrencia, debe

remos dtt coni>~er la.e cxprc:?ionPs parR lita funciones con su.~ 

Índice uno, esto es, las funciones correspondionten para un 

terreno homogeneo. El camino más conv~niente para encontrar 

dichas expreuion<.a ea encontrar primero .la exprcu.iúu .tJO...r.4 

~--¡_ y t'~l por expans160 del cuarto elemento do la r~equina fiE 

perior izquierda de los determinantes de las ecuncionea I.60 

y l.67. Utilizando también la ecunci6n l.73 obtenemos. 

,, 
''· 

De la relación de recurrencin ¡. 74 encontraI::J.oo: 

., _, .....••••............•.•..... I. 77 

. Finalmente, de ias ecuncionca I.75-encontramoa: 
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DERIVACIO!I DE LA J!LLACION DE !U.CORRENCIA DB Pf.KF.RIS O 

RELACIONES DE RECU!Uil:NCIA DE SUliDE. 

La relaci6n de recurrencia de Fekerie ea derivad.a por un 

m~todo simi1ar a1 que oe ucó en 1a eecei6n nnterior.-E1 mé

todo involucra la expansi6n de determinantea adecuados, neo~ 

dando para loe eub-determina.ntee son !ormadoo por los ele

mentoo de los elementos de sus primeros renglones. Eet-o eo 

lo más conveniente, flin embargo, muestran un procedimiento 

diferente. 

Para este f'Ín su.mamas ·::.. · , en ambos miembros de las CO,!! 

dici~nes de frontP.ra, ecuación I.54, y dividimos eeoE miem

bros entre los correspondientes miembros de la ecuación I.55 

y esto da. 

·. /. 

¡ - -·1~·-· '..; / .. ; .. ,\.._· ( ........ 
, •• I. 78 

J.hora introducimos una nueva función en cada una de 1ae 

.capae, lae cual.es denotamos como k~ y la que quedará defi

nida comos 

\ ' 
1" ~ ,,, •• 1 

::.:.:~-'~ .••..•.......••• ¡,79 
·-:: + ":, ... ,,_' 

EE'to deb~ ser no,i:t'icado en la capa superior, donde h é--I 

es cero y además ;l:l" -, X;(_.:), la :t'unci6n K: toma 1a !or-.... 
\< \ l >. ! '• 1 + ·- ._., (.,:· 
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7 entoncee ee igual a la funci6n Kc.rnel de Slich'ter, de:fini 

da como la ecuación I.65 . 

Por la definición de l" función ¡.-. ("cue.<'iÓn !. 79) rl 

miembro de~ lado derecho de la ecuación I.78 ee igual a 

5: ·~;i."' .. Para obtener la relaci6n entre el miembro del 

lado izquierdo de la ecuación I. 78 y \, · , pr"i..mero di vidi-

1r1os el numerador y el Ut:11ominwior dtil u1itrn:01·u dtsl. lado de

recho de ln ecua.ci6n I.79 entre·'-~ y <'ntc-nces resolviemoo 

eeta ecuación para 

Esto da. 

' , ¡ 

;¡,(_, '_, -

••• r .Bo 

Ahora dividimos numerador y denominador dei iado 1zqu1e~ 

do de la ecuación I.78. por X;>; y suatitu:i.inoe dentro d" J.a 

er,uación I.80 y entonces la ecuación l.78 dn. 

~ \ t \) ',_ 

·. K. ; · .. : 
·\; ,_ .. _ 

- :",;-í.·,.-.~:. ,,:, 
~ l ... l .... ' .. 1 

Dividiendo numerador y denominador de el lado izquierdo 

de esta ecuaci6n por<?_::. .. ;.\, introducimoE'l la notación \ ~ t 

·.,ara representar el espesor de la. capa la cual ea igual a 

Ln ousodi.cha eCUf': 

ción aeta da.da como. . ,; 

Sigue: 
- 1 ..... 'L8l 



notamos más ampliamente que, por la definici6n de la T~~ 

te Hiperb6lica, tenemoo. 

Entonces la scuaci6n I.81 queda. 

; .. ., 
1- <-_;_\. 

l· 
l '" 

R~~ol viendo coto. ecuaci6n pare. ,_,. ~ obtenemos. 

• •• 1.82 

La ecuac16n 1.82 puede eer usada en el determinante de 

la ~o16n Kernel de Slichter en la capa ouperficial cuan

do los parámetros de la distribuci6n del corte en lse ca

pas eon conouidoe. Puede saberse eeto,encontrando p~imero 

·una expresi6n para la función ~- en el sustrato, indicado 

por el eubÍndice •n•. Esta expreoi6n puede obtenerse de la 

definici6n de la funci6n \( ecuaci6n r.79 combinada con las 

dado en la ecuaoi6n 1.57 por lo que.obtenemos. 

I.8) 

Partiendo de eotae expresiones p..,.a la función ~, en el 

.:euat1•u.t.u, püdemoa.cnco::.tr:ir.la !uneión \<.. en cual.quiera de 

las otras capas por la aplicación y recurr•ncia de la ecU!! 
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ci6n I.82 finalmente llegi1moe a ~,, , la cual eo la :función 

Kernel de Slichter definidn en lu ecuación I.65 y relacio

nada con el potencial de nuperficie denotada por la ecuación 

I.66 

Será necesario notnr que la aplicación de recurrencia da 

la ecuación I.82 podrá suprimirse pKrn cualquier valor de 

eubÍndice " i " . ~n general, por lo tanto• ~~ ~ representa 

la .función Kernel de :::11 chtiF:r qy.e ob'tu•:i:r.~a u.í. 1.u ittaima e!! 

pa superior donde estuviese y las medicioneo dando estuvie

een acarreadas fuera sobre nuo aupcrficiee. La nplica~i6n 

de la ecuación I.82 o sea esta cantidad, al suma.roe e la nu~ 

Tn capa para co11ple;:nentar lu secuencia. de la capn superior. 



I.3 COflJ:NTAilIO. 

Para entender la relaci6n entre cantidades que son mcd! 

dud y los parámetro.o que! def'inen la roc1atividnd en ~l suE 

suelo entratificado, y aai ir prc;mrnndo el camino n la i,!! 

terprctnci6n cuantitetiva de lae medicionea 1 es necesario 

encontrar las r~lucloneo para e1 potenciúl ol.GcLrico en la 

superficie del t~rreno. La derivación de entas relaciones 

sernn considcrnblemcn~e aimplt'fl e:i. considernmoc prji.mero el 

ce.mpo potenci<ll para la superficie de unn fuente puntual de 

corriente. 

El potencial de la euperfic>c en nl ca:::o realistico don 

de se consideran ñoR electrodoe rl e corrienf,e, e~• enno?itrR.

do por adición algebraica, pura un electrodo puntual o niQ 

lado. 

F.l caso pura el cuál el potencial es derivado en ésta -

parte está de:rlnido por laa eepeci.fico.e:ianes siguientes: 

ir.- El subsuelo consiste en un número considerado en un 

momento dado como finito de capne eeparadaa una de 

otra. pol ... fronteras pla.nnn horizontales. La prof'und.!_ 

dad de las capa.e tienen eapeaort's finitos. 

2).- Cada una de las capas es electricamente horuogenea 

<lBÍ como elcctricamente ieotrópica. 

3) .- El campo es gen.,rado por· una fuente puntuul de co-

terreno. 

4).- La corriente emitida por la fuente es corriente di

recta. 
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auelo daQo anteriormente, ee comunmentc usado como base P!!. 

ra la interpretaci6n de loe datoa de lon ~ondeos de resie

ti vidnó. No obatnnte ea generalmente, reconocido que eaaa 

especificaciones no aon más que una esquematizuci6n de las 

condiciones renle~ del subsuelo, lao cuales son connidera

blemente máo complejns. 



II. PUENTE EN LA PRI!IBRA CAPA 
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Co~o se ha visto en las SC;Cc1onl.!-s nnt.criores e.xititen. .3.l 
gunas variantes entre los ~r.étodoa :ple ~a -.J..s:m, donde so ob

eervan, lo.9 ventajas y dcsvent~·~ja..s de lc~1 al,.;ori trnos que con 

frtó!'cuen~i,:¡_ se crnolean y que :nucha~~ de l~s veces fa.cil.itn.n o 

dificu1tf-ln Hl. ca;r.ino de cálc1.l1.0, por lo que se de bon do to

~o.r en cuenta lon p::ira.metros neccsa;i:J•;;, pttr'=l hallar au so-

1ucí.Úr1.. 

'9so, el. esocsor de 1.u µri.:nora, y r la dinta.."1.cia del O\l.!l 

to de obeerv·ic·i.6n t..; a.l electrodo .je e'!lisi6n, y al clectr.2_ 

do A. situu.do en l.a. superf'ici;:i del terreno y considcra.."'ldo C.Q_ 

lllO !"u.ente pu . .nt'..l.t'l1. dP corrion-te ver 1.~ rie,uri:!. (I!.1}. En l!l. 

3.Ur?cncia de la segunda capa, el. po~er..ci~ll Vm otlscrvado cr~ el 

punto ti\ serín. 

• •...•••...•.••••. II.l. 

Cl.Ón qUO mu1ti91icn O. 1.ti inv~rea do \" 
•il.;: 

:t - - - -- ¡- ~ 
-¡-;_--·-~---~--- __ ;, 

~\- " ~ "4.f_ 

.~!- .,,, 
Figura (II.1) Cálcu10 del potenci<ll en 11. OU!)crf1c1e de un 

corte de dos capns, por el método de 1us imágenes. 
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El ctecto de 11< s1t&Uflda capa •• euel• calcular •D •l 11! 
todo de la• i11R4Pn•• ,..diant• la 1aclueión 4• una :taanta 

tiotioia o 1-gea de ubio<loi6n aimétl"ica da la da -· 

l"S&pecto d•l contacto entre las doe capas, y 4• •llisi't'idad 

_ donde ee el 11...-lo facto;e 4• renaxión. 

II.2 

Pero, por existir doa euporticies liaitee, .\, s• refi•j.!! 

rll en la del terreno produciendo una fuent" ficticia .\c., -

aim'trioa rea:pecto de dicha eup•rtioie, la cual •• nf).eja

rá a eu ~ez en el contacto ~ntre lAn do~ z=~-~ 1 a•Í BUce -

•iYBll!Onte, obtenia!ldo la eeri& infinita d' ima59nae •1'Jll.Ooi~ 

da. 

L&e dietanciall de estas imágenee al pUI>to »'. pueden oal.CJ! 

lara• aediante la exprea16n gener.U. • 

• • • • • • • • • • • • . • • • II.3 

donde ri. IUt 111. Ól.Otanoia ·~r puéo las distano!aa v.irtioa-

l•• al auolo e• inor•-ntan a ollda reflexión •n el nlor .. l.. 

Por otra parte, laa eaiaiYi.4114•• d• la• ruantes imagen 

•• obtienen IDUltiplican4o por el ml.nmo factor ~ oWlndO al 

r4tt'lector ee •1 contaoto ·~t~~ lao Uua cSpae 7 por ~a uri.i
dad cuando ae trata da la supertic1e tierra-&il"e. Por lo 

tanto la reaiatiYidad del airo e• to- con un Ynl.or isdln! 

to, T la• aaiaindM.•a d" laa aaceeiYa• !uon·=•• 1-gen .,.,_ 

rán raapectiYaaent•. 

Como BiBl,.1 
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••••••••••••• 11.4 

Obser.,.ee qu• l.a dietaucia T eaiaivldad de l.ae !uentea 

.. ,,. , y ' , aon igual.ea. JU potencial. en >'. eerá i .. euma de 

él. debido a l.a fuente real. T a toda• las imágenes, l.as e~ 

l•• pu•d•n agrupara• por par••, en virtud de lo anterior. 

D~ modo que ee escribirá !inal.aente: 

:1 .. ¡ ••••••• 11.5 

J 

Que es una e•rie que conv~rga ientam•n,e, pero que reeue~ 

ve el problema propuesto. Cuando hay máa de dos aapaa, como 

he sitado anteriormente l.a oueet16n se complica notabl.eman

t•, por lo qu~ ea pre!eribl.e obtener l.a eol.uci6n por otro 

m4i'Codo. 

Hasta aqui l.o que puedo inferir respecto a una fuente en 

l" primera capa. 
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II.2 CQD!n'.\RIO 

&n el caso cuando tenemoa un •edio delimíta.do por.wi pla 

no co•o frontera T ea nomo¡o:4neo e ie6tropo que aevara a un 

aemi-eapacio o •••i-i~inito con diferentes •~ei•tiYidadee 

;, y la función potencial Ptl•de eer deterainada como -

se lm expueoto y eu dada por dos alternativas. 

Primero utiliz~ndo el mátodo de las imágonea, 

O bien expandiendo mil.e tac1lmente: 

La serie expuesta por la expresión Il.5 auc aun~1.!e ccn

ver8e len~run~otc resuelve entisfactorirunente el problema -

planteado. 



III. FUERTE EN LA SEGUNDA CAPA 



A.bordando el problema ;ihor:1 '1a.r~ ::J:c:i capa.:J, ~e t.':rr.plen. 19. 

ecuacidn de Laplace en <t:J f·:ir_1'1 di.~~-:Jrc.nci .. \l t:-n cuordcn;i:ias 

cilíndricas, h'llland:> .3'.J solucid'n 90!"' ::>1"!;,:·u--:1.c:1Sr. d;:? V:!r1:'.! 

bles. Sean r , l , 8, ':!On 3u ori~en en -al electr:>do 1-. • En t2_ 

dan los ?Unto.o del esri.-.ic.io, exce;>tp e:i el o!'ir;en, el pote!l 

cial ha.brt! de cum¡:>lir con ln ecuacit5n de T.'l~l?.i:oc- • 

• • .. . . • . . • . . . . • . . 1.13 

plif'icaj·1, ee i;.?:2eribo ~iT.ple!nent~ • 

• • . • • • . • • • • • . • • • I.41. 

Ya que el tf:rrr.ino en ,9 se a.nula po::- ~l.T.t,tría del nroble:?J.3.. 

r.o:r.o el Laplaci:ino del ootencirrl n-J ::e anula eri ·Lgsn, 

se trata de tul pro!Jle:~n no ho'."togen<::!o, r:·;,~,-1 '.· ·::.-!.•.1.cid~ .. s0 _· ~ la 

suma de 1:i soluci1n ge:-~ornl d.el prvblem::i ho::io.gé::.eo ccr:. un..-.1. 

integr3.l pa.!"ticul!lr ó.c la sol·~'"= l ón '°'"º !:o::::~i:;!5:-... c¡.,,. ( Ei.:.u.~c;.ón 

de Poi e son ) • 

Usando el método df: so par~1c1ón de v-.ari:'lblco ue tiene: 

V= R (r) ·7. '-) I.42 

dR' 4 _1 c{'-L__CJ ••••• III.l 
-,fr j . Z(<-) d z' 
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donde la• d•r1nada• pa.rc1.U.•e afl han connrtido •n tota1••• 

por oer, tanto 1·. oollO -;-·_ , tuncion•• d• una sola "l'U'~able. 

Para qua se Tllrifique la últiaa ecuaci6n, a117oe do• te~ 

minoe son in4ependientee entre si, por ser funci6n d• .ar1~ 

ble• di•tint .. , .. boe t6rairoe habren d .. .,.,r imia1ee & un 

aieao parámetro, paro can .,ignoa opuoetoe. Sean ;:- aeigna.

da ,. ""t" pru-bctr<>. 

Entonoe<1: 

•••••••••••••••••• I.44 

••••••••••••• 1.43 

cu¡'ae eolucioneo r•epect1V1UI Tn conocemos. 

III.2 

donde J, .'-• ;oe, como de coetuabre, la tunc16n de Beaeel 4• 

pr1.m•ra !~¡¡ccie :r n'l"d•n. C9'l"O. Cualquier Co11binaei6n 1.inea.1, 

de las doe "olucion•• ••rá eoluo16n de la •euaoi6n ZlD...,e~

n•a III.l , la oollbinac16ii áe general 11• otit;e.;dr~ hacien
do. 

• •••••••••• 111.3 

" T 'lll• lo• cod'icient•• arbitrario• 1 - ••an tunciol18e 

d•l p~tro ~\ a 1-'•cra%1iio r••p•cto de ••ta YUriabl• de~ 

4• cero llaeta 1Jdilllit• ., obteu•IOO•· 
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/-- ) ' ••• 1.48 

Par& obtener la aoluci6n -genereJ. del problema no homo~ 

neo, aumaremoa a la eolución general I.4B de la bomogenea 

una aoluci6n particular de la pri..,ra. Entre '"taa, la máe 

••ncillae ea la corr•apondienta a un ECmi-oc~acio unitor:i~ 

de reaiatiY.idad ;; 7a eetudieda 7 que es1 

•••••••••••••••• 1.49 ;; 

O aea la expreei6n1 

I.16 

Pero qu• ahora ••t~ en a1 siatama de coordenadas cil!n~ 

dricll8 que eetamos utilizando. A tin de pod~r expreaar la 

BUllll de laa dos soluciones en forma más compacta, utiliza

r' la conocida integral de Weber- L-ip11chitz • 

ír~+t.~;·:'"' 

Reaulta "ntoncee 

\1 
'I 

Siendo 

(__ •••••••••••• 1.50 

.. _'\'( lII._4 



n wbindice de V en la r.srmuia anterior &lude a qua •.! 

ta •• ril.ida on la pri-ra capa. Para 1a 1Mpnda, el pot•!! 

cial aeri análogamente 

\/ 

" •••• III.5 

dom• .,., "' iJWlUJ'• la Boluc16n particular, dll4o que en e.! 

ta capa no haJ :t'uentee de .•iú.Bi6n, 7 por lo tanto, el pro

ble .. ee ho•ogéneo. ConTiene aciarar.que lft p~e•ncia en -

•11ta 1'6rmuJ.a de la reaiatirtdad í', d• la primera capa, 1' 

no de la ~:.. ob•d•c• a razonee d• ct1n"T•niencia, par& la aáa 

aenuilla aplicaci6n de lae condicione• de contorno. La va

lid•• de •ate cambio reeulta d• que aún no han aido deter

minacl.a11 laa .f'unr.ion•a '.'.: \\) 1' ) .',< por lo que puede introdu

cir•• en la• !6rmuJ.aa cual.quier factor arbitrario, •n eata 
D 1~ 

C&•O "I / 'i:, • 

La• aolucionea s•n•ral•• I.51 y III.5 reaolTerán el pr2 

blema propu.ato, una Te• que •• deterai.,.n la• :tuncionea 

.l\:,; \ 1:. l;·:~ .• c.(.-..y 

h de nree que de81le el. 'P~to de - Yi •~.~ rr!f!~io:~, ::~1~ 

int•l'9aa el potencial en la aupart1ci• del terreno, único 

obaer?able en genaral, 7 a1 •• o.1cula al potencial en el 

interior de la •• .... a capa, ea a6lo po~ ••r neceaor1o pa

ra la reaoluc16a del proble .. propueato. 

Para la ••t•ra1 ... a16n •• dichae tunaion•~, .. e~lir."--án 

laa collld1c1onea •• contonio: 

a) vl habri de lllllll.arae ... el in.1'init>o, por tratarwe d• 
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- potencial., 1ue~ entono•e tendreaom: 

1· f. 
·~ ... · 

b) K1 caapo •l,otrico DO puede tener componente norD1Sl 

a la auportioi• '1: ·.o , 7• que el sndeepaoio superior •e ai.!! 

11U1te, lu•&O entono•• habrá de ser: 

Co80 •eta cot:l4ici6n •• cUD1ple en la eoluci6n pa.rtio.C.ar 

r.oao oond1ci6n de contorno, bastará con imponereela ahora a 

la general. d• la hoaopnea, 

Y será. 

que hebrá de anular•• para °'¿-- ,...,. , 7 como es 1.1.,:_,.\f. ~ '..J en. gen.! 

ral, habrá d• a•r 

o .••• -~· '¡ ~ \ ... ··.; 

:r.u · expr•Hionea de iloo poten<"iales V,· 7 V,_ quedarán -

ahon •n la t'orina 

V L¿_ \"i -:·1 
- 1 -= : '\í \ ¡ ::. 1 

".)~ '- • • • .: •.. III.6 
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c) In el contacto entre ambae capae (e ) habri de eer 

continuidad del potencial, que 1nolu7e la• coDlici~ 

nee de contorno ) , luego ,.. Ondr': 

••••••• •• IIJ.. 7 

d) loa oontinu.tdad d• lae c~mponent2s normal•• del vector 

'---1 para =:. ~!.::: exige que sea. 

qua aplicada a las eouacion•a III.6 da. 

•••••••••• III.8 

Elillinando ~ntre laa eouacionee III.6 T III.7 rceul-

t•• 
--· ~,- .\\ - ,_ 

\ -

j\- l', '; ~- c.-
·~·,..<;. __ ··.: 

•••••••••• III.9 

donde se ha pueeto que 

1. •<1- ~ 1 

.. - el 191..; f'actor da refie:d.óa ut111mll4o. en •1 -'todo d• 

lu 1-.. ..... 
Suetit¡qelllldo la •Jrpreeión III.9 7 hachndo i~o re9Ulta 

:tII.10 
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1 que pu•de eacr1birae tambi4n 

! - ~. ' . 
·Í; ............. III.ll. 

que ee l.a eolua16n buacnda pnra el potencial en la super!! 

o1e l!aite tierra-aire. 

La identidad de aete resultado con la ecuao16n II.5 obt~ 

Jlida por al. m6toda de laa 1!1Mia-nea eo prttnba taailmente. D~ 

aa.rrol.lando en serie ol integrando, ·por la que ae obtiene. 

- 1' 
i· \, 

• • • • • • ·I ,, ' ........... .~·J •..• 

Bxprea16n que 11uede integrarse término a t6rmino, por ID,! 

dio de la !6l"llltll.a de 'leber-Lipachitz 
1 ,., 
\ ' - : r;,,_ r ··: ' -

III.12 

volrten4oee· a •ncontra.r aai la ecuac1.6n II.5 lo q11e ·de11111e.!! 

tra.la eqtdYal.encia de amboa métodoe. 
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Para ~l a.n:íliFifl y es~:..i.di.o en '.!: c:iso de h"lll:ir el 9oten

c1al en la sesund"l C9.pa, :>e re1.l'i:-:'l "JOr :ned.lo de la ecuación 

Oe Lnolace, en for:-n<l. diferenci ·~1, ~n-:ontr'?..ndo su :::o?luciJn por 

separuci6n de variables. 

Hecho qUf." !:C :::u~raya con el em.9'leo, r1e coordenadas cilÍn·

dricas y el ~nc'.lentro de !'unciones o'.lc co:nple~entan la solu

cidn1 al re~olver li:t!"' ~C:'.l'lCi.on.e:-s ci.it:erencinle"t, que se deno

minan funoiones de 31.:'s~el de primero. especie y de orden cero .. 

C•...t;rc:: coeric1en~es son encontrado;:;. medi.~n"=e l:a integra.1.. 

de '1Yeber-Linschitz. Que cor~ducP: e su Ve? a establc.::e!" la C,! 

presi6n del pote:1ci ·11 An i:i cq¡.ia doeeadu. 

Dicha expresión tiene su rt!lacl6n con ::!l f:ictor de ra

fiexión o coeficiente de reflcctivid"3.dt utilizado t"3.mbién 

en el método ne l~:: :.-:--.::i!\c::u~a, con lo qu.oe se vienri a CTt:¡;>rQ_ 

bar l'J. equivalencia entre ::iSt.odo::::, q·...1.e S<' b';U'J. ?.nsliz1.do co."1. 

anterioridad. 

'·" 
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IV. l'UEHTE EN CUALQUIER C.U'A 



IY.l Dls&R!ACIOft P.l.llA BL CASO DE " n • CAJ'AS. 

lll procediaianto de c.Uculo que :a• hAc• para do• capa• 

•• •l 111i•ao que para el. caeo d• trea 7 cu .. tro capaa, cona,! 

d•rando loa potenciales 'i, , 7 ·;, en •l interior de la• -

nueT&a capa• 7 aplicandol•• las !lti.•ae11 condiciones de con

torno (c) 7 (d) pero con loa índice• d• cada capa corree

pondient•, 7 reeolTiendo el eiat•.., de acuacicnes que reaul 
tl!l pu-a la• tuncion•• !~ ~-'· , -:.:. t \ 1 , etc. 

Coao •• obTio, la cobi1c16n d• contorno (a) ee aplicable 

a la 6lt1 .. capa. Bate procedillli•nto puede extenderse sin 

difioultllll para el caao (19.,.ral 4• "n" capas. 

lln re•umen, el potencial. •n l.a su.,erttcie de un medio •!!. 

tr:ti!icsdo pu•4• •x~r•aar3e e~ 1a ro~. 

'o::: v-. IV.1 

Dome \1~ •11 una tunci6n do lee e11peeor..,, y rtJeietiv1.de.

dea d• l.ae capas del corte, aa! como el paré.metro de inte

graci6n ,\ y "'17ª expreaicSn, para •l. """'º de doa capaa, ªP!! 

rece •xpl.:1.cUam•nt• en l.a aeuación ¡¡¡. 11 

Ahora l:laci•nd.o •xt•ui YO •l. eatudio pera •1 oaeo d• "n" 

capa• reaultan lae eigu1.ent•• expreeioneo: 

"n• po't•ncial.es, '/1 , V-:.. , ••••••• \l,~1 

.. aiguiente: 
\/ 
"';;. 

""° 
.1 ; .... u . --~!. -· ,..' 
1 .•. -,~,1;;· -- · .. ,'. 
Jo· 

. \ .... ' •. ,. 
j"-':. .'" I 

V\ ~ "\.~.·~, ¡ r 1\¡ ·2.· ·'\_ -- ~ :~ L : ,jo\ .. ;\' ) 
·o 

'"" ~ r . _ .· ,..~ . .::.>. 1 

\ ·1-\:¡'t;,._ .,.. ~"-
)Q-
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donde \ ~ , _ ' •o.u. funcione• de que han de determinare• 

por la• condiciones de contorno. 

La anulaci6n del potencial en el infinito exige quo ·• 

Por otra parte, de la au.e.sncia de co=ponente oormnl del ca.m 

po en la sup•r:ticie : ·. , •• deduoe que , del ainmo -

.ado que en el caso de doe capas, (Por la condio16n d• (b)) 

e.da ecueci6n del •i•tema IV.2 tiene dos funciones por 

detendnar, por lo que hay en total 2n funciones, que quedan 

reducidas a (2n-2) por <:er 7a conocidas <~ , 7 ~ , , en virtud 

d• lae condiciones anteriores. Si para cada contacto o inte~ 

:taa, (excepto para la que representa la euper:ticie del t•rr_!!. 

no) e• dan do• ecuaciones de condición, ee tendrá entonces 

~ ecuaciones, con lo que el etetema quedar! det•rmi?I!! 

do. Talen ecus.cionee de condición pueden eetebleceree para 

cada contacto, expresado por una parte, la continuidad del 

pot•ncial, y por otra, la de la densidad de corriente.nor

mal al contacto. 

La primera, para el contucto "i" e>:ige la igual.dad de loe 

intep-lllldoa de \¡: 7 , ;. 1 para. la profundidad de dicho -

ilvntac'tc, p!'.!'r l.o que se tendrá. 
'· ;_ ;; 

·\ ·-

Bn cuanto a la segunda, que ee expreea, según la ecuación 

\_ 
'l 
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arip qllal 

s ,_' ,.:,; 

("., ,· - •' .. , 
•: ·-·; ...._ --

/\: :: -·" 

. t• 

\ 1.:i.: 

l. -

......................... "' ................. . 
• ). t.., - ' 

. -· _, -
\-_·, 

,_,\'·.,.,_, 

••••.•.••..•.•.•.•.......••..........•.••• ~ 

IY.5 

¡ •••• IV.6 

SwtUt1l7endo:., por h 1 • poniendo V¡---~':,,: ':t' mul.tiplicando c~ 
da ecuación por e:'."~ con el valor reepect:l.vo d• i'.1. _, queda, 

" . 
~::: n1'-f1 - : ~ '.:...., 

( 
•••••• ;. IV.7 

•. ·tt·•············~················~~~ .. -
··\,._,_V" 

r .• Ar,· 1 ··"-, J 
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Kato sistema es resuelto partiendo de lea Ú1timas ecua

ciones hacia adelante, !ulata determinar ;. , , de docle ee pa 

aa direct&aente a lft funoi6n caracter:Catica de Slicbter ·~ 

diante la igualdad 

IV.8 

Sin emb&rgo •xiate un modo 111Íl8 comodo de cálculo empl•ll!!· 

do el algoritmo de Bunde T la t6rJIUl.a de V~an. 

Eata :tunci6n c!l?'acter!etica incluye la soluci6n fundAmen 

tal T se expresa en tunci6n de lee factores de reflexi6n L 

T dR expqnencia1es de loe espesores, incluyendo el potencial 

perturbador debido a la presencia do l!lás de une capa, esto 

ee1 

1 "· :. ' . ••••••••• IV.9 

Bn la que le tracc16n que aigu• al coeficiente 2 ea le 

func16n característica utilizada por Stefanesco, que corre~ 

ponde e dicho potencial µerturbador, y que denolllinaromos -

por t·J~, • En el oa.eo ...,.s gea•ral de "n" capas Cigura en la 

cantidlld subintegral come una eltlJresi6n de la.tormAr 

IV.10 

Donde ~·.! 0 ea la tunc16n caracteriatica • completa "• eato 

ea, qua incluTe la solución :tund ... ental ecuac16n TII.11 a -

.la .. que ae "!e. d•nomiDB ecue<l16n característica de Slioht.ar, 

aunque la dlferencia entre la tunc16n de Stofüneeco ~J 'r. 1 < 

y "ia de Sltohter r·¡n perece trirtal pero no eo aei. Ya que 
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la tunoi&n caracteriatica de Sliohter tiene propiedad•• ·~ 

-;1 an••• a la CurTa de reaiati vidadeo ap<U"entea 7 o trae 

lllÁa. 

Por lo ttlJ:lto la 1'unoi6n oaracter!etioa de SJ.icht•r nlJ

IZlite, doa •spre~ionee alll"braicae eqUi...ientea a •lla, que 

.aon reapecti-nte de IUng 1 de V&nJ'an. 

Por lo que sume l.., utilh .. P!!.r"' calculo• d• cortes d• 

tres o -'8 capaa (1949) en el que parte del ~actor de re

fi•xi6n k, .. , correspondiente a las dos (iltim&a ca:paa, y se 

•an calcul.a.ndo aueesi TalZl&nte las ex.presionec L 1 • i 1l 1 , •••••• 

• ••• • • • • • L ~ • t-1¡ , ha.eta. llega.;- a !~in_.-:. \\11 • Las 1'~.raulae 

ao11 ·por l.o tanto la• ai,.W.ent•a: 

t·1,-

1. 
1.1 ':..;,: 

í . 
' f- 1 ~ • • •• :'' 

~ +. lt 0.: ;..." ., 
! - L t e- i. .i. t. i .. ~ 

'• - \ ~ t.-, ,. 
q-•··- ~~- :1 ;1,,_ 
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••••• I'f.12 

La• expr••io-u así obtanidae para '1, en la ro,... da 

Sliohter ouaplen lae condiciones oiauientes: 

a) •:., tiene la torma de cociente entre dos .. uaa• d• t•,!; 

raina• del tipo. 

..: ~ : .· ' - .. ·· .. , '\ .............. . 
dollde 

,\•! IV.13 
~1 i l ..¡_ ~ -

b) El número de t'rmino11 del. nUJ11er.,dor i&W<l al denomi

nador. ·ee ; n-i siendo \' ei número d8 ca.paa de1 corte. 

c) Loa t'rsinoo del numerador eetan siempre atectadoe por 

signo poei ti vo. 

d) Lo• th•ain'>ll del denominador eon 1011 lli..,s del IXl.19!, 

radar pero la rai tad de ellos tunan •icno MpUw, 

:!:i~::!c ¡¡~a!.;..4.uíl luis retrtant:ea.-

Lo• t'raino•. naptiWa 11<1n loa c¡u• coaUen-·un 1l,!Í 

-ro iapar l._¡ , 
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lV.2 COMENTARIO 

Bn eets parte oe bace patente que se da unn extenei6n en 

el procedimiento de ~á1culo co~o fu6 visto para el cnso de 

dos capao y que por consiguiente oc el miDruo ,ara e1 caeo 

de tres, cuatro, cinco o máe capas, llegnnd~ a obtener unn 

expresi6n más general que nos involucra aborn con laa con

diciones de contorn~ que ee contompl:m. y se aplican a1 ut! 

lizar la expresión IV. l. que se h:.:!C4~ r- xtensi vn n. los "n" BU! 

tratos Ql\e se tengan, f'ormulando otraa tantn.s para. los po

tenciales que ea desoen enco~trar. 

~a de hacer notar que ee npartir de uquí donde ee tie

ne por aai decirlo la libert:J.d de utili~ax• lvs diforentea 

a1goritmos que mejor convenga a nueetrae neces:i.dadee, ·como 

oe ha oboervado existen muchas similitudes entre wétodos -

pero que ca.da \1.nO griarda aua propias carncterieticas. 

Viatae obtas desde iee conlicionee de contorno nos en

contramos con los ana1io~a hechos por Slichter,otro por 

Stefanesco y 1us no menoe uaajoa por Sur.de y Plathe; que -

son utili,,.adoi; a:npl.iamente por su fle:<ibilido.d al mane.j a.r 

un gran número de dato o en loe al<!:ori tmoa de comput~.:i6n y 

:te.cilidad de cálculo. i:oto hn implicndo el ~otudio do al

gunas relaciones de r~curr~nciR para fac~litar máe ~úu iug 

expreaiones que ae·manejan tanto en los determinante~ como 

e_~ las matrices, estos annlisis han sido hechus por Slich

ter, Pekeris .Y Plathe,. que en i'orma por deoáo formal vienen 

a complementar lae soluciones a los ~roblemas que ee puedan 

. plantear en la Prospecci6n.Eléctrica. 
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V. CAl'AS CILI~~RICAS 
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V.l 1-lEDIO OON l'!lO!CEHA:J COAXIALES CILHIDRICAS 

El problema teórico en la naturaleza oe tiene pruocnte 

al emplear funciones potencialea en un medio con fronterns 

coaxial.~8 cilíndricas, eomo oo el caso en el cuul trata el 

problema de un pozo perforado de die.metro . o y roeiati vi

d ad \; penetrando una capa de aapeeor 1n1'ini to y teniendo 

una reeietividad, 
r· 
't • 

!n suma ~sLe pueae eer una capa cilíndrica entre las p~ 

redes de una zona sana. y la roan intacta, la cual tiene qu~ 

venir saturada con lodo de per:t'orrt<."!iÓn in.fil t:rad&. !'l"ir GIJ .P2. 

roeidad, y tambi~n teJl8Q una tercera reeiati vid ad, '?: • 
Un bosquejo más er.ncto de la formulaci6n del problema ea 

como sigue: Teniendo un pozo perforad.o con radio ..\~: , y sa

turado con lodo de perforación que tiene una resistividad 

~º , ªº"'º aparece en l.a 1'igul'a, ('1. l l. 

l"i(!llJ·a ·(v.1) Ueoaietr1a de un medió con :l'ro_nteras cÚ.indri

cas coaxinl.es. 
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El cual esta dr.limitado por un cilindro infinito de ra

dio exterior, r¡ y en el primer cilindro de roen ten!.endo 

una resistividad Sj , atuera en el segundo cilindro toda la 

roca tiene una resistividad ,. • 

Donde encontramos el potencial e lo largo del eje del p~ 

zo, causado por una fuente de corriente localizada tambi6n 

en el eje de dicho pozo. 

Usando un eistemn de ooordenadus cilíndricas; con el eje 

"Z" alineado a lo largo del eje del pozo, y con el origen 

de le fuente d~ corri~nte~ Por cotlv~niBnci~ 1 de~iniremos -

las medidas longitudinales en t6rminos del radio del pozo 

y esto os: 

., 

Las funciones potenoialee V.'{~ .• /.\r '·,y '/t .. ',~; para el 

t»abajo de campo como en el pozo y en el medio circundantB 

deberá s~tiefaoer las sigu.ienton condicionco. 

l.- Deberá oatisfacer la ecuaci6~ de Laplace. 

te). 

7"-1. 

' 1 

Entonces tendremos simetría axial. 

r.13 

·Kn est• problema la eouaoi6n da·Laplaoe se reduce a la 

forma. 
r).'; 

~~·; ••.. , ..... 1 .. 41 
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2.- Para cada dietancia grande,~ --;1· \·~_L---t>-0", •l pot•!! 

c1a1 eerá aproxillllldamente cero. 

J.- Cerca de la tuente de corriente la funci6n ae apro

Ximar' al. potencial debido a la :tuent• de corriente en un 

medio hoaogeneo e iaotrÓpiCO teniendo un& reeiati'f"idad S0 1 

_t 
;.¡. "'1 -·t- ,_;.. 

•••••·•• V.l 

y donde \. ,. ·· 1a función potencial. tiende al infinito en el 

ai"mo orden como l, • Entonces la tunci6n potencial ter..drá 

ln. :!o:-...!l. 

\ , \,, ............. v.2 

donde \- _' •e finito y continuo que satisface la ecuac:i6n de 

Laplace para todo• loe puntos en el pozo perforado excepto 

en el origen, donde ea cero. 

4.- Para lag ~ront•r•• entre loA .medios o planoe front~ 

ra, deberá eXietir continuidad en •l. potencial.. 

.·.¡ l 1 1 r:::, ••••••••••••• V .3 
y 

\' t 1 . • ~ - . -- ¡ .•.•.•....•. V .4 
5.- La componente normal de la deneidad de corriente atr~. 

'na de lao :tronterao ea .::onti.nua. 

.· .... , \ ~.1 
• ..... v.s 

_l_ 
:¡ )i 

J.-. 
- (> 

i·.:. ! \• :Ot· 

"' /, 
:.Y.~.L i 

c.: \- l \ --· \ :- ~ 
•••• v.6 
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f\ 

6.- La tunci6n potencial ea la misma p!l.l'a el valor ne~ 

tivo de "Z" como para Yaloree positivos de "Z". 

Ueando el m'todo de Pourier para reeolver la ecuación -

1.41, y dando una eoluci6n ln cual ~e el producto d• doo -

funciones. 
·.I 
¡::. I.4Z 

donde f' • /es una funci6n solamente de "r", y l ;¡:.os una f'ua 
ci6n aolam•nte de "Z 1t. difereno1cmoa la. oo1uc16n pro·puesta 

y suotituimoe en la ecuación I.41 dividiendo poatoriormente 

por c1 producto de '/ : 'tenemos: 

1 v.1 
\. 

como anteriormente argumentamos, que el re.dio / :--') deberá 

ser un t<lnúno conatanta, por lo que oe define ln "olució.n: 

cial.os~ 

La .ª.C>l.u<;.1_6n particular. de la primera de eatae ecuaciones .. 

contiene 1ae funciones, tambi<ln expresadas con la notación 
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de .Pourier por contener loa val\)re11 expreaaJoe en _ 1 ,,:. !. r 
,._ · <·: , la torso compacta sería la de EuJ.er, pero en e~te 

oaeo ae pre11cilllde de ella, para ia segunda ecuaci6n, l .. e~ 

luciones eon funcione• de Deaael de primerR 7 eega::ll!la cla

se. 1 >''-'' \- 7 , ~ >
1
r , de orden cero para pequefJ.os argumento~. 

Por lo que la eoluci6n a la ecuaci6n I.41 consistir' de 

loa •i&Uientee productos '-..: ,.. \·¡ r C090 d• 

Por lo que una cond1ci6n sería requerir que el potencial 

NO d•peuda dQl signo de ·ftZ", por que la so1uc16n de la ec~ 

ci6n I.41 no puede contener t'rminos de la :rorw.a. e¡guiente: 

l,, \ ·' t .1 ~ ... , ., i...; 7 ~- , · ." ~ .~_-Q\ '.r.-:. ·• adeaás que sus ooefic:ient•• 

deberán ••r cero. 

Por lo que la eoluci6n completa a la ecuaol6n I.41 queda: 
,oo 

V::..\ ;\(,. ¡ ·....".v;. ~~' ·;_ ,,\ "'- 1 
\ -·' 

jo 

donde: f.i.. \ ';' :; nen funcion•e de los pnramotroo " )". 

En un medio como (El pozo perforado), la función poten

cial deberá aatiatacer laa condiciones expre•ll4ae en i .. ~e~ 

oi~~~~ Y~l 7 V~~ 

, 

\· 
\ \,.(, .-, 

,,, 
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La tunci6n ¡·, por el JDOmento ee linita y continua atr~ 
..4e de todo •l espacio, no puede por lo tanto contener t6r

ainoe tnl.e11 como ·· - ; , la cual tiende a 1nl':1ni to con 

Por lo que le ecuac16n v.2 está detinide sí: 

I / V, .... - :\' 

La 1'Unci6n ¡iotencial en un m<1dio 

a1BU1•nt• ecuac16nJ 

vendrá de.da por la 

' 1 

V o :;;; •• ~ ... \ ' '. Í. ; -... <:'.; •• ' :. •. "· •
1· 

' 1 1 ) ., J ,J 

,. " ••• ·1.10 

Bn un medio {', la tunc16n potencial es: 

'/,_, = \
1 

i~t' ~:. ,, '; 
· •• v.11 

,, 

En ei modio exterior o más externo F , la !unción poten 

cial no contendrá términos quo involucren L · , ,- la cual. ti•!?; 

de a intinitc para VJ>lores grandes del arglllllento: 

l 

t , __ ,_ \. .- '-..i·\ ,: .••••••••••. v.12 
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CONCLUSIONES. 



v.2 COt,U,:llTAiUOS 

En este c~~!tUlo ae reali~a un anúliaiu ~ la oolución 

de un medio con fronterau couxia1es cil{ndricaa, que en 

la práxia ne presenta en loo trabajos Ge~técnicoa do per

i'oraci6n o bien en la explote.ci6n do los hidroca:rburo11, 

¡nu·:i. ello se hace un bosquejo lo máa apegfl.do nl planten

mionto de un pozo ul s~r perfora.dv. 

Tornando en consitlera.ci6n lo que sigue: 

io,- Se ~cli~it~n lo~ cuerpos oilíndricos que intervie

nen .. tantu internoa, como externos .. 

2o.- Se deberán tenor presentes lna condiciones del m&

dio oircundanta .. que apJ.ico.dae en ecuac:S.onee mntemiíticae 

ee conjuntan en f•moionee potenciBleo, halll<!ldo Bu oolu

ci6n JJOr mBdi.o de coord.euadns. cilínd1•icai:u Qo.i~r.!Ando por 

cumpl1:C"so la.e siguientes cond.iciones: 

I.- Con la ecuación de Laplacc. 

II.- Cuando ac tenga l.a :ruente a un11 distancia grande 

el potencial tenderá a coro. 

III.- Cuando se tenga la :Cuento relativamente cercana 

la t.'unci6n se aproxiram-á al potencia.l. 

IV.-· .t.ni.:i:u !':"'~':"?+.""..,..ªª deberá tx.latir continuidad. 

V.- Ln componente nort!ial.. entre rronteiá~. l: ~~naid-3 

de corriente es continua. 

VI.- La t'unción potencial es ia misma para vo.l.o~es Po

sitivoo o negtLtivoo. 

Una opci6n que s~ ~~~on~ en este capítulo es el uso dei 

mét~d<> d.e Fourier, "ara la ooluci6n de la ecunc1ón du Lu:... 

place, cuando se tiene simetría nxial. 

Cuando ae satisfacen lns condiciones de las ecuaciones 

V.l. y V.?, que se exponen'"' la. IIIn. ,condición. P"rmite 

entnbleccr la solución por medio üe lR f~nción de Weber

Lipechit2. 
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conc1u;;1o;;r:s 

Desde el inicio de este traba.,io oe hace un11 rccapitula

ci6n mencionando, loa mt.'!todos que oc u.aan y !le emnlenn en 

1a Ine-eniería Ceofíaic-a, co?:Io discirilin"\., J'lBrFt. deu:•·n1é!1 nng 

liza.r la a.pl.icación que ~e l~ puede dnr a la Pros~acciór!. 

.Rl~0trion, en el estudio de loe po-cencialee e16ctricoa en 

capas o sustratos parnleloo. 

En 1a. buoqueda de aplicaciones, de inr;enier{:i, con~untu

da a otrao tlieciplinne y a la investi~~aci6n, se toca.ron t~ 

mas que compl.emcnta.ron es"te 1'raU1;tjo; "tü.~.cc ~~;!'::~·· 

El potonciiU. 

La ecuaci6n de.Laploce. 

La ecuación de FGisaon. 

La fUnci6n Kernel. 

La relnci6n de rf:"':"'11rrencin de Plathe. 

Que hcn aido y serán temns µot" más moti.vantos aun µara 

el lago en la mn~eria. 

E~pc~tJ.!1do ho.cer alguna contribución a lo. In~enicrio. Geo

fíc1cn:· oc. elnbwr6 ºf:'te traba.1 o: 
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4PElfDICll .t. 

Cu.an4o 8\U"S-D expreeionee 0011<> laa que •• h& planteedo 

aateriormcate reeulta necesario, ref'J.exioaar 7 anali&ar lllÍ.• 

aobr• llU inte.,.retación matemática 7 tíeioa, ]>llro au °ade
cuada aplioac16n a aedio• •~trstiticadoe 7 eaplearloe en 

toraa por delláe foMllll en la a.otíeioa 7 en p&.r'ticul.ar a 

la proapecci~n Geoel,otrioa. 

Por 1o que r•Tiaaremoe lll.cu.noe concepto•. 

COORDBJ'l.t.DJ.S CURVILI1'EAS. 

'rraa11toraaci6n de coordenadas.- Conaidereaoa llie coor-

d•nadR• r"°etaneu.1!".r'!!'~ {::,7,:) Ce= p=to a:prcs&o:as an ~ 

c16n de laa variables (ul, u., u,.) en la foraK. 

x,x(u,,u,,u.); 7:;r(u,,u7 ,u,)1 z:1:(u.,u.,u) ••••••••• .t..l 

o bi•n despejando (u. ,u.,u,) 

u,~u, (x 1 7,z)1 u,,u,(x,7,z); u,,u, (x,;y,z) ............ .1h2 

La• :t'uncionee que aparecen en A.l 7 A.2 ae suponen unito~ 

... 7 con d•ri..,..a• continua• de manera que la correaponde,n 

cia entre lae ternae (x,7,s) 7 u,, u,, u, ea biuniTOca. Bn 

.-a _pl.~,~.t.lu• pu•cic oourri.r·-qU.ti ea'ta· lU.pÓ"tes1s no ~· cumpla.'· 

en alcunoe.punton detarainadoe, en cu70 cano deberán ha.o•~ 

•• laa comiideracionee pertine_ntee. 

DIMlo un punto P de coerdeMdaa nctnngul.arae (x,;y,~) .-· 

l• puede aaoo!ar, seg6n A,2 , un con~unto único de nÚIMroe 

(u 1,u,,u,) .que ll ..... emoa cooráenaaa• curT111neaa de P. Loa 
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aietemaa de ecuacionee A.l 6 A.2 definen lae !6rm>>l.ae de 

t:ranaforaaci6n de coordenadas. 

Be decir el espacio E del sistema oarteei11.110 esta for

mado por tre" conjuntos d• planos perpendicul=ee entre si. 

Si es~oa planoe eu~ren Uilft detormaci6n, entonces e1 espa

cio queda rorando por un conjunto da superficies alabeadaa 

pero la intera•c~ión de tres de elloa eeguirn definiendo 

un punto p(u, ,u~,u 3 ) que esto.ri d.c!ir:.i~., en un sistema de 

coordenadas curvilíneas por la interaecoión de ln~ tre~ ª.!:!. 

per1'icies1 u,-- constante, u. constante, u,-, constante. 

TRA!ISl'OR!fACIO!l SN COORDENADAS CURVILINEAS (Jacobiano de 

transforr.iaci6n). 

Sea ln familia de auperficieu: u,~u, (x,y,z), u.,·u:Jx,y,z), 

u,-cu,(x,y,s) la intorsAcc.t6n ontre ell"-s define el punto Po. 

de ocordenr.dna Po(Xo,Yo,Zo) De:rinido tmnbién en el eiat."ma 

de coordena.dat:l; u, ... u, (x.,y,v), U-:•U:.(::.,y,:.), t\.,.c:.U!{x,y,z) o 

sea (u 1 ,u:,u,) que aerú do coordenadas curvilinoae. Loe de~ 

p1az1J.miant'oe entre lon puntos a trnveu de la.a interaecoionee 

de las superfieiea serdn: 

::, .. 

',. \. 
"''! • ••••• , •••• A,3 

, ••• ..... "" A.4 

', ••••..••.. • .•.•..•.•••. A.5 
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sustituyendo A.5 en A.4 

.>..6 

;);-)1 • r.,,\.1 -- J\',, ••••••••••••••• A~7 

11Uetituyendo A.6 en A.7 

el., .,, I·.," \. 

cal.cul.an.do el. e.rgulllento teneace1 

d ¡.,e=. .\· .~ "'· -· '.. 

dalld• h ,h ,h eon 1.og 

~&c~oree d• eecKla. 

J t. -- \ .• ·1, .\.1.. 
i "1\.í. ·,,_ ·~ ·j,. 

J· - \ \ 
µ, . ' j \ "· 

\ . \ > 

1 ,! 'i y \ . 

l ,.} 1. ·J. u .. ,1 
• •••••••••• A.6 

i {'t '! ' 
•) \11,U.j ••••••• A.9 

a• da.na!!.1.n-a jacobiano do 'traniÍ:to!:· 

oi6n 

Y en'•n•r&l para un espacie en treo dimcnc1on•• 1.a ·~ 

c16n 1111e4a: 

Jacol>1ano d• !ranafc.-.ac16n 
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Ejemplo.- Dada la uiguient• tran11foM1Roi6n u,x'- 1', T~rs 
'donde l•u<2, ·1~y;2, Dibujar la11 regiones ~n loo 

eiateaae (x,y), (u,T) y calcul..r el jacobtano d• 

r 
j 

traneforme.c16n .. 

si: 11 ·:... 1 

1111 V"- t 
\/ . ~ 

i.r 

; ., V 

,. . - , .. 
)',.,__ 

\ Hi perbolaa 
. ' ! 

Hip•rbolas 

; 

~ 
l l 

.. l- - . ..1. 

1 

11=.. 

11 

T e 
d - í. i,_ 

.,..,,_;. -! 
Jaoobiano do 'l'ran.llforuao16n. 

1 
1 t 

'," 
J ~ 'l 



.ll'ENllICE B 

COORDENADAS CILIKDRICAS (Elemento•). 

Variab1ea qua int•r'W'ienen: 
C..:i (',',,:,.::-) 

1 

i 

1 
.;-- .. f' i l( • 

. , .:.Y 
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Bn emte caso ee qu•: •, 

de manera. que 

~. 

La ecuuci6n de Laplace en c~o1~enadao c1~ína.rioae ~omu 

la forma. 

Si la funoi6n bw:;ca.dn tt , la ecu~ 

ci6n anterior ae oimplifica: 

~ \/ 
!':, ~ \ 1 ·.:. 'í. 

)·-
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Á.PEJ'!DlCB C 

:l.itpreatonee para: 

GBADilftT&. DIVERGENCI.\, ROTACIO:IAL y LA.PLACIA.NO, 

Bn loe niet•.,.e d• coordenadaa curv1lineas ortogona•ea. 

S•an ~ USVJ. t\1n~i6n escaiar 1 l~-;.i• .. r',""':---..... t'~·J_,u.nn función 

vectorial., de lae eoord•nadaa cur-rl.lineas ortogonnleo u,, 

u~,u~r•n eetaa condicion~e, ue v•r1t1cn: 

·) 

f,.h',,1 d" 

' . :'l. A :: : ot t\ := ~ 
1 h.f.. "; 

e 
;:,H1 

~ 

-~l\. 

.......... C.l 

....•. · ......... c.3 

-~ { t,;,~ d~:"\: 
r; .,...~ ~ h., ..;\'e!, 

...••••... c.4 

Si su.ati'tuiJIOB h.~! ·. ~·-,--::., L y e,) .:::~ j .:_ ~ por '\,J.~"' 
reapectiT&m•nte aetas relaclon~~ ae reducen a laa cx,resi2 

nea corr•epondientaa' en coorderutdaa reotangulnre6, dnnde 

(u, ,u,,u,) hac•n el papel de (x,y,z). 
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Rotaoioaea paras GRADlaNTK, DI\"HRGBNCIA, ROTACIONAL 7 E1 

Lil'LACiil01 ea ooord•aadaa Cil!adrica11. 

El eleasato de vol~n 

Los ..,.ctoree unitario" u.,u,.u, 11011 perp•adicularea P.! 

rr. cada uno d• •lloe. 

D7" r '7·F 1 2 l r F r) + J __ i-;;.-{ t- f,\ -r () 1 :- ·¿ : • • • • • • • • • • • • • e. 6 
r ¡_,l \ , ' ~::i, • 

··.ror. F -:.\f ,¡::. d - tr---

f, .. 

• ..•..•.•..••..••• a.e 

8<) 



AP.SNDlCB D 

XL LAPLACIAJ'IO CONO CAMPO V.CTORIAL CONSERVATIVO, 

Bl operador \7 se denoaina op•ra.dor de Lap1ac• o Lapla

ciana •• decir: 

••• •• ••••• D.l 

Aquella runc16n cu70 laplaciano •e igual a cero •• l• d~ 

nomina una runcicSn que ee ar...Snioa, es deoir. 

;·¡ = l ••••••••• D.2 ~ es una tu.noión eaca1ar ar-

monica T se l• deno•ina ecuaci6n de Laplace. 

CAJIPO:J Vl!CTORIALBS CO!ISERVATIVOS. 

Sea u una runc16n vectorial y r una funci6n escala.r cuando 

pera todos loo puntoa p de una regi6n auced& que: 

';'¡e ; "· •• •••, ••••••••••. D.) 

ü' recibe el nombre de campo vectorial cona•rvat.ivo y "r" 
po\enaial del campo. 

Como el rotacional de un gradi•nte siempre es nulo, los 

oampoe Yeo~oria1es coneorvattvoe eatiefacen lu propiedad. 

:¡ , 1.t ................ , , D .. 4a 

De aquí la poej.bilidad de relacionar el ooncA!'tn ti"' 111 t'!, 

renoial •xaota. en el de loe ca•poe vectoriales oonservat1• 

vos. En efecto, ai r~:r(x,7,:r.) flB una funci6n eocalar,enton-

cea .. 

, •••• , •• n.i;b 



Por l.o quer 

.. t ';'.. \. •1" ea difere~·~ial exacta af 7 '"6J.o 

oí, ce cumpl.en la• tren colldicion•e eiguient••· 

•••••••••••• D.4o 

j ~. 

euetitu7en<\o ahora D •. 4a y D.4b de.,arrollani!o el. producto 

quedo.a: 

O •••• D.4d 

Igualdad que a• CUllpl.• ai y s6lo si lae componentes valen 

cero, o ""ª si quedan eati•f•chas las tres cond:l.cionee ind.1-

oada• arriba. l'or lo tanto la colldici6n necaea.-ia y sutici-

ente para que o .. diferencial. exacta es: 

V ;.. 1{¡. ~- ·.) •• • • • • ••• • •. • •• • • • • •• • D. 4• 

P-e-• a Yar üora l.a d1fonnc1tl.. ·exacta y eu interpre

tación bajo 8U integración y l·a rolac16n con ·10 que lio,.._• 
••'·Ter. 

91 



LA' DIPlllilll'ICl.'\L EXACTA Y SU INTEGltACIOl'I • 

A la •xpreoi6n1 

'i ~ \¡., ........ ., D .. 5 

doDd.• f!:f). ~h.\······:.{;.:.·: eon funcionen continuas, ee l• llama 

dif•rencial exacta, a1 la diferencial tot...X de la f'unc16n: 

e• tal qu•: r' ,·', 

•• decir, •i •• aWO)ll• con: 

o aea: 

non la• d1fert1nc1alea de laa Tnriabloa 1ndependi~ntea,au

ponaa-a a ,\~,;. '> 7 .\ ·.-'; ., \ de la ecuación D.7 t•
:neaoas 

': t ~ ,._ ' 
< >, 

d• manara análoga a• obtienen. 
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conaide...,,.,_o por facilidad la •xpreai6n: 

•••••••••••••••.D.10 

de un eapacio Be. S. ~ncontra:r¿ la condición n•ceearia 1 ·~ 
tioient• para que D.10 •~a diferencial exacta, &ftÍ que de 

1ae ecuacionea D.9 •• obtieb•: 

....... D.ll 

F •. 

• ................. .IJ •. lla 

_¡_ .-. , ·- '.. -:. r 
,. .. ~ -..-.. ' 

y de acuerdo con el teoremL de Sch•ara ee tiaat que; 

.................. D,12 

la ecuaci6n D.12 e11 la condioi6n ue.:esaria para que la ex

]lr@ai6n D.10 S4a diferencial •xacta • 

.lnali:aremo11 ahora qua aondioi6n deb• cumplirse para que 

aJd.a1; .. la función'l"''de modo que: 

o ... que1 

• ~- ){ ! ·.:. -~ 

l' ' ' !. T ~ . J 

?.1." 

T ' \ • \ ..... , ¡ 1..\/1. """' 
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donde C(y) es la constante de integración, función de la v~ 

riabl• "Y" d•riYaDdo ~.14 con reepeoto n "Yft queda. 

D.15 

Pero d• D.l) •• ti•n• quer 

entonces: 

de donde 

• ••••••••• •••• 1).1'> 

derivando parc1Bll!len't" a D.16 eon reepee:to a "X" se obtiene: 

,-\,,_ 

del teorems d• ::)l•,hwarz y como -[~ ... ·_ ..'.' \ 'j'¡ -i , qu•das 

'; ,.,... ...,. 

O se&I 

, •••••••••••••• ,. D.17 

d1.t donde ae concluye que la ecuación D.17 repres9ntA la COE 

dición necesaria y suficiente para que la expreei6n n.10 -

eaa diferencial exacta. 

A continuaci6n do.mos la condi~t6~ n9ce~~riQ J dulíc1~n~e 

para que la.expresión del espacio .B'. Sea difarencial exacta, 

y tenemos. 

\' ···••• D.18 
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d•b• 4• cu.pl.ir. 

D.19 
·~.' 

Por lo· que ahora o~IUIOe en condicione• de relacioaar el 

concep'o 4• la diterencial exacta, •n loa caapoe veotoria-

1aB OODll•~~1VOB. 

En •tacto, ei t(x,y,z) ee Ulll1 !UJ!ei6n eacalar.entoncea. 

.t. •; ---.J\• ., ...... D.20 

Por lo que d, -.-¡_. •1,.', ea diter•ncial exacta ei y e6lo 

ai "'" CU..fi~.en la• tros condicion"e coac ya habiamoe vit1 ~oz 

" 
,.,; ' e~ . .................... D,21 

\ < 

<'• 

6 

,c.·•~ • 

.:.:;'¡ ;'':-

........ D.2la 

;:i:~ 
,::, I~ ~l 
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AJ'EllDlCll ¡¡ 

PROPlEDADBS Bft LAS QUE lftTERVlEllR EL OPERADOR ~Al!LA. 

Seazu .l 1 B doe !w:>cioM11 veo\oriele11 der.lTablH1 · 1 

:tuncionea eoaala.re11 oont.in"1Aa •n tod.oa loa punteo (x,T,=) -

de u.na reg16n d•l •apacio, en •ntR~ cun41c1onee, 

... 1 ' 

4.- \..' 

6.- -;-¡. \' 

7.- ¡'.. .. 1;. 

.\ 

6 operador 4• Laplaca. 



10.- ' 1 .in Rotaciol>Bl. del Gradiente 4• ·1-', •• caro. 

11.- La diYergwncia del rotacioruü da ~¿• •• cero. 

12.-
-/ ' . ./• ,. ... 

Bn laa propiededo11 9 7 12 11• aupone que 1f 7•4• tienen 

••&Ullda• d•riTIMlas continua•. 

C.AaACl'EHIStICAS 'l'IPICAS DE CAMPOS VEC!!'ORIALES. 

> 

lfO DIVE!!GR!ttll 
JfO RO'l'J.CIOIUL 

V 

!!Ot4CIOllAL 
SOL4E•ft 
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