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PROLGGD

Captar daton y gistemitizar 1a infornncidn obtenida por

nétodos indirectos de los fendmencg cue ocurren, en logo di-

ferantes medios, del had

IS

L el howbre, eo 1a labor del In-
neniero fear{aico: que le interesa ecgtudinr y analizar para
sacar conclusiones viilea y revertir alps provechroo de lo

N

yii existente en la naturals

, por su imporitancia leoa amedior
aue pe estudiian con: La atméinfern, 1o litdsferu, la hidrds-
fera y ¢l espacie iulerestelor.

Los Tendmenos gue ze producern en dichos medios, slmwmon
@en intrineccces, otrow triviulcr, pero ne por coo menos di-
ficiles, en los que intervicnen nn gran poamere ¢ vorsusbivs,
troduciendeles luego a algerituos mitemdticcs o bien partiey
do de cutos desarrollos mateniticos, trulur de darles una ip

terpretacidn fisica. En Groffrica se hn loprado orto

u 1z incecornte terncidad de porfeccionnmionts gue Lo buscndo

a

el Ingenierc, en su forancidn nzadfmica y profesic

1, con-
siente de la comtribmcidn vital zuc rogutere oY neis v oaa e

ciedad on pleno decarrello, en €l cunl €1

¥ que va en buscu de la vivéad, sue fcota =610 re encuenire p

se logrs a la lus dc la asimilacidn, camprensidn y cplieacild-
de las materias bAsicas con lac gue cuenta In cicncin y 1a
-tecnologia, dos principalmente son lao gque hon woevido a la

formacidn del pencamiento Al hoxbre, estas con cume €5 saby

do 1a matemitiea, lenguaje maraviiloge universsl por vics

eia, creado por Io @erue y lo inteligencis hunana, ¥y la ficl

cn que ha estads precente ¢ la naturalega devde eu oklEaln.




En 1a Ingenierfa Geoffcica existen diferentes métodos in
directos de exploracidn o de investigacidn para el estudie
de diversos fendmenos, por nombrar algunos; =zismologfa, gra-
vimetrfa, radiometrfa, percepcidn remota, eléctriea, ete.,
entre oiros, y que es a partir de ellos en donde se apoya el
Ingeniero Seof{sico pnra emitir sus juiciaes, direcurices y

soluciones a seguir ante cualquier problema planteado.

Eg también un hecho gue el lngenierc Geoffsico se vale
para sus investigaciones, de estudio o medicidn de campos £f
sicos naturales, como son el de lmn gravedad terrestre y el

~ geomagndtico, mientras que por otro lado en el eldetrico y
en el sismico es el propio prospector el nyue crea artificial
mente el campo ffsicoe que va a estudizr y analizar. Siendo
1a prospeccidn cidécirica, uno de los méiodos resolutivos de
mayob apoyo a luas demds prospeccicnes de estudio e investiga

cidn por e¢u gran versatilidad y vialicaa econdmica.

En las eiguientes pdginas se expone el estudie dc los
potenciales eléctricos des capas vparalelnas; quo se relaciona
intimamente con la prospeccidn eldctrica y aue tiene como

objetivo encontrar el potencifl eléetrico en cualouier cama... .

Como el potencial hallado en un campo eldetries es una
magnitud aditiva se podrd hacer la integracidén de todos y
‘cada uno de loa potencinles captados, posteriormente encon

"trando la mnomalia, se procede, = su interoretacidn.
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T pas: temprunau husta la madurez de l1a Geofis1ca go hace ndis

En la matemdtica come ¢n otras ciencias conatn de diver-
sas ramas, que parn este propSeito se tocan sdlo algunas fa-
ses.de ella, como: la aritmética, el Algebra, el cdlculo, cl
cileule diferencial integral, lus ecunciones diferencialeu,
hasta la moederna flgebra vectorial, conjugando todos estos
conocimientos se pasa & 1los plgoritmos mptemdticos que sixr-
ven ¥y son emplendos para la solucidn miAs eficiente y répida
de problemas complicados, por medio 46 la informiticn se fa-
cilita el trabajo y la interpretacidn de datos.

Hecho esto come un esbozs gencral, se realiza wia ineir—

siﬁn conjunta a P. S. Laplace con sus eetudios y snfilisic ma
temdticos, que son una contribucidn inapreciable no sdélec a
1n Geofisica sino a diferentes ramas de la ciencia y de la
Ingenieria.

Sn la ficica, pazrtiendo de los estudinz hechos por J. C.

Maxwell con su tearia electromagnética, gue es aplicnda, ucég
tndamente por numercsoa investigndores, cientificos e ingenie

ros o loc fenbmenos Geoeldetricas.

Mrncionanﬂu alguos’ azpectaa Lnteresantes desde las eta—

FY- IO

yencable una lista de nombres no menos ilustres gue le han
‘dnﬂbrun»luggr ecpecial entre lag ciensins y que din a dfa eg
tas contribuciones son mis aprecimdué por los 1nvest£gn&brée‘r
. purque incrementu la vizifn d« los cientificos e ingenieroe
‘en las ciencias que e ﬂomatﬁn.encargandose de resolver y- wg
tudinr ‘los problenas, con mejores horizontes y ﬁoluciones que
ataﬂen directa o inderectamente al universo en su conjunto.

3




Loa mftodos Geoeléctricos ¢ remontan 2l siglo XVIII asf
1o hace asaber ( E. Orellana ) con los trabajos de Gray y
. ¥heeler [1720) que tratan sobre la resiatividad de las ro-
cas, les aigue Watson (1746) que describe gue el gusle es
conjuctor posteriormente el inglés Robert Pox describe en
(1815) el fendmeno de La polarizacidén espontsdnea, s R. PFox,
se le considern como " el mbuelo de 1os Geof{sicos *., Sin
embargo el primer éxito Gooffeico se la atribuye al ings-
_niefo en minas alsaciano Canraq Sehlumberger ™ padre de 1an
’prospeccidn eléctrica a {i313) descubriendo un yacimiento
de pulfuros en Bor { Servim } por polarizacidn espontdnca,
hallazgo Geoffsico de minaral no magnético.

Siguiendo con ests lista de personajee tan variados en
egpecialidadey como en unacionalidades y credoe eatan Brown,
Daft, Williams, Schilowaky, Frank Wenner, Sabba, 5. Stefaw
nesco, Raymond ¥aillet, G, Kunetz, Petrowsky, D. v, Golubo
nikov, Genesley, Yarishev, Xraev, Ssmenov, I. V. Nazarenkd,'
L. Cagniard, Tikhonowv, Gish, Rooney, Sllthter, Orellana,

. NMooney, Vanyan, Wetzel, &, V. Keller, Zohdy, Yungilil,...

-

v otros. tantos investigadores que han contribuide al) desa-
rrollo. integral de la prospeccion eidstrinn

A'este estudic gue se expone y gque tiene relacidén fntima‘
con la prospéccidn eldctrica y.que biane éoma objetivo en;
sentrar el potencial eldctrico en‘cualquier capa,‘eﬁ terre—
ne esyratificado, se 1e ha denom;nudu ",“Q?ENQIALﬁS’BLEqrhg
COS DE CAPAS: PARALELAS . e






I.1 INTRODUCCION

Existen problemas Geoldgicos y Geotéenicons con los que
ei Ingeniero Ceoffsico ha de enfrentnrsop deducir y resol-
Qer, partiendo de datos obtenidoes en campo por medioa de mé
todos indirectos utilizados en prospeccidn Geoffsica, usa-
dos desde la superficie terrestre o bien por sondas bajadas

a - ‘las profundidades en pozos.

Dos maneras de solucidn son sugeribles pars gbcréar a6e
tos problemas:

Solucidn del Problema Directo, es determinar la curva
de resistividades aparentes que se obtiene con algmin dis-
pgsitivo deserminado, sobre el suhsuelo cuya distribusidn
de resistividades ya se conoce.

El problera direcio en la prospeccidn Geoeldctrica mo-
tro medios esbratlficados, se refiere o la determinacidn
del potencial produeido en una zona considerada de inter—
- face,

Solucidn del FProblema Inverse, es inferir la distribu-
eidn vertical de resistividades aparentes, obteuid;s en can

po, colocando e=tos datos en un algoritmn o prc;r::;';v.u-

éié@o:de filtfaje se confrontan Y se¢ comparan con curvas m i
“trén aproximando la.solucidn en la interpretacidn.

Un ejemplo tIpleo es el potencial producido en 1 su-

perficie 1£m1te air»—t:erra par une fente puntial ddé  Gow-
rrxente situada en dicha superficie, una vez hallzda 1la 5o

Vfluc;én puede extenderse, por guperposicidn, al ecaso dc vae

-, rias fuentes puntusles o (electrodog,de cmisién), y on gee

&




neral a cualquier disnesitive elscirddice.

Dos son los métodos principales que se han utilizrdo pa
rn dnr solucidn al problema nropuscto, los cuales son equi
valentes on dltima instaneir, Bl primero de ellos, cronold
gicamente, €5 el métoda de las imfgenes e¢mpleado ya para
medios estratificadoe, por J. C, Maxwell (1EG1l) y apli-ado
‘a . la.prospeccidn Teoeléotricn vor ¢l Geofisico alemdn J. 1L

Hummel en (1929).

El segundo método es lo wue se conoce como le inbegra-
‘¢i6n de la ecuacidén de Laplace aplicedsa a cavos de medios

estratificudos.

- No se hace necesnrio deseribir y explicer aoui el méto-
do de las imdgenes, amplinmente ueado en 1z teorin de 1a

electricidad. Debido o eu amplitud y extencidn que'reque~"

rirfa practicanente desgloenrln como un tratado el cudl

enle c¢el objetivo de este anilicis.

o obetuante e toca comeramente para fines de ilustra-

cidn en el caso de dos capan en el aodariadie II.X

Por otro lado s2 establecen pdle al/munas expresiunes co”
“@ei La solucidn de lm ecuvncidn de Laplsze, en su forma de
coordenadas cilindricas, ¢n forma general, dorde paso-n su a

plicneibn en la - Geotisien, nuwmiz se saponsi’ los cosrdena--

dss cartesianas junto von oiras bases matenfticas. Auporion

tes, al findl7del egtudjo, nomo upaftédo:'o apéndices.

-




S Otra expresidn ave co utiliza y w»u totabiece co unu con

pecuencia ¢e in ecuncidn de Lnnlace y éstn se le conove cg -

mo ecuncidn de Ioiepecon, Uiendo Bsta expresidn mis poneral

2 la polueidn dc¢ 1m ercuuncidn de Laplace, para el potencinl,

tomando en considerzeidn gue zo toma lu ewvergencin de T

en funeidn del campe " Y ¥ cue

Este o oou vez € gta en fun-
cidn del petencial v -

Sipuisndo aste ordon we wiplis ¢l estudio « con

lociones

de frontera buscando solucidn pars problemas gue ge presen
tan como: Puente con lu prinera capa, fuente en li sesunda

cavd, fuente cn cualeunier cupn, finalirnndo con enprg eds
© 14ndricas.
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nalidad es 1la "Jopnductividadv, " 7" que no es otra cosa que

la inversa de resisvividad " .

Como en ningin punto del medio conductor puede haber apa
ricidn ni desapuricidn de cargas, salvo en lus fuentes de

energia que ge consideren, ocurriri que.

PP cercessensrecense L4110




X.2.1 ECUACION GENERAL

Combinando lan ecumscidn 1.10 con lae anteriores tendremos
ques _

S e e a M iiieeneess Taile

Qe en la ccuscién general de la prospeccién eléctrica
con’ coxrriente continua que desarrollandole se obtienen:s

= N 4 e ".~ *‘- TP ‘.7- R ;"} se-Lal2 .
1.2.2 ECUACION DE LAPLACE

» EL teorema do Guuss establoce q-ue el volumen integral de
la -divnrgencin de la corriente que atraviess une regidn Zepda
't_au igual al total de la cargsa encerrada, tal que para gﬂ'te
caéc ae tlene,

'rmanao‘ ', ‘comd un volumen infinitesimal ancerrado en un

7pu.nto dndo‘ dando para este punto la siguiante expresidn,

- L - ey s

Cia i cotonsem .

, Si 1a conduot!.vidad ‘que a.travieea : ,l ep constants, el.-
primcr témlno desaparece y entaneea ae tiane 1s ecunci&n que




es conocida como 1a ecuacidn de Liplace, esta expresidn re-

presentn un potencial armdnico.

eersvessesens L1413

La cual serd v4lida on todo zemiespacio conductor, pere
: no en donde hacen contactc los. electrodos, ni en laa super- x
ficies de discontinuidad de la resiastividad, que aparecen'

en clertos casos.




Una explicaciédn vAlida pars lo que ocurre en ¢l punto .
de contacto y en la superficie de contacto ee lo siguiente:

Si tragzamos al rededor de¢ un electredo " A " y deatro
del pemiespacio inferior una superficie pemiesférica, on
©euslquier punto de ella, por ragones do simetria, la denei-
dad de corriente.:‘ tendrd el mismo valor, y estard dirigida

radialmente.
La integral de . sobre la superficie gemiesférioca serd

igual a i por 1o que si cl radio es ” ¢ " se tendri.
T 0 eeeeeeeneenes T.14
¥ por lo tanto:
- i ,; L sereanes I:15

de donde
PR % £

o pes que el campo ¢ de un electrodo puntual cs inversa

mente proporcional sl cuadrado de la distancia " ~ 7,
A . Electrodo
atm&afera R
semiespacio o Mo : medio. 1 -.interface
= . medio 2 .
“subsunln L b : ‘
- e 3 -
. ~ . K e
& S Ta .
oW, - N

Pig L.l Vectores de denﬁidad de corriente en un eemieepa
cio homogereo eon olectroda puntunl en la nuperticie limite.



Por lo yue la difersencins de potencial entré dos uuntoﬂ
cualesnquiera ¥ y ¥ vendrd dada,

:gdn
Cuondo ¥ -

se deduce;

) y resulta tntonces que:

Ry
\

- k]
y IR VoL .
RS T eeiarenenens 1217
¥
Donde el camine de integracidn de la eguscidn 1,17 e3
indiferente, wufs como ze ha viste, ¢
vativo:

el campd © eg comser-
eg decir al intercambiar los 1limitern deo intogracidn"
sélo camnbiard de signo 1z eperacidn.

Y entonces,

los puntos

Vi

si won N y las digtanciss
¥y W al electrode " A "
-

I
[
4

\

resvectivas de
tendremos.

-

J

T

veesnte

1.13
53 en vez de cousiderar dilzrenc rial auere-

mos considernar potenciales abaalutoé, habrd gue atribuir a

un punto determinado el peotencial cero.

Por convencidn se toma como origen de potencizl un’ punto

31tuado a una distancia infinita de la fuente de energia
nor lo: que thlarenom el nctcnciul ab

soluto “en el nunto o
“ealculando el l{mite de la exores idn.

Para el potencial como sigue:

14 -




Ny L
Wy [ i
oW
J\i__
para Tp+co que es:
o on . :
i - [ - V .
Jio Ule i 170 oo Fe Do WY o 1ae
Gty v eum } 2 SN i, Y, |
. .. :
<
oL b e 1020
Yy v

Como "#l potencinl e una magnitud aditiva, si son varioe
los manantiales, o fuentea nabré que sumar nlgebraiaamonte.
los potenciales respectivos, de modo que:

e 5o _I‘:_ civrnersssenia T21
21 r

Donde I'l es la distancim del manantial o fuente de iud! c-

"i" al punto considerado, ® "1! " 1a intonsidal de corrian

te que entra o sale por &1, con su signo corresponiisnte,

Por otro lado si sucedisra gne T varinre en magnihx! -4
diroooi&n de un punto s otro a lo 1o.rgo ds la ourva, 1- in
: y-&nu.. : o
!_N\

-4l :_"»—J‘ £ Cor D AU eoievaees 1422
. e

‘Soria una expresidén muy scunjhnto a la intcgrﬂ:. de 1lfnes
ale largo de.la curva M, N. )
: rero en el cueo que ostnnou analizando es una 1ntosral .

e cerrnda, por ser un canpo ccnacrntivo.

.14



BREVE SOLUCION A LA ECUACION DE LAPLACE ENX COORDENMADAS
POLARES CILINDRICAS.

La ecumcién de laplace en coordenadas polares cilimari-
cam Se expresa CoOmo: )
< Lol ! teieenessnees 1223

PR v N v

[ 4

Busquemog una sclucidn para la forma:
)

C T eeeeisciaaiieeees Lo24

sustituyendo la ecuacién I.24 en 1.23 tenemos:

C ey U o s LY
SEURCEA SV RUTT LR CHEE PRVRET o =

Ahora dividiendo todo por
USSR RIS .
[UR0 R [
‘E1 \iltino términe sz une mncién solanente de "I . Que
dapdo ‘tres térmlooe gue no contienen "I”, Entonces el dlta
mo t‘vrnino e# una constante que llameremos ".‘\"; ento end

N ey enevenesseeiias 1,25

Uanitiplicando la Wltima scuscién tods per fx .

R g | E S SR A
Yooy L Lk

1da t&rmino: .son ahura a-per-blcn k4 /;,\ es una cunatnnta -
llamada " DOr 10 que tscribim-. - e

15




R I R SRR 38

y T MLITIL Y RSN SR ¢

Que ests ltima expreaidn en una de las formas de 1oz
' euuaciones o funciones de Beagel.
Por 10 que lns ncuaciontn 1.25 y I. 26 tieneu QOone  HOw

lueidn. - e
AR L v

QL R sesessaonsasarees 128

Za o= r ol L R T R e anaans Y20

Donde 4, M. %y L smon constantes. Sin ewbergo la golucidn
de la ecuxcién Y.27, Excepto pawva lixno pusds Rer oxprega-
da ap terminos de un nimera finito de una funcidén racional
0 de unn funcién trigonoméirica y & la ves como funcidn sx
ponencial, '

Las smolucisnes I,28 y 1.29 nos permiten retornar y sus-—
tituir ! Tt ven 1la ecuacidn I.24 y as{ obtansr la oolusidii
‘dela ecuncién de Laplacu en coordepadas polares cil.{ndrx— )

‘cam. Por lo que sernmoa capaces de construir wornmalorn

" biemns cen eolucionee particulru-na de 1a mimma u!aners emao

“ae resuelwn usando cwordﬁnadns rectax\gul&rca cartezianas

&n los texzan desarrollados en los ap&nd:l.ces {ver ppénﬂice -
WAMY, Miemtras tunto notamos qu- 51 o1 problema es tal qua

lua coordesndas da <) cubre o compansa las ranges exberae- oo

Side dems pa.ru cunlquier valor que fijenos de # y i, ‘eaton -
Vfrqe‘a,_"pam la funici$n T merd un valor singwlar, -+ deberd —

tener el mismo valor para =~ - ¥y (i i de 1a ecuacidn I.39

14 RS D




as requiere gus ™ -." pea integrable. Sin la perdida gone-
ralmente de " " puede tomarse como entero positive o csro.

Eata condicién es general, peéro. no siemprs 3¢ cumple y
‘n'ucho menos en slgunos problemas précticos.

Esta solucidn a 1a scuacién de Laplace la hace Koefoed,
Otto en Bu libro Geoscumding Principles 1 (R:siutivity,Sou_n
ding Neasursmenta) mis concisa. Como veremos mis adelente -
cuando Yeamos la ecuacién Diferencial para un campo potencial

- con .simetrfa silindrica ¥ =u smolucidn gemeral. .
) ' CONTINUANDO COX LA SOLUCION: .

Bnoontramos anteriormente que Ia forma de la solucidn dg -
pepde de los valores de lam constantes ) y r . Pudisrdo asa -
wir los capos siguisntes: ‘

1)'.. )- G, nwn

¥

it

ceevenssans %30

donde el mismbro del ladc derecho es puesto en forma abrevia
By T para una combinacién lineal de todos los valaores pooibles

s

.o
_e e

pura \/ estos 1oz podemos sanribir.gamn siy
NahAvrceg abarcrVent nBelr oy o By LTV gen n G
TR R LS Fomzoe, 0% 00l S i e ne G .. o33 -

R P P

Ve S o - 3




ST 10

Cevees 10350

viido-

viii)e='- R oy, van

Estas son otrms soluciones ias cuales provienen de

ERVGH Siendo numsros complejoo, ; _
El comporinmiento de las diferentes funciones para cuan—
. 4o -toma el valor de cero y frocuent-n.onto tendiendo / infi -«
nito dan un cambio a8 las soluciones en un péablarr;s dado. Su~

©r PONKIWOS que insistimos Que Y deva- sar finita para todos: -

-1oa vulores ds .les vnriables iadependxentes Vo 1'1:‘.:&"&-3@_-«1 i

“rno 4 rmm.:y quisieramos tratar con ung’ uoluci(m da 111 for-‘.

‘ma de la ecuncibn,

Cedaviesa 10390



La tnica solucidn permitida dederi ser de la forma:

P

Carevss I.40

'
LY

Loa términos contenidos Yh( i[I‘«‘-") son exeluidos porgue - -

Peat . LAl B
Yaifi—~wenrcomo v+T y los términos contenidos en &' son éx—

cluidos por quw %




LA ECUACYON DIPERENCIAL DE LAPLACE PARA Ul CAMPO POTEN-
CIAL CON SINETRIA CILINDRICA Y 5U SOLUCIOR GENERAL.

Anteriormente empezamos 1A derivacién de la expregidn -
paAra el campo pbtencial, ¥ scordamido para lns condicionen
deperitas y partiendo de lapm ecuuciones de Maxwell. Defi-
nimos Rlgunos conceptos que non especificomente reelevan -
tes para el flujo de corriente eléctrica en un medio de -

grandes dimensiones.

L densidad de corriente, denotada por .7, estd defint-
da come ¢l cociente de la diferencial de la intensidad de
corriente que pags por un area orientadna por Angulos res.s
tos en la direccidén del flujo de corriente, con reppecto
el lndo de ¢sa drea.

La resistivided, dsnotada por ', estd definida como 1la
" resistencia efrecide por un voluzen infinitdsimal de una —
cara de un cubo 2l flujo de la corriente en una direccién
perpendicular o un par de eptns faces o caras, multiplicm-
da gpor la dimensidn longitudinal de ese cubo.“éstu deberéd
a#r tomado en conmidermcién postoriormente porgue la resie
. tencia ofrecida por un cuerpo aumenta cuando la longitud -
'de €l cuerpe esta en la ‘direceidn-dol rivio de 1la corrien-r
‘te, y decrece cuanio 13 seccidn transversail dgel- cuerpo en
‘perpendicular al increcento del flujo de corriente. La di-
mensién fisice de la reoistividsd es por 16 -tante, la re =
. ietencia a lo largoe del tiertpy, y sus unidndea eatan da—
dna en oﬁm-!ETRO.

La densidnd de corriente estd relacionada con la inten-
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"sided del. caapo eléctrico ¥, por la relacién L . Vi .

La' cual es la ley Ohm, para el Tiujo Ade corriente eléc-
‘tricm en un medioc de grandes dimensmiones. :

EL potencial eléctrico, demotade por V , en corriente
. directa satisface las condicionen de 1la ecuaciéy diferen-

einl do LAPLACE. La cual se eccribe comot

Sin embargo, sn ¢l caso conalderado en esta secciéﬁ; las
condiciones son talen gqus €l campo potencial puede tn‘l‘!‘&!‘ -
sigetria cllindrica con respecto a la linea vorticél que -

" viens dosde la fuente de corriante para poder utilizar la
exprenién parn la scupcién de Laplace en coordenadas cilin
dricas 2, I , ¥y [; "% " oo ia coordenada. en ls direccién
vertical, y el sentido de las coordenadas "'y & se nmeg

. .fran en la figura 1.2 como elemontos de lae coordenadas ol .
: flinar!.caa la acuaoién de Laplace por tanto quad.u-é expreaa ._

; dﬂ OOHIO!

wgZ'men el eje perpendicular al
exroulo

Pig I 2 !ltuntoa en coorﬂ.mdaa cilindriclu
. { Ver -p‘ndice B ). .

L1




84 la noluclﬁn es simétrica con respecto al eje vertical

" de coordenadas, entonces la primera y segunda derivada, del

‘potencial con respecto a &, pueden ser cero, La écugcién -
simplificada es:

' DR £ d seasacssseses Y.4l

On procedimiente que frecuentemente 56 aplica para la sp |
iucidn de ecusciones diferencialcs parciales es que prime-
ramente se buscan soluciones particulares y posteriorménte
la solucidu general s& cbtienes como uns combinecidn Finesl
de soluciones particulares.

Las soluciones particulares como hemos visto re pueden_'
expresar de diferente manerz con diferente notacién inclwn~
sive como para lm ecuamcidn. I.41 cuando no esta en funcidn
de " 2 " an un supuesio caso estn ser{a expresada como:

o Lt

Son obtenidas de etie modec con el hecho:de asumir la exis

tencia de soluciones que t.ngﬁrlarforma;;por ejemplo para

nuestre caso del problema directo.

ey

L P A ¥4

Retas son soluciones que con un producto de una funcidn
qe "y M éolémgnts y funciones de "z " qglamonta. Con este

“pase la ecuacibn diferencial parcial I.41 pucde mer sepa—




rada en dos scuaciones diferenciales "ordinarias™ de el
miswo orden. Esto es efectuands lo siguientw: . :
Si sustiteimos I.42 en I.41 y dividiendo todo medre - e

- ‘emtonces obtepsmos.

LI LA IR N B
T de PO de T w T
Rata ecuacién es satisfecha s{:
B L U P SV |
g oart e ST
o 4
td s
T %—;’{ B ceersessavravsrirsennce Led

donde - ™ X" es una constante real arbitraria.

Las soluciones de la ecuacibén anterior es bien conocida.

| ¥ Se expresa cOmo:

AR ‘ 145
am S A : '

: d-dl por el desarrollo de la teoriu do clase cnpocin.l X
: .:h- end.ol #on llamadas funciones de Beassel. {
- Rac pnrticulnt la solucién a la ocuaci6n I.43 puede es-

éribirqc como;

. U= Q, :}‘:L\f") O If,t,\" R 1‘4"'":

En esta ecu-elén 'J."' s 1a v ‘Amg:16n de Bessmel ’d'."o’!

"-'dcu etro AL

23




! o-ae tom en’ cualquiu- problama fisiao enp.ciﬁ.co, dichan

Pig. 1.3 Tlustrscidn gréfica de laes funciones de Bessel
: de orden cerc y orden uno.

Ahora -combinardo X.45 ¥ 1.46 obtenemos una solucibn pn.r
" ticular de la ecuacidn diferencial I 41 resulta. :

Vo S

crsatsancdannnee X247

Vool

En entas ecusciones 7 y * son constuntes arvitrarias éin
smbargo cualguier combinaeién lineal de las 8oluciones eon’
tawhiln una solucidn de la ecuacién diferenmcial I.41 . En-
tonces para gque A valga para todo valer positivo deade cero '
a infinito démos dos constantes la oportuniiad de variar en
v‘dapendenoin de A, obtenemos la.solucibn general de. la ecun
cidn Y.41 .

-’B
){/ T T s 2 1
'—'f‘l‘iu"."'eéea:'e'cuacié'l amﬁés Sy gon’ i'unciones arbitra
: rias de N ls forma espucial dv esas’ funciones 86- asumen

'ﬁmuiones se controlan por las condiciones de trantera. LR

.24’




La solucidn de la scuacién .48 os. genernda apartir de
1a ecuacidn I.41 en el sentido de que tsdas contienen po~

sibles solucionea para problemas eapeci{ficos.

Por 'lo que habiendo encontrado la ventaja de escribir
" la ecuacién I.48 en una forma em la cual contiene como ter
mino sepurablie " Bl Potmapncial " generade por una fusnte
puntual de corriente y de intensidad "1 " localizado en la
superficie de una tierrs homogensa electricomente su poten
cial estd expresado pors :

Vo \2\ ‘1-

HET I TR

s eeraeeeniiiecsaneasas 1049

Donde © ea,ia rasistividad del terreno homoénneo e " 15

.w8 1a intensidad de corriente la ecuacidn 1.49 pucde mer ef
erita en fofmé similar por 1l1a ecuncidnrl.48 por lo que eg
la-bien canocida ecuncién de 1alteor£u de las funciones de

) Bossel y se le conoce come la INTEGRAL de LIPSCHITZ,

Chee

e = s s mso

'!N\":_ HeY

4]

7. Usando ‘esta ecuacidn podemos: escribir la ecuacién I:49
Sk B A

N - e . . i
v = g O TR £1 LN
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La qolucién general de la ecuacidn diferencial 1.48 es
: pbrylo‘ tanto escrita en la forma:

2>

g T Lman *nt 2 . .
R R e G SRS S > 1

[ a—

donde € A\ yX{>; son funciones arbitrarias de ; las aolu-—.
" clomes para la forma de la ecuacidn 1,51 son vélidus =n to

‘das las capas del subsuelo, pcvo las funciones Wy,

no necesariamente son las miomas en las diferentos capas -

""del subsuelo. En el caso de un punto cuyo orlgen de corrien
‘te estd situado en la superficie del terreno de capas hori

zontales; podemos entencea escribir separadamente las expre
. piones para la solucidn em 1oa difersntes sustratos como:

-
¥ S TS S ve .
V= "I X &::; NN o, b LlAeieh e.. I.52

ddhde_la "1" Be rofiera o las vax'iss capae del snosuu.m
“aes dml; 2.3.4,.......




I.2.3 '~ ECUACION DE POISSOR .

Si me expresa 1a divergencis de ] en funcidn dex ‘c'un‘lpo
£y +48te 2 su vez, en funcién del potencial V repults.

Ve = "J“( dew e -»_‘ AVEE BT

2w - WV

SegEe T TN - TV — !

de donde resulta y sme obtiene

« H

R T A RV CRTPPPISPRPRI 55

For lo gue esta nueva expresidén mis genersl én ‘1lamade
‘ecuncidn de POISSON, resolvierdo y hallande =l potencial ts

S nemo&. .
rd ot
{poyv.gy -
‘\ ek mll e T4
s }

H

[ .1

Y

Dorde la primera integral represents el pctencisl pri=.
“mario en un medio homogéneo de r.siativ’.dad ﬂ predocido -~
_-por las fuentea situﬂdan a 13 distancia ' del punto donde
-: 1 cnlcula el potencial, ya gue aquallos son les \xnlcoa pun
“»to- donde no - se n.nula\ J« La segunda integral rcprénenta
una distrtbucién 4e cargms, & las diatancias Tz de donde ee
;."_calcula el poteueml ‘de deneidad, § """V'S’ que oo nuln -

. fuera de las: supnrficion de diacontinuidad de ln ras\stid

' 1a ecuacién I.53 dencta B su priser ni.lhrg del 1mdo
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izguierdo 1a ecunecidn de Laplace en su cato homogeneo, de-
ciamos /' /= D ; ecuaciép diferencial parcial homogenea de se
gundo orden primer grado, integrable para su soluciém y fun
cidn vectoriasl continum para potencianles newtonianos y otrns
aplicaciones a la prospeccidn eléctrice, y que expresada -
ademds en forma mis generanl genera la ecuacién de Poisson
cuyo alembro del lado derecho expresa yn lo no homogeneidad,
- esperandn por resuliado al resolverla la forma );,:}c ~}; .
Que es la eolucidn general, que nos exprésa 1z polucibn a
la Homogenes mfis una colucidn particular que dependerd. de
las condiciones iniciales o condiciones de frontera como es

en el emso del Problema Directo aplieado £l potencial a ca-

pas paralelas como veremos a continuacién.




I.2.4 CONDICICNES DE FRONRTERA.

~-En el caso de un campo potencial determinado antee'pnr
una fuente puntual de corriente para la superficie de un te
,’rreno estratificado horizontaimente, las siguientss condi-
. cliones de frontera se deben de sutisfacer.
a).~ Para cada uno de 1los planoc de las fronterzes en la
superficie del contactoe ol poicneizl debo de ser -
continuo.
b).~ Para cada uno de loz planos de las fronteras.en su
superficie la componeunte vertical de la densidad de
corriente debe de ger continua.
¢).-— Para el planc de 1z superficie la coﬁponente verti-
cal de 1la densidad de corriente, y la intensidad del
campo eléectrico debe de wcer cero en cualquier lado
except? en una vecindad infinilosimal elrededor de
la fuente de corriente; la razdén para ello es que
1a densidad de. corrienie ep cero, en vista y. consi -
derncidn de 1 csndiﬁién (b) la componente vertical

o ed ld tierra o ‘terrepo para una profundidad cexo. L
d).-‘carca de la fuente de corriente el potencial deberé
'nproximarut 1nfin1tumenta n:

P
“e).= A profundidad infinita el potencial deberd ser apro

ximadamente cero,

4eordandove para la condicién mencionada en (a) rara la
urofundxdnd 4¢ la josima capa con: plano de frontera, k; y e

beli
<

b



exér(sién para el potencial, ecuncién 1.52 en el iesimo cAl
culo y en 1la {i+l) capa deberd mer el miemo., En primer tér-

nino para la ecuacibn:

VU,

,'*W - - - ik T,

D I S e . A

Esta ecuacidn es scvlamente satisfechn parn valores ae
" " si los integrandos por ambos lados de la ecuacidn son

igunlas, Por lz gue shiencmsc Lo neuancidn:

oL e T L atT e T e s

con relacién a lae condicicnes mencionadas antés en ol inci
so (b) notaros que la componente vertical de la densided de
corriente es igual a la derivada de el potencial con raepecto
a "z dividide por la resistivided bajo la capa coneldera-
da. Usando la expresidn para el potencial de la ecudcidn -
1.52 la primera condicién se cumple hasta aqufi para la ecun

cién.

I W A IREORER Lt SRR S AP SR
Nuevﬁhente,_éata ecuncién sélo es satisfechsn por los va-

o lores de M " Qi~Iqs integrundios de ‘ambos lndos ﬁc‘lu:acun- e

‘eifn son iguales,: por lo que-obteénemos 1& ecumcidn.. -\ i
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R .'fiﬁ;"«3:.\'\-\'5}':_.*“"— Slaode T L 1uss
{ 4
Parn satiofacer le condicién mencionada bajo el inciso
- {e) primsramente diferenciamos la expresidn para el poten-
cial &n ld primers capa, ecuacidn L1.52 ebn réspecto a Mz %
¥ catopees sustituimes 2 = O, Entonces ahbora obtenemos la

ecuacidn:

ﬁ “‘“'ﬁ:" 4 }:ﬁ AYPo e dd=n
Para este punto necesitamos no hacoer caso 'del primef‘tag
mine del imtogrupdo en esta scuncidn, este término define -
el campo que .puede existir en un terrenc homogeneo, a el -
cudl nos referimos como campo priumario y a este primer canm
po gutom&ticamenta, sntisfacé las condiciones de frontera,
Sin embargo, tenemas gue poner ateneidn pars sl siguignte na
gundo término del intemrardc, i cudl simultaneamente defi
Ve lnfpertﬁrbaci&n en el campo eléctrice, La comhonentt vex
“tical de la intenaidad de el campo y la perturbacién del ~
. caapo deberd ser cero para la superficle y para todo valor
‘de " incluyendo para la fuenée u origen dende se encuepn
tra la fuente puntual de locclizucidn de corriente consids
L ruﬂn.'nsté éoﬁdidiﬁn,qs patisfacha sf ¢l segumndo t‘fiino de
el 1ntggréndo es éi:nltanoanent- cero. Y remulta la ecumcibng
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foe e At eesveeseses Ta56 .

Las condiciones mencionadas bajo el inciso (d) es la gue
automfSticamente satioface la expresién primarias dol poten -
cial. Por lo queé podremop asegursr golamente que ia pertur
bucién del potencia) ee finits para el origen y por lo tan
to no tiene influaencia de manera muy prolongada en la cuil
el ﬁdtencial total se tenga de forma infinita. Egtas se e¢n
cuentran analigando la ltelaciones de Recurrencia (éstas se
encuentran ampliamente tratades en la Sec. 3.4 del Geosoun
ding Principles 1, Koefoed pags. 35~38. Para im funcidn:

‘ AR . Y
es finita através del range de integracidén y aproximudamen
te a cero cuanic 5 -- . Esto viene de la ecumeién: 1,52 que
indica la perturbacién potencial qﬁe no puede wser infinita
para el origen. Por 10 gue la condicibn (d) es sutisfeeha.
T condieidn mancionada-en (o) renuiﬁra nue en la capa
Amés protunda 1ndicada por 1la suserita "n"-o endsima capa
la funeién )C puede 6 debe en un momento dadc sar cero, por
que por oiro lado el factor CT' viene dando el potencinl -
para un valor infinito parn una profundidad infinita. De es

ta coneriderncién resulta la ecuacién.

DT Mrrteacarevesenase LaBT




- colocando la ecuacidn I.54 ¥y 1.57 da un sistema de 2n ecua
ciones en 2n incognitas o funcionca dosconoeidas Tyl
En principio, tal siastema de ecuaciones ep coupntible- ¥ de-
terminado o sem que tiene solucién de ¢l sistema &\ LA
el cudl acordamos de la ecuacidn I,52 define el potencial -
en la primera capa, incluyendo la superficie del tex;x'eno en
donde la medicién es hecha. )

Para obtener su solucién sustituimos primoramente las —.
scuanciones I.56 en las primeras ¢cuacliones 1.54 y I.55 y
sustituimos la ecuacidn I.57 en la ultima de las ecuaciones
1,54 y I.55 Para abreviar daremos la siguiente notacién,

Woe o v
. . el i
(Y H\“ - i Sseraenbesiaenaniw I-5§
i
IE SR ;
s, f

'

El sigtemn de ecuaciones entonces gueda:
. PN : =~ Al ) N
FS T VYRS | Hyd, - NS, =z ©

]
L
Wl

13T B A

B e

- TR O

i A W oL R RN

PERTON T b A k-

IR R R o L e N N I N I R A B A A Y

T s GV

By e B R By =M TR

© o eeinds 10590
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1a solucién de fote sistema de ecuaciomes parm i!, 6e Obtie-
ne i:plicando la regle de Crammer, Recordandc que la regla -~
dc;éCramner PAra B,eh cbtenida como el cociente de dos detor
minantes. El denominador es el doterminante de la matriz -
del lado de
. .recho del sistema de ecuaciones. El numerador es el deter—

que esté formade por los coeficientes de &y ..
minante de la micma matr{z con los slementos de la primera
‘columnn reempiazada por los coeficientes del lado ieguierdo

del sistema do ecuacionee; entonces el denominndor quadp:® Fn:

A+ - w- L

A I
;

LR R N N R N A I I N NN

bt e - iy
- W ""T DA Fn-\ \»\\\.‘l
. B . i .
'y el numerador, el cuil denotamos "f'" .

Ry ; -, -
!

{ T : e
PR R et/ L L Bl S

P - -

4

TR TORE v
‘4'1.}1.\17,—'; T e

r

)
.-"
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Bl determinante pars “'r?"" puede aer pimplificade por édi
cibén toda eolumna par a la primera columns una opuragiéu la
cudl no canbia el valor del determinante y esto resulta.

H B Ia
IR -, W, - 5
Tl Pl Y
f
: S “, i 'f,, - [ ,!S.: i .
’F'l ) T TR Cemsanensees T.61

. N
=) R L

. i
Eate ejemplo nows Jda wna idea clmra pars trabajar f.la’una
Vconfiguracién de uns s2la capas para el cago de¢ dos capas,
lap matrices para [ ¥ 13' son restringldae a cuatro elemen
tos en la parte superior izgquierda de las scuaciones I.60 y
1,61 expandiendo los determinantes obtenemos.

Dividiendo numerador y denominador por (1+ (-‘) y. sustitu’
~ yendo para U la expresidén mcordada para la ecuacifn I.58 =

‘obtenemos al caso de dos capas.

.donde .. es ‘¢l cocficicnte de

\

Similarmente, para“cl casc de tres capas i&s Zatrices-de :

" cuatre.por cuatro en la parte superior izquierda de. 1las vcua

3%




ciones - I.60 y 1I.61 expundiendo los determinantes y divi
diendo numerador y denominador entre {1+ i;)(l+. ), obtene-

mos para-el caso de itres capas.

ST ol R R vee 1.63
R . Y SRy e R, . ey

RESUMER,
Por las ecuaciopen I1.52 y 1.43 el potencial para 1la su-
perfieie del terreno en las condiciones especificas en la

seccién anterior es:

= S S vewrensveesse La04

En ésta ecuacién Y ep el potencinl para un punto &n la
superficie; donde ! ez la intensidad de corriente cmitida
por la fuente 2o corriento, i, la risistividald de la prioée

ra capa, * une variable de integracidn | la distancia de
la fuente de corriente al punto dc medicién y J. "La fun
cidén de Bessuel de orden cero”, la cuil e€s iluotrada emn la
figura 1.3 y finalmente,™i:jes unn funcién Irecuentemente
referida y 1;nmada como lq » funcion Kernnel " lia guél es-
:ng'ehrfuncién de las resaistividades de lasg cupau,subyacenu
tes, S} ¢+ Y para las profnndidaﬁes de loé'planOS'de fron-
‘teras, ‘g; , donde: La funcién Kernnel puede ser oxpresade
-én‘ééérparfe del subsuslo como un coeficiente de pararcetros
de dos determinantes, los cuales estan dados en las ecua—

) ciones I.60 ( El determinante formado por el denominador )
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¥ I.61 { El determinante formado como numérador ). En esas

ecunciones, abreviamos con las siguientes notaciones.

‘:h'
A= AR
Y
“ {. o
(VA P SN BN
Booa W
.?.




1.2.5 LA FUNCION KERNEL Y SU3S RELACIONES FARA PARAME-
TROS EN EL SUBSUELOC.

La expresidn para el potencial en la superficie eata da
da por la ecuacidn 1,64 y sugiere que puede ser considera-
da convenientemente como una funcidn < -, gue eatA defini
da como: -

apl como la expresidn paru el potencial viene expresada
mo:

La funcién % i})fué introducida en la teoriua de sondess
de resistividad, par Slichter (1833). Pero la funcién ti.h
y‘la funcidn X! son referidas frecuentemente como funcidn
Kernel. En lag expresiones que hemos venido tratando nos ve
mos involucrades con la funsifn 7. ; me refiero & iu fun-
‘cién Xernel de Slichter. Para la funcidn %{ , me referirdé
a 1la funcidn Kernel de Stetanesco.

Una expreeilén para la funcidn Kernel dec Slichter en la
forma de un cocienbe 3o dsg @oterminantes. como habiamos es
tablecido ju anteriormente, 'y gue con derivadas fpcilménte
de las ecumciones I.65, 1.60 y I.Cl v :

De estan ccuancionoes tenemos:

f . g ST

L
pis)




Denotamoy el numerador (- © ) como . . De las ecua
ciones I1.60 y I.61 que para las matiices lus deterninanten
"y {’ mon compatibles y determinadon, y uon igual uno =
uno excepto para los elementos de las primeras columnas. De
terminantes o malrices, pueden ser sumaday bajo reglas al-
gebraicas, los elementos correspondientes de su primera cg
lumna, E1 numerador del Xernel de Slichter esta dado como

8igue:

Las 2cunciones 1,60 y .67 combinadas c¢on las couaciones
I.58, definen la relacidn entrc el Kernel de Slichter y lus
parametros del subsuelo, L;‘y ?“ « Estas son sin embargo,

%prtaeloues wiy convenientes para su inter-rclacidn; adenioe

[+

estas toman la forai de las relaciones de recurrencia. Dos
. de egtas relaciones de recurrencin aoﬂ gccesibiee, una de

_~ellas debido a Pekeris (1840), 1a otra a Flathe (1955). Eg
tas dos reluciones de recurrencia difieren fundamentalmente

%ma de 1u otra. ba diferencia entre ellas se ilustra en la
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Caigutente figura (I.4)

] . i
Pig. {I.4) Ilustracivn 2cl eignificedo de las relaciones

—derrﬁcurtencia: Tzguierda modelo de la eapa original; ceatrn
sumas de una capa para la parte mds inferior (releciédn de Plg
‘the); derache suma de una capas para la parte superior del -

corte {(relucidén de recurrencia da Tekeris).

Bl diuvgrazn de 1n izquierda ilustra una secuencie origi-
nal de capa en el pubsuelo. El diagrama del cenvro ilusirz
el efecto de la relacidn de recurrencia de Plathe, la cual
es sumada a una nueva capa & la parde iaferior del corte -
original. El diagrama de la derecshs ilustrao el efecto de ls
relacién de recurrencia de Pekeris, la cunl es cumnde n um
‘mieva cEfu ext la parte superiuws 22 1n csouencia originnli;
del cbrte,-pefo al nicmy tlenmno, dir paso a 1a caﬁfigﬁr: -
c;én,del,arreglo electrédico de la parte superior de in rg

ciente capa sunada.

] Pero estas ralaciones de recursennina. tienen sus aplica;
ciosnes espec{ficaa, o
La relacidn de recurrencia de Pekeris puede también apli

7 ‘carge’ en ia direceidn contraria; esto es. Para suprinmir o

A0



trasladar la capa o sustrato superior y al mismo tiempo ba
5-@ la configuracidn electrédica a lp parte superior Fe 1a
segunisa caps. Epte procedimiento es comodamente referido -
como " reduccién de una caps o bajar un planc o frontera a
un nivel mis abajo ". Esta en efecto es la aplicacién para
- 1a cual Pekerin originalmente desarrollo su relaciém de rg
currenéia. '
Les derivaciones de las relaciones de rescurrencis de Fla
the y de Pekeris estun dada y expuestas en las asiguientesn
. secciones.

DERIVACIOR DE LA RELACION DE RECURRERCIA DE PLATHE.

© Danos t; el denominador de la funcidn EKernel de Slichter
en una distribucién de n~¢apas. Agui L. es el determimanie
dado como miembro derecho de la ecuacién T.60 . El denomina
dor de la funcida EKernel de Slichter, el cual aparece cuan-
do una nueva capa es sumnda & la parte auperior de la secu-
" ‘encia, y denotomos Cr... La matriz para Y... puede ser obe-
| 4onisn Az i miemn fnrmn aus :2‘ por la suma efeetuuda de
bloa elementos eu la eaquina superior iz quierda de. 1a matriz,v
V\como Be muestra en la ecuacidn Biguiente:




Una éimpliticacién de la wmatriz anterior, ¥y en particular

de los nuevos términos, ademis puede ser acompletads por los

" siguientes tres pascs, cada uno de los cumnles no cambia el

valor del determinante.

1) Sumar les slementos de ln iltimn columna A los correg
pondientea clementos de la tercera columna de la derg
cha,.

2) Multiplicar lce elementos de la (ltima eolwnna por la
expresidn :i:;-¢ y sumur después los corraspondieunten
elementon de la segunda columna del lado dereche.

3} #Multiplicar los elementos de la segunda linea de aba-
jo por V. y entonces sumar después los correspondicen
tes elementos de la Gltlma Linea.

Fl determinante entonces toma la sigui¢nte forma.

H

|

Bl mencionodo determinante puede per ampliade conforme
oa 1os elementos de la ultlma linea [ columnn

“Estas dan ia relaez&n.

Ve i ereenssa 1,69




Donde . ea el determinants de la matriz obtenida de “Tn
reemplazando los elementos correspondientes de su Gltima co
lumna por los elementos correspondientes de l1a segunda colws
na de la derecha de la nmatriz para e comparardula con 18

ecuacidén [.60 tenemos enionces:

v, = - w, -

ssessamccrnenrentannestoaarave et
v A Y

vese L.70

i - M +
i
2

Bstas representan una relacidn interesante entre L: yEKH
Batas relaciones pueden ser clasificadas por los siguientea
pusos,

1) Intercambiande todas iase columnas pares en ol {excep
to para las dltimas columnas) con las columnas impares inme-
diatas » ellns sobre sus lados derechos.

2) Combiando los signos de losz olementog de todes lae co
“lumnns pares. ‘

Para cada uno de esos puntos el signo del determinante
es cambimdo. Entonces el nimero de puntos es impar, pof lo
tanto la operacién entera cambia el aigno del determinante.
“EL aspecto interésante de ld operacidn es esa, cuando com—
‘pfobamde‘y comparamos el resultado de la matriz con la ma=- =~

e .
triz para ., ., entonces las dos matrices representan o
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ge asemejan, excepto en la parte de .y . que tienen que

intercambiarse. Recordando que % ' entonces encontramas:

Donde :l representa S Sustituyendo los resultados -
en la ecuacidén’ I.69 obtenemos la relacidn de recurrcencia ~
_para el denominador de la funcidn Kernel de Elichter.

R T IR 2 2 ¥

Un razonamientic enteramente analoxgo puede ser aplicade
para el numerador de la funcidn Kernmel de Slichter. N da
da ¢n la scuacidn I.67 la sola diferencia con respecto a
la derivaeidn para el denoninador de dicha expresidn es eso,
para establecer la courraspondencis entre VT' T, es
regquerido un punto adicional, nombrendo el cambio de signos
de los elementos de la primera columna. Entonces, ¢l pamero
total de puntos es parejo y el tutal de operacionss &3 no
reversible el signo del deserminante. La relacidn de recu-
rrencia para el numerador de la funcién Kernel de Slichter =

TR
witne d&da por:

.Dile 96 ya una ventaja al introducir nuevas funciones,

sry W, 4V, definidas por:

a4




aresesvasssnres XT3

l" . - "-J - . : - T

Con sstas definiciones la funcién Hernel de Slichter es
,también considerada como el cocicente de¢ “PQ&} sebre ¢ R

',auatituyendo 1lses ecunciones 1,73 y I.72 obtenemon la rela-—
c¢ién de recurrencia de Flapthe como:

caves 174
Donde: | S

La relucidn ds recurrencia de Plathe csta dada on 15 13
terature Geofisica en diferentes formas. La forma de la eéug
cidn'I.74 es esencialmente debida a Onoreda (1960). Flathe
(1955) conaidera las funciomes 'ii.y Mi ! gque felacionan &

las funciones ¢ iuj y Wi, uesdas anteriormente por las

ecuaciones siguientesn:

teaririiess 1475

s
R

Por un método de analoga derivacién usada anteriormente,

ﬁuede mostrarnes que para eans funcionea las siguientes re.
lacionea de recurroncia pon validaa:
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i .76

i {
Thyet b

Parse saber aplicar -las relaciones de recurrencia, debe-
remoe de conocer las expresienes para las funciones con sub
{ndice uno, esto es, las funciones correspondientes pars un

terrenc homogeneo, El camino mAs conveniente para encontrar

dichas exprepion(s es encontrur pPrimero 1A €xpreuidi pé
v

&

- ¥ W, por expensidn del cuarto elemento de 1ls esquina su
“perior izquierds de los determinmsntes de las ecuaciones 1.60

¥y I.67. Utilizando también la ecuacidn I.73 obienemos.

eesedrasecnccsasiancnsanaaves LJTT




DERIVACION DE LA RELACION DE RECURRENCIA DE TEKFRIS O
RELACICRES DE RECURRERCIA DE SUNDE.

La relacién de recurrencia de Pekeris es derivada por un
‘método similar al que oe usd en la seccién anterior. EL mé-
todo involucra 1a expansiém de determinantes mdecuados, acor
dando para los sub-determinantes son formados por los ele-
mentos de los elementos de sus primercs renglones. Estoc es
lo mis cornveniente, sin embargo, muestran un procedimiento
diferente.

Para este fin sumamos i.“, en ambos miembros de las con
diciones de frontera, ecuamcidn 1.54, ¥y dividimos esoc miem-
bros entre los correspondientes miembros de la ecuacidn I.55

¥y esto da.

Ahore introducimos upe nueva funcibu en cada una de las
cepas, las cuples denotamos como k1 ¥ la que quedard defi-
. ‘nida comey

e 178

: Eaiordobe,eer notificado en la capa 5uperibr, donde kbq
‘eB cero.'y ademés;kﬂkzj(;LXL la funcién ¥y toma la for-
A, 3

DGR e s
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Yy entonces es iguml & la funcidén Kernel de Slichter, defini
da como la ecumucidn 1,65
Por ta definicién de 1a funcidn +° (ecumecidn X.79) el

_miembro dei lado derecho de la ecuacidn 1.768 es igurl a
5 e « Para obtener la relacién entre ¢l miembro del

lado izgquierdo de la ecuacidn I.78 y ™', primero dividi-
§ ﬁzos el pumerador y el denomingdor del miegorv del lado de-
“recho de la ecuscidén I.79 entre... ..y cntonces resolvemos
esta ecuacidén para

EBsto da.

S R e TR Y.«

- "Ahora dividimos numerador y denominador del lado izguier
do.de la ecuac-on .78 por X;»j ¥y suatituimos dentro de la
ecuacién I. BO ¥y entonces la ecuacidn 1,78 da.

SR PR L : ;|

ke 2SS e e

Dividiendo numerador y denominador de el lado izquicrdo’
de’‘esta ecuacién por @** iy {mtrodueimos la notaneidm 3¢

‘para repreaentar el espesor de la capa lgo cusl es igual a -

*

L “._x 1 s .y la notncién T pa.rn \./ « « LIn nusodu.lm. ecua
cién enta da.da como.

Sigue- IN

RESEI

oo e




notamos mds ampliamente que, por la definicidén de la Tangen
te HiperbSlicm, tenemosn, )

‘ L= T T
[l SO L P &

Renolviends eota ecusceldén para X7 obtenemos.

e EE T T e T T 1.82

A SO O

La ecuscidén 1.82 puede ser usadn en el determinante de
la funocién Eernel de Slichter en la capa nupertic1a1 cuan-
do loe pardmetros de la distribucién del corte en las ca-

' pag son conocidos. Puede saberse esto,enconirando primero
‘una expresidén para la funcidén b oen el sustrato, indicado
pn‘!'r el pubindice "n*. Esta expresién puede obtenerse de la

. definicién de la funcidén K ecuacién I.79 combineda con las

condivlonssd 28 fromtern, X, 4 es earn en ol.sustrato, acor-

,

‘dado en la eécuacidn.I.57 per lo gue obtenemos.

i
-\

S PRI 21 31

Partiendo de estas expresione§ para la funcién ¥ en el
- “sustrato,. podemos .emeontrar la funeién X en cunlouiera de.

las otras capas por 1la aplicacién y recurrencia de la ecua
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cifn I.82 finalmente llegamoe n *; , la cual es la funcidn
Rernel de Slichter definida en la ecuacidn I.65 y relacio-
pnada con el potencial de puperficie denotada por la ecuacidn
I.66 .

~ Serd necesario notar que la aplicacién de recurrencis de
1a ecuacién I,B82 podrid suprimirse yarns cualguier valor de
subfndice " i " , En gencral, por lo tanto, K1 representa
1a funcidn Kernel de Slichter gue ohiuwimcs si la iesima e
pa superior donde cestuviese y las mediciones donde estuvie-
sen scarreadas fuera sobre rus superficiss. La aplicacidn
de la ecuacidn 1,82 o meu esta cantidad, al sumarge & la nug

¥a capa pars conplementar la secuencla de la capa superior..




I.3 QOMENTARIO.

Para entender la relacién entre cantidades que son medi
das y los pardmetros que definen la rosistividod en ﬁlraug
suelo entratificado, y asi ir preparnndo el camino a la in
terpretacidn cuantitetiva de las mediciones, es necesario
encontrar las reluciones para el poiencial elécirico en la
puperficie del terreno. La derivacién de estas relaciones
seran considerablemente simples 8i consideramos primerc el
campo potencial pare la superficie de una fuente puntual de
corriente.

El potencial de la superficic en el caso realistico don
de se consideran dos electrodoe de corriente, es encontra-
do gor adicidn algebrafea, para un slectrsdo puntual o aig
lado,.

Fl caso para el cufil el potencisl es derivado en éstu -
parte estd definido por las especificaciones siguientes:

1)s~ El subsuelo consiste en un nimero coansiderado en un
momente dado comso finito de capas eeparadaa una de
otra por fronteras planas horizontales. La profundi
dad de- las cepas tlenen eapesores finitos.

2).= Cada une de las capms e electricamente homogenea
as{ como electricamente isotrépica.

3).- El campo es generado por una fuente puntuul de co-
¥'*-ﬂ*-'q"> srtd 1aselimada para ko anpsyrfinia del
‘terreno.

4).- La corriente emitida por la fuente gs corriente-di-

recta.

. Trn esnwcificacionas rempecto an 1n conatitueién del -sub

¢«
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ksuelb daao anteridrmente, oe comunmente usado como buse Pa
ra la interpretacidn de los datos de los roudeos de resis—
tividud; Ho obstante es generalmente, reconocido que esas

especificaciones no son mds que una esquematizacidén de las
condiciones reales del subsuelo, las cuales son considera-

blemente mds complejas.




I1. PUENTE EN LA PRINERA CAPA-




IT.1 DISERTACION PAMA ENC
VERA CAPA.

ITRAR 2L PODENRCIAL EN LA PRI-

Comd se hao visto en lag gccciones nnteriores existen al

éunas variantes cntre loe métodos jnue pe an, donde se¢ oh-
servan, las ventajas y desventajas de 1lca algoritmos que con
fraecuencia se emvlean y que muchan de 1ns veces facilitan o
dificultan el camino de cdlcoulo, vor lo que se deben de to-
mar en cuenta loos parametros necesariss, para hallar gu so-—
lucidn,

.

Sean 5 , ¥ las resistividades de las dss orimeras G-
was, el espesor d2 1o primera, y V la distancia del oun
to de obeervacidn ™ nl electrodo de emisién, y al eleetiro
do A situndo en la superficisz del terreno y considerando cgo
wo fuonte puntual de corriente ver 1a Pigurs (IX.1}). En la
auzencin de la segunda capa, ¢l posencial Vm,observado e @)

‘punto Y serfa.

crererarnacensnens 1103

domic m¢ ha rearegentade por "e* (14 exisivadad)oa ia {omn—

¢idn gue multiolica @ la inversa de VU .

Ay v

. o Y Y :
Pigura (II.1) Cdlculo del potencial en 1a superficie de un

corte de dom eapns, por el método de las imdgenes.
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El efecto de lz sagunda capa s¢ suels calcular en el wé
tode de las imngenes mediants la inclusién de una fuente -
ficticia o imagen ., de ubicacién simétrica de la de - ,
respecto del contacto entre las dos capas, y de emisividad
donde - em sl llamado factor de reflexién.

R § %4

- Pers, por sxistir dos superficies limttes, A, s reflejn
r& ¢n la del terrensc produciendo una fuente fiotiola A-,
siméirica respecto de dicha supsrficie, la cual se raﬂ.ejn—
rd a su wes en el contacto entre las doem cajas j asi suce ~
wivamente, obteniendo lm serie infinita d¢ imagenes souncig
da.

Las distancias de estan imagenes al punto '’ pueden caleun
larse mediante la expresidén general.

e T e O ¢ %

“ dondc ‘. o0& la dictancia " , pués las distancius vertica-

‘les al suelo se incrementan a cada reflexién en sl nlor:..';.

Por otra parte, las ¢misividasdes de las fuentaes Lnagen S
. ‘me obtienen multiplicando por el minmo factor € cmud.o [ 2%
~_raflector ea el contacto antrz 155 Jdun capas.y por la unie -
Vdud cumndo me trate de la- auperfﬂole,tiem‘mdro. Por lo
B innto'l.- rouutivid-d del alire se toma con un valor infini
T 7 las eaisividedes do las lncnsin- foentss 1-;::: oa=
T'_ rén respectivamente. g
Cpmo sigue;




cevscsrarssea IXo4

Observese qus la distancia y emisividad de las fuentes

.

“ar.- ¥ V. . mon iguales.. El potencial en:” ser& la suma de
61 debido m la fuente real y a todas las imfigenes, las cua
les pueden agruparse por pares, eon virtud de lo anterior.

Do wodo que ee emcribiréd finalmente:

-
L e LR SRR S 3
Yin

Que es una ssrie gue converge lentamente, pero quo‘reuuel
ve ol problema propuesto, Cuando hay més de dos capas, como
he sitado anteriormente la cuestifén se cﬁmplicn nntabxem;ﬁ—
te, por lo guc es preferible obtemer la soluecidn pef otro
método. Y ) '

Hasta aqui 1o que puedo inferir respecto & una fuente an

1ls primera capa.




II.2 COMBNTARIO

En el camo cuando tenemos un medio delimitado por wun pla
no como frontera y es humogéneo e itsmdtropo gue sspars a um
seml-espacic o memi-infinito con difercntes reeistividades

5 y'r; 1a funcidn potemcinl puede mser determinada como -

88 NR expueplto y a2 dadx por dog alternativas.

Primero utilizando el método de las ilmigenes.

0 bien expandiendo mAe facilmente:

La gerie expueats por la expresién II1.5 gur aungue
v-rg§ lentamente reguelve eatisfactorinmente sl problema -~

oo~

planteedo.




| :III.. PUENTE  EN. LA- SEGUNDA - CAFA.




ac PAtA LIOICUTRAR BLPOTENZIAL SN LA 3

FUNDA CAPA.

Abordande el problema shora =ara 4¢3 sapas, 52 ¢mxplea la

ecuacidn de Laplace en au faran diferencial en coordenaiuas

cilfndricas, hallands zu golucidn por seoaraerdn d2 waria

f

bles, Seanr,Z2 ,fs zon su origen en 21 electroado ~ , En

ot

e
das los puntos del espacio, excepts en el origen, el poten

cial habrd de cumplir con la ecuacidn de Tanlase,

Ya que el término en &) ne anula por siretria del pronlenma.
Cloro el Lapluciance del potencial na s=e anula en <) - -igen,

se trata de un oroYlent no nomogenso, cSuya #alucidn

suma de 1a solucidn gemaral del problemn homogénéo cor unn
integral particular ac la solutidn ao homogfnca. (
“de Poisson ).

Usando el método de separacidn de variables se tiene:

P (-3

* susiiidyendo esta exoresidn de V en-Im-ecuncidn

ga-n;

LTI S S




don!§ las dorivadas psrcinies se ban convertido en totales,
poxr ser, tanto . como .. , funcionss de una sola wariable.

Para que se verifigue la Qltims scuacién, cuyce 4os ter
.mince son indepsndienter entre vi, por ser funcifn de varis
bles distintas, smbos térmiros habren de ser iguales a un .
iiulo parémetro, pero con signos opusstos. Sean ./\—” apigno- .
da & ozte parfmetro.

Entoncea:

oo veerrnarnsncrnnens L.A4

B S L vesierssesons Io43

}

essscssoveve XITW2

.“'\“*‘ [N : \l
donde . Avjae, como de costumbre, la funcién de Bessel de
przmors sopicits ¥y orden cero. Cualguier conblnaeién lincll,
de’ 1&! doe noluc:.ono- --r& loluuién de- 1a imctau no-og--
pea II1.1 , la’ comiuetén ads puord ‘Be obtendrd hscien-—
do.

A vl RS ISORRUES & 3 % 1
Y qio 1oi cosficientes arbitrarios h 4 =" gemn funciones

dclkpuinotro A e imtegrando rrc-y-cto' de esta varisable des
" 46 cero haets infinite y obsenemos.
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‘</ : ‘ ST 4.\1 ees I.48

'?ars obiener 1a nolucibn_ﬁenaral del problems no homoxé
nio, huweuo- a la eolucién general I1.45 de la homogenes
una solucidn particular de la primera. Entre éotas, la mis
sencillae es la corrsapondients & un scmi—onpacio’uniforne

| de rc-iltividnd E? ya estudisdm y que esng

Ve o7 3 webeveceresieens 1,49

0 sea la expresidns

f

= ] reseasssesne 1,16
v I

Pero que amhora eetd en el aisteoma de coordenadas cilin<
dricas que estamos utilizande. A fin de poder expresar la
sums de lae dos soluciones en forms mis compacta, utiliza-
ré la conocide integral de Weber- Lipschitz.
3 : RIS

X‘w“_':.j.‘_ ' ) et

Yi eesseraevess 1250

Resulta entonccs

N S S NI T e T
- |‘-‘: .X gl B' o ’. ,,"'._.“,_[” il ¥ ’);L “ PR ""1.51“:

PR I ‘_, ‘.'\"'-‘
N el
T O ﬁ;\:Tlig et O R
i Sieade A Q\‘) = A Y oessesuees IIT.4
TRCTMEE
- v o




Xl subindice de V en la férmula anterior alude & que ¢n
te e¢s vflida en la primera capa. Para la pegunda, el poton

cinl serd anidlogamente

. L re 2 e ,

o= L } AT 02 AL cee 1315
o

dondé n0 me inoluye la solucidén particular, dado que en c_!v
ta capa no hay fuentes de emisién, y por lo tanto; el pro-

blems es homogéneo. Conviens aclarar gue la pregencia en —

exta féroula de la resistividad S., ds la primsra capek, Yy

no de Jla ﬁ ¢badece u ragones de conveniencis, pars 1a mas
ssneilla aplicacién de las condiciones de contorno. lLa wva-

lidex de este cambio resulta de que alin no han sido deter-

N

mitades las funciones Z0N; y1.lA
cirae en las férmules cumlguier factor arbitrario, sn este

por lo gue puede introdu-

cauo /?; .

Las soluciones generales I.51 y IIX.5 resolverin el pro
blema propussto, uns ves que se deitsrmimen las funceiones
RN EGLCay L

Es de verss qus desds sl nunto de . vi-t- n!-‘ A_a,-e,* =81
’ intsresa el posencial er la aup-rncte dol tomno. dndco.
obnombln en general, ¥ w1 me esicula el pot-ncinl en el
interior de la segunda capa, 8 séle por: ser necesario pa-
rs 1a rﬁoiuciél del probiema propuesto.

Fars la determinaeidén de dicham funcionea, me apl* rardn
'ln condiei.onu de centcm

‘&) VL ‘habrk de snularse em el 1nf1nuo, por tratarse de
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um potencial, luego entonces tendremosn:

vl

b) K1 éupo eléctrico po pueds tener componente normal
ala superficie z -5, ya que ¢l semieepacio supsrior em aie
" lznte, luego entonces bhabra de mer:

' ) UL

. Sy

‘Como esta condicién se cumple en la sclucién particuiar
como condicién A« contorno, bastard con inponirpclu ahora &
la general de la homogénea. . . '

Y msera.
‘ i=al K .
2 P pntag Cn RWE T T e L
NI A s b L AT AR
. - ] A f\\)\ L AR L i “"10\"' Faal
. . .

que habrd de anularse para “~"', y como €8 .,:,:r\",%‘-:d en,gén!_~ R
ral, habrd de ser :
‘ ~AALA AL A=

o mea : ,13\_‘l

L_i.l_"oxpru-iones 'de'iloﬁypéteneﬂiknlou Vg A quedarén -
ors en la forma s : Lo : :

- Leewes IIL.E




c). En ¢l contacto entre ambae capas (- - ) habrk de ser

vt .. ( contipuidad del potencial, que incluyes lae comficio
nes de contorno ), lusgo me terdri: :
oA w2 e T e THLLT

4) La continuidad de las componenta2s normales del vactor
\_jf para I =¥ exige que sea.

. que apliceda a las ecusciones IIX.€ ds.

‘- e vsessinsns IXIL8

tas

e qu ‘oY mismo factor dc r-ﬂonén uﬁ.lil;do 0 6l nttoda du o
“las tnﬁctnaa. - : B
Snntitunndo h oxpn-16n III 9 y hacienﬂo =0 mmltn
fiml-nta e _
RRCT Y B
T A e T

— P T AR T PRIl ¢ & P () &
P NN b ’ :
B : —

.. e
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¥ que pusde escribirse tambidén

o ‘ :

N 18, P .

om ‘:_ - Lt A eesriesesess IINAL
‘5 .

que o8 la eolucidn buaecada pora ¢l potepcial en la superfi
cie 1f{mite tierra-aire.
La identidad de este resultado con la ecuaoidn II.5 ohf_e_
.pnida por el método &e lms imigenes se prueba facilmente, Dg
sarrollando en serie ol integrando, por lo que se obtiena.

i -lat . -
Lo e e el e
my in LA N .- '
Vel e L b i B B Tevrvene -
. C et [ . .« .
semece 4 5 V. deae ! N Vo s
A s “Je - bl
i FURTIRCS TP A -
. PR L e
sevensanvons ¥ A Y erieasems

Expresién que puede 1ntegrarée término ‘& término, por me
dio de la férmula de Websr-Lipachite

¢ . S
Lo Jow P _1_ R III.12
Lo I \!"“'h':t AN oy

N

'volv;-ndbsn‘afqncontrar'asi,ia’aéuacldn II,E,lofqﬂé”aa_ueg"
© tra.ls equivalencia de amhos métodos, -

64




TITI.Z2 QOMENTARIC

Para el andlisis y estudio en el caso de hillar ¢l noten-
cial en la segunde eazpa, se reilisa nor medio de la ecuacidn
de Lavlace, en forma difcrenciisl, ensontrande su zaluecidn por

separacidén de variables,

Hecho que ze zubraya con el empleo, de coordenadas c¢ilin-
dricas y el encuentro de funciones aque complementan la solu-
cidn, al recolver las mouixciocnes daferencinsles, que 3e Renn-

minan funciones de 3eggel de primera especie y de orden Cero.

Ouyes cosflicientes son encentrados, mediante 1a integral

de Weber-Lipschitz. Que conduce a su ver a estadbleler la cx

presidn del potencial en 1a eapa deeeada,

Dicha expresidn tiene su relacidn con 21 factor de ra~
"flexidn o coeficiente de reflectavidad: utilizado también
. en el método de lnc itdgenws, con 1o que 6 viena @ Cazprg

bar 1a equivalencis entre mdtodos, gue se bun analizado con

anterioridad.







I¥.1 DISKERYACION PARA BL CASO DE " n " CAPAS.

Bl procedimianto de chlculc que 3¢ hace para do8 CApAs
es ¢]l miamo gque para el caso de tres y cuatro capas, consi
derandc los potenciales ', , ¥y /. en el interior de las -
nuevas capas Yy aplicandolas lse mismas condiciones de con-
torne {(¢) y (d) pero con los indices de cada capa corres-
pondients, y resolviendo sl sistéma 29 scunciones gus resul
‘ta para las funciones /i, (N, etec. o

Como es obvio, la comdicién de contoxrmo (a) es aplicable
a la dltima capa. EBsie procedimiento puede extenderse sin
difioulted para el caso a*neral ds “n" capas,

En resumen, 8l potencial en la sunerﬁcia de un medioc ()]
2tificado pusda sxprosarse en la fom.
e L :
Vool j Bk 3} T, AT sessssensses IVLL

)

-Donde "« es una funciép dc los espesores y resistivida-
" dem de . lam crpas del corte, as{ como el pardmetro d: iate- "
) ,gx‘uéién 2 ¥ cuya expresién, para’ el caso de doa' capas, apa
rece explicitaments en 1la seuacidn [II.11 .
umrl haciendo extensivo el sstuiio. para sl cmso de "nn
e.pa- resultan las siguientes expresiones:
"n* potenciales, Y, , Yo w seresns Vi veesnes Vo &0 1a for
na -iguiouto: '

eveen 11.2‘:

N . ~
R & Qs
. = F




dopds \; , :' son funciopes de que han de datcrﬁiunrso
por las condiciones de contorno.

La anulacién del potencial en el infipnito exige gue - . -,
Por otra parte, de la aueencia de coaponents vormal del cam
PO 8n la superficie . - ., se deduoce gue . ., deld mismo -
»0do que en ol caso de dos capas, (Por la condictidn de (b))

Cada ecuaciSs del sistema IV.2 tiens dos funciones poxr
detarsainar, por lo gque hay en total 2n funciomes, que guedan
‘reducidas a (2n-2) por ser ya conocidas %', ¥ v, , en virtud -
‘ds lap condicionse anteriores. Si para cada contacto o inter
fas, {excepto para la que representa la superficie del terre
" no) me dan dos ecuaciones 'de condicién, se tendrd entonces
K ; ecuaciones, con 1o que ¢l sistema quedaré determing.
do. Tales ecuaciones de condicidén pueden eateblecerse para
¢ada contacto, expresado por una parts, la coptinuidad del
. potesucial, y por otra, la de la densided de corriente. nor-
'mal al contasto.

La primeéa. para ¢l contacto "15 exige la iguslded de los
integrandos de V: y ;.  para la profundidaed *; de dicho =

-contastc, por lo que se tendré.




. EE . _.,L‘ . A c 3
g’gé( \. - ’ ; = :‘. '\_\;’-‘f,, 2 i SR '_’ ..:- ‘I".5
- Bl sistema de scuaciones seri puén =

v -2 <

ces. IV.E

4eBReseT I re s s e e rATAN IR AN R YARTY PR R WY
‘e . B

sasssesrs

sassassens e

‘ Sustituyoendo . por A , poniendol; ¥ multiplicando ca
daﬁcuaﬁiGn pora':_'t‘, con el valor respective de i: , queda,

e AN e~ Ay - e o

L ;“AL\/I"‘J:\L“ R
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- Eate sistema es resuelto partiendo de las 41ltimae ecua-
ciones hacia adslante, hasta determinar iy, d¢ donrde ne ra
Ba di;céfllcnfo a la funcidén caracterfotica d¢ Slichter me
" diante la igualdad

Hew o= 0 W I teeeescessenssens IViB

Sin embargo existe un modo més comodo de célculo emplaan
do 8l algoritmo de Sunde y la férmulsa de¢ Vanyan.

Esta funcidn caracter{stica incluye la solucién fundamen
tal y s expresa en funcidén de las factores de reflexién |.
y.de sxponencialen de los espesores, incluyendo el potencial
perturbador debido a la presencia de més de una capa,. esto
(Y]]

{ =, - = et - cesssases 1V.GQ

En la que 1z fraccién que sigue al coeficients 2 ea la
funcién caracter{stica utilizada por Stefanesco, que correg
poﬁdc a dicho potencial perturbadoé, ¥ que denominaromos -
por Hl . En el caso nis geperal de "n” capaa figura en la

‘7‘”cnntidld aubintcgral gome una expresién de la formn-

'»xn i vesensessersserren xv 10

;,Donda M es la funci6n carnctoriatica " cotapleta ,'esto“:'

" “es; que 1nc1uye 1a solucién fundn.autll ecuacién TIT.11 a -

dononina acua»i6u caraetoriatica de sliohtnr,,
lp iy

1a que se 1




la !\mgi&p caractexr{stica de Slichter ticnbcﬁpropilthdoa as
wejantes a la curva de resistividades aparentes Y otrms -
néa, .
Por 1o tanto la funcién caracter{stica Kde, Slichter sG-
‘mits, dos expreziones algebraicas equivelentes a. ella, que
:  -an‘ ﬁ-pcottvmnte'di King y de meén. :
- Por lo qus Sunde lss utilize pars ca.‘.du‘.@n'-é_c cortes Ae
tres o mfs capas (1949) en el que parte del factor de re—

“flexién F .., corresponiiente a las dos Uiltimes capas, y se .

wan calculando sucesivamsnte las expresiones L, Wpeeeres
evbecaras L1 M}, hmeta llegar & M, 3%, . Las férmulae
son por lo tanto las siguvientas: '

Lym o : R O

by
Pomon

sesveenrscessrsennanes

LR TR R R TNy ST TR YR T
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sigui

endo este procedimiento puede cxlcularas, por ejemple:

PRm ] e veees IVL12

i

Lam® expresiones as{ cobtenidas para Y, en la forma de V-V

Slichter cumplen lan condiciones piguienten: .
a) ', tiene la forma de cociente entre doz sumas de texr

b)

<)

a)

N radox- pero la mitad de ellos tionan -1¢no msauvo, kN

minos dol tipo.

s Ll T s e s e
%y Rl L3
B N R T W

donde

W . By b
23

esessscescensvers IVLL]
[E R Mg '\T

"Bl miimero de términos del numerador igual al danomi~
nador, ‘es "' siendo el nimero de capss del corte.

Los términos del numerador ¢etan siempre afectados por

eigno pomitivo.
Low t‘rl.inoa del denominador son los mismos del puwe
‘-.—.‘.s tositivom low reatanua.

Lo. t‘r-im- mxutivou #on los quc oonu-nu un xa'l o
mero :lnpnr K‘ . :

 71~'




IV.2 COMENTARIO

En esta parte se hWce patente que se da una extensidn en
- el procedimiento dé cdleulo como fué visto para el caso de
dos capas y que por consiguiente es el nizmo para el Easo
de tres, cuatro, cinco © mAs capas, llegando a obtener una
expresidn mis general que nos involucra ahora con las con—
diciones da contorns que se contemplan ¥y e aplican al ut}
“14zar 1a expresitn IV.1l que se hacc rxtansiva n los "n" sus
tratos gue se tengan, formulando otras tantas para los po-

tenciales que s¢ deseen encontrar.

Le.de hacer notar que es apartir de anqui donde se tie~
ne por esi decirlo la liberiad de utiiizar les diferentes
algoritmos que mejor convenga a nuestras necesidedas, como
ge ha observado existen muchas aimilitudes entre métodos -
pere que cadm uno guarda sus propias caracteristicas.

Vistas sstas desde lee conmdiciones de contorno nos én-
contramos con los analisias hechos por Slichter,otro> por ~
Stefapesco y lus no menoe usaise por Sunde y Flathe; gue -
son utilicados ampliasmente por su flexibilidad al manejar
un gran némerc de datos en loa algoritmos de conputesidn y
taqilidﬁd da cdleulo. Tioto ha implicado el estudio do al-

gunas relacioncs de rocurrencim para facilitar mde aln las "

" expresiones gque ge manejan tanto en los determinantes como
E’qp‘;aa‘matrlcns. estos analisis han.sido hechus ‘por Sliche
ter, Pekeris ¥ flathe. que en forma por demis formal-vienen

.- 8 complementar laz,aolucionéa a.lcsrgroblemaa que. ge¢ puedan
:  pp1antear en la Prospeceiédn Eléctrica, '

T




v. GAPAS  OTLINDRIGAS -




V.) HNEDIO ZJON PROKIERAG COAZIALES CILINDRICAS

El problema tedrico en la naturaleza ce tiene prousente
al emplear funciones potenciales eén un medio con fronteras
coaxialas cilindrices, come oo el case en al cual trata. el
problema de un pozo perforade de diametro .- y resistivi-
dad !, penetrando una capa de aspesor infinito y taniendo‘
una resistividad, f’} .

En suma esle puede ser una capa cilindrica eatre las py
redes de und zonm sAna y ls rocs intacta, la cusl tiesne gue
venir saturada con lodo de perforacidn infiltrade nar su po-
rocided, y tambidn tengn una tercera resimtividad, Y7 .

Un bosquejo més exnacto de la formulncién del problema en
como sigue: Teniendo un pozo perforado con radio t.\,,‘: y ¥ Ba-
turado con lodo d& perforacién que tiene una resistividad

$ , como aparece ea la figura, {(V.1]).

Figura {v.1) Geometrin de ug medis eon iz ‘o:ziré‘exb-ﬁswéi.rifnd;‘i‘“—

“ca® coaxinles.
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El cual ests delimitado por un cilindro infinito de ra-
dio exterior, { y en el primer cilindro de roca teniendo
una resistividad % s afuern en el segundo cilindro toda 1a
roca tiene una resistividad ?:.

" Donde encontramos el potencial a lo largo del eje del po
20, causado por una fuente de corriente localizadn también

en vl eje de dicho pozo,

Usande un sistema de coordenadas cilindricas; con el eje o

"Z" alineado a 1o largo del sje del pozo, § con el origen

h

2 12 fuente 4+ corriente, FPor conveniencia; definirsmos -
las medidaz longitudinmles on términos del radic del pozo
y esto ea: )

Les funciones potencisles Vv dine oy ﬂ v,:, para el
tvabajo de campo como en el pozo ¥ en ol medio eircunﬂanta
deberd satisfacer las siguientes condicionea. i

1.~ Deberd patisfacer la ecuacién ds Laplace.

R 2 .

 Fare oads punio excepic ei origen {(ha fuenle Ge  gosrieilll Il

!ntoncaa tendremos simotria axtal. ’
Rn ente nroblema 1a- ocuaoi6n de’ Laplaoe 80 redna. a-la
forus.

[FRURTNHEIRNPS BN ) ST
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=i

2.~ Para cada distancia grande, . /i’ +7'wer, el poten
cial serd aproximedamente cero. .

3.~ Cerca de 1la fuente de corriente la funcién se¢ apro-

. ximard al potencial debido a la fuente de corriente en un

medio homogeneo @ isotrdépico teniendc una resistividad X s

1 P '
H s T P 10
5 e i O

y donde : = “la funcién potencial tiende nl infinito en el
mismo orden como l' . Entonces la funcidn potencial tendrd
la forma.

. Voo

Vos g \, rrerereeeees Va2

. donde % en finito y continuo que sutiatuco la ecuacidn de
Laplace para todos los puntos en el poro parforado excepto
en &l origen, donde es cero. :

4.- Para las fronteras sntre los medios o planos fronteg

"ra, dsbord exictir continuidad en el potencial.

£el sersersaveses Va3

Vi B {rerisernease Vod

5.- La oomponento normal de la dannidud de corrianto atra 

- [ *'L':l’t

N A

et




6.~ La funecidén potenciml ez la misma para el valor nega
tivo de “Z" como pars valores positivos de "Z",
- Usando &i método de Fourier para resoclvey la scuacidén -
I1.41, y dando unsa ooiqcidn 1a cual c¢s eltproducto de dos -~

funcliones.

“donde ?'x;es una funcién solamente de "r", y 7:I.es una-fun
cién solamente de "Z", diferencicmos lz solucién prdpheata
y auetituimos en la ecuacién X.41 dividiendo postoriornente
por el produsto de :.. i . tenemos:

L

o
{,

n
3
i

crrancavens VT

como anteriorments argunentainos, que el radio e. ;Séeberﬁ’
‘ser un términc conatants, por lo que soe define la solucién:

E ,r!u ‘huz malea aan-

cialea. e

- La aolucién particular ‘de 1a primeru de eatns ecuacionus@ﬁ.

contieno 1&5 funaiones, tnmbién expruaadaa con 1a notaci&n




de Pourier por contener loa valores expresslos sn ..l : Y
Us-13¢, 1a forma compacta serfia la de Euler, psro em sste
caso ae prescinde de ella, parsa 1a segunda ecuacibn, las so
luciones son funcionss de Bessel de primera y segurmia cla-
B8, 1,V ¥+, 50+ de orden cero para pequefios ax-éu.ent_op.
Por 1o ‘que la soluciln a la ecuacién I.41 consistird de
los siguientes productos .. | .. i,

bt

i,  como de

KIS S - T IENARAY

Por 10 que una condicién serfa requerir que el potencial
NC dspenda dei Bigno ade ‘ﬁ", por que la solucién de la ecua
cién I.41 no pueds contensxr términos de la forma ciguiente:
Tok At jumind) ¥4, a7 TolaS ,, adends que sun coeficientes
deberin ser cero.

Por lo que la solucidn completa a la ecuacién Y.41 queda:

o

=t N -~ 5 . - A - [ i3
V—— VoAl T JUsE AT G s e T .\,\‘ PP
J i -

Y 2

donde: hii ¥y -:» _scn funclonss de los parametros ",

En un medio como .(El pozo perforado ), la funcién potep~ -
cial debera satiafacer las condiciones expresadas en las ecus

clomes Vil 3 .2

Esta ﬁlfin en la forws de. "Seber-Lipschits".
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La funcidén ! » por el momento eo finita y continua atra

vép de todo el espaclio, no puede paor lo tanto contener tér-
minos tales como *. .: , la cuml tiende o infinito con

Por lo que la ecuacién V.2 esté definida =i:

o R JREIEN
La nmc:l.ég potencial en un mdib vendri dada 'por‘ la
‘wiguients ecuscidm

. Wl e Ty ees Ya10
}u s oL R
En un medio (;: la fumeibn potencial esm:

"l
‘/,“ f-\ A k:‘r‘j [ G o ,/‘ho)’ Tailan. ihes VeIl
N 1o A e . :
En el modio exterior o mis extermo =, i& funoidn poten
cisl no contendr& términcs que imveluoren L.V la cusl tien

de & infTinito paras wmlores grandes del argumento:
i

ERS

@

B (P ’\,\ el




U Y.2  cONENTARION,




‘CONCLUSIQNES.




V.2 COMENTAZIOS

En este carf{tulo se realina un andlicic s 1la solucidn

de un medis con frontetraus coaxiales eilindricas, gue on
im ﬁréxia ne presenta en log trabajos Gestécnices de per-
foracifn o bien en la explotecidn de los hidrocarburos,
passa ello se hace un bosguejo to mdas apegado al planten—~
miente de un pozo ul ser perforado.

Tomando e¢n consideracidén 1o que sigue:

lo.- S¢ gelimitan los cuerpos cilindricos que'intérvieu
nen, tante inoternge, como externos. .

20.~ Se deberén temer presentes ins condiciones del me~
dio oircundante, gue aplicadma en ccuaciones maotemiticas
ae conjuntan en fuanciones potenciales, hallando su solu-
eibn pér medio de coordenadna cilfndricas, Quedande vor
cumpitras las siguientes condicionesn:

I.~ Con 1la ecuacidn de LaplacC.

Il.~ Cuando se tenga la fuente a una distanela grande
el votencial tenderd a cero.
. I1X.- Cuando se tenga la fusnte relativamente cercans
la funcldén se aproximari al potencial.
IV.— entrs irenteras deoberd exiatir continuidad.
V.- La comnonente normai entre rronteran, o 4nnﬂidld
de corriente es continua. -
V¥i.+ Le funcidn potencial ew la nisma para valores noé”'x
aitivos ¢ negativos.

- tna bycién que ‘ge SRTone en eate capitule em el ugo deld
ﬁétédé‘qa Pourier, nara la nolueidn de 1a ecuazidn 43 Lag.
place, cuando .se tiens simetria axial.

" Cuando ae_éatisfncnn lus condiciones de las ecuaciones
Yol oy Vs 2y que_se exponen &u ia IIIn.,condicidn. Permite

estublecar la solucién por medls de la funeidn de Webur—
Lipsehitz. .
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CONCLUSIONES

Deade el inicio de este trabaio se hace una recapitula-

cién mencionando, los métodos que ac usan ¥ fe emnlean en

la Ingenieria Geofisica, como diseiplina, para desmuén ang

"lizar la aplicacidén gque se le puede dnr & la Proaveccién

Rléotrica, en el estudio de los potencinles eléctricos en

capuas o sustratos parnlelos.

En la busqueda de aplicaciones, de ingenierin, conjuntu-

da a

mas que compleméntaron este Trabuju; &

£

otras disciplinas y o la invegtigacidn, se tocaron ig

1o aneers
Ga.SC oMo

‘potencial.
TLa

ecuacidn de .Laplace. -
ecuacidn de Pcisson.
funcidn Kernel.

relacién ge reonvrencin de Pluthe.

ue hen pido ¥ serdn temas. por mis motivanies aun pars
el lego en la materia. )

Lspcrun&o hacer alguﬂa contribueisn a la Ingenicrla Geo~
fﬁeicu>nc elnbﬁ“6 cnte trnba1o. R I e

Cgo







APENDICE A

Cuandy surgen expresiones como las gué s6 ha plantesdo
anteriormente reaulti necesario, reflexiopar y analisar mas
" sobre su interpretacidn matemdtioa y fieica, para su ‘nde-
cuada apliocecién a medios eectratificados y emplearlos en
formm por dsméds for-il on la Geofisica y en particular s
1la prospeceidn Geoeléotriom,

Por lo que reviseremos algunos conceptos.

COORDBNADAS CURVILINEAS,

_Transformacién de coordenadss.- Connid.rc.ol las coor—
danadas rectangulerss {= vy =] de ux pusic sxprésaldas an fun
cién deo las variables {u,, u., u,) en la forma.’

xox(u,,u_,u.); y=y(u,,u.,u, )} z=2(u ,u,u) coevvvaa. Aol
o bien despejando (u, ,u_,u.)
u,':u, (x,7,%)1 ulﬂzul(x,y;z); Urt, (XyF9Z) sennenvacvas Aoz’

Laa funciones gque aparecen en Al (1 A.2 pe suponen Vunifo_x;
’-sa' Yy con dsrivadas contiruas de manera que la corresponden ;
cia entre las ternas (x,y,r) ¥ u,, u,, u, &8 biunivoca. I!n
V- p-l-uh.ua pusds ogurrir: qu. cutl lupatesis o a& uu.lpla -
em’ nlmon puntoa dctorliudus, s cuyo caso debcrm hﬂeor
s¢ 1las consideraciones pu-tinentn. g )

i ~-Dado -un punto P de cosrdenndas nctnnzularcs (x,y,:)
1e puede msociar, scgﬁn A+2 , 'un conjunto tinico de nﬁmras

'(u,,u.,u\) quo ‘ilesaremos ooordcnma- curvi.‘unen- de P. Lon e
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pistemas de ecuacionesg A,1 8 A.2 definen lae fSrmmlas de
transformacién de coordenadas.

Es decir el sspacio E' del eistema cartesiano estm for-
medo por trec conjuntos de planos perpendicularesn entre sfi,
9i estos planos sufren una deformacién, entonces el espa~
aie queda formado por un conjunto de superficies alabeadas
pero La interseccidn de tres de ellor smeguira definiendo
un punto plu,,u,,u,) que estard defirids en un sistema de
coordenadas curvilineas por la intergseceidn de las tres su

perficies: u,- constante, u..constante, u,(:constante,

TRANSPORMACION BN COORDENADAS CURYILINEAS {(Jacobiano de
transformacidn). .

Sea la familiu de superficiem: u.-u, (x%,¥y,3), u=u.(x,7,2), -
u,:u,{x,y,s) la interseccidédn ontrs ellas define el punto Fo.
de coordenadas Po(Xo,Yo,Zo) Definido tuwbién en el sistems
de coordenadsu; u.-~u, (x,y,#}, u,;-u(x,y,z), 1\‘;u:(x,y;z) ]
sea (u,,u,,u.) gue serid do coordenadas curvilineas. Los des

plazgminnﬁéa sntre los puntos a traves de las interzeceiones

de las superficies serdn:




sustituyendo A.5 en A.4

‘.‘].“}‘ "-;ﬂ{\ — 'jul .-‘.---'---‘--..- AT
sustituyendo A.6 en ALT7
j’:, = :I\IC_\\U‘ A :
. donde® h ,h ,h son loo
(DR " o - .
EET N R factores de encaim.
doy = byt b

calculando sl argumento tenemcs:

Ll f'ﬂ = .\'-.C"s._. - Xx ‘ . \'Jgr\\ i
[N PR
G i IVU )L‘?'j' 13
! N
db =
;3

[ IR A S .
Ah < \‘:‘u won .-l‘}., A

\ v

~ 5
~—
pasil
[~
o

viavecasses AdB

¥y o " 'ae denoming 1acobiano dn tran-xor
U} evesene Ao
aibn

Y on’ gtnornl para. un espucxo en tres dxmoncion-s ia- cxyr.—
‘ ci6n qnodl' N

. ey T\ \ : ‘
dv = “L~ ‘J‘\\_j,‘)\\u‘ (i\!,j Uy assnaes AddO

Jacobianc de. Transformacién

_.. Ba




Ejemplo.~- Dada 1a Biguiente transformacién u=x'e y*, v=xy
“donds  leut2, 1¢vs2, Didujar las regzionss en los
‘sistemas (x,y), (u,v) y calcular el jacobiano de

transformacidn. ,
A
Koeit=t
PR [ T
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APENDICE B

COORDENADAS CILINDRICAS (Elementos).
Variables que intervienen: i

T (%,/47)

al
.

o

\
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Y
B

3
L3
)3




En este caso . es que:s -~ { i

. de aanern que

La ecuucién de Laplace en coordenadass cilinaricas iomn

15 forma.

8i la funcidn buscada " . * no depende de-" <%, la-ecua:

cifn anterior se pimplifica:




APERDICE €

Rapresiones para:

GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTACIOHAL ¥ . LAPLACIANO.

En los sistemea de coardsnadas curvilineas ortogonmalea.

Sean 5 uns funcidén escalar y A< i (0 oA - 5 una funcidn
vectorial, de ians coordensdaa curvilineas ortogonnles u,,

u,,u,;en estas condiciones, as verifiosn:
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Si sustitudmon k- nbex L oy &, 3, < or U400
ot Lo P S P - Lo

reapectivamente estas relacionmes se reducen a lasm expresig
" neg corr-apondlenfisian coordenndas rectangﬁlar-s, donde
© {u, ,u.,us) hmcen sl papel do (x,¥,2).
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Notacionese para: GRADIERNYE, DIVERGENCIA, HOTACIbNAL y Ei
LAPLACIANO; en coordenndas Cilindricas. R

- ShmvCe. B Yevnee® ) 2o

1

El clemanto de volumen d%= Tdrdo-i.
Los vectores unitarios u.,u,,u, son perpendicularea pa:

e cada uno de sllos.

frud Ve = %Y U.—q——'—b {2 aveeecmecaonssas CuB
S .
e e T T o Y

L aieeenssssvinvaveaeves QeT S
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APERDICE D

EL LAPLACIARO COMO CAMPO VRCTORIAL CONSERVATIVO,.
El operador YV e denomina operador de Laplace © anln-'

ciano es decir:

T evesesenss Dol

Aguella funcidén cuyo laplacisanc e= igual 8 cers zs le ds
nomina una funcidn gue es armdnica, es deoir.
7 2 2 vieeeens. D2 f s5 una funcidén eamcalar ar-

monica ¥y me le denomina ecunacidn de Laplace.

CANPOS VBCTORIALES CONSERVATIVOS.
Ses i una funcidén vectorial y I una funcidn sscalar cuando

para todou los puntos p de una regidén sucedé que:

e U  JO

4

i recibe al noubre de campo vectorial consarvative y "f"
potencixl del campo.

Como el rotacional de un gradiente sicmpre es nulo, los
campos vectoriales conerervativos satiefacen la propiledad.

7ol T eessssacessarars Doi4A

De aqui la poeibilidad de relacionar ¢l conceptn da dita-

renaial oxaotn. an ol de lop cuupon vectorimales conaervati-
vos. En efectu, ai !af(x,y.:) ue una funcién eacalar.onton—

cen.,
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. Por lo. que;

R Y en diferercial exacta -1.1 sfle
si, se cumplen las tres condiciones siguientes.

i
i
| _
L asesseanssse P.ko

sustituyendo ahora D.4a y D.4b desarrollandc el producto

quedsas
(o 8L ye st SN e SENR L o L. Duaa
\:.y:'.,— sy s \pex é):) b BYS IR Dew f :

Igualdad que e cumple ei y 8620 si las conponanttﬁ yalen
cero, o sea si yuedan satisfechas las tres condiciones indi-
cadas arriba. Por 1o tanto la enndicién necannr;a y sufici~
‘snte para gue sea diferencial exmata es: ,

G 4T = D esessessersvinsnsriess Doda

P..clon 5 ver ahora la difo:tncinl ‘exacta ¥y su 1nt-rpr-
tacion brjo su integracién ¥ 1a rol-oién con-lo’ quo nc-h.non'
LU de ver. o
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LA DIPRRERCIAL EXACTA Y SU INTEGRACION .

A la exprepsién:

FUE ey s A, S U veves DuS
donde §UiY Al ..o {5} son funciones continuas, se le llama
d4 ferencial exacta, ai la diferencial totsl de la funcién:

em tal ques o h RN o

Lovure o . vior,

es decir, si se cumple con:

& T oan .o W 5
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dorde 7% kg dry o My o bienm A LA A

gon law difsrvncialea de las variables independientss, ou~
pongames & c\ﬂ\ oy v\'jt,,
‘nemos:

.oy

c=| de la ecuacibén D.7 ‘te-
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considerando por facilided la expreaién:

A 2 T SIS S 38 1
de un sspaclo E. Se enconirard la condicién noqemil Yy om
ficiente para que D.10 eam Aiferencial exacta, ami que de

las ecuaciones D.9 se obtiene:

v o= 8 : A vy o aeesess D1l
:

‘derivapde parcialmentes, tenemos:

A T

sesssrcenevaveress UVohla

. ] . 1
o [N

¥y de acuerdo con el teoresm de Schwars ss tisne que:

e y

siceticssasvenenns DJ12

la ecuacidn D.12 a; 1a condioidn necesaris para que 1a ex-

’ presidn D.10 s2a diferencial sxacta. o
Anglizaremos shora que condieién deba cumplirse para que

u':l..ﬁa la funcién F'de modo que:

TE e e v i seevemesnsees Bud3
o mem quei ) B : R
S I T e T &
S0k 0t m S0 esesersssessiessasseeses D13b
; s }

- '1nto¢i-mo parcislments D.13 con respecto a "I" se tiene:

T ;'L'.,'-‘, RO ',,{_‘_’; csermessnesan Dol&

23



donde C(y) es la constante de integracidn, funcién de la va
riable "Y" derivandc D.14 con respecto a "Y" gueda.

L o0

€T L o SRR I
AR i
& .

Perc de D.13 me tiene gue:

Er Y =
SRR )
de donde ‘
e R L T L U DD PYRIMPI PR 1 €
SRV .

derivando parcialmente @ D,16 c¢on reepecto a "X" pe obtiene:
Pl

R R R AL T B A =
A ‘L""",“- - 51'_}\- LS S

del teorema de Sphwars y como - " ..~ , quedas
380, & - )
S IR S

0 B8AS

cvsersvaraesarens DUAT

"-de-donde ‘se concluye que la ecuacidén D.17 representa la cog': :
" diedén necemaria y suficiente para éuc la expresidn D.10 - & -
e#a diferencisl exacta. :

A continuacién damos la condiciém nesesnria 7 suliciente
. ‘parn que la expresidén del espacio ‘_E“ sea difeorencial exacts,

'y tenemos.

Ff\.‘_ W) el g Y S, . PR o sesees D18
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. debe de cumplir.

:x . &
P <7
RSN D tesdedesiene D19

R T . :
" Por. le que shora #&tamoe ¢n copndiciones de¢ relaciopar el

concepto de la diferencial exacta, sn los campos veotoria-
lee conservativose. - ) ‘

En efecto, el f(x,y,%) e8 una fursién escalar, entonces.

A Pr Y veeass D20
Por lo qus 4 == 1", es diferancisl eracta =i ¥y sélo
s ne cu&f).pn las tres condiciones como yz hablawos vimto:
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APENDICE E
PROPIEDADRS EN LAS QUE INTLRVIENE EL OPERADOR . NABLA.
Seans A y B doe funcionrus vectorialea derivables 'y

funciones emcalares continuas en todos los puntos (x,y,z) -

de una regién del espacio, en emtam condicionens,

Y A S T a . "

2,. Yelav oL . . § N T
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= el e e L
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10e= -7, ;= . a; Bl Rotacional del Gradiente a&e ;ﬂ e® cero.

T1les T TFW Lt 3 La ddivergencia del rotacional da "A® es céro.

Bn lma propiedadss 9 y 12 we supone que /p YeA® tienen
segundas derivadas continuas.

'CARACTERISTICAS TIPTICAS DE CAMPOS VECYORTALES.
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