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PROLOGO

Los estadfsticos inician generalmente su anilisis propeniendo una distribucién
para sus observaciones. A iravés de los rfios han surgido muchos métodos para
probar si la disiribucién propuesta es adecuada. El estudio de estos métodos se
ha llamado Bondad de Ajuste. Este trabajo versa sobre pruebas de bondad de
ajuste para la Normal Multivariada (NMV) y es en el primer capftulo donde se

da una motivacién del problema.

En ¢l capitulo segundo se hace una presentacién de los eriterios utilizados en
la eleccidn de los métodos para el estudio comparativo de pruebas de bondad de
ajuste para la NMV. Luego de una amplia revisién, se cligieron sietc métodos
para ser incluidos cn este trabajo, estos son: el método de Mardia, el de Mardia y
Foster, el de Cox y Small, el método de radios y dngulos, el método de Malkovih
y Afifi, cl de Henseler et al. y el de Csorgd. Fueron los primeros cinco de
estos métodos los que satisficieron los criterios sefialados al inicio del eapftulo,

quedando sélo estos cinco dentro del estudio de comparacién.

IEn ¢l tercer capitulo se expone un método nucvo, exhibiendo su sustento
estadistico, se hace también una descripcidn detallade de su aplicacidn y se
muestra la relacidn que cste método guarda con el trabajo previo de Rincén ct

al. (1979).



Al inicio del capitulo cuarto se presentan las distribuciones alternativas uti-
lizadas en ¢l estudio comparativo de potencias y a continuacién, se exhiben los
resultados de este estudio que comparé los méritos de los distintos métodos

revisados, incluyendo el método propuesto en este trabajo.

Finalmente se muestran las conclusiones de este estudio. La tesis incluye

un apéndice con histogramas de las distribuciones alternativas utilizadas en el

estudio comparativo,

Quicro agradecer sinceramente al Dr. Tederico O’Reilly por haberme ini-

ciado en el estudio de esta Area, as{ como por su entusiasta y dedicada direccidn

de este trabajo.

Quiero dar las gracias también al M. en C. Raymundo Peralta por su ayuda
en ¢l desarrolio de programas en la VAX 11-750, 2 Maria del Carmen Quintanar

por su ayuda en la edicién de tablas y al Dr. Arturo Olvera por su ayudacen la

impresion de esta. tesis.

Agradezco al Instituto de Investigaciones en Matemdticas Aplicadas y Sis-

temas {IIMAS) por las facilidades brindadas para el desarrollo de este tra-

bajo.
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Capitulo 1

MOTIVACION

I.1 Importancia del problema

Dentro del anélisis estadistico existen métodos que suponen normalidad mul-
tivariada (NMYV). Algunos de éstos no son robustos ante la violacién de este
supuesto, razdn por la cual es deseable contar con algliin métedo previo que

permita probar la validez de este supuesto.

En el caso univariado, existen varios métodos para probar normalidad, comé
Io son los métodos grificos, que son menos formales que las técnicas numéricas
y enire éstos estdn la graficacién de la funcidn de distribucién 'cmpirica,.]os
histogramas y la graficacion en papel normal {probability plot). Dentro de las

técnicas numéricas se encuentron:

a) Lzl pfucba. de la Ji-cuadrada; que particionn el ranpo de la variable X
en A celdas, Ey,...,Earr. Si N; es el niimero observado dé X's en estas
celdas, entonces las NNy tienen distribucién multinomial con pardmetros n y
pi = [, d®(*7£), donde & es la funcién de distribucién de la normal estdndar,
~ Las pi’s deben estimarse por un método adecuado. La Ji-cuadrada de Pearson
estd dada por X2 = Zi\i1 (V¢ — npi)?/np;, que se distribuye aproximadamente

como una Xi,_a.



b) Las pruebas basadas en las estadisticas EDF?. La funcién de distribucién
empirica sc calcula como primer paso, sirviendo come estimador de la fﬁncién
de distribucién verdadera. Las estadisticas EDF son medidas de discrepancia
entre la distribucién empirica y la distribucion hipotética (estimada dc‘ alguna
manera). Dentro de estas se encuentran la de Lilliefors, la de Kolmogorov, la

de Kuiper, la de Cramér-von Mises, la de Watson v la de Anderson-Darling,

c) Las estadisticas basadas en los momentos; entre ellas estdn las medidas

de asimetrfa y kurtosis, la de D’ Agostino-Pearson, la de Bowman-Shenton, etc.

d) Las estadisticas llamadas de regresidén y correlacién como la de Shapiro-

Wilk, Shapiro-Francia y la de D*Agostino, por mencionar algunas.

En cuanto a la comparacién de estas prucbas se han hecho ya varios estudios.
Una lista de éstos aparcce en D’Agostino y Stephens (1986, scc. 9.4 ) y las

recomendaciones en cusnto al uso de estas estadisticas aparecen también en la
misma referencia.

Pars el caso muliivariado es muy poco lo que se ha hecho. Por ejemplo,
en el enio de 1986 en cl compendio mds completo a esa fecha, D'Agostino v

Stephens (1988], los autores presentan varios métodos pero no senialan cudl de
todos conviene utilizar,

D*Agostino (1986) comenta de las pruebas para la NMV

“Es inadecundo en este momento dar recomendaciones detalladas.

Sec requicre bastante mds investigacién. Todos los procedimicntos

aquf incluidos anteriormente tienen mérito.”

El comentario de D*Agostino es muy acertado ya que existen pocos métodos

propuestos ¥ entre éstos, pocas comparaciones se han hecho.

Aparentemente lo que uno esperarfa hacer para resolver el problema de pro-

lpor sus siglas en inglés por basarse en la funcidn e'mplricn de distribucién, Empiricenl
Distribulion Function



bar la NMV es buscar en la literatura y obtener un método, el cual dcberfa ser
claro en la idea de su desarrollo, contar con las férmulas explicitas con las que
se sc¢ construye la estadistica de prueba, contar con tablas contra las cuales se
compara el valor de la estadfstica obtenida, ¥ finalmente que ¢l método haya

sido comparado con otros existentes para conocer algo acerca de su potencia.

En la literatura se encontraron varios métodos, pero casi ninguno cumplidé
con los cuatro puntos mencionados anteriormente. Esta situacién motivd el
hacer una revisién mds amplia de los métodos existentes, y hacer una seleccién
de éstos para poder llevar a cabo un estudio comparativo entre cllos. Asimismo,

*se propuso un nuevo méfodo que se incluyd en el mencionado estudio para
evaluar, a través de sus potencias a todos los métodos. Con lo antierior se
pretende tener una idea mds clara de como enfrentar el problema de probar

normalidad en el caso multivariado.



Capitulo II

METODOS REVISADOS

JI.1 Criterios de Eleccion

Después de haber revisado varios artfculos gque presentan pruebas para la NMV,
el siguiente paso fue seleccionar los métodos que serfan estudiados y comparados
c;:>n el nuevo método propucsto. Los diferentes métodos revisados presentaron
distintas ventajas y desventajas. Destacan dentro de estas 1dltimas, férmulas
complicadas, distribucién de la estadistica de prueba no especificudé fiara. n

chico, corto alcance del método, es decir que sblo ¢s vilido para k = 2, o

‘bién su dificil generalizacién para el caso & > 2, donde k es el ndimero de

variables consideradas. Asf también algunos ticnen falta de invarianza ya sea
al orden de las componentes o al orden de las observaciones, esta dltima falta
de invarianza resulta muy importante, ya que equivale a violar el principio de
verosimilitud de Fisher. De los métodos revisados, se seleceionaron aguéllos que |
fueran invariantes al orden de las observaciones y que no fueran excesivamente

complicados de implantarse en un cédigo de programacién.



I1.2 Lista de métodos revisados

I1.2.1 FEl mdétodo de Mardia

Mardia (1974) propone una prucba para la NMVque se basa en las nociones
de asimetria y la kurtosis multivariadas. En ese articulo, define la medida de

asimetria multivariada poblacienal como:

Bus = B {I(X - wyE=2 (¥ — 0]}

vy la contraparte muestral como:

1 < - -
b= ) (X - X)'s7HX; - D)
6=1

Define la kurtosis multivariada poblacional como:
Bax = B{{(X - )5~ (X ~ p))"}
y la contraparte muestral como:

1 - TNl gyl 412
bz,k—gzl(if—?i)s (X —-x)°,

i=1

donde ¥ es la matriz poblacional de varianzas y covarianzas, S ¢s la matriz

muestral de varianzas y covarianzas, u es el vector de medias poblacionales y X

es el vector muestral de medias .

- Se encuentra que

Blua) = rpaigyl(n 00+ 1) -4 (L1
b - HErda o
Var(bag) = 8k(k + 2)(n — 3) (n‘— k—1)(n—-k+1) (IL3)

(rn+1)*(n +3)(n+5)

=41



Mardia obticne las siguientes distribuciones asintéticas bajo la hipétesis nula

de NMV
ﬂbx.k .
A: T Nx} 3
k(k + 1)(k +2)

donde f = 3

(11.4) .
Usando el teorema central del limite y las ecuaciones IL2 II.3 se tiene que:

g HnF Dbag — Kk +2)(n ~ D] VBRI F5)
VEBRE L) (m—3)n—F—1)(n=k+1)

se distribuye asintéticamente cormo una N {0,1).

Mardia muestra también que

- bg'k - k(k + 2)

VSR 5

se distribuye asintéticamente corno una N{0, 1}

Mardia y Zemroch (1975) dan los algoritmos para calcular b1 & ¥ b2,z , mismnos .

que fueron usados para implantar este método.

La estadistica,aqui propuesta, finalizente utilizada fue la resultante de usar
A y B al nivel § y rechazar la hipdtesis nula si al ménos una de las dos excede
el valor de tablas, (la distribucién para A y B fue “calculada” por el método de
Monte Carlo con 5000 simulaciones), esto es, la desigualdad de Bonferroni fue

utilizada para producir una pruecba conservadora.

Esta estadistica serd llamada de aquf en adelante como B1B2.

I1.2.2 Las estadisticas de Mardia y Foster

Mardia y Foster (1983) presentan varias pruebas de tipo general {(“6mmnibus™)

para la NMYV, basadas en b1,k y b2,%, las dos medidas de asimetr/a y kurtosis

[

vistas anteriormente.



Las pruebas que Mardia y Foster presentan, consisten en transformar abiey
a bz x en variables normales estandarizadas y luego en construir una estadfstica
que tome en cuenta la correlacidn entre estas dos variables; esto es, o través
de una forma cuadritica que resulta de aproximar con una Ji-cuadrada a un
vector asintéticamente normal bivariado con by x,b2,x. Las prucbas elegidas para
el estudio de comparacién son las que en el articulo aparecen con el nombre de

S¥1 S, Ck ¥ Cfy. Utilizan dos transformaciones para normalizar 2 by que

50N

Ui = 2R

6+/2f/n?
W) = 3VEF [cténﬂbl,k)-*-—mfw],

donde f esté definido en I1.4.

Y otras dos para transformar a by g

Ultay) = C2emklkt2)n—1)/(n+1)

Vek(k +2)/n

_ W JE 2 [ e-0
Wibze) = 3 2 1#@’: {1-!-55 ,2—-4

donde
’ . 7 = bg_k — E[bz'kl
\/Vﬂf[bg’kl
y -

Skk‘
ho= 6-'*‘\’“&7(;_18")%)‘&

k(k+2) = k(k -+ 2)n
[ 2 (k48 F 1+2(k+8)9]

(11.5)'



Como se dijo anteriormente, estas transformaciones normalizan a b y 2
bzx. Lns estadisticas que no toman en cuenta la correlacién entre las variables

transformadas en la construccidn de la forma cuadrdtica son:
Sk = U (14} + UP (b2},

8% = Wb ) + W3 (bax)-

Y las estadisticag que si toman en cuenta la correlacién entre las variables trans-

formadas son:
C?{ = .E.'.’V_l.b_’

donde
¥ = (b —6f/n, bag— k(E+ 2)(n—1)/(n+1))
y
Vo= 72fn—3 12k(8k% — 13k -+ 23)n~2
T | 12k(8%? — 13k +23)n?  8k(k+ 2)n1 )
Y

Cl = (W(b1,k), W (b, ))W 1 (W (by &), W (b2,1)")

donde W es una matriz simétrica de 2 x 2 con unos en la diagonal y la siguiente

expresién fuera de la diagonal:

3
i 1 40( 2) 1 n ( 2)«
Cov{W (& Wibs 1 = JWem—= - ({1 = | = - =
ov(W (01,1}, W(ba,x)) > vﬁf{}‘;{ 3 A/ =it 7
VZITh = Cov(bik bae) }
donde f; estd definido en 115 y 02 = Var(bs i) ¥ la Cov(byk,b2,) estd dada
por la sipuiente expresion:

12k(8k% — 13k + 23)
n? )

Cov(b r,ba k) =



En el caso de C%, se observé que la matriz V es positiva definida para k = 2
s6lo cuando n 2> 2B6; de aqui que la distribucién asintética que presentan los
autores sélo puede utilizarse como aproximacién parn n > 26; pero més adn |,

la estadistica Cg, s6lo puede evaluarse si n > 20.

Mardia y Foster sefialan que debido a la normalidad aproximada de las varia-
bles transformadas, las estadisticas anteriores tienen una distribucidn préxima a
una X3 bajo cl supuesto de NMV. Sin embargo, se hizo un estudio de simulacién
para k = 2 y para n = 40 con 5000 repcticiones y las- distribuciones de cstas
estadisticas no resultaron muy cercanas a Ia distribucién a:sintét.ica. scnalada,
En el estudio de comparacién las prucbas se llevaron o cabo utilizando la dis-

tribucién obtenida via Monte Carlo. Lo notacién utilizada de aqui en adelante

para estas estndisticas es la siguiente:

SU = 53,5W = S8%,,CU = Chk,y CW =C},
11.2.3 El método de Cox y Small

Cox y Small en (1978) presentan una estadistica de prucba para el caso k = 2
basada en la linealidad de una componente en la otra, ya que ¢l hecho de que las

esperanzas condicionales sean lineales es una caracterizacién de la normalidad.

Llamando X, a la primer componente de las observaciones, y X2 a la se-

gunda, hacen las regresiones siguientes:

X1

a+bXa+cX24er y (iLe)
Xy = a'4+bX, +e'XP 4 ' (11.7)

v calculan las estadisticas ¢ de student para probar que el cocficiente que multi-

plice & los términos cuadrdticos es diferente de cero, siendo Q17 para cl modelo
IL.G y Q5; pura cl modelo I1.7. Cabe aclarar que as{ como se postuia una parte
no lineal cormne cuadritice, podria haberse escogido cualquier otra funcién no

lineal; esto aparenta ser una debilidad del procedimiento.

9



La distribucidn conjunta de (Q12,Q2:1) es complicada, aunque las marginales
senn relativamente simples. Bajo la hipétesis nula (Qi13, Q1) se distribuye
asintéticamente como una normal bivariada con medias 0, varianzas 1 ¥ con

Corr(Q12,Q21) = p(2 — 3p?) donde p = Corr(X,,X3). De lo anterior, la es-

tadfstica propuesta por ellos es:

r - 2 -1
1@2,1,Q1,2) [ ria( i 372) 1,2(2 - 3ria) ] [ g::; ] )

donde ry,2 es el coeficiente de correlacidn muestral de Xy y X3, ya que p es

desconocido. La forma cuadrdtica se distribuye asintéticamente como una x3.

Como sc hizo para las estadisticas de las secciones anteriores, se calculd su

distribucidén por Monte Carlo para muestras tamaio n = 40, con 5000 simula-

ciones.

En ese artfculo los autores no sefialan qué cola de la distribucién hay que
utilizar para rechazar la hipdtesis nula, y se encontré al hacer una simulacién
que en ocasiones hay que usar la cola izquierda para rechazar ¥y en otras la
cola derecha; al no haber una recomendacidn de los autores respecto a esto, se
decidié considerar fres pruebas, usando las siguientes opciones: rechazar para
valores grandes {(cola derecha), rechazar para valeres pequeiios (cola izquierda)
y rechazar para valores pequefios o grandes (dos colas). A las prucbas sc les

hard referencia de aguf en adelante como CSD, CSI y OSDI respectivamente.

Los autores muestran cédmo podria generalizarse esta idea prra k > 2 ¥ lo que
obtienen es una scric de cstadisticas semejantes a las @Q's anteriores; el ndmero
de éstas crece considerablemente con k. Los autores sugleren hacer grificas de
estas estadfsticas ordenadas contra los valores esperados de las estadisticas de
orden de la normal,(desviaciones de una linen recta indicarin alejamiento de la
NMV). Lo anterior supone que se cuenta con tamafos de muestra suficiente-
mente grandes como para considerar que las estadisticas tienen una distribucién

normal. Ista generalizacidon es conceptualmente sencilla, sin embargo o apre-

10



cincibén de Ins grificas no deja de ser un un método subjetivo que haece diffeil
asignarle una potencia a una prucba hecha de esta mancra. Estos procedimien-

tos no resultan ser invariantes a transformaciones lineales no singulares,

Cox y Small sugieren en el mismo articulo, un métode que es invariante a
tronsformaciones lineales no singulares. El procedimiento también esta basado
en la idea de la lincalidad de una componente en la otra. Este enfoque tratn
de encontrar dos pares de variables toles que sean cm_nbinaciones lineales de
las variables originales y que una tenge la maxima curvatura en la regresién -
de la otra. La curvaturz alcanzada es lz estadistica de prueba. Llevar a cabo
este procedimiento resulia bastante complicado, requiere de maximizaciones ¥
avn el encontrar los puntos iniciales resulta complicado. Por los motivos dados

anteriormente sélo CSD, CSI y CSDI aparecen en ¢l estudio de comparacién

realizado.

I1.2.4 El método de Radios y Angulos

En el articulo de Andrews et. al. (1973), se prescntan varios métodos para de-
tectar fallas al supuesto de NMYV. Enire ellos estd el método de descomposicién

en radios y dngulos, para el caso bivarindo. Este consiste en calcular los resid-

ueales escalados -

-Z—i—'_'-s_%(_x—i"z_)’i:ls"':na

donde X; denota el vector de observaciones, X y S son el vector mucstral de

medias y la matriz muestral de covarianzas respectivamente, Bajo el supuesto

de NMYV los cuadrados de las normas de los Z;,

R;=Z:Z; = (X; — X)'s71(X; — X),

se distribuyen aproximadamente como x2 con 2 grados de libertad . También en

el caso bivariado el ingulo J; que Z; forma con el eje de las abscisas se distribuye

11



aproximadamente como U(0, 2r). Los residuales escalados y los dngulos para n

grande resultan ser casi independientes.

Los procedimicntos propuestos son técnicas grificas, sin embargo se hizo una
variacién para poder introducir este procedimiento al estudio de comparacién.
Este procedimicento consiste en probar que los R; provengan de una x3 y que los
0:/2x provengan de una U (0, 1), en forma simultdnca. Para hacer esto se utilizd
la desigualdad de Bonferroni y la estadistica A? de Anderson-Darling evaluada

para los R; y para los 0; por separndo.

La funcién de distribucién de una Ji-cuadrada con 2 grados de libertad es
Flz)=1—e"3%, >0

entonces a cada 12?7 se le mapea con la funcién anterior y se obtienen las corres-

pondientes U;, es decic

U.-=1-e""5R‘, paratft =1,...,n.

Después de hecho lo anterior se ordenan las U; y se calcula la estadistica de

Anderson-Darling,

El caso para las #; es mds sencillo ya que
F(z)==, ze[0,1]

entonces sélo se ordenan las ¢; y se calcula la estadistics de Anderson-Darling.

Debido a que las distribuciones de las 0; y los R; son asintéticas, no se pueden
usar las tablas dadas por D'Apgostino y Stephens (1986) (caso 0) parn los dos
valores resultantes de A2, Sc procedid a canlcular las distribuciones de éstas por

Monte Carlo, {inicamente para n =40y para k= 2 .

_A la prueba que sigue este procedimiento se le llamard de aquf en adelante
como AN,

12



I1.2.5 Los métodos de Malkovich y Afifi

Las dos primeras prucbas que presentan Malkovich y Afifi (1973) estdn basadas

en generalizaciones de las medidas univariadas de asimetria y kurtosis .

Definen & la distribucidon de X con asimetria multivariada si

_ [BUC'X - C'BE(X))*))”
e P (oA ]E

>0,

para algin vector Q. Y definen la asimetria poblacional multivariada como

g1 = mgx 1 (C) > 0.

La distribucidén de X tiene kurtosis multivariada si

i - tsr ' Y4 2
prto) = [FUGZ 22T >,

para algin vector C

=

Y cn forma similar definen

(87)? = maxd{(C) — 3]*
como la medida poblacionel de kurtosis multivariada.

La hip6tesis de no asimetria para @'X es aceptada si b;(_Q_) < K, , donde
Kb,‘ es una constante y b;(C) estd dado por '

(% - 2P
b (C) = nE

n

[ (Z; - 2))°

F=1

con Z; = __C'_'_X_J-.

13



Usando ¢l principio de Roy, lo hipétesis de que la distribucién multivariada

no sea asimétrica se acepta si
bl = mg.xb;(g_) < Ky,.

Similarmente Ia hipétesis de que la distribucién multivariada no tiene kur-

tosis es aceptada si

(3)? = max[bs(C) — K < K,

donde K y K, son constantes y by(C) estd dodo por
b, = nE(Z = 2)*
[22(2; — 2)%7
con Z; = Q_’K_j. )

Estas medidas resultan invariantes ante transformaciones de la forma

.Y_j =T£J+_A’.I_., J=1,..4n,

donde T es no singular ¥y M es cualquier vector de constantes. Entonces, sin
pérdida de generalidad restringen a los vectores {§ a aquellos que satisfacen
C'C = 1. Para obtener estas estadisticas utilizan el método de multiplicadores

de Lagrange.

Otra prueba que sugieren Malkovich y Afifi estd basada en ia generalizacién
de le estadistica univariada de Shapiro-Wilk . La hip6tesis de NMV es aceptada

Bl

min W (C) 2 K.,

one o (S ailEn = )P
' — ai\4() —
D=5z - 7

v K,, es una constante. Calcular el minimo anterior es dificil y en vez de eso,

 — '
con Z; =0 X;

consideran que W (C) tiene una cota inferior cuando O satisface las condiciones .
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siguientes:

Hw—1

nax

. 1 -
C'X, ~X)= ) Q’(lﬁ;—&)=n—a‘ paraj =2,...,n,
1

y encuentran que no hay ¢ que cumpla esas condiciones, por lo que toman una

aproximacion a €, que minimiza

El vector £ resultante es

donde A estd dado por

A=3(X; - X)X, - X).
J=1

Como el vector X; en II.8 pudo ser cualquier X;,7 =1,...,n, escogen X, de
manera que el denominador de W(C) sea maximizado. Los pasos para calcular

esta estadistica son los siguientes:

i. Encontrar X,,, ]a observacién para la cual

(A = XA (X~ X) = mex {(X,; - D47 (X, - D))

. Ordenar las variables

[t
=ty

U;= (z.m ‘_’i)JA—l(ij "'-_i:): J=1,...,n,
¥ denotarlas como Uy, ..., Utn).

ijii. Calculer la estadistica como

[2° a;Un)?
- A_‘- 'A—l(im - Z)

WL_(X

Tt

donde las a; son las constantes tulbuladns por Shapiro-Wilk (1965) .
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Los autores del articulo sefialan que las a; no dependen del niimero k de com-
ponentes. Valores de W* pequefios indican la no normalidad multivariada.La

distribucion exacta de las estadisticas bajo la hipdtesis nula no se conoce.

Debido a In facilidad con que pucde programarse W*, esta estadistica quedé
incluida dentro del estudio de comparacion, de nuevo calculando su distribucidn
por Monte Carlo para k = 2 y n = 40 con 5000 simulaciones; mientras que b} ¥y

b3 no se incluycron, debido a que su programacién es complicada.

II.2.6 El método de Henseler, Mechrotra y Michalek

¥l procedimiento que cstos autores proponen (Henscler et al, 1977) reduce
el problema de probar la hipdtesis compuesta multivariada de normalidad en
probar k hipdtesis simples de normalidad unsvariada. En e} articulo demuestran
un tecrema que permile rec}ucir el problema de probar que una distribucion es
una N(z, L) en probar que cierta transformacién de los datos proviene de una
M (0,3}, con esto se pierde un vector de observaciones al usar este resyltado para
eliminar g. En seguida presentan con detalle como llevar la prueba de NMV
palra el caso k = 2, La prueba usa el teorema demostrado y cara.cterizncic;ncs de
la distribucién normal. Demuesiran que para probar que la distribucion es una
N(0,%), es equivalente el probar que la segunda componente es una N(0,023)
¥ que una nueva transformacién de los datos que allf proponen, proviene de una
N(0,c?). Con esta transformacién se pierde otra observacién. Para probar esas
hipétesis univarindas de normalidad llevan a cabo otras transformaciones que
reducen ¢l problema a probar uniformidad de una sola muestra. En este proceso
se pierden otras dos observaciones. n total en todo el proceso se pierden cinco
observaciones; el mismo nimero de pardmetros eliminados (zy, 22,011,022, 013).
Finalmentic presentan como se haria esta prucba para el caso & > 2 que se

resumiria en lo siguiente:

i. Bliminar ¢l pardmetro de localizacién.

16



ii. Probar normalidad univariada de la 1iltima componente.

amay
iy
-

. Probar In normalidad de Iz distribucidén condicional de las primeras k£ —1

componentes dada la dltima.

Lo anterior reduce el problema a uno equivalente pero con tamaifio de mues-
tra n — 2 para una normal (k — 1)-variada con media 0. El procedimiento
anterior se repite hasta llegar a probar la normalidad bivariad.a. Después de
estas reducciones se llega a probar la normalidad univariada de & muestras in-
dependientes de tamaiios n—1,n—2,...,n—k. En total sc pierden k(k+1)/2+&

aobservaciones, que es el mismo nimero de pardmetros eliminados.
Los autores no presentan estudjo alguno acerca dela potencia de esta prueba.

Esta prueba tiene un gran inconveniente, que es la no invarianza al or-
den de las observaciones, esta caracteristica hace que el resultado obtenido por
dos investigadores utilizando la misma muestra pero en distintoe orden pueda
ser diferente, por esta razén esta prueba se ha dejado fuera del estudio de
comparacién, ya que como se ha mencionade, este tipo de invarianza viola el

principio de verosimilitud de Fisher.

I1.2.7 El método de Csérgd

El enfoque que da Csdrgd esti basado en el comportamiento asintético de la -
funcidn caracteristica multivariada estudentizada empirica y en una extensién
multivariada del enfoque de Murota y Takeuchi (1981) para probar la normali-

dad univariada.

La funcién ecaracteristica estudentizada empfrica estd definida como:

Cu (8;1/25) = n_l Ec}*’p(‘(sr:llzés .:L‘-:(J})}

j=1

. k
donde S,, es la matriz de covarianza muestral y {{,v) = >_ t;u; es €] producto
=1 .
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interno de ty u

El médulo | Cn(Sn Y 2_1';) [* es invariante ante transformaciones lineales no
singulares, por lo que se supone E(X) =0y T =1,

En el articulo se demuestra que si X = (Xi1,...,Xx) se distribuye como

N({p, L) entonces el proceso estocéstico

Za(t) = nt/? {| Ca(571/7) P —e~ 00}

converge a un determinado proceso Gaussiano Z(t). Como estadistica de prueba

propone la funcional siguiente:

M (T) = 28, | 28]

donde T es un nimero positivo. Encuentran que bajo la hipétesis de NMV

lim PIMUHT) 2 y]=P] sup | Z(t)|>y).
n—reo ! -

Esta distribucién no se conoce, y sélo se da una cota superior para los daesvios.
Presenta una tabla con los porcentiles asintéticos de la cota superior de M,Ek)

para k= 1,...,6. y las férmulas para calcular M,(,n Yy M,(f) .

Parn darse cuenta de qué tan cercana esti la cota superior de M,[.l}, Csdrgd
hace un estudio de simmlacién y muestra los porcentiles empiricos de .M_,(f) para
« = 0.1,0.05,0.01 caleculados para muestras de tamano 50 y 100. Al comparar
éstos con los vnlore.s de la cota superior, se ve que no estd tan cerca de M.g).

.El autor da una cota superior mis cercana a los porcentiles obtenidos usando
la desipualdad de Fernique y la de Borell, as{ como de la mediana empfrica

obtenida en el estudio de simulacién.

Para los casos con &k > 2 el autor no presenta ningin estudio de simulacién,

'_ pero podria esperarse que el alejamicnto de la cota superior para la probabilidad

18



deseadn y la de valores grandes de }\-I,(,k) sca semejante o mayor; en tal caso, para
llevar a cabo la prucba scrfa conveniente como en las subsecciones anteriores
calcular los porcentiles empiricos de A (k > 2). Debido a la complejidad que

esto implica se decidié no incluir esta prueba en el estudio de comparacién,
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Capitulo II1

EL METODO PROPUESTO

II1.1 La idea general del método

La idea del método propuesto consiste en hacer transformaciones que conviertan
a los vectores X§ = (X, Xs2,...,Xik), 1 =1,...,n, cn cantidades univariadas
Us1s U2y« - : Uity o - » Uk que bajo la hipétesis nula se distribuyen “uniforme-
mente” en el intervalo unitario, Una vez hecho esto, el problema se convierte

en probar la uniformidad de una muestra univarioda de tamano nk .

Antes de entrar de lleno a los detalles de cémo se llevaria a cabo la prucba

de la, hipétesis nula compuesta:

Hg: F cs una distribucién normal multivariade N{g,Z) con py &

ambas desconocidas,

se tratard de ilustrar la idea del método para un case mucho mas sencillo; es

decir, cuando la hipédtesis nula es la siguicnte:
Hy: F es una normal univariada N (u,0%) con gy o? conocidas.

En el caso univariado, para construir la estadistica de prucba, se tienen n

20



variables aleatorias X,..., X, . Es ampliamente conocido que las variables

Uem @ (i H
¢ o

son v.a.i.i.d U{0,1) bajo el supuesto de Hp, donde & es la funcién de distribucién

de la normal N(0,1);

La prucba consiste entonces en probar que las U; provienen de una U(0,1).
Existen varias estadisticas en la literatura para probar esto, entre ellas se encuen-
tran las EDF como son la. Cramér-von Mises, Watson, I}iolmogorov-Snﬁrnov, la
A? de Anderson-Darling , etc., sin embargo esta dltima resulta ser méds potente
quc las otras segin se menciona en D’Agostino y Stephens (1.986, pig."110). La
estadistica A? mide la distancia, utilizando cierta métrica, entre la distribucién

empfrica F,(z) y la distribucién que se est4 probando.

La estadfstica A? para probar una distribucién conocida F, continua, con
base en una muestra tamafio n es:
Fo(z) - F(=)]?
A? = f [Fn dF
"= e FEE = PR )

y una férmula alternativa para su cémputo es:

=1

1 n
2 .l P — . — .
A2 = —n -~ E (27 — 1) [log(Ups) + log(l — Un—i41))} »

donde las Uj;) son las transformadas U; = F(X;) ordenadas. La distribucién
de A2 es conocida y aparece en las tablas {caso 0} de D'Agostino y Stephens
(1086, pig. 105). |

Para el caso aiin univariado, en que g y o son desconocidas, en vez de calcular

vi=o (X2,
g

se caleula




donde ft y & son cstimadores de 4 ¥ o, usualmente los méximo verosimiles. Es
importante sefialar aqui que las U; ya no son independientes; esto afecta a la
distribucién de A2 que aparece en las tablas (caso 3) de D’Agostino y Stephens
(1980, pag. 127).

Ahora, en el caso en que la hipétesis nula se establece como:

Hyo: F es una N(u,XZ) k-variada con g y T conocidas,

.

se requicre de un paso adicional por tratarse del caso multivariade, Este paso
utiliza la transformacién I' de Rosenblatt {1952), que mapea un vector con una
distribucién absolutamente continua k-variada F conocida, en Un vector con

distribucién uniforme en el hipercubo k-dimensional.
" A continuacidn se describe esa transformacién T .

Sea X = (X1,...,X%) un vector aleatorio con distribucién F(z3,...,7} ¥

sea z = (z1,...,2%) = T(z) = T(=1,...,2zx), dada por

21 = P[X; < xn] = F(x)

23

1

P[Xy £z | Xh = =] = Fa(z2 | z1)

zx = PXp<zp|Xi=21,..., X1 = k1] = Fezr | 214+ oy 20-1).

Para el caso que se estd tratando F corresponde a una N (x,Z), ¥y T queda

dada por
T — M1
F = P[|
1(-":1) ( /11
— (D) ra (DY (o
FQ(IQ | zl) = ¢ x2 #2 + (821 /EEQ )(:J'.:; Au'l)

y1=@ | /2
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zk = pr+ Z,=1 (k]/E(k))(f:' — 1)
BRIV

o Fk(::k ] :cl, . x';_:;x)"' =

-donde £(r) = {oe7), 1,5 =1,..,r <k y ES.;)‘ es el cofactor de o;; en £{").

Aplicando esta transformacién T a cada vector X;,f = 1,...,n; esto es,
cnlt':ulam.io T(X,),...,T(X,), obtenremos n x k cantidades univariadas aleato-
ries Uy, .-, Utnyeses Untye - oy Unk, que bajo la hipétes.is nula de NMV se dis-
tribuyen uniformemente en el intervalo unitario. Construyendo finalmente con

estas Uy, i=1,...,n yji=1,...,%, la estadistica A%.

Regresando por un momento al caso univariado normal con pardmetros des-
conocidos, se dijo que la 0'.- = @(E‘&:E) eran utilizadas habiendo estimado los

pardrnetros y que la distribucién de 42 estaba identificada.

En cierto modo ®{=£) es un “estimador” de la funcién de distribucién de
X;. Existe sin embargo otro método que consiste en estimar directamente la
distribucién de X; con el estimador Rao-Blackwell que se denotard aquf por
F; asf pueden construirse U; = ﬁ'(x.-) i =1,...,n, ¥y éstas s{ resultan ser

uniformes pero no son independientes.

El uso de F o de (I)('—_E’.i), esto es, el basar las ‘estadisticas de prueba en
las T; o las U; es asintéticamente equivalente como lo muestra Moore (1973).
Con el objeto de no sobrecargar notacionalmente esta deseripcién, y dado que
més adelante se detalla la F para el caso normal multiveriado, no sc exhibe la

expresién de F para k = 1.

Para el caso de interés donde p y T son desconocidas, el método propues-
to estimn la funcién de distribucién N (x,I) por medio del cstimador Rao-
Blackwell ¥ el procedimiento es el mismo que el mencionedo anteriormente para
pardmetros conocidos, esto es con la transformacién de Rosenblatt; pero apli-
cado al estimador Rao-Blackwell multivariado correspondiente. Al estimar la

funcidn de distribucién, ya no se cuenta con la independencia entre ([}.-, seens ﬂ',-k)
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-y (I}:_;; . .,ﬂ’m) (a.unquc' Uir ¥ Usa st son independientes para, r # s).

II1.2 ' Descripeién detallada del método.

A continuacién se presentan en forma detallada los pasos a seguir con el método

propuesto.

i. Estimar la funcién de distribucién N (4, ). .
Lea funcién utilizada para estimar a la normal es la Rao-Blackwell, obtenida

por Ghurye y Olkin (1969) (Sec. 3.4) y es la siguiente!

-1

F@) =PX <z|Un)=inut®(s-1, 222 k1 %)
donde
- 1.E %
X = ;ZE;'—_’ _§ ’
i=1 Xk
"
Sa = S=3 (X;— X}(X;~X) =[sy],

Unl = (X: S ):
En esta seccidén § no estd dividida por n,

Un vector Z se distribuye como invt{k}) (P,Q,v, 1) sisufuncibén de densidad

es lu siguiente:

regt et @~ R (= (z—n) Pz-n) T
w30k} . _
Jf(z) = 5iQ—(z—n)P(z—n) >0y

]

-0 cn otro caso

siendo P una matriz de i)recisién, @ un escalar, v los grados de libertad

¥ 11 un pardimetro de localizacién. Esta notacién se tomé de Press (1982). -
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i

. Aplicar la transformacién de Rtosenblatt a F.

Para encontrar las distribuciones marginales ¥ condicionales de F y aplicar
asf la transformacién de Rosenblatt se encontraron los resultados siguien-

tes:

81 Z se distribuye como invt[k](P, @, v,n) y particionando

I A | P11 Pz o
z=[% ] r=[ 2 Blen=[2].

donde Z, ¥ n, son vectores de dimensién k1 X1y Z; ¥ n, son
vectores de dimensién kg x 1 con ky + k; = &, entonces la'dis-
tribucién marginal de Z; es una invt{¥1)(Py; 3,Q,v+k,, 21) yla
distribucién condicional de Z, dado Z; es una invt(*2}( Py, Q —
(Z,— 21)'1’1:.2(51 - 21)’22 — PR P2, —17,)) donde Pyp2 =
Py — PPl Py

Utilizando lo anterior se tiene que la distribucién marginal 7!, de la

primera componente, es una

-1

invt(l)(sl.‘l) z Dn_zlil)!

y la distribucién condicional F?I1, de la segunda componente dada la

primera, es una

2 -1 —_
invtl} ((532 —_ il?—)_l, e —_ (71— Z1) o —3, Tz + i}.l(zl —_ -'1_51}) .
811 n 411 Sn

En general se tiene que la distribucién condicional Filte-li—1)  de la j-

ésima componente dadas las primeras (7 — 1) componentes, es una

invtM(P;, Q;, vy, Qj)
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iit.

donde - :

S Ty

Ti—1—Ej_

paraj = 2,...,k, y donde Sy es la matriz de covarianza muestral hasta la

JF-ésima componente (sin estar dividida por n}.

Obtener las ff.-j

Este paso consiste en aplicar F711ra(7=1) g Jas Xi; ¥ determinar las ﬁ'.-,-

€omo:

f}',-_.,- = f‘fl""'-(f"’)(x,-j),pn:a t=1,...,0y 7=1,...,k.

Con el propdsito de hacer mas operzativo el método, en vez de calcular di-
rectamente la funcién snve(t) (P;, Qj,v5,15), cosa que es dificil, se procedié

a hacer uso de dos transformaciones.

La: primera transformacién mapea a una variable X ~ inovt{l)(P,Q, u,n)
en una variable Z '~ dirt(Y(P, Q,v,n) que en notacién, también tomada

de Press (1982), estd dada por:

QX —n)

Jo—E—mrE=n =%

26



Un vector Z se distribuye como dirt (¥} (P, Q, v, 77) si su funcién de densidad

es la siguiente:

r(¥%) | P} QE(Q+ (z—n) P(z—n)) "

flz) = —— .

La segunda transformacién mapea a una Z ~ dirt(l)(P,Q,u,n) cn una
variable ¢ ~ ¢, (¢ de Student con v grados de libertad, como aparcce en

cualquier libro de texto) dada por las siguiente expresién:

(Z-—mvi (P} _
Q3

Finalmente, se tiene que las I?.-,- son de la forma:

t.

(n—7 -0 [Xey - Xj — €57 (Xegiony = Xyl

Gn—i—-l ( 1. T(o—1 o1 )
N — £5;756 )7 (25 — (Xegg-1y = Z5-1))'S;5 (Xaggony — Z g9y — M)

(TL1)

paraj=1,...,k, i =1,...,n,y donde

[ Xa
Xiz

Xig-1) = .

Xy = : '

X = X5 - 8570 (Xaony — Xyl

A r -:-1
353 .§‘.,-VSJ—1.§,-

M

¥ G es la funcién de distribucién de una ¢ de Student con v grades de
libertad. '

27

)



iv. Calcular E?, K

Se ordenan las. fj';,-_ ﬁomo I}(n,ﬁ(z),... ,[_f(nk) y con cllas se caleula A?*

como

- R S ..
AQg = —nk— — >o(2i—1) [’n.(U(.')) +in(1 - U[nk+l—|'})]

Una vez hechos estos cuatro pasos, se tiene ya la estadistica de prueba.
La distribucién de fi?,k s¢ desconoce. Para poder llevar a cabo la prucha fue
. necesario simular la distribucién de f‘if,k bajo la hipétesis nula. Se encontré la
distribucién de A2, para k = 2 y k = 3 mediante un estudio de simulacién con

10,000 muestras de tamafio n, para n = 15, 20, 30,40 y 50; éstas aparecen en las
tablas 1 y 2.

Como observacién que.se considera muy importante, nétese que la dis-
tribucién tanto para & = 2 como para k = 3 converge empiricamente a la
distribucidn asintética de A? cuando k = 1. Se postula este resultado surgido
por la simulacidén de Monte Carlo, para su demostracién formal se requiere de

herramientas matemdticas fuera del alcance de este trabajo.

Con los valores de las tablas 1 y 2 es posible llevar a cabo la prue'_ba. recha-

zando la hipétesis nula cuando el valor de A2, excede el valor que aparece en
tablas. '
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TABLA 1. Distribucién de A2,.
k= 2.

Tamano de muestra n

P 15 20 30 40 50 oo
.80 i .330 334 | .336 335 | .337 | 341
.76 | .456 | .460 | .463 466 | .462 | .470
.85 | .547 543 | .b82 | .BBT | .559 (| .561
90 | .620 | .611 | .G20 625 | 628 | .631
.95 .738 .725 747 742 | 748 | .T52
D75 | .847 847 | 879 | 873 | .876 | .873
090 11.002 1 1.001 | 1.024 | 1.042 | 1.031 ] 1.035
895 | 1.132 | 1.136 | 1.147 | 1.155 j 1.159 { 1.159
0991 1.386 | 1.370 | 1.386 | 1.412 | 1.415 -

Porcentiles para varios valores de p y diferentes tamafios de muestra.

TABLA 2. Distribucién de 42,.
k = 3.

Tamsaiio de muestra n.
p 15 20 30 40 .50 o0

b0 | .337 | .339 | .3306 | .336 | .338 | .341
75 | 466 | 469 | 465 | 461 | 467 | 479
.85 | 549 | .568 | 506 | .b48 | .558 | .561
80 | 619 | 8206 | 630 | .622 | 627 | .831
95 | 747 | 744 | 7581 § .732 | 749 | .72
975 | .B67 | .Bb9 | .B88 | .BGS | .882 | .B73
990 1.041 | 1.018 | 1.026 | 1.001 | 1.001 ! 1.035
605 1,192 | 1.143 | 1.116 | 1.113 | 1.123 | 1.159
999 | 1.467 | 1.415 | 1.292 | 1.421 | 1.398 -

" Porcentiles para varios valeres de p y diferentes tamafios de muestra
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II1.3 Modificacién al método de Rincén-Gallardo
et al.

En la seccién anterior sc describid un método que se basa en tra.nsforrr;.ar a los
n vectores k-variados en nk variables aleatorias que se distribuyen “uniforme-
mente” en el intervalo {0,1). Esta idea habia sido tratada en el articulo de
Rincén-Gallardo et al. (1979), donde los autores presentan transformaciones
que llevan a los n vectores k-variados a k(n — k& — 1) variables aleatorias in-
dependientes identicamente distribuidas uniformemente en el intervalo (0,1)}.

Estas k(n — k — 1) variables aleatorias estdin dadas por

Uij = Giwkrj—a{Zi{(i — b+ 5 = 2)/(1 + 2] + oo 4+ Z%_3 7Y

donde

Z: = AX;— G- D/ — (- ZYSTH X~ 9P ()

paraft=k+2,...,ny 7=1,...,n Yy donde

AjA: = S§77,
En’ = 1/‘.2&:
=1
Si = DX Xi-iX.X;
1=

y G,, es la funcién de distribucién de una ¢ de Student con v grados de libertad.

Istas transformaciones resultan de considerar la distribucién condicional de
P. SWEY. SWE PP . o dada la estadistica suficiente. minimal T}, = (Js.__-"m S,) para

. después utilizar en forma secuencial la distribucién condicional de X, dada T,
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luego la distribucién condicional de X, | dada T,, y X ,, as{ hasta la distribucién

condicional de Xy, dadas T y X, X, 11000y Xggne

Ient I n—

En el trabajo de Rincén-Gallardo et al. se demuestra que la distribucién
condicional de X dadas T}, y X,,,...,X;.; (i > k -+ 2), es exactamente |a

misma. que la distribucién condicional de X; dada T;.

Utilizando una transformacién que requiere de exhibir una factorizacién A;
de 5;, se utilizd en Rincdn-Gallardo et al. la versién de la ¢ multivariada de
Dickey (1967). Con esta versién y la aplicacién de la transformacién de Rosen-
blatt a la condicional de X; dada Ty es que se obtuvieron los resultados presen-

tados en Rincodn-Gallardo et al.

Con el método presentado por Rincén-Gallardo et al. se pierden por asf de-
cirlo k+1 vectores de observaciones; éstos son de alguna manera “cl precio” por
obtener independencia entre las U’s. Sin embargo este procedimiento tiene
una desventaja: no resulta ser invarianie al orden de los vectores de observa-

ciones, es decir, viola el principio de verosimilitud de Fisher.

En un intento por evitar esa falla en el procedimiento de Rincén-Gallardo
et al., se hizo la modificacién siguiente: en vez de utilizar S; y X; en L2 se
decidié utilizar S, y X,, para transformar a X en una nueva Z . Esto cquivale
a transformar cada X; (¢ = 1,...,r) con la condicional de X; dada Ty, no
dada T; ¥y luego usar la ver.sién de Dickey antes de aplicar las iransformaciones
de Rosenblatt. Al introducir esta idea, es decir al utilizar toda la informacién
en cada una de las transformaciones( logrando con esto que é] procedimicnto
fuera invariante al orden de las observaciones), se perdié la independencia entre
las U's . Se pensé que esa dependencia no seria importante al aumentar el
tamaiio de muestra n. Con esto en mente, se ca.lcularoﬁ las U’'s ¥ con ellas se
utilizé la estadistica A® de Anderson-Darling para verificar su “uniformidad”.
Como la distribucién de A? no se conocia, s¢ simuld ésta para k = 2 y para

distintos tamafios de n = 20,30,40 y 50, ¥y se encontré que la distribucién no
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convergfa, Ante este resultado, que no se esperaba, se evalud el procedimiento
para k = 1; encontrindose que en este caso la distribucién de A? convergiaa la
dada por D’Agostino y Stephens (1986)(caso 0, pag. 105), sin embargo cuando
se hizo para & = 3 se encontrdé que la no-convergencia ern atin mas grave. No
sc sebe la razén exacta de esta falta de convergencia, pero se pensé que pudiera
ser ocasionada por la introduccién de un elemento arbitrario en la construccién
de la estadistica , como lo es la eleccién de la “raiz” A, de la matriz S,,. No
se profundizd més en el tema, procediendo a desarro]l'ar otro método que no
utilizara elementos arbitrarios, llegdndose al método desarrollado en la seccién

anterior, en el cudl el uso de Ia distribucidn t-invertida, excluye la arbitrariedad

al no requerir A,,.
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Capitulo IV

ESTUDIO COMPARATIVO

IV.1l Simulacion de distribuciones multivariadas
no-normales

2Qué se entiende por una distribucién no-normal en el caso multivariade? Esta

pregunta se enfrentd cuando se decidid un andlisis comparative de potencias.

Es muy dificil exhibir distribuciones no-normales en general. Pueden hacer-
se marginales no-normales independientes; pueden usarse para e¢llo las tipicas
Ji-cuadradas, uniformes, “colas pesadas”, ete. Ante esto se decidié utilizar
un simulador que se centra en las asimetrias y kurtosis de las distribuciones

marginales.

E! método utilizado para la generacién de distribuciones alternativas fue el
prcscnt%;.do por Vale y Maurelli (1983), que esti basado en el procedimiento
de TFleishman para generar distribuciones univariadas no-normales con media,
varianza, asimetrin y kurtosis especificadas de antemanc. Este procedimiento
definc una variable ¥ que es combinacidn lineal de las tres primeras potencias

de una varizble normal estdndar X:
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Y =a+bX +cX? 4+ dX° (Tv.1)

Las constantes a,b,¢c y d se determinan de manera que Y tenga los momentos
especificados. Para lograr esto Fleishman expresa los primeros cuatro momentos
de ¥ en términos de los primeros catorce momentos de X que son constantes

conocidas; ¥ encuentra que a,b, ¢ ¥ d son las soluciones del siguiente sistema no

lineal: .
B2 +Bbd +2¢? + 1547 = 1
_ 2¢(b? 4 24bd + 105d* +2) =
24[bd + ¢3(1 + b? + 28bd) -+ d?(12 -+ 48bd + 141c? -+ 225d2)] =
‘ a = —e¢
(1v.2)

donde ; ¥y ~2 son la asimetrfa y kurtosis respectivamente, tomando ambas
valores de cero para el caso de una distribucién norma! (a v, se le resté 3
para ello). Si -; < 0 tendrd una distribucién mds aplanada que la normal
(platiciirtica). Si ~2 > 0 tendrd una distribucién mds apuntada que ’a normal

(leptocirtica).

El procedimiento para el caso multivariado es una combinacién del proce-
dimiento de Fleishman y el procedimiento de descomposicidn de la matriz de

correlacion poblacional utilizado para generar normales multivariadas,

Se generan primero mimeros aleatorios que provienen de una distribucidn
normal multivariada con correlaciones especificadas y después a cada compo-
nente se le transforma en forma univariada con el método mencionado. Los dos

procedimientos interactian de fal manera que las variables no-normales tienen
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correlaciones diferenies a las de las variables normales originales, La matriz de

correlacidn intermedia se determina a través de la mairiz de correlacién final

deseada y de las transformaciones no lineales previamente deseritas.

El procedimiento se describe 2 continuacion para el caso bivariado:

i.

Resolver el sistema no-lineal IV.2 para los valores deseados de ~y; v 3 de

cada marginal, para hallar as{ a;, b;,¢; y d; 1 =1,2.

Se definen dos variables X; y X7 con distribucién normal estdindar y corre-
lacién px, x. que se determinard més adelante. Scan X} = (1, Xy, X7, X¥)
y W’ = (a;, bieiyd;) con i = 1,2,
La variable Y; es el resultado del producto de estos vectores

Y; = WiX,

——3

5 py, v, es la correlacién final deseada entre las variables no-normales Y)

¥ Y3, que corresponden a Ias variables normales X; y X3. Se ticne que

pv,v, = B(NMY:) = B(W X, WiX,) = Wi RW,

donde
1 0 1 0
S n_ | 0 pPxixa 0 3px, X
R=BX:Xa)=| 1 70 258, +1 0
0 3px,x. 0 855, x, +9rx. x,

Haciendo el dlgebra correspondiente y usando relaciones entre a ¥ ¢ se

encuentra la siguiente expresion:
PYiYa = PX, X2 (blb2+3b1d2+3bzd1+9d1dz)+p3{‘x3 (261C2)+Pi':x= (0d:d]).

Al resolver este polinomio para px, x, s¢ obtiene la correlacién intermedia

entre X y X3 requerida para obtener la correlacién descada.
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Existen problemas numéricos de cierta importancia cn la solucidn del sistema
IV.2. Para ilustrar esto, se comenta que el uso de una norma (para el error en la
bisqueda dela solucidn) de 10~ 28 [levé en algunos casos a soluciones incorrectas,

Por ello en todos los casos se verificd que las soluciones fueran muy precisas.

Este procedimiento se programé en FORTRAN en una VAX 11-750 haciendo
uso de las subrutinas GGNSM v ZRPOLY del paquete IMSL. '

Lz comparacién de potencias se hizo (inicamente para el caso bivariado. Las

distribuciones alternativas se dividieron en tres grupos:

Grupo 1 Tiene ambas marginales no-normales y la correlacién entre ellas es

CCro.

Grupo 2 Tiene una marginal normal y la otra no-normal, la correlacién entre

ellas es cero.

Grupo 3 Es una combinacién de los dos grupos anteriores pero en este grupo

la correlacién entre las marginales se fijé en 0.7 .

En el apéndice 1 pueden verse las griaficas de las distintas marginales con
Ias que se trabajé en el estudio comparativo, a través de histogramas generados

con 5000 observaciones de cada distribucidon no-normal.

"IV.2 Resultados del estudio comparativo

El estudio se hizo probando cada una de las estadisticas frente &8 1000 muestras
de tamafio n = 40 de las distintas distribuciones ne normeales (l‘aor pjemplo, en
la Tabla 3 en el primer renglén, para el caso de una &istribﬁcién con ambas
marginales no normales, con asimetria 73 = 0.0 ¥ kurtosis v+ = 0.5, con la
estadfstica A? la hipétesis de normalidad se rechazé para un « = 0.10, en 181

muestras de las 1000 y para un a = 0.05 en 104).

36



De los tres grupos, fue cn el grupo 2 fue donde se encontraron las menores
potencins para las estadfsticas consideradas. Las estadfsticas en su conjunto no
mostraron un patron definido frente a la presencia o ausencia de correlacién.
Por ejemplo, mientras que la estadistica RAN zumentd su potencia al incluir

correlacidn, otras como A? la disminuyeron.
En seguida se presenta un andlisis para cada uno de los grupos considerados.

En la Tabla 3, donac:. aparecen los resultados pare.e! primer grupo de al-
ternativas, puede verse que las estadisticas SV y CW son sesgadas para todas
las alternativas, excepto para la alternativa con (~1,72) = {(0.0,—1.0). Mientras
que para esa misma alternativa aparecen con sesgo B1B2, SU,CSDI, y w*. El
resto de las estadisticas no muestra sesgo; éstas son ﬁ’,cU, CSI,CSDy RAN.
Al observar las potencias de CS7 y CS§D, éstas resultan ser pequefias, cercanas
2l a. A2 aparece como la mejor opcién para los casos (v1,72) = (0.5,0.0) y
(71.72) = (0.5,0.5), es decir los casos que presentan asimetria; mientras que
para los casos simétricos (v1,72) = (0.0,0.5) ¥ (71,72) = (0.0,1.0), CU es la
mejor opcién. Para el caso simétrico {+1,+2} = (0.0, —1.0) la mejor opcién entre
todas es SW, que como se dijo anteriormente es sesgada. La sipuiente mejor
opcién es A2, Para este grupo RAN no muestra potencias altas excepto para

el caso (1,42) = {0.0,—1.0).

En la Tabla 4, correspondiente al grupo 2, otra vez las estadisticas SW y
CW presentan sesgos en la mmayor{a de las alternativas, Otras como CSI,CSDI,
CcSsSb,W*, vy RAN presentan sesgos sélo en algunos de los casos. En esta tabla
reselta claramente CU como la mejor opcién, seguida por SU. A? presenta su
mejor comportamiento frente a la distribucién que tiene la mayor asimetria en
la segunda componente {y; = 0.8). Para la alternativa con kurtosis (2 = —1.0)
también se presenta como la mejor opcién. Es en la slternativa con kurtosis

(2 = 1.0} donde B1DB2 presenta su wmejor comportamiento. En la tabla anterior

le ocurre algo similar.
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Los resultados del grupo 3 aparecen en la Tabla 5. Ahf es ficil ver que las
estadisticas SW,CW,CSI,CSDI y CSD presentan sesgos. Salta a la vista ¢l
buen comportamiento de RAN en la presencia de correlacidn, que en ningiin
caso es superada por otra de las estadisticas . Sin tomar en cuenta a RAN las
estadisticas A2, B1B2, SU,CU y W* resultan ser la mejor opcidn al menos frente
a alguna alternativa, aunque las potencias que presentan son considerablemente
menores a las que presenta RAN. A? muestra mejor comportamiento frente a
las alternativas con ambas marpginales no simétricas. W* resulta ser la mejor
(después de RAN) para las alternativas que tienen componentes con (v, 73) = .
(0.5,0.5); mientras que SU, y CU se comportan bien frente o las alternativas

con (v1,%2) = (0.0,0.5).

Cabe mencionar que la potencia de A2 fue mayor en los casos en que la
alternativa tenfa la primer componente no normal ¥ la segunda normal. Esto

puede verse en los renglones 3 y 4 de la Tabla 4 ¥ en los renglones 0 ¥y 7 de la
Tabla 5.

Como en casi todas las comparaciores de pruebas generales (dmnibus) y al
igual que en estudios ant..eriores, se muestra que no existe una mejor opcidn, A
pesar de lo limitado que es este estudio exploratorio, sf puede considerarse un
hnllazgc; de cierta importancia, el que algunas prucbas mostraron ser sesgadas;
unas ante varias alternativas otras ante una sola. En ese ditimo caso cae 1a
estadistica RAN que se distinguié por otro lado por tener una muy alta poten-
cin en lag alternativas reportadas en la Tabla 5 (con variables con correlacién

‘bastante alta).

Las estadisticas -RAN (con la salvedad del caso en que mostré un sesgo), SU
(también con un curioso sesgo para el caso « = 0.05 en una de las alternativas
de la tabla 3), CU (que no mostré sesgo) y A? (que no mostrd sesgo en ninguno

de los casos) se recomiendan como prucbas generales.

La peneralizacién a mds de dos dimensiones de todas estas pruebas se ve
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sumamente sencilla para Auz,SU y CU, no siendo asi para AN para la cual se

desconoce cdmo podria generalizarse,

. Otro aspecto que puede resultar de interés para la recomendacion de prucbas
generales es el que la distribucidn asintdtica ademads de que debe estar disponible,
sea alcanzable con un buen grado de aproximacién para un tamafio moderado
de muestra, En este iltimo ;;entido A? mostrd satisfacer este requisito en los
casos k = 2 ¥y k = 3; sin embargo, SU y CU para el caso k& = 2 mostraron que la
aproximacién al utilizar su distribucién asintética fue un tanto cruda {recuérdese

que CU en el chso & = 2 inclusive dejd de estar definida computacionalmente si
n < 206}. :
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TABLA 3. Potencia

Variables no correlacionadas con la misma distribucién marginal no normal

Los nimeros en paréntesis coresponden a e = 0.05 y los otros 2 a = 0.10

Alternativa Estadisticas

¥ {72 | A2 |[B1B2| SU |SW | CU |CW [CSI [CSDI[CSD | W* |RAN
X;|00l05 | 181 | 348 | 376 | 44 | 388 | 65 |107| 91 | 88 | 178 | 139
X2 0.0 0.5 | (104) | (228) | (272) | (22) |(282) | (30) | (52)| (47) | (39) | (206) | (84)
X,105]00| 450 | 320 | 350 | 39 | 430 | 17 | 105 104 | 105 | 264 | 119
| X2 |05 0.0 | (319) | (195) | (246) | (27) | (345) | (4) |(51)| (52) | (53) | (152) | (56)
X, |0.0{-1.0| 493 | 24 | 314 | 507 | 240 | 246 { 90 | 88 | 99 | 43 | 401
X9 ]0.0]-1.01(333)] (8) | (24) | (409) | (142) | (160) | (32) | (42) | (54) | (13) | (278)
X,lo5{05| 300 } 233 | 266 | 66 | 244 | 58 |110| 101 | 96 | 204 | 132
Xz |0.5| 0.5 | (286) | {160} | (196) | (46} | (172) | (24) | (50)| (52) | (45) | (195) | (70)
X;|00|1.0] 246 | 457 | 474 | 83 | 474 | 84 [ 103 | O1 | 80 | 267 | 178
Xp|0.0] 1.0 {(154) | (223) | (375){ (51) | (379) | (50) |{51)} (51) | (40) | (188) | (103)

“1,72 medidas de asimetria y kurtosis
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TABLA 4. Potencia

Variables no correlacionadas, una marginal normal y otra no normal

Los mimeros en paréntesis corresponden a o« = 0.05 y otros a o = 0.10

Alternativa Estadisticas

m v | A2 {B1B2| SU |SW | CU |CW |CSI [CSDI|CSD | W* |RAN
X;|oo0jo.0| 167 | 110 | 160 | 145 | 238 | 50 | 87 | 86 | 87 | 59 | 161
Xz |00]|-1.0( (84) | (62) | (81) | (104) | (177) } (28) | (42) | (52) | (44) | (30) | (88)
Xy |00|-1.0| 172 | 101 | 170 | 156 | 227 | 57 | 04 | 108 | 90 | 71 | 174
X2|0.0(0.0] (94) | (53) | (67) | (104) | (153) | (22) | (51} | (53) |{57) | (20) | (85)
Xyloo|oo| 177 | 269 | 308 | 53 | 360 | 44 | 08 | 104 | 00 | 176 | 118
Xplos| 0.0 | (98) | (164) | (210) | (34) |(266) | (14) { (59) | (B8) | (45) { (101} | {47)
Xpl05| 00| 197 | 247 | 276 | 41 | 346 | 22 | 85 | 890 | 96 | 184 | 82
X2|0.0| 0.0 | (115) | (141) } {185) | (23) | (258)| (7) | (44)| (36) | (45) | (97) | (38)
X;|oo|o00| 167 | 156 | 183 | 71 | 177 | 83 | 111 | 104 | 118 | 196 | 138
Xz l05) 05 [ (110)} (99) | (124) | (36) | (112) | (27) | (49) ] (56) | (55) | (123)} (75)
X;|00| 00| 157 | 334 | 363 | 49 [ 385 | 74 | 93 | 92 |102| 163 | 138
Xo|0.0] 1.0} (94) | (234) | (263) | (28) | {283) | (32) | (¢0) ] (80) | (52) [ (108) | (88)
X;t00/l00| 568 | 332 | 379 32 | 619 | 14| 01| 71 | 77 | 350 | 255
X, |0.8] 0.0 | (445) | (196) | (230) | (21) | (408) [ (10) | (37) | (29) | (34) | (267) | (243)

1,2 medidas de asimetria y kurtosis
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TABLA 5. Potencia

Variables correlacionadas (p = 0.7)

Los nimeros en paréntesis corresponden a «« = 0.05 ¥ otros o o = 0.10

Alternativa Estadisticas

7 |72 | A* IBiB2| sU [SW | CU |CW jCSI [CSDI|CSD | W* |RAN
X,|o0los] 144 | 105 | 219 | 80 | 214 [120} 75 | 89 | 115 | 100 | 637
Xol00|051 (82) | (112)] (140) | (41) | (114) | (55) | (30} | {47) | (59) | (130) | (492)
X losl0.0]| 340 | 180 | 227 | 51 | 212 | 22 | 92 | 102 | 111 | 200 { 485
X,]0.510.0]|(231) | (98) |(139) | (33) | (131) | (11) | (41)]| (56) | {61) | (173)| (306)
X, |osl05] 281 | 250 | 206 | 68 | 243 | 57 | 81 | 125 | 141 | 325 | 519
X, |0.5]0.5 [ (201) | (165) | (211) [ (36) | (185) { (23) | (40) [ (69) | (85) | (221) [ (356)
X;|00[0.0| 100 | 146 | 168 | 88 | 164 {116 | 87 | 83 | 89 | 137 | 650
Xz|0.0]0.5] (50) | (85) | (93) | (46) | (89) [{44) {(41)] (55) | (42) | (87) | (513)
X;j|o.0fo00]| 148 | 156 | 185 | 80 | 167 | 104 | 53 | 149 { 209 | 176 | 453
Xo|0.5]00/( (84) | (88) | (98) | (41) | (95) | (53) [ (21) | (89) | (128) | (04) | (307)
xl0.0(o00l 129 | 208 | 241 | 83 | 198 | 79 | 50 | 150 | 202 | 226 | 497
Xo|0.5]0.5 | (73) {(132) | (185) | (51) | (134) | (32) | (28) | (86) | (222) | (151)] (323)
X loslost 179 | 180 | 208 | 48 | 174 | 48 | 58 | 132 | 188 | 240 | 621
X5 [0.0]00( (97) | (107) | (134) | (24) | (111) | (20) | (24) | (75) | (108) [ (148) | (462)

71,7z medidas de asimetria ¥ kurtosis
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.Apéndice A

CONCLUSIONES

En este trabajo se estudié un métedo nueve que de manera razonable mostré
empfricamente que A?, su estadfstica de prueba, converge en distribucién (bajo
Hp) cuando n — oo para k = 2 y k = 3; cosa que no ocurrié con la modifi-
caeién hecha al método de Rinedn et al. (1979). La explicacién de este faltn,
de convergencia puede estar en la dependencia mdés fuerte entre las variables’

construidas.

El nuevo método es susceptible de ser utilizado para cualquier k. En la
construccién de la estadistica de prueba, al aumentar la dimensién se utiliza la
férmula III.1, que de manera sencilla puede adaptarse para cualquier valor de
k, sin requerirse de la inversidn de matrices, ya que utiliza férmulas conocidas

en le fiteratura parz evaluarse secuencirlimente.

Cabe mencionar que cl método propuecsto no es invariante frente 2l orden de
las componentes, lo que implica que éstas deben ordenarse de alguna manera.
Los resultados del estudio sugieren que para obtener mayor potencia se deben

colocar como primeras componentes aquéllas que se consideren mds no normales.

En el estudio de potencins realizado, la estadfstica A? se comporté bién

¢n los casos donde las alternativas presentaban asimetria en una o en ambas
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marginales, cuando éstas son no correlacionadas; también tuve buen compor-
tamiento en las alternativas en que una o embas marginales (no correlacionadas)
presentaban kurtosis igual 2 -1.0 . Cuando las alternativas presentaban una alta

correlacién el comportamiento de A? no fue tan bueno.

En general el estudio mostrd que las estadisticas CU,SU y A? son las mejores
opciones cuando las variables son no correlacionadas, mientras que RAN fue la

mejor cuando las variables estdn altamente correlacionadas.

De las estadisticas propuestas hay algunas que no convergen rapidamente, y
la distribucién asintética no resulta ser aproximacién razonable, Otros métodos
resultaron sesgados, lo cunl en cierta manera los elimina para futuras consid-

eraciones. La estadistica RAN debiera estudiarse mds para hacer una general-

izacién para los casos con k > 2.

Otra posibilidad en futuros estudios podrfa ser lo consideracién de la suma
de k estadisticas A? (una para cada componente) cuya distribucién limite se
conjetura que es una mezcla de x"'s. Desde luego para otros estudios debiera
utilizarse un conjunto més amplio de alternativas como podrian ser las mez-
clas de distribuciones normales, o el uso de distribuciones t, x?, Ca.uéhir, etc., -

para conocer mejor el comportamiento de las estadisticas consideradas en este

trabajo.
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Apéndice

HISTOGRAMAS
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