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PROLOGO 

Los estadísticos inician generalmente su análisis proponiendo una distribución 

para sus observaciones. A través de los años han surgido muchos métodos para 

probar si la distribución propuesta es adecuada. El estudio de estos métodos se 

ha llamado Bondad de Ajuste. Este trabajo versa sobre pruebas de bondad de 

ajuste para la Normal 1vfultivariada (NMV) y es en el primer capítulo donde se 

da. una motivación del problema. 

En el capítulo segundo se hace una presentación de los criterios utilizados en 

la elección de los 1nétodos para el estudio comparativo de pruebas de bondad de 

ajuste para la NMV. Luego de una amplin revisión, se eligieron siete métodos 

para ser incluidos en este trabajo, estos son: el método de Mardia1 el de lvfardia y 

Foster, el de Cox. y Small, el método de radios y ángulos, el método de ?vlalkovih 

y Afifi, el de Hcnsclcr et al. y el de CsOrgó. Fueron Jos primeros cinco de 

estos inétodos los q.uc satisficieron los criterios señalados al inicio del cap(tulo, 

qucdn.ndo s6lo estos cinco dentro del estudio de comparación. 

En el tercer capítulo se expone un n1étodo nuevo, exhibiendo su sustento 

estadístico, se hace también una descripción detallada. de su aplicación y se 

muestra la relación que este método guarda con el trabajo previo de R1ncón et 

al. (1979). 
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Al inicio del capítulo cuarto se presentan las distribuciones alternativas uti­

lizadas en el estudio comparativo de potencias y a continuación, se cxl1ibcn los 

resultados de este estudio que comparó los méritos de los distintos métodos 

revisados, incluyendo el método propuesto en este trabajo. 

Finalmente se muestran las conclusiones de este estudio. La tesis incluye 

un apéndice con histogramas de las distribuciones alternativas utilizadn.s en el 

estudio comparativo. 

Quiero agradecer sinceramente al Dr. Federico 0 1Reilly por haberme ini­

ciado en el estudio de esta área, así como por su entusiasta y dedicada_ dirección 

de este trabajo. 

Quiero dar las gracias también al M. en C. Raymundo Peralta por su ayuda 

en el desarrollo de programas en la VAX 11-750, a María del Carmen Quintannr 

por su ayuda en la edición de tablas y al Dr. Arturo Olvcra por su ayuda en la 

impresión de esta tesis. 

Agradezco al Instituto de Investigaciones en Matemáticas Aplicadas y Sis­

temas (IIMAS) por las facilidades brindadas para el desarrollo de este tra­

bajo. 
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Capítulo I 

MOTIVACION 

I.1 Importancia del problema 

Dentro del análisis estadístico existen métodos que suponen normalidad mul­

tivarinda (NMV). Algunos de éstos no son robustos ante la violación de este 

supuesto, razón por Ja cual es deseable contar con algún método previo que 

permita probar la validez de este supuesto. 

En el caso univariado, existen varios métodos para probar normalidad, como 

lo son los métodos gráficos, que son menos formales que las técnicas numéricas 

y entre éstos están la graficación de la función de distribución ·empírica, Jos 

histogrn.mas y la graficación en papel normal (probability plot). Dentro de las 

técnicas numéricas se encuentran: 

a) La prueba de la Ji~cuadrada; que particiona el rango de la Ynrinblc X 

en 111 celdas, E1, ... , E111· Si N; es el número observado dC X' s en estas 

celdas, entonces las N; tienen distribución multinomial con pnrámetros n y 

p¡ =fe¡ dlf•(.%;1l), donde <fi es Ja funci6n de distribución de la normnl estándar, 

Las p/ s deben estimarse por un método adecuado. La Ji-cuadradu. de Penrson 

está dada por X 2 = ¿~1 (N; - np;) 2 /np¡, que se.distribuye aproxin1ndn.1neute 

como una xXr-a· 

1 
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b) Las pruebas basadas en las cstndísticas EDF1 • La funci6n de distribución 

empírica se calcula como primer paso, sirviendo como estimador de la funci6n 

de distribución verdadera. Las estadísticas EDF son medidas de discrepancia 

entre la distribución empírica y la distribución hipotética (estimada de alguna 

manera). Dentro de estas se encuentran la de Lilliefors, Ja de l\.olmogorov, la 

de Kuipcr, la de Cramér-Yon l\1ises, la de Wntson y ln de Anderson-Darling. 

e) Las estadísticas basadns en los momentos¡ entre ellas están las medidas 

de asimetría y kurtosis, la de D'Agostino-Pcnrson, la de Bowman-Shenton, etc. 

d) LU$ estadísticas llamadns de regresión y correlru:ión como la de Shapiro­

Wilk, Shapiro-Francia. y la de D'Agostino, por mencionar algunas. 

En cuanto a la comparación de estas pruebas se han hecho ya varios estudios. 

Una lista de éstos aparece en D'Agostino y Stcphcns (1980, scc. 9.4 ) y las 

recomendaciones en cuanto al uso de cstns estadísticas aparecen también en la 

misma referencia. 

Para el caso multivariado es muy poco lo que se ha hecho. Por ejemplo, 

en el año de 1986 en el compendio 1nús completo a esa fecha, D'Agostino y 

Stcphens (1980), los autores presentan varios métodos pero no señalan cuál de 

todos conviene utilizar. 

D'Agostino (1986) comenta de las pruebas para la NMV 

"Es inadecuado en este momento dar recomendaciones detalladas. 

SC requiere bastante mM invcstigaci6n. Todos los procedilnientos 

aqu{ incluidos anteriormente tienen mérito." 

El comentario de D'Agostino es muy acertado)'ª que e."<-istcn pocos métodos 

propuestos y entre éstos, pocas c_ompn.raciones se han hecho. 

Aparentemente lo que uno esperaría hacer para resolver el problema de pro-

1por sus siglns en inglés por basarse en la. func.i6n ~mpfric.a de disLribución1 Empirical 
Distribulion Func.lion 
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bar la Nlv1V es buscar en la literatura y obtener un método, el cual debería ser 

claro en la idea de su desarrollo, contar con lns fórmulas e.~plícitns con lns que 

se se construye la estadística de prueba, contar con tablns contra las cuales se 

compara el valor de la estadística obtenida, y finalmente que el método haya 

sido comparado con otros existentes para conocer algo acerca de su potencia. 

En la literatura se encontraron varios métodos, pero cnsi ninguno cumplió 

con los cuatro puntos mencionados anteriormente. Esta situación motivó el 

hacer una revisión más amplia de los métodos existentes, y hacer una selección 

de éstos para poder llevar a cabo un estudio comparativo en~re ellos. Asimismo, 

· se propuso un nuevo método que se incluyó en el mencionado estÜdio para 

evaluar, a través de sus potencias a todos los métodos. Con lo anterior se 

pretende tener una idea más clara de como enfrentar el problema de probar 

normalidad en el caso multivariado. 

3 



Capítulo II 

METODOS REVISADOS 

II.1 Criterios de Elección 

Después de haber revisado varios artículos que presentan pruebas parn. la NMV 1 

el siguiente paso fue seleccionar los métodos que serían estudiados y comparados 

con el nuevo método propuesto. Los diferentes métodos revisados presentaron 

distintas ventajas y desventajas. Destacan dentro de estas últimas, fórmulas 

complicadas, distribución de la estadística de prueba no especificada pii.ra n 

chico, corto alcance del método, es decir que sólo es válido para k = 2, o 

bién su difícil generalización para el caso k > 2 1 don.de k es el número de 

variables consideradas. Así también algunos tienen falta de invarianza ya sea 

al orden de las componentes o al orden de las observaciones, esta últiina falta 

de invarinnza resulta muy importante, ya que equivale n. violar el principio de 

verosimilitud de Fishcr. De los métodos revisados, se seleccionaron aquéllos que 

fueran invariantes a:l orden de las observaciones y que no fueran excesivamente 

complicados de implantarse en un c6digo de progrn.mnci6n. 
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Il.2 Lista de métodos revisados 

II.2.1 El método de Mardia 

Mnrdia (1974) propone una prueba para la NMVquc se basa en lns nociones 

de asimetría y la kurtosis multivariadas. En ese artículo, define la medida de 

asimetría multivariada poblacional como: 

/31,k =E {[(X - ~)'E-1 (Y - ~)]ª'} 

y la contraparte mucstral como: 

ln -,¡ -3 
b1,k = 2 2= [(X; - X) s- (X; - X)] 

n id=l 

Define la kurtosis multivariada poblncional como: 

y la contraparte mucstral como: 

donde lJ es la matriz poblacional de varianzas y covarianzas, S es la matriz 

muestra! de varianzas y covarianzas, !!:.. es el vector de medias poblacionalcs y X 

es el vector mucstral de medias . 

Se encuentra que 

k(k + 2) 
(n+ l)(n+ a)[(n + l)(k+ 1) - 6j 

k(k + 2)(n -1) 
(n+ 1) 

8k(k + 2)(n- 3) (n- k - l)(n - k + 1) 
(n + 1) 2 (n + 3)(n + 5) 

5 
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Murdia obtiene las siguientes distribuciones asintóticas bajo la hipótesis nula 

dcNMV 

A 
nb1,k • 2 = -6- -X¡' 

donde f = k{k + l)(k + 2) 
6 

(II.4) 

Usando el teorema central del límite y las ecuaciones II.2 II.3 se tiene que: 

B'= ((n + l)b2,k - k(k + 2)(n - I)J ,/(n +.3)(n + ú). 

y8k(k + 2)(n - 3)(n - k - I)(n - k + 1) 

se distribuye nsintóticamcntc como una JI (O, 1). 

?vfar<lia muestra también que 

B = b,,k - k(k + 2) 
yBk(k + 2)/n 

se distribuye asintóticamcntc como una J./(O, 1} 

1\fardia y Zemroch (1975) dan los algoritmos para calcular br,k y b2,k, mis1nos 

qué fueron usados para implantar este método. 

La estadística,nquí propuesta, finalmente utilizada fue la resultante de usar 

A y B al nivel ~ y rechazar Ja hipótesis nula si al ménos 11na de las dos excede 

el valor de tablas, (la distribución para A y B fue "calculada" por el método de 

Monte Cario con 5000 simulaciones), esto es, la desigualdad de Donferroni fue 

utilizada para producir una prueba conscrvndorn. 

Esta estadística será Jlamndn de aquí en adclar1tc cozno BIB2. 

II.2.2 Las estadísticas de Mardia y Fostcr 

l\1nrdin. y Foster (1983) presentan varias pruebn..i:; de tipo general ("ó111nibus") 

para Ja NMV, bnsa<lns en bi,k y b2,k, las dos medidas de asimetría y kurtosis 

vistas anteriormente. 
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Las pruebas que Mnrdin. y Foster presentan, consisten en transformar~ b1,k y 

n. b1 ,k en variables normales estandarizadas y luego en construir una estadística 

que tome en cuenta la correlación entre estas dos variables; esto es, a través 

de una forma cuadrática que resulta de aproximar con una Ji-cuadrada a un 

vector asintóticamentc normal bivariado con b1,k,b1,k· Las pruebas elegidas para 

el estudio de comparación son las que en el artículo aparecen c~n el nombre de 

S'J.¡, 83_,, C'fv y G~v· Utilizan dos transformaciones para normalizar a b1,k que 

son: 

b1,k - Gf /n 
Gy2f /n2 

y 

~y2¡ (a(~nf2b1,•l k -18f + 4] 

donde f está definido en II.4. 

Y otras dos para transformar a b2,k: 

donde 

y 

¡, 

= b2,k - k(k + 2){n -1)/(n + 1) 
y8k(k + 2)/n y 

= 3f"h[1-2--{ (1-j;-) }l} v 2 9f, 1 +"V u."'--.¡ 

8k(k + 2) 
= G.+ (k + 8)2 .,/ñ 

[
. /k(k + 2) Vn 
y 2 (k + 8) + 

7 
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Como se dijo anteriormentc1 estas transformaciones normalizan a b1,k y a 

b2,k· Las estadísticas que no toman en cuenta la correlación entre las variables 

transformadas en la construcci6n de la forma cuadrática son: 

Y las estadísticas que sí toman en cuenta la correlación ~ntre las variables tra.ns· 

formadas son: 

donde 

!l = (b1,k - 6f /n, b2,k - k(/; + 2)(n -1)/(n + l)) 

y 

[ 
72Jn-2 

V= 12k(8k2 -13k ;- 23)n-2 
12k(Bk2 -13k ;- 23)n-2 

] 

. Sk(k + 2)n- 1 • 

y 

donde lV es una matriz simétrica de 2 X 2 con unos en la diagonal y la siguiente 

cxprcsi6n fuera de la diagonal: 

Cov(IV(b1,k),W(b,,k)) = 3 /Ti_l_ {-4o (1- 2-)-1- + ~ (1- ~)i V 2 .,/'i2ll 9 Ji ¡. - 4 su Ji 

y2/(f1 - 4)0ov(b1,k, b2,k)} 

donde f 1 está definido en !I.ú y u 2 = Var(b,,k) y la Oov(b1,k.b2,k) está dada 

por la siguiente expresión: 

12k(8k2 
- 13k + 23) 

Oov(b1,k.b2,k) = -~--n-,2.-c-.--~ 
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En el caso de O'h- 1 se observó que la mn.triz V es positiva definida para k = 2 

s61o cuando n 2: 26¡ de nquí que la distribución asintótica que presentan los 

autores sólo puede utilizarse como aproximación para n 2: 26¡ pero m~ aún 
1 

la estadística C'J,, sólo puede evaluarse si n 2:: 26. 

Mardin. y Fostcr señalRn que debido n. la normalidad nproxin1nda de las varia­

bles transformadas, las cstadtc;ticns anteriores tienen una distribución próxima a. 

una X~ bajo el supuesto de N11V. Sin embn.rgo1 se hizo un estudio de simulación 

para k = 2 y para n = 40 con 5000 repeticiones y las distribuciones de estas 

estadísticas no resultaron muy cercanas a la distribución asintótica señalada. 

En el estudio de comparación ln..s pruebas se llevaron a cabo utilizando la dis­

tribución obtenida vía }...!ontc Carla. La notación utilizada de aquí en adelante 

para estas estadísticas es la siguiente: 

SU= sJ,,sw =S?v,cu = cJ,,y cw = c{v 

Il.2.3 El método de Cox y Small 

Cox y Sma\1 en (1978} presentan una estadística de prueba para el caso k = 2 

basada en la. linealidad de una componente en la otra, ya que el hech.o de que las 

esperanzas condicionales sean lineales es una caracterización de la normalidad. 

Llamando X 1 a la primer componente de las observaciones, Y X2 a la se­

gunda, hacen las regresiones siguientes: 

X1 = d+bX2+cX~+ei 

X:z = a'+b'X1+c'X~+e2 

y (IL6) 

(II.7) 

y calculan las estadísticas t de student para probar que el coeficiente que multi­

plica a. los términos cuadráticos es diferente de cero, siendo 01:z pnra el modelo 

11.6 )~ Q21 pura el modelo 11.7. Cabe aclarar que así como se postula uno. parte 

no lineal como cuadrática, })Odría haberse escogido cualquier otra función no 

lineal; esto o.patenta ser una debilidad del proccdhniento. 
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La distribuci6n conjunta de (Q 141 , Q411) es complicada, aunque las marginales 

sean relativamente simples. Bajo la hipótesis nula (Q 141 , Q 411 ) se distribuye 

a.sint6ticrunente con10 una nonnal bivariada con medias O, vnrinnzas 1 y con 

Corr(Q,,, Q21) = p(2 - 3p2) donde p = Gorr(X1,X2). De lo anterior, la es­

tadística propuesta por ellos es: 

[Q,,¡, Q,,,j [ T (2 ~ 3r2 ) 
1,41 1,2 

r1,2(2 - 3rl,2) ]-' [ Q,,, ] , 
1 Q,,, 

donde r1,2 es el coeficiente de correlaci6n muestral de X 1 y X 2 , ya que p es 

desconocido. La forma cuadrática se distribuye asint6ticamcnte como _una xi· 

Como se hizo para las estadísticas de los secciones anteriores, se calcul6 su 

distribuci6n por Monte Cario para muestras tamaño n = 40, con 5000 simula­

ciones. 

En ese artículo los auto.res no señalan qué cola de la distribución hay que 

utilizar para rechazar la hipótesis nula, y se encontró al hacer una simulación 

que ~n ocasiones hay que usar la cola izquierda para rechazar y en otras la 

cola derecha; al no haber una recomendación de los autores respecto a esto, se 

decidió considerar tres pruebas, usando las siguientes opciones: rechazar para 

valores i;"randes (cola. derecha), rechazar para valores pequeños (cola izquierda) 

y rechazar para valores pequeños o grandes (dos colas). A las pruebas se les 

hará referencia de aquí en adelante como CSD 1 OSI y CSDI respectivamente. 

Los autores muestran c6mo podría generalizarse esta idea pnra k > 2 y lo que 

obtienen es una serie de estadísticas semejantes a las Q's anteriores¡ el número 

de éstas crece considernblcmente con k. Los autores sugieren hacer gráficos de 

estas estadísticas ordenadas contra los valores esperados de las estadísticas de 

orden de la normal,( desviaciones de una línea recta indicarán alejamiento de la 

N11V). Lo anterior supone que se cuenta con tamaños de muestra suficiente­

mente grandes como para considerar que las estadísticas tienen una distribución 

normal. Esta. generalización es conceptualmente sencilla, sin embargo In. aprc-
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ciaci6n de las gráficas no deja de ser un un método subjetivo que hace difícil 

asignarle una potencia a una prueba hecha de esta mD.Ilera. Estos procedimien­

tos no resultan ser invariantes a transformaciones lineales no singulares. 

Cox. y Small sugieren en el mismo artículo, un método que es invariante a 

transformaciones lineales no singulares. El procedimiento también esta basado 

en la idea de la linealidad de una componente en la otra. Este enfoque trata 

de encontrar dos pares de variables tales· que sean combinaciones lineales de 

las variables originales y que una tenga la máxima curvatura en la regresión 

de la otra. La curvatura alcanzada es la estadística de pru~ba. Llevar a cabo 

este procedimiento resulta bastante complicado, requiere de mn.ximiz8.cioncs y 

aún el encontrar los puntos iniciales resulta complicado. Por los motivos dados 

anteriormente s61o CSD, CSI y CSDI aparecen en el estudio de comparación 

realizado. 

Il.2.4 El método de Radios y Angulos 

En el artículo de Andrews et. al. (1973), se presentan varios métodos para de­

tectar fallas al supuesto de N?vfV. Entre ellos está el método de descomposici6n 

en radios y ángulos, para el caso bivariado. Este co~iste en calcular los resid­

uales escalados 

.B_¡ = s-?i (X¡ - X),i = 1, ... ,n, 

donde Xi denota el vector de observaciones, X y S son el vector muestra} de 

medias y la matriz muestra\ de covarianzas respectivamente. Bajo el supuesto 

de NMV los cuadrados de las normas de los ~' 

se distribuyen aproximadamente como x2 con 2 gr~dos de libertad . También en 

el ~aso bivariado el ángulo O¡ que É.i forma con el eje de las abscisas se distribuye 

11 



aproximadamente como U(O, 2rr). Los residuales escalados y los ángulos paran 

grande resultan ser cnsi independientes. 

Los procedimientos propuestos son técnicas gráficas, sin embargo se hizo una 

variaci6n para poder introducir este procedimiento al estudio de comparaci6n. 

Este procedimiento consiste en probar que los R¡ provengan de una Xª y que los 

0¡/27r provengan de una U(O, 1), en forma simultánea. Para hacer esto se utilizó 

la desigualdad de Bonferroni y la estadística A 1 de Anderson-Darling evaluada 

para los R¡ y para los O¡ por separado. 

La función de distribuci6n de una Ji-cuadrada con 2 grados de libertad es 

F(x) = 1- e-~z, x >O 

entonces a cada R~ se le mapca con la función anterior y se obtienen las corres­

pondientes U¡, es decir 

U¡= 1- e-!R~ para i =·1, .. . ,n. 

Después de hecho lo anterior se ordenan las U¡ y se calcula la estadística de 

Anderson-Darling. 

El caso para las O¡ es más sencillo ya que 

F(x) = x, x E [0,1} 

entonces s6lo se ordenan lns O¡ y se calcula la estadísLica de Anderso"n-Darling. 

Debido a que las distribuciones de las O¡ y los R¡ son asintóticas, no se pueden 

usar las tablns dadas por D'Agostino y Stcphcns (1986) (caso O) paro. los dos 

valores resultantes de A 2 • Se procedió a calcular las distribuciones de éstas por 

Monte Cario, únicamente para n = 40 y para k = 2 . 

. A la prueba que sigue este procedimiento se le llamará de aquí en adelante 

como RAN. 
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II.2.5 Los métodos de Malkovich y Afifi 

Lns dos primeras pruebas que presentan lvlalkovich y Afifi (1973) están basadas 

en generalizaciones de las medidas univarindns de asimetría y kurtosis . 

Definen a la. distribución de X con a.simetría multivariada si 

/3 (C) = [E{(Q'X- Q' E(X)) 3 }j2 
1 

- [Var(C'X)}3 ~O, 

para algún vector C. Y definen la asimetría poblacional multivarinda como 

La distribución de X tiene kurtosis multivariada si 

, . [E{(Q'K- Q'E(K))'}]' 
[f3,(C)J = {Var(C'X)}' > 9• 

para algún vector e. 

Y en forma similar definen 

como la medida poblacionn.l de kurtosis multivariada. 

La hipótesis de no asimetría para O'X es aceptada si b1(C)::; IC&,, donde 

Kb, es tma constante y b1 (Q) está. dado por 

con Zj = C'Xi. 

n 

[ L: (Z; - Z)3 }' 

b, ( C) = n-=,-~:~'----­
[ L: (Z; - Z)'Jª 
;=1 
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Usando el principio de Roy, la hip6tcsis de que la distribuci6n multivariada 

no sea asimétrica se acepta si 

Similarmente la hipótesis de que la distribuci6n multivariada no tiene kur­

tosis es aceptada si 

donde K y K&,, son constantes y b2 (.Q.} está dado por 

conZ;=Q'X;. 

b _ n L;(Z; - Z)) 4 

2 - [I;(Z; - Z)2]2 

Estas medidas resultan invariantes ante transformaciones de la forma 

Y; =TX;+lvf, j= 1, ... ,n, 

donde T es no singular y M es cualquier vector de constantes. Entonces, sin 

pérdida de generalidad restringen a los vectores Q a aquellos que satisfacen 

G'Q =l. Para obtener estas estadísticas utilizan el método de multiplicadores 

de Lagrange. 

Otra prueba que sugieren Malkovich y Afifi está basada en la generalizaci6n 

de la cst_ndística univariada de Shupiro-\\1 ilk . La hipótesis de NMV es aceptada 

si 

donde 

W(G) = [L;a;(Zc;J - Z)]' con Z; = G'X; 
- L;(Z; - Z)2 

y Kw es una constante. Calcular el mínimo anterior es difícil y en vez de eso, 

consideran que W(Q.) tiene una cota inferior cuando G satisface las condiciones 
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siguientes: 

G'(X,-X) = n-1, 
na1 

G'(X · -K) = -l paraj = 2, ... ,n, 
' na1 

y encuentran que no hay O que cumpla esas condiciones, por lo que toman una 

aproximación a O 1 que minimiza 

[ 
/ _ n _ l] 2 n [ / _ 1 ] 2 

Q(X1 -X)--- +L Q(X;-X)+-
. na 1 ;=2 na1 

(II.8) 

El vector G resultante es 

donde A está dado por 

n 

A= L(X; -X)(X; - K)'. 
i=• 

Como el vector X 1 en II.8 pudo ser cualquier X;,i = 1, ..• ,n, escogen X 1 de 

man~ra que el denominador de W(.Q) sea maxinüzado. Los pasos para. calcular 

esta estadística son los siguientes: 

i. Encontrar X m. i la observación para la. cual 

ii. Ordenar las variables 

U;= (Xm-,Rj'A-1(X;-X), j= l, ... ,n, 

y dc~otn.rlas como Uc1)1 ••• , U(n}-

iii. Calcular In estadística como 

donde las a; son las constantes tabuladll.S por Shapiro-Wilk (1965) . 
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Los autores del artículo señalan que las a; no dependen del número k de com­

ponentes. Valores de w• pequeños indican la no normalidad multivariada.La 

distribucíon exacta de las estadísticas bajo la hipótesis nula no se conoce. 

Debido a la facilidad con que puede programarse w•, esta estadística quedó 

incluida dentro del estudio de comparación, de nuevo calculando su distribución 

por Monte Cario para k = 2 y n = 40 con 5000 simulaciones¡ mientras que bi y 

bl no se incluyeron, debido a que su programación es complicada. 

II.2.6 El método de Henseler, Mehrotra y Michalek 

El procedimiento que estos autores proponen (Henseler et al. 1977) reduce 

el problema de probar la hipótesis compuesta multivariada de normalidad en 

probar k 11ipótesis simples de normalidad univariada. En el artículo demuestran 

un teorema que permite reducir el problema de probar que una distribucfon es 

una Jl(f:!:., I:) en probar que cierta transformación de los datos proviene de una 

>J(O, I:), con esto se pierde un vector de observaciones al usar este resultado para 

eliminar ~· En seguida presentan con detalle como llevar la prueba de NMV 

para el caso k = 2. La prueba usa el teorema demostrado y caracterizaciones de 

la distribución normal. Demuestran que para probar que la distribución es una 

JJ (o, I:), es equivalente el probar que la segunda componente es una )J (O, u 22 ) 

y que una nueva transformación de los datos que allí proponen, proviene de una 

>J(O,a2 ). Con esta transformación se pierde otra observación. Para probar esas 

hipótesis univariadas de normalidad llevan a cabo otras transformaciones que 

reducen el problema a probar uniformidad de una sola muestra. En este proceso 

se pierden otras dos observaciones. En total en todo el proceso se pierden cinco 

observaciones¡ el mismo número de pnrámctros eliminados (µ1,'µ2, a 11, a22, u12). 

Finalmente presentan como se haría esta prueba para. el caso k > 2 que se 

resumiría en lo siguiente: 

i. Eliminar el parámetro de localización. 
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ii. Probar normalidad univariada de la última componente. 

iii. Probar la normalidad de Ja distribución condiciOnal de las primeras k -1. 

componentes dnda la última. 

Lo anterior reduce el problema a uno equivalente pero con tamaño de mues­

tra n - 2 para una normal (k - 1)-variada con media O. El procedimiento 

anterior se repite hasta llegar a probar la normalidad bivariada. Después de 

estas reducciones se llega a probar Ja normalidad univ<iriada de k muestras in­

dependientes de tamaños n-1, n-2, ... ,n-k. En total se pierden k(k+1)/2+k 

observaciones, que es el mismo número de parámetros climillados. 

Los autores no presentan estudio alguno acerca de la potencia de esta prueba. 

Esta prueba tiene un gran inconveniente, que es la no invarianza al or­

den de las observaciones, esta característica hace que el resultado obtenido por 

dos investigadores utilizando la misma muestra pero en distinto orden pueda 

ser diferente, por esta raz6n esta prueba se ha dejado fuera del estudio de 

compn.raci6n, ya que como se hn mencionado, este tipo de invarianza viola el 

principio de verosimilitud de Fishcr. 

II.2.7 El método de Csorgó 

El enfoque que da CsOrgO está basado en el comportamiento asint6tico de la 

funci6n característica multivariada cstudentizada empírica y en una extensión 

multivariada del enfoque de Murota y Takeuchi (1981) para probar la normali­

dad univarinda. 

La funci6n característica estudcntizada empírica está defini.da como: 

n 

C,.(s;;1! 2!) = n-1 I:cxp(i(s;;'''!,Xc;¡)l 
j=l 

donde Sn es In matriz de covarinnzn mucstral y (!, v} 

17 

k 
= 2: t,·v¡ es el producto 

i=l 



interno de !. y !!.· 

El m6dulo J Cn(s; 1
/

2!.) 12 es invariante ante transformaciones lineales no 

singulares, por lo que se supone E(X) = O y E = I. 

En el artículo se demuestra que si X ~ (X1, ... , Xk) se distribuye como 

)/(~,E) entonces el proceso estocástico 

converge a un determinado proceso Gaussinno Z(~). Como estadística ~e prueba 

propone la funcional siguiente: 

MÁ•l(T) = sup 1Zn(O1 
!E(-T,TJ"' 

donde T es un número positivo. Encuentran que bajo la hip6tcsis de NMV 

lim P[MÁ•>(T) ? y)= P[ sup i Z(Ü !? y). 
n-oo !E(-T,T)"' 

Esta distribución no se conoce, y s61o se da una cota superior para los dCsvíos. 

Presenta una tabla con los porcentiles asintóticos de la cota superior de M~k) 

para k = 1, ... 16. y las f6rmulas para calcular MÁ1
) y Mi2> • 

Para darse cuenta de qué tan cercana está. la cota superior de MÁ.1 ) 1 Csórgó 

hace un estudio de simulación y muestra los porcentiles empíricos de MÁ1
) para 

a = 0.1 1 0.05, 0.01 calcula.dos para muestras de tamaño 50 y 100. Al comparar 

éstos con los valores de la cota superior 1 se ve que no está tan cerca de MÁ1
). 

El autor da una cota superior más cercana a los porccJ?-tilcs obtenidos usando 

Ja desigualdad de Fcrnique y la de Borcll, así como de la mediana empírica 

obtenida en el estudio de simulación. 

Para los en.sos con k > 2 el autor no presenta ningún estudio de simulaci6n, 

. pero podría esperarse que el alejamiento dr la. cota superior para In. probabilidad 
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deseada. y la de valores grandes de A1Ák) sea semejante o mayor; en tal cnso, para 

llevar a cabo la prueba sería conveniente como en tas subsccciones anteriores 

calcular los porccntilcs empíricos de MÁk) (k: > 2). Debido a la complejidad que 

esto implica. se decidió no incluir esta prueba. en el estudio de compa_rn.ci6n. 
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Capítulo III 

EL METODO PROPUESTO 

III.1 La idea general del método 

La. idea del método propuesto consiste en hacer transformaciones que conviertan 

a los vectores X~ = (X¡¡, X,2, ... , X¡k), i = 1, ... , n, en cantidades univariadas 

U11 1 U1:h ••• 1 Un1 1 ••• , Unk que bajo la hipótesis nula se distribuyen uuniforme­

mcnte" en el intervalo unitario. U na vez hecho esto, el problema se convierte 

en probar la uniformidad de una muestra univarinda de tamaño nk . 

Antes de entrar de lleno a los detalles de cómo se llevaría a cabo la prueba 

de la hipótesis nula compuesta: 

Ho: F es una distribución normal multivariada JI(~,!:) con !!: y 'E 

ambas dcsconoc1'das1 

se tratará de ilustrar la idea del método para un caso mucho más sencillo¡ es 

decir, cuando la hipótesis nula es la siguiente: 

H 0 : F es una normal univariada )J (µ, o 2 ) con µ y a 2 conocidas. 

E~ el caso univariado, pnra construir la estadística de prueba, se tienen n 
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variables aleatorias X1 1 ••• 1 Xn. Es ampliamente conocido que las variables 

u,= <I> e\"·:'') 
son v.a.i.i.d U(0,1) bajo el supuesto de J/01 donde<!> es la función de distribución 

de la normal J/(O, 1}; 

La prueba consiste entonces en probar que las U¡ provienen de una U(0, 1). 

Existen varias estadísticas en la literatura para probar esto, entre clln.s se encuen­

tran las EDF como son la Cramér-von 1v1iscs, V\ratson, J{olmogorov-Smirnov, la 

A 2 de Andcrson-Darling 1 cte., sin embargo esta última resulta ser más potente 

que lns otrns según se menciona en D'Agostino y Stephens (19813, pág. '110). La 

estadística A 2 mide la distancia, utilizando cierta métrica, entre la distribución 

empírica Fn(x) y la distribución que se está probando. 

La estadística A 2 para probar una distribución conocida F, continua, con 

base en una muestra tamañ"o n es: 

A' = { (Fn(x) - F(x)J 2 
dF( ) 

" n J., F(x)(l - F(x)) x ' 

y una fórmula alternativa para su cómputo es: 

1 n 

A~ = -n - - ¿(2i - l)[log(U¡;¡ + !og(l - U¡n-i+lj)] , 
n i=l . 

donde las U¡;¡ son las transformadas U; = F(X;) ordenadas. La distribuci6n 

de A~ es conocida y aparece en las tablas (en.so O) de D'Agostino y Stcphcns 

(1986, pág. 105). 

Para el caso aún univnriado, en queµ y u son desconocidas, en vez de calcular 

u,= <I> (x'; µ), 
se calcula 

· (X¡-¡1) · u,= <I> --.-
º 
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donde P.. y ó son estimadores de µ y u, usualmente los má:<imo verosímiles. Es 

importante señalar aquí que las Ü¡ ya no son independientes¡ esto afecta a la 

distribución de A! que aparece en las tnblas (cnso 3) de D'Agostino y Stephens 

(1986, pág. 127). 

Ahorn, en el cnso en que la hipótesis nula se establece como: 

Ho: Fes una Jl(f!:..1 E) k-vari·ada con!:!:.. y E conocidas, 

se requiere de un pnso adicional por tratarse del cnso multivariado. Este pnso 

utiliza la transformación T de Rosenblatt (1952), que me.pea un vecto.r con una 

distribución absolutamente continua k-variada F conocida, en un vector con 

distribución uniforme en el hipercubo k-dimensional. 

A continuación se describe esa transformación T . 

Sea X= {X1 , ••• ,Xk) un vector aleatorio con distribución F(i1 1 ••• ,xk) y 

sea~= (zi. ... , z•) = T(~) = T(xi. .•. , xk), dada por 

z1 = P[X1 :<:; x1] = F1(xi) 

z2 = P[X2 :<:; x2 i X1 =xi] = F2(x2 i x,) 

Para el en.so que se está tratando F corresponde a una J./ (f!:.., E), y T queda 

dada por 
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donde lJ(r) = [u¡;}, i,j = 1, •.. 1 r ::;: k, y :Eg:r es el cofnctor de a¡; en lJ(,.). 

Aplicando esta transformación Ta cada vector X¡,i = 11 ••• ,n; esto es, 

calculando T{X 1), ••• ,T(X n.), obtenemos n X k cantidades univariadas nleato-­

rias U11 1 ••• ,U1n 1 ••• ,U0 1 1 ••• ,Unk 1 que bajo la hipótesis nula de NMV se dis­

tribuyen uniformemente en el intervalo unitario. Construyendo finalmente con 

estas U¡;, i=l, ... ,n y}=l, ... ,k,IaestadísticaA2 • 

Regresando por un momento al caso univariado normal con parámetros des­

conocidos, se dijo que la Ü¡ = él>(x';ª) eran utilizadas habiendo estimado los 

parámetros y que la distribución de A~ estaba identificada. 

En cierto modo «I> ( 7f:-) es un "estimador" de la función de distribución de 

X¡. Existe sin embargo otro método que consiste en estimar directamente la 

distribuci6n de X¡ con el estimador RacrBiackwell que se denotará aquí por 

F; ns{ pueden construirse Ú¡ = F(X¡) 

uniformes pero no son independientes. 

i = 1, •.. , n, y éstas sí resultan ser 

El uso de Fo de <It(4), esto es, el basar las 'estadísticas de prueba en 

las ú, o las Ú¡ es asint6ticamentc equivalente como lo muestra Moore (1973). 

Con el objeto de no sobrecargar notacionalmente esta descripción, y dado que 

má..o; adelante se detalla 1n F para el caso normal multh•n.riado, no se exhibe la 

expresión de F para k = l. 

Para el caso de interés donde !±.. y E son desconocidas, el método propues­

to estima la funci6n de distribución )J (.e_, E) por medio del estimador Rao­

Blackwcll y el procedimiento es el mismo que el mencionado anteriormente para 

parámetros conocidos, esto es con la transformación de Rosenblatt¡ pero apli­

cada al estimador Rao-Black\vcll multivariado correspondiente. Al estimar la 

función de distribución, ya no se cuenta. con la independencia entre {Ú¡1, •.. , Ü¡k) 
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y (Ü11 1 ••• 1 Ü1k) (aunque Ú1r y Ü1. si son independientes parar~ s). 

Ill.2 Descripción detallada del método. 

A continuaci6n se presentan en forma detallada los pasos a seguir con el método 

propuesto. 

i. Estimar la función de distribución JI(¡±. E). 

La función utilizada para estimar a la normal es la Rao-Black\vcll, obtenida 

por Ghurye y Olkin (1909) (Sec. 3.4) y es In siguiente: 

F(;¡;) = P[X :5 ;¡; [Un)= invt<kl(s- 1 , n-
1
,n-k -1,X) 

n 

donde 

.X 
1 n [ 1:] = -LX;= • 
n •"=t 

n 

Sn = s = L(X, - X)(K; -KJ' = (•¡;) • 
1=1 

Un = (X,S), 

En esta sección S no está dividida por n. 

Un vector Z se distribuye como invt(k) (P, Q, v,!1) si sufunci6n de densidad 

es Ju. tiÍguiente: 

/(!!'.) = 
( 

r(~)JPl!q-.!:±.!-:i (Q-(.!'.-tJ)'P(:-11))~ 
11'" r(~) 

si Q - (!!'.-·!J_)'P(!!'. - !LJ >O y 

. O en otro caso 

siendo P una matriz de prccisi6n, Q un csc~lar, v los grados de libertad 

y !l un parámetro de locnlizaci6n. Esta notación se tomó de Press (1982). 
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ii. Aplicar la transformación de Roscnblatt a F. 

Parn. encontrar las distribuciones marginales y cohdicionalcs de F y aplicar 

a.sí la transformación de Roscnblatt se encontraron los resultados siguien­

tes: 

Si E_ se distribuye como invtCkl(P, Q, v,11) y particionando 

z = [ B-1 ] , p = [ P11 
Z..2 P21 

Pu ] y ~ = [ !!_1 ] , 
P22 - !l:J 

donde Z 1 y !!.
1 

son vectores de dimensión k 1 X 1 "! Z..2 y .!12 son 

vectores de dimensión k2 X 1 con k 1 + k'J = k, entonces la "dis­

tribución marginal de Z..1 es una invtCk 1 1(P11 .2, Q, v+k2 , !l_
1

) y la 

distribución condicional de Z 2 dado Z..1 es una invtCk2 l(P'J2, Q­

(Z 1 - !!_1)' P1u(B-1 - !!_1) ,!!_2 - Pñ1 P21 (B-1 - !!_1)) don.de Pu.2 = 

P11 - P12P2l1 P'Jt· 

Utilizando lo anterior se tiene que la distribución marginal F1, de la 

primera componente, es una 

y la distribución condicional .F2 11 , de la segunda componCnte dada la 

primera, es una 

. (1) (e •?2¡-1 n-1 (x1 - :ii) - •12 ( - i) tnvt s2'J- - ,-- - ~~-=,n-3,x'J +-. x1 -x1 . 
811 n 811 SJJ 

En general se tiene que la distribución condiciºonal ffjjl, ... ,(j-l), de la i­

ésima componente dadas las primeras (i - 1) componentes, es una 

25 



donde 

P; = 

Q; = 

,,,. = 

.,,. = 

S; = 

( " ~15-1 "•¡-1 
Sjj .: ~j - j~15.j .. ' 

:n.~;'_~·~t· 

x;+ f;s¡!; f x,.:: ~::_1 ] . y 

[ s~~1 _, 
e: ] -J 
s;; ' 

[ 

X1 - X1 ] 

Xj-1 ~ Xj-1 

para. j = 2, ... , k, y donde S; es la matriz de covarianza muestra! hasta la 

;'-ésima componente (sin estar dividida por n). 

iii. Obtener las Úi; 

Este paso consiste en aplicar p;¡i, ... ,(j-l) a. las X;i y determinar las Úa; 

como: 

U-". -F-m •...• u- 1>(X··) p••a · 1 · 1 k ,,- ,, , ...... 1= , ••• ,ny J= , ... ,. 

Con el prop6sito de hacer más operativo el método, en vez de calcular di­

rectamente la función invt<1l (P;, Q;, v;, '1;), cosa que es difícil, se procedió 

a. hacer uso de dos transformaciones. 

La primera transformación mapca a una variable X ,..., invt<1>(P, Q, v, 11) 

en uri.a variable Z ·,..., dirtC 1l(P, Q,v,r¡) que en notación, también tomada 

de Prcss (1982), está dada por: 

Ql(X-'I) . 
-;;;o==;é#==¡~~==¡i + ., = z . ../Q - (X- 'l)'P(X - t¡) 
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Un. vector Z se distribuye como dirt (k} (P, Q, v, !!..) si su función de densidad 

es la siguiente: 

(
z) = r(~) ! P ¡! Q~ (Q + (;<. -11)P(;<. - t¡))-~ 

1 - .-tr(~) 
La segunda transformación mapca a una Z - dirtC1l(P,Q,v,r¡) en una 

variable t ....., t., (t de Student con v grados de libertad, como aparece en 

cualquier libro de texto) dada por las siguiente e."Cprcsi6n: 

Finalmente, se tiene que las Ú¡; son de la forma: 

(ll.l) 

para j = 1, ... 1 k, i = 1, ... 1 n, y donde 

[ 

Xi! l X12 

x,1:-1> 

[JJ 
[ 

- , 1 ( - 12 X;; -X; - f;S,"'"_ 1 x,fJ-ll -X1;-1¡ 
M= . , 1 

s;; - 5.;S;-15.; 

y G,,, es la función de distribución de una t. de Student con v grados de 

libertad. 
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·. 

-. iv. Calcular Ank 

Se ordenan las Ú¡; como Ú(i), Úc2>, ••• , Ücn1:) y con cHas. se calcula A~k 

como 

nk 
-. 1 """"' [ - - ] Ank = -nk - k L..)2i - 1) ln(U¡¡J) + ln(l - U(nk+i-<)l 

n ~' . 

Una. vez hechos estos cuatro pasos, se tiene ya la. estadística de prueba. 

La distribución de Á~k se desconoce. Para poder llevar a ca.bo la prueba fue 

necesario simular la distribución de Á~,k bajo la hipótesis nula. Se ell;contr6 la 

distribución de Á!.1: para k = 2 y k = 3 mediante un estudio de simulaci6n con 

10,000 muestras de tamaño n, para n = 15, 20, 30, 40 y 50¡ éstas aparecen en las 

tablas 1 y 2. 

Como observación que. se considera muy importante, nótese que la dis­

tribución tanto para k = 2 como para k = 3 converge empíricamente a la 

distribución asintótica de A 2 cuando k = l. Se postula este resultado surgido 

por la simulación de Monte Carlo1 para su demostración formal se requiere de 

herramientas matemáticas fuera del alcance de este trabajo. 

Con. los valores de las tablas 1 y 2 es posible llevar ~ cabo la prueba recha­

zando la hipótesis nula cuando el valor de Á~k excede el valor que aparece en 

tablas. 
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p 
.50 
.75 
.85 
.90 
.95 

.975 

.990 

.995 

.999 

TABLA l. Distribución de Á~,1:­

k = 2. 

Tamaño de muestra n 
15 20 30 40 50 

.330 .334 .330 .335 .337 

.45Cl .460 .463 .466 .462 

.547 .543 .552 .557 .559 

.620 .611 .020 .625 .628 

.738 .725 .747 .742 .748 

.847 .847 .879 .873 .876 
1.002 1.001 1.024 1.042 1.031 
1.132 1.130 1.147 1.155 1.159 
1.386 1.370 1.380 1.412 1.415 

00 

.341 

.470 

.561 

.631 

.752 

.873 
1.035 
1.159 

-
Porccntilcs para varios valores de p y diferentes tamaños de muestra. 

p 
.50 
.75 
.85 
.90 
.95 

.975 

.990 

.995 

.999 

TABLA 2. Distribución de Á~.1:· 

k = 3. 

Tamaño de muestra n 
15 20 30 40 ,50 

.337 .339 .33Cl .336 .338 

.466 .469 .465 .461 .467 

.549 .558 .55Cl .548 .558 

.619 .62Cl .630 .622 .627 

.747 .744 .751 .732 .749 

.867 .859 .888 .855 .862 
1.041 1.018 1.026 1.001 1.001 
1.192 1.143 1.116 1.113 1.123 
1.467 1.415 1.292 1.421 1.398 

00 

.341 

.479 

.561 

.631 

.752 

.873 
1.035 
1.159 

-
· Porccntiles para varios valores de p y diferentes tamaños de muestra 
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III.3 Modificación al método de Rincón-Gallardo 
et al. 

En la secci6n anterior se describió un método que se basa en transformar a los 

n vectores k-variados en nk variables alcntorins que se distribuyen "uniforme­

mente" en el intervalo (01 1). Esta idea había sido tratada en el artículo de 

Rinc6n-Gallardo et al. (1979), donde los autores presentan transformaciones 

que llevan a los n vectores k-variados a k(n - k - 1) ·variables aleatorias in­

dependientes idcnticamcnte distribuidas uniformemente en el intervalo (91 1). 

Estas k(n - k - 1) variables aleatorias están dadas por 

U;j = G1-k+j-2{Z1j((i - k + j - 2)/(1 + zf, + ... + z¡,,_,¡¡)J'''} 

donde 

- )/ 1 ( - ' 1 - ,,, Z·=A·(X·-X·)/{((i-1 i - X--X·) s-:- (X·-X·)} 
-· 1 -1 _, -· -· • _, -· 

(III.2) 

para i = k + 2, .•• , n y i = 1, .•. , n y donde 

A~A¡ = 5-1 
¡ ' 

i 

X· -· = 1/i"¿,X,, 
l=l 

¡ 

S; = L, ' - _, X 12(¡- iX¡X¡ 
l=l 

y Gv es la función de distribución de una t de Studcnt con v grados de libertad. 

Estas transformaciones resultan de considerar la distribuci6n condicional de 

Xk+21Xk+a' ... ,Xn dada la estadística suficiente.mínima! Tn = (Xn, Sn) para 

élespués utilizar en forma secuencial la distribución condicional de Xn dada Tn 
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luego la distribución condicional de Xn-l dada Tn y ~Y"' nsí hasta la distribuci6n 

condicional de b+:z dadas Tn Y X "'X n-l' ••• ,Xk+3• 

En el trabajo de Rincón-Gallardo et al. se demuestra que la distribuci6n 

condicional de X¡ dadas Tn y X" 1 ••• ,X1+1 (i ~ k+2), es exactamente In. 

misma que la distribución condicional de Xi dada T¡. 

Utilizando una transformación que requiere de exhibir una factorización A¡ 

de S¡, se utilizó en Rincón-Gallardo et al. la versión de la t multivariada de 

Dickey (1907). Con esta versión y la aplicación de la transformación de Roscn­

blatt a la condicional de X¡ dada T¡ es que se obtuvieron los resultad~s presen­

tados en Rincoón-Gallardo et al.. 

Con el método presentado por Rincón-Gallardo et al. se pierden por así de­

cirlo k + 1 vectores de observaciones; éstos son de alguna manera "el precio" por 

obtener Independencia entre lns U' s. Sin embargo este procedimiento tiene 

una desventaja: no resulta ser invariante al orden de los vectores de observa­

ciones, es decir, viola el principio de verosimilitud de Fisher. 

En un intento por evitar esa falla en el procedimiento de Rincón-Gallardo 

et al., se hizo la modificación siguiente: en vez de utilizar S¡ y 5t ¡ en 111.2 se 

decidió Utilizar Sn y X n para transformar a X en una n?eva Z • Esto equivale 

a transformar cada}{_¡ (i = 1, ... ,n) con la condicional de X¡ dada. Tn, no 

dada Ts y luego usar la versión de Dickey antes <le aplicar las transformaciones 

de Rosenblatt. Al introducir esta idea, es decir al utilizar toda la informaci6n 

en cada una de las transformaciones( logrando con esto que el procedimiento 

fuera invariante al orden de las observaciones), se perdió la independencia entre 

las U' s • Se pensó que esa dependencia no sería importante al aumentar el 

tamaño de muestra n. Con esto en mente, se calcularon las U' s y con ellas se 

utilizó la estadística A 2 de Anderson-Dnrling para verificar su "uniformidad". 

Como la distribución de A 2 no se conoc.ía, se simuló ésta para k = 2 y para 

distintos tamaños de n = 20, 30, 40 y 50, y se encontró que la distribución no 
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convergía. Ante este resultado, que no se esperaba, se evalu6 el procedimiento 

para k = 1; encontrándose que en este caso la distribución de A 2 convergía a la 

dada por D'Agostino y Stcphens (1986)(caso O, pág. 105), sin embargo cuando 

se hizo para k = 3 se encontr6 que la no-convergencia era atÍn más grave. No 

se sabe la razón exacta de esta falta de convergencia, pero se pensó que pudiera 

ser ocasionada por la. introducción de un elemento arbitrario en la construcci6n 

de la estadística , como lo es la elección de lo. "raíz" An de lá matriz Sn. No 

se profundizó más en el tema, procediendo a desarrollar otro método que no 

utilizara elementos arbitrarios, llegándose al método desarrollado en la sección 

anterior, en el cuál el uso de la distribución t-invertida, excluye la arbitrariedad 

al no requerir An. 
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Capítulo IV 

ESTUDIO COMPARATIVO 

IV.1 Simulación de distribuciones multivariadas 
no-normales 

¿Qué se entiende por una distribuci6n no-normal en el caso multivariado? Esta 

pregunta se enfrentó cuando se decidió un análisis comparativo de potcncins. 

Es muy difícil exhibir distribuciones no-normales en general. Pueden hacer­

se marginales no-normales independientes¡ pueden usarse para ello las típicas 

Ji-cuadradas, uniformes, "colas pcsadasn, etc. Ante esto se decidió utilizar 

un simulador que se centra en las asimetrías y kurtosis de las distribuciones 

marginales. 

El método utilizado para la generación de distribuciones alternativas fue el 

presentado por Vale y Maurclli (1983), que está. basado en el procedimiento 

de Flcishman para generar distribuciones univnriadas no-norm·alcs con media, 

varianza, asimetría y kurtosis especificadas de antemano. Este procedimiento 

define una variable Y que es combinaci6n lineal de las tres primeras potencias 

de una variable normal estándar X: 
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Y= a+bX +cX2 +dX3 (IV.1) 

Las constantes a, b, e y d se determinan de manera que Y tenga los momentos 

especificados. Para lograr esto Flcishman expresa los primeros cuatro momentos 

de Y en términos de los primeros catorce momentos de X que son constantes 

conocidas¡ y encuentra que a, b, c. y d son lns soluciones del siguiente sistema no 

lineal: 

b2 + 6bd + 2c2 + 15d2 

2c(b2 + 24bd + 105d2 + 2) 

24(bd + c2 (1+b2 +28bd) + d2 (12 + 48bd + 141c2 + 225d2)] 

a 

= 

= 
= 

= 

1 

71 

-e 

(IV.2) 

donde 71 y '12 son la asimetría y kurtosis respectivamente, tomando ambas 

valores de cero para el caso de una distribución normal (a ry2 se le rest6 3 

para ello). Si '12 < O tendrá una distribución más aplanada que la normal 

(plnticártica). Si "'/'J. > O tendrá. una. distribuci6n má.c; npuntnda que la normal 

(leptocúrtica). 

El procedimiento para el caso multivariado es una combinación del proce­

dimiento de Fleishman y el procedimiento de descomposición de la matriz de 

correlación poblacional utilizado para generar normales multivariadas. 

Se generan primero números aleatorios que provienen de una distribución 

normal multivariada con correlaciones cspecíficadas y después a cada compo­

nente se le transforma en forma univariada con el .método mencionado. Los dos 

procedimientos interactúan de tal manera que las variables no-normales tienen 
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correlaciones diferentes a las de ln.s variables normales originales. La matriz de 

correlación intermedia se determina a través de In matriz de correlación final 

deseada y de las transformaciones no lineales previamente descritns. 

El procedimiento se describe a continuación para el caso bivariado: 

i. Resolver el sistema no-lineal IV .2 para los valores deseados de 7 1 y 7 2 de 

cada marginal, para hallar ns{ a¡, b1• 1 e¡ y d¡ i = 1, 2. 

ii. Se definen dos variables X1 y X2 con distribuci6n normal estándar y corre­

lación px1x 2 que se determinará más adelante. Sean~= (l,X¡,_Xl ,X~) 

y w; = (a¡,b¡c¡,d¡) con,·= 1,2. 

iii. La. variable Y¡ es el resultado del producto de estos vectores 

iv. Si Pl''•. y2 es la corrclnci6n final deseada entre lns variables no-normales Y1 

y Y2, que corresponden a lns variables normales X1 y X2. Se tiene que 

donde 

. R=E(X1 X~) = [ ~ 
o 1 o 

1 
PX1X2 o 3PX1X2 

o 2pk1X2 +1 o 
3PX1X2 o 6p~lx,, +9px.x:r 

Haciendo el álgebra correspondiente y usando relaciones entre a y e se 

encuentra la siguiente expresión: 

Al resolver este polinomio para px1 x 2 se obtiene la correlaci6n intermedia 

entre X 1 y X 2 requerida para obtener la correlación deseada. 
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Existen problemas numéricos de cierta importancia en la solución del sistema 

IV.2. Para ilustrar esto, se comenta que el uso de una norma (para el error en la 

búsqueda de la solución) de 10-26 llevó en algunos casos a soluciones incorrectas. 

Por ello en todos los casos se verificó que las soluciones fueran muy precisas. 

Este procedimiento se programó en FORTRAN en una VAX 11-750 haciendo 

uso de las subrutinas GGNSM y ZRPOLY del paquete IM:SL. 

La comparación de potencias se hizo únicamente para el caso bivariado. Las 

distribuciones alternativas se dividieron en tres grupos: 

Grupo 1 Tiene ambas marginales no-normales y la correlación entre ellas es 

cero. 

Grupo 2 Tiene una marginal normal y la otra no-normal, la correlación entre 

ellas es cero. 

Grupo 3 Es una combinación de los dos grupos anteriores pero en este grupo 

Ja correlación entre las marginales se fijó en 0.7 . 

En el apéndice 1 pueden verse las gráficas de las distintas marginales con 

las que se trabajó en el estudio comparativo, a través de histogramas generados 

con 5000 observaciones de cada distribución no-normal. 

IV.2 Resultados del estudio comparativo 

El estudio se hizo probando cada una de las estadísticas frente a 1000 muestras 

de tamaño n = 40 cie las distintas distribuciones no normales (por ejemplo, en 

la Tabla 3 en el primer renglón, para el caso de una distribución con ambas 

marginales no normales, con asinietría ')'1 = O.O y kurtosis ¡ = 0.5, con la 

estadística .J2 In hipótesis de normn.Jidad se rechazó pn.rn un a= 0.10, en 181 

muestras de las 1000 y para un a= 0.05 en 104). 
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De los tres grupos, fue en el grupo 2 fue donde se encontraron las menores 

potencin.c; para las estadí!':ticns consideradas. Las estadísticas en su conjunto no 

mostraro!1 un patrón definido frente a la presencia o ausencia de corrclaci6n. 

Por ejemplo, Inicntras que la estadística RAN aumentó su potencia nl incluir 

correlación, otras como A.2 la disminuyeron. 

En seguida se presenta un análisis para cada uno de los grupos considerados. 

En la Tabla 3, donde aparecen los resultados para.el primer grupo de ni~ 

tcrna.tivas, puede verse que las estadísticas StV y CIV son sesgadas para todas 

las alternativas, excepto pnra la alternativa con (11,72) = (0.0,-1.0). _?vlientras 

que para esa misma alternativa aparecen con sesgo B1B2, SU, G SDI, y w•. El 

resto de las estadísticas no muestra sesgo; éstas son A.2 ,CU, OSI, GSD y RAN. 

Al observar las potencias de OSI y CSD, éstas resultan ser pequeñas, cercanas 

al a. Á 2 aparece como la mejor opci6n para los casos (71,""f2) = (0.5,0.0) y 

(71 , ""12) = (0.5, 0.5), es decir los casos que presentan asimetría¡ mientras que 

para los casos simétricos hi.'l'2) = (0.0,0.5) y {¡i.')'2) = (0.0,1.0), CU es la 

mejor opción. Para el caso simétrico (""f1,""f2} = (O.O, -1.0) la mejor opción entre 

todas es SW, que como se dijo anteriormente es sesgada. La siguiente mejor 

opci6n es Á 2 • Para este grupo RAN no muestra potcncins altas excepto para 

el caso (¡i,')'2) = (0.0,-1.0). 

En la Tabla 4, correspondiente al grupo 2, otra vez las estadísticas SW y 

CW presentan sesgos en la mayoría de las alternativas. Otras como OSI, CSDI1 

OSD, w•, y RAJ\r presentan sesgos s6lo en algunos de los casos. En esta tabla 

resalta claramente CU como In. mejor opción, seguida por SU. Á 2 presenta su 

mejor comportamiento frente a la distribución que tiene la maYor asimetría en 

la segunda. componente (11 = 0.8). Para la alternativa con kurtosis ('"12 = -1.0) 

también se presenta como la mejor opci6n. Es en la alternativa. con kurtosis 

('"12 = 1.0) donde BlD2 presenta su mejor comportamiento. En la tabla anterior 

le ocurre algo similar. 
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Los resultados del grupo 3 aparecen en In Tabla 5. Ahí es fácil ver que las 

estadísticas SlV1 OJV, OSI, CSDI y CSD presentan sesgos. Salta a la vista el 

buen co1nportamiento de RAN en In presencia de correlación, que en ningún 

caso es superada por otra de las estadísticas . Sin tomar en cuenta a RAN las 

estadísticas Á 2 
1 BIB2, SU, CU y ~v· resultan ser la mejor opción al menos frente 

a alguna alternativa, aunque las potencias que presentan son considerablemente 

menores a las que presenta RAN. Á 2 muestra mejor comportamiento frente a 

las alternativas con ambas margina.les no simétricas. w• resulta ser la mejor 

(después de RAN) para las alternativas que tienen componentes con ( 7 1 , 7 2) = 

(0.5 1 0.5); mientras que SU, y CU se comportan bien frentC n. las alternativas 

con (-y1 , -y2 ) = (O.O, 0.5). 

Cabe mencionar que la potencia de Á 2 fue mayor en los ca.sos en que la 

alternativa tenía la primer componente no normal y la segunda normal. Esto 

puede verse en los renglones 3 y 4 de lo. Tabla 4 y en los renglones G y 7 de la 

Tabla. 5. 

Como en casi todas las comparaciones de pruebas generales (ómnibus) y al 

jgual que en estudios anteriores, se muestra que no existe una mejor opción. A 

pesar de lo limitado que es este estudio exploratorio, sí puede considerarse un 

hallazgo de cierta importancia, el que algunas pruebas mostraron ser sesgadas; 

unas ante varias alternativas otras ante una sola. En ese último cn.r;o coe la 

estadística RAN que se distinguió por otro lado por tener una muy alta poten­

cia en las alternativas reportadas en la Tabla 5 (con variables con correlación 

bastante alta). 

Las estadísticas ·RAN (con la salvedad del en.so en que mostr6 un sesgo), SU 

(también con un curioso sesgo para el caso a.= 0.05 en una de las alternativas 

de la tabla 3), CU (que no 1nostró sesgo) y ..4 2 (que no mostró sesgo en nii:guno 

de los ca.sos} se recomiendan como pruebas generales. 

La generalización a más de dos dimensiones de todas estas pruebas se ve 

38 



swnnmcnte sencilla para J:z, SU y CU, no siendo a.sí para RAN para la cual se 

desconoce cómo podría generalizarse. 

Otro aspecto que puede resultar de interés para la recomendación de pruebas 

generales es el que la distribución asintótica además de que debe estar disponible, 

sea alcanzable con un buen grado de aproximación para un tamaño moderado 

de muestra. En este último ~entido .Á2 mostró satisfacer este requisito en los 

casos k = 2 y k = 3¡ sin embargo, SU y CU para el cnso k = 2 mostraron que la 

aproximación al utilizar su distribución asintótica fue un ianto cruda (recuérdese 

que CU en el caso k = 2 inclusive dejó de estar definida computacional.mente si 

n :5 2G). 
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TABLA 3. Potencia 

Variables no correlacionadas con la misma distribución marginal no normal 

Los números en paréntesis corcspondcn a a: = 0.05 Y. los otros n a= 0.10 

Alternativa Estadísticas 

'11 '12 Á2 B1D2 ·SU sw cu cw CSI CSDI CSD IV' RAN 

X¡ o.o 0.5 181 348 376 44 388 65 107 91 88 178 130 

X2 o.o 0.5 (104) (225) (272) (22) (282) (30) (52) (47) (39) (106) (84) 

X1 0.5 o.o 459 320 359 39 430 17 105 104 105 264 119 

X2 0.5 o.o (319) (195) (246) (27) (345) (4) (51) (52) (53) (152) (56) 

X1 o.o -1.0 493 24 314 507 240 246 90 86 99 43 401 

X2 o.o -1.0 (333) (8) (24) (409) (142) (160) (32) (42) (54) (13) (278) 

X1 0.5 0.5 300 233 266 66 244 58 110 101 96 294 132 

X2 0.5 0.5 (286) (160) (196) (46) (172) (24) (50) (52) (45) (195) (70) 

X1 o.o 1.0 246 457 474 83 474 84 103 91 80 267 178 

X2 o.o 1.0 (154) (223) (375) (51) (379) (50) (51) (51) (40) (188) (103) 

"'/1, "Y2 'medidas de asimetría y kurtosis 
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TADLA 4. Potencio. 

Variables no corrclacionndns, una marginal normn.l y otra no normal 

Los números en paréntesis corresponden a a = 0.05 y otros a a: = 0.10 

Alternativa Estadísticas 

'Yl 'Y2 Á2 BlD2 su sw cu cw CSI CSDI CSD ll;• Il.AN 

X1 o.o o.o 167 110 169 145 238 59 87 ~6 87 59 161 

X2 o.o -1.0 (84) (02) (81) (104) (177) (28) (42) (52) (44) (30) (88) 

X1 o.o -1.0 172 101 170 150 227 57 94 108 99 71 174 

X2 o.o o.o (9·1) (53) (07) (104) (153) (22) (51) (53) (57) (20) (85) 

X1 o.o o.o 177 269 308 53 360 44 98 104 90 176 118 

X2 0.5 o.o (98) (104) (210) (34) (266) (14) (59) (58) (45) (101) (47) 

X1 0.5 o.o 197 247 270 41 346 22 85 89 96 184 82 

... Y2 o.o o.o (115) (141) (185) (23) (258) (7) (44) (36) (45) (97) (38) 

X¡ o.o o.o 167 156 183 71 177 83 111 104 118 190 138 

X2 0.5 0.5 (110) (99) (124) (36) (112) (27) (49) (56) (55) (123) (75) 

X¡ o.o o.o 157 334 363 49 385 74 93 92 11)2 163 138 

X2 o.o 1.0 (94) (234) (263) (28) (283) (32) (40) (60) (52) (108) (SS) 

X1 o.o o.o 568 332 379 32 519 14 91 71 77 350 255 

X2 0.8 o.o (445) (196) (230) (21) (408) (10) (37) (29) (34) 1 (267) (143) 

11, '"12 medidas de asimetría y kurtosis 
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TABLA 5. Potencia 

Variables correlacionadas (p = O. 7) 

Los números en pftréntcsis corresponden a o: = 0.0Q y otros a a= 0.10 

Alternativa Estadísticas 

'"11 '12 ,¡2 B1Il2 su sw cu cw CSI CSDI CSD l-lT._ RAN 

X¡ o.o 0.5 144 195 219 89 214 129 75 89 115 199 637 

X2 o.o 0.5 (82) (112) (140) (41) (114) (55) (30) (47) (59) (130) (492) 

X1 0.5 o.o 340 189 227 51 212 22 92 102 111 290 485 

X2 0.5 o.o (231) (98) (139) (33) (131) (11) (41) (56) (01) (173) (306) 

X1 0.5 0.5 281 259 296 68 243 57 81 125 141 325 519 

X2 0.5 0.5 (201) (165) (211) (3G) (185) (23) (40) (69) (85) (221) (356) 

X1 o.o o.o 109 1-1() 1()8 88 164 116 87 83 89 137 650 

.,Y2 o.o 0.5 (50) (85) (93) ( 4G) (89) (44) (41) (55) (42) (87) (513) 

X1 o.o o.o 148 15Cl 185 80 167 104 53 149 209 176 453 

X2 0.5 o.o (84) (88) (98) (41) (95) (53) (21) (89) (128) (94) (307) 

X1 o.o o.o 129 208 241 83 198 79 59 150 202 226 497 

X2 0.5 0.5 (73) (132) (165) (51) (134) (32) (28) (86) (122) (151) (328) 

X1 0.5 0.5 179 180 208 48 174 48 58 132 188 240 021 

X2 o.o o.o (97) (107) (134) (24) (111) (20) (24) (75) (108) (148) ( 4Cl2) 

'Y1, 'Y2 medidas de asimetría y kurtosis 
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Apéndice A 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se estudió un método nuevo que de manera razonable mostr6 

empíricamente que Á 2 , su estadística de prueba, converge en distribución (bajo 

Ha) cuando n -+ oo para k = 2 y k = 3¡ cosa que no ocurri6 con la modifi­

cnci6n hecha al método de Rincón et al. (1979). La explicaci6n de esta falta 

de convergencia puede estar en la dependencia más fuerte entre las variables ' 

construidas. 

El nuevo método es susceptible de ser utilizado para cualquier k. En la 

construcción de la estadística de prueba, al aumentar la dimensión se utiliza la 

fórmula IIl.1, que de manera sencilla puede adaptarse para cualquier valor de 

k, sin requerirse de la inversión de matrices, ya que utiliza fórmulas conocidas 

en la litcrntura para evaluarse sccuencialzncnte. 

Cabe mencionar que el método propuesto no es invariante frente al orden de 

las cOmponentcs, lo que implica que éstas deben ordenarse de b.lguna manera. 

Los resultados del estudio sugieren que para obtener mayor potencia se deben 

colocar como primeras componentes aquéllas que se consideren más no normales. 

En el estudio de potencin.s realizado, la estadística .Á2 se comportó bién 

en los casos donde las alternativas presentaban asimetría en una o en ambas 
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marginales, cuando éstas son no correlacionadas; también tuvo buen compor­

tamiento en las alternativas en que una o ambas marginales (no correlacionadas) 

presentaban kurtosis igual a -1.0 . Cuando las alternativas presentaban une. alta 

correlación el comportamiento de Á 2 no fue tan bueno. 

En general el estudio mostró que las estadísticas CU, SU y Á2 son las mejores 

opciones cuando las variables son no correlacionadas, mientras que RAN fue la 

mejor cuando las variables están altn.tnente correlacionn.!3-as. 

De las estadísticas propuestas hay algunas que no convergen rápidamente, y 

la distribución asintótica no resulta ser aproximación razonable. Otros ,métodos 

resultaron sesgados, lo cual en cierta manera los elimina pn.ra futuras consid­

erac~ones. La estadística RAN debiera estudiarse más para hacer una general­

ización para los ca.sos con k > 2. 

Otra posibilidad en futuros estudios podría ser la consideración de la suma 

de k estadísticas Á 2 (una para cada componente) cuya. distribución límite se 

conjetura que es una. mezcla. de x2 ' s. Desde luego para otros estudios debiera 

utilizarse un conjunto más amplio de alternativas como podrían ser las mez­

clas de distribuciones normales, o el uso de distribuciones t, x2 , Cauchy, etc., 

para conocer mejor el comportamiento de las estadísticas consideradas en este 

trabajo. 
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Apéndice 

HISTOGRAMAS 

45 



Histograma de una muestra tamaño 5000 _d_~;:u,n,a poblaC.i6n no-normal- con Asimetría y
1
=0.S y Kurtosis y

2
=0.0 
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Histograma de 11na muestra tar.iañ.o 5000 de una población no-normal con Asimetría Y1 =0.S y Kurtosis y
2
:::0.S 
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Histograma de una muestra tamaño 5000 de una po~lación no-normal con Asimetría Y 
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Histograma de una muestra tamaño 5000 de una poblaCi6n no-normal con Asimetria y
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