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INTRODUCCION

Los haces empezaron a estudiarse en el perfodo de 1935 a 1940. Las
primeras definiciones fueron dadas por H. Whitney, Hopf y Stiefel,
quienes mostrarton la importancia de los haces en aplicaciones de la
Topologia en la Geometria Diferencial,

El concepto de haz vectorial surgié del estudio de espacios vecto-
riales tangentes a objetos geométricos como: esferas, espacios proyec-
tivos y en general variedades diferenciables.

Serre demostré en 1955 que existe una correspondencia uno a uno
entre los haces vectoriales algebraicos sobre una variedad afin y los
médulos proyectivos finitamente generados sobre su anillo de coorde-
nadas.

Por algiin tiempo se supuso que que existfa una correspondencia
similar entre haces vectoriales topolSgicos sobre un espacio Hausdorff
compacto X y los médulos proyectivos sobre el anillo de funciones
continuas valuadas de X en los reales, hasta que la demostré Swan en
1962.

En 1986 Vaserstein extiende el resultado de Swan a un espacio
topoldgico arbitrario.
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El pfopésito de este trabajo es mostrar que existe una equivalen-
cia entre la categoria de k-haces vectoriales de tipo finito sobre un
espacio topoldgico arbitrario y la categoria de médulos proyectivos
finitamente generados sobre el anillo de funciones continuas del espa-
cio topoldgico en el campo k.

En el capitulo 1 se exponen los conceptos generales sobre haces.

En el capitulo 2 estudiamos los haces vectoriales, que son haces lo-
calmente triviales con la estructura de espacio vectorial de dimension
finita en cada fibra. En la primera scccién se define la categoria de
haces vectoriales. En la segunda seccién se muestra un funtor que va
de la categoria de k-haces vectoriales sobre un espacio B a la cate-
goria de modulos sobre el anillo de funciones continuas de Ben k. En
la seccién 3 se definen los funtores de K-teoria topolégica y K-teoria
reducida, que van de la categoria de k-haces vectoriales establemente
equivalentes en la categoria de grupos abelianos, y se menciona el
teorema de la periodicidad de Bott.

En el capitulo 3 se muestra la equivalencia de las categorias de
haces vectoriales y médulos proyectivos. En la primera scccidn se da
la demostracién que diera Swan para espacios topolégicos Hausdorff
compactos y en la segunda se presenta el resultado que diera Vaser-
stein. En la tercera se trata el problema de clasificacién de haces
vectoriales de tipo finito sobre un espacio topoldgico X.



Capitulo 1
HACES

En este capitulo definiremos la categorfa de haces, veremos que es
una categoria abeliana (con la suma de Whitney como suma). Dare-
mos algunas proposiciones y ejernplos importantes que se utilizardn
posteriormente, En la segunda seccién definiremos los conceptos de
funcién inducida, restriccién de un haz y una generalizacién de éste
iltimo que es el de haz inducido.
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1 HACES

1.1 DEFINICION. Un hazes una tripleta (E,p, B) donde p: E— B
es una funcidn continua de espacios topolégicos.

Llamaremos a B el espacio base, a E el espacio total y a p la -
proyeccion del haz. Para cada b € B, el espacio p~'(b) se llamard
la fibra del haz sobre be B.

Intuitivamente uno piensa en un haz como la unién de fibras p='(b)
para b € B parametrizado por B y “pegadas” mediante la topologm
del espacio E.

Notacién. Usaremos las letras griegas (€,9,p,¢,ctc) para denotar
haces. E(¢) y B{¢) denotardn el espacio total y el espacio base de E
respectivamente. : )

1.2 EJEMPLO. Denotaremos con B = §' = {(cos 2rz,sen 27z)fz € (0, 1]}
el circulo de radio unitario, E = {(cos 2xz,sen 2xz,z)|z € R} a la hélice
sobre S!' y p: E~— B a la proyeccién dada por

p(cos 2xz,sen 2xz, £) = (cos 2xz,sen 2xz)
>

prH0,1) =2

- Entonces (E,p, B} es un haz y la fibra en (0,1) es Z.
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1.3 DEFINICION. Un haz (E',p', B') se llama subhaz del haz (E, P B)'-;, ;,"v :
si £’ es subespacio de E, B’ es subespacio de By :

p' =plpi E' — B

Nota. Por transformacién debe entenderse funcién continua, -

1.4 DEFINICION. Sean ¢ = (E,p,B) y ¢ = (E',p',B') dos haces.
Un morfismo de haces (u, [):£ — ¢ es un par de transformaciones
wE — E'y [:B — B'tales que p'u = fp es decir el siguiente diagrama
conmuia ’ k

E = E
bp s e
a" L ér

Esto también se puede expresar por la relacnon u(p“‘(b)) c (p’ l(j(b)) 2
para cada b€ B. )

Nota. Obsérvese que s estd determinada en forma tinica por u
cuando p es suprayectiva.

1.5 DEFINICION. Secan ¢ = (E,p,B) vy & = (E',p', B} dos haces so-
bre B, un morfismo de haces sobre B (B-morfismo) u:¢ — ¢' es una
transformacién u: E — E' tal que p = p'v, es decir

E - E'
PN /S F
B

conmuta, esto es: u(p~!(b) c p'~!(b) para cada be B. Lo anteriorsig-
nifica que u preserva fibras.

Los morfismos u sobre B son solamente morfismos de haces (u,15).
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1.6 EJEMPLO. Si ¢ = (E',¢,B') es un subhaz de ¢ = (E,p,B) y si
[iB' — By w:E' — E son transformaciones de inclusion, entonces
(u, f): & — € es un morfismo de haces.

El par (1g,15):(E,p, B) — (E,p, B} es un morfismo de haces que es
un B morfismo.

Si (v, /):(E,p B) — (E'¢',B) ¥y (v',f):(E"p", B') — (E",p", B"} son
morfismos de haces, tenemos un diagrama conmutativo:

o'

E N E' o, E!

le e Ls

B L p L p

Como p"v' = f'p' y p'u = fp, porque (v, /) ¥ (u, f) son morfismos de
Yer Py q

hacgs, entonces p'u'u = f'p'uy f'p'u = {'fp, luego p"u'u = {'fp por lo

que las composiciones anteriores definen un morfismo de haces

{ve', S 1) (B p, B) — (E”,p", B")

dado por la composicién (¢', f*) o (u, f} de (u, £} ¥ (v, ).

Denotaremos por H a la categoria cuyos objetos son los haces, cuyos
morfismos son los morfismos de haces y la composicién de morfismos
de haces. Denotaremos por Hy a la categoria cuyos ojetos son los
haces sobre B, cuyos morfismos son los B-morfismos y la composicién
de morfismos es la composicién de B-morfismos.

1.7 DEFINICION. Un morfismo (u,f):(E,p, B) — (E',p', B') ¢s un
tsomorfismo si existe un morfismo (v', f'): (E',p', B') — (E, p, D) tal que

[of=1g, [of =1y, wou=1g Y uou'= .

1.8 DEFINICION. Una seceidn de un haz (E,p, B) es una funcién
continua s: B — E tal que po s = 15, es decir una seccién es una
transformacién +: B— E tal que s(b) € p~'(b), para cada be B.
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1.9 PROPOSICION. Si (E',¢,B) es un subhaz de! haz (E,p,B) v
#:B — E es una scccién de (E,p, B), entonces s es una seccién de.
(E',¢', B) siy sblo si s(b) € E' para toda b€ B. ‘

Demostracién. Como 1 es scccidn de (F,p, B) ten‘(}.m‘dsﬂiq‘uey
#8B — E' c E por lo que s cs seccién de (E,p, B). vIﬁfvefs»a.méhte, )
sea b € B, p'a(b) = (plg+s)(b) = ps(b) = b.u e e

1.10 DEFINICION. El espacio F se llamara la ﬁﬁfa‘ .
si toda fibra p~!(b) para be B es homeomorfaa F.

1.11 EJEMPLO. El haz producto sobre B con ﬁbr
donde p es la proyecién sobre el primer factor.

1.12 DEFINICION. El haz (E,p, B) se llamar4 trivial con fibra F si -
(E,p, B) es isomorfo al haz producto (B x F,p, B). ' ‘

1.13 PROPOSICION. Toda seccién s de un haz producto (Bx F,p, B)
es de la forma s(b) = (b, /(b)) donde f: B — F es una transformacion
definida tnicamente por .

Demostracién. Cualquier a: B — BxF es de la forma s(b) = ('(b), /(b))
donde s:B — By f:B — F son definidas de manera tnica por
s. Como ps(b) = #'(b), tenemos que, a es una seccién si y sélo si
a{b) = (b, f(b)) para cadabe B.u

Esta proposicién nos dice que hay una biyeccién del conjunto de
todas las secciones de (B x F,p, B) en el conjunto de transformaciones
de B—F.

1.14 EJEMPLO. Sca < r,y > el producto escalar en R™ y {zf| =
V<775 la norma euclideana. El haz tangente sobre S" denotado
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7 T(S") = V(T p,S"), donde T= {(b z)| < b z >= 0} es un subhaz del haz

o producto (S® x R™*! p,5"). Un elemento (5,z) € T se llama wvector

tangente a S” cn b. Las fibras p~! ¢ T son espacios vectoriales de
dimensién n,

Una seccién de T(S") se llama campo vectorial tangente en S™.

1.15 EJEMPLO. El haz normal sobre S™ denotado N(S") = (N,q,5"),
donde N = {(b,z) | = = kb para alguna k € R} es un subhaz del haz
producto {S" x R**!,p,5"). Un elemento (b,z) € N se llama vector
normal a S™ en 5. Las fibras ¢~! ¢ N son espacios vectoriales de
dimensién 1.

Una seccién de #(S") se llama campo vectorial normal en s".

1.16 DEFINICION. El producto de dos haces (E,p,B) y (E',p', B') es
el haz (Ex E',px p', B x B').

1.17 DEFINICION. El producto fibrado ¢, @ & de dos haces & =
(B1,p1,B) ¥ & = {E3,p3, B) ¢s (Ey © Ea, g, B) donde

E, ® E; = {(z,7') € E, x Ea|p(z) = pa(z')}

Y a(z,2') = pi(z) = pa(=').

Este producto fibrado se conoce también como la suma de Whitney.

Nota: La fibra de ¢='(b) de &, @£, sobre be B es prt(b)xps ' (b) € Ey % E;
por esto se llama producto fibrado.

A continuacién recordemos como se construye el producto de dos
categorfas B y C, denotado B x C: Los objetos de B x C son pare-
jas de objetos (B,C) donde B es objeto de By C de C. Las flechas de
(B,C) — (B',C') en BxC son parejas de flechas (f,¢) donde f: B — B'y
:C c, y la  composicisn de dos flechas
(B,C) (—} (B',C" “ 2} (B",c") se define en términos de las composi-
ciones de By C por (f',¢')e(f,g9) = (/"2 f,d o g).
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118 DEFINICION. Los funtores PiBxC — By @BXC =G -
llamados las proyecciones del producto se definen por P([,g) =y

Q(f.g) =g.
P y Q gozan de la siguiente propiedad:

Dada cualquier categorfa D y dos funtores R y T existe un funtori"“'
tnico F:D — B x C tal que: PF = Ry QF = T, es decir conmuta el .
siguiente diagrama =

R/ lF \T

B £ Bxc & ¢

Esta condicién requiere que Fh, para cualquier h en D sea (Rh, T'h).
Inversamente, este valor para Fh hace a F un funtor con las propie-
dades requeridas.

Esta propiedad en la categoria producto nos dice que las proyec-
ciones Py @ son universales.

También recordemos que dos funtores U:B — B' y V:C — C'
tienen un producto U xV:B xC ~ B' x C' definido por (U xV}{B,C) =
{UB,VC) y (UxV)(f,9)=(UfVg).

De otra manera, U x V puede describirse como el tinico funtor que
hace conmutar el siguiente diagrama:

B .~ Bxc & cC

v luxy Iv

p £ mxo & oo

Por lo tanto el producto x asocia a cada par de categorias (B,C])
una categoria B x C, y a cada par de funtores (U,V) un funtor U x V.
Aiin mds, cuando las composiciones Uo U' y V o V' estdn definidas,
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claramente (U' x V') o (U x V) = (U' e U) % (V' o ¥} por lo que la operacién
% es un funtor, es decir, restringiendo a categorias pequefias cs el
funtor

x: Cat x Cat — Cat.

A continuacién definiremos a @ como un funtor Hp -— Hy de la
siguiente manera: sean § = (£y,p, B), & = (E,p\, B), & = (E2,p2,B),
£ = (E%,p4,B) B-haces y sean uy: €y — &) ¥ ug: & — & dos B-mor-
fismos. Entonces definimos el B-morfismo uy © ug: (E) @ Fa, q, B) —
(Ey® E;,.q',B) como (g @ uz)(zy,12) = (w11}, va{za)).

Como pluy(z1) = p1{z1) = pa(za) = pi{rz), w ® vz ¢s un morfismo bien
definido. Claramente 1g, ® 15, = 15,0k, -

También, si vz €] — €' ¥ vy €4 — & son B-morfismos entonces
{v1 © v) o (w Buz) = (vyowy) @ (v2 o ua).
Por lo tanto @ es un funtor y el producto fibrado es el “producto”
de la categoria Hp.

Veamos que el homomorfismo

u:Bx FixF — (Bx R)o (B x F)
(& y11 12} — u(byyi, 1) = (6, 91,5 va)

define un B-isomorfismo de haces producto. Definamos u': (b x /) @
(B F3) — B x Fy x Fy con {b,y1,b,y2) — (b,y1,y2). Tenemos que:

(uu'){b, y1,6, y2) = ulu'(b,y1,b, ¥a))
= ulb, y1,11)
= (b, y1, b, ya)
= 1B xF, xFy
{u'u)(B 31, 1) = u'(v(b, y1) 12}
=u'(b, 11,4, ya)
= (b, y1,1)

= 1BuFyxF,
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Por lo tanto u' = u~!.

Usando este isomorfismo y las propiedades funtoriales de @ tene-
mos la siguiente

1.19 PROPOSICION. Si & = (£:,p1,B) es un haz trivial con fibra
F\ Y & = (Ea,ps, B) es otro haz trivial con fibra F, entonces ¢ @ & s
un haz trivial con fibra F x F.

Demostracién. Por la propiedad de las fibras del producto fibrado
sabemos que

g7 {(b) = pi ' (b) % p7 ' (b) = Fy x Fam

1.20 PROPOSICION. Las secciones s de un producto fibrado
(E: ® Ea, ¢, B) son de la forma s(b) = (s, (b}, 22(6)) donde s, es una seccién
de (Ey,p, B) y 5, s una seccion de (Ea,ps, B).

Demostracién. Cada secciéons'es una transformacién : B — E\@E; C
E, x E; tal que gos = 15 por lo que s cs de la forma (s,(b), s2(b)) donde
8y:B— E, y 82: B — E;.

Como b = qa{b) = py (8, (b)) = pa(s2(b)} Vb€ B, s s una seccién.m
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2 HACES INDUCIDOS

Sea Conj la categoria de los conjuntos. Sus objetos son los conjuntos
y sus morfismos son las funciones.

Supongamos que tenemos e} siguiente diagrama en Conj

C

le

!

A —

2.1 LEMA. a) Existe un diagrama conmutativo

D A ¢
I Lo
A L. B

que tiene la propicdad siguiente: dado cualquier diagrama conmuta-
tivo

E L ¢
im Lo
A 4 B

existe una tdnica funcién A:E — B tal que { = hd y m = k). Es decir,
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el siguiente diagrama conmuta

b) La tripleta (D,h,k) con la propiedad (a} es dnica sdlvo isomor-
fismo. o
Demostracién. Sea D¢ AxC tal que D= {{z,y) € AxClf(z)=f(¥)} ¥
definimos h: D — C tal que h{z,y) =y y k: D — A'tal que k{z,y) = z. Si
'y mson dados con gol = fom definimos A: E — D por A(e) = (m(e), I(e)).
Claramente X es nicam

2.2 DEFINICION. Llamamos a k la funcidn mduczda de g por f y
escribimos k = f*(g), /*C=Dy h= /.

/'C=p AL,
rw o le

2.3 COROLARIO. f;(f5(9)) = i(l;lh)v'y(g)-
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‘ El result_fido 5 km'eiyiiét a ’o’bse( rvar él;skig‘uiehte:.‘d_iakg'ra'n:ia:

2.4 PROPOSICION. Las funciones inducidas existen en la categoria
Top de espacios topoldgicos.

Demostracién. Consideremos A x € con la topologia producto y a
D — A x € con la topologia subbdsica. Entonces & = r¢lp, k = malp
son continuas, Ademds la funcién X E —- D cs continua si y sélo si
iodE — A x C cs continua. Esto es equivalente a que xgoiod =
mE — Ay xpoied =1 E— C sean continuas.

E

\ bee I

¢ . ; LI
A — AxC

El diagrama de las funciones inducidas f*{g), f se llama a menudo
producto fibrado determinado por fy g.

Una clase importante de diagramas de producto fibrado estd deter-
minada por las relaciones de equivalencia que a contininacién definire-
mos:
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2.5 DEFINICION. Una relacién de equivalencia en'un’ comtmto \.;_ ‘
es una funcién suprayectiva p: 4 — B, B € Conj . ‘

Nota: Si deseamos considerar la relacién de equiv alencxa. como un_ i
“subconjunto R ¢ A x A con ciertas propiedades (reﬂexwa sxmctr:ca y o

transitiva) podemos recuperar a R como p*A = {(z, y) € AA Aip(z) =
pA=R — A

lp'(n) l*’ L

A B

R es la grdfica de la relacion de’equivalencia p.

2.6 DEFINICION. Sea ¢ = (E,p,B) un haz y A un subconjunto de
B. Entonces la restriccidn de ¢ a A, £|a, s el haz (E',p', A) donde
E'=p='A)y ¢ = ple.

plA)= E c E
Lolgt=p [o

A Cc B

Nota: Si ¢ es el haz producto sobre B con fibra ¥ y si 4 es un
subconjunto de B, entonces £[4 es el haz producto sobre A con fibra
F,

La restriccién satisface la siguiente propiedad de transitividad. Si
¢ es un haz sobre Cy A € B c C, entonces £j4 = (€ln)la ¥ €le = €, como
ilustra el siguiente diagrama:

E" E'

f l
PrH4) ¢ p7(B) c E
Le s i lP

A c B C jC_‘ ;
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S2.7 DEFINICION Dos haces e y ) sobre B se llamardn localmcntef )
1somorfos si para cadabe B emstc una vecindad abierta U de b tal
que ¢ly es isomorfo a njy.

“'Nota. Claramente dos haces isomorfos son localmente isomorfos.

2.8 DEFINICION. Un haz ¢ sobre B se llamard localmente trivial
con fibra F si € es localmente isomorfo al haz producto (B x F,p, B).

2.9 PROPOSICION. La relacidn de ser localmente isomorfos es una
relacién de equivalencia.

Demostracién, i) Sea ¢ = (E,p, b). Para cada b e B tomamos como
vecindad a U = By tenemos que ¢)B = £]B por lo que £ estd relacionado
consigo mismo.

ii) Sean ¢ y 4 localmente isomorfos, entonces para cada b ¢ B existe
U vecindad abierta de b tal que U = gjU. Luego y es localmente
isomorfo a ¢.

iti) Sean U y V dos vecindades abiertas de b € B tales que £y ® 9l
son U-isomorfos y nlv = ¢lv son V-isomorfos. Luego, los haces €luny
Y sluav son U N V-isomorfos ya que: UNnV es ablerto, UnV c U y
UunvcVv.

Como ¢y = glu entonces fluny 2 nlunv ¥ alv = ¢lv. Por tanto
nunv = ¢luny ¥ teniemos que Elyav = gluav .=

2.10 COROLARTO. Si € es localmente isomorfo a un haz localmente
trivial, entonces ¢ es localmente trivial.

Demostracién. Por la transitividad de la relacién.w

Decimos que una propicdad es local en haces si es una propiedad
de haces que permancce entre los haces localmente isomorfos.

Si w:6 — n y wig — ¢ son dos B-morfisinos y 4 ¢ O,entonces
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(vu)ar= vguay (Igda=1le Y va= u}g(g;,)£é14 — 5|4 es un-A-morfismo.
Por lo tanto €+ £|4 y u»— u, define un funtor de Hy — H,. a

A continuacion generalizaremos este concepto:

2.11 DEFINICION, Sea ¢ = (E,p,B)unhazy f: B, — Buna funcién
continua. El haz inducido de ¢ bajo f tiene como espacio base a. B,
como espacio total a ' ’

[PE = {{br,z) € By x E| (b1} = p(z)}

y como proyeccién f*(p) = p1 a la transformacién dada por (b,.i) — by,
Lo denotaremos por f*(¢) = (f*(£), f*(p), B1).

2.12 PROPOSICION. Sea ¢ un haz sobre By A un subespacio de
B con inclusién j: 4 — B. Entonces £]4 vy j°(€) son A-isomorfos.

Demostracién. Definamos u: €]y — j*(€) tal que u(z) = (p(z),z) ¥y
vig* () — €|a tal que u(p(z),z) = z. Es inmediato comprobar que v es
un A-isomorfismo y v es su inverso.a

Sea f*(¢) el haz inducido de £ bajo f: B, — B, entonces la parcja
(fe, f) donde f¢: f*E — E dada por f¢(b;, z) = z define un morfismo de
12(€) — ¢ que lo llamaremos morfismo candnico del haz inducido. El
diagrama es:

{b1,z) z
e — E
1 =ttt e !
B LB T
by o p(z) = f(br)

2.13 PROPOSICION. Si (f¢, f): /*(€) ~— ¢ es el morfismo canénico de
¢ bajo f:B, — B, entonces Vb, € B la restriccion fe:py(b) — p~'(£(b1))
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es un homeomorfismo. También si (v, f):n — € es cualquier morfismo
de haces, existe un By-morfismo w:n — f°(£) tal que ffw =vy wes
dnico con esta propicdad.

Demostracién. Como pyt(by) = ((b, )by x E|p(z) = f(B1)} c by x E
tenemos que p~'(f(b))) = p'(p(z)) = z, por lo tanto la funcién
Jeby x p7H([(61)) — p7'(f(82)) dada por (by,z) ~— fe(br,z} = = es un
homeomorfismo.

Ahora, sea w(y) = (p4{y),v(y)). Como (v, /) es un morfismo tenemos
que f(po(v)) = p(v(y)) por lo que w: E(q) — E(f*(£)) = /°F cs un Dy-
morfismo. Obviamente few = v.

El diagrama es:

rE Myok
B!

PR i

B L B
5 .
7
B(n) = B, 4.
Veamos la unicidad: la igualdad p,(w(y)) = py(y) es cicrta para
cualquier Bj-morfismo w, y la relacién fiw = v implica que w(y) =
. Pal(y),v(y)) para cada y € E{n)=

2.14 PROPOSICION. Para cada transformacién f: B, — B la fa-
milia de funciones f*:Hp, — H; define un funtor. Ademnds, para un
B-morfismo u:§ —- n el siguiente diagrama conmuta:

E(fr() ——I% E(n)
) ur
E(f(€) —— E(e)
N 1 N

i —2. B
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Demostracién. Claramente, como f*{u): /*(¢) — f*(5) es un B;-mor-
fismo definido por s*(u)(b,z) = (b, u(z)), se tiene que f*(1¢) =11, Y~
si vug — ¢ es otro B,-morfismo, entonces f*(vu)(by,z) = (by,vu(z)) =
()b, u(z)) = f°(v) /" (4)(b1,z). Por tanto f* es un funtor.

Si (b1,2) € E(f*(£)), ulfe)(b1.7)) = u(z) entonces

u(z) = falbr,u(z)) = fa(f* (4]} (b1, 2)

luego tenemos ufe = f,/*(u).e

2.15 PROPOSICION, Sean ¢g: B — B, f:B, — B y € un haz sobre
B, entonces 1*(£) y ¢ son B-isomorfos. Ademds ¢°(f*(¢)) ¥ (f9)*{¢) son
B,-isomorfos.

Demostracién. Definamos w6 — 1°(€) por u(z) = (p(z),;!:). Clara-
mente es el isomorfismo (1¢(p(z), z) = z).

Definamos v:(£g)"(€) — ¢*(f*(€)) por v(ba,z) = (b3,g(éa),z). Clara-
mente v es isomorfismo.m



Capitulo 2
HACES VECTORIALES

En la primera seccién de este capitulo definiremos los conceptos de
haz vectorial y morfismo de haces vectoriales. Ademds daremos una
caracterizacion de los B-isomorfismos dc haces vectoriales, veremos
que el haz inducido f*(¢) de un haz vectorial admite una estructura
de haz vectorial y que los haces vectoriales inducidos por funciones
homotépicas son B-isomorfos cuando B es paracompacto.

Un haz vectorial es un haz con la estructura adicional de espacio
vectorial en cada fibra. Este concepto surgié del estudio de los campos
vectoriales tangentes de varicdades diferenciables.

En la segunda seccidn veremos como son las secciones de haces
vectoriales y veremos que el conjunto de sccciones sobre un k-haz
vectorial sobre un espacio # admite una estructura de &¥-médulo.

En la tercera seccién definiremos algunos de los conceptos elemen-
tales de la K- teoria
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1 HACES VECTORIALES

Nota. Los campos que nos interesan son el de los nimeros reales
R, el de los niimeros complejos ¢ y el de los cuaterniones ¥.

1.1 DEFINICION. Un k-haz vectorial ¢ sobre un espacio topoldgico
B consiste de un haz (E, p, B) donde la proyeccién p: E — B es suprayec-
tiva y para cada b e B, existe una vecindad U de b, un entero ny un
homeomorfismo h: U x k™ — p~!{U) tal que la restriccién bx k™ 5 p=1(b)
es un isomorfismo de espacios vectoriales Vb € B. Esto es: en cada fibra
Fy(€) = p~1(b) tiene la estructura de un espacio vectorial de dimensién
finita sobre k.

Si k=R, ¢ se llama haz vectorial real.

Si k= C, € se llama haz vectorial complejo.

Si k=M, ¢ se llama haz vectorial cuaternidnico.

El U-isomorfismo h: U x k™ — p~}(U) se llama carta coordenada local

de ¢.

Nétese que no se requiere que n sea constante. La dimensién de la
fibra F, puede variar con b.

1.2 PROPOSICION. La dimensién de las fibras de un haz vectorial
es localmente constante.

Demostracién. Para cada b€ B, existe U vecindad de b, un entero n
¥ h:U x k" — p~}{U) homeomorfismo tal que p~!(¢) =bx k", SiVvcU
es un abierto en la componente conexa de b, tenemos que V x k" es
homeomorfo a P-(V)

Vox k" LU x kB pm (U) e g (V)

donde 5 es la inclusién de V x k" en U x k™ y x es la proyeccidn de p~'(U)
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en p~!'(V). xohoi es continua ya que «, k ¢ ¥ lo son; es supraycctiva
porque = lo es, ademds es inyectiva porque i lo es. Tor lo tanto xchoi
‘es un homeomorfismo de V x &~ en p~!(V).

Sea ¢ en la componente conexa de b en U, existen U’ c U/, un entero
m y un homeomorfismo k':U' x k™ — p~}{U'} tal que la restriccién a
b x k™ — p~1(#') ¢s un isomorfismo de espacios vectoriales. Como
U' x k™ es homeomorfo a p~'(U') y p~'(U') es homemomorfo a
U’ x k~, luego n = m. Por lo tanto la dimensién del haz es localmente
constante, y si B es conexo, es constante.s

1.3 EJEMPLO. El haz tangente T(5") (véasc cl ejemplo 1.1.14)
tiene una estructura natural de haz vectorial real en cada fibra pues
es un subespacio de R*** ya que T (S} es subhaz del haz producto
(S™ % R™+Y p,S™),

Un morfismo de haces vectoriales es una transformacién que pre-
serva fibras y que es lineal en cada fibra. Dec manera mds precisa
tenemos:

1.4 DEFINICION. Sea {=(E,p,B)y ¢ = (E',p', #'} dos haces vecto-
riales. Un morfismo de haces vectoriales (u, f): € — €' es un morfismo
de haces subyacentes w.E ~ E'y f:B— D' con p'ou= fopy tal que
la restriccién u:p~'(b) — p'~}(f{1)} es lineal Vo € B,

1.5 PROPOSICION. Sean (u,f}: £ — &'y (v, f'): & — £" morfismos
de haces vectoriales, entonces el morfismo de haces subyacentes

(wou' fof):b—¢"

es un morfismo de haces vectoriales.

Demostracién. (vou',fo f'} es un morfismo de haces subyacentes y
como u y u' son lineales en las fibras, uo u':p~!{b) -— p'~!(f o f'{)) €s
lineal.s
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El diagrama es:

B . E(e) = B

bl I

B L sy L e

Denotaremos con HV a la categoria de haces vectoriales, por HVy
a la categoria de haces vectoriales sobre 8 y B-morfismos,y por HV"
la subcategorfa plena de haces vectoriales de dimensién n sobre 8.

1.6 EJEMPLO. Sean ¢ = (B xk",p,B) y n=(Bxk™,p,B) dos haces
producto. Los B-morfismos son de la forma (b, z) = (b, f(b,z)) donde
/:B x k™ — k™ es una transformacién tal que f(b,z} cs lineal en z.

Sca L(k™, k™) el espacio vectorial de todas las transformaciones li-
necales de k" en k™. L{k",k™) es isomorfo a k™.

Entonces f: B x k» — k™ es continua si y sdlo si b+ f(b,_ ) como
funcién B — L(k", k™) es continua.

Es decir, el siguiente diagrama conmuta
(6,z) — u(bz} = (b, /(b z))
Bx K" — Bx k™

PN p JiBx k™ —k

1.7 DEFINICION. Un isomorfismo de haces vectoriales sobre B cs
un morfismo u: £ — &' tal que existe v: ¢ — € convu=1¢ y uv = lp.

A continuacién veamos un criterio para decidir cuando un B-mor-
fismo es isomorfismo.
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1.8 TEOREMA. Sea u:¢§ — ¢' un B-morfismo entre haces véctorin;- o
les. Entonces u es un isomorfismo si y s6lo si uip=!(b) —= (p')~'(b) es
un isomorfismo de espacios vectoriales ¥b € B.

Demostracién. La implicacion es inmediata pues el inverso de
wp™l(b) — p'~t(b) es la restriccién a (p')~'(b) del inverso de u.

Inversamente, sea v: & — ¢ la funcidn requerida tal que v|(p')~!{b) es
la inversa de la transformacién lineal restringida w:p='{(b) — (')~ (b),
v serd la inversa deseada si es continua.

Sea U un conjunto abierto de B, sea h:U x k™ —» p~!}(U) una carta
coordenada local de ¢, y sea k.U x k™ — (p')~'(U) una carta coorde-
nada local de ¢'. Es suficiente mostrar que v (p')~' (") — p~'(U) cs
continua para tal U.

Por el ejemplo 1.6, la funcién h'~tuh es de la forma (b, £} — (b, fs(z))
donde b — f, es la transformacién U — L(k", k™). Entonces lag
funciones A~' y &' tienen la forma (b,z) — (b, f;(z)) donde b ~—
/! es la transformacién U — L(k", k™) por lo tanto la restriccidén
u:(p')~}(U) — p~!{U) es continua.a

1.9 DEFINICION. La suma de Whitney de dos haces ¢, y ¢ sobre B,
denotada por €8¢, es el producto fibrado de los haces subyacentes ¢
y & con la siguiente estructura de haz vectorial: ¢=!(b) = p; ' {b) x p3* (b)
tiene la estructura de espacio vectorial de la suma directa de dos
espacios vectoriales.

1.10 PROPOSICION. Sea f:B, — B. Sea ¢ un haz vectorial sobre
B. Entonces f*{¢), el haz inducido del haz subyacente de ¢, admite una
estructura de haz vectorial y (f¢,f): f*{€) —— &, el morfismo canénico
del haz inducido, es un morfismo de haces vectoriales. Mds ain, esta
estructura es vinica y fe:pi'(b) — p~!(b) es un isomorfismo lineal.

Demostracién, La fibra p7!(b) de 7°(€) = (Ei,p, Bi) sobre b, € B,
es by x p~'(f(b,)) C E, € B, x E. Ahora, para (b,z) y (b;,z') € p~!(b1)
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requerimos que (by,z) + (by,z') = (bi,z + z') v ;z(bl,i) = (bi,nz); n ek .
Como f¢(by, z) = =z, la restriccidn f¢: p,"(bl) — p"(b) esun xsomorﬁamor
lincal.= B :

El diagrama es:

bxp™ f(ba) = by xp7 ) = bz

1, 4
) p s E o1

(N
B L B ,
b, -
Si u: £ — » es un B-morfismo de haces vectoriales'y si f:-B - Bes

una transformacidn, entonces f*{u): f*(£)} — J* (q) es un B,-morﬁsmo
de haces vectoriales. :

E(f* ()}
!'(“)/-
E(f*(€)) —————

B ——
Esto es inmediato pues f*(u)(by,z) = (b1, u(z)}, .. la lincalidad dec u
sobre f(b,) implica la linealidad de f*(x) sobre b;.

Por lo tanto f*:HVp — HVp, es un funtor.

1 11 LEMA. Seca r:B x [ — B x I definido por r(b,t) = (4,1} y sca

= (E,p, B x I) un haz vectorial sobre B x I donde B ¢s un espacio
paracompacto e I es el intervalo cerrado [0,1] en R. Existe una trans-
formacién w: E — E tal que (u,r):€ — ¢ es un morfismo de v ¢s un
isomorfismo en cada fibra.

Demostracién. Sca {U;};e; una cubierta abierta localmente finita de
B tal que €](U: x I} es trivial. Esta cubierta existe (véase |H| pag. 27)
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y la paracompacidad de B. Sea {n}ic; una envolvente de la {mid;i‘dv '
subordinada a la cubierta {U;}ics, esto es, el soporte de n; es un sub-
conjuntode U; y 1 = max n:{b) para cada b € B. ' N

Sea holUi x I < k™ — p~'{U x I} un (Ui x I}-isomorfismo de haces
vectoriales.

Definimos un morfismo (u;,r):€ — ¢ por las relaciones
ri(bit) = (b,max{ri(b),t)}, u¢ es la identidad fuera de p~'(Ui x I), ¥y
Ui(h;(b,t,z)) = hi{b,max{ri{b),t),z) para cada (bt,z) € U; x I x k. Le
damos un buen orden a I para cada b e B hay una vecindad abierta
U(b) de btal que U;nU(b) # 8 con ¢ € I(b) donde I(b) es un subconjunto
finito de 1.

BEn U{b) = I, definimos r = r,(n) -+ r (1), ¥ en p~ (U (b) x 1), definimos
u= uy(a) oo uiny donde 1(b) = {i(1),...,i(n)} e (1) <i(2) <+ < i{n).

Como r; en U(b) x I ¥ u, en p~Y{U(d) x I) son distintos para i ¢ /{b)
las transformaciones r y u son composiciones infinitas de transforma-
ciones donde todos excepto un niimero finito de términos son idénticos
cerca de un punto. Como cada u; es un isomorfismo en cada fibra, la
composicién v es un isomorfismo en cada fibram

1.12 TEOREMA. Sea B paracompacto. Si f,9: B — B, son ho-
motdpicas, y € un haz vectorial sobre B,, entonces f*(¢) y ¢*(¢) son
B-isomorfos.

Demostracién. Sea h: B » [ — B, una transformacion con h{z,0) =
f(z) ¥ k(1,z) = g(z). Entonces j*(¢} = h*(&)inx(oy sobre By g°(¢) =
h*(£}|px(1) sobre B.

h*(€)lpxtoy ¥ h*(€)lpx 1y son B-isomorfos y ademas, f*{¢) y ¢°(¢) son
B-isomorfos.=



2.2 SECCIONES - : k ‘ , : ST s

2 SECCIONES

2.1 DEFINICION. Una seceidn s« de ¢ sobre un subconjunto A es
una funcién continua s:4 —— E(€) tal que ps(z) = z. Se sigue in-
mediatamente de la definicién de haz vectorial que para toda z € B

existe una vecindad U de x y secciones sy,...,s, de ¢ sobre U tal que
a(y),...,8a(y) forman una k-base para F, para cada y € U. Diremos
que sy,...,s, forman una base local en z.

Cualquier seccién de ¢ sobre U puede ser escrita como

8(y) = ax(y)ar{y) + -+ + an(y)an(y)

donde a;(y) € k.

Note que « es continua 8i y sélo si cada oy lo es. (Esto es inmedi-
ato para la base local ¢;,...¢, la cual obtenemos de la definicién de
haz vectorial. Si sy,...,s, €8 otra base local, si{y) = &, a;{y)e;(y) ¥
y — {ai;(v)) es una transformacién continua U ~— GL(n,k). El re-
sultado se sigue del hecho de que A — A~! es una transformacién
continua en GL(n, k).)

Similarmente, si sy,...,8, ¥ ¢g,...,t, 800 bases locales para ¢ y ¢
en z respectivamente y f:£ — 5, entonces cerca de z, f(so(y)) =
¥ilai; (9)t;{y) ¥ / e8 continua si y sélo si cada a;;(y) es continua. Si
f: € — n es inyectiva y suprayectiva, el hecho de que A +— A~! en
GL(n, k) es continua muestra que /! es continua. En otras palabras,
tal f debe ser un isomorfismo.

2.2 LEMA. Secan ty,...,t,, secciones de £ sobre una vecindad U de
z tales que t,(z),...,ty(x) son linealmente independientes. Entonces
existe una vecindad vV de z tal que (y),...,t(y) s0on lincalmente in-
dependientes para cada ye V.
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Demostracién. Sea ,,...,s, una base local en z.

Sea t(y) = T ois(y)a;(y). Alguna m x m submatriz de (a;(x)) debe de
ser no singular por hipbtesis. Ademds ésta submatriz debe ser no
singular en (ay;)(y) para toda y suficientemente cerca de z. Para los
ndmeros reales y complejos, esto se sigue tomando determinantes.
Para los cuaterniones debemos reemplazar la matriz por una real de
4m x 4m. Entonces sabemos que si no se anula el determinante de esta
Imatriz real, cs equivalente a que la matriz original sea no singular. La
existencia de una submatriz no singular de m x m claramente implica
la conclusion del lema.

Observacién. En general, no es cierto que las traneformaciones de
haces vectoriales tienen niicleo e imagen en la categorfa de haces vec-
toriales.

3.3 EJEMPLO. Sea B = I el intervalo unitario y £ el haz producto
I x k donde p(z,y) = z. Sea f:¢ — ¢ dada por f(z,y) = (z,zy). La
imagen de f tiene fibra de dimensién 1 en dondequiera excepto en
z = 0 donde la fibra es cero. Entonces im f no puede ser un haz
vectorial. Similarmente ker f tampoco puede ser haz vectorial.

3.4 PROPOSICION. Sea w:¢ ~— n un morfismo de haces vectoriales
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) im u es subhaz de 1.

2) ker u es subhaz de ¢.

3) Las dimensiones de las fibras de im u son localmente constantes.

4) Las dimensiones de las fibras de ker u son localmente constantes.

Demostracién. Es claro que (3) y (4) son equivalentes y que son
implicados por (1) y (2) respectivamente.

Veamos que 3 implica 1: Sean z € B, ay,..., 5 una base local de ¢
enzyt,...,t, una base local de g en z, Sea I la dimensién de la fibra
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de im u en z. Reenumerando si es necesario, podemos suponer que
usy(z),...,us(z) generan a F,(im v) y son linealmente independientes.
Reenumerando otra vez, podemos suponer que

uay(z), .. .,ual,(:),tlﬂ(z), ooy ta(z)

son linealmente independientes. Luego por el lema 2.2 y como las
dimensiones de las fibras de n son localmente constantes

ueg(z), ..., uar(z), tie1(z),. .. tn(z)

forman una base local para im u en z, por lo que im u es subhaz de 5.

Veamos que 3 implica 2;: Sean s4,...,s,, como antes. Para todo y
cercano a z, podemos escribir us;(y) = T} ai;(v)ue;(y) para s > L.

Sea al(y) = s{y) - T &;(v)es(y). Entonces sf,,,...,s,, son secciones
locales del ker u y son linealmente independientes cerca de z. Como
hay el niimero exacto que debe de haber de ellas, deben formar una
base local del ker u, por lo tanto ker u es subhaz de ¢»

2.5 OBSERVACION. Sin ninguna hipétesis, csta demostracién prue-
ba que si dimiF;(im u) = n entonces dimiF,(im u) > n Vy en alguna
vecindad de z.

2.6 DEFINICION. Un producto interior en un k-haz vectorial ¢
estd dado por un producto interior { , ). en cada fibra F, que varia
continuamente con z.

2.7 LEMA. Si B ¢s paracompacto, todo k-haz vectorial sobre B
tiene un producto interior.

Demostracién. Sea {U,} una cubierta localmente finita de B tal que
p~Y(U,) = Uq x k™=. Es trivial construir un producto interior (, )., en
cada p~'(U,). Sea {w,} una particién de la unidad en B sobre R para
la cubierta {U,}. Definamos (e;,e1): = ¥, walz)(e1,€2)a,:®
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2.8 PROPOSICION. Si B es paracompacto, cualquier subhaz y de
un haz vectorial ¢ es sumando directo.

Demostracién. Escojamos un producto interior para ¢, este pro-
ducto define una proyeccidn u,: F,(¢) — F.(n) que varia continuamente
con z. Luego u:{ — n es una transformacién de haces vectoriales. Por
la proposicién 2.4, ¢ = ker v es un subhaz de ¢&. De aquf que é=n o

2.9 DEFINICION. Sea k? el anillo de funciones & valuadas en B.
Si ¢ es un k-haz vectorial sobre B denotamos con I'(¢) el conjunto de
todas las secciones de ¢ sobre B.

Si e, y 83 € I(€), definimos (o) + a3)(z) = 8;(z) + #2(z). Si s € T(¢§)y
a € kP, definimos (as)(z) = o(z}s(z). Con estas definiciones P(¢) tiene
estructura de ¥#-médulo. Claramente I' es un funtor aditivo de la
categorfa HV (k) a la categoria de kZ-médulos.

Si ¢ es el haz trivial E(¢) = B x k" entonces I'(¢) es obviamente un
k8-médulo con n generadores.
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3 K- TEORIA TOPOLOGICA

En esta seccién construiremos de dos formas distintas el grupo de
Grothendieck g(M), definiremos el funtor K;: Vect(B) — Gry el funtor
de K-tcorfa reducida K, y enunciamos un resultado importante de K-
teoria reducida.

Sean ¢ = (E1,p1, B) ¥ n = (Es,p12, B) dos haces vectoriales. Diremos
que £ ¥ n son equsvalentes si existe un homcomorfismo w: £, — By
tal que pu = p, y cuando u se resiringe a una fibra py'(z), u s un
isomorfismo de p;!(z) en p;'(z).

Esto es una relacién de equivalencia en el conjunto de haces vec-
toriales sobre B. Denotaremos por Vect(B) al conjunto de clases de
equivalencia de haces vectoriales sobre B.

También recalquemos que si € y 5 son haces cquivalentes sobre By
f:B, — B es una transformacién continua, los haces inducidos f*(¢)
y /*(n) son equivalentes sobre B,. Por lo tanto f: B, — B induce un
funtor covariante

1°: Veet(B) —s Vect{B,).

Nota. 1) Todo homeomorfismo es una equivalencia homotépica .
2) Vect(B) es un monoide abeliano bajo la suma de Whitney o.

3) Vect(_) es un funtor contravariante de la categorfa de espacios
compactos con morfismos de clases de homotopfa de transforma-
ciones continuas en la categoria de monoides abelianos, ie. si
f:B, — B es una equivalencia homotépica entonces Vect(f) =
1% Vect(B) — Vect(B) tal que £ —— f*(£) es un isomorfismo. Por
abuso de notacién ¢ denota al haz y a su clasc de isomorfismo .

A continuacién asociaremos a un monoide M cualquicra un grupo

conmutativo §(M) . La contruccién de §(M) es semejante a la de los
nimeros enteros a partir de los nimeros naturales. Dicho grupo §(M)
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se llamard el grupo de Grothendieck de M. Pero antes ilustramos la
construccién de los nimeros enteros a partir de los nimeros naturales.

[1-3 [t-2] f1-1] j2-1] [8-1]

SRR Y 4 5

Definimos en M x M una relacién de equivalencia de la manera
siguiente: (m,m) ~ (n,n) <> Im" y n" tal que (m,m') + (m",m") =
(nyn') = (n",n") le. m4m" =n+n"y m' +m'=n+n"

Es claro que ~ es una relacién de equivalencia en M x M y que
G(M) es un monoide abeliano. La pareja (s,4), donde s es arbitrario,
representa al elemento identidad de §(M) y el inverso de (s, #') es (o', 4),
por lo que (M) es un grupo.

Si 4 € M definimos f(s) = {(s + o', 4"}} denotaremos
fla) = o] = {(s+4',4")}

claramente (s, ') representa [o] - (o] en G(M).

[o] - [6'] = (o + ", 8") = (¢ + ", 4") = (1 = #/,0) y2 que (s,o') ~ (& = #',0).

Otra manera de ver §(M) es como el grupo abeliano libre generado
por el conjunto M médulo el subgrupo generado por

{{a+a)+ (-1 +(-1)e'}
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La unicidad de §(A) se sigue de la c‘bnrr}uta_f;iyidad‘del diagrama

3.1 DEFINICION. Si B es un espacio topolégico compacto, definire-
mos el grupo (o anillo) Ky(B) como G(Vecty(B))-

Asi las K,(_) definen un funtor contravariante si f:8, — B y
g: Bz — B, entonces Kk(fg) = K)‘(g)l()‘(f) b4 Kk(ln) = lKA(lJ)-

Dec una manera mds precisa (¢,9) = ¢ — 9 € K, (B) entonces
Ke(NN(E—n}=17(€) ~ £*(n) = {£°(€), /" (n))

El diagrama es:

Veeta(B) L5 Veeti(B) L Vecty(B:)

! ! l

Ki(B) Y gusy 9 k(m)

8.2 EJEMPLO. Sea rg: Vecty(B) ~— Z el morfismo de semianillos
llamado rango o dimensién del haz vectorial (en la componente de B
que contiene a su punto base). Todo haz vectorial sobre un punto
zp ¢s trivial, si a un haz vectorial de dimensién n le asociamos un
entero positivo n, obtenemos una correspondencia uno a uno entre
Vect{{zo}) y el monoide Z*+ (de todos los enteros positivos). Asf es
que K({zn}) = Z.
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De la construccién de §(Vecti(B)) tenemos el siguiente diagrama: -

Vect (B) —s* :K_;(B)‘:

Le. rg(6 —n) = rg(€) — rg(n).

Si zy es el punto base de B e 1:{z} — B la funcién inclusién
y B — {z} la funcién constante, cov lleva a z; en si mismo y
K{i) o K(c) = 1x(s) ¥ por lo tanto K{(i} es epimorfismo. Si definimos
R(B) = ker K(i) obtenemos una sucesién exacta que se escinde

0 — R(B) — K(B) " K({zo}) — 0

por lo tanto K(B) = K(B)® Z.
Si f: B, — B entonces Ki(/) es la restriccién de Ki(f) y Ki(_) es
un funtor contravariante y se llama funtor de K-teoria reducida.

Veamos otra manera de definir X(B).

3.3 DEFINICION. Dos haces vectoriales ¢ y 5 sobre B son estable-
mente equivalentes, si existen haces 07 y 09 tal que ¢ @ 0P y n®0°
son isomorfos sobre B. Escribiremos ¢ ~ n si € y n son establemente
equivalentes.

Es fécil ver que ~ establece una relacién de equivalencia y que haces
vectoriales isomor{os son establemente equivalentes.

As{, la equivalencia estable puede verse como una relacién en
Vect,‘(B).

3.4 TEOREMA. Si B es un espacio topolégico tal que para cada
haz vectorial ¢ sobre B existe un haz vectorial n sobre B tal que
@y = 0™, entonees a: Vecty(B) — Kx(B) definida por a(¢) = £ —rg¢, es
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suprayectiva y a(¢) = a(n) si y sdlo si ¢ es establemente equivalente a
1. o
Nota: De éste teorema vemos que las clases de equivalencia pueden
identificarse con los elementos de K, (B).
A continuacién mencionaremos algunos resultados de la K-teoria
topolégica:
1) Si B es un espacio paracompacto contractible entonces Ky (B) =0
y Ki(s%) = 2.
2) Para esferas S°, S, 5%, §* y §* Kp(5°) = Ko(5%) = Ru(s°) = 2,y
si Kg lo denotamos por KU y Kg por KO y Ky por £8p tenemos

que
Ko(s')=2z/2 KU(s') =0 K5p(sY)y=o0
KOo(s*)=2z/2 KU(s*)=2Z KSp(S*)=o0
Ko(s*) o0 KU(s)=o K8p(st) =0
Ko(sYy=z KU(SYY =0 K5p(s4) = Z.

Nota: También se sabe que KU (S") = KU(57*?), que KO(s™) = KO(s"+4)}
y que K5p{5") = KSp(8™+*). Esto es lo que en K-Teoria topolégica se
conoce como la periodicidad de Bott. As{ que todos los K(S’) estdn
determinados,

Los grupos X{B) y KO(B) fueron introducidos por Atiyah y Hirze-
bruch [A-H].



Capitulo 3
HACES VECTORIALES
Y MODULOS PROYECTIVOS

1 TEOREMA DE SWAN

En esta seccién mostraremos que si B es Hausdorff compacto hay
un isomorfismo de Hom(¢,n) en Hom,a (I(€),T'(n))

1.1 LEMA. Sea B un espacio topolégico normal, U una vecindad de
z ¥ s una seccién de un haz vectorial ¢ sobre U. Entonces existe una
seccion o' de ¢ sobre B tal que o' y 2 coinciden en alguna vecindad de
z.

Demostracién. Sean V y W vecindades de z talesque Vc Uy W c V.
Seaw:B— R tal quewW=1yw|B-V=0y

] w & i U
= {siht) vt
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cualquier z € B, existen elementos s,,...,s, & T{€) que fofrnaxi"mji*a'f;
base local en B. Demostracién. Es inmediata.u :

1.3 COROLARIO. Sea B un espacio normal. Si u,v:f —» gy P(u) =
I'{v):T(é) — T'(n) entonces u = v.

Demostracién. Dado ¢ € E tal que ple) = z, existe s € T(U) con U
vecindad de z tal que a(z) = e. Por el lema anterior, existe s’ € T'(¢) tal
que #'(z) = e. Ahora u(e) = us'(z) = ([(u)s')(z) = (T(v)s'){z) = v(e).n

1.4 LEMA. Sea B un espacio topolégico normal y s €I'{¢). Supon-

gamos s(z) = 0 entonces existen sy,...,1, € ['(§), a1,...,a, € k7 tal que
ai{z) =0parai=1...nYy s =3 ais.
Demostracién. Sea s;,...,s, € I'(¢) una base local en z. Sea s(y) =

S bi(y)ai(y) cerca de =, bi(y) € k. Sea a; € kP tal que o; y b; concuerdan
en una vecindad U de z. Sea V una vecindad de z tal que V c U. Sca
a€ kP tal que a(z) =0y a(y) =1 Vye B-V. Entonces s = as' + L a5
pero a{z) =0y ai(z) = bi(z) = 0.

1.5 COROLARIO. Sea [, el ideal bilateral de k8 que consiste de to-
das las a € k? con a(z) = 0. Entonces T'(¢)/L.T(€) = F.(¢) el isomorfismo
dado por s — s(z).

Demostracién. Del lema 2.2.6 y la demostracién del corolario 1.3.m

1.6 TEOREMA. Sea B un espacio normal. Dado cualquier £2-
morfismo h:T(€) — [(n) existe una inica k-transformacion de haces
vectoriales u: ¢ — n tal que h =T(u).

Demostracién. La unicidad se sigue del corolario 1.3. Ahora 4 in-
duce u :T(€)/LT(¢) — T(n)/L:T(n). La totalidad de estos da lugar a
una transformacién u: E — E', esta transformacién u es k-lineal en las
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fibras. Falta ver su continuidad. Sis e T{€) {ua}(x) = usa(x) = (h{s))(z)
por construccidn, asi que h = I'{u).

Para checar la continuidad sean s ...s,, € I{£) una base local en z.
Sice By ple) estd cerca de z, tenemos que e = 3 a;(e)a:{p{e)) donde las
a; son funciones p-valuadas continuas. Ahora, u(e} = 3 a;{c)us;(p(e)}.
Como us; = h{s;), us; €5 una seccién continua de y. Luego, todos los
términos de la suma son continuos en ¢. Lo anterior significa que u es
continua.m

1.7 COROLARIO. Sea B un espacio topolégico normal. Sean &9
dos k-haces vectoriales sobre B Entonces ¢ 2 st y sélo si I'(€) = (n)
como kP-médulos.

Veamos ahora que si B es Hausdorff compacto, los k8-médulos que
pueden ocurrir como I'(¢) para alguna ¢ son exactamente los médulos
proyectivos finitamente generados.

1.8 LEMA. Sea B Hausdorfl compacto. Sea ¢ un k-haz vectorial
sobre B. Entonces existe un haz trivial ¢ (i.e. E(¢) = Bx k") y un
epimorfismo u:¢ — £.

Demostracién. Para cada x € B, elegimos un conjunto de secciones
830,00, 85,0, €T{€) que forman una base local bajo una vecindad U, de
z. Un ndmero finito de U, cubren a B, por lo que hay un mimero finito
de secciones s, ... s, & T'(¢) tal que o,(z}... s, () generan F,(¢) para cada
z. Sea ¢ un haz trivial con E{¢) == Bxé". Entonces I'(¢) es un k8-médulo
libre con n generadores ¢, ...¢,. Definamos una funcién I'g) —— T(¢)
por medio de ¢; — s;. Por el teorema 1.6, esta transformacién estd
inducida por uw:¢ — ¢£. Como ule;) = &, 2;{z) € im u, por lo tanto u es
suprayewctiva.s

1.9 COROLARIO. Si B es Hausdorff compacto, cualquier & haz
vectorial sobre B es suma directa de un k-haz trivial ¢.
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Demostracién. Sea u:¢ — ¢ como en el lema 1.8. Sea n = ker v
Luego n es subhaz de ¢. Por tanto ¢ = n@ ¢'. Claramente ¢ = ¢

1.10 COROLARIO. Si B es Hausdorfl compacto y ¢ es cualquier
k haz vectorial sobre B entonces T'(¢) es un k?-médulo proyectivo
finitamente generado.

Demostracién. Por el corolario 1.9, I'(¢) es un sumando directo de
I(s) el cual es un kP-médulo finitarmente generado.s

1.11 TEOREMA. Sea B un espacio Hausdorff compacto. Entonces
un k?-médulo P es isomorfo a un médulo de la forma T'(¢) si y sélo si
P es proyectivo finitamente generado.

Demostracién. La implicacién se sigue del corolario 1.10.

Inversamente: Supongamos que P es proyectivo y finitamente gene-
rado. Luego P es sumando directo de un k%-médulo litre finitamente
generado L, entonces existe un endomorfismo idempotente g: L — L
con p 2 img. Ahora L = I's) donde ¢ es un k-haz vectorial trivial. Por
el teorema 1.6, g = I'(u) donde u:¢ — ¢. Como g? = ¢ el teorema 1.6
implica que u® == u. Si supiéramos que ¢ = im u es un subhaz de ¢
tendriamos que ¢ = ¢ ® n donde g = kerw, ¥ por lo tanto p = imI'(u) =
r(¢), puesto que I es un funtor aditivo. (Por la propcsicién 2.2.4)
es suficiente probar que dimyF.(¢) es localmente constante. Como
Wl = u, n=keru = im(1 - u) ¥ F.(¢) = Fi{€) ® F.(n). Supongamos que
dim, Fe(€) = h, dimixFy(n) = k por la observacién 2.2.5 aplicada a u 'y
a 1- u, ténemos que dim, F (¢} > h y dim,F,(y) 2 k para toda y en
alguna vecindad de z. Pero dim,F,(€) +dimy Fy(n) = dime F () = h+ k es
constante. Por lo tanto dimyF,(¢) es localmente constante.»
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2 TEOREMA DE VASERSTEIN

En esta seccién generalizamos el resultado de la seccién anterior
para un espacio topolégico arbitrario, con una definicién apropiada
de haz vectorial de tipo finito, es decir, mostramos que la categorfa
de haces vectoriales de tipo finito es equivalente a la categorfa de
mdédulos proyectivos finitamente generados.

2.1 DEFINICION. Sea B un espacio topoldgico. Un haz sobre B
es de tipo finito si existe una particién finita 5§ de 1 en B (i.e. un
conjunto finito § de funciones continuas no negativas en B cuya suma
es 1) tal que la restriccién del haz al conjunto {z € B|f{z) # 0} es trivial
para cada fen S.

Por ejemplo, cuando B es Hausdorff compacto, todo haz sobre B es
de tipo finito sobre B. Para un espacio normal B nuestra definicién
de tipo finito cs equivalente a la siguiente definicion [G]: existe una
cubierta abierta T de B tal que la restriccién del haz a cada U €T es
trivial.

Denotaremos por P(k”) a la categoria de k”-mdédulos proyectivos
finitamente generados.

2.2 LEMA. Todo objcto P ¢n P(kP) es isomorfo al espacio columna
de una matriz cuadrada hermitiana idempotente e = ¢? = e* sobre &7,

Demostracién. Como P es isomorfo a un sumando directo del mo-
dulo libre (k%) para algin nimero natural n, entonces es isomorfo al
espacio columna de una matriz idempotente de n por n, a = a® sobre
kB (i.e a la imagen a(k?)"). Como a = a?, tenemos que (a*)? =a* y

(14 (1 - 2a){1 — 2a"))a* = 268" = a(l + (1 — 2a)(1 - 2a7}),
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donde 1 representa a la matriz identidad en M, 4. Como (1~2a)(1~2a*)
es una matriz hermitiana semipositiva, existe una matriz ¢ = ¢* en
GL.k? tal que ¢* = 1+ (1-2a)(1-24a") [L]. Definimos e = ¢g~'ag. Entonces

1 ] 1

=g lagglag =g lalg =g lag =
y ¢ =(g7"ag) =g'a*y™!* =ga"g~" =2ua'y ! =ag’y-1l=gqg

Asi, P es isomorfo al espacio columna dee=¢?=c"=

Todo objeto P en P(k%) dd un k-haz vectorial I'*(P) sobre B de la
manera usual. A saber, el k-espacio vectorial en el punto z de Bes P
evaluado en z; i.e. P®, k%, donde v: kP — k estd dado por u(f) = f{z)
para cualquier funcién continua f:8 ~— k. Cuando P es el espacio
columna de una matriz ¢ = ¢ € M.k?, la fibra en z es justamente
e(z)KB.

La trivialidad local de I'*(P) se sigue del siguiente lema:

2.3 LEMA. Sie=e? € M.kP y g=c(z)e(y) + (1 - e(z))(1 ~ e(y)) € GLak
con z,y € B, entonces las matrices e(z} y ¢(y) son similares sobre k.

Demostracién,

e(z)g = €*()e(y) + (e(z) — €7 (=) (1~ ¢(y))
e(z)e(v) + (e(z) - e(z))(1 - e(v))
e{z)e(y) +0

e{z)e(y)

e(z)e(y) +0

e{z)e(y) + (1 — elz))(e(v) ~e())
e(z)e (y) + (1 - e(z))(e(y) - € (v)
ge(y).

]

[

cuando g € GL,k, concluimos que g~'¢(z)g = ¢(y).»
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2.4 COROLARIO. Para todo objeto P en P(kP), el correspondiente
k-haz vectorial T*(P) es de tipo finito.

Demostracién. Por el lema 7.2, P es isomorfo al espacio columna de
¢ =¢? =¢* € Mk? para alguna n.

Nétese que k» tiene la métrica usual |(z;)]* = 3"}z, la cual lo hace
un espacio de Banach, por lo que M.k es un algebra de Banach con
respecto al operador norma.

Consideremos el conjunto Y = {p = p® = p* € M,k}. Este conjunto es
compacto ya que:
(i) Ipl = 1p®] = pilpl => |p| = 1 si p # 0 por lo que jp| < 1. Luego Y es
acotado.
(ii) Sea {P,}.en CY convergente. Veamos que lim,en P, esté en ¥
lim P, = lim P:
neEN nEN
= lim P,P,
REN
= lim P, lim P,
nEN neN
=(} 2
=g Fe)
lim P, = lim P,
neEN nEN
= lim 'P,
nEN
= Jip, Po
= P
Por lo que Y es cerrado.
Como Y es compacto, existe una particién finita {y;} de la unidad
en Y tal que
v H{(0,1]) < Ui
donde U; es una cubierta abierta finita de Y.

Consideremos la cubierta abicrta de Y (U, = {lp—q¢| < ; ne N},
existe m € N tal que U = {Uy,...,Uy} cubre a Y. Tomemos una par-
ticién de la unidad subordinada a U. Como U es numerable, entonces

wi '((0,1]) c o7 H{(0,1]) < U
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Entonces si vi(p)pi{g) # 0 tenemos que |p~ gl < $ < 1

La matriz anterior e puede ser considerada como una transfor-
macién continua B — Y. As{ que la particién §' da una particién
finita S de 1 en B. Tenemos que |e(z) - e(y)] < 1/3 siempre que z e y
estén en la misma parte (i.e. f(z)f(y) # 0 para alguna f € S).

Para cualquicr parte U(f) = {z € B|f(z) # 0}, donde f€ S, ¥y cua-
lesquiera z,y € U(f) tenemos que e(z)g = ge(y), como en el lema 2.2,
donde B e

0 = e(a)ely) + (1 = ele){1 = e(s)) = L+ (ely) -
Como : B 7 e
19 11 = lels) ~ e()}(1 — 2elu)] € Jes) — efe)ll ~ 2e(o)] < (1/9) -3 =1

concluimos que g € GL.k [M]. Fijando z € U(f), tenemos que e(y) =
¢ 'e(z)y donde g depende continuamente de y € U(f). Como k es un
dlgebra con divisién, el espacio columna de ¢{z) es un espacio vecto-
rial finito dimensional sobre k para cada r en B. Ademds el espacio
columna de la restriccién de ¢ a U(f) es un kV().mddulo libre fini-
tamente generado. Asi la restriccién del haz T*(P) a U(f) es trivial.
Entonces, el haz es tipo finito.m

2.6 LEMA. Para todo k-haz vectorial ¢ de tipo finito sobre B, el
k%-médulo T(¢) de sus secciones globales es proyectivo finitamente
generado (i.e. I'(¢) € P(kB)).

Demostracién. Sea § una particién finita de 1 en B tal que ¢ es
trivial sobre cada U(f) = {z € B|f(z) # 0}, f € S. Para cada f en S
elegimos una base libre ay,...,a,(s) para I(€){U(s}). Quisieramos exten-
der éstas a;(/f) a secciones globales del haz. En general esto puede ser
hecho sélo después de una modificacién de a;(/).

Escribimos a;(f) = ¥ ¢i;(f,9)ai(9) en U(f) N U{g) para toda g€ S. Es
claro que existe una funcién continua no negativa f en B tal que /'
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y /:s¢ anulan en el mismo conjunto y e;(f,9)f’ — 0 en U(f) n U(g)
cuando f(z) —+ 0, para todai,j y 9. Entonces

a; , ! U L]
bi(f) = {0 (£}t 22 B({) )

es una seccién global continua del haz. M4s adn,

{b;(NU(f):125<n()
es una base para I'(¢)|\U(f).

Mostremos ahora que {b;(f):1 <7 < n{f),f € S} es un conjunto ge-
nerador para el kP-mddulo I'(¢). Sea s € I'(¢). Escribimos s|U(f) =
S ei(N)b;(f) con ¢;{f) € kU, Existe una modificacién, dependiendo
de &, de la particién § tal que la cubierta abierta {(U(f):f € §} de B
permanece igual, pero en la nueva particién tenemos que ci(f)f — 0
en U(f) cuando f — 0. Tenemos d;(f) € kP definida por

d;(f) = {":‘(!)f en U(f)

0 en B -U(f).
Aiin més,
L
EDIPILAT I
JES j=1

Adem4s tenemos una transformacién suprayectiva de (k¥)V sobre
r'(¢), donde N = 3.4 n(/) es el nimero de generadores. Usando una
forma hermitiana definida positive en (k?)¥ {digamos, la forma es-
tandard (a,4) — T a}b; para a = (a;), b = (b;) en (kP)¥), obtenemos que
el nicleo del homomorfismo (k?)}¥ — I'(€) es un sumando directo de
(kB)N. AsiI'(¢) es un k®-moédulo proyectivos

2.6 TEOREMA. La categoria P(kP) es equivalente a la categoria de
k-haces vectoriales de tipo finito sobre B.

Demostracién. Inmediata de los lemas 2.2 y 2.5.«
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-3 _OTRAS EQUIVALENCIAS

En esta seccion tratamos el problema de clasificacién para haces
de tipo finito sobre un espacio topolégico X, es decir, el problema de
identificacién de las clases de isomorfismo en P(k2) con las clases de
homotopia.

Sea G(k") el conjunto de todos los subespacios del espacio vectorial
k* de dimensién n sobre k. Como es usual, G(k) es dotado con la
topologia de la unién disjunta de las variedades de Grassman G,,(k"),
donde 0 < m < n. La topologia en G(k*) puede ser dada explicitamente
identificando a G(X™) con el subconjunto ¥; = {p = p? = p* € Mpk} O
Y, = {6 € M,k |a? = aa® = 1,} del anillo de matrices M,k (el cual tiene
la topologia del producto directo de n? copias de k). Los siguientes
subconjuntos de M,k son homotépicamente equivalentes a G(k™): Yy =
{e=c?e M.k}, Y = {a=a"€ GLnk}.

La inclusién k" ¢ k**! induce la inlusién G(k*) c G(k**') la cual

corresponde a la transfomacién b +— en los conjuntos Y; y Yy

0 0

y a la transformacion b +— (g _?1) en los conjuntos Y; y Y.

3.1 TEOREMA. Existe una biyeccién entre cualesquiera dos de los
siguientes conjuntos:

i) Las clases de isomofismo de k-haces vectoriales de tipo finito
sobre B.

ii) Las clases de isomorfismo en P(k%).

iii) Las clases de isomorfismo en P(k§), donde § ¢ k? es el subanillo
de funciones acotadas en B.

iv) Las clases de isomorfismo de k?-médulos proyectivos finitamente
generados con formas hermitianas positivas definidas.
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v) ‘El limite inductivo de clases de homotopia de transformaciones
continuas de B en G(k") cuando n — co.

Demostracién. El isomorfismo de los cojuntos (i) y (ii) se sigue de
la seccién 2 del capitulo 2.

Isomorfismo de (ii) y (iii): Por el lema 2.1 del capitulo II todo
objeto P de Pk? es isomorfo a un objeto extendido de algin objeto de
PkP. Ahora, sean P y Q objetos de PP los cuales son isomorfos sobre
el anillo més grande 8. Queremos probar que P y Q son isomorfos
en PkP.

Representaremos a Py Q@ como los espacios columna de matrices
p=p =p" Y q=¢ =¢ en MkP. Utilizando las operaciones de

estabilizacién ¢ — (las cuales aplicaremos hasta obtener la

e O
0 0
misma n para p y ¢), y un isomorfismo de P y Q sobre k#, podemos
suponer que g~!pg = ¢ para alguna g en GL.kZ.

Sea g = ¢'h la descomposicién polar de g, i.e. ¢’ = ¢'* es hermitiana,
h = h*~! es ortogonal (unitaria), ¢'* = gg° y e! centralizador de ¢’ en
M, kP es el mismo que el de gg°, as{ pg = ¢'p. Por lo tanto h € GL.K¥
es acotados y A~'ph = h*pg = ¢. Asi, P y Q son isomorfos sobre kf.

Isomorfismo de (ii) y (iv): Mostraremos que todo objeto P en P(k?)
ticne una forma hermitiana positiva definida. Por el lema 2.1, P es
isomorfo al espacio columna e{(k?}* de una matriz e = e? = ¢* en M,k".
Definiremos una forma hermitiana positiva ®:e(k%)" x e(kB)* — kB
por

B((a:)., (5,)) = Y _ albs.

Note que (1 — ¢}{k”)" ¢s el complemento ortogonal de e(k%)".

Ahora mostraremos que cualesquiera dos formas hermitianas posi-
tivas definidas & y ¥ en P son isomorfas. Siguiendo el teorema 8.8 de
[K], consideremos h = ~'¥ € Aut(P) (donde & y ¥ son pensadas como
transformaciones P — P*). Entonces h es autoadjunta y positiva con
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respecto a ¢ (a saber,
®(hu,v) = (Dhu)v

= (Wu)v
= ¥(u,v)
= ¥(v,u)*
(®(hv, u))*
O(u, hv)**
®(u, hv)

¥ ®(hu,v) = ¥(u,v) >0 para 0 # v € P).

Sea g su rafz cuadrada positiva autoadjunta. Tenemos que ¥ = dh =
®g? = g*®g (es decir, ¥(u, v) = B(hu,v) = &gy, v} = &{gu, gv)), por lo que
& y ¥ son isomorfas, '

Isomorfismo de (ii) y (v): Identificamos a G(k") con {p =p* =p" €
M.k} y a Hom(X,G (k")) (es decir, las funciones continuas X — @ (k"))
con {e=¢?=¢* € M, kP}.

Por el lema 2.1, todo objeto P en P(kP) es isomorfo al espacio
columna de una matriz . Mostraremos que la imagen de ¢ en
lim x(B, G(k™)) no depende de la eleccién de ¢ {donde (B,G(k")) de-
nota las clases de homotop{a en Hom(8,G(k"))).

Sean a = a? =a* en M,k? y b= b = b* en M,.kP tales que tengan

espacios columna isomorfos. Utilizando las funciones de estabilizacién
e 0
00
podemos suponer que m = n y que las matrices a y b son similares.

e ) las cuales no cambian las imégenes en el limite inductivo,
Esto es, b= gag~! con ¢ en GL,k?.

Entonces tenemos, en M;a,k¥ | que
g7t 0Yfa 0\[g o\ _[b O
o g¢g/\o o/\o ¢g*) \0o 0o/
Por el lema de Whitehead, la matriz g gf, es el producto de

matrices elementales y, por lo tanto, homotdpica a la matriz iden-

tidad. Asf que (“ 0 b0

o o) Yo 0) son homotépicas en el conjunto
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{e = ¢? € M3,k?}. Esta homotopia puede ser retractada a una homo-
topfa en el subconjunto {e = ¢? = ¢* € M;,.kB} (usando, por ejemplo,

la prucba del lema 2.2 con B x {t:6 < t < 1}). Por lo que, (8 o) Y

(g 8) son homotépicas en Hom(B, G(k*")).

Asi, tenemos una transformacién bien definida de las clases de iso-
morfismo de objetos en P{k") en limx(B,G{k"}}. Esta transformacién
es suprayectiva, se puede ver asignando a cada e = ¢? =¢® en M, k% su
espacio columna, el cual da una transformacién de lim=(3,G(k")) en
P(kB) (salvo isomorfismo en P(kB), esta transformacién es suprayec-
tiva por el lema 2.1).

El siguiente lema completa nuestra prucba.

3.2 LEMA. Cualesquicra dos matrices homot6picas en Hom(B, G(k))
son similares. En particular sus espacios columna son isomorfos.

Demostracién. Scan a,b € Hom(B,G(k")) homotdpicas. Es decir,
existe una funcién continua e: Bx {t:0 <t < 1} — G(k"} tal que e{-,0) =0
ye(1)=b.

[1G(k™) denota al conjunto de funciones continuas {t:0<t < 1} —
G(k"). Entonces G(k) da una métrica (la inducida por la norma en
M.k} en J] G(x™).

Como [] G{k") es un espacio métrico, cs paracompacto. Sca §' una
particién de 1 localmente finita en [] G(k™) tal que |p - gf < 1/9 siempre
que p y ¢ estén en la misma parte. La transformacion ¢ da una par-
ticién localmente finita § de B tal que Je(=,t} — e(y,t)| < 1/9 para toda t
siempre que z e y cstén en la misma parte, es decir, f(z}/{y) # 0 para
alguna feS.

Para cada f en S elegimos un punto z = z{f) en U{f}) = {z € B :
[(z) # 0} y un ntmero positivo ¢(f) tal que e(x,t) — ¢(z,s)| < 1/9 cuando
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|t —s] < ¢(f). Entonces ’ :
le{z,t) — e(z,8)] < |e(z,t) — e(=z, 8)} + [e(z,8) = c(z,t)! + [c(z‘a) ~e(z, )|
<1/9+1/9+1/9 =1/8 '
para toda z en U(f) siempre que |t - s} < ¢(f).

Definimos 6(z) = 3¢5 ¢(f)/(2) para toda z en B. § es una funcién
positiva continua en B tal que |¢(z,t) — ¢(z,4)| < 1/3 cuando |t - sf < §(z).

Para toda z en B y cualquier entero r > 0 definimos
t(z) = min(1,78(2)}, e (2) = ¢z, . (2)).

Entonces co = a, ¢,(z) = b(z) para r 2 1/6(2), ¥ le.(2) — ¢,41(2)] < 1/8 para
toda z y r. ]

Definamos g, = cye,4q + (1 —¢,)(1 —¢,+1) para toda r. Entonces (ver el
lema 2.1 y su prueba) ¢,¢, = gec,41, |1 ~ g,| < 1; por lo que g, € GL, (k)
para toda r. Més aiin, g,(z) = 1 para r > 1/§(z).

Finalmente definimos g(z) = go(z)g1(z}---. Entonces g € GLk? y
ag = gb; por lo que !
teorema ha sido probado.

eg = b. El lema ha sido probado, por lo que el

3.3 OBSERVACION. Usando el hecho de que G(k*) es homotépica-
mente equivalente a {h = A* € GL,{(kP)} obtenemos que cualesquiera
dos formas hermitianas nosingulares homotépicas sobre k2 son iso-
morfas (cuando B es compacto, esto es bien conocido; vea [K]). El
inverso {que cualesquiera dos formas isomorfas son homotdpicas) es
falso, como se muestra en el siguiente contraejemplo.

Sea

B=5'={=)e R} =1}, a= (3 —01)

_ Ty + 2zt T -z = g*
§= (z; +z Ty -—::;t') € GLsk, b=gag.

Si a y b fueran homotépicas, podrfamos tener b = h*ah siendo & el
producto de matrices cerca de 1; por lo que h € GL, kP (E, k7). Entonces
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gh™' € U(K?) c GL1kP(E;kP); por lo que g € GLikP(E:k"). Pero ¢ es
homotdpica & la transformacién identidad s* — 5* la cual no puede
ser pasada a través de la inclusién §' ¢ §* (la cual corresponde a la
inclusién GL,C ¢ GL:C). Por supuesto que a y b son establemente
homotépicas.
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