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1.~ INTRODUCCION

Los marcos hiperestiticos con elementos de seccién transversal
variable, son frecuentemente utilizados en la construccidn
moderna; debido a ello, se hace necesario poner atencidn especial
a la rapidez y calidad de su disefio. Los alementos rigidamente
conectados forman un marce y su anilisis se basa en el
comportamiento aelastico de la estructura entera. No es posible
continuar toleranda en la practica de la ingenieria 1los aniAlisis
simplificados o abreviados, apoyandose en hipétesis de dudosa
validez.

€l progreso lento que ha habide en @l empleoc de estructuras de
seccién variable puede atribuirse en parte a que hasta ahora no ha
sido posible contar con una metodologia de diseflo rapida y
econémica para tales estructuras.

Existen muchas razones por las cuales se prefiere el uso de
elementos de seccidén variable sohre agquellos de seccidn Eanstante
(ref 1)z "(1) ahorro de materiales, que se traduce en estructuras
mas gqrandes o mas altasj (2) mejor comportamiento en la
transmisién de esfuerzos cortantes, particularmente en los apoyos
y en las uniones con otras elementos, 1o que eas de wvital
importancia en disefio por sismo; y (3) los diagramas de mamentos y
de cortantes pueden ser correspondientes con el edspesor del
elemento, esta es, una mayor rigidez y estabilidad lateral". La
razén de tipo estético, adicionalmente a las anteriores, en
ocasiones define la forma de la seccién, de acuerdo con el
proyecto arquitecténico.

La practica general en el anAlisis da marcos planos integrados
por elementos de seccidén variable es llevada a cabo de diferentes
maneras. En algunos casos se procede a discretizar a los elementos
de seccién variable en una serie de elementos de weccion
constante, como se esquematiza en la fig 1.1. A cada uno de los
elementos producto de la discretizacién se le conoce con el nombre
de daovelas. Este método converge a 1la solucidédn correcta a medida
que el nuimero de davelas aumenta; sin embargo implica un tiempo de
camputacién muy grande, el calculo y almacenamiento de un gran
numaro de valores intermedios innecesarias, ademis de que resulta
demasiado tedioso y tardado en cuanto a la preparacisn de datos.
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Otros métodos contemplan la utilizacién de graficas, tablas y
f4rmulas que si bien son obtenidas de manera exacta, no contienen
todos los casos posibles de variacién, ni proporcionan toda la
informacién necesaria para el andlisis, ademis de que se tiene un
mayor riesgo de error en el manejo y obtancién de datos.

El advenimiento del uso generalizado de las microcaomputadoras
en el anslisis y diseflo de estructuras facilita la comparacion de
alternativas y la realizacién de estudios exhaustivos de una
manera ripida y sencilla. Ademas, al ahorrar el trabajo numérico
al diseRador le permite concentrarse en aspectos conceptuales. Es
asi que se han implementado en paquetes de analiasis, métados
numéricos que resuelven ciertas operaciones de manmra cada vez mis
expedita, aunque sin embargo dichos wmétodos no serian los mas
adecuados en caso de tener que resolver al prohlema manualmente.

En el presente trabajo se revisa un método de andlisis para
marcos planos de seccién variable. Esti basado en el método de las
flexibilidades y su empleo requiere la solucién de integrales. E1
problema se resuelve por medio de integracién numérica. El
objetivo que se persigue es @l de obtener de manera explicita la
matriz de rigideces del elemento de seccién variable y ademés, las
reacciones de empotramiento para diversas condiciones de carga en
el claro. Una vezr logrado lo anteriar los algoritmos son
implementados en un programa de analisis de marcos planos, basado
en @l método de las rigideces. Finalmente, se lleva a cabo un
ejemplo de aplicacidén,



2.~ FUNDAMENTACION TEORICA

2.1 Energla de Deformacién Axial.

Cuando un elemento diferencial de una barra en traccién simple
se carga paulatinamente, a partir de cero, por una fuerza can
valor final N, el elemento diferencial de barra se alarga
{fig 2.1), y si el material sigue la ley de Hooke, la grafica
deformacién total-carga seri una recta como ge muestra en la
fig 2.2.

Durante la carga del elemento diferencial de barra, la fuerza
desarrolla un trabajo sobre la misma y tal trabajo se transforma
en energia potencial, 1llamada enpargia de deformacién, que se
almacena en el elemento diferencial. Si la magnitud de la fuerza N
se disminuye lentamente, el elemento diferencial recobrars su
longitud original. Durante este procesoc de descarga la energla de
deformacién almacenada en el elemento diferencial se recupera en
faorma de trabajo. Asi pues, el elemento diferencial de barra actua
como un resorte elastico que puede almacenar y liberar energia a
medida que la carga se aplica o se quita.

La energla de deformacién almacenada durante la carga puede
determinarse a partir del diagrama carga-desplazamiento.
Supongamos que P representa un valor intermedio de la carga y 6 el
alargamiento correspondiente. Entonces un incremento dP en la
carga producira un incremento dé en el alargamiento. El trabajo
efectuado por P durante este alargamienta diferencial es P dé,
correspondiente con el area elemental sombreada de la fig 2.3.

El trabajo total realizado en el proceso de carga es la suma de
todas las Areas elementales y sera igual al area bajo el diagrama
carga-desplazamiento. Por lo tanto, el trabajo total hecho por 1la
carga N, igual a la energla de defarmacién dU almacenada en el
elemento diferencial de barra es:

A N & N A
du=f Pds = dé6 = 2.1
e o

A es la deformacién correspondiente al nivel de carga N. En la
deduccién de esta formula se considerd que el material sequia la
ley de Hooke, en cuyo caso sabemos que N estad relacionado con A

4
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por medio de la ecuacidng

N dx

A=

E A
en la que E es el médulo de elasticidad, A el area de la seccidn
transversal y dx es la diferencial de la longitud. Sustituyendo
esta relacion en la ec 2.1 podemas expresar la energia elastica de
deformacién axial de 1la diferencial de barra en 1la forma
siguiente:

N2 dx

du =
2EA

2.2 Energia de Deformacidn por Cortante.

L.a energta elastica almacenada en un elemento diferencial de
barra sometido a fuerzas cortantes V (fig 2.4), puede calcularse
basindose en el método utilizado en el caso de traccidn simple.
Consideremas un elemento de altura dy a la distancia Y. del eje
centroidal como se muestra en la fig 2.5. Durante la deformacidn
del elemento diferen:ia} las secciones "abh" y ‘"ed" se msuasven
paralelamente y en sentido contrario una distancia relativa:

A=y dx

a medida que la diferencial de fuerza cortante crece desde cera

hasta su valor final:

dV = 7 b dy .

En las ecuaciones anteriores » es el angulo quea giran las
secciones "ac" y "bd" con respecto a su posicidn inicial
horizontal, 1 es el esfuerzo cortante que actua en la seccidn
transversal a la distancia Yo b es el ancho de la seccién en ese
mismo punto y dx es la diferencial de 1longitud. El1 diagrama de
carga-desplazamiento (dV vs A) es analogo al de 1la fig 2.2 para
una barra en traccién.

El trabajo efectuado por la fuerza V y almacenado en forma de
energla de deformacién elastica en el elemento diferencial est

1 1

duy = — AdV =m - I y T bdy dx .
y 2 2 y
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Sustituyendo en esta expresién la ley de Hooke para esfuerzo
cartante *r = G ¥ en la que G es el médulo de elasticidad al corte,

se obtiene:
2

1 T
dU=—'J- — b dy dx .
2 Jy &

Recordando la expresién de los esfuerzos tangenciales
producidos por una fuerza cortante V a una distancia Y, del eje

centroidal z:

va

Ib
donde Q es el momento estatico del Area de la seccidén transversal
por arriba de y e I es el momento de inercia de 1la seccidédn.
Sustituyendo en la expresién para dU abtenemost
1 v a®
du = — 7 dy dx .
2 y B1% b

V, G e I son constantes para cualquier seccidn transversal, por lo

tanto la ecuacién anterior se puede expresar:

v* a*
du=——z—J. — dy dx .
261 y b
Si consideramos que:
12
At:= Q z
J, =
y b

en donde definimos a Ac como el area de cortante de la seccidn
transversal, entonces podemos escribir:
vZ dx
du =
26 A
<
gue representa la energla elastica por cortante de la diferencial
de barra.

2.3 Energia de Deformacién por Flexidn.

Consideremos una viga sujeta a fuerzas perpendiculares a su eje



longitudinal. Como caonsecuencia de dichas fuerzas la viga se vera
sujeta a esfuerzos flexionantes que deforman a la viga sequn una
linea curva (fig 2.4). Para cualquier punto de dicha curva se
define a la curvatura & como la relacién entre la variacion del
angulo @ con respecto a la longitud de arco s, esto es:

de

&L= .
ds

Si tomamos en cuenta que el angulo & que forma la viga deformada

con respecto a su forma original es muy pequefio, entonces podemos
usar a dx en lugar de dsj dx es una diferencial de longitudjy de
asta manera obtenemas:

de

A= . 2.2
dx

Calculemas a continuacion la deformacidn unitaria axial € por
efecto de flexién de una fibra longitudinal a una distancia Y, del

eje neutro (fig 2.7). La longitud de la fibra deformada es:

;_% ={p + Y, ) a

donde p representa el radio de curvatura medio y a el aAngulo entre
las secciones transversales que contienen a "a" por un lado y a
"b" por el atro. La longitud de esta misma fibra antes de la
deformacidn es la misma que la de la fibra que se encuentra en el
eje neutra. Ahpra bien, en el eje neutra no existen alargamientos
ni acortamientos por efecto de flexidén, por lao tanto la distancia
entre "c" y "d" se mantiene constante independientemente de la
curvatura, siendo

[
ab=c =cd=pa

entonces, la deformacidén unitaria axial es:

™ —
ab-ab Yo

ab e
Como la curvatura & es iqual al inverso del radio de curvatura p

podemos escribir:

£ = & Y,

10
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Si utilizamos la expresién que representa a la ley de Hookes

o=Ec¢

donde o representa 1los esfuerzos axiales; y al mismo tiempo
recordamos la férmula de la escuadria de la que obtenemos los
esfuerzos axiales producidos por un momento M a una distancia y‘
del eje neutro:

o= "y
1 1
podemos obtener una expresién que nos relaciona la curvatura con

el momentor

]
A= .
E1

Igualando la expresidén anterior con la ec 2.2 obtenemos:

M dx
de = .
£1

La energia de deformacién almacenada en un elemento diferencial
de barra dehida al trabajo de un momento M, aplicado gradualmente,
acompafado de una rotacidén que crece desde cero hasta df esta dado

port
M de

dy = ———- .
2

Finalmente podemos escribir la féramula que permite obtener la
energla elistica de deformacién por flexion del elemento

diferencial de barra:

M dx
21
2.4 Energla de Deformacién de la Barra.

La energia de deformacién de la barra se obtiene sumando las

contribuciones por fuerza axial, cortante y momento flexionante,

13



e integrindolas a toda la longitud de la barrac

M dx N dx v dx
u= N .
2E1 . 2EA o 26A,

o

2.5 Energia y Trabajo Complementario.

Definamos ahora otra tipo de trabajo para la barra cuya grafica
deformacién total-carga es no lineal (fig 2.8). Este trabajo
recibe el nombre de trabajo complementario N“, y se define como
sigueas

u’=j'P‘6dP.

a

El +trabajo complementario esta representado por el Area
comprendida entre la grafica deformaciéon total-carga y el eje
vartical (fig 2.8b). No tiene una connotacidén fisica obvia coma el

trabajo W, pero puede chservarse que:
Ww+uw =P &
1 1
P. es la carga aplicada y 6l el desplazamiento correspondiente.
Por tanto, en sentido geamétrico, el trabaio W* es el complemento
del trabajo W porque completa el rectangulo mostrado en la

fig 2.8b. La energla complementaria u* de 1a barra es igual al

trabajo camplementaric de las cargas aplicadas.

2.6 Segundo Teorema de Castigliano.

Consideremos una estructura con comportamiento no lineal
sometida a n cargas P‘,Pz,.....,Pn. que producen los
desplazamientas 6‘,62,.....,6“. El valor 6k representa el

desplazamiento en el punto de aplicacién de la carga Pi' en
direccidn de dicha carga y debido a la totalidad de las fuerzas
{fig 2.9a). La enerqgfa complcmentaria total se obtiene sumando el
trabajo complementario efectuado por cada una de las fuerzas
{fig 2.9b):

* - P

u -LZ‘ f,)te e .

€i imaginamos que una carga, digamos PL, sufre un pequelio

incremento dP“ mientras que las otras cargas no cambian

(fig 2.9c), la energla complementaria se incrementard en una

14



fig. 2.8 ENERGIA DE DEFORMACION

Y ENERGIA COMPLEMENTARIA




P1 P2

%

(a) (b}

o

Pi+dPi

dPi

Pi+dPi
Pi

.

(c) (d)

fig. 2 . 9 SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO

INCREMENTO DIFERENCIAL DE_UNA FUERZA




cantidad pequefia du‘, que esti dada par:

. 2 u*

dy” = ——— dP .

P,

i

El trabajo complementaria adicional debido al incremento de carga

es el rectanqulo elemental mostrado en la fig 2.9d. De esto se

dariva otra expresioén para el incrementao de energia
complementarias

au* = 5 dP .
t i
lqualando las dos expresiones anteriores se llega a 1o que se
conoce como el tearema de Crotti-Engesser:
ou*
S B w— .
¢ 2P
i
En @l caso de comportamienta lineal la energia complementaria

es igual a la energla de deformacidn (el area bajo la curva de 1la
fig 2.9b) y el teorema de Crotti-Engesser se transforma en:

eu
6 = .
N a P

i

Esta ecuacién se conoce por sequndo teorema de Castigliana y se
enuncia como sigue: "En una estructura lineal, la derivada parcial
de la energla de deformacién con respecto a una carga P,‘ es igual
al desplazamiento correspondiente 6L".

En el desarrocllo presentada se utilizaron las fuerzas y
desplazamientos en un sentido generalizado. Si la carga es un par
M, con un desplazamiento correspondiente 8, entonces simplemente

se sustituyen Py & por M y @ respectivamente.

2.7 Integrales de Hohr.

Es evidente que el segundo teorema de Castigliano so¢lo puede
utilizarse para hallar desplazamientos que corresponden a cargas
que actuan sohre 1la estructura. Si  se desea obtener un
desplazamiento en algun sitio en que no haya ninguna carga, -1
dJebera aplicar una carga ficticia sobre la estructura que

carresponda al desplazamiento deseado. A continuacidén se procede a

17



calcular el desplazamiento utilizando el sequndo teorema de
Castigliano, resultando que el desplazamiento quedari expresado en
funcidn de las cargas reales y la ficticia. Haciendo igual a cero
la carga ficticia en la expresién final, se obtiene el
desplazamiento deseado debido a las cargas reales.

En el caso de una barra, anteriormente se derivé la expresidn
que nos did la energia interna de deformacion en funcién de los
elementos mecanicos debidos a un sistema de cargas cualquiera:

L z L 2

a o o <

El subindice "“t* se emplea por conveniencia para representar
eleméntos mecanicos totales y la expresién es equivalente a la
anteriormente desarrollada. Consideremos que en una barra sujeta a
un sistema de cargas cualquiera se requiere determinar al
desplazamiento 6¢ de un punto donde no esti aplicada ninguna
fuerza exterior. Aplicamos una fuerza & en este punto y en la
direccién que nos interesa. Los elementos mecanicos seran:

MT=M+H¢ 3 v1=v+v¢ 3 Nr=N+N¢
donde M, V y N son los elementos mecanicos debidos a las fuerzas
actuantes y M¢. V¢ y N¢ son los debidos a la carga ficticia &. La

contribucién por efecto de la carga & se puede expresar en funcidén
de ella misma de la manera siguiente:

Hr = M+mE Vr =V +ve 4 NT =N+nd
entonces my, v ¥y n son los elementos mecAnicos debidos a una fuerza
unitaria en la direccién de ¢ y en el mismo punto de aplicacién.
Elevando al cuadrado las expresiones anteriores tenemas:

Er2Mm e+t @t

=4
]

M
Vi=vie2vvae+ vt

NM=nN+2Nnz+n” s

Sustituyendo estas expresiones en ta energia interna de
deformacién, derivando con respecto a & de acuerdo al sequndo

18



teorema de Castigliano y tomando en cuenta que & vale cero se
obtiene 3

au
& =
Py
22 ..
o sea
Y Momodx e - ovovoax
& -J +I +I . 2.3
¢ o £E1 ] EA o G A:

Las integrales asi obtenidas se denominan integrales de Mohr.

2.8 Primer Teorema de Castigliano.

El primer teorema de Castigliano establece quet

au

a 6‘

Esta pcuacién expresa que la derivada parcial de la energia de
deformacidn con respecto a un desplazamiento ét es igual a la
fuerza correspondiente Pk. La demostracidon de este teorema es
anidloga a la sequida para obtener el teorema de Crotti-Engesser
(seccidn 2.4) excepto que se utiliza a la energia de deformacidn
en lugar de la energia complementaria y se calibra el incremento
diferencial de un desplazamiento 6L en vez del incremento
diferencial de una fuerza Pi. Puede abservarse que el primer
teorema de Castigliano tiene una aplicacidén general a estructuras
lineales y no lineales, a diferencia del segundo teorema que

aplica exclusivamente a estructuras lineales.

2.9 Teorema de los Reciprocos para las Rigideces.

Sea una estructura lineal sometida a n cargas P con sus
desplazamientos correspondientes 6U La energla de deformacidn
esti expresada por:

n
P 6» 1

n
& i
= 3 = ——
u=73 [ Pas = Z " . [P’6‘+P:62¢ e+ Pnén]

i=t

i=1

como la estructura se comporta linealmente las cargas se pueden
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expresar como combinaciones lineales de los desplazamientos, esto

P =g & +8 & + cievsn + 5 &
1 18 1 12 2 in n

Pg =8 6t+su éz+-..-.. + s, 6“ 2.4

= s + * creses + 86
Pn nt 6]. sn! 62 nn n

donde 81 Sprecsecy S sON coeficientes constantes que dependen
exclusivamente de las propiedades de la estructura. Sustituyendo

en la expresién para U obtenemas:

1
U=——‘[5 X 48, 6 65 +eenees t 8, 6 S
2 14 1 12 1 z in 1

n

2
B, 8y 6, ¥ S, 5 reeess v 8 8, &,
+8 S & 48 6 5 + caieen + S 6!]
n n % n2 n 2 nn L]
en la que se cbserva que U es una funcidn cuadratica de los
desplazamientos.
A continuacidén vamos a derivar las ecs 2.4 con respecto a cada
uno de los desplazamientos:

aP ae aP
1 1 1
=g N =g Ve s e e ey =8,
1 1z in
o6, LN LN
ar t’Pl dP:
_06 =5, o N P =8,
z n
2P arp aPpP
n n n
o =8 P SE Lo s e ey > s =8 -
1 z

20



De acuerdo con el primer teorema de Castigliano:

au
P =
N 26,

19

y sustituyendo en las expresianes anteriores se tiene:

a%u &*u o*u
S = 2 v 5, T cr in "
as 265 a6 " a6 a6
1 z 1 n 1
o%u 2%u o*u
™y = -1 ™ T e e ey -] = v
b 26 86 22 a2 &° a5 06
1 2 2z " 2
2*u a*u a*u
s = s = Yy +os o=y 8 =
nt 26 a6 nE 265 06 n E
1 n 2 n
a seat
v

sij ———
a 6] o 6L

como el orden de derivacion es indiferente:

a*u %y

s = SL
H a5 86 as as !
J L t bl

Esta expresidn establece el teorema de los reciprocos para las
rigideces de una estructura linealmente elastica. E1 teorema
anterior explica la simetria de la matriz de rigideces para este

tipo de estructuras.

2.10 Matriz de Flexibilidad en el Extremo Inicial de una Barra de
Seccidén Variadble.

Supongamos una barra recta de seccidn transversal variable, con

comportamiento elastico~lineal en la que en su extrema inicial A

21



existen tres grados de libertad en el plano (fig 2.10), a saber:

d
xa
{«}-1
a ra
v

dka representa el desplazamiento axial, dyu el desplazamiento
perpendicular al eje longitudinal y LN el giro del extremo A de la
barra. Diches desplazamientos carresponden con las fuarzas
nodales:

F
Xa
{r }= F
a Yo
L]
a
regpectivamente, F“a representa la fuerza axial, F - la fuarza
cortante y Hn el momento actuante en dicho extremo A. Debido al
compartamiento lineal los desplazamientos se pueden expresar como
combinaciones lineales de las fuerzas (y viceversa como se
utilizaron en el desarrollo del tearema de laos reciprocos para las
rigideces), esto est

d =f F + f F + f M

xa 1t xa 12 ya 18 a

g4 =¢ F + ¢ F + ¢ N
ya 12 xa 22 ya 23 " a

fa " fa Fua * Taz Fyn e

o hien, expresado matricialmente:

CORAITAY

El término flj se conoce como coeficiente de flexibilidad y se
define como el desplazamiento del grado de libertad i debido a una
fuerza unitaria correspondiente al grado de libertad j, mientras
las demas fuerzas permanecen nulas. La matriz U“] se denomina
matriz de flexibilidad en A.

De acuerdo con la definicidén de coeficiente de flexibilidad
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b)

fig. 2.10 FLEXIBILIDAD EN (B) DE UNA BARRA

DE_SECCION VARIABLE




tenemos:

F =1 F =0 F =9

xa na xa
'|«= dxa FyaB ° f‘== dnn Fy¢= L) fll- dua Fy¢= °
M =0 M =0 M =1

a a a
F = F =0 F =0

xa xa xa
T~ dya Fym= 0 4 fs dyc Fyu= r s dyu Fyn‘ e
M =0 M =0 Moo=

a a a
F o= F =9 F =@

xa xa xa
fn= Pa Fyu ° f::= Pa Fya= L) fnl= fa Fya= o
Nu = 9 H° =0 M =1

< | léase "tal que"). Para la obtencién de estos coeficientes

apoyaremos en las integrales de Mohr.

Haciendo todas las combinaciones de i con § en la fig 2.1
sustituyendo en la ec 2.3 obtenemos:
L™
£ = I 1 = Q t_ = 0
11 o E A 12 13
L ox® di Y oax Lok odx
¢t = o .I *‘[ =-I
= = o EI ° 6 A *» o EI
Y xd odx
t =0 f =—I f =I
B z o E s e E 1
que son los coeficientes de la matriz de flexibilidad en

extremo A de una barra de

2.11 Matriz de Rigidez en
Seccidn Variable.

Las fuerzas en extremo

seccién variable.

el Extremo Inicial de una Barra

A de una bartra exprizssadas en funcién

24
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Fuerzas Unitarias Actuantes Fuerza Unitaria en Direccidn
dal Desplazamiento por Obtener

j=1 i=
Foat ®
xa " b3
P — ————1
ye
M =0
a
M= © (8 < x <L) m= © (05 xsL)
E.M. N = -1 " E.M. n=-1
Ve o “ = o "
i=2 i =2
F =0 ®
xa dya* iz
Fy° 1 T 1 =z
M =0
a
M= x (@ =<=x=sL) m= x {(0=xsL)
E.M. N= @ " E.M. n = .
v= 1 " v= 1 "
i=3 i=3
(B)
- e ®, ®
xa 1 11_2_______45
F =0 z
ya
Moo=
a
M=-1 (@2=<x35L) = -1 (0=<x <L)
E.M, = 0 " E.M. n= 0 "
v= o “ ve 0 "

(E.M.: Elementos Mecanicos)

fig 2.11 Obtencidén de la Matriz de Flexibilidades en A por medio
de las integrales de Mohr.
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los desplazamientos gque producen estan dadas por:

{re}-[xI{«}-

A la matriz DﬂJ se le denomina matriz de rigidez en el extremoc A
y los coeficientes de rigidez kU que la integran estan definidos
como la fuerza que hay que aplicar en direccién del grado de
libertad j para producir un desplazamiento unitario en el grado de
libertad i, mientras los demas desplazamientos permanecen nulos.
Comparando la ecuacién anterior con la 2.5 se puede ver que:

[ 1= [T

esto es, la matriz de rigidez es igual a la inversa de 1la matriz
de flexibilidad. Entonces para encontrar la matriz de rigidez en
el extremo A solo tenemos que invertir la matriz de flexibilidad
que ya conocemos. Como se puede oabservar, en la matriz de
flexibilidad el coeficiente f“ se halla desacoplado de los demas
por lo que para la inversién dicha matriz se puede subdividir en

dos de la manera siguiente:

[f “]" e o
-t ° £ t 4
[ fo ] = 22 23 -

] f 1

La inversidén de la primera es directa:

[f“]_‘ = fl ’

12

Para invertir la segunda nos apoyaremos en el método de la adjunta
el cual establece que la inversa de una matriz ([L] es igqual al
producto de 1la matriz adjunta tL]' par el reciproco del
determinante |L|. A su vez la matriz adjunta LI* es igual a 1la

matriz de cofactores de la transpuesta. Para nuestro caso tenemos



que el detsrminante vale:

z
DET = fn f” - f"
{notas fu B} f“:, la trangpuesta ess
t2 Ta
Tra o
y la adjunta:
Ten T
“ta Ta
finalmente la inversa seras
foa / DET ~f,. 7 DET
—f" / DEY fzz / DET
Agrupanda a las dos matricas invertidas obtenemos la matriz de
rigidez en gl extremao inicial de una barra de seccison variables
i
——— ] -]
fae
fan 20
[ & ] = ? -
* DET PET
t2s faz
o e
L RET DET |
2.12 Matriz de Rigidez Total de una Barra de Seccidn Variable.
Los extremos de una barra en &1 plano tienen 6 grados de



libertad que son:

d
Xa
d
Yo
v
{«}-1a
xb
dyh
%y
dx“ v d‘b son los desplazamientos axiales, dy“ y dyb son los

desplazamientos perpendiculares y P, Y p, son los giros de los
extremos A y B respectivamente (fig 2.12). Las fuerzas nodales
correspondientes sans

F
xa
F
ya
"d
F } =
{r)-1e
F
yb
"b
qu y F“h representan las fuerzas axiales, Fyu y Fyb las fuerzas

cortantes y Mu y Mb los momentos actuantes en los extremos A y B,
respaectivamante. La matriz de rigidez total en el plano de una
barra de seccisn variable [k], gue relaciona a las fuerzas con las
desplazamientos por medio de la ecuacién:

{r}-0<1{}-
se puede obtener con base en la matriz de rigidez en el extremo
inicial de la misma barra [ku] apayandose en el equilibrio, en el
teorema de los reciprocos para las rigideces (seccién 2.9) y
teniendo en cuenta la definicién de coeficiente de rigidez k

B
{seccién 2.11).
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¥ Fxb
Fya Fyb
b)

fig. 2.12 MATRIZ DE RIGIDEZ TOTAL DE UNA BARRA DE

SECCION VARIABLE T




e puede ver que la matriz de rigidez en el extremo inicials

Kook kK
a1 12 19
[k ]= k. k. Kk
a 2t 22 3
k. k
M az .

es una submatriz de la wmatriz de rigidez total, esto es:

k k k
te 15 s
[ k ] k k k
a 26 28 2o
k k k
[ K ] - Be E1] 16
ko K Ko Ko ks Ko
Koy Hur Kuy Kay Kug Keg
k k k k k k
@ a2 o8 o4 o3 o

En la fig 2.13 se obtienen los coeficientes de la wmatriz de
rigidez total desconocidos en funciéon de los coeficientes de la
matriz de rigidez en A. Sustituyendo los valores de los
caeficientes k“ a k en las expresiones de esta figura y

9
simplificando se obtiene:

1 1
+ ° ° - — ° °
11 11
) fl. - f!. o - f-. fI!L+fZI
DET DET oET | T DET
° _ ) a2 ° Tea “faatea
BET DET DET DET
1 1
- —— ) ° ° )
fll f‘l
) - f!! _fl! ° 'B' ‘fIlL-fII
bET DET BET | —  DET
£ L+f Sf L-f - L-f £ _a2f_ Laf LT
° 39 23 23 22 o 38 z9 2 29 38
DET T DET ——oET —DET

" 2
’DET—fzzf,’-fz!)



por simetria
k =k
1

41 -+

i, ® . | . ® @,
;T G—ig D Cg—--2"%,

K2z kzg Kyz ks
+ + =
TEFvne_kzz*kzs Tsz‘OEk:sz’kss
m kag = Tk, m kas = “Kse
L N‘ = Q= -kzz L+ kzB + kzd b H. = 9 = —ksz L+ k5l + kld

kaa = kzz b = kyy ks = Kz b 7Kgy

por simetria

kg = Koo ¥ kgy = K

az as oz as

*TEFV=°=ku*ks= +T):Fv=e=k¢z+k“

m kas = ko m a5 = “Xaz

’:"8 = = _k!z L kﬂ’ * knﬂ z "B =0 = —kdz Lo+ kd! * '(Gﬂ
e T koo = ka2 L 7 Kgp

por simetria

kdz = kz-l Y kd! = ksa

fig 2.13 Obtencidn de la Matriz de Rigidez Total en Funcidn de la
Matriz de Rigidez en A de una Barra de Seccién Variable.
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que es la matriz de rigidez total en el plano de una barra de
seccidn variable, en funcién de los coeficientes de flexibilidad
en el extremo inicial dados por las ecs 2.6.

2,13 Obtencién de Reacciones de Empotramiento para Barras de
Seccién Variable.

Una barra de seccién variable doblemente empotrada es una
estructura estaticamente indeterminada y su analisis se puede
llevar a cabo de la siguiente manera:

- se seleccionan como redundantes cualesquiera de las

reacciones desconocidas

~ se libera a la estructura permitiendo los desplazamientos

correspondientes a las redundantes

- la estructura liberada, gque es estaticamente determinada vy

estable, se carga después tanto con las cargas reales como
con las propias redundantes

- los desplazamientos causados por estas dos condiciones de

carga se calculan y combinan luego en una ecuacidn de
compatibilidad de desplazamientos. Esta ecuacion de
compatibilidad expresa una condicién perteneciente a la
deformacién, a saber, que la deformacién correspondiente a
las redundantes es cero

después de sustituir las expresiones de laos desplazamientos
en funcidén de las fuerzas en la ecuacidén de compatibilidad,
podran despejarse las reacciones redundantes

-~ finalmente, las reacciones desconacidas que faltan por

calcular se hallan por estatica.

En el caso de cargas perpendiculares al eje de la barra
(fig 2.14) escagemos comg redundantes a ﬁ; y ﬁb‘ que son los
momentos de empatramiento en los extremos A y B, de esta manera la
estructura liberada sera una barra doblemente apoyada. Para la
abtencion de los giros Poo Y Py €N los extremos A y B de la barra
liberada, debidos a las cargas reales, nos apoyaremos en las
integrales de Mohr (seccidn 2.7). Los elementos mecanicos en la
barra liberada para una condicién de carga general estan
representados por Mo para los momentos flexionantes y V° para las
fuerzas cortantes. En la fig 2.15a se muestran los elementos

mecanicos debido a un momento unitario en direccién de Pop®



fig. 2.14 MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO PARA CARGAS PERPENDICULARES

A UNA BARRA DE SECCION VARIABLE




L L
X
m o= — (@ sxksL)
L
1
v & — M
° L

a} Momento Unitaria en
Direccidn de Pou

v
°

1
o e— "
L

b) Momento Unitario en
Direccidon de Poa

fig 2.15 Obtencidn de los Giros en la Ilsastatica por medio de

Integrales de Mohr.
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Sustituyendo en la ec 2.2 tenemos:

(% M xdx v dx
1 o o

L E1 B A
J o o <

de manera similar para L% (fig 2.15b):

F % M e -1 dx b
o

L ° EI °

V_ dx
o

6 A

LY

esta dltima expresién puede simplificarse y llegar as

Poa = Pop ~ *

-]

2.8

Por otro lado los giras P, Y ®, en los extremos A y B de la
estructura liberada debidos a las redundantes estian dados por:

lLLas ecuaciones de compatibilidad establecen que:
Poa * L °
L
sustituyendo en ellas a pu Yy pb se tiene:
f M o+t H=-9

83 a as b o

fa P+ H o= o

"u =" kus poo - kna pob
"b = kna ﬂon - koc pob
donde L4 L estan dados par las -
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respectivamente. Una vez conocidos ﬁa y ﬁh' las fuerzas cortantes
Vﬂ y Vb sa determinan por equilibrio.

En el caso de cargas axiales sobre la barra doblamente
empatrada (fig 2.164) escogemos como redundante a ﬁu. por la tanto
la estructura liberada es una barra en cantiliver. Las fuerzas
normales en la estructura liberada para una condicién de carga
general estan representadas por Na. Estas fuerzas originan un
dasplazamiento axial en el extremo inicial d'“. En la fig 2.17 se
muestran los elementos mecanicos debidos a una fuerza unitaria en
direccién de dicho desplazamiento axial dkm. Sustituyendo en la
ec 2.3 se obtiene:

a
El desplazamiento dm en el extrema inicial de la isostatica

debido a la redundante esta dado por:

d_=f N .
xa 14 a

La ecuacisén de compatibilidad es:

sustituyendo los valaores dx y dm y daspejando a ﬂu se obtiene:

oa

EA
o

La reaccidn ﬁb se determina por equilibrio.
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16 REACCIONES AXIALES DE EMPOTRAMIENTO PARA CARGAS

AXIALES EN UNA BARRA DE SECCION VARIABLE




a) Fuerza Unitaria en
Direccidn de dmm

tig 2.17 Ohtencidén del Desplazamiento Axial en el Extremn Inicial
de la isostatica por medio de las Integrales de Mohr.



J.~ INTEGRACION NUMERICAR

En el capitulo anteriocr nos encontramos con la necesidad de
resolver integrales definidas, dichas integrales sont
L L L

- du dx dx x dx
J v o | *
o EA ] G Ac o EI o g1

3.1
JF %% dx ' No dx 2 Vo dx Y Mo dx
Sl -
o EI ) E ] G Ac o E X
gue se pueden resumir en:
b
I fexy ax 3.2
<

La evaluacion de este tipo de integrales par métodos exactos es en
ocaslones muy laboriosa o imposible y se hacen necesarias, por lo
tanto, otros métodos de solucidn. Una alternativa evidente es el
encontrar una funcidn gix) que sea al mismo tiempo una
aproximacidn adecuada de fix) y simple de integrar analiticamente.
En este caso la ec 3.2 puede aproximarse por:

b
j; g ) dx

Los textas de métodos numéricos abundan en farmulas de
integracién numérica (llamada también cuadratural. Los métodos de
integracién mas corrientemente usados pueden clasificarse en dos
grupos: las fdormulas de Newton—-Cates, que utilizan valores de la
funcidn en puntos base equidistantes; y las formulas de cuadratura
gaussiana, que wutilizan puntas base situados a intervalos
desiquales cuya longitud esti determinada por ciertas propiedades
de los polinomios ortogonales.

Existe otra clasificacien adicional de los métodas de
integracidn numérica, a saber: integracianes abiertas y cerradas.
Las férmulas de integracion cerradas utilizan informacién  sobre
fi{x) en ambos limites de integracion y en puntos intermedioss
mientras que las fdrmulas abiertas nao requieren informacion de

f{x) en los limites de integqracidn, ginn unicamente en puntos



intermedios.

Para simplificar en lo posible la evaluacién de la ec 3.2 sin
restar generalidad al resultado, se transforma el intervalo de
integracién [ a, b J a1l € -1, §1 1, por medio de un adecuado cambio

de variable. Se define la variable z coma:

2x - (a + )

b-a
entonces tenemos:

. 1
J; glx) dx = I G(z) dz
-1
Las férmulas de integracién numérica naormalizadas al intervalo
-1, 1 ] son de la formas

1 n
8(z) dz = Y w 6(z) I -1g z 21 3.3
-t * 3 i
i=0
donde las abscisas z ¥ los pesos u‘ dependen del método de

integracion.

3.1 Newmton-Cotes Cerrado.—

En el método de Newton-Cotes, la aproximacién polindmica esta
dada en forma del esquema de diferencias finitas progresivas de

Newton:
a(a=1) 2

G(z) = G(z_+ a h) + a AG(z ) + A"G(z ) +

° o 21 o
ala-1)) (a~-2)

A%6(z ) + tenen

31 °

al{a-1)la=-2) s a=-n+ 1
cereaes + a6z ) .

n !
En esta ecuacidn z, corresponde con el 1limite inferior de la
integracién, o sea -1 para el caso de cuadratura cerrada; h es la
separacién equidistante entre los puntos de evaluaciéng n es igual

al numero de evaluaciones menos uno; A es el operador de
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diferencias progresivas que se define como sigues

AB(z } = 6(z_ + h) - 8{(z)
° ° °

a%Giz ) = A ( aB(z ) )
° o
= A ( B(z + h) — Bz ) )
° o

= AB(z + M) = AG(z))
° °

4%tz ) = A®G(z_ + h) - A%G(z)
o ° o

A"G(z ) = A"T'Glz_ + h) - A"T%Gez )
° ° °

y el valor de a esta dado por:

Bustituyendo a, A"G(ze) y G(z) en la ec 3.3 se obtienen, para
diferentes valores de n, las pesos de las abscisas
carrespandientes. En la tabla Al del apéndice A se muestran dichos
valores para n = 1,...,8.

Como el grado de precisién de las férmulas de Newton-Cotes
aumenta con el numero de puntos, podria pensarse que una férmula
de orden muy alto es mds exacta que otra de orden menor. Sin
embargo, las férmulas de n + 1 puntos base, para valores altos de
n, tienen propiedades que las hacen desaconsejables para su
aplicacidn practica. Las coeficientes tienden a ser grandes y con
signos alternados, lo que puede llevar a importantes errores de
redondeo. Férmulas que utilizan mas de oche puntos no se emplean

casi nunca.

3.2 Integracién Gaussiana.-

La idea principal en que se basa la inteqracidén gaussiana es
que en la seleccién de los puntos de evaluacidn puede ser
ventajoso no especificar que se encuentren igualmente espaciados.
Lo anterior es aplicable en integrales donde intervienen funciones
analiticas conocidas que pueden calcularse para cualquier

argumento y con gran exactitud. En tales casos es util preguntar
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que valores de zy W, sustituidaos en 1la ec 3.3 producirin el
maximo de exactitud. Resulta conveniente discutir la férmula algo
mas general:

1 n
- < <
I_‘ Alz) Glz) dz = Euk Gtz 15 z 21

is0

en la cual A(2) es una funciédn ponderante que se especificarid mas
adelante. Cuando A(z) = 1| tenemos la ecuacidn original 3.3, mis
sencilla.

Una manera de enfacar tales férmulas gaussianas es pedir
exactitud perfecta cuando G(z) es un polinomio de grado 2n + 1 o
menor. Esto proporciona 2n + 2 condiciones para determinar las
2n + 2 incégnitas zZ oy W En efecto se puede demostrar que los
valores de LA encuentran a partir det

1
W, = J- ftz) £ (2} dz 3.4
-1

donde .t,‘(z) es la funcién multiplicadora de Lagrange:

" tz =z

.\ft(z) = I I .
jro (zl - zj)
IS

l.as abscisas ZyreeeaZ SON las raices del polinomio q"(z) de grado
n pertenecienta a una familia Q(z) que cumple con la propiedad de
ortaogonalidad:

1

Jh(z)q(z)q(z)dz=0 m
. n -

2

1
I Az) ta (217 dz =clay @ . -1 5251
-1

Los polinomios qn(z) dependen de &(z), la funcién ponderante, la
cual influencia por consiguiente tanto a los z, como a los w oy
aunque na aparece explicitamente en la férmula gaussiana.



3.3 Féraulas de Gauss—lLegendre.—

Las férmulas de Gauss—Legendre tienen lugar cuando A(z) = 1. En
este caso los polinomios ortogenales son los polinomios de
tegendre:

pn(z) = (z' - 1)

con po(z) = 1. Las raices de estos polinomios se sustituyen en 1la
ec 3.4 para encontrar los pesos coarrespondientes. Estos valores se
presentan en la tabla AZ del apéndice A.

3.4 Féraulas de Gauss—Chebyshev.—

La funcién ponderante es:

Alz) =

1 - 2
Los polinomios ortogonales corresponden con los polinomios de
Chebyshev:
T"(z) = cos{n ang cas 2z)

Las n + 1 raices del polinomioc de Chebyshev de grado n + 1 son:

(2L + 1) n
:L=cos——~—_ N L= Bylye0e4n
(Z2n + 2)

Los pesos W en este caso son constantes para cada n, y su valor

est

Estos valores se encuentran listados en la tabla A3 del apéndice A.

3.9 Integracién Compuesta.-

Una forma de reducir el ervor en una férmula de integracién de

arden bajo se logra al subdividir el intervalo de integracidén
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fa y bl en intervalos mas pequefios, y usar ia térmula
separadamente para cada uno de estas. Las férmulas de integracion
rasultantes de subdividir el intervalo y aplicar repetidamente una
formula de oarden bajo se 1llaman férmulas de integracidn
compuestas. Esto equivale a usar varios segmentos linealaes,
parabélicos, etc., conectados. Por ejemplo, si se aplica
repetidamente la férmula de Newton-Cotes para n = | se cbtiene la
regla trapezoidal, para n = 2 la primera regla de Simpson o de
1/3, con n = 3 la segunda regla de Simpson o de los 3/8.

El métodn mas elemental de integracién numérica cae dentro de
la clasificacién de integracién compuesta; se conoce como la regla
del rectangulo y discretiza el irea bajo la curva como una serie
de rectingulos con altura igual a la ordenada de la funcidn en el
punto medio del subintervalo y ancho canstante. Este ancho es
igual a 1a longitud del intervala de integracién entre el numero
de subintervalos.

Aunque cualquier férmula de integracidén puede ser escrita en
forma compuesta, las térmulas cerradas san especialmente
atractivas, debido a que los puntos base en los extremos de cada
subintervalo son a su vez puntos base para los subintervalos
adyacentes; excepto, claro esta, los puntos x = a y ®x = b. De esta
forma, aunque parece en principio que p aplicaciones repetidas de
una férmula de q puntos requeriria pq operaciones de evaluacién,
solamente son necesarias p (g - 1) + 1, lo que representa un
ahorro considerable especialmente si g es pequeRa.

Dado que la mayoria de las fdérmulas gaussianas no tienen puntos
base en los extremos del intervalo de integracidén, normalmente no
se consigue un ahorroc en el numero de veces que se ha de evaluar
la funcién en cada subintervaloj de ahi que no resulte interesante
emplear la integracién compuesta para este tipo de férmulas.

3.6 Analisis Comparativo entre Métodos de Integracion.-

No es posible encontrar un método de integracidn numérica que
aplicado a las funciones que requerimos integrar, proporcione
valores exactos; de ahi la necesidad de realizar un analisis
comparativa para determinar aquél gque nas aproxime mejor al
resul tado can el menar trabajo posible. En la tabla Bl del

apéndice B se presentan los resultados obtenidos de la evaluacion
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de una integral por los métodos previamente discutidos, a saber:
Newton-Cotes, Gauss-Legendre, Gauss-Chebyshev, Newton-Cotes
Compuesto y Regla del Rectangulo. La funcién integrada es x* /1
donde I e@s 1a inercia de la seccien transversal a una distancia x
del extremo inicial. Esta funcidén resulta de la simplificacion de
las ecs 3.1. De esta simplificacidn resultan también otras
funciones, pero x* / 1 es la mas dificil de integrar; esto es,
requiere de un mayor nimero de puntos de evaluacién para obtener
una aproximacisén dada. Por lo tanto, se puede asegurar que ai la
integracidn de * / 1 es exacta para un ndmero cualquiera de
digitos, las integraciones de las demas funciones también lae son,

A partir del andlisis comparativo se establece que el método de
Bauss-Legendre es el mis adecuado para resoclver estas integrales,
ya que para un mismo numero de puntos de evaluacion la
apraximacién que se chtiene es mejor. La convergencia al valor
exacto en presicidn sencilla es de 7 puntos de evaluacidn y en
precisién doble de 14. Ninguno de los demas métodos converge al
valor exacto en precisiéon doble con el numerc de puntos de
#valuacién considerados, que fueron hasta de 41. El1 método de
Newton-Cotes Compuesto es el unico otro que converge al valor
exacto en precisién sencilla, aunque con 17 puntos de evaluacién
para el caso de una aorden de integracién iqual a B.

Cabe hacer notar que el método tradicional de simulacién de
elementos de secciéon variable por medio de dovelas equivale a la
integracién con la regla del rectanqulo, ¥y que por mis que se
divida al elemento en dovelas razonablemente pequelias la
aproximacién que se ohtiene no es adecuada.
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4.- METODOLOBIA DE ANALISIS

La ohtencién de la matriz de rigidez del elemento de seccidn
variable, asi{ como las reacCiones de empotramiento para cargas en
el claro son etapas necesarias en el analisis de una estructura
campuesta par elementos de este tipo.

Las ecuaciones de la matriz de rigidez y las reacciones de
empotramiento para elementos de seccion variable, cbtenidas en el
capitulo 2, son implementadas en un pragrama de andlisis de marcos
planos por el métada de rigideces y son rasusltas con ayuda del
método de integracién numérica de Gauss Legendre que, como se
asienta en el capitulo anterior, es el mas adecuado.

Se desarrollaron dos versicnes diferentes del programa para
estructuras compuestas por elementos de seccidn variable de dos
tipos: elementos rectangulares y vigas tipo I. §8in embargo la
metodologia expuesta es general para otros tipos de secciones
transversales e inclusoc para estructuras mixtas, es decir,
formadas par elementos de diversos tipos. En el caso de seccidn
transversal rectangular, los elementos considerados son como se
muestran en la fig 4.1, y en el caso de vigas ¢tipo I en 1la
fig 4.2. Las distancias Al, A2 y AZ representan los claros
relativos al acartelamiento inicial, seccion constante Yy
acartelamiento final respectivamente; cualesquiera dos o una de
ellas podran valer cera, en cuyo caso el elemento tendras un solo
acartelamienta o seccidn constante, un acartelamiento y seccién
constante, o dos acartelamientos sin seccidén constante.

La wvariacién o acartelamiento puede ser nulo, lineal o
parabélico como se muestra en la fig 4.3. Es factible combinar los
diferentes tipos de acartelamientas tanto en planta como en
elevacién. La continuidad angular en las uniones de los
acartelamientos especialmente del tipa nulo debe de lograrse
constructivamente para ser congruentes con las hipotesis de
disefo.

4.1 Ejes de los Elementos.-

Entre los ingenjeros especialistas en estructuras, no ha podido
unificarse el criterio con respecto a una definicién de los ejes

longitudinales para los elementos de seccidn transversal variable,
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que tome en cuenta las aplicaciones practicas. La Asociacién del
Cemento Portland (Portland Cement Association) y otras recanocidas
autoridades en la materia recamiandan que se tome como eje
longitudinal de un elementa recto de seccién transversal variable,
a la l{nea paralela al borde recto del elementoc y que pase a
través del centro de gravedad de la seccén transversal mas
pequeffa. Esta definicién se adopta en los ejemplos resueltos en el
presente trabajo. §in embargo, otros criterios que consideren ejes

longitudinales rectos también pueden ser empleados.

4.2 Elementos Constitutivos del Marco.-

El anadlisis de la estructura se basa en el emplan de las
propiedades fisicas y elasticas de los elementos individuales. €£1
primer paso de andlisis, por consiguiente, @s la reduccién de la
astructura a sus elementos constitutivos. Se consideran como
longitudes de estas elementos las distancias entre las
intersecciones de los ejes. Las formas de los elementos se definen
extendiendo el acartelamiento hasta las lineas trazadas
narmalmente a los ejes de los elementos a través de los puntos de
interseccidén arriba mencionados. La aplicacién de esta regla se
presenta graficamente en la fig 4.4, donde se muestra la reduccidn
de un pértico de dos aguas a sus elementos individuales.

4.3 Sistemas de Referencia.-

Se definen a continuacién dos sistemas de referencia: el
sistema global de coordenadas de la estructura y el sistema local
de coordenadas de cada elemento.

El sistema global de coordenadas X , Y es arbitrario, y lo fija
tanto en posicién como direccidn el analista o wsuario del
programa al definir las coordenadas de los nudos. A este respecto
existe la limitante de que 1os apoyos guiados se definen con
relacién a este sistema de referencia. Esto es, podran existir
apoyos guiados sequn el eje X global o segun el eje Y global
solamente. Generalmente conviene hacer coincidir uno de los ejes
glabales can la direccién de la gravedad, quedando el otro
orientado segun la direccién de fuerzas accidentales, tales como
viento o sismo; de esta manera se facilita la simulacién de

cargas. Los desplazamientos de los nudos obtenidos en el analisis,
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astan dados con respecto al sistema de coordenadas global. De ahi
que, para mayor facilidad, se debers hacer coincidir el sistema de
coordenadas global con la direccién de los desplazamientos que se
deseen conocer.

El sistema local de coordenadas X' , Y’ es particular para cada
elementa. El eje X' tiene origen en el nuda inicial con direccién
y sentido hacia el nudo finaly el eje Y’ es perpendicular al
anterior y con sentido de forma tal que los vectares X xVY y

X’ x Y’ poseen a su vez el mismo sentido.

4.4 Cargas.—

Las tipos de cargas se dividen en dos: cargas en nudas y cargas
en elementos. Las cargas en nudos se alimentan segdn el sistema
global de coordenadas como fuerza en X, fuerza en Y y momento
(fig 4.5). Las cargas en los elementos pueden ser de tres tipas:
fuerza concentrada, fuerza repartida trapecial Yy momento
concentrado; ademas se pueden definir con respecta al sistema
global o al sistema local de coordenadas, tal como se muestra en
la fig 4.6. El signo de la carga definira el sentido de
aplicacién: cuando sea positivo coincidira con el sentido positiva
del eje de referencia y viceversa., En el caso de momentas
aplicados tanto en laos nudos como en los elementas, seran
positivos cuando su sentido coincida con el del vector X x Y.

3.5 Elementos Mecanicos.-—

Como resultado del analisis se obtienen elementos mecanicos en
los extremos de cada elemento. Estaos elementos mecénicos o fuerzas
internas siguen la convencidén de signos establecida par Timoshenko
y que sea ilustra en la fig 4.7.

Para el calculo de los elementos mecanicos a lo largo de un
elemento cualquiera, basta solo con sumar punto a punto el
diagrama de elementos mecanicos de la isostatica (viga simplemente
apoyada para momenta flexionante y viga en cantiliver para fuerzas
cortantes y normales) considerando la misma condicién de carga que
el elemento tiene en el marco, con los elementos mecanicos
hiperestaticos obtenidos del analisis (ver fig 4.B). Es importante
hacer notar que los elementos mecanicos finales en 1los extremos

del elemento cargada, son directamente los elementos mecanicos
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hiperestaticos reportados en el analisis.

4.6 Diagrama de Flujo.-

Se muestra a continuacién el diagrama de flujo descriptiva del

pragramas

-— COMIENZO -

T

/ CARACTERISTICAS GENERALES DE
LA ESTRUCTURAI

# NUDOS, WELEMENTOS, #APOYOS,
ETC.

APQYOD Y TIPO DE APOYOD

GENERACION DEL VECTOR DE
CORRESPONDENCIA ENTRE LOS
DESPLAZAMIENTOS DE LOS NUDOS
Y LOS8 GRADDSE DE LIBERTAD
DE LA ESTRUCTURA

1
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VECTOR DE CORRESPONDENCIA DE
LOS GRADOS DE LIBERTAD

d

1 COORDENADAS DE LOS NUDOS

COORDENADAS DE LOS NUDOS

‘/ CONECTIVIDADES DE LOS§
ELEMENTOS

DETERMINACION DE LA LONGITUD
DE LOS ELEMENTOS

l
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CONECTIVIDADES Y LONGITUDES
DE LO8 ELEMENTOS

1/ CARACTERISTICAS ©DE LOS
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE:
DIMENSIONES DE LAS SECCIONES
TRANSVERSALES INICIAL, CENTRAL
Y FINAL; LONGITUDES DE LOS
ACARTELAMIENTOS; TIPOS DE
VARIACIONT NULA, LINEAL O
PARABOL.ICA.

CARACTERISTICAS DE LOS
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE

MATRIZ DE CONTINUIDAD DE LOS
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE

|
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE

l

ACOPLAMIENTO DE LA MATRIZ DE
RIGIDEZ DE LA EBTRUCTURA

l

4

MATRIZ OE RIGIDEZ DE LA
ESTRUCTURA

CARGAE EN NUDOS Y
ELEMENTOS

REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO
PARA CARGAS EN ELEMENTOS DE
SECCION TRANSVERSAL VARIABLE
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FUERZIAS EFECTIVAS ASOCIADAS
A LOS GRADOS DE LIBERTAD DE
LA ESTRUCTURA

l

FUERZAS EFECTIVAS

BOLUCION AL SISTEMA DE
ECUACIONES PARA OBTENER
DESPLAZAMIENTOS DE (0S8 NUDOS

|

DESPLAZAMIENTOS DE LOS NUDOS

MATRIZ DE CONTINUIDAD DE LOS
ELEMENTOS DE 6ECCION VARIABLE

l

&1




DEFORMACIONES DE LOS ELEMENTOS
DEBIDAS A LAS FUERZIAS
EFECTIVAS

MATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS
ELEMENTOS DE GSECCION VARIABLE

l

ELEMENTDOS MECANICOS DEBIDOS A
1LAS FUERZAS EFECTIVAS EN LOS
ELEMENTOS DE BSECCION VARIABLE

ELEMENTOS MECANICOS TOTALES =
ELEMENTOS HECANICOS DEBIDOS

A FUERZIAS EFECTIVAS +
REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO
DEBIDAS A CARGAS EN LOS
ELEMENTOS
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ELEMENTOS MECANICOS TOTALES

El diagrama de flujo anterior es el mismo utilizado para
analizar estructuras con elementos de seccién constante, excepto:
la lectura y escritura de las caracteristicas de los elementos, el
célculo de la matriz de rigidez de los elementos y la obtencién de
reacciones de empotramiento para cargas en los elementas. La
integracidn numérica se lleva a caho en una subrutina que realiza
simultaneamente todas las integrales con 1la cuadratura de
Bauss-Legendre.
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5.~ ESTUDID COMPARATIVO ENTRE METODDS DE ANALISIS

Se presenta a continuacién una comparacién entre los métodos
comunmente empleados para el analisis de marcos de seccidn
variable y el descrito en el presente trabajo, al cual
denominaremos Método de Integracidn Numérica. Como parte de eata
comparacidén, se analizd un mismo casg por los diferentes métodoas,
a saber:

= Dovelas

-~ Parametros Elasticos

~ Factares de Rigidez y Reaccianes de Empotramiento

- Integracién Numérica

5.1 Descripcidn del Hodelo.-

El ejemplo considerado se muestra en la fig 5.1. Se trata de un
marco rigido, a dos aquas, simétrico, de seccién trangversal
rectangular ¥ con apoyos articulados. Los acartelamientos son

lineales, y el mddulo de elasticidad coansiderado es el del
concreto: 432 000 KSF (2'109,244 Ton/a®) .

5.2 Método de Dovelas.-

El métodn de dovelas consiste en discretizar las secciones
variables mediante pequefius elementos de seccidn constante vy
analizarlo con ayuda de un programa de marcos planos de seccidn
constante. En nuestro caso se dividio cada uno de los
acartelamientos en cuatra barras de seccién constante, resultando
27 nudas y 26 elementos (ver fig 5.2). Para cada nudao existe la
necesidad de calcular sus coordenadas con respecto a un sistema

global previamente definidoy estos valores son:

COORDENADAS DE L0OS NUDOS:

NUDO X Y
1 ] o
2 D] S
3 D] 190
4 o 15
5 Q 20
&6 2.25 21
7 4.3 2
8 &.75 23
9 2 24
10 27 32

)
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La discretizacién de elementos se presenta a continuacidn:

ELEMENTO

DONCNDWN~

Para cada elemento se calculan las propiedades mecanicas de

seccion media,

11 29.25
12 31.5
13 33.75
14 36

15 38.25
16 40.5
17 42.75
18 45

19 &3

20 &5.25
21 67.5
22 69.75
23 72

24 72
25 72
26 72
27 72

CONECTIVIDADES D& LOS ELEMENTOS:

N. INIC1AL N.FINAL
1 2
2 3
3 4
4 S
L) &
b 7
7 a
] 9
9 19
10 11
11 12
12 13
13 14
14 15
15 146
t4 17
17 i8
i8 19
19 20
20 21
21 22
22 23
22 24
24 25
25 26
26 27

que se consideran constantes a lo largeo de todo

&7

LONG.

[(RERERI]

2.442215
2.462215
2.452215
2,462215
19.469771
2,442215
2.462215
2.462215
2.462215
2.442215
2.442215
2.462215
2.442215
19.469771
2.4462215
2.462215
2,442215
2.462215

wouu

la

el



alemento, estos valores sont

CARACTERISTICAS DE t.0OS ELEMENTOS:

ELEMENTO MOM. INERCIA AREA FACTOR DE CORTANTE
1 1.898438 4.5 -]
2 3. 466146 5.5 -]
3 5.721354 6.9 %]
q 8. 789064 7.5 ]
S5 8.7890464 7.9 o
& 5. 721354 6.3 (%]
7 3.464144 S.9 ]
] 1.898438 4.5 ]
9 1.333333 4 ©
19 1.898438 4.5 ]
11 3.464144 8.5 o
12 §5.721354 6.5 (-]
13 8.789064 7.5 [
14 8.7890464 7.5 ]
15 5.721354 6.5 ]
16 3.466146 5.5 (-]
17 1.898438 4.5 o
18 1.333333 4 o
19 1.898438 4.5 ]
20 3.466146 5.5 (4
21 S5.721354 6.5 o
22 8.789064 7.5 "]
23 8.789064 7.5 L]
24 9.721354 6.5 Q
25 T.4b646144 5.5 o
26 1.6898438 4.5 "4

€1 factor de cortante se define por medio de la ecuacidni

c=6 (1 +0v)
A L?
dande v es la relacién de Poisson del material, A= el Area de
cartante de la seccidn, 1 21 mamento de inercia y L 1la langitud
del elemento. Este factor sirve para tomar en cuenta las
deformaciones por cortante de elementaos de seccién constante. En
nuestro caso se desprecian dichas defarmaciones ya que la relacidn
peralte/longitud es pequefia, de ahi que el factor de cortante se
tome igual a cera.
Las cargas repartidas en elementos de seccidn variable deben
corresponder con las dovelas, por lo que se dividiran en tantas
rargas como dovelas existan. En el caso de cargas concentradas,

astas se deberan localizar en el elemento discretizado
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correspondiente. Las cargas consideradas son:

CARGAS REPARTIDAS EN ELEMENTOS:

A B c D E F ] H
1 GLOB UNIF Y 5 -0.9 -0.5 -] 2.5
2 GLDB UNIF A 4 L) ~0.9 ~0.5 (] 2.5
3 GLOB UNIF Y 7 -0.5 ~-0.5 o 2.5
4 GLOB UNIF A4 -] -8.5 ~-0.5 ] 2.5
S GLOB UNIF Y ? -0.5 -0.5 o 20
4 GLOB UNIF Y 1o -0.5 -0.5 o 2.5
7 GLOB UNIF Y 11 -0.5 -0.3 ] 2.5
a8 GLOB UNIF Y 12 -8.5 -9.5 5] 2.5
9 GLOB UNIF Y 13 -8.5 -0.5 [>] 2.5

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS:

A B c b 1 J

10 GLOB CONC A ? -10 16.41476
CARGAS CONCENTRADAS EN NUDQOS:

A :] K L [} N

11 GLOB JOIN 23 19 ] 2]

La convencidn de las literales utilizadas es la siguiente:

A —~Sistema de referencia, MEMB si es local o GLOB si es global

B -Tipa de carga, CONC si es concentrada, UNIF si es repartida
MOMT si es momento

~Direccidn, X o Y (para momentas alimentar 2)

-Elemento Cargado

-Carga unitaria hacia el extremo inicial Wa

-Carga unitaria hacia el extremo final Wb

-Distancia del nudo inicial al comienzo de la carga repartida

-Longitud sobre la que actua la carga repartida

~Carga concentrada

L~ I 6 Tmon

~-Distancia del extremo inicial a la carga concentrada

¥ —-Nudo cargado

&9

o



L ~Fuerza aplicada sobre el nudo en direccidn de X glabal

4 —Fuerza aplicada sobre el nudo en direccién de Y global

N -Momento aplicado sobre el nudo

A continuacién se presentan los resultados del analisist

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS:

NuDO 223

1 o

2 1.21773ZE-02
3 2.876922E-02
4 3.786179E-02
S 5. 1430465E-02
& 5.420509E-02
7 5.701082E-92
8 5.982197E-02
9 &, 257022E~02
10 6.9159T1E-02
11 6. T26512E-02
12 &. S06STSE-0D
13 b.272101E-02
14 «B460T07

15 6,.275296E-02
16 &6.522560E-02
17 b, 771354E-02
i8 7.017911E-22
19 7.821025E-02
20 7.652792E-92
< . 9743498

pades 7. 1BLI2OLE-HT
23 &9 6AZZE-HD
24 G.442033E-02
2! I.797066E-0T
Z4 1.972775E-02
27 54

DYy

3]
~4.794318E~-95
-8.716941E-05
~1.20360BE-04
~1.491247E-048
-6.411979E-03
-1.274728E-02
=1.909764E-02
~. 0253105
-4.9T1744E-02
-3.605807E-02
~3.110943E-02
~2.583431E-02
-2.940157E-92
-1.488303E-02
-9.301937E-H3
~3.46B3IS5TIE-03

1.889218E-03

2. 0184546E-02

1.64265BE-H2

1.1546446E-02

S5.9665I5E-03
-8, 844964E-05
~7.140422E-05
=5.171237E-05
~2.844235E-05

o

PHIL

~2.415681E-03
~2.475934€-03
-2.572559E-03
~2.671036E-03
-2.76078B1E-03
-2.799252€-03
-2.823214E-03
-2.809325E-93
~2.4694743E-03
1.4678599E-03
2.09833I9E-03
2.294576E-03
2.390277E-03
2.435671E-03
2.465212E-03
2.489792E-02
2. 495667E-03
2.443731E-03
=1.269402E-03
-1.98469B5E-93
~2.3596L7E-0T
-2, 60629DE-03
~2.780413E-03
-3.101834E-03
-3.454524E-03
-3.80J827E-03
~R.016412E-03

Los desplazamentos en direccidn de X e Y globales estan dados

pies,

fH1 se expresan en radianes.

congruentemente con los datos

ELEMENTOS MECANLICOS:

ELEMENTO 1

EXTREMD IMICIAL (NUDD # 1)
1.525879E-94 VA= -3.89424

NA= -18.64)731 MA=
EXTREMD FINAL (NUDC # 2)
NE= -18.44031

MB= ~-19.47105
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ELEMENTO 2

EXTREMO INICIAL (NUDO # 2)
NA= -18, 64031 MA= -19.47084
EXTREMO FINAL (NUDO & )

NB= -1B.64031 MB= -38.9413%9

ELEMENTO 3

EXTREMO INICIAL (NUDO & 3)
NA= -18. 54031 MA= -38.94321
EXTREMO FINAL (NUDD # 4)

NB= -18, 64031 Mb= -58.41573

ELEMENTO 4

EXTREMO INICIAL (NUDO # 4)
NA= -18.6403 MA= -58.41734
EXTREMO FINAL (NUDO & S)

NB= -18.4403 MB= ~77.883&7

ELEMENTO S

EXTREMO INICIAL (NUDD # S)
NA= -11.13044 A= -77.88648
EXTREMO FINAL (NUDD # &)

NB= -10.43I044 MB= —41,22366

ELEMENTO &

EXTREMO INMICIAL (NUDD # &)
NA= -19, 63589 MA= -41.22821
EXTREMD FINAL (NUDOD # 7)

NB= -10,13589 MB= -7.3394675

ELEMENTO 7

EXTREMO INICIAL (NUDO # 7)
NA= —160.14752 MA= ~7.331772
EXTREMO FINAL (NUDO # &)

NB= -9.647519 MB= 23.76312

ELEMENTO B

EXTREMO INICIAL (NUDOD # 8)
NA= -9.4450%4 MA= 23.76694
EXTREMO FINAL (NUDO # 9)

NB= ~-7.145056 MB= S52.10267

ELEMENTO 9

EXTREMO INICIAL (NUDO # 9)
NA= -9.142798 MA= 52.10159
EXTREMO FINAL (NUDO & 10)
NB= -1.081013 MB= 149,122

ELEMENTO 1

EXTREMO TWICIAL (NUDD # 100
MA= -1.077224 A= 149.1184
EXTREMD FINAL (NUDD # 11)
Ng= -.5772218 MB= 130.9377

ELEMENTO 11
EXTREMO INICIAL (NUDO # 11)
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va=

VB=

VA:

VA=

vB=

-3.894111

-3.894111

-3.894505

VB= -3.B874505

-3.8932b64

~3.8932646

VA= 15. 45268

VB= 14.32768

VA= 14,.325%4

VB= 13,20094

va= 13,19133

vB=

VA=

ve=

VA=

VB=

VA=

vB=

12.065633

12.07073

10.94573

19. 94849

7.18963

~7.186902

~8.311921



NA= -,582523& MA= 139.0444 VA= -8.319882
EXTREMO FINAL (NUDD # 12)
NB= -~-8.2523I5BE~-02 MB= 198.1741 VB= -9.444882

ELEMENTD 12

EXTREMD INICIAL (NUDO # 12)

NA= ~7,793745E-02 MA= 108.1753 VA= -9.460211
EXTREMO FINAL (NUDD # 13)

NE= 4220625 MB= B3.49722 VB= ~10.58521

ELEMENTD t3

EXTREMO INICIAL (NUDC # 13)

NA= .4007494 MA= 83.52344 VA= —10.6093
EXTREMO FINAL (NUDD # 14)

NB= .9007493 MB= 56.01608 vB= -11.7343

ELEMENTC 14

EXTREMO INICIAL (NUDO # 14)

NA= -8,087798 MA= G4, 05304 VA= -8.52B675
EXTREMD FINAL (NUDO # 1S5)

NB= -8.6087798 MB= 35.053461 Vb= -B8.528675

ELEMENTO 1S

EXTREMO INICIAL (NUDO # 15)

NA= -8.086474 MA= 35,05854 VA= -8.508318
EXTREMO FINAL (NUDO # 16)

NB= ~8,086474 MB= 14.10924 VB= -B8.59B8318

ELEMENTO 1&

EXTREMO INICIAL (NUDOD # 1&)

NA= -8.112961 MA= 14.08407 VA= -8.493B4b&
EXTREMO FINAL (NUDD # 17)

NB= ~-8,112901 MB= ~4.B827446 VB= -8.493864

ELEMENTD 17

EXTRFMOD INICIAL (NUDD # 17)

NA= -8, 100957 MA= -6.832275 VA= -8.50203
EXTREMD FINAL (NUDD # 18)

NB= -8,199957 MB= ~27.76615 VB= -8.50205

ELEMENTO 1B

EXTREMO INICIAL (NUDD # 16)

NA= -8,05788%9 MAs= -27,76523 VA= -8.502334
EXTREMD FINAL (NUDO # 19)

NB= -B.0?788%9 MB= -195.2418 VB= -8.502334

ELEMENTO 19

EXTREMO INICIAL (NUDO # 19)

Na= -R3.,1%8704 MA= -195.2781 VA= -8.503B07
EXTREMD FINAL (NUDD # 20)

NB= -8,098704 MB= -216.17463 VB= -8.503809

ELEMENTO 20

EXTREMO IMICIAL (NUDD & 20)

NA= ~B, 190094 MA= -216.175 VA= -8.5n3IB&S
EXTREMO FINAL (MUDO # 21)

NB= -8, 109094 MB= ~-237.1133 Vb= -8.5603845
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ELEMENTO 21

EXTREMO INICIAL (NUDD # 21)

NA= -B.074%06& MA= -237,1193 VA= -8,491247
EXTREMO FINAL (NUDOD & 22)

NB= -8.074906 MB= -258.0266 VB= -8.491247

ELEMENTD 22

EXTREMD INICIAL (NUDD % 22)

NA= -8,092642 MA= -258,017S5 VA= -8,510874
EXTREMO FINAL (NUDO # 23)

NB= -8.092662 MB= -278.9731 VvB= -8.510874

ELEMENTO 23

EXTREMOD INICIAL (NUDO # 23)

NA= -11.05839 MA= -278,9554 va= 13.95019
EXTREMD FINAL (NUDD & 24)

NB= -11.05837 MB= -20%.2044 VB= 11.95019

ELEMENTO 24

EXTREMD INICIAL (NUDO & 24)

NA= -11.05838 MA= -209,2119 VA= 13.94746
EXTREMO FINAL (NUDO # 25)

NB= ~-11.05818 MB= -139.4744 VB= 13.94744

ELEMENTO 25

EXTREMO INICIAL (NUDOD # 25)

NA= —11.25839 MA= -129,.474 VA= 13.94734
EXTREMO FINAL (NUDO # 26&)

NB= -11.05839 MB= -69.73924 VB= 13.94734

ELEMENTO 26

EXTREMO INICIAL (NUDO & 26)

NA= ~11.0583% MA= -469.73856 VA= 13.94748

EXTREMO FINAL (NUDO # 27)

NB= -11.05839 MB= ~1,525879E~-04 VB= 11.94768
Las unidades de las fuerzas axiales N y de las fuerzas cortantes V
san kilolibras y los momentos M kilolibras—pies.

Con respecto a este método podemos decir que implica un calculo
muy grande de datos innecesarios y que el tiempo de computacién y
almacenamiento de informacidén crecen sustancialmente al aumentar
el numero de dovelas. Lo anterior impone un limite al tamato de la
estructura a analizar, ya sea por tiempo de computacién o por
capacidad de la miquina.

Resulta poco practico hacer modificaciones o analizar
diferentes alternativas, ya que un cambia en 13 geametria puede
significar recalcular todos los valores de nuevo.

La exactitud de los resultados para el ejemplo analizado es

aceptable, ya que las diferencias se deben a la discretizacidn de
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alementos y al redondeo en la solucidén de un sistema de ecuaciones
tan grande. Obviamente, dicha diferencia seria mayor si la

astructura a analizar fuera mas grande.

3.3 Método de Parametros Elasticos.—

Existen soluciones condensadas de analisis estructural basadas
en el concepto de parametros elasticos, formulado por Valerian
Leontovich, que dan la oportunidad de desarrollar mecinicamente el
analisis de estructuras con elementos de seccidn transversal
variable. Este método contempla la utilizacidn de férmulas, tablas
y graficas ~como las presentadas en el libro: Pértices y Arcos.
Soluciones Condensadas para el Analisis Estructural, Ed.
C.E.C.S.A. de Valerian Leontovich~- desarrolladas en forma general
y que san aplicables a estructuras simétricas con elementos rectos
de varias formas y proporciones. Se emplean ademis, expresiones
para abtener los momentos flexionantes y las reacciones en las
apayos producidas por cargas comunes tanto haorizontales coma
verticales.

Las propiedades elisticas de los elementos estan definidas por

tres parametros:

L
12 Io 2
@ = s — (L - x)"dx
L 1
12 Ie 2
a = _— X dx
™oLt 1
o
12 xo
n = - (L - x ) x dx
n Ll ° 1

Estos valores se encuentran graficados para diferentes casos de
vigas de seccié¢n variable. Las graficas estan en funcién de las

constantes geométricas de los elementos, que sons

peralte minimo longitud de la o las cartelas

t = [ petrralte maximo ] iv= longitud del elemento

Las propiedades del Area de momentos de un elemento cargado
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quedan definidas por dos constantes de carga, que son:

12 Io
R = =l T M L=k o
WL I
L
12 I
R = | — mx
WL 1

De la misma manera se conocen los valores numéricos de estas
expresiones, ya sea en tablas o en graficas, para un cierto numero
de cargas.

tos valores numéricos de los parametras elasticos dependen solo
de la forma del elemento, en tantoc que 1los valores de las
constantes de carga dependen de la forma del elemento y de la
carga. Una vez encontrados los valores Auméricos de los
paramentros elasticos y de las constantes de carqga, se pueden
calcular facilmente las magnitudes hiperestaticas de la
estructura, empleando las ecuaciones condensadas de andlisis.

Las notaciones para la estructura de doble vertiente del
ejemplo se muestran en la fig 5.3.

Las constantes geométricas del elemento 1-2 son: v =1 y
t = 9.125; a partir de estos valores se obtiene en la grafica 6
del libro citado el parametro elastica a para el extremo grande de
elementos con una cartela recta:

Q= 9.82

En el caso del elemento 2-3 las constantes ogeométricas son:
v=0.25y t = 0.125; entrando a la grafica 1 del libra citado con
estas valores se obtiene el parametra eldstico a para cualguier
extremo de elementos simétricos con cartelas rectas:

a,= a, = 2.45

Empleando las constantes geométricas del elementa 2-3 en la
grafica 2 de dicho libro, tenemos el parametro elastico 3 para
cualgquier extremo de elementos simétricas con cartelas rectas:

nzs = 1.67

Con estos valores se sustituye para abtener los parametras
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1 1-2 VARIABLE

fig. 5 . 3 NOTACIONES PARA LA ESTRUCTURA DE DOBLE VERTIENTE
METODO DE PARAMETROS ELASTICOS




generales de la estructuras

1
1-2 min q t
= — = 1.97 § y= "= 0.8
I h
z-8 min
Busan+an+2 ri“=8.24
a
. 21
A=e“+wa“+2w(a"+n“)+ = 14.82
B=a"(l+w)+ﬂ“=6.08
ot
21
C=a"+nz.(1+w)+ = 5.87
@
Las cargas se tienen que analigzar por separada, para

posteriormente realizar una superposicidn de elementos mecinicos y
da reacciones (ver fig 5.4).

A).- Carga vertical uniformemente repartida socbre el elemento
inclinado de la izquierda. Carga total W.

En la grafica 11 del libro citado se obtienen las constantes de
carga para eleméntos simétricas con cartelas rectasg carga
uniformemente distribuida. Utilizando las constantes geométricas
del elemento 2-3 se encuentra:

st = an = ©.418

sustituyendo en las ecuaciones condensadas de anilisis se tiene:
< = =
K=R,+R_(1+y) 1.17

WL
H‘ = Hs = ( B+ 2K)=23.43
8 Ah

M, =M = -H h=-88.77

SHM h 1+ ) = 17.48
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fig. 5 . 4 ANALISIS SEPARADOS EN EL METODO DE

PARAMETROS ELASTICOS




ESTA TESIS MO DEBE
SALR DE LA BIBLIOTECA

B).~ Carga vertical P concentrada a 2/3 partes de la longitud del
elemento inclinado a la izquierda.

De la tabla 1 del libro citado se obtiene la constante de carga
para el extremo izquierdo de eleméntos simétricas con cartelas
raectasy carga concentrada. Partiepdo de las constantes geométricas
del elemento 2-3 y de la distancia del extremo izquierdo a la
carga concentrada, que es de 4l./&, tenemost

R = 0.521
za

Este valor no se obtuvo directamente de la tablagy hubao necesidad
de interpolar linealmente para t = 0.125 entre los valores
tabulados adyacentes R = 0.517 con ¢t = 0.1 y R = 0.933 con
t = 0.2,

En la tabla 2 de dicho librn, se encuentra la constante de
carga para el extremo derecho de elementos simétricos con cartelas
rectasy carga concentrada. De manera similar a Rzu se ohtienes

Rsz = B.623
interpolanda para t = 0.125 entre R = 0.6146 con t = 0.1 y
R = 0.444 con t = 9,2,

Sustituyendo en las ecuaciones condensadas de analisis se tienes

K=R_+R 1+ p) = 1.64

28 Bz
P
H = HS = (2Bm+KL) =304
t 44an
M =M =-H h = ~-60.96
2 L) -]
Pm
M, = SH h G+ ) = t18.26
m
V‘ =P (1~ — ) = 6.66
L
Pm
v = = 3.33

C).-~ Carga horizontal concentrada en el nuda 4.

Existe resueltao el caso de carga en el nudo 2 que corresponde
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con la carga antisimétrica, por lo que se tienen que ajustar las
ecuationes condensadas de anilisis reportadas en la obra citada.
Para cargas en nudos no hay necesidad de obtener caonstantes de
carga, directamente sustituimos en las ecuaciones condensadas de

analisist

{Bb+C)»=-3,55
2aAa

H =P +H = 6.44
3 EY

M s-h (P+H ) =-120,92
< 1

P
H--h[—"+H(l+w)]=27.93
] 2 1

-Ph

M =-H h=71.07 § V = = -2,77
2 1 1

L
V =~V = 2.77
s 1

D) .~ Superposicién de elementos mecanicas.

Realizando la suma término a término se tienen las valores
finales tanto de las reacciones como de los momentos en los nudos
2, Ty 4:

H‘ = 3.,9332 HS = 13.9332
Mz = —-78.56643 H' = 55.6828 N‘ = -278.46643
V‘ = 18.6622 V= = 11,0355

Este método tiene la desventaja de que no proporcicna los
desplazamientos de los nudos. Durante su aplicacidén, es imperativo
que el proyectista no se equivoque al seleccionar los valores
numéricos de los pardmetros elasticos y de las constantes de
carga; asi como tampaca al realizar los calculos, que deben
efectuarse algebraicamente. Todas las cantidades se deben incluir
en las ecuaciones con su signo adecuado, para que los resultados
se obténgan mecanicamente, con su  propia magnitud y signo
correcto. Asi por ejemplo, si una carga se aplica en la direccidn
opuesta a la que se muestra en ia figura, debera anteponerse el

signo negativo al valor de la carga empleado en la ecuacién. Los
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diagramas de fuerzas normales y coartantes en cada elemento se
deben encontrar a mano a partir de las reacciones obtenidas del
anAlisis y de las cargas actuantes.

Un cambio en la geometria -redisefio por ejemple- implica volver
a efectuar todas las operaciones de nueva. En ocasiones la
estructuracién se realiza a partir de los casos existentes en los
manuales, por ejemplo una estructura simétrica, y no dependiendo
de conveniencias reales, tales comas mejor comportamienta
estructural, estética o funcionalidad. En otras ocasiones, se
analiza una estructura "éprnximaudnla" a los casas existentes en
los manuales. Esto sin tomar en cuenta los errores de indoles
diversas, muchas veces ajenas al autor, gque se encusntran en las
ecuaciones.

Para estructuras con varios niveles y/o crujtas, asi como para
pérticos no simétricos, no existen soluciones en los manuales. Por
atro lado, los elementas integrantes de la estructura con doble
acartelamiento tambieén deben ser simétricos.

El uso de graficas y tablas limitan la exactitud al nuUmero de
decimales que se pueden leer, ademas de ser una fuente potencial
de errar. E1 calculo de valores intermedios en las tablas por
medio de interpolacion genera inexactitud, alarga el analisis y es
también fuente potencial de errar.

No existen férmulas en los manuales para considerar cargas
axiales, ni trapeciales, ni momentos concentrados. Ademisy, no se
consideran las deformaciones por cortante, que pueden ser
importantes en vigas de gtran peralte y clares cortos.

La ventaja que presenta el método es que no requiere del emplea
de una computadora. Sin embargo, esta ventaja es relativa ya que

el uso de las computadoras es cada dia mas generalizado.

5.4 Método de Factores de Rigidez y Reacciones de Empotramiento.—

El metodo consite en ohtener las rigideces de cada uno de los
elementos de la estructura Y ademas las reacciones de
empotramiento para aquellos elementos con cargas en el clara. Una
vez lagrado lo anterior, se pueden alimentar a un programa de
andlisis de marcos que acepte coma datos las rigideces de los
elementas directamente, o bien emplear algun método manual de

analisis tal como el Cross. La obtencidn de las rigideces de los
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elementos y de las reacciones, se apoya en manuales de constantes
de marcos, como el editado por la Asociacion del Cemento Portland
{PCA)., En esta publicacién se consignan tablas que
proporcionan rigideces angulares y momentos de empotramiento para
diversas cargas perpendiculares al elemento. Estos valores son
suficientes para realizar un analisis de marcos ortogonales sin
defarmacién axial de sus elementos. Sin embargo, el casoc general
considerando defaormaciones axiales requiere el calculo apraximado
tanto de la rigidez axial, como de las reacciones axjales de
empotramiento. La rigidez axial se puede aproximar subdividiendo

los acartelamientos en daovelas y aplicando la férmula:s

L
X e

Para el ejemplo considerado se emplearon cuatro dovelas por
acartelamiento en el calculo de dicha rigidez axial. En el caso de
las reacciones axiales de empotramiento estas se obtienen, de
manera también aproximada, como si se tratara de un elemento de
seccidén constante.

Adicionalmente al coeficiente de rigidez axial, se utilizan
los coeficientes de rigidez angular que definiremos a
continuacidén: se denomina L al momento que hay que aplicar en el
extremo A de una barra para producir en él1 un giro unitario,
mientras aparece en el extremo empotrado B un momento rt Y
viceversa, se denomina e al momento que hay que aplicar en el
extremo B de una barra para producir en é1 un giro unitario,
mientras aparece en el extremo empotrado A un momento r . Lo

ba
anterior se puede expresar en forma matricial como sigues -

"al_ [ e "oe a
" "sa  Teb Yy

Los valores r ' r y r son los denominados
aa

Yab ' Tba b
coeficientes de la matriz de rigideces angulares.

Los valores tabulados en el manual de constantes de marcos de
la Asociacion del Cemento Partland son:

+Factores de Rigidez (kub.ALQ)
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+Factores de Transporte (Cab ‘ch

+Coeficientes de Momentos de Empotramientao para carga
uniformemente repartida a todo 1o largo del elemento
My o M

+Coeficientes de Momentos de Empotramiento para cargas
concentradas a 9.1, 9.3, @.5, 0.7 y 9.9 veces la longitud
del elemento a partir del nudo inicial (Hab, an)

+Coeficientes de Momentos de Empotramiento debidos al peso de

las cartelas (th. an)

Los coeficientes de rigidez angulares se cbtienen a partir de
los factores de rigidez y de transporte de la manera siquiente:
Aub E lc hbu E Ic

—_—— r
aa L bb L

ab ba ba "bb = Cab Taa

El valor de l'= es el momento de inercia de la seccidn con  minimo
peralta.

Los momentos de empaotramiento se obtienen multiplicanda el
coaficiente de momenta por:
ts Ll para carga uniformemente repartida, donde w es ia carga
por unidad de longitud.
2, P L para carga concentrada. P es el valor de la carga.
I W; Lz & ﬁ% L? para el peso de la cartela en el extremo inicial
o final respectivamente. Wa y Wu son los pesos por  unidad de
longitud de dichas cartelas en la seccién con mis peralta.

Las reacciones de cortante debidas a la carga perpendicular al
elemento se encuentran por egquilibrio, una vez determinadas los
momentos de empotramiento.

Las tablas estan en funcidn de las relaciones caracteristicas

de los elementos, que son (ver fig 5.95):

Longitud del Acartelamiento en el Extremo Ihicial

tongitud Total del Elementa

Peralte Extremo Inicial ( h“ ) - Peralte Seccion Cte. ( h: )

Peralte Secién Constante ( h: }

a3



I ANCHO CONSTANTE

LI :p

hc

hb

ha
rb-he
L)

o< bl

ra-hc '

fig. 5. 5 RELACIONES CARACTERISTICAS DE UN ELEMENTO.
METODO DE FACTORES DE RIGIDEZ
Y _REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO




Longitud del Acartelamienta en el Extremo Final

Longitud Total del Elemento

Peralte Extremo Final ( hb ) — Peralte Seccidn Cte. ( hc )

r o=
° Peralte Secidén Constante ( hc )

Estas tablas estan desarrolladas para vigas de seccién rectangular
exclusivamente. En el caso de vigas con acartelamienta VErtical,
@]l ancho permanece constante.

El modelo considerado en el ejemplo se muestra en la fig S.6&.
Para al elemento 1 las relaciones caracteristicas sons a, =
L 3, a, = } 3% ry = 1. Los factores para estas relaciaones estan
dados en el renglén I3 de la tabla 52 del Manual de Constantes

anteriormente mencionado:

Cab Cbu kob kbu

9.834 ?.294 & 86 19. 46
El elemento 4 tiene las mismas relaciones caracteristicasg, solo
que invertidas: a = 1, re = 1, a, = o, ry, = ©; por tanto las
factores san:

Cub cbq Anb &

0.294 ©.834 19.44 6?;6

Como estos elementas na tienen cargas externas aplicadas
directamente sobre ellos, no requerimos aobtener 1los coeficientes
de momentos.

Las relaciones caracteristicas para los elementos 2 y 3 son:
a = 0.25, = 1, a, = 3.25, ry = 1; sin embargo, para valores
de a = 0.25 no existen tablas. Para conocer los factores vy
coeficientes correspandientes podemos interpolar a partir de 1las
tablas de a = 9.1, 0.2, 0,3, 9.4, y 0.5 o bien, como en nuestro
casao, emplear el programa de calculadaora de bolsillo HP-41C para
el calculo de rigideces angulares, factores de transparte vy
momentos de empotramiento en vigas de seccidén varaiable presentado
@n las Memorias del 4° Congreso Nacional de Ingenieria Estructural
de la Sociedad Mexicana de Ingenierifa Estructural desarrcllado en
Ledn, Gto. en 1984. Esta sequnda alternativa proporciona valores
con mayor exactitud y de wuna manera mas rapida. El1 programa
mencionado utiliza inteqracién de Simpson 1/3 y para las

as



fig. 5 . 6 MODELO PARA ANALISIS COMPARATIVO DEL MARCO. METODO DE FACTORES
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relaciones caracteristicas anteriores proporciona una exactitud de
4 digitos con 49 puntos de evaluacién. Los factores de los
elementos 2 y 3 asl obtenidos son:

cub = Cbo A = kbn

ab

Q. 685 9.25
El elemento 2 tiene una carga uniformemente repartida en toda

su longitud, y ademas una carga concentrada a .64 L del npudo

inicial, Los coeficientes de momentos para estas cargas obtenidos

con la ayuda del programa mencionado sont

Carga Uniforme Carga Concentrada b = ©0.46 L
Mao = Mea Moy Moa
o.1017 0.0719 Q. 2059

Las coordenadas de los nudos con respecta al sistema glabal
BsoON3

COORDENADAS DE LOS NUDOS:

NUDO X Y
1 ] o
2 o 20
3 36 3&
4 72 20
g 72 o

Las conectividades y longitudes de las elementaos sont

CONECTIVIDADES DE LOS ELEMENTOS:

ELEMENTO N. INICIAL N. FINAL LONG.
1 1 2 20
2 2 3 37.39542
3 3 4 39,1954
4 4 ] 20

Los coeficientes de rigidez son:

CARACTERISTICAS DE LOS ELEMENTOS:

ELEMENTO rax/E raa/gE rbb/g rab/E
1 . 289344 .457333 1.29733 .381416
2 . 120073 .F13001 313001 «2145486
3 . 120073 «313001 « 313901 .214548
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3

+ 289344 1.29733 «A57333 .381416

Las cargas en los nudos y las reaccicnes de empotramiento se

muestran a continuacidént

A
MEMB
MEMB
MEMB
MEMB
GLOB
GLOB

LB 4 T R 7 B 5

A
7 GLOoB

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS:

B c D 1 J
CONC Y 2 -10.82141 o
CONC Y 2 -14.31&670 39.395429
CONC X 2 -5,231119 o
CONe X 2 —6.830265 39.395429
MOMT z 2 -27.97427 L4
MOMT z 2 146.219 37.3935429

CARGAS CONCENTRADAS EN NUDOS:

B K L M N

JOIN a 10 2] ]

La convencidn de las literales es la misma especificada en 1la

seccién 5.2.

N

G BN~

upa

Los resultados del anaslisis son:

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS:

X A 4 PHL
3] -} ~2,41740BE-03
5. 145266E-02 ~1.493054E-04 -2.798514E-0%
b, 026995E-02 -.0Z02644 2.44493E-03
b. F0LL7BE-OZ -B.828245E-05 —-2.794725E-03
5] ] —-4.002423IE-03

ELEMENTOS MECANICOS:

ELEMENTO 1

EXTREMD INICIAL (NUDD # 1)

NA= -18.64267 MA= 9 VA= -3.931629

EXTREMO FINAL (NUDD # )

NB= -18.6b267 MB= ~78.463258 VB= -2.931629

ELEMENTO 2
EXTREMD INICIAL (NUDO # 2}
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NA= -11.17234 MA= -7B8,463268 VA= 15.45728
EXTREMO FINAL (NUDO & 3)
NB= ,8890452 MB= 55.75447 VvB= —-11.48084

ELEMENTO 3

EXTREMD INICIAL (NUDD # 2)

NA= -8.974055 MA= 55,75453 VA= —B.487428
EXTREMO FINAL (NUDD & &)

NB= -8.674055 MB= ~-278.6113 vB= -8.487428

ELEMENTO 4

EXTREMD INICIAL (NUDO # &)

NA= -11,03501 MA= -278. 6116 VA= 13,93059
EXTREMO FINAL (NUDD # 5)

NB= -11.03501 MB= 8.3923I34E-05 vB= 13,93059

5.5 Hétodo de Integracién Humérica,-

Este método es el desarrcllado en el presente trabajo y no
requiere de calculos previos, excepto la determinacion de
coaordenadas y la forma de los elementos. El1 modelo de la
estructura es igual al mostrado en la fig S.4, por 1o que las
coordenadas, conectividades y longitudes son las mismas que en el
método anterior de Factores de Rigidez., Las formas de los

elementos se toman directamente de la fig 5.1 y sans

CARACTERISTICAS DE LDS ELEMENTOS:

ELEMENTO NUMERD 1

Al= © AZ= 0 A= 29

HA= 2 BA= 2

HL= 4 BL= 2

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMD FINAL LINEAL

ELEMENTO NUMERO 2

Al= 9.848858 AZ= 19.69771 A3= 9,8488568
HO= 4 BO= 2
HA= 2 BA= 2
HL= 4 BL= 2

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL
VARTACION VERTICAL EN EL EXTREMO FINAL LINEAL
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ELEMENTO NUMERO 3

Al= 9,848858 A2= 19.69771 A= 9,.848858
HO= 4 BO= 2
HA= 2 BA= 2
HL= 4 BL= 2

VARIACION VERTICAL. EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL
VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO FINAL LINEAL

ELEMENTO NUMERC 4
Al= 20 A2= 0 A3= ©
HO= 4 BO= 2
HA= 2 BA= 2
VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL
Las cargas se gsimplifican a Cnicamente 3z carga unitarme
vertical en el elemento 2, carga concentrada vertical en el
elemento 2 y carga harizontal en el nudo 4. Estas cargas tienen

los siQuientes valares:
CARGAS REPARTIDAS EN ELEMENTOS:

A B c ] E F G H
1 GLOB UNIF Y 2 -9.5 -0.5 ¢ 39.39543

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS:

A 8 c ] 1 J
2 GLOB CONC Y 2 -10 26.26362

CARGAS CONCENTRADAS EN NUDOS:

A B K t ™ N
3 GLOB JOIN 4 10 -] 9
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Los resultados del analisis song

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS:

NUDO DX Dy

1 ] ]

2 5. 145536E-02 -1.497202E-04
3 6. ©27282E-02 =2.027133E-02
4 &. 907243E-02 ~-B8.853232€-05
1 o ]

ELEMENTOS MECANICOS:

ELEMENTO 1

EXTREMO INICIAL (NUDO # 1)

NA= —18.66245 MA= -1.525879E-95 va= -
EXTREMO FINAL (NUDO # 2)

NB= —-18.66245 MB= -7B.62521 VB= -3.93

ELEMENTO 2

EXTREMO INICIAL (NUDO # 2)

NA= —11.17215 MA= -7B8.42501 VA= 15.45
EXTREMO FINAL (NUDO # 3)

NB= .8892331 MB= 55.746572 VB= -11.480

ELEMENTO 3

EXTREMO INICIAL (NUDO & 3)

NA= -8.97348 MA= 55.74584 va= -8,4877
EXTREMO FINAL. (NUDO # 4)

PHI

-2,417957E-03

—2.758813E-03
2.43491E~-03

~2.794363E-03
-4,003617E-03

3.93126

126

737

75

3t

NB= -8.07348 MB= -278.4&6119 vB= -8.487731

ELEMENTO 4
EXTREMO INICIAL (NUDO # 4)

NA= —11.033545 MA= -278.6118 VA= 13.92059

EXTREMO FINAL (NUDO # S)
NB= —11.0354% MB= -3I.95175BE~05 vB= 1

S.6 Tabla Comparativa,-

Se muestra a continuacién una tabla donde

métados:

1

3.93059

se comparan los



Dovelas Parzmetros Factores Integracicn

Elasticos Numerica
Himero de Hudns 27 s 8 S
Nimero de Elementos 26 4 4 s
Nimero de Cargas 11 3 7 3
Superposicicn de Elementos
Mecanicos para cada Carga No Si No No
Cilcula de Reacciones de
Empotramiento pars cada
Cxgs No No Si No
Orden de 1a Matriz de Pi~
gidez de la Estructura 7 - i it
Tiempo de Computadora tcon & min - 14 seg 26 seg
impresion en pantallad 57 =zeg
Necesidad de usar Compu-
tadora Si No SisHo Si
Facilidad de hacer cam
bias de geomstria o
car gas No No No Si
Mitods de Solucioh de las
Evusciones Simultsreas Gauss— - Gauss- Bauss—
emplesdo erc el ejrapla Craut Crout Crouf.
Posibilidad de incluis
Dot ormaciones pur Cortan~
tr Si No No Si
Seecinn Transversal Cualquiera Rectargular Rectangular Cualquiera



Dovelas Parsmetros Factores Integracicn
Elssticos Numerica
. Constante en Vigas
Ancho de la Seccion Constante en con Peralte Varisble;
Transversal Variable toda la Es- Variable en Vigas con Variable
tructura Peralte Constante
Pérticos Simitricos
Tipo de Estructura Cualquiera Especificos con Me— Cualquiera Cualquiera
didas variables
Rigider Axial de Columnas - - " D.269344 D.28B539 ~
raa= 0.457333 raa= ).457508 =
Rigidez Angular de Colum— rbb= 1.297333 rbb= 1.2967 =
naz: - - rab= O.381416 rat= 0.381683 *
Rigides Rial de Vigas - - D.120073 0.119936 %
raa= N.313001 raa= 0.313003 =
Rigides Angular de Vigas - - rbb= raa rbb= raa "
rab= 0.214546 rab= 0.214545 »
97.97020 Ma= 97.97427 =
Reacciones de Empotra- -146.2247 Mh=-146.2190 =
miento paras la viga = 10.82116 Uy= 10.82141 =
cun carga en el claro —_ - 16.31695 Ub= 16.31670 »
5.353795 Na= $5.251119 =
6.707590 Nb= 6.830265 =
Prraccicn Vertical Fpoyn
uier do 1864031, 18.6622 18.€6267 18.66245
Rizaccidn Horizontal : :
Apayo lzquierde 3.89424 3.9332 3.931625 3.93126

* calculados internamente
en el programa



Dovelas Paranetros Factores Integracion
Elasticos Numerica

Rizaccidn Vertical fipoya
Dexrecho 11.05839 11.0355 11.03501 11.0354%5
Pizzccion Horizontal
Apoyo lerecho 13.947¢8 13.9332 13.93058 13.9305%9
Giro Apoyo lzguierdo -0.002416 - -0.002418 ~0.002418
Giro Apoys Berechn -0.004016 — -0.004003 ~0.0040134

de= 0.037862 0.051453 du= D.051455
Becplazamientns Nudo dy=-0.000120 - 0.000149
Superior lrquierdo ph1=-0.002671 0.002759

d«= 0.060307 = 0.060270 di= 0.060273
Desplacamientos Nudo dyy=-0. 020402 - 0.020264 dy=-0.020271
Central phi= 0.002436 0.002445 phi= 0.002445

di= D.06S164 5.069067 dx= 0.063072
Dezzplazamientns Nudo dy=-0. 000068 — 0.000088 dy=-0. 0000E9
Superior Derecho phi=-0.027804 0.027947 phi=-0.027344
Momento Flexionante del ~77.68640 -76.6643 ~78.63254 -78.62521
Nuclo Superior lequierdo 7 68 o1
Homente Flexionante del S6.01608 55.6838 55.75440 55.76572!
Nilo Superior Central 5304 1 04
Momenta Flexionante del ~278.9731 -278.6643 -278.6113 -278.611%
Nurlo Superior Derecho 554 5 8



6.~ CONCLUSDNES

El andlisis de estructuras formadas por elementos de seccidn
variable, apoyado en los métodas tradicionales, @s un
procedimiento dificil que requiere de mucho trabajo. El uso cada
vez mayar de estructuras de seccidn variable obliga el desarrollo
de métodns de anAlisis mas riapidos y al mismo tiempo exactos que
faciliten la lahor del ingeniera y le permitan concentrarse en
aspectos conceptuales del disefo. E1 método de integracion
numérica desarrollado en este trabajo e implementado en una
computadora personal, permite analizar estructuras de este tipo
grandes y complicadas, debido a la poca cantidad de variables
almacenadas y operaciones aritméticas realizadas. Las variables se
reducen al considerar como un solo @lemento a una barra recta con
dos acartelamientos en sus extremos y seccién constante al centrog
en el caso de las operaciones aritméticas, estas se minimizan vya
que para la solucién de las integrales que se presentan se utiliza
1a cuadratura de Gauss-—Legendre que resultd ser la més rapida en
el estudio camparativa.

Adicionalmente a la metodologla interna, los datos requeridos
son medidas fisicas y no abstractas como en los métodas
tradicionales, par lo que se facilita su utilizacién y se
disminuye la posibilidad de error. De esta manera el empleo del
método propuesto permite realizar un estudio exhaustivo de
diferentes alternativas o de ditferentes estructuras, sin
limjtaciones en cuanto a su forma y en un breve lapso de tiempo.

El método de inteqracién numérica es dinamico ya que se puede
modificar para considerar barras rectas con maAs y diferentes
acartelamientas, otro tipo de secciones transversales o cargas,
puede ser implementado en un analisis tridimensional, se pueden
considerar apayos elasticos o nudos semirigidos, apayas guiados
diagonales a los ejes globales,etc.

Para facilitar aun mis 1la labor del ingeniero, se pueden
incluir en el programa aspectos tales coma: generacién automatica
de carga muerta, diseflo de acuerdo a reglamentos vigentes,
generacién de geometria y combinaciones de carga entre otros.

En el desarrollo teérico expuesto en el capltulo 2 se considera
que el eje longitudinal es centroidal, sin embargo, los ejes
longitudinales que se consideran en la practica no lo son, como se
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indica en la seccién 4.1. Serifa conveniente realizar un estudio de
sengibilidad para ver que tanto influye en el analisis esta
diferencia.

Un aspecto que es importante tener en cuenta es el efecto de
nudo, esta es la presencia de rigidez infinita en el semiancho de
la junta. En el ejemplo considerado los acartelamientos se
prolangan hasta el centro de la junta como se expone en la seccién
4.2, Este es otro punto de estudio en trabajos futuros.
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APENDICE A
ABSCISAS Y PESOS DE CUADRATURAS

En este apéndice se muestran las abscisas L4 los pesos w de
las diferentes cuadraturas consideradas:
=Cuadratura de Newton-Cotes
~Cuadratura de BGauss-lLegendre
—Cuadratura de Gauss-Chebyshev
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NUMERD DE EVALUACIDNES = 2

NUMERO DE EVALUACIONES = 3

= 4y~ 1 = L 3IIIIIIITIIIIIIII
2= ] W= 4
NUMERD DE EVALUACIONES = 4
= +,- 1 W= .25
2 4= ITIIIIIIITITIITI W= 75

NUMERO RDE EVALUACIONES = S

Zm 4y~ 1 W= . 1555555555555556
Im 44y~ .5 = J7t1t1i111111111t
= o W= 12

NUMERQ DE EVALUACIONES = 3

2= +y- L W= .13194444444448444

Iz +,- .6 W=, 5208TITIIIIIIIII

I= +,- .2 W=, 3472222222222222
NUMERD DE EVALUACIONES = 7

= 4+~ 1 W= 9,761904761904762D-02

Ia +,~ L&6LLOLLELLLLAELLL W= .5142857142857142

I3 +,- IITIITIIIIIIIIIT =  46.428571428571429D-02

1= o = 272
NUMERD DE EVALUACIONES = a

Z= 4y~ 1 = JQBLTZIRP42962963

1= +,~ .714285714285714 = . 414004462946296296

I= +,~ ,42857142657142% W=, 153125

= +,~ ,142857142857143% W= ,3459490740740741

NUMERO DE EVALUACIONES = k]

= 4, 1 W= 56.977072312405644D~02
= 4y .75 = .4153I791887102522

I= +,- .§ = ~.0654473721340388

1= 4y~ L2 = .7404585537918871

= L W= -4540

TABLA Al.- CUADRATURA DE NEWTON-COTES.
ARCISAS NORMAL.1ZADAS AL INTERVALO [ -1 , 1 ] Y PES0S CORRESFONDIENTES.
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2=
Z=

2=
=

2=
2=
=

2=

2=

1=
=
2=

+y-
*y-

+y—

1=
1=
1=

1=

4y
o~
+, -
+y-

NUMERO DE
»S77350269189626
NUMERO DE

«774596669241483
[}

NUMERD DE

«B&1136311594053
«3TT7810435B4856

NUMERC DE

- F06179845938664
530469310105687
o

NUMERO DE

«9324469514203152
« 66 1209IB6466265
.230612186083197

NUMERG DE

<F49107912342759
+741531185599394
« 4958451513 77397
9

NUMERO DE

. F6028Y856497536
« 796666477413627
- S2557240991 6329
- 1B343464249565

NUMERO DE

<96BLEORTIEOTEDE
SBIOOTILIN7I26636
LH1327143270059
«3242534237403809
o

EVALUACIONES

EVALUACTONES

EVALUACIONES

EVALUACIONES

EVALUACLIONES

EVALUACIONES

EVALUACTONES

EVALUACIONES

TABLA AZ.- CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDKRE.
ABCISAS NORMALIZADAS AL INTERVALOD

£ -1,1

101

1

n

W=

3

W=
W=

4

W=
W=

5

W

W=

W=

1

«5555555555555546
. 688868888088889

- 347854845137454
«652145154B425446

« 236924BB5056189
«4784286794993446
- 5488B6888888387

«17132449237917
« 360761571048139
« 8671 TFIA57 2691

« 127484966168087

«2797053914689277
. 381830950505119
«4179591836734469

« 101208536290276
+ 222381074453374
< I137064645877687
-ZT626B37823783462

.HB1374388761574
- 18046481604694857
< 26D5610696402955
=312347077040007T
- 3IN23IATIHHON126

1 Y PES0S CORRESPONDIENTES.



Y=

1=

=

2=
7=
=

-

NUMERO DE EVALUACIONES = 1

«F73I9046528517172
»B65056336464608985
« &7740956B299024
«43T3IVSINA129247
. 148874338901631

NUMERO DE EVALUACIONES

«7782286581446057
«B87042599760095
«730152005574049
«519096129206812
« 269543155952345
4]

W= . 0446671344308688
W= .149451349150581
W= . 219086362515982
W= . 269264719309998
W= .295524224714753

11

W=, 05564683467116174
W= . 125580359464905
W=, 184270210927734
W= 23319376459199
W= .262804544510247
W= .272925084777901

NUMERO DE EVALUACIONES = 12

«981560634246719
«F04117256370475
« 76990246741724305
«S587317954286617
+36783149899818

. 12523T408511449

W= .0471753363846512
W= L 106939325995318
W= [ 1600783285433446
W= 203167426723046
W=, 2334925346538355
W= .249147045813403

NUMERO DE EVALUACIONES = 13

«984187054718568
. 217598399222976
+89157899073331

<6A2T4933944034

.4484927510346447
«230458315955135
]

W= ,040484004765316
W= .Q092121499837728
W= 138873510219787
W= . 178145980761944
W= .2078146047534B89
W=, 226283180262897
= J23I2SS1553I230874

NUMERQ DE EVALUACIONES = 14

. 98562838086946B12
. 9204748834663574
«B2720131504697465
. 687292904811685
+515248634358154
+31911236892789

- 10B054948707344

= .035119440331752
W= ,00015808715974
W= . 12151B570687903
W= . 157203167158194
W= 185538397477930

= .2051909443721296
W= .215263853463158

TABLA AZ (CONTINUACION) .- CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE.
ABCISAS NORMAL 1ZADAS AL. INTERVALO

192

-1

1

1 ¥ PESOS CORRESPONDIENTES.



NUMERO DE EVALUACIONES = 15

I= +,~ .987992518020485 W= .O307532419946117
I= +,- .9372733792400706 W= .0703466047388100
Im +,- .B84B206583410427 Ws 107159220467172
I= +,~ .72441773136017 W= 139570677926154
Iz 4y~ .570972172608539 W= . 166269205816994
I= +,~ ,3941513470775463 W= .18461561000015542
I= +,— ,201194093997435 W= .198431485327112
= ] W= .202578241925561

NUMERD DE EVALUACIONES = 16

I= +,— .9B9400934991465 W= .827152459411754
Im +,~ .F44575023073233 W= . 042253523938448
= +,~ ,B65431202307832 W= .0951585116082493
1= +,- ,755404408355003 W= . 1244628971255534
1= +,~ ,617B876244402644 W= . 1495959888146577
Z= +,- ,4580147774657227 =  .1&69156519395003
1= +,— ,28160355077925% W=, 182603415044924
I= +,— .095012599837637 W= .1874504104550468
NUMERO DE EVALUACIONES = 28

I= +,— ,993128599185995 W= .017614007139152
I= +,~ 963971927277914 W=  .040401429800387
T= +,— ,91223442825132 W= ,0626720483T4109
i= +,~ ,B839114971822219 W= .0B3274741574705
I= +,~ .746331996460151 W= ,10193011981724

I= +,—- .&3L053ILBO726515 W= ,118194531961518
I= +,- .510867001950827 W= .131688438449177
1= +,- .37370608871542 W= .142074109318382
I= +,- ,22778585114164645 W= . 1491729B86472404
I= +,~ L074526521133497 W= . 1527533B7130726

NUMERD DE EVALUACIONES = 24

I +,- .9951B7219997021 W= .012341229799987
«974728555971399 W= .028531388428934
-93IB274552002733 W= .04327743I881742
. 886415527004401 W= .0592985849154757
«820001985973903 W= .,07334648141108
«.740124191578554 W= .0B6190161531953
« 6880776519349 74 W= .0976184652104114
.545421471:8884 W= .197444270115966
«433I79IS07626045 W= .115505448053724

= +,-  .315042467946961463 W= 121470472927803

1= +,- .171118847473616 We . 123837456344828

1= +,~ .0&64056892862606 W= 1277TO195T446752

TABLA A2 (CONTINUACION) .~ CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE.
ABCISAS NORMAL.IZADAS AL INTERVALO [ -1 , 1 1 Y PESDS CORRESFONDIENTES,
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TABLA AZ

NUMERD DE EVALUACIONEB

«997263861849482
.985611511545248
- 764762255587506
« 730607593774

«B76321155764052
-BAITL7HLIITIZGT

. 7924483795967942
«73218211874029

«6LINA4266930215
«9B7715757240742
5068970893 2229
<4213512761304635
«331846B602282128
«2392B7342252137
«14447194615827%4
«0483076465687718

NUMERO DE

« F9B2I770971055%
« F907 26218699457
«977259949983744
L2579146819213792
T2B128082784677
« F020708049468074
- B6575950321226

«8244612230823T12
«7783054514026519
+727318255189927
+62719546B4461418

«61255788966798

. 549467125095128
.483I0758014B86179
<A13779204371605
. 341994090855758
< 268152185007254
- 192677580701371
» 116384970675255
«03B77241759469051

EVALUACIONES

32

.00701841000947

= .014274374730906

«028392045309242

= .034273862913021
= .042835898022227

+ 0509980592623 76

= .0584B4093478536

«QLSBR22227746362
.072345794108849
.27819389578707

<OB3I311924226947
. 087652093004404
«071173I878695764
. 093844379080805
«0P563T87200979275
. 9946540088514728

a0

. 004521277090532
«9104982084531153
«014421058381908
. 022245849194167
- 027937066700023
. 013460195282548
«0I8782167974472
. 2438709081854673
. 0486958074635072
. 053227846983937
. 057439769099392
. 051306242492929
«064BVAB13456401
«047912045815234
D70611647391287
«072886582395804
+074723149057968
<976110361990626
077039818144 248
. D77505947978425

(CONTINUACION) .~ CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE.
ABCI3AS IDRMALIZADAS AL INTERVALO

1n4

€ -1

1

1 Y FESQS CORRESPONDIENTES.



i=
1=

2=
=

1=
1=
1=

+y=

+y -
+y=

+y -

+, -
+y-
+y =

4=
+, -
-
+y-

NUMERO DE EVALUACIONES
«707106781184654748
NUMERGQ DE EVALUACIONES

.B&&0254937844387
(-]

NUMERO DE EVALUACIONES

«92IB795325112848
«IB2683432746508799

NUMERO DE EVALUACIONES

«75105651629515%4
- 58776852522924732
o

NUMERO DE EYVALUACIONES

«6539258262890683
«7071067811 1845474
. 2588190451025269

NUMERQ DE EVALUACIONES

«9749279121818236
«76183148244H0298
. 433B837391175582
o

NUMERO DE EVALUACIONES

<HFBO7H526040T22048
«83144946125025453
< 9E557023I0196023
- 1950903I220161284

MUMEROQ DE EVALUACIONES

- ?84B077539122081
« B&ANZ54037844°07
« 64278746076865394
«342020143325646E8
Q

TABLA A3Z.~ CUADRATURA DE GAUSS~CHEBYSHEV.

ABCISAS NORMALIZADAS AL INTERVALO C

-1, 1

195

W= 1.370796324794897
= 3
W= 1.0471975511946598
W= 1.047197551194598
= 4
W=, 78539781433974483
= .7853I981633974483
= 5
W= L 6283185307179586
W= &283185207179506
= .6283185307179586
= &
W= ,523I5987755782788
W= .5235987755782788
W= . 5321I59877559827688
= 7
W= .4487989505128276
= .4487989505120276
W= ,4487989505128276
= .4487989505128274
= 8
W= I926990814987241
W= . 39249908146987241
W= . 3I9269908169B7241
W= .3I924990816987241
= 9
= .349065850I7884659
« 349:46585037688459
» 3499465850T988659
« 3490658507885
W= .34904658503988457

] Y FESOS CORRESPONDIENTES.



=

=
=
2=

2=
=
Z=

7=

2=
1=
1=

1=

1=

2=
1=
z:
2=

=

2=
2=
1;

+, -

=
-
-
4y =
+, -
-

+,-
+ =
+,=
+,-
+y -
L

=
+y=
+y-
-
+y -
+y-
4=

NUMERO DE EVALUACIONES

«9876883405951377
. B91004524188367%
«7071067811865474
«45399049973954469
» 156434445040271

NUMERO DE EVALUACIONES

. 7898214418809I27
- FOFHIIPRSIFA5184
« 7557495743542583
- 54944081745355976
»28173325568414299
L

NUMERQ DE EVALUACIONES

-991444856137328104
92387953251 12848
«79TIGTTANTF12IS2
< 60B7614290087207
- 3876834322,650899
- 1305261922200517

NUMEROQ DE EVALUACIDNES

«PP2708874098954
«F3501624266854148
- 82293784587 36564
«6&3T1224582407952
«46472317204376B4&
< 23I93156642875579
9

NUMERQC DE EVALUACIONES

«FIT7IZ2098FTI2E2S
«P4TBEIITOIOBTLTS
-84467241992082847
LTR71067811865476

1119644761038

W= .3141592653589793
W= 31415924653589793
= .31415924653589793
W= .3141592453589793
=  .3141592653589793

= 11

W= .2B55993321445244
W= .2855993321445266
W=, 28559923321445266
W= . 2855793321445264
W= . 2865993321445266
W= L 2855993321445266

= 12

W= ,2617991877991494

= .2417991877991494
W=, 2617993IB77991494
W= .2417993877991494
W= L 2617993877991494
W= .26179938779914%74

= J241640973353041
= 241660977I53I0461
«2416609732530461
«281660973352061
- 241660973353061
« 241660973353061
<241660973I53061

= 14

W= 2243994752554138

= ,2263I994752564136
W=, 224T994752564128
«224T994752564138
«2243994752564138
«2243994752564138
«2243994752564138

TABLA A2 (CONTINJACION) .- CUADRATURA LE GAUSS-CHERYSHEV,
ABCISAS NORMALIIADAS AL INTERVALO C-1,1
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7=
2=
2=
2=
1=
2=
=

7=
2=
2=
1=
7=
2=
2=
2=

TABLA AZ

ABCISAS NURMALIZADAS AL INTERVALO

4y
+y -
+y -
-
=
+y-
-

-
=
+y=
+y
L Bl
+y -
+y-
+y -

+y
+y -
g
*y -
+y -
+y =
+y -
+y-
+y-

NUMERO DE EVALUACIONES

- I945218953602733
< 9510565162951534
- 8649254037844787
«7431448254773943
. SB877852522924732
- 804672664TI0738003
«2079116908177594
L

NUMERO DE EVALUACIONES =

«9951847266721969

. 95469403357320089
-8819212764348355
773I010453362737

- &34393284 16346455

« 4713967 26B259977

- 290284677 2544625
2.801714032956071D-02

= 15

W= . 2094395102393195
W=, 20943951062393195
= . 2094395102393T195
= 2094395102393195
W= .20943I95102393195
=  .2094395102393195
= .209439510239319S
W= .2094395102393195
16
=, 1963495408497T42¢
W= 1963495408493 4621
= . 19634954004935621
W= . 19634954084934621
= L 1967475408493421
W= . 19634954084934621
W= . 1967495408B4974621
W= L 19634954084934621

NUMERQ DE EVALUACIONES = 17

< 9957341762950345
«2618256431728191
«B951632913550427
< 7980172272802395
«B7T69564L6465572
. S264301628773559
«361241656187153
. 1837495178165704
9

NUMERD DE EVALUACIONES

. 7961746380917455
«P65Y2582462890687
«FVLIOT77B70ILLS

. 81915204426889918

- 7971067811865476H
L97T5764767510462

< A226182617406995

« 2386190451 025209
B8.715574274765828D-02

t-1

107

1

= .1B47995678582231

W= .18479956785822314
W= . 1847995678592271
W= . 1847995678582231
= .18479954678582231
W= . 1847995678587221
= ,1847993467858223
W=, 1847995678582231
= . 1B47995478502231
= 18
= .1745329251924129
W= .1745329251994329
W= ,1745329351994329
= 1745329251994 29
W= . 1745329251994329
W= 3z
= L 1745329251994329
W= . 1745309251994329
W= .1745309251994329

(CONTINUACION) . — CUADRATURA DE GAUSS-CHEBYSHEV.
31 Y PESOS CORRESPONDIENTES.



2=
1=
2

=

TABLA AT

4=
+y=
+y-
+y=
-
+y-
4=
+y -
+y-

+y—
+y-
*y =
g
+y-
+y =
4y
-
+y-
+y—

+y=

-
-
-
+y-
+y-
+y-
+,-
+y-

NUMERDO DE EVALUACIONES =

« 796504473006 4498
+ RE94002659T9TI04
«F15773326655057F
- 8371664782625286
«735723910677T1316
«6142127126896679
«4759472I9203T7073h
« 3246994692046836
« 1464594590280734
o

NUMERD DE EVALUACIONES =

- F9L9173ITI7ITIZB

«PI2ILIIOIITET L
« 92287953251 128468
- 8526401643540922
« 7604059656600031

» &£494480483301837
«B2249655647159489
« 3826834323650899
« 233445346TB559955

7.845909572784506D-02

NUMERO DE EVALUACIONES =

«9972037971811801
«9749279121818214
«9I0B73I7426442047
« B&60254037844387
. 78182148244680298
«68V1T727377709194
«S43I2005806T6221
. 4438837391175580
«2947551744109047
1490422661 7461745
©

ABCISAS MIRMALIZADAS AL INTERVALD

108

L -1

1

W=

W=
W=

W=

19

. 1653449817476838
- 14534469817467680830
- 1653469817478838
« 1653449917470838
. 165344698174768738
- 165344698176768838
« 1653449817478838
«16534698174678B838
. 165344698174678828
+16534698176788368

- 157079632467948%6
« 15707943267948%96
- 15707946326794876
« 15707963267748946
« 15707963267946%6
« 15707963247948796
« 1570796126774896
- 15707963267948%96
«1570796326794B76
« 1S70796324794894

« 14959965017079425
« 1495996501707425
« 1495994591709425
. 1495996501709425
« 1495996501 709425
« 1495994501 709425
« 14959%6501799425
« 1495996501 709425
- 1495996501 799425
+ 14959965601 707425
« 1495996501 7093425

(CONT INURCIONY .~ CUADRATURA DE GAUSS~CHEBYSHEV.
1 Y PESOS CORRESPONDIENTES.



APENDICE B
INTEGRACION DE LA FUNCION X* / I

En este apéndice se muestran los resultados obtenidos de la
integracidén de la funcidén x* /1 por cada una de las diferentes
cuadraturas consideradas y para diferentes ntmeros de puntos de
evaluacidn.
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CUADRATURA

NEWTON-COTES

BAUSS-LEGENDRE

GAUSS-CHEBYSHEV

# PUNTOS

ABNCUBUN VDN UDRWN

10

TABLA Bl.~- INTEGRACIGN DE LA FUNCION X~4/1.

VIGA DE

HO= BO=

.25

-]
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL.

HF =

SECCISN RECTANGULAR ACARTELADA.

3

LIM.INF,

11

BF=

= @,

.25
LIM.SUP,

AREA

28444.44444444444
10695. 11111111111
10270.50300915389
10923%.85145135431
10073, 57807100062
10137.31532878992
10135, 27728461313
10132,09752419642

b666.406733015839
10240.56116192746
101264,94659853I8204
10131.524461134445
10131, 79523526627
10131.752186B2642
10131.75439736274
10131.75439493965
10131.75438712498
19131.75438771995
10131.7543876937
10131.75438769327
10131.7543IB7469338
10131.754387469335
10131.75438769338
10131.75438749336
10131.75438769337
10131.754387469328
10131.7543I8769334

15738, 22458540271

12088. 8111879442673
19924.9131728%642
19640, 32971501687
10475, 94323584562
107389, 66548795552
10320, 45433810451
10277.84486515447
10251, 1308082968

19230, 06245939244
10214, 13796980929
19201.80415173099
10192, 05428755317
10184,21211473337-
10177.80944170752
10172,51365155889
10148, 08369990741
10144.33I876464277
10161, 145796736488
10158, 40064039728

LUNG=

*



CUADRATURA # PUNTDS AREA
NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 1 (REGLA DEL TRAPECIO)

28444,4444444444,
3 15132.44444444444
4 12289, 82983529729
5 11332, 46499617794
b 10896, 52005954909
7 104661.48847828995
8 10520, 354623861715
9 10428.9868626421
10 10346.448124146565
11 10321, 76594093179
12 10288, 733627004%6
13 10263. 62541756554
14 10244.094460689933
15 19228, 60327424586
16 10214, 10937042953
17 10205.88448747922
18 19197.41569446322
19 10190,31825686247
20 10184.31252891472
21 190179. 18553996341
22 10174, 77383550756
23 10179. 95927640327
24 10147, 61476903483
25 10164, 68744334549
28 10142.10484824616
27 19157.81441589244
28 10157, 77382578495
2 10155.94801617711
30 10154.307067 24442
31 10152.82703234908
32 10151, 49102992051
33 10150, 2745255577
34 10149, 17077687311
35 19148, 161174464733
36 10147.23608627041
37 19146,38856277855
38 19145, 60010186625
39 10144, 88845325571
40 10144.22345908172
41 10143, 4607721468

TABLA Bl (CONTINUACION) .- INTEGRACION DE LA FUNCION X~4/1.

VIGA DE SECCION RECTANGBULAR ALARTELADA.

HO= .& BO= .29 HE= 2 BF= .25 LONG= 2
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL. LIM.INF. = ©, LIM.SUP. = 2,

1y



CUADRATURA ® PUNTOS AREA

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 2 (REGLA DE SIMPSON 1/3)
3 10695, 11111111111

S 10043, 80518008911
7 10118, 70802595416
9 10127,827484794682
11 10130, 18123471935
13 10131.00439732408
15 10131, 3522861221
17 10131.51969842493
19 10131.46083010937
21 10131, 45073764061
23 10131. 48915886938
25 19131.70838527213
27 10131. 72101889015
29 10131.72959482087
31 10131.73558633692
33 10131.739a709172
35 10131.74300131903
37 10131.74533141717
39 10131.74707470284
10131.74844870287
NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = I (REGLA DE SIMPSON 3/8)
4 10270.5930091539
7 10102, 61898252063
10 10124.02541027869
13 10130, 02047023899
14 19131.05803428708
19 10131.42197918428
2 19131.57603511887
25 10131.65024091341
28 10131, 68953848911
31 10131.711918768861
34 10171.72542035642
37 10131, 73395593018
40 19131, 73956560677
NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 4
S 10003.8514513543L
9 10121,96230511067
12 10131.8241534154
17 19131.7465844600014
21 10131, 75723994869
25 16131.755317892
29 101721.7547508674%5
33 19131.75454908335
37 10131.754464L77207
41 10131.75442952035

TABLA Bl (CONTINUACION) .~ INTEGRACICN DE LA FUNCION X~4/1,

VIGA DE SECCIGN RECTANGULAR ACARTELADA.

HO= .4 BO= .2S HF= .3 BF= ,23 LONG= 2
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL. LIM.INF. = o, LIM.SUP. = 2.
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CUADRATURA # PUNTOS

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = §
&

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = &
.
7

37
NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 7
a8

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 8
9

AREA

10073.57807100042
10131.868448027454
10131.793447839438
10131.76081511998
10131. 75579008549
10131.75491063829
10131. 75459197951
19131. 75347850247

10137.31533878993
10131, 78358226432
10131. 75387407503
19131.754330516884
10131. 75437884513
19131.75438572489

10135, 27728441313
10131, 77168588601
10131.75407270451
10131.75435274347
10131.75438227847

10132.09752419642
10431.75266028697
10131, 75438756857
101731.75438800437
10131.7543877245

TABLA Bl {(CONTINUACION) .- INTEGRACION DE LA FUNCION X~4/1.
VIGA DE SECCION RECTANGULAFR ACARTELADA.

HD= .& BO= .25 HF =
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL.

3

LIM. INF.
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BF=
= o,

25
LIM,.8UP,

LONG= 2
= 2.



CUADRATURA # PUNTOS AREA

REGLA DEL RECTANGULO

1 1820.444444444444
2 7532.485547911437
3 9033. 147121282602
4 9525.508729104262
S 9747.011822294483
& 9846S. 762356841143
7 9936, BS0I09874579
a 9982. 786116314748
9 10014, 168838955573
10 10034, 60513899502
11 10053, 16692380159
12 10045, 749B6912542
13 10075, 53422488556
¢ 14 10083, 29275810837
15 10087,54869429062
16 10074, 666561463418
17 10093, 706654646245
18 10102, 458868469441
19 10105, 46437759709
20 10108.02990337261
21 10110,23733640104
22 19112, 150346122258
23 10112.81910643701
24 ) 10115, 28344667185
. 25 10116.57551147649
26 19117.72125735532
27 10118,741968930246
28 19119, 465525704209
29 10120, 47563501525
30 10121, 21520782971
I 19121.88452564157
32 19122, 49196127696
32 10123,.94499209415
34 191232,54992914904
9 1€124,01219000154
36 169124, 4264528I057
37 10124,82677126884
38 10105, 18667242471
32 10125.51923688318
49 10175,.827146484986

TABLA Bi (CONTINUACICN) .- INTEGRACZICN DE LA FUNCICH X~4/1,

VIGA DE SECCION RECTANGULAR ACARTELADA,

HO= . & BO= .25 HF= .3 BF= .25 LOUNG= 2
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL. LIM.INF. = 0, LIM.SUP. = 2.
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