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1. - INTRDDUCCION 

Las marcos hiperestáticos con elemento• da sección tr•nsversal 

vari•ble, son frecuentemente utilizados •n la construcción 

moderna; debido a ello, se hace necesario poner atención espacial 

a la rapidez y calidad de 9U diseno. Los elementos rigidamente 

conectados forman un marco y su an•liais se basa en el 

comportamiento elástico de la estructura entera. No ea posible 

continuar tolerando en la práctica de la ingenieria los análisis 

simplificados o abreviados, apoy'-ndose en hipótesis de dudosa 

validez. 

El progreso lento qua ha habido en al empleo de estructuras de 

sección variable puede atribuirse en parte a que hasta ahora no ha 

sido posible contar con una metodologia de diseno rápida y 

económica para tales estructuras. 

EMi5ten muchas razones por las cuales sa prefiere el u90 da 

elementos de sección variable sobre aquellos de sección constante 

<ref 1 > i 11 
( 1) ahorro de materiales, que se traduce en estructuras 

mas grandes o mas al tag; (2) mejor comportamiento en la 

transmisión de esfuerzos cortantes, particularmente en los apoyos 

y an las uniones con otros elementos, lo que es de vital 

importancia en dise~o por sismo; y (3) los diagramas de momentos y 

de cortantes pueden ser correspondientes con el egpesor del 

elemento, esto es, una mayor r~igidez y estabilidad lateral". La 

razón de tipo estético, adicionalmente a lag anteriores, en 

ocasiones define la forma de la sección, de acuerdo con el 

proyecto ar•quitectOnico. 

La practica general en el anilisis da marcos planos integrados 

por elementos de sección variable es llevada a cabo de diferentes 

maneras. En algunos casos se procede a discretizar a los elementos 

de sección variable en una serie de elementos de oaección 

constante, como se esquematiza en la fig 1.1. A cada uno de los 

elementos producto de la discretizaciOn se le conoce con el nombre 

de dovelas. Este método converge a la solución correcta a medida 

que el número de dovelas aumenta; sin embargo implica un tiempo de 

computación muy grande, el calculo y almacen.1miento de un gran 

número de valores intermedios innecesarios, ademas de que resulta 

demasiado tedioso y tardado en cuanto a la preparación de datos. 
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Otros métodos contemplan la utilización de orAficas, tablas y 

fórmulas que si bien son obt•nidas de manera •Kacta, na cantian90 

todos las casas posibles da variación, ni proporcionan toda la 

información necesaria para al an•lisis, ad.,..•• d• qua •• ti•n• un 

mayor riesgo de error en el manejo y obt11nci6n da datos. 

El advenimiento del uso generalizada da las ~icroco"Putadoras 

en el anAlisia y diseno da •structuras facilita la COlftP&ración d• 

alternativas y la realización de estudios axhau•tivoa d• una 

manera rápida y sencilla. Adem~s, al ahorrar el trabajo nu•~rico 

al di•eftador le permit• concentrar•e en aspectos conceptual••· Es 

asi que •• han impleflM!ntado en paquetes de an•ltsis, m•todo• 

numéricos qua resuelven ciertas operaciones da manwra cada vez ••• 

&Kpedita, aunque sin eMbargo dichos ••todos no serian los mas 

adecuada• en caso da t•nar que resolver al problema ••nual••nta. 

En el presenta trabajo sa revisa un m•todo de an•liwis para 

~arcos planos de sección variable. Esta basado en el método da las 

fleKtbilidades y su empleo requiere la solución de integral••· El 

problema se resuelve por medio de tnteoración num•rtca. El 

objetivo que se persigue es al da obtener de manera explicita l• 

matriz de rigideces del elemento de sección variable y adam•s, las 

reacciones de empotramiento para diversas condicionas de carga en 

el claro. Una vez logrado lo anterior loa algoritmos aon 

implementados en un programa de analista de marcos planos, basado 

en al método de las rigideces. Finalmente, se llav• a cabo un 

ejemplo de aplicación. 



2.- FUNDAl1ENTACION TEORICA 

2. t Cnergia d• De'fora•ci6n Axial. 

Cuando un elemento diferencial de una barra en tracción •impla 

•e caroa paulatina••nt•, a partir de cera, por una fuerza con 

valor final N, el elemento diferencial de barra •• alarga 

(fiQ 2.1), y &i •l material sigue la ley de Hoake, la orAftca 

deformación total-carga serA una recta como •e muegtra en la 

fig 2.2. 
Durante la carga del elemento diferencial de barra, la fuerza 

desarrolla un trabajo sobre la misma y tal trabaja se transforma 

en enerQia potencial, llamada energia de deformación, qua se 

almacena en el elemento diferencial. Si la magnitud de la fuerza N 

se disminuye lentamente, el elemento diferencial rrcobrar• su 

longitud original. Durante este proceso de descarga la anergia da 

deformación almacenada en el elemento diferencial •• r•cupara an 

forma de trabajo. Asi pues, el elemento diferencial de barra actóa 

como un resorte elAstico que puede almacenar y liberar energia a 

medida que la carga $e aplica o se quita. 

La energia de deformación almacenada durante la carga pueda 

determinarse a partir del diagrama carga-desplazamiento. 

Supongamos que P representa un valor intermedio de la carga y 6 el 

alargamiento correspondiente. Entonces un incremento dP en la 

carga producirá un incremento d6 en el alargamiento. El trabajo 

efectuado por P durante este alargamiento diferencial es P d6, 

correspondiente con el área elemental sombreada de la fig 2.3. 

El trabajo total real izado en el proceso de carga es la suma de 

todas las areas elementales y será igual al área bajo el diagrama 

carga-desplazamiento. Por lo tanto, el trabajo total hecho por la 

carga N, igual a la energía de deformación dU almacenada en el 

elemento diferencial de barra es: 

dU 
fJ. 

fo p d6 r N 6 
--d6 

o fJ. 

N /J. 
2.1 

2 

A es la deformación correspondiente al nivel tle carga N. En la 

deducción de esta fórmula se consideró que el material seguia la 

ley de Hooke, en cuyo caso sabemos que N está relacionado con A 

4 
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por medio de la ecuación• 

N dK 
A= 

E A 

en la que E es el módulo de el•sticidad, A el ar•a de la sección 

transversal y dx es la difar.ncial de la longitud. Sustituyendo 

esta relación en la ec 2.1 podttmos expresar la energia elAstica da 

deformación axial de la diferencial de barra en la forMa 

siguienta:i: 

dU = 
2 E A 

2.2 Energia de De'foraaci6n por Cortante. 

La energia elástica almacenada en un elemento diferencial de 

barra sometido a fuerzas cortantes V <fig 2.4>, puede calcularse 

basándose en el método utilizado en el caso de tracción simple. 

Consideremos un elemento de altura dy a la distancia y~ del eje 

centroidal como se muestra en la fig 2.5. Durante la deformación 

del elemento diferencia! las secciones "ab" y "cd" se •u•ven 

paralelamente y en sentido contrario una di&tancia relativa: 

"A. = r d:.; 

a medida que la diferencial de fuerza cortante crece desde cero 

hasta su valor final1 

dV = T b dy 

En las ecuaciones anteriores y es el ángulo que giran las 

secciones 11 ac•• y "bd 11 con respecto a su posición inicial 

horizontal, T es el esfuerzo cortante que actúa en la sección 

transversal a la distancia y
1

, b es el ancho de la sección en 

mismo punto y dM es la diferencial de longitud. El diagrama de 

carga-desplazamiento (dV vs "A.) es análogo al de la fig 2.2 para 

una barra en tracción. 

El trabajo efectuado por la fuerza V y almacenado en forma de 

energ!a de deformación elAstica en el elemento diferencial es1 

dU=J _:_AdV a 

y 2 
__:__ J r T b dy d• 

2 y 

7 
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Sustituyendo en e9ta expresión la ley de Hooka para esfuerzo 

cortante T = G r en la que G es el módulo de elasticidad al corte, 

se obtiene: 

dU = 
2 

Tz 

I b dy dx 
y G 

Recordando la expresión de les egfuer:r:os tangenciales 

producidos por una fuerza cortante V a una distancia Y, del eje 

centr~aidal z: 

V Q 

T =--
I b 

donde Q es el momento estático del área de la sección transversal 

por arriba de y, e I es el momento de inercia d• la sección. 

Sustituyendo en la eKpresi6n para dU obtenemos• 

1 Vz Qz 
dU = - J ~~~- dy dx 

2 y G 1 2 b 

V1 G e I son constantes para cualquier sección transversal, por la 

tanto la ecuación anterior se puede eKpresar1 

v• 
dU=~J, dy dK 

b 

Si consideramos que: 

¡• 

Q • 

dy 
b 

en donde definimos a Ac como el Area de cortante de la sección 

transver~al, entonces podemos escribir: 

dU = 
2 G Ao: 

que representa la energla elAstica por cortante de la diferencial 

de barra. 

2.3 Ener91a de Defor•ación por Flexión. 

Consideremos una viga sujeta a fuerzas perpendiculares a su eje 



longitudinal. Como consecuencia de dicha& fuerzas la viga se varA 

sujeta a esfuerzos f lexionantes que deforman a la viga según una 

linea curva (fig 2.6). Para cualquier punto de dicha curva sa 

define a ta curvatura 4 como la relación entre la variación del 

angulo 9 con respecto a la longitud de arco s, asto ess 

dE1 
11.• -- • 

ds 

Si tomamos en cuenta que el Angulo 8 que forma la viga deformada 

con respecto a su forma original es muy pequeno, entonces podemos 

usar a dK en lugar de ds1 dK es una diferencial de longttud1 de 

esta manera obtenemos: 

d!l 
A= -- • 2.2 

dK 

Calculemos a continuación ta deformación unitaria aKi&l & por 

efecto de fleKión de una fibra longitudinal a una distancia y
1 

del 

eje neutro Cfig 2.7). La longitud de la fibra deformada ess ... 
a b .. < p + Y, > 0t 

donde p representa el radio de curvatura medio y a el Angulo entre 

la• wecciones transversales que contienen a 11a" por un lado y a 

"b" por el otro. La longitud de esta misma fibra antes de la 

deformación es la misma que la de la fibra que se encuentra en el 

eje neutro. Ahora bien, en el eje neutro no existen alargamientos 

ni acortamientos por efecto de fleKión 1 por lo tanto la distancio'l 

entre "c 11 y "dº se mantiene constante independientemente de la 

curvatura, siendo ... 
a b = c d = c d = p a 

entonces, la deformación unitaria axial 

f'i - a b Y, 
& = 

a b 
p 

Como la curvatura A es igual al inverso del radio de curvatura p 

podemos escribir: 

c=iA.y,. 
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Si utilizamos la expresión qua representa a la ley de Hooker 

u= E e 

donde u representa los esfuerzos aMiales; y al mismo tiempo 

recordamos la fórmula de la escuadria de la que obtenemos los 

esfuerzos axiales producidos por un momento M a una distancia y t 

del aje neutro: 

11 
u= -y 

I < 

podemos obtener una expresión que nos relaciona la curvatura con 

el 11tomento1 

11 
4 = 

E I 

Igualando la expresión anterior con la ec 2.2 obtenemo9; 

11 d• 
de= --- • 

E I 

La energia de deformación almacenada en un elemento diferencial 

de barra debida al trabajo de un momento H, aplicado gradualmente, 

acompaftado de una rotación que crece desde cero hasta d9 est~ dado 

port 

11 d<l 
dU = 

2 

Finalmente podemos escribir la fórmula que permite obtener la 

energia elAstica de deformación por flexión del elemento 

diferencial de barra: 

dU 
2 E I 

2.4 Energia de De~or•aci6n de la Barra. 

La energia de deformación de la barra obtiene sumando las 

contribuciones por fuerza axial, cortante y momentrJ flexionante, 

13 



e integr.i.ndolas a toda la longitud de la barras 

[ 

11
2 

dx [ N
2 

dx [ 
u~ ---+ ---+ 

0
2EI 

0
2EA 

0 

2.5 Energi• y Trabajo Co•ple•en~ario. 

Definamos ahora otro tipo de trabajo para la barra cuya grafica 

deformación total-carga es no lineal (fig 2.8). Este trabajo 

recibe el nombre de trabajo complementario w*, y se define como 

sigues 

p 

w* f
0

1 
6 dP • 

El trabajo complementario estA representado por el ~rea 

comprendida entre la grAftca deformación total-carga y el eje 

vertical (fig 2.8b). No tiene una connotación fisica obvia como el 

trabajo W, pero puede observarse que: 

w + w* ;:I P ó . . 
P• es la carga aplicada y 6l el desplazamiento correspondiente. 

Por tanto, en sentido geométrico, el trabajo w* es el complemento 

del trabajo W porque completa el rect~ngulo mostrado en la 

fig 2.Bb. La energia complementaria u* de la barra igual al 

trabajo complementario de las cargas aplicadas. 

2.6 Segundo Teore•a de Castigl iano. 

Consideremos una estructura con comportamiento no lineal 

los sometida a 

desplazamientos 

n cargas P .t' P
2
,. • •. •, Pn, 

6l,6
2

, ••••• ,6n. El valor 

producen 

representa el 

desplazamiento en el punto de aplicación de la carga Pi., en 

dirección de dicha carga y debido a la totalidad de lñs fuerzas 

(fig 2.9a>. La energia complementaria total se obtiene sumando el 

trabajo complementario efectuado por cada 

(fig 2.9b); 

u* 

de las fuerzas 

Si imaginamos que una carga, digamos P1., sufre un pequef'lo 

incremento dP", mientras que las otras cargas no cambian 

(fig 2.9cl, la energia complementarid se inc:remenf;a.rá _en una 
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p 
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PI+ dPI 
p 

P3 

PI 
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* cantidad pequeHa dU , que estA dada por: 

* 
dU* = _a_u __ dP. 

8 pi. 1,. 

El trabajo complementario adicional debido al incremento de carga 

es el rectAngulo elemental mostrado en la fig 2.9d. De egto se 

deriva otra expresión 

complementaria: 

para el 

dU* = 6i. dPL 

incremento de energia 

Igualando las dos expresiones anteriores se l l119a a lo que se 

conoce como el teorema de Crotti-Engessert 

11 u* 

a Pi. 

En el caso de comportamiento lineal la energia complementaria 

es igual a la energia de deformación <el Are& bajo la curva de la 

fig 2.9b) y el teorema de Crotti-Engesser se transforma en: 

11 u 

Esta ecuación se conoce por segundo teorema de Castigliano y se 

enuncia como sigue: "En una estructura lineal, la derivada parcial 

de la energía de deformac:i6n con respecto a una carga PL e9 ioual 

al desplazamiento correspondiente 6L". 

En el desarrollo presentado se utilizaron las fuerzas y 

desplazamientos en un sentido generalizado. Si la carga es un par 

N, con un desplazamiento correspondiente 8, entonces simplemente 

se sustituyen P y 6 por M y e respectivamente. 

2.7 Integrales de Hohr. 

Es evidente que el segundo teorema de Castigl iano sólo puede 

ut i 1 izarse para hallar desplazamientos que corresponden a cargas 

que actúan sobre la estructura. Si se desea obtener un 

desplazamiento en algún sitio en que no haya ninguna carga, ,;:;e 

.:teberá.. aplicar una carga ficticia sobre la estructura que 

corresponda al desplazamiento deseado. A continuación se procede a 
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calcular el d••plazamienta utilizando el segundo t•orema da 

Casti9liana, r•aultando que el desplaza~iento quedara aKpra~ada en 

función de las cargas reales y la ficticia. Haciendo igual a cero 

la carga ficticia en la eKpresi6n final, se obtiene el 

desplazamiento deseado debido a las cargas reales. 

En el casa de una barra, anteriormente se derivó la •Kpresión 

que no& dA la energia interna de deformación función da los 

elementos mecanices debidos a un uistema de cargas cualquiara1 

u - r M: dK r: N! dK r V! dK 

---+ ---+ 
2 E 1 2 E A 2 G A 

e 

El subindlce "T" ... emplei11 por conveniencia para representar 

aleméntos mecanices totales y la expresión es equivalente a la 

anteriormente desarrollada. Congideremas que en una barra sujeta a 

un sistema de cargas cualquiera se requiere determinar el 

desplazamiento 6~ de un punto donde no esta aplicada ninguna 

fuerza eKterior. Aplicamos una fuerza • en este punto y en la 

dirección que nos interesa. Los elementos mec•nicos seran1 

donde M, V y N son los elementos mecAnicos debidos a las fuerzas 

actuantes y M~, V~ y N~ son los debidos a la carga ficticia •· La 

contr-ibución por efecto de la carga 1 se puede e><presar en función 

de ella misma de la manera siguiente: 

V =-V+vl 
T 

entonces m, v y n son los elementos mecanices debidos a una fuerz~ 

unitaria en la dirección de 1 y en el mismo punto de aplicación. 

Elevando al cuadrado las e1<presiones anteriores tenemos• 

Hz = Mz + 2 Mm t + m 
z 

T 

v• = vz + 2 
T 

V V t + v• 

Nz 
T 

= Nz + 2 N n 1 + n z 

Sustituyendo estas expresiones en la 

deformación, derivando con respecto a ~ 

18 
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teorema d• CastiQliano y ta.ando en cuenta que • vale cera se 

obtiene 1 

" u 6 = 
4' 

o sea 

L 
M m dK 

L N n dK 
L V V dx 

64' ~ L ----+ L ----+ L E I E A G A 
e 

Las integrales asi obtenidas se denominan integrahHi 

2.8 Pri•er Teoreaa de Casti9liano. 

El primer teorema de Castigliano establece que1 

p = 

' 
"u 
"6, 

2.3 

de t1ohr. 

Esta ecuación.expresa que la derivada parcial de la energia de 

deformación con respecto a un desplazamiento 6\. &fil igual a la 

fuerza correspondiente P~. La demostración de efita teorema es 

anAloga a la seguida para obtener el teorema de Crotti-Engasser 

Csecci6n 2.6) excepto que ii& utiliza a la energia de deformación 

en lugar de la energia complementaria y se calibra el incre,.ento 

diferencial de un desplazamiento 6~ en vez del incre.....nto 

diferencial de una fuerza P\.. Puede observarse que el pri11ter 

teorema de Castigliano tiene una aplicación general a estructuras 

lineales y no lineales, a di~erencia del segundo teorema que 

aplica exclusivamente a estructuras lineales. 

2.9 Teore•a de los Reciprocos para l•-s Rigideces. 

Sea una estructur~a lineal sometida a cargas P con sus 

desplazamientos correspondientes 6~· La ene-rgia de deformación 

está. e:<presada por: 

p 6 

u ¿: '' ~ ---
2 

L=t 

como la estructura se comporta lineal.,.nte las cargas me pueden 

1'1 



aHprasar como combinaciones lineales de los desplazamientos, esto 

es1 

p . s 6 + s .. 6 + + s 
•n 

6 

' " ' z n 

P, = s 6 + s .. 6 + + & 
Zn 

6 2.4 .. ' • n 

p = s 
nl 

6 + " 6 + ...... + s 6 
n ' nz • nn n 

donda su' s,
2

, ••••• , snn son coeficientes constantes qu• dependen 

exclusivamente de las propiedades de la estructura. Sustituyendo 

en la expresión para U obtenemosr 

1 
u = - (s 6ª + s 6 

' 
6 . + + s 6 

' 
6 

2 .. ' .. ln n 

+ s 6 6 +Si ó 2 + + & 6 
z 

6 .. z ' zz • Zn n 

an la que se observa que U es una función cuadrática de los 

desplazamientos. 

A continuación vamos a derivar las ecs 2.4 con respecto a cada 

uno de los desplazamientos: 

(J p (J p (J p 

' ' ' s 
" 

s,. . . & 
ln 

(J 6 (J 6 (J 6 . z n 

(J p 
• (J p . (J pz 

s .. s .. . . . .. 
Zn 

(J 6 (J 6 (J 6 . z n 

(J p (J p (J p 
n n n 

s 
nl 

s 
nz . . s 

nn (J 6 (J 6, (J 6 • n 
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Da acuerdo con el primer teorema de Castiglianoz 

p m 

' 
8U 

b 6l 

y sustituyendo en las expresiones anteriores se tienes 

8 2 U .. .. 
8 6' 

' 
8

2
U 

• .. 86 8 6 
t z 

8
2
U 

" nt 86 8 6 
' n 

o seac 

como el orden de 

8 2 U 
s .. 

8 6 8 6 z t 

8 2 U 
s .. 8 6' 

z 

8
2

U . s 
nZ 

8 6. 8 6 
n 

8'u 
s. 

" 8 6) 8 6, 

derivación es indiferente1 

a2 u a•u 

8 6 8 6 8 6 8 6 
J ' ' J 

s 
tn 

" Zn 

s ,, 

8 2U 

Esta eKpresión establece el teorema de los reciprocas para las 

rigideces de una estructura linealmente elAstica. El teorema 

anterior explica la simetria de la matriz de rigideces para este 

tipo de estructuras. 

2.10 Hatriz de Flexibilid<HJ en el ~xtre•o Inicial de una Barra de 

Sección Variable. 

Supongamos una barra recta de sección transversal variable, con 

comportamiento elastico-1 ineal en la que en su e:< tremo inicial A 
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e1<isten tres grados de libertad en el plano <fig 2.10>, a saber1 

dka representa el desplazamiento a:dal, dya el desplazamiento 

perpendicular al eje longitudinal y pa. el giro del extre~o A de la 

barra. Dichos desplazamientos corresponden con 

nodalesr 

las fuerzas 

respectivamente, Fka representa la fuerza aKial, Fya. la fuerza 

cortante y Ma. el momento actuante en dicho extremo A. Debido •1 

comportamiento lineal los desplazamientos se pueden &Kpresar como 

combinaciones lineales de las fuerzas (y viceversa como se 

utilizaron en el desarrollo del teorema de los reciprocas para las 

rigideces>, esto esr 

d xa. == f U F Ka. + f &Z F ya. + f ,. N" 

dY" fu FKo. + fzz Fya. + fZB Na 

po. ::: t 81 FxCl + f
12 

Fyo. + f
81 

N
0 

o bien, eKpresado matricialmenter 

2.5 

El término f~J se conoce como coeficiente de flexibilidad y se 

define como el desplazamiento del grado de libertad i debido a una 

fuerza unitaria correspondiente al grado de libertad J, mientras 

las demá.s fuerzas permanecen nulas. La matriz (fa.) se denomina 

~atriz de flexibilidad en A. 
De acuerdo con la definición de coeficiente de fle:<ibi lidad 
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tenemos1 

r·GD 
1 

r·uª 0 r·G= 
0 

f = d F D 0 f .. = d F = l f • d F = 0 .. ICG. ya. ICG. ya. .. ICQ. ya. 

"G = 
0 11G D 0 

"G • 
l 

r·uª rXG= 0 rXG• 
0 

f a d F a 0 f d F = l f d F D 0 .. ya ya. .. ya. ya. .. ya. ya. 

"G a 

0 Ma = 0 "= = 
1 

r·G= 1 r·Gª 0 IF •Gª 0 f=I" F=0 'f = p F = l f = t' F = 0 
H a ya. 21 a. ya. 11 Q ya. 

tta. = 0 Ma. =z 0 Ma. • l 

< 1 léase "tal que"). Para la obtención de e'iitos coeficientes nos 

apoyaremos en las integrales de Hohr. 

Haciendo tedas las combinaciones de i con j en la fig 2.11 y 

sustituyendo en la ec 2.3 obtenemos1 

f = IL~ 
u o E A 

f .. = 0 

f = 0 .. 
I

L K 1 d:c 

f 21 • o_E_I_ + 

0 

L dK 

L~º 
• d 

E 

fil = 0 

L 

=-L K dK 
2.6 

E 1 

dx 

E 1 

que son los coeficientes de la matriz de 'fleKibilidad en el 

eKtremo A de una barra de sección variable. 

2.11 Hatriz de Rigidez en el Extre•o Inicial de una Barra de 

Sección Variable. 

Las fuerzas en eKtremo A de una barra e:<pr1!sadas en función de 
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Fuerzas Unitaria& Actuantes 

E.M. 

j -

{: 
= 0 

= -1 

= 0 

• 2 

j "3 

® 
------l~ 

( 0 :S )( s L l 

® 
r------t~ 

< 0 :S >< :S L > 

F ICG 0 

F = 0 
ya 

® 
c.------t;s 

M" 

E.M. F: -: ( 0 :S X :S L ) 

Fuerza Unitari• en Dirección 
del Desplazamiento por Obtener 

E.M. 

® 
---->~TiTF-·d-----lj~ 

"" 

{:: -: ( 0 :S K :S L ) 

= 2 

d 
ya 

·® 
"' r------tii 

0 :S >< S L > 

{ 
m= = E.M. • 0 

¡ = 3 ® 
1 GM'-"-"----11 ~ 

< 0 :S >< S L l 

<E.M.: Elementos Mecánicos> 

fio 2.11 Obtención de la Matriz de Flexibilidades en A por medio 

de las integrales de Mohr. 
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lofi desplazamientos que producen están dadas por: 

A l• matriz (ku.] se le denomina matriz de rigidez en el extremo A 

y los coe'ficientes de rigidez k\.J que la integran estAn 

como la fuerza que hay que aplicar en dirección del 

definidos 

grado de 

libertad j para producir un desplazamiento unitario en al grado de 

libert•d i• mientras los dema9 degplazamientos permanecen nulos. 

Comparando la ecuación anterior con la 2.5 se puede ver que: 

esto av, la matriz de rigidez es igual a la inversa de la matriz 

de fle:cibi l idad. Entonces para encontrar la matriz de rigidez en 

el eKtremo A solo tenemos que invertir la matriz de fleKibilidad 

que ya conocemos. Como se puede observar, en la matriz de 

fleKibilidad el coeficiente fu se halla desacoplado de los demás 

por lo que para la inversión dicha matriz se puede subdividir en 

dos de la manera siguiente: 

La inversión de la primera es directa: 

1 

[ 1 .. r = -f-.. 
Para invertir la segunda nos apoyaremos en el método de la adjunta 

el cual establece que la inversa de una matriz CLJ es igual al 

producto de la matri:?. adjunta CLl* por el reciproco del 

determinante ILI. A su vez la matriz adjunta CLJ* es igual la 

matri:?: de cofactores de la transpuesta. Para nuestro caso tenemos 
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que el determinante vales 

DET # f f - t 2 

z.i: H z• 
(notar f H :e f 82), la transpuesta ess 

y la adjuntas 

finalmll!nte la inversa seras 

[ 
f .. DET -f .. DET l -f .. DET f .. DET 

Agrupando a las dos matriceg invertidas obtenemos la matriz de 

rigidez en el extremo inicial de una barra da secci6rt vartable1 

0 0 
f_. 

[ k
4

] = 
f •• t,. 

0 
DET DET 

fza f .. 
0 

DET DET 

2.12 Hatriz de Rigidez Total de una Barra de 5ec~i6n Variable. 

Los extremos de una barra en el plano tienen 6 grados de 
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libertad qua son1 

dxa. y dxb son los desplazamientos axiales, dya. y dyb 

de&plazamientos perpendiculares y pa. y f)b gen los giros 

son 

de 

los 

los 

extremos A y B respectivamente (fig 2.12). 

correspondientes son: 

Las fuerza& nodales 

F "°' y F xb representan las fuerzas axiales, F ya. y F yb las fuerzas 

cortantes y Ma. y Mb los momentos actuantes en los extremos A y B, 

respectivamente. La matriz de rigidez total en el plano de una 

barra de sección variable [k), que relaciona a lae fuerzas con los 

desplazamientos por medio de la ecuación: 

se puede obtener con base en la matriz de rigidez en el extremo 

inicial de la misma barra [1<:
0

] apoytt.ndose en el equilibrio, en el 

teorema de los reciprocos para las rigideces (sección 2.9) y 

teniendo en cuenta la definición de coeficiente de rigidez 

(sección :?.11). 
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Se puede ver que la matriz de rigidez en el &Ktremo inictalc 

[ k" ] = 

es una submatriz de la ~atriz de rigidez total, esto ese 

k,. k .. k to 

[ k"] 
k .. k .. k zo 

[ k ] 

k .. k .. k 
ªº k k .. k 

'" 
k .. k .. k 

•o •• 
k,, k,. k .. k •• k,. k•o 
k k k ... k 

00 
k 
°" 

k 
00 ot 02 

En la fig 2.13 se obtienen los coefic1antes de la ~•triz de 

rigidez total desconocidos en función de los coef icientas de la 

matriz de rigidez en A. Sustituyendo los valores de los 

coaficientes ku a H en las eKpresiones de esta figura y 

simplificando se obtiene: 

1 
-f- 0 .. 

f .. 0 llET 

f .. 
0 - líET 

1 

--~ 0 

f •• 
0 - DET 

f L+f 
0 

.. .. 
DET 

'DET=f f -f
1 

> 
Z2 99 2!1 

0 

f .. 
- DEr 

f .. 
llET 

0 

f .. 
ll"ET 

-f L-f .. .. 
DET 
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1 
--f- 0 0 .. 

1 •• f . . L+f .. 
0 -DE'T DET 

f •• -f .. L-f .. 
0 liET DET 

1 

--r;; 0 0 

f .. -f .. L-f . . 
0 DE'f DET 

-f L-f f +2f L+f 
0 

3!1 Z!I .. • • 
DET DET 

L" •• 



+ -J:: F H • 0 = k
11 

+ k:l.
4 

k,, l:t -k ... 

k ® ® ':l k,., l; .. ~ .. 
~ 

Tk 
zz 

Tk .. 
•r E Fv ª 0 = k .. + k .. 
!;' 

kzs = -k .. 
E M. a 0 = -k .. L + k + k .. 

k ... ~ k L - k zz za 

k 
® ® 

··~ll +-;:/•o I~ 

Tk Tk •• .. 
+r I: F V = 0 = k .. + k .. 
F' 

k •• -k .. 
I: Ma = 0 -k .. L + k •• + k 

k ... = k .. L - k .. 

. .. 

. .. 

k ® ® k 

~ ;¡,•1----1-.. -:¡~f+ ~ 
+ -E FH a 0 a k .. + k •• 

k,, -k .. 
por simetr!a 

k .. m k .. 
k ® 00 k 

~ .. c. ~ !:] ... 
'!' 

Tk •• Tk •• ·r i: F V = 0 m k .. + k • • 

k 

k •• 

... c. 

k L - k sz 59 

por simetria 

a k y k = k .. sa es 

® ® 
k 

~I 

Tk 

0 

... 
-k ... 

l cf-J 
Tk .. . 

dd 

-k L + k + k 
cSZ d!I dd 

k L - k 
d2 dB 

por simetria 

kdZ kZ•I y kd!I = 5t:3d 

fig 2.13 Obtención de la Matriz de Rigidez Total en Func16n de la 

Matriz de Rigidez en A de una Barra de Sección Variable. 
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que e9 la matriz de rigidez total en el plano de una barra de 

sección variable, en función de los coeficientes de flaxibilid•d 

en el extremo inicial dados por las ecs 2.6. 

2.13 Obtención de Reacciones de E•potra•i•nto para Barras de 

Sección Variable. 

Una barra de sección variable doblemente empotrada es una 

estructura estáticamente indeterminada y su an~lisis se puede 

llevar a cabo de la siguiente manaraa 

se seleccionan como redundantes 

reacciones desconocidas 

cualesquiera de laa 

- se libera a la estructura permitiendo los desplazamientos 

correspondientes a las redundantes 

- la estructura liberada, que es estáticamente determinada y 

estable, se carga después tanto con las cargas reales como 

con las propias redundantes 

- los desplazamientos causados por estas dos condiciones de 

carga se calculan y combinan luego en una ecuación de 

compatibilidad de desplazamientos. Esta ecuación de 

compatibilidad expresa una condición perteneciente a la 

deformación, a saber, que la deformación correspondiente a 

las redundantes es cero 

- después de sustituir las expresiones de los desplazamientos 

en función de las fuerzas en la ecuación de compatibilidad, 

podrAn deGpeJarse las reacciones redundantes 

finalmente, las reacciones desconocidas que faltan por 

calcular se hallan por estática. 

En el caso de cargas perpendiculares al eje de la barra 

(fig 2.14> escogemos como redundantes a Ma. y Fíb, que son los 

momentos de empotramiento en los extremos A y B, de esta manera la 

estructw~a 1 iberada sera una barra doblemente apoyada. Para la 

obtención de los giros p
0

a. y p
0

b en los e:ctremos A y B de la barra 

liberada, debidos a las cargas reales, nos apoyaremos en las 

integrales de Hohr <sección 2.7). Los elementos mecAn1cos en la 

barra liberada para una condición de carga general estAn 

l"'epresentados por M
0 

para los momentos fle:cionantes y V
0 

para las 

fue,.zas cortantes. En la fig 2.15a se muestran los elementos 

mecanices debido a un momento unitario en dirección de 
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Sustituyendo en la ec 2.2 t11nemosr 

" __ 1 [ r 11 K dK r V dK ] o o 
+ 

ob L 
E I a A 

e 

2.7 

de manera similar para "ºª (fig 2.15b) 1 

+[ r: 11 (K - L) dK L V 
o 

dK ] o 

"·• . + 

E I a A 
e 

esta Oltima e><presión puede simplificarse y llagar as 

J
L~ 

poa = 9 ob -

0 
E I 

Por otro liado los giros "a. y pb en los eKtr11mos A y B d• la 

estructura liberada debidos a las redundantes estAn dados por: 

"• = f Bd R. + f dd Mb 

Las ecuaciones de compatibilidad establecen que& 

pob + 

"a.= 0 

"• = 0 

sustituyendo en ellas a "ª y pb se tiene: 

despejando a Ñª y Ñb se obtiene finalmente: 

fi - k "·· - k 
Bd "·• a .. 

fib - k,d "·· - k "·• dd 

donde "·• y "·· estAn dados por las 
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r•spectivamenta. Una vez conocidos fí
0 

y Fib, l.as fuerzas cortantes 

V
0 

y Vb sa determinan por equilibrio. 

En al caso de cargas axiales sobre la barra doblemente 

e1tpotrad• (fig 2.16) escogemos como redundante a Ñ
0

, por lo tanto 

la estructura liberada es una barra en cantiliver. Las fuerzas 

norm•les en la estructura liberada para una condición de carga 

oaneral estAn representadas por N
0

• Estas fuerzas originan un 

dasplazaintento axial en el extremo inicial dko<1· En la fig 2.17 se 

muestran los elementos mecAnicos debidos a una fuerza unitaria en 

dirección de dicho desplazamiento axial dk
00

• Sustituyendo en la 

ec 2.3 se obtiene: 

dkOQ 
E A 

El desplazamiento dxG en el extremo inicial de la i&ostática 

debido a la redundante está dado pors 

dHQ=fitÑo. 

La ecuación de compatibilidad ass 

dOMG 
0 

sustt tuyando los valores dxoa y dxa y despajando a Ñ
0 

se obtiene: 

Ñ = k J L 
G U 

o E A 

La reacción Ñb se determina por equilibrio. 
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3.- lNTEGRAClON NUl'tERlCA 

En el capitulo anterior 00$ encontramos con la necesidad de 

resolver integrales definidas, dichas integrales son1 

... dK ... 
d• 

.. 
d• 

.. 
K dK 

L E A L G Ao L E l L E l 

3.1 
... Hz d>< ... 

No d>c 
.. 

Vo dx 
.. 

Ho dx 

L E l L E 1 L G Ac L El 

que se pueden resumir ""' 
b 

s .. f(Jd dK 3.2 

La evaluación de este tipo de integrales por métodos exactos es en 

ocasiones muy laboriosa o imposible y se hacen necesarios, por lo 

tanto, otros métodos de solución. Una alternativa evidente es el 

encontrar una función 9(~) que sea al mismo tiempo una 

aproximación adecuada de f<x> y simple de integrar analiticament::e. 

En este caso la ec 3.2 puede aproximarse peri 

b 

fa. gCi.<) dx 

Los teKtos de métodos numéricos abundan en fórmulas de 

integración numérica Cllam4da también cuadratural. Los métodos de 

intagración más corrientemente usados pueden clasificarse en dos 

grupos: las fórmulas de Newton-Cotes, que utilizan valores de la 

función en puntos ba~e equidistantes; y las fórmulas de cuadratura 

gaussiana, que utilii.an puntos base situados a intervalos 

desiguales cuya longitud ~stá determinada por ciertas propiedades 

de los polinomios ortogondles. 

Existe otra clas1f1caci6n adicional de los métodos de 

integración numérica, a saber: 1ntegrac:1onos ;1biertas y cerradas. 

Las fórmulas de ¡ntegrac. ión cerradas ut í l i =an in formación sobre 

f(>:) en ambos llmltes de integración y puntos intermedios; 

mientras que las fórmulas abiertas no requawen intarmac:1ón de 

f(1d en los 11mite'Si de integración, sino ú.n1camente en puntos 
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intermedios. 

Para simplificar en lo posible la evaluación de la ec 3.2 •in 

restar generalidad al resul~ado, se transforma al intarv&lo de 

integración [ a, b l al e -1, 1 l, por medio de un adecuado c•~bio 

de variable. Se define la variable z como; 

2x - (a + b) 

b - a 

entonces tenemos; 

' J G(z) dz -· 
Las fórmulas de integr•ci6n numérica normalizadas al intervalo 

-1, 1 l son de la formas 

"" ~ w G<z.> 
L. ' ' 

3.3 

donde las abscisas zL y los pesoSi ''\ dependen del método de 

integrac iOn. 

3.1 HeNton-Cotes Cerrado.-

En el método de Newton-Cotes, la aproximación polinómica estA 

dada en forma del esquema de diferencias finitas progresivas de 

Newton: 

a < l ) 

2 ! 

a ( a - 1 2 

3 

" ( 1 J ( " - 2 •••• < a - n + 1) 

n 

En esta ecuación z
0 

corresponde con el limite inferior de la 

integración, o sea -1 para el caso de cuadratura cerrada; h es la 

separación equidistante entre los puntos de evaluación; n es igual 

al número de evaluaciones menos uno; A es el operador de 
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diferencias progresivas que se define coma sigues 

A2 G(z ) ="' tJHz ) 
o o 

="' Glz + h) - G(z
0

> 
o 

• AG<z + hl - l>G<z ) 
o o 

ti.
9

G<z ) = A2 G<z 
o 

+ hl - A
2

G<z
0

) 
o 

y el valor de a esta dada pori 

.. = 

en la ec 3.3 se obtienen, para Sustituyendo a, A"'G<z
0

) y G(z) 

diferentes valores de n, las pesas de 

correspondientes. En la tabla Al del apéndice A se muestran dichos 

valores paran= 1, ••• ,a. 

Como el grado de precisión de las fórmulas de Newton-Cotes 

aumenta con el número de puntos, podria pensarse que una fórmula 

de orden muy alto es más eKacta que otra de orden menor. Sin 

embargo, las fórmulas de n • 1 puntos base, para valores al tos de 

n, tienen propiedades que las hacen desaconsejables para su 

aplicación práctica. Los coeficientes tienden a ser grandes y con 

signos alternados, lo que puede llevar a importantes errores de 

redondeo. Fórmulas que utilizan mis de ocho puntos no se emplean 

casi nunca. 

3.2 Integración Gau.isiana.-

La idea principal en que se basa la integración gaussiana es 

que en la selección de los puntos de evaluación puede ser 

venta Jaso no especificar que se encuentren igualmente espaciados. 

Lo anterior es aplicable en integrales donde intervienen funciones 

anal1ticas conocidas que pueden calcularse para cualquier 

argumento y con gran exactitud. En tales casos es útil preguntar 
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que valore'& de zl~ w" su9tituidos en la ec 3.3 produciri.n el 

maKimo de eKactitud. Resulta conveniente discutir la fórmula algo 

mas general 1 

L: A<z> G<z> dz = Í wf. G<zf.> 

l•O 

-1 s z" ::S 

en la cual ACz) es una función ponderante que se especificar• m•s 

adelante. Cuando h(z) = 1 tenemos la ecuación original 3.3, mAs 

sanci l la. 

Una manera de enfocar tales fórmulas gaussianas as pedir 

eKactitud perfecta cuando GCz> es un polinomio de grado 2n + o 

menor. Esto proporciona 2n + 2 condiciones para determinar la• 

2n + 2 inc6gni tas zi. y wf.. En efecto se puede demostrar que los 

valores de w" se encuentran a partir de& 

• 
'"'" = J lt.Cz> ~" <z> dz -· 

donde ~i.(z) es la función multiplicadora de Lagrange1 

j!"<z> =TT 
j•O 
j;ifi, 

3.4 

Las abscisas z
0

, ••• ,z,, son las ralees del polinomio q,,<z> de grado 

n perteneciente a una familia Q(z) que cumple con la propiedad de 

ortogonalidad: 

1 

L n >' m 

1 

L • -1 :S z :S 1 

Los polinomios qn <z> dependen de t\(z), la función ponderante, la 

cual influencia por consiguiente tanto a. los z" como a los w", 
Bunque no aparece explicitamente en la fórmula gaussiana. 
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3.3 F6raulas de Oauss-Legendre.-

Las fórmulas de Gauss-Legendre tienen luoar cuando A<z> • 1. En 

este caso los polinomios ortogonales son los polinomios da 

Le9endre1 

dzn 

con p
0

(z) = 1. Las raices de estos polinomios se sustituyen en la 

ac 3.4 para encontrar 109 pesos correspondientes. Estos valoras 6& 

presentan en la tabla A2 del apéndice A. 

3.4 Fór•ulas de Gauss-Chebyshev.-

La función ponderante esr 

h(z) = 

I 1 - •• 

Los polinomios ortogonales corresponden con los polinomios de 

Chebyshev: 

Tn<z> = cos(n ang ces z) 

Las n + 1 raíces del polinomio de Chebysh&v de grado n + 1 son: 

(2i.. + U rr 

Zl ""' CDS l = 0, 1, ••• ,n 
C2n + 2) 

Los pesos wt. en este case son constantes para cada n, y 5U valor 

est 

•\ = 
n + 1 

Estos valores se encuentran listados en la tabla A3 del apéndice A. 

3.5 Integración Co•puesta.-

Una forma de reducir el error en una fórmula de integrac16n de 

orden bajo se logra al subdividir el intervalo de integración 
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ta , bl en intervalos más pequeftos, y usar la fórmula 

separadamente para cada uno de estos. Las fórmulas de integración 

resultantes de subdividir el intervalo y aplicar repetidamente una 

fórmula de orden bajo se llaman fórmulas de integración 

compuestas. E5to equivale a u~ar varios segmentos lineal•s, 

parabólicos, etc., conectados. Por ejemplo, si se aplica 

repetidamente la fórmula de Newton-Cotes para n ~ 1 se obti•n• la 

regla trapezoidal, para n = 2 la primera regla de Si~pson o de 

1/3, con n = 3 la segunda regla de Simpson o de los 3/8. 

El método más elemental de integración numérica cae dentro de 

la clasif icaci6n de integración compuesta; se conoce como la regla 

del rect~ngulo y discretiza el area bajo la curva como una ••rie 

de rectángulos con altura igual a la ordenada de la función en el 

punto medio del subintervalo y ancho constante. Este ancho as 

igual a la longitud del intervalo de integración entre el nWnera 

de subintervalos. 

Aunque cualquier fórmula de integración puede ser escrita en 

forma compuesta, las fórmulas cerradas son especialmente 

atractivas, debido a que los puntas base en los eKtremos de cada 

subintervalo son a su vez puntos base para los subintervalos 

adyacentes; excepto, claro esta, los puntos K = a y K = b. De esta 

forma, aunque parece en principia que p aplicaciones repetidas de 

una fórmula de q puntos requerirla pq operaciones de evaluación, 

solamente son necesarias p tq - 1> + 1, lo que representa un 

ahorro considerable especialmente si q es pequeno. 

Dado que la mayoria de las fórmulas gaussianas na tienen puntos 

base en los extremos del intervalo de integración, normalmente no 

se consigue un ahorro en el número de veces que se ha de evaluar 

la función en cada subintervalo; de ahi que no resulte interesante 

emplear la integración compuesta para este tipo de fórmulas. 

3. ó An á.l is i~ Co•parat i l11J entre Métodos de Integración. -

No es pasible encontrar un método de integración numérica que 

aplicado a las funciones que requerimos integrar, proporcione 

valores e:<actos; de ahi la necesidad de real izar un anal is is 

comparativo para determinar aquél que nos aproxime mejor al 

r"esul ta.do can el menor trabajo posible. En la tabla Bl del 

apéndice B se presentan los resultados obtenidos de la evaluación 
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de una integral por los métodos previamente discutidos, a saber• 

Newton-Cotes, Gauss-Legendre, Gau&ii-Chebyshev, Newton-CoteSi 

Compuesto y Regla del RectAngulo. La función integrada es x4 I I 

donde I es la inercia de la sección transversal a una distancia 

del extremo inicial. Esta función resulta de la simplificación de 

las ecs 3.1. De esta simpllficaci6n resultan también otras 

funciones, pero x' I I es la mis dificil de integrar, esto es, 

requiere de un mayor nümero de puntos de evaluación para obtener 

una apro~imación dada. Por lo tanto, se puede asegurar que si la 

integración de x4 I I es eKacta par-a un número cualquiera de 

digitos, las integraciones de las demAs funciones también lo son. 

A partir del anAlisis comparativa se establece que el método de 

Bauss-Legendre es el más adecuado para resolver- estas integrales, 

ya que para un mismo número de puntos de evaluación la 

apro><imación que se obtiene es mejor. La convergencia al valor 

exacto en presición sencilla es de 7 puntos de evaluación y en 

precisión doble de 14. Ninguno de los demAs métodos converge al 

valor exacto en precisión doble con el número de puntos de 

evaluación considerados, que fueron hasta de 41. El método de 

Newton-Cotes Compuesto es el único otr-o que converge al valor 

e><acto en precisión sencilla, aunque con 17 puntos de evaluación 

para el caso de una orden de integración igual a 8. 

Cabe hacer notar que el método tradicional de simulación de 

elementos de sección variable por medio de dovelas equivale la 

integración con la regla del rectángulo, y que por 

divida al elemento en dovelas razonablemente 

aproximación que se obtiene no es adecuada. 
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4. - HETDDDLOl3IA DE ANALISIS 

La obtención de la matriz de rigidez del elemento de sección 

variable, as1 como las reacciones de empotramiento para cargas en 

el claro son etapas necesarias en el analisis de una estructur• 

compuesta por elementos de este tipo. 

Las ecuaciones de la matriz de rigidez y las reacciones da 

empotramiento para elementos de sección variable, obtenidas en el 

capitulo 2, son implementadas en un programa de análisis de marcas 

planos por el método de rigideces y son resueltas con ayuda del 

método de integración numérica de Gauss Legendre que, como se 

asienta en el capitulo anterior, es el mas adecuado. 

Se desarrollaron dos versiones diferentes del programa para 

estructuras compuestas por elementos de sección variable de dos 

tipos: elementos rectAngulares y vigas tipo l. Sin embargo la 

metodologia expuesta es general para otros tipos de secciones 

transversales e incluso para estructuras miKtas, es decir, 

formadas por elementos de diversos tipos. En el caso de sección 

tt~ansversal rectangular, loa elementos considerados son como se 

muestran en la fig 4.1 1 y en el caso de vigas tipo en la 

fig 4.2. Las distancias Al, A2 y A3 representan los claros 

relativos al acartelamiento inicial, sección constante y 

acartelamiento final respectivamente; cualesquiera dos o una de 

ellas podrá.n valet" cero, en cuyo caso el elemento tendrá.r un solo 

acartelamiento o sección constante, un acartelamiento y sección 

constante, o dos acartelamientos sin sección constante. 

La vat"iación o acartelamiento puede ser nulo, 1 ineal o 

parabólico como se muestra en la fig 4.3. Es factible combinar los 

diferentes tipos de acartelamientos tanto en planta como en 

elevación. La continuidad angular las uniones de les 

:1cartelamientos especialmente del tipo nulo debe de lograrse 

constructivamente para ser congruentes con las hipótesis de 

disef"lo. 

4~1 Eje5 de los Ele•entos.-

Entre los ingenieros especialistas en estructuras, no ha podido 

unificarse el criterio con respecto a una definición de los ejes 

longitudinales para los elementos de sección transversal variable, 
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que tome en cuenta las aplicaciones prácticas. La Asociación del 

Cemento Portland <Portland Cement Association> y otras reconocidas 

autoridades en la materia recomiendan que se tome como eje 

longitudinal de un elemento recto de sección transversal variable, 

a la linea paralela al borde recto del elemento y que pase a 

través del centro de gravedad de la seccón transversal mas 

pequeNa. Esta definición se adopta en los ejemplos resueltos en el 

presente trabajo. Sin embargo, otros criterios que consideren ejes 

longitudinales rectos también pueden ser empleados. 

4.2 Eleaentos Constitutivos del Harco.-

El análisis de ta estructura se basa en el empleo da las 

propiedades f1sicas y elásticas de tos elementos individuales. Et 

primer paso de análisis, por consiguiente, es la reducción de la 

estructura a sus elementos constitutivos. Se consideran como 

longitudes de estos elementos las distancias entre las 

intersecciones de los ejes. Las formas de los elementos se definen 

eKtendiendo el a.cartela.miento hasta las lineas trazadas 

normalmente a tos ejes de los elementos a través de los puntos de 

intersección arriba mencionados. La aplicación de esta regla se 

preaenta gráficamente en la fig 4.4, donde se muestra la reducción 

de un pórtico de dos aguas a sus elementos individuales. 

4.3 Sisteaas de Referencia.-

Se definen a continuación dos sistemas de referencia: el 

sistema global de coordenadas de la estructura y el sistema local 

de coordenadas de cada elemento. 

El sistema global de coordenadas X , V es arbitrario, y to fija 

tanto en posición como dirección el analista o usuario del 

programa al definir las coordenadas de los nudos. A este respecto 

existe la limitante de que los apoyos guiados se definen con 

relación a este sistema de referencia. Esto es, podrán existir 

apoyos guiados segün el eje X global según el eje V global 

solamente. Generalmente conviene hacer coincidir uno de los ejes 

globales con la dirección de la gravedad, quedando el otro 

orientado según la dirección de fuer.-:as accid•!nta.les, tales como 

viento o sismo; de esta manera se facilita la simulación de 

cargas. Los desplazamientos de los nudos obtenidos en el anA.l1sis, 
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astan dados con respecto al sistema de coordenadas global. De ahi 

que, para mayor facilidad, se deberá hacer coincidir el si&tema de 

coordenadas global con la dirección de los desplazamientos que se 

deseen conocer. 

El sistema local de coordenadas X' , V' es particular para cada 

elemento. El eje X' tiene origen en el nudo inicial con dirección 

y sentido hacia el nudo final; el eje V' es perpendicular •l 

anterior y con sentido de forma tal que los vectores X x V y 

X' x V' poseen a su vez el mismo sentido. 

4.4 Cargas.-

Los tipos de cargas se dividen en dos: cargas en nudos y cargas 

en elementos. Las cargas en nudos se alimentan ~egún el sistema 

global de coordenadas como fuerza en X, fuerza en V y momento 

(fig 4.5>. Las cargas en los elementos pueden ser de tres tipos: 

fuerza concentrada, fuerza repartida trapecial y momento 

concentrado; ademas se pueden definir con respecto .al sistema 

global o al sistema local de coordenadas, tal como se muestra en 

la fig 4.6. El signo de la carga definirá el sentido de 

aplicaci6ns cuando sea positivo coincidirá con el sentido positivo 

del eje de referencia y viceversa. En el caso de momentos 

aplicados tanto en los nudos como en los elementos, serán 

positivos cuando su sentido coincida con el del vector X ~ V. 

4.5 Ele•entos Hecánicos.-

Como resultado del análisis se obtienen elementos mecánicos en 

los eKtremos de cada elemento. Estos elementos mecánicos o fuerzas 

internas siguen la convención de signos establecida por Timoshenko 

y que se ilustra en la fig 4.7. 

Para el cálculo de los elementos mecAnicos a lo largo de un 

elemento cualquiera, basta solo con sumar punto a punto el 

diac;¡rama de elementos mecánicos de la isostátic:a (viga simplemente 

apoyada para momento fle:<ionante y viga en cantiliver para fuerzas 

cortantes y normales) considerando la misma condición de carga que 

el elemento tiene en el marco, los elementos mecAnicos 

hiperestáticos obtenidos del análisis <ver fig 4.8). Es importante 

hacer notar que los elementos mecánicos finales en los eKtremos 

del elemento cargado, son directamente los elementos mecAnicos 

52 



flg. 4 . 5 CARGAS EN NUDOS 

y 

X' 

a) FUERZA REPARTIDA TRAPECIAL 

SEGUN EL EJE LOCAL Y' 

e) FUERZA REPARTIDA TRAPECIAL 

SEGUN EL EJE GLOBAL Y 

b ) FUERZA REPARTIDA TRAPECIAL 

SEGUN EL EJE LOCAL X' 

y 

X' 

'------'--- X 

d ) FUERZA REPARTIDA TRAPECIAL 

SEGUN EL EJE GLOBAL X 

flg. 4. 6 CARGAS EN ELEMENTOS (HOJA-1) 



y 

~X' 
e) FUERZA CONCENTRADA 

SEGUN EL EJE LOCAL Y' 

g ) FUERZA CONCENTRADA 

SEGUN EL EJE GLOBAL Y 

f ) FUERZA CONCENTRADA 

SEGUN EL EJE LOCAL X' 

y 

~,, 

h ) FUERZA CONCENTRADA 

SEGUN EL EJE GLOBAL X 

1 ) MOMENTO CONCENTRADO 

flg. 4 . 6 CARGAS EN ELEMENTOS (HOJA - 2) 



-0NF 

a) SENTIDO POSITIVO 

__.0NF 

NI~ 

b) SENTIDO NEGATIVO 

flg. 4. 7 CONVENCION DE SIGNOS 

PARA LOS ELEMENTOS MECANICOS 



~ 
NI NF 

0 ~ 
NI NF 

G t= e 
NI ===-i NF 

MA~ vAI m INAI e 1 

+~ + + 
~ 

~ 
r-. ® 1 

¡-e=i 

~VAi © ~ 8 
;e ~v:Ac=J - l_ ___ JNe 

MA,-~~MB 

O) MOMENTO FLEXIONANTE b) FUERZA CORTANTE e) FUERZA NORMAL 

f ig. 4 . 8 ELEMENTOS MECANICOS EN EL INTERIOR DE ELEMENTOS CARGADOS 



hiperestAticos reportados en el anAlisis. 

4.6 Diagraaa de Flujo.-

Se muestra a continuación el diagrama de flujo descriptivo del 

programa1 

e o 11 I E N z o 

T 
CARACTERISTICAS GENERALES DE 

LA ESTRUCTURA1 

• NUDOS, •ELEMENTOS, •APOYOS, 

ETC. 

APOYO Y TIPO DE APOYO 

GENERACION DEL VECTOR DE 

CORRESPONDENCIA ENTRE LOS 

DESPLAZA11IENTOS DE LOS NUDOS 

Y LOS GRADOS OE LIBERTAD 

DE LA ESTRUCTURA 

1 
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VECTOR DE CORRESPONDENCIA DE 

LOS GRADOS DE LIBERTAD 

l 
COORDENADAS DE LOS NUDOS 

COORDENADAS DE LOS NUDOS 

l 
CONECTIVIDADES DE LOS 

ELEl1ENTOS 

DETERMINACION DE LA LONGITUD 

DE LOS ELEMENTOS 
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CONECTIVIDADES V LONGITUDES 
DE LOS ELEl1ENTDS 

l 
CARACTERIBTICAS DE LOS 
E\.EtlENTDS DE SECCION VARIABLE• 
Dil'IENSIONES DE LAS SECCIONES 
TRANSVERSALES INICIAL, CENTRAL 
V FINAL! LONGITUDES DE LOS 
ACARTELAl'IIENTDS1 TIPOS DE 
VARIACION1 NULA, LINEAL O 
PARABOLICA, 

CARACTERISTICAS DE LOS 
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE 

MATRIZ DE CONTINUIDAD DE LOS 
ELEMENTOS DE SECCION VARIABLE 
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11ATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS 
ELEl1ENTOS DE SECCION VARIABLE 

ACOPLAlllENTO DE LA 11ATRIZ DE 
RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA 

11ATRIZ DE RIGIDEZ DE LA 
ESTRUCTURA 

l 
CARGAS EN NUDOS Y 
ELEl1ENTOS 

REACCIONES DE EMPOTRAlllENTO 
PARA CARGAS EN ELEMENTOS DE 
SECCION TRANSVERSAL VARIABLE 

l 
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FUERZAS EFECTillAS ASOCIADAS 

A LOS GRADOS DE LIBERTAD DE 

LA ESTRUCTURA 

l 
Fl.ERZAS EFECTI\/AS 

1 
SOLUCIDN AL SISTEHA DE 

ECUACIONES PARA OBTENER 

DEBPLAZAHIENTDS DE LOS NUDOS 

l 
DESPLAZAHIENTOS DE LOS NUDOS 

1 
HATRIZ DE CONTINUIDAD DE LOS 

ELEHENTOS DE SECCION llARIABLE 
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DEFORl1ACIONES DE LOS ELEl1ENTOS 

DEBIDAS A LAS FUERZAS 

EFECTIVAS 

l 
HATRIZ DE RIGIDEZ DE LOS 
ELEllENTOS DE SECCIDN VARIABLE 

ELEHENTOS 11ECANICDS DEBIDOS A 

LAS FUERZAS EFECTIVAS EN LDB 

ELEIENTOS DE SECCIDN VARIABLE 

1 
ELEHENTDS HECANICOS TOTALES • 

ELEl1ENTOS 11ECANICOS DEBIDOS 

A FUERZAS EFECTIVAS + 
REACCIONES DE EHPDTRAHIENTO 

DEBIDAS A CARGAS EN LOS 
ELEl1ENTOS 

l 



ELE11ENTOS t'IECANICOS TOTALES 

F l N 

El diagrama da flujo anterior es el mismo utilizado para 

analizar estructuras con elementos de sección constante, &Kcapto; 

la lectura y escritura de las caracteristicas de los elementos, el 

cAlculo de la matriz de rigidez de los elementos y la obtención de 

reacciones de empotramiento para cargas en los elementos. La 

integración numérica se lleva a cabo en una subrutina que realiza 

simultAneamente todas las integrales con la 

Gauss-Legendre. 
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5.- ESTUDIO COMPARATIVO ENTRE HETODOS DE ANALISIS 

Se presenta a continuación una comparación entre las métodos 

comúnmente empleados para el análisis de marcos de secciOn 

variable y el descrito en el presente trabajo, al cual 

denominaremos Método de Integración Numérica. Como parte de esta 

comparación, se analizó un mismo caso por los diferentes métodos, 

a saber1 

- Dovelas 

- ParAmetros Elasticos 

- Factores de Rigidez y Reacciones de Empotramiento 

- Integración Numérica 

5.1 De$cripci6n del Hodelo.-

El ejemplo con9iderado se muestra en la fi9 5.1. Se trata de un 

marco rigido, a dos aguas, simétrico, de sección transversal 

rectangular y con apoyos articulados. Los acartelamientos son 

lineales, y el modulo de elasticidad considerado es el del 

concretos 432 000 l(SF (2' 109, 244 Ton/m2>. 

5.2 lfétodo de Dol•elas.-

El método de dovelas consiste en discretizar las secciones 

variables mediante pequef"[os elementos de sección constante y 

analizarlo con ayuda de un pt'ograma de marcos planos de sección 

constante. En nuestro caso se dividió cada uno de los 

acartP.lamientos en cuatro barras de sección constante, resultando 

47 nudos y 26 elementos <ver fig 5. 2). Para cada nudo e1<iste la 

necesidad de calcular sus coordenadas con respecto 

global previamente definido' estos valores son: 

COORDENADAS DE LOS NUDOS: 

NUDO V 

1 o () 

2 •) 5 
3 () 10 
4 o 15 
5 o 20 
6 2.25 21 
7 4.5 22 
8 6.75 23 
9 9 24 
10 27 32 
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' ( EJE DE SIMETRlA DE ESTRUCTURA 

0.5 •/ft 
(O, 74 ton/m} 

• 10• 
l4.535 ton) 

w/~ 
~1~ ro 
f ¡ l 2'o"lANO<O 

, (609lCONSTANTEl 

· 1;: o,_ 
-'"' ~:!.. 

'?.,. ·¡;o-
- o 

A u· __..:. i i :1_ ·:1ª r ~ ' ,W, o 
11 . ·- .. 1, i ' 1 t= 1 1 ,,.,_, 

«:0:. 1 '"-"' : ,:,,,_, 
'lXk4 ~-0" " • • (10973) 

E(7315) 36·-o : .. 

lt0973l ;'fi~~6l 

fig. 5 ESTRUCTURA CON DIVERSAS CARGAS A!IRA ANAUSIS COMPARATIVO 
CORTE B-B 



y 

------X 

-~[ ] 

19.70' 9.85° .1 
flg. 5 . 2 MODELACION DE LA ESTRUCTURA POR 

EL METODO DE DOVELAS 



11 29.25 33 
12 31.5 34 
13 33.75 35 
14 36 36 
15 38.25 35 
16 40.5 34 
17 42. 75 33 
18 45 32 
19 63 24 
20 65.25 23 
21 67.S 22 
22 69.75 21 
23 72 20 
24 72 15 
25 72 10 
26 72 5 
27 72 0 

La discretización de elementos se presenta a continuaci6ru 

CONECTIVIDADES DE LOS ELEMENTOS: 

ELEMENTO N.INIClAL N.FINAL LONG. 

1 1 2 5 
2 2 3 5 
3 3 4 5 
4 4 5 5 
5 5 6 2. 462215 
6 6 7 2. 462215 
7 7 8 2.462215 
8 8 9 2.462215 
9 9 10 19.69771 
10 10 11 2.462215 
11 11 12 2. 462215 
12 12 13 2. 462215 
13 13 14 2 .. 462215 
14 14 15 2. 462215 
15 15 16 2. 462215 
16 16 17 2.462215 
17 17 18 2. 462215 
18 18 19 19.69771 
19 19 20 2 .. 462215 
20 20 21 2.462215 
21 21 22 2. 462215 
22 22 23 2. 462215 
23 23 24 5 
24 24 25 5 
25 25 26 5 
26 26 27 5 

Para cada elemento se calculan las propiedc.\des mecAn1cas de la 

sección media, que se consideran constantes a lo lar90 de todo el 
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elemento, estos valores son1 

CARACTERISTICAS DE LOS ELEMENTOS& 

ELEMENTO MOM. INERCIA AREA FACTOR DE CORTANTE 

1 1.898438 4.5 0 
2 3.466146 5.5 0 
3 5. 721354 b.5 0 
4 0. 789064 7.5 0 
5 0. 789064 7.5 0 
6 5.721354 b.5 0 
7 3.46b14b 5.5 0 
8 l.898438 4.5 0 
9 1.333333 4 0 
10 1.898438 4.5 0 
11 3. 466146 5.5 0 
12 5.721354 6.5 0 
13 0. 789064 7.5 0 
14 0. 789064 7.5 0 
15 5.721354 b.5 0 
lb 3.466146 5.5 0 
17 1.898438 4.5 0 
18 1.333333 4 0 
19 1.898438 4.5 0 
20 3.46bl4b 5.5 0 
21 5.721354 b.5 0 
22 0. 789064 7.5 0 
23 0. 789064 7.5 0 
24 5.121354 6.5 0 
25 3. 466146 5.5 0 
26 l.898438 4.5 0 

El factor de cortante se define por medio de la ecuaci6n1 

e = b ( 1 + ... ) 

A L' 
e 

donde v es la relación de Poisson del material, A el área de 
e 

cortante de la sección, 1 el momento de inercia y L la longitud 

del elemento. Este factor sit•ve para tomar en cuenta las 

deformaciones por cortante de elementos de sección constante. En 

nuestro caso se desp1·ecian dichas deformaciones ya que la relación 

peralte/longitud es pequeKa, de ahi que el factor de cortante se 

tome igual a cerca 

Las cargas repartidas en elementos de sección variable deben 

1:orresponder con las dovelas, por lo que se dividirán en tantas 

cargas como dovelas existan. En el caso de cargas concentradas, 

astas deberán localí::ar en el elemento discretizado 
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correspondiente. Las cargas consideradas sene 

CARGAS REPARTIDAS EN ELEMENTOS: 

A B c D E F 

GLOB UNIF y 5 -0.5 -0.5 

2 GLOB UNIF y 6 -0.5 -0.5 

3 GLOB UNIF y 7 -0.5 -0.5 

4 GLOB UNIF y 8 -0.5 -0.5 

5 GLOB UNIF y 9 -0.5 -0.5 

6 GLOB UNIF y 10 -0.5 -0.5 

7 GLOB UNIF y 11 -0.5 -0.5 

8 GLOB UN!F y 12 -0.5 -0.5 

9 GLOB UNIF y 13 -0.5 -0.5 

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS: 

A B e D J 

10 GLOB CONC y 9 -10 16.41476 

CARGAS CONCENTRADAS EN NUDOS: 

A B 
11 GLOB JOJN 

I< 

23 

L M 
10 0 

N 

0 

G 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

La convención de las literales utili;:::adas es la sigu1ente1 

H 

2.5 

2.5 

2.5 

2.5 

20 

2.5 

2.5 

2.5 

2.5 

A -Sistema de referencia, MEMB si es local o GLQB si es global 

B -Tipo de carga, CONC si es c:oncentt•ada, UNIF s1 es repat"'tida o 

MOMT si es momento 

C -Direc:cíón, X o Y Cpara momentos alimentar ZJ 

O -Elemento Cargado 

E -Carga unitaria hacia el extrema inicial Wa 

F -Carg.a unitari~ hacia. el e:ctremo final Wb 

G -Distanc1a del nudo inicial al comienzo de la carga repartida 

H -Longitud sobre la que actúa la carga repartida 

-Carga concentrada 

J -Dislemcia del P.:<tremo inicial a la carga concentrada 

f( -Nudo car9ado 
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L -Fuerza aplicada sobre el nudo en dirección de X global 

11 -Fuerza aplicada sobre el nudo en dirección de V global 

N -Momento aplicado sobre el nudo 

A continuación se presentan los resultados del an~lisis1 

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS: 

NUDO DX DV PHI 

1 0 0 -2. 415681E-03 
2 1. 2l 7733E-02 -4.794318E-05 -2. 4750.34E-03 
3 2.47ó922E-02 -B. 71694 lE-05 -2.572559E-03 
4 3.786179E-02 -l .. 20360BE-04 -2. 671036E-03 
5 5. 143065E-•)2 -1.491267E-04 -2.760781E-03 
6 5. 420509E-02 -6.411979E-03 -2.799252E-03 
7 S.701082E-02 -1. 27472BE-02 -2.823214E-03 
8 5.9B2197E-02 -1. 909764E-02 -2.809325E-03 
9 6. 25702:?E-02 -.0253105 -2.b94743E-03 
10 6.9l5931E-")2 -4. 0.'51744E-02 1. ó7B599E-03 
11 b.726512E-O:: -3.605807E-02 2 .. 098339E-03 
12 6. 5~J6535E-0'.2 -3. l 10943E-02 2. 294576E-03 
13 6.272101E-02 -2.583431E-02 2. 390277E-03 
14 .060"307 -2.040157E-02 2.435b71E-03 
15 6. 275296E-02 -1. 488303E-02 2. 465212E-03 
16 6.522568E-02 -9. 3¡¿, l 957E-,)3 2.489702E-03 
17 6. 771.'354E-02 -3. ó83553E-03 2.495667E-03 
18 7. 01791 lE-02 l. 88921 BE-0."3 :Z. 443731E-03 
19 7.82lo25E-0:!.' ~.Ol8656E-02 -1. 369402E-03 
20 7 .. ó52792E-l):! t. 642658E-02 -1.9869BSE-03 
21 • 0743498 t.154646E-02 -2.359667E-03 
~~ 7. 186206E-t:"J= 5.966535E-03 -2.606298E-03 
2:5 6.916422E-02 -B.846964E-05 -2.780413E-03 
24 5.442033E-~)2 -7. l 4.,)422E-05 -3.10l834E-03 
25 3. 797tt'66E-~J:: -5.171337E-05 -3 .. 454524E-03 
:::6 t. 972775E-02 -2.B44235E-05 -3.80.3827E-03 
27 <) 0 -4.01641ZE-03 

Los desplazamientos en dirección de X e V globales estAn dado9 en 

pies, congruentemente con los datos alimentados .. Las rotaciones 

Pl-11 se e!<presan en radianes. 

ELEM~NTOS MECANlCOS1 

ELEMENTO 1 
EXTREMO INICIAL <NUDO tt 1l 
NA= -t8.64l-).31 HA= t.525879E-t.J4 VA= -3.89424 
EXTí<EMO FINAL <NUDO tt 2l 
N8= -18.64031 MB= -19.47105 VB= -3.89424 
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<NUDO ti 2) 
MA= -19.47084 

(NUDO .. 3l 

ELEMENTO 2 
EXTREMO lNlClAL 
NA= -18.64031 
EXTREMO FlNAL 
NB= -1B.b4031 MB= -38.94139 

ELEMENTO 3 
EXTREMO INlCIAL <NUDO ti 3) 
NA= -18.b4031 MA= -38.94321 
EXTREMO FINAL <NUDO lt 4l 
NB= -18.b4031 MB= -58.41573 

ELEMENTO 4 
EXTREMO !NlClAL !NUDO ti 4) 
NA= -18.6403 MA= -58.41734 
EXTREMO FlNAL <NUDO ti 5> 
NB= -18.b403 MB= -77.883b7 

ELEMENTO 5 
EXTREMO lNlClAL !NUDO ti 5) 
NA= -11.13044 MA= -77.88b48 
EXTREMO FlNAL <NUDO ti ó> 
NB= -10.63044 MB= -41.22366 

ELEMENTO b 
EXTREMO INICIAL <NUDO ti bl 

VA= -3.894111 

VB= -3.894111 

VA= -3.894505 

VB= -3.894505 

VA= -3.893266 

VB= -3.8932bb 

VA= 15.452b8 

VB= 14.327b8 

NA= -10.b~589 MA= -41.22821 VA= 14.32594 
EXTREMO FINAL <NUDO M 7) 
NB= -10.13589 MB= -7.339675 VB= 13.20094 

ELEMENTO 7 
EXTREMO INICIAL <NUDO ti 7l 
NA= -10.14752 MA= -7.331772 VA= 13.19133 
EXTREMO FINAL <NUDO lt 8) 
N8= -9.647519 MB= 23.76312 VB= t=.06633 

ELEMENTO 8 
EXTREMO INICIAL <NUDO M Bl 
tJA= -9.645056 MA= 23.76694 VA= 12.07073 
EXTREMO FINAL <NUDO M 9> 
NB= -9.14505b MB= 52.102b7 VB= 10.94573 

ELEMENTO 9 
EXTREMO INICIAL <NUDO 1t 9) 
NA= -9.14'.~398 MA= 52.10159 VA= 10.94849 
EXTREMO FINAL <NUDO tt 10) 
NB= -l.l-)8101~ MB= 149.122 VB= -7.18963 

ELEME.NTO tn 
E.XíRl::t'10 JNICll:\L <NUDO tt 10> 
NA= -l.•)Tl224 MA= 149.1184 VA= -7.18b902 
E)'.lREMD FINAL (NUDO tt 11) 
NB= -.5772238 MB= 130.0377 VB= -8.3119~1 

ELEMENfO 11 
EXTREMO INICIAL <NUDO lt 11 > 
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NA= -.5825236 MA= 130.0444 VA= -8.319882 
EXTREMO FINAL <NUDO # 12> 
NB= -8.252358E-02 MB= 1~8.1741 VBm -9.444882 

ELEME.NTU 12 
EXTREMO INICIAL <NUDO # 12l 
NA= -7,793745E-02 MA= 108.1753 VA= -9.460211 
EXTREMO FINAL <NUDO # 13) 
NB= • 4220625 HB= 83. 4972.2 VB= -10. 58521 

ELEMENTO 13 
EXTREMO INICIAL !NUDO # 13l 
NA= .4007494 MA= 83.52344 VA= -10.6093 
EXTREMO FINAL !NUDO # 14l 
NB= .9007493 MB= 56.01608 VB= -11.7343 

ELEMENTO 14 
EXTREMO INICIAL <NUDO # 14) 
NA= -8,087798 MA= 56.05304 VA= -B.528675 
EXTREMO FINAL (NUDO # 15) 
NB= -B.087798 MB= 35.05361 VB= -8.528675 

ELEMENTO 15 
EXTREMO INICIAL <NUDO 1 15) 
NA= -8,086674 MA= 35.05854 VA= -8.508318 
EXTREMO FINAL (NUDO # l6l 
NB= -8.086674 MB= 14.10924 VB= -8.508318 

ELEMENTO 16 
EXTREMO INICIAL <NUDO # 16) 
NA= -8.112901 MA= 14.08407 VA= -8,493866 
EXTREMO FINAL (NUDO # 17> 
NB= -8.112901 MB= -6.829646 VB= -8.493066 

ELEMENTO 17 
EXTRFl10 INICIAL (NUDO # 171 
NA= -8, 100957 MA= -6. 832275 VA= -8. 50205 
EXTRE.110 FINAL (NUDO # 18) 
NB= -8.100957 MB= -27.76615 VB= -8.50205 

ELEMENTO IB 
EXTREMO INICIAL <NUDO # 18> 
NA= -8.(197889 MA= -27.76523 VA= -8.502334 
EXTREMO FINAL <NUDO # 19l 
NB= -8,097889 MB= -195.2418 VB= -B.502334 

ELEMENTO 19 
EXTREMO INICIAL CNUDO # 191 
NA= -8.098704 MA= -195.2381 VA= -B.503809 
EXTREl10 FlhlAL CNUDO tt 2')) 

NB= -8. ¡)98704 MB= -216. 1763 VB= -B. 503809 

ELEMlNTO 20 
EXTREMO INICIAL <NUDO # 20) 
NA= -8.100094 MA= -216.175 VA= -8.503865 
EXWCMO FINAL <NUDO # 21 > 
NB= -e.1ueo94 MB= -237.1133 VB= -8.503865 
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ELEMENTO 21 
EXTREMO INICIAL !NUDO 41 21 l 
NA= -8. 09 490b MA= -237.1193 VA= -8.491247 
EXTREMO FINAL tNUDO tt 22) 
N9= -a. 094906 MB= -258. 0266 V8= -8.491247 

ELEMENTO 22 
EXTREMO lNIClAL <NUDO tt: 22) 
NA= -8. 092bb2 MA= -258.0175 VA= -8.510874 
EXTREMO FINAL <NUDO 41 231 
NB= -e. íJ92662 MB= -278.9731 VB= -8.510874 

ELEMENTO 23 
EXTREMO INICIAL <NUDO 41 23) 
NA= -11. 0'5839 MA= -278.9554 VA= l:S.95019 
EXTREMO FINAL lNUDO tt 24) 
NB= -11.05839 MB= -2<>9.2044 VB= 13.95019 

ELEMENTO 24 
EXTl'.EMO INICIAL !NUDO ti 241 
NA= -11.05838 MA= -209.2119 VA= 13.9474b 
EXTREMO FINAL lNUDO ti 251 
NB= -11 .. 05838 MB= -139.4746 VB= 13.94746 

ELEMENTO 25 
EXTREMO INICIAL lNUDO 41 25) 
NA= -11.~5839 HA= -139.476 VA= 13.94734 
E~.TREMO FINAL lNUDO ti 26! 
NB= -11.05839 MB= -69.73924 VB= 13.94734 

ELEMENTO 26 
EXTREMO INICIAL lNUDO 41 26) 
NA= -1 t.1)5839 MA= -69. 73856 VA= 13. 94768 
EXTREMO FINAL lNUDO ti 27) 
NB= -11.05839 MB= -1.525879E-04 VB= 13.94768 

Las unidades de las fuerzas axiales N y de las fuerzas cortantes V 

son kilolibras y los momentos H kilo) ibras-pies. 

Con respecto a est;e método podemos decir que implica un cálculo 

muy grande de datos innecesarios y que el tiempo de computación y 

almacenamiento de información crecen sustancialmente al aumentar 

el número de dovelas. Lo anterior impone un limite al tamaf'!:o de la 

estructura a analizar, ya sea por tiempo de computación o por 

capacidad de la máquina. 

Resulta poco practico hacer modificaciones anal izar 

diferentes alternativas, ya que un cambio en la geometria puede 

significar recalcular todas las valores de nueva. 

La e:<ac: ti tud de los resultados para e 1 ejemplo ana 1 izado es 

aceptable, ya que las diferencias se deben a la discretiz.ación de 
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elementos y al redondeo en la solución de un sistema de ecuaciones 

tan grande. Obviamente, dicha diferencia seria mayor si l• 

estructura a analizar fuera más grande. 

5.3 Hétodo de Pará.•etro-s Elá;;tii::o;;.-

Existen soluciones condensadas de análisis estructural basadas 

en el concepto de parámetros elásticos, formulado por Valerian 

Leontovich, que dan la oportunidad de desarrollar mecánicamente el 

análisis de estructuras con elementos de sección transversal 

variable. Este método contempla la utilización de fórmulas, tablas 

y gráficas -como las present~das en el libros Pórticos y Arcos. 

Soluciones Condensadas para el Análisis Estructural, Ed. 

C.E.C.S.A. de Valerian Leontovich- desarrolladas en forma general 

y qua son aplicables a estructuras simétricas con elementos recto9 

de varias formas y proporciones. Se emplean ademá..s, eKpresiones 

para obtener los momentos flexionantes y las reacciones en los 

apoyos producidos por cargas comunes tanto horizontales como 

verticales. 

Las propiedades elásticas de los elementos están definidas por 

tres parámetros: 

L 
l 12 L o 

OI 
n 

( L - K )
2 dK 

Lª 

L l 

~1 
o z a K dx 

"' La 
o 

L 

(1" = ~1 La 
o 

dx 

Estos valores se encuentran graficados para diferentes casos de 

vigas de sección variable. Las grÁficas estAn en función de las 

i:onstantes geométricas de los elementos, que son: 

peralte minimo 3 

t = ( peral te má.:<imo ) ' v = 

longitud de la o las cartelas 

longitud del elemento 

Las propiedades del Area de momentos de un elemento cargado 
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quedan definidas por dos constantes de carga. que son: 

L 1 
12 J o 

R ~ M ( L - K ) dx 
n W L 1 o 

L 1 
12 I o 

R = M X dx 
m 

W L
8 

0 

De la misma manera se conocen los valorea numéricos de estas 

eKpresiones, ya sea en tablas o en gráficas, para un cierto número 

de cargas. 

Los valores numéricos de los parámetros elásticos dependen solo 

de la forma del elemento, en tanto que los valores de las 

constantes de carga dependen de la forma del elemento y de la 

carga. Una ve~ encontrados los valores numéricos de los 

parAmentros elásticos y de las constantes de carga, se pueden 

calcular fAci lmente las magnitudes hiperesU.ticas de la 

estructura, empleando las ecuaciones condensadas de análisis. 

Las notaciones para la estructura de doble vertiente del 

ejemplo se muestran en la fig 5.3. 

Las constantes geométricas del elemento 1-2 san: y 

t = 0. 125; a partir de estos valores se obtiene en la gráfica 6 

del libro citado el parámetro elástico o para el ex.tremo grande de 

elementos con una cartela recta: 

0.02 

En el caso del elemento z-:~ las constantes geométricas son: 

v = 0.25 y t = 0.125; entrando a la gráfica 1 del libro citado con 

estos valot~es se obtiene el parámetro elástico a para cualquier 

e:<tremo de elementos simétricos con cartelas rectas: 

a a = 2.45 
211 112 

Empleando las constantes yeométricas del elemento 2-3 en la 

gráfica 2 de dicho libro, tenemos el parámetro elAstico (1 para 

cualquier eKtremo de elementos simétricos con cartelas rectas: 

Con estos valores se sustituye para obtener los parámetros 
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f i g. 5 . 3 NOTACIONES PARA LA ESTRUCTURA DE DOBLE VERTIENTE 

METODO DE PARAMETROS ELASTICOS 

4 

5 H5 -



generales de la estructura• 

1 1-z min 

9 = " .. .. 
q 

h 
1.97 

+a + 2 (l .. .. 
A = 9 .. + v! " + 2 VI ( " + (l .. .. .. ) 

11-'-= -o 0.B 
h 

= 8.24 

" .. 
+ lb.82 

~ 

B = ( 1 + V' ) + (1 .. = 6. 08 

C = O.ZI + (IH ( 1 + V' ) + = 5.87 

Las cargas se tienen que analizar por separado, para 

posteriormente realizar una superposición de elementos meci.nicos y 

da reacciones <ver fig 5.4>. 

~).-Carga vertical uniformemente repartida sobre el elemento 

inclinado de la izquierda. Carga total w. 
En la grAfica 11 del libro citado se obtienen las constantes de 

carga para eleméntos simétricos con cartelas rectasf carga 

uniformemente distribuida. Utilizando las constantes geométricas 

del elemento 2-3 se encuentra; 

R = R = 0. 418 zs az 

sustituyendo en las ecuaciones condensadas de anAlisis se tiene: 

H = H 
1 • 

W L 

V = 
1 

3 

4 

e 

w 

W L 
( B + 2 t( ) 4.43 

8 A h 

-es. 77 

- H, h < 1 + V' > = 17.48 

14. 77 

77 

V • 
w 

= 4.92 
4 



= 

~ L .1 

+ 
3 

+ n=i ~ -_j_ 
' " 

,.,/. 

L --1 1. L .1 

f lg, 5 . 4 (l.NALISIS SEPARADOS EN EL METODO DE 

PARAMETROS ELASTICOS 



mA TESIS ftO DEBE 
SAUI DE LA ¡s¡¡UITECA 

B) .- Carga vertical P concentrada a 2/3 partes de la longitud del 

elemento inclinado a la izquierda. 

De la tabla 1 del libro citado se obtiene la constante de carga 

para el eKtremo izquierdo de eleméntos simétricas con cartelas 

rectas1 carga concentrada. Partter:ido de las constantes geométricas 

del elemento 2-3 y de la distancia del eKtremo izquierdo la 

carga concentrada, que es de 4L/b1 tenemos• 

R = 0.521 
za 

Este valor niJ se obtuvo directamente de la tabla1 hubo necesidad 

de interpolar linealmente para t = 0.125 entre los valores 

tabulados adyacentes R = 0.517 con t = 0.1 y R = 0.533 con 

t = 0.2. 

En la tabla 2 de dicho libra, se encuentra la constante de 

carga para el extremo derecho de elementos simétricos con cartelas 

rectas¡ carga concentrada. De manera similar a R se obtiene: .. 
Rsz = ... ).623 

interpolando para = 0.125 entre R = 0.616 t a 0. 1 y 

R = 0.644 con t = '.>.2. 

Sustituyendo en las ecuaciones condensadas de analisis se tienes 

K = R
21 

+ Raz < 1 + 1J1 ) = t. 64 

H = H ' . 

H = . 

p 
--- < 2 B m + K L ) = 3.04 

4 A h 

H . - H h = -60.96 . 
P m 

2 

v, p 

V • 

- H h ( • 

( 1 -

P m 
= 

L 

+ V' ) = 10.:46 

m 
b.bb 

L 

3.33 

C> .- Carga horizontal concentrada en el nudo 4. 

Existe resuelto el caso de carga en el nudo 2 que corresponde 
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con la carga antisimétrica, por lo que se tienen que ajustar l•s 

ecuaciones condensadas de análisis reportadas en la obra citada. 

Para cargas en nudos no hay necesidad de cbtenar constantes de 

carga, directamente sustituimos en las ecuaciones condensadas de 

análisisa 

M, 

H • 

M • 
• - h 

- p 
< e + e > = -3.55 

2 A 

H = P + H = 6.44 , ' 
= - h ( p + H = -128.92 

' 
[-;- + H, ( 1 + 'P ) ] a 

- p h 
M • - H h • 71. 07 . ' V • 

' L 

V = - V = 2. 77 , . 
0) .- Superposición de elementos mecAnicos. 

27.93 

= -2. 77 

Realizando la suma término a término se tienen los valores 

finales tanto de las reacciones como de los momentos en los nudos 

2, 3 y 4, 

H = 3.9332 H = 13.9332 . o 
M z = -78.6643 M . 55.6838 M . = -278.6643 

V 
' 

= 18.6622 V o = 11.0355 

Este método tiene la desventaJa de que no proporciona los 

desplazamientos de los nudos. Durante su aplicación, es imperativo 

que el proyectista no se equivoque al seleccionar los valores 

numéricos de los parámetros elásticos y de las constantes de 

carga; as1 como tampoco al real 1;.?ar los cálculos, que deben 

efectuarse algebráicamente. Todas las cantidades se deben incluir 

en las ecuaciones con su signo adecuado, para que los resultados 

se obténgan mecánicamente, con su propia magnitud y signo 

correcto. Asi por ejempla, si una carga se aplica en la direcc16n 

opuesta a la que se muestra en ia t19ura, deberA anteponerse ei 

signo negativo al valor de la carga empleado en la ecuación. Los 
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diagramas de fuerzas normales y cortantes en cada elemento ge 

deben encontrar a mano a partir de las reacciones obtenidas del 

~nAlisis y de las cargas actuantes. 

Un cambio en la geometria -redisefto por ejemplo- implica volver 

a efectuar todas las operaciones de nuevo. En ocasiones la 

estructuración se realiza a partir de los casos eKistentes en los 

manuales, por ejemplo una estructura simétrica, y no dependiendo 

de conveniencias reales, tales como: mejor comportamiento 

estructural, estética o funcionalidad. En otras ocasiones, se 

anal iza una estructura 11 aproH imá.ndola 11 a los casos eKistentes en 

los manuales. Esto sin tomar en cuenta los errores de indoles 

diversas, muchas veces ajenas al autor, que se encuentran en l~s 

ecuaciones. 

Para estructuras con varios niveles y/o crujias, asi como para 

pórticos no simétricos, no eKiGten soluciones en los manuales. Por 

otro lado, los elementos integrantes de la estructura con doble 

acartelamiento también deben ser simétricos. 

El uso de gráficas y tablas limitan la exactitud al número de 

decimales que se pueden leer, además de ser una fuente potencial 

de error. El cAlculo de valores intermedios en las tablas por 

medio de interpolación genera inexactitud, alarga el análisig y es 

también fuente potencial de error-

No e:<isten fórmulas en los manuales para considerar car9as 

axiales, ni trapeciales, ni momentos concentrados. AdemAs, no se 

consideran las deformaciones por cortante, que pueden ser 

importantes en vigas de gran peralta y claros cortos. 

La ventaja que presenta el método es que no requiere del empleo 

de una computadora. Sin embargo, esta ventaja es relativa ya que 

el uso de las computadoras es cada día más generalizado. 

5-4 Hétodo de Factores de Rigidez y Reacciones de E•potraaiento.-

El método consite en obtener las rigideces de cada uno de los 

elementos de la estructura y además las reacciones de 

empotramiento para aquellos elementos con cargas en el claro. Una 

vez logrado lo anterior, se pueden alimentar un programa de 

análisis de marcos que acepte como datos las rigideces de los 

elementos directamente, o bien emplear algún método manual de 

análisis tal como el Cross- La obtención de las r191deces de J.os 
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elementos y de las reacciones, se apoya en manualeg de constantes 

de marcou, como el editado por la Asociación del Cemento Portland 

< P CA). En esta publicación se consignan tablas que 

proporcionan rigideces angulares y momentos de empotramiento para 

diversas cargas perpendiculares al elemento. Estos valores •on 

suficientes para realizar un análisis de marcas ortogonales sin 

deformación awial de sus elementos. Sin embargo, el caso general 

considerando defarma~iones aKiales requiere el c~lculo aproKimado 

tanto de la rigidez aMial, como de las reacciones axiales de 

empotramiento. La rigidez axial se puede aproximar subdividiendo 

las acartelamientos en dovelas y aplicando la f6rmula1 

L 

E A 

Para el ejemplo considerado se emplearon cuatro dovelas por 

acartelamiento en el cAlculo de dicha rigidez aMial. En el caso de 

las reacciones axiales de empotramiento estas se obtienen, de 

manera también apro~imada, como si se tratara de un elemento de 

sección constante. 

Adicionalmente al coeficiente de rigidez aKial, se utilizan 

los coeficientes de rigidez angular que definiremog 

continuación: se denomina rQG. al momento que hay que aplicar en al 

extremo A de una barra para producir en él un giro unitario, 

mientras aparece en el extremo empotrado B un 

viceversa, se denomina t•bb al momento que hay que 

extremo B de una barra para producir en él un 

mientras aparece en el extremo empotrado A un 

momento r o.b' y 

aplicar en el 

9iro unitario, 

momento rba.· Lo 

anterior se puede expresar en forma matricial como sigue: 

Los valores r O.G r o.b , r ba. y r bb son los denominados 

coeficientes de la matri<! de rigideces angulares. 

Los valores tabulados en el manual de cons~antes de marcos de 

la Asociación del Cemento Portland son: 

+Factot•es de Ri9idez <4a.b ,A.ba.) 
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+Factores de Transporte <C ab • Cba> 

+Coeficientes de Momentos de Empotramiento 

uniformemente repartida a todo lo largo del 

(f'IGb • f'\CI.) 

para carga 

elemento 

+Coeficientes de Momentos de Empotramiento para cargas 

concentradas a 0.1, 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9 veces la longitud 

del elemento a partir del nudo inicial (f"lo.b • J'\.o,> 
+Coeficientes de Momentos de Empotramiento debidos al peso de 

las cartelas <HGb , MbG) 

Los coeficientes de rigidez angulares se obtienen a partir de 

109 factores de rigidez y de transporte de la manera si9uiente1 

L L 

r •r =C r =C r 
<1.b ba. bca. bb o.b a.a. 

El valor de I
0 

es el momento de inercia de la secc16n con min1mo 

peralta. 

Los momentos de empotramiento se obtienen muJtlpJicando ei 

coeficiente de momento por: 

l. w L
2 

para carga uniformemente repartida, donae w ea 'ª carga 

por unidad de longitud. 

2. P L para carga concentrada. P es el valor da la carga. 

3. 'Jfa. L
2 

6 "'~b L z para el peso de la cartela en el eKtremo inicial 

o final respectivamente. 'Ir"ª y 'i'b son los pesos por unidad de 

longitud de dichas cartelas en la sección con mAs peralte. 

Las reacciones de cortante debidas a la carga perpendicular al 

elemento se encuentran por equilibrio, una vez determinados los 

momentos de empotramiento. 

Las tablas están en función de las r•elaciones car.acteristicas 

de los elementos, que son <ver• fig 5.5): 

Longitud del Acartelam1ento en el E:<tremo Inicial 

Longitud Total del Elemento 

Peralte Extremo Inicial ( h~ ) - Peralte Sección Cte. <he 

Peralte Seción Constante ( he 
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fig. 5 . 5 RELACIONES CARACTERISTICAS DE UN ELEMENTO. 

METODO DE FACTORES DE RIGIDEZ 

Y REACCIONES DE EMPOTRAMIENTO 



" = b 

Longitud del Acartelamiento en el Extremo Final 

Longitud Total del Elemento 

Peral te Ei<tremo Final ( hb ) - Peral te Sección Cte. ( he 
rb = ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-

Peral te SeciOn Constante ( he 

Estas tablas estli.n desarrolladas para vigas de sección rectangular 

exclusivamente. En el caso de vigas con acartelam1ento vert1caL, 

el ancho permanece constante .. 

El modelo considerado en el ejemplo se muestra en la fig 5.6. 

Para al elemento 1 las relaciones caracterlst1cas son: Oto. = ..,, 

r 
4 

= o, '\ = l, rb = l. Los factores para estas relaciones estan 

dados en el renglón 33 de la tabla 52 del Manual de Constantes 

•nteriormente mencionado: 

cab 

0.834 

4
ab 

b.8b 

4 
ba 

19.4b 

El elemento 4 tiene las mismas relaciones caracteristicas, solo 

que invertidas: a
4 

= 1, ra. = 1, ab = 0, rb = 0; por tanto los 

factores son1 

cab 

0.294 
cba 

0.834 

4
ab 

19.4b 

Como estos elementos no tienen cargas e:<ternas aplicadas 

directamente sobre ellos, no requerimos obtener los coeficientes 

de momentos. 

Las relac1ones caracteristicas para los elementos 2 y 3 son: 

ªa.= 0.25, ra. = 1, ab = 0.25, rb = 1; sin embargo, para valores 

de a = 0.25 no e:dsten tablas. Para conocer los factores y 

coeficientes correspondientes podemos interpolar a partir de las 

tablas de a= 0.1, 0 .. 2, 0 .. 3, 0.4, y 0.5; o bien, como en nuestro 

caso, emplear el programa de calculadora de bolsillo HP-41C para 

el calculo de rigideces angulares, factores de transporte y 

momentos de empotramiento en vigas de sección varaiable presentado 

~n las Memorias del 4° Congreso Nacional de lngenieria Estructural 

de la Sociedad Mexicana de lngenieria Estructural desarrollado en 

León, Gto. en 1984. Esta segunda alternativa proporciona valores 

con mayor e1<actitud y de una manera má..s rápida. El programa 

1nencionado utiliza integración de Simpson 1/3 y para las 
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relaciones caracteristicas anteriores proporciona una eKactitud de 

4 digitos con 4~ puntos de evaluación. Los factores de los 

elementos 2 y 3 as1 obtenidos son: 

• =. a.b bG-

9.25 

El elemento 2 tiene una carga uniformemente repartida toda 

su longitud, y ademAs una carga concentrada a 0.6b L del nudo 

inicial. Los coeficientes de momentos para estas cargas obtenidos 

con la ayuda del programa mencionado son: 

Carga Uniforme 

MQb D MbQ 

0.1017 

Carga Concentrada b = ~.66 L 

0.0719 

M ... 
0. 2059 

Las coordenadas de los nudos con respecto al sistema global 

BOnl 

COORDENADAS DE LOS NUDOS• 

NUDO 

1 
2 
3 
4 
5 

0 
0 
36 
72 
72 

V 

0 
20 
36 
20 

0 

Las conectividades y longitudes de los elementos son• 

CONECTIVIDADES DE LOS ELEMENTOS; 

ELEMENTO N. INICIAL N.FINAL LONG. 

1 1 2 20 
2 2 3 39.39543 
3 3 4 39.39543 
4 4 5 20 

Los coeficientes de rigidez son: 

CARACTERISTICAS DE LOS ELEMENTOS; 

ELEMENTO ra:</E raa/E rbb/E rab/E 

1 .289344 .457333 1.29733 .381416 
2 .12•)073 .31300[ .313001 .214546 
3 .120073 .313001 .313001 .214546 
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4 .28'1344 1.29733 .457333 .381411> 

Las car9as en los nudos y las reacciones de empotramiento se 

1nuestran a continuaci6r11 

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS1 

A B 

MEMB CONC 

2 MEMB CONC 

3 MEMB CONC 

4 MEMB CONC 

5 GLOB MOMT 

b GLOB MOMT 

A B 

7 GLOB JOIN 

c D 
y 2 -10.82141 

V 2 -lb.31b70 

X 2 -5.23111'1 

2 -b.83021>5 

z 2 -'17.'17427 

2 14b.21'1 

CARGAS CONCENTRADAS EN NUDOS1 

K 

4 

L 

10 

M 

0 

N 

0 

J 

0 

3'1.3'1542'1 

0 

3'1.3'1542'1 

0 

3'1.3'1542'1 

La convenci6n de las literales es la misma egpec::if icada en la 

secct6n 5.2. Los resultados del anAlisis son1 

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS: 

NUDO DX DY 

1 
2 
3 
4 
5 

0 
5. l452bbE-02 
b.02b'1'15E-02 
b.'10bb78E-02 
0 

o 
-t.493054E-04 
-.0:;!02b44 
-8.82B245E-05 

0 

ELEMENTOS MECANICOS1 

ELEMENTO 1 
EXTREMO INICIAL <NUDO • 1) 
NA= -18.66267 MA= ~ VA= -3.931629 
EXTREMO FINAL <NUDO * 2) 

PHI 

-2.417b0BE-03 
-2.75B514E-03 

2.444'15E-03 
-2. 7'14 725E-03 
-4.002623E-03 

NB= -18.66Z67 HB= -78.63258 VB= -3.931629 

ELEMENTO 2 
EXTREMO INICIAL INUDO • 2) 
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NA= -11.17234 MA= -79.63269 VA= 15.45729 
EXTREMO FINAL INUOO t 3> 
NB= ,9990452 M9= 55.75447 VBs -11.69084 

ELEMENTO 3 
EXTREMO INICIAL <NUDO t 3) 
NA= -9.074055 MA= 55,75453 VA= -8.497429 
EXTREMO FINAL <NUDO t 4) 
NB= -9.074055 MB= -278.6113 VB= -8.497428 

ELEMENTO 4 
EXTREMO INICIAL <NUDO t 4l 
NA= -11.03501 MA= -278.6116 VA= 13,93059 
EXTREMO FINAL !NUDO t 5) 
NB= -11.03501 MB= 8.392334E-05 VB= 13.93059 

5.5 Hét,,do de Integración Hu•érica.-

Este método es el desa1•rol lado en el prestente trabajo y no 

requiere de calcules previos, excepta la determinaci6n de 

coordenadas y la forma de los elementos. El modelo de la 

estructura es igual al mostrado en la fig 5.6, por lo que las 

coordenadas, conectividades y longitudes son las mismas que en el 

método anterior de Factores de Rigidez. Las formas de los 

elementos se toman directamente de la fig 5.1 y sana 

CARACTERISTICAS DE LOS ELEMENTOS1 

ELEMENTO NUMERO 1 

Al= O A2= O A3= 20 

HAª 2 BA= 2 

HL= 4 BL= 2 

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO FINAL LINEAL 

ELEMENTO NUMERO 2 

Al= 9. 848858 

HO= 4 BO= 2 

HA= 2 BA= 2 

HL= 4 BL= 2 

A2= 19.69771 A3= 9.948959 

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL 

VARIACION V~RTICAL EN EL EXTREMO FINAL LINEAL 
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ELEMENTO NUMERO 3 
A1= 9.848858 

HD= 4 80= 2 

HA= 2 BA= 2 

HL= 4 BL= 2 

A2= 19.69771 A3= 9. 848858 

~·ARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL 

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO FINAL LINEAL 

ELEMENTO NUMERO 4 

Al= 20 A2= 0 

HO= 4 

HA= 2 

BO= 2 

BA= 2 

A3= O 

VARIACION VERTICAL EN EL EXTREMO INICIAL LINEAL 

Las cargas se simplifican únicamente 31 

vertical en el elemento 2, carga concentrada 

elemento 2 y carga hcrizcntal en el nudo 4. Estas 

los siguientes valores: 

CARGAS REPARTIDAS EN ELEMENTOS: 

A e 

carga 

vertical 

cargas 

G H 

uniforme 

en al 

tienen 

GLOB UNIF 
c 
V 

o 
2 

E 

-0.5 

F 

-0.5 0 39.39543 

CARGAS CONCENTRADAS EN ELEMENTOS: 

A B 

2 GL08 CONC 

A 8 

3 GLOB JOlN 

c 
V 

o 
2 -10 

J 

2b.2b3b2 

CARGAS CONCENTRADAS EN NUDOS: 

1( 

4 

L 

10 

90 

M 

0 

N 

0 



Los re¡¡ultados del an,1.lisis son1 

DESPLAZAMIENTOS DE NUDOS: 

NUDO DX DY PHI 

1 
2 
3 
4 
5 

0 0 -2. 4 l 7557E-03 
S. 145536E-02 -l.497202E-04 -2.758813E-03 
6. 027282E-02 -2. 027133E-02 2.44491E-03 
6. 907243E-02 -8.853232E-05 -2.794364E-03 
0 0 -4.003617E-03 

ELEMENTOS MECANICOS: 

(NUDO 11 1) 
ELEMENTO 1 
EXTREMO INICIAL 
NA= -18.66245 
EXTREMO FINAL 
NB= -18.66245 

MA= -l.525879E-05 VA= -3.93126 
(NUDO M 2l 

HB= -78.62521 VB= -3.93126 

ELEMENTO 2 
EXTREMO INICIAL <NUDO 11 2l 
NA= -11.17215 MA= -78.62501 VA= 15.45737 
EXTREMO FINAL <NUDO 11 3) 
NB= .8892331 MB= 55.76572 VB= -11.68075 

ELEMENTO 3 
EXTREMO INICIAL <NUDO 11 3> 
NA• -8.07348 MA= 55.76584 VA= -8.487731 
EX !REMO FINAL <NUDO ti 4) 
NB= -8.07348 MB= -278.6119 VB= -B.4877:31 

ELEMENTO 4 
EXTREMO INICIAL !NUDO ti 4) 
NA= -11.03545 MA= -278.6118 VA= 13.93059 
EXTREMO FINAL <NUDO ti 5l 
NB= -11.03545 MB= -3.051758E-05 VB= 13.93059 

5.6 Tabla Cornparati.µa.-

Se muestt•a a continuación una tabla donde se comparan los 

métodos: 
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N1Jl'hE>ro de Hudr.ts 

NÚruerf) de El t?inE-nlo$ 

N•:Ímero de Carqas 

S....perpc•Si•:ión de Elem~t1tos 
tt.o>c.:in1co5 t•~r,-¡ cad.¡, Cn g~ 

C.ilculo dP. Re.i(:ciories de 
Empotr.:11fl1ento f•ar.;1 cad.:1 
Carg.¡¡ 

Orden de- la H.~triz de J:•1-
91d1?z de la E:-;.t,.u.:tur.3 

T ¡ E•mpn de Compt.Jt,a.-.k>r a C ron 
impr!;"·:uÓn e·n p~1nt-!l lo> 

tt.~ces i d.a.d dP. us.ar Compu
tador.) 

F.lc i l 1d-3'd de- hacer cair· 
b1os IÍE' 9"<"c1m~trío C• 
c.:,r ga·; 

H~todl) de Sol•Jt.ioÍl de las 
E•:t1<1ClOne-;;: Sitnt_1} t.;r,ea!; 
einp}e.Jdo en el ej<?itrplo 

Pn::.ibilid~d ~ induir 
Ü•"tonn.;JC1nr1"'°S por CortM
b> 

St!C':C:i•ln Tronsv,-rs."tl 

DovE>las 

27 

26 

11 

No 

No 

n 
6 min 

57 ""9 

Si 

No 

G.3l1ss
C.-out 

Si 

Cua\qui1?r~ 

fJarcimetros 
El..3.F-tii:c.s 

5 

3 

Si 

No 

No 

No 

No 

Rect.angu lar 

Factores. 

5 

4 

No 

Si 

11 

14 S1P9 

Si/No 

No 

G<.uss-
Crout 

No 

Rectangular 

lnu-grac::ioñ 
Hushérie:a 

5 

4 

3 

No 

No 

11 

26 seg 

Si 

Si 

Gauss-
Cr-out 

Si 

C~lquirra 



-·-·-----------
Ancho de la Sección 
Tr~is~rS-311 

Tipo de Estructura 

P.igid~= A:<ial de Columnas 

Rigid•"!'=: Angul-'Jr do:- Colu111-

Rigid·~= A:<ial de Viga-; 

R i~1i~.;:" Angul~r d~ Vigas 

R•"l'CICC Lun~·.; de fmptJlra
m iiE·nbJ p-3:1·.:1 l.a ..,iga 
t;:1Jr1 c.:11-qa r:-n E'l el.otro 

P.li'.UCCL¿n V'""r-tic:al flpoyr:• 
I:"1.¡ui1•rdo 

Ro:o¿,cc ié.n Uür i:!"contal 
Ap~.iyo l2q111erdo 

DC\IE"las: 

VariablE> 

Cualquiera 

JB.E.4031 

3.ll9424 

Parámetrcs 
Eldsticos 

Constante en 
tcida la Es-
tructura 

Pórticos Sim,;tricos 
EspecÍf icos cc•n Ne-
didas variables 

18.G622 

3.9332 

Factores 

ConstantE- en Vi gas 
con Peral te Variable; 
Va.-ié!ble ll!'n Vigas con 
Pe,.-.1 l te L.onslante 

Cualquiera 

0.289344 

rae.= 0.457333 
rbb= 1 • 297333 
rab= 0.381416 

0.120073 

r-aa:: O. 313001 
rbt•::: reta 
r-~b= o. 214546 

Na= 97. 97020 
Hb=-146 •• ~47 
Ve.= ID. 82116 
Ub= tE •• 31695 
N<t= 5. 35.3795 
Nlt= 6. 707590 

18.f,62t;7 

3.9316...?5 

Inteogr-aciC:, 
Ns.J11:1eÍ""ic• 

Variable 

Cu.al quiera 

0.288539"' 

raa:: O. 457508 M 

rbb:: 1.2967 . 
r.ab= O. 381E.S3 • 

0. !1993G • 

r.ftl= 0.313003 • 
rLb= re.a ~ 

r-..Jb= o. 214545 -

Me.= 97. 97427 "' 
Mb=-146.2190 to! 

Vet= 10.82141 • 
\Jb= 16. 31(.70 • 
H...= S.25ll 19 ~ 
Nb= 6.8302&5 "' 

18.66245 

3.93126 
• calculados inter-n.¡¡n1entE> 

en P 1 progr .amd 



R1,.c.ccic~n VE-rtical Apor=10 
O.:-r""chc1 

P.1;-;;1cción Hori::i:ont.1'1 
Apc.ryo [lerec ho 

Giro Apo~o Izquierdo 

G i. r·o ílpoyo Derecho 

Ot?~.plaza111iE-ntns N1Jdo 
Super1,•r lzq1JiE·rdo::i 

D·~-pla:-amiETllf'.I~ Nudo 
C1>r1tr~l 

01;-:=.p}a¡-~ITllE'flbJS Nudo 
S•Jper ior ~r~cho 

Hulf1ento F lex1.:1nante ~l 
N•Jdo Superior l..:quierdc1 

t1un1ento F lex1anantE- dP.l 
N1Jclo S11pt?rior Central 

Nll1t1ento Flexi•Jnante dP.1 
N•JrJo Superior OerP.Cho 

Dovelas 

11.05939 

13.'94768 

-0.002416 

-0.004016 

d:<= o. 0370E.2 
dy~-o.uuo120 

ph1=-0.002b71 

dx= º- 060107 
dy=-0. 020402 

phi= 0.002436 

d:<= 0.06'3H4 
dy=-0.00[](l(JO 

phi=:-O.o:?7804 

-77.08648 
3b7 

56.01608 
5304 

-278.9731 
554 

Paraftietros 
El~licos 

11.0355 

13.9332 

-79.6643 

55.6930 

-278.6643 

Fact.orll!'s 

11-03501 

13.93058 

-0.002418 

-0.004003 

d.<= 0.051453 
dy=-0.000149 

phi=-O.CI027S9 

dx= º- 060270 
dy•-0. 020264 

phi= 0.002445 

d'<= 0.069067 
dy=-0-000089 

phi::.-0.(127947 

-79.63254 
60 

55.75440 
1 

-278.61l3 
5 

lntP9raciÓi 
Nua.éru·.a 

11.03545 

13.93059 

-·0.00241EI 

-0.004004 

d~= 0.0514155 
d•~=-0. CIOO 150 

phi =-O. 0027~19 

d;-c::. O. Of.0273 
d1=1=-0.020271 

phi:" 0.(1()2445 

dx= 0.069072 
d>.,¡=-0- 000009 

phi=--0.027944 

-78. f.2521 
01 

55. 7657.<' 
ll4 

-278.61l9 
8 



6.- CONCLUSONES 
El análistB da estructuras formadas por elementos de secciOtl 

variable, apoyado en los me todos tradtcion•les, es un 

procedimiento dificil que requiere de mucho trabajo. El uso cada 

vez mayor de estructuras de sección variable obliga el deaarrollo 

de métodos de analisis m•s rApido9 y al mi~mo tiempo eMactos que 

faciliten ia labor del ingeniero y le permitan concentrarse en 

aspectos conceptuales del diseno. El m~todo da integración 

numérica desarrollado en aste trabajo e implementado en una 

computadora personal, permite analizar estructuras de este tipo 

grandes y complicadas, debido a la poca cantidad da variables 

almacenadas y operaciones aritméticas realizadas. Las variables Ge 

1·educen al considerar como un solo elemento a. una barra ract• con 

dos acartelamientos en sus &Ktremos y sección constante al centro1 

en el caso de las operaciones aritméticas, est•9 sa minimizan ya 

que para la solución de las integrales que se presentan se utiliza 

la cuadratura de Gauss-Legendre que resultó ser la mas r.i.pida en 

el estudio comparativo. 

Adicionalmente a la metodologia interna, los datos requeridos 

son medidas f1sicas y no abstractas como en los 

tradicton•les, por lo que se facilita su utilización y se 

disminuye la posibilidad de error. De esta manera al empleo del 

método propuesto permite realizar un estudio exhaustivo de 

diferentes alternativas o de di ferantes estructuras, sin 

limitaciones en cuanto a su forma y en un breve lapso de tiempo. 

El método de integración numérica es dinámico ya que 9e pu9de 

modificar para considerar barras rectas con mAs y difer•ntes 

acartelamientos 1 otro tipo de secciones transversales o carqas, 

puede ser implementado en un análisi9 tridimensional, se pueden 

considerar apoyos elá9ticos o nudos semirigidos, apoyos ouiados 

diagonales a los ejes globales,etc. 

Para facilitar aun m~s la labor del ingeniero, se pueden 

incluir en el programa aspectos tales como: 9ener.a.ci6n auto•Atica 

de carga muerta, diseno de acuerdo a reglamentos vigentes, 

generación de geometria y combinaciones de carga entre otros. 

En el desarrollo teór~ico e><puesto en el capitula 2 se consider• 

que el eje longitudinal es centroidal, sin embargo, los ejes 

longitudinales que se consideran en la práctica no lo son, co~a se 
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indica en la sección 4.1. Seria conveniente realizar un estudia de 

••nsibilidad par• ver que tanto influya 90 •1 análisis esta 

di f•rencia. 

Un aspecto qua &liil import•mte tener en cuanta es al afecto d• 

nudo, esto es la presencia de rigidez infinita en el semiancho de 

la junta. En el ejemplo considerado los acartelamientos &e 

prolongan hasta el centro de la Junta como se expone en la sección 

4.2. Esta es otro punta de estudio en trabajos futuros. 
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APENOICE A 

ABSCISAS Y PESOS DE CUADRATURAS 

En este apéndice se muestr~n las abscisas zL y los pesos wL de 

las diferentes cuadraturas considaradasr 

-Cuadratura de Newton-Cotes 

-Cuadratura de GausB-Legendr'e 

-Cuadratur'"a de Gauas-Chebyshev 
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NUMERO DE EVALUACIONES = 2 

Z• +,- Wa 

NUMERO DE EVALUACIONES a 3 

Z= +,- W= • 3333333333333333 
Za 0 W• 4 

NUMERO DE EVALUAC 1 ONES 

Z= +,- 1 W• .25 
Zi:c +,- • 333333333333333 W• .75 

NUMERO DE EVALUACIONES = 5 

Z• +,- l W= • 1555555555555556 
Z• +,- .s W= • 7111111111111111 
Z• " Wa 12 

NUMERO DE EVALUACIONES . ó 

z.,. +, - l W• • 1319444444444444 
Za +,- .ó W• • 5208333333333333 
Z= +, - .2 W• • 34 72222222222222 

NUMERO DE EVALUACIONES 7 

z,.. +, - l W• 9. 7619047619047620-02 
Z=i +,- • 66ó6óó6óóóóóó66 W= • 514285714205714.3 
z .. +,- • 333333333333333 W= 6. 4285714285714290-02 
Z= 0 W= 272 

NUMERO DE EVALUACIONES 8 

lr::. +, - 1 W= • 086921296296296 3 
Z=i +,- • 714285714285714 W= • 4140046296296::96 
Z= +,- • 428571428571429 W= .153125 
l= +,- .142851142857143 W= • 3459490740740741 

NUMERO DE EVALUACIONES = 9 

Z= +, - l W= 6. 97707231'-)4056440-02 
Z= +,- .75 W= .41537918871=522 
Z= +,- .s W= -. 0654673721340388 
Z= +, - .25 W= • 7404585537918871 
Z= 0 W= -4540 

TABL!\ Al. - CUADRATURA llE NEWTON-COTES. 
AE!CISAS NORMALIZADAS AL INTERVALO [ -1 , 1 l V PESOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC 1 ONES 2 

Z• +,- • 577350269189626 W= 

NUMERO DE EVALUACIONES 3 

Z= +,- • 774596669241483 W= • 555555555555556 
Z• 0 W= • 888888888888889 

NUMERO DE EVALUACIONES ,. 4 

Z= +,- • 861136311594053 W= • 347854845137454 
Z= +,- • 3'39981043584856 W= .652145154862546 

NUMERO DE EVALUAC 1 DNES = 5 

Z= +,- • 906179845938664 W= • 236926885056189 
Z= +,- • 5384693 HH05683 W= • 478628670499360 
Z• 0 W= • 568888888888889 

NUMERO DE EVALUACIONES b 

Z= +,- .932469514203152 W= • 1713244923791 7 
Z= +,- • 66 l 2lt93A6466265 W= • 36076157"3048139 
z ... +,- • 238619186083197 W= • 46791.3934572691 

NUMERO DE EVALUACIONES = 
Z= -t, - .949107912342759 W= • 12948496616887 
Z= +,- • 741531185599394 W= • 279705391489277 
Z• .. - • 405845151377397 W= • 381830050505119 
Z= ,, W= • 417959183673469 

NUMERO DE EVALUACIONES 8 

Z= +,- • 960289856497536 W= • 101~:'8536290376 
Z= .. - • 796666477413627 W= • 222381034453374 
2= •,- • 5255'3~409916 3:29 W= • 3137()6645877887 
Z= +,- • 18343464249565 W= • 362683783378362 

NUMERO DE EVALUAC 1 ONES 9 

Z= +,- • 96816~)2::9507626 W= • 081274.!88361574 
Z= +, - • 8360311073.26636 W= • 180648160694857 
Z= +,- • 61337 l4327005q W= • 2606106964029:~5 
l= +,- • 324:2534:234038~-'"' W= • 31 ~347077n4ooo3 
2= " W= • 330239.35~01) 126 

TABLA A2. - CUADRATURA DE GAUSS-LEGENORE. 
ABClSAS NORMALtZAOAS AL INTERVALO [ -1 , 1 l Y PESOS CORf.ESPONDlENTES. 
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NUMERO DE EVALUACIONES • 10 

Za +,- , 97390ó5285 1 71 72 W• .0óóó71344308ó88 
Z• +,- • 865063366688985 W• • 149451349150581 
Za +,- • 6 794095682990:24 W• • 219086362515982 
z ... +,- • 433395394129247 W• • 2692b6719309996 
Z• +,- • 14987 433898 l 631 W= • 295524224714753 

NUMERO DE EVALUAC 1 ONES • 11 

Z= +,- .978228658146057 W= ,055óó85ó711ól74 
Z= +,- • 887062599768095 W• • 125580369464905 
l• +,- • 730152005574049 W• • 181>290210927734 
l• +,- .519096129206812 W= • 23319376459199 
Z• +,- • 269543155952345 W= • 262804544510247 
l• o W= • 272925086 777901 

NUMERO DE EVALUACIONES a 12 

Z• +,- .981'560634246719 W• • 04 71 75336386512 
Z• +,- .904117256370475 W• .106939325995318 
Z= +,- • 769902674194305 W• • 160070328543346 
l• +,- .587317954286617 W• • 203167426723066 
Z= +,- .36783149899818 W= • 233492536538355 
l• +,- • 125233408511469 ... .249147045813403 

NUMERO DE EVALUAC 1 ONES = 13 

Z= +,- .984183054718588 W• • 040484004765316 
Z= +,- • 917598399222978 W= • 092121499837728 
z .. +,- • 801578090733'3 l W• • 138873510219787 
z ... +, - • 64234933944034 ... .11014sqa076194ó 
Z= +,- • 4494q21s1036447 W= • 207816047536889 
Z::i +,- • 230458315955135 W= • 226203180262897 
Z• 0 W= • 23255155323087 4 

NUMERO DE EVALUACIONES "" 14 

Z= +,- • 986283808696812 W= .035119460331752 
Z= +,- • 928434883663574 W• • 0801580871597 6 
Z= +,- • 827201315069765 ... • 121518570687903 
Z= +,- • 687292904811685 W= .157203167158194 
Z= +,- .515248636358154 ... • 185538397 4 77938 
Z• +, - .3191123689278<? W= .2051984ó372129ó 
Z= .. - • 108054948707344 ... • 215263853463158 

TABLA A2 (CONTINUACION). - CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE. 
ABC13AS NORMALIZADAS AL INTERVALO C -1 , 1 l Y PESOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC 1 ONES • 15 

Z• +,- • 987992518020485 W• .030753241996117 
Z= +,- • 937273392400706 W• .070366047488108 
Z• +,- .848206583410427 W• .107159220467172 
Z• +,- .72441773136017 W• .139570677926154 
Z• +,- • 5709721 72608539 W• • 16b269205816994 
Z• +,- • 39415134 7077563 W= • 186161000015562 
Zz +,- • 201194093997435 W• .198431485327112 
Z= 0 W= • 202578241925501 

NUMERO DE EVALUACIONES = 16 

Z= +,- • 98940093499165 W= • 027152459411 754 
Z• +,- • 944575023073233 W• • 062253523938648 
Z• +,- • 865631202387832 W• • 09515851 1682493 
z,,. +,- • 755404408355003 W• .124628971255534 
Z= +,- • 617876244402644 W= .149595988816577 
Z= +,- • 458016777657227 W= .169156519395003 
z ... +,- • 281603550779259 W= .182603415044924 
z ... +,- • 095012509837 637 W• .189450610455068 

NUMERO DE EVALUAC l ONES 20 

z.,. +,- • 993128599185095 W= .017614007139152 
z,,. +,- • 963971927277914 W• • 040601429800387 
z ... +,- • 912234428251326 W= • 062672048334109 
Z= +,- .839116971822219 W= • 083276741576705 
Z= +,- • 746331906460151 W= .10193011981724 
Z= +,- • 636053680726515 W= • 118194531961518 
z.., +,- .510867001950827 W• .131688638449177 
Z= +,- • 37370608871542 W= .142096109318382 
z.., +,- • 227785851141645 W= .149172986472604 
Z= +,- • 076526521133497 W= • 152753387130726 

NUMERO DE EVALUACIONES = 24 

l• +,- • 9951872199970'2.l W= • 012341229799987 
Z= +,- • 974728555971309 W= • 028531388628934 
l• +,- • 93827455~002733 W= .04427743881742 
l• +,- • 886415527004401 W= • 0592985849154 ·s1 
Z= +,- • 82000198597 390 J W= .OT!;.34648141108 
Z= +,- • 740124191578554 W• .086190161531953 
Z• +,- • 648093651936976 W= .097618652104114 
Z= +,- • 5454214 71 38884 W• • 107444270115966 
Z= +,- • 433793507626045 W= • 115505668053726 
Z= +,- • 315042679696163 W= • 121670472927803 
Z= +,- .191118867473616 W• • 125837456346828 
Z= +,- • 064056892862606 W= .127930195346752 

TABLA A2 lCONTINUAClON> .- CUADRATURA DE GAUSS-LEGENORE. 
ABCISAS NORMALIZADAS AL INTERVALO [ -1 1 1 l V PESOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC 1 ONES 32 

Z• +,- • 997263861049482 W= • 0070186 100094 7 
Z= +,- .985611511545268 W= • 016274394730906 
l= +,- • 964 762255587506 W= • 025392065309262 
Z= +, - • 93490607593774 W= • 034273862913021 
Z= +,- • 8963211557660SZ W= • 042835898022227 
Z= +,- • 84936761373257 W= • 05099805926237 b 
Z= +,- • 794483795967942 W= • 058684093478536 
Z= +,- • 73218211874029 W= • 065822222776362 
Z= +,- • 663044266930215 W= • 072345794108849 
Z= +,- • 587715757240762 W= • 07819389578707 
Z= +,- • 506899908932229 W= • 08331192422694 7 
Z= +,- .421351276130635 W= • 087652093004404 
Z= +,- • 33186860228 2128 W= • 091173878695764 
Z= +,- • 239201362:s2131 W= • 093844399080805 
Z= +, - .144471961582796 W= • 095638720079275 
Z= +, - • 048.'!.07665687738 W= • 096540088514728 

NL!MERO DE EVALUAC I DNES 40 

Z= +,- • 998237709710559 W= • 004521277098533 
Z= +,- • 990726238699457 w= • 010498284531153 
Z= +,-- • 977259949983744 W= • 0164210583819013 
Z= .. - • 957916819213792 W= • 022245849194167 
Z= +, - • 9328128~)8'2786 77 w~ • 0279370ú6980023 
Z= +, - • 902098806968874 W= • 033460195282548 
Z= +, - • 86595950321226 W= • 039782167974472 
Z= +,- • 824612230833312 W= • '143870908185673 
Z= +, - • 7'78.3056514:!6519 Wo • 040695807615072 
Z= +,- • 727318255189927 W= • 053227846983937 
Z= +,- .67195668461418 W= • 057439769099392 
Z= +,- • 61255388966798 W= • 061306242492929 
Z= +,- .549467125095128 W= • 064004013456601 
Z= +, - • 483075801686179 W= • ~)67912045815234 
Z= +,- • 413779204371605 W= • 070611647391287 
Z= +,- • 3419940908:.:5758 W= • 072886582395804 
Z= +, - • Z6815218~0('7254 W= .074723169057968 
Z= +,- • 1926~7580701.371 W= • 076110361900626 
Z= +, - • 116-"'840706 75255 W= .~77039818164248 

Z= +,- • 038772417506051 W= • 077505947978425 

TAElL·".\ A2 \CDNT ~NUACION> .- CUADRATURA DE GAUSS-LEGENDRE. 
AEIC13HS 1 10RMAL1ZADAS AL INTERVALO C -1 , 1 l Y PESOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC l ONES 2 

Z• ... - • 7071067811865476 W= 1. 570796326794897 

NUMERO DE EVALUACIONES ::: 3 

Z• ... - • 8660254037844387 W= 1 .047197551196598 
Z= 0 W= 1.047197551196598 

NUMERO DE EVALUACIONES . 4 

Z= ... - • 9238795325112868 W= • 7853981633974483 
Z= ... - .. 3826834323650899 W= • 7853981633974483 

NUMERO DE EVALUACIONES = 5 

Z= ... - .9510565162951536 W• .62831853".)7179586 
Z= ... - .. 5877852522924732 W• • 6283185307179586 
Z= 0 W= • 62831853071 79586 

NUMERO DE EVALUACIONES b 

Z= ... - • 9659258262890683 W= • 5235987755982988 
Z= +,- • 7071067811865476 W= • 5235987755982988 
Z• ... - • 2588190451025209 W= • 5235987755982988 

NUMERO DE EVALUACIONES == 

Z= ... - • 9749279121818236 W= • 4487989505128276 
Z= +,- • 7818314824680298 W= • 4487989505128276 
Z= +, - • 4338837391175582 W• • 4487989505128276 
Z• 0 W= • 4487989505128276 

NUMERO DE EVALUACIONES = 8 

Z= +,- .. fJ8ú7852Bo4032304 W• • 3926990816987241 
Z= +,- • e.~ 14696 t 2 .i;u~5453 W= • 392699081699724 t 
Z= +, - • 555571:.12330196(123 W= • 3926990816987241 
Z= +,- .1950903:!20161284 W= • 3926990816987241 

NUMERO DE EVALUACIONES = q 

Z= ... - • '184807753')12~1)81 W= • 3490658503988659 
Z= +,- • 86602540.3-,A44387 W= • 349t)658503988659 
Z= +,- • 6427076096865394 W= • 349065850~988659 
Z= ... - • 3420:0143.3256688 W= • 349'".16585t13988659 
Z= o W= • 3490658503988659 

TABLA A3.- CUADRATUFo:A DE GAlJ!::iS-CHEE:IVSHEV. 
ABCISAS NORMALIZADAS AL INTERVALO C -1 , 1 J V PESOS COF'RESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC 1 ONES . 10 

Z• +,- • 987ó88340S951377 W• • 3141592653589793 
Z= +,- .8910065241883679 W• • 3141592653589793 
Z= +,- • 7071067811865476 W= • 3141592653589793 
z= +,- • 4539904997395469 W• • 3141592653589793 
Z• +,- • 156434465040231 W= • 3141592653589793 

NUMERO DE EVALUAC J ONES . 11 

Z= •,- • 9898214418809.327 W= • 2855993321445266 
Z= +,- • 9096319953545184 W= • 2855993321445266 
Z• +,- • 7557495743542583 W• • 285599.3321445266 
Z• +,- • 541J64081 74555976 W= • 2855993321445266 
Z• +,- • 2817 ,!;25568414298 W• • 2855993321445266 
Z= "' W• • 2855993321445266 

NUMERO DE EVALUAC IONES 12 

Z= +,- • 991444861~7."'!:8104 W• .2617993877991494 
Z= +,- • 9238795~25112868 W= • 261 7993877991494 
1= +,- • 793353340~91 2352 W= • 261 7993877991494 
Z= +,- .6087614290087.207 W• • 2617993877991494 
Z= +,- • 38"26834:!.2'!.650899 W• • 2617993877991494 
zm +,- • 1305261922200517 W= • 261 7993877991494 

NUMERO DE EVALUACIONES 13 

Z• +,- • 99~708874098054 W= • 241660973353061 
Z= +,- • 9350162426854148 W= • 241660973353061 
Z• +,- • 82298~8658936564 W• • 241660973~53')61 
Z= +,- • 66 "312:65824ú7q5~ W= • 24 l 6609r.ns·~o6 t 
Z= +,- • 464 72.31720437686 W= • ::41660973353061 
Z= +,- • 239.;".156642875579 W= • 24 166097335306 l 
Z= •) W= • 24166097335"506 I 

NUMERO DE EVALUACIONES 14 

Z= +,- • 993712:0989.32426 W= • 2243994752564138 
Z= +,- • 9438833:03087.676 W= • 2243994752564138 
Z= +,- • 8467.24199228284 2 W= • 2243994 75:::!564138 
Z= +,- • 7011~.16 ;011865476 W= .2243994752564138 
l= +,- • 53201~~)76515"3366 W= • 2243994 7525641 38 
1• +,- • 330.279061i.¡551672 W• • 224.3994 752564138 
Z= +. - • 1119644761033(18 W= • 2243994752564138 

TAEILH A"!. (CONTlNIJACIONl .- CUADRATURA úE GAUS5-Cl-1EBVSHEV. 
48CISA5 NORMALJ~AUAS AL INTERVALO C -1 , t J 't ?ESOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUACIONES 15 

Z= +,- • 9945218953602733 W• • 2094395102393195 
Z= +, - • 95105651b2951S:S6 W= • 20943951023931'~5 
Z= +,- • 8660254037844 387 W= • 2094395102393195 
Z• +,- • 743144e254T7.3943 W= • 2094395102393195 
Z= +,- • 5877652~22924732 W• • 2094395102393195 
Z= +,- • 40673664307'58003 W= • 20943951023931 95 
Z= +,- • 2079116908177594 W= • 2094395102393195 
Z• •• W= .209439510~393195 

NUMERO DE EVALUACIONES . 16 

Z= +,- • 9951847266721969 W= • 1963495408493621 
Z= +,- • 956940.33'573::1)89 W= • 1 9b3495408493621 
Z• +,- • 881921 :'64348.35~ W= • 1963495408493621 
Z• +,- • 771010453"362737 W= • 1963495408493621 
Z• +,- • 63439328416"36455 W= • 1963495409493621 
Z= +,- • 4 713967368259977 W= • 1963495.qo0493621 
Z= +,- • 290:2:846 77':!544625 W= • 1963495408493621 
Z= +,- 9. ª'> l 7 l 4032956t<J71 0-t.)2 W= • 19634954e8493621 

NUMERO DE EVALUACIONES = 17 

Z= +,- • 9957341762950345 W= .1847995678582231 
Z= +,- • 9618256431720191 W= • 1847995678582231 
Z= +,- • 8951632913550623 W= .1847995678582231 
Z= +,- • 798"Jl 1:~72802395 W= • 1847995678582231 
Z= +,- • 6736956436465572 W= .1847995678582231 
Z= +,- • 52643:! 1628773559 W= • 1847995678582231 
Z= +,- • 361241666187153 W= • 1847995678582231 
Z= +,- .. 1837495178165704 W= .1847995678582231 
Z= •) W= • 1847995678582231 

NUMERO DE EVALUAC t ONES 18 

Z= +,- • 99619469Bo911.q55 W= • 1745329251994329 
Z= +,- .. 9659:58262890683 W= • 1745329251994329 
Z= +,- .. 9l-)6307787~13665 W= • 1745329251994329 
Z= +,- • 819152ü442lj89918 W= .1745329251994329 
Z= +,- • 707H'676l 1865476 W= .17453292'51994329 
Z= +, - • ~73S76436351046~ W= • 17453Z9:?519943'29 
Z• +,- • 4226182617406995 W= • 1745:3292519943:9 
Z= +,- • 258E;19fl45102'52'-)9 W= • 17453:9201994329 
Z= +,- 8. 71557427476~8280-02 W= • 17453:9251994329 

TABLA A3 tCDNTil-.IUACION) .- CUADRATURA DE GAUSS-CHEBYSHC.V. 
ABClSAS NORMALIZADAS AL INTERVALO [ -1 , 1 l Y PE.SOS CORRESPONDIENTES. 
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NUMERO DE EVALUAC 1 ONES = 19 

za +,- • 9965844930066698 W= • 16534698 t 7 6 78838 
Z= +,- • 9694002659393304 W• • 1653469817678838 
Z= +,- • 9157733266550575 W= • 1653469817678838 
Z= +,- • 8371664"/8262~::!86 W= • 1653469817678838 
z ... +,- • 73572391067~1316 W= • 16534698 t 7 b 78838 
Z= +,- • 6142t2712b89b679 W= • 1653469817678838 
z ... +,- • 4 7594 73931-)3707:36 W= .1653469817678838 
Z=-- +, - • 3246994692046836 W= • 1653469817678838 
z ... +,- • 164594590280734 W= • 1653469817678838 
Z= o W= .1653469817678838 

NUMERO DE EVALUACIONES = 20 

Z= +,- • 99691 7333733128 W• • 1570796326794896 
Z:i= +,- • 9723699203976766 W= • 1570796326794896 
Z= +,- • 9238795325112868 W= .. 1570796326794896 
Z= +,- • 8526401643541:)922 W= • 157i.J796326794896 
Z= +,- • 7604059656(H)031 W= • 1570796326794896 
Z= +,- • 6494481:483301837 W= • 1570796326794896 
z ... +, - • 522498564 7159489 W= .. 1570796326794896 
Z= +,- • 38268343.23650899 W• • 1570796.326 794896 
Z= +,- • 2334453638559055 W= .. 1570796326794896 
Z= +,- 7. 845909572784506ll-1-)2 W= • 157~)796326794896 

NUMERO DE EVALUACIONES = 21 

Z= +,- • 99720.379718118~)1 W= • 1495996501709425 
Z= +, - • 97492791 21818236 W= .1495996501709425 
Z= .... ,- • 9308737486442043 W= .14959965017ti>q425 
z,.,, ,,_ • 8660254037844387 W= • 1495996501709425 
Z= +, - • 7818314824680298 W= .1495996501709425 
z~ +, - • 6801727377709194 W= .1495996501709425 
Z:t +, - • 56332~)0580636::!21 W= .1495996501709425 
Z= +, - • 4~388373911 7558:' W= • 1495996501 709425 
Z= +,- • 294 75517 4410904 J W= • 149599650 l 71-)9425 
Z= .. - .1491:1422661761745 W= .14959965,)1709425 
Z= " W= • 14959965017~)9425 

TABL!\ A:: <CONl lNUHLtONl .- CUAORAlURA DE GAUSS-CHEBYSHEV. 
ABCtSAS ~!~RMALlZAOAS AL INTERVALO [ -1 , 1 J V PESOS CORRESPONDIENTES. 
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APENDICE B 

INTEGRACION DE LA FUNCJON X' I I 

En este apéndice se muestran los resultados obtenidos de la 

integración de la funciOn x4 I 1 por cada una da las difar•ntas 

cuadraturas consideradas y para diferentes numeres de puntos de 

evaluación. 
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CUADRATURA 

NEWTON-COTES 

GAUSS-LEGENORE 

GAUSS-CHEBYSHEV 

11 PUNTOS 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
20 
24 
32 
40 

2 
3 
4 
5 
b 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

TABLA Bt.- lNTEGRACICir\I DE LA FUNCICN X'"4/I. 
VIGA DE SECCióN RECTANGULAR ACARlELADA. 

AREA 

28444. 44444444444 
10695. 11111111111 
10270. 50300915389 
10023.85145135431 
1('1073.57807100062 
10137. 31533878992 
10135.2'7728461313 
10132.09752419642 

9666. 406733015839 
10240.56116192746 
10126. 96598538204 
10131. 52461134445 
10131. 79523526627 
10131. 75218682662 
10131. 75439736294 
10131. 75439493965 
10131. 75438712498 
101-31. 754.30771095 
10131. 75438769-39 
10131. 75438769327 
10131. 75438769338 
10131. 75438769335 
10131. 75438769338 
10131. 75438769336 
HH31. 75438769337 
10131. 75438769338 
10131. 75438769334 

15738. ~2458540235 
12088. 81118944263 
10934. q 1317289642 
10640. 32971501687 
10475. 94323584562 
10380. 66568995552 
1032u. 45433810451 
10279. 8448651544 7 
10251. 1308082968 
11-)230. 06245939244 
10214. 13796980929 
10201. 80415173099 
10192. 05428755317 
ltJ184. 21:!11473337. 
101 77. 8094417075~ 
lo t 7:!. 51365155889 
10168. 08309990741 
1Q164. 33876464277 
10l6t.14571J673646 
1o158. 40064039728 

HO: • b BO= • 25 HF= • 3 BF= • 25 LONG= 2 
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL. LIM. INF. = ~1, LIM.SUP. = 2. 
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CUADRATURA • PUNTOS 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN 
2 
3 
4 
5 
b 
7 
e 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
lb 
17 
10 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
20 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
30 
39 
40 
41 

~ l <REGLA DEL TRAPEC:lOl 

ÁREA 

20444. 44444444444 
15132. 44444444444 
12289. 82983529729 
11332. 464996 l 7794 
10896. 52005956909 
1066 l • 4884 7828995 
10520. 35623061 715 
10428. 9868626421 
10366.44812416965 
103~ 1. 7 65940931 79 
10288. 73362900496 
10263.6::!541756554 
10244. 09460689933 
10228. 61.)327424586 
10216. 10937042953 
10205. 88648947922 
10197. 4156946322 
10190.31825686269 
10184.31252891432 
10179.18553996341 
10174. 77383550756 
10170.95027640327 
10167. 61476903463 
10164.68764334549 
10162.10484024616 
hH59.81441589244 
101:57. 77382578695 
10155. 94001617711 
10154.30786724462 
10152. 82903236008 
10151. 49102902051 
10150. 2765255577 
10149. 17077687311 
10148. 16117464733 
10147. 2368962~041 
10146.3885b277855 
10145. 60810186625 
10144. 88845325571 
10144. 22345908372 
10143. 607721668 

TABLA 91 <CONfINUACI6N> .- lNTEGRACI~ Ot: LA FUNCI~~ )("'4/I. 
VIGA DE SECClóN RE.CTANGULHR ACARlELADA. 
HO= .b 1~0= .25 HF= .3 BF== .25 LONG= 2 
ACARTELA111EMTO VERTICAL LINEAL. LlM. lNF. ""' 0, LIM.SUP. • 2. 
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CUADRATURA • PUNTOS 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN a 2 <REGLA DE SIHPSON 
3 
5 
7 
9 
11 
13 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
27 
29 
31 
33 
35 
37 
39 
41 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN a 3 (REGLA DE S 1 HPSON 
4 
7 
10 
13 
lb 
19 
22 
25 
28 
31 
34 
37 
40 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN = 4 
5 
9 
13 
17 
21 
25 
29 
33 
37 
41 

AREA 

1/3) 
10695. 11111111111 
10065. 80518008911 
10118. 70802595416 
10127. 82748479682 
10130. 18123471935 
10131. 00439732408 
10131.3522861221 
10131. 51969842493 
10131. 6083010937 
10131. 65873964061 
1013l.á891588b938 
10131. 70838527213 
10131. 72101889015 
10131. 72959602087 
10131. 73558633692 
10131. 7398709172 
10131. 74300131903 
1013L 74533141717 
10131. 74709470284 
10131. 74844890287 

3/8) 
10270.5030091539 
10102. b 1898252063 
10126. 02541027869 
10130. 02047023899 
101 .':51 • 05803428708 
10131. 42197918428 
10131.57603511887 
10131. 65024093341 
1013.1. 68953848911 
10131. 71191878861 
HH ~ 1. 725420.35662 
10131. 7339559.3018 
lf.)1 . .S 1. 73956560677 

100:?"3. 851451354-Sl 
10S:.H .9623051 h)67 
10131.8241554154 
10131. 76584600014 
10131. 75723996869 
10131.755317802 
10131. 75475086745 
101 !1. 75454908335 
10131. 75446677207 
10131. 75442952035 

TABLA 81 <CONTlNUACllN> .- INTEGRACI~ DE LA FUNCICN X"'4/l, 
VIGA DE SECClON RECTANGULAR ACARTELAOA. 
HO= .6 00= .25 HF= .3 BF= .zs LONG= 2 
ACARTELAMIENTO VERTICAL LINEAL. LIM.lNF. =O, LIM.SUP. = 2. 

112 



CUADRATURA 1t PUNTOS AREA 

NEIHON-COTES COMPUESTO ORDEN = 5 
b 10073. 57807100062 
11 10131.88448027456 
lb 10131. 79344783948 
21 10131. 76081511998 
2b 10131. 75599008549 
31 10131. 75491063829 
3b 10131. 75459197951 
41 10131. 75447850247 

NEWTON-COTES COHPUES TO ORDEN o b 
7 10137. 31533878993 
13 10131. 78358226432 
19 10131. 75387407503 
25 10131. 75433051884 
31 10131. 75437884513 
37 hH3 l. 75438572489 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEN • 7 
8 10135. 27728461313 
15 11.)131. 77168588601 
22 10131. 75407270451 
29 10131. 75435274347 
3b 10131. 754.38227847 

NEWTON-COTES COMPUESTO ORDEl-.1 = 8 
9 10132.09752419642 
17 10131. 75266028697 
25 10131. 75438756857 
33 10131. 75438800637 
41 10131. 7543877245 

TABLP 81 <CONTINUAClet.ll .- INTEGRACION DE LA FUNCION X"4/l. 
VlGA DE SECC16N RECTANGULAR ACARTELADA. 
HO= .ó DO= .25 HF= .3 BF= .25 LONG= 2 
ACARTELAMIEIHO VERTICAL LINEAL. LIM. lNF. = O, Llt1.SUP. = 2. 
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CUADRATURA 

REGLA DEL RECTANGULO 

tt PUNTOS 

1 
2 
3 
4 
5 
¡, 
7 
e 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
ló 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
21> 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 

ÁREA 

1020. 444444444444 
7532. 485547911437 
9033.147121282602 
9525. 50872910b262 
9747.011822294483 
9Bb5. 76235684114.3 
9936. 850309874579 
9982. 786116316348 
10014. 18838955573 
10036. 60513899502 
10053. 16692380159 
10065. 74986912542 
i001s. s.J4224BB556 
1008"3.29275810937 
10089. 54869429062 
101:)94. 6665616'3610 
10090. 90665466245 
10102. 45886869441 
10105. 46437759709 
1o108 .. 02990337261 
10110. 23733648104 
10112. 15~36122258 
UH 13.81910643701 
10115. 2834667185 
10116.57551147669 
1011 7. 72125735532 
10110. 74198930246 
10119. 65525704289 
1012t-J. 475635U1525 
1012:1. =1530783971 
10121.88452564157 
llJ122. 491961:!7696 
l'H:'.:-~. t.)4499':H9415 
10123.54992914906 
lí..!124. o 1~1900lJ154 
to 124. 43645283057 
101~4.~2677126884 

101~5.18667242671 
101. 25. 51923688338 
101:!5.82716484986 

TABLA Bl <CONTlNUACIGtH.- lNTEGRACI~ DE LA FUNCil!i'J X"4/I. 
VIGA llE SECCION f'\ECTANGULAR ACAF"TELADA. 
Hü:i • b BO= • ~5 HF= • ~.!; BF= • 25 LONG= :! 
ACARTE.LAl"tlENTO VERTlCHL LINEAL. LIH. INF. == O, LIH.SUP. = 2. 
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