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Introduace

A lo largo de la historia de la Ingenieria se han presentado
problemas” que por su complejidad no han.podido ser resusltos en
el momento, sino gue se ha debido esperar a que el ingenio del
hombre desartcllase npuevas técnicas para la solucidn de los

mismos,estos problemas han sido de diversa indole, pero
principalmente de factibilidad téenica, es decir, no se ha podido
llevar a cabo la ejecucion de ciertas obras, por - una parte

debido a la falta de herramientas o materiales gue permitiesen
su construccidn, y por otra a la imposibilidad de realizar un
andlisis que permitiese tener la seguridad suficiente en el
estado de esfuerzos a que estid sometida la estructura, para con
ello conocer el comportamiento de la estructura en condiciones de
trabajo y realizar su disefio estructural.

El primer caso ha sido resuelto con el desarrollo de
tecnologias  que  han permitido’ la creaciédn de maguinaria més
potente vy eficiente, materiales mas PPSlStPntFS y traba Jahles asi
COMO .- nuevas técnicas canstructivas. :

. Un ejemplo de esto  es el casn de - la construccion  de'los
grandes puentes, presas, edificios - esbeltos o . 'de. formas
caprichosas, problemas gue han  sido resueltos en - la . parte
concerniente a su realizacion fisica, gracias al desarrollo de’la
tecnologia en maguinarias, como por ejemplo las  grias torre,
‘pavimentadoras, excavadoras etc. que han permitido la ejecucion
de. obras que no era posible construir anteriaormente. Por otra
parte, con el desarrolloc de mejores materiales “como - son @
concretos mads resistentes, aditivos y aceros de mejor calidad, se
ha podido realizar un diseflo mas confiable. Asi mismd, ~se han
podido utilizar otras técnicas constructivas. : - i

En cuanto a su  analisis, @l  problema ha sido -resuelto
gracias al desartrollo de las matematicas; comenzando por la
~=invencisn . del. &lgebra,una  poderosa herramienta  que permitie

modelar -y JFnera11var la solucion . “de los problemas;
pasteriormentp, con el desarrollo .del. Calculo Diferencial, se
pudieron desarrollar diversas teorias, gue permitieron proponetr
“farmulas de solucién sencillas, obtenidas a - partir del an&lisis
infinitesimal de los problemas.

Un ejemplo de esto, 'es. la obtencién de la férmula de la
escuadria, #n  la cual, paPtandO dal analisis infinitesimal del
estado de esfuerzos en un punto,» e obtiene una expresitn para
conocer el estado de esfuerzos en Cualqu1PP'puntD de la seccion
_transversal de una pieza sometida a gomento flexionante, asi como
el caso de  obtencion de laze: pPe51on para el caso de piezas
sometidas a esfuerzos cowtantps,',con la 'que conociendo la fuer:za




cortante. en-unaiseccisn, es posibile
‘debidos:a esta fuerzaen cualquiee punto de Ta

o Sin  embargo, las “expresicnes anteriores solo sirven para
ciertn tipo de problemas, ya que parten de ciertas suposiciones
con el fin de facilitar la obtencion de las expresiones; estas
;®0N, .gue la seccidn cumple con ciertas caracteristicas - de
homogeneidad, elasticidad y forma, ademis de que la teoria parte
de la existencia de materiales que cumplen con la ley de Hooke.
FPor otra parte, las expresiones anteriores se nbtienen realizando
el analisis partiendo de la suposicion del comportamiento de las
barras, la indeformabilidad de la seccién y que la altura de la
seccitn es pequefla en comparacian con su  largo, condiciones gue
no se cumplen en algunos casos.

Las suposiciones anteriores no . es posible aplicarlas a
problemas como son  aguellos en los que el comportamiento de los
materiales no se asemeja a un comportamiento eldstico, en los gue
la  topoleogia del problemsa no permite la suposicidén de una
estructura parecida a una barta ‘o bien aquéllos en gque la
aplicacion de la carga provoca deformaciones tales que cualquier
suposicion de una seccion no deformada resulta falsa; si en casos
como éstos, se plantea uma ecuacién diferencial, o un sistema de
ecvaciones diferenciales para tratar de solucieonar el problema,
nos encontramos con gue no es posible su solucién utilizando los
métodos convencionales, dado el . grado .de complejidad que
presentan las ecuaciones que se obtienen.

) FPara resolver estos tipos. de problemas se han desarrollado
matodos numéricos, los cuales- han permitido el abordar su
solucion. En éstos,  para llegar a la solucion de un problema, a
diferencia de los métodos convencionales, ésta no se obtiene de
una--manera. exacta sino que se obtiene  una aproximacion de la
misma, partiendo de una solucion gue se asemeja a la correcta
utilizando similitudes, para pulirla despuers mediante
transformaciones en  las que se resuelve el problema utilizando
métodos iterativos,  hasta lograr que el error  entre la solucién
exacta yla-— aprosimacion.sea el minimo posible; como un ejemplo
de éstos tenemos los métodos. de diferencias finitas.

Estos ¢ consisten en’ . ila resolucién de una ecuacion
diferencial, ’ a partir?’ sutilizacién de la definicidn del
diferencial obteniendnse - la soluci6n de la
ecuacioncomo 1 aistima-de diferencias.

il El ‘futilizadb para la
Cresoluc

istemas. de. ecuaciones



diferenciales,” para la = aproxlmarrla solucién. utilizando
méatodos numéhicoq;’ ademas rapllca ‘ecuaciones. .que telacionan
caracter15t1cas del problpma,v=:tales como modulos de
lbs'gstadqs de esfuerzos que se
a corriente  inducida en  un

presentan, an.el mlsmo, :
circuito v el voltaje'en'e

Esta aproximacién se  ohtiene dividiendo el objeto que
queremos analizar en - elementos mas pequefios, los que.  se
ralacionan entre si con ecuaciones de continuidad obteniéndose
la ~snlucién general como- la “"suma" de las soluciones de los
elementos. La oractitud de esta solucidn ez directamente
proporcinonal al ndmero de elementons en que se haya. dividido el

. objeto a analizar y seria bastante cercana a 1la snlucidn aexacta
con -un  numero  infito de elementos, pereo dado. que esto. es:
imposible se aproxima la solucién utilizando un numero flnlto dF
elementos, de ahi el nombre del método.

En resumen y de acuerdn a lo expresado e
"El concepto fundamental del método del elem
cualguier cantidad  continua se puede . aproxima iante:
modelo discreto compuesto de funciones cont'nuas inidas ‘en ‘un
nimereo finito de regiones." R

El MEF se utilira en ingenieria-en la‘solucicdn de problemas
de hidraulica, estructuras, geotecniay en general para cualguier
problema ingenieril, en el que al momentorde - plantear el modelo
que representa  al problema que se desea  solucionar, nos topamos
con un sistema de ecuaciones diferenciales. " Sin embargo, este
método tiene un  problema, requiere de un nadmero excesivo de
operaciones para poder llegar a una solucion gque resulte
aceptable.

Dado ®1 desarrollo de la computacion gue ha habido en los
Ultimos tiempos, se ha presentado una reduccion de los costos que
implica utilizar la computadora como herramienta, con  lo que se
ha hecho posible el acceso a las mismas a un ndmern cada ver
mayor de - personas, lo cual ha - permitido, entre otras cosas la
resolucién de problemas de un grado de complejidad grande, como
es @] caso de problemas de ingenieria en los que la obtencion de
resultadons depende de la solucidn de un sistema de ecuaciones
diferenciales.

En ‘el caso de problemas  relacionados con la hidraulica
pademos hacer . el disefio de redes de alcantarillado, usando la
‘teoria‘del elemento finito, tomando en cuenta las caracteristicas
del problema. Siende los  elementos finitos tramos de tuberia, en
los cuales  sus. dreas se relacionan entre si mediante ecuaciones
sdeecontinuidad, para que de un ensamble de ecuaciones y la
‘resolucion del sistema se  obtengan las dimensiones dptimas de la

- iii -




ktuberia de élcanfavillédo.

Fara el caso ™ que naos vamos a ocupar . nos interesarid obtener
resul tados que nos indiquen el estado de esfuerzos en  un medio
como podria ser un elemento  estructural de un edificio o bien el

suelo, por lo tanto utilirzaremos ecuaciones de continuidad de
esfuerzos, de relacidn esfuerzo-deformacién ( Lay de
Hooke -Cauchy ), y de relacion entre los esfuerzos y la
geometria del objeto a analizar, al cual denominaremos

estructura.

El presente trabajo tiene, por objeto el desarrollo de un
programa de computadora, para, aplicando el método del elemento
finito, resolver de problemas de Ingenieria Civil en &1 area de
mecanica de sdlidos, dado que para el desarvollo de un programa
se requiere primeramente conocer el problema, en el primer
capitulo se describe el Método del Elemento Finito de una manera
general, explicando las temrias en que est&d basado, asimismo se
desarrollan expresiones orientadas al caso particular de la
mecanica de s6lidos usando de elementns isoparamatricos
rectangulares, con funciones de interpolacitn lineales.

En. el segundo capitulo se  describen al programa
desarrnllado, asi como las subrutinas empleadass; cabe aclarar
que no se ocupardn los  conceptos de "Ancho de banda", ni de
"Contornode Bilueta" a fin de no complicar el desarrsollo del
tema: con consideraciones que sibien son de vital importancia
para: el trabajo normal con el MEF, no se consideran necesarios
para-la comprensidn tedrica del método en si.

FPosteriormente, en el capitulo 3 el programa fue probado con
un-ejemplo sencillo en el cual se tomaron pocos elementos y se
fue revisando que las matrices estuvieran bien calculadas. FEn el
capitulo 4 se soluciond el mismo problema con la Teoria de Rartas
a fin de observar las desviaciones del MEF al utilizar distintos
tipos . de  mallas, para finalmente abtener una serie de
conclusiones, basadas en. los resultados obtenidos.



Cap i {:;4];c5 .

- Método del Elemento Finito

1.1 Prpb1emqg de campo-

“Dentro de IDs diversns t1pos de problemas cunviingeniero
debe resolver  se’ encuentran aquellms oblema: gueda
definido por ecuaciones de campo, estos subdividi® a
SU vez. ens pwoblemas de equ111br1d;‘ ‘devalores
caracteriaticos. 3 ‘ -

S fconocer la
.condiciones

En los problemas déu
configuracidn de un.: s1stema
establecidas. :

Como ejempios:dé

En - los. problemas de = valqves ‘caracteristicos
( Eigen—valores ) .se busca encontrar‘ los:valores  de ciertas
variables tales que nos proporcionén ‘uniestado propuesto en el
comportamiento del sistema, comeo por ejemplo:

- C&aleculo de frecuencias naturales en vibraciones.
- Prablemas de panden e inestabilidad. - s e

- Resonancia en un medio continuo.

l.os problemas de propagacion son'aquélios eh‘ log . gue vé



partir: de.condiciones. iniciales ' de  fpbntera’ se  requisre
determinar /@l estado del sistema ’ en un cierto instante bt como.
=2jamploidesestos. tenamos o G R e e i

- Fraé gaciﬁn‘de‘

‘Detlos . tres.casds. anteriores se pueden obtener soluciones
despuds - de establecer écuaciones que describan al sistéma  en
analisis, una vez establecidas estas ecuaciones se puede plantear
yas €ea un- sistemna de ecuaciones. algebrdicas o un sistema - de
ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual una vez solucionado
nos  proporciona log. valores de las - incognitas  de ‘nuestro
problema. :

El objetive del Método del Elemento Finito es transformar el
sigtema continuo de un numero infinito de grados de libertad en
un-gistema discreto con un namero finito de grados de libertad.

'1.1.2 Froblemas de equilibrio.

En la ingenieria on ocasiones se encuentran problemas en los
cuales dado un - cuerpo sometido a un sistema de fuercas conocido
s requietes saber el estado de esfuerzos que se presenta en el
misma, ©  tambidn problemas en los que dadas ciertas condiciones
de movimiento se necesita =ncontrar  los desplazamientos en el
cuerpo; en estos problemas se  tienen ecuaciones que definen la
geaometiria del mismo, asi como ecuaciones que definen las relacio-
nes edistentes =2ntre esfuerzos vy deformacionas con la combina-

cion de dstas se pueden llegar a establecer scuaciones que
definan el dominio del problema; utilizando estag dltimas con
lag que definen las condiciones de frontera del  problema se

puede obtener 21 estado de @sfuerzos en 1 cuerpo.

La =olucidn de este problema  se obtiene resolviendo el
sistema de ecuacionezs que se logra de la formulacion del mismo;
2n 2]l caso de que se haga el andlisis discretizando la estructura
an  estudio no  tenemos ningian problema, ya que el sistema de
eouaciones abtenido es un sistema de ecuaciones algebraicas, que
s@ puede solucionar con algino de los métodos existentes como son

_2._.




Gauss, Bauss-Seidel,: Cholesky, etcetera; sin embargo en el case
de que se analice 1 cuerpo de una manera conbtinua el sistema de
agouvaciones pesultante  es un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias que ya no tiene una solucion directa. : .

Este caso se puede resolver  utilizando mdtodos numéricos
tales que permitan la transformacisn, del sistema de ecuaciones
diferenciales  en  uno de ecuaciones algebraicas, entre estos
métodos se encuentra =1 Método del Elemento Finito (MEF).

Este sirve para resolver no solamente problemas de equili-
brio,  sino.-en - forma gendrica todos aquellos en los gque dadas
ciertas ecuaciones de campo, que gobiernan el dominio del proble-
ma .y  que cumplen con ciertas condiciones de frontera, se desee
gnconkrar una sSolucidn que cumpla con las ecuaciones, tanto del
dominip como de frontera.

e

Estas condiciones  se pueder esar “forma matricial’ de’
ta siguiente manera & D L R

LAl =

&
R .Y
[

Donde

A.= Es una imatriz

[Cuyos componentes son: operadores-diferen—

e



Asi mizmo las condicionas de frontera.s.pueden-exprasar @n’
Forma-matricial tE17YV Eomo lo 1nd1ca ld 51gu1ente ecuacion g

EBI40d = £§)

Donde 3

B.— Es Gna matrl*;
cla]Ls.

mponertes . son operadores: diferen-

we~ Ez univector

Eailas’ ecuac1ones ‘éntéﬂicres los elemantos 3 [AJ -y [BY son
matrices de opevadore= d1fcrenc1ales, woes. un. vector de: func1ones
dePQndxentes Lde una. o vaﬂ1as var1ables 1ndepcnd1cntes.;

Siendo’ L[A] una  matriz i que: —cunt1ene ¢
diferencidles que definen’ el dam1n1a del problﬁma
lasg ‘ecuaciones diferenciales
frontera del problema.

Estos problemas se:pueden
entre ellos los métodos deilas
méds. se ocupan debido a-lafacil

1.2 Métodos de' las fhn;idpesidefpﬁﬁebé

En los problemas de campo de una-variable dependiente u cada



e de | las scuaciones gl
ascritas de.la siguiente

igrnan el ‘problema pueden. ser

Fiuy ="6{w

En donde F y 6 eon ambas funciones de W y se busca una solu-
cion-u(wid -tal que satisfada la ecuacion anferior. Los métodos de
las funciones de prueba proponen . para la solucisn del problema
que en ‘lugar de buscar la solucion exacta de. la ecuacion se
ubilice una aproximaciaon de la solucidn de la forma @

‘En5la=qué it

Cr ' ot Son o ecoeficientes  que  se requieran conocer 'y se
determinan wtilizando ‘algin criterio que minimice el srror
geneitado al™ atilizar esta funcién en lugar de la solucidn:
exacta. . g )

@ - Esun vectar con-funciones conocidas ¢ Fropuestas ).

Los ‘métodos de las ~funciones.de prueba’
minimizacisn . del . error producido. al -utiliza
aproximada "0 en  lugar - de la ssdglucioniieiact
clasificarse deacuerda al criterio’que utilicen ps
del problema, en métodos ecesiduales v .métodos var




s2 gbbtiens al usar la funcien . de PPULba u mwéﬁfﬁég ?qué'eh‘losf
meé todos variacionales se utilizan ) EPltEPlD: del calcoculo
variacional para determinar el leur m1n1mo del EPPDP al utlll”aP
la funcisn aproximada.

1.2.1 Métodos residuales. .

Los metadus de~ 105 PEElduOE pesados cmn51atcn gn-.que la
funcion de pFueba U sa Dbten a 519u1ando el crlter1o cde que-al
suatituiirla en 1a cuac;ﬁn‘ obtenqa N PEEldUD que sea
minimo. L . E

) xpresando . la ecu351on
rngldun egsigual a CEPD

Ceomo wna diferencia donde el

aL - # =0 Sr e mieen (3),

8i en’ lugar  de utilizar 12 funcien W utilizambs la funcieén
de  prueba U, el residuo no sera  cero, existiendo- entonces un
error. e que. sera igual a ¢ ) - g :

Al - § =@ @

que fmrman 1a5
as; ¢ nd;clones
los coeflClentcs C que el error mea-

CoPor lo tanto~ al selecc1unah‘1as func1onesf
funciones ‘de’ pwueba debemoq procurar 5aL154aqan(
de F|Dnteva y al selccclonar
mxnlmo.; : :




Dado que sstamos hablando de un sistema de de scuaciones, el

S ror 2 ‘serd igual a la suma de los errores de cada ecuacion,
2ntonces se debersd procurér que esta suma sea minima v, tomando
TenTodenta’ T gue estamos’ "hablandode T eduadiongs Tgue T danTdivereos
valores para  cada funcion, ssta oparacion deberd ser . una.suma
pesada de los errores, dsto e logra utilizando lo que se conoce
como una funcion pesads de los residuos que es

Wofler RS-
Donde

Wz Eskla'fuhciéaneiPesa;f

f(e) ¢ Es la funcien Fesidual tal que f(e)=0.

Siendo esta funcion la que’ debe satisfacer.eli criterio de
pequefez, esto es, qua la suma de las—VaIDPES’deiesta—¥uncién SEA
iqual a cero o  cuando menos de  funsovalorelostsuficientemente
POQUER0, esta condicion se Pesume.en~ﬁunéfsumatoﬂia,‘para los
casos discretos y en el caso de un medio contindo ze transforma
21 la siguiente integral z R I e

WA odQom 0 e e)

Al sustituirla
obtieng un .sistema
facilmente: resuslto

la ecuacibn (1), se
braicas, S el- clual .. es
solucion de ecuaciones,



utilizando=ze con | mayor Frecuencia o aquellos que T Jusan
aprodimaciongs numéricas para la . obtencidn de‘la?snlucidn;‘ahtre

Egtos Tmé todos rges—encuentran étodos. g8, . Crout
Gauss-Crout, Cholesky, etcs 0 : G :

1.2.1.1 Método de Balerkin. .-

Dentro de los métodos de residuos pesados - @l méds usado
actualmente o= el conocido como  método o de. Bubnov-Galerkin o
simplemente de BGalerkin, este método plantea hacer que el error
sea ortogonal a las . funciones de prueba; de cursos -de algebra
lineal recordamps  que la condicidn  para que dos  funciones sean
ortogonales es gque su producto punto 0 escalar sea igual a cero :

T e dh =0 : (7)

Ejemplo.sie L

Resolver la/siguiente ecuacion :

Con - condiciones de frontera ¢



TObsar

- Sat jus” tienen
la. forma d i

Y la segunda ecuacion la forma’s

“Forlo’ tanto podemos “usar el método ‘de Galerkin para.obtener
su - solucion; proponiendn la . siguiente funcidn de prusba como
solucidrn gy e e : : [ : g

Esta @cua
requeridasypa
yo= b

Haciendo &

Gla) = o (4% ~ a®) (y2 —~ h2) =0



Haciendo yd=fb:;

.+unc1on

~cumplecon. las condicipnes - de

frontaraid

La primera der

Derivando porisagunda aocasion con respecto a %

Derivando ahora coniréspecto.a .y s

d .
e =Ry R (KR 3R

dy

— 1(:)' —_



Bustituyendo  estas  ecuaciones .en’ la primera.ecuacién e
igualando” a cero obtenemos el'error.ﬁ T i R

Donde ¢

@ o= (B - a®) (Y= - h®)



in. debemos:minimizar el

o Fara—aplicaiFr 81 metodo - de Galer ]
intogrando @

erpror ocurrido,aliutilizar esta fluncien

[,

o

Raesolviendo 1t

: C .
A =GB m———
a=+b=

Sustituyendo queda- :

Bi bien ésta no es la solucion exacta si nos -sirve para
obtensr el resiltado-de la ecuacién diferencial del problema, que
serd el mismo  gque si wutilizaramos la solucidn exacta, ya que
astamos cumpliendo con las conciones de frontera.



1.2.2 Métodos variacionales.

cual s demuestr 3
diferenciales de. 1a.{arma

5i existe  wuna solucidén, désta debe ser tal que haga que el
valor.de . la "~ funcional* I(u) -y tenga un un valor estacionario,
un valor estacionario es aquel que hace gque la funcional I(w sea
unt valor - magimo ¢ minimo 3  siempre y cuando A . sea un opetador
lineal, en el calculo variacional. se demueestra 1o anterior. vy
ademas se concluyve que dicho valor estacionario s un minimo.

I(w) = min e o e D

Del calculo diferencial de una sola varlable se‘recunrda que‘
para determiner el valor . de la wvariable tal;
funcion tenga un valor estacionario se debe cump i
de sy primera derivada - valuada el punto;:
estacionario sea  igual a cero, esto es: i

i -se’ tiene una funcion F(u) se .debe cumpli

* Funcion de  funcién



Esta condicion s2 puede extender a  cualquier plimero de
variables realizande la derivacion de la funcidn. con pespecto a
cada una de las variables y en el £aso dé desconocer los valores
de  las variables aue hacen gque la @ funcidn sea  cero se  puede
obtener un sistoma de scuwaciones el cual al resolverse nos da los

valares.desconocidos de las.variables..

tog métodos variacionalas proponen ou
la ecuacion se sustituya.la func1on
y gque .despuds: se.encuentre. una; fun51on‘1 tal

Jorcione a. la .’
funcional un valor extremal: B

Estooas s
I(Uy = m‘in' s : - Lye

Teniendd como condiciones de frontera a @

i =Py Pay s pPM

Siendo la funcional una integral de W y sus derivadas en el
dominio ‘D ‘para - la que se tendra que si existe. un. wvalor
sstacionario éste seora forzosemente un minimo si el sistema es
positivo v un minimo absoluto si el sistema es positivo definida.
Dentro de  los métodos variacionales - tenemos entre otros . los de
Diferencias Finitas vy el de Ritz. : .

1.2.2.1 Diferencias Finitas.

Si- tenemos un-conjunto
del  dominio- del probléem
denominamos uq.al valor




,,,,"‘,FAF}"[“ = My g =1

Y. si-sustituimos en la funcional (W) las derivadas pow
diferenciaciones sucesivas de ul,uﬁ “ e » um . siguiendo el
criterio del calculo de diferencias finitas, v las integrales por
sumas finitas la funcional I(w) s2 {transforma en una funcion Im =

Im{tiyg, oy « > cum? a la cual- ge-le..aplica .. la  condicion. de
minimizacidn i .

LIm (U, e

su

1.2.2.2 Método de Ritz.

“cEnteste método se  sustituye la ecuacion que nos aproxima el
valor de . um an la  funcional I(u}), transformando esta en una
funcion que tendrd como  incdgnitas les valores de Cr, si o se
aplica a’désta le condicidn para gque tenga un valor gstacionario,
s@-llega-a un sistema de ecuaciones que para el caso de problemas
de campo - son- algebriicas y para el caso de problemas de valares

caracteristicos o de propagacién son generalmente diferenciales
ardinariag.

Esto es 'si se aproxima el valor de u con ¢

W

8i s@ sdstituye eéste valor ‘en la funcional, “se ideriva:con
respecto’ & los coeficientes Cr'y. se iguala a cero. se tendra un
sistema de "M ecuaciones con M.incdgnitas el cual  alresolverse’
nos proporciona los ‘valores de los coeficientes Cr. St




Despuds de aplicar esta condicién se obtiene’ un sistema de
gcuacianes de M incognitas que al ser. . solucionado . .nos
proporcciona los valores de los cosficientes.  Cr. T

El método del elemento finito puede ‘spr desarrollado tomando
en cuenta cualguiera de 1los dos. .criterios i antes ‘explicados
( Regiduales o Variacionales ). R AT y : N

1.3 Método del elemento {inita

El método del slemento Ffinito  es a. semejanza de  los otros
Cmétodos vistos anteriormente uno que se basa en la propasicién de
una funcidn gue  aprokime la s solucion exacta, vy en el que  la
subdivision de la region en subdominios, celdes o  elementos
finitos @8 una parte esoncial del procesoy; en este método se
wtilizan funciones de prueba las que se adaptan al elemento de
tal  manera que losg parametros de las funciones - sean las
incognitas del problema, teniendose entonces que el MEF  es un
caso especial de discretizacion, en el cwal un problema con
acuwaciones de uwn nuamero infinito de grados de libertad - se
transforma on una gerie de ecuaciones aproximadas con up namero
finito de grados de libertad.

Log parametros de las @ funciones se pueden elégir~dé'3:uando
a distintos criterios- v en-el-caso-de - problemas de.esfuerzos. sd
procura que los parametros sean los desplazamientos de: los . .nudos.

El"MEF s2 puede clasificar de acuerdo la manera de definip
los = parametros de las  Funcionegs de. interpolacion. en - las -
siguientes categorias @ e E : . : e



. Mdétodos nodales : En estos métodos los parémepras~se'dé+ihen
como los valords dorta=funcidnu .y de_sus derivadas en los nodos.

Métodos de coeficientes i En -este caso los. parimetros son
los coeficientes de...la represenfacion -'de la  funcidn sabre el
elemento. L Tt R ' : ’

Métodos de celdas & = parametros  son representativos del
valor. de 'la funcidéniw en.elidominio del elemento, pudiendo ser =1
promedio o el valow medio par eiempla.

; Estas  funciones son  conocides también como funciones de
interpolacion ( Shape Functiones ¥, esto ©s debido a que su
aproximacion es en - lo concerniente a la continuidad de la
estructura; es . decir, . conocidos los desplazamientos en nodos
predefinidos, se aproriman  los desplacamigntos en los  puntos
intermedios, interpolande su  valor, usando para las funciones
propucstas. : =

i.3.1 Definicién del prablema.

Los problemas’ a Aue se  enfrenta el Ingeniero Civil cuando
realiza un “andlisiz de esfuercos, son generalmente aquellos en’”
querdado un cuerpo-sujeto a8 un sistema de fuerzas,. tanto externas
como - internas.,  se debe determinar cual es el desplazamiento en
cada uno de sus puntos asi como los esfuerzos vy deformaciones ehw
log mismos. Fara lograr resolver el  problema anterior - debe
considerarse cuales son los elementos que | intervienen en ‘el
comportamiento del mismo. : : v

Los ezlementos que se deben considerar  para analizar el
compartamiento estructural de un cuerpo son los desplazamientos,
las deformaciones,  los  esfuerzos vy las. propiedades “de los
materiales, estos elementos los podemos encontrar en los tensores
de desplazamientos, de deformaciones vy de esfuerzos, que para el
caso. de .esfuerzo v deformacién plands sus expresiones se dan a
continuacion. ' ’ S

1.3.2 Tensor de desplazamientos.

El tensor de desplazamientos es el‘arreslp, en él rque s@

s 17 -




encuantran-aardpadse las. - funciones. que describen el cambio en la

posicion de un cuerpo, esko es sus desplazamientos

1a la direccien del

eie oy

comp h nte:del desplazsmiéﬁtogen7,

v Es cla aéf desp1ézaﬁiéntpjén' 1éidiﬁéccidﬁfde1

» componen te
@de@ ty. o e




1.3.3 Tensor de deformaciones

Donde :

‘el sentidadel eje u.
smismoossentidoy

&, 4 ‘Es<la: deformacién unitaria len
producida por las cargas actuantes an

lunltar




1.3.4 Tensor Esfuerzos.

:La

ex

uante en. la direccion del

Trege B

A Es perpendicular-a’ los ejes
utilizados.: RN TR R TES (TN e
Con los tensores anteriores ‘tenemos ya - definidos  .los

zlementos - del problema  a - resolver, de manéra que - ahora

necesitamos  encontrar la manera de relacionarlos entre gi - de
manera que podamos  llegar a la solucidn del problema,’ para.ello
contamos con distintas relaciones que a@ - explicaran  a
continuacion. RS S

1.3.5 Relaciones desplazamiento—défdrmac i d‘nl

For principio  de  cuentas
relaciaonar los desplazamientos sproducidos
fuerzas en un objeto con las de+qrma iones




Sivzsertieneen cuenta“que para gl “an&lisis~de”
un cuerpo’ necesitamos toner la deformacitn unitaria esto  es . la
defopmacidn por unidad de longitud, la relacidén entre los
desplazamientos  y las deformaciones se obtiene  al definir . la
vatriacion dael desplazamiento con respecto a cada uno de los ejes.

Faras el elie

sera 2

Fara el eie vy serd ™

PdvaJIt;mu ﬁeﬁdrcmos 'eiiﬁ qzro, que as dequmaqiﬁh
Pvmduc1da PO lcs co Ponentes sdel despla*aml‘nt g =
Perpundlcula s @, chduce,f51endo :

de las dor d1Pecc1onﬂs anall_adas.'~:v

seflierzas  en 77



ST tasesrelaciones  anteriores) ze puedens eipresar en forma
matricial si consideramos una matriz desoperadores diferenciales
Lootal que s ; L : : T

(L1 ¢ Es una matriz  de operadores diferenciales con la
farma ¢ B TR S )

L

-
Py



1:3.6 Relaciones-esfuerzo-deformacién.

Fara relacionar -los  tensores de esfuerzo con  los de
deformacion .’ utilizamos las relaciones esfuerzo-deformacidn
obtenidas: en’’ la mecsnica del medio continuo, con las cuales se
pueden relacionar  los desplazamientos producidos por un clierto
2stado de fuerzes actuantes sobre wuna astructura con los
esfuerzos  producidos, estas relaciones son conocidas  como
relaciones Hooke-Cauchy.

Estas relaciones  westdn basadas en la conocida. ley de.Hooke
an la cual ge establece que la  relacion entre la deformacion
producida en un objeto 25 proporcional ‘a la fuerza aplicada al
mismo, . siendo la constante de  proporcionalidad la rigidez del
material, esta relacidn para el  caso de wuna fuerza aplicada . en
una direccion normel al cuerpo-es la siguiente

Donde ¢

n
t

Fuerza:que provoca la deformacion.

n

v = Deformacid
la fueeza, o i



3in embargo esta  forma de axpresarla depende de las

“dimgngiones del Ghijete a1 que se 1 aplica la fuerza, asi como de

la distribucion de la fuerza sobre la-superficie del cuerpoy, para
eliminar e2stos inconvenientes @s preferible suprosarla en funcidn
de esfuerzos v de deformaciones unitarias, quedando la siguiente
expresiin @ )

=]
]
i}

En la relacion

o trEsi

= Cmopmaloala superficie
del cuer : : A N :

gllesfuerzo.

En -la relacién anterior no. se . incluyen - los efectos en
direcciones perpendiculares al ssfuerzo, ademis, dado que estamos
trabajando con esfuerzos en dos direcciones, nos interesard una
relacion mucho mas amplia a fin de  poder abarcar 21 estado de
asfuarzos que | rejuerimos estudiary esta relacidén la encontramos
agregando el mOdulo de Foissen para con esto congiderar el gfecto:
‘producido - en  direcciones - perpendiculares, -haciendo la  misma
consideracion para las “otras direcciones, que @&n el " caso
bidimensional solo =er& para la direccidn del eje y , esta re
lacion nos la dan las ecuaciones de Hooke - Cauchy cuya expresion
matricial es la siguiente : : -

{w3=.ID1{e)

—- P4 -



(D1 e Es. la/matriz de propiedades de - los - materiales que en
forma explicita se: presenta a continuacian :- RPN :

Los:
mente.




1.3.7 Principio del trabajo virkual.

Fara encontrar larelacion enﬂve'las"fusrvaéj‘apIicadéq.a]
curepo -y los desplazamientos pndnmaq‘nqar'rpl nP1nr1pJn el .
trabajo- virtual,  en g8l cual intervienen - tanfn ]aq fuerras
extaernas comn  las internas requeridas. para anFaP el .qu111hr1nf
del cuerpo, su expresion para el caso de’ con:ldPranp] auilibrio.
de todo el cuerpo as la siguiente 1 : :

En la gues

p s Es la densidad de masa.pop unidédf&é:VQlﬁméh~d91 cuerpbi

Yo o

presada. en

definido

“ante-
riormente. e




esenta  cada

Tpe TisTanterior rsespuede--concluir lo.que
integrando-de -la . exprasion del - trabajo virtual o

Es el trabajo interno Prdducidc,por los esfuerzos o ki . al
producir un desplazamiento  ®kl. S Co

Es el'tnabédpflpkadQCidofpohllas cargas. que :actuah sobre el
cuarpa por unidad de superficie. -0 - IR R P



TPP duc1d0 cporlas que’ se conocen

como +uev Tetu ;_,

‘Mediante la  combinacion. de.las. relaciones
descritas se puede llegar a obtener una relac1un LEER
sOlucionar ¥ en lTa que ee relacionen dlrectamente- los
desplazamientos con las fuerzas actuantes:en el cue4pc- esta;se
procura que sea una expresion del-osiguiente tipo ST :

LD L= LF)

En’la qué 1.
K1 @ Es ta matriz de rigidez del cuerpa.

Observando la ,EKPPE%lon anterior ~se  concluye que es un
sistema de ccuaciones en el que el nimero-de-incdgnitas .es igual
al nimers de grades de libertad del i -cuerpo,’ solucionando el
anterior  se puede  obtener el valor ..de  los desplazamientos
producidos por las fuepzas | sobre el cuerpo.

B - TR



ZEf.3:E:?EﬁéiﬁﬁESVdE“Interpnlacién

Cuando s=2 trabaia con un medio continue se enfrenta uno con
2l problema de que se presentan un ndmero infinito de grados de
libertad ya que cada punto dentro de la region analizada presenta
un desplazamiento distinto &l punto que 1) encuentra
inmediatamente a =u  lado, dado gque la intencion del método para
obtener losz desplazamicontos 28  la solucion de un sistema de
scvaciones cuyo niamero de incdgnitas es el del numero de grados
de libertad totales en el cuerpo, al llagar a la expresion ante-—
rigr seria  imposible obtener la solucion del sistema, dado el
nimero de  incognites resultantes al considerar todos los grados
de libertad del cuetrpo.

Fara solucionar este problema el métodeo del elemento finito
propone.  la subdivision de la iregidn en wna serie finita de
2lementos en  los cuales vamos a distinguir una serie de puntos
nodales, en los  cuales se definen desplazamientos, deformaciones
unitarias y - esfuerzos, referidos a - cada nodo, los cuales seran
las incognitas del problema.

‘Dado que contamos con 1a manera de establecer una relacion

antre desplazamientos y deformaciones { Felaciones esfuer-
zo-deformaciin ), entre las deformaciones vy loz esfuerzos, asi
como entre estos  Oltimos vy las fuerzas que actuan en el cuetrpo,
podemos llegar a wna expresion en en la que tan solo nos queden

como incognita los desplazamientos de los nodos, eliminando de ..

las ecuaciones los esfuerzos y las deformaciones unitarias.

Dado que estamos hablando de uwun medio continuo  debemos
hallar la manera de modelar la continuidad entre los nodos en los
que se determinan las  incognitas de nuestro problems, esto se
hace proponiendo  una serie de funciones que nos establezecan la
relacidn entre los puntos intermnsdios en los que no se definieron
puntos nodales, estas funciones pueden ser cualesquiera pero,
dadas lag caracteoristicas de los fendmenons analizados se procura

que cumplan ciertas condiciones minimas, due pueden ser las.

condiciones de  frontera del problema, o bien, dado =1 comporta-

miento del fenomenn analizado se procura ajustar la funcién’ de

mnanera de gque sea representativa del mismo.

1.3.8.1 Elementos Unidimensionales.

Si ze tienan dos puntos sobre una recta 'y - en cada punto . se
define un desplazamiento u, tenidéndose entonces para . el punto -t
un  desplazamionto wy vy para el punto 2 un desplazamiento-ua,
axistiendo on los puntos intermedios desplaramientos
desconocidos, por lo tanto Se propone - para aproxdinarlos o una
funcion wlx,u,ual tal que nos proporcione el valor de ui . cuando

e



z2 value on el punto 1 'y el valowe

punte. 2, mieniras que . para valores
combinacion de BEEoE Valores

de.uﬁ cuando se ‘valiae en @l
intermedios nos darauna
peta=funcion-tendrd..la_for

Donde 'z

Ay g @me San. cacf1c1entes que dependen de’

laé“;pndicionesl
de {ranfera y de 1a forma del el@mento. a L ‘




~Estafuncion
frontepa BT

debe cur

cumplip

dguigntesTcondicionessdes ==

[=
it

Um

en la seclacisn las ‘condiciones:anteriores

Despeiando ax iderla primera ecuacidn

primera ecuacion g







“Reordensndo i

U= Uy

Se puede observar que.la expresion’anterior tiene la forma

Ewy My s Na

Ny N5~:::Spn_¥uhciunes dE:{oﬁmgiqug 'depéndenidel valor de

Wy g ums g i8on los,'Yaldresadez 1os ‘desplazamientos  en los
nodos i SRRCER P i AR

R

o
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Observando”  s2 puede ‘apreciar-que lo que  se desea  e5 una
funcion de interpolacién tal ' que cuando’ se valie en. un cierto
nodo  su valor sea uno de manera  que al multiplicarse por el
desplazamiento en ese nodo nos quede el valor del desplazamiento,
v £i se valua en otro nodo'sw valor sea de cero abtenidndose para
valores intermedios un valor que. serd proporcional a la distancia
que los separa del nodo.

Dado que generalmente no  se tendra un solo nodo. ‘sino que
habra varios de ellos definiendo la’ estructura en. analisis el.
valor total  del desplazamiento estard dado por la suma de los
valoares proporcionados por cada funcisn, teniendo entonces la
axprecion total del desplazamiento la siguiente. forma : )

En

ur




LaSWWLQndlCanEE
FunL1one= =0n‘L

,de frmntLr

[
R

Nj =

l
e

hj =0 . e ' Slparar ol D g dr

Estas funciones son copocidas tambidn como funciones de peso
va que cada funcion proporciona un peso el cual al sultiplicarse
por el valor del desplazamiento a  que corresponde nos da la
aportacion del mismo al wvalor total del desplaramiento. Asimismo
se -les conoce como funciones de forma ya que si bien  hasta el
momento solo e ha hablado de aproximar el desplazamiento para
valores intermedios también es factible y necesario aproximar la
ftorma del elemento a partit de las coordenadas de  los nodos,
utilizandoss entonces de preferencia las mismas funcioneg para a-—
proximar la forma del =lemento que las que se dsan para aproximar
2l comportamiento del cusrpo.

La expresién que se . encontré anteriormente para el-elemento
unidimensional se obtuve a partir de la suposicidn de que la
variacién que existe entre los nodos eg lineal, sin  embargo

dependiende de las caracteristicas del problema’ se pueden
realizar  interpolaciones con polinomios de  grados superiors o
bimsn utilizar combinacionas de funciones senoidales )

guponenciales, asimismo siguiendo otros procedimientos para la
obtencion de las Afunciones de peso se pueden encontrar otras
exprasiones algo distintas a la encontrada anteriormente, por
wijemplo @

Dado que 7t

i




“Propaniends”
pendiente sea™s ™

For lo  tanfo la funcion que ‘nos proporciona el yalbryde [}
para cualquier punto sobre la recta es - o : :

En el ejemplo -anterior se suprimid’la’variable vy, dado que
&l analisis se hizo scobre 'una recta, gue-se ‘considera horizontal,
51 deseamos incluir el efecto de  la variable 'y debemos afectar
los elementos que componen: la funcidn — por-uwn factor que valga

1 6 Q0 segin sea el valor de la coordenada-  y estos factores
seran. @ ’
YooY
fg = e *
Y= Y1

“deTUufe cuanda se




valfia en @1 nodo 1 esto es cuando vy = yy vy caro cuando se valida

“en el nodo ¥ varlando T linealmente paravalores intermedios Ty TR

gRa-funcion. quae toma. el valor de uno en el nodo 20 y.ocero.en. el
nodo 1 con variacion lineal para valores intermedios .

Forlo tanto nos queda la siguiente expresion :

YaT B
WO Uy =
Yo' i R
En la expresion:an :
K Ko
Y B4
Azimismo 2
Las:: ey Sic ’ Hre: ron obtenidas por simple

obsenvacion

Esﬁa ‘manera de’ ‘obtener las’ flunciones de ' interpolacién es
semejante -a la  usada por Zienkiewiksz para obtener  la familia de
funciones -de. interpolacién  conocida ‘como Familia Serendipity,
debiendo su . nombre a la Frincesa de Serindip de la novela de
Horace “Walpole la cual obtenia sus respuestas por  intuicidn.
Estas familias se utilizan para los elementos Rectangulares.

i
[
P}

i
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x=0 xz0.3974L T x=L

%—-

g-=0 £=0.3974 g1
Figura 3

Recta con transformaclonZde~coordenadas



=Hicen la formulacion del problema anterior no . wtilizsmos ol
sistems coordenade tartesiano.general  y wtilizamos en:
uno local,en el -cual. el origen  se loddlice=al.ipni
racta, tendremos. que '« B

suilugar

nci

Y4 w0

i
#
B

[

para . la

valores de 'y

Despejando.dz de la primera ecuacisn

Rap WUy

Sustituyendao gste valor,énglagsegunda acuacion @

1
el
Ry
l



(A}

o.oo.Biendo las expresiones
siguientes: . L T

Fara Ny



Se puade. observar’ que ‘esta expresion es mas “simple que las
anteriores gracias. a que se wtilizaron las coordenadas locales,
debido a lo cual, estas coordenadas son las que mds ge utilizan
en la practica, wtilizandose una matriz de - transformacidn para
cambiar el sistema local no solo el de coordenadas sino tambidn
los de esfuerzos v degplazamientos en uno glebal, esta matriz de
transformacidn es conocida como Jacobiano de transformacidon, ‘del
cual se hablari mis adelante.

i ahora. an lugar de utilizah'layvaﬂiab1é1y
variable adimensional tal que e i oride
lopcalizado al centro de la recta g o

Siendo ¥ ‘una‘variable’
siguiente ¢ : .

Donde. ¢



PﬁéﬂéiphoﬁéhEt

S FParg este sistema e
svariable i

nos aprowime ali valorsdé

Siendn los valores: de la variable ' %  en los puntos nodsles
los siguientes’: AR AR [ HEEE voN R o s L

“para las funcién 1

Despejando-az de la primera ecuacién i

- 42 -



Sustituyendd ﬁhaaé,gr

L G E N AT R

u(y)'/= %;(\um'—vu; )

Factorizando Wiy Uz ¥

wly) = 8 (1 ~ &) gy ¥ 1.+ & u

H
I
b

i



) T8iendo E [ forma .las
SIgQUIEntT@EL i el B e e

Como se - dijo antes las funciones. . de. forma no .son dnicas y
varian de acuerde . a la forma ‘del” ‘elemento, anteriormente’ se
utilize un elemento unidimensional pero en la practica  se
utilizan elementos . de diversas formas como  pueden e
triangulares [  Pectangu1aFes,' ademas COme se menciono
anteriormante se pueden realizar interpolaciones de grados supe-
riores a (no asi como wtilizar funciones trascedentales.

A.41,3;B;2 Elémentus Bidimensionales

: S5i 7 en lugar de wtilizar elementos unidimensionales
utilizamos elementos bidimensionales, mag precigsanante un
“alamento cuadrilatero, podemos ob tener las funciones de

interpolacion para este olemento realizande un andlisis parecido
al que e realizd anteriormente, pero =20 lugar de wtilizar desde
el principio el sistema de coordenadas global utilizaremos un
sistema de coordenadas locales con el origen en &1 centro, adesmas
de utilizar wvariables que mapeen a las variables » , v , a las
que denominatremos & , 0, roaspactivamente, las cuales tomaran
valores comprendidos entre -1y 1

La forma de este elemento se . muestra.a continuacion g




Para este. elemento también. se pueden definir funciones de
1nterpo13516n tales que nos: aproximen. los desplazamientos  en
cualquier’ parte del elemento en funcion de los desplazamientos de
los: puntos nodales.

Una vez definido el problema el procedimiento para la
obtencidon de dichas funciones puede ser el mismo que para el caso
de los elementos unidimensionales, esto es uwuna vez establecidas
las condiciones de frontera que deben cumplir las funciones, se
establece un sistema de ecuaciones del que se despejan los
coeficientes requeridos, sin  embargo, dado el numeroc de
incégnitas que se presentan este procedimiento es bastante te—
dioso, por lo tanto se utilizan otros criterios como pueden ser
polinomios de Lagrange, o de Hermite.

Si se aplica &1 criterio de la interpolacidon Lagrangeana se
usan las funciones de 1nterpola:1on de Lagrange clyas expr951ones
son las siguientes :

n n IREM
1 = e emmmiie
1o ey Rl e
e i3

For lo  tanto la expresion del  criterio anterior utilizando
esta funcidn. de interpolacion es .z - S e - L L

Obteniendose la funcion deseada al realizar la ekpansion de
la funcidn de interpolacidn de Lagrange. S .

Utilizando la interpolacion Heprmiteana: en‘lugar de utilizar
como funcidn de interpolacidn las funciones de Lagrange se utili-
zan  polimomios de Hermite, ‘la UtilizZacion de’“uno o'de otro
criterio depende de la necesidad que’ se tiene en .ocasiones de
utilizar una funcidn  en . la. gque.sean continuas. también sus



derivadas, caso en ‘2l que es recomendable 1a Jutilizacion de las
funciones de Hermites

~hdemas de.los criterios anteriores se utiliza una familia de-

fuhcibnes llamadeas: Seredippity, este  ndmbre viene del  hecho de
que: fueron obtenidas por  simple  observacisn sin plantear

ecuaciones con condiciones de frontera las wprosiones de estas

‘ecyaciones =on
MNio= % (1 + & 31 Yol o+ BT iny io=1,2,5,4

Las expresiones anteriores:son ' para el.casp de realizar una
interpolacion “lineal, sin  embargo pueden obtenerse expresiones
para utilizarse en interpolaciones cuadraticas cubicas etcateras
‘ara el desartollo del. programa utilizaremos solo ! la expresién
anterior.: RN E . . CERNRITS .

1.3.8.3 Mapeo de coordenadas.

Dado™que T nose: ‘utilizan las coordenadas normales se debe
hacer - una  transformacidn de las mismas, & “fin de obtener
resultados -‘bassdos = en las cootdenadas  globales,  para esto
utilizamos una matriz con la cual transformaremos las eypresiones
obtenidas- para .las- coordenadas locales ' en. expresiones  para
coordenadas . globales, a la cual - llamaremos Jacobiano de
transformacion, cuva expresion es la siguiente :




Siendo esta matriz la que “estableca _
del - desplazamiento con srespectoia
las parciales con . respect “ila

parciales
lacales y

o

esto e o

Fara la componente del des;

Fara-la“compor




Figura 4 X

Funcion de forma para 1 punto nodal
(Elemento bidimensional de 4 puntos)

A
Superficie plana
/_/ u, tu +tu, +u,
fJ‘;,bj
7
///
s
u =1 s
-
-
u =1
T A T A’
Figura S

Suma de las funciones de forma

- . -



' ea‘»,Fiigur~a &
- Tipos de elementos

x=N¢ x4 "‘vl=1..,.m‘
uz=N: u t=1...n.
La funcién de forma R Funcién de f
es | Ua, a Ia un-— . cion e orma Para
ciéngde interpoliacién de?lnlr las coordenadas
Funeibn de
ER

g interpolacibn
~—— gara detinir

esplazamiento

[ucparametrlco Buperparamstrico
n=m ni{m

Funcidn ¢

de forma

para aproximar
el valor de fa
coordenada

E] Punto donde se define
el dasplazamiento.

Punto donde se define
QO la coordenada.

Funcisn de interpolaci6n
Q. .para aproximar el

Subparametrico desplazamlento
n>m

e L A




anteriores-procedemos
ntos:con=los que. vamos

Esto es el desplazemiento para cualgquier punto  dentrodel
cuerpo  lo definimos en funcion de los desplazamientos en | los
nudos, multiplicado por una matriz que contiene las funciones de
interpolacidn para cada punto, expresado de otra manera queda

€dY = (Nl{dlnudem

1.3.9.2 Coordenadas.

Dado que para definir la geometria de el elmento que estemos
analirando requeriamos de una expresion contipua se realiza una
aprofimacion de utilizando funciones de forma a fin de obtener u-
na expresidn 2n funciden de las coordenadas de los puntos.

S 0 -



El-vector - de coordenadas - se abtiene utilizando. - las-mismas
funciones cde interpolacion que para el caso de los
daesplazamientos, por 1o que se dice que el elemento es del tipo
isoparamétirico, ya ' dque se utilizan las mismas funciones para el
caso de los desplazemientos que para las deformnaciones.

Siendo su‘axpresidn‘lay519Uiehte H

21.3.9.3. Deformaciones.

El vector deformaciones se obtiens mediante la aplicacitn de:
las relaciones desplazamiento deformacién, vistas anteriorment@,
las  cuales quedaron resumidas en-  la matriz. de  operadores:
diferenciales [L1  por lo. tanto obtenemos el Svectoer . de
deformaciones mediante la siguiente expresidon 000 it




En forma matricial queda :

»quéda H

CCED = LEACNT

'Queda‘fﬁ

@ = IBIddauann

[
u
3

i



CEnladexpresitn antepior se tienen expresadas las parciales
de las funciones: de prueba en. funcién de. 'las variables: globales
¥ 'y, Cdado Cque  las expresiones que se omanejan para ‘las
func1one5 de interpolacion® estan en funcion -.de-las . variables
locales conviene realizar  la  derivacion con respecto a  las
expresionzs locales y despuds utilizar =l Jacobiano de transfor-
macion  para referir las expresiones “obtenidas a-“las variables
globales. : -

Alnque . cuando ‘se. g . hizo 13
Stransformacion entre Parcxales 2
utilizar para  transformar.las
‘Prueba 2 o S

de

so queremcs obtenerfla relacion inversa,
vector de pav51dles con

Dado” que en este
despe jamps. de
respecto. a’ 1as

éste se pueda v



. FPara’las otras fu 2 misma-
shlo. se sustituve prueba
correspondiente. . - S

CBise denaminatallaimatriE finversa del ‘Jacobiano T como TV

X g e
8 B e

Se “te ndr*a que [

| este caso de Done @ elementos, se
de 1DS elcmentms de.  su

puede Dbten
matrizoinversa




1.3.9.4 Equilibrio estatica:.

Fara sstablecer el equilibrio  del cuerpo se utiliza ‘la
expresion del  trabajo virtual, vista anteriormente, pera en lu—
gar de plantearla para todo el cuerpo la planteamos para un.solo
alemento quedando @ :

fe o d T EWwp W AR = | Su gadY dr +fp fu £ do

Qe 1 Qe . re . oa

De .los -desarrollos anterior

: que.’ el vector de
deformaciones. S

forma 'z




'Quedandd;;l

Y por. (ltimo expresando el vector  aceleraciones en/funcien
de las aceleraciones en los nudos y de las funciones de- prueba,
nog queda la siguiente expraesion : RN e

1as olitenidss para los.
‘desplazamientos; nos: queda
®presionanteriop.e o000

5i  sustituimos en esta’
esfuerios, las deformaciones;
para cada uno de los miembros




Dado que 2

EDI{e}

Q
i

Quedgndo gy

el
Sustituyendo:

T

[E1CD1 [BI{ule do

Sacandg

N DR o M T B RS
- {”EBJ;ﬁD]HEBJ de |oiule

‘a



fSubétitr
Parfial’del

Auedando 13 siguiente expresion :

S{ul ,pr,‘{mj,dn'——-,"fs-cme»-[tz };p [MITCMI dQ | tde

For otra - parte en el segundo  miembro de.la . expresion del:

trabajo  virtual tenemos las fuerzas tanto de cuerpo como - de
superticie cuyas exprasiones, una vez realizadas las
substituciones correspondientes quedan i :

or: acclerac1cn y de laf



Te

¥ para-.la fuerza.de cueypo i

presiones ~anteriores ‘nos lqueda  1a
presar el equilibrio’del elemento

Bimplificande
siguiente expresid

[Mle {{le # [Kle {we = {fle

Dande &

EM1 = | P CNIINI dQ

Es la expresion de-la mati-iz de masas del cusrpo.

-~ 59 =



En.la expresion anteridr. tenemos Blive
cual se - distinglen no’ solamente “las  compo
fusrzas de cuerpo y . superficis; ‘singa)
deformaciones y . esfuerzos: iniciales, v e v

3 6L Tafuerzainicial debida calas  deformaciones
inicial ncasn de eristir T dstas vy o cuyat expresion es cla

CEI ID) [elo dQ

N v
iniciales.
siguiente

‘Esla fuebza dnicial. debida fa’ los - esfuerzos
taso de sexistir estos |y cuya expresidn. es: la

©Fdoe = | LBl [ole d@

i



1.3.9.5. ¢ Integracibn BaUss{ana;

Cuande == tiabaja con integrales de cierto grade de

compleiidad, como por ejemplo las integrales sobre matrices que .

s2  presentatron en el caso del planteamiento de la matriz de

rigidez no e conveniente realizar una integracion directa dado’

2l grado de dificultad que se presenta al resolverlas con los mé-
todos tradicionales, para llegar a la solucitn de este problema
2% conveniente utilizar un método que es conocido como integracén
Baussiana. .

El método de la integracicon OGaussiana esta basado en el

teorema del valor medio del Calculo diferencial en el cual se di-

ce que la  integral de un funcion se puede obtener mulfiplicando~
2l valor de la funcidn valuada en un punto medio por el valor @n

que esta valuada, esto es

Graficamente esto se pusde expresar de la siguiente manera @




TTHTTTEE Eiene 1a 0 integral de la. fiqura . anterioe se - puede

Scomprobar-que-el-valor dela integral serd -

Esto es porque-:

ot
Yo Tl
o

A

Ademas recordando. que: el drea de un trapecio  es igual a la

semisuma de los  lados, ( la cual queda expresada en el valor de

Yo }y  multiplicads por “la “longitud del mismo, y dado que el
alemento tiene una-longitud:  de dos  umidades, ( va que estamos

trabe jando.con coordenadas naturales ) la expresion del area del”

elenento ez 1

En el ejemplo. anterior se  realizé la integracion de una
funcion lineal, ~ sin embargo se puede utilizar el mismo criterio
para abtener la integral .de funciongs de grados superiores,
asimismo  s& plede utilizar el mismo. criterio :para  obtener
integrales sobre volumanes =" 0T T

En forma general se puede detirgﬁue PR

= b



et

E:tu s cualqu1er lnthral dc ‘una. uncidnfy = f () se puede
descomponer enldna suma de- producbns‘de c1artas cbnstantéé po
los valorcs de la 4unc1cn en ese E S

\pre~f

JAvlosipuntos’ usados’ para valuar las funciones se les conoce
como i puntos [ 'de Bauss vy dependiendo. del grado de la/ funcién a’
integrar se irequeriran uno o 'mas puntos. de Bauss,  para el . caso
de 2l elenento cuadrangular  para el que se realizarad el progeama
se . requieran cuatre puntos localizados en el area  a una distan—
cia del origen del elemento igual a la raiz cuadrada de 3o

En resumides cuesntas si @ queremos obtener el valor de las
matrices de rigidez segin las expresiones obtenidas anteriormente
debemos valuar las expresiones en cada uno de los puntos de Gauss
para posteriormante.  sumarlos y con esto obtener el valor de la
integral.



2 1 Descrxpc16n General

El- lenguase usadd en el “Erograma fué @l Fascal, el cual
tiene_‘e;tc rnombre en homenaie al Ffisico Blas Fascal, sa
selecciond este lenguaje debidn al interés que 3e tiene en gue el
programa desarrollado  sea didactico vy este lenguaje permite-la-
escritura. de un codigo claro lo que ayuda a la comprensién del
desarrollo del mismo, al ser similar un pseudocddigo . T

) Asimismo se procurd. seguir.las reglas de: 1a prngramacxbn
estructurada a fin de  hacer el codigo. -mas leglble N
permitir - la compresidn. tanto del - método( MEF ),
criterios emplesados para vsu"apllrac1on,
computadoras. BN .

El Pprograma se drganizé o de. manera . que haya un .pregrama;

S principal en el . cual se pueden.apreciar: las distintds fases dml4~

caloulo a travez del . llamado a subrutinas especificasy ‘ademas’ se
hace aqui-la lectura de los-datos generales del'pﬁoﬁlema' dentr
de’' las subrutinas  empleadas hay que hacer ndtar la rutinaides
impreson de matrices la cual es llamada a lo largo del programa:y.
lasotras subrutinas, esta rutina fue de gran utilidad para ayudar:
A visualizar los calculos realizados. et :

Fop principio de cuentas
principaly es ‘a través de este que se hace: el llamad‘
de -las subrutlnas que cmmponen el programa"

“EL proqrama pr1nc1pa1

: chivascon
0% . q o et
los que se. trabaaar los cualesisan

En este

‘ze guardaré ‘las matrices de



. Fosteriormente se. hace la lecturaide los: datos hésicos del
problema’ . que- son  namero de  nodas y  ndmera de. elementos,. para.
despues ~leer:las = propiedades del  material empleado (Midulo de.
Foisson, Modult de elasticidad, peso especifico ). L s

Una vez leidos los datos anteriores, el programa. pasa a-la
lectura -de - -datos de los  nodos, que - son coordenadas 'y
restricciones al -movimiento, para finalmente pasar  a la lectura,
de las fuerzas concentradas ~ en los nodos. La configuracion de’la
estructura ‘es-leida al momento de realizar el calculo de  la
matriz de rigidez de cada elemento.

Con los datos completos el programa . hace un llamado a la
subrutina de cdlculo de la matriz de rigidez de los elementos,
basandose para  esto en los nameros . de: los. nodos con que esta
definido cada elemento, estas matrices se guardan ' en @l archivo
MatRig.Dat para su utilizacion posterior y contendrdn los valores
de  la rigidez del elemento en cada unag . de.los nodos que lo.
forman. ‘ :

Al  terminar de calcular las matrices de rigidez de cada
elemento @l sistema procede a su ensamble para con esto obtener
la wmabtriz de rigidez global. El ensamble de las matrices de
rigidez consiste en  la suma de la aportacién de cada elemgnto a
la rigidez del nodo que lo .compone, esto es la rigidesz de cada
nodo esta formada por la suma algebraica de la parte proporcional
de la rigidez de cada elemento, dado que caca matriz de rigidex
da los aelementos tiene entre sus componentes elmentos que
corresponden a la rigidez del elemento en cada nodo de " la
estructura global.

For ejemplo si ~ tenemos dos elementos y el ‘elemento 1 tiene
entre sus nodos al nodo 1y el elemento 2 ftiene entre sus nodos




tadbien al ‘nodo 1 la rigidesz del ‘neda queadara de+1n1da POt ia
suma de las r191decps de cada uno de: los elementos en el nodo- l.

=oluc1cn dPl 5Jstema deecuaciones Pesultante

CIRI Uy =03

‘.'LaggnlutiOH de este sistema se realizd utilizando el método
de Cholesky tamblen conocido como Bauss — Crout, este método se:

eligis debido. a’qie si bien en teoria se podia Utlll-aP cualquier

método,als tratar dp obtener la solucion con otrosr‘se‘qncqntlo
que este, s el de mas rapida convergpnc1a. S

‘ Por otha parte con €l presente trabaljo se pretende ex p11caw'5
en forma sunc111a “lateoria del Método del  Elemento Flnlta im
Profundlvar enel estudla de los algoritmos eflcxentes.,

a soluc10n del rsistema anterior se Dbt1enen 1D5 valnhes

d@l los despla_amlentOF en’ los nodos. Finalmente se obtienanlos

ValDPLS de lps esfuerzos en los nodos mediante la multiplicacison
de:la. matriz DB de cada elemento por el vector de desplazamientos
del: m1smo, gsta  matriz se encuentra almacenada en el archive
matDE. o - -

- ab -



2.2 Phaéréma principals

El pirograma principal ss &l siguiente 1
assign(imp,'MEF. Lst‘%
rewritelimpy; L
asqlqn(aﬁlq,'ﬁatﬁlg Dat ' ),'
assign(aDB, 'MatDB.Dat ') 0 -
assign{(aElem, 'VecEl,Dat " g RN
rewrita (abiB)y S
rewrite(aRig);
rewrite(atlem) ) AR .
RS2 I T T3 lcutuva de caracteristicas del Problema AR AR R T
wrlbn( Cual es el n#mero de puntos nodales 7 ') S anE .
readln (nfFnl g o
write('Cual gs el nimero de elementos 7 ')
readlin(nElem); . 3
{ wwwxx#  Lectura de propisdades de los'm
write ('Cuanto vale el médulo de‘elastitidad
readln(2); R
write ('Cuanto vale el
raadlin(nul; S
write ('Cuanto vale el
readln (gammal j .
write ('Cual es su espesar
readln(esp);
ww1teln&1mp,'801uc10n medlantp cmmputadcra d1g1tal de un prablema de b
writeln Cimp, ! equ111bxr1o u*lll*ando el Metodo del Elemento Flnltﬂ.'?'
writeln(imp) T
vrriteln (img,
writeln Cimp,
wreiteln (imp)
writeln (imp)
writeln(imp, '
writeln{imp)gj
writeln(imp, 'Médulo de elasticidadv;
writeln(imp, 'Médulo de Foisson 0t
writeln(imp, 'Feso Egpecifico :
writeln (imp)
writeln (imp,
writeln (imp); ) -
wiriteln (imp, 'Espesor @ ,espli®) g
writeln (imp, '‘Numero de puntos: nodales
writeln(imp, 'Mumere de elementos:

A T951s pro%es1onal'),., s
V;ctor Huga Juanlco ereles l,"~

PR

R

Fropiedades del matcvlalj o

-

&~ Lectura de cnordenadas de

coord)

{ Lectura de cond1c1nne

cFront;

L Lectura de 1as carqar

cargas; : e
{ Calculo de la 3
mRigsy

< Ensamble de 1




ergams.

writelpn(imp, ‘Matriz de PIQIdPa Blobal )'
1mpMab(PGlab numEc , nuUmEC) §

T SoluEién del s15tem Ade'ec
qaussSaeidely

d

{ Impresion de 105 d pl
despy - E N A
< Obtencisn de las;esﬂuerzas en los nodos’
END.

- 8 =



2 3 Subrut1nas ut111vadas.

=y cant1nuac1bn pasamon‘
subrutlnas que componen Bl R

.30 Subrutlna de lectura de coordpnadas.-

“For:principio de cuentas tenemos la subrut1na de: lectura de
coordenadas, enoesta subrutina se realiza la  lectura de las
coordenadas X, Y de la malla formada por los elementos, esta
lectura se hace de manera secuencial principiando  por el primer
nado, bhasta terminar con el total de nodos en’ la malla.  La
subrutina va imprimiendo log datos medida que los lee. :

FROCEDURE coords;
BEGIN
wvxtmln(lmp,'CoDPdenadas de los nodos’ )y
wr1t@1n(1mp), .
writeln (imp, ' Nodo . o Canrdenadas');
writelo (imp, " SNSRI D RN Y‘);'
weiteln (imp)y L S
FOR i:=1.TQ nfn DG
BEGIN k B :
write('Cuales sbn las” cnmrdenadas Xy Y dFl punto tede )
readln{xCil,yLil)y. e
writelntimp,icd, wlils 1u h,yE1J 10 ), :
ENI; : k
{END FORY;
EMD3

. .
¥

- bGP -

“las degcrxpc1on dp cada:runamde =l G s e



2.3.2 Lectura de condiciones de frontera.

La ‘siguiente rutina empleada es  la que se encarga de la
lectura de las condiciones de frontera de  los  nodos
rRestricoiongs ;" esta e EiFR  se hace al igual que  en el caso
de las. ceordenadas, secuencialmente, leyendo primero la condicion
en X vy despues le condicién en Y, la nomenclatura para definie
las restricciones es, como s indica en el programa el valor cero
para cuando no hay restriccion y el valor uno cuando existe
trestriccion.

A la ver que son leidas las condicianes de frontera, son
calculados los nMmeros de las ecuaciones que tienen asignadas,
estos numeros de ecuacion son guardados en el mismo-arreglo que -
lag condiciones, pero cambiando la nomenclatura, pues - abhora se
tendra que 2] nimero sera un  nanero mayor de uno para el caso de
qua  haya libertad de movimiento en el nodo en la direccidn-
correspondiente v caro en el caso de que el nodo sea restringido.

L Aslmlsma B8 va- guardando @n la - variable numEc, el numero
tabal de 'cuac1ones del problema, e GO F

,A~COnt1nuaCiﬁn«Se,Preseﬁta'

FRDCEDURE chcnt-
HEGIN. s
wP1teln(1mp,‘Cmnd1c1
writeln (imp)
wriiteln(!' Rcstr1cc1one
weiteln (!0 = 11bre'
wrriteln; s
FOR i:=1 TG nPnfD:
REGIN
write('Para el n
*eadln(1e£1 1J,1e'
END
LEMD FORJY 3.
FOR i:=1 TO: nFn
BEGIN "~ ;
FOR je=1:7TO
BEGIN-. -1
IF. (ieliyj?
ieli, ili=00
ELSE el
BEG I "
numEc:=numEc+1-'
1eL1,JJ-—numE
END o e e
{END IF X3
CENDD
LEND FORZY;




END
{EMD FORY s .
wiriteln (imp, 'Nodo dMum.de” Ecu=u:1on T
writeln (imp, ' R Y );
FOR i:z=1 TO nfn DO . e

writeln(imp,isd,ieti, 1J 1U 1@[1,2] It.))
{END FORYs i
END3

— 7L -



2.3.3 Lectura de éargas en los nudos.

En ezta rutina se hara la lectura de las cargas concentradas

en --los.-nodos, —esta.lectura.. se.hace,. .leyendo.por_ . principio. de . .

cuentas el nimero de nodos cargados y o despues. preguntando el
namero de identificacion de cada noda, asi como la fuerza en =21
eje X y despues la fuerza en la direccién del eje Y.

Los valores - de las fuerras son. almacenados . en . un arceglo
llamado f para su posterior uso ‘enila’ edtina de  solucion del
sistema de ecuaciones (. Cholesky e oo 5 0 w0 i

a cbntinuacibn'se‘prkz

FRDCEDURE cargas"
BEGINM
write (!'Cual es el nﬁ
Peadln(nNcar)'.
writeln (imp, " RRARHERE arga n los Nudos
ww1teln(1mp,'Numero de Nudms cargadas !
wiriteln (imp, "Mudo's “Fueza = en
FOR . iz= 1 TO numEc.-DO
fLile=p S

‘****'****'),

LEND FORY S T
FOR its="1"T0O nNcar’DD'
BEGIN
write ('Clal s el numeru’del nudo
readln (j)s L
wirite (! Dame 1as fULr:as“del nudo
read ln (FX, fY)s i
wrlteln(lmp,a 4y £X3 12:1 £Ys 16
11--:&[3,1]
IF i40 THEN
f[ii3:=fx
{END. IF};
iis=iELDJ, 235
IF ii4»0 THEN
TUFCL Y=Y
AEND IFY; :
END-
END,,

H
~!
3

{



2.3.4 Calculo de la matriz de Pigidez.

La siguiente tutina - es.  la gque . realiza 1  calculo de la

natriz-de~rigidery-—para-esto-~leg-por—principio de-cuentas—la=-—

geanethnia; del "@lemento v en  base & los  datos gue ya - tiene
almacenados, esto es de las coordenadas de los nodos vy las
propiedades de los materiales.

Fosteriormente se realiza el calculo de leos valores de las
coordenadas de los puntos de Gauss los cuales se almacenan en los:
arreglos psi vy efta, vy a confinuacidon se procede a realizar el
calcula de la matriz de propiedades de los materiales, ( Matriz
D) la cual se evalia para gl estado plano de esfuerzos.

Una vez obtenidas las matrices anteriores se hace la lectura
de la geometria de cada elemento, mediante la lectura  de los
nodos que lo  componen, posteriormente, mediante integracion
numarica, calculamos la  integral de la matriz de rigidez del
elemento. Fara esto se hace la evaluacion de la matriz de rigide:z
en cada uno de los puntos de Bauss, con lo que se obtiene una
matriz de rigidezr auxiliary la suma de las matrices de rigide:z
avaluadas en los cuatro puntos que definimos anterlovmente nos da
@) valor de la integral de la matriz de rigide=z.

Dado gque las expresiones utilizadas -para la ihtegraciﬁn
numerica son para coordenadas  locales, se deben’ de transformar
las ecuaciones de las derivadas de las funciones de prueba para
que . sirvan con  coordenadas globhales,  paor . esto  se -hace  la
multiplicacion de las expresiones por - el ‘jacobiano de
transformacion, asimismo la integral de la matriz de rigidez se .
multiplica por del determinante por las razones anteriores.

Al tener las derivadas mapeadas en coordenadas globales se
caleula la matriz [RB], la cual es funcion enteramente de estas, a
continuacion se hace la pre-multiplicacion de esta matriz por la
matirriz [R1 vy posteriormente por la matriz [B] - Traspuesta, por
ultimo se  obtiene la matriz de rigidez wvaluada en el  punto en
analisis mediante la multiplicacion pot los valores  del
determinante del Jacobinano de Transformacién y del espesoar del
2lemento. : : :

For ultime se. almacenan en el archivo MatRig.Dat cada una de
las matrices calculadas y gn el athlvo vecEl.Dat los vectores de
1nd1cadares dc ecuac1on. :

PRDCEDURE leg'
BEGIN P




S%SE*&;;lffﬁﬂfér%tz):
psillls=—1/sqrt(3); T S p b s e
peillle=l/=sqrt(3); :
wiiteln(imp, ' Eta Fsi ')y
writeln(imp,etalll:S:2,psilileS:2);
writeln{imp,etalzl:5:2,psil2]:3:2); ; : :
ks In1c1alxzar1on de la matriz de prop1edades dP 195 mater1ale~ ¥
FOR je=1 TO Z DO Al :
BLuIN :
FOR jls=1 TO 2 DO DLj, §12:1=05
END :
{END FORY;
ctei=e/ (1-nu*nu) j
dbli,1ls=ctay
df1,23s=cternuy
df2,13e=dl1,27:
df2,22:=dli, 17
dU3, Zde=ctex (1-nuy) /23
writeln(impi gy
wiriteln(imp); : g : :
writeln(imp, 'Matriz de pvop1edades de 105 matcr1ales ),
impMat (d,3,73); : -
FOR i:=1 TO nElem DO
BEGIN : : .
write('Cuales son los. nﬂmeros dm nodos del elemanto ‘,irl,',? B ]
readln{inodll1i, nodlZ2,nodl31, nodt4]), o o
wiriteln(imp, 'El elemento ',1i21,' esta determinadg por los nDst Yy
urltmln(1mp,nodL1]-Z,nodt”l.v,nodtu].J,ncdt43"7h
FOR j:=1 TO 4 DO
BEGIN ' :
wyeli, 1le=xlnodljldy
,yrEJ,~]==yEnod[J]J-
END
{END FORJ
uﬂlteln(lmp), PEE O
writeln(imp, 'For 1o ‘tai
welteln (imp)y e oot
impHat (vyc, 4,h),»
FOR j:=1 TO 3.DO
BEGIN
FOR jla=i TD
EMD .
LEND FORYY ™
FOR j:i=1 TO- 8 DO
BEGIN g
¢ Inicralizaci :
FOR Jlz=1 TO,S;DG
EMND . :
{END FDh,, .
{ Calculo de: 1a m
FOR j:=1 -TO -2~ DO
BEGIN
FOR Jl:FlfTO

matriz de coordenadas.es: i')g .

Inicializacion de la matriz B )




BEGIN
£ Calculo de las dnﬂlvadas en- los puntar de Bausé
Nuf1lr=0.28%(atal j1~1) 3

MNxE2 ..25*(1—eta£1]),

M3l =0,25%(atal il+1;

M L4 =0, u*(“ctd[J] 13y

Ny[L1ile= S¥(psiljll-1)y
My [2]e=0, 25% (~psiljll-1)3
Ny LZd =0 *ipsiljli+ldg

My L8413 =0, 25%{1l-psil j11);
FOR jje=1 TO 4 DO
BEGIN
dnfl, jile=NxCjids
dnl2, 353+=NyLijds
END
LEND FOR>
wr1+aln(1mp)- i
wirriteln(imp, 'Matriz de devxvadas en conrdenada
wrriteln(imply I
impHat (dn, 2,434
mult(dn, xve, Jacmb,-,4,_),
detfaci=jacobll, 11%jacobl
writeln(imp)s
writeln(imp, 'Jacobiano de t
impMat (jacob, 2, 2); -
wrriteln(imp) s
ww1tc1n(1mp,'Dctermlnante ]
IF detdac=0 THEN ‘ T
writeln tinp, 'Hay un errur @n el deter
ELSE T
BEGIN :
{ Obtencikn de la inversa del Jacoblano
writeln(‘obtenci#n de la inversa')y
auxs=jacobll, 113
jacobli,13: =Jac0bE~,M]/dotJ1c,
jacobll, Rl:=auxsdetac;
jacobll,27i=—~jacobll,21/detJac;
jacob(2,1li=—jacaoblZ, 11/detJac;
pPLl,1da=Nulll;
PL2,13:=Ny[13y
mult (jJacob,p.q,2,2,1)3
MiC1le=ql1, 10y
Nytl]:—q[ﬁ,ll
pL1,13a=Nxi23;
PL2,1z=pNy[2];
mult(jacob,p,q,2, 2,405 -
MuL2e=ql1,115
Ny LR23e=qL2,113
pll,1l:=NxCZ1y
pLa, Le=Ny[31
mult(jacob,p,q,2,2,1)5
Mu[3de=qll,1]3
My[ZE1s=ql2,11;
pLl,11:=NxL4];

locales')s

minante del'eléﬁeﬁtbﬁ‘,i:l)



s=Ny[4 0y o
mul%(;accg,p,q._,_,1)~

Mul43e=qll, 113
NyL4le=ql2, 113 o o .
{ Calculo de la matriz B ¥y 777
writeln('Caloulo de lasmatriz B9y
FOR ji:=0 TO 3 DO o :
BEGIN
bOl, jj#2+1de=Nuljj+13y
b2, ji*#2+2%r=Nyljj+1];
L, Jj*2+1 =Nyl jj+11y
bLZ, Ji*2+20 s =Nul 3 j+115
END
{END FORZ 3
writeln{iop);
wrritelnlimp, 'Matriz B');
writeln (imp); ‘
impMatib,s,8) 3
mult(d,b,dB, 2,3
wrlteln(1mp), o
wrlteln(lmp,'Matrlv DB )'
writaelnlimp) : S
impMat (dE, 3, B)-
< C ]cula de R transpuesta }
FOR jis=1 TO 3 DD S
BEFIN o
FOR iig=1.TO 8 DD‘
bTEll,JJJ'=bEJJ,
{END FORZ
EMD
{END FORYS K :
mult (bT,dB, kAUx ,B,J,Q), B
FOR JJ~=1 TO-8.D0 g’ .
BEGIN ’ :
FOR iil:=1 TD 8 DO
kﬁu%[JJa11]'“95P*dEtJaC*kAUhLJJ,113
{END FORZ s i L .
END
{END FOR;
writeln(imp7 - S
writeln(imp,‘Matriz,h
writeln(imp)s ' St
impMat (kAux, B, B);
FOR jis=1 TO- 8 DO
BEGIN : )
FOR ii:=1 "T0O B DQg-» S : e i
kLjj,iilz= P[JJ,113+hAu EJJ,11]
{END FORY s :
END
{END FORJ3
END
{END IF}:
EHD
CEMD FORY

y8) 3
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{END FORY;
writelaDE,dbr;
elemlfll:=iElnodl1l,11;
elemlPle=iElnodl11,21;
elem(3l:=iE{nodl2],11;
elem{dl:=iElnbodl21,27;
elemlSlr=1Elnodf31, 133
elemlédlr=1iElnadl3E],210;
elemi7]l:=iElnodl41,113%
elemi8l:=iElnodl41,21;
writeln (impls
wr1toln(1mp,chv(1”),'Matrlv dF P1q1de*‘)r
impMat (k,8,8) 5
aRig™y=ky
aElem™: =alem;
put(aRig);
put(aElem)y
END

{END FOR2;

END;
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_2.3.5 Ensamble de las matrices de rigidez.

Una': vez gue- se tienen- las -integrales de las  —matrices de
trigidez, para cada elemento se procede a realizar el ensamble de
las mismas a fin de obtener una matriz global que nos represente
toda la estructura.

El #nsamble se hace utilizando el vector que tiene guardados
los niameros de ecuacion de los nodos para cada elemento, siendo
la matriz global aquella en la que sus miembros se encuentra la
suma -de  la aportacion a la rigidez del nodo, de cada elemento.
Asi, tenemos que si el miembro kI{1,1] de la matriz de rigidez del
elementao 1 corresponde a la rigidez al desplazamiento en la
direccion del eie X del nodeo 2, con nimero de ecuacion 4 y, por
otra parte el miembro KL3,2] de la matriz de rigidez del elemento
2, corresponde 2 la rigidez del  mismo nodo, el miembro de la
matriz de rigide:z global sera igual a la suma de las rigideces de
ambos elementos.

La rutina principia - con la &iniciali:acidn de la  matriz de
rigidez ..global, - para  posteriormente. ir . leyendo. elemento  pat
elemento . tanto-la- matriz ..de..rigidez . como el vector.con .los

numerons’ de‘ecuacicnes;  para Posterlormentp ir-recarriendo. el
vaector de indicadores. de.ecuacidn yyien @1 -caso de ser distinto
devcero el indicador actual, . ( Hay desplazamiento ) se. hace &l

‘ensamble snmando el valor correspondiente-a. la matriz de rigidez
global. : B LT ST

FRDCEDURE ensam'
BEGIN
reset(aﬁiq)3
resat(aBlem) s : :
FOR i:=Ll-TO: numEc DD
REGIN :
FOR- j:=1 TO numEc DD
END
{END. FORY Iy .
FOR "je=1 TO" nElem DD
BEGIN i
s =aRig o
get(aRig)s .
elemi=atlemody
gat{aElem)y
FOR 1= "1 TO 8 DO
REGIN .
ii:=e]em[ll-
IF ii<» O THEN
BEulN o
FOR jl:=1"TO B Do

g lobli, 1:=0;
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BEGIN'
BANE! =clem[j13;
CIFC§3 R 00 THEN

PGIDbEll,J)]"=kb10b[11,JJJ+lEl,JlJ o

LEND IF3;
.- END
{END FORDj
END
END
{END FORD 3
. END
{END FDF\'};
- END3

g m DMRE
Sﬁ? S?S‘Lh pipitGTECA
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2.3.6 Solucion del sistema de’ecuaciones.. -

Una vez que se tienen tanto la matriz de rigidez global como
el vector de fuer:zas .se procede a solucionar el sistema de
ecuaciones resultante, para esto se pueden utilizar distintos
métodos, el método seleccionado es el método de Cholesky.

FROCEDURE tgceve (VAR armatrizy VAR n:integer)s ;

{ Triangulacion por el metodo de gauss - Crout, para arreglos
cuadrados version NO eficiente. 3 - e 7

VAR

suma: real8s

iy Jykrinteger;

BEGIN
FOR i:=1 TO n DO
REGIN
FOR j:=1 TO i DO
BEGIN

sumar=0,03
FOR k:=1 TO j-1 DO
suma:=suma+ali, kl*alj, kl
{END FORJ3
ali, jli=ali, jl-sumas
IF j=i THEN
ali, jles=sqrt(ali, il
ELSE
ali,jl==ali,jd/alij, il
{END IF3J;
£ 1T0j,1i3:=1C1i,335 2
END
{END FORJ3;
END
{EMD FORJj
ENDj

—_ B(:) —



Una vez que ha sido triangularizada la matriz de rigidez, la
solucion se obtiene facilmente mediante una sustitucien ( Se des—
peja ), la rutina gue realiza esto se presenta a continuacion.

Vl‘PRDCEQURE sgccve(VAR as matr; VAR b, u-vector,VAR N 1nteger),xiﬁﬁt
€ : Sust1tuc10n en ‘el metado Cholesky Sy
VAR : F

,1 kS, k'1nteger'”
suma'reala-

BEBIN 2

'FDR {:=1"TO'n-DO
BEGIN i
suma: =0.0;3
FOR k:=1 TO i-1 DO :
: suma'=suma+at1,k3*uEPJg
{END FOR?Jj

wbile=(bLil-suma)/ali, il}
END

LEND FORJ;

FOR i:=n DOWNTO 1 DO
BEGIN suma: =03
FOR ke:=n DOWNTO i+i DO

suma s =suma+alk, i I*ulk]

{END FORDY;s
ulilds=(ulil~suma)/ali, il
END

{END FOR);

ENDj



. 2a§=2;lmaﬂesi@n,qéfgesalazamiantosa,,,m-

Una vez »soluciocnado el sistema de ecuaciones  se tienen los
valores  de los déSpla:amientas de los nodos, para poderlos
'iMpvimir se. ‘utiliza la srutina desp, .con.la cual se mandan al
archive de impresion. . L :

FROCEDURE desp;

BEGIN :
wr1t;1n(1mp,chr(1u),'******** S DLSPla’am1EHfDS T *%**ﬁ******')~v’
writeln (imp,* Nudo 5 Despl. X s Despl. Y. ‘
FOR iz=1 TO aPn DO o '

BEGIN

Je=iECi, 133
Jle=iE0i,2014
despXi=0.0;
despYi=0,0;
IF j<=0 THEN
deespX:=ul jl
{END IF3s
IF j14%0 THEN
despYs=uljll
{END IF23
writeln (imp, ich, dLst despY)Xj
END
{END FORJY;
ENDs




'f2,3,81Céicdioiﬂereé#uéhzos.L

Al tevmlnarse de imprimitr ~log-desplazamientos - ge. calculan
los csfuer:os, para esto g utilizan las matrices [DBY que fueron .
almacenadds durante @l cdlculo de la -matriz de rigidez, siendo el
vector de  esfuerzos el obtenido de pre-multiplicar el vector de
desplazemientos por la matriz [DB] correspondiente al =lemento en
analisis.

FROCEDURE esfug
BEGIN

raset (aRig)y
reset (aElem)
reset (aDR)

wwiteln(imp,‘ KK e F R KN Esfuerzos HHRREHHXHHN )y

writeln (imp,' Elemento Sx R 8y L Bxy ')y
FOR iz=1 TO nElem pO ’ ' R A
BEGIN

ki=aRig™y
get (axRig)
elem: =aElem™
get{atlem)
dB: =abDB™;
get (aDRJ 5
FOR j:=1 TD 8 DO

REGIN b

IF ‘eleml-j31x0 THEN. - .

wAUMLL, jJ:r=uleleml j1]

TEND “IFY;

END
LEND  FORY )
mult(dﬁ,uﬁun,ss,J,S 1),
write (imp,i23) ;7 - ° R
FOR. j:=1 10 3 DO, WPLtD(lmP,SPEI,J])'
writeln(imply
EMND

{END FOR3;
ENDy :

-
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C2U3T9iTSubratinas auxiliares.

Ademas de fa= :

tenemos’ Dtrws que, sa.
utlli’an en varr

dgéaha,,tanto Ten el .cpragrama.
: meﬂﬁslon; yola

,J,JJ 1nthger-f

BEGIN , R,
FOR i:=1 TO m DO
BEGIN : :
FOR j:=1 TO np DD
BEGIN -

sumat =03
FOR Jjd:=1 TO n DU - :
suma-—suma+atl, JJ]*bCJJq 3T
{END FORZ;
clLiyjls==sumaj;
END ’
{END FOR};
END
LEND FOR}3
END3

T - T S



2.3.9.2 Impf‘esionvde mat‘t‘ig:'es.,

¥ la rutina para la imp

" PROCEDURE 1mpMat(VﬁF\ matimateizg minrinteger)
Var o

1,3'1ntﬁqav- ';j'“

BEGIN

FOR is=1TO n DU
BEGIM -
FOR ji=1TO n DO

wr1te(1mp,mat[1,a] 128%)

{END FOR}Y§ : :
wrltnln(1mp),‘

CEND.

LEND FDR}-

FND, -




‘3.1 Datos Generales.

e TATFIN de €alibrar los resultados del programa se propuso an
prablema en el cual se le pudiera aplicar y que fuera sencillo’s
fin-de no complicar el trabadjo de chequeo -de resultados, por lo
cual se escogit una vigd en canteleiver con una fuerza de 10 ton
aplicada en su extremo libre. ’ )

Esta viga se dividié ‘en cuatro elementos de 2:m de: longitud,
mismos © que fueron  numerados principiando por el empotramiento
principiande por el  #1, asimismo se’ aumeraron los nudos
procurando que. la diferencia de valor entre dos nudos contiguos
fuera minima, de ahi quedd i ’ o :

NRNNNNNRNNN SN

Todos' los datos basicos del problema ( Caracteristicas del
material, nometo de . puntos, coordenadas) se  enudncian a
continuacién en el listado de datos proporcionado  por el
PROgrama.



Tésig Pru+csxona1
Fhoﬁiadéde

‘material

Pesn hspcr1F1c0

Caracteristicas.del problema T

Cmoﬁdénadgs}dE'ld%<hddQs $

'V;ctor Hugo Juanlco Mireles
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0.
i
.
Q.
1.
a.

? 7 1.
10 L0500 [

oo

Q0
(31¥]
QO
[518]
00
00
O
[4]8)



materiales

1 zogszssio0 416666.70
L AYE6E6.T0 L R2OBIIIE.00 .
o0 : LOs000

EA BT
o, 00
D40




Caléulo de la matriz de rigidez del,elemehto #71

ot

El elemento l;cstajdeﬁebminado por. los nodos 't » 4. 241 3

For 1o tanto su mattié?de coordenadas; @587

Matriz de de

=0, 10566 ‘iuuéb .
: ~u.’."?4’54'—ﬂ lU..;bé f"O

;1u~ae GRLTLY

Jacphiano: de:transformacion

oo oL T
0,00 050

Determinante del jacobiano. =  0.50
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Hatriz B.

~0.10366  0.00000 0.10565 0.00000 . 0.39434 | 0,00000 ~0,35434 0,00000
0.00000 -0,78858 - 0.0000) ~0.21132 . 0.00000 0.21132 0.00000 0.78868
l -0. 78868 -0,10366 -0, 21132 0. 10566 - 0.21132 - 0.39434 *(.76848 -0.39434

" Hatriz DB

B8052.02 - ~82153.70 32861470 |
: 4307,30 - 1843073,00° )
0 657229.40 -328614.70"

ffMat‘rl’z kAux s

B1240.00 " 15625.00  17384.4f  ~9021.10 . ~33B54.17 -40271.1) -64730.24 - 33667.21
15625.00 - 195773.30  -2417,20 - S0687.77  -22228.91 -37291.47 9021.10 -189149.40°
17344,41  -2417.20 071,20 -4186.7¢ 7438.56 . -9021.10 -33854.17  15623.00
-9021.10  506B7.77  -41B6.71 - 19351.25 - -2417.20 © -6747.35  15425.00 - -57291.67
-33|34.17  -27228.91 7438.96 . -2417.20: - DA174,70- - 13625.00 -27761.09 9021, 10
-40271.11 -97291.87  -9021.10. - -8747.35. - 15625.00 - 33393.45. 33667.21 - 32643.56
-64730.24 9021.10 ~33854.17 . 19625.00 . ~27761.09  33667.21 12h345.90 - -GB313.31
33667.21 -189169.40  15625.00 -57291.47 9021.10 - 32645.56 -98313.31  213615.50

‘Caleulo en el 28 punto de Gauss
'Hatriz de derivadas en coordenadas locales

-0,10564 0,10566 0.39434 -0.39434
-0.10566 ~0.39434  0.39434 0.10566

Jacobiano de transformacién

S1.06 0,00
0.00 0.50

Determinanté"del ;iacbbianq = 0.5

~Tgp =




Hatriz B

-0, 10565 - 0.00000. - 0,10566 0.00000 - 0.39434 . 0.00000 -0,39434 ,0.00000'

0.00000 -0, 21132

0,00000 -0,78868

0.00000 0.78B6B 0.00000 0.21132

1-0.21132 -0,1056h -0,78868 0.10386 0.76868 0.39434 0.21132 -0,39434

-220136.00
-44026, 01
~176104.00

9071.20
4186.71
{7344.41
417,20
-33854, 17
~15625,00
7438.56
021,10

-88052.02
~440260. 10
-88052.02

4186.71
13354.25
9021, 10
068777
~19623.00
~57291.67
U2
-B747.35

220130.00

Hatriz DB

~328614.70 821536, 70

4402601 -1643073,00  164307.30

-637229.40

17344, 41
902,10
81240.00
~13623.00
~64730.24
-33667.28
~33654.17
4027111

Célculo en el 30

88052.02 - £57229.40

Matriz kfux

2417,20  -13834.17
S0687.77  -15623.00
-15625.00  -b4730.24
199773.30  -9021.10
-9021.10  126343.50
-18916%.40  98313.3!
22228,91  -27761.09
-G7291.67  -33667.21

32861470
1643073,00
328514,70

-15625.00
-57291.67
-1k41.21
-189149.40
58313.31
213815,50
-902(,10
32643.56

punto de Bauss

Matriz de derivadas en coordenadas locales

-0.39434  0,39434

0.10866 -0.10064

-0.39434 -0.10346 0.10066 0.39434

-91_

~ESTO

~164307,30
17610400

7438.96
2417,20
~33854. 17
22228.91
-27761.09
-9021.10
417670
-13625.00

- Bas2.07
-~ 480260:10 |
C-smena0 |

9021.10 1
-8747.35
4027111

-57291.¢7
~33667.21
32643.56
~15623.00
33393.45




-821536.60
-164307.30
-637229.40

125345,30

58313,31
=21761.07
~33667.21
-33854.17
-15623.00
~64730.25

-%021.10

Jacohiano. de- transformacisn

b

[ RN )
B

70.00°

Determin‘aﬁtg,del'jaco,biano’= 0,50 -

Matrizp.

-0.3943 0.00000 039434 0,00000° 0. 10555  0.00000 -0, 10546 0.00000
0.00000 -0, 78868 . 0,00000:~0; 211327 0, 00000 -0, 21132 . 000000 - 0, 76848

-0.78868 -0,39434 -0,21132 0,3943

-328614.70.

-1643073.00
~328614.60

38313,3
213815,5¢
-9021.10
324435,56
~15673,00
~072%1. 68
-33667.20
-189169.40

B21536. 60 -88052.02
164307, 30 --440260. 10
<176104,00 " 32861440

0

o Matriz DB

220130.00
44026.00
176104.00

Hatriz kaux

~27761.07  ~33647.20
-3021.10  32645.58
54176.69  -15625.00
-136Z3.00  33393.43
7438.54 021,10
417,20 -8747.35
~33834.17 402741t
22228.91  -07291.48

-33894. 17
~134625.00
743856
9021.10
9071, 20
4186.71
17344, 42
417,20

88052, 02
440260, 10
88052.01

~15623. 00
-57291.68
#17.20
-8747.35
4186.74
15354.25
3021.10
50687.78

-220130.00
-44026,00
65729, 40

~b8730.25 -

~33647.2t
~33854.,17
4027111
17344.42
9021.10
8124000
-15625. 00

21132 "0.10566 0.78848 -0,10566 |

- 328644.70
1643073.00
-88032.01

-9021.10
~1689149.40
2222891
~37291.68
2417.20
50687.78
-15625.00
195773.30




—

‘Calculoen el ™42 éuhtnf'de'Gauss:fdél"elementnzié— =

Hatriz de d;ar;ivﬁqﬁ'as en coordenadas locales .

-0.39434 0.39434 0,106 ~0.10568
-0.10566 039434 0.39434 0.10366

N i

Jacobiano de transformacién

b o0
0,00 0,50

Doterminante ‘del J‘".iacbtbian\ni = 0,50

Hatriz'B

-0.39434 - 0.Q0000 - 0,39434 - 0.00000 - 0.10366 - 0.00000.-0,10366 - 0.00000

0,00000 -¢.21132. 0.00000 -0,76884B 0.00000 0,78848 0,00000  0.21132
-0.21132 -0,39434 -0,78848 0.39434 0,7884B 0.10566 0.21132 -0,10546
Hatriz DB

-§21536.60 -8B8052.02 62153640 -328614.70 220130.00 ~ 32841470 -220130.00
~{64307.30 -440260,10  164307,30 -1643073,00 - 44026.00 1643073.00 ~44026.00

-176108,00 ~328614.60 -657229,40- 328614.60... 657229.40 - 88052.01. 174104,00

- 93 -

8805202
440260. 10

| -8802.01 | -



‘Matriz kﬁux' ;

o B8176.69 ) 19625,00. 0 ~27761,07. - 9021.10 - -33834.17 -22220.91 7438.36 - -2417.20
15625.00 ° 33393.45 - I34e7.20 32645.58  -40271.11 9729148 -902L.10 - -B747.33
 -27761.07 - 33667.20  126345.50 -56313.31  -64730.23 9021.10  -33834.17  19A25.00
902110 32645.88 -SB313.31 2131550 - 3I3e47.Z -1B9169.40 152500 -07291.48
=3EHNT 0 4027011 -64730.25 33667.20  B1240.00  13625.00  17344,42  -902L.10
-22228.91  -57291.48 021,10 -18916%.40  15625.00 195773.36  -2417.20  S0487.78
7438.36  -9021.10  -33654.17  18625.00 1733442 -2817.20 071,20 -41B6.7t
=720 874713 15625.00 -37731.6B  -9021.10  S0487.78  -41B4.71 1535125

Hatriz de rigidez del elenento & 1

270833.40  93750.02 -20833.32 -~31250.00  -135416.70 -93750.02 -114583.40  31250.01

93750.02 458333,40  31250.01  166466.70° -93730.02 -229166.70 - -31250.01 ~393833.40
~20833.32  31250.00 270833.40 - -93750.02 -114563.40 - -31250.01 -135416.70  F3750.02
-31200.01  146646,70  -93750.02  458333.40  31250.0t -395833.40  93750.02 -229166.70
-135416,70  -93730.02 -114583.40  31250.00 270833.40 . 93750.02 = -20833.35 -31250.04
-93730.02 -229166,7¢  -31250.01 -395B33.40 . 93750.02 45B333.40  J1280.0f  166646.70
-114583.40  -31250.00 -133416.70  93730.02 -20833.35 - 31250.01 = 270833.40 -93750,02
L 31250.01 -395B833.40  93750.02 -229166.70 -31230.01  166666.70 -93730.02 458333.40

- gf <




T eallo de Ia maf iz igiyd:e de evlementq"’i{z,_[i

“Caleulg'en e;}ig‘ punto de Bauss

- Matriz de’derivadas en coordenadas locales

=0.10566 ~0.10366 0.39434--0.39434
-0, 39434 -0,10066 0.10366 0.37434

4

Jacobiano de transtormacidn
100 0.00
.00 0.30

Deterninante del jacobiano = 0.50°

Hatriz B

~0,10566 0.00000 0.10366 0.00000 0.39434 0,00000 ~0.37434 0.00000
0.00000 -0.78858  0.00000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 0.78848
~0,78868 -0.10366 -0.21132 0.10386 0.21132 0,39434 0, 76848 -0.39434

_95_



-220130.00

~84026,01 "~

-637229.40

81240,00
15425.00
17344.41
=9021. 10
~33834.17
-40271.11
~64730,24
33667.21

-328614.70

1643073.00

~88052,02

15425.00
195773.30
-2417.20
50687.77
~22223.91
-57291.467
5021.10
-187169.40

4402601

17344.41
-2417.20
7071.20
-4186,71
7438.56
-9021.10
-33834.17
15625.00

- Matriz Dﬁ_

88032.02

22013000, ~68052.02 8215%.70
“L440260.10
-176104,00

164207,30
1756104,00

Matriz kAux

-9021.10
30687.77
-4186.71
15351.25
-2417.20
-8747.3%
13625.00
~57291.67

-33834,17
-22228.91
743854
~2417,20
94176.70
13625, 00
-27761.09
021,10

8805202
440260, 10
328614.70

-40271. 11
-57291.47
-3021.1¢
-8747.35
15625, 00
3339345
3366721
32643556

Caleula enel 8 punto'de Bauss del elemento % 2

_Matriz de derivadas en coordenadas locales

Jarohiano de transformacién

L0000
R

~0.10566 0.10564 0.39434 ~0,37434
-0, 10966 -0,39434 0,39434 ,10556

Daterainants del ",iAacc)!‘J'iand = 0.9

& ‘—»_,,qé_—“ l, L

~821536.70
-164307.30
657229.40

-64730.24
902110
-33854.17
15625.00
-27781.09
33667.21
1263435.50
~58313.31

328614.70°

16430730071

~328614.70 ] .

33667.21
-189169,40
15625, 00
-S7291.47
9021.10
32645.56
-58313,31
213815.50 {




I. -0.21132 -O 10566 <0, 7BBbB 0 10566 O 78868 0 9434 0

-220130.00-

-44026.01.
~176104, 00

3071.19
4186.7¢
17344.41
2417.20
-33634.17
-15623.00
7438.56
9021.10

-440260 10" 7 44026,01 -
: —88052 02 -657229.40

4186.71  17344.41
15335125 9021.10
9021.10  81240.00
50687.76  -13425.00
~19625,00  -44730.24
-57291.66  -33647.21
417,20 -33854.17
-8747.35 4027111

Caledlo en el:

‘ Ha{ﬁiz

~1643073.00
88032.02

Hatriz k

2417.20
50687.76
~15625.00
195773.30
-9021.10
~189169.30
2222891
-57291.68

)

-’880152' 02 220130 00 -328614 70 921536 70

164307,30
457229,30

Aux

-33834. 17
-13623.00
-64730.23

-9021.10
126345.50

98313.30
-27761.09
-33667.20

328414,70
164307300
281470 -

-15625.00
~57291. 46
-33667.21
~189169.30
58313.30
213B15.40
-5021.10
32643.57

tnto’de Bauss del elemento # 2

- Matriz'de derivadas en coordenadas locales

-0.3943470.39434 - 0, 10364 -0, 10564
{:-0.3943¢ -0, 10566 0.10566 0.39434

_97-

21132 -0.‘3943# =

2570
S164307.30
17610410

7438.56
2417.20
-33834.17
22278.91
=27761.09
-9021.10
34176. 70
~15625.00

 BB052.04
440240.20

,—323614 n

902110
-8747.35
40271, 11

-57291.48
~33687.20
32645.57
-13625.00
33393.46




-821536.80
-164307.40
-637229. 40

126343.50

568313.31
=27761.10
-3347.21
-338534.17
-15625.00
~64730,24

~9021.10

‘Jacobiano de - transformacin

Matriz B

L0000 |
0200 0.50°

039434 0,00000 0.35434 0,00000 010566 0,00000 0. 10566 0,00000
0,00000 ~0,78848 0.00000 ~0,21132 0,00000 0.21132 0.00000.-0,78868 -
-0.78368 -0.39434 ~0.21132 0.39434 0.21132 0.10565 0.78868 ~0.10564 | .

-328614,70
- 1643073, 00
-328614,70

58313,31
213815.50
-9021,19
32645.56
~13623, 00
-37291.64
~13667.21
~189163,30

21936, 80
164307, 40
-176104.00

-27761. 10
-9021.10
34176,

~15623. 00

7438.36
417,20

-33854.17

22228.91

Hatriz DB

-88052.02  220130.10
-440260.10  44026.02
328614.70  176104.00

Matriz kAux

-13667.21  -33854.17
32643.54  -153625.00
~13623.00 7438.56
33393.45 9021,10
9021, 10 2071.20
-8747.33 4186.71
40271.11  17344,48
-37291.66 247,20

-8 -

8B8032.02
440260.10
88052.03

-13423.00
-57251. 66
217,20
-8747.35
4186.7¢
15351.25
q021.10
30687.77

S70130.40
-44026,02
65722940

-64730. 24
~33667.21
-33894.17
4027111
17344.41
902,10
B1239.99
-15625, 00

328614.70
1643073.00
-88052.03

1

~9021, 10
-189149.30
22228.91
-a7291.66
2417.20
30687.77
-13623.00
195773, 20




-0.39430 0.30434 0. 1056 0. 10566
~0.10566 -0,39434 0,393 0. 10566

Jacobiano de transformacién

- 1,00° 0,00
0,00 0,50

Deterninante del’ jacpbian@:,f 7050

Hatriz B

-0.3‘5434 70.00:000 0,39434  0.00000 0.10566 0.00000 -0.10566 0.00000
0.00000 ~0.21132 -0.00000 -0.78868 0.00000 0.78868 0,00000 0.21132
-0:21132 ~0,39434 -0.76848 0,39434 0.78868 0.10366 0.21132 -0.10566

Matriz DB

-§21536.680 -B8032.00 B21534.80 -328614,70  220130.10 32B614.70 -220130.10
~164307.40 -440260,00  164307.40 -1643074.00  44026.02 1643073.00  -44026.02
~176104.00 -328614.70 -657229.40 328b14.70 457229.40  8B052.03 176104, 10

= 99.<:

88052,03
440240, 10
~88032.03



Hatriz kfux

S4176.71 - “15625,00 =27761.10 - 9021.41 - -33854.14 - -22228.91 7438.56 ---2417.20
15625,00 3339345 33667.21 ¢ 32645.55° -40270.11  -57291.66  -9021.10° -B747,35
-27761.11 - 33667.21  126345,50 - -58313.31° - -44730.24 9021,10 ~-33854.17 - 15625.00"
021,11 32645.55 -SE313.32  213IBIS.50 337,21 -1B916R30  15625.00 -07291.47
-33834.16  -40271.11  -44730.25  33467.20  B1239.99 15A25.00  17344.41  -9021.10
-22228.91  -37291.65 9021,10 -189169,30  15825.00 195773.20 -2417.20  GOKB7.77
7438.56  -9021.10 -33834,17  15625.00  17344.41  -2417.20 9071.20  -4185,71
~2417.20  -8747.35  15625.00 -57291.67  -9021.10  S0687.77  -4186.71 - 1535125

Hatriz de riqidez del elemento & 2

270833.40  93750,02 -20833.38  -31250.00 -135416.70 -93750.02 -114583.40 " 31250.01

93750.02  458333.40  J1230.01 16666670 -93750.02 -229146,70  -31230.01 -393B33.40
-20833.38  31250.01 270833.40 -93730,02 ~114583.40 -31230.01 -135416.70 . 93790.02
~31250.00  1bbbbb.60  -93730.03  458373.40  312530.01 ~399833.40  93750.02  -229166.70
-135416.70 . -93750,02 -114383.40  31230.00 270833.40  93730.01 -20833.36 -31250.00
~93750.02 -Z29166.70  -31250.01 -395833.40  93750.01 438333.40  31250.01 164666.70
-414383.40  -31230.01 -135416,70  93750.02 -20833.36  31250.01  270833.40 -93750.02

31250.01 -393833.40 973002 -209146.70  -3230.00  16b6h6.T0 -93750.02  458333.40

Calculo de la matriz de rigidez:del elemento ¢ 3

_E1 elemento 3 esta_deterninado puf, los nodos 2 8. 6.5 7

Por lo tanto su matriz de coordenadas globales es ¢

2,00 0.00
4,00 0.00
4,00 1.00
2,00 1.00

- 100-




-220130.00
-44026,01
-65722%. 40

81240.00
19423.00
17344.41
~9021,10
-33854.17
-40271.11
-64730.24
3346721

Hatriz B

Determinaﬁte del jacohiang = 050 e

.+ -Hatriz e derivadas en coordenadas.locales -

~0.10566 . 0.00000 0.10566 0.00000 0.39434 .0.00000 -0.39434 0,00000
0.00000 ~0.78868  0.00000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 .78868

~0,78848 -0. 10366 -0,21132

-328614.70
-1643073.00
-88032.02

15625, 00
195773.30
-2417.20
068776
~22228.91
~57291.48
9021, 10
~189169.30

220130.00
44026.01
-176104,00

Matriz. DB

-68052.02
-440260,10
- 88052,02

17344, 41
-2417.20
7071.19
-4186.71

7438, 34 -

-3021.10
~33834. 17
15623.00

~9021.10
50687.78;°
-4186:71
15351.25
-2417.20
-8747.35
15625.00
-57291.66

= 101

821536, 70

164307.30
176104.10

ﬂatriz kAux

L -33654.17

-22208.91
- 7438.56
=2417.20
54176,70

- 15675.00
~27761,09

902,10

88052, 04
440260.20
328614.70

-40271. 11
571,48
902110
-8747.35
15425.00
333934
67,20
3264557

0.10366 0,21132 0.39434 0.78868 -0.39434

-821536.70
~164307.30
637229.30

-64730.23.

021,10
~3368534.17
15625, 00
-27761.09
3366720
126343.50
-58313.30

328614.70
1643073.00
~328614.70

33667.21
-169169.30
1562500
-57291.4
021,10
32449.57
-58313.30
203815, 40




Cilculo en el Zgrhuntu‘ de Gauss del.él’emeri\toi&:}

: Matriz de derivadas en coordenadas lacales
0,105 0,10345 0.39634 “0.30434
-0.10566 -0, 39434 0.39434 0.10564 |

oy

Jacobiano de transformacidn
4 1,00 0.00
0.00 0,50

feterninante 'delj jacubian& =050

Hatriz B

-0.105660.00000 0.10966 0.00000 .39434 0.00000 -0,39434 0.00000
20.00000 -0,21132° 0.00000 -0.76868 0.00000 0.78B68 0.00000 0.21132
-0.21132 -0.1036b -0,78868 0. 10366 0.78868 0.39434 0,21132 -0.39434

Matriz DB

-220130,00 8905202 220130.00  -328614.70 * B2IS3.70 341470 ~821536.70 89052,03 |
-48026,01 * ~840760, 105 44028,01, ~1483073.00  164307.30 1643073.00 -164307.30  440260.20
-176108.00  ~G8052.02° -657290,40° | BBOSZ.02 . 57229.40 32861470 176104,10 -30814,70



9071.20
4186.71
17344, 44
2417.20
~33834.17
-15625.00
7438.56
9021.10

4186.74
19351.23
9021.10
50687.77
~{5625.00
-57291.47
2417.20
-8747.35

-0.39434 0,00000 0.3943% - 0,00000. 0.10365 0.00000 -0,10566 0,00000
0.00000 -0,78868 - 0,00000 ~%,211320,00000 0.21132 0.00000 0.788¢8
~0,76868 ~,39434 -0,21132 - 039434 0.21132" 0,106 0,78868 -0.10344

17344. 41
302110
61240,00
-15525.00
~64730.24
-13647.21
-33834.17
40271. 14

Hatriz kfux

2417.20 - -33854.17  -15625.00
30687.77  -15625.00  -57291.47
-10625.00 . -64730.24 -I3667.21
19577330 -9021.10 -189169.40
-3021.10  126345.50  SB3{3.3L
-189169.40 3831331 213B15.50
22228.91  -27761.0% © -9021.10
-07291.68  -33467.21  32645.57

Calculg en el 30 punto de Gauss del’ elenento # 3

0.39434. 0.39430 0,10366 -0, 10566
| ~0,3943 -0,10366 0,10566 0.39434

Jacebiano de transformacitn

|

4,00 0,00
-0.00 0.50

Daterminante.del - jacohiano = 0.50. .-

Matriz B.

=103 -

qpﬁéﬁédza's‘ locales

7438.54
2417.20
-33834.17
22228.91
-27761.09
-9021.10
S4176.70
-15625.00

9021.10
-8747.33
40271, 11

-57291.67
~33667.24
32643.57
-13623.00
33393.46




-821536.40
-164307,30

L -657229.40

L

126345.50
5831331
~27761,08
-33647,21
~33854,17
- 1562500
-64730.27
~9021.10

~328614.70

~1643074,00

~328614.60

58313.31
213813.50
-9021, 11
32643,57
-13623.00
-37291.468
~335467.20
-189169.40

B21536.40
164307.30
-176104.00

~27761.08
-9021. 11
4176, 48
-15625.00
7438.54
2447.20
-33854. 16
22228.90

Matriz DB

-88052,00 - - 220130.00
-340260.00  44026.00
328h14.60  174104.10

Matriz kéux

-33667.21  ~33854.17
32643,57  -~15620.00
-15625.00 7438.56
33393.45 9021.10
9021, 10 907,20
-8747.35 4186,71
4027111 17344, 42
=57291.46 2417.20

88052.03
440260, 10
88032, 01

-156253.00
-57291.68
2417,20
-8747.33
4186.71
15351.26
9021.10
50687.78

Calculo en el 42 punto de Bauss del elemento & 3

Matriz de derivadas en coordenadas locales

Jacobiano de transformacién

-0.39434  0.39434 0.10566 -0.10366
~0. 10366 -0.39434  0.39434 0. 10566

100 0.00
0.00° 0.50

* Deterninante del jacobiano = .50

- 104~

~220130,00
-44026.00
657229,40

~b4730.24
-33667.21
-33834. 16
4027111
17344.42

902110
B1240.00
-15625.00

328614.70
1643073.00
-88052.01

-9021, 10
-189169.490
2222891
~57291.67
247,20
50687.768
~13625.00
193773.30




e

~0.39434° 0,00000 0.394340.00000. 0.10365 0.00000 -0, 10566 0,00000 |
0.00000 ~0,21132 - 0.00000 ~0.78658 - 0.00000 ~0.76868  0.00000 021132 [~ *+ -
78068 0.10566 02132 -0,10566 | - -~

-821536.60 -8
-164307.30 -4
-176104,00 -

S5476:67 ~15625.00° -21761.08 902110 -336834.17 - -22228.94 7438.56  -2417.20
13623.00 "+ 33393.45 I3kk7.21 32645.57 4027111 -57291.67 - -9021.10 .. -B747.35
-27761.08  33667.21  124345.50 -58313.31  -44730.23 021,10 -33854.17  15625.00
021,10 32645,57 -58313.31 213B15.50  3I3k67.21 -1B9169.40  15425.00 -G7291.48
-33854.17  -40271.11  -A4730.25  33667.20  61240.00 - 15625.00  17344.42  -9021.10
-22228,90  -57291.47 9021,10 -189169.40  13625.00 199773.30. - -2417.20 . 50687.78
7438.96  -9021.10 -33834.17  19625.00  17344.42  -2417.290 9071.20  -4184.71
-2417.20 -8747.35  13625.00 -57291.6B -9021.10  S0687.78  -4186.71  13351.25

Hatriz de rigidez del elemento & 3

270833.40  93750.02  -~20833.33 -31230.00 -135416.70 -93720.02 -114583.40  31250.01
93730.02 - 458333.40 - 31250.00 16b466.70 -93750.02 -229166.70 -31250.00 -395833.40
-20833.32 . 31250,00. 270833.40 -93750,02 -114583.40 -31230.00 - -135416.7¢  93750.02
-31230.01  146666,70 -93730.02 456333.40  31250.01 -373833.40  93750.02 -229166.7¢
-135416,70  -93750.02 -114383.40  31250.00 270833.40  93750.62 -20833.34 -31250.0!
-93750,02 -229164,70 -31230.01 -395833.40  93750.02 438333.40  31230.00  166666.70
~114583.40  -31250.00 -135416.70  93730.02 -20833.34  31230.00 270833.40 -93750.01
31250.01 -395833.40  93750.01 -229166,70 -31230.01 16666470 -93750.01  436333.40

- 105 -




Sl eoe oo |

Hatriz de derivadas én coordenadas ‘locales

0,106 0.10566 0.39434 -0.37434
039434 -0.10866 0. 1056 0.39434

. Jatohiano detransfornacién

‘Deterﬁné;ite

L-jacohiang:

Matriz B

-0:10566 0.00000 0.10566 0.00000 ©0,39434 0,00000 -0.39434 0,00000
0.00000 -0.78868 0.00000 ~0.21132 0,00000 0,21132 0.00000 0.78868
-0.78868 -0.10566 -0.21132 0.10566 0,21132 0.39434 0.78868 -0.39434

- 106 -



Matriz DB

-220130.00 -328614.70. 220130.00 -88052.02 82133470 'E8032.02 -621536.70 3Z8614.70
~44026,01 -1643073.00 4402601 -440260.10 - 144307.30° 440260,10 -164307,30 164307300
-6537229.40 -88052,02 -176104.00 68052,02 176104,00.  328614.70 . 637229,40 -328414.70

Matriz LAux o ;

r

81240.00 - 15625.00 17344.41  -9021.10 " -33854.17 - -40271:11 -6A730.24 - 33467.21
(15625.00 - 195773,30 - -2417.20  S0667.77 ©-2222B.91° -57291.67. © 9021.10 " -189167,40
- 1734441 -2417.20 9071.20  -41B6.71° " 7438,56° =9021,10 -33854,17° 15625.00
~9021,10 3068777  -41B6,71 1G301.23 - -2417.20. -B747.,35 . 15623.00 -57291.67
-33854.17. -22228.91 7438.56  -2417.20  54176,70 - 15425.00 - -27761.09 9021.10
-40271.11 5729167 -9021.10  -B747.353  153625.00 35393.45  I34T.Z - 32645,5%
-64730.24 9021.10 -33634.17  15625.00 -27741.09. . 33667.21 126343.50 -58313.31
33667.21 -169169.40  [5625.00 -G7291.67 7021.10  32645.56 -38313.31 213815.50

Célculo en el 22 punto de Gauss del elemento & 4
Matriz de derivadas en coordenadas locales

-0.10366 0.10566 0.39434 -0.39434
-0.10066 -0.39434 0.39434 0.10566]

Jacohiano de transformacién

0.00 0.50

1.00 0.00}

Deterninante del jacabiadp = 0.50°
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Matriz B

~0.10566 0.00000 0.10566  0.00000 0.39434 0.00000 -0,39434 0.00000
0,00000 -0,21132° 0,00000 -0,78868 0.00000 0.76868 0.00000 0.21132
~0.21132 -0.10566 -0.78848 0.10566 0.78848 - 0,39434 - 0.21132 -0.39434J‘

) 32814.70 -B2S36.T0  BE0S2.02
1BA073,00 ~163307.30 440280, 10
CBITO 176108.00 ~328614.70

-220130.00 - -88052.02
~44026,01 - -440240. 10
-176104.00  -88052.02

o Hafrfiz keux

9071.20 . 4186, 71 AT3M4L4L  2417.20  -33854.17  ~15625.00 T438.56 ‘)021.101
4186,71  15351.20 © 9021.10  SO&B7.77 -19623.00 -57291.47 2817.20 - -B747.38
T34 81 9021,10 - B1240.00 -13625.00 ~64730.2% -33667.21 -33834.17 0 4027111
U120 S06B7.77  -15625.00  199773.3¢ -9021.10 -189169.40 - 22228.91 -57291.47
-33894.17  ~13625.00 - -44730.24  -9021.10 12A345,50  S8313.31  -27761.09 -33647.21
~15425,00 -57291.67 -33667.21 -189149.40  SE313.31  213B15.90 -9021.40  32645.356
1438.56 2417.20 -33854.17  22228.91  -Z7761.09  -9021.10  S4176.70 -18625.00
021,10 -B8747.35  A0271.11 -S7291.67  -336A7.21 32643.56  -15625.00  33393.45

Calculo en el 32 punto de Bauss del elemento # 4
“Matriz de derivadas en coordenadas locales

~0,33434 < 0.39434 - 0. 10366 -0, 10366
~0,39434- -0.10366  0.10566 0,37434
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0070000
0,000,580

-0, 39434 0.00000 0.39434 0.00000 01056 0.00000 -0, 10565 0.00000
0.00000 -0, 78858 0.00000 ~0.21132" 0.00000 0.21132 000000 0, 76843
~0.7GHA -0,30434 0.21132 0,393 0.21132 0. 10566 " 0. 78868 -0, 1056

0. 32861470 |
164307300 | .
£8052.02

[ oo -mmieso -e2sm70 02,02 220130.00.
~164307.30 ~1643073.00°  164307.30 ~440250, 107~ 4402601 4
~65T209.40 - ~326614.70- ~176104.00  I2B614.70 " 17610400

Matriz khu

12634550  SBI.3L -27761.09  -33667.21°0 -33W54.17 -15425.00 -64730.24 - -9021,10

SB33,31 213B15.90  -902L,10  IZ645.36  -15625.00 -57291.47 -33467.21 -1B9149.40
~27761,09 902110 SAL76,70  -16623.00 7438.54 417,20 -33854.17  22228.91
-33667.21 I2645.56 -15625.00 . 33393.45 902116 -B8747.35 4027011 9729147
-33854,17 ~13625.00 7438.96 202110 9071.20 486,71 1734441 2N
-13623.00  -57291.67 247,20 -8147.38 4186.71  15331.25 902010 S0687.77
-64730,24  ~33667.21  -3383417  40271.11 17344.41 9021.10  B81240.00 -15625.09

-9021,10 -189169.40 2222891 -D7E9L.&7 2417.20  S08B7.77  -15625.00  195773.30

- 109 -



i

| = 39434 0. 00000 0.39434 0.00000--0,10566 _
0.00000 -0 21132 0.00000--0,78848 0, 00000 0 78858 0. 00000‘

-0.2113’7 *0 39434 -0 78868 0.39434 0 78868 0. 105&

“821536.70 - ~BB052.02  B21536.70
-164307.30 - A40260.10°

-176104 00 ~326614, 70

punto. de Gauss del elenento.# 4 e

Calculo en el 42

Matriz de dévivé&aé' ' coordenadas lacales

-0.39454 0.3743% 010566 -0. 10566
-0, 103546 -0.39434 0.39434 0,10566

Jacohiano de bransformacién’ '
S [ 1,00 0.00

Deterainante de

Matriz DB

-328614.70  220130.00 328614 70
44026.01-..1643073:00

164307,30 -1443073.00
88052, 02

-657229.40 - 328614.70  657229.40

- 10

00000 ‘-o 1036 o

~220130,00

- =44026,01

176104.00

8805202

- 440260, 10

~88052, 02



Matriz khux

3417670 15625.00 - -27761.0% §021.10 -33834.17 -22278.91 7438.56 - 244720
13623.00 ~ 33393.45  33647.21  T2445.56  -40271.11 5723167 -90ZL.10 -B747.35
-27761.0% . 33667.21 12634550 ~3B313.31  -44730.24 021,10 -33854.17  15629.00
9021.10 3264556 -58313.31 2GS0 3I3467.20 -18916%.40 15625.00 -57291.67
-33854.17  -40271.10  -54730.24 337,21 BL240.00  15625.00 1734441 -9021.10
-22228.91  -57291.67 902116 -1B9169.40  15625.00 195773.30  -2017.20 -30L87.77
7438,56 - -9021.10° -33834,17  15625.00  17344.41° -2417.20 9071.20°  -4i86.71
~2417.20 . --8747,35  15625.00 -57291.67  -9021.10 - 50687.77 - -4iBb.71  18351.25

Matriz de rigidez para el elesenio # 4 :

270833.40  93730,02 - -20833,35 -31250.01 -135416.70 -93750.02 -114383.40  31250.01
93730.02 4538333.40  31230.01  146b66.70  -93730.02 -229166,70 -31230.01 -393835.40
-20833.35 31280.01 270B33.40 -93750.02 -114583.40 -31230,08 -135416.70  93750.02
-31250.01  166666,70 -93730.02 458333.40  31230.01 -395833.40  93730,02 -229164.70
-135416,70  -93750.02 ~-114583.40  31250.01 270833.40  93780.02 © -20833.35 -31230.01
-93730,02 -229166,70  -31250.01 -393833.40  93750.02 40E33%.40  31230.0f 16666670
-114583,40 ~31250.01 -135416.70  93750.02 -20833.35 31250.01 270833.40 -93730.02
31250.01 -395833,40  9I730.02 -229166.70 -31250.01 16666670 -93750.02  45B333.40

HeEteE Cargas en los Nudos steeterketeck
Numero de Nudos cargados 3 8

Nudo Fuerza en Fuerza en

X Y
0.0 104
B 0.0 . ‘,@ 0 :
g

09 00~ e LR —

==




Matriz de rigidez Global

270833 93750 -114583 31250 -20833 -31250 -135417 -93750 0 0 0 0 0 0 0 0
93750 458333 -31250 -395833 31250 14bkET -93750 -229147 0 0 0 0 0 0 0 0
~114583 -31250 270833 -93750 -135417 93730 -20833 31250 0 0 0 0 0 0 0 0
31250 -395833 -93750 458333 93750 -229167 -31250 166667 0 6 0 0 0 0 0 0
~20833 31250 -135417 93750 541647 -0 -229167 0 -20833 -31230 -135417 -93750 0 0 0 0
-31250 166667 93750 -229147 -0 916667 0 -791667 31230 166667 -93750 -229167 0 0 0 0
-135417 93750 -20833 -31250 -229147 -0 541667 -0 -135417 93750 -20B33 31260 0 0 0 0
-93750 ~229167 31250 16b667 -0 -791667 -0 916667 93750 -229167 -31250 166667 0 0 0 0
0 0 0 0 -20833 31250 -135417 93750 541467 0 229167 -0 -20833 -31250 -135417 -93750

0 0 0 0 -31250 166467 93750 -229167 0 916667 -0 -791667 31260 166647 -93750 -229147

0 0 0 0 -135417 -93750 -20833 -31250--229167 0 541667 0 -135417 93730 -20833 31230

0 0 0 0 -93750 -229167 31250 166667 0 -791667 0 916667 93750 -229167 -31250 146667

0 0 0 0 0 0 0 0 -20833 31250 -135417 93750 541667 0 -229167 0

0 0 0 0 0 0 0 0 -31250 166667 93750 ~229167 0 916467 -0 -791667

0 0 0 0 0 0 0 0 -135417 -93750 -20833 -31250 -229167 -0 541667 0

0 .0 0 0 0 0 0 0 -93750 -229167 31250 166667 0 -791687 0 916667
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PRSI LT T L LS
Nudo. -

Despla*amlpnfas
Despl. X
1.4171390E~-03
~1.41Z38260E~03
1. 33591 40E-03
—1.33672490E-0%
1.0882800E-03
—-1,0881140E-03
6. 4981250E-04
—é. 498730E~04
0. 0000000E+QD
0. QOO0000E+OD

O N O LT B L R

Esfuer*as 1
****x****** 'l‘EsfuerzDs '
, LY e 8%
3 0.79 49.614
2 < ‘\Q-f79; g CA5.605
& 0. 2L s =450 60T
1 0.ZY o —A9.614
Esfuerzos gn,él;elementng" 2
FRAKHRHIKKER R - Esfusrzos
g
= 4.42 148,750
2 S.25 149,696
4 4,42 o ~149.4656
1 3.58 L= 148.7390
Esfuerzos en El,elehehfbﬂ; 3:

HRHH AN HHHH K z0s
X S
= 2.42 ReT.7IT
2 3.58 ‘126 5,517
4 2,42 —363.517
1 3.58 RO 3 L TET7
Esfuerzos en-el Eleﬁeﬁfm;
FHRKHNHK KRN H f'EéfuéFads‘
X oy -
Z Q.42 OyT79 390,802
2 1.58 SOWTR 290.842
4 Q.42 0.2 ~-390.842
1 1.58 —390.802

S0.21

113

R L xR

T Despl. Y

-1, 55472205E~02
~1 . 5333Z830E-02

~-F. 4951 FOE~QF

=9, 9528010E-03

~5. QOF2720E-03

=5, 0045230E~03

~1.4199280E~03

~1.4200960E-03

Q. OO(')()()C)OE+OO

Sxy

44 ~75.825
10,802 00T 00549
~-2.800- " ~-71,816
C4 359

-29.846

Y'******************

‘15?.4397

L RRRERR KR AKERA KRR

8Y Y
52,4695 -286.734%5
51.592 165. 458
52,756 ~20b6. 125

-5%.858 165,679

WK KNI M KRR KRN

Sy Sy
78,231 ~362.771
78.433% 262.544

~78.098 ~362.811
~77.8%96 262.504



Capitulo 4.

Solucién del Problema Usando un Métoda Convencional

4.1 Datos generales.

A  fin de tener un  marco de referencia para comparar los
resultados proporcionados: poi.el programa, se- soluciond el pro-
blema wtilizando otro criterio, el cual Ffué -idealizar la viga
como una barra y posteriormente cargarla con una fuerza ditribu-
ida para representar . al peso propio y con -una carga concentrada
an el extremo. :

Fara calcular la fuerza distribuida multiplicamns el peso
especi fico por el ESPESDP:y,pQPPél'DEhaltE de la viga, quedando :

L 0.72 t/m

NNNSNN O

m
]

IPRLOE EATm R

v = 0.2
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- :Calculando-el - el-momento de inercia-de  la. seccion anterior
queda: S S e s T e e PR RO ey

Con los datos anteriores se procedid a obtener tanto los
esfuerzos como-los desplazamientos, calculando las expresiones
algebrdicas de la fuerza cortante y del momento flexionante, para
con este dltimo obtener el esfuerzo normal aplicando la formula
de la escuadria.

Con los esfuerzos calculados se procedid a formar una tabla
comparativa entre los resultados obtenidos por el MEF y la teoria
de barras.

4.2 Calculo de distancias.

Dado que el programa proporciona  los esfuerzos en los puntos
de Bauss, las distancias a las que se localizaran los esfuer:zos
con la  formula de la escuadria seran tales que coinicidan con
estos puntos.

A continuacidn procederemos & obtener los valores de las
coordenadas globales utilizando para ello la siguiente figura :



NN NN NN N N NN N

10 v

4.2.1 Distancias para el elemento 1 :

No. . X

de punto
o 7.5774
2 7.5774
3 64226
4 6.4226

4.2.2 Distancias para el elemento

No. X

de punto
1 S5.5774
2 5.5774
=1 44,4226
4 4.,4226

4.2.3 Distancias para el elemento 3

No. X
de punto
1 3.5774
2 3.5774
I 24226
4 2.,4226

Y Y centroidal
0.5-0.5774%0.5 = 0,2113 - 0.2887
0.59+0,2887 = 0.7887 0.2887
0.5+0.2887 = (0.7887 3.2887
0.5-0,2887 = 0.2113 - 0,2887

2

Y Y centroidal
0.21132 - 0,2887
0.7887 0, 2887
0.7887 0.2887
0.2113 - 00,2887

Y Y centroidal
0.2113 - 0.2887
0.7887 0.2887
0.7887 0.2887
0.2113 =0,2887




4.2.4 Distancias pana;é1”éI;héHéo 4 ;7”

No. Y Y centroidal
1 (5774 0.2113 - 0.2887

1 1is77s 0.7887 0.2887

3 0.4226 0.7887 0. 2887

4 0. 4226 0.2113 - 0.2887

4.2.9 Restumen de distancias.

De las tablas anteriores se pueden obtener las distancias a
las que se calcularan los momentos, siendo estas @

0. 4226
1.5774. "
2.43226
ELETTA
- 4.4226
UE.5774
L 6.4226
©7.5774

ONLO LD N =

4.3 Expresiones para momento flexionante y cortante.

Dado que las distancias a las que se requieren los esfuerzos
no  son constantes y como se desea obtener la mejor precision
posible se obtuvieron las ecuaciones de momento flexionante y de
fuerza cortante, las cuales son :

<
il

10-0.72(x~8) =10+0,72(8~x)

=
]

' S10(B-) =0, 72 (8=x) (B-x) /2

M o= -10¢( B =/2
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279 0759

2.4226 | 14,0157 | ~66.9727

SmUE7T74T 13,1843 | -51.2674

1226 | 12,5757 | -40.3812

226 11.1357 -16.6697

4.4

5.5774 11.744% -26.3%88
6.4

7

5774 10,3043 -4, 2903

4.4 Célculn de esfuerzos del elemento 1.

4.4.1 Puntos 1 y 2 de Gauss.

Para estos puntos la distancia a la que. se tcmara el momento
es 7.5774 m por lo tanto H

M = —4,2903 t-m

La distancia al eje centroidal tomada para el punto 1 es :

Por’lo ¥ahfof}'t'

(~4,2903) (-0.2887)
e = 49.54

0,025 7

CYa o= 0.2BE7 0



For ld'taﬁt07b~‘»f);fj

~192.48 t / m=

“ For “tant,

C-16.6697) (-0.2887)
o= ~- = 192,48 t / m=

4.5 Calculo de esfuerzos en el elemento 2
4.5.1 Puntos 1 y 2 de BGauss.

Fara estos puntos el momento es :

M = -26,3388 t-m
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La &istéhg'é‘ éjé:téﬁfﬁoiqalltpmadafbaha‘ei égntq}l‘es“p

Paréveiipdnfo 2,='

Yz =0.2887

Por lo-tanto::

(~26.338B) (0.2887)
= : = = 304.1% £/ m =
~ C0.025 o

4.5.2 Puntos 3 y 4 de BGauss.

FPara estos puntos el momento es :

M = -40.3812

-

Fara el punto I

Yx = 0.2887 m

(-40.3812) (0. 2887) = ERR
= RS R = 466,28 t 7 m=
G L LDLORS. o




Fara el punto 4 :

0 (-80,3812) (-0.2887)
Cpm memelol - = A66.28 t 7/ m®
E L : Q) st .

4.6 C&lculo de esfuerzos en el elemento 3

4.6.1 Puntos 1 y 2 de Gauss.

Para estos puntos el momento es @

- _Lﬁ‘aj [ ééqﬁrd}ﬂqiitgmadarpara el punto-l es :

87)°

0.28

591.92 t / m 2



zes7y oo e
e = - 591.98 £/ m @

4,6.2 Puntas. 3 y 4 de Gauss.
Fara estos puntos el momento es :

M= ~66.9727

Fara‘el punto 3

9727) (~0.2887)

0 025

4.7.Calculo de esfuerzos en el elemento 4

©4,7.1 Puntos 1 y 2 de Gauss.

Fara estos puntos el momento es

M = ~79.078%9 t~m



La dist‘kanc'ié\“k'aii 'e‘j‘e',l:éntkr*cidaif tomada;kpara el punto 1 es :

L (=96.4441) (0. 2887) e
S g e - =~ 1113.64 t / 2




Fara el pgntoi4'=‘

Ya = =0.2887°

‘PDPjtéﬁtﬂ;

(=96.4441) (-
o

e 113,68 8 /2 02
0.025 o ;

Los valores antes obtenidos se procedid a tabularlos, para
compararlos con los obtenidos con el programa y obtener una
diferencia porcentual entre ambos resultados, siendo esta 1la
diferencia expresada en porcentaje entre el valor proporcionado
por la teoria de barras y el MEF



'—49:546

64226 [ 0.7887 | 192.479

6.4226 | 02113 |-192.479

5.5774 | 0.7887 | 304.142 |1

5.5774 | 0.2113 {-304.141

| 4.4226 | 0.7887 | 466.275

4.4226 | 0,2113 |-466.275 [-148.580

3.5774 | 0.7887 | 591.992 | 269.08:

-591,992 | =262, 613

773.326 | 269.279°|  -65.18°

3 |-773.326  |-262.416 |  -66.07

913.099 | 396.346 | -56.59

5 [=913. 099 |-389.738

- 0.4226 | 0.7887 | =96. 405

0.4226-] 0. 2113 | =1113.632 | -389. 680

En 1la tabla. anterior’ se puede apreciar que existen
diferencias significativas "en cuanto a porcentaje y en cuanto a
valor absolutao, por-lo’cual se analizaron otras tres opciones, la
primera de ellas fud . dividir horizontalmente la viga original,
formando con elleiel doble de elementos en la viga, la segunda
fug agregar divisiones verticales a la viga original de manera
que se redujo ‘a la 'mitad la longitud de cada elemento y por
ultimo se tomo ‘una viga en la que se combinaron las dos
anteriores, esto es se dividio horizontal y verticalmente la viga
original. T ST




De acuerdo a la tablas. presentadas posteriormente se puede
apreciar que la viga con- 15 nodos:casi no presentd mejoria en sus
resultados con respecto a la de 10 nodos ( Viga original ), por
otra parte en la viga con 18 nodos los resultados mejoran
notablemente, llegando a ser de solo 20V de diferencia contra 70%
en los casos anteriores, por ultime examinando los resultados de
la viga con 27 nodos se vuelve a presentar un decremento en la
fidelidad de los resultados, por lo cual se concluye que lo mejor
es incrementar gl nplmero de elementos de tal manera que se
disminuyan sus dimensiones a lo largo de la viga.

En gerneral se puede decir que la falta de aproximacidn
presentada en estos ejemplos se debe al ndmero de elementos
tomados, pero principalmente a que la funcidn tomada para 1la
aproximacion de los esfuerzos dista mucho de ser real, esto es se
estd tomando una variacion lineal de los esfuerzos, al ser esto
totalmente falso, no se logra la aproximacion a el estado real de
esfuerzos y por lo tanto los resultados no son confiables.



melem

nodales.-
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0.1057

~67.681 "

|i-ea.765 |

- 0.894%

262,932

65.980 | =7

T 0. 6057

70,452

16166

0.3943

-70.452

Q. 1057

~262, 932

0.894=

415. 465

| 5.5774

0.6057

111,323

| os.5774

0.3943

-111:323

ostiary

5.5774

0..1057

=415.465 "

~—201;760};

4,4226

0. 8943

636,742

200. 005 |

4,422

0. 6057

170, 668

48.938 |

0.3943

-170. 4668

—~50.282

a1057

~h3H. 243

—200 . b&T

208947

808,677

356,611

0. 60R7

216,684

89:;545, i :

0, EQ4T

—214.684

-B9.572

0. 1057

~808.4676

—387.032

0.8945%

1056, 383 -

IS5L.5346 -

~66.72

0. 6057

2B 057

84,449

-70‘;']6,"' e

2.4226 | 0.794% |-283.057 | -84.049 | ~70.31
2. 422 0. 1057 | =1056. 382 | =351.508 | 66,73 -
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Esfuenros

barras

0.8943"

1247.316

1.5774

10,6057

Z34.217

1..5774

~334.217

~131.775

1.5774

0, 1057

“1247.316

0.4226

0.8943

J

1521. 250

5R401EL -6

04226

CorEnS7

‘407, 61870

T1a00674 =

0. 4226

0.3947

-407. 618

=140.7454 .

0. 4226

01057

1521, 249

-534. 415 |




ni érén%‘a >

| 77887 | o.2113 7.4

72113 | o.7887 | 93.654° CER0L76

[ 7.2113 | o.2n13 | -93.654 L LBR. 00

6.7887 | 0.7887 | 145.97% | 131.745 | =9.75

6.7887 QL2113 [-145.971 —130.537 | '410;57ﬂ‘

| eziaz | o.7ee7 | m19.838 ) 1300537 | -4o.e2”

62113 | 0.2113 |-219.838  (~131.745 [ -40.07

5.7887 ©.7887 275. 669 225.389 ~18:24

5.7887 O.2113 | =275, 6469 —-225.604 ~18.14"

5.211 0.7887 | 3M4.336 RIS, 404 LA4VIT

i

S5.2113 QL211T | -354.3356 —-225.389 |.. -36.39

4.7887 €.7887 415,681 I25.810 -21.74

4.7887 QL2113 14173, 681 =326.771 —RYIRG

4,2113 | ©.7887 497. 147 25.771 ~34.47

Ptez113 | 0.2113 (-497.147  |-32s.810 | -34.46

3.7887 | 0.7887 | S60.006 | 43z.020 | -22.89

3.7887 | 0.2113 |-860.006 |-432.026 | -22.85

3.2113 | 0.7887 | 648.273

3.2113 | 0.2113 [-688.773  |-432.020 | -33:36

2.7887 | 0.7887 | 714.645 | S44.1

2.7887 | 0.2113 (-714.645 |-544.193 | --23.85

2.2113 | 0.7887 | 607.71% | 544.193 | =32.63

22113 | 0.2113 [-807.712 |-544.1i94 | Timm.ez
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;4;79871"6,6Q57j' 151.418 111,303 | -26.49
| 4.7887 | 0.3943 |-151.418 |-111.534 | -26.34
‘ 4.7887 | 0.1057 |-565.098 |-444.190
24,2113 | 0.8943 | 679,116 447,723
4.2113 | 0.6057 | 1B1.969 109,195
4.2113 | 0.3943 (-181.969  |-109.476
4.211F | 0.1087 {-479.116  |-442,092"
3.7887 | 0.8943 | 764.982 | 588.997
3.76887 | 0.6057 | 204.976 147,436
'3.7887 | 0.3943 |-204.976 |-147.392
3.7887 | 0.1057 |-764.982 |-889.029 | -23.00
5.2113 | 0.8947 | e8s.557 | 5R6.474 | -33.77-
3.7117 | 0.6087 | 237.284 | 144.914 | -3B.93
32117 | 0.3943 |-237.284  |-144.88) | -78.94
3RS | 0.1057 |-8A%.557  |-586.519 L =3F.77
2.7887 | 0.8943 | 974.224 741,052
2.7887 | 0.6057 | 261,578 185,336 ~29.15 .
2.7887 | 0.3943 [-261.578 |-185.342 ,*?¢414'
2.7887 | 0.1087 |{-976.224 [-741.050 | - -R24.09
2,211 | 0.8943 |1103.355 739.945 f:732;94
2.2113 | 0.4057 | 295,643 184.230 | -37.69
2.2147 | 0.3943 (-295.64% [-184.231 | -37.48
2.2113 | 0.1057 |-1103. 355 =32.94

-739.939
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- Despues del desarrallo del presente ‘trabajo se puede 1llegar
formudlar una sarie de conclusimne5’50n~1a5 cuales concratar una
opinion Sobresel método,. las cuales se presentan a continuacion.

For principio de cuentas-se debe tener presente 21 tipo de
“problema’ que se  desea resolver, -esto es si es  un.problema en el
espacio, si ‘tiene simetria con respecto  a algun eje o si es un
tipe de estado plane de esfuerzos, esto permiticrd simplificar las
expresiones obtenidas para las. funciones de interpolacidn v para
las matrices utiliradas en el proceso de calculo ¢ D, ' R, DE,
Fauw, K ), con lo cual ademéds se reducen los requerimientos de
memoria en general. s : )

La seleccion  de las -funciones. ‘de prueba es tamhién un
aspecto a considerar debido’ a’que la aproximacién obtenida va en
relacion’ directa con el tipo--de i funcion: utilizada; esto  se
comprende - al considerar gue - lalcurva eléstica en general va
incrementandose  en grade Tamedidazique las - curvas aumentan  en
complejidad, por lo cual:--la aprotizacion serd mejor en la medida
gque las funciones de interpolacion se aproximen a la curva real.

En cuanto al  nimera de puntos nodales se observa que . tal v
como fueron - escogidos para el ejemplo fueron insuficientes v es
necesarin su incrementn a fin de obtener mejores resul tados, sin
embargo s notd que este  incremento no puede ser arbitrario ya
que - resultd mas convenients ruando se realizd  disminuyendo la
dimension a lo largo de la viga que transversalmente, de aqui se
podria sugerir que el modo méas  conveniente de realizar este
incremento @s tal manera gque la disminucidn sea en Ja direccion
aue los psafuersos se incrementan con mayor velocidad, dado que en
la mayoria de las ocasiones no es posible detectar cual es esta
direccitn para cierto problema lo que queda es utilizar el mayor.
namaro. posible de elementos.

Es de notar como los resultados obtenicos para el primer
elemento, en la seccion 1 ( Puntos 1y 2 ) son muy semejantes a
los obtenidos por la teoria de barras (TR ), siendo en un caso
del 91% del valor proparcionado por TBE v en el otro se puaden
considerar los  valores idénticos. En el resto de los puntos se
observa como - Loman un- valor que fluctlda entee 23.7%4 v el 49%,
teniendose en todos  los casos un valor absoluto menor de los
esfusrzos para 1os resultados del MEF; estos valores mejoraron
notablementes en cuanto se incrementd el nimero de elementos.

L Fdﬁy lo gque’ respecta a la obtencién de -la solucion o del
sistema de ecuaciones se encontrégque-de =los-métodos eristentes
el mejories el conociodo - como de. Bauss-Crout: o de Cholesky, dado
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aue el otro métadn . que se- - trats de utilizar oy que fud el de
Gauss-Seidel " no converge dado el tipo de matriz de  tigider
obtenida con el MEF,. la cual no es diagonalmente dominante, esto
significa que @l  valor absnluto de los.elementos. de la diagonal
principal es menor que el valor absoluto de la suma de @l evesto
de los elementos, debido a esto el error entre cada iteracion no
disminuye sino que al contrario se . va incrementandn ocasionando
aque nunca sk Jlegue al valor correcto de la solucion. :

Comp se - hahia  mencionade  antes  se. ve la necesidad’ de
optimizar »1 manejo  de: memoria, ya que - el ndmero de . puntos
nodales  necesarios para obtener una  bugna aproximacion . es. muy
grande, teniendose entonces la necesidad  de’ “utilizar . los
conceptos  de "Ancho de Handa'" y  "Contorno de silueta" vy
aprovechar  la simeriria’ de -las matrices  utiliradas, tanto las
parciales como en - la matriz de rigider global, vy poner especial
enfasis a la optimizacion de esta Mbtima, con. esto ne solamente
s hatda un ahorro de  memoria, sino también en tiempo de calcoculo,
puesto que se-evita el operar  con los elementos que saloan del
ancho de banda .o de la silueta v que tienen un valor de cero.

S O4ro aspecto que no se debe descuidar y que va ligado ala
optimizacion de memoria es el  referente a la numeracion: de los
nodos, ya que de esto depende @) ancho de  banda, por 1o cual-al
momento de realizar la numeracidn se conveniente procurar que:la
diferencia entre 10s nodos que componen un slemento sea. la ‘menor
posible. Una manera de lograr esto es it numerando cen-las
direccion aque contenga el menor nunero- de. nodos, siemprery7cuandd
estn sea posible de determinar. RS '

- Finalmente podemos decir aue, si bhien el MEF es un.criterio’
sumamente  poderoso, y  miy T recomendable para Cciertaos ipos: de
caloulos, no debe ser visto como el mas exacto o el optimo . para
cualguier tipo de problema, puesto que para obtener un buen grado
an la. aproximaci on, S8  requiere utilizar una malla 1o
‘suficientemente compleja y pudiera ser el caseo de que existiesen
métodos mas sencillos. yva desarrollados,  por 1o cual no se le
considera un sustituto de estos dltimos, los cuales tienen -ademds
una eficacia probada. '

S Bin . embargn existe un gran ndmern de problemas s&n los gque la
aplicabilidad: i sdels ~imétodo es . indiscutible  pese a los
inconvenientes que. pusda tener la falta de  aproximacion, por 1o
,qngzvesulta conveniente su estudio ¥ . comprension, ademids teniendo
en cuenta que cada ver es mayor-el poderio. de los  equipos de
computn “se considera necesario un . conocimiento minimo o de este
métndo de - tal manera que si  en un momento dado. &8s necesariasu
utilizacion, los resultados obtenidos puedan ser confiables.
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