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In t; rod ~ ... le: e í ón 

A lo largo de la historia de la Ingenierla se han presentado 
problmmas que por su complejidad no han podido ser resueltos en 
el momento, sino que se ha debido esperar a que el ingenio del 
hombre desarrollase nuevas técnicas para la solución de los 
mismos,estos problemas han sido de diversa lndole, pero 
principalmente de factibilidad técnica, es decir, no se ha podido 
llevar a cabo la ejecución de ciertas obras, por una parte 
debido a la falta de herramientas o materiales que permitiesen 
su construcci~n, y por otra a la imposibilidad de realizar un 
análisis que permitiese tener la seguridad suficiente en el 
estado de esfuerzos a que está sometida la estructura, para con 
ello conocer el comportamiento de la estructura en condiciones de 
trabajo y realizar su diseffo estrL1ctural. 

El primer caso ha sido resuelto con el desarrollo de 
tecnologías que han permitido la creación de maquinaria más 
potente y eficiente, materiales más resistentes y trahajables asi 
como nuevas técnicas constructivas. 

Un ejemplo de esto es el caso de la construcción de los 
gr~ndes puentes, presas, edificios esbeltas o de formas 
caprichosas, problemas que han sido resueltos en la parte 
concerniente a SLI realización flsica, gracias al desarrollo de la 
te¿nologla en maquinarias, como por ejemplo las grúas torre, 
pavimentadoras, excavadoras etc. que han permitido la ejecución 
de obras que no era posible construir anteriormente. Por otra 
parte, con el desarrollo de mejores materiales como son : 
concretos más resistentes, aditivos y aceros de mejor calidad, se 
ha podido realizar un diseffo más confiable. Asl mismo, se han 
podido utilizar otras técnicas constructivas. 

En cuanto a su análisis, el problema ha sido resuelto 
gracias al desarrollo de las matemáticas, comenzando por la 
invención del álgebra,una poderosa herramienta que permitió 
modelar y generalizar la solución de los problemas; 
posteriormente con el desarrollo del Cálculo Diferencial, se 
pudieron desat•rollar diversas tt'lorias, que permitieron proponer 
formulas de solución sencillas, obtenidas a partir del análisis 
infinitesimal de los problemas~ 

Un ejempla de esto, es la obtención de la fórmula de la 
escuadría, en la cual, partiendo de.l - análisis infinitesimal del 
estado de esfuerzos en un punto, se o~tiene una expresión para 
conocer el estado de esfuerzos en ~ualquier punto de la sección 
transversal de una pieza sometid•,a momento flexionante, asf como 
el caso de obtención de- - la-ei-.presión para el caso de piezas 
sometidas a esfuerzos cortantes, con la que conociendo la fuerza 



cortante eri ·Llna :seccíóh, es posible:el cálcLllo _de los esfL1erzos 
debidos a esta fuerza en cualquie-r punto -dé-¡¡¡\- -sección'; 

Si~ embargo, las expresiones anteriores sólo sirven para 
cierto tipo de problemas, ya que parten de ciertas suposiciones 
con el fin de facilitar la obtención de las expresiones; estas 
son, que la sección cumple con ciertas características de 
homogeneidad, elasticidad y forma, además de que la teoria parte 
de la existencia de materiales que cL1mplen con la ley de Hooke. 
Por otra parte, las expresiones anteriores se obtienen realizando 
el análisis partiendo de la suposición del comportamiento de las 
barras, la indeformabilidad de la sección y que la altLira de la 
sección es peqL1ena en comparación con su largo, condiciones que 
no se cumplen en algunos casos. 

Las suposiciones anteriores no es posible aplicarlas a 
problemas como son aquellos en los ~ue el comportamiento de los 
materiales no se asemeja a Lln comportamiento elástico, en los que 
la topolooia del problema no permite la suposicicín de una 
estructura parecida a Llna barra o bien aquéllos en que la 
aplicación de la carga provoca deformaciones tales que cualqLlier 
sL1posición de una sección no deformada resulta falsa; si en casos 
como éstos, se plantea una ecuación diferencial, o un sistema de 
ecL1aciones diferenciales para tratar de solucionar el problema, 
nos encontramos con que no es posible SLI solución utilizando los 
métodos convencionales, dado el gradn de complejidad que 
presentan las ecuaciones que se obtienen. 

Para resolver estos tipos de problemas se han desarrollado 
métodos numéricos, los cuales han permitido el abordar su 
solución. En éstos, para llegar a la solución de un problema, a 
diferencia de los métodos convencionales, ésta no SP obtiPne de 
una manera exacta sino que se obtiene una aproximación de la 
misma, partiendo de una solución que se asemeja a la corrPcta 
utilizando similitudes, para pulirla despLles mediante 
transformaciones en las que se resuelve el problema utilizando 
métodos itQrativos, hasta lograr que el error entre la solución 
exacta y la apro>:imación sea el_ minimo posible; como Lln ejemplo 
de éstos tenemos los métodos de diferenci~s finitas. 

Estos consisten en la resolL1ción de una ecuación 
diferencial~ ~-P~r~ir de la utilización de la definición del 
diferencial' de Llna función; obteniendose la solución di:! la 
!?CLlación COrÍIO la;solÚción/de_la:suma .de diferencias. 

~</: ''· 
·~~,_;' 

':~)·-:·· -. ·'' .,. .·.·-· ·- ' 

, del <:;El~m~Mt1J Finito 
resolución ···-d;;;- probiem·as 

El Método utilizado para la 
ecL1ac iones 

i{ 



diferenciaies! par~-ª l_o- cual aproxima la sohición utilizando 
métodos numéricos; además aprica ecuaciones que relacionan 
características del problema, • tales como módulos de 
deformab i l idad de .un material -con:• los estados de esfuerzos que se 
presentan en_ el mismo,_,_ o._ entre la corriF?nte inducida en un 
circuito y el voltaje en eL-:m-ismo. 

Esta aproximación se obtiene dividiendo el objeto que 
queremos analizar en elementos más pequenos, los que se 
relacionan entre si con ecuaciones de continuidad obteniéndose 
la solución general como la "suma" de las soluciones de los 
elementos. La exactitud de esta solución es directamente 
proporcional al número de elementos en que se haya dividido el 
objeto a analizar y seria bastante cercana a la soll.1ción exacta 
con un número infitc de elementos, pero dado que esto es 
imposible se aproxima la solución utilizando un número finito de 
elementos, de ahi el nombre del método. 

En resL1men y de acuerdo a lo e:-:prP.sado e_n 1ª rP.fereru:ia.2 
"El concepto fundamental del método del elemer¡to j"Jni'l;¡;¡:._,.~e.s>. qL1e 
cualquier cantidad continL1a se puede apt•oxim<>:r e:; :mediante L\n 
modelo discreto compuesto de funciones conti.nuas•·,de;finidas en un 
n(•mero finito de regiones." 

El MEF se Lttiliza en ingeniería en la;solución de problemas 
de hidráulica, estructuras, geotecnia y en ~eneral para cualquier 
problema ingenieril, en el que al momento de plantear el modelo 
que representa al problema que se desea solucionar, nos topamos 
con un sistema de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, este 
método tiene un problema, requiere de un número excesivo de 
operaciones para poder llegar a una solución que resulte 
aceptable. 

Dado el desarrollo de la computación que ha habido en los 
últimos tiempos, se ha presentado una reducción de los costos que 
implica utilizar la computadora como herrafuienta, con lo que se 
ha hecho posible el acceso a las mismas a un ndmero cada ve~ 
mayor de personas, lo cual ha permitida, entre otras cosas la 
resolución de problemas de un grado de complejidad grande, como 
es el caso de problemas de ingeniería en las que la obtención de 
resultados depende de la solución de un sistema de ecuaciones 
diferenciales. 

En el caso de problemas relacionados con la hidráulica 
podemos hacer el diseNo de redes de alcantarillado, usando la 
teoría del elemento finito, tomando en cuenta las caracteristicas 
del problema. Siendo los elementos finitos tramos de tuberia, en 
los cuales sus áreas se relacionan entre si mediante ecuaciones 
de continuidad, para que de un ensamble de ecuaciones y la 
resolución del sistema se obtengan las dimensiones óptimas de la 
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tuberla de alcantarillado. 

Para el caso que nos vamos a ocupar nos interesará obtener 
resultados que nos indiquen el estado de esfuer~os en un medio 
como podria ser un elemento estructural de un edificio o bien el 
suelo, por lo tanto utilizaremos ecuaciones de continuidad de 
esfuerzos, de rt?lación esfuerzo-deformación < Ley de 
Hooke -Cauchy ) 1 y de relación entre los esfuerzos y la 
geometría del objeto a. analizar, al cual denominaremos 
estrLtctura. 

El presente trabajo tiene, por objeto el desarrollo de un 
programa de computadora, para, aplicando el método del elemento 
finlto, resolver de problemas de Ingenieria Civil en el area de 
mecánica de sólidos, dado que para el desarrollo de un programa 
se requiere primeramente conocer el problema, en el primer 
capítulo se describe el Método del Elemento Finito de una manera 
general, explicando las teorlas en que está basado, asimismo se 
desarrollan expresiones orientadas al caso particular de la 
mecánica de sólidos usando de elementns isoparamétricos 
rectángulares, con funci.ones de interpolación lineales. 

En el segundo capitulo se describen el programa 
desarrollado, asl como las subrutinas empleadas; cabe aclarar 
que no se ocuparán los conceptos de "Ancho de banda", ni de 
"Contorno de Silueta" a fin de no complir.:ar el des,;;rrolln del 
tema con consideraciones que si bien son de vital importancia 
para el trabRjo normal con el MEF, no se r.:onsider<ln necesar.i.os 
para la comprensión teórica del método en si. 

Posteriormente, en el capitulo 3 el programa fue probado con 
un ejemplo sencillo en el cual se tomaron pocos elementos y se 
fue revisando que las matrices estuvieran bien calculadas. Fn el 
capitulo 4 se solucionó el mismo problema con la TPoria de Barras 
a fin de observar las desviaciones del MEF al utilizar distintos 
tipos de mallas, para finalmente obtener una serie de 
conclusiones, basadas en los resultados obtenidos. 

i.V 



C.ap :f. t Lt 1 CI 1 

Método del Elemento Finito 

1.1 Problemas de campo. 

Dentro de los diversos tipos de pr1:1~1~mas que un' ingeniero 
debe resolver se encuentran aquellos en que,·el~,: ,pt•oblema queda 
definido por ecuaciones , de campo, estos,~~~se'. ,púeden' .subdivl.dir a 
su vez en; problemas de equilibrioi-- de:-propagaí:ión ,·,y :de valores 
caracteristicos. L-- e- ''"'',, '~, .. - ;\;;,.;/·- · 

conf i~~ra!~~n ~:o~~em:~st=~a•• ~~i!Ú:~~JdD!'f:;~ci~~:~: · ~~~d~~~on!! 
establecidas. e·,_.":'--· 'h':- .,. :<: · 

,.;_--,; .. _'./~:.¿::~: -~~~lt<··:.-~-
,~~¡·~·::·· ,-~ . ,_·,.- . '· ,. 

Como ejemplos _··d0 .. -1~t·~,e~~It~~~~;~dZ;-eq~-Uibrio_ tenemos 

y~L :-·,1 ~· :\~.~ ,.;·.·.'.-":.:, ::-,'[¡;~ ;<~ ·: ·.<: 

Estadq¿d~ -~~f~~;~~~~~~~~ftid~~j~i~~~. :- -··. -· 
/ -.,'-.·~ '·- ";~:·: _ _:·,.. . -.e::".:·· "' "·· _,,~.,_ '" ,. 

oi\;;:ti~il:J1.r2t:éff--~~; .H;~in~·~~~tL!i;·~~-&E?d~'~1Ji~me,9iiJ/ -

El fl~\ióf[d~~.':~~~?rJia ·~léct~iC:~~ ~;- -{~'r.~a ;6n(inua. 

Flujc:ii!d~·,fltridbs; .·r_<i'_ ., 

En los problemas de val~res característicos 
Eigen-valores se busca encontr•r los valores de ciertas 

variables tales que nos proporcionen un~estadci propuesto en el 
comportamiento del sistema, como por ejemplo : 

Cálculo de frecuencias naturales en vibraciones. 

Problemas de pandeo e inestabilidad. 

Resonancia en un medio continuo. 

Los problemas de propagación son aquellos en los q1.1e a 



partir de condiciones iniciale;;; de ·frontera se re9uiere 
determinar ~l estado del sistema en un cierta in~tante t~ cama 

-e.iemp-la de __ estasº-~teoema_s_:_~ _ 
,-==:--=----e="."=- - --=o--=--c-~cc=::==--

Propagación 

Tr·ansmisi~;n .· 

Propagación de andas ,s:i.smicas. 

De los tres casos anteriores se pueden ob·tener soiLtcianes 
daspuós de e~t~blecer ecuaciones 9ue describan al sistema en 
análisis, una vez establecidas estas ecuaciones se puede plantear 
ya sea un sistema de ecuaciones algebráicas o un sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual una vez solucionada 
nas proporciona los valores de las incognitas de nuestro 
problema. 

El objetiva del Mdtada del Elemento Finito es transformar el 
sistema continuo de un namero infinito de grados de libertad en 
un sistema discreto can un número finito de grados de libertad. 

1.1.2 Pro~le~as de equilibrio. 

En la ingeniarla en ocasiones se encuentran problemas en las 
cuales dada un cuerpo sometido a un sistema de fuer=as conocido 
se requiere saber el estado de esfuerzos 9ue se presenta en el 
mismo, o también problemas en los que dadas ciertas condiciones 
do movimiento se necesita encontrar los desplazamientos en el 
cuerpo; en estos problemas se tienen ecuaciones que definen la 
geometria del mismo, asi como ecuaciones que definen las relacio­
nes existentes entre esfuerzos y deformaciones; con la combina­
cion de éstas se pueden llegar a establecer ecuaciones gue 
definan el oominic Jel problems; utilizando estas últimas con 
las que definen las condiciones de frontera del problema se 
puede obtener el estado de esfuerzas en el cuerpo. 

La solución de este problema se obtiene resolviendo el 
sistema de ucuaciones 9ue se logra de la formulación del mismo; 
en el caso de que se haga el análisis discretizanda la estructura 
en estL1dio no tonomos nin9i:1n pt•oblema, ya 9L1e el sistema de 
ecuaciones obtenido es un sistema de ecuaciones algebráicas, que 
se puede solucionar con alg6no de los métodos existentes coma son 
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Gauss, Gauss-Seidel, Cholesky, etcetera; sin embargo en el caso 
de 9ue se analice el cuerpo de una manera continua el sistema de 
ecuaciones resL1lt<:1nte es •-tn .sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias 9Lle ya no ti.ene una SOlLtÓón d:Í.recta: 

Este caso se puede resolver utilizando métodos numéricos 
tales 9ue permitan la transformación, del sistema de ecuaciones 
diferenciales en uno de ecuaciones algebráicas, entre estos 
métodos se encuentra el Método del Elemento Finita IMEFl. 

Este sirve para resolver na solamente problemas de e9uili­
bria, sino en forma genérica todos aquellas en los que dadas 
cierbas ecuaciones de campo, que gobiernan el dominio del proble­
ma y 9ue cumplen can ciertas condiciones de frontera, se desee 
encontrar una solución 9ue cumpla con las ecuaciones, tanta del 
dominio como de frontera. 

Estas condiciones 
la siguiente manera : 

Donde 

se pueder1 eHpresa;'. en. forma matricial de 

[AJ -Cu} {·f} 

A •. - Es Lma matriz CLIYOS comp.onentes son operadores diferen-

f.-

3 -



Asi mismo las ·=ondiciones de_ft•ontera--se pLteden eHpt•esar en -
_forma--mat1•icial tal y é::omo la- indica la siguiente ecuación : 

Donde 

B. - Es Ltna matri-z cuyos componentes .son operadores difere¡n-

Lt. - Es 

g.- Es 

En las ecuaciones anteriores los elementos : CAJ y CBJ son 
matrices de operadore~ diferenciales, u es un vector de funciones 
dependientes do uria ~ varias variables independientes • 

. , .' 

Siendo [(.\J una mati•iz que -contiene ciertas·' ecLtaciones 
di-ferenciales que definen el dominio del F'roblema.Y:·la~matri.z B 
las ecLtaciones diferenciales C:¡ue 9obiernan·· 1as corid:icfones de 
·frontera del problema. '" _,• --> ,y: .. - ,,?:· · · 

:~~~·~~·-';_;~i~-·~-· , . .,··-- e - _ ::·~·-~:-::__-_· ::2 =}~~-L-_ ,_,·~-~·~- ~~:~-~-_,_ -

Estos problomas se pueden .io1üc:tJ~;;:;: --~i~;r~a~ m~~oras, 
entre el los los métodos de las funciónes';¡~e,<pruebc:\ son los· que 
más se ocupan debido a la facili_dciij' de ~ú áplicación. 

~-\··-. 

1. 2 Métodos de las -funciones de prueba 

En los problemas de campo ~e una variable dependiente u cada 
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una de. las ocLt¿;cio_110~ "WS. gobi~rf')c;n el f.!2ºf::>li=f1la_pl_t"1.~en ser 
escritas de la sieuicnte manera : 

F (U) G(Lt) 

En donde F y G son ambas funciones de u y se busca una solu­
ción ulxil tal que satisfaga la ecuación anterior. Los métodos de 
las funciones de prueba proponen para la solución del problema 
que en lugar de buscar la solución exacta de la ecuación se 
utilice una aproximación da la solución de la forma 

En 'la· ·que 

l"I 
¡; 

r=l 
Cr !ll 

C1·• Son coeficientes qL1e se reqLtieren conocer y se 
determinan Lttilizando algún critel'io que minimice el error 
gene1"ado al Ltti lizar esta ·función en lugar de la. solLtción 
e:·:acta. 

0 Es Ltn .vector con ·funciones conocidas ( PropLtestas l. 

u .- Es una ~uncicin 
·un m'inimo de errór .• 

Los métodos de las funciones· de.· pruéba · tdnsisten en la 
minimización del error producido al utilizar la·· .solución 
apro:<imada a en l•-tgar de la sc:iiuci611'. ei-iacta, ··.y ~püeden 
clasificarse de acuerdo al criterio que Lttiliceri para; l¿\ s61Ltdón 
del problema, en métodos residuales y métodos vári.acionaleis~ ·. 

; ,· ••• ·,, 1 

En los métodos residua.les se busca minimizar; e1''.residLto .. 9Lte 
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se obtient; al L\sa1' la función de prL1eba o:: mientras , que i=m los­
métodos variacionales se utilizan e:'1•itet'ios del cálculo 
va1·iacional para deten·minar el valo1' mínimo dGl et'ror al Ltti lizar 
la función aproximada. 

1. 2. 1 Métodos residuales. 

Los métodos de los_ residuo~ pesados c6nsisten en que la 
función de prueba a se obterig~ siguiendo el criterio de que al 
s1.1stitui1•la' em la ecuación ';'cu se obtenga Ltn residL10 que sea 
mínimo. 

Expresando la ecüación 
residuo es igual a cero_: 

o 

(1) como una ~ifere:incia donde al 

(3) 

Si en lugar de utilizar la función u utilizambs la función 
de p1·ueba t:l, el residuo no sera cerb, e:dstiendo entonces Lln 
error a que sera igual a : 

AL\ - f -· e (4) 

Por lo tanto aLselecciona1~-las fLmciones_0 -que forman_-las 
-fLmciones de prueba debemos procurar sahsfaga!"\ las condiciones 
de:! h·onttwa y al selecc:iona1~ l_os cqeHc:ientes C qLte _el e1'tcor sea 
minimo. 
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Dado que e&tamos hablando de un sistema de dm ecuacioneE, el 
error e será igual a la suma da los errores da cada ecuación, 
entonces se deberá procur~r 9ue esta suma sea minima y, tornando 

-cnctübnta- -C¡um estamos hablando de ecuaciones 9L1e dan-dil/et'sos 
Véll ores pa1•a cada func: ion, esta operac ion deberá sor Ltna suma 
p.esada de los errores, esto se loflra utilizando lo <=¡Lle se conoce 
como una funcion pesada de los residuos que es ~ 

W ·f (e) (5) 

Donde 

W Es la función ~e peso. 

f <el Es la fLmci6n i~esidüal tal que f (e)=O. 

Simndo esta función la que debe sati~face~ el criterio de 
pequetíez, esto es, que la suma de los valeres de esta función sea 
i9ual a cero o cuando menos de un valor lo suficientemente 
pcc¡uetío, esta condición se resLtme en Ltna sumatoria para los 
casos discretos y en el caso de un medio continuo se transforma 
en la si9uiente integ~al : 

(6) 

Al SLlStituir la <;fLlnc-~:cin dé pt:Úeb'a o en la ecuación (1)' se 
obtiene un sistema ae , _ecuaciones algebráÍcas, el cual es 
i'ácilmente resuelto con algún método de ·solL1ción de ecuaciones, 
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utilizándose con mayor frecuencia aquellos que usan 
sprox1maciones numéricas para la obtención de la solución, entre 
es-tos - métodos -- se- cenc:uentran ~·lOS~c-métqdpS,~-cl~~~"J'jll,l_f.¡_<¡;_~--~ 8"._c:>_Llt 
Gauss-Crout, Cholesky, etc. 

1.2.1.1 Método de Galerkin. 

Dentro de los métodos de residuos pesados al más usado 
actualmente es al conocido como método de Bubnov-Galerkin o 
simplemente de Galerkin, aste método plantea hacer que el error 
sea ortogonal a las funciones de prueba; de cursos de algebra 
l ine<al 1'ecorda.mos gue la condición para que dos funciones se<an 
ortogonales es que su producto punto o escalar sea igual a cero : 

E,iemplo 

1

, 

.;; e díl 
,¡ 

o 

Resolver la siguiente ecuacion 

d"'u + , d"'Lt 
e 

Con condiciohes de frontera 

Ll 0 si H ± a y ± b 

- 8 -
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Obser~/'artdo')as ~cLraC:ionés~ al')teriór~s pqdemi::J? ver .9Lte .tienen 
la forma d.e l.as .. ecLlacJones.\,istas ar¡teriormente. 

"" '·-' 

··--- :~;:? i:_ '..-" ,;·,- .. - ..... \~~-'.t . 

Esto ~s1ra·2·pt¿{~~i~a ~c2;~~Í~n :ti.ene~ ;·¡:·if¿~~ma · 

A u f 

Y la segunda ~cuación la forma 

B LI 9 

Por lo ianto p6demos 
su scilucióri; proponiendo 
solución : 

o 

usar el método de Galeri<.in para obtener 
la siguiente función de prueba como 

.,,. ·, 

Esta .ecL1ac1on debe s;;;i:1·s·Fa~e17: lás'•co~di¿iones de .fr.on:tera 
re9LIEW idas; .. pat~a:· c.(:¡m¡:>f:;o8at:Jo,~°jL,i;.t.,\sti~~ÚJID00S~ lbs:\¡a;Jot;f5'.3 de.JI, =:·a j 
y = b. 

Haciendo i< = a 

Ll <al o 
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Haciendo y = b : 

(l ( b) b"') o 

cumple con las cbndiciones de 
frontera 

Calculand~ ahora ;as 'de~ivadas partiales de ~sta función con 
respecto ~ la .variable x • 

La primera de1•ivada es 

-~ ~. - •e • ·~ •_ • "_-

Derivan do ·por SElgu';_{da ocasión con l"especto a H 

2 IX (y"' - b'"') 

DE!1•ivando ahor·a con. respecto a y 

.d t:l 
2y IX (:~2 -· a"') 

dy 
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Siendo su segunda derivada 

d"' LI 

Sustituyendo estas ecuaciones en 
igualando a ¿ero ~bteinemos el error : 

la primera ecuación e 

F'odomos 't:JbÍ;;er¿:~t;>c:¡ue en• -éste caso -se presenta una semejanza 
de esta ecLlación con ra :ecÍ.laci6n>~ 

Donde 

ú 

Cr t:1. 

l"I 
l: Cr !Zl 

r=1 

0 <x= - a2 1 <y= - b 2 ) 

- 11 -
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Para ~ap-1 icaf'cel -,1Jétodo de Ga.lerbn debsmós minimizar-_- el 
e1··ror ocLltTido, .al L1tilizar esta fl.incicín Ío-lo9ramos in~ogrando : 

Resolviendo 

e 
~ 5/8 ------­

a"'+b""' 

Gusti tuyendo c¡L!eda 

L1 
e 

( 5/8 -------­
a"'+b"' 

Si bien ésta no as la solución exacta si nos sirve para 
obtener el resultado de la ecuación diferencial del problema, c¡ue 
será el mismo que si utilizaramos la solución exacta, ya que 
estamos cumpliendo con las conciones de frontera. 
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1. 2. 2 Métodos variaC:ionales. 

Estos métodos. están ba;,.ados,-¡;n· ele cálculo variat:iohal; en el 
CL1.al se demL1estra qLte si .se .·tiene· Ltri• 'siste11la de·. ecL1aciones 
di~erericiales de la forma : 

Ci!?iJ{uJ {f} 

Si existe una solución, ésta debe ser tal que haga c:¡ue el 
valor de la funcional* Ilu) , tenga Lln L1n valor estacionario, 1 
un valor estacionario es aqllel que hace que la funcional Ilu> sea 
Lln valor máximo ó mínimo 1 siempre y cuando A sea un operador 
l i.neal, en el cálcLtlo variacional se dranl'-testra lo anterior y 
además se concluye qlle dicho valor estacionario es un mínimo. 

I (Lt) min u E D 

Dol cálculo diferencial de una sola variable se recuerda c:¡Lte 
para deti?rminat' el v~llor de la variable tal c¡t.1e:ha9a c¡Lte· Lma 
función tensa un valor estacionario se debe cLimpii~-~~~ el ~alcir 
de s1.1 primera derivada valuada el punto que·:: tferié_ uri valor 
estaciohario sea igual a cero, esto es : ,<.~~,;. 

Si. se tiene Llna fLtnción Flul se debe ~~,~~ii~i:<! 

C) . 

d LI 

• Función de función 
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Esta condlc1on se puede extender a cualquier número de 
variables realizando la derivacion de la función con respecto a 
cada L•na de J.2s variables y en el caso de desconocer los valore-s 
de las variables que hacen 9ue la función sea cero se puedo 
obtener un sistema de ecuaciones el cual al resolverse nos da los 
_valores desconocido;; de las_ vat_'_i_ables. 

Los métodos variacionales proponen c¡ue .pe1ra_ la solución de 
la ccuacion se sustituya la función de pruebá:~n ·tma füncional I 
y 9Lle despL1és se __ encuon t re una func i ón_-__ o :ta L_9ue -proporcione. a la 
funcional Ltn valot' e:-itt'emal. . -

Esto os 

I (l:i) min u E D 

Teniendo como condiciones de frontera a 

9i. p,,p,,,, .•• pm 

Siendo la funcional una integral de u y sus derivadas en el 
dominio O para la 9ue se tendrá 9ue si e~ist~ un Valor 
estacionario éste será forzosamente un minimo si el sistema es 
positivo y un minimo absoluto si el sistema es positivo definido. 
Dentro de los métodos variacionales tenemos entre otros los de 
Diferencias Finitas y el de Ritz. 

1.2.2.1 Diferencias Finitas._ 

- . 

Si tenemos Lln ccin,junto de :l'I pUnt'os nodalés f?sc:Ogidos dentro 
del dominio dol problema; ;á1 los • C:uales denómiriar~emos P9 y 
denominamos uc1 _al valor de la fur:id.6n: LI valüada em el punto i=·9 
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LI (f'01 ) = u,, q 

Y si sustituimos en la funcional I<ul las d•rivadas por 
diferenciaciones sucesivas de u,,um um siguiendo el 
criterio del cálculo de diferencias finitas, y las integrales por 
sumas finitas la funcional I<ul se transforma en una función Im = 
Imlu,,u~, •• ;uml a la cual se le aplica la condición de 
ininimiza.ción ; 

6{lm (L1,., úm, ••• urnf} 

------------------- o 
6 UC\ 

1.2.2.2 Método de Ritz. 

En este m6todo se sustituye la ecuación que nos aproxima el 
valor de um en la funcional I<ul, transformando esta en una 
función c¡uc tendrá corno incógnitas los valores de Cr, si se 
a~lica a ésta le condición para c¡ue tenga un valor estacionario, 
se llega a un sistema de ecuaciones c¡ue para el caso de problemas 
de ~ampo son algebráicas y para el caso de problemas de valores 
caracteristicos o de propagación son generalmente diferenciales 
ordinarias. 

Esto es si se aproxima el valor de u con 

l"I 
Uc :E 0 Ct~ (ll 

r=l 

Si se sustituye este valor en la funcional, se de~iVa con 
resp1:1cto a los coeficientes Cr y se iguala a cero se tendrá un 
sistema de M ecL1aciones con M incógnitas el cL1al al. resolverse 
nos propot•ciona los ·valores de los coeficientc;is Cr. 
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Si se aplica la condición de minizacian 9ueda 

.gl (U). 

------- =.O r .= 1, 2,. <. M 
8 Cr 

Después de aplicar esta condición se obtiene un sistema de 
ecuaciones de M incógnitas que al ser solucionada nos 
praparcciana los valores de las coeficientes Cr. 

El mdtodo dei elemento finito puede ser desarrollado tomando 
en cuenta cualquiera de los das criterios antes explicados 
(Residuales o Variacionales l. 

1.3 Método del elemento finito~ 

El método del elemento finito es a semejanza de los otros 
~dtodos vistos anteriormente uno 9ue se basa en la proposición de 
una ·función que apro:·:ime la solución e:-:acta, y en el que .la 
subdivisión do la regian en subdominios, celdas a elementos 
finitos es una P·lo1·• 1:c escn•.:1~'1 del proceso; en este método se 
utili:an funciones de prueba las que se adaptan al elemento de 
tal manera que los parérnetros de las funciones sean las 
incó9nitas del problema, teniendose entonces que el MEF es un 
caso especial de discretizacion, en el cual un problema con 
ecuaciones de un n~mero infinito de grados de libertad se 
transforma en una serie de ecuaciones aproximadas con un número 
finito de 9rados de libertad. 

Los parlmetros de las funciones se pueden elegir de acuerdo 
a distintos criterios y en e1 caso de p~oblemas-dd ~~fuerzas se 
procura 9ue las parámetros sean los desplazami~ntos de los .nudos. 

El MEF st? puede clasificat' d.e acuerdo a la manet•a de definir 
los pa1·ámetros de las funciones de interpol.acion en las 
siguientes categorias : 
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Métodos nodales : En estos métodos los parámetros se definen 
como -fos v-alorcs-dc---la-fLmc-ión~~Ll _-y_de_sus __ derivadas en los nodos. 

Métodos de coeficient~s : En este caso los parámetros son 
los coef iciantes de la representación de la función sobre el 
elemento. 

l"létodos de celdas : Los parli.metros son representativos del 
valor de la función u en e~dominio del elemento, pudiendo ser el 
promedio o el valor medio por ejemplo. 

Estas funciones son conocidas también como funciones de 
interpolación ( Shape Functions 1, esto es debido a que su 
aproximación es en lo concerniente a la continuidad de la 
estr1_1ctur·a; es decir, conocidos los desplazamientos en nodos 
predefinidos, se aproximan los desplazamientos en los puntos 
intermedios, interpolando su valor, usando para las funcionas 
propuestas. 

1.3.1 Definición del problema. 

Los problemas a que se enfrenta el Ingeniero Civil cuando 
realiza un análisis de esfuerzos, son eeneralmente aquellos en 
que dado un cuet•po sL1,ieto a un sistE?rna de fuerzas, tanto e;<ternas 
como internas, se debe determinar cual es el desplazamiento en 
cada uno de sus puntos asi corno los esfuerzos y deformaciones en 
los mismos. Paró' logr.:w re.'solver el problema anterior debe 
considerarse cuales son los elementos que intervienen en el 
comportamiento del mismo. 

Los eleintmtas qLle se deben considerar para analizar el 
comportamiento estructural de Lln cuerpo son los desplazamientos, 
las deformaciones, los esfuerzos y las propiedades de los 
materiales, estos elementos los podemos encontrar en los tensores 
de desplazamientos, de deformaciones y de esfL1erzos, "!Lle para el 
caso de esfuerzo y deformación planos sus expresiones se dan a 
continuación. 

1.3.2 Tensor de desplazamientos. 

El tensor de desplazamientos es el arreglo en el que se 
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encuentran aqrupadas las funciones qum describen el cambio en la 
posición de un cuerpo, asto es su~ desplazamientos : 

u Es la compónentE! del desplazamiento en la dirección del 
e.ie !~. 

v Es la componente del desplazamiento en la dirección del 
eje y. 

- 18 -



1.3.3 Tensor de deformaciones. 

Donde 

ew ~ Es ia deform~ción unitaria en el sentid6 del eje v 

producida por l<;>s cargas actLtantes en. el mismo sentido. 

. . 
e,. : .Es la defo'í;mai;:iór¡ Ltni tarfa <en el seinÚdc:frd~l e,je y~ 
prodLtCid~.ppr las ;Cat~gas actÜantes efi e!'lnÍ'SmtJ"sei'ítl,~ó;", . 

' ... - ·. <-·¿_~ . · ... __ .:,_:::~;-:; o:..o-· .• __ -".o.,--"/·~> o.·~-?~'-··~ -.. ::...: 

p rodüt 'da.~~: ~~~z~~¡~ii:~ti:~~fa:~"[1i.f~¡;~~~t~~;.,: j ~' y 
· -\:;~_-_~,~~~ :::~'.J6~~~~~:z--:· >:. ~ -:~;-_7_ ·"~~ -.:::J-=~· __ ; ~,_, .~;_·--:-~-~-:~ -~-s~- ,-;.!;--: º~ó::(~-- -

ey•• .. = Es l<¡;'· d~f6i~m:a~i~~ Üni:~ar,ia :n <e1··. s~~~ld:>d~J ;e,je ,, 
prodúdda poÚ las>· cangas actLÍantes en el sel1tidó del~:.eJÉ,! .y. 

Dadas las co:ndiJiones\ei c¡Lte,:ej~: planteadó ef ptioo)~~~' se 
pLlCl'de demostran c¡IJe pár,,a el Caso de estado plan0 de defÍ:Jt~rn.;¡dones 
eidste la sigüiente t'elación : 
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1.3.4 Tensor Esfuerzos. 

L¿1 e:-.presión .del tensor esú.tet•zos es 

Donde 

tr,_ 
e.ie 

{r:r}~ 

Tw~.. Es 
utilizados. 

r 
l 

del 

los ejes 

Con los tensores 
elementos del problema 
necesitamos encontrar la 
menera 9uc podamos llagar 
contamos con distintas 
continuacion. 

anteriores tenemos ya definidos los 
a resolver, de manera 9ue ahora 
manera de relacionarlos entre si de 
a la solución del problema, para ello 

relaciones qua se explicarán- ~ 

1.3.5 Relaciones desplazamiento-deformación. 

F'or principio de cuentas analizaremos 
relacion<.'P los desplazamientos producidos · p_or. 
fuerzas en un obj0to con léls deforma.cienes en el mismo. 

de 
de 



,_-.-si se- -tteno- -en- CLtenta' 9t:te -par-a el --a:nalisis- 'de-- esfuerzds- en __ _ 
un cuerpo necesitamos tener la deformación unitaria esto es la 
deformación por Ltnidad de longitud, la relación entre los 
desplazamientos y las deformaciones se obtiene al definir la 
variación del desplazamiento con respecto a cada uno de los ejes. 

Par¿i el eje será 

el.CH 

f: l< 

Para ~l eje y será 

".!; y 

F'or ú 1 t.imci 'ten.dremos el 9 i ro, c:¡ue es la - d_efdrmac i ón 
producida por los componentes del desplazalllien~o en la di.i~ecciÓn 
perpendicular á-la_- 9ue. se prc¡dLtce, siendo el 9it_·ci j;otal ia-:sL1ma 
de las dos direcciones analiza~as. 

>.: u 
2e_~Y- ------ + 

¡;; y 
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__ -;---~----".-
_:_,

0
Las '"relacione: · -anteriorc?s -;;e pL1eden e:lpresar en forma 

1llatricíal si consideramos t.ma matriz de operadores diferenciales 
L tal c¡t.w1 : 

Donde 

[LJ Es Ltna matriz de operadores diferenciales con la 
forma 

[LJ 
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1.3.6 Relaciones esfuerzo-deformación. 

Pará relacionar los tensores de esfuerzo con los de 
deformación Ltti 1 izamos las relaciones esfuerzo·-defot·mación 
obtenidas en la m~cánica del medio continuo, con las cuales se 
pueden relac{onar los desplazamientos producidos por un cierto 
estado de fuerzas actuantes sobre una estructura con los 
esfuerzos producidos, estas r~laciones son conocidas como 
relaciones Hocke-Cauchy. 

Estas relaciones están basadas en la conocida ley de Hccke 
en la cual se establece que la relación entre la deformación 
producida en un objete es proporcional a la fuerza aplicada al 
mismo, siendo la constante de proporcionalidad la rigidez del 
material, esta relación rara el caso de una fuerza aplicada en 
una dirección normal al cuerpo es la siguiente : 

Donde 

F FLterza c¡Lte provoca la defCl':'f1lªCion. 

le = Constante~de ·r~itfidez'deÚo~jeto. 

ll' = Dc:formai:iÓ11 del ob.ieto en la dirección en qui: se aplica 
la ·fuerza. 
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Sin embarqo esta forma de expresarla dependo de las 
-dimensiones del ob.jeto al c:¡ue se le aplica la fuerzr.t, -así como- de 
la distribución de la fuerza sobre la superficie del cuerpo, para 
eliminar estos inconvenientes es preferible eHpresarla en función 
de esfuerzos y de deformaciones unitarias, quedando la siguiente 
e~{p ros i an : 

, .. 
'"' 

a· K e 

normal a la superficie 

En la relación anterior no se incluyen los efectos en 
direcciones perpendiculares al esfuerzo, además, dado que estamos 
trabajando con esfuerzos en dos direcciones, nos interesará una 
relación mucho más amplia a fin de poder abarcar el estado de 
esfL1e1·zos c:¡L1e 1•e·:¡w:~rimos estudiar; esta relación la encontramos 
:1gregando el módulo de F'oisson para con esto considerar el afecto 
producido en direcciones per·pendiculares, haciendo la misma 
consideración para las otras direcciones, c:¡ue en el caso 
bidimensional solo será para la dirección del eje y , esta re 
lación nos la dan las ecuaciones de Hooke - Cauchy cuya expresión 
matricial es la siguiente 

{O'}=.CDJ{e} 
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CDJ Es la matriz de propiedades de los materiales q0e en 
forma explicita se presenta a continuación 

1-1' V o 

CDJ I' o 

o o 

- ·--- - -

V Es ei módLtlo de.Poisson. 

E Es el ·m6d(ilcide;els:stic:ic:Íad o de Youn9 •. 

~ -, - , -. ---

Los 
mente. 

.f U"J· ya f~eron definidos anterior-
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Q 

1.3.7 Principio ~el t~a~ajo vir~ual. 

Para P.ncontrar la relac:j.ón entre las f1.1erzas apl ic:adas al 
r.:ur.?rpo y lns desplazamientos podemos usar P.l pri.nc:ipio· del 
trabajo virtual, P.n el c:ual intervienen tanto. las fuerzas 
P.HtP.rnas c:omo las internas rP.queridas para lograr el eq1-li.l i.brio 
dP.l c:uP.rro, su P.:<rrPsión rara Pl c:a5ci de considerar Pl équi librio 
rlP. tnrln P.1 cuP.rpo es la siguientR : 

r g "'u,., r r 
fT ¡;; e dQ + 

J 
p ------ .Su dO. 

J 
fT ( rí) d1.t df" + J pf.€u 90. 

kl kl ¡;; t"' k k k k k 
Q r Q 

En la que 

p Es la densidad de masa por uni~~d ~e volümen del cuerp6. 

El 
riormente ..... 

26-
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De--·i-o antef'il:Jr- se-puede-- concluir.lo .•.• C\LIE' !'~¡:>t'e!;i_en_t¿\ cada 
inte9rando- de la e:-:presión del traba.jo virtual : 

J a- ¡;;e dn 
~:l k 1 

Es el traba.i~ interno 
producir un desplazamiento 

J p 

Q 

producido por los. esfuerzos 
e~:l. 

8uk díl 

O" kl al 

el trabá.io' inte0no, prod~1ci,do por las fuerzas debidas al 
movimiento del cuerpo. --

_J__o-<n>.., du.., dr'_ 

r 

Es el trabajo .producido por las cargas c:¡ue actuan sobre el 
CL'.erpo por unidad· .de sL1perficie. 
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f pf ,,.8(..1..; 
,l. 

Q 

Es ·el trabajo interno prodllcido por las c¡1.1e se conocen 
como fL1e1·zás d'e 'cllerpp (peso, etc ) • 

M·:=diante la 
descritas sm pL!ede 
solL1cionar y en 
desplazamientos con 
procL1ra que sea una 

En la que 

combinación de las relaC:i6nes a~teÍ•iot~rnen·te 
11 egat' a obtener L1na relación. mas' sene il la. de 

la c¡ue se relacionen direc:tafl\ent.e los 
las fL1erzas actuantes en el c1..1ehp6; ésta se 

e:<prmsión del siguiente tipo : 

CKJ Es la matriz de rigidez del cuerpo. 

Observando la expraai6n anterio~ se concluye que es un 
sistema de cc•_taciones en el que el número ·de incógni. tas es igual 
al número de Rrados de libertad del cuerpo, solucionando el 
anterior se puede obtener el valor de los desplazamientos 
producidos por las fuerzas f sobre el cuerpo. 
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1. 3~ Ef~Furiéfoiies de 0 Interpolación 

Cuando se trabaja con un medio continuo se enfrenta uno con 
el problema de gum se presentan un nQmero infinito de erados de 
libertad ya gua cada punto dentro de la región analizada presenta 
un desplazamiento distinto al punto gua se encuentra 
inmediatamente a su lada, dado gue la intención del método para 
obtener las desplazamientos os la solución de un sistema de 
ecuaciones cuyo numero de incógnitas es el del nQmero de grados 
de libertad totales en el cue1·po, al llegar a la e:·:presión ante­
rior seria imposible obtener la solucian del sistema, dado al 
número de incagnitas resultantes al considerar todos los grados 
de libertad d~l cuerpo. 

Para solucionar est8 pt~blema el método del elemento finito 
propone la subdivisión d!a la 1·egión en Llna se?rie ·finita de 
elementos en los cualas vamos a distinguir una serie de puntos 
nodales, en los cuales se definen desplazamientos, deformaciones 
unitari•s y esfuerzos, referidos a cada nodo, los cuales serAn 
las incógnitas del problema. 

Dado 9ue contamos con la manera de establecer una relación 
entre desplazamientos y deformaciones ( F:elaciones esfL1er­
zo-deforrnación 1, entre las deformaciones y los esfuerzas, asi 
como entre estos •Htimos y las fL1e1•;:as que actLtan en el CL1erpo, 
podemos 1 logar a t.m.;i. e:<rwesión (,'n en la gL1e tan sola nos gLteden 
como incagnita los desplazamientos de las nodos, eliminando de 
las ecuaciones los esfuerzos y las deformaciones unitarias. 

Dado gue estamos hablando de un medio continua debemos 
hallar la manera de modelar la continuidad entre las nodos en los 
que se determinan las incógnitas de nuestro problema, esto se 
hace proponiendo una serte de funciones que nos establezcan la 
relación entt•c= los plintos intermedias ""'n las gLle no se definie1•on 
puntos nodalcs, estas funciones pLieden ser cualesquiera pera, 
dadas las ca1··actcristica.s de los fenómenos analizadas se procura 
que cumplan ciertas condiciones minimas, gua pueden ser las 
condiciones de frontera del problema, o bien, dado el comporta­
miento del fenomeno analizado se procura ajustar la funci~n de 
mane1·•a de gL1c se?a rept·esentativa del mismo. 

1.3.8.1 Elementos Unidimensionales. 

Si se tienen dos puntos sobre una recta y en cada,punto se 
define un desplazamiento u, teniéndose entonces para el punto 1 
un desplazamiento u, y para el punto 2 un desplazamiento u~, 
existiendo en los punto& intermedias desplazamientos 
dosc:onocidos, por lo tanto se propone para apro:<imarlos L1na 
función u<x,u,,uml tal qL1e nos proporcione el valar de u, cuando 
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se value en el punto 1 y el valor de .u~ cuando se valQe en el 
punto ~, mientras 9ue para valares intermedios nos dará una 
cornbinaci on c_de -esiiai= várores; -esta~ofL1nc íón tondt'á ... la forma 

Donde 

a, ,. a.,, : Son coeficientes que dependen de las c.ondiciones 
de frontera y d~ la ~arma def elemento. 

u 
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Esta fLlnc i ón debe cump 1 G· :Con~-Tas" s°igüTentes o-c:ondi e iones ~de­
f rontera : 

u para 

u para X l<:;o_ 

SustitL1yendo en la :ecllación las condiciones anteriores 
c:¡ueda 

ª'· l~ 1 + ª"' -· ."Ll 1. 

ª' }<:;:- + ª"' LI::;.,-

Despejando a~ de la primera ecuación 

Ll'l-· .- af 

Sustituyendo en lá se9L1nda ecL1ación 

Despejando el valor dé a, 

__ :._· __ ~;_~;...'..-

Sustituyendo este valor en la primera ecuación 



u,_, - Lli. 

Llt 

l<~. ·-: :<1. 

Despejando el val6r de a~ • 

Ll.¡, -. Llt 

'u, - --------- !< :t 

Por lo tanto la función ~Lle.nos aproximará el valor del 
desplazamiento será 

Ll::o .'.- Ut 

Ll + Ll;.: -

Si esta funci~n la reordenamos factorizando a las variables 
u, y u~ nos ~ueda la si~uiante expresión : 

Ll Ll,,, -- Ll1. + Lh -
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RE101·dcmando 

u u, [ 1 -
:< - ~<, 1 

----------
l 

}( - :< 1. 

Ll"' 

St.' puede obsi=rvar c¡ue la expresión anterior tiene la -forma 

LI LI 1 t•l.1 + LI;,, N,,, 

Donde 

N, , t·b Son -funciones de forma c¡ue dependen del valor de 

LI 1 , U,;:, Son los valores de los desplazamientos en los 
nodos 



N 1 . 1 .. .,... ---------- · 

:< - K1 

N.,, ---------

Observando se puede apreciar que lo que se desea es una 
función de interpolación tal qua cuando se valúe en un cierto 
nodo su valor sea uno de manera que al multiplicarse por el 
desplazamiento en ese nodo nos quede el valor del desplazamiento, 
y si se valua en otro nodo su valor sea de cero obtenidndose para 
valores intet'mE:.'dios un valor que será proporcional a la distancia 
gue los separa del nodo. 

Dado que generalmente no ~e tendrá un solo nodo sino que 
habrá varios de ellos definiendo la estructura en análisis ~l 
valor total del desplazamiento estará dado por la suma de los 
valorc;s pt•opo1'cionados por cada fL1nción, teniendo entonces la 
e:·:p1•esion total del desplazamiento la siguiente forma : 

En es ta ElCLlac i ón 

t'I 
l: 

r=1 
Llr Ni 

ur Son los~·.desplazamientos en los nodos • 
. '.: ,: ,_<;o ' ' :-: 

'·: ·;: ... :· .-._.:· - ·.;; - , c.-·· 

Ni 8011 f~mciOQ~S dé in:Cet·pcilacióri ó de forma. 
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Las condi_cione_s __ ºde __ feont_er·a __ Hl-te ___ deb_eo __ :_de _c_omp_l~i.t' ---~~Jas __ _ 
·fl.tnc iones son : 

para 

o .para 

Estas funciones son conocidas también como ~unciones de peso 
ya que cada función proporciona un peso el cual al multiplicarse 
por el valor del desplazamiento a que corresponde nos da la 
aportación del mismo al valor total del desplazamiento. Asimismo 
se les conoce como funciones de forma ya que si bien hasta el 
momento solo se ha hablado de aproximar el desplazamiento para 
valores intermedios también es factible y necesario aproximar la 
forma del elemento a partir de las coordenadas de los nodos, 
utilizandoss entonces de preferencia las mismas funciones para a­
pro~:imar le< forma del elemento que las que se Ltsan para apro:<imar 
el comportamiento del cuerpo. 

La e:<pt·esión que se encontró anteriormente para el elemento 
unidimensional se obtuvo a partir de la suposición de que la 
variación que existe entre los nodos es lineal, sin embargo 
depondiendo de las características del problema se pueden 
realizar interpolaciones con polinomios de grados superiors o 
bien utilizar combinaciones de funciones senoidales o 
exponenciales, asimismo siguiendo otros procedimientos para la 
obtención de las funciones de peso se pueden encontrar otras 
expresiones algo distintas a la encontrada anteriormente, por 
•2 .. iemp lo : 

Dado que 

e) >= rü <= 

l{ t_ ··:-= V ·<= :<~ 
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Pt'oponiG!ndo Ltna linea recta pa}á ia ínterpolacióp donde la 
pendiente sea ': 

N, ---------

N~ ---------

Por lo tanto la función 9ue nos proporciona ~l valor de u 
para cual9uier punto sobre la recta es 

u LI1. 

En el e.iomplo ant.erior se SLlprimió la variable y, dado 9ue 
el análisis se hizo sob~e tina r~cta, 9u~ se considera horizontal, 
si deseamos incluir el efecto de la variable y debemos afectar 
los elementos 9uG componen 1a función por un factor 9ue valga 
1 6 O según sea el valor de la coordenada y estos factores 
serán : 

y,,,_ ·-_y 
f 1 ----··-----

y:;., ·- Yt 

y - y, 
f,,, ---------

y,,, - .yi 

Siendo f 1 una función 9ue toma··e1 ·va:iot" de Uno cuando se 
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valaa en el nodo 1 esto es cuando y = y, y cero cuando se valúa 
en-.:.:r--r-.oao 2 vál"iando 1 inealmente para valores intE:ir1iledios y f,,, 
una función 9uo torna el valor de uno en el nodo 2 y cero en el 
nodo 1 con variacion lineal para valores intermedios • 

Po1' lo tanto nos c¡ued~1 la siguiente expresión 

y,,, ·- y Y - y, :~ - N 1 

LI = Ut 

l<~ - Xt 

En la e:-.p1·'esión anterior se considera 9L1e 

:{ t < :~2 

Y• < .y,,. 

Asimismo 

y Y1 + :< 

Las eHpresiones anter:iot'es 'fÚeron obtenidas por simple 
observación del~ cómp2irtarnientó ~de ia func fón •. , · · 

Est~ manera de obtener las funciones de interpolación es 
semejante a 1~ usada por Zienkiewikz para obtener la familia de 
funciones de interpolación conocida como Familia Serendipity, 
debiendo su nombre a la Princesa de Serindip de la novela de 
Horace Walpole la cual obtenía sus respuestas por intuición. 
Estas familias se utilizan para los elementos Rectangulares. 



u 

1 )( =0 ¡)(•0.3974L ¡>< = L 
X 

u 
[ 1 1 1 1 

1 1 
1 1 f 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 
1 
1 

!lf=0 .0=0. 3974 Jf= 1 0 
Figura 3 

Ro eta con transformacl~n3ae-coordenadas 



SLc=n __ )a_forrnLll=icion del pPoblema anterior no 1..1tilizamos el 
sistema coordenado tartesiano 9eneral y utilizamos en su lugar 
1-mo local, en el cual el origen se lacar-1c:o--- a-1- _ _cp.t'°in"c:ipio de la 

---;__-~-~-==c-.o;=-o:o· 

Pecta, tendremos c¡ue : 

y, o 

y";! 1 

Donde l. 

TenÍendose. l.as mismas· coni:licicmes de frontera para la 
función 

u (y, u..: 

S•c1stitdycmdo los valores de y 

ª' (0) ~ ª"' = ~. 

a 1 ( l ) + a,,, LI«? 

Despejando ª"' de la primera ec:w:u:ión 

8-:;, Ll1 

Sustituyendo este valor en la segunda ecuación 
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:1 • i + L\ 1 "' Ll2 

1 
( u.., ·- Ll 1 ) 

1 

Sustituyendo 9ueda 

u Cyl ( U:o - L\1 ) y + Ll 

Reordenando u, y U2 

y y L\2 

.L\ Cyl L\ 1 - L\1 + 
l 

Factor izando Ut y U::;,. 

[' y l y 
Ll Cyl Ll :l. - ·+L\:o 

l J 1 

Siendo .las e:<pres_iOJ1(?S_- dé _l.:1s .. funcio11es _ de forma_ las 
si !'JLI ion tc:s: 

N, 1 -
y 

1 
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y 
N,,, = 

l 

Se pued~ observar que esta expresión es más simple qua las 
anteriores gracias a que se utilizaron las coordenadas locales, 
debido a lo cual, estas coordenadas son las que más se utilizan 
en la práctica, utilizandose una matriz de transformación para 
cambiar el sistema local no solo el de coordenadas sino también 
los de esfuerzos y desplazamientos en uno global, esta matriz de 
l;t•ans·formación es conocida como Jacobiano de transformación, del 
cual se hablará mas adelante. 

Si ahot•a en lug~r 
variable adirnansional 
localizado al centro de 

-1 

de Lttilizar la variable y{ 
tal q1_1e el · ··deF 
la rec:ta -: 

Siendo§ un•va~iable adirnensionarcuya expresión será la 
siguiente : 

y 

h 

Donde 

1 
h 

2 
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Para este sistema se.•pLlede p~~poner t~mb~ei;,·una·función 9ue 
nos apro:d.me al valor de la variable u,· esta' fLtnción' pLtede ser : 

Siendo los valores dE! la Vari.:tble § en los puntos nodales 
los si9Lticmtos : 

Tenicndose"como condicf6nes de frontera para la función 

Sustituyendd 1o~ valores de y 

Despe.jando ª"' de la primera ecuación 
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St.tst i tL1yend6 éste valor' en la segünde ecuaCion 

Dospe,jando a, 

a'· ~2 ( L\2 - l\ t ) 

Por 1 o . ta!'\ to a.2 será 

--~~1-· L\:.: + L\1 

SLlsti tuyendo c¡Úeda 

L\ (y) tl,! ( . Ll2 - L\ 1 ) ·i~ + ~2 ( Ll,., + Ll t 

Fact6rizando Ll, y L\"' 

Ll (y) + 12 ( 1 + § ) Ll2 
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· -sn?ndo ·· i as" expf'i:!s:ron~s ~~¡:fo¡·- la~ 

sigLtientes: 

Nz ~ (1 + § 1 

·forma las 

Como se dijo antes las funciones de forma no son únicas y 
varían de acuerdo a la forma del elemento, anteriormente se 
utilizo un elemento unidimensional pero en la práctica se 
utilizan elementos de diversas formas cerno pueden ser 
trisngulares o rectangulares, ademas como se menciono 
anteriormente se pueden realizar interpolaciones de grados supe­
riores a Ltno asi como Lttilizat• -funciones trascedentales. 

1. 3. B. 2 Elementos Bidimensionales 

Si en lugar de utilizar elementos unidimensionales 
utilizamos elementos bidimensionales, más precisamente un 
elemento cuadrilatero. ¡~ociemos obtrmer las funciones de 
interpolación para este elemento realizando un análisis parecido 
al 9ue se realizó anteriormente, pero en lugar de utilizar desde 
r;;! p1•incipio el sistema del coordenadas global Lttilizaremos un 
sistema de coordenadas locales con el origen en el centro, ademas 
de utilizar variables que mapeon a las variables x , y , a las 
9Lte denominaremos ·? , ri, respectivamente, las cucdes tomaran 
valores comprendidos entre -1 y 1 

La forma de este elemento •e muestra a continuacion 

~· 
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Para este elemento. también se pueden definir funciones de 
interpolación tales que nos apro:dmen los desplazamientos en 
cu.alqÚüfr parte del elemento en función de los desplazamientos de 
los puntos nodales. 

Una vez definido el problema el procedimiento para la 
obtención de dichas funciones pL1ede ser el mismo que para el caso 
de los elementos unidimensionales, esto es una vez establecidas 
las condiciones de frontera que deben cumplir las funciones, se 
establece un sistema de ecuaciones del que se despejan los 
coeficientes requeridos, sin embargo, dado el nómero de 
incógnitas que se presentan este procedimiento es bastante te­
dioso, por lo tanto se utilizan otros criterios como pueden ser 
polinomios de Lagrange, o de Hermite. 

Si se aplica el criterio de la interpolación Lagrangeana se 
usan las funciones de interpolación de Lagrange cuyas expresiones 
son las siguientes : 

n n 
ri: 

j=1, j;i!i 

Por lo tanto la e:<presión del criterio anterior utilizando 
esta función de interpolación es : 

u 1 LI 

i i 
N u 

i 

Obteniendose la función deseada al realizar la·e:<pan~ión de 
la función de interpolación de Lagrange. 

Utilizando la interpolación Hermiteana en lugar de utilizar 
como función de interpolación las funciones de Lagrange se utili­
zan polinomios de Hermite, la utiliza~ión de uno o de otro 
criterio depende de la necesidad que se tiene en ocasiones de 
utilizar una funciún en la que sean continuas también sus 
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derivadas, e.aso en el 9L1e es l'ecomendable la Lttilización de las 
funciones de Her~i 

Ademas de los ct•iterios anteriores se utiliza Ltna familia de 
fllnciones llamadas Seredippity, aste nombre viene del hecho de 
que fueron obtenidas por simple observación sin plantear 
ecuaciones con condiciones de frontera las expresiones de estas 
ecllacianes son 

Ni ~. ( 1 + .;: 9i ) ( 1 + ÍI ÍI i ) i 1 .. 2,,3,4 

Las expresiones anteriores son para el caso de realizar Llna 
interpolaFión lineal, sin embareo plleden obtenerse expresiones 
pai'a Utilizarse en interpolaciones CLladrátiCaS CLtbicas etcetera. 
Para el desarrollo del programa utilizaremos solo la expresión 
anterior. 

1.3.B.3 Mapeo de coordenadas. 

D~do 9ue no. se utilizan las coordenadas normales se debe 
hacer una transformación de las mismas, a fin de obtener 
resultadas basados en las coordenadas globales, para esto 
utilizamos una matriz con la cual transformaremos las expresiones 
obtenidas para las coordenadas locales en expresiones para 
coordenadas globales, a la cual llamaremos Jacobiano de 
transformación, cL1ya expresión es la si9uimnte : 

[JJ 
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Siendo esta matriz la 9~te establece l=í :r~elaciÓn entre' 1.i'a 
parciales del desplazamiento con respecto a ·lasº c:oot'denadas 
locales y las parciales con respecto a las. variables 9lobafos, 
esto es : 

F'at'a la componente ;del'· desp_lazamientci v 
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V 

te Paraboloide hiperbolico 

u =0 

Figura 4 X 

Funclon de forma para 1 punto nodal 
<Elemento bldlmenslonal de 4 puntos) 

u,= 1 

1..1. = u. 

F gura 5 

Superficie plana 
u, + u. + u, + u. 

= 1 
u, = 1..1. = u. = 0 

Suma de 1 as f1.1nc iones de forma 
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x= N1 x, 
u=N, u, 

Figura 6 
Tipos de elementos 

1=1 ••• m 
1 =l. .• n 

La funcJ6n de forma 
ea Igual a la fun-
c Jón de lnterpolacJ6n 

de forma para 
las coordenadas 

[soparametr f<:o 
n=m 

coordenada 

s~bparam•trleo 
n>m 

Superparam•trlco 
n<m 

Función de 
() lnteri'.!olaclbn 

,____.,. p,ara oeflnlr 
1 3ospfazamlento 
1 

o Punto donde se define 
el deeplazamlen~o. 

O 
Punto donde se define 
1 a coordenada. 

Función de interpolaci6n 
O para aproximar el 

desplazamiento 
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Una vez definidos '(Ós ·:efeinentos anteriot'es-.procedemos a 
desarrollar las Cei<ppesiones d~ .los:elem.entos é:on los c:¡L1e vilmos a 
trC1badar;::·· · ..... ·:;;.:·•"'·'"''""·'·e-e• :-..:¡e:.: ... ·'··" · ·:":---.· 

--· - _,.7~'-- -~~ -;._ .: \~:~~~·.·:~::~;:.+ :~-s~;·: .. ;'-,:~- .. 

Í.3 .. 9.1 

El nía tri z {u} t.a 1 c:¡ue 

r 1 ···· 
Ll;_ 

1 '\(t. 

r :J;J 
u,., 

N1 o N,,, o \\!,,, o 1\14 v,., 
{d} 

1 
L\3 

o \\1, o t~,,, o ~h <) V3 
L 

_y4 

Esto es el desplazemiento para cualquier punto dentro del 
cuerpo lo definimos en función de los desplazamientos en los 
nudos, multiplicado por una matriz c:¡ue contiene las funciones de 
interpolación para cada punto, expresado de otra manera c:¡ueda : 

1.3.9.2 Coordenadas. 

Dado c:¡ue para definir la 9eometria de el elmento c:¡ue estemos 
analizando requeríamos de una expresión continua se realiza una 
¡¡proximación de utilizando funciones de forma a fin de obtener u­
na expresión en función de las coordenadas de los puntos. 
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El vector de coordenadas se obtiene utilizando las mismas 
funciones de interpolación que para el caso de los 
desplazamientos, por lo que se dice que el elemento es del tipo 
isoparamétrico, ya que se utilizan las mismas funciones para el 
caso de los desplazamientos que para las deformaciones. 

Siendo su expresión la siguiente 

r 

1.3.9.3. Deformaciones. 

y., 

. y,. 
·:<:i.' 

El vect6r deformaciones se obtiene mediante la aplicación de 
las relaciones desplazamiento deformación, vistas anteriormente, 
las cuales 9L1edat'on resL1midas en la matriz de operadores 
diferenciales [LJ , par lo tanto obtenemos el vector de 
deformaciones mediante la siguiente expresión : 

ev " J o 

o 

[ :·u 1 .. 
s j 

r 
o V 

s y 

g s 
ei<y 

g y g y 
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En forma m~t~icial queda 

Pero 

·- . -

Por lo tanto la expresión d.e las deformaciones 9L1eda 

Haciondc:¡ 

CDJ CkJLl\IJ 

QLteda 
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CDJ 

l o 

En la expresión anterior se tienen expresadas las parciales 
de las funciones de prueba en función de las ~a~iables globales 
x , y , dado que las expresiones que se manejan para las 
·funciones de intewpol.;.ción estan en función de las variables 
locales conviene realizar la derivaci~n con respecto a las 
expresibnes locales y después utilizar el Jacobiano de ·transfor­
mación para referir las expresiones obtenidas a las variables 
globales. 

Aunque cuando se definió el ~accibian~ 
transformación entre parcialE.•s del de'spla.zamiento; 
utilizar para transfo~ma~ las pa~ci~les de las 
prueba : 

[JJ 

se h.izo la 
este se puede 
funciones de 

Dado .c¡ue en. este¡, caso queremos obtener la relación inversa, 
despe.iamos de la.ecuación<anterior el .vector de parciales con 
respecto a las var~1ablés locales~ 
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Para la primera fLlncion de prueba 9L1eda 

t='a1·a 1 as et.ras 
sólo se sustituye 
correspondiente. 

es· la mfsma 
de prLteba 

Si se denomina a 1a· méltriz invef·sa del Jacobiana·· como f' 

-1 
[['] [JJ 

Se tendrá 9ue 

Cf'J = 

<'~~ '; _,_-;-~;: 
Dado 9ue efJacC:Íbia~o \!ls en este .caso de 2 }: 2 elementos, se 

puede obtener r.¡:,;,;c_i1m'eint(i la e:<p\•esión de los elementos de s1.1 
matriz inv.ersa en'b.aseí ¡¡_·-105 élementos del Jacobiano. 
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' 

-1,-::>./ detC.JJ. 

Donde 

deHJ.J 

1.3.9.4 Ec¡uilibrio estático. 

Para establecer el equilibrio del cuerpo se utiliza la 
expresión dol trabajo virtual, vista anteriormente, pero en ru­
gar de pl.antoarla par·a todo el cuerpo la plantf:amos para Lm .solo 
elemento quedando : 

f 
~e dil + 

Qe 

De los 
deformaciones 

J Su p Cl dQ 
.f 

T 
o«n> dr + J p fLt f; dQ 

ne re Qe 

desarrollds ~nteriot;E!s :·.~~r)e~C:Ís que . el vector 
se pLtede·· expresar de' 1a:si9Ldente forma : 
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{e} :::: CDJ {uJ 

Entonces su parcial set•á : 

T T 
&fo};.; [BJ 

Asi.rnismo se ticnp.>9ue él veétor desplazamientos es 

Q1.1edando 

1_1 CNJ {u},. 

T T 
€.U =S{u}..,.. CNJ 

Y por último expresando el vector 
de las aceleraciones en los nudos y de 
nos queda la siguiente expresión : 

Q CNJ {Q}~ 

aceleraciones en función 
las funciones d~ prueba, 

Si sustituirnos en esta 
esfuerzos, las deformacion~s 
para cada uno .de los miembt~os 

expresion lks'.obtenidas. para los 
·y.losé·desplazamientos', nos 9ueda 
de la;expresión ai,n't~rior i 
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r 
T L T 

.b{~\} {o-} dn ~{uJe CBJ a' ctn 
.J 
n n 

Dado 9ue 

11' = CDJ{e} 

QLmdando 

J .i:{e}~{li} dn 
T 

CBJ CDJ {e} dn 

n 
Sustituyendo el: váiot~de·{e} • 

f 
f::{e} {a'} dfl 

' 

T 
CBJ CDJ CBJ fo} e dí1 

Sacando de la integt•al al vector üt}e 

J 
T [ r LBJT[DJ l ~{1:?} {(}'} ·dn = ~{Lt}e [B] di1 {u}e 

n n 
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SLtbst i tuyendo . las e:<pr.esiones del vector acelerac:ión y de la 
parcial del. dc=.splazamienfo obtenida~ antes, erí el segundo sumando 
del pt'imer miembro, las CLlales son :· 

· T T 
.~{L(] ~-J;;{uJ:e: c.t~J 

y 

W} CNJ {ll}e 

Quedando la ~iguiente expresión 

J ~{u} TP út} dQ 

n 

J p rn/ CNJ 

Q 

dO l <O}e 

Por otra ¡>ar·te en el segundo miembt·'o de .la expresión del 
trabajo virtual tenemos las fuerzas tanto de cuerpo como de 
sLtperficie cuyas e:-:pr•esiones, Lma vez real izadas las 
substitucion~s correspondientes quedan : 
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fs J 
T 

6üt} {O'(n)} df' 
T I·. T 

6fo} nn {o-<n)} d \-

re 

Y para la fuerza do cuerpo 

J 
T 

J 
T 

fe p ·(f}.g{l_l} ¡;; díl s··Cu} {N} {·f) díl 

ne ,Jle 

Simplificando, las e:·:presiones ·anteriores nos c¡ueda la 
si9uiente e:-:pre.'sióf1 r<>.ra e~:p1•esar~ el ei:¡úilil:lnio del elemento : 

Donde 

CMJ J p 'CNJ nu dff 

i.i. 

Es la expresión ~e la ~atriz de masas del cu6rpo. 
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CKJ 

En la e:{presion anterior tenE:!rnos el vector de .·fL1erzas en el 
CLlal se distin8Llen no solaffie1Íte las cornponEintes debidas a las 
fL1erzas de cL1e1•po y superficie, sino también ·· las debidas a 
deformaciones y esfuerzos iniciales, y es .. :. 

{·f} {·f}s + {f}c + {f}eo + {f}~0 

Donde 

{f}e~;- : E-s la füet'za inicial debida 
inicialés\ eñ ·caso de e:dstir estas y 
siguiente': 

r CBJ CDJ [eJ 0 dfl 
,¡ 

a las deformaciones 
cuya expresion es la 

.Cf)ec:. 
iniciales en. 
si gLlien te : 

Es la fyerza inicial 
caso de e~dstir estos 

debida a los esfuerzos 
y cuya expresión es la 

J [BJ [O"Jo di! 
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1.3.9.5. Integración Gaüssiana. 

Gt..tando se t1·aba,ia con integrales de cierto grado de 
complejidad, como por ejemplo las integrales sobre matrices que 
se presr.mtat•on en el caso del plante.:\miento de la matriz. de 
rigidez no ms conveniente realizar una integración directa dado 
el grado de dificultad que se presenta al resolverlas con los mé­
todos tradicionales, para llegar a la solución de este problema 
es conveniente utiliz.ar un mdtodo que e• conocida como integracón 
Gaussiana. 

El método de la integración Gaussiana está basado en el 
teorema del valor medio del Cálculo diferencial en el cual s~ di­
ce que la integral de un función se puede obtener multiplicando 
el valor de la función valuada en un punto medio. por el valar en 
que esta valuada, esto es : 

Graficamente •sto se puede •xpresar de la siguiente manera 

1 
HI Yo 

l ·--------'.:,. __ '_;_'-"l 

Realizando un ejempl9 se puede entender mejor el método. 
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--se se tiene la integral de 
comprobar que ol valor de la integral ser~ : 

_anterior se puede 

2 Yo 

Esto es porque 

Y• + y,,, 

2 

Ademas recordando que el área de un trapecio 
semisuma de las lados, ( la cual queda expresada 

es igual a la 
en el valor de 

dado c:¡Lte el 
CJL!!? estamos 

del área del 

y,~ ) , multiplicada por la longitud del mismo, y 
elemento tiene una longitud de dos unidades, ( ya 
trabajando con coordenadas naturales 1 la expresión 
elemento es : 

Y1 + y,, 
A 2 Yo 

2 

En el ejempla anterior se realizó la integración de una 
funcion lineal, sin embargo se puede utilizar el mismo criterio 
para obtener la integral de funciones de grados superiores, 
asimismo se puede utilizar el mismo criterio para obtener 
inte91"ales sobre-volúmenc;is. 

En forma 9eneral se puede dec~r que 
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c.~ .. -.'."::'.L-. :(= .. H -{'f .• .1. 

Esto es cualc¡Ltier integral de una_ ·función y 
descomponer en una suma dd productos de1ciertas 
los valores de la fLmción en esü punteo" 

= f C:<) se puede 
constantes por 

- - - ,_ - - • -· •• ,._. o -- -~: ;~ '_ -

.,, ·' .·.. .. 
Este métOdé:i sdrá el c¡lle s~ Ltti.liz~rcl para obtener las expre­

s iont:!S de .las· matrices de rigidez y de. masas 'dada la simplicidad 
con qlte ·.·se obtienen resultados Ltti 1 izaÍido compütadoras~ 

A los puntos usados para valuar las funciones se les conoce 
como-punto~ de Gauss y dependiendo del grado de la función a 
integrar ·so rec¡uerirán uno o más puntos de Gauss, para el caso 
da el elemento cuadrangular para el c¡ue se realizara el programa 
se rec¡uieren cuatro puntos localizados en el área a una distan­
cia del origen del elemento igual a la raiz cuadrada de 3. 

En t•esumidas cuentas si c¡Lteremos obtener el valor de las 
matrices de rigidez según las egpresiones obtenidas anteriormente 
debemos valuap las e:·:presiones en cada uno de los puntos de GaLtss 
para posteriorm•ntm sumarlos y con esto obtener el valor de la 
integral. 
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Cair-=> :í. tL11.·1o · 2 

2.1 Descripción General 

El- lengua,je LlSado en el programa fué el Pascal, el cual 
tiene esto nombre en homenaje al fisico Blas Pascal, se 
seleccionó c-iste lengua,ie debido al interés 9L1e se tiene en c¡Lie el 
~rograma desarrollado sea didáctico y este len9L1aje permite la 
escritura de un código claro lo c¡Lle ayuda a la comprensión del 
desarrollo del mismo, al sar similar un pseudocódigo • 

Asimismo sm procuró seguir las reglas de la programa~ióric 
estructurada a fin de hacer el código más le9ible~y ~ori~dtlo­
permitir la compresión tanto del método e MEF l, como de> Yos 
criterios empleados para SU apliC<IC:ión, auxiliados :por: ·las 
compt1tadoras. --

. _L., 

El programa se organizó de manera c:¡ue haya Lin -programa 
principal en el cual se pueden apreciar las distintas fase~ del 
cálculo a travez del llamado a subrutinas especificas, ademásse 
hace aqLli la lec:tllra de los datos generales del probTemaf dentro 
de las subrutinas empleadas hay glle hacer nota~ la rutina de 
impresón de matrices la cLlal es llamada a lo largo del programa y 
lasotras sL1bn1tinas, esta rutina fue de gran Lttil idad _para ayucjar> 
a visualizar los cálculos realizados. 

Por principio de CLtentas describiremos el - -:pro9nama 
principal; es a través de ef.;te qL1e se hace el: llamadCI; a é:ada una 
de las st.tb rutinas c:¡ue componen e 1 p rograina ;en 9~['let~a} .-_ 

El 
los c:¡Lle 

En este de las matrices de 
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rigidez de cada elemento, para su posterior ensamble. 

ecuaci.'ón. 

El primer p.;;so rea 
los archivos anteriores a 

Posteriormente se hace la lectura'~ª los datos básicos del 
problema c¡ue ·son número de nodos y número de elemen.tos, para 
despues leer las propiedades del material empleado CMód~lo de 
Poisson, Módulo de elasticidad, peso específico l. 

Una vez leidos los datos anteriores, el programa pasa a la 
lectura de datos de los nodos, c¡ue son coordenadas y 
restricciones al movimiento, para finalmente pasa1· a la lectura 
de las fuerzas concentradas en los nodos. La configuración de la 
estructura es leida al momento de realizar el cálculo de la 
matriz de rigidez de cada elemento. 

Con los datos completos el programa hace un llamado a la 
subrutina de cálculo de la matriz de rigidez de los elementos, 
basandose para esto en los números de los nodos con c¡ue esta 
definido cada elemento, estas matrices se guardan en el archivo 
MatRig.Dat para su utilización posterior y contendrán los valores 
de la rigidez del elemento en cada uno de los nodos c¡ue lo 
forman. 

Al terminar de calcular las matrices de rigidez de cada 
elemento el sistema procede a su ensamble para con esto obtener 
la rn•trlz de rigidez global. El ensamble de las matrices de 
rigidez consiste en la suma de la aportación de cada elemento a 
la rigidez del nodo c¡ue lo compone, esto es la rigidez de cada 
nodo asta formada por la suma algebraica de la parte proporcional 
de la rigidez de cada elemento, dado gue cada matriz de ri9idez 
de los elementos tiene entre sus componentes elmentos c¡ue 
corresponden a la rigidez del elemento en cada nodo de la 
estructura global. 

Por ejemplo si tenemos dos elementos y el elemento 1 tiene 
entre sus nodos al nodo 1 y el eleme~to 2 tiene entre sus nodos 
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tambien al nod6 1 la rigidez del nodo quedara definida por la 
suma de las rigideces de cada uno de los elementos en el nodo 1. 

- TJn;~;:-vez-·ob_t_eniC:la-~la illatt'i:.Cde rigide:cglobal se-procede-a--1-a­
solución del--si.stema de ecuaciones resultante : 

[f(J {u} . {f} 

La solución de este sistema se realizó utilizando el método 
de Cholesky tambien conocido como Gauss - Crout, este método se 
eligió debid6 a}qcie si bien en teoria se podía utilizar cualquier 
método, al t~atar de obtener la solución con otros se .encontró 
que este es al de más rápida convergencia. 

Por otra p.nt'te can el presente trabajo se pretende ,expl'icar 
en forma seneilla la teoria del Método del Elemento Firiito,~sin 
profundizar en el estudio de los algoritmos eficientes. 

De' la solución del sistema anterior se obtienen los valores 
dral ·Íos desplazamientos en los nodos. Finalmente se obtienen los 
~alore~ de los esfuerzos en los nodos mediante la multiplicación 
de la matriz DB de cada elemento por el vector de desplazamientos 
del m{smci, esta matriz se encL1entra almacenada en el archivo 
matDB. 
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2.2 Pro9r~~a principal• 

El pro9rama principal es el siguienfe : 

BEGfN 
assignlimp, 'MEF.Lst'I; 
re1"1ri te< imp); 
assignlaRi9, 'MatRig.Dat'); 
assi9nlaDB, 'MatDB.Dat'); 
assign <aEl em, 'VecEl. Dat'); 
re1"1ri te <aDBl; 
rr~1-iri te (aRigl; 
rro?l"1t·ite(aElem) ~ 

{ ******* Lectura de características del problema ********** > 
write('Cual es el n#mero de puntos nodales? 'l; 
readln (nf'nl; 
write< 'Cual es el nQmero de elementos? '); 
readln <nElern); 
{ ·1HH*•·~ Lectura de propiedades de los materLales -lHH***·H· } 
1•Jrite<'Cwrnto vale el módulo de elasticidad:<?'°->;',· 
readln lel; 
write('CL1<mto vale el módulo ele f'oison? !l; 
readlnln1_1)¡ 
1~ritel'CL1anto vale el peso·especi.fico .?_'l; 
readln (gamma); 
write< 'Cual es sL1 espesor ?. 'el; 
readln<esp); , _ _ .--· 
writeln<imp, 'Solución· mediante computadora digital 
writelnlimp,' e9uilibirio utilizando el Metodo ~el 
writeln < impl; 

de un eroblema de'>; 
Elemento Finito.'>; 

~iriteln <imp,' 
1.,¡riteln (imp,' 

Tésis profesional'); 
Ví¿tor Huso Juani~o Míreles'>; 

~1riteln <irnp); 
writeln < impl; 
writeln<irnp, 'Propiedades del material : 'I; 
~witE1ln < i.mp); 
writeln<imp, 'l"lódulo de el.::1stic:idad 
w·i teln < imp, 'l"lódulo de Poisson 
writeln<irnp, 'Peso Específico 
~1ri teln < imp); 
writeln<imp, 'Carac:terlstic:as del 
11r i to:ln < imp); 
writelnlimp, 'Espesor : 
writeln<imp, 'Numero de 
writelnlirnp, 'Numere de elementos 
{ Lectura de coordenad~i 
c:oord; 
{ Lec tLtra de 
cFront; 
{ Lec:tLlrC\ de 
c:arsas; 
{ Cálculo de la. 
mRig; 
< Ensamble de. la 
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ensam~ . 
writelnlimp, 'Matriz de rigidez Glcibal'l; 
impMat<kGlob,numEc,numEcl; 
{ Sólüci-ón-del--sistema~de--ecuaciones_ __} 
gaussSeidel; 
{ Impresión de los despl~zamíentos de fos-nádcis } 
desp; 
{ 

eSfL!; 
END. 

Obtención de los esf·uerzos en los nodos } 
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2.3 Subrutinas Utilizadas~ 

- -A--cont'im:rac-i-ón"--p-asamos-=ca-~la-~descr-i-pción~-de- cada~~-una--de--las--­

subrutinasque componen el peoat~arn.:1. 

2.3.1 Subrutina de lectura de coordenadas. 

Por principio de cuentas tenemos la subrutina de lectura de 
coordenadas, en esta subrutina se realiza la lectura de las 
coordenede.s X, Y dto" la me.lJ.a formada por los elementos, esta 
lectura se hace do manera secuencial principiando por el primer 
nodo, hasta terminar con el total de nodos en la malla. La 
subrutina va imprimiendo los datos medida que los lee. 

PROCEDURE coord; 
BEGIN 
writelnlimp, 'Coordenadas 
writc:ln<impl; 
writelnlimp, 'Nodo 
writeln limp,' 
writeln(impl; 
FOR i:=l TO nPn Db 

BEGIN 

de los nodos'); 

Coordenadas'); 
X . Y'); 

write< 'Cuales son las coordenadas X , Y del punto ',i:2>; 
readlnlxEiJ,yCiJl; 
writ•lnCimp,i:4,x[iJi10:2•y[iJ:10:21; 
END 

{END FOR}; 
END; 

- 69 -



2.3.2 Lectura de condiciones de frontera. 

La si9uiente rutina empleada es la 9ue se encarga de la 
lectura de las condiciones de frontera de los nodos 
( Restt'icciones í, esta lectura - se hace al igl.1a( 9ue en el caso 
de las ccordanadas, secuencialmente, leyendo primero la condician 
en X y despuos la condición en Y, la nomenclatura para definir 
las restricciones es, como se indica en el programa el valor cero 
para cuando no hay restricción y el valor uno cuando existe 
restricci.on. 

A la ve~ 9ue son leidas las condiciones de frontera, son 
calculados los nQmeros de las ecuaciones que tienen asignadas, 
estos nQmeros de ecuación son guardados en el mismo arreglo que 
las condiciones, pera cambiando la nomenclatura, pues ahora se 
tendra que el nQmero sera un nQmero mayor de uno para el caso de 
9um haya libertad da movimiento en el nodo en la dirección 
correspondiente y cero en el caso de que el nodo sea rostringi~o. 

Asimismo se va guardando en la variable numEc, 
total de ecuaciones del problema. 

A continuación se 

PF:OCEDURE cF1~011t; 
BEGIN 
writeln(imp, 'Cond 
l~ri t~Jlll ( imp); 
writeln('Restricc 
writeln(' O= libre; 
wri teln; 
FOR i:=l. TO 

BEGIN 
wr i te ( 'Para el 
1·cadln <ieCi, 1J, 
END 

-CE~m FOR}; 
FOR i: =1 TO nF'n 

BEGIN 
FOF( .i:=l TO 2 

BEGIN 
IF <ieCi, .jJ<>ü)· THEN 

iaCi,jJ:cO 
ELSE 

BEGIN 
nL1mEc: =nL1mEc+ 1; 
ie[ i, .i J: =nL!mEc; 
END 

-CEND IFJ:; 
END 

-CEND FORJ-; 
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END 
{END FOR}; 
~ir i teln e imp, 'Nodo 
wri teln ( imp, ' 
FOR i:ml TO nPn DO 

Num. de Ecuación-'); 
X . Y'); 

wri te ln < imp. i: 4,_ieC i ,_l_J: 10, ieCi, 2J: 10) 
{END FOFü: - - ~~=c~~"-------c=~~~==-

END; 
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2.3.3 Lectura de cargas en los nudos. 

En esta rutina se hara la lectura de las cargas concentradas 
en - -los nodos, esta lectura- se hace, leyendo por, principio_ de __ _ 
cuentas el número de nodos cargados y despues preguntando el 
número de identificación de cada nodo, asi como la fuerza en el 
eje X y despues la fuerza en la dirección del eje Y. 

Los valores de las fuerzas son 
llamado f para su posterior uso en 
sistema de ecuaciones < Cholesky l. 

almacenados en un arreglo 
la rutina de solución del 

A continuación se presenta_ la rL1tina :-_-

PRDCEDURE cargas; 
BEGIN - -- - -
\'Jrite('Cual es el n(1mero de nud6~ ~ar~ad6~ ·? 'l; 
readln(nNcarl; ·•- -- · >-- -·. -
~iriteln<imp,' *********- Car9as'en los NudOs ****'*'**-K·-K·'l; 
1~riteln<imp,'Numero de Nudos cargados ',nNcar:u;-
~iriteln (imp, 'Nudo -Fueí:a X · Fuerza - en Y' l; 
FOR i: = l TO numEc DO 

fCiJ:=O 
{END FOFC·; 
FOR i:= 1 TO nNcar 

BEGIN 
write( 'CL1al es el 

ro ad l n ( j) ; 

write('Damo las fuerzasdel_núdo_ ',J:U,; 
readln(fX,fYI; _ _ __ _ 
writ.eln<imp,j:4,fX: 12: 1,fY: 16:1>; 
ii:=i.ECj, 1J; 
IF i<>O THEN 

HiiJ:=fX 
{END IF}; 
ii:=iECj,2J; 
I F i i ·00 THEN 

H i i J: =fY 
{END IF}; 
END 

{END FDR}; 
El'JD; 
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2.3.4 Cálculo de la matriz de rigidez. 

La siguiente rutina es 
matriz de ri-gidt:z, --- para- esto 
geometría del elemento y en 
almacenados, esto es de las 
propie~ades de los materiales. 

la que realiza el cálculo de la 
- lee por principio de cuentas -1 a 
base a las datos que ya tiene 
coordenadas de los nodos y las 

Posteriormente se realiza el cálculo de los valores de las 
coordenadas de los puntos de Gauss los cuales se almacenan en los 
arreglos psi y eta, y a continuación se procede a realizar el 
cálculo de la matriz de~ propiedades de los materia.les, ( Matriz 
D 1 la cual se evalaa para el estado plano de esfuerzos. 

Una vez obtenidas las matrices anteriores se hace la lectura 
de la geometría d~ cada elemento, mediante la lectura de los 
nodos 9ue lo componen, posteriormente, mediante integración 
numerica, calculamos la integral de la matriz de rigidez del 
elemento. Para esto se hace la evaluación de la matriz de rigidez 
en cada uno de los puntos de Gauss, con lo que se obtiene una 
matriz de rigidez auxiliar; la suma de las matrices de rigidez 
<:valL•.adas en los cuatro pLintos 9ue definimos anteriormente nos da 
el valor de la integral de la matriz de rigidez. 

Dado que las expresiones utilizadas para la ihtegración 
numerica son para coordenadas locales, se deben de transformar 
las ecuaciones de les derivadas de las funciones de prueba para 
que sirvan con coordenadas globales, por esto se hace la 
multiplicación de las expresiones por el jacobiano de 
transformacion, asimismo la integral de la matriz de rigidez se 
multiplica por dal determinante por las razones anteriores. 

Al tener las derivadas mapeadas en coordenadas globales se 
calcula la matriz [BJ, la CL!al es función enteramente de estas, a 
continuación se hace la pre-multiplicación de esta matriz por la 
matriz [DJ y posteriormente por la matriz [BJ Traspuesta, por 
ultimo se obtiene la matriz de rigidez valuada en el punto en 
analisis mediante la multiplicacion por los valores del 
determinante del Jacobinano de Transformación y del espesor del 
elemento. 

Por ultimo se almacenan en el archivo MatRig.Dat cada una de 
las matrices calcúladas y en· el archivo vecEl. Dat los vectores dC? 
indicadores de ec~ación. 

PRDCEDURE mRig; 
BEGIN 
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~~~(~~~:!{~~~J~~,,3); 
psi[1J:=-l/sqrt<3l; 
psi[2J:=l/sqrt(3); 
1~t'i te ln (i rnp, ' Eta Psi '); 
writeln<imp,eta[1J:5:2,psi[1J:5:21; 
writelnlimp,eta[2J:5:2,psi[2J:5:2l; 
{ Inicializacion de la matriz de propiedades de ~os materiales } 
FOR j:=l TO 3 DO 

BEGIN 
FOR ji:=l TO 3 DO DCj,jlJ:=ú; 
END 

<END FDR}; 
cte: =e/ e 1-nll-llnu) ; 
dC1,1J:=cte; 
d [ l , 2 J : =e t e·1t-n Lt; 

d [ 2' 1 J: =d [ 1, 2]: 
d [ 2' 2 ] : =d [ l ' l j ; 
dC3,3J:=cte•<1-nu)/2; 
1~ r i te l n ( i rnp i ; 
~1riteln<imp); 

writeln<imp, 'Matriz de propiedades de las materiales'.); 
impl1at <d, 3, :;n; 
FOR i:=l TO nElem DO 

BEGIM 
write('Cuales son los números de nodos del elemento •,i:1,' ? 'J; 
readln(nod[lJ,nodC2J,nod[3J,nod[4JJ; 
1r1r i teln < imp, 'El elemento ' , i: 1, ' esta determinado por los nodos : 'J; 
writeln<imp,nod[lJ:3,nodC2J:3,nodC3J:3,nodC4J:31; 
FOR j:=l TO 4 DO 

BEGIN 
:·:ye[ .i, 1J: =:{ [nadC .i J J; 
xycCj,2J:=yCnod[jJJ; 
END 

{El~D FOR}; 
1-Jriteln<imp); 
writeln(irnp, 'Por 
~iriteln (irnpl; 
irnpMat<xyc,4,21; 
FOR j:=l TO 3 DO 

BEGIN 
FOR .i1:=1 
END 

{END FOFU; -
FOf~ j: =1 TO 

BEGIN 
{ 

CEND FOFO; 
{ Calcula de la 
FOR j:=l TO 2 DO 

BEGit~ 

FOR .i 1: =1 

: 1 ) : 

IniEi~liiación de la matriz B ) 

la integración nurnewica 
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BEGrn 
{ CalcL1lo de las det~ivádas en los--puntos de-Gauss _} ___ _ 
tJl-:[1J:=0.25*(etaCjJ-1); 
NxC2J:=0.25•11-eta[j])¡ 
Nx[3J:=0.25•<eta[JJ+ll; 
NxC4J:=0.25•1-eta[jJ-11; 
NyC1J:=0.25•1psi[j1J-1l¡ 
NyC2J:=0.25•1-psi(j1J-1l; 
NyC3J:=0.25*1psi[j1J+ll; 
NyC4J:=0.25*(1-psiCj1JI; 
FOR jj:=l TO 4 DO 

BEGIN 
dn[i,jjJ:=Nx[jjJ; 
d n [ 2, j .i J : ==Nv [ j j J ; 
E::ND 

{E.MD FOR}; 
1~ritelnlimpi; · •·-
1<iritelnlimp, 'Matriz de derivadas en cóord_enáldas· locales'); 
1•1ritelnl1mpi; 
impHat<dn,2,4>; . .·. ; . .. · .. :,-:...-/·:'·.-.:.-;-_;~:-_::. 
multldn,~:yc,jacob,2,4,21; { Calcul,Ó de1:5,ji.\C:(:¡t:ii;;,np __ _ 
detJac: == j acob [ 1, 1 J.¡¡. jacob [2 0 2J...., jácob [ 1';•2J:li-Jaccib_C2, 1: Jj 

:~:l~1:t~ ~~:~~: ;:~~~iano de tra~sforrn~c:r~02{~L. i x;·· 
::: ~ ~=i~ ~~~:'.~Determinante dei'- si~Jti~~o-~: HBi~~0i~:f:21;-
IF ~1~~~;:~7 1i1 m;f:l~:~ay Lln errot' en el det:;:~in~ktJ.· d·~l elemento ', i: l 1 
ELSE 

BEGIN 
{ Obtenci#n de la inversa del jacobiano 
writalnl'obtenci#n de la inversa')¡ 
aux:=jacobC1,1J; 
jacab[l,1J:=jacob[2,2J/detJac; 
jacobC2,2J:=aux/aetJac; 
jacobC1,2J:=-jacobC1,2J/detJac; 
jacobC2,1J:=-jacobC2, 1J/detJac; 
p[l, lJ:=l\I;:[ 1J; 
p C 2, 1 J: =Ny C 1 J; 
mu l t < jacob, p, ci, 2, 2, 11; 
N:-;UJ:"'c¡C1, lJ; 
NyC1:l:=qC2,1J; 
p[l, 1J:=\\1:<[2J; 
pC2,1J:=NyC2J; 
rnult(jacob,p,q,2,2,11; 
N~:C2J:=c¡Cl, lJ; 
NyC2J:=qC2,1J; 
p [ 1 ' 1 ] : =1\1 ¡.: [ 3 J ; 
pC2,1J:=NyC3J; 
multljacob,p,q,2,2,1); 
NH[3J:=q[1,1J; 
i'ly[3J:=c¡C2,1J; 
pCl, 1J:=N:{[4J; 
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pC2 q:=l\Jy[4J; 
mul t ( .¡acob, p, e¡, 2, 2, 1) ¡ 
~h([4J:=c¡U, 1J; 
NyC4Ji=c¡[2,1J; ___ _ 
{ Calculo de la matt~iz -9--·y--·-
wr1t8ln <'Calculo de la matriz B'l; 
FOR j j: =O TO 3 DO 

BEGIN 
bf1,jj•2+1J:=NxCjj+1J; 
bC2,jj•2+2l:=NyCjj+1J; 
b[3,Jj•2+1J:=Ny[jj+1J; 
bC3,jj•2+2J:=NxCjj+lJ¡ 
El\JD 

{E.ND FOF·O; 
viriteln < imp); 
writeln(imp, 'Matriz B'); 
writeln <impi; 
impMat (b, ~::, 8) ; 
mult<d,b,dB,3,3,8); 
writeln(imp>; 
writeln(imp, 'Matriz DB'l; 
viriteln<imp); 
impMat <dB, :3, 8); 
{ e lculo de 8 transpuesta } 
FOR jj:=l TO 3 DO 

BE.GIN 
FOR ii:=l TO 8 DO 

bTC i i, j j J: =b [ j j; i U 
-CENO FOR}; 
END 

{END FOR}; 
mul t <bT, dB, f,:Au:(.1 8, 3 0 8); 
FOR jj:=i TO 8 DO 

BE.GIN 
FOR i i: =1 TO 8 DO 

kALll{ [ j ,i, i i J: =esp•detJac•kAw: e j j, i i J 
-CENO FOR}; 
END 

{El-.ID FORJ.; 
wri ti-~ln < imp) ; 
writeln<imp, 'Matriz kAü~:'l; 
1~riteln <imp); 
impMat<kAux,B,BI; 
FOH j j : = 1 TO 8 DO 

DE.GIN 
FOR i i: = 1 TO 8 DO -

k [ j ,j, i i J: =k [ j j , i i J +~:Au x [ j j, i i J 
{END FOFO; 
END 

CENO FOR}; 
END 

{END IF:J-; 
END 

-CENO FOR}; 
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END 
CEND FOR}; 
wri te taDB., db); 
elemC1J:=iECnodC1J,1J; 
elem[2J:=iECnod[1J,2J; 
elem[3J:=iE[nodC2J,1J; 
elem[4J:=iECnbdC2J,2J; 
elemC5l:=1E[nod[3J,1J; 
elmmC6l:=iE[ncdC3J,2J; 
elemC7J:=iECnodC4J,1J; 
elem[8J:=iECnodC4J,2J; 
vJritoln<imp); 
wi·i.teln<imp,chr<12), 'Matriz de rigidez'>; 
impMat(k,8,8>; 
aRi~r"·:=k; 
aElom''·: =elem; 
pLtt <aF!ig l; 
put<aEl.em>; 
END 

{END FORJ; 
END; 
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Una vez 9ue se tienen las integrales de las matrices de 
rigidez, para cada elemento se procede a realizar el ensamble de 
las mismas a fin de obtener una matriz global 9ue nos represente 
toda la estructura. 

El ensamble se hace utilizando el vector que tiene guardados 
los n6meros de ecuación de los nodos para cada elemento, siendo 
la matriz global aquella en la que sus miembros se encuentra la 
sum¡;1 de la apo1•taci6n a la rigidez del nodo, de cada elemento. 
Asi, tenernos que si el miembro k[1,1J de la matriz de rigidez del 
elemento 1 corresponde a la rigidez al desplazamiento en la 
dirección del eje X del nodo 2, con nQmero de ecuacion 4 y, por 
otra parte ~l miembro kC3,2J de la matriz de rigidez del elemento 
2, corresponde a la rigid(;>z del mismo nodo, el miembro de la 
matriz de ri9idez global sera igual a la suma de las rigideces de 
ambos elementos. 

La rutina principia con la inicialización de la matriz de 
ri9idez global, para posteriormente ir leyendo elemento por 
element6 tanto la matriz de rigidez como el vector con los 
núm12ros de r~CLtaciones, para pOsteriOrmente ir recorriendo 121 
vector de indicadores de ecuación y, en el caso de ser distinto 
de cero el indicador actLtal, ( Hay desplazamiento ) se hace el 
ensamble sumando-el valor correspondiente a la matriz de rigidez 
global, 

PROCEDURE ensam; 
BEGil'I! 
reset (aRig); 
rese-t (aElem); 
FOR i:=1 TO nu~Ec DO 

BEGlN 
FOR j:=l TO numEc DO KglobCi,jJ~=O; 
El'rn 

{Ei\ID FOR}; 
FOR .i:=1 TO nElem DQ­

BEGIN 
k:=aRi96; 
get <aRig); 
elem: =aElem6; 
get <aElem); 
FOR l:= 1 TO 8 DO 

BEGil\I 
ii:=elemElJ; 
IF ii<> O THEN 

BEGrn 
FOR j1:=1 TO 8 DO 
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BEGII~ 
,i ~ : =E1 l em [ ji J • - - -
IF ¡ j ... , 

'•·G'l·.>bO THEN -
"· o [ .. {END IF'· 11,j,jJ:=kGl b. END ., . . o C1i,jjJ+• {Et~D FOR' f..C 1' j 1 J 

END •; 

{END IF'·. 
END •' 

{END FOf"'"' END ,,.; 

-CEND FOR'·. 
· END; •' 
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2.3.6 Solución del sistema de"ecuaciones. 

Una vez que se tienen tanto la matriz de rigidez global como 
el vector de fuerzas se procede a solucionar el sistema de 
ecuaciones resultante, para esto se pueden utilizar distintos 
métodos, el método seleccionado es el método de Cholesky. 

PROCEDURE tgccveCVAR a:matriz; VAR n:integerl; 
{ Triangulacion por el metodo de gauss - Crout, para arreglos 

cuadrados version NO eficiente. 
VAR 

suma: real8; 
i, j, k: integer; 

BEGIN 
FOR i:=1 TO n DO 

BEGIN 
FOR j : = 1 TO DO 

BEGIN 
suma:=O.O; 
FOR k:=1 TO j-1 DO 

suma:=suma+aCi,kl•a[j,kJ 
{END FOR); 
aCi,jJ:=aCi,jJ-suma; 
IF j=i THEN 

aCi, jJ:=sqrt(a[i, jJ) 
ELSE 

a Ci , j J : =a [ i , j J I a C j , j J 
<END !F); 
{ lT[j,iJ:=lCi,jJ; } 
END 

{END FOR}; 
END 

{END FOR}; 
END; 
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Una vez que ha sido triangularizada la matriz de rigidez, la 
solución se obtiene facilmente rne~iante una sustitución ( Se des~ 
peja >, la rutina que realiza esto se presenta a continuación. 

PROCEDURE sgccve<VAR a:rnatriz; VAR b,u:vector;VAR n:integerl; 
{ - Sústitücfol1 en E!l metádo Cholesky -) -
VAR 

i, kS,k:jnteger; 
suma-irealB; 

BEGIN 
FOR i:=t TO n DO 

BEGIN 
suma:=O.O; 
FOR k:=t TO i-1 DO 

surna:=suma+aCi,kJ*uCkJ 
{END FOR); 
uCiJ:=CbCiJ-surnal/aCi,iJ; 
END 

{END FOR); 

FOR i:=n DOWNTO 1 DO 
BEGIN surna:=O; 
FOR k:=n DOWNTD i+l DO 

surna:=surna+aCk,iJ*uCkJ 
{END FOR); 
uCiJ:=<uCiJ-surnal/aCi,iJ 
END 

{END FOR)¡ 
END; 
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2.3. 7-c Im¡>res_ión de _cl_es¡:>_lazamientos. 

Una vez solucionado el sistema de ecuaciones se tienen los 
valores de los despla~•mientos de los nodos, para poderlos 
imprimir se utiliza la rutina desp, con la cL1al se mandan al 
archivo de impresion. 

F'ROCEDURE desp; 
BEGIN 
writelnCimp,chrC101, '******** 
v1riteln<imp, 1 Nudo Despl. 
FOR i:=1 TO nPn DO 

BEGIN 
j:=iECi,1J; 
jl:=iECi,2]; 
despX:=O.O; 
despY:=O.O; 
IF j<>O THEN 

despX:=uCjJ 
{Et.ID IF}; 
IF jl<>O THEN 

despY:=1.1CjlJ 
{END IF}; 
writeln<imp,i:6,despX,despYJ; 
END 

{END FOR}; 
El\ID; 

Desplazamientos 
X Despl. 
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2.3.8 Cálculo de esfuerzos. 

Al terminarse de imprimir los desplazamientos se calculan 
los esfuerzos, para esto s~ utilizan las matrices CDBJ 9ue fueron 
almacenadas durante el cálculo de la matriz de rigidez, siendo el 
vector de esfuerzos al obtenido de pre-multiplicar el vector de 
desplazamientos por la matriz CDBJ correspondiente al elemento en 
analisis. 

PFWCEDURE esfLi; 
BEGrn 
1'eset <aRigl; 
reset (aElem); 
reset<aDBl; 
writeln<imp,' ************** 
~~riteln(imp,' Elemento 
FDR i:=l TO nElern DO 

BEGHJ 
k: =aRig' .. ; 
get<aRig); 
elem: =aElem····; 
get \aElem); 
dB: =aDB·"··; 
get <aDB); 
FOR j:=l TO 8 DO 

BEGIN 
IF elemCjJ)O THEN 

uAuxCl,jJ:=uCelemCjJJ 
{END IF}; 
Er!D 

{END FORJ; 
multCdB,uAux,ss,3,8,1); 
write (imp, i:3); 

EsfLierzos 
Sx 

FOR j:=l TO:,:. DO. write<imp;ssC1,jJ); 
1-1rite1 n < i mp) ; 
END 

{El\ID FOR}; 
El,ID; 

• 
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Ademas de la·s · sL1brL1tinasc antsriores tenemos otras c:¡ue se 
utilizan en varl.áspai•tés'd_el.-¡ pt~qgt~ama, tanto en el prosrama 
principal como en' ¡;¡;ú;l',> sübrútinas para hacer la imp'resión y la 
multipli.cacióri de íllatt~:l.'.~és; ,. '' ' ' 

2. 3. 9 •. 1 MÚÍ t'{pii~~2ión de· matrices. 
'':::-·· 

,:·. · .. ·. "··; ·,' •.·; 

a rnut'ti~l icación de.'. m~tríécis es 

PROCEDURE mlllt CVAR a,b,;c:1h~t1·\:z;W,~,nt:Integér);. 
VAR 
i, j, j j:integer; 

BEGIN 
FOR i:=1 TO m DO 

BEGIN 
FOR j:=1 ro np DO 

BEGIN 
SLlma:=O; 
FOR jj:=1 TO n DO 

suma:=suma+aCi,jjJ~bCJJ,jJ 
{END FOR}; 
cCi,jJ:=suma; 
El~D 

{END FOR}; 
El\ID 

{END FOR}; 
END; 

- 84 -



2.3.9.2 Impresión de matrices. 

--.-:' - ,-----.--- -----

y la rutina ·pai•a la. irnpresión. 

F'ROCEDLJF(E impMat<VAR~mat~m~trfz;. m(n:integer) ¡ 
VAR 
i, j:inte8er; 

BEGIN 
FOR i : = 1 TO m DO 

BEGIN 
FOR j:=1 TO n DO 

write<imp,matCi,jJ:12tt21 
{END FOR}; 
i-iritelnlimpl; 
END 

{END FOR}¡ 
END; 
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3.1 Datos Generales'. 

A fin da calibrar los resultados del programa se propuso un 
problema en el cual se le pudiera aplicar y que fuera sencillo a 
fin de no complicar el trabajo de chequea de resultados, por lo 
ct.1al se escogi6 una viga en canteleiver con Llna fuerza de 10 to.n 
aplicada en su extremo libre. 

Esta viga se dividió en cuatro elementos de 2 m de longitud, 
mismos que fueron numerados principiando por el empotramiento 
principiando por el #1 1 asimismo se numeraron los nudos 
procL1rando que la diferencia de valor entre dos nudos conti.91.1os 
fuera mínima, de ahí quedó : 

; 1 <> 

/ 
I 
I 
/ 
/ 
/ 
I 
I 
/ 
I 
-/ 

Todos los datos basicos del problema < Características del 
material, nQmero de puntos, coordenadas) se enuncian a 
continuación en el list~do de datos proporcionado por el 
pro9rama1. 

10 ton 

\ 

11 

\2. 
\1 

l 



3.2 Listado del programa. 

Si::>Útciór(mediante computadora digital de Ltn problema de 
ec:¡udí.bit~{í::Í · Lttil :i.;::ando el l"létodo del El omento Fin J. to. 

Tésis profesional 
.victor HLtgo JLtanico Mireles 

F'ropi~dad';.;s del material 

Módulo de.elasticidad 
Mód~lo de-~oisson 
PL~so Espec: i f i co 

2000000.00 
0.20 
2;40 

Características.del problema 

Espesot' : O. 30 
Nwnero de pL1nt6s nodales 10 
Numero de elementos : 4 

Coordenadas de los nodos 

Nodo 

3 
4 
5 
6 
7 
8 

·~ 
10· 

- Coordenadas 
X y 

~-s-:'.110·{. 1.00. 
::s:C'oo o. oo 

6:00•- 1.00 
_6~óo o.oo 
4 :;-:-00 1 • (>!) 

4~00 
2~00 

2~.00 
o.oo 
o.oo 
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0.00 
1.00 
o.oo 
1.00 
o.oo 



[D) 

Condiciones de fro~~era 

Nodo Num. de Ecu~ciÓn ·. 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
o 
o 

Coordenadas .de los~"pLmtos de Gauss 

Etá. Psi 

0;·59· . ·-00;59' 
~0.58 Oo'58·· 

. ' 

Matriz de propiedades de los materiales 

I 2083333.00 416666.70 o.oo 
416666.70 2083333.00 o. 00 

o.oo 0.00 8333:3'·3"40 l 



Cálculo de la matriz de rigidez del elemento # 

El elemento 1 cst:i determinado por los nodos 4 2 1 3 

Por lo tanto su matriz-de coordenadas es 

Jacobiano de_~ransformación 

Determinante del ja~obiano 0.50 
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Hatri z ll 

r
-0.10566 0.00000 Q.10566 0.00000 
0.00000 -o. 78868 0.00000 ~0.21132 l -o. 78868 -0.10566 -o. 21132 0.10566 

0.39434 0.00000 -0.39434 0.00000 
0.00000 0.21132 0.00000 o. 78868 
0.21132 0.39434 0.78868 -0.39434 

Natrii DB 

- .··, : 

'.: [ -22ono.oo -328614.70 220130;00. <eaó52:02. 021536.10 · 0so52~02. -021536.70 • 32061·4··~10 l 
. -44026.01 ~1643073.00( 44_026:01 -440260 10 164307;30 440260:10 '-'ib4307.30 1643073.00 

-657229,40 c99052:Q2 -176104;00 ;, ijeo52'.02. ti6104.00 328614.70; 657229.40 -328614. 70 
r• '.'-'..> 

81240.00 15625.00 
15625.00 195773.30 
17344.41 -2417.20 
-9021.10 50687. 77 

-33854.17 -22228.91 
-40271.11 -57291.67 
-64730.24 9021.10 

33667.21 -189169.40 

Matriz kAux 

17344.41 -9021.10 -33854.17 -40271.11 
-2417.20 50687.77 -22228.91 -57291.67 

9071.20 -4186. 71 7438.56 -9021.10 
-4186.71 15351.25 -2417.20 -8747.35 
7438.56 -2417.20 54176.70 15625.00 

-9021.10 -8747.35 15625.00 33393.45 
-33854.17 15625.00 -27761.09 33667 .21 
15625.00 -57291.67 9021;10 32645.56 

Cálculo en el 2Q punto de Gauss 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.10566 o. 10566 0.39434 -0.39434 ) 
--0.10566 -0.39434 o. 39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 o.oo 1 
o.oo 0.50 

Determinante del jacobiano = 0.50 
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-64730.24 33667.21 
9021.10 -189169.40 

-33854.17 15625.00 
15625.00 -57291.67 

-27761.09 9021.10 
33667.21 32645.56 

126345.50 -58313.31 
-58313.31 213815.50 



Hatriz B 

r
-0.10566 0.00000 0.10566 0.00000 
o. 1)0000 -o. 21132 o. Ql)O<)(I -o. 78868 l -0.21132 -0.10566 -o. 78868 0.10566 

0.39434 0.00000 -0.39434 0.00000 
0.00000 o. 78868 0.00000 0.21132 
o. 78868 0.39434 0.21132 -0,39434 

Matriz DB 

-220130.00 -88052.02 220130.00 -328614. 70 821536. 70 328614. 70 -821536. 70 88052.02 
-44026.01 -440260.10 44026.01 -1643073.00 164307.30 1643073.00 -164307.30 440260; 10 

-176104.00 -88052.02 -657229.40 88052.02 65722'1.40 328614. 70 176104.00 -328614. 70 

9071.20 4186. 71 
4186.71 15351.25 

17344.41 9021. 10 
2417.20 '!/.)687. 77 

-33054.17 -15625.00 
-15625.00 -57291.67 

7438.56 2417.21) 
9021.10 -8747.35 

Matriz kAux 

17344. 41 2417.20 -33854.17 -15625.00 
9021.10 50687. 77 -15625.00 -57291.67 

81240.00 -15625.00 -64730.24 -33667.21 
-15625.00 195773.30 -9021.10 -189169.40 
-ó4730.24 -9021. 10 126345.50 58313.31 
-33667. 21 -189169.40 59313.31 213815.50 
-33854.17 22228.91 -27761.09 -9021.10 
40271.11 -57291.67 -33667. 21 32645.56 

Cálculo en el 3Q punta de Gauss 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.39434 0.39434 1).10566 -0.10566 l 
-0.39434 -0.10566 0.10566 0.39434 
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7438.56 9021.10 
2417.20 -8747 .35 

-33854.17 40271.11 
22228.91 -57291.67 

-27761.09 -33667.21 
-9021.10 32645.56 
54176.70 -15625.00 

-15625.00 33393.45 



Jacobiano de transformación 

·r·· 1.00. º·ºº.l · o;oo 0.50 
L 

Determinante del jacobiano = 0.50 

Matriz 9 

[

-0.39434 0.00000 0.39434 0.00000 0;10566 º·ººººº -0.10566 0.00000 l 
0.00000 -0.78868 0.00000 -0.21132' 0.00000 0.21132 0.00000 0.78868 

-o. 10060 -o.39434 -o. 21132 o.3943f o; :21132 0.10566 o. 10860 -0.10566 

Matriz DB 

-621536.60 -328614. 70 821536. bO -88052.02 220130. 00 88052. 02 -220130.00 328614. 70 
-164307.30 -1643073.00 164307.30 -440260.10 44026. 00 440260.10 -44026. 00 1643073.00 
-657229.40 -328614.60 -176104.00 328614.60 176104.00 88052.01 657229.40 -88052.01 

Matriz kAur. 

126345.50 58313.31 -27761.07 -33667.20 -33854.17 -15625.00 -64730.25 -9021.10 
58313.31 213815.50 -9021.10 32645.58 -15625.00 -57291.68 -33667.21 -189169.40 

-27761.07 -9021.10 54176.69 -15625.00 7438.56 2417.20 -33854.17 22228. 91 
-33667.21 32645.58 -15625. 00 33393. 45 9021.10 -8747.35 40271.11 -57291.68 
-33854.17 -156'.i.5.00 7438.56 9021.10 9071.20 4186.71 17344.42 2417 .20 
-15625.00 -57291.68 2417.20 -8747.35 4186.71 15351.25 9021.10 50687. 78 
-64730.25 -33667.20 -33854. 17 40271.11 17344.42 9021.10 81240.00 -15625.00 
-9021.10 -189169.40 22228. 91 -57291.68 2417.20 50687. 78 -15625.00 195773.31) 
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Matriz de derivadas en coordenadas locales 

-[-o.39434 o.-39434 o.10566 -0.10566 ] 
-0.10566 -0.39434 0.39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 o.oo·] 
o.oo 0.50 

Determinante del•· jacobiano = 0.50 

Matriz B 

1

-0.39434 0.00000 0.39434 1),00000 0.10566 0.00000 -0.10566 0.00000 
0.00000 --0.21!32 0.00000 -o.78868 0.00000 o.78868 0.00000 0.21132 

-0.21132 -0.39434 -o. 78868 0.39434 o. 78868 0.10566 0.21132 -0.10566 

Matriz DB 

-821536.60 -88052.02 821536.60 -328614.70 220130.00 328614.70 -220130.00 
-!M307.30 -440260.11) 164307.30 -1643073.00 44026.00 1643073.00 -44026.00 
-1761ú4.00 -328614.60 -657229.40 328614.60 657229.40 88052.01 176104.00 
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Hatriz kAux 

54176.69 15625.00 -27761.07 9021.10 -33854.17 -22228.91 7438.56 -2417 .20 l 
15625.00 33393.45 33667.21 32645.58 -40271.11 -572'/l.68 -9021.10 -8747.35 

-27761.07 33667 .20 126345.50 -58313.31 -64730.25 9021.10 -33854.17 15625.00 
9021.10 32645.58 -58313.31 213815.50 33667. 21 -189169.40 15625.00 -57291.68 

-33854;17 -40271.11 -64730.25 33667.20 81240.00 15625.00 17344.42 -9021.10 
-22228.91 -57291.68 9021.10 -189169.40 15625.00 195773.30 -2417.'.Zil 50687. 78 

7438.56 -9021.10 -33854.17 15625.l)Q 17344.42 -2417.20 9071.20 -4186. 71 
-2417.21) -8747.35 15625.ijO -57291.68 -9021.10 50687. 78 -4186. 71 15351.25 

Hatriz de rigidez del elemento # 1 

270833.40 93750.02 -20833.32 -31250.00 -135416.70 -93750.02 -114583.40 31250.01 
93750.02 458333.40 31250.01 166666.70 -93750.02 -229166. 70 -31250.01 -395833. 40 

-20833.32 31250.00 270833.40 -93750.02 -114583.40 -3125-0. 01 -135416. 70 93750.02 
-31250.01 166666. 71) -93750.02 458333.40 31250.01 -395833.40 93750.02 -229166. 70 

-135416.70 -93750.02 -114583.40 31250.00 270833.40 93750.02 -20833.35 -31250.01 
-93750.02 -229166.70 -31250.01 -395833.40 93750.02 458333.40 31250.01 166666. 70 

-114583.40 -31250.00 -135416. 70 93750.02 -20833.35 31250.01 270833.40 -93750.02 
31250.01 -395833.40 93750.02 -229166. 70 -31250.01 166666.70 -93750.02 458333.40 
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. ··_, . ·.. .. 

El· elemento 2 esta dete;m7nad~p&r JÓs nodos:) 6 4 3. 5 
o•-.\-"_ - O;o:-.- --=:; ,_,, •• -·'o'"_-,", 

• ,,:.,_._,"'.'.. ---· •. " .. ":J:..'i:~ :;:~' .'.'.;·.:.,:._: .. ':~·,-.:·-· ··~-:'·· 

Por ló tanto-su m~trf z~de ·¿~,~~adás 9lo!Íales. es i. 

f 1;~ rn 
Cálculo en el lQ punto de Gauss 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.10566 0.10566 0.39434 -0.394341 
-o. 39434 -0.10566 0.10566 0.39434 

J 

Jacabiano de transformación 

[ 
1.00 o.oo l 
o.oo o.so 

Determinante del jacobiano = 0.50 

Matriz B 

[

-0.10566 0.00000 0.10566 0.00000 0.39434 0.0(1000 -0.39434 0.00000 
1),1)0000 -0.78868 0.00000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 0.78868 

-o. 78868 -1).10566 -o. 21132 0.10566 o. 21132 0.39434 o. 78868 -o. 39434 
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Matriz DB. 

-220130:00 -328b14JO 220130, oo -saos2.02 021536. 10 08052.02 -821536. 10 
-44026.01 -1643073;00 44026.01 -440260.10 164307.30 440260.10 -164307.30 

-65722.9.40 -88052.02 -176104.1)0 88052.02 176104.úü 328614.70 657229.4<) 

81240.00 
15625.00 
17344.41 
-9021.10 

-33854.17 
-40271.11 
-64730.24 
33667.21 

Matriz ~Aux 

15625.00 17344.41 -9021.10 -33854.17 -40271.11 
195773.30 -2417.20 50697.77 -2..?228.91 -57291.67 
-2417 .20 9071.20 -4186.71 7438.56 -9021.10 
50687 .77 -4186. 71 15351.25 -2417.20 -8747.35 

-22228. 91 7438.56 -2417.20 54176. 70 15625.00 
-57291.67 -9021.10 -8747 .35 15625.00 33393.45 

9021. IO -33854.17 15625.00 -27761.09 33667 .21 
-189169.40 15625.00 -57291.67 9021.10 32645.56 

Cálculo en el 2!! punto de 6auss del elemento ~ 2 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.10566 0.10566 0.39434 -0.39434 1 
-0.10566 -0.39434 0.39434 •). !0566 

Jacobiano de transformación 

Determinante del jacobiano = o.so 
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-64730.24 
9021.10 

-33854.17 
15625.00 

-27761.09 
33667.21 

126345.50 
-58313.31 

328614. 70 ·1 
1643073.00 
-328614. 71) l 

33667.21 
-189169.40 

15625.00 
-57291.67 

9021.10 
32645.56 

-58313.31 
213815.50 



· Hátriz B 

r-0.10566 .. 0.000.00·.··.º· 1056···6 0 •. 000 ... º.º.···.º .•.. 3.9434 .. 0.90000,70,39434 0.00000 
0.00000 -0.21132 0.00000 -0;78868 O;OOOOO 0.78B680;00000,c0.21132 l ~0;21132 ~o; 10566 -o. 78B68. 0.10566 .ó. 78B6B 0,39434 · 0;21132 ~0.39434 

Matriz DB 

-220130.00 -88052.02 220130.00 -328614. 70 821536. 70 328614. 70 -821536. 70 88052.04 
-44026.01 -440260.10 . 44026.01 ~1643073.00 164307.30 1643073.00 -164307.30 440260.20 

-176104.00 .-88052.02 .:.657229.40 88052.02 657229.30 328614.70 176104.10 -328614.70 

9071.19 
4186.71 

17344.41 
2417.20 

-33854.17 
-15625.00 

7438.56 
9021.10 

Natriz kAux 

4186.71 17344.41 2417.20 -33854.17 -15625.00 
15351.25 9021.10 50687. 76 -15625.00 -57291.66 
9021.10 81240.00 -15625.00 -64730.23 -33667.21 

50687.76 -15625.00 195773.30 -9021.10 -189169.30 
-15625.00 -64730.24 -9021.10 126345.50 58313.30 
-57291.66 -33667.21 -189169.30 58313.30 213815.40 

2417.20 -33854.17 22228.91 -27761.09 -9021.10 
-8747.35 40271.11 -57291.68 -33667.20 32645.57 

Cálculo en el 3!! punto de 6auss del elemento 11 2 

Matriz de derivadas en coorrlenadas locales 

[
-0.39434 0.39434 0.10566 -0.105661 
-0.39434 -0.10566 0.10566 0.39434 
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7438.56 9021.10 
2417.20 -8747.35 

-33854.17 4'l271.11 
22228. 91 -57291. 68 

-27761.09 -33667.20 
-9021.10 32645.57 
54176. 70 -15625.00 

-15625.00 33393.46 



Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 º·ºº l 

.. 0.00 0;50 1 

Determinante del jacobiano =· 0.50 

Matriz B 

[

-0.39434 0.00000 0.39434 0.00000 0,10566 0.00000 -0.10566 0.00000 
0.00000 -o. 78868 0.00000 -0.21132 0.00000 Q.21132 1).00000 0.78868 

-o. 78868 -0.39434 -•).21132 1),39434 0.21132 0.10566 o. 78868 -0.10566 

Matriz DB 

-821536.80 -328614. 70 821536.80 -88052.02 220130.10 88052.02 -220130.10 328614.70 
-164307. 40 -1643073. 00 164307. 40 -440260.10 44026. 02 440260.10 -44026. 02 1643073.00 
-657229.40 -328614.70 -176104.00 328614.70 176104.00 88052.03 657229.40 -88052.03 

Matriz kAux 

126345.50 58313.31 -27761.10 -33667.21 -33854.17 -15625.0(1 -64730.24 -9021. !0 
58313.31 213815.50 -9021.10 32645.50 -15625.0ú -57291. 66 -3.3667.21 -189169.3•) 

-27761.10 -9021.10 54176. 71 -15625.00 7438.56 2417.20 -33854.17 22228. 91 
-33667.21 32645.56 -15625.00 33393.45 9021.10 -8747 .35 40271.11 -57291.66 
-JJB54.17 -15625.00 7438.56 9021.10 9071. 20 4186. 71 17344. 41 2417.20 
-15625.01) -57:91.66 2417.20 -8747 .35 4186. 71 15351.25 9021.10 50687. 77 
-64730.24 -33667.21 -33854.17 40271.11 1i344.41 9021.10 81239.99 -15625.00 
-9021.10 -189169.30 22228.91 -57291.66 2417 .20 50687. 77 -15625. 00 195773.20 
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[ 

Matriz de derivadas en .coordenadas Im:ales' 

. ·- --- -

[
-0.39434 0.39434 0.10~6-0.10566} 
-0.10566 -0,39434 o.39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[
. 1. 00 º.·ºº J o.oo 0.50 

Determinante del jacobiano = O.SO 

Ha tri z B 

[

-0.39434 0.00000 0.39434 0.00000 0.10566 
0.00000 -0.21132 0.00000 -0.78868 0.00000 

-0.21132 -0.39434 -o. 78868 0.39434 o. 78868 

0.00000 -0.10566 0.00000 l 
o. 78868 o. 00000 o. 21132 
1).10566 0.21132 -0.10566 

Matriz DB 

-821536.80 -88052.00 821536.80 -328614. 70 220130.10 328614.70 -220130.10 
-164307.40 -440260.00 164307.40 -1643074.00 44026.02 1643073.00 -44026.02 
-176104.00 -328614. 70 -657229.40 328614.70 657229.40 88052.03 176104. !0 
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88052.03 
440260.10 
-88052.03 



54176. 71 
15625.00 

-27761.11 
9021.11 

-33854.16 
-22228.91 

7438.56 
-2417.20 

270833.40 
93750.02 

-20833.38 
-31250.01) 

-135416. 70 
-93750.1)2 

-H45B3.40 
31250.01 

Matriz kAux 

15625.00 -27761.10 9021.11 -33854.16 -22228.91 7438.56 
33393.45 33667.21 32645.55 -40271.11 -57291.66 -9021.10 
33667.21 126345.50 -58313.31 -64730.24 9021.10 -33854.17 
32645.55 -58313.32 213815.50 33667 .21 -189169.30 15625.00 

-40271.11 -64730.25 33667.20 81239. 99 15625.00 17344.41 
-57291.65 9021.10 -189169.30 15625.0Q 195773.20 -2417.20 
-9021.10 -33854.17 15625.00 17344.41 -2417.20 9071.20 
-8747.35 15625.00 -57291.67 -9021.10 50687. 77 -4186. 7l 

Matriz de rigidez del elesento ii 2 

93750.02 -20833.38 -31250.00 -135416. 70 -93750,02 -114583.40 
458333.40 31250.01 166666. 70 -93750.02 -229166. 70 -31250.01 
31250.01 270833.40 -93750.02 -114583.40 -31250.0I -135416. 70 

16666b.60 -93750.03 458333. 40 31250.01 -395833.40 93750.02 
-93750.02 -114583.40 31250.00 270833.40 93750.01 -209.33.36 

-229166. 70 -31250.01 -395833.40 93750.01 458333.40 31250.01 
-31250,1)1 -135416. 70 93750.02 -20833.36 31250.01 270833.40 

-395833.40 9375<).02 -229166. 70 -31250.00 166666. 70 -93750.02 

Cálculo de la matriz de rigidez del elemento ~ 3 

El elemento 3 esta determinado por. los nodos : 8 6 5 7 

Por Jo tanto su ~atriz de coordenadas globales es : 

2.00 o.oo 
4.00 0.00 
4.00 1.00 
2.00 1.00 
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-2417.20 
-8747.35 
15625.00 

-57291.67 
-9021.10 
50687. 77 
-4186. 71 
15351.25 

31250.01 
-395833.40 

93750.02 
-229166. 70 
-31250.01) 
166666. 70 
-93750,02 
458333.41) 



Hatl'iz de derivadas.en cóardenadas. locales 

(
-0.10566 0.105. 66 0,39-'!34 ~º·. 3943·4····.1 
-0.39434 "0.10566 ·· o.10566. -o.39434 

-- '-' 0° ~·- .~ _•• •-::.. - • =e 

[ 
1;00 

-o.oo 

Determinante del ja~obi~~a = 0.50 

Matriz B 

[

-0.10566 0.00000 0.10566 0.00000 0.39434 0.00000 -0.39434 º·ººººº 
0.00000 -0.78868 (1,0(1000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 0.78868 

-o. 78868 -0.10566 -<),21132 0.10566 0.21132 0.39434 o. 78868 -0.39434 

Matriz DB 

[ 

-220130.00 -328614.70 220130.00 -88052.02 821536. 70 88052.04 -821536.70 328614. 70 
-44026.01 -1643073.00 44026.01 -440260.10 164307.30 440260.20 -164307.30 1643073.00 

-657229. 40 -88052.02 -176104.00 88052.02 176104.10 328614. 70 657229.30 -328614. 70 

Matriz kAux 

81240.00 15625.00 17344.41 -9021.10 -33854.17 -40271.11 -64730.23 33667.21 
15625.00 195773.30 -2417 .20 50687.76¡ -22228.91 -57291.68 9021.10 -189169.30 
17344.41 -2417.20 9071.19 -4186.71 7438.56 -9021.10 -33854.17 15625.00 
-9021.10 50687.76 -4186. 71 15351.25 -2417.20 -8747.35 15625.00 -57291.66 

-33854. l7 -22228.91 7438.56 -2417.20 54176. 70 15625.00 -27761.09 902l.10 
-40271.11 -57291.68 -9021.10 -8747.35 15625.00 33393.46 33667.20 32645.57 
-64730.24 9021.10 -33854.17 15625.00 -27761.09 33667. 20 126345.50 -58313.30 
33667.21 -189169.30 15625.00 -57291.66 9021.10 32645.57 -58313.30 213815.40 
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Cáltul.o en el zg punto de .Gauss delelemento.~ 3 

(
·.-0.10566 0.105bb 0.39434 ~0.39434 l 
-0.10566 -0.39434 0.39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 o.oo J 
o.oo 1),50 

Determinante del jacobiano = 0,50 

Matriz B 

[

-0.11)566 0.00000 0.10566 0.00000 1).39434 
0.00000 -0.21132 0.00000 -o. 78668 0.00000 

-0.21132 .-0.10566 -O. 78868 O. !Q566 O. 79868 

Matriz DB 

o. 00000 -ü. 39434 o. 00000 l 
o. 78868 0.0000<) 0.21132 
o. 39434 o. 21132 -0.39434 

[ 

-220130,00 -0eos2.02 220130.00 -329bt4.7o 021536.70 328614. 70 -821536.70 aaos2.03] 
-44026.01 -440260; 10 44026~0L -:-lb43073; 00 164307.30 1643073. 00 -164307. 30 440260. 20 l 

-176104.00 -SB052.02 -657229.40 88-052.02 657229 .40 328614. 70 176104.10 -328614. 70 
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tMri z kAux 

9071.20 4186.71 17344.41 2417.20 -33854.17 -15625.00 i438.56 
4186. il 15351.25 ~021.11) 506B7. 77 -15625.00 -57291.67 2417.20 

17344.41 %21.10 51240,l)l) -15625.00 -64730. 24 -33667. 21 -33854. 17 
2417.20 50687. 77 -15625.00 195773.30 -9021.10 -189169.41) 22228.91 

-33854. 17 -15625.00 -64730.24 -9021.10 126345.50 58313.31 -27761. 09 
-15625.00 -57291.67 -33667.21 -189169.40 5B313.31 213815.50 -9021.10 

7438.56 2417.20 -33854.17 22228. 91 -27761.09 -9021.10 54176. 70 
9021.10 -8747.35 40271.11 -57291.68 -33667 .21 32645.57 

Cálculó en el 3Q puntp de Gauss del.elemento ti 3 

. : ·: . -. 

Matriz de de1;fvada~ en coo~denadas loéales. 

[ 
.. -0.39434 0.3'Í434 0.10566 -0.10566 J 
-0.39434 -0.10566 0.10566 0.39434 

Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 o.oo ) 

-o.oo o.so 

Determinante del jacobiano = O.SO 

Matriz B 

-15625.00 

[

-0.3943.4 º·ººººº. 0.39434 0.00000 0.10566 0.00000 -0.10566 0.00000 
0.00000 -o. 78868 0.00-000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 o. 78868 

-o. 78868 -o. 39434 -0.21132 0.39434 0.21132 0.105b6 o. 78868 -0.10566 
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9021.10 
-8747.35 
40271.11 

-57291. 67 
-33667.21 
32645.57 

-15625.00 
33393.46 



r 
-821536.60 -328614. 70 
-164307.30 -1643074.00 
-657229.40 -328614.60 

L 

126345.5<) 58313.31 
58313.31 213815.50 

-27761.08 -9021.11 
-33667.21 32b45.57 
-33854.17 -15625.00 
-15625.00 -57291.68 
-64730.27 -33667.20 
-9021.10 -18'1169.40 

Matriz DB 

821536.60 -88052.00 220130.00 88052.03 
164307.30 -440260.00 44026.00 440260.10 

-176104.00 328614.60 176104.10 88052.01 

Matriz kAux 

-27761.08 -33667.21 -33854.17 -15625.00 
-9021. 11 32645.57 -15625.00 -57291.68 
54176.68 -15625.00 7438.56 2417.20 

-1564"5.00 33393.45 9021.10 -8747.35 
7438.56 9021.10 9071. 20 4186. 71 
2417.20 -8747.35 4186. 71 15351.26 

-33854.16 40271.11 17344.42 9021.10 
22228.90 -57291.66 2417.20 50687. 78 

Cálculo en el 49 punto de Gauss del elemento i 3 

Hatriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.39434 0.39434 0.10566 -ú.10566 l 
-0.10566 -0.39434 0.39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 º·ºº] o.oo 0.50 

Determinante del jacobiano = 0.50 
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-220130,00 328614. 70 
-44026.00 1643073.00 
657229.40 -88052.01 

-64730.26 -9021.10 
-33667 .21 -189169.40 
-33854.16 22228.91 
40271.11 -57291.67 
17344.42 2417.20 
9021.10 50687. 78 

81240.00 -15625.00 
-15625.00 195773.30 



Matriz IÍ 

[

-0.39434 0.00000 0.39434 0.00000 .• 0:10566 0.00000 -0,10566 0.00000 
0.00000 -0.21132 0.00000 -0.78068 0.00000. 0.7BB6B 0.00000 0.21132 

-0.21132 -0.39434 -o. 78868 0;39434. 0.78868 0.10566. 0.21132 -0.10566 

·: .·~~tif/oa" . "' 

[ :m::E ::: :ill:~.~i]:~~;~w~I~~!~"~:H. ~i:!i l 
Hatriz kAux 

54176;69 15625.00 -27761.08 9021.10 -33854.17 -22228.91 7438.56 -2417.20 
15625.00 33393.45 33667.21 32645.57 -40271.11 -57291.67 -9021.10 -8747.35 

-2nbl.OB 33667.21 126345.50 -58313.31 -64730.25 9021.10 -33854.17 15625.00 
9021.10 32645.57 -58313.31 213815.50 33667.21 -189169.40 15625.00 -57291.69 

-33054. 17 -40271.11 -64730.25 33667.20 81240.00 15625.1)0 17344.42 -9021.10 
-22228.90 -57291.67 9021.10 -189169.40 15625.00 195773.30 -2417.20 50687 .78 

7438.56 -9021.10 -33854.17 15625.00 17344.42 -2417.20 9071. 20 -4106. 71 
-2417.20 -0747.35 15625.00 -sn11.6B -9021.10 50687. 78 -4106. 71 15351.25 

Matriz de rigidez del elemento 8 3 

270833.40 93750.02 -20833.33 -31250.00 -135416. 70 -93750.02 -114583.40 31,.,.01 1 
93750.02 450333.40 31250.00 166666. 70 -93750.02 -229166. 70 -31250.00 -395833.40 

-20833.32 31250.00 270833.40 -93750.02 -114583. 40 -31250.00 -135416.70 93750.02 
-31250.01 166666. 70 -93750.02 456.333.40 31250.01 -395833.40 93750.02 -229166. 70 

-135416. 70 -93750.02 -114583. 40 31250.00 270B33.40 93750.02 -20833.34 -31250.01 
-93750.02 -229166. 70 -31250.01 -395833. 40 93750.02 458333.40 31250.00 166666. 70 

-114583.40 -31250.00 -135416. 70 93750.02 -20833.34 31250.00 270833.40 -93750.01 
31250.01 -395833.40 93750.01 -229166. 70 -31250.01 166666. 70 -93750.01 458333.40 
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.Cálculo .de.l~i11atr.i(de/i9i~ez del e.le.ínentail1 

• Par la tanta sJ mati,¡/a~· cOrl¡:d~adas glabaies es : 

!i:~ f ~c,; . 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[

-0.10566 0.10566 0.39434 -0.39434 l 
-fJ.394~4~0.10566 0.10566 0.39434 j 

Jacobiana de transformación 

Determina.nte d~l Jac:Obi~n~ =. MO 

Matriz B 

1

-0.10566 0.00000 0.10566 (J,00000 0,39434 0.00000 -0.39434 0.00000 
0.00000 -0.78868 0.00000 -0.21132 0.00000 0.21132 0.00000 0.78869 

-0.78868 -0.10566 -0.21132 0.10566 0.21132 0.39434 0.78868-0.39434 
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Matriz DB 

-220130.00 -328614. 70 220130.00 -88052.02 921536. 70 88052.02 -621536. 70 328614. 70 
-44026.01 -1643073.00 44026.01 -440260.10 164307.30 440260.10 -164307.30 1643073.00 

-657229.40 -88052.02 -176104.00 88052.02 176104.00 328614. 70 657229.40 -328614. 70 

81240.00 15625.00 
15625.00 195773.30 
17344.41 -2417.20 
-9021.10 50687. 77 

-33854.17 -22228.91 
-40271.11 -57291.67 
-64730.24 9021.10 
33667.21 -189169.40 

Matriz kAux 

17344.41 -9021.10 . -33854.17. -40271.11 
-2417.20 50687.n -22228.91 -57291.67 
9071.20 -4186.71 7438.56 -9021.10 

-4186. 71 15351.25 -2417.20 -8747.35 
í438.56 -2417.20 54176. 70 15625.00 

-9021.10 -8747 .35 15625.00 33393.45 
-3.3854.17 15625.00 -27761.09 33667 .21 

15625.00 -57291.67 9021.10 32645.56 

Cálculo en el 2Q punto de Gauss del elemento lt 4 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-0.10566 0.10566 0.39434 -0.39434 1 
-0.10566 -0.39434 0.39434 0.10566 l 

J 

Jacobiano de transformación 

1.00 0.00) 
o.oo 0.50 

Determinante del jacobiaño = o:so -
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~64730.24 33667.21 
9021.10 -189169.40 

-33854.17 15625.00 
15625.00 -57291.67 

-2n61.09 9021.10 
33667.21 32645.56 

126345.50 -58313.31 
-58313.31 213815.50 



·" 

Matriz B 

[

-0.10566 0.00000 0.10566 0.00000 0.39434 0.00000 -0.39434 0.000001 
0.00000 -1),21132 0.00000 -0.78868 0.00000 1),78868 0.00000 0.21132 

-0.21132 -0.10566 -o. 78868 0.10566 o. 78868 0.39434 0.21132 -0.39434 1 

Hatriz DB. 

[ 

-221)130.00 -88052.02 220130.00 ,-328614;70. 8Ú53b.70 . 328614. 70 -821536. 70 08052.02 
-44026.01 -440260.10 44026.01 -lb4307ÚO ¡ IM307.30 1643073.00 -164307.30 440260.10 

-176104.oo -88052.02 -65722'1.40 8eos2:·02' '65722(40 . 328614.10 116104.00 -328614.10 

9071. 20 4186. 71 
4186. 71 15351.25 

17344.41 9021.10 
2417.20 50687. 77 

-33854.17 -15625.00 
-15625.00 -57291.67 

7438.56 2417.20 
9021.10 -8747.35 

Matriz kAux 

. 17344.41 2417.20 -33654.17 -15625.00 
9021.10 50687. 77 -15625.00 -57291.67 

81240.00 -15625.00 -64730.24 -33667.21 
-15625.00 195773.30 -9021.10 -189169. 40 
-64730.24 -9021.10 126345.50 58313.31 
-33667. 21 -189169.40 56313.31 213815.50 
-33854.17 22228.91 -27761. 09 -9021.10 

40271.11 -57291.67 -33667.21 32645. 56 

Calculo en el 3Q punto de Gauss del elemento tt 4 

Matriz de derivadas en coordenadas locales 

[
-o. 3m4 o.39434 0.10566 -0.10566 J 
-0.39434 -0.10566 0.10566 0.39434 

- 108 -

7438. 56 9021.10 
2417.20 -8747.35 

-33854.17 40271.11 
22228.91 -57291.67 

-27761.09 -33667. 21 
-9021.10 32645.56 
54176. 70 -15625.00 

-15625.00 33393.45 



Jacobiano de transformación 

[ 
1.00 ·.··o.oo 

Determinante del iaéóbiano =. o:so· 

· · Hatriz B 

. . 

[

-o. 39434 o. 00000 o. 39434 0;00000 o, 10566 o. 00000 -0.10566 0.00000 
o. 00000 -o. 78868 0.00000 :.0.21132 0.00000 o. 21132 º·ººººº o. 78868 

-0.78868 ~0.39434 ::0.21132 .0.39434 .0.21132 0;10566 0.78868 -0.10566 

_, --

C821536.70 -328614,70 821536;70 -88052,02 220131),0Q . 88052,02 .-220131),l)Q · 328614;70 
-164307.30 -1643073.00 164307.30 -440260.10 . 44026.01 4402bÓ.10 '-44026.01 1643073.00 
-657229.40 -328614. 10 -176104.oo 328614. 10 . 116104;00 00052;02 · 657229,40' ~88052;02 

Matriz kAux 

126345.50 58313.31 -27761.09 -33667 .21 -33854.17 -15625. 00 -64730.24 -9021.10 
58313.31 213815.50 -9021.10 32645.56 -15625.00 -57291. 67 -33667.21 -189169.40 

-27761.09 -9021.10 54176. 70 -15625.00 7438.56 2417.20 -33854.17 22228.91 
-33667.21 32645.56 -15625.00 33393.45 9021.10 -8747 .35 40271.11 -57291.67 
-33854.17 -15625.00 7438.56 9021.10 9071.20 4186.71 17344.41 2417.20 
-15625.00 -57291.67 2417.20 -8747. 35 4186. 71 15351.25 9021.10 50687. 77 
-64730.24 -33667.21 -33854.17 40271.11 17344.41 9021.10 81240.00 -15625.01) 

-9021. !0 -189169. 40 22228.91 -57291.67 2417 .20 50687. 77 -15625.00 195773.30 
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- '--= --=-o=-co __ -=-=-=--o-=--=-=-=o~..o-,-----=--co 

Calculo en el 4Q punto. de Gauss del elemento ~ 4 

Matriz de derivadas en~ coorden·adas locales 

[
-o. 3943.4 0,39434 0.10566 -0.10566 l 
-0.10566 -0.39434 0.39434 0.10566 

Jacobiano de transformación 

[ -~:~~;¿ _~:~~ {~:-~:~:~~ ~:~:~~ ~:~~~ ~~:~:~ ~:~~~~ 
-0.21132 -0;39434 -0.78868 0.39434 0.78860 0.10561Í .0.2U32.~0.10566 

Matriz DB 

[ 

-821536, 70 -88052.02 .B21536. 70 -328614. 70 220130.00 328614. 70 -220130.00 88052.02 
-164307;30 ~440260;10 164307.30 -1643073.00 44026.01 1643073.00 -44026.01 . 440260.10 
-116104;00 ,..328614.10 -657229.40 328614.70 657229.40 00052,02 176104.oo -88052.02 
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Matriz kAu~ 

54176. 70 15625.00 -27761.09 9021.10 -33854.17 -22228.91 7438.56 -2417.20 
15625.00 33393.45 33667.21 32645.56 -40271.11 -57291.67 -9021.10 -8747.35 

-27761.09 33667.21 126345.50 -58313.31 -64730.24 9021.10 -33854.17 15625.00 
9021.10 32645.56 -58313.31 213815.50 33667.21 -189169.40 15625.00 -57291.67 

-33854.17 -40271.11 -64730.24 33667.21 81240.00 15625.00 17344. 41 -9021.10 
-22228.91 -57291.67 9021.10 -189169.40 15625.00 195773.30 -2417.20 50687.77 

7438.56 -9021.10 -33854.17 15625.00 17344.41 -2417.20 9071.20 -4186. 71 
-2417.20 -8747.35 15625.00 -57291.67 -9021.10 50687.77 -41B6. 71 15351.25 

Matriz de rigidez para el elemento ti 4 : 

270833.40 93750.02 -20833.35 -31250.01 -135416.70 -93750.02 -114583.40 31250.01 
93750.02 458333.40 31250.01 166666. 70 -93750.02 -229166. 70 -31250.01 -395833.40 

-2üa33.35 31250.01 270833.40 -93750.02 -114583.40 -31250.01 -135416. 70 93750.02 
-31250.01 166666. 70 -93750.02 458333.40 31250.01 -395833.40 93750.02 -229166. 70 

-135416. 70 -93750.02 -114583.40 31250.01 270833.40 93750.02 -20833.35 -31250.01 
-93750.02 -229166. 70 -31250.01 -395833.40 93750.02 458333.40 31250.01 166666. 70 

-114583.40 -31250.01 -135416. 70 93750.02 -20833.35 31250.01 270833.40 -93750.02 
31250.01 -395833.40 93750.02 -229166. 70 -31250.01 166666. 70 -93750.02 458333.40 

HHHHHH Cargas en los Nudos +n1HHH4HH 

Numero de Nudos cargados : 8 

Nudo Fuerza en Fuerza en 
X y 

o.o -10.4 
2 o.o ~o.4 
3 o;o · ;o; 1 

4 o.o -0.7 
5 o.o: -0.7 
6 o.o --0.7 
9 o.o ~0.7 
8 o.o -0.i 
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Matriz de rigidez Global 

270833 93750 -114583 31250 -20833 -31250 -135417 -93750 o o o o o o o o 
93750 458333 -31250 -395833 31250 166667 -93750 -229167 o o o o o o o o 

-114583 -31250 270833 -93750 -135417 93750 -20833 31250 o o o o o o o o 
31250 -395833 -93750 458333 93750 -229167 -31250 166667 o o o o o o o o 

-20833 31250 -135417 93750 541667 -o -229167 o -20833 -31250 -135417 -93750 o o o o 
-31250 166667 93750 -229167 -o 916667 o -791667 31250 166667 -93750 -229167 o o o o 

-135417 -93750 -20833 -31250 -229167 -o 541667 -o -135417 93750 -20833 31250 o o o o 
-93750 -229167 31250 166667 -o -791667 -o 916667 93750 -229167 -31250 166667 o o o o 

o o o o -20833 31250 -135417 93750 541667 o -229167 -o -20833 -31250 -135417 -93750 
o o o o -31250 166667 93750 -229167 o 916667 -o -791667 31250 166667 -93750 -229167 
o o o o -135417 -93750 -20833 -31250 -229167 o 541667 o -135417 93750 -20833 31250 
o o o o -93750 -229167 31250 166667 o -791667 o 916667 93750 -229167 -31250 166667 
o o o o o o o o -20833 31250 -135417 93750 541667 o -229167 o 
o o o o o o o o -31250 166667 93750 -229167 o 916667 -o -791667 
o o o o o o o o -135417 -93750 -20833 -31250 -229167 -o 541667 o 
o o o o o o o o -93750 -229167 31250 166667 o -791667 o 916667 
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•)<,*********** 
Nudo 

1 

4 
C'. ._, 
6 
7 
8 
9. 

ro. 
;.- ' . 

Esfuet•zós.~en 'el:.eiemento 

*****'**'******''·. x< 
3 6.42 
2 ··7/5Ef:'. 
4 6.A.2 
1 7.58 

Esfuerzos 

************* -

X 

3 4.42 
2 5.25 
4 4.42 
1 5.58 

Esfuerzos en el elemento 

***'********** 

X 
3 2.42 
2 3.58 
4 2.42 
1 3.58 

Esfuerzos en el element·o ---

************** 
X 

3 0.42 
2 1.58 
4 0.42 
1 1.58 

Desplazamümtos 
Desp l. X 

1.4l71390E-03 
-1.4138260E-03 

1.3359160E-03 
-1.3367240E-03 

1.0882800E-03 
-1.08811.40E-03 

6.4981250E-04 
-6.4987950E-04 

o.OOOOOOOE+oo 
o.oooooooE+oo 

Esfuerzos 
y 
0.79 
0.79 
ó.21 
0.21 

o.79 
0 • .79 
0.21 
0.21 

2 

3 

S>: 
49.614 
45.605 

-45.605 
-49.614 

Sx 

148.750 
149.696 

-149.696 
-148.750 

Es fLterzos 

y S>: 
0;79 263.737 
0.79 .263.517 
o. 21 . -263.517 
0.21 -263.737 

Esfuer:rns 
y S>: 

0.79 390.802 
0.79 290.842 
o. 21 -390.842 
0.21 -.390. 802 
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***************** -óespf. v 
-1.55473205E-02 
-1. 5533830E-02 
-9.9496190E-03 
-9.9528010E-03 
-5.0052720E-03 
-5.0045230E-03 
-1.4199280E-03 
-1.4200960E-03 

O.OOOOOOOE+OO 
O.OOOOOOOE+OO 

****************** 
Sy S>:y 

9.244 -75.825 
-10.802 0.349 
-9.800 -71.816 

-29.846 4.359 

****************** 

Sy 

29.913 
34;643 

S:<y 

-159 •. 439 
79,319 

.29.776 .'-,.160;385 
-25~ 046 ... 78. 372 

****************** 

SY SJ:y 
52.695 -256.345 
51.592 165.458 
52.756 -256. 125 

-53.858 165.679 

***************** 
Sy Sf:y 

78.231 -362.771 
78.433 262.544 

-78.098 -362.811 
-77.896 262.504 



Solución del Problema Usando un Método Convencional 

4.1 Datos generales. 

A fin de tener un marco de referencia para comparar los 
resultados proporcionados por el programa, se solucionó el pro­
blema utilizando otro criterio, el cual fué idealizar la viga 
como una barra y posteriormente cargarla con una fuerza ditribu­
ida para representar al peso propio y con una carga concentrada 
en el e¡:tremo. 

Para calcular la fuerza distribuida multiplicamos el peso 
especifico por el espesor y por el peralte de la viga, quedando : 

I 
I 
/~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
I 
I 

V 0.2 
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CalcLtlando 'el , el momento ,de inercia de la sección anterior 
qLteda : 

I 0.025 m 4 

12 12> 

Con los datos anteriores se procedió a obtener tanto los 
esfLterzos como los desplazamientos, calcLtlando las expresiones 
algebráicas de la fuerza cortante y del momento flexionante, para 
con este óltimo obtener el esfLterzo normal aplicando la fórmula 
de la escuadrfa. 

Con los esfLterzos calculados se procedió a formar Ltna tabla 
comparativa entre los resLtltados obtenidos por el MEF y la teoriá 
de barras. 

4.2 Cálculo de distancias. 

Dado que el programa proporciona los esfLterzos en los pLtntos 
de Gauss, las distancias a las que se localizarán los esfuerzos 
con la fórmLtla de la escLtadria serán tales qLte coinicidan con 
estos puntos. 

A continL1aci6n procederemos a obtener los valores de las 
coordenadas globales utilizando para ello la siguiente figLtra 
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I ., 
lt--~~~~~--..,.~~~~~~~~-'-'-~~~---"'--..;,..;...'---'-~~~---~ 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
11--~~~..;..:...~;_¡_..;..:....;.:._.;.:._~..;..:...-"-....1-..;..:...;;__..;..:.....;..:...~;;.;.;;:;.L;;.;..;.;;~..;..:....;.:._..;..:.....;..:...J_-

I 10 

I 

4. 2. 1 Distancias- para el elemento 

No. X 
de pLtnto 

1 7.57"14 
2 7.5774 
3 6.4226 
4 6.4226 

4.2.2 Distancias para 

No. X 
de pLtn to 

5.5774 
2 5.5774 
.;:. 4.4226 
4 4.4226 

4.2.3 Distancias para 

No. X 
de pLtnto 

3.5774 
2 3.5774 
3- 2.4226 
4 2.4226 

y Y c:entroidal 

0.5-0.5774*0.5 = 0.2113 - 0.2887 
0.2887 
0.2887 

- 0.2887 

0.5+0.2887 0.7887 
0.5+0.2887 0.7887 
0.5-0.2887 0.2113 

el elemento 2 

y y centroidal 

0.2113 - (l.2887 
0.7887 0.2887 
0.7887 0.2887 
0.2113 - 0.2887 

el elemento 3 

y y c:entroidal 

0.2113 - 0.2887 
0.7887 0.2887 
0.7887 0.2887 
o. 2113 - 0.2887 



4~2;4 Distancias para el elemento 4 

No; ·X y y centroidal 
de punto 

' -'-.----

. 1:5774 o. 2113 - 0.2887 
;2 1.5774 0.7887 0.2887 
3 0.4226 0.7887 0.2887 
4 0.4226 0.2113 - 0.2887 

4.2.5 Resúmen de distancias. 

De las tablas anteriores se pueden obtener las distancias a 
las que se calcularán los momentos, siendo estas 

0.4226 
2 1.5774 
3 2.4226 
4 3.5774 
5 4 •. 4226 
6 5.5774 
7 6.4226 
8 . 7~ 5774 

4.3 Expresiones para momento flexionante y cortante. 

Dado que las distancias a las que se requieren los esfuerzos 
no son constantes y como se desea obtener la mejor precisión 
posible se obtuvieron las ecuaciones de momento flexionante y de 
fuerza cortante, las cuales son : 

V 10-0.72<x-8>=10~0.72(8-x> 

M -10(8-xl-0.72¡8~~)(8-xl/2 

M = -10 <87x>~0/72C8:..ú"/2 · 

Donde 

O<= X <= 8 
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Val Liando para·· 105 valores de H antes.· calculados qLleda 

. '-79.0759 

2.4226 14.0157 -66.9727 

3.5774 13.1843 -51. 2674 

4.4226 12.5757 -40.3812 

5.5774 11. 7443 -26.3388 

6.4226 11. 1357 -16.6697 

7.5774 10.3043 -4.2903 

4.4 Cálculo de esfuerzos del elemento 1. 

4.4.1 Puntos 1 y 2 de Gauss. 

Para estos puntos la distancia a la que. se tomará el momento 
es 7.5774 m por lo tanto 

M = -4.2903 t-m 

La distancia al eje ce"ntrc:lida{ tomaCia para el ·punto 1 es 

Y1 = -0;2EÍB7 

Por lo tanto : 

C-4.2903) C-0.2887> 
cr =------'----'--..,-------:- = 49.54 

0.025 

Para el pLtnto 2.: 

Y':2 0.2887 



Por lo tan to ': 

(-4.2903) (0.2887) 
·-- ·, .... ' 

~ = ---------------~--- - 49,54 

Para el pL1nto 3 • 

- 192.48 t / m"" 

<-lb. ~697) .<~O. 2887) 

u = ------------------- 192.48 t I m"' 
0. 025 

4.5 Cálculo de esfuerzos en el elemento 2 

4.5.1 Puntos 1 y 2 de Gauss. 

Para estos puntos el momento es 

M -26. 3388 t-m 
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La distancia ·al. eje cent17oidal tomada ·¡:fara el punto 1 es 

y._ - -o. 2887. 

Por lo tanto·: 

C-26. 3388) C,;.O. 2887 > 

!J" =---,-..,.----------..,..--- 304. 13 t / m 2 

0. 025 

Para el punto 2 

Y,,. 0.2887 

Por lo tanto 

(-26. 3388) (0. 2887) 

!J" = ------------------- - 304.13 t / m 2 

0.025 

4.5.2 Puntos 3 y 4 de Gauss. 

Para estos puntos el momento es 

M -40.3812 

Para el punto 3 

Y,,,, O. 2887 m 

(-40. 3812) (0. 2887> 

!J" = ------------------- - 466~28 t / m"' 
0 •. 025 
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Para el plinto 4 

c-4o. 3812> e-o. 2887> 
u = ------------------- 466.28 t I m"" 

0. 025 

4.6 Cálculo de esfuerzos en el elemento 3 

4.6.1 Puntos 1 y 2 de Gauss. 

Para estos puntos ~l momento es 

M -51. 267.4 t-m 

v. 

~Por lo 
·.-""·--.=-'- -· .--Ó:-0~ . - .. ·. . .·- . , . --

. (..:5i. 2674> c.:...o. 2887>. 
u =--.:;.:__;:_ _ _:.;:..;...:._;:;._.::.....:_.:..:. 

Para el ¡Junto 2 

y,,. - 0.2887 

591 • 92 .t / m ,,. 
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Por lo tanto : · 

(-51.2674) (0.2887) 

u = ------------------- - 591.98 t I m "' 
0. 025 

4.6.2 Puntas 3 y 4 de Gauss. 

Para estos puntos el momento es 

M = -66.9727 

Para el punto 

(-66. 9727).·(0~·2887). 
,• :·. " .·· .!'. ' 

u = ------------------- = - 773.33 t I m"' 
0.025 

v .. 

u = ------------------- = 773.33 t I m"' 
0.025 

4.7 Cálculo de esfuerzos en el elemento 4 

4.7.1 Puntos 1 y 2 de Gauss. 

Para estos puntos el momento es 

M -79.0759 t-m 

- 122 -



La distanci~ al eje centroidal tomada para el ~unto 1 es 

Por 

- 913.08 t / m 2 

4.7.2 Puntos 3 y 4 de Gauss. 

Para .estos puntos momento es 

Para el pL1nto 3 

Y::S .0.2887 .. m. 

f-:96. 4441 ,. (0.2887) 

~ = ------------------- - 1113.64 t I m2 

co. 025 -
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Para el punto 4 • 

Y,. -:O. 2887 

Por tanto : 

<-96 .444 n c.:..o. 2887 > 
~ = ------------------- = 1113.64 t / m2 

0.025 

procedió a tabularlos, para 
el programa y obtener una 
resultados, siendo esta la 

Los valores antes obtenidos se 
compararlos con los obtenidos con 
diferencia porcentual entre ambos 
diferencia expresada en porcentaje 
por la teoria de barras y el MEF 

entre el valor proporcionado 
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-49.546 

6.422.6 0.7887 192.479 

6.4226 o. 2113 -192.479 

5.5774 0.7887 304.142 

5.5774 o. 2113 -304. 141 

4.4226 0.7887 466.275 

4.4226 o. 2113 -466.275 

3.5774 0.7887 591. 992 

3~5774 '·0.2113 -591.992 -262.613 '-55. 64 

2.4226 0.7887 773.326 269.279·· -65.18 

2~.4226··· 0.2113 -773.326 -262.416 -66.07 

1.5774 0;7997. 913.099 396.346 -56.59 

1.5774 o. 2113 ...,913. (199 -389.738 -57.32 

0.4226 0.7887 1113.632 396.405 -64.40 

0.4226 o. 2113~. --"1113~632~ -389.680 -65._01 ·· 

En la tabla ant~ribr se puede apreciar que existen 
diferencias significativas en cuanto a porcentaje y en cuanto a 
valor absoluto, por lo cual se analizaron otras tres opciones, la 
primera de ellas fué dfvidir horizontalmente la viga original, 
formando can ello el doble de elementos en la viga, la segunda 
fué agregar divisiones verticales a la viga original de manera 
que se redujo a la mitad la longitud de cada elemento y por 
ultimo se tomo una viga en la que se combinaron las dos 
anteriores, esto es se dividió horizontal y verticalmente la viga 
original. 
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De acuerdo a la tablas presentadas posteriormente se puede 
apreciar que la viga con 15 nodos casi no presentó mejoria en sus 
resultados con respecto a la de 10 nodos ( Viga original >, por 
otra parte en la viga con 18 nodos los resultados mejoran 
notablemente, llegando a ser de solo 20% de diferencia contra 70% 
en los casos anteriores, por ultimo examinando los resultados de 
la viga con 27 nodos se vuelve a presentar un decremento en la 
fidelidad de los resultados, por lo cual se concluye que lo mejor 
es incrementar el número de elementos de tal manera que se 
disminuyan sus dimensiones a lo largo de la viga. 

En general se puede decir que la falta de aproximación 
presentada en estos ejemplos se debe al número de elementos 
tomados, pero principalmente a que la función tomada para la 
aproximación de los esfuerzos dista mucho de ser real, esto es se 
está tomando una variación lineal de los esfuerzos, al ser esto 
totalmente falso, no se logra la aproximación a el estado real de 
esfuerzos y por lo tanto los resultados no son confiables. 
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l 13 

7 ---

14 

8 

1"5 
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Esfuerzos 
215 22 1<;> 

15 1..,. 
~· 

"'"' 2:S 

16 14 

27 24 121 l::Z "" 
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... 7 .. 5'(74';' o.8943 . 
. ,.-, ,,, ·-·-· 

i 7;5(:74 .0;6057 

i; 5#4 ·o. 3943 
., .... 

···· . . 11;/_.·:.c. .... ··•······ 
'•1-. ··•ba:rras ;~.·~" ..... ; :· , ..•. -.:.,..· .. -

··. 6i. 681 · , . 6L 268 ... . .. 

19,135' 11;949 
' 

-18. 135- --.. -1i{;_-74·3 ., 

Diferenc:ia 
:l. 

-'-9.48 

-34.11 

-7.68 

7;5774 0.1057 -67.681 -64.765 -4.'31 
···•1--~~~--1~~~~-1-~~~~~-1--·~·~~·~·-1-~~~~~--1 

; 6;.4226 o. 8943 262. 932 65. 980 .· _;74¡ 9i ·:· . 
.. 

. · ••• 6. 4226 0.6057 70.452 

,\ . 6. 4226 0.3943 -70. 452 .-,13; 165 

.. · 6.4226 0.1057 -262.932} -:--~(1~6 1~· ·+76~'73·· .. 
/f--~~-+~~~-1-~~-:--'-f--+-+-.;..,-+--'-~~--1 

415.465<·. ·'.·'.2.o3.~i'o5 •·.1······'.:c:1·· 0·1·t< .,, -5.5774 0.8943 - •; \: I' '5:,~-:,;,•.t.;'', ·:,:: 

5.5774 0.6057 11 i.323 

5.5774 0.3943 -11L323 
'• 

- ..:.51;377 . ..::53;;95,, .• 
:·~ .· . 

5.5774 o. 1057 -415.465 -201. 760 ..:..5L44-;c-

4.4226 0.8943 636.943 200.005 -68;60'• 
-. 

. _ 

0.6057 170.668 48.938 -,71.33 4.4226 
. 

4.4226 0.3943 -170.668 -50.282 ..:.70, 54• 

4.422b 0.1057 -636.943 -200. 665 ·.· ..:.68~ 5o 

3;5774 0.8940 808.677 356.611 ~55.90 

3._5?74 0.6057 216.684 89.545 - _-.58.68. 

3.5774 0.3943 -216.684 -89.572 -58,66 

3.5774 o. 1057 -808.676 -357.032 -55 .. 85 

2.4226 0.8943 1056.383 351. 536 -66;72 

2. 4·226 0.6057 203:057 84.469 -70. l6 

2.4226 0.3943 -283.057 -84.049 -70.31 

2 .. 4226 0.1057 -1056.382 -351.508 -66.73 
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Esfuet'7r.is r.on l5 

j .5774 0.6057 

j .5774 0.3943 ~334 .. 2i.7 

j .5774 o. 1057 -:1247.31.6 -525. 126 .:.:57;9Ci 

0.4226 o. 8943 152L 250 534. l31 ""64';:99 

0.4226 o. 6057 407.618 140;674 ::.65.49 

0.4226 0.3940 -407.618 -140.764 -6:1.47 

0.4226 o. 10:17 -rn21. 249 -534.115 -"'4.89 

- 129 -



e lementns ) 

. ··. •<; .· .··· .. •··.··· ...... . 
··.·~ 

Xi .} 

· .. · .·.··• 
T. bat·rás . . . . 

1. 7881 · · ci. 7887 24.587 
·_-' . ' . .··· .. 

1 39;.336 · •. ····.· 59.98 
· . 

. 

~7887 0.2113 -24.587 -46. 112 87;54 

7.2i13 0.7887 93.654 46.112 ~50.76 

7.2113 0.2113 -93.654 '-39.336 I• -58.00 

6.7887 0.7887 145.971 131.745 -9.75 

6.7887 0.2113 -145.971 -130.537 -10.57 

6.2113 0.7887 219.838 130.537 -40.62 

6.2113 0.2113 -219.838 -131. 745 -4rl.o7 

5.7887 0.7887 275.669 225.389 -18.24 

5.7887 0.2113 -275.669 -225.604 -18.16 

5.2113 0.7887 354.336 225.604 -36.:::r.3 

5.2113 0.2113 -354.336 -225.389 -36.39 

4.7887 0.7887 413.681 325.810 -21.24 

4.7887 0.2113 -413.681 -325.771 -21.25 

4.2113 0.7887 497.147 325.771 -34.47 

··. 4.2113 0.2113 -497.147 -325.810 -34.46 

3.7887 0.7887 560.006 432.020 -22.85 

3.7887 0.2113 -560.006 -432.026 -22.85 

3.21.13 o. 7887 648.273 432.026 -33.36 

3.2113 0.2113 -648.273 -432.020 -33;36 .. 
2. 7887 o. 7887 714. 645 544.194 -23.85 

2.~887 0.2113 -714.645 -544.193 -23.85 

2.2113 0.7887 807.712 544.193 .~32.63 

7.2113 0.2113 -807.712 -544~194 -32.63 
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0.2113 -877.598 
. ' - ~ 

0.7887 975.465 662.303 :....32.10. 

L2113 0.2U3 -975.465 -662.303 :....32; 10 

_o. 7887 0.7887 1048.866 786.351 -25.03 

o. 7887. 0.2ll3 -1048.865 -786.351 

0.21.13 0.7887 1151. 5::;2 786.351 

0.2113 o. 2113 -1151. 532 -786.351 
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. 

X y lT 

T; barras 
·. 

7.7887 0.8943 33.587 

7.7887 0,6057 9.000 5;4:19' ., ~39.79 
•· 

7.7887 0.3943 -9.000 ~t6.815 86.84 
., 

7, 7887 0.1057 -33.587 .· -58, 155 73, 15 
·. . . 

7.2113 0.8943 127.934 64.882 -49.28 

7.2113 0.6057 34.280 15.844 -53.78 
.· 

7" 2113 0.3943 -34.280 -12.145 -64.57 

7.2113 o. l 057 -1.27" 934 -53, 485 -58.19 

6.7887 0,8943 199.400 182.017 -9¡72 

6.7887 o. 6057 53. 429 45, 798 -:-1.4~28 

6.7887 0.3943 -53.429 -46.884 .-:-12.25 

6.7887 0.1057 -199.400 -177.982~ ~10.74 

6. 2l.13 0.8943 300.304 l. 77.5b6•··· '.:.40,87 
·- .·.-

6. 2113 0.6057 80.466 41. 347 .•·· "':'48; 62 

6. 211.3 o.3943 -80.466 -45.382' 
.. · 

. -43.60 
- .. -· ·-·--- ··. 

6.2113 C>.1057 -300. 304 -:-176.,~80 -41. 23 

5. 7887 o.8943 376.571 ··· 397.039 · '..:..10.46 

5.7887 0.6057 100. 902 ' 77. 510 '·!• .... ' -23.18 
"-., __ ¡.. .. __ , .. 

5.7887 0.3943 -100.902 ~76.689 

5.7887 0.1057 -376.571. -:-308.241 '-18. 15 

5. 2113 0.8943 484.032 305.490 -:36._89 

5.2113 0.60::'i7 1.29. 696 

5. 2113 0~3943 -129.~96 -74. 760 .. - ----42.36 

5. 211.3 0,1057 -484.032 -306. 311 .::..36.72 
. ·.· 
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Esf_llerzos 

X ·· ... ·· .·. < >y ir · · •.. 1 
••·.·• e(¡ ·••• 'Difefr·enC:ia 

• • '•. · .... • ··T. barras . MEF. ;: · 
1--~~~-+~-'-~~-+-~~~-'-~I--~~~---+-~~~~~~' 

4~7887 ·. 0.8943 565.098 444.430 -21.35 

4.7887 0.6057 151.418 l.l j. 303 -26.49 

4. 7887 0.3943 -151..41.8 -l ll. f.34 -26.34 

4.7887 0.1057 -565.098 -444.190 -21.40 

4.2113 0.8943 679.116 442.323 -34.87 

4. 211.3 o. 6057 l.81. 969 109.195 -39.99 

4. 2113 0.3943 -181.969 -109.436 -39 .• 86 

4.2113 0.1057 -679.116 -442.092 

3.7887 0.8943 764.982 588.997 -23.01 ... 
3.7887 0.6057 204-. 976 147.436 

....... 
3. 7887 0.3943 -204.976 -l.47.392 -28. 09 .•.. 

3.7887 o. 1057 -764.982 -589.029 -23.0.0 
·. 

3. 2113 0.8943 885.557 586.474 -33. 7.7 
_.: .. · 

3.:?113 0.6057 237.284 144.914 -38. 93 ···.·.· 

3. 2ll3 0.3943 -237.284 -! 44. 881 -38.94 

3:'.21.13 (l. J057 -885. 557 -586.519 -33.77 

... 2. 7887 0.8943 976.224 741.052 -24~09 

2.7887 0.6057 261.578 l85. 336 -29. l.5 

2~7887 0.3943 -261.578 -185.342 -29.14 

2.7887 0.1057 -976.224 -741.050 -24.09 

2. 2113 0.8943 1103.355 739. 945 -32.94 

2. 2113 0.6057 295.643 184.230 -,37.69 

2. 2113 0.3943 -295.643 -184.231 

2. 21!3 o. l.057 -l.103. 355 -739. 939 --32. 94 
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Esfuerzos c:.on ·27 puntos nadal es 16 elementos 
: Cbn t-i nuac: i 6n _ 

•o-· , : • D'ifi;;i~encia 
MEF ' '"' ..• % .. .,. . 

·::-2.4~55_ . · .. ·. 1. 7g97'i . o' 8943 90.4.491 . 
»"'.·, 

225. 971. -29;65 . 

·. 1. 7887 0.3943 -321.2.23 
·. 

-225.971 -29.65 
'• 

1. 7887, . o. 1057 -1198. 822 -904. 4.90 -24.55 

1.2113 0.8943 1332.510 896.829 -32.70 
' 

.· J,21-13_ 0.6057 357.045 218.309 -38.86 

l.2113 0.3943 -357.045 -218.310 -38.86 

L 2l l3 O. l 057 -1337. 510 -896. 829 -32 .. ;7(J 
. 

0.7887 0.8943 1432.777 1062.146 -25 .. 87 

0.7887 0.6057 383.911 265.635 -30.Bl 

0.7887 0.3943 -383.911 -265.635 -30.81 

0.7887 0.1057 -1432.777 -1062.147 -25.97· 

o. 2113 0.8943 1573.022 1081.113 -3L27 . . 

0.2113 0.6057 421.490 284.601 

0.2113 0.3943 -421.490 -284~601 -"32;48 :· . 

o. 1057 -l.573. 022 -1081. 113 k .::.31~27 .. 
. .. 
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e cin C:: l. us :i. c:1 n E! -s 
' ' 

Despues -del d-esarral lo del. presf.lnte 'trabajo se puede llegar 
formular una serie de canclt~siones con las cuales ccmcretar una 
opinion sabrP. Pl método, las cuales se presentan a c:ontinuación. 

Par nrinclpia de cuentas se debe tener presente el tipo de 
problema que se desea resolver, esto es si es un prablema en el 
espacia, si tiene simetria con respecta a algun eje o si es un 
tipo de estado plano de esf~terzos, esto permitirá simplificar las 
expresi.ones obtenidas para las funcicines de interpolación y para 
las matrices utilizadas en el proceso de c:álculo ( D, B, DB, 
Kalll{, f( >,con lo cual además se reducen los requerimientos de 
memoria en general. 

La selP.cción de las funciones de prueba es también Ltn 

aspecto a considerar debido a que la apro}:imac:ión obtenida va en 
relación directa con el tipo de función utilizada; esta se 
comprende al considerar que la curva elástica en general va 
incrementandose en grado ~a~medida que las curvas aumentan en 
c:omplejidacl, por lo cual la aproxi.zación será mejor en la medida 
que las funciones de interpolación se aproximen a la curva real. 

En cuanta al nctmera de puntas nodales se observa que tal y 
c::amo fueron escogidos para <.>l e.iempla fueron insuficientes y es 
necesario su lncremento a fin de obtener mejores resultadns, sin 
embargo se notó que este incremento no puede ser arbitrario ya 
que resultó más convenieni~e r.uando se reali~ó dism:inuyendo la 
dimensión a ln laroo ele la vioa que transversalmente, rle an1.ti se 
podria !;.ugerir qu¡;o el moda más c:onveniente dP realizar este 
incrPmento es i.:al mane.ra nue la disminución sea en la clirec:ción 
que Jos P.Sfllerzos se incrementan r.on mayor veloc:lr:lacl; ciado qlle en 
Ja mayoria rle las ocasione.e no es posiblP rletec:tar cual es esta 
dirección nara cierta problema lo que queda es utllizar el mayor 
ndmero posible. de Plementos. 

Es de notar cómo los resultados abteni.dos para el primer 
elemento, en la se.cción l ( Puntos 1 y 2 ) son mlly seme,iantes a 
los obtenidos por la te.orla de barras ( TB 1, siendo en un caso 
del 91% del valor proporcionado por TB y en al otro se pueden 
cansiderar los valores idénticos. En el resto de los puntos se 
observa como toman un valor que fluctda entre 23.7% y el 49%, 
tenienrlase. en todos los casos un valor absoluto menor de los 
esft1erzos para los resultado¡¡; del MEF; estos valores mejoraran 
notablementes en cuanto se incrementó el número de elementos. 

F'ar loquP. rP.specta a la obtención dP. lasolttc:ian del 
sistema rlP -ecuaciones se encontró que ele los mét:arlos eidstPntes 
el mejor #s el c:onocioclo como ele Gauss-~rout o r:le Chalesky, d~do 
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que P.l ntra mi?tnrln r¡L1e se trató de uti.lizar y q1.1P. fuP. el de 
Bauss-Seidel no c:nnverge ciado el tipo de matri7. de rigicie2 
obtenida con el MEF, la cual no es diagonalmente dnminante, esto 
significa que el valor absoluto de Jos elementos de la diagonal 
principal es menor que el valor absoluto de la suma de el resto 
cie lns elementns, debido a esto el error entre cada iteración no 
rlisminuye sino que al contrario se va incrementando ocasionandn 
quP. nunc•~ SP llegue al valor corrPc:to de la solución. 

Cnmo sP hahfa mencinnado antes se ve Ja necesidad de 
optimizar el manejo de· memoria, ya que Pl número de nuntos 
nndales ner::esarins nara obtener una buena aprnNim«c:i'ón es muy 
grélnde, teniendose entnnr..es la ner.esi.dad r:le 11ti. Ji ZC\r los 
r.oncentos de "Anr::hn de Randa" y "Con tnrno dP. si J ueta" y 
C\prnver.har Ja sim.,tria de lr.is méltrir::es 11ti J 17.adas, tcntn les 
parciales como en la matri7. de rigidez global, y poner espec:ial 
enfasis a la optimización de esta última, con esto no solamente 
S\8 hará 11n ahorro d~ memoria, sinn también en tiempo de cálculo, 
puesto que se evita el operar con loR P.lRmentos; que salgan dF.'l 
ancho de banda o de la siluF.'ta y que tienF.'n un valor dP r.ero. 

ntro aspecto ql.ll'O! no se dehe descuidar y que va 1 i g;ado a la 
optimización de memoria es el referente a la numeracíón de los 
nodns, ya que de esto depende el ancho de banda, pnr lo cL1al al 
momento de realizar la numeración se r.onveniente procurar que la 
diferencia entre los nodos que componen un elemento sea la menor 
posihle. Una manera de lograr esto es ir numerando en la 
dirección que contenga el menor número de nodos, siempre y cuand6 
esto sea pnslble de determinar. 

Finalmente podemos decir que, si bien el MEF F.'s un criterio 
sumamente poderoso, y muy recomendable para ci ert.os.· ti pos_ de 
cálculos, no dehe ser visto como el más e:-:acto o el optima para 
r::ualquier tl.po de prohlema, p1.1esto que para obtener un buen grado 
en la élproximar.:lón, se requiere utilizar una malla lo 
sufir:ientementF.' compleja y pL1diera ser el caso de que existiesen 
mt!>t.odos m:!\s sP.nc i l los ya rlesr.rrol J ados, pnr lo r:ua l no se J F.! 
r.:r.insi.dera un 5\.1:;;tifa.1to ne estns t'.lJt.imos, los r:u.?.lP.s ti.enen adPmás 
una efir.ar.ia prnbada. 

Sin embargo F.'Miste un gran número de problema• en los que la 
a:j:JliC:ahi.Jidad del métndo es indiscutible pese a los 
incbnveni.ent.es que pueda tener la falta de apro:dmación, pnr lo 
C\\.\P- _resulta conveni F.'nte su estudio y comprensión, además teni.F.'ndo 
en c:uent;;, que cada ve7. P.S mayor el por:lerio de Jos equipns de 
c:óm¡:\11tn se r:onsidera nF.!cesari.o un conocimiento minimo dF.' este 
métndo de tal manera que si. en un momento dado es necesaria su 
utilización, lns resultados obtenidos puedan ser confiables. 
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Jrrie DoLtglas H., "The Finita ElellÍen:t; Mi:thod'' ,1ütí1ióteca de la Divi­
i ón de Es tLtd i os de f"osg rado ;de,1~~;f~E~'(fa,c1~'.Ldei'.';Fd9eriiet'"ia ~ · 

,. ·.·.' ·_· :· .'. ;,.:;· ', ' <~.;:~:;; . 
,.,., ·;+ •. :g. ··.•~~ . "'.' .u· 
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