
UNWlHSID~D N~CmN~l ~UTONOM~ DE MEXICO 
FACULTAD DE CIENCIAS 

EL FORMALISMO HAMILTONIANO 

PARA UN FLUIDO NO VISCOSO 

T E S 1 s 
QUE PARA OBTENER EL TITULO DE: 

F s e o 
PRESENTA; 

MANUEL VALADEZ RODRIGUEZ 

MEXICO. D. F., 
OCTUBRE DE 1988 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



INDICE 

Pag • 

. . . . ,, ... " ............................................ . 

Capitulo 1, .AIR1'.CEDEHTES llATEICATICOIS ••••••••••••••••••••••••• 5 

1. 1 INlF<OOUCC ION •••••••••••••• , , •••• , •• , , • , • , •• , , ••• , , , , • , 6 

1.:: ELEMENTOS DEL CAL.CULO DE VARIACIOt.U::S •• , ••••••••• , • • • • • 7 

t.: LA TRAtJSF"ORMADA DE LEGEt!DRE ..................... , .... , 12 

1. 4 EL TEORE~1í1 DE TRH!lSf'ORTf , , ••••• , , , , ••• , ••• , ••••• , , , •• • 14 

Capitulo : • ..:cAlllCA NEWTOKIAMA .• , ••• , ••••• , • • • • • • • • • • • • • • • . • 22 

2. 1 LAS LEYES !JE NEWTON •• , • , •••••••••• , , ••• , ••••••• , • • • • • • 23 

Z.::? SISTEMAS CE MUCHAS !'ARTICULAS ......... , ......... , .. .. • 29 

C~&tulo 3. tll:CANICA AllALITICA ••••······•••••••••••••••••••·• 39 

:. 1 LAS ECUAC!OllES OE LAGRANGE •••••••• , ••• , , • , •••••••• ·•••• 40 

;:;, :? LAS ECUAC: otirs OE HANIL TON •••••••••••••••••••••••••••• 'IB 

Cap1 tul o 4. Tt.:m>OllWUCA a.ASi"é:A 51 

4. ! LA RELAC 1011 F'UtlOt~t:EtlTAL. •••• , •• , • , , • , • , •••••• , • , •••• , , • 52 

4.:" LAS RF.:lACir.tJES DC MAXWF.Ll. .. , ....... ,, ........... •••... 58 

4.: COMENli1F:lOS o...;;!JRE TEHJ1001NM11CA lRf<EVERSlBLE .. • • .. • • .. 61 

Ca¡:.ilulo !:. MEDIOS CONTINUOS ............ ,.................... 64 

!5. 1 ELEMENTOS CE U\ TEORIA CU\SICA DE CAMPOS , •• , ••••• , , , • • b::i 



5.::: EL CAtfFO CE '.'ELOClOl'\OES ••••••••••••••••••••••••• u ••••• 

PaCJ. 

67 

S.3 ECUACIONES OF. LA DltJANICA DE FLUrDOS ••••••••••• ••••••• 70 

CApitulo 6. EL FORMALISMO LAGRAMGIANO PARA UH FLUIDO NO 

VI SCOSIO ••••••••••••••••••••••••••••••••••••• , •• , • 7S 

6. 1 LAS VARIACIONES GEOMETRICAS ••••••••••••• , ••••••••• , • • • 76 

6.2 EL. PRINCIPIO TlPO-HAMlLTON ••• , •• , •••••••• , ••••••• , ••• , 79 

6.3 LAS ECUACIOIES DE NOtlEtHO GEtlERl\LIZADO PARA UN FLUIDO 

NO VISCOSO •••••• , •••••••••••••••••• , ••••••••••••• , • • • • 82 

6, 4 LA ECUACION CE EULER PARI'\ EL FLUIDO PERFECTO , , • , , • • • • • 99 

C•pi tul o 7. LA IJOIACIQN DE-aALAlllCE lll: DIERGIA PARA W1 FLUIDO 

NO Ylll:IDliiO •••••••••••••••••••••• , •••• , • • • • • • • • • • • 93 

7. I LAS VARIACIONES TEMPORALES , •• , ••••••• , • • • • • • • • • • • • • • • • 94 

7.2 LA ECUACION DE BALANCE DE ENERGIA GENERALIZADA PARA UN 

FLUIDO NO VISCOSO •••• , •••••••••••••••••••• , ••••••••••• 101 

C-.,H.ulo 8. D. rm.M.1Slf3 IWULTmllAllO PMA UN FLUIDO NO 

v.r StQ!ilD • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 1 06 

8. 1 LAS ECUAClotES DE HMILTON PARA UN FLUIDO NO VISCOSO •• 107 ' 

8.2 LA ECUACIDN DE BERNOIJLLI PARA UN FLUIDO NO VISCOSO •• , • 112 

S.::; DF.DUCCIOU DE LAS ECUACIONES DE HAMIL TON A PARTIR OE UN 

PRINCIPIO VAAlACIONAL •• , ...... , •••••• , ••••• , , •••• , • • • • l l~ 

B. 4 CONCLUSIONES •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

ltEFEREHCI AS ••••••••• • • • • • • • • • • • •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 126 



3'/t DerhocJa hidrodin.lmica dct la función/. 

6/1 Variación gealll6trica da l• funci6n / • 

.s•¡1 Variación tu111p01 al dG la. función / • 

.,,": F"'nc.ión "'' •-.ri•da. 

u: Dar1 .ada tuta.l de la función u re&pec.to •l ti11111po • 

.,.,., 1 Compo»ición d11 las func.icnq¡¡ " y y. 

W1 f1.mc.10l'l.ll de ac.c!ón. 

LI Func i l!w1 1 <igr angi aroil. 

ZI Funci6n da dens.idad laQranyiana. 

Ai Lagranglana por unidad de ma&a. 

ll'l FuncL6n de densidad hamiltoniana. 

H: Ha•iltonieana por unidad de iaa.&a. 

Nt Despld~am1&nto. 

x': t-•sima componenla del deaplaz .. ieoto. 

v: Campo de vaJo¡;idade&. 

v4: t-.tsima c;ompon•nta del ca11po de valocidadn. 

p1 Función de densidad dlil •••• d•l fluido. 

•1 l:.acnpo dii den1'1cl.ad de lilntropl• del fluido. 

pt Presión. 

pt t10111ento. 

p,1 (-esima componente del momento. 



RESUMEN 

El primar trabajo sobre macAnica da fluidos fue pr•...-atado par 

11ariot.te en el afto de 1686, un Afta antaa de qua NeMton publicara 

su tratado l'htlOllOphtc» Maturalt• l"rtnctpta HothMtaUca, pero ftD 

fue sino hasta la tnitad del siglo pas.ado cuando la t-1• ....... 

for.ulad.a da una 111Anara compl•t• y c&rrada. En 1851 GllorlJlt 8. 

Stok•• ••tablee• las ecuacion•• de balance da Ma•a, ....,.to y 

~nargla y la• ecuaciones constitutivas de un fluido hCNIDQtln90 .. 

isót.ropo, da acuerdo con la fór11Ul• de vir.co•idad da Newton. ttlS 

tarde ea1pi11~an a aparecer intentos da desarrollar la tecrl• can 

basa en principios variacional••· 

La enor• cantidad de proble-• <t.anto toadrlcos COllD prAclicoaJ 

de la t'lecinica ClAsica que han podido ••r comprendido• y r9'Mlltlto. 

a tra~ de la 1111c:Anica Anal1ttca, ha estimulado lllW!hos e.fuerza. 

por f~aiular las layas da la tlacAnlca del Madio Continuo da -.ra 

iliaUN. E•t.• C:Uti•• raaa de la '1eclnlca, propuesta por Hall,.... 

en 1914, consista en una teor1a unificada para fluido• y s6lldaa 

alAatico• y aat6 baaada en 1011 postulados da la fllltClnica anallt~ca 

d• L•QranQ•• 11ediante la formulacidn de un principio vari.ciDIUll 

Cfnico con una funcional da accidn del tipo T-V y con la .adici-'n ... 

funciono• nula• iaultiplicadas por par ... tro• indaterMin.dQs dlt 

Lagranye, HallinQ•r abtian• laa ecuaciones d• ~ov1Miento P.,.• 



j 

t.al¡¡s mecho'>. 

Mis tarde, en el afta de 1954 Harivel llega a l& conclusión de 

que los fluidos reales no pueden $&r tratado& GIOdiante el forma

lismo propuesto por Hallinger. Oetarmina que la teor1a relacionada 

con estos sistemas no puede provenir de un principio vartacional 

de Hami lton con una función lagrangiana del tipo T-V, dc-bido a t>u 

caracler disipat1vo. Propone en cambio la e>dstencia de un;. fun

ción de disipación 'i un print:ipio de t1pc O'IUembC>rt para dm;pla

:amientos ;1rtuali:;;. En c1r1 tr.d.><sjo mu·, imporlanll! de J. Serrir1, 

aparecido e~ 1959, se insiste en llegar a las ec:uac1~nas de la 

~ec~11:a de fluid~~. partir do las idea~ du Herivel, emplaando el 

principio d¡; D"Alembert y h.aciendo u!lo del m6todo de los multipli

cadores i nd&tor·min.idos do La9r .u1g1:?. 

E•tas ¡¡on da hecho las ideas que han pr~valecido hasta nueatro 

b111npo y solo en tr;;.b-.jg¡¡ muy recientas han comenzado .a aparecer 

nueva<a intento;; dti cl&tabtecar la mecl.nic:a de fluidos desde un pun

to d• vi&ta efe· la teoria cl•sic:a de campos a part:ir de una formu

laddn l;u~.-angiana y un principio v;ir-iaciónal tipo Ha111ilton. Se 

pueden citar por ejt>mplo los tr.Wajot. de Carl Ecl:art ( 17601 y de 

Paul Penfield (196bl. Ecl:.irt muaatra coll\O pueden ser obtenidas las 

ecuaciones de lagrarige par·;.. Huidos, a partir de princiµioia v•ria

cion.i.las i enfatiza la i.mpor-tanc:ia que tienen la• condiciones da 

frontera en tal1H• principios. Penfield emplea el princiµio de Ha.

mil ton par.1 deri·;,g l.>s ecua..:iones da las. fuar;:as d¡¡ Huido¡¡ no 

vistoso•, t~nlo ralal1•isla» c:omo no relativistas.. 
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otrc1> trabajo~ como el de J. Demarel y V. tloncrief < 1990) y el 

de N. Bailyn <19001, han suq¡ido dentro del marco dii:! la relativi

dad y tratan de establecer las ecuaciones de moU1Cnto-anercjla d• 

fluidos ideales o reales, relativistas. La gran mayoria de allo• 

parten da los trabajos da Taub para fluidos perfectos <19541. 

Otro•, COllC Wilhelm < 19791, proponen d1msidades lagrangian,;.s cl&

sicas, en t•minos de cier·taso funciones tipo campo de velocidades 

y un principio di; Hamilton sobr& la acción, con lo cual obtiene un 

conjunto de acuaciones da calCflD satisfactorias. La desventaja 

principal del trabajo de Nilhelm, &s que la densidad lagrangiana 

depende de una -ner111 cOlllpli cada de esas func i enes tipo campo d• 

velocidades, aun en el v.irnple cai>o del fluido ideal, as1 COlllO de 

ciertas •con•tantes• sin un significado fisico definido. 

En el presente trabajo sa persiguen como obJDtivos, el estable

cer las ecuacioneG de balance d11 masa, mome11to y en1ar91a, par• un 

fluido no vi!lCD!iDo 't al de1>;arrollo de su formalismo h;amiltoniano. 

Se propone inicialmente una función dn dansidad lai;¡rangiana, a 

partir de la cual se defina una lagrangiana especifica qua depend~ 

de la postcidn, del tienipo y de cinco variables dE campo que des

crlbi;in el e1>tado dinAmico del fluidos la densidad di? masa, la den

sidad de entropia y la¡¡ tres componentes del campo de velocidades. 

La!l ecuaciones de balance 111encionadas Ge obtí1mcm como resultado 

de .;.pl icar • la lagrangianA e1>pecifica los tratamientos de una 

formulación lagr.ongiana c:omo la de la t.norla clio¡;i- <:a de c,1mpos y 

un principio variacional tipa-Hamilton sobre l.< acción. 



Se define luego una hamilton1ana especlfica como la transforma

da de Lagendre de la lagrangiana especifica citada, y aplicando el 

tratamiento usual del formalismo hamlltoniano, calculando los ele

menlos diferenciales de la transformada propL1esta, y de la hamil

toniana e.;pac1hca como función de las variables canónicas conju

gadas del campo de velocidades, se llega a un conjunto de ecuacio

nes de movimi1211to, "las «UQCloMs da Hal!ll'.tton para un /luido no 

\IL "º"'°" • 

Como una aplic.>c16<1 de lü leerla dusar·rollada, su construye una 

función de densidad lagrangiana muy .,;encilla en términos de lapo

sic1óo, la velo..:Ldad ,. la anarg1a interna, y sustituyendola en las 

ecuaciones de balance obtenidas aqui, se obtienen la ecuación de 

Euler y la ecuación de> B1.1rnoulli para el fluido perfecto. 
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CAPITULO 1 

ANTECEDENTES MATEMATICOS 

s 



l. 1 I MTRtlOUO::IOIC 

La inclusión de este capitulo tiene por objeto el dar cierto 

apoyo a conceptos y de¡¡arrol los de tipo matemA.tico que son 

emplGado~ en capitulas posteriores. 

A pe;;;ir de que no se per<;igue hacar un an.llisi,;; .:;:haustivo de 

los lemas quG 1>1< presentan, lo raferentc al cilculo de variaciones 

se trata con ciürto deldlle. Esto es debido bObre todo a que 

a1lyunlls de lo~ 1:-::.1\i:P.plos que maneja 4sta r•ma d.i la matemjtica 

repreacntan un.i de la& parte& centr·a1le1i del tr .. bajo. 
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Ccifl!Hd"ra.oe la funcióo 

1 .. /tx.y,y> , t. l 

. 
donda )1 = )1 <xi y )1 es la den "ad a da y, y def i nama;. 

•a 

l "' J /tx,y,yldx t.~ 

•• 

E;; claro que los valores de la integr.il I, dependerAn en 

Qeneral de las caracter15ticas de la <uncido y = y<x> ya qua YI 

integ1·ando dapend• de d'icha funr:lón. 

Uoo d• los; problemas fundollll!nta.l&s del c:.fllcutc. de variaciones, 

es el de deter1ninar la funcidn y qui¡ hog• que la integral (l. 2l, 

Sea C un .. reo pa.rtic. .. l.:.1· en c;l plana x,y, que une ;. lm; punt.o 

l. 



Si o e• un• constante •t·bitraria y si 1) ,. l)(xl ias una funcidin 

que se .. nula e1; x • x, y x = x
1 

y que tiene propi edade¡; d• 

continuidad similares a las de yCxl, entonces, todo arco de la 

f.amili& 

y(K) • ar¡(Jd 1.4 

pasa por los puntos y C· 
' 

adem~s, arco 

C pertenece « dicha f arr.11 ia <se obtiene tomando a = Ol. 

su~t1tu~endo (1.4) y su derivada y + 01) 

<1. ~l , res.ul t.a 

• • 
/tK,y+ar¡,y+Cll))dx J . . 

• ' 

en la expresión 

1.5 

Supongamos ahora que el arco C proporc1onil un va.lcr 11llniao 

par.a la intcgr.al I, enton~es, de lo• criterios del c6lculo 

di ferenci.i.l temi111os que l Cal al can:: a un alni1110 11n a ,. 0 1 y por 

lo t,¡,nto s11 satisfacen l•s condicione• I' <O> ,. O • I" <O> ' O. 

Natur.almenta 1 'ii an ve: da un m1nioio al arco C proporciona un 

mA:dmo, las condicionei; mturiores calllbi.an por I' <O> :a O I' •to> 

<o. A las c•ntidades ol'<Ol y o1 t •. (0) 

-~ var(ación4P• ct. la i:nt111ral l a lo largo del reo C y s• 

.costu111br& a denotarlas por 61 y 68 1, respectivamente. 

La UGl"ioo:L6n tJ. or~ n-~imo de t, denotada por 6'"1, •• define 

da m.inera enteraeente anAloga. 

e 



Al producto an<xl se le denomina varCactón e'- ta /uru:t6n y<x> 

y se le representa por 6)11 es decir, 6y = QJ)(X) • . 
Como puede verse, e>: i sten .inaloglas entra la variación 6y dlil 

una función y<x> y la diferencial dx de la variable independien-

te x del e Al culo diferencial, y lo mi SlllD ocurre enlre 1 as 

variaciones 61, 62 1, ••• y las diferenciilles d/<x>, d2/<x>, 

de una función /<xl; sin embargo, todos los intentos por unificar 

los '"'todos del cAlculo diferencidl y del c:~lculo de variaciones, 

han sido hasta la fecha infructuosos. 

En el pasado, los trabajos mt.s serios encaminados a lograr tal 

unificación se reali::aron en i=l periodo comprendido entre los o.ftos 

1800 y 1850, pero no se llegó a resultados realtl&flte importantes. 

En la actualidad se ha retO!llado la tarea sin que hasta el momento 

se tengan noticias de algOn logro de trascendencia. 

Derivando la ecuación ·cl.51, resulta 

"z 

I' (a) J e~ 1.6 

.. 
A 

Ahora, el segundo t6rmi no de la suma que aparece en E:l 

integrando, se puede poner en la forrna 

9 



Sustituyendo i::;ta e>:pre;;i6n en tl.6l, recordando 

n<x.l • o e int~yr"ndo, se obtiene 

X 

I' (al J
z a¡ d a¡ 
(,,.,, - ax( a), JJl)<xldx 

X 

' 
dG donde, al multiplicar nor a. resulta 

J
"a a¡ d a¡ 

( ay - rx( .,Y JJ6ydx .. 
' 

que l)(X) s: 

' 

1. 7 

Aplicando la condu:i.oo de m:lremo 61 = O a eiota igualdad y 

tomando en cuenta que n<xl y por lo tanto 6yCxl son cantidades 

arbitrarias, ~e deduce que 

o • 1.B 

Esta igualdad es ~onecida como acuac'6n cJ.g Eul•r. 

Una generali;:aci6o inmediata del proced;n .. ~.Lo seguido ante-

rior-nt11, es consid1war una función f de la forma 

/ = f ex, y , ••• , y , y , ... , y l 
& n l n 

l. 9 

. 
donde y1c=y1c<x>, po.ra k= l,~, ••• ,n, yykC!S la derivada de Y1c• 

Para •!ito se el iQEm n funciones i11dependi1mtes 1)& (X) •llz (xi,.,,, 

JJnCx>, y se forma, corno se tii:o en Cl.41, la familia de arcos 

10 



' 1,2, ••• ,n. 

tQ,tural11112nte, las func:iones 7111 <x> debltfl tener las mi Slllit• 

propied~d•s de continuidad qua las r&$p&ctivas )\ex>, adellA& .. 

dE!b& c:umplir que 1)k<x
1

l == 71•<x
8

> =o, pan. todo le"' 1,2, ••• ,n. 

F.I equival&ntu a la igualdad Cl.5> rios queda en este caso CDllO 

" a 

1 ca> = J ¡ex, 

" • 

Y,+arJ•' ••• , )1 +IJJ) , y +aj) , ••• , y +ai, >dx • 
" n 1 1 "' n 

Toundo en c:u•nt.i quo loa conJunto¡¡ iJe v.u-iablus y'•• y•s, 'J"• 

y ~·1, son indapendi•nt••, al efoctuar la variacidn de la integral 

antarlor 1 un 11119• a 

o • 1.10 

lo cual h• de CUlllf>liru p.,-.;i todo 6)1'. Eato cond11i:• al stste- d• 

ecu.-ciones 

., d ., 
-- a;( ..... J =o .,,¡,, .,,¡,, e • 1, 2, ... •"- a. 10• 

Aunque a~ ya no se tratar&n ~•tos ca&o~, exisleo procedi•ien-

tos p.,.• funciones f toda~Ja m.i~ ~anaralus. Por ejemplo, si 

11 



I 
11u. 11u au 11u 1[x,. .. ,x ,u, ... ,u ,--, .•. ,--•, ... ,~, ... ,~J. l.ll 

• ni "ax ax ax ax 

1.ai;. igualdadei; que- deben 

das en <1.10>, son 

11/ • ., ---
~ llx ilu ' .... 

donde, 

& n 1 n 

!MI.ti !if acer se, 

" a¡ 
... ----

ax,, 11u ..... ,. 

~ '\... -
r -.C 

r 

aquivalanta& a l•• 

o "' 1,2, ••. ,n, 

l.~ LA ~ IS LP;E"N91. 

obteni-

1.12 

t. 12' 

Un procedia1ianl"o malemAUco qu~ ea e111>leado en divari;a!I raus 

de la flsicaJ como pLJr ejemplo, 1tn l• termodinblc• y en l.a .ac:li-

ntca anaUtica, es el conocido col!IO tran./or1111c:l'.6n d9 L•pndlw. 

L• tr.anafor111acl6n de Legenure de una función / m /<x,, ••• ,x,,> 

respecto a taa variable• K.,, •.•• ,x,.• es una nueva funcidn •de 

la for-ma 

- • -CK,,, .• ,x.,u .. 1, ••• ,u,,> , l.13 

12 



donde 

u " ¡, 

,,, 
-· ::: •+t, •••• ~ .... 

QUiant•& 01farQnciando la funcióo 

/ = f <x,, ••• ,x,.> , 

• ., uana 

n 

t. 13' 

l.14 

t. 15 

donde ""1111tl dlldD por la iQUaldad (1.13'>. D51f1ni11DtO ahora a l.a. 

funci6n • .-ct1ant• l• expreGi6n 

.. 1. lb ,., 
PWA 'l&rifiCM' qua la funcidn # .aqu.I prapue&t&e Uene la'!i pro

piedad•• •llP•clficadaili ante&, MI calcula su diferencial. D• la 

.. • 
df = d/ I )(\d'\ - I '\dJt'L 

\-•' \::••• 



n n n 

d6 = I \llcdxlc I x,d\IL I \l,dx, 

k=• '=··· l=••• 
• n 

I '\dxlc Ix,d~ 1.17 

k=s L=eH 

Se deduce de aqu1 que 6 es funci6.• da las variables x
4

, ••• ,x., 

"•••' ... o\l,,I adem.ls, tambi6n de &~ta igualdad no!> queda que 

" • --, 
au. 

' 

1. ' EL TECltEJIA JJE: TR.AllSiPQO'E. 

= •+1, ••• ,n • 1.17' 

Las ecuaciones d11 movimiento de lor. fluidos se pueden estable-

·~eren tlr"minos de dos tipos dif11r•nte• de variables¡ una• llalla-

doncli; 

llC l.19 

La relaci6n entre estos conjuntos de variables es la siguiente. 
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Considfresa una particula de fluido en movimiento. Supóngase que 

en t '" o, ocupa la posición ( = <e: t'ª,t'ª> y que al tram;currir 

un tiempo t, se mueve hasta el pul\to x = <xª,xª,x8 l. Entonce•, • 

podr.l ser determinada como una función de t' y t mediante una 

transformación de la forma 

X 6 1.19 

Supongamos por otra parte, que part1culas distínt.as de Huido, 

ocupan posicione'°' diferente• durante todo el movimiento y que cada 

una de P.lla• puede ~er ubicada en cualquier instante posterior a 

e "' o. Entonces, la transfor1naci6n \I' e• ne..:esariamente biyectiva y 

e>1i1>te una tran'llforaación inversa ( de tal forma que 

6 1.20 

Asl, cu•lquier c.antidad F relativ• al fl11ido, que sea función 

d• las variables espacial•• <x,tl, lo ser~ tambi~ de las 

variablea eateri.,.ll!'i <t, ti, e inversamenta. Si se desea indicar la 

dependencia de F respecto a alguno de los conjuntos de variables 

manciooados, se eacribe 

F = Fht,tl F = F<(', tl • l. '21 

Estas formas de la funcidn F, estar.ln rel aclonadas mediante 1 as 

tran~for·m.,.ciones <1.19) y <1.20) -¡ su ,;lgnificado •Jeométrir:o P.s al 

siguienl1!1 F<I!, t> 11~ el ·-;a\or de F qui; tir:nu asnr:iarlo 111;a parUcu

la de fluido al lir-mpo t que se erwonlr;,t;,. in!ci.,J,,,.,rüi; r•r• •,, 



.. ·•' J :ie: L --, . 
·«-

r:, .. :.z: 

..: ·~ 

t· 

1 



¡ ' 

posición'' y F!•,tl representa el valor de F experimentado por la 

pa.rtlcula qua se encuentra instantaneamente en la posición •· 

Una vez elegido al conjunto de variables en el que ir~ expra-

-da.s las ecuaciones de movimiento de un Huido, la descripcidn 

111atit111Atica co111pleta quedari dada mediante la distribución de 

v•locidades v y cualesquiera dos variables termodinlmicas; por 

ejemplo, la presión y la. temperatura. Esta afirmación es con baae 

en el hecho de que cualquier propiedad termodinl.mica de un siste111a 

puede i.er determinada ai se conocen su ecuación de estado y dos 

variables ter·modin~icas. 

Par otra parte, el Jacobiano de la tranliformación <1.19> 

J 1.22 

rvpreaenta la dil.-t•cidn de un volumen infinitesimal de fluido 

cuando ._te sifjJUO el movimiento. D• la consideración d• que la 

transformacidn ti, 19> posee una inversa diferenciable, 1u1 &ifjJue 

que O < J < • • 

.. probar& •hor• una iQUaldad que as de i11portancia en hidrodi

n&tlica y que es debida ortotnal118'nte a Eular. Se propone 

dJ dí"- J div ~ , 1.23 

Seg~ la igualdad <t.22l, el determinante Jacobiano J es una 
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su.ad• seis t6rminos que, salvo un si9no, tienen la forma 

... "'ª "'ª 
""" = "'l. "j "(le ' 

donde los 1ndices '• J y 1' son distintos entre ;;l, y sus valore• 

van da l a 3, Si sa calcula dU.Jr/dt, y se toma en cuenta que 

&! :, ( "'.) - «:. 

d& la e::presió.1 da.da p .. ra ".,.• r ¡¡sul l« 

dul. jlr 
,.., ••• 11x• 11x• h. av• "'. .,l ax• ax• av• .,,/' 
.t! e' e' -. + "L 

.,, 
"' "" 

+ 

"' "' "Ir dt " ax• 

.,. .. ., ..., .. ..., . 11vº 
• ""e•~( "' + .,, + Ale.) 

avL 
• "L'/lt ... 

Ei» evidente que e•te r•sultado no dep1mde del signo de la can-

Udad '\•• por lo tanto, •l derivar resp~cto al tiE·mpo, 

t*•ina de la •u•a J co11sE1rv• su signo y queda multiplicado POI" 

div w, con lo qua se prueba la e~presl6o <t.23), 

En las i11u.ildad11• anteriores se ha E1npla«da la c:onvci-.ci6n ti~ 

lndlc.es repotidos ¡Jara la suma. 
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Con eslos elementos es posible establecer un postulado que ea 

d• Qran utilidad en la dinAmica de fluido•¡ el llamado t.are111111 c'

trCJN1port•. 

Considotrese un volumen arbitrarlo V V<t>, del fluido en 

aovimiento. Supóngase qua dicho volumen estl compuesto siempre d• 

l ,u¡ 1Di 1>1nas par t1 cul as. saa F ,. F <x, t l, una función de posici6n, 

escalar o vectorial. Entonces, la integral da volumen 

J F<x, tldV , 

'" \) 

es una funciór1 perfectamente definida del tíf'mpo, cuya derivada 

~ J F<x,tldV J ( ~ + F div v )dv • l.24 

Wt\I ""º 

Para probar esta igualdad, ~e ub\ililrva lo ~igutantei En virtud 

de que el volumen elegido contiene siempre las misma• parUcula•, 

podemos rue11pl~•ar en al inte~rando la región en moviaiento V<&>, 

por ta región fl J.il '.'iú> ~ '.'o, ca11lbia11do la depc;ndencia de F, a 

dond• dV 

J F<x,t>dV 

Vt&> 

I F <e', t l JdVo 
V . 

1.24• 

Jdl/o1 relaciona el elemento de volumen en las variil-
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bles x, con •1 ele111ento de volu1111n dVo en las v.,-iables (. E• 

evidente que si •• deriva respecto al tiOlllJIO la 6ltinwl igualdad, 

•1 operador d/dt coninuta con al slmbolo de inteQr•l en el lado 

derecho, de 111aner a qua resulta 

~J F<x, tldV =- J { J~ i- ~a} )dV• • 
y(,) v. 

Sustituyendo aqul el valor da J dado por <1.23> y reaQrupando t ... -

11ino• 1 nos queda 

Callibtando nuev..wnte a varitd>le• eulerianas, ne lleoa a ~a 

iQU<tldad U.241, y can ella queda probada el taar .... 

l.h. prl..,. rnultado il\99diato de& tllOf"•- de tran11porte, e• la 

l tM&da mc:uaci*' de -continuidad de la dinAlllca de fluido•. SUp6n-

9ase que la funcl*9 F a la que - hace referancia ttn dicho teore•a 

es I• den•idad d• •asa del fluida p • p<•,t>a y considtrese un 

cierta valu.-an Y de ~te. La iu.•a contenida en dicho sera entonces 

Esta cantid•t.I no 1.ulre cambios cuando Y MI llW.lve con el fluido¡ 

•ta ••• d"/d& • o. Entoncos, derivando respecto al tiempo la cu-
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ti•• ic¡¡ualdad y aplicando la ecuación (1.241, encontramos 

c1p 

dt 
+ p di V V o , 1. 2:5 

Otras dos e~prasionas otile• que •e pueden deducir del teore~a 

da tr•nsporlu, son en co111bin•ción con los re•ultados obtenido• en 

la seccidn Cl.21, relc.Uvoa .al cllculo do vart.1ciones. Una d• 

ella5 5e refiere;. l<o .anacidn de la densidad dl?l fluido y la 

otra a la vari.acidn de l;, integral d•l producto de la dem;idad por 

una función de posición F, 11scalar o vectorial. Se establecil que 

~"' -p div6x l.26 

.sJ pFC•,tldV:a J p6FCx,tldV _, ''"' 
l.27 

P.ara probar la primer• c1e estas ic¡¡u.aldadas, baata ob•erv.1;· lo 

al9uiente1 Relacionamos • 6x con l.a velocidad inici•l de un 

llOVillllt'nto an el que el par ... tro a qua ~·rece en <l.41, to111a et 

p~•l dal tiempo y ~ raelll)lazan en la ecu•cidn da cantinuid.ad 

tl.~1, la• cantidad~s d/Jt y v, por 6 y 6x respactiva•ante. El 

rtJsul tado as inmediato. 

Para ta ic¡¡ualdad <l.::'71·, s• hacen t;.s mismas consider.ac:ionus "" 

c:u.anto a a y a. y se eser i be et.::?~> en 1 a for·ma 
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6J • .J di V 6Jt • 

Se tien• entonces que 

6I pFdV • I 6(pf'Jhtv. 

V V 
• 

I [(dplFJ + p(cfF)J + pF<&J>ldV•. 

" • 

•111 l• igualdad <1.27> 

71 

t. 



CAP:.nw..o a 

MECANICA NEWTONIANA 
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El objetivo de esta sección, es enunciar laa leyea de lllOVi-

miento d• Newton y hacer una brava d11>Cusi6n do alounaa de sus 

Coiao punto de partida utilizamos al concepto de pa.rtlc~IGl un 

linte QU• puede cons;id11rar¡¡e puntual y cuyo estado din6-ico queda 

total msnt.e dater•inado por su 1nasa •• su posicidin r y su vel oci d;ad 

donde t ~s el tiempo. 

dr 
""'iif• 2.1 

Sup6ngau qu1t •xi•ten si'lll .. •• de refwenci.a 1m los cu.Je• son 

v&lidas la• leyes de Ne\i-hun. A satos loo; l lan1ar;i:iiaa •C•I-

velocidad con•tMtt.e con respecto a un atstama inercial, Sllrl. a su 

vez inercial. As1, podettas establecer la• ley•• .encionadas COllQ 

Pd•rc t.)11 Si una particula MI a.ve ain que act.Gltn fuerzas 

sobro al lA, su 1110viinient.o ¡¡¡¡rl. con velocidad constante. 

Si ras la fuerza que obra sobre la part.lcula y "ea su vel&:M:i

dad, la primera lay queda expresada matemitica ... nt• en la far .. 
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St F ~ D, •ntonces Y = const •• 2.2 

~ l•~a Si hay fuerzas actuando sobre una particula, la 

rapidez da c~io del ~to l(n.-al p da ._ta serA i9ual a 

la luerza resultante qua actQa sobre alla1 es decir, 

dp 
F = donde p = aY • 

dt 

F .. que la particula A ejerce sobre la Bes da i9ual Magnitud 

y de ••ntido opuesto • la fuerza r .. qua la part1cula e •J.,.
ce sobre l.a A. 

F¡,a•-P._ 6 

••crtbir COllO 

dand• 

. ........... . 

dY •• il'í • 

2.4 

2.s 

COGIO una primera conMKu•ncia d• las tres leyes dadas, ten~• 

el principio de conser:vac.idn del aio111ento l tneal. Si se integra la 

:?4 



.. 
I <F .. 

u 

+ F_.ldt •O • 

(, J "' A,8 , 

.. 
•••• + .... , 1 .. • ' 

.. .. 
C•t• resultado • pu9da osc:ribir "" la forlll& 

•
, .. + _,.. .. •••• ,. 
A .... A •• f 

1 ••••• ' "" '· 2. 

• o • 

•'" •• u, 
' ' l 

La &.-i•ad c2.•• rapresent.e el awtncipio d• canaerv.aclón del 

..-nto une•l· 
Otr• canUd., t.eiportanta an I• ~il\AlliCA de p.arUcuta•, e& u 

~gcntn•• _.a.__,., para la cual, bajo deterainada• cir-

c:un•tanda.•• o!• posl.hlo enunciar ta.nbi._, un principl.o de conserva-



se d•fine como el producto vectorial 

L = r .>t p , 2.7 

dond• r es el vector de po$ici6n da la particula, respecto a dicho 

punto. 

Se puede probar dirRCtaniente qua la derivada t11111poral dal 

momento •ngular, es iQUal al producto vectorial del vector de 

posición r por la fuerza que obra sobre la particula1 es decir, 

• L = r • r. Para 6ato $& tiene 

dL"' d <r K aYI 
iIT iU 

,.., r x F , 2.a 

Al producto 

• = r "' r ' 2.9 

ae le denomina .., .. nto et. lo ¡...,r-.a F r••,,.cto al punto O y tiene 

la &i9uient• propiedad1 Si la resultante da los mo111entos K, es 

nula, el momento angular L da la part1cula, se conserva. 

La prueba de este enunciado estA dad.a en 12.81, donde vamos qua 

st N = L = O, entonces L = const. 

supongamos ahora que Ja part1cula se mueve bajo Ja influencia 
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de una fl.Ull'"za F. El trabajo realizado sobre la partlcula cuando la 

mediante la expr1Hii:ln 

u 

tiempo < t , l >, 
• • • 

w .. • J F•dr 
u 

se define 

2.10 

Si la u•a d11 la p;art.tcul a p11raanec& const;ante durante el 

llOVi~ianto, cosa que ocurre con frecu&'Ocia, ta fulil'rz& se puede 

•xpr•UI" cooo Dn t2.S) y dado que dr " YtH, de la expraai6n ant•

rior, encantr._. 

··u u 

" .. • J ( • * )· cwu • J d<¡_,•, "' r. - T, , ~- 10~ 

u u 

donde M define la cantidlld 

2. tl 

ce.o la ..w,..aa c:e•uca del• puUcula 

En virtud de 1• defintcidn <2.lO>, tenlttM)• qU1t el producto 

I'•• repreMK1ta el tr ... aJo que por unidad de tiu11po, hace la fuerza 

F aabr• la partJcula. Entonces, ta acuacic1n <2.lO'> axpra~a el 

hacho d• que el tt·abajo total realizado por r durante el inttarvalo 

du U~mpo u,, i
1
>, e-5 tgul\l al e<1111bio en la cnergla cin4lica cle

dicha p~rtlcula. 

'21 



Pr..r otra partr., se rJic.:e que '"¡ c"'mpo do; fuer.:as es c.:onservati-

vo
1 

;:.i Gi:iste un,, func.:l.6n 1-,sc:alar t/>, ds tal forma que 

2.12 

•/olvi1mdo a la ec:ua.c.:ión c2.10>, se ti~ne que si ta partic:ula se 

1mcuentra en un campo c:on!Íarvativo, 

u f F•dr 

u. 

lll f <gr ad •> •dr "' ..... + •, • 

u 

CollParando 6lite resultado con el obtenido en c2.10•>, se llega 

a qur. 

2.14 

A la función <#-que aparece en 6stas. 1.gualt.lade2, se lti- denomina 

·dic.iendo que si dicha partlcula se mueve en un campo di.> fuer~as 
l.<l energla total para una part1cula, que tambié<I podemos expresar 

La el'prc=sión C2.14l r epresrmta el principio de conservación de 

conservativo, \.iU energ1a total 

peor111anei::e c1Jnstante durante, el 1novimiento. 

Oueda daro de (';'?,13l que el '.alLJr de la integral cid rritembro 

-------



'/ª qu.: Ll~ otr·i:, ,1,c1d::-, no s~r.1a pcsible .nt.1·uuuc:ir la fL1nci6n rl>· Con 

t1. 

1, 2 SISTEMAS DE HIJC".HAS PARTICULAS· 

~odas \¡¡. i:.lcas di' la sac.c16n anterior, pumlen ¡;er extendidas uu 

una 1n.:i.ni;1· a notur ill o.l caso de <:.i stemas compuestos por dos o 11\i\s 

particul a!P. 

Com;;id6r1?:..; uno d<"' t;.Jes sistema,; y ,;.:ian Fi. y F I" 

que obran sbbre la i-•¡;1ina particula del sistema, 5lendo la prime-

las fuer: as 

ra de &llas la fuGr~a awtorna y la ,;egunda, la fuerza debida a la 

Si mi. y vi. o;on \a íl•""".., la veloc:idac.I respeclivamenle de la 

pe1rlirula nómero i, clP \i< s1~gundc. ley de Ni?wt.on es.tilblec:ida por la 

f' .. o . .. 



Sum•ndo sobre todas 1 as parU e.u! i'S que componen el s¡.i stema, de 

l• expresión •nterior resulta 

2.16' 

En la Oltima 11u111a de eata iyualdad, para cada Fj• existe un F\j 

que, seg~ la tercera ley di' Newton expresada en (:;?, 41, es 19ual 

al ne1,1ativo 
d• ""'' 

de manera qu1t dicha suma •• nula, qui<dando 

enton1:e11. 

dª I -.r' . I F, :: ... 
dt8 

' 
2.17 

dond• se ha rcprese11tado por F a 1'1 resoultante de las furz•s 

oxternau, eJercitlaa sobre las parHculas. 

Si •• denota por H a la masa total dol sistema y sa d•fine •l 

2.10 

ta ecuación <2. 17l qu1?d.i conoo 
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2. 19 

Do'ii caracteristica'ii importantes da la dinúica de sistema• d• 

part1culas qu• 'iie pueden ob•erv.,- en los desarrollo• anttrrior••• 

son la• aiguientes1 Primltt"c, la• fuerzan internas no alteran el 

••tadc de 11avimi•nto del aiatelMI en conjunto, y 10e9undo, el •i•t•-

•• co111pl11to se A1Uave como si la cu.11a de toda• la!ió p.arUcula• astu-

viara concentrada an au centro de sna11a. 

S. prueba ahora que el principio da con~ervación del 11101Mtnto 

lineal, 11e sigue cUllj:lliendo en •i~tam.a• d• .ucha• part1culas. De 

la igualdad <2.18) ••sigue que al llOaltnto lineal del si•t .. a •• 

COlllbtnanda uata ~~preaidn con C2.19l, re•ulta 

dP 
iü"ª, • 

de donde •• in-diato que toi la fu.rza exturna resultante es nula, 

entone•• P • const., y el laCIM&nto lineal total del sistema 

•• conarva. 

f'ara al 111omento angular •e tiene un r·e~ltada anllogo. 

Sea O un punto fijo y sea r~ ol v&ctor de posic.idro de la 

(-•-sima part.lr.ula di;ol siste111a, r11specto " este puntu. 01? la ecua-
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cidn (2.7> sa ti•n• qu• el mo~ento •ngulM" de dicha partlcula estA 

dado por 

2.20 

y n&turalm1mta 1 al 1110mento angular tut•l del sist-. aerA tr¡¡ual a 

ta suiaa da 1011 111omento111 am¡¡ul.u·es individual••• .. to _,., 

2.21 

Se calcul• Ahora la ~erlvada teqioral de L. De la• iQualdad•• 

(2.Bl y <2.16) se tiene 

d&.. Ir • 
di' L X .L 

L 

• J rL IC P'L • IrL ..... L.j 

su-do111 loli productos rL • r.,. y r1 • "u· Si 111• 

que p
46 

• - rl' ttercera ley de Nttttton1 igualdad. 

e..:rlbir 

cu11nt• 

c2. 4> J podlilllOS 

•• encuentr.n. aabr• 

la lin•• que une " la• po11rUcu1.u ' y J <san paratalosl, par lo 
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tlM\to tenllllOs 

para cada par•Ja de p•Ucula•. ~wl ta ttntoncea, 

EKprn&da rtn palabr .. , la igualdad ant.,.ior dice q\llf ia dtlriva

da t-.paral del -.oto Mr;¡uhr total d•l •i at ... , e• igual al 

-.anto de la fu.raa mxterna con raleci*' •l punto d.-,J .....,.., 

H ln-.cllato que •t .. t• OlUm •• nulo, L M con1111rYa. 

le -...tra Miara.,. al --.nto an1¡uhr total •1 •i•t ... 

r1r1P9Cto a un punto e, .. t& for..-, por dow. contrfbucton••J una dtr 

ellas n dtllltda al ....,to anoul• del atsteea cancantr.ado Etl .., 

clll'ltro de uu, v la otra, al -to an¡ul.- caua.Mlo par •l mvl

at11nto de la coarponenlea del •ht•a& alrededor de dicho centro. 

Sea 8 •I vector de postcido del centro de NH, referido al 

punto e v Ma r¡ el vetar de postcldn de la , .... 1 .. pwUcula 

can re.-=to al centro IN ..... Entone••• la poaictdn da la p.-tl

cula cito\da con resp~to •O, aat6 car•ctartzada pcr el vectcr 

enc:ontraeos 



:?.23' 

Su¡;ti tuyendo •lit&!i axpreaiones para rl. y Y• en (2. 21) y dosa

rrol l ando, s~ obtiene 

=IR,. •,Y+ I1t,. -\Y~+ I~~ x A¡_Y +Ir~ x "\~ 
• • 

= R >< MV + a x ~ I '\ r ¡: + ( I •1. r ~ J x Y + I r ~ x Pi: • 
¡ ¡ ¡ 

Ahora, p•r .. l• •~ de lo• tolr•lnaa •Lr¡ qua ~.ireca 9n ••t• 
axprealdn, r~•ulta 

I "\r¡ • I '\ <r,- ., .. I "\r, - • I "\ ... o • 2.24 
¡ 

d• -.itera que nar. qu6tda p...-a el 11CMMnto angular 

lQuald•d qua prueba la afireacidn hecha antea. 

piN".a siatetaali da 111Uch•• partli:ula!i. 

La fullt"'za que act~a sobre la L-6aima partlcula del aiateaa, 
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eatA dtlda por la e~pre&i6n <2.ló>, de manara que segGn c2;10>, el 

tr&b&Jo que real i z.a dicha fuerza es 

.. w: ~ J h<91Y1l •dr, 
2.26 

u 

SWN de los tr.abaJ~ indi'1iduales, quedando da la Olti11a igualdad, 

,. 
·If (~~",,)·""de 

\ u 

2.27 

dand• u ha denotado por T
11 

a la 11nergla cin6tica total· del si ste

.. al tiellPD t 11a _. decir, 

T11 • I i-. cvL u•> t' . 

" 
2.28 

d• un sisteaa d& partlculas •• puede expresar referida a su centro 

d• iaa,&.a. P..r• el lo to..-o• en cuenta la ecuou:idn <2.23'1 y escri-
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• • .... V¡ 

= ~,,. (Y + ,,.: l • <V + y: l 
• ¡, • • 

ctr• 
• !111. v• + a Y·~' + .!..- v• • • 

a • L at a l. l. 

SUMando aobrv todas las p.u-t1culaa que forman el &i&tlHl<I, de la 

•xpresídn <2.24> resulta 

dr" I "\•·crr~ • Y•h I '\r¡ = o • 
¡ 

quadanda entone•• para la ~n~rQla ctn•tica total 

T •Ir~ .. ¡w + ¡ I"\v¡• 2.2' 
¡ ¡ 

Volviendo a la def1nicidn de trabajo dada en la ecuacidn <2.101 

encontruoa 

3ó 

•• • If .. ,,·d•\ 
¡,.; '. 

2.30 



Supong0&mos .ahora que tanto 1 as fuun:as •1<ternas tolllO 1 il• inter-

j, •~isten funciones &$Calares con las siQuient•• 

propiedades 

Entanc:•111• (2,30> ao pulida aacribir en la for-

,. 
"aa • -I J grad,41l •dr~ 

~ u 

l• f <grad,";,•dr4 + ur•d/iJ•dr¡> • 
u 

2.3l 

El factor i ae incluy• en l• 111~unda su~a, debido • que cada par 

de t4rainos dentro da otsta .paracarA do• vtteas¡ una .vez al su.ar 

sobra t y la otra al au.ar liQbre J. Ahora, de latí propiedadn d•· 
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u UI 

= -~ J gr,;id •• •dr l. l. l. .. ; I J Qrad,-~ 1 ·dr>í 
•.s u 

de . ~;?· 32> , obtena111os 

---» 

. ,, 

+ ! 
ll 

..... - -... •, . 

r. • •, . 

:Z.32 

Es.ta oxpresidt; rep1·escnta el principio de con!i1tl"vacidn de la 



('MllULO 3 

MtCAMICA ANALl.TICA 



El formalismo newtoniano de la dinlmica da particulas expuesto 

en el cap1 tul o a.nter i or, repres1mta sol o una parte de 1 a rama de 

la f15ica conocida como l»clnica Cll•ica. Dentro de 6sta se 

encuentra tambi~ la m~clnica anal1tic.a, qua consiste bAsicament• 

.C\ICll::(6n d. Haa(lton-Jacob(. Obviamente, la» dos formulaciones 

--.cionad•• son ..-quiv.;..lentes y por· lo tanto, dado un problellMI 

din.\llico, alllbas conducen a 1011 mis11a• resultados 

Una di fer ene i a furidamenl•l entr1:1 vl for111al i smo newtoni ano y •l 

lagr"'1giano y ha111iltoniano, es qua el pri~ero as de car.actar pura-

-nt• vectorial, mi1mtra• que en el otro, los problemas de 111ovi-

la 111ecAnic.a ana11lica los conceptos talvs como coordenada, veloci-

dad, aceleracidn, mü111ento y fuerza, adquieren un »antido iaAa 

t1111P1io1 n<> tienen el 11i1111D significado r1gido qua o.e le» a!iigna en 

l • formul .acidn nawtoni ana. 

Con•id.-ese un sistemi& fonnado por H part1cul••· SagQn los 

de!ói&rrollo• del capitulo anterior, se ruquarirA de N ve1:tore11 r", 

r
8

, ••• ,r.,, para caraclori2M sus posiciones. Si 11e ubica •• 
con Junto de part1cul a• en un 5i i;temil de coordenad•• rectangul are!I, 
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cada uno de los vectores 111encionados qued.r• e&pocificado en t.,.

•inos de tres coordenadas cartesianas x, y y •· Entonces, para el 

sistema completo, serAn necesorias 3H cantidades escalares para 

daterminar lliUS caractm-isttcas de posición. 

Es claro que, d.ado un sistema din.imico, podr1an existir •n •t 

conjuntos de coordenadas que no fueran ind~pendi~ntes; es decir, 

conjuntos en los cuales un cambio i<n algWlO o algunos de sus 

eleAientos, generar• cambios en uno o 11\As de los ele~ento• 

restantes. Cuando ~to ocurre, se dice que hay ligaduras que 

constr Ulen el movi mi en to del si sti;ma. 

Se puede peo~ en diversos tipos de ligaduras, estableciendo 

su clasiftcacidn atendiendo a det•r•inadas caracterlsticas. Asl 

por ojet11plo, si para un siste111& dado, las ecuaciones de ligadura 

contienen explicit.allltf'lt• al ti1t91Po, se die• que las ligadura• son 

~. En e.aso de que ~lo no ocurra, ~e dice que son ltlf0dura8 

.-el•~· 

Un& cla .. aay i.portant• de ligaduras de los sisteM&s din&.i

cos, son las llamadas lt~ hol~. Dire110• que toda liga

dura suct?f)tible de e::pres.arse mediante una ecuaci.6n de la for111a 

3.1 

os holdnOIN. 

Supon9...a. que en el ~i•teaa propus~to existen ~ ligaduras. Si 

to.la> .. tas son hol6nomas, habri ~ecuaciones de la for~a <3.l> y 
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por lo tanto podn:moi'i eli«iinar lt de la ::;H .:o..;rdt?nadas que hah1a 

inicialmente, quedando a~l un ~otal de 3H lt coordenadas inde-

pendii::ntes. Se dir~ entonces que el r ·.;tema tiene 3H - lt 1Jrado• 

Se pueden ahora elegir de una manera adecuada 3N - J.. = n. VA-

riables ind¡,?pendientes, de tal forma que cada uno de los N 

vectores r,.,r8, •.. ,rN, quede e)<presado como funci6n de ellas 

y al tiempo. Si se representan por q,,q
2

, ••• ,qn las nuevas varia

bles, tendre111os, 

3.2 

para 1,2, ••• ,H. 

A las q's de las igualdades anteriores se les denomina 

ellas, sa le llama <1H1pacio e'- conft6UZ"act6n. En estos t...-minos, 

por un movimiento del siste~a ¡;e entender• un cambio en la 

po5icidn del punto <q,,q
8
,, •• ,q,.l en dicho espacio, al variar el 

tia111po. 

De la i9ualdad <3.2) queda claro qua la velocidad •L de la 

(-fiima partlcula quedara. relacionada con las v.loc(claM• l•M~

,,~ q (~ = t, ••. ,nl madi ante la expresidn 
k 
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"• 3.3 

Regresamos ahora al principio del capitulo anterior. Si exten-

dumo;¡ 1 o que se di jo al 11 a &i •temas COlllO el que se est.i propo-

niendo, tenemos que si en alc;¡ún instante s;e especifican las 

coordenadas y las velociJade~ de las particulas que lo forman, 

poJr·i sur dsater111inad.a cualquier caracterJstica de su evolución 

din.lmica futura. Cocno en el caso ni::wtonianu, .:n la mec:<inica de 

Lagr•.nge, l.:.s ecuacion.;s de movirr.ilmto son relaciones entre l.os 

coordenada;¡, las velucidades i la~ aceleraciones, y respecto a las 

p1·imeras, son ecuaciones diferenciales de segundo orden. 

Con base en los conceptos que se acaban de introducir y emple-

ando un principio extr·emal, es posible llGH~ar a las ecuacione• de 

mcvimi ente de Lagrange. De hec.:ho, el pr·incipio que se menciom1, 

representa la forma 11..t.s ge11eral para la ley que rige el 111ovi111iento 

de las lii&tcmas aec~icos. 

E:xiate otro camino para llegar a las ecuacione• do movi111ienlo 

cito.da.so. Este consi ale ""'' partir taiabido da l•• c.¡ntii.Jade& que s• 

definieron ~l inicio e intruducir los conceptos de f1111rsa •.,..,-o-
L (aada, c»•pLasaaiento \l(rtual y trabajo llirt'UllL. Oe!>pu~ s• 

elllf)lea el principio de o-·At~rt i se h.aclifl los de~arrollos 

pertinentes. Eo este traba.jo seguire1110s el camino serlalado en pri-

..,. lug.ar. 

Sii! establecu el prh'w:tpio t# llllnt-.a cJCc(ón o pl'Cnctpto • Ha-
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m(lton ~n los siguientes t6r~1no~: 

P•ra cada su;teina con n grado• de libertc>tl e;:iste una función 

L L!q , ••• ,q ,q , ... ,q 1 tl 
t n a n 3.4 

mediante la cual queda caracterizado su estado dinimico¡ ade-

mis, si en los instantes t = t, y t = t
8 

el sistema ocupa las 

posiciones <q"\ ••• ,q 1ul y tq 1v, ••• ,q 1v>. donde q~;, = qL(tj>. 
a " ' " " " 

para J = 1,2 y ~ = l, ••• ,n entonces, el lllDVimiento que 

realiza entre estos puntos es de tal manera que la inta-

gr al 

UI 

w .. J . . 
L < q,, ... , q , q , ••• , q , t l d t , 

" ' n .,. 

tocna un valor e~tre!Ml. 

A la C<lfltidad W definida dqul, se le da el noMbre de ac:c'°" y a 

C0111parando la laQranQiana L.~ada en <3.4> can la funcldn / de 

la lQUaldad <l.9> del c.apltulo 1, y de la teorla asociada can esta 

Olti•a, vemos que el principio de H .. illon •s equivalent• a postu

lar que la variacidn da la accidn w, •• nula¡ as decir, ISW = o, a 

bien, de CS.~> 
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u 

6I L«i¡,,.qk,t>dt =o ' 
u 

donde evidentewinte, ~ = 1, ••• ,n. 

3.6 

Volviendo nuevamente al primer c¡¡p1tulo¡ partie~lar1111tnt• a la• 

ecuacion•• <1.9'> a <1.10'>, tenemos qua la expre•idn (3.6> "°" 
conduce a la igualdad 

o ' 3.7 

y que ~ta 5lt verifica, toda vez que se satisface el conjunto dlt 

ecuaciones 

o 1 le== 1, ••• •" • 3.8 

En t••inca d• la l~rangiana L, se d•fine una cantidad equiva-

lente al llQeelltO Une.-al de la 1D11Cinica n-toni.ana. CDIM> ocurre con 

otros CDf\CllPlOs, 11n MllCinic& analJtica la cantidad -ncianada 

adquiw• un aentldo -'• &lllJl io y por lo tanto repres11nta una 

9eneraltzacidn del concepto •stablecido par la t9ualdad <2.3>. Se 

l• l ta .. __..to c:CM&alco o -10 C:Oftj.,...,. y se define awdtM1te 



lc.=l, ••• ,n. 

Naturalmente, para un sistema dado, es posible obtener los 

c.01npon11nta1 dol m011111nto lineal newtoniano, a partir de los fllOmln-

tos candnicoa p
11

• 

En virtud de 1 a equl valencia entre las formulaciones newt:oniana 

y lagrangi~na da la mec.\nica, bajo la llll!todologia da esta Oltima 

tambi4o pueden ser establecidos los principios de conservacidn 

seftalados en el capitulo anterior, En elóta parte detallaremos 

•olamente el referente .a la con'liervacidn de la energ1.aJ sobre todo 

porque de •lQuna manera, esta principio estA relacionado con con-

ceptoi;¡ que aparecerAn •n desarrollos posterioreG. 

Propone~os un& laQrangiana qua no depende a~pllcitamenta dal 

tiempo. Calculando su derivada total respecto a est• parAtnatra, 

dL ar .. 

_ .. 

d• ...,,.,.. que e'" po11tible •5Cribir la iQualdad anterior en la formca 

46 



Restando a allbos •ieabros d111 esta e><prasidn la derivada dL/dt y 

tD111Ando en cuenta la igualdad (3.9), se llega a que 

Tt( I p .. ~ - L ) = o • 3.10 

k 

Se concluye de .aqu1 que, cu;ando la lagrangia.na L de un stst ... 

dinAalco no «Mp9nde e><pllcitamente del tie11Po, la cantidad 

3.11 

per•anece canat.nte dur.nt• el IQO\limiento. 

A la c.ntid..t H definida en la Qlti•a igualdad, .. l• da el 

.. t• •• con....-vativo, H coincide con su energ1a niec:Anica total. 
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CGllO •• vio un 1& 1U1Ccido anteriOf"t dado un aiata!Qa CM1c"1ico 

can " grado• da lib11rtad• la far11Ulac:i6n l•11r.ancaiana conduce & un 

conJunto de n ecu.ac.ionea diFM"encial•• d• s&>;Uhdo ord1tn que detw

•lnan l•• caracterlatican de Mi 11e>Vi•iento Cv•a .. t3.8ll. En prin

cipio, cf.da una d~ ••ta• 1PCuacion1ta pi.Mide aer r•MA•lta ha .. ta do• 

con'lll•nte• •b1trar i ••• que r•wllan debida al ard9n de l• 

ecuacidn. Habr& 1tOtonc1tll un total de 2" can•hnt•• cuyo valor ..,., 

1Ht.ealecido toda vez que u U Jan lOtl v,dor•• de 1•• caardltf'l&d•• y 

de la• veloc:ldad11• 9en1trall::Ada•1 M\ W'I ln•tant• dado • 

.. .,..tra .ttora un procadiai11nto Mdit1nte •l cual, P•• un 

•i•t ... ce.a •1 Mnciondo, .. aao-U•I• olat.,... un cmtjunto de 2" 

acu.cion•• d• 111aviah1nto de ..,.,_.. crden. en ttrldl'NK de laa caar

d.....t .. ..-nllf"•l t:Adff y lo• .aMnlo. candnic• _,,ni-. llft la 

, ... , ... CS.•>. o.- Ql.ie ... ••l• CHO, •• .cuacion .. un •• , ... 

or-., cMa una de •11•• •roJw6 W'a con•tanta d• int..,-.cltn, y 

pr lo tanto, •I i9u.al que en la faraullilClM &...-Mei<lftA, el ,aro

'11ia.& del 11Dvlaiento quedar& totalunte d9terainado h••l• 2" cona

tantos arttltrat·i••· 

ea la Ltu.tldad <l.lb> d•l c~&tula l, v•llO• qua •1 n91ativo de 
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l.a h ... i.lt.oni.ana H definida por 1• ¡¡¡¡¡preaido <~.111, •• la 

t.ranafarull• da L•CJ•ndre de la law.ingi.n.a L n111Pecto • la• varia

ble• q to o ,,q , fnlOOCl?'i 1 !io111Jlln laL l<C.UACiOfllilO (l, l:JI y (1, l:S") a n 

donadaa ganer•li~•da~ '\:• d~ Jo& ~to& c4lll6nicoa pk y d•l ti .. -

po¡ .. t.o ea, 

Calcul.....-1tt10a .ahora la diferanci•l dH; prilllll"'o • póit'llr d• la 

O. la deUnici., de _..to i:.an&\lca dM.a en c:s.•>• r•llUl~a 

evidente que l• IMHJU!ld• 11&19& de l• i9'1AldM antArlQI", M anu.1• con 

l• c...,.t., .-.... , de ••• .c:u.c:i~ de &..vano• dMIH 11ri t:S.8>, 

......,. qwr l• l.,.c•r• su.a pUMllt escribir&11 en la far .. 

dH ,. I . I. ... 
q dp - p da.. - - di • . . . -. .. 

Ir • 

4'1 



Por olr• p.arte, •l dift1renci.M" <3.12>, ene.entramo& 

3.13' 

. aH 
q .. " 

"P., 
3.14 

• IH 
plr "--... .. IH _ .. -- . • •t 

rlll\ci•lua Je prilllif" orden .., l•• v•i•bla11 q., y p11 • Son conoc:id•11 

C090 .c....:'orw. • li<JaiUon, y por .u ¡¡encl.ll•z v aiplri• do f'cr-
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La exp.,-iitncia demuestra que los sistemas aislados tienden en 

;eneral, a evolucionar espont.aneaJMtnta hilcia a5tados finales si•

pl ... As1 por P.jemplo, la turbulencia en loa fluidos •• amortigua 

con el tie111po¡ la falta da hOlllOQanaidad en una concantracidn dasa

parece linalmenta, dltbldo a las corrientes de difuaidnJ y las d•

for•acionas p1Asticaa, c•d•n ante tensiones interna• no hollOijeneas 

d•l ai!MIO ... tarial. El obJetivo da la tar110di11Amica •• la deter•&

n~idn del ••lado final que se alcanza deapues d• eli•inar la• 

Htaduras tnlarnas d• un sisle111a compue¡;lo aisl.ado. 

Lo• .. tados de e.tuilibrio, se dwfin•n COllO .qWlllos astados 

particular•• de lo• si1tu•~• staples qwt, da•d• al punto de vista 

•&croKdpico, ••lAn car.act8f"izado• cCJllPlat...nte por la anerCJl• 

int•na u, el volYMn Y y loa nOIMtro• da llOlas N•,, •• ,N, da 1 as 

di feruntff cQ11Por11tntes qul•icos, 

Ahora, para un sist ... dado, todo proble11& terllOdinuica rela

Uvo a •t, se puede resolver compaetalllllf'lte si - conoce la rala

ci.._ fund ... ntal. Una repreaantaciOn d• .. ta•• la qua deter•ina a 

la enero&• intern~ U colllO funcidn d• lus par ... troa extansiva•a 

entrop&a, volumen y no.ero• de iaol•• de los componentes quJ~icos. 

11 .. r•praaanta por S a la entropla y 1e supon• que hay r CQllP0-
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nent•• qulaicos diferente• en el sist•••• la rel•c16n funda1111ntal 

•• una función d• la for .. 

Cllcul.ando 1• pr1M&ra diferencial de u, encontr..as 

donde .. definan 

n 

dU • TdS - PdV + I "•dt\ ' .... 

.. 
T• ( - ) ' . . .•.... ·" • ft .. .. ·-(-) ' .., ........... .. 

4.l 

4.2 

4.S 

4.4 

4.S. 

En lo que •ioue, nos referi,.1t110• • un •i•t ... for .. do pcr un• 

wst-.cia IMW'• <par eJ911Pla, un flUido p•fectoJ. En ••t• e.aso la 

igualdad C4.2> to- la far' .. 

dU .. TdS - PdV 4.6 
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relación que IHi vllida si el sisteiaa se encuentra en equilibrio 

lErinodin6aico y sin reacción qu1mica. Por otra parte se tiene la 

r•1ac:'6n et. G'bb•-~. entre las diferenciales de los; parlmetros 

intensivos 

O ., SdT - VdP • 4.7 

A partir de las expresiones C4.bl y t4.7> se puede llegar a una 

•xpresióo para la energía. Sumando 111iembro a iniembro e integrando, 

se obtiene directamente 

u TS - PV , 4.8 

En inuchas ocasiones resulta conveniente trabajar con cantidades 

qua s• IH\cuentran referidas a otras de la inisma especie, Por aje.-

plo, do& conceptos (/tiles en la din~mica de fluidos que tienen 

est.a• car.acter111oticas, son ta ct.n.'dad et. •nerjJla 'nt•rna y lea 

.._,._,dad d. •ntropia ct.t •t•t....a. Para una porción B cualquiera d• 

dicho sistema, la primera de ellas se denota por u y se define 

Mediante la igualdad 

U "' f \.dV 

• 

v para la densidad de antropia •• se establee:• 

TS • J T•dV 

• 

4.9 

4.10 



Obviainante, en L«ainos de elita• dos nueva5 reprasunt01.cioneli de 

la energl• y la entropla, la igualdad <4.B> adquiere la fcrlDi& 

u= Ts - P , 
4.11 

quedando todo referido al 11olumen. 

Empleando ahora la densidad de masa p del fluido, e• poliibla 

definir las variables especifica» relativas a las dos cantidadea 

ya lll!f\Cionadas. As1, la energla interna especifica, que ser• deno-

tad• por •• se define por la exprasi6n 

4.12 
u•#», 

y la entropla especifica n, mediante 

4.13 

VltllD& da aqu1 que en t.-•inos de• y~. la expresión <4.11> 

quacl• an l• for-

. .. T-,, - ~, p 

y par• la relación de Gibbs-Duha• d•da en <4.7>, resulta 

JJdT - !_ dP = O • 
p 

4.14 

4. IS 

DiferonciiUldO la eollf"Qla ~pec1fica •de la ecuación <4.141, y 



tomAndo en cuenta esta Oltima igualdad, se llega directament& a la 

e>: presión 

p 
Tdl} + - dp 

p• 
4.16 

Con base en ésto se establecen las definicieines de temperatura 

y preliión como 

4.17 

retifJact.i Vil1nant11. 

En un;a gr;an cantidad da problemas da termodin~ic;a, result;a 

ot:il conocer el comportamiento del volumen de un sistema, ante 

cambios en la presión o en la ·temperatura, cuando, la otra varia-

bla perm;aneca constante. En virtud de ello sa define el·c~/(c(Ml-

t• "- c~ .. ~biltdad t•ot6ratco mediante l& expresidn 

4.18 

que repre•enta la disminución relativa da volumen por unidad d• 

incrtHllanto d• pra•ión, a tamperarura constante. 

De ••nlW'& aniloga, al increl!llinto relativo da volu~en por unidad 



de 1ncrR111eoto de temperatura de un sistema ~ntenido a pre•idn 

constante, se le llama co./,cL.,.t~ d. •Kpa1Wt.6n "°l"""'trtca y !ie 

define CD1'0 

(1 ,. !.[ ~ ) . 4.19 
V Ir ,. 

Si en lugar da V se el!lplea en las dos igualdades anteriores la 

v;ari.able p, 6stas quedan en la forma 

4.20 

Finalmente definiRIDS el calor espec1fico a Vül<,m&n ..:onstants c., 

como el caler cua~leslo\tico requerido para producir un increme.>nto 

de una unidad de temperatura en un liistema mantenido a volumen 

const.ante; es decir, 

c 
V 

dQ 49$ 

( -) .. r{ - ) . 
dT v 6T y 

4.21 

Ellple.ando la entrop1a aapeclfica ~ en esta •~presión se obtiene 

c 
V 

d9 .-n.,..• qua el calor especifico a volumen constante, por unidad 

dlt NN del •i•t•-· queda cofllQ 



4.22 

En termodinAm1ca es posible establecer cierta clase de relacio-

nes que resultan de gran utilidad, tanto para la parte formal, 

co.-o para las aplicaciones de esta disciplina. Dichas relaciones 

consisten en transformadas de Legendre de la relación fundam•ntal 

C4,t> o <4.141 Cveau la sRcci6l Cl.31 del pri111&r capitule> y ¡¡on 

COllO se verA lll&s adelanta, una utilidad prActica de los pot•n

cialas citados, •• que relacionan a v;ariablas l>Uceptibl•s de medi-

,,.lllholts es la transfor•ada d• Legendre d• la relaci6n fundaAMtn

tal U dada an <4. t>, respecte a la antl'op1 aa esto es, toe reeniplaza 

la variable S por la variable T definida ~n <4.3>. De •ata manera, 

si lla•a110s F al potencial mencionado, ten~• 
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F=U-TS. 4.23 

Logico1111ente, est.a ic¡¡~ldad puttd• pon.-- •en t••tnos d• l&lli 

v.ari~leli espllC.l.flcaa • y 11, quedilltdo entone-

f = • - TQ , 4.23° 

otro potencial t..-llOdinMico i11portant.e, es la llamada -••1-

"'ª· Est.e consiste an la tranliifcr-da de Legendre de la energJa U 

rlttlptteto al volWM!fl; es decir, rlitltlllJla.za el volumen V por la 

presidn P definida por la expresión <4.41. Si se denota a la 

entalpla por H, reM1lta 

H=U+PV. 4.24 

~&Mnte, 1191Ple.ando lu vari.ü>las especificas • y p, se 

4.24° 

CN.,.. Eata r•laci&t se denota por O y - la tr.an&forM&da de 

L...,..• de la en11rgl.a U rR1iJ1ecto a las varitlbles S y V; s1t tiene 



g = • - T~ + p 4.25• p 

Dado qu• las funcionr.os •• .f• h y g, definidas por las igualda

d•& <4.14 l, <4. 23'1, <4. 24' > y <4. 25' l respectivamente, tienen 

significado fisico real, sus diferenciales deben der diferenciales 

exactas y por lo tanto, !óe deben de satisfacer la!ó relacionar. 

6T ~( ~) - :: 
et¡¡:. h/ Pª 

6T 

:c~J· _,. 
l1P 

4.26 
ilf) a P 
-= - ;;(;.) 
et¡¡:. 

ilf) 

-:(~)· -= 
6IP 

A este conjunto da igualdades, ae les conoce como ~lac(o!WIS "-

~tl. 
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En la obra d• Clifford Truesdoll •rhe tragicOMedy of classical 

ther.odyna•ics• Clnternalional Centre for Mechanical Sciences¡ 

UDINE 1q71>. el autor hace un an.llisis de los principales concep

tos de la terlll0din"81ica cl.lsica, introducidos a trav6s de los tra

b•Jos de Fourier, Cdrnot Clapeyron, Hellllholtz, Clausius y Gibbs, y 

llega, entre otras cosds a la conclusic5o de que un nofllbre RIAs 

apropiado para esta r.ama do l.i fl!iica, es el de t•r-.stAUca. 

Esto debido a que l.i validé;: de sus postulados est.l restringid,¡ a 

estados de equilibrio, procesos cuasi-e-,;t.lticos 

a situaciones que insir.();.r1 qui.• no '1a~· n.ovi1.1u:nlo presenli.•. 

Seg(Jri Tr11!'-,.d1:tll, qui., tuvo inicial111ente los recursos necesa

rios para elaborar un¡¡ tooria «1.ls aplicable a siste111as con 

.avi•iento interno, fue Fouriers sin·einbargo, llkote no abordó el 

prabl..a en toda su eagnitud. 

Debido a lo anterior¡ & peSAr del enorme cat1po de aplicación de 

la terlKldinAlnica clAliica y de la gran cantidad da pr·oble111as qWt se 

puede11 resolver a travfi de ella, se ha visto l• necesidad da 

hacerl• ~liacion1t11. lkla 9enaralizacidn de algunos de los concep

tas qua aanoJa la tarmodin.ialica clAsica, se da an la llamada t•r-

mod(nia(C:4 (.rr.ue.r•(bl• y una rama de cre.ci6n 

prat1111da d.ar un paso -'• ali& de esta Qlti111a, 

t.•nlOIUnAatca •.ld.ncf(da. 

mili reciente qu• 

la constituya ln 

La ter1M1din611tca irreveraibla, al igual qu• la part• cl&sica 
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corresp~diente, es una ciencia fenomenológica y trata de manera 

semejante los conceptos como entropia, energia interna, presi6n, 

etc. La diferencia entre una formulaci6n y la otra, esti en la 

forma de concebir los sistemas que se van a estudiar y la inclu

sión del parimatro tiempo en la termodinimica irreversible, como 

variable de descripción de los estados de dichos sistemas. 

La terrnodinAmica u-r-1.?Versible parte de dos postulados bisicO!iJ 

el primero de ellos hace referencia al empleo de variables de cam

po en Jugar de parAnletroü globales de un sistema y el s~gundo 

establece el principio de equilibrio tocdl. 

El primer postulado, es un resultado que se infiere a partir de 

considerar a los sistemas macroscópicos, como formados por un gran 

nC&nero da pequer'lo& subsistemas, en cada uno de lo• cuales e•tA 

definida una entropia, una enarg1a interna, una presiOn, etc., 

para todo tiempo. Naturalmente, lo& valores de estas cantidades 

tendrAn ahora un carActer local. El principio de equilibrio local 

establece que todas la& propiedades qua se verifican para un siü

tem& en conjunto que se encuentra en equilibrio, son vilida5 ta1n

bi~ para cualquier parte de dicho sistema, si •sta se encuentra 

en equilibrio. 

Como un comentario final sobre el tema, mencionaremos que para 

llegar a una descripción apropiada de los procesos irreversible.s, 

&a hac& uso b.lsicamente de dos tipas 1Je poi .linetrosJ uno para 

descn ~1r la ufuer;:a" que impulsa al procliso y el otro para des

cri b.r la respuesta a dicha fuer;a. A tal&& fuerzas generalizadas 



se tes denuAiina aftnL~ y a las respuestas a ellas se les llauna 

fluj,,,.. [Jlpleando la representación antr6pica, en el caso de sis

telails di&eretos, las afinidades son diferencias entre par~tro• 

intena1VD5J y para s .. stemas cootinuOG, son los gradiente• da estos 

parAaietros. Los fluJOli se definmt c01110 la velocidad de cambio de 

los par~ros extensivos. 

La relación entre flujos y afinidades, es lo que caracteriza la 

velocidad.de los procelOOS irreversibles. 



CAPITULO S 

MEDIOS CONTINUOS 
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Consi~ese un ststeea din.llllico, fcw-Ailldo por N part1culas que 

se encueotr.ao distribuidas en una región C' del 

tridillll!nsional E. Slupóngase que el llDViaiento 

espacio RUClideo 

del sist!HY. est& 

constreftido por l lig<lduras hol6n0111as. Entonces, el sisteca;;a cuenta 

con 3N- l gr.cfos de libertad, qued.;ando 111 vector de posictdn rk 

de la lt-6si- p.art:1cula, Pn tkMinos de las coordenadas generali

za.das qi c090 

5.1 

El capitulo 3 y la parte referente a sista.a.s d• 11Uchas p.art.l

culas del capitulo 2, estÁn expuestos precisa.ente bajo est• 

concepto; t.:S d.cir, &e supone all1 un sist-.. con un no.ero finito 

de c011ponentes. 

Existe sin ...,.,..,º la posibilidad aatelllttca de hacer qUlf el 

n<-aro da p.v-tlculas qua for-•an un siste.. dlnAllico, crezca inde

finida--.ta, hasta lletJar de un soist.ema discreto A uno continuo. 

l:n •te, lAI! coordenildas general h:Adas son funciones continwas dlt 

l& foraa .,. = poc,y,s, t J, donde x, y y a 5Df'I las coordenadas cart..

sl.nas y t .. el titr11po. 

-----... 



A cada función Y' se le llama compor14mt• c/.9 CCJIAPO o campo "'n una 

dt..,nisC6n, y para un sistema dado, habr1 en general un n(Jmero H de 

lales componentes. As!, las caracter!sticas dinimicas de dicho 

sistema podr6n ser descritas con base en las igualdades 

Y'A = 'fA <r, tl • 5.Z 

Para estas e>:presiones se define 111. cantidad "'•.µ' mediante 

5.3 

donde cJJ> = cxº=t, x'=x, "''"""• x•=•>. 

Procediendo de manera anAlooa a cuando se definieron las fun-

cienes lagrangi.rnai; para sistema• de particula•, en t•rminos de 

las coordenadas y las velocidades generalizadas, podemos pensar 

ponaotes da campo "'A' de las derivadas de éstas con respecto a 

las variables JJ y de las mismas variables .,/'. Si se denota par % 

a una de tales donsidades, tendremos 

Je= Z<\I' •\I' ,.,/'> . 
A A,µ 

5.4 

Una propiedad que debe observar la función % es que al ser 

integrada sobre el volumen que contiene a todas las partes del 

siste111a, el re,;ultado debe ser la lagrangiana l. de .tste¡ es decir, 

L • 5. :s 



Siguiendo con el mis•o esque1Ra del capitulo 3, podemos integrar 

ahora ambos miembros de esta igualdad en un intervalo de tie111Po 

<t,,t8> y definir la acción W como se hi~o en la ecuación <3.5> 

la 

W = J J ZdVdt 
CI V 

5.6 

Aplicando el principio de Ha.mil ton a esta eMprasidn, Cveanse 

las ecuaciones (1.lll, <1.12) y ct.12'> del capitulo 11, se llega 

al conjunto de ecuaciones 

o • 5.7 

Por un medio continuo, entende110s un cuerpo ~aterial que puede 

llOdelarse mediante una variedad difRrenciabl• Ccon frontera> 8, de 

est6 definida por un conjunto• de mapeos 1sa.é5rficos.de B, en re

giones COlllJ>actas del espacio euclideo tridiinensional E, con espa

cio de traslaci6o V y una medida real no negativa H, definida para 

todos los 11UbconJuntos de Borel de 8. Los •apeos • • e, son laa 
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canH9uractones d• 8 y •I punto x = •CfJ, - la pc.sici6n del 

punto •aterial ( en la conf1gurac16n •· 

Lól medi-da t1 us la distribución da iaasa drt By tilH\e l• alguian-

te prapiedóldl 

P.ira cad.a "' • •, existe un.a densidad de ..,.sa p tal que lil 

"' -sa M<C>. dlt cualquiera de las; pArtes Ce a, esta dad.;a por 

t'l<C> " J p,.cx, UdV , 

.,.ce> 

donde dV, es el li!llltMHlta de vol~ en •ta>. 

s.a 

Por un movi1111ent.o de•• se entendiw.I una f.a..ilia 1-parilMtric.;a 

Cwi< •, L > > de conf i guraci enes de 11. El par.lmetro I 11 a.ado ,,,,...,ro 
dio -lución o u_,.,, se supone estricta.ente aJOotol!nica y den-

nido s;obre algCln intervalo real ca,bl y pC•,t>, !i8 .upone al lll!nOa 

de clJ.Srt rf' en lodos sus wgumentos. Asf pues, un llOViaiento de 8 

queda repr11sentado en IE -di ante una cgngrUllhci .;a de curv.;as di fa-

rencio1bles 

•'··" Co,bl X 8 __. U • 5.9 

siendo u una región de l.' conocida ca.o Vt#ral/oraa ti# 11 y definida 

eediante 

u = U .,.c11, & > • 5.10 

' 



La curv.-

s.1 

.. l& trayectoria del punto m&t•ri•l ' y el ca.po et. "9locC~ 

del movimiento d• •, •s tm ca111po vectorial 

«nu - " I y= Y(XU), &» ' s. I~ 

cuyas curvas int&Qr•l••• son las trayectorias de los punto• aate-

riales da IJ, A la11 volocidadoli aal definid••• SR l•• lld& v•lo· 

cidad•• eulRrianas. 

Por otra parta, de la definicidn da velocidad p.ar& un punte 

material '' tgnomos qua 

dx 
v = ifí • S.13 

donde x = x<&> est• dado en <5.11>. Esta cantidad lla•ad& uelac'-

dad lacrrancrtana, •• avidant•mente una funci(lo de ' y de t y eatl 

ref.,.ida a la• part1cu1as que forman al cuerpo. La igualdad 

dx aT • v<x<t>, &> , S.14 

establece la equivalencia entre l&& velocidades lagrangiana y 

Supdngase ahora que ~<·1t> y ~<•1&•1, con t• = & + 6&, son dua 

configuraciones de IB en uno de sus movimi•ntos, Entonces, •I di• 
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fao.arfiaMO ~<t'lt> definido por 

~<e• l t> 

_qua 11<tpea ~<8,t> en ~<B,t•>, tiene la aiguiente estructura 

~(t' ft> 

donde B<At> es tal que 

1 + Ah«•Jtl + 6CAt> , 

l 1 B<Atl 
111 Ar= 

Al + o 
o ' 

5.15 

5, 16 

5.17 

y 1. e& la identidad &obre ~<8,t>. De eata forma, es claro que el 

campo d& velocidades de 18, es Rl generador de los de5plazamientos 

de lo~ PW'ltos •ateriales de 18. 

T01Nndo en cuenta l.a afirm•ción hecha en la i¡eccidn 1.4 1:hil ca-

p'tulo s, •n •l sentido de que el estado de movimiento de un flui-

do queda determinado por cinco cantidades¡ las tres componentr.s da 

la velocidad Y y, por ejemplo, la presidn p y la dansidad p, un 

ai&tema completo do ecuaciones qua describ• dicho estado, debe 

,. 
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coso, el siste- ~ionólldo podr1• for-.u-&e con lA ecuaci6n de 

Euler- 0 que proporci<JnA l•s npresiones corr~iant&ti a laa trea 

ca.panentes de la velocidad, la ecuacidn de continuidad y l• llA-

~· SCWK:idn adiab&UC41 •. 

p + p div Y= O , 5.19 

que fUR ya obt1111idoa en el cap1 tul o l, ~hnte l• ;¡plicaci6n del 

tl!Or'lll90l de transporta, 1r>1:pr--.. el principio de conservacidn de la 

-t11ria. Esta ecuacidn - puedo deducir, evidentli!9eflte, el!pleiUldO 

ar~os que contenoan a dicho principio. Se e11pi1PZa cons.ideriUl-

do un 'YOlllm!n .arbitr•rio de fluido y 5lt recurre al h11eho de que 

los c<Uibios que !.8 du., al tran!Kurrir el tt&11po, en I• cantidad 

d• -sa contenida en •l, coinciden con 10'5 flujos hacia el inlR-

•• el r•Miltado de aplicar l• •eguoda ley d• r~wton • las part1cu

l«s del fluido. So p,¡rlo de con~idEr.,- un cierto voluman de ._to Y 

N anallz• l• fm•r:c. lolt.1l qulf .~ct6.a sobre •1, ll)(presada COMO •1 
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producto de la presión por el elemento diferencial de Area, y ex-

tendida a toda la superficie que le. acota. De hecho, la ecllación 

que se obtiane baJo estos ra::onam1entos, no contiene el t..,_mino 

- grad ti;. Este se debe agregar e11 los e.ases en que el fluido se 

encuentre en un campo gr·avitacional. 

La Clltima de las tres ecuaciones mencionadas al principio, que-

da en la forma 

o ' 5.20 

donde • denota la ent1·op1a por unidad de masa de una particula de 

fluido en movimiento. 

Esta ecuación, que es conocida también como condtct6n para •l 

movt•C•nto ad(CJbilCco, indica la ausencia de procesos de disipa-

cióo de e11er91a, durante el movimiento del fluido. Dichos procesos 

podr1an presentarse debido a fricciones internas <viscosidad), y 

al intercambio de calor entre las diferentes partes del fluido, 

En todo lo que sigue, un fluido 110 viscoso serf. considerado 

como aquel en el cual no existen procesos de disipación de energ1a 

por viscosidades o por conducción térmica, esto es, suponderemos 

que el lllDVimiento que reali~an tales sistemas, es adiabitico. 

Otras dos ecuaciones fundamentales de la dinimica de fluidos 

son la tH:uac &6n d. 84>rnoul 1.: 

!.vª + w + rf. = const. , 
a 
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- div ~v( .. :11. -v 
2 

S.22 

Ambas ecuaciones ñe consideran referidas <1 un fluido no viscoso 

que se encuentra en un c:ampo gravi tacional. La cantidad "' repre-

senta la entalpia <o función de calor>, por unidad de masa, siendo 

& la energia interna y~ el potencial por unidad de masa, debido 

al ~ampo gravitacional. 

Dos conceptos que se manejan en la din~mica de fluidos y que 

est&n relacionados con la ecuación <S.21>, son los conocidos como 

flujo ••tactonarto y t1n..ci a. flujo. Consid~ese un fluido en mo-

vimiento: por un flujo estacionario se entiende a aquel en el que 

la velocidad es constante en el tiempo, en cualquier punto ocupado 

por el fluido¡ y una linea de flujo es una linea tal qua, la tan

gente en cualquier punto de ella, da la dirección de la velocidad 

del fluido en ese punto. En el caso de un flujo estacionario, las 

trayectorias de las part1culas coinciden con las lineas de flujo. 

La ecuación de Bernoulli como est• expresada en <5.21>, resulta 

da considerar un flujo estacionario, y establece que en tal caso, 

la energia de cada part1cula del fluido, es constante a lo largo 

de una linea de flujo. 

Finalmente, en cuanto a la ecuación (5.22>, se puede ver su 

significado fisico, si se integra sobre algCJn volumen. Haciendo 

6sto, resulta 
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o bien, aplicando el teorema de la divergencia a la integral del 

lada derecha, se obtiene 

El lado 1;:qu1erJc; cJe esta igualdad representa la razón de cam

bio· de la energic. dc·l fluido, en el volumen 1.1legido, y el lado 

derecho corresponde a la cantidad de 1merg1a que fluye hacia afue

ra, o hacia adentro, de dicho volumen en la unidad de tiempo. A la 

e:{presión 

se le llama ~tor ct. c:t.ns:ídad da flujo cl9 enttrsia. Su magnitud e~ 

la cantidad de energ1a que pasa en la unidad de tiempo, a través 

de la unidad de lo.rea, perpendicular a la dirección de la veloci

doad. 
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CAPJT\LO IS 

EL FORMALISMO LAGRANGIANO 

PARA UN FLUIDO NO viscoso 
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ft. I LAS VARU.CI<*ES GUJNETRICAS. 

En la secci6Cl 2 del capitulo anterior, se definió el movimiento 

de un cuerpo IB como una familia l-param6trica de configuraciones 

~ • 9 de ll; resulta evidente desde el punto de vista formal que, 

usando las conf1guracione;; >ll, es posible la construcción de varios 

movimientos diferentes para el cuerpea no obstante que la historia 

de un cuerpo es <.rr-.ica y su determinación corresponde a las leye5 

dinAmicas de la teorla <en este trabajo, un principio variacional 

t:l110-Ham1l ton l • 

As! pues, para un cuerpo dado B, existe toda una familia de mo-

vimientos que, al menos en principio, le es posible realizar; esto 

es, que son dinúiicamente permitidos a priori. Por ejemplo, si se 

conocen dos regiones del espacio que ciertamente ocupa el cuerpo 

bajo estudio, durante su movimiento, existe toda una familia do 

ca.111inos <~rai/or..a.l, por las cuales el cuerpo pudo haber evolu

cionado desde la primera región.hasta la segunda. Esta situación 

permite definir al concepto de variación geom6trica, de la manera 

siguiente1 

Sea i•<•it>~. el movimiento de un cuerpo E y sea iB<•;al. un 

grupo r-para~trico de Lie, de difeomorfismos Cde clase Cn>, 

del espacio euclideo E en él mismo, tales que cuando a= a
0

, 

8 se reduce a la identidad 
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6.1 

Cada uno de los difeomorfismos a<.;al, per•ite definir otro 

movimiento de IB coRIO 

Decimos que el movimiento {,."'<•; tl ~. constituye 1AnO uortactón 

del movimiento ~~<·;tl ~. cuando 6<•¡al es tal que a= a
0 

+ 6a 

con 6a un infinitésimo de primer orden. 

En virtud de esta definición, tenemos que las trayectorias de 

los puntos materiales de IB, el movimiento {~v<•;t> ~. estAn rela-

cionadas con las correspondientes ~~<·;t>~ mediante la expresión 

8(xltl, tl , 

o bien, mediante 

IJ 
= x<t> + 6a - S<x<t> ,al 1 + 8<6a> , 

a.:. a.aº 

donde B<cSol> cu11pla con 

lim ~>=O. 
6a. o ~ 

6.3 

6.5 

Entonces, la variación de los puntos 1na.teriales de B ié!itA cJF,¡;·· 

crita po,. lu .,;cuación 
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x"<t> xct> + 6x<tl , 6.6 

donde 

el 
6x<tl a 6a - B<x!tl,al f 

~ QsQO 
6.7 

En genera.!, si 

I 6.8 

es una función cu,·a.s pri111eras derivadas con respecto a las varia

bles xª, ... ,x", exi1>len, •e define la variación 6/ de la función f 

111edi~lte la expresi6n 

6/ l ª' ¡ -6x 
ax• 

i. 

6.9 

8.2 EL PUllCIPIO nPO-HAlllLTWI 

Noa proponemos estilblecer en esta parte, el principio ·variacio-

··n•l a trav4k del cual se obtienen lai;o ecu¡¡ciones diferenciales de 

...,..ralisado para un fluido no viscoso. Se hace el tratamiento 

tlptco de la teor1a cl~sica de campos. Ge postulan loa campos 

flsicos relevantits y se propone la existencia de una función de 
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ESH 
Si\Ufi OE lA 

densidad lagrangiana y la funcional de acción. 

HO DEBE 
maUUTECA 

Suponemos que un fluido no viscoso, es un ¡¡istema continuo, 

cuya evolución din~i~a se puede caracterizar COQlPleta.ente por 

medio de un juego de funciones de Lampo independientes; cinco para 

esta caso: el cCJJflpo M voloc€dadH .,,., la /vncf.6n e» "-'"°"' et. 

mcusa p y el caJJLpo et. dsnstdad dtJ 1mtrop1a s <entropla por unidad 

de volumen>, del fluido. 

Z • Z<x,Y,p,~,t) , 6.10 

como una función continua y con derivadas continu~s hasta de ter-

cer orden en todos sus argum¡;¡ntos; y de tal foraa que la integral 

de Z sobre una parte p'I' de la región imagen del cuerpo B, se in

terprete como la función de Lagrange clAsica de la parte con·es-

pendiente de 1B1 es decir, 

L J Z dV. 

• 
6.11 

Definimos .ahora la fv.ncConal ,¡. acctón COlllO la integral defini-

da de la lagrangiana L, dentro de un intervalo teinporal dados 

w 
LI J J Z dVdt , 
ll • 
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»iendo R la reg161 imagen de ~. ante ~. 

Debe observarse que la acción W definida en la Oltima igualdad, 

es en general una función de los parAmetros geométricos (véase la 

óltima sección del capitulo anterior>. Esto es en virtud de que la 

región R sobre la que se afee.toa la integración d& la densidad ~. 

es la región imigen del cuerpo ü>, y ésla es función de dichos 

par4metros, 

Se establece ahora el pr1nc.ipio lipo-Hamiltun. 

La funcional d., acción W, ds/inlda por La 9Xpr••'ón (6.12), 

¡»rtnaJWC• ínvariant• /r•nt• a una uar(oalón t190llW6trtca contt-

nua, 

6W o . 6.13 

Como ya se dijo, a partir de este principio se obtienen las 

ecuaciones de ba.l .mee dE! momento del si stt1ma. 

Resulta claro que el principio establecido no corresponde al 

principio de H.imilton tlpico de la Leoria cllaica d& campos, en el 

cual se demanda que l"' acción sea una extremill o pern.ane::ca esta

cionaria frente a 11ar2acione•; c01mb1os en las funciones de campo 

qua no involucr~n ni cambios de a»cala de las coordenadas o la• 

func:i oni!li de campo mismas, ni lransformaci ones temporal es. Si ha 

de atribuirse a alguna transformación de un juego de parimetros la 

variación del principio de Hamilton, ellas deben ser par.imetros 

no-geom,.tricos; no asociadas al escenario de los aconteci11,iEmtos 
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f1s1cOSJ al contrario de lo que ;;.qu1 se ha propuesto. 

Out?dar. untonces las variacior"'" de la .:>cción W comprendidas 

cúmú un;. cor.s.:;cuencia de los cümb1os ;;;ufridas. en lús par.lmc;trvs 

sistema y no co¡¡¡o una <=<•c>l idad din~ica de 4ste. Es por ello que 

al principio vc.1·1ar:ional establecido aqul, se le denominó tipo

Hamilton. 

El teore111a de Nother do la teorla cl.lsica de ca.npos, tiene al

guna se111ej111nz.a con el principio variaciOndl propuesto, !iiOlo que 

dicho teorema, ol exigir la invariancia de la acción ante lrani;

formacione& geoNtricas, afirma que se obtienen Jeye~ de consli'rva

cidn, en tanto que en este contexto solamenli? se obtienen, como se 

verA mAa adel.nte, ecuaciones de balance. La razón de esta OltiMa 

cuestión, radica en el hecho de que para deinostrar el teorema de 

Ni>ther es nec:esv· i o, prl>vi a.mente. haber tmcontr ado 1 as ecua.c;i ones 

de campo COlllO resultado del principio de Haaillon. 

Se oc:epte. entonces qu>! para el caso de un fluí.do no viscoso, el 

<inico pri11cipio vAlido ser• el que se ha propuesto aqu.l, el de 

tipo-Ha111ilton y "'º consecuencia, no se podr.in obtener leyes de 

conservilcidn A partir de •1. 
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G. 3 LAS ECUACIONES DE BJJ..J.NCE DE NOMEHTO GENER.\L.IZADO. 

PARA UN FLUIDO NO VISCOSX>. 

Se e;tablecen primero las c:ondiclones de frontera a la1> que 

ei>taro\n suji;t¡;o,; al9u11as de la;; var1ablen que intervienen en la 

variaci6n de la acc:i6n ~l. 

Como una primera co11d1clón, se exige QUEI la!> variacione1> sean 

de c.fficter exclu;;1 va.mente geo~tr-ico¡ después, que las variacio

nes locales da x•, en los tiempos limites de integración t, y t•' 

sea.n nulas y por último, que las var1ac1ones locales 6x' sean nor-

males al elemento diferencial de irea en toda la superficie ~ que 

limita a la 1·ec;¡idn de inteyración R. Estas tres condiciones s111 

pueden resumir de la manera siguientet 

cSt •o, para todo t; 

6xCtl l~,.L d •O; 
ll ll 

6x ~ da, en toda la suparficia ~ • 

6.14 

En todo lo que ,;i gue se hace uso de la convención de 1 ndices 

repetidos polra la suma. Se estab 1 eci: que si en alguna e:;:pr-asión 

aparece un indice dus ,.,c:es, si.: entenderi. 41.11: eo¿,ta e>:pnO?sión ~".;to\ 

Sltmad.i. respecto a d1c:ho 111diC:L' para todos los valore!> admisibles 

a:: 



del mismo. Este convenio proµo1 ciona un ahorro sustancial en la 

notación. Tambi6n, con ~l f111 ele simplificar ~o& desarrolloi;; po¡¡

tariores, se def~na la ladran6iana por unidad c:W masa A del siste-

ma mediante la ei:pre;;.ión 

:e ;¡¡ plt. • 6.13 

De la igualdad !6.10> resulta claro que la cantidad definida 

aqu1, es una función de la forma 

A A!>e,v,p,Y),tl , 6.16 

donde l} as la •ntropla -ptH:lfica o t>ntropla por untdad <» -a 
del sistema, definida por 

6. 17 

En t4rminoa da lA lalílroangiana por unidad de masa, la ecuación 

<6.121 queda en la forma 

w 
u J J pA dVdt • 

u • 

6.18 

A poartir de esta e>:presión, se calcula ahora .SW. Para ello se 

observa qu& la primera condición (6.14> permite conmutar el opera-

dor 6 con la inteyral temporal, adem1s, aplicando la propiedad 

establecida en la ecuación Cl.271 del primer capitulo, de la 

igualdad (6.191, obtenemos, 

83 



lll J J p6A dVdt , 

" . b. 1'1 

lli; l• pri1Aera condición de frontera !6. 141 y de la definición 

de variación dada en la ei:presión !6.9>, es claro que el factor 6/1. 

puede ser e,;cr i to en la forma 

lllt. . aA . llA lJA 
- 6x• + - 6v• + - 6p + - 61} 
ax' av• ap iJn 

b. ::?O 

de maner" qu~ t tJm..indo .SW O y sut1luyendo esle resultado en 

C6.19>, encontramos 

aA . lJll M 
- 6v• + - 6p + - 61) J dVd t 
~· ap .,.,, 

o . b. :?1 

Nue•tro objetivo ahora, es operar sobre cada t•rmino del 

intE ando de esta igualdad, con el fin de lle9ar a una relación 

moi11ejable baJo los m•todos del c.Uculo de variaciones. Para el se-

gundo t4rmino del par~te&i5 se hari uso de la identidad 

6,22 

Esta se demuestra de una manera sencilla si se toma en cuenta 

la relaciái entre las velocidades lagrangiana y euleriana, dada en 

la igualdad CS.14l y la definición de variación, establecida en 

(6,71. Se tiene para la (-•sima componente, 
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Debido a que los par.imetros involucrados aqu1 1 indican solamen-

te cambios de c~acter geom6lrico, podemos Intercambiar el orden 

de la dcwiv<ida con el tiempo y escribir 

~( d.h6a 
.tcx ar J 

d [ ax' J - -6a 
dt a.x 

d \ crr<6x l 

de donde se concluye que la igualdad !6,22>, se verifica. 

Ahora, el volumen de Ja región R sobre 1 a que se integra en 

(6,211 !y por lo tanto el elemento diferencial dV), es una c:anti-

dad que en general depende tanto d¡:¡ las coordenadas espaciales 

como del tiempo. No obstante, si se introduce una transformacidn 

lagrangiana de coordenad~s x ___. ~. es posible expresar la dife-

rencial dV como un producto de dos factores; uno que dependa sola-

mente del tiempo y otro que sea función 1mclusivamente de las 

courdenadas espaciales !v6ase la igualdad !1.24'1 del primer capJ-

tul o>. As1, tomando en cuenta la igualdad (6.22>, podemos e1>cribir 

u ilA. J f ~l.cSvi.dVdt 
u. 

u •A J J ~l. ~<cSx' l JdV 0 d t , .. 
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donde J es el delerminanle jacobi«roo definido en (J.22) y dV
0 

es 

la d~fe1·encial de un volumen fijo lel volumen ocupado por el flui-

do en el instante inicial l. 

Turnando en cuenta que dV'O y dt son independientes, el orden de 

integr.:.ción en la primera integral del segundo miembro tts indife-

rente; entonces, de ésto y de la segunda condición de frontera 

(6.14>, encontramos para dicha integral 

De aqu1 qui: t6. 23l queda como 

t:a ltA J J ~i..Svi.dVdt 
u. 

o • 

Efectuando la derivada temporal indicada. en el segundo mi e111bro 

de esta igualdad, >' recurriendo a las ecuaciones tt.23) y <l.25> 

del primer capitulo, encontramo1u 

pJh( :.1 ' 
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de aqu1 se obtiene finalmente para <b.231, la expresi6n 

-r J ~[ :,)6JC'dVd t b.24 

u • 

Con»ideremo& ahora el tercer t4rmino de la suma que aparecli! en 
•' 

<6.Z1l. O~ ta igualdad Cl.261 del primer capitulo 6e tiene que 

'ª aA J J p- 6pdVdt 
u • ap 

t.. 

= - J J 
'' . • ( IJA ·1 -. pª- 6x' dVdt + 

a>e' IJp 

'ª 
I I " . " ( .a1.. ) . - 1 p - 6x'dVdt • 

ax ap 

Aplicanuo al teorema de la divewgencia a la primera integral 

del segundo miembro de esta el<presión y tomando en cuenta la Olti-

ma condición de frontera Cb.14>, resulta 

'ª 
J I u. 

" { aA .) - pª- 6x' dVtH "' •' .,_, 

... 
J f 

u J:::.c 

de manera que <6.251 queda como 

'ª iJA J J p-- 6pdVd l :: 
u • iJp 

,. 
J J 

u • 
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Finalmente, a partir da la expresión 

-s di V Ó>C , 6.27 

se demuestra que 

.SI} = o ' 6.27' 

con lo que el a1t1mo término cJel integrando de 16.21>, desaparece. 

La Ehpresión 16.27> ~sel re~ultado de aplicar a la entrop1a •• 

los argumentos que fueron empleados en relación con la igualdad 

Cl.26> cJel primur capllulo. Debe observarne sin embargu que dicha 

e):prasidn no lo'!"> J;:. car~cter g1rnr:ral¡ esto e5, no 1>iempn1 i:s posi

ble E>!>t.:iblecer una ecuación dE· continuidad como la Cl.25l para la 

entrop1a.. En el caso del fluido no viscoso, cuyo movimiento es 

necesariamente ad1ab~ta:n <dl}/dt=Ol, es claro que los argumento~ 

sal'lalados en aqu&lla ocasión, son vAlidos. 

P.ira prob<ir que 611 = o, considtk'ese la Entr·opia por unidad de 

masa dada en 16,171 y la igualdad Cl,26l del capitulo 1. Se tiene 

&& 6(pl)l 

pól) + r¡6p 

pcSIJ - P» di V c5x 

= p61> - $ di·; cSx • 

Sumando a ambos miembros la cantidad s. div 6x, resulta inme

cli.&ta. la igu.-ldad 16.27' 1. 
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De estd manara, sustituyendo en C6.211 los resultados obtenidos 

en C6.241 y C6.26>, se llega a la i;i:pr12sión 

JUJ [ ~, ( itA a ( /M ] ..-.. _ ._ - ~ .,._.1.) + lbc1. pª; ) 6,./!·dvd t o . u. 
Dado que las varidt.:iones locales da x• son arbitrarias e inde-

pendientes, la igualdad anterior se varif icar• siempre qua &a 

satisfaga cada una de las ecuaciones 

10( 11.A) - -, p•- , 
p ax llp 

6.28 

..ado para un fluido no viscO!ilo. 

15. 3 LA ECUACION DE EULER PARA EL FLUIDO PERFECTO. 

En r.st• sección veremos como, a partir de las ecuaciones C6,28l 

y dir p,-oponer una función de densidad lagra11giano1 del tipo T-V, 

dende T e¡¡ la del!loiidad da anerg1.a cin6tica y V es la densidad da 

enerQ1A potencial, es posible llegar a la ecuación da Euler para 

el fluido perfecto. 

Es da esperarse que el estado din~ico de un sistema como el 
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llllnClGntldo dapaod• en general de ld energ1a cin6tica da las part1-

cul•• que lo form•n, a•l ca.o da la energ1a potencial de dichas 

partlc:ul•• y de su energ1a interna; siendo esta <al tima una función 

de la d9n5idad y a lo ~s da l& antropta. Al parecer astas canti-

dad•• san 5uf1ciento& para obtener cualquiar información ref•rant• 

al ••t&do da llOViaientQ dal fluido parfectoa por lo tanto s• pro-

donde v• •• el cuadrado del llddulo del c.uipo de velocidad••• 1 e• 

una funcidn potanci•I y • •• la energ&a intarna aspac&fica. 

Evident•-nt•, segQn !6,l~>. en t•nninoadeeata•, la lavan-

9iMl& par unidad de 111o&SOA A del fluido queda cOlllO 

Calcul;ando lit& dif1rrente• derivadas que se piden llfl ! - iQU&ldad 

(6.28t 1 •partir et. asta expresidn para A encantram>&I 

M:~1 dv' .. crr • 

• .. 
•' 

.. - •• •• 31 

!. ~- ~·~) • • E .. 1 . --- .,,_ . 
Pa." 'P p k" .,, 
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To111ando en cuenta la definición de pr·esi6n 0 establecida en la 

segunda de las expresiones <4.17l del c:apltulo,4, 

.a. 
p¡¡¡p-. 

i.fp 
4.17 

tenemos que .!a últi111a igualdad (6.31> Ge puede escribir en la 

forma 

6.32 

Par otra parta, as intere~te observar que esta expresión su-

gier• el hecho de definir el concepto de presión de una ..anera un 

tanto,.._ general. f\si, en el caso del formalismo lagrangiano se 

est.t>lece la relación 

6.33 

ca.o dafinicidn de ,_-..(ón •t /luí.do. 

En cuanto a estructura, es evidente que la def inicidn dada es 

consistente con la propuusta en <4.17>, para el caso de la terlllQ-

dinAalica cl&sica. En analDQla con el concepto de mo111ento generali-

zado d•l formalismo lagrangiano de part1culas 0 la igualdad <6.33) 

Volviendo a los planl!Minientos iniciales, sustituyendo <=n (ó. 

?! 



:.'Bl las dos primeras expresiones <6.31) y la igualdad C6.3:.'), en-

con tr .unos 

dv 
Ot + grad 4> = 1 

p grad p , b.34 

iguclldad que corre;;ponde, scgr.'.ln puede verse en la e}:pres16n CS. 

19) del capitulo 5, ü la ecuación de EulGr para el fluido perfec-

to. L.i. di.fet enc1 .. fundo.mental ~ntn; la e:;presi.ón 1nencionada y la 

encontrada 1311 tó.31ll, es el modo en 4ue se obtienen. Mientr<ls que 

p.;u-" llegar a la igualdad <5.19J <'li> necei;ano haci,ir un an:Olisis de 

car.lcter vectorial, b.i.s.ado en la segunda ley de Ni<wtc..11 <.éaso Lan-

dau y Lif;.hit;:, Flutd n.challica, cap. 1, sec.2>, para obtener C6. 

~41 baata con prop~ner la cantidad escalar Z dada en !6.291 y em-

ple.-r las ecuaciones C6.:.'81. 
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CAPITil..O 7 

LA ECUACION 
DE BALANCE DE ENERGIA 

PARA UN ~LUIDO NO VISCOSO 



7. l LAS VARIACI<»IES TEMPOlt.ALES. 

En la secci6n 6.1 del capitulo b, se introdujo ~l concepto de 

11ariacidn local Co variación QeoÑtrical, cerno un cambio infinite-

simal de pr liner orden er. las parll111etros geomótr ícos. Estas varia-

cienes induc:lar." !>u ..-e~ cambio» en las •aridbles que dep1mden de 

dichos par~metros l.6ase la secc1&. 6.: del capitulo anterior>. Da 

m•ner-.ol se11ejo11nte .i como se: hi;:o con las var· 1 aciuncs mencionadas, 

r.a inlroduca aqui el conceplo da variación temporal como una 

tran&formacido del par~metro de 8volución t, da la forma 

t - t • - t + 6. t • 7.1 

donde t/t eto la parte infinitesi .. 111. 

con el fin de que quede &eftalada una diferencia entre ellas y las 

v.ari.aciones r;¡eomi6tr1cas, que fueron indicadas por 6. 

Como con.ecuenci• de una variación temporal del tipo (7.tl, 

toda~ las cantidades cinemAticas y la& funciones de caimpo, experi-

-ntarin c.ambios, Se propon11 que dicho• cambio& sean il.Simisroo 

infinitasi~ales. Da esta manera, en el caso de la componente 

tlilndremo!i 
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donde 

7 ., • ... 
Por analog1a con (7.2>, lendre~os para las componentes del 

campo de valocidades, las relaciones 

v¡<t> - v'ct•> 

quedando d.ada la parte infinitesimal 6+} por 

7. :s 

7 -· .... 

Como en el ca,;.:. dti !,15 ,·u1·\,;ci1)ne!> guom6tricas, también aqu.l so 

defin11 la "ariación temporal d.:; una función arbitr.'lria /-" /<•;t>. 

Se establece la tranáformacido 

dond• t' estA dado por <7.t> y 

df • 
6•¡ • - 6 t • 

dt 
7.5 

Si sit toa1a f<•;t'> = /', di;- t7.4l resulta evidente la igualdad 

6•¡ = r - I , 7.5• 
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qu& es otra form• de i;¡,presar la pdrle infinitesimal 6•¡, aparte 

del& dada an t7.51. 

En se9u1da se r;nur1c1ar·A un teorema referente al coaiportamiento 

de la acción W CdGfinida en la igualdad (6.3l del capitulo anta-

rior >, ante v.sri.1ciones te1nporalt!S. La prunba que se expondr~ de 

él, ap~rece &n un artlculo de Fermin Viniegra H., Alejandro Salci-

do G. y An9el F1erro!ó P, publicado en la Revi!>ta del Instituto 

l11tKic.J.no del Petrole.:i <vol. XVI; tlo. 1; pp. 46; Enero 1994l. Se 

~i;,lablcce que: 

o ' 7.b 

cianea de frontera 

o 7.7 

E~leando sucesivamente l•• igualdades <7.~'l y <7.4J an la 

u 

.t•w - J J Je'dV'dt' 

H e ,. 
H -I I 1t dVdt 
u • 

. J f <Je+ .s•1tid<V + 6•v1da + .s•o 
u. 

la _ J I :e dVd, • 7.8 
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Ahora, para las diferenciales de la primera integral del segun-

do miembro, se tiene 

+ 

( 1 + d<6 t>Jdt 
-¡r¡-- ' 7.9 

La primera de estas igualdades es evidente. Para probar la s•-

gunda, volvemos a las expresiones !7.4> y (7.51 y a los concepto• 

relativo• a ellas. Para el volum&n V', tenemos 

v• = vu·> .. vet + 6•t> , 

-de aanera que en t .. •l.nov. del elelll9nto diferencial di;¡ volWD&n dV, 

pod•moa 1<>:pr11sar a dV• ca.o 

dV' = J dV C t > 1 7.10 

1 .... ~L ayi ~k 
J • .. a - - -.i.! Lik 11w• ._ ... hº 

7. ll 

Ahora, para cada factor •,l1h• d•l determinante tenemos 

.. 
6 

ax• • 
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de manGra que al sustituir en (7,11>, encontramos 

1 º"º [ ' 
/Ni. .... i k IN'lt 

J 3""\ jk 
6 

.. +-t.+t)[6' • - 6•t)(6 + - 6•tJ 
<txº b 4xb 0 ax'b 

~6 
Q .,,;. b 

"" J 
e ¡t," 

! ~ -6·1 'V 6 
axb ~ 61c + ... 

~ ' ax" J axº 

Si se iJe\ipr ".:1.ui l.i.• v.i.r1ac1one,; d.r orden superior al primero, 

di! 1 a 1 gual dad •nler i or r c•¡;u I t.• 

J 7.12 

con lo que que~a prob~da la ¡;cgunda cxpre~ióo <7.9l. 

De &sta manera, empleando las igualdades (7.9l en <7.Bl, encon-

la 

6•w J f «% + 6•z1 u + div v 6•ti (1 + dc:;ºJdVdt 
u • 

-J'ªJ % dVdt. 7.13 

, .. 
Efectuando lo• productos indi..:o.dos en al integrando del primer 

t••ino del miembro d&n;cho, se obtiene 
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+ .. ( d(6 .. tl) _ 
<%+6 Zl ( 1 ... di V V 6 t) 1 ... dt -

de donde, al sustituir en (7,131, despreciando las variaciones d• 

seQundo orden y superiora•, se llega a la e~presión 

u 
64\l" JI[.~ 6+t ... z d(::

1
'JdVdt ' u. 

7.14 

dond• 

- • ~ ¡. 1t diV Y , 
7. 1'5 

Para concluir la pruebe. di:l t12urema, basta d'"mostr.ir que se 

verifica la igualdad 

u 

rJ :.s· t, J I ~<11.'rtt=- U 
u • 

7.16 

Empeando una tranGformacióo l .igr angi ana clli' e.cor ¡jenad .. <r> i?1o la 
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diferencial de volu1ni:n da la ir.tllgral del pruner m1e1nbr·o de esta 

igualdad <v6asc: la e::presión <L24'l d<!l c:.lpitulo ll, n:sulta 

ti J J z de:: ti dVd' 

11 • 

~ll 

= J J hczJ.s•t ldV
0
dt 

u • 

ti -J I ~CZJl6 .. tdVºdt 

" . 
u 

J I ~1 6 .. tdVºdt 
u. 

En virtud de la& condiciones de frontera propuestas en <7.7l, 

tanetDOs qu~ •l primer t.trmino de a&te r~sultado• ••nulo• adelllla, 

de la d&finic:i6n dada en <7.~l y de la igualdad <1.23> del primer 

c:ap1tula, t9nemo>1 po1.ra el intu~r·ando del 1u?gundo t6rmino 

Sustituyendo 6slo en el desarr·ollo anterior se llega directamente 

• <7.16l, quedando entonces probado el teorema. 
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Debe observarse que en ninguna parte de la de11astracidn ant•

rior se propu!áieron resotricciones sc:.bre la far- de la función d• 

densidad lac;¡r.i.nc;¡iana, por lo tanto, collO consecuencia ldgic:a, te

nomo& el hecho de qui;: lo establecido all.1 es de c..,.Act&r geoer•l, 

v~lido par·a cualquier función de densidad lagrangian•, sea o no la 

de un fluido perfecto. 

7. 2 LA ICUM:ICll m: IMLAmZ m EIEltGIA ~ 

PARA 111 ll.UIDO JID VJSClllSID. 

AplicAreeos ¡aqu1 el teor•- da la aeccidn anterior al callO 

particulM d• un fluido no viscoso y abtlllldre90tl l• ecu.cidn d• 

b•l•nc• d• enerc;¡1• p..-a .,_t•. 

Ser,¡(ln la lr¡¡udldad (6.10>, la fum:idn de dwlsidad lo141ranglana 

p.ra tal fluido •• de la for .. 

7.17 

y au la11rangl.o1na p<r unid.ad de 111.laa, definida 11n <6.l~>, dlt l• 

for•• 

A= A<x,~,p.~,t> • 7.17' 

Empleando ~stas •xpresionea, la iguald~ <7.14> se puede llevar 
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mediante un proced1m1ento •encillo, a la form~ 

u 

6 .. W = J J Cp6•A - ll% 6 .. tldVdt • 

u. 
7.18 

P.irc. logr•rlo t6ma¡¡& en cuenta primero la i=cl1aci6n de continui-

dad <1.251. De loa defln1c1ón dE variación temporal establecida en 

C7. SI, tane1110¡¡ 

- p div v 6•t , 

Por otra parte, de <7.16> es claro que 

de 11ancra que podemo¡; des;,.rrollar el inteorando de <7.141 para 

obtener 

Oe •qu1 resulta inmediata la ioualdad <7.181. 

Se ¡¡>fectOa ahora la variai:ión temporal de la laorangim1a por 
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urudad de mas.i. Elllpleando <7.51 y <7.17'> y dol hecho de qua f>=o, 

ya que SI& trata de un movimiento adiabi\tico, tenemos que 

Quedando entonces la expresión <7.18>, an la forma 

M.¡ •A M ] 
+ -v + - p + -iJt ) - .t>CpAl .s•tdVcJt • 

~· ap 7.19 

Con •1 fin de •ill'f)lificar un poco la notación en los desarro-

lle• qua siguen, d•finilllO& una cantidad l colllO el integrando que 

aparece •n &ata igualdad; e& decir, 

( 
M •. iJA •L llA •A ) 

1 = p -x' + -.v + - p + - - .!><pA> • 
a,c• ,,.,,. .,,, •e 7.20 

Manejando por ~&parado cada uno de los tres tolrminoa centrales 

quu •parec•n dentro del pri ... r par.,tesia, obtene110a la siguiont•. 

Par·a. el t•naino an ·} 

• .. 
P--¡," 

#J 
d(M"J d[ª"J• P¡f-r -.,l V - Pa'f ..,. V 

y tomando en cuenta la ecuación tle continuidad <1.251, 11or. queda 
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•. 
P-P 

et;:> 

llA IN;. 
• P--

ap ""' 

Sustituyendo los dos últimos resultados en la ec:uacioo (7,:!Cl y 

reagruµando t..-minos, llegamos p que 

d ( M ·1 a f M ·1 No +o-. -.v' --.Pª-v' +p--l>(p.\), 

· ª' ., ' '"'·' ap at 

Oe ta ecuación di! uat anc:e de momento tlada ¡.rnr la igual datl 

Cb. :e> dol capl. tul o anterior, tone111os que l el c:iintidad entre pélrtkl-

t.e!il.S rectam¡ul.ir·.:s 1:;; nula, ademJ.s, empleando nuevamento la ecua-

cidn de c.onli11uid1>d -; 1 ;u; e:.;pre;¡i 1.111es Cb. l~l, <7. l 7l y <7. 17' >, 

De manera que si definimoa la /vnJCi6n ~ c:WnsCdad haatlton(ana 11t 
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del fluido meuiante la igualdad 

encontramos que 

u . 
-v" - Z • 
av• 

7.21 

Sustituyendo este resultado en C7.19>, llegamos finallleflte a la 

e;;pre!iidn 

7.22 

Aplicando ahora lo establecido por el teorema de la saccidn 

.anterior· Ci9ualdad <7.61 l y Luaando en cuant.i qua tanto el volu..n 

~aao al intervalo de tie111po lliObrM lu& qua 5& efecto.a la integra-

la i9ualdad <7.22> •• s.itisface, toda vez que &o cW1pla que 

7.23 
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CAPIT\l.O • 

EL FORMALISMO HAMILTONIANO 
PARA UM FLUIDO NO VISCOSO 

106 



8. i LAS ECUACICMS IE IWllLTaf 

PAaA WI n.utbO NO YISOOSO. 

Despu._ de establec:er el for·mali!imo lt11QranQi•no de la d1nl111ica 

de fluido~, 11urQa du m.inuril natural. la poaibilidad da integrar a 

la teor·la, el formillismo hamiltooiano, Para tal fin Fifl usan de 

h•cho todo¡¡ los conteplo11 que fuerün planlt:atlos en la parli;. co-

n111pondill11t.G a la dinP1ca de part.lculas, Q\Odi hcando aqu¡;t lo!i que 

por 11u e11tructura, 11ufrnn calllbios al pas.u- do un &istema di11creto 

a uno continuo. 

El pri•~r concepto que introduciremos •qu1 y que ~Qrl da lepar-

__..,, •1 cual .. defin• en la for•a 

• 
P¡, • -~' 

~ 

8.1 

sl•ndo A l• la~r.nt1ana por unidad ~· 111&~~ del 51st&•a introducida 

(VMH la Mcción 1. :!: del pr·iur cap1t.ulol. Ca.o sabe111e111, est• 
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a partir de una fur1c:ión dada. L.;.:; funciones generadas d=-µenden, de 

lh.Je.·os conJuntoi;. di; >ar iables qua guardan una rt!lación difert!ncial 

con las 1..w1ginales. t'\ las nut!v.i.s variables se les llama \>Clr€abliPJI 

canónic.u conj~ de la!> prin.eras. 

Definimos la haalltoniana ••t»<=lfica H di; .in fluido no viscoso, 

·corMJ la tran&fora.ada de Leg1rnure de su lagrangiana especifica A; 

e!ó decir, 

aA . 
Ha -v' - A . .., ... 8.2 

Queda claro que l• relacióc. rmtl'I:; asta función H y la función 

de densidad h.u11ilton1.ma 1lt intn1ducida en la ecuoc.16r1 (7.Zll del 

c¡,p1tulo anterior, I?!> 

B.3 

De CB,2> ve11101a antoncea qua l• hamiltoni;ina especifica. H, es 

funci6n de laa variablvs canónicas conjugadas del campo de veloi:i -

dad&>s, qu1t son 1 os 1110"1enlo& 11ener ali za dos def i ni dCJ!ó en ce. 1 l • Es-

to• son les n;spoosable;; de que H no dep1mda y;;. de "· 

En virtud de la far.na de la función A, e;; evidente que H queda 

H • HCx,p,p,IJ, tl , S.4 

donde• e& l• posición, p ·' :pi.1, los momentos generali~ados, p la 

dem1idad de .nasa. 'h la ent1·opl.a esp11clfica y l al tiempo. 
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Tomanclo el elemento di fer&em:i.:.l de H, se obtierw, al desarro-

llar •;og(ln la regla de ld cddEna del c.llculo diferencial 

dH 
dH 1. IH M-1 c1H 1H 
--:dJC + -dp .. - dp .. - di) + - dt 

~ ~. ' ~ - ~ • 
8.5 

Por otra parta, de la definición de H dada en <8.2>, se obti1me 

para el elemento diferencial de H, 

dH 
i. i. at., cJAi. cJA M •A 

P,.dv + vdpi. - --:dJC - -dv - -dp - -d11- -dt. 
llx' ....,~ lp ~ •t 

D• l .a def i ni e i én de momento oeneral izado P;. d.ad;a en (8. 1 > , se 

ve que loli t .. minoli pri-ro y cu.arto de e&ta iouald.ad M cancelan, 

qucdanuo en lo que resta un conJunto do t.,-mino¡¡ con diferenciales 

i. 
de x, p,, p, J) y t. Corn¡><lrando los coeficier1ti;>s;. de fitos con loa 

correspondi~ntes de la ioualdad <B.5>, se llega a un conjunto de 

ecUdciOOl!6 d& •ntlvimiento 

'" M 
-~ -

•xL • ilxL 
B.6 

aH •• -:~ " "P;. 

v a tres ecuaciones auxilianu; que relacion;an el c011Portamiento d11 
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cJH ª" 
cJp ap 

.... ª" 8.7 
étr) ~ 

.... IJlt. 
"' -•t at 

Por otra parte, de l;i.s tiCUU:ioneli de balance de momento genera-

li.:•du obtenid;i.11 en &:I capitulo 6 f1gu .. 1da.des C6.::!81J, tenamos 

de donde, ;i.l e111plea1· las definiciones de presidn y momento, pro-

puest•• an C6.3Jl y ca.11, ru~p~ctivamente, resulta 

M 

- .;,¡ " - • 1 .., 
p. - -• ¡; ... 

Sustituyrtndo e11te r•sultado en la primer& d• l&s ecu&cione1< 

~ . 
' 

ap 

•"' 
.. -p. - ¡; ... 

9.B 

tlH ., 
tt X 

.tp. 

E11t• conjunto de iyualdados con11tituya las .cuacto~ de .ou(-
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m(•nto "- HOJ11tlton para un f lu;do no visco11u, 

Re gr &s¡,.ndo a J till ~c.uaci one¡; ,.u.; i.l i ar e1> dedav. en te. 7 >, velllO!i 

que la primer·,¡ de lillas 11uc,¡iera la f\lt·ma de d&finir la. presión en 

al forin.alis1no h.aailtooitino. Si lili! ri?t.:uerd& que dicho cont:epto en 

la formulación laQrilllgiana est• dado por 

da la r•l.u:idn 11ntre los comporta111ientov. de H y A con respecto a 

p, •r¡p11cificad& m•di&nte la ecuacido aM1ncionad•, se infiere qua 

una dafinicidn &dec:u.ld& dal concepto de presión en tlrminos de la 

haailtoniana especifica, as 

B. '1 

S. adapta entone•• Ht& •llpr•&idn CDllO l& definici6n de F-i.6'n 

•n el far .. lilólllO ha•iltoniano 
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9. 2 LA ECU.ACION DE 8ERNOULU PARA UN FLUIDO HO VISCOSO. 

En esta sección se presenta una aplicación de la ecuación da 

b;i.l.anci; de Qn11rc;¡1.a qoneral1;,:.;;d.o obtenidil an <7.23> <v6ase el final 

del capitulo 71 y de ülgunos de los conceptos establecidos en la 

Tomando en cuenta la relaci6o <B.3> onlre las cantidades 9t y H 

y da la dafimción de darlvildil hidrcdin~mica .%> e>:presada en la 

dllr ~· .1W .. ar +llr -. 
ax' 

d!pHl .,} 
= + pH 

""' dt 

dH + ~· :: p H( P + P lbcl. J iJT·· 

dH 
::& p éif • 

d• .. anara qu11, empleando la terc~r.ia igu<lldad ca. 71, tenemos qua la 

acuaci6n t1.2::;i lie puede escdbir en la forma 
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dH _ 
P=-t----

a' ax• 
acpv'> 

Ahora, del hecho de qua 

+ p 
at 

~· h( ~ J = ~( p + p 11x' J ' 

e.10 

al desarrollar la divergencia qua .iparece an al segundo miembro da 

(9.10>, &e llega a que 

da ~anara que dicha axpr•&i6n queda coll\Q 

o bien, liUaWlldo a Allbo• •iecabroa do asta igualdad al tlirmina 

pdCp/pl/d& y dividillfldO todo por p, co.llO 

d( PJ 1- IH dt H+- =---+-. t p p •t ., 
8. ll 

Si .. Adopta la lagrangiana ospec1f ica para el fluido perfecta 

dada an (6.30>, do las ecuaciona~ <B,2> y <B.lll •• inmediata la 

igUólldad 
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d ( !vª + hCp,11> + \t><x>) dT a 8.12 

donde hemos empleado la definic:i61 de entalp.1a espac.1fica h 9 + 

plp, 11r.toblecida en la expresión <4.24 .. l del c.ip1tulo 4. 

Con&ideremo» ahora el fluido perfecto en estado l.lstacionario. 

En t•l caso &e espt1r a que H repntl'ienie una constante de n1ovim1en-

to¡ 11r. decir, que r.o rtep1mda ei:plic:itamenlc <fol liemp••· LógH.~men-

tonces 1 el segunde. mu:n1l11-:.:, de ca. 121 l.lS nulo y nos i.¡uiada 

o . 

!..,.• + h + " ,. const.. • • 

9.13 

8.14 

que representa la -.cuac(ÓI\ ~ S.rnoullt para el fluióu perfecto 

(V~ie la igualdad C5.21> del capJtulo 5 y la discusión que apare

ce •l final d~l capitulo 6 en referencia a las ecuaciones !5.191 y 

(6.3411. 
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8, 3 DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DE HAMILTON 

PARA 1.11 FLUIDO NO VISt:OSO. 

A PARTIR IS \.9f PRINCIP.IO VARIACrOHAL. 

Como so vio en la prim~ra sección de oste capitulo, las ecua-

cienes de Hilmilton para fluidos no viscosoli, pueden ser obtenida111 

a partir da la mis111a definiciór1 de hamiltoniana sspecifica y de la 

coinparacidn entre ciertos elemfintos diferenciales. El objelivo en 

•r.ta i;eccióo e111 lleg;ar nuevaaienle al conjunto de ecuaciones CB.Bl, 

pero a p.u-tir cla un principio varioacional, Para ello litw.l empleado 

r;¡l principio tipo-Haailton est•blecido en loa »acción 6.2 d•l sexto 

c¡¡pltulo. 

Consid•eae la igualdad Ci>.12> que define o1 la funcional de 

accidn W 

~ 

w = I I z dVdl 
u. 

B.15 

donde ~ = zcw,.,,p,SJ, ti, &li la funcidn de densidad lagrangian¡¡ 

propuasta en (b,101. Dado que Z = pA, podemos poner CB.151 en 1• 

forma 
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u 

w "' J J plt. d'ld t . 

u • 

e. 16 

Por otra parte, de la definición de momento generali=ado dada 

en la igualdad <8,ll y de la relación entre SI( y z, o entre H y A, 

vemo'ii que al segundo miembro de (8, 16l pu¡¡de ~;:presarse corno 

l2 J I pCpi. ..,• - HldVdt 
u • 

de manera que si adoptarn~'ii el principio tipo-Ha~ilton propuesto 

en l.a soección 6.2, 6W =o, y recurrimos a la igualdad <1.271, de 

<0.16l result.a 

u J J p6<pi.vi. - HldVdt 

u • 
o ' 8.17 

E'iita expreaióo ,;erla la corre•pondienta al principio da H01Ail-

ton aodificado, del forrn•l1smo H•mi.ltoni.;i.no de la d1n.lmica de par-

Ucul•s <·;6a,;e por ~Jemplo el cap. 7 de la Mec.lnica Ctlsic.a de 

Goldstein, ed. Aguilar, Madrid 19771, 

Tomando en cuenta las expresiones (6.:::7> y CS.41 y el hecho de 

que lato variaciones son llnicamente de car.lcter georn6trico, y que 

por lo tanto 6t=O, al efectuar la vanac;ión indicada en el inta-

gr.ando de CS.17l 1 so llega a que 
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.... 
-6p. 
ap_ • 

• 

Otra consecuencia. del hecho de que l;as variaciones sean de c;a-

r.lcter geo~trico. es que les oper.adores 6 y d/dt, ccn11Utan, da 

manera que la igu;aldad a11terior se puede poner ca.o 

... 
-6p. 
'P. • 

• 

.... •<6xi.) 
+p---.-
~ ax• 

donde heme& sustituido 6p por - p di· .. 6x tv..-i::>e la igualdad <L::?ól 

dll'l primer ca.pltulol. De &s;ta 1~a11era, t8.17l le.u.a la for111a 

d 
'
. 4'H . él-1 

:r;-<6x) + x'6p - - 6x. - -6p. 
u.. l. h' ilp. • 

• 

d!-1 IC6x' l 
+ p - --.-. - JdVd C ::: O 
~ ax e.1a 

Cabe hacer aqul una serie de obse,. ·.-acicne5 respecto a los desa-

n·ollos qua !Wlrir.n involucrado!i en s1:Qu1d;a, rli!lativos a esta última. 

granQiMio, que s.e inu:ian a parlir de la igualdad C6.Zll del ca-

pltulo b. 

A diferencia de aquella ocasi61l ~n la cual se tonaaron co~o va-

riabte;; independi1=ntes cm el proceso de v.riacido, sola-nte a las 

componeot•~ >.:• da los du,;plu.:.i&1ento'°• aquJ prepondremos coAIO 

tales v;.riables, tanto a "1it.as ca.a a las COlllJOrumle5 de lO!i 
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mom.:r.tos. La ir.J"¡;¡:;,·,dc:nc1.;. entri:; las ·;ariaciones ele las x' y de 

las r•, que ser.lo t.:.n C?:,0r.cial en los dei;arrc.I los 
\ 

subsP.cuentes, 

con=-tituye la dif1tre-nti;.. h1r.damE.cnlal i,·nlre las furmul'1cionc•s la-

Como se obsier•ó en los proc.c.-tlim1e11tos l?mplea.Jos con la igualdad 

(6.21>, siamprc se consideró a las co~ponentes \ 
V del c:arnpo cll? 

velüt:idades, como variables dep1mcJ1ente;;, estn1cllamerite 11 gadas 

con las x' por las e::µre;;1ones (5, l~> y 15.14). En la deducción de 

las ecuaci.one;; de b.:.la .. i:e da momento geni;ral i;:ado obtenida!> en (ó. 

28l, se e.:pres6 a la>. v.u-1ac1ones 6v' rm función de lé<S 11ariacio-

nas 1r.cJepend1i=r.tiH; 6x', medii.1r.le una inlegrac.16:-, por parles, lo 

que no!> conduJo a una sc\)unda eleri-·ada de 11. y, consai:ut!ntE1,1Ente, a 

un conJunto dü r,cu.ac1or.us dw mo.11r.1'1ntc; Je li!iQundo orJen. Pür tan-

lo, pora detl'·rmir1¡,r ¡;c,r cc.mplelo el e!Otado de mov1m1ento del 

fluido, med1anta la aplicación ele las c:cuac1cne;; menc:ionada·;;, ser.t. 

n.:cas.;1r10 uspi:c•f1c.ir volares 111ic1<al12s t<1nt.o tl.i !ns x' con.o 1.lf.' 

l.;¡s V~, 

s.on r.cuac1ones cJifercnciali:s dL pr.iner L•r•lr:r.,, q1..· :.L'''J'-" i.Jt: cu11-

Vó.-est.;. f¡;rm.t, en l ,-, ~ul;c;•ruente 1 as 1\ ¡¡er~n t.onsiderai.J.;.;; como 

ria.bles indepuniüi;r,tes, c:on la m1 s¡¡,a categuria qu.- las c.:imponentei; 

J ci& los ~espla:.im1antos, y relai:ionada;¡ con éstas y con el ti&m-

po bólo a travts d& las propias t:cuacionus de movimiento. ~i las 

x' ni la• P, pueden <:ons.iderarse como un conjunto fundamental de 
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Vc>r1 .. bl¡¡¡s, 

Oe la relación dV=JdV
0

, donde V
0 

es el volt1men ocupado por el 

fluido en el inst.ant.e inicial )' J es el determinante jacobiano qlle 

apare..: e en '1. 221, tene1ncjs para el pri ¡uer tt6rmi no úel integrando 

de la igualdad <B.19) 

la J I ppL ~<c5xi.ldVdt 
u. 

,. 

,. 
I I PP, =t <c.'Sx.>JdVºdt 

11 • ,. 
"J J ~ppi.c5x')d\10dt -J J iIT-~P;.)6x\dV0dt 

u 11 B.19 &• • 

La primera de es;t;u• dos 6lli111as integrale», es nula, como se 

puede ver al APlicar la segunda condici6o de frontera ~.141 

u 

I I ~~pi6Ki.)dvºdt 
u • 

Pua 1;• óltima integral C9.1'1l 1 r.e obtiene 

~ 

I I ~~p~J.sx'dV0dt 
u. 

UI -I I p,\6x¡,dVdt. 

u. 

o • 

Este ra;;ul tado es imoediato si s;; recurre a la expresión e l. 23> 
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.¡ 
•, 

.-t • .. 

.; 

f>cr :a l•nto, de t9.1~> se llega a que 

UI J J ,., .. ~<&c-'>dVdt 
ua 

u -I I ,,P,6xªdVdt 
u. 

e. ::?O 

P.v• ~l Olli..a lk•ino que aparece en c.l integrando de la 

l'J'Wlldad <8.ISJ, ten..as 

.. . 
JI 

... ~{6K l 

P- ---- '1Vdt = 
~-h" ... 

,. 11 '" -J J ... "[->·- J&c'dVdt. e.2• 
ua ~ 
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quede. c.:01no 

u a c1H -J [ ax'&>ª - J6x'dVd t • 
u • llp 

B.22 

Su&tituyendo en la igualdad (8.19> lo~ resultados obtenidos en 

(9 • .20> V <S.22>, 'i 1·eagrupando por s.epar.ido los t..,.minos en 6KI. y 

6p¡• resulta 

ColllO »e dijo con anter1orid•d, las variaciones an las co111ponen-

tei;. del de..,J¡¡zamie11to v del 11\0lllcnto, son independili'ntes, por lo 

que &i lOAIMIO» cm cuent<il que tanto el volullllin de inteynlcidn CO<llo 

el int&wvalo de Ue111po involucr.-do, son arbitrarios, la iguald•d 

(9,23) ser-~ ·,Alidil toda ve-:. que"'"' satisfagan las relac1c:.nes 

•l -= /1( 

8.~4 

Si ae recurre a la definición da presido astablscida En <S.9>, 
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H . ! ~ - p -
x• \ p ax' 

e.:~ 
H .. 

)( 

p .. 

e:;pt"PSiOlt:s que ccanc1cren cor. 1.1'.l> obtenidas en <B.Bl. 

que re-

pre-;:-;11t..-.. a l<A!ó ecua(;1011us de Ham1ltn11 para c111 fluido ne visco»o, 

tr;;.~ qu~ lato .;;r.r.;.s ~·;r, d& .:u.;¡undo on.ten. Solo dupl1colr,Jo el n~u 



flast.a I '-' fecha, eJ &studi o de 1 o• f 1 ui doii no-oewtoni ano1>, ue 

h.aca en tAriAincs de l4S Uamad.-;; ~uactoJWJI constituttvaa, que ,;on 

r•l-.C1cnes tan!IWl'"i.alas, lineal e,;, o no 1 inecahHi. lilltri; f.l tan~cw de 

r a;;dn de defur aa.cióh y SU!» d&r 1 vatlaia, y l!l ton1at1r ú~ er,fu1.1r .:u.-. 

DiLtu1.s reJat.it.ruM• ioon ~n oat..i<ra.l L""'fili~a.Ja.so .¡ 1m 9r.-.n ..,.;.irt.<: 

-.plricas1 tas bamtS t~i- ca¡; que la!'. su5tenl¡,.n, .10 •·or, del lodo 

fonHles. 

Reff.rílifldanc11¡ .a l• 11ec;.loic11 An<ill11 tic• <iO 011ntl1- .. 1 1 s.abEmo11 que a 

lt .. .,. •• de ellii MI coapraod1? la DinAmicA iln fürm.-. (unJ .. 1Rent&l. Or.r.• 

tro d$ ~tA r...- de la fJsica, loá cunceptos dú fuer~~. enargJa y 

del •i!!NlaQ lllOV1•iento, -iquitiron una descripción de carActer gene

ral. En plll"ticw_., al fur01Alism.l h-iltooiano, p4ir1•ita la resc1.,

ci4n de; prc.blesAii quG re;;ultarla. pr.lct1co1Jllli?11i:.e 1111pos1blo re;;olver 

.¡¡plic<Uldo loa recurii05 de l• l'Sec~ni~a d~ Nólwton1 l.a TuorJ .. de Per

t.ur·bacu1nes, l~ ...ttcdo• itetó&tivos ,. 1.- TeorJ.i do: Ha.11.i.llon··Jacohi 

-.oo ajEll'.plu» ae <tstos. llda~s, sol;::; .i tr.:.w~ d.; un fm·a•'-1 •sino como 

611 ui..¡11.:::\oío.;do ltii posibl,¡ funt1,11001·t"r tc·.;t-1 ... ~ e¿ L. F"J,;ica l'ioder:<.; 

;;;omo la tt<n:AniL..;. ~.lH.a, las T.:ur l<A!ó d¡¡,1 C.i11~..:; ¡ 1.~ Ro:lat.~ .-id.id. 

B.ajo ~s:.to~ .¡i!tLc.t:.!i:r.l4?b, sE.:r.iJ. L:,tl..a1i.:~~ t.Jt::;:.L..lLl~ 01 ;.~vnct de u1. 

iOt""6i&l•~ h4..M1llor,io.nü ,~._s, .,:, 1.Á (·,iJt·~-U.l.1i./í.icd, un .l:L •r.i~mu ~unlid.:.. 



en que lo dl~ponen las otras teurlas, Este trabaJo representa una 

muy pequefta apor taci611 a los i1110::1os tlel eslablecimiento de dichtr 

forn1al ismo. Sus ¡:iroyecc1ones .;.¡;~1ntan en tres direccic>nes fU11damen

talmenle: 

1. La r·esoluci6n de las ecuaciones de movimiento de los fluidos. 

2. El entenú1mienta cabal del ienóneno hidrodin~mico. 

~. La pasibilidad de atacar problemas relacionadas ccn fluidos 

cu.tnticos ·~· r el.;L ·listas. Cabl? aclor,,r ,;¡ue nada de 6sto est.l 

hecho ha;;ta el morr.ento. 

Llegando a ecuac:.1onii» de balance de mdsa, momento y energía, en 

&i>t& trab<lJO '»& ha mo•tr,.do L:oma es pas1ble establecer una tearia 

undicada dlil la>ó Huido;;, a partir de una fo1·mulcici611 lagrangiana 

y de un pri11t.:1p1 o v,¡r i acionul. 

Re5µtt¡;to .al tro1tan11ento qu¡, usualmente i.e- aplic<l. a este tipo de 

sí5ts1n;¡s, el enfoquu proµuesto o\qul ofnice la ventaja de reqL1erir 

únicamente la ¡.wopo-oición de un;¡ funci611 e1>calar: la densidad la

g1·ang1ana en la que •Hl~ contenida toda la 1nfonnac:i.ón dln~mica 

sobru al s15tuma y qua dl ser s~stituida er1 las ecuaciones dife

renciale!> perl11wnles, nos proporciona la!:. ec:uacioneio de n1ovi111ian

to dc:l fluido. 

f"indmente. bajo el enfoque propuesto aqu1, al for-rnalismo ha

miltonidno aparece como una e:(tensi611 natural do la teor!a. Esto 

es dabido, pr¡ncipalmenta, a que la función de densiddd hamilto

niana defi111da en la ¡¡.¡;pre¡¡ión <7.18) y que da origen a la hamil-
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toniana especifica propuesta ~n CB.2l, exhibe la mi5~a estructura 

que la función de Hillllilton para un sistema de particula,, y por lo 

tanto, sugiere un trdtaa1iento semejante al que se aplica a dicha 

función. 
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