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RESUMEN

El priser trabajo sobre mecénica de fluidos fue prnscn}.do por
Mariotte en el affo de 1484, un alo antas de que Newton publicars
su tratado Philosophiae Naturalis Principia Mathemalica, pero no
fue sino hasta la mitad del siglo pasado cuando la teorfia quedd
forsulade de una manera completa y ‘cerrada. En 185t George 6.
Stokes establece las ecuaciones de balance de masa, msDaInto y
energfa y lam ecuaciones constitutivas de un fluido homaogenso e
isétropo, de acuerdo con la f&raula de viscosidad da Newton. Mis
tarde empie=zan a aparecer intentos de desarrollar la teorfia caon

base en principios vartfacionales.

La cnorme cantidad de groblesas (tanto tedricos como précticos)
de la Mechnica Cldsica que han podido ser comprendidos y resusltos
a través de la Mechnica Analitica, ha estimulado muchos esfuerzos
paor forpular las leyss de la Meclnica del Medio Continuo de w.
similar, Esta dltina rama de la Mecdnica, propuesta por thnnp»
en 1914, consiste an una teorfa unificada para fluidos vy lﬂ[#
elBaticos y estd basada en los postulados de la mecénica analftica
de Lagrange. Madiante la formulacidn de un principio variacional
dnico con una funcicnal de accién del tipo T~V y con 1a adicidén de
funcionas nulas amultiplicadas por par&setros indeterminados de

Lagranye, Hallinger obtiens lag ecuaciones de amovimiento para




tales medios.

Més tarde, en el alla de 1954 Herivel llega a la conclusidén de
que los fluidos reales no pueden sar tratados sadiante el forma-
lismo propuesto por Hallinger. Determina que la taoria relacionada
con estos sistemas no puede provenir de un principio vartfacional
de Hamilton con una funcidn lagrangiana del tipo T-V, debido a su
caracter disipativo. Propone en cambio la existencia de una  fun-
cidn de disipacién y un principio de tipo D'Rlembort para despla-
2amientos virtuales. En un trabasjo muy rmporlante de J. Serrirn,
aparecido en 959, se insiste en llegar a las ecuaciones da la
mecdnica de fluwidns o partic de las 1deas de Herivel, empleando el
principio de D Alembert y hacienda uso del método de los multipli-

cadores indetorminados de Lagreange.

Estas son de hecho las ideas que han prevalecido hasta nuestro
tignmpa y solo en trabaqu auy recientaes han comenzadt a aparacer
nuevos intentos ds eatablecar la mecénica de fluidos desds un pun-
to de vista de la teorfa clasica de campos a partir de una formu-~
lacidn lagrangiana y un principio variacional tipo Hamilton. Se
pueden citar por ejeaplo los trabajos de Carl Eckart (1960) y de
Paul Penfield (1966). Eckart muastra como pueden ser obtenidas las
gcuaciones de Lagrange para fluidos, & partir de principios varia-
cionales y enfatiza la itmportancia que tienen las condiciones de
frontera en tales principios. Penfield emplea el principio de Ha-
ailton para derivar las écuauiones de las fuarzas de fluidaos no

visconos, tento relativistas como no relativistas.



Otros trabajos como el de J. Demarel y V. Moncrief (1980) y el
de M. Bailyn (1980), han surgido dentro de! marco de la relativi-
dad y tratan de wstablecer las ecuaciones de momento-energia de
fluidos ideales o reales, relativistas. La gran mayorfa de ellos
parten e los trabajos de Taub para fluidos perfectos (1954).
Otros, como Wilhelm (1979), proponen densidades lagrangianas clé&-
gicas, en términos de ciertas funciones tipo campo de velocidades
y un principio de Hamilton sobre la accidn, con lo cual cbtiene un
canjunto de acuaciones de campo satisfactorias. La desventaja
principal del trabajo de Wilhelm, es que la densidad lagrangiana
depende da una manera complicada de esas funciones tipo campo de
velocidades, aun en el simple caso del fluido ideal, asf como de

ciertas “constantes” sin un significado ffstco definido.

En el presente trabajo se persiguen como objativos, el estable-~
caer las ecuaciones de balance de masa, momento y energfa, para un

fluido no viscoso, y &l desarrollo de su formalismo hamiltoniano.

Se propone inicialwente una funcidn de densidad lagrangiana, a
partir de la cual se define una lagrangiana especifica que depende
de la posicién, de! tiempo y de cinco variables de campo que des-
criben »! estado dindmico del fluidos la densidad de masa, la den-
sidad de entropfa y las tres componentes del canpo de velocidades,
Las ecuaciones de balance mencionadas se ovbtienen como resultado
de aplicar a la lagrangiana especffica los tratamientos de una
formulacidn lagrangiana como la de la teorfa cldsi~ ca da campos vy

un principro variscicnal tipo-Hamilton sobre la accidn.

«d



Se define luego una hamiltoniana especifica como la transforma-
da de Lagendre de la lagrangiana especi{fica citada, y aplicando el
tratamiento usual del formalismo hamiltoniano, calculando los ele-
mentos diferenciales de la transformada propuesta, y de la hamil-
tonmiana especifica como funcidén de las variables candnicas conju-—
gadas del campo de velocidades, se llega a un conjunto de ecuacio~
nes de movimiento, "las ecuaclones de Hamilton para un fluido no

uiscoso".

Como una aplicacidn de la teorfa desarrollada, se construye una
funcidn de densidad lagrangiana muy sencilla en términos de la po-
sic1dn, la velocidad ; la energfa interna, y sustituyendola en las
ecuaciones de balance obtenidas aquf, sa obtienen la ecuacidén de

Euler y la ecuacién de Bernoulli para el fluido perfecto.



CAPITWO 13
ANTECEDENTES MATEMATICOS
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1.1 INTRODUCKCT OM

La inclusidén de este capitulo tiene por objeto el dar cierto
apoya 3@ conceptos y desarrollos de tipo matemético que son

emplcados en capftulns posteriores.

A pesar de que no se persigue hacer un andlisis  eithaustivo de
los temas que se presentan, lo referente al cllculo de variacionas
se trata con cierto detalle. €sto aes debido scbre todo a que
algunos da los conieplos que maneja ¢sta rama de la matemstica

represontan una de las partes centrales del trabajo.




1.2 ELEMENTOS DEL CAICULO DE VARIACIOMES.

Cons.dérasa la funcion

f = f(x.y.&) ’ 1.1
donde y = y(x) y § es la derivada de y, ¥y definamas
b}
2
1= I Fix. v . dx . 1,2

”®
L

€5 claro que los valures de 1la integral I, dependerfn en
general de las caracteristicas de la funcidn y = y(x) ya qua al

integtando dapende de dicha funcidn.

Uno de los problemas fundamentales del calculo de variacicnes,
@s 8]l de determinar la funcidn y gue haga que la integral (1.2),

s2a una sxtremal; es decir, que alcance un sdiliec 0 un sinimo.

Sea € un arco particular en ¢l plana x,y, que Une a los punto
(x..y‘) y (x..y'). daefinida por la funcién

y s yix) x, S x5 xy [



61 a es una constante arbitraria y si 7m = 9(x) es una funcién
QuUE S Jnuls en x = x y x= Xy Y Que tiene propiedades de
continuidad similares a las de y(x), entonces, todo arco da la

familia
yvix) + ani{x) x, $ xS Xy 1.4

pasa por los puntos !x‘.yl) Y (xz.y‘) de C; ademds, o! arco

C pertenece a dicha familia (se obtiens tomando a = O),

Sustituyendo (1.4) vy su derivada ;r+a;) en la axpresidn

(1.2), resulta

.l
Tta) = j’ £ ix. yan, y+an) dx , 1.5
x

Supongamos ahora que &1 arco C proparciona un valor minimo
para la integral I, entonces, de los criterios del célcule
diferencial tenemos que I(a) alcanza un mfniso en a =0, y por
lo tanto s@ satisfacen las condiciaones $°(0) = G e I°°(0) > O.
Naturalmente, si @n ve: de un minimo @l arco € proporciona un
mhimo, las condiciones anteriores cambian por I7(0) =0  I*°(0)
{ 0. A las cantidades al”(Q) vy ¢’x"m) se las llama primera y
segunda variaciénes de la integral ! a 1o largo del arco € vy se

acaostumbra a denotarias por 81 vy 6'!. respectivamente.

La vari{ac{én de orden n-ésimo de 1, denotada por 871, se define

de manera enteramenta anfloga.



Al producto an(x) se l@ denomina varfocién de la funcidn y(ix)

Yy se le representa por &8y es decir, &y = anix),

Comu puede verse, existen analoglas entre la variacién &y de
una funcidn yix) y la diferencial dx de la variable independien-
te x del chlculo diferencial, Yy lo mismo oturre enire lis
variaciones &1, 6'1, «e. Y las diferenciales dfix), df{(x). coe
de una funcidn f(x); sin embargo, todos los intentos por unificar
los métodos del chlculo diferencial y del cAlculo de variacionas,

han sido hasta la fecha infructuosos.

En el pasado, 1os trabajos més serios encaminados a lograr tal
unificacidn se realizaron en &l periodo comprendido entre los alNos
1800 y 1850, pero no se llegd a resultados realsente importantes.
En la actualidad se ha retomado la tarea sin gue hasta el momento

se tengan noticias de algln logro de trascendencia.

Derivando la ecuacién (1.5), resulta

I* () I[n-—n%—- dx . 1.6

Ahora, el segundo téramino de la suma que aparece en g}

integrando, se puede poner en la fornma

g sbg) E(5)




Sustituyendo esta expresidn en (1.6), recordando gque n(x;) =

n(x') = 0 e inteyrando, se obliene

I’ ta) = J;j[ ;g - g;[ ;g ])n(x)dx ’ 1.7

de donde, al multiplicar nor a. resulta

avior = [ (Lo Yo -

i

Aplicando la condicidn de extremo &6l = 0 a esta igualdad vy
tomando en cuenta gue n(x) y por lo tanto &y(x) son cantidades

arbitrarias, se deduce que

of

;—dx(%]=o. 1.8

Esta igualdad es conocida como ecuacién de Euler.

Una generalizacidn inmediata del procedis. ~nlo seguido arle-

riormente, es considerar una funcisén f de 1a forma

f= I(xsy‘!--')yn’y."",yn’ [} 1.9.

donde Y, = yk(x), para k= {,2,...,n, ¥ Qk @s la derivada de Y
fara #sto se eligan n  funciones independientes n‘(x),n’tx),...,
n”(x), y s@& forma, como se hizo en (1.4), la familia de arcos

10



yi(x,a) = y.‘(x,O) + un.ttx) £ = 1,2,0.0,N. l.?'»
Naturalmente, las funciones nk(x) deben tener las i Sl
propiedades de continuidad que las raspectivas yt(x), adeshs se

debe cumplir que nk(x.) = nk(x.) = 0, para todo R = 1,2,...,0.
El equivalente a la igualdad (1.5) nos queda en este caso comso

I(a) = j VAL y‘+an.,..., y"+un",§.+a;7‘,...,§n4m.ph)dx .

Tomando en cusnta que los conjuntas de variables y's, ;‘s, s
Yy 7')':. son independientes, al efoctuar la variacidn de la integral

anterior, sa llaga &

I z ""‘a' g])”‘dxto . 1.10
(S

lo cual ha de cumplirse para todo 6y‘. Exta conduce al sistema da

scuaciones

o o
) =0 €= 2,2,0005N 1.10*

""3:7

Aungque aqul ya no s@ tratarén estos catos, existen procedimien-

tos para funcionas f todavia nds generales. Por ejemply, si

1




0\4. 0\4. Ou" 0\‘"
f = I[x')'-'nxns“"-'o1‘-‘"'—‘----;-———,.--,'——-,-..,f— s 1.11%
[ Jx" Ax. Ox"

las igualdades que deben satisfacerse, equivalentes a las obteni-

das @n (1.10), son

[./4 e If & of .
e — cn g - — =0; kR=1,2,...,n, 1.12
% ’x"uk ,l‘ unouk.-"

donda,

. 1.12°

1.3 LA TRANSFORMADA DE LEGEMDRE.

u;procedtmanto matembtico que s empleado an diversas rasas
de la fisica} como por ejemplo, en la termodindmica y en la msech-

ntca analftica, 25 el conocido como transformacién de Legendre.

l.a transformacidn de Legendre de una funcidn f = ](x.....,x“)
respecto a las variables x.“,....x". es una nueva funcidn g de

la forma

PR ‘(x‘....,x.,u”.....,u") , 1.13



donde

of
1.13°

u 3 { = StlyeeesP -

as el [3 X

£l camino para 1legar a la funcidn € & partir da f»
guiente: Dﬂarencimdu l1a funcidn
f = I(x‘,...,x”) » 1.14
ga tigne
”
df =2u.dxk , 1.19
j 1)
donde w oots dado por 1a igualdad (4.13%2. pefinimos ahora a 1la
funcion ¢ ssdiante 12 expresion
n
e=r-3x%- 116
Laped

funcion & aquf propussta, tiene 1as pro-

que la
su di $erencial.

Para varificar

% antes, 3@ calcula

picdades eupaci ¢icada

aitioa i gual dad tengaos

dg = df = zx‘dul - Zu‘dx\ .

tzsob [E2 14 %

Ahcr ay Empleando t1.15), resulta
13




n n n
d - -
g = Zukdxk zx‘du‘ Z u‘dx‘
k=4

lzeet lzs et
. n
= zuidxk - E)z"cml . 1.17
k=1 \zeeg

Se deduce da aquf que g es funcidn de las variables x‘,...,x.,

U peeau ademds, tamhién de esta igualdad nos queda que

%
X T e =, { = s+l,...4n . 1.177
8u

1.4 EL TEORENA DE TRANSPORTE.

Las ecuaciones de movimiento de los fluidos se pueden estable-
“cer en términos de dos tipos di ferentes de variables; unas llama-
dasg eulerianas o espuciales y otras lagrangfanas o materiales. A
1as primeras =4 eh . oot ard por {x,'t) y & las segundas por (L,8),

donde
x = Ofad ™ r = et e . .18

La relacidn entre estos conjuntos de variables es la siguiente.

14
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Considdrese una particula de fluido en movimiento. Supdngase que
en ¢t = 0, ocupa la posicién [ = (t: t',t') Y que al transcurrir
un tiempo t, se mueve hasta el punto x = (x’,x’,x‘). Entonces, x
podra ser determinada como una funcién de [ y ¢t mediante una

transfarmacién de la forma

x = plZ,t) 6 X = g, . 1.19

sSupcngamos por otra parte, que particulas distintas de ¢luido,
ocupan posiciones diferentes durante todo el movimiento y que cada
una de ellas puede ser ubicada en cualquier instante posterior a
t = 0. Entonces, la transformacidn y es necesariamente biyectiva y

axiste una transforescidn inversa ! de tal forma que

Z = plx, ) s =40 . 1.20

Asl, cualquier cantidad F relativa al flunido, que sea funcién
de las variables espaciales (x,l), lo sers tamhién de las
variables materiales (f,t), e inversamente. Si se desea indicar la
dependencia de F respecto a alguno de los conjuntos de variables

mencionados, se escribe
F = Fx,t) [ F=FWr,n o : 1.2t

Ectan formas de la funcidn F, estardn relacionadas mediante tag
transformaciones (1.172) y (1.20) y su significado jeomdtrico eg al
siguiente:r F(E,E) vs el valor de& F que Linne asociado una partfcu-
1a de fluido al Liempo t que se enconlraba inicialmente  fi0 Vo

15




powieidn 0, y Fix,t) representa el valor de F erperimantado por la

partiuvala que se encuentra instantaneamente en la posfcidn o,

Baa ver elegido ®l conjunto de variables en €l que irdn  Gepra-
sadaz las wouaciones de acvisients de un fluida, la& descripaife
ealwmAlica cowpicla geedard daZa  asdian? 1 digtribupcife dw
veloordaden v v coalerguiera 323 variables Lermodinknices; fovar
Aty TR et v 1o temoeratute. ERte aflvnaridr 6t CUn Bk
i ml MRS HE Qs el BT LTI ESKRS termod:ndanre G5 an 8 vhtke
PAte sy HolerBl LAl %L B IDNITEN Sl BOLEDLYT 08 Butelt 7 Gwd

e At es RS AR IE%

v oire parto. @l AIDNIANT OF S@ STSnRSDrmacifr (1L 19)

L4 R 3 +
#lx Ln L . o,
ST T DRI | e 1.2
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posicidén I, y F(x,?) representa el valor de F experimentado por la

particula gue se encuentra instantaneamente en la posicién x.

Una vez elegido gl conjunto de variables en el gue irsn expre-
sadas las ecuaciones de movimienta de un fluidn, la descripcién
matemBtica completa quedar& dada wediante la distribucidn de
velocidades v y cualesquiera dos variables termodinfmicas; por
ejemplo, la presidn y la temperatura, Eata afirmacidn es con base
en el hecho de que cualquier propiedad termodindmica de un sistema
puede ser determinada si se conocen su ecuacidn de estado y das

variables termocdindmicas,

Por otra parte, al jacobiano de la transformacidn (1.19)

.(x',x',x’)

lx‘
= det[ ey ] , 1.22
ot 2%t o«
representa la dilatacidn de un volumen infinitesimal de fluido
cuando #ste sigue el movimiento. De la consideracidn de qua la
transformacidn (1,19} posee una inversa diferenciadble, se sigue

que 0 < J <.

Se probarf ahora una igualdad que es de importancia en hidrodi-

nAnica y que es debida originalmente a Euler. Se propone

= J dive. 1.23

Ql&
o

Segdn la igualdad (1.22), el determinante jacobiano J es una



suma de seis términos que, salvo un signo, tienen la forma

£
LYK
xR
)

donde los Sndices €, s y hk son distintos entre 3§, y sus valoraes

van da 1 a 3, Si se calcula dnﬁﬁ/dz. y se toma en cuenta que

&’ r F VA %4
%r[ ;.] ol o %

de la e:lpresidn dada para\%‘, resulta

duy Aetelad el alal ot ol af et e
dt ‘*p"t ‘!l ‘!. l(‘ P l!‘ "t ‘!‘ ‘(’ ax® “k
aaltn’ ot o 2P
e
NK
"‘m;&

Es evidenie que este resultado no depende del signo de la can-
tidad !&., por 1o tanto, al derivar respecto al tiempo, cada
término de la suma J couserva su signo y queda multiplicado por

div v, con 1o qua se prucba la exprestiédn (1.23).

En las igualdades anteriores se ha empleada 1la convencidn de

Indices repetidos para la suma.



Con estos elementos we posible establecer un postulado qua es
de gran utilidad an la din&mica de fluidosi el llamado teorema de

transporte.

Considérese un volumen arbitrario VvV = V(t), del fluido en
movimienta., Supdngase quae dicho volumen estd compuesto siempre de
las miswmas partfculas. Sea F = F(x,t), una funcidn de posicién,

ascalar o vectorial. Entoncaes, la integral de volumen

Fix, 8)1dV ,
Vil

es una funcidn perfeclamente definida del tiempo, cuya derivada

estd dada por

gTI F(x.t)dv=I (g'-;-+f-'divv)dv. 1.24

i) va)

Para probar esta igualdad, se ovbserva lo siguiente:t En virtud
de que el volumen elegido contigne siempre las mismas partficulas,
podemoas reemplazar en @l integrando la regidn en movimientno V(t),
por la regidn fi13ya '{0) = Vo, cambiando la dependencia de F, a

variables lagrangianas, quedando con éstao

I Fix,tygv = I F(Z,t)Juve , 1.29°
Vi) v

donde dV = JdVe, relaciona el elemento de volumen en las varia-
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blas x, con 21 elamento de volusen dVe en las variables F. €s
evidente gque si se deriva respacto al tiempo la Gltimsa igualdad,
el oparador d/dt conmuta con al s{imbolo de integral en el lado

deracho, de manera que rasulta

g-{I Fx, t1dV = j’ [Js;- . Fda'-:- )dv. .
vi) v

Sustituyendo aquf el valor de J dado por (1.23) y reagrupando tér-

minos, nos quaeda

grl Fim, t)dy = I [g’r * F div v].wv. .
v

)
-

Casbiando nuevamente a variables eulerianas, so llega a 1la

igualdad (1.24), y con esllo queda probado =l teoresa.

Un priser resultado inmediasto del teorsea de transporte, es 1l
11snada scuacidn de continuidad de 1a dindeica de fluidos. Supén-
gase que 1a funcidn F a la gque se hace referwncia en dicho teorema
a5 la densidad de masa del fluido p = pix,8)} y considérese un

cierto voluman V de éste. La masa contenida en dicho serd entonces

Mo Ip(-,uuv
v

Esta cantidad no sufre cambios cuando V s@ mucve con el fluido;

ésto es, dM/dt = 0. Entonces, derivando respecto al tiempa la ¢1-

1?7




tisma igualdad y aplicando la ecuacidn (1.24), encontramos

do
— +pdivv=o0, 1.2%
dt

igualdad que reprasenta la ecuactén de continuidad.

Otras dos expresiones dtiles que se puaden deducir del teorema
de transporte, son en combinacidn con los resultados obtenidos an
la seccidn (1.2), relativos al cllculo de variaciocnes. Una de
ellas 6@ refiere a la variacion de la densidad del fluido y la
otra a la variacidn de la integral del producto de la densidad por

una funcidén de posicidn F, escalar o vectorial. Se establece que
8o = —p divéx 1.26

6[ oF (x, LYV = I POF (x, t)YdV 1.27
va) vt

Para probar la primera de estas igualdades, basta observar 1o
sfguiente: Relacionamos 2 &x con la velocidad inicial de un
sovimiento en &1 que Bl parfsetro a qua aparece en (1.4), toma el
papel del tiempo y se recmplazan en la ecuacidn de continuidad
(1.2%), las cantidades d/4dt y v, por 8§ y &8x respectivamsante. E1

rasul tado es inmediato.

Para la igualdad (1.27), se hacen las mismas consideracionus en

cuanto a 8 y 8x y se escribe (1.23) en la forma



8l = J div éx . 1.

Se tiene entonces que

5[ pr Y -I StaF ) dVe
v v

= I C(EPIFT + p(SF)T + oF (&) JdVe .
v

L]
De las exprasiones (1.26) y (1.28) gueda claro que la susa d
los términos prisero y tercuro del integrando ce anulan, quedand

asi la igualdad (1.27)



TAPITUO 2
MECANICA NEWTONIANA



2.1 LAS LEYES DE NEWTOM.

El objetivo de esta seccidn, s enunciar lag Ieyes de movi-
miento de Newton y hacer una breve discusién de algunas deo sus

consacuencias sabs inmodiatas,

Como punto de partida utilizamos el concepto de garticula) un
ente que puade considerarse puntual y cuyo estado dinsmico queda

totalmente deterainado por su wmasa m, su posicidn ¢ y su velocidad
v = 37 » 2.1

donde ¢t 3 el tiempo.

Supdngasse que exinten sistemas de referencia en los cuales son
vhlidas las layes de@ HNewton., A astos los llanaresos sistemas
inerciales. Cualquier otro sistema de referencia gque se sueva - con
velocidad constante con respacto a un sistema inercial, sarf a su
ver inercial. Asf, podemos establecer las leyws asencionadas como

sigues

.

Primwra ley: Si una partfcula & susve sin gqua actden fuerzas

sobra alla, su movimiento ser& con velocidad constante.

6i P es la fuerza que obra sobre la particula y v es su veloci-
dad, la primera lay gueda expresada matemhticamente en la forma
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St F =0, ontoncesv v = const. . 2.2

Segqunda ley: Si hay fuaerzas actuando sobre una partfcula, la
rapidez de cambio dal mosento lineal p de ésta serd igual a

ta fuerza resultante qua actda sobre ellaj es decir,

dp
F =3 donde P =AY . 2.3
de .

Tercera leyt 5i dos particulas A y B interactdan, la fuerza
l". que la particula A ejerce sobre la B es de igual magnitud
y de sentido opuasto & la fusrza '“ que ls particula B ejer-

ce sobre la A,

El equivalente matemfitico de este enunciado es

P aa !’..0'“=0. 2.8

Si la mana de una particula se mantiene constante durante su
moviaientp, la segunda ley dada en la igualdad (2.3) se pusde

escribir como

| S Y donde .-g%. 2.5

Al vector » 8 le llama acelerecidn d» la perticuia.

Come una primera consecuencia de las tres leyes dadas, tensaos

el principio de conservacién del momento lineal. Si se integra la



sagunda de las igualdades (2.4) sobre un intervalo de tiempo

(t., t.), resultas

Ahora, segin 1a gxpresion (2.3,

L A 4 (av) 1 t(,f = A8

it [ S ' o0y

da aansra que al rasolver 1a integral, nos quada
: L -

-, ¢ 2%’ .“ - tp, * e’ { =o°-

-

Exte resul tado e pueda ascribir en 1a ftorms

o

({ (1 4 3 J
= +
P R R 2.

donde "'“ - (1) P2 1=ap o =12

(WY l.\ullad (2. 8) ropresente el prtm:ipio de conservacion det

eaannto tinmal.

otra cantided seportante on 1a dinkmica de partfculas, es 1a

genoninada ssasnte angular, para 1a cual, bajo determinadas  cir-

cun.tannias. e poslhla enunciar tanhidn un principio de conservas

cion. €1 acmento angular de una particula respecto a un punto 0,



se define como el producto vectorial

L=r xp, 2.7
donde r es el vectar de posicidén de la partf{cula, respecto a dicho
punto.

Se puede probar directamente que la derivada temporal del
momento angular, es igual al producto vectorial del vector de
posicidn ¢ por la fuerza que obra sobre la partfculas; es decir,

i =¢ x F. Para #sto se tiene

%=g?(l‘ x mv}

dr d
= a—z'x (mv}) ¢ r x a"‘-(.’)

=r xF, 2.9
Al producto
H=r x?VF, 2.9

se lo dencmina momento de la fuersa F respecto al punio 0 y tiene
1a siguiente propiedadt Si la resultante de lox momentos M, es

nula, el momento angular L de la partfcula, se conserva.

La prucba de este enunciado est& dada en (2.8}, donde vamos que

si N = L = 0, entonces L = const.
Supongamos ahora gue la partfcula ze mueve bajo la influancia
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da una fuwrza F. El trabajfo reslizado sobre la partfcula cuando la
fusrza actda durante un intervalo de tiempo (c.. t‘), se dafine

nediante la exprasidn

2
W, = I Fedr . 2.10
13

Si la sasa dw la partfcula permanece constante durante el
sovimiento, cosa que ocurre con frecusncia, 1a fuerza se puede
axprasar coeo en (2.%) y dade que dr = vdt, de la exprasitén ante-

rior, sncontramos

i ]

d .

N“-I[na%  tvde) -Id(-:-m)uY.—T‘ , 2.10°
i "

donde se define la cantidad

T = g- rvutn', 2.18

como 1a enwrgia cinético de la particula

En virtud de la definicidn (2.10), tenamos que e] producto
Few ropresenta vl trabajo gque por unidad de tiempo, hace la fuerz.p
¥ wobre 1a particula. Entonces, 1a ecuacidn (2.10%) aeaxpresa el
hacho de que el trabajo total realizado por F durante el intervalo
da tismpo (t‘,t.), es fgual al cambio en la energfa cindtica de

dicha partfcula.



Por otra parte, %@ dice gue un campa de fuer:as es conservati-

vo, #i griste una guncisdn nescalar &, de tal forma que

F = —qrad ¢ - - "2.12

tJolviendo @ 1a ecuacida (2.10), se tiene que i 1a particula se

encuantra en un canpo conservativo,

[T 2
I Fedr = ~ I (gr ad P dr = 4, + O‘ . 2.13
1. " '

Comparandoe éste resultado con el obtenido en (2.10%"), se llegé

‘a due
T‘+¢‘=T.+03. | _.244

Ala funcidn ¢ que aparece @n ostas {gualdades, se le denomina

. funcion de energld pazonctal.

La expresion (2.14) r epresenta el principio de consarvacion da
la energia total para una partxcula, que tambidn podemos exprééar
diciendo que st dicha partxcula se mueve en un campo de fuercas

conservativo, sy enargla total
E=T 4+ . v2.15
permanece conatante durante el navimiento.

Queda L1370 de (2.17) que el salur de la integral del mienbro

feac)




{zguiseda no deperde de la trayectoria seguida por 1a particula,
ga gque de otre nmadas no seria pusible .ntroducir la funcién  ¢. Con
pase en ésto, pudemos afirmar también que un campa de fumrzas (-3
conser sati v 2i ¢! sator de la integral (2,13 duperde sclo de las
pOSLCIONES G quc B encuentra la particula en los tiempos ts Y

ta.

1.2 SISTEMAS DE NUCHAS PARTICULAS.

Todas 1a ideas de 1a sercidn anterioer, punden ser extendidas de
una manera natural al caso de sistemas compuastos par dos o mAs

partfculas.

Consldéress uno da tales sistemas Yy sean F‘ Yy F“ 1as fuerzas
que ohran sobre la i-ésima partfcula del siatemd, siando la prime-
ra de sllas 1la fugrca externay la segunda, ls fuerza debida a la

presencia de la j-ésima partfcula.

siom vy \A son 1a masa y la velocidad respectivamente de 1a

partlrula nomero L, de 1a segunda ley de Hewton establecida por la

gupresion (2.3, lenemos Jqut su ecuacién de movimiento es
4 imvy = F ¢ Y Fus F. =0 . 216
dJe s ' M W
]




Sumando sobre todas las partfculas que componen el sistema, de

la expresién anterior resulta

g?[ g'ﬁ'a)

i

2[}“ +§Fu]

#

25‘.‘« zr“. 2,16
[} L.

En la Gltima suma de esta iyualdad, para cada Fﬁ existe un ’lj
que, segdn la tercera ley de Newton expresada en (2.4), es igual
al negativo de r“. de manera que dicha suma &% nula, quedando

entonces

2

d

;:.za..r‘an‘=r, 2.17
3 [§

donde se ha representado por F a la resultante de las fuerzas

axternas, ejercidas sobre las partfculas.

Si se denota por M a la masa total del sistema y se define el

contro de masa de éste como el vector

Ianzl\‘r‘, 2.18

la ecuacidn (2.17) queda como



f——=F. 2.19

Dos caracteristicas importantes de la dinfmica de sistemas Jde
particulas que se pueden observar en los desarrpllios anteriores,
son las siguientes: Primero, las fuerzas internas no alteran el
estado de wavimiento del sistema en conjunto, y segundo, el siste-
®a completo se muave cowo si la masa de todas lae partficulas estu-

viera concentrada an su centro de masa.

8¢ prugba ahora que el principio de caonservacidn del mosento
l1ineal, se sigue cumplisndo en sistemas de suchas gartfculas, De

l1a jgualdad (2.18) se sigue que ¢l pomento lineal del sistema us

&

PN

213
el o |
-
g

Combinando asta saxpresidn con (2.19), rasulta

n"

~I%

de donde es inmediato que si la fuerza externa resultante es nula,
entonces P = const., Yy el wsomento lineal total del sistema

S8 conserva.
fPara al momento angular e tiene un resultado andlogoa.

Sea O un punto $ijo y gea e el vector de posicidn de 1la

{-d3ima particula del sistema, respecto « este punto. De la ecua-

3




cién (2.7) se tiena que ®l momento angular de dicha particula asté

dado por
L‘ N 2,20

y naturalmente, el momenta angular tutal del sistesa serd igual a

1a suma de los momentos angulares individuales) ésto es,
L-Zl."zr‘np‘. 2.21
Y 8

Sa calcula ahora la Jerivada tesporal de L. De las igualdades

(2.8) vy (2.16) ge tiene

d
3%'2'1-"‘;
.

-Zr‘xr‘fzr‘xl‘“.
\ i

Para cada pareja de fndices ¢ y J, en la Gltima suma aparacen

sumados los productos rox !’“ Yy r, x 'U' S se toma en cumta‘

que '“ - - r“ ttercera lay de Newton) {gualdad (2.4)). podemos

escribir

r‘x!'“orjnr“= (r‘-r‘) n"‘.

Clarasente los vactores - r'. Yy !'“ se encuentran sobre

1a linea que une a las partfculas ¢ y J (son paralalos), por 1o
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tanto tenesos

(r‘— 'i, x l‘ u 0,

para cada pareja de particulas. Rezulta entonces,

?r-zr‘n"‘-l. 2.22
S

Expresads sn palabras, la igualdad anterior dice que la derive-
da temporal del momentno angular total del sistesa, es jigual al
soaanto de l‘a fuaria externa con ralacidn al punto dadog ad.ds.'

o inmediato que et dsute Oltimo es nulo, L sa conserva,

Se desuastra shord §ue ol sosento angular total del sistess
respecto a un punto 8, estd foraado por dow contribuciones; una de
ollas on dabida 2l somento angular del sistuma concentrado en sy
contro da adsa, vy la otra, al aceanto anguler causado por wl msovi-

sfento de 1os cosponenties del sistema alrededor de dicho centro.

Sea & wl vector de posicién del centro de wsass, referido a}
punto A. y saa r: el vector de posicidn de 1a (-Ssima particula
con respecto al centro de sasa. Entonces, la posictén de la partf-
culs citada con raspecto a O, estd caractarizada por el vector

[ 4

‘-Ior'. 2,23

b

Derivando respucto 8! tiespo ambos afembros de ¢sta - {gualdad,
sncantrasos
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v =V ¢+ v 2.23°

Sustituyendo estas expresiones para ryv an (2.21) y dosa-

rrollando, se obtienes

L=z(l 8 x A Y eV
) 3

.

=§g..,‘Vo22x-‘vg+2£;x-\Vozr;nn‘v;
. . "

8 [y [y

=RnﬁV0lx§er\r;+(Zn‘r;]xV§2r;xp:.
i i i

Ahora, para la sumsa de los térainos lll'; qua aparece en esta

axprasidn, resulta

Iari = Yac-m =Far -nYa -0, 2,24
1Y i

[} 4

de sansra que nos quada para el sosento angular

Ltlxmo-zr;:p:, 2.25

1

igualdad que prueba la afirmacién hecha antes.

Be ver® an sequida el principio de conservacién de la anergfia

para sistemas de muchas particulas.

La fuerza que actda sobre la i-ésima partficula del sistesa,



ests dada por la expresiéon (2.16), de manera que segan (2,100, el

trabajo que realiza dicha fuerza es

rﬂ 2 2

(%) - d o . . .

W, = i qEimy,) eor; = [ Fodr, + 2[ E,0r, - 2.26
LT i [y "

Obvi asant@, el trahajo total sobre wl sistema, sars igual a 1a

susa de los trabajos individuales, quedando de la Oltima igualdad,

o = z“(h
(Y]
i

8 :
- i[ [%i-(q.v‘)]-v‘dt
{ te

(1]

[} 2

'2[ digm V)
L e

at.-T‘ [ 2.27

donde sa ha denotado por Tk a 1a energia cinética total.del siste-

sa al tiespo lkz es decir,

s
T' - 2 a(v‘u.u' . 2.28
8

Como sucede con al aosento angular, también la energla cindtica

de un sisteaa de particulas se puede expresar referida a su centro

de wmasa. Para ella tomamos en cuenta 1a ecuacidn (2.23") y escri-




bimos la encvrgla cindtica de la (-ész1ma partfcula del sistema como

({1 [} 2
T =

M

L} ") e .
= .u,‘(v + v‘) (Vv + v‘)

[} : dl": [ 3
H + + Zmv® .
=Y nVeaT Fa A

Sumando sobre todas las particulas que forman el sistema, de la

expresidn (2,.24) resulta

drl

Iava svg iAo,
3 i

quadando antonces para la energia cinética total

T-ZT"=EW'+EZ;\‘V". 2.29
3

i
i

Volviendo a la definicidn de trabajo dada en la ecuacidén (2.10)
y calculando el trabajo hecho por las fuerzas dadas an (2,16"),

encontramos

(1]
w“ L] [ [2" +2F‘.Jodr‘
A Y T} i,
‘e (X J
a ZI Fodr, + 2[ AL 2,30
SR Y L.j ta
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Supbngamos ahora que tanto las fuerzas externas como las inter-
nas, soh consaervativas. Entoncos, para cada p‘arnja de enteras ¢ Yy
Js axisten funciones escalares ¢: y &;‘ con las siguientes

propigdades
l‘" = -qrad‘ﬂ

FU = -grau;i‘ﬂ‘.i = qradfii = "i .

Entances, (2,.30) se pusde ascribir en la forma

(2]
LI -2[ grad,ef edr
[ ¥

18
2 | Y L
- ;2 I (gnd‘é” dr‘ + ond[o“ dr’) . 2.31
YY Y

El tactor 5 se incluye =n la segunda suma, debidp a que cada par
de términos dentro da dsta aparacers dos vecesi una vez al sumar
gobre € y la otra al sumar sobhra J. Ahara, de las propiedades de:

las funcionas escalares O;‘. tenesos

qud‘q‘cdr‘ + grad,’:‘-dr‘ = qrad‘éz‘- (dr‘- dr‘)

= gradlﬂ"dr” »

donde dru = dr‘- dr‘. Ask, la igualdad (2.31) queda coao




X ]
— * - 5 .
w“ = ZI grad‘o‘-dr‘ y z f qra\dtﬁj dr”
Lot i,f

L t2

= "2‘;'“ - 2¢H|“. 2.32
b L Sy

Finaleente, haciendo

= . s ,
4= zﬂ“n’ *a z‘m“u’ ’
Y (YY) ‘

de | g;.'. 32), ohtenemos
LS

U= =0+ 9 -

De esta igualdad y da (2,27) llegamds a que

—1
-+
\ J
#
—$
-
2
N
«
W
14

Esta expresidn representa el principia de cangervacidn ds la
energla aecdnica paras sistemas de . ichas partfculas, cuanda sobre

stas xcldan solamente fuersas conservalivas.

-~
-~



cartTao 3
" MECANICA ANALITICA



3.1 LAS ECUACIONES DE LAGRANGE.

El formalismo nawto;ianu de la dindmica de partfculas expuesto
en el capftulo anterior, representa solo una parte de la rama de
la fisica conocida como MecAnica Clasica. Dentro de ésta se
encuentra tambidn la mecénica analfitica, que consiste bésicamente
de las ecuaciones de Lagrange, las ecuaciones de Naamilton y la
ocvuac (6n de Hamilton-Jacobt. Obviamente, las dos formulaciones
mencionadas son equivalentes y por lo tanto, dado un problema

din&mico, ambas conducen a los mismos resultados

Una diferencia fundamental entre e)] formalismo newtoniano y el
lagrangiana y hamiltoniano, as que el primern es de caracter pura-
mente vectorial, mientras que en el otro, los problemas de movi-
miento se plantean en términos de cantidadas escalares} ademds, en
la mecAnica analftica los conceptos tales como coordenada, veloci-
dad, acelaracién, momento y fuerza, adquieren un santido wmnés
amplio} no tiencn el aismo significado rigido que se les asigna en

la formulacién newtoniana.

Considérese un sistema formado por N particulas. Saegdn los
desarrollos del capftulo anterior, se requaerird de N vectorcs Fo
r.,....r~. para caracterizar sus posiciones. 81 se ubica el
conjunto de partfculas en un sistema de coordenadas rectangulares,
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cada uno de los vectores mencionados quedard especificado en tér-
ainos de tres coardenadas cartesjanas x, y y s. Entonces, para el
siatema completo, ser&n necesarias 3N cantidades escalares para

determinar sus caracteristicas de posicién.

Es claro que, dado un sistama dindmico, podrian existir en @1
conjuntos de coordenadas que no fueran independientss; es decir,
conjuntos en los cuales un cambio e&n  alguno o algunos de sus
elementos, generard cambios en uno o mAs de los elementos
restantes. Cuando ésto ocurre, se dice gque hay ligaduras que

constriffen el movimiento del sistema.

Se puede pensar en diversos tipos de 1ligaduras, estableciendo
su clasificacién atendiendo a determinadas caracteristicas. Aass
por ojemplo, si para un sistema dado, las ecuaciones de ligadura
contienen explicitamente al tiwepo, se dice gque las ligaduras son
redénomas. En caso de que ésto no ocurra, se dice gque son ligaduras
osc lordnomas.

Una clase muy isportante de ligaduras de los sistemas dinksi-
cos, son las llamadas li{gaduras holénomas. Diremos gque toda liga-

dura suceptible de e:presarse mediante una ecuacidn de la forma
[(r‘,r.,...,r.,l) =0, 3.

es holdnoma.

Supongamos que en @l sistesa propuasto existen R ligaduras. Si

todas éstas son holénomas, habrs R ecuacianes da la forma (3.1) vy
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por lo tanto podremos eliminar k de la IN coordenadas que hahfa
inicialmente, quedando asy un total de 3N — A coordenadas inde-

pendientes. Ge dird entonces que el ¢ stema tiene 3N - kR grados

de libestad.

Se puaden ahora elegir de una wanera adecuada 3IN - kR = n Va=-
riables independientes, de tal forma que cada uno de los N
vactores LT SRR g quede expresado como funcidn de ellas
y el tiempo. Si se representan por CRLIEREEL las nuevas varia-

blus, tendremos,
F= r‘(q‘,q.,...,q",t) M 3.2

para ( = 1,2,...,N.

A las q's de las ifgualdades anteriores se les danomin.a
couvrdenadas general(zadas y al espacio n-dimensional generado por
ellas, se le llama ewpacio de configuractédn. En estos términos,
por un movimiento del sistema se entender& un cambio en 1la
posicidn del punto (q‘,q.,...,q”) en dicho espacio, al variar el

tiempo.

De la igualdad (3.2) quada claro que la velocidad A} de 1la
(-ésima particula quedard relacionada con las velocidades genera-

t (zadas ak (k= 1,00, m.udianta la expresién



4'! |2
.no
“
“

v = 0’2
i
i

Regresamos ahora al principio del capftulo anterior. Si exten-
denos lo que se dijo allf a sistemas cono &) que se eaestd propo-
niendo, tencmos que si  en algun instantae se especifican l;s
coordenadas y las velocidades de las partfculas gque lo forman,
padrad ser determinada cualquier caracteristica de su evolucién
dindmica futura. Como en el caso newtonisne, en la mecanica de
Lagrange, las ecuacion:s de movimiento son relaciones entre las
coor denadas, las velucidades y las aceleraciones, y respecto a las

primeras, son ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Con base en los conceptos que se acaban de introducir vy eaple-
ando un principio extremal, es posible llegar a las ecuaciones de
mevimi ento de Lagrange. De hecho, el principio que se menciona,

representa la forma mds general para la lay que rige el movimiento

de los sisteomas mecénicos.

Existe otrp camino para llegar a las ecuaciones de movimiento
citadas. Este consiste & partir tacbidén de las cantidades gque se
definieron al inicio e introducir los conceptos de fuersa genera-
lizada, desplazamiento virtual y trabajo virtusl. Después se
gmplea &) principio de D Alembert y se hacen los daesarrollos
partinentes. En asta trabajo seguiremos el camino sefalado en pri-

oar lugar.

Se establece el principlo de minima acclén o princlplo de Na-



milton en los siguientes térainos:

Para cada sistema con n grados de libertad existe una funcidn
L= L(q‘v~'-nqnsq‘1-"|qnl‘) ’ 3.4

mediante la cual queda caracterizado su estado dinamicoj ade-~
médg, 51 en los instantes t = L‘ y t = t. el sistema ocupa las

posiciones (q:”,...,q;”) Yy (q:”,...,q;”). donde q;’ = qk(t),

]
para J = 1,2 y &k =1,...,n} entonces, el novimiento qgue

realiza entre estos puntos es de tal manera que la inte-
gral
s
M= I L(q‘,...,qn,q‘,....qn,t)dt . 3.5
v

toma un valor extremo.

A la cantidad W definida aqul, se le da @l nombre de accién y a

la funcidn L se la conoce como lagrangiana del sistema.

Comparando la lagrangiana L dada an (3.4) con la funcidn J de
la igualdad (1.9) del capitulo 1, y de la teorfa asociada con esta
aGltima, vemos que #1 principio de Hamilton es tquiva!énto Y ;ostu—
lar que la variacidn de la accidn W, es nula; aes decir, =0, 0

bien, da (3.%)
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(2]
GI L(qk,ak,ndt =0, 3.6
i

donde evidentemente, k = {,...,n.

Volviando nuavamente al primer capfituloj particularmente a las
ecuaciones (1.9’) a (1.10"), tenemos que la expresidn (3.6) nos

conduce a la igualdad

12 n a “
— -4 _ leqae =0, 3.7
“.g.(m.. “m] .

Yy que ésta se verifica, toda ve: que se satisface el conjunto de

ecuaciones

| &

"gT ~ =03 R=1,...,8, 3.8

2

&
a las cuales s@ l@s conoce como ecuacfones de ovimiento de

Lagrange.

En térainos de la lagrangiana L, se define una cantidad equiva-
lente al acesento lineal de la mecénica newtoniana. Como acurre con
otros conceptos, sn mechnica analitica la cantidad mencionada
adquiere un sentido sés amplio y por 1o tanto representa una
generalizacidn del concepto sstablecido por la fgualdad (2.3). Se

18 llama momento candnico 0 momento confugado vy sa define mediante
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a
= K=1,...,n . 3.9
F

Naturalmente, para un sistema dado, es posible obtener los
componentes del momento linegal newtoniana, a partir de las momen-

tos candnicos Py

En virtud de la equivalencia entre las formulaciones newloniana
y lagrangiana da la mecdnica, bafo la metodologfa de asta dltima
tambidn pueden ser establecidos los principios de conservacidn
seffal ados en el capitulo anterior. En esta parte detallaremos
solamente el referente a la conservacidn de la energlay sobre todo
poryue de alguna manara, aste principio estid relacionado con con-

ceptos que aparecerén en desarrollaos posteriores.

Propanemos una lagrangiana que no depende explicitamente del
tiempo. Calculando su derivada total respecto a este pardsstra,
segn (3.4), resulta
.- (1]
-_.q .
k

ll
*
NP
’5
e

Ahora, de la miprasidn (3.8) tenemos que

_
-

] ‘uk

IR
aja

ds nancra‘quo es posible wscribir la igualdad anterior en la forma
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Restando a amhos miembros de esta exprosidén la derivada

dl.zdt vy
tomando ean cuenta la igualdad (3.9), se llaga a que
d L -
n[zplq‘-—l.]—o. 3.10
k
Se concluye de aquf gque, cuando la lagrangiana L de un sistewa
dinfaico no depende explicitamente del tiempo, la cantidad
H=Z;':qu—L, 3.11
®
peraansce constante durante el mavimianto.
A la cantidad H definida en la dltima igualdad, se le da el

nombre ds hami{ltontonsg dol sistema, y se puade prabar que,

cuando
éste ms conservativo, H coincide con su ensrgfa mecénica total.
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B2 LAS ECUACIONES DE HAMILTON,

Como se vio on la seccion anterior, dado un sistesa macénico
con A grados de libertad, la formulaci®n lagrangiana conduce a un
conjunto de n ecuaciones difesrenciales de segundo orden que deter-~
stnan 188 caracteristicas de su movisiento (vease (3.8)). En prin-
cipio, cada una dev @stas ecuaciones puede ser resusita haita dos
conutantes arbitrarias, gqua resultan debido al] orden de 1la
ecuacidn, Habrs entonces un total ds 2m constantas cuyo valor serd
astablecido toda vez que se ¢ijeh los valores de las coordenadas y

de las velocidadus genaralizadas, sn un instante dado.

Se ausstra shora un procedisiento sedisnte el cual, para un
sistema cosa a! sencionado, es posidle ocbtensr un conjunto da 2n
scuationes de aavisiento de prissr orden, en tdrminos de las coor-
denadas genavalizadas y los moaentas candnicaos definidos en 1fa
tgualdas (3.9). Dado qua an este caso las scuacianses son da priser
ordan, cada una de ellas arrajarf una constante de integrecidén, vy
par 1o tanto, at igual qua en la formulacidn lagrangiana, el pgro-
sleaa dal sovimiento quedard totalsente determinado hasta 2n cons-

tantos ardbitrarias,.

fa la igualdad (1.16) del cepftulo §, vamos qua @l negativo de
48



la hamiltoniana H definida por la expresién (Z.11), es la
transforsada de Lagendre de la lagrangiana L respecto a las varia-
bles &‘,...,an. Entonces, segdn las ecuacione; (1.13) vy (1.13%2
del cepftulo mencionado, la hasiltoniana serd funcidén da las coor-
donadas ganeralizadas ) de 195 moeentos candnicos Py Y del tiea-

pu} 4nto as,

H = H(q.,...,q..p‘,...,p“,t) . 3.12

Calcularemos ahora la diferancial dH; prissro a partir de la

oxpreston (3.11) y despues de (3.312).

Tomando en cusnta que L = L(q.,&.,l), de (3.18) resulta

. ‘ " L) "
dH = adp, ¢+ Ypdg -y — - ) mmdq - -—dt .
X“. . I S ¥ ! da, Z i
[ [ ) ] B
fo la definicidn de momento candnico dada en (3.7, resulta
evidents que la segunda susa de 1a igualded anterior, se anula con
12 cuarts) adeahs, Ue las scustices @ Layrange dadas en  (3.8),

vests Que la lercera suma pusds escribirse ¢n la foras

FRS LN

Quadando de easta manera que

, a
dH = 2 a,dp, —Ip.dq. - = dt . s.13
k | 4 o
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Por otra parte, al difurenciar (3.12), encontramos

™~ ~ ™
dHuZ—qukzzdpk+—dt. 3.3
"

k k k

Comparando las igualdades (3.13) y (3.13"), sa& ohtiens el

siguiente siitemsa de 2n + | ecuacionest

" ™
q B e
k
*,
3,14

. [
Py * - ;
a (]
— B e w——, .18
[ a

Las ecuaciones (3.14) forsan un conjunto de 2n ecuaciones dife-
renciales Jde priesr orden ean las variables a ¥ Py Son conocidas
cono ecuaciones de Namilion, y por su sencillez y simatrfia de for-

e, e les llasa tasbidn ecusciones candnicas de movimiento.
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4.1 LA RELACION FUMDAMENTAL

La experiencia demuestra gque lps sistemas aislados tienden ®en
general, a evolucionar espontaneamante hacia estados finales sim-
ples. Asf por ejemplo, la turbulencia en los fluidow se amortigua
con el tiempoj la falta de homogeneidad en una concentracién desa-
parete finalmente, debido a las corrientes de difusidn; y las de-
formaciones plésticas, ceden ante tensiones internas no homoyeneas
del sismo saterial. El objetivo da la termodingmica as la determi-
necidn del estado final que se alcanza despues de eliminar las

1igaduras internas de un sistema compuesto aislado.

Los estados de equilibrio, se dufinen como aquellos astados
particulares de los sistosas sisples que, desde el punto de vista
aacroscdpico, estdn caracterizados completasente por 1la energia
interna U, el volumen V y los niseros de moles N‘,....N' de 1los

di feruntes componentas quiaticos.

Ahora, para un sistesa dado, todo problesa tnrnodtnutéo rela-
tivo a 41, se pusde resolver compietaments si se conoce la rela-
cidn fundasental. Una representacidn de ésta es 1a que detaraina a
1a energla interna U com; funcién de lous parbmsetros extansivoss
entropia, volumen y nomsros de aclas de los componentes quimicos.
§i s repracenta por 8 a la entropla y sa& supone que hay & compo-
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nentes quimicos diferentes en 1 sistema, la relacién fundamantal

@8 una funcién de la forma
U= U(B,V,N‘,...,N') N

Calculando la primera difsrencial de U, encontramos

dy = TdS — PdV + zu.du* .
ks

donde s definen

il 3
S ) N

NN

4.1

4.2

W)

‘.s .

como (s leagerstwe, la grositn v ¢l gotencial eleciroguimico del

congonente &9 orden j, respectivasente,

En j1o0 que sigue, nos referiremos a un sistena forsado por

sustsncia pura (por ejesplo, un fluido perfecto). En este caso

foualdad (4.2) toaa la forss

du = Td8 — PdV
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relacidn que es valida si el sistema se encuentra en equilibrio
termodinmico y sin reaccidén quimica. For otra parte se tiene 1la
relacitn de Gibbs-Duhem, entre las diferenciales de los pardmetros

intensivos

0 = SdT — vdP . 4.7

A partir de las expresiones (4.6) y (4.7) se puede llegar a una
expresidn para la energfa. Sumando miembro a miembro e integrando,

&€ obtiens directamente

U=7S - PV . " a.B

En muchas ocasiones resulta conveniente trabajar con cantidades
que s& encuentran referidas a otras de la misma especie. Por sjem-
plo, dos conceptos Gtiles en la dindmica de fluidos que tienen
estas caracteristicas, son la densidad de energia (nterna y la
densidad de entropia del sistema. Para una porcién B cualquiera de
dicho sistema, la primera de ellas se denota por uw y sa define

sediante la igualdad
U = I wV , 4.9
»

y para la densidad de antropfa 8, se establece

TS = I TedV . 4.10
»
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obviamante, en tér minos de estas dos nuevas represnntaciones de

1a energla y la entropia, la igualdad (4.8) adquiere la forma

u=7Ts -P, 4.11

quedando todo referido al volumen.

Empleando ahora 1a densidad de masa P del fluido, e8 posible
definir las variables especi ficas relativas a las dos cantidades
ya mencionadas. Asi, la energfa interna especifica, que sard deno-

tada por e, Se define por la exprasion

umspe , 4.12
y la entropfa especifica m, madiante
s =pn . 4.13

Vemos de agui gue en términos de @ Y 1a axprasion (4.11)

queda &n la forma

.=Tn—%, 4.14

y para la relacion de Gibbs-Duhem dada &n (4.7), resulta
1
T ——~dP =0 . .
nd 5 = 4.13
pi ferenciando la energla especifica @ de la ecuacion (4.18), vy
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tomando en cuenta esta Gltima igualdad, se llega directamente a la

expresién

de = Tdp + -P-.dp . 4,16
P

Con base en ésto se establecen las definiciones de temperatura

y presién como

raspactivanente,

En una gran cantidad de problemas da termadinimica, resulta
atil conocer e! comportamiento del volumen de un sistema, ante
cambios en la presidn o en la temperatura, cuando, la otra varia-
ble permanece constante. €n virtud de wllo sa define el coeficien-

te de compresibilidad isolérmico madiante la aexpresidn

~=—{7[;]'| 4.18

que representa la disminucién relativa de volumen por unidad de

incremento de presidén, a temperarura constante.

De manera andloga, al incremento relativo de volumen por unidad
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de incremento de temparatura de un sistema mantenido a presidn
constante, se le 1lama coeficiento de expaneldn volumbirica y e

define coao

e
ﬂz—{-—-]. 4.19
v I I»

Si en lugar de V se emplea en las dos igualdadas anterjiores la

variable p, #stas quedan en la forma
1 % 1 %
=YZ) ee--Y2). 4.20
PLar )y PLar 1y

Finalmente definimos el calor especifico a volumen constante e,
como €] caler cuasiestatico reqguerido para producir un incremento

de una unidad de temperatura en un sistema mantenido a volumen

constante; es decir,

do s
cv=(——] =T(-——]. 4.21
dT ‘v a ‘e

Eapleando la entropla aspecifica » en esta exprasion se ocbtiens

o L
v =n(z),-(;)

de aanera que ®] calor especifico a volumen constante, por unidad

da sasa del sistema, queda como
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c,. = ( ] . 4,22
e P

4.2 LAS RELACIOMES DE NAXWELL.

‘En termodindmica es posible establecer cierta clase de relacio-
nes que resultan de gran utilidad, tanto para la parte formal,
como para las aplicaciones de esta disciplina., Dichas relaciones
consisten en transformadas de Lagendre de la ralacidn fundamantal
(4,1) o (4.14) (veasa la seccidn (1.3) del primer capitulo) y son

conocidas como potenciales termodinimicos.

Coma se verak abs adelante, una utilidad préctica de los poten-
ciales citados, es que relacionan a variables suceptibles de medi-

cién con otras que no se pueden medir directamante.

Citareamos solamsnte tres de las relaciones més usuales. La pri-
nera de ellas llamada gpotencial de Nelmholtis o energia libre de
Nelmholts as la transformada de Legendre de la relacién fundamen-
tal U dada an (4.1), respecto a la entropfa; esto as, se reemplaza
la variable S por la variable T definida en (4.3). De esta manera,

si 1lamamos F al potencial agsncionado, tenemos

e



F=U-T8 . 4.23

Logicamente, esta igualdad puede ponarse ‘en térainos de las

variables especificas e y », yuedando entonces

f=® ~Tn, 4,23°

tgualdad que representa la energia l{ibre de Nelmholls eepecs fica.

Otro potencial tersodinseico importante, es la 1lamada ewtal-
plo. Este consiste en la transformada de Legendre de la energia U
respecto al volumen; es decir, reemplaza el volumen V por 1la
presidn P definida por la expresién (4.4). Si se denota a 1la

entalpia por H, resulta

H=U +Py 4.24

Nusvasente, sspirando las variablas especfficas @ y p, se
obtisne 1la enlalpla especifica

h=o+§. 4.2¢"

Por Gltimo s tiene la Juncién de Gidde o energia lidre de
Gibbs. Esta relacion se denota por 6 y as la transformada de
Legendre de 1a energia U respecto a las variables S y V; se tiene
entonces,

G=U~-1T8 ¢PV. . 4.2%

Si s usen las variables especfficas &, R Yy @ sa obtiena la
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onergia Libre de Gibbs especifica,

P
=e-Tn+=. 4.25°
9 n+3

Dado que las funciones e, f, h y g, definidas por las igualda-
des (4.14), (4.23%), (4.24°) vy (4.25") respectivamente, tienen
significado fisico real, sus diferenciales deben der diferenciales

exactas y por lo tanto, se deben de satisfacer las relaciones

aT @ P
= ml
ar a
=)
4.26
am e P
PR G
&n a
= el

A este conjunto de igualdades, se les conoce coma relaciones de

Maxwell,
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4.3 OCOENTARIOS SOBRE TERNODEMAMICA IRREVERSIBLE.

En la obra de Clifford Truesdell *The tragicomedy of classical
theraodynamics” (International Centre for Mechanical Sciences}
UDINE 1971), el autor hace un analisis de los principales concep-
tos de la termodindmica clésica, introducidos a través de los tra-
bajos de Fourier, Carnot Clapeyron, Helmholtz, Clausiug y Gibbs, y
llega, entre otras cosas a la conclusién de gque un nombre mis
apropiado para esta rama de la fisica, es el de termoestatica.
Esto debido a que la validé: de sus postulados estd restringida a
estados de equilibrio, procesoz cuasi-estdticos , an  gycneral,

a situaciones que insingun que no hay aoviwmento presente.

Segin Truesdell, gquidén tuvo inicialmente los recursos necesa-
rios para elaborar una teoria wmis aplicable a sistemas con
movimiento interno, fue Fourierj sin-embargo, éste no abordé el

problesa en toda su sagnitud.

Debido a lo anterior; a pesar del enorse caspo de aplicacidn de
la termodinfmica clésica y de la gran cantidad de problemas que se
pueden resolver a través de ella, se ha visto la necesidad de
hacerle ampliaciones. Una generalizacién de algunos de los concep-
tos que mancja la termodindmica clasica, se da en la llamada ter-
modindmica (rreversible y una rama de creacién mis reciente que
pretende dar un paso més alla de esta dltima, la constituye 1a

tersodindmica extendida.
La termadinémica irrgversible, al igual que la parte clésica
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correspondiente, es una ciencia fenomenoldédgica y trata de manera
semejante los conceptos como entropfa, energfa interna, presién,
etc. La diferencia entre una formulacién y la otra, estd en la
forma de concebir los sistemas que se van a estudiar y la inclu-
sidn del pardmetro tiempo en la termodindmica irreversible, como

variable de descripcidén de los estados de dichos sistemas.

La termodin&mica 1rreversible parte de dos postulados bisicosy
el primero de ellos hace referencia al empleo de variables de cam-
po en lugar de pardmetros globales de un sistema y el segundo

establece el principio de equilibrio local,

£l primer postulado, as un resultado que se infiere a partir de
considerar a los sistemas macroscédpicas, como formados por un gran
nGmero de pequafios subsistemas, en cada uno de los cuales esté
definida una entropfa, una energf{a interna, una presién, etc.,
para todo tiempo., Naturalmente, los valores de estas cantidades
tendran ahora un cardcter local. El principio de equilibrio local
establece que todas las propiedades que se verifican para un sis-
tema en conjunto que se encuentra en equilibrio, son validas tam-

bién para cualquier parte de dicho sistema, si ésta se encuentra

en equilibrio.

Como un comentario final sobre el tema, mencionaremos que para
1legar a una descripcidn apropiada de los procesos irreversibles,
sa hace uso bdsicamente de dos tipos de pat dmetrosy uno para
describir la “fuerza” que impulsa al proceso y el otro para des-

crib.r la respuesta a dicha fuerza. A tales fuerzas generalizadas
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se les denuvamina afinidades y a las respuestas a ellas se les 1lama
flujos. Empleando la representacién entrépica, en @l caso de sigs-
teaas discretos, las afinidades son diferencias entra par&metros
intensivos} y para s.stemas continuos, son los gradientes de estos
parémetros. Los flujos se definen como la velocidad de cambio de

los pardsetros extensivos.

La relacién entre flujos y afinidades, es lo que caracteriza la

velocidad de los procesos irreversibles,



CAPITRO S
MEDIOS CONTINUOS
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L 3 ) ELENERTOS DE LA TEORTA CLASICA DE CANPOS.
’

Considérese un sisteaa dinimico, forsado por N particulas gque
se encuentran distribuidas en una regidn £' del espacio ewlideo
tridimensional E. Supéngase que el sovimiento del sisteaa ests
constrefiida por 1 ligaduras holénomas. Entonces, &l sistesa cusnta
con 3N~ | grados de libertad, gquedando el vector de posicidn r,

de la k-ésima particula, en términos de las coordenadas generali-

zadas qi como
= rktq‘,q‘,...,q-‘_‘,u . 5.1

€l capfitulo 3 y la parte referente a sistemas de suchas partf-~
culas del capfitulo 2, estén expuestos precisasente bajo este
concepto; ks decir, ke supone allf{ un sistesa con un ndmero finito

de componentes.

Existe sin embargo la posibilidad sateeftica de hacer que el
ndmero de particulas que formsan un sistema dinfmico, crezca inde~
finidassnte, hasta Ilegar de un sistesa discreto a uno continuo.
En éste, las coordenadas generalizadas son funciones continuas de
la forma » = pix,y,%,L1, donde X, ¥ y 2 son las coordanadas carte-

sfanas v £ o5 el tiempo.



A cada funcidn y se le llama componente de campo o campo en una
dimensién, y para un sistema dada, habra en general un nGmero M de
tales componentes. Asf{, las caracterfisticas dinamicas de dicho

sistema podrén ser descritas con base en las igualdades

“
[} ]

W

N = v‘(r,t) .

Para estas expresiones se define 13 cantidad v&4ﬂ mediante

Ah?

Ay

donde () = (x°=¢,x'=x,x'=y,x?=s).

Procediendo de manera anfloga a cuandp se definieron las fun-
ciones lagrangianas para sistemas de particulas, en términos de
las coordenadas y las velocidades generalizadas, podemos pensar
ahora en densidades lagrangianas, que serén funciones de las com-
ponantes de campo L de las derivadas de éstas con respecto a
las variables x“ y de las mismas variables x”. Si se denota por 2

a una de tales densidades, tendremos

z = Z(vA,V‘”,xM) . 5.4

Una propiedad que debe obsarvar la funcidn 2 es que al ser
integrada sobre 8l volumen que contiene a todas las partes del

sistema, el resultado debe ser la lagrangiana L de éste; es dacir,

j' Xdv = L . 5.5
v
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Siguienda con el mismo esquema del capftulo 3, podemos integrar
ahora ambos miembros de esta igualdad en un intervala de tiempo

(t‘,t') y detinir la accidn W como se hizo en la ecuacidn (3.5

t2
W = J- IZdth . 5.6
@ v

Aplicando el principio de Hamilton a esta expraesidn, (veanse
las ecuacicnes (1.11), (1.12) y (1.12%) del capitulo 1), e llega

al conjunto de ecuaciones

axr [ ar =0 5.7
F " —Elwm—)- R .
A v A,

conocidas como Ecuac{ones de Euler-Lagrange.

3.2 EL CAWO DE VELOCIDADES.

Por un medio continuo, entendemos un cuerpo material gque puede
msodelarse mediante una variedad diferenciable (con frontera) B, de
elmmentos Z,n,... , llamados puntos mater(ales. La estructura de B
asts definida por un conjuntao @ de mapeos isomérficos de B, en re-
giones compactas dsl espacioc msuclideo tridimensional €, con espa~
cio de traslacidn ¥ y una medida real no negativa M, definida para

todos los subconjuntos de Borel de B. Los mapens p & @9, son las
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configuracionas de B vy el punto x = p(f), @8 la posicién del

phnto material £ en la configuraci{én p.

La medida H s la distribucidn de masa de B y tiens la siguien—

te propiedad:

Para cada w @ ¥, axiste una densidad de masa p' tal que 1la

masa M(C), de cualquiera de las partex € ¢ B, estd dada por

M) = I p’(x. Hav 3.8
»(C)

donde dV, es el elementc de volumen en ®(B).

Por un movimiento de 8, se entenderd una familia 1-parasétrica

(ple,t)) de configuraciones da B. El1 parémetro & 1lamado pardmelro

de svolucién o tiempo, se supone estrictamente sonotédnico y defi- -

nido sobre algan intervalo real ta,d)! y pl.,l), sa supone al senns
de clase c" en todos sus argumentos. Asf pues, un movisiento de B8
queda representado en E msediante una congrusncia de cuwrvas dife-

renciables
plo,t) 2 (@,0) X B —s u, 5.9

siendo u una regidén de E conocida como vermiforma de B y definida

mediante

u=U ws, ) . S.10
t



La curva

KL = gz, 03 z = 2% , s.1

@ la trayectoria del punto material £ y el campo de velocidade

dal movimiento de B, es un campo vectorial
{viu ~s ¥V / v = vix(2), )} , 8.1

cuyas curvas integrales, son las trayectorias de los puntos mate-

riales de B. A lar velocidades asf definidas, se les llama velo-

cidades eulerianas,

Por otra parte, de la definicién de velocidad para un punte

material £, tengmos gue

v=§;, s.13

donda x = u{t) esth dado en (5.11). Esta cantidad l1lamada veloci-
dad lagrangiana, s avidentemente una funcién de  y de ¢ y aestd
referida a las partfculas que forman ®! cuerpo. Li igualdad

g? = vixt(t), ¢t , S.14

establece la equivalencia entre las velocidades lagrangiana vy

eulariana.

Supdngase ahora que wlejt) vy wlest®}, con t* = ¢t + At, son dos
configuraciones de B en uno de sus movimientos, Entonces, el di-
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faomarfismo x(t’|t) definido por
2881 = wlapt®d ey ety 5.1%
. que mapea p(B, 1) en p(B,t"), tiene la siguiente estructura
(|2 = &+ Atvtajty + BLAL , 5.8

donde 8(AL) es tal gue

Yy 1, €& la identidad sobre wiB,t). De esta forma, @8 claroc gque e}
campo de velocidades de B, ®s @) generador de los desplazamientos

de los puntos emateriales de B,

B3 ECUACTONES NE LA DINAMICA DE FLUIDOS,

Tomando an cuenta la afirmacién hecha en la seccién 1.4 dal ca-
pitulo 1, en e! sentido de que el estado de movimiento de un flui-
do queda determinado por cinio cantidades; las tres componentes de
la velocidad v y, por sjiemplo, la presién p y la densidad p, un
sistema completo de ecuaciones qua describa dicha estada, debe

constar necesariamente de cinco. Para el caso de un fluido no vis~

”
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cosc, ®1 sistesa sencionado podria formarse con la ecuacién de
Euler, gue proporciona las expresiones correspondientes a las tres
componentes de la velocidad, la ecuacidn de continuidad y 1a 1la-

mada ecuacidn adiabética.

La ecuacitn de continuidad (igualdad (1.29))
;aopdivv=o, S.18

que fue ya obtenida en el capftulo {, smediante la aplicacién del
teorema de transporte, expresa el principic de conservacién de 1la
materia. E£sta ecuacidn se puede deducir, evidentemente, espleando
arguaentos que contengan a dicho principio. Se empieza consideran-
do un volusen arbitrerio de fluido y se recurre al hecho de qus
1os casbios gque se dan, al transcurrir el tiespo, en la canti&ad
de masa contenida en 61, coinciden con los flujos hacia =1 {inte-
rior o desde &1 interior del! mismo. Bajo estos razonamientos, ve-
mos que la validéz de la ecuacidn da continuidad es de cardcter
general; no depsnde del tipo de fluido que s asté tratando de

describir, ni de su estado de movisiento.

Por otra parte, la ecuacién de Euler,

g‘{-a--:;gradp-gradﬁ, 8.19

as o] resultado de aplicar la sagunda le&y de Pawton a4 las partfcu-
las del fluido. Sa parte de considerar un cierto volumen de éste y

s® analiza la fuerza total que actGa sobre 61, expresada como el
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producto de la presién por el elemento diferencial de &rea, y ax-
tendida a toda la superficie gque lo acota. De hecho, la ecuacidén
que se obtiene bajo estos razonamientos, no contiene el término
- grad ¢. Este se debe agregar en los casos en que el fluido se

encuentre en un campo gravitacional.

La Gltima de las tres ecuaciones mencionadas al principio, que-

da en la forma

o
il
o]
a

’ $.20

donde & denota la entropfa por unidad de masa de una partf{cula de

fluido en movimiento.

Esta ecuacidén, que es conocida también como condicién para el
movimiento adl{abilico, indica la ausencia de procesos de disipa-
cién de enerqgfa, durante el novimiento del fluido. Dichos procesos
podrian presentarse debido a fricciones internas (viscosidad), vy

al intercambio de calor entre las diferentes partes del fluido.

En todo lo que sigue, un fluido no viscoso ser& considerado
como aquel en el cual no existen procesos de disipacidn de energia
por viscosidades o por conduccidn térmica, esto es, suponderemos

que el movimiento que realizan tales sistemas, es adiabatico.

Otras dos ecuaciones fundamentales de la dindmica de fluidos

son la ecuacidn de Bernoulll

"
[
-

[
-V

2 + w + ¢ = const, ,
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y la ecuacidn de balance de energia

iy

]

;: ipvz + ot p ] = -~ div Epv[ iv‘ +wt ]] . 5.22

Ambas ecuaciones se consideran referidas a un fluido no viscoso
que se encuentra en un campo gravitacional. La cantidad w repre-
senta la entalpfa (v funcidn de calor), por unidad de masa, siendo
& la energf{a interna y ¢ el potencial por unidad de masa, debido

al campo gravitacional.

Dos conceptos que se manejan en la dindmica de fluidos y que
estén relacionados con la ecuacién (5.21), son los conocidas como
flufo estacionario y linea de flujfo. Considérese un fluido en mo-
vimiento: por un flujo estacionario se entiende a aguel en el que
la velocidad es constante en el tiempo, en cualquier punto ocupado
por el fluidoj y una linea de flujo es una linea tal que, la tan-
gente en cualquier punto de ella, da la direccidn de la velocidad
del fluido en ese punto. En el caso de un flujo estacionario, las

trayectorias de las particulas coinciden con las lineas de flujo.

La ecuacidn de Bernoulli zowmo estd expresada en (5.21), resulta
de considerar un flujo estacionario, y establece que en tal caso,
1a energia de cada partfcula del fluido, es tonstante a lo largo

de una linea de flujo.

Finalmente, en cuanto a la ecuacidn (5.22), se puede ver su
significado fisico, si se integra sobre algan volumen, Haciendo
ostn, resulta
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o bien, aplicando el teorema de la divergencia a la integral del

lado derecho, se obtiene

X TCLTURO PO PO R

€l lado i1:quierdo de esta 1gualdad representa la razén de cam—-
bio de la energfa de! fluido, en gl volumen elegido, y el lado
derecho corresponde a la cantidad de energla que fluye hacia afue-
ra, o hacia adentro, de dicho volumaen en la unidad de tiempu. A la
expresidn

pV[;V +“’4¢]!

se le llama vector de densidad de flujo de energfa. Su magnitud es
la cantidad de energia que pasa en la unidad de tiempo, a Lravés
de la unidad de &rea, perpendicular a la direccién de 1la veloci-

dad.
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a.1 LAS VARIACIONES GEOMETRICAS,

En la seccidsn 2 del capfitulo anterior, se definidé el movimiento
de un cuerpo B como una familia i-paramétrica de configuraciones
v € ¥ de B; resulta evidente desde el punto de vista formal que,
usando las configuraciones W, es posible la construccidn de varios
movimientos diferentes para el cuerpop no obstante que la historia
de un cuerpo es Gnica y su determinacidn corresponde a las leyes
dinamicas de la teoria (en este trabajo, un principio variacional

tipo-Hamilton).

Asi pues, para un cuerpo dado B, existe toda una familia de mo-
vimientos que, al menos en principio, le es posible realizar; esto
#%, que son din&micamente permitidos a priori. Por ejemplo, s5i se
conocen dos regiones del espacio que ciertamente ocupa el cuerpo
bajo estudio, durante su movimiento, existe toda una familia da
caminos (vermiformas), por las cuales el cuerpo pudo haber evolu-
cionado desde la primera regidn hasta la segunda. Esta situacién
permite definir el concepto de variacidén geométrica, de la manera

siguientet

Sea {w(s3t)}, el movimiento de un cuerpo By sea {9(-;a)} un
grupo r-paramétrico de Lie, de difeomorfismos (de clase C“),
del espacio euclidec E en &1 mismo, tales que cuando a = a s
@ se reduce a la identidad
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e(.;ao) =1 . 6.1

Cada uno de los difeomorfismos 8(e;a), permite definir otro

movimiento de B coma
v A
{w (st fw (e5t) & Bejaloptaztd } 6.2

Decimos que el maovimiento {yv(a;t) }» constituye wuna variactén
del movimiento {w(s32)}, cuando 8(sjo) es tal que a = a, + Sa

con Sa un infinitésimo de primer orden.

En virtud de esta definicién, tenemos que las trayectorias de
los puntos materiales de B, el movimiento {yv(-;t) }s estan  rela-

cionadas con las correspondientes {y(-;t) } mediante la expresidn

x (1) = elx(t), t) , 6.3
o bien, mediante
2
x7(t) = x(t) + Sa — B(x(t),a)| + 8tsa) , 6.4
Otnix
oo o
donde @(8a) cumple con
lim -’LgT“-’ =o0. 6.5
S » 0

Entonces, la variacién de los puntos wmateriales de B &st& des-

crita por la scuacidn




xVL) = 2C8) + &x(2)

’ 6.6
donde
a
Sx(t) & Sa — B(xit),a)} . 6.7
Ja =a,
En general, si
VAN AL 2l it I 6.8

es una funcidn cuyas primeras derivadas con respectoc a las varia-
'Y . . N .
bles x ,...,x", existen, se define la variacion 6f de la funcién f

mediante la axpresidn

as
&f = 2 —&d . 6.9
o
[ S

6.2 EL PRINCIPIO TIPO-HAMILTOM

Nos proponemus establecer en esta parte, el principio variacig-
‘nal a través del cual se obtienen las ecuaciones diferenciales de
cawpo, correspondientes a las ecuaciones de balance de momento
general izado para un flu.ido no viscosa, Se hace el tratamiento
tipico de la teorfa clasica de campos. OSe postulan los campos
fisicos relevantes y se propone la existencia de una funcién de
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densidad lagrangiana y la funcional de accién.

Suponemos que un fluido no viscoso, es dn sistema continuo,
cuya evolucidn dinsmica se puede caracterizar coepletasente por
medio de un juego de funciones de campo independientes; cinco para
este caso: el campo de velocidades v, la funcidn de densidod de
masa p y el camnpo de denstdad de entropia s (entropla por unidad

de volumen), del f{luido.

Se define la funcidn de donsi{dad lagrangliana
X = Pix,v,p,8, L) , 6.10

como una funcidén continua y con derivadas continuas hasta de ter-
cer orden en todos sus argumentos y de tal forma que la integral
de X sobre una parte pv de la regién imagen del cuerpo B, se in-~
terprete como la funcidn de Lagrange clésica de la parte corres-

pondiente de B; es decir,

L=I8dv. 6.11
n

Definimos ahora la fuwlonal de accidn como la integral defini-

da de la lagrangiana L, dentro de un intervalo tewporal dado:

12

N=I IdedI, 6.12

s« R




siendo R la regidn imagen de B, ante V.

Debe observarse que la accidn W definida en la Gltima igualdad,
es en general una funcidn de los parametros geométricos (véase la
altima seccidn del capitulo anterior). Esto es en virtud de que la
regidn R saobre la que se efectGa la aintegracion de la densidad 2,
es la region imdgen del cuerpo b, y dsta es funcidn de dichos

parAmetros,
Se establece ahora el prinpcipio tipo-Hamilton,

La funcional de acctiédn W, definida por la expresidn (&.12),
permanece (nuariante frente a una vartacién geomdlrica conti-

nua,

Comn ya se dijo, a partir de este principlo se obtienen las

ecuaciaones de balance de momento del sistema.

Resulta claro que el principio establecido no corresponde al
principio de Hamilton tipico de la teorfa clésica de campos, en el
cual se demanda que la accidn sea una extremal o permaneczca esta-~
cionaria frente a variaciones; cambios en las funciones de campo
que no involucren ni cambios de escala de las coardenadas o las
funciones de campo mismas, ni transformaciones temporales. Si  ha
de atribuirse a alguna transfarmacidn de un juego de pardmetros la
variacidn del principio de Hamilton, ellos deben ser pardmetros

no-geondtricos; no asociados al escenario de 1los acontecimientos
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fisicos} al contrario de la que aquf se ha propuesto.

Ouedan entonces las variacicnes de la accidn W comprendidas
camc una consecusncia de laos cambios sufridas en  lus  pardmclros
gaordtricos, y St : arie o ., JomG una propieded de simetrf{a  del
sistema y no como una cuelidad dinAmica de &ste. Es por ello que
al principio variacional establecido aqui, se le denominé tipo-

Hamilton.

El teaorema de Néther de la teorla clasica de campos, tiene al-
Qguna semejanza con el principio variacional propuesto, solo gue
dicho teorema, al exigir 1a invariancia de la accién ante trans-
formaciones geomdtricas, afirma que se obtienen leyes de conserva~-
cidn, en tanto que en este contexto solamente se obtienen, como se
verd mas adelante, ecuaciones de balance. La razén de esta altima
cuestidn, radica en el hecho de que para demostrar el teorema de
Nother es necesario, previamente, haber encontrado 1as ecuaciones

de campo como resultado del principio de Hamilton.

Se acepta entonces que para el caso de un fluido no viscoso, el
onico principio vaAlido ser& el que se ha propuesto agui, el de
tipo-Hamilton y en consecuencia, no se podr&n obtener leyes de

conservacidn a partir de 41.
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8.3 LAS ECUACIONES DE BALANCE DE ROMENTO GEMERALIZADO,
PARA UM FLUIDO NO YISCQOSO.

Se establecen primero las condiciones de 4rontera a las que
estaran sujetas algunas de las variables que intervienen en 1la

variacidn de la accidn W,

Comb una primera condici1dn, se exige que las variaciones sean
de cardcter exclusivamente geométrico} después, que las variacio-
nes locales da xi, en los Liempos limites de integracidn L‘ Y t',
sean nulas y por altimo, que las variaciones locales &% sean nor-
males al elemento diferencial de area en toda la superficie £ que

limita & la regidn de integracién R. Estas tres condiciones se

pueden resumir de la manera siguiente:

St = 0, para todo ¢

Sxtt) l‘at . = 0; 6. 14
PR |

Sx L da, en toda la superficie I .

En todo lo que sigue se hace uso de la convencién de fndices
repetidos para la suma. Se establece gque si en alguna exprasion
aparece un indice dus veces, se entenderd Jque esta expresién  estd
sunada respectto a dicho fndice para todos los valores admisibles

a2



del mismo. Este convenio propo ciona un ashorro sustancial en la
notacidn. También, con e fin de simplificar los desarrollos pos-
teriores, se define la lagrangiana por untdad de masa A del siste-

ma mediante la expresion

£ s pA . 6.15

De la igualdad (6.10) resulta claro que la cantidad definida

aqui, s una funcidn de la forma
A= Ax,v,p,n, t) , 6.16

donde n as la entropla especi fica o entropia por unidud de masa

del sistema, definida por

8 3 on . 6.17

En términos da la lagrangiana por unidad de masa, la ecuacién

(6,12) queda en la forma

12
w=II PA dvdt . 6.18
is R

A partir de esta expresién, se calcula ahora 8W4. Para ello se
observa que la primera condicidn (46.14) permite conmutar e1 opera-
dor 8 con la integyral temporal, ademds, aplicando la propiedad
establecida en 1la ecuacién (1.27) del primer capitulo, de la

igualdad (4.18), obtenemos,

a3




iz
&W=J-Ip6Adth. &.19

" a

Ce la priwmera condicidn de frontera (6.14) y de la definicién
de variacién dada en la expresidn (6.9), es claro que el factor SA

puede ser escrito en la forma

an’ T S 7\ aA
SA = — 6x + —& + — Sp + — b0, &6.20
ax o' ap am

de manera que tomando W = 0y sutituyendo esle resultado en

(6.19), encontramos

oA A A
II[-—ax +-—-—6v+—-—6p+——-6n dvdt = 0 .  6.21
20 on

Nuestro objetive ahora, es operar sobre cada término del
inte ' ando de esta igualdad, con el fin de llegar a una relacidn
mane jable baju los métodos del calculo de variaciones. Para el se-

gundo término del paréntesis se hard uso de la identidad
Sv g gTéx . 6,22

Esta se demuestra de una manera sencilla si se toma en cuenta
la relacidn entre las velocidades lagrangiana y euleriana, dada en
la igualdad (S5.18) y la definicidn de variacién, establecida en

(6.7). Se tiena para la (-ésima componente,
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Debido a que los pardmetrons involucrados aquf, indican solamen-—
te cambios de céracter geomélrico, podemos intercambiar el orden

de la derivada con el tismpo vy escribir

a
;;.[ gi: S = d—-[ ——éa] = g—-—(éx‘) ,

de donde se concluye que la igualdad (6.22), se verifica.

Ahora, el volumen de la regidn R sobre la que se integra en
(4.21) (y por lo tanto el elemento diferencial dV), es una canti-
dad que &h general depende tanto de las coordenadas espaciales
como del tiempo. No obstante, si se introduce una transformacidn
lagrangiana de coordenadas x —s I, es posible expresar la dife-
rencial dV como un producto de dos factores; uno que dependa sola-~
mente del tiempo y otrp que sea funcidn exclusivamente de las
coordenadas espaciales (véase la igualdad (1.24") del primer capf-

tulo). Asy, tomando en cuenta la igqualdad (4.22), podemos escribir

12 aA . 2 oA d .
o—&vtdude = —. Y taxtraav ue
v o dt o

is A 11 A

(¥ ] a 3A . i 4 A .
= I Ia-z[pl———‘&t ]dvndt —I Id—t-[n]—-‘]éx av dt ,
a o

1t RN is A

6,23




donde J es el determinante jacobiano definido en (1.22) y avo es
la diferencial de un volumen fijo (el volumen ocupado por el flui-

do en el instante inicial),

Tomando en cuenta que on y dt son independientes, el orden de
integracidn en la primera integral del segundo miembro es indife-

rente; entonces, de dsto y de la segunda condicidn de frontera

(6.14), encontramos para dicha integral

12 [t ]
I‘.I.g-?[NZ—VA-tii]dvodt = L[ J'“d [N;Vtiéxi]}dvo =0.

De aqui que (6.23) gqueda como

2 e 12 ar Ay
I p——,‘év‘d\ldt = -I ].aT[pJ—Jédeodt .
i1 A & s R &

Efectuando la derivada temporal indicadea en el segundo miembro
de esta igualdad, y recurriendo a las ecuaciones (1.23) y (1,25

del primer capftulo, encontramost

8A
felrgg) - el ) - {5 5
o'
= F,Jgr[ ;;;] + [ b + p;;; ]J;:i
cow{ 5



de aquf{ se obtiene finalmente para (6.23), la exprasién

2L P4 My

I p——6v ‘ovdet = — I Ip‘ﬁ[ -——.]édedt . 6.24
' F Y

ts A t4 R

Consideremos ahora el tercer término de la suma que aparece en

(6,21), De la igualdad (1.26) del primer capxtufo se tiene que

M. A P EIT M
IIp—épdth=—]- Ip[-—-) T oVt
4 A ’P 14 A ap 8x

I J--—-[p——6x dvm»fj I — p_-]ax‘dvuz.

Aplicando el teorema de la divergencia a la primera integral
del segundo miembro de esta expresidn y tomando en cuenta la Glti-

ma condicidn de frontera (6.14), resulta

2. a M . LT

L i . 2 it
II -—-‘(p——&x]d\hjl:]. {p—-—éxdadc-'-*o,
1 A ux

de manera gue (6,25) gueda como

12 I \3 a ,M .
I o— Spdudt = I I “‘1[ p— ladedc . 6.26
4o (PR ax L d
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Finalmente, a partir de la expresidn

S¢ = -5 div 6x , 6.27

se demuestra que

én =0, 5.27°

con lo que el Gltimo término del integrando de (6.21), desaparece.

La supresidn (6.27) es el resultado de aplicar a la entropfa s,
los argumentos que fueron empleados en relacidn con la igualdad
(1,26) del primer capftulo. Debe observarse sin embargou que dicha
expresidn no es de caracter generali esto es, no siempre es posi-
ble establecer una ecuacidn de continuidad como la (1,285 para la
entropla. En el casp del fluido no vistoso, cuyo wmovimiento es
nacesariamente adiabatico (dn/dt=0), es claro que las argumentos

safal ados en aquella ocasién, son vAlidos.

Para probsar que &n = O, considérese la entropfa por unidad de

masa dada en (6.17) y la igualdad (1,24) del capftulo 1. Se tiene

Se = S(pm
= @by + nbp
= pdn - pn div 8x
= pfn - 2 div &x .

Sumando a ambos miembros la cantidad s div 8x, resulta inme-

diata la igualdad (&6.27%).
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De esta manera, sustituyendo en (6.2%) los resultados obtenidos

en (6.24) y (6.26), se llega a la expresién

i3

I [ L O 2 . oA .
p— — [__]+_..[p_]]axdvm=o.
“I_ PRURNAEE G ey 2

Dado gque las variaciones locales de x'L son arbitrarias e inde-
pendientes, la igualdad anterior se verificar& siempre que se

satisfaga cada una de las acuaciones

que corresponden a las ecuaciones de balance de momento general(-

aado para un_fluido no viscoso.

B.3 LA ECUACION DE EULER PARA EL FLUIDO PERFECTO.

En esta seccidn veremos como, a parlir de las ecuaciones (&,28)
y de proponer una funcidn de densidad lagrangiana del tipo T-v,

donde T as la densidad de energfa cinética y V es la densidad de
energla potencial, es posible llegar a la ecuacidn de Euler para

el fluido paerfecto.

€s dae asperarse que el estado dindmico de un sistema como el
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ssncionedo dependa en general de la energfa cinética de las parti-
cules Qque lo forman, asf como de la energfa potencial de dichas
p.rtl.cula_s y da su energfia interna; siendo esta Gltima una funcién
de la densidad y a 1o més da la entropfa. Al parecer estas canti-
dadus son suficientes para obtener cualquier inforaacidn raferante
al estado de moviaiento del fluido perfecto} por lo tanto se pro-

pone para &l la funcién de dansidad lagrangiana
® = spv. - pin) ~ polp,n , 65.29

donde v® as el cuadrado del mddulo del campo de velocidades, ¢ es
una funcidn potencial y @ es la energla interna especifica.

Evidentesente, segdn (4,15), en términos de esta &, la lagran~
giana por unidad de masa A del fluido quada como

A= sv' - ¢(x) - olpym) . 5.30

Calculando las diferentes derivadas que se piden en ! . igualdad

(6.28), & partir de ssta exprasién para A sncontrasost

W) -5
E‘s-s‘, .31
o MM o S0
"5',';‘[".;)' 'i’;}[ ;] ’



Tomando en cuenta la definicién de presién, establecida en la

segunda de las expresiohes (4.17) del capitulo 4,

2
p=p—, 4.17
ap

tenemos que la dGltima igualdad (6.31) se puede escribir en la

forma

o=

1 o

- — e O—— &.32

P ¢ (p ] & -
Por otra parte, es interesante observar gque esta expresidn su-

giere el hecho de definir el concepto de presién de una manera un

tanto més general. s, en el caso del formalismo lagrangiano se

ustablece la relacidn
p = - p'— , 65.33

como definicién de pree(én del fluido.

En cuanto a estructura, es evidente que la definicidn dada es
consistente con la propuesta en (4.17), para el caso de la termo-
dinfmica clésica. €n analogfa con el concepto de momento generali -
z2ado del formalismo lagrangiana de partfculas, la igualdad (6.33)

tendra aquf el caracter de presidn generallaada.
Volviando a los plantaanientos iniciales, sustituyendo en (&,

1



28) las dus primeras expresiones (6.31) y la igualdad (&.32), en-

contramns
dv 1
gr vt 9rad ¢ = - = grad p , b6.34

igualdad que corresponde, segin puede verse en la expresién (5,
19) del capitulo 5, a la ecuacién de Eular para el fluido perfec-
ta. La diferencie fundamental entre la expresidn mencionada y la
ancontrada en (4.24), es el nodo en que se chtienen. Mientras que
para llegar 4 la igualdad (5.19) ¢s necesario hacer un analisis de
cardcter vectorial, basado en la segunda ley de Newtun (,éase Lan-~
dau y Lifwhitz, Fluld Mechanics, cap. |, sec.2), para obtener (6.
Z4) basta con proponer la cantidad escalar X dada en (6.29) vy em—

plear las ecuaciones (4.28),
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CAPITWO 7
LA ECUACION
DE BALANCE DE ENERGIA
PARA UN FLUIDO NO VISCOSO
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7.1 LAS VARIACIONES TEMPORALES.

En la seccidn 6.1 del capituleo 6, se introdujo ¢l concepto de
variacidn local (o variacién geométrical), cocmo un cambio infinite-
simal de praimer orden &n las parémetros geométricoas. Estas varia-
ciones induclan & su ve: cambios en las variables que dependen de
dichos pardmetros (.dase la sectidn 6.0 del capitulo anterior!. De
manara seme jante a como se hizo con las variaciunes mencionadas,
s@ introduce aqui el concepto de variacién temporal como una

transformacidn del parametro de wvolucidn ¢, de la forma
t — t” =1+ 87, 7.1

donde &'t es 1a parte infinitesisal.

Se han indicado las variaciones anteriores con &l simbolo 6’.
con el fin de que quede sefalada una diferencia entre ellas y las

variaciones geométricas, que fueron indicadas por &.

Como consecuencia de una variacién temporal del tipe (7.1),
todaw las cantidades cinemAticas y las funciones de campo, experi-
mentardn cambios. Se propone que dichos cambios sean asimiswo
infinitasimales. De esta manera, en el caso de la componente :},

tendremos

~d
[N

L) e KXy = oty o+ &N,
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donde
&ty = Vit . 7.2°

Por analogfa con (7.2), tendremos para las compbnentes del

campo de valocidades, las relaciones
v —e Ve = vian o+ s%han 7.3
quadando dada la parte infinitesimal &' por

* i

(3
Sv .g-\‘ié.l 7.3

Como en &l case de las variaciones geomédtricas, tambidn aguf se
define la variacidn temporal de una funcién arbitraria f = fte;t).

Se establece la traniformacién
Floi ) — flejt®) = flopt) + 87fCe30) , 7.4

donde ¢’ estd dado por (7.1) y

df
&/ n— 8. 7.5
de

Si sw toma fle;t®) = #*, de (7.4) resulta evidente la igualdad

Er=0 -1, 7.5°




Que es otra forma de expresar la parte infinitesimal 6'{, aparte

de la dada en (7.5).

En seguida se enunciard un teorcma referente al coaportamiento
de la accién W (definida en la igualdad (6.3) del capfitulo ante-
rior}, ante variaciones temporales. La prueba que se expondri de
&1, aparece en un articulo de Fermin Viniegra H., Alejandro Salci-
do G. y Angel Fierros P, publicado en la Revista del Instituto
Hexicano del Petroleo (vol. XVI; No. 13 pp. 46; Enera 1984). Se

eelatlece que:

Para cualguier fluildo, la accién W es (nvariante onte trons-

formoctones temporales continuus; ésto es,
8w =0, 7.6

Para enpezar la demostracidn, se adoptan nuevamente las condi-

ciones de frontera

3t} = 0 7.7

Erpleando sucesivamente las igualdades (7.%5") y (7.4) en la

axpresion (4.12) del capitulo 6, resulta

8 (%
&8 = I It’dV'dt' -I I: dvde
[T 9N ] . s R

18 "
- I I (2 + &°)dv+ "ndie + &0 -I Iz avde . 7.8
(TN

[ 9 )
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Ahora, para las diferenciales de la primera integral del segun-

do miembro, se tiene

+
die + 8°¢) = [} + ﬁlgiil]dc ,
7.9
diVv + V) = (1 + div v 8 gV .

La primera de estas igualdades es evidente. Para probar la se-
gunda, volvemos & las eXpresiones (7.4) y (7.5) y a los conceptos

relativos a ellas. Para el volumen V’, tenemos
Vo= uter) = Uit o+ 8T,

.de manera que en términos del elemento diferencial de volumen dV,

podenns exprasar a dV’ coso
gvr = J dv(et) , 7.10

donde J es el determinante jacobiano definido por

A
3= 3-!6“.' :- ;b P 7.11

siendo y¥ = o ¢ V'8°t, la componente x” al tiempo ¢* =t + &°t.

Atora, para cada factor Q’/Ox’ del determinante teneaos

ayr . ‘vr.
— 8 -8t ,
a’ ¢ o

7




de manera que al sustitufr en (7.11), encontramas

i W" x k

1 abo . 1 av . ) . av .
J=q,6,(6 +——6L][6 .._.54][5 +_6¢]
S vkl e oxc b dxb < dxb
CE S N
Tl 4 S =8t oS — 6» e
~ ax’® =) ax - ax°

Si se despriclan las variaciones dw orden superior al primero,

de la igualdad anter or resulta

J =1 +div v s, 7.12

con la que queda probada la segunda expresidn (7.9).

De esta manera, empleando las igualdades (7.9) en (7.8), encon-

tramos

(2

8w = 2+ 81+ div oy 801+ L8 g,
dt
18
13
-I Izuvaz . 7.13
(W ]

Efectuando los productos indicados en el integrando del primer

término del aiembro derwvcho, se obtiene
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+
(x+8’®) (1 + div ¥ 6*,,[, . d(gtn] .

=z+zdxvv6*¢+zdxvv6’z
+
e stz e st LG 1872 aiv v &%t

. . dtsTD)
+ &2 div v8't ——

dst ) dist L)
gt + & =3

de donde, al sustituir en (7.13), despreciando las variaciones dea

segundo orden y superiores, se llega a la expresion

2]
>
&V = I ] [mr s+ 2 9-(-5:—‘-‘-)—]d\/d¢ , 7.14
(Y38 ]
donde
nz-%%«zdxvv, 7.18
es la 1lamada der (vada Aldrodindmica.
Para concluir la prueba del teurema, basta demastrar  que  se
verifica la jgualdad
12 . 12
I Iz ISl qude = -] Inz &t avde . 7.16
us ua
Empeando una transformacidn 1agr angiana de courdenadas &0 la

79?




diferencial da voluwen da la integral del primer mienbro de esta

igualdad (véasc la eupresién (1.24") del capftulo !}, resulta
3] . t2
d(&° 1) gt ¢t)
Iz ——a-z—-dvdt = I J-.zd - dvodt
(TN 3 [T

H

(%] t2
I Ig-[waa’udvodz -I J' "H-T(:J)a‘cdvodc
ts R 14 R

ta
s
J[Iz avo]a’cl - I Ii’-gi’s’wvodc )
a s e n :

En virtud de las condiciones da frontera propuestas en (7.7),
tenemos que @l primer término de esta resultado, es nulo, ademds,
de la definicidn dada en (7.3) y de la igualdad (1.23) del primer

capitulo, tenemos pera el integrando del segundo término

d¢el)

I 6"- 6'(ZJ)

i}

X &'y + 3 82

23 div v 8%t + 3 82

d2 . .
J[aT+2d1v v]&t

or 8"

Sustituyendo #sic en el desarrollo anterior se llega directamente

a (7,16), quedando entonces probado el teorema.

100



Debe observarse que en ninguna parte de la demostracidn ante-

rior se propusieron restricciones schre la forma de la funcidén de

)

densidad lagrangiana, por lo tanto, como consecuencia légfica, te-
nenos el hecho de que lo establecido alll es de carécter general,
valido para cualquier funcién de densidad lagrangiana, sea o no la

de un fluido perfecto.

7.2 LA ECUACION DE BALANCE DE EMERGIA GEMERALIZADA
PARA (¥ FLWIDO NO VISOOSO.

Aplicareacs aqui @l teorema de la seccidén anterior al caso

particular de un fluido no viscoso y obtandrescs la ecuacién de

balance de esnergfia para éste.

Seydn la igualdad (6.10), la funcién de densidad lagrangiana

para tal fluido es de la forma
X = TR,V 0,8, 0) 7.17

y su lagrangiana por unidad de wasa, definida en (4.13), de la

forma

A= Alx,v,p,n,0) . 7.17°

Empleando estas expresionas, la igualdad (7.14) se puede llevar
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mediante un procedimiento sencillo, a la forma

t2
& = J' I tpd'A — px s"tyovde . 7.18
t4 R

Fara lograrlo témese en cuenta primero la ecuwacién de continui-
dad (1.28). De la definicidn de variacidén temporal establecida en

(7.5), tenemos

rs .

Sp=p &% = ~ p div v st
Por otra parte, de (7.146) as claro que

des

. *
i = -~ 0¥ 8t

x

de manecra que podemos desarrollar el integrando de (7.14) para

abtensr

. v ds8* )
’-’62"’(”1\1'6“'2-—3-‘—-—

or 5t oz‘-’ig%fl
u 8 (oA ¢ pA div v &'t - D2 &%t
=p6‘:\+l($'p+mdw vs't -ox st
2 p8"A + A8°p + pdiv v &' - D2 8"t

= p8%A - DE &'t

De aguf resulta inmediata la igualdad (7.18).

Se efectda ahora la variacién temporal de la lagrangiana por

102



urndad de masa. Empleando (7.5) y (7.17%) y del hecho de que 7')=0,

ya que s& trata de un maovimiento adiabaticao, tenamos que

6’A=dA6°L— M‘_"’OA.‘ M.+BA .
ar = —&x -——‘v 4 —p —_— 18t .
& o 8p n

Quedando entonces la expresidn (7.18), an la forma

. 12 MW, A, @, .
6W=II[p[——,x eV —p b — —.ﬂ(p\)]éld\/dl.
ax' a' &p at 7.19

Con @) fin de simplificar un poco la naotacidén en los desarro-
llos que siguen, definiwos una cantidad [ como el integrando que

aparece en esta igualdad; es decir,

A, A,

M ]
I=p[-—‘;t"0——.‘v‘+-—p0—— - DA . 7.20
& P P »

Mane jando por separado cada uno de los tres términos centrales
que sparecen dentro del priser pardntesis, obtenemos lo siguiente.

Para el téraino en vt

y tomando en cuenta la ecuacidn de tontinuidad (1.25), nos queda

para el término siguiente
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™, I E P SNO S
p.—-p: - p._.._..‘= - __..."[p._.v] 4»___.‘[ __]_’,\ .
& 8o Bx ax ap ax [.7]

Sustituyendo los dos dltimos resultados en la ecuacidn (7.20) vy

reagrupando términos, llegamos a que

TRE (2] - = _Li_('ﬂ]]v‘
dt at ’xl p&l %
d[M i 2 IM (S A
+ _.V]-_—.[p--v]O-p-—-.D(pA).
PBT‘V. P o ¢

De la ecuacidn de balance de momento dada por la igualdad
(6.28) del capfitulo anterior, tunemos que la cantidad entre pardn-
tesis rectangulares @s nula, ademks, empleando nuevamente la ecua-
cidn de continuidad y las expresicues (6.15), (7,17) y (7.17°%),

nos queda para el término siguiaente

d (M R d [OA N oA N
%— — " p.-—._VJ —P—V
‘Lot ] Tel ot

u

Y 'O 7y ‘w"
p_.v]*[p_.\,]__‘
F[w‘ PYL P

L LI
2 —v ]
”»

or [}
()
”t

De manera que si definimos la funcién de densidad hamiltoniana ®

u
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del fluido mediante la igualdad

ar
= —v -2, 7.21
Sv
encontramos gque -
a 'aA R ]
1 =m~-—‘{p-—v} P —
8x ap a

Sustituyendo este resultado en (7.19), llegamaos finalmente a la

gnpresidn

x ’ IM [} A >
a’u=II[x-——‘(p—v]+p— &t dvde . 7.22
(T ) x b o
Aplicando ahora lu establecido por el tecorema de 1la seccidn
anterior figualdad (7.8)] y Luomando en cuanta gue tanto el volusen
coao @l intervalo de tieaspo sobre los que se afectda la integra-
¢cidn, asf como la variacidn 6’&, son arbitrarias, se concluye que

la igualdad (7.22) se satisface, toda vez que se cumpla que

a . M
| = .._‘[p — v‘] - - . 7.23
[ o [ 3

Esta axpresidn, corresponde a la ecuacién de dbalance de energla

general {aada para un fluido no viscoso.

e
fag
&)




CAPITWLO ®
EL FORMALISMO HAMILTONIANO
PARA UN FLUIDO NO VISCOSO

1046



8.3 LAS ECUACIONES DE HAMILTOMN
PARA UM FLUIDO HO VISCOSO,

Despuds de sstablecer el formalismo lagrangiano de la dinfmica
de fluidow, surge du maenera natural, la posibilidad de integrar a
la teoria, el formalismo hamiltoniano, Para tal fin se usan de
hecho todos los conceplos Que fueron planteados en la parte co-
respondiente a la dinsmica de partfculas, modificando aquellos que
por su @structura, sufren cambios al pasar do un sistema discreto

a uno continuo.

€l primer concapto que introduciremos aquf y que serd de {mpor-
tancia en los dasarrollos subsecuentes, os el de momenio generali-
wady, o1 cual se define en la forma
r Y
P B~ , 8.1
L et
siendo A la lagrangiana por unidad de masa del sistema introducida

en la igualdad (6.1%).

Al igual que en la dindmica de particulas, se recurre ahora al
procadimianto matesbtico conocido como lransformadas de Leogwndre,
(véase la seccidn 1.3 del priesr capitulo). Coso sabemos, edte

procedialientc tiane la caracteristica de generar ciertas funcionas
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a partir de una funcidn dada. Las funciones generadas dependen, de
nuesos conjuntos de variables que guardan una relacidn diferencial
cor las uraginales. A las nuevas variables se les llama wuvartables

candnicas conjugadas de las primeras,

Definimos la hamiltoniana especifica H de un fluido no viscoso,
‘como la transforamada de Legendre de su lagrangiana especffica Aj
as decir,

A

Ha——ivi—A. 8.2
Y

Queda claro gque la relacidn entre ssta funcida Hy la funcidn
-

de densidad hamiltoniana & introducida en la ecuacién (7.21) del

capitulo anterior, es
I 4 2 o N 8.3

De (8.2) vemos entonces que la hamiltoniana especi{fica H, es
funcidn de las variables canénicas conjugadas del campo de veloni -
dades, que son los momentos generalizados definidus en (8.1). Es-

tos son los responsables de que H no dependa va de v.

€n virtud de la forna de la funcidn A, es evidente qgque H queda

COMD
H omHix,pypsns ) 8.4

donde x &8 la posicién, p =~ :pi:, los momentos gereralicados, p la
densidad de mnasa 1, la entropia especifica y t gl tiempo.
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Tomancdo el elemento diferencial de H,

se obtiene,

al desarro-

1lar sogan la regla de la catdena del cdlculo diferencial

™M ™

ot

—-.‘dxi*-—'dp“‘—-—dp+——dn+——dt. 8.5

Por otra parte, de la dafinicidn de H dada en (8.2), se obtiene

para @l alemento diferaencial de H,

‘ ) . . 3A A aA
dH = p‘dv + v"dp‘ - --.‘dx - ——‘dv ~ O = e—dp - - dt,
do L4 a
De la definicidn de momento generalizado P dada en (8.1), se

ve que los términos prieero y cuarto de esta igualdad se cancelan,

quedando en lo que rcsta un conjunto dc términos con diferenciales

de xﬁ P P MY t. Comparando los coeficientes de éstos con los

correspondientes de la igualdad (8.5), se llega a un

ecudcionss de anvimiento

conjunto de

y a tres ecuaciones auxiliaras que relacionan el compartamiento de

la hamiltoniana con ¢! de la lagranigiana, respecto a las variables

Py Y t,




oA
_—
(/]
A
] 8.7
an
oA

2 e eew

at

2y 31y 2|2

Por otra partz, de las ecuaciones de balance de momento genera-

lizadou obtenidas en ¢l capltulc & ligualdades (&.28)3, tenemos

aA A [ A
N i Ry N
8 .V‘ p’xt PN

de donde, al emplear las definiciones de presidn y momentn, pro-

pucstas &n (4.33) y (8.1), respectivamente, resulta

vt
DI~
IE

Sustituyendo este resultadec en la primera de las ecuacioner

(8.6), llegamos a lag expresiones equivalsntes

vi-
AR

- -3, -

L AR

Este conjunto de igualdades constituye las ecuaciones de moul-
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miento de Mamilion para un flu:dp no viscoso,

Regresando & las scuaciones wuxiliares dedas en (8.7), venos

que la primera de sllas sugiere la forma de daefinir la presion en
@l formalismo hamiltonianc., 51 se recuerda que dicho concapto en

la foroulacién lagrangiana estA dado por

.M
PP,
&

de la relacién antre los comportamientos de Hy A con respecto a
P, wspecificada mediante la ecuacién mencionada, se infiere que
una definicidn adecuada del concepto de presién en términos de la
hamiltoniana especifica, as

.l'l
p WL —. 8.9

Se adopta entonces esta sxpresidn como la definicién de gresiém

an el formalismo hasiltonianp
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8.2 LA ECUACION DE BERMOULLI PARA UN FLUIDO NO VISCOSO.

En esta seccidn se presenta una aplicacién de la ecuacién de
balance de energia goneralisnda obtenida en (7.23) (véase el final

del capitulo 7) y de algunos de los conceptos establecidos en la

seccidn anterior.

Tomando en cuenta la relacidén (8.3) entre las cantidades ¥y H
y da la definicidén de derivada hidrodindmica D expresada en la

fgualdad (7.15), resulta

Wi
.nc-g-?+t-—.
axl
.
d {pH) o
= 0'#1_—-‘
de
+
Py
=pd“0ﬂ[p+p-—‘
a
dH
5937,

de manera que, empleando la tercera igualdad (8.7), tenemos que la

ecuacién (7.23) se puede escribir en la forma
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Ahora, del hecho de que

d (P L[ a'
w(z)-deee 3]

al desarrollar la divargencia qua aparece en el segundo miembro de

({8.10), se llega a que

apvh 4¢P x
eu(3)- 2.
&t aTl a

de manera que dicha expresidén quada cona
™M

p L
dH d
eatecemlz]) greg

0 bien, sumendo a amhos miembros de esta igualdad el

odip/p)/dt y dividiendo todo por p, coso

d[u p] M
* - T o e b -,
ar P Pa &

término

6i s® adopta la lagrangiana especffica para el fluido perfacto

dada a@n (6.30), de las ecuaciones (8,2) y (8.11) es

igualdad
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o
—-—t
an at

oM
—y 8,12

T~

g’e‘[ iv' + Atp,n) + ¢(x)] =
donde hemos empleado la definicidn da entalpfa especifica A = o +

p/py, establecida en la expresion (4,24°) del capitulo 4.

Considerenos ahora el fluida perfecto en estado westacionario.
En tal taso se espera que H represente una constante de movimien-
to} es decir, que no depunda explicitamente del tiempo. Légicamen-
te, la presidn edtiinbird 6l miswe compartamiento respecto a ¢, En-

tonces, el segundo miembry de (B.12) es nulo y nos juada

d 2.2 -

a-‘-(;v+h+¢)—0. 8.13

€videntenente, ésto conduce a la expraesidn

1.2

Y + h+ ¢ = const, . 8. 14
qQue rapraesenta la ecuacidn de Bernoulli para el fluido perfecto
(véase la igualdad (5.21) del capftulo S y la discusidn que apare-

ce al final del capftulo 6 en referencia a las ecuaciones (S.19) y

(6.34)).



8.3 DEDUCCION DE LAS ECUACIOMES DE HAMILTON
PARA W FLUKDO NO VISCOSD,
A PARTIR DE UN PRINCIPIO VARIACIONAL.

Como se vio en la primera seccidédn de bste capftulo, las ecua-
ciones de Hamilton para fluidos no viscosos, pueden ser obtenidas
a partir de la misma definicidn de hamiltoniana espacffica y de la
comparacién entre ciertos elementos diferenciales. El objetlivo en
esta seccidn es llegar nuevasente al conjunto de ecuaciones (8.8),
paro a partir da un principio variacional. Para ello ser& empleado
@l principio tipo-Hamilton establecido en la seccidn 6.2 dal sexto

capitulo.

Considérese la igualdad (6.12) que define & la funcional de
accidn W
[t

N=IIZdle. 8.15
it A

donds X = X(x,v,p,9,t), es la funcidn de densidad lagrangiana
propuasta en (4.10). Dado que X = pA, podemos paoner (8.15) en la

forma



ta
W= Ip)\ dude . 8.1

t1 B

Por otra parte, de la definicién de momento generalizado dada
en la igualdad (B.1) y de la relacién entre Xy X, o entre Hy A,

vemus que el segundo miemhro de (B.16) puede axpresarse como

i2
p(ptv‘ - Hydvdt

s A

de manera que s adoptamus el principio tipo-Hamilton propuesto
en la seccidn 6.2, 84 = 0, y recurrimos a la igualdad (1,27), de

{8.16) resulta

12
Iﬂ(p‘v‘ - Hydvde = 0 , 8.17
(YR ]

Esta @xprasidn serfa la correspondiente al arincipio de Hamil-
ton modificado, del ¢ormalismo Hamiltoniano de la dindmica de par-
ticulas (véase par e¢jemplo el cap. 7 de la Mechnica Clasica de

Goldstein, ed. Aguilar, Madrid 1977),

Tomando en cuenta las expresiones (6.27) y (8.4) y el hecho de
que las variaciones son dicanente de caracter geométrico, Yy que
por lo tanto &¢=0, al &factuar la variacidn indicada en el inta-

grando de (8.17), sa llega a que



stp vt - H) = povt « v'ep, - &H

b b + ™ ™ Ll
= pov + Viep - —b8x - —bp - — bp .
& ap L J

Otra consecuencia del hecho de que las variaciones sean de ca-
racter geoaétrico, es que los operadores & y d/dt, conmutan, de

manera gue la igualdad anterior se puede poner como

. ¢ . LI PYRPYT-
é(p‘v - H) = P aT(éx) + V5pi - —-iﬁx - ——-59.‘ +t P o y
o ;. o Ix

.

dunde hemos sustituidoc &p por - p div 8x (véase la igualdad (1.26)

del primer capitulo). De esta manera, (8.17) towa la forma

I"I 4 . . L L F Y IE S
P(’t gridx) + xép - —bx - —8p + p — — ]dv‘“ =0
wa il ». o ax 8.18

Cabe hacer aqui una seric de obser vaciones respecto a los desa-
rrollos qua serdn involucrados en seguida, relativas a esta aGltima
igualdad, y los equivalentes realizados dentro del forwmalismo la-
grangiano, Qque se inician a partir de la igualdad (6.21) del ca-

pitulo &.

A diferencia de aguella ocasidn en la cual se tomaron como va-
riahles independientes en el proceso de variacidn, solasente a las
conponentes, x‘ de los dosplaczamrentos, agquf  propondremos como

tales variables, tanto a éslas como a las componentes pi de 1los
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momentos. La indupendencia entre las variaciones de las x' y de
las p‘, que serd tan esencial en los desarrollos subsecuentes,

constituye la diferencia fundamental entre las formulaciones la-

grangrana y hamiltoniana.

Como se observd en los procedimentos empleados con la igualdad
(6.21), sicmprec s& considerd a las componentes V' del campo de
velutidade=, como variables dependientes, estrechamente 1ligadas
con las x' por las eupresiones (5.172) y (5.14). En la deduccién de
las ecuaciones de balance de momento generalizado obteniday en (b6.
28), se expresd a las variaciones 6vi en funcidn de las variacio-
nes 1ndependientes &x', mediante una integracién por partes, lo
que nos condul)o a una segunda derivada de A y, consacuantenente, a
un conjunto ds ecuaciones de movimiento Jde segundo arden. Puor tan-
to, para determinar por complelo el estado de movimento del
fluido, mediante la aplicacién de las ccuacirane:s mencionadas, serd

. 3
necesario espec: ficar valores iniciales tanto de las x  conmo  Je

i
las v .

En segua Jx Lerenn: como & partir de la igualded (3.13) es pusi-
ble llegar a las ccuacaiunuy oo movimiante obtanidas &n (8.8)  gue
son ecuaciones diferenciales de pr.omer wrden, , gue surgoo de Ton-
siderar Comt Lariaciones independienten & las & y a las 6pv De
gsta forma, en o zubiscouents las B serdn consideradas como  va-
riables independicntes, con la missa categurfa gque las componentes
Q de los desplacamientas, y relacionadas con éstas y con el tiem-
po =6lo a través de las proplas ecuaciones de movimiento. HMi las
f ni las P, punden considerarse como un conjunto fundamental de
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variables,

De la relacidn dV=JdV°, donde V° es el volumen ocupado por el
fluido en el instante inicial y J es el determinante jacobiano gue
aparece en (1.22), tenemos para el primer tdrminoc del integrando

de la igualdad (8.18)

{2 L¥ ]
I Ipp‘ ‘a’Ttax‘)dvu = I J‘ppi g-i-cax‘wduodc
LY ts A
s 12
a I I" (pap ax"]dv gt - I J"’ [pJp ]ax‘dv dt
dt v ° dr Y o °
(Y ] ts N 8.19

fa primera de estas dos Gltimas integrales, es nula, comb se

puede ver al aplicar la segunda condicidn de frontera %h.14)

I:I.g-i-[ﬂp‘éxi]dvodt - L[ I:u [pjpidx‘)]dvo 0.

Para la altinma integral (8.!(9), se obtiene

12 \2
I Ig—t-[p]p‘ sx'ov dt = - I I ph SxovdeE .
t4 R 1N

2

Este raesultado es inemediato si se recurre a la expresidn (1.23)

para J, ya yue
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Felem) = 2%, ¢ p Frtan = o5,

Por la tanto, de (9.19) s llega a que

8 iz

PP - . i
I Imi Jriexhavde = I Ippiéx dvde . 8.20
“ a s n

Para el Gltiso téreino que aparece en ¢l integrando de 1la

igualdad (8,183, tenemsos

” 2 "“”“m ” B oY
- I:I;;‘[p'g ]&x"aw:. 8.21

Musvasente coec consecuencia deé las candiciones de frontera
ostablacidas an (6.14);3 particularmente la tercera de @llas, tene-
a08 Qus Ja prissra de estas dos Gltimas iqQualdades se anula. Esto
rasulta insediato si ze aplica al teorema de la divergencia a

dicha integral

| [uI -‘;(d'g ax‘)avac = r fp.g sx’datat = 0 ,
[T ] ts

} ' Laa

siendo do‘. 1a (~ésima cosponantu del elemanto diferencial de Area
o

“da 1a superficis qua 1imita a la rugidn R, Do asta menera, (8.21)
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queda cong

L YW IT Hea oM
Ip - dvde = - I I-——_.[p-—- )6x‘dvdc . 8.2
i R el ’X is l“ add

Sustituyendn en la igualdad (8.18) los resultados ohtenidos en
{8.20) y (8.22), y reagrupando por separado los términos en 6x‘ Yy

dpi, resulta

R o O

8.23

Conmo se dijo con anterioridad, las variaciones cn las camponen~
tes del desplazamiento y del somento, son independientes, por lo
que si tomamos on cuenta que tanto el volumun de inteyracidn cowo
igualdad

&l intervalo de Liswpo involucrado, son arbitrarios, la

(8.23) sera valida toda ver que se satisfagan las relaciones

™ [P oM
—_ =~ --_._,[,,'__],
a' VP adl g

8.24

Gl e@ recurre a la definicidn da presién astablecida en (8.9),

y e sustitu,c en la primera ds las 1gualdadus antoriores,; éstas

Juedan &n la forma
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Y R 1 [ o

- = TP T T e

o * P 3

72.25
H
—<.‘

- ,

p .

-

eipresiches que coinciden con laus obtenidas en (8.8),

Se debe cbservar que &l conjunto de ecuaciones (8.25) que re-

preazuta o las ecuaciones de Hamilton para un flutde no  viscoso,
contiane el dulle de ccuationes que el conjunlo de  ecuaciones Jde
Lagrrange encoentradas wuréa &1 i3m0 s1s5tema en (6.28). Sin esbaryo,
lag primera: won eCuallomes Jdiferenciales de priwer orden, mien-
-tras Quw lagioaras sunh de gegundo orden. Sclo duplicando &1 ndmero

de aricbles 1adependiintes os pusible cbtenar ccuacicnes de movi-

miehlc de primer oraed.

fada)
- -



8.4 CONCLUSIONES.

, Hasla 1o fecha, el estudio de los fluidos no-nuwtqnianas. Lve
hace en téraincs de las 1lamadas ecuaciones constitutivas, que son
relaciones tensoriales, lineales o no lineales entrg el tansor de
razdn de defireacidn y sus derivadas, y el tensur de esfuercos,
Diuhasv relacivnes son en dmwera! complicadas y  en grain gartla
Olplriéas: fas bases teéri- cas que lzs sustentan, ao son del todo

formalas.

" Refiriendonos a la MecAnica Analitica ea gengr- 4, sabemos que a |

- través de olla sa comprande la DinAmica an furaa fundamental. Den-
tro do ésta rama Jde la ffsica, los conceptos de fuer.'a,. enaryfa vy

del aisao covimiento, adguieren una descripcidn de car&cter gene-

ral. €0 particular, 1 foraatisaa hamsiltoniano, gerate la rescl.-

cion de problemas qus resultarla pricticasenie saposible resolver

aplicando 1Gs recursos de la. MecAnica du Nawton: la Teorfs de Per-

turbacrones, los sétodos iterativos y 'Ia Tearfa de Hawillon-Jacobi

00 ajeaplos de #stos. Ndemds, solc a 'tra\.'ts do un Haraalosmo como

@l wancironsdo #3 @Eosible fundameirtsr tourfas o la Fisica Moderna

zonh la Meaclnice Cudnlica, las Tewfas del Cawpo y la Relalbi cidaed.

fsjo »sto: antuctdentes, serfa culoences deswabilc diiponer de un
{arwal :seéo haarltonians gpecs 1a hiadredia&micea, aa el wispp senlide

-~
b



en que lo disponen las otras teurlas. Este trabajo representa una
auy pequeffa aportacidn a les inicios del establecimiento de dicho

formalismo., Sus proyecciones apuntan en tres direccicones fundamen~

talmente:

1. La resolucidn de lag ecuaciones de movimiento de los fluidos.
2. El entendimiento cabal del fendmeno hidrodinamico.

3. La posibilidad de atacar problemas relacionadas con  fluidas

cudnticos @ relativistas. Cabe aclarar gue nada de ésto estd

hecho hasta el wmamento.

Llegando a ecuaciuonas de balance de masa, momentc y energla, en
este trabajo se ha mostrado como es posible establecear una teoria

unificada de los fluidos, a partir de una formulacidn lagrangiana

y d& un principio variacional.

Respwcto al tratamiento que usualmentie se aplica a este tipo de
sistemas, Bl enfoque propuesto aqui afrece la ventaja de requerir
nicamente la proposicién de una funcidn escalar: la densidad la-
grangiana en la que vstd contenida toda la 1nformacidn din&mica
sabre al sistema y gque al ser sustituida en las ecuacianes dife-
renciales pertinenies, nos proporciona las ecuaciones de movimien-

to del fluido,

Finalmente, bajo e! enfogue propuesto aqui, @l formalismo ha-

miltoniano aparece como una extensidn natural de la teorfa. Esto

es debido, principalmente, a que la funcidn de densidad hamilto~
niana definida en la expresidn (7.18) y que da origen a la hamil-
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toniana especifica propuests en (8.2), exhibe la misma estructura
yue la funcién de Hamilton para un sistema de particulas, y por lo

tanto, sugiere un tratamiento semejante al que sa aplica a dicha

funcidn.
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