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apioimacion  semiclasiceq |

{(UY\H + Un~L“ZUn> (L)

donde I es la condfarte de Hooke y Un el desplazawenio




/. ! .o . .
del enesimo afoms desde su posicish de oguilibrio

G4
b4 Jo o g

. \ . ..
F\qi \A.c,:‘;c,iu do v red n\qv\oa\émim \\ma\ \\'\\:\\\'\\T; .

De awerde 2 la Sequxela \QLS de Mewlon | esta
uerid s puede QEpIesIY cowio Sigpe *

m-?i?{:lﬂ: \(/‘(Umi‘Unx ZU> (i’l)

I
ey lo cwacion de moviaiedio e eud wpeames tcnqa solude
nes periodicas | debide 2 que los movimientos  que realiaan los
[N I
afores de la ved son paodices | pevlo que estas  deben gerde

la towna -

{{u5t ~Xna)
= Ae (13)

an donde A es lg ampliled del wmosimiedlo de los afomes ;W
la Qevencia de Woracien , W el numero de onda , el ndemero
de dlowo Y a la disfanda derdlomica e la ved . Di@\&{\
dando edfa soludon dos veres vespeds al Liempo y sustifa-

\\Q“&" este vepollado ew la e, (12) Tonemss *,

—imwt e = \"}\(Ur\—a; FlUay - ZU‘Q (M)

H [
Ademar la solecion pata Uney Y Un-t 3@ puede expre



Sar  cms s{c\\)m::

Ui = A e'tfw”‘~\i(n+na]
DL

= N ot lut ~v@-na)l

L

(WA

gusfitugendo  egtas  velacivwes oo con la poma (43) en

W/ A .. ; L
la cevacdon (44) ot odtiene o siguierde telacion ;

M = 2% {L - Co% W :;) 05)

/ ..
de aqus podernos ofever @ w  on terminos de K s
A

. - [ Y‘\ v At -
0 | sea & K“‘l (16)

el valr doscfe 20 hace netmatio , debide = que las pre —
oeneias eon  esencialmente  cadtidades positivas | indepen -
dienfermere de que el nitmers de orda K eea positive © ve-
gative . Bt quine decir que eniglen  soluclones de endas
plangy sin importat que la onda se propague hacia 1 detecha
o hacia la tzquieda a lo lowe de o cadena | estas  ondas
son {odependieries evie of o la grecusaeld W oge elaciona
con K ogov o ec. (16), Eelo significn que oo frafa deun
wedio de diggersion | cogn velacidn  es predizamerie la ec,

(16) u coma opagica queda tepresedlada en la giqua 2,

Tar Lo adieriot, es eviderle qlue W Ao @ fun-
tion lineal da i , por Tal mative se ve que el tedic que e ey
Td tedaads €3 quspesivo ,dows wa s dile adteriovwmedde | ung
velacon Yal come la dela ec.(d6) qui nos da W ent pmc'm"n
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de K se conoce tomo Yelacion e dispersioh . Fa esta relacks

de dispersicw Se puede volar qua pate valotes de W wacke

Ww{w)
A

i SR

\

Lol et
L,n Curema Zera e Gtillouin e

F\g.z:— R&wﬂ.‘»m‘(a la teladion de cispeiston paa waa ted woonoalatmics
s

Wreal L Le walen ac W4 iy € ADP A cotcesponds a la
. ' .

an-L\m;‘.c'\c“ ceplinnd ‘;\g‘\\‘( w s diteclamente Q!opu\c(\ﬂ\:\

RN

wenses que Wa (wme W= 20/ eso guiere dedit qua
para valores de A muthe mawetes  aue des Veces la distan —
N . .l . . 1 .

cia (lerafomica @) | W oy aporimadamente  lineal con teg-

QQQ\D a W deoido a que sen (Kai) & wa/fq , oo oy ¢

W= Ka V¥ /m

de agu! podemes  defevmitar o velwidad de qase y la veledi -
dad de qrupo |, dadas por las  siguiees telacines -

Ve = W = a\[kr/:“, = Ve

Vo = dw/gy ~ a\ W = Ve

Edo quiete decic que para valows peguiios de

i
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Ko ie, ‘or\q\"mc\% de enda (X)) grances | estas veloelda -

des coincident u 2on conslantes |, o bien slanigiea que \adig
. . 4 . 4 .

petsivn deit de lewcr inferds cebide @ que el medio e tom

\voﬁa Weag  cotlinue | hemongnce y elasiico . Cuande ¥ erece )

Sin thamp \ Yan veioudades de ate W ode arupo Son c‘.\gmm»
o /
tes 4 ewlan dadas pov s

[
¥

Ve = B340 = Ve {f-,w.\(\(:x/’-z\/wa/ﬂ;

Vy = c\.«..\\f/d x = Vo E % (\Ks‘./{)& )

Edo fiiied  que ks arectes, de cispession Se
hacen cagidaratlowente e wapoy Ladles ol aumertar el va
lov de ¥ LY ey e Ladln oy W ne depende er wid fovms \i-
vea) vezpade 3 octe . Natualmedte evicle wn valer dwmite -
adrime para W dade por Wa aue  Cotresponde g g
yaler minteo paa A dado pas 24 . N por lo tanto
pava todos o valmes de K pormitides  ewire -~/ y W
erisle wn valer de ) cosrespendiente Y gor eade una Gie -
euenda d¢ uitracion W ;A W gue Hamames modo ot -
mal de vibracion de la wadena . &,‘t;': valeres oo Son
Kot = ¥ el late a—vo para el wiedio eonli-
ey Wy, =V Y o \0’: valoren de & guerd de \a \)ti—
mexd zora de Wrollovin  yocramenie yeprodacen  movimien-

Too de la red detoritos por valeses dedite de loy 1{mites W

D) ;.

For cies pacte , Coando eriuna cadent menoatdwi-

t inginita 9T phcde ln reaulatidad pegedia debido a la
N { . / R

presencia de ud aforo Gapuea | por esfy yaatn wriEle ua
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' . . Y { ’ !

cerlte dispatsor | disererie a Tedes lon dewss atomes de \a
T s e L e 3 =len, C1\DIND -

ed | ver gl gor Lo que fas ondas  vibradionales vigywn

do o lo laver el orishal en direciones opuestas  anles y

despues de \a impueza  deben acopas® |, este aceplomiers

- R v aw
0 Qm»_c\g LYPICEAT Ln Termingt G \:.1 wawE o,

yiloracones | neimaley,
Mibratiow
custiat g .

s
Fl%.:) = Fuestia a parida de tegelanidad de wna caoawa
Liaea) [ u\»\: \“\‘“"\' 2 ama imoucerd du vz W,

f\%k\c.mr;:, ponear que ol tesitig Awpernor | 0% oo
tn golencial aue dispered \ne ondas  vibracionales, que via-
PR er divecsiones  opuesias . Tk el dispossar o {mpu-
verd debe tener una  condicicn de gmnﬁma que agecta 2w
sduciones, de la tuacich de digeendas de la ted | por lo g
deberass  esgerar  wa temporiimdedc  Vibtalotle digererle,
~\S\ C\\\Q S0 Q\\OQ\\Q Qf L(E\\\\ @av w %\QQ\,\&‘._YL&-\J V) QG‘A Q\ redo
vibracional qua tesulfa debide a la presencia da la irmpu-

} ! .o
w13 empleands el mdlado de la matar de dispersicn,

' .
Paa cjexpligicas el metede de la mataz de
disgersicn on freblomas de vibracines | considereres ol 1o
bloma de una red Monoalorica ingindta o una irpusezd

. A . \
e Rl Lxm..ug“k;m:-;ﬂq arponewies @ medelo qua

. - [}
se muestes en la gig. 4. Ea ofe wedels los  afomes {3



gu\;ms dela ted ostan QRS ades 4 Ulemexr wad wasa My
o\ Homo iwapwierd S¢ ereneditd \cealizado o \a VG%'\C\‘;\\
eux0 , tomicnds W masd W. Qo mucstan Tambien e \a
Glaped \\a“p oAt i senALes optrarien calienies s \a

iraputera | PO @ecic A Ve Pechat Atlbeyadas & \os lades

Ae o misma o

T S . 2
n R W o %R
. e

K1
w0 B,

t . . .
4 - Madele  de wod red \mmr.’tm’\\\m nakdarmen -

Y
conn WA rapateid e PO LI

(g
..\&mv.\ {aginita

Las QUUACADNES Ae WG \,'\\'n\u'\‘(o pata ecle SAS -
fema  de atomos roqulaes W Ao trapuset?d de la red,  Son

respectivamente
i‘.’\mi Ua t ¢ [Umx a7 2\ r\]: 0 ' B‘f wio (L’i-)
Mt Us & ¥ YUg’T oy ‘(ZUQ] = ( pwan=d (18)

o lag qua | AU avqente Uoes ol des \'»\anm\m\\q de \a \mﬂc_\m‘

Je add Ao, W \a mo.mw\a Ae \s\‘mauo“}

de equalitio
Yoo \a concfare dela o ae ¥\om\«o wilie los atowws,

Y Sondt \,L-Y,Am\romcﬁ \)um QQQ_C\Q“ AR Q’;\Q\x\c (\rUQ_ O_\

Ym:\,me\ro de \a red \qp,a\ a . v\t&\\m\du @\ \\‘:\\G:‘:\Q’

v
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de. Fykuda , 3¢ propone la Scution Sigpderde

N ato

Un = (19)

O N
J' d\\e\'\mlr By

e
iR p wn

qu_w {5, \}“7’/0

sustifuyendo {a soducion on la co. (47) se obhiene | \a Wa <o

rocida | relacion cle digpession para ol crelal aglalte
Mw? = 2¢ (L - k) (20)

v i N e N
Como et el oo tmpoera  debe haber codfinuidad en sy

i . . A A
wakiee desplaraaienie | ey Qu

Ay ¥ \ﬁbi = g ¥ ;”51_ D

Las covaciones ()  (21)  judtas  corstifugen las con
diciones de grorlerd  del  problema . Toenemes  ua sigle -
ma de det esacenes con cudtto oeoitEs | pov o qua
pdemos oxprasar dos de eMas  aw Termines  de las otvas
dos yen palicdlar By oy 3, termines  de los coegl -
cleies oy y A 3\’\3&\'&(\(\0 \as operacioned  \ expresande

e weollade  en tormines de  wmadfdes | forerass -

ﬁs o\
b = F 4 )

donde |1 matda 9 osta dads  Qof o
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_ Hut g (e et e) L MEtte™)
Wt v (81 Wwt pap (ER-1)

o= | @)
T-a) L Mater(eMety
(et Mwbae (af% gy

Bl maluz coctione la dinamita del pednlema | Sus eleraey

tos Yionen la pocndintidad de qus t Gu =8 W Big =Sy

-~

P
b

ea clras  palaprag |, @sln mwiay e siedbeica )\s wual %(S
nigiea  quo wich wan AT AN ) \Wa\'\;\ \Dg\t‘_¥.(€§\\ , Bn obras
p;;\a‘ma:, \ 20Ma M6 mitme o nubitstres  considerade y Q0
\a% sada s Qi aaton {uenen \z\*;«.» andas QL pairan B \ER
versa . Biele se vana eala §iq. 4 - lea ¢lodhas se ia-

. ’
dicaran orla diveccion cpuesia .

La matr © o @laciona los wogieierdes
de las ondas edlradies  conles  coegiclenies  de las ondas que
aalen. de \a oapuied \tQ(\(Q\K‘LQ LOMO pmpiec\ad% la de ser
simé\'(ica Y wiVara | enlte alrag . Ea nueslo  case , o8 el
dode que k ma @ 8 , \exe \a propledad de ser St -
L],

- Ahea bien | pot conbinnddad  tenermss Qus.
d.\ '\" ﬁ’\ = O<'L _*- )37.

en ambes lades de 3 mpuseza o lbien | lo que edi@ e
14

igual 3 lo que sale de dicha Vmpuseza , 9% Qbas

Ipal "+ 1pal® = Lo+ Jaal
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S aplicamos el a la ecuacion (22)  f{enewoes:

.

(pt *ff)-(ﬁ‘> S CHIFS IR ~(°<\> (24)
P2 (

L&A

donce {pr pYY, (af «dy 9% qon los transpeestas csaia-

0adas de las makoices (’(3\) , f’:\’\) w 9 fes,ped'\'\mmm\\e)
e K(l’\x

esfo eignigea que  pma e enista continuddad an el elyjo

8o debe cumplit qus |

Nk o
SN

1
BV b T S = Sen oy S = Bay , Tenames  qua s

bR

Su e 1& Suw S 1 o
5 % -

1N Saq Sw Stz 0o i

o lo gue o8 lo mismo | el producto She s da la et
dortidad | por lo Tade la ec. (24) s cumple . Asy qua
esfas conditlones s Aien que i matir 8 tee las
slapiedes prepledades © @3 simeéfica W oS lnwema oy lona)
2 su ewmitiana wripadda ya que 2us clemenlos  estaw

%u;\Q\‘o% 2 las condiciones :
2 2 1 3
Sit O =4 ) St S =
'3 3 % 3
Su Sy b %:. Sar T Sy YOS = 0

recovdenes tambien que | ol ol producto de des maltiees <on-
mu¥a y es fopel 313 wnidad | wna mator es iaversa d@\;l




4 . .| s .

dia . la mava § tiome todan csfas Laradensticas oot lo
) \
tadlo | towe ya dijiwes arles | codlienc \a dinsmica e\ po

Lleva .

lLa eccwacion (22) reprasedia aquu , una {rans -
;mmadc;n laeal | donde la mave § Tine Teda la ingat-
macion  Sobte ol confen disgesas L D@ guede cncontac \a fe-
lacion de diggession W, o guneion del aumeco de opda Ky
y on Qo la grewencia yibracional el ateme impureea Un
rede loralitads dltededes de la tmgared 0 Aot caradie-
fizar como un ceiado  cufadenade S endiz, {ncidentes, )J(a\
ehads  OSTREAOTRTIO pusds T olenids per o condicidn A O
que cada eleretlle de £ loge 3 su inglaiie, notarenes
que egta quede hacese  Singular  con selo  tyualay o\ denn -

winador comun de cada dements Ae S con cero , esio est
y A (ol
Muw?+ 28 (¥~ =0 (25)

Edfo quizte decir que las ampittodes de los ondas salien
e By Py \Sm(an {agirifas  cor sespecto alas am-
pituses &y dy de las onday oclianies 3 \g impurerd,
lo wal oo piicacede aceplable | cdlowes |, pard qui B8
dofenepn ondas Saliedne de anpitudes gty s amp\i -
fudes de las ondee  orfvanies  deloes an ser lopales @ cer,
may  adn , ot d arets de onda fuera K wal (\\mr(a
detiv que la impareza . O VI quonfo armusera 4o ondas e
wps amgifudes son By 4 By 10 cwal  Lamgots s EEp-
table glsfcamente | por lo que ¥ debe ger  complefo Y




. I
ge desciben as{ ondas  atenuadas haeia los lades del dte.
e impwea tolocado en el cenfro clel wistal | ver gig. 5.

UAE
1

S TAN LN S .
\V/\v/\\/ A - N

Flg.5r Do muestan lag ondar alonuadss  2alizades e wn

cstel eom la impurera colotads on ol condte del mis
"o .

. .
Vigulendo ahota can el problema de {a impures,
tQYLQMDS &\a%"?a astp mczmtz(f\o, des  Coundnnes Que VQ.\acioﬂan a

18 grocvands w ) las ecurciones (20) o (25) } resoluiends
edte sighoma

de. ecyadiongs  eliminands a w1, encenliamey :

3 .
- 4y (1~ eeek) =~ @' =g (26)
M
ahora biea | K debe sor compleio | ast aue haemes K= L
Sustituserds el valer de K on la ecuacicn (26) 4, hadien-
do alyunes cdlenlos | dofenemes la siypiente  expresidu «

QEe™+ 2(a-1) % + Q-2 = 21)

'

donde (X = M/ﬁ’\ , (a% Solydiones  de

cuacion , nos debe dar lag  grecuencias de

' ]
s ulima 0.

p—

05 TOdos tog

%
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lizadoy debide a \a impured. Las sociones de la ewa

cionn (23) son s

' ! Q .
la solution €7 v da wodes localinades | porle quaen
oo st S taisle un wmedoe localtzade  con una (S

: - P i, [P ,6
cuentia  astciada A la Seludean CF% .

PR / . .
La condicion  de exislenda Aol medo \oealiza-

do & g slanierie

Fa teatidad  come 6>0  exfonges €% Jebe
ser mause que L pot lo que la coleidn €% debe ser
moget qua i @slo qudete deds que Mmoo Qon Todo
osto godamen decir que la frecuendia dol medo loaliza -
do s crenoddiia ubicada en la banda prhibida del cs-
tal pergedis , ver gla. 6 5 es dudc ) que les modes
de wibracion con valer de  (ewesda en la handa pro
Wibida e lawman Hodos ‘\;&*_&_\\_\Lﬁﬁ_ﬁ:’;\ . f\%\', godemssy

acitmay quo fecer Singular @ la malne S impla en-

! . - ®
crunten de clacavaloes de la grewsenda b

CLTACAY \‘ . 3

do ant las condiziones de oxigientla  parta s modos

localizades .




29

0¢@et €= 28wt 4]
0.2 Q (L
0.4 A 6.5
e 2.33% 4%t
0.8 ) . 4. 160
L { v 4

Vi /i/mxi/ 7 ///

///

q

Fia. 6 & Do wuesta \a %\4%\!.1‘& ae o posibles valetes
qu wt i H] puede tooar del woade lotalitade | pa-
Y2 ualwe, peumitides de Q. Bstes, localizades en
la anda prohibida.



ResuMen :  En osfe capifuls  hewos degial-
do ala matdr § oy fambion. 5¢ o mestrads alguwas de
Sus  propledades Tambwn hemos caltulade  sta matsie en
ol case | egludiade (ot \?U\’-\\:Q\GG)\ A uaa '\m\mmm\c’n \cﬁg
lizada en ol terce A& ua Coiztal faginito |\ {pecgeecion
Gue destrita pae vn Aene que tene waa Aigerenie a i3
de les dlomes vequlanes del erighal pmgmﬁo-'Para avcaniray
Loy medes lotalizades que won producicdes  por \a presencia
dela fmpuera e hizo glogplat a \a qatz § g deah
g0 cdeule \a euauen de tigenvalors para (a grecuadd L lam-
bien <o mede la condicion e exisiods paw o mede \ocali-

23d0 .
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CAPITULO 77

TECNICA DE LA MATRIZ "¢ .
SU FUNDAMENTO MATEMATICO.

DQW\.\Q'S'C\@. Qe gue witedecidd  por F&\‘Rg\d:}c?)
paxa resolver € problema de wna cadena lineal vonostdmica in-
dalfa con won impuera al s, la matelz de dispession

S e usada por Hotl g Asadw )

pata vesduer  poblewas
de Supargleie con y sin imputeras | este Trakale codewpla
la soluden de preblemas tomo ol de una tadena unidimensio -
oal cont ua u dot mguseras fetopicas en la sugergitie | oxle
tos . Tachwive en 1438 | Andade Zusitath ) Con esfe
rdtedo de la mator de dispersion & | sesuelen ol Q\Q\)\Q—

ma de wodes localizades  on la inferase de des aiigtales

) . \ ool N
Alera bien | como vimos e el captiolo anferior,

! . P \B A i
\a teenicz de la mair O aplicada a problemas  de vipa -

tlones de una ted | 4 paticulaienie e of case de dblen-
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4 . . .
dion de wmedoes localizades delide  a la presencia de traper

qecciones . lamadan tmpurezas | Comsisie ent constiude la ma

Y
3 ! “» o e -
twe 8§ & parily del wajanic de  ctumciones  \\rmadas o

Lot N - I Ao Thoamm
(‘}\\Q\Q‘:\'\‘."‘.‘r (i(i Cioniia (\ C\. ‘_ ‘:’\;"‘i}\‘.(l\\'\ [ . C"_EJ\\ a0 matng L\k‘ VST -

o i . . . ’ N
Leiadon D erpeen o ceaticenten d ampiitudes de las on

AL v 1 \ L. .
das salieddes det @ements dispaeor | oo

A
\

orminas  Ae \c% e -

plcientes o anplitudes de lag ondas  ewianies , aslo @s s

ﬁ\: %\L '—‘f“. + (:‘\-; dl ST N o %\“ d\(\

By = Sar e ¥ Suea d v v T oan n

-
- . »
- - . >
- . .

.

(3“ = O Ty A Sgad » s vy b San RKa

que e furma matricial  quedaria comy Blaue ©

g'= 8. (28)

oS [ "\ -
donde & er una madlne tadwada de gdan w ) KTy 0 Sen

los vecutes Tramspuesfos e & o 3 donde :

(O(\ lp(»l_ NEER )D’\\’\j

b2
1

o3
!

(‘(3\ ){51 y ""){3“3

e heduo la digtenttad \Mimpa\ al aglicar el we-
Todo de o rdir § oo expresar s s on téomines du
las € @ patis de las ondidones de grodera del pm\o\e-
Gl Apdn - owblemas oacdonales  de tedes en

donde {qy eennciones que constifaugn lag  condlciones da
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fodra dan oot @ una maltir de dispenion de ordan ma
bor de dos.

T v
Pecverisrmenie .50 bwstan los poles dela matur
coaws loe cuales dicha matdr deja

~J

o2

de t\ar\ggmmadxdz\

. . L A !
de St vegular | (.. condidienes paa lap wales la matae

Al o . . b [
de Tlansformation o singudar. Ya que esiae ulTioas,

s dav Tawbles o ondidnnes cara W aiglenda dales wmo
des lotalizades . Y efe oo tiore qua odtenet sin Rawr las
amplitudes de lan crdag saliedles 3, oy ey P dngiad-
tar rexpecle A las amplifudes o, (S e ey da e les

ondae elftankes A la impureza | o cwal serd  gisicamertie

inacegtable |

3

La C\igj(.\\‘\\'a(\ para clferex L maliz de fans -
povmasion § ,sadica o el siquiente hecho ¢ las  eeaciones
que eenslifunen 1as condiciones de grodlera del proelema Len
ol aso el preblerma que ee testluis on el captivle arderio | de
wedes localizados o una cadeny Wneal moncdomica {nginita
conun é'\s\m;\ {‘“'\\)\\\Q—{c} e el eedlie \ %0’~\/?l“ las covadones (18)
W @Y.)) | vee dan e germa fnmeddafa wa gistema do e-

wadones de 2 fotma Sienieate:

CuPitCafet vor £Qnfn = bydy Fhakatooe + bindn
QLB FCa Bt oo FCaba =ondy Abudy +oee + 0en dn

. .
S D . . - B
. . . . . .

Cay (5\ + Car Cn\” covk Can {3‘\ = ‘Dm i ¥ bm‘t(L oo ‘DY\Y\ 0(11



el cual fiene umd rapresefacidn wadldeial  como HIQNR
- N -
o= B L (29)

atl - R
donde © o B w0 las mavices  cuadradas de odat 0,8

auientes

C\\ Can hd Q\(\

a Cn « CQan

Lﬁm Car - » » Gna

) -
b\\ b\’L . v b\“
\ .

;Y\B) Dt \JI'L Cun
L n bn1 Yan

lo cual Slopigiea que pua pode wedver o ecuacion matd -

cial (29) | depeiands AL veckor Trams puusfo p? lenemos
"y L \ 2

aue detereinar & (la lnersd de la matnr € )

Co \a cuntl aplicandola en Amdes lades de la ec. (2095 T

NRMGS . N
{}) k - % (X)
en. donde L N
S = (VS (20)

s dugieltad g\mc\amo\tta\ que eviste para

~3

oelener  a S xRAUA Q(Q(\Qm\\mm , e le Aicieuliad pa-
@ onierer (3 inversa clﬂ ls matir €.
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[\n’YQS de nfentar oalwar  esta diﬁc\x\hd 0% N

esario hater algunas obsuwatenes tepecte de la Teon

- ) . {2
de las  Tranggotmaciones Lincales 49

TRANSFORMACIONE S LINEALES.

N

DEFiMicioN = Qoan KX = L ST ,X\\l y el elemedio
)

Y=[u 9 RN )\3'\] dos vecdoes Tuyas om

]

poveries  egian leuidas a \a miswa  bage  de\
Qspatio . %Upmcgamo% que las cootdenadas  de

X w de Y vienea dadas pet L
\5\' = du ¥ ’\‘én_&z"k‘ L J(‘ din hn

\.h = 31 A IR oo A B Xn

@0

- . .

[y . .

\5T\ = 3 Fa E\\\'L\/\I*' -+ 4 Junta

Q mas hrevemenie :

N=AX

gonds A = LaH] una aatur  cuadiada de of -
den W, deginida sobe wa tamgo F . Edlon-
cos las telaciores (31) son \as de wnad Trang-
coumation T que aplicada a un wector X del
espacio Va (F) { espacte vedorial de dimension
0 ceginide adoie W Campo F\, \o wnuierde
en dike vedder Y del mismo espacio b Qus 8¢
Wama  imaaen del primero.



X

St la hanssormecisn (31 Jansgesma Ay en N

w X oen Yo | ecfonces

U Tranggerma WX e KY, | stendo K un osta
lar cunlqusesa |

W) T\a\\ﬁgc\ma a¥u ¥y e 2 L\L,
giends a wb dor tealaes adbitarion . Ve

esla (;\-?_Q’)‘_»\ \a 'l\ygw\gﬁ;(ﬂ \11(((.\'0.:\‘\ SQ. \\?A\"(L'& L( acal

Euie o cnepe de leorewas gk\\ﬂc\“vw\m\k P
ta \as Langgevmacenes lweale s lopaes c los
Luales Selan crundstes @ m\{\\m\aci&a.

% en (GO eanes Y=o, o=y e
toues se tiene a N =law, .. ]gm')\\ y on
qereral ol X= T edonees N =lag 2 MJ
Palo que | o5 evidenle que uwa ‘\\M\s,gm' mation \(ﬁ
neal (31) esla dolevminadn uvdedwecie  euando
se cnocen las 'm\éc.&m\o_s N de ks vedioes de
ke base , slendo las columoas de A las co
owdenadas de les {mageres de didaes vediows.
Esto we puede ver claramedle con el giguienie
digmplo s Qupsvopse  que  queremos Rallac la
J((@“%vaﬂam\'\\ leal Y = AR Que e cowwe
Eeoen Y = L2 3] E4 \{1“[5 (2}

By on \i3~ (2 L ﬂ pan\nr&QmQ \Q“me%
Que A= AT o )\fﬂ , PO lo que la cevacion

!/ -
de o tranegormacion lineal e

\i = [‘\Y\ .
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por o que s

= X

wl ~3 e
Gl A

3
¢
A

Rerdames | poc alia parte | aue la cawsdleneiica
0 1amge de wid walue ne nula A es foeal @ v
ol el adforminanie de al weros  whe de Sus we-
pores cuadrado® deorden ¥ ee distido de
o glende nules loy corrpendiedies a Yodes los
menetes  evadtados e orden (Y1) | ol s que
wister. B\ vangp de wea malet awls e R0
Una wates cuadrada de ogden @ 22 Wama
reaular ol sy tange 0y TN ;28 deat | ol 8o
deferminanie 0y distivdo do cro VAl
Eaq case contaatis | A by ol nembe de sin-
aulart . De la '\gua\d:.xc\ IA-BY = IA-IR) se
deduce ¢ el producte de des o mas maldes
cwadradas  vequlares de orden v @ dlra ma -
fo weailar el producte de des o mas matd -
s cuadvadas de oden noes baa ralne Sl
gulay si al menes una de ollas oy Simgular .
Abara bien |, una ramsgormacion lineal (38 30
flama w_%\\\m st las '\mégm@o da dicarentes
vecores Yo son weeloes digtirdes Yi . Ew case

conliario | Ja traageormacion se (awa sineplas.

nte b condition netesavia &ugic'\en'\e PR Qua

ora haviormacion lireal (3L), sea waulas
es que la mafnn A dela tracsgeimacion gea



veoplar .

pemostancion = Supongames aue A es wia wma-
tor vequiar w ope lee vedtores Tranegormad os

de T Son N =R = Az, En esvad

gonddeinnen Vo velacien A (R Vo) = 0 )\\.\Qﬂ
oo erlonces ol cigioma hosaeapneo: de eendelons
licedtes A-Y =0 fione \a sducion 1o ftutal

A= Yoo R . ile & -‘()Q;‘i;\‘O\Q 0N )\\%C\\\) E1N )

\AL=0 o cacdita dela hiptlesit de aue R

es wra it regwlar .

TEOREMA 2 - Upa Trangimrmacisn \ineal tequiay Trangqerma
vediores linealmerde indegendiedes. ( deponaiads
o veciores Winpdmodie ndependienies ( dependiarics)
DEMOTIR P\UQN\ Qupm(\m\o~ g\ug \as \maty_ms
Loz ALL (1=02,009) de los vockores \neal
mae indegendionies R K, ..., %o SO0 \i-
aealmente dependienies . n oftas cond{eions
cristiten csealame S, Gn, wee,Sp , 0o Tod

aoles | de goTma que |

?
Z_.%LY'L = o, + 8 Yot TS =0
(=t
o biea
Q\"L (AXL\ = A(%\Y\\*"%IYUL\— Lo + SPY.?) = 0
[N

como A b uad ma\x(z mqu\ar ontonees Xt
S GEEEREE RS S 0 . Poure osto ey confaario
2 la Rigotesis c\Q que los vedoes N son \mea\




CoRBLARLD &

morke independi ates - Por lo tadte , los vediows

<J. . . S

{1 son \inealueate tadegereienies o

De ode Glime tesema e dedute o\ stouiante s

La ienaoga i ugane unefocial \ o (F) e

S (€2

A \o e T e oz

pecte A W IRTEQUITABEEN qular (31) (o8 we

. a TN (e . s

pado vadles il Ve (F) ) s desdc 2 dimea-
o 4 Y . PO . . . e

Tow ARl RLpaLd veddetial es ua avatiante . =0
Aoy | \a e nTmads W08 WG \eadie

Q‘_. RISV IR U A wmaaon 8% wa 4y \Cacon

Ao Nn (F) oo FUSG

N ot to farte | ol oo de vertoten Mo e e

Yo uads anponenies e \as coucads de A

pueden St {(ansioimades L Loy vedlores Xn en

. A L ! .
1y bage Gl QEPAND L R LavEs ao \a telacinn

= NN | (@2)

la coal condliiong la Lrzosgormadian nyetsd de
I3

(31) | slempe Qe \a witeie A e cequlac,

R SAERE Tordbien e% eviderte 12 \ey Tranei-

Yoa e lag Tare(ormadetes ©

LT, - & U=RE Transgora aet vecor Y. ex Sito

=S P !
SRR L

N 2= RN Lransgeema va wedtor Y en V4 ,
etonces 2 = B = AYL tavsgawoa @A e
i 7, = oY =@ AR L X
7. \%\Q\\(\(_\ , Qox sugueslo |, X ‘\{ \Z vottores

del epado Y (FY .

\?Qg\jrz qode Al pxeblema Gay o woda yer Qus

T N T (R U I A congivuyen \ag condiciones

Qe Srounters del problewa claits nos dan e forma ta-
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mediala  un gigiema de ecuaciones de la gormat (29)
en donde ¢ W B , Son maliies de transgormacion de ot
den w .

En wias cndicones ; 30 la miftne de taes -
\:—?‘mat'\é\\ f(f "'.;_a_mcix_\_xmn, a los veclotes (E;" e veetotos
‘(‘1) , erlonees, \a ’uawsgmma(\c;h degindda  pos \a watoe
© , Trangorma a lov vectores Xi oen Py , esto e

P gs
8 o
X\\ — '{B.‘A\

lo el sigrigica , que aheta Teremey wn problecs cerrads
enemadie 3 Tronefermaciones st Rfle , 43 que s

S S > @

o
€

e

e

Apeando {3 LIT.T, , %¢ pueden Transgotmar los vee-
toes & on B’ @ baves de la aplitadsh  Sucesiva de
las Tansgormaciones Tespectivas | primeso aplicands la voa
i ® Sequidd de la walue de Tsansgormacdion ¢, e
dende e¥ia uMfima mafti fawessa os Yal que

3= P

Sustituuends este Gltis resulfade enla ec. (28) fene-




42

mos
L)L I ~JS -
S =gy
de la ee. (29) tenemos que;

N e
~ —

b0< __—:(TA.E%\)‘O/\\

pos lo que  inalmente | tenemes -

Q= "B (33)

. . ‘o .

Vieado la tiqura de la pagina  aderies , Podemes

ndlar que of quereros estaqer el canfas lasgs de tranggos-
-~ - : . L. .
mar o e pl st ewplean dicdanade o maker de
Ay .
Pransgormacicn S s necesatio | aderaas de tenes \a tma-
! b f . 5 ! 4.
tur ©, defominar Va towesa de la wmalu de fravegorvon -
e & \ 2~y \ .
clon § , WD ey O . i\n:\:)ra , Fon Qe Dodamon eneeriiac
los todes localizades | es nocesatio defermainar las conddcio
vesy adecuadas pava que apatiit de  este camine \avop
/ !
eS¢ de  una Tlanseumacen  egplar | opaa este egects
PR ; )
badard con eviglr que ne exista 13 mafoe de Lranggotma —
! ~ ~ . v !
uot € \ W este camine \a\‘z\}; WQ\)KQ%Q\\TQ wina J&(a\‘\%Qoim’&L\(}\*\
singular 4 ger lo tarle sera sugidende con exioiv que s
Vs ~,

mafaz © sea sineplac o con egde hecho  poder excont o las

condiciones de eyistenda de los medes localizades |

Desde die puds de visha | podemes  auideaciar

otla dlWima candusion , desde que al fomar 3 Yelacion (33)
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pero pot ko lade aabemes que

N-L L ~
¢ = — (ad}-@.)
det L&

entencos, «

%:; L =3 ~(ad§.5€“)~{%

jp%

en donde adj. © @ la walte adianta de © ; en esva Gl
Livaa telation so vo cla que ol deb n@n oy denpmina -
det comun do cadg uwae de too elemedos dela \T\Eﬂ'x('& de
ci\‘%\msp'm'n %‘ ) de Tal marea que para delerinar sy cen

didiones de Qxis*\mmt; de low goles de la taastormadion ., es
suglciente con exigit que s

det U =0 (34)

. . . L7
finalmerle podemes {legat a la siguienle  conclusion |

//

Paca poder defermicar les Modes Localiza-
dot en poblemas de vibradones de wea ted,
en donde las condicionss de gronfera del proble-
ma, ves remiten & wa elacen dela forma (29),
do manera nmediata | e es nemsaiio eonslruir
a la matix de cii%\vcass,\c{x\ § G, deferminar a0y
plos ) e agiinde we Ox\qw las condiciones
pren e ooales ln mater © 9% hace sinaulat,
N teao esle siopigita | que @8 ;ugiQ(Qn‘fQ

“

ot &iny que e aampla a el ar\m\ ( 4)
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RESUMEN & Br esle capitule, primeramente se
avidenaio la digteuifad aue gx\zs,m\‘\’u la covstruceion de\a ma-
tua de dispimicn © para \a ootencien de  wmodes \ecali-
races on vibiadonds de cadenas \lneales won '\(\‘\\)Q\’C‘.Qmio’\\.
En cegando '\\.xqr_u NS Q‘:@i}ué; A slotay :\'\%u:;\t,t, ae beeee-
reas cundamedales de la Leovta o las Tanstomaciones \
neales | 9¢ sediaton las bazen que hewea ol sepette matema
tico pata \a aglicacion del mdledo de a matiz €, \a
cual vesuelue conuna mager senciller el peblena deles

rndos localizades
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CANTULO B/
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CAPITULO 797

ALGUNAS ABLICACIONES DE LA TECNICA
DE LA MATRIZ C.

Abera vames & moftat {a bondad de la tdeni-
ca de la wahiz € e aluaes cases que tustrasan la apli-
tadion de esfe weteds  on problomas de vibsacienes de redes
lineales con irnpecgeeriones . Loy cierplos de apiicadion qQua
sod Tralatemes 200 poblenads que oies alores han e -
suelto con ofay toenias, sde que abora e tiene la pre-
tencion de meshiac \a Sencille de la solcion que presen-
Ta e nums weteda , B primer \uope Tralaremes @l pm\a\g
wa deo teedes lo@lizades  en und cadena lineal oncalemica
loclaifa con un dlows fapwezd on el tedlio ol cual guere-
suella gos Fukuda™ aplicando la Teenita dela malor de
digjersicn . Fn ecopads tuqar vames 2 tesduer el proble-
wma de wa cadena unidimensiona ranoatovits QoM dos

tmpureras  issigpieas en la supereleie , N come un Ter-



‘
cer giemplo de aphicacion ¢ esdseta el predlema at und -
dera \ineal diatomicn coa uia (mputera lotalinada e \a
gupergieit . Eetae den Oltimod probltmas (ueted cosueiios

. e L. (B . y KRN
ardenermenta ot FYSIORN DA B gelicandn ca leened.

e PRIMER_EJEMDLO:

,__...,.—_..,‘m«_—_.._.—_—m,_.-ww,._..

E‘_m\}Q%‘;EJ\Q”&"(\Ob ot a@\itm o\ “\Mm\t\ do \a ma-
% g {: Ao [ Y A \

U \ rostivienan 24 \:‘.\:V\Q.\'”C\Zl 1o ung Cacem
. 2! P PR T .
ltneal monoatamicd ngiass con uaa imputeEd

en el enleo . Paca lo cwal progonemed &\ wmedels

cokiads on la glowes 2. En ocle codele los

s ¥

Fig.t - Modelo de v&3 ced caonsatomica unir}\’\mms\em\
NG Lon wad fpuiexd &R ¢\ eauixs .

Howgs vegalares Ao la red Lienen una vaesd el
Howo impuiera S¢ cacuniira loealitade en la posi-
Lion CESG {oriendo Ba@ 0@ by, Las ecuadio-
e de rooviminlo QAR et v de dtomes
regulaces o, de imputerd de la cadan@ , SOR *

MutUn ¥ X‘K_UX\-‘\'\—\TU\'\‘\ - ZUvK =g Vndo (35)

Wit Vo b IUE Ho—2Ue] =0 paransd (%6)

Superiends la solution sqnienie
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i ~VKR
o

d® e Y n&eo

Ul\: _iny . (3?’)
g{\,te| '\*‘{SLQ\\\Y\ \d n=0

%u‘f\'\'\m\c\\c\c\ la eoludon en la ecudcion (35Y s
ohtiane la velacion de inew'\c;n NENCS e\ txistal
g

Q’\L\BI = Z¥ (- Conk)
Que ¢ la waden de qumr;\miais ae \es wodes
novmales Ao vibradon del crigial pesgedio -
Sudtituyendo dvesa | \a coecion on la acuacion (36)

enemos ©
{H\.\él'\' ?(ewl 1\] (3\ - \’5‘ Q’_\\‘\ f?)z = ‘D\\d\ + b\z (7(1 (5@

! M . .
Y come en o alots tmpureza dcbe habor confiaui-

;. e .
dad en su taavimo desparamierlo | tenowes ques

(3\ — fB'L = — {3 qu)

Las covaciones (38) (39) constviuuga \as con
Aiciones de cronfera del problova. Oboervese qul
en \a pried de ociay ot RLUAToNR: Do W asert -
\iexen typhicifamente loy eoegleionfes de o w A,
delbide a qug fe %e tequaten . (Con osfas dos caud-
Clones tosemes un sidema Unzal § ey m;ms\én

maldaal e \a clguienie

;‘\ - ~ Ny . ~
Lo - TE)' \
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] . Lt N /
on donde \a et de Transtormacdion € | Tendue

la siquicnie fovma s

l”\ U\ P \ﬁLY\ ) \{\ Q\K

‘L L i

Ahora | pata deferminar los modos lecalitades de-
bide ala imputerz  aplicames la teladon G9)

haciendo que  detil Cu =0 , obfeniendo :

Mt 428 (e ) =0

|2 cudd es L wigne Gtusdon At valsies TIepIY
que da la grecuenad dak modo lotalizado , Misma
que odive Fukuds ef s frabaie y Que fue

analizada oo o t‘_o«_\h\\\\w\r\ Q‘Zl\:)(\\k\tx e\ ‘)(Q%Q\"\YQ_ Y-
bayp | con la digeendia de que 2gqul s sale la
diglendtad de toner que constiodr la matilz de

diggorsion $ .

SEGUNDO EJEMPLO -

. ; - !
CG\T\Q uw %Q(\\\H\C\b Q\Qﬂ\\]\b G\Q ﬂp\\QaQ\Q\'\ Q)@\ mQ_
7
Fods de la wile & | Tesoluerames el problema
“ i . i -
de una caduws unidimensional mensatemita

con dos tmpurerds ieoiopieas enla sugergicie

misme aue gue resuello pot L\(m b Azalt @

1
)

3 Gavs e wetedo . Paa lo el PIOpo -
nermos el wnadelo que se qwesta eala ¢ig.8



{ .
Ea oo wmodelo los dlomes requintes dela ved,
ieea wna s My s lealizadion a sido -
, .
merada | loo afemos {mputeias se eocuenttan lo

Galeades en By oen W-L o\ conslande de Ta-

;3-L 4

o) £

o OO 00—
W

N L. P .
v \q.g =~ Models de una cadetd lineal managtomica

con sen impeimaag en la sugomeieit,

Yoracdon erice alewe Wy dlomo e \a wisms €
nwal a ¥ .

Las couacionss de wovimieslio para los dfomes

rgulaces @ los de imputerd dela red sen ves-

thﬁT\; amente

Mw*Uat X\[U“§1+Un~{~?-U\'\’S: O Vafnn-t (40)
Moty +¥ U+ Uny = 2Up- ] = © (4t)
Moty + ¥ [Uis ~Un] =0 (42)
Suporiendo  Bha cowdan de \a (ot

{MG‘"K“ & ‘31‘5““ Y4 ney
Un= (43)

- . ! . !
Qustifunendo ofa Solodien enla ecuadon (40) %R
dotione 1a reladon do dispersion del erigial pec-
(Reio



Mw? = 28 (L=2esx)

. 1 .

Ahora sustitunpade 1 golution e \as Qouado -
. A ! .

s de raovimiedio  9atd cada afomu impuseid

de la Superitio , Lot (AL (A7) foames:

~valud L

\]
[i’t‘ R (e\fv_.zﬂQ B TE ™ b A v e

~ VAN

<) . 1 o
‘é‘e (?;\’\‘ [h\ml« ‘A}Q (.‘51,_ = Oy A A ‘U'Ll A,

las cumles quedan erpresadas cowna wmateieial

CATns Sl °

N o ‘;\\”w
¢ {Pn = oyt
(31l \&(1\

s 1 o,
donde € wsia dada erphcitamente pott

EERTEA (@))€ Al e ey

N
€ = U ) (LA
gt ot €

Utilizando la rolacion (34) pacd delerminar \a

1 . .
oruadion 4o cioprualoces | PR cuoas Soludianes

axicken los medes do cuporgicie | oSio @St \\a-
© )

\ “~
ey ol del il CW=0 | Tenewnes

[t (o) [iet-1] - 3 =0

. ’
a4l coineite {etalmente eon \a ecdadon

La en
s L ers L RY a6l
ootenida por HoTL b poani T pave € e

pso‘o\qma apleando stra  Ieniea .




TERCER EJEMPLO:

Fnoocie terer u dltime eiemple de aplicacion del
mefedo o tdonia de \a matie C | considesa-
womes ¢ problownd de wid  cadena Lnea) diatemi
Ca con ue Hemo impuera on la sugesgicle tam-
hien At\\C\\Q\\Tw‘L\C esnelle  gor Hoft y, Bea \“(8)
aplicande olca denien o Como 0 puedi vor ent laof

AR

qusa 4, las rossas de lon Aloman jeaunlaes e \as

. 13 \
pesirienes DAkt & MRS LA0 Moy Mo vesgectiva

werde |y la del aloms tmpuera , lotalizada en \a s

pergicie (lotalidad M), es WL

WL WL W
M, M W, ¥ M My M

Fio.q - Madels de una wed diglemica  eon uwd imyu-
era on la Sugecgicie.

Er oo modde la consladie de idleraccon adie
A dlomes vacioes os Yo misma e loal @ ¥,
Las ccumciones de movimieio paa la parte

(aferaa de la ed | ver giaws 10 del dfomo en

-t 2Rt LR quwl L
[} ‘__...( ),__.—(“)_._4 )._._(l)____l\’),..——(h).a— P
Mo My Mo M M My

.
Fia 0+ Modelo de la garte idewa d a\ evistal
waidiensional diafgwmico.
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la localidad 2n-2 A\l alemo ef \a \ocalided 2nit

aon \as gich’xmﬁe% .

ree-

z Ay -

Lt Vg V E i\hn U ?-U"Lm&] =0

Mawt U v ¥ [qu—‘. £y = lan ] =0 (44)
[}

MiwtUqua v ?'LUN\Q U (2-'\,.31\\4} =0 -

k\lU';LUm-f‘“\i\ LUU\J; b Uz ™ i‘\)m-ﬂ =0

E\)\)pm\'\@;\do e wolicion de la Gouma

ity | —le )

Ulm\: A& - e

i -iw ()
Una = a @OV 4-p€

45)

S\\s\-\m\w\g ecka solucion on las couadones (44),
1 .

\ despues de Alguned cilenlos | teermes la. bien

conotda Toladen do dispersien pua la ved dia-

"o e s ey ]
{omica ingiaiia Yegat |

Yt 2(urely = 4 setK

. . . 1
Las conacionts de wovtmierls patd los des at-

mes on la supugitie gon

M e U,m'*“ Y\{_U'm—x—— ZU'LN—X =0
8

it Um-L +y [Um YU ~ Um—x}’-‘- 0

%u‘b‘(i\‘uu)mdm |2 colucitn (45) enostas dos UL
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mas  ecyacdiones | feneros
ik {2n- ~70e N
Ve B+ [Wwtp) € b (3, =budh + bty
\\\("Lr 1) UK i
[t 2@ 4 (e }; = Oy + by dln

Las caales erpresadas on fema rrabieial y Quedan

de @ gorea siguiente

6- By = Q“S «y
(51 C{'L

N ’ ,
donde € odfd dada  explicitawmente por

- -
~ ¥ plk é?.i’vm iyl & - LKY
N o]

[% Wl 2\‘}6 Qnm\ (H— euv]? QI\KN

A\)\\szdg la wlacidn (34) ypara enenrar la QA

tda de eiopvalowes | que Tos defminacd \ay R
euereias dle fos modes de supesgiele |y sty es -
que ol der il =0 \J"Q‘(\thj‘b:

[Mxml«u‘}[ﬂ’mh el-t [& * Elm] =0

La cual,es la misma ectacion de eigenvaloes qu

. . (8
ooluvieton Haorxi o Agani & ran el misrs proble
ma resuelte aplicande chia Metedo.
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RESUMEN: Ea ol capitule se ha wostads
3 twvds de ties olemplos de aglicacidn | \a bondad que oge
te &l wmetede o Edenisa de la walv: G aplicada en ovie-
rer los modes lorabizades en vedes udidimensionales con imgey
geccionss . B ol primer epapls wvisanes o\ poblon?  de un
edgal ingiedto o una impoigeccion | en el casy tmpuietd o
calizade en el coxto | que wa haba cide eswelto gov Fuxe -
aa'P aplicainds a maty de dispmsion § o0 edle Prives case
vimes coro apicando osfe nuovs wetode | SRLUNE foia e
clla @ inmediata | odlovimes 1a miswa crncion 8 0igRNE -
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