
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA 
DE MEXICO 

:FACULTAD DE INGENIERIA 

"DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 
POR MEDIO DE INTEGRACION NUMERICA" 

T E S S 
Que para obtener el Título de: 

INGENIERO EN COMPUTACION 
Presenta: 

Enrique Sánchez Fuentes 

Director de Tesis: 

Ing. Francisco Rodríguez R11mírez 

MEXICO, D F. TESIS CON 9 8 8. 

FALLA DE ORIGEN ¡¡.. • ..__ ___ ,~~!fl 

30 
? ,, C.,· 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



PROLOGO 

El presente trabajo esta cnfoca:1o A la éiscretizaci6n de 

sistemas cC?nlinuo3., lineales e invariontcs con el tiempo, partir.n-

do de la función de transfprcncia del ~istemn n discrctizor. 

PSro ello .se_ diseñó.-y desarrolló un sislcn-.a computarizado auc pr.r· 

' mi.te discrelizor sistemas continuos, ouc cumplen las restricciones 

seña'lad.lls, uil'lizando las apro~imaciones de irtcqrn~i6n nurrérica: 

RcctangulBr_ ·hacia adelante, F~ectang11lar hilcin ntr<'"is y Trt1nrzoiéal, 

cOO la final id-ad de anal iznr el comrortmr1iento (iC'J sisteffla t'I~ tiei:!: 

P.0 Císcretc obtcnirlo. Es drcir, ver cor¡¡n sr comportnn lo~; 5istemns 

disrretizFtdos particr.rto de sistemas rn tiempo rontinuo bien cono-

cido-s, y P.Stablecr.r con base en unn comparnci6n, cuol dP Jns nnro-

ximaciones es la qur mejor r"cprcscnto al sislcmn rn tierT"po conti-

nuo. 

El trabajo se organizó dr- I~ -:iquicnte forrnn: [n r.I Cnpftulo 1, se 

planten el problema t1r. discrcllznción pnrtir df' sistemas en 

tiempo continuo; en rl Cnpftulo 11 r.r rroponcn soluciones a dicho 

problcrr<i. El Cnpftulo 111 tr<itn c~pccfficmnentc de métodos de 

inteqración numérica y se proponen procedimientos qcneralcs. Fina.!_ 

mente, en el Capítulo IV se hace 11nn c1er.r::ripci6n dctnlladn del si!!, 

tema de cómputo dcsarrol Indo, hasndo rn los procedimicnton qE"nern-

les deducidos en el Capftt1lo anterior. 



1 N D 1 C [ 

DI SCRET 1 Z.AC!Cl': DE 51 STEl\/AS CU:T(r-i_cs 

PCP. M':DIO f"lE INTECRAC!rr. ~U.'ER!C.-" 

CAPITULO 

EL PROBLEMA DE DISCPETIZllC!rJ' A PMTIR 

DE SISTE]l.:AS EN TIEM'O r.:Y:TI~ 

Sección Páqinn 

l. Introd11cci6n. 

2 • No t ar 1 6 n fa rmu 1 a e i 6 n Ce 1 pro b 1 ema de d i se r ~ ... 
tización o pnrtir de sistem~s rontinuos. 

3. Formalizacitin rlrl ".lroblem<l Ce rliscrc!lz<-J<, 11 -

de 5Í5tcmas r.ontin110;.. 

4. Coment~rios y conclu5ione;.. 

CAP 1 TU l O 11 

SOLlC!Cl'lES AL PP08LEl•:A DE DI SCRCTI ZACICN 

DE ';!STO.~~s ca.JTl~·lOS 

l. lntrarl11cci6n. 

2. Métodos de intenrílci6n nt1m~ricn. 

2.1 Métodos complementario~. 

J. Comentarios y conclusiones. 

22 

28 



C.AP 1 T L'LO 111 

GEl'-'ERALIZAClí1\? DE 1.nn:x;s DE [NTECRACICN KJl.1::RICA 

Sección Página 

l. lntrocl11cci6n. 

2- -'<prox ima.c 1 tn ?ect·an9u 1 :ir hac Ja adelante. 

3. - Aproximación· P.ectar~gul ai:_ hacl a atrás. 

4. A-proximaCi6n- Trapezoidal. 

5. Con el u5 iones. 

e A p 1 T '·-' L n IV 

SISTFlW\ m,'PLJTARIZ~TJ PAF,\ LA Q[SCP.ETIZACICI'~ DE SJSTIJ.i\S 

CCNTlt-LJJS tlf:r11Ar-ITF TEll'llCAS OF i~lTErRACICN t-L.Jv'EP.ICA. 

l. Introducción. 

2. Rr.>1111rrirnienlc: rlrl sistern;;¡, 

2.1 'lbjclivo. 

2.2 Facilidnc!('5, 

2.3 Funclonnrnir.nto. 

2.4 P.cctJr!lo!:i de Hé!rdwnr~ y Softw;ire. 

3. Jil SEÑ'l. 

j,l f)f?finición de !:iíllidns. 

JG 

31 

J7 

43 

56 

57 

58 

58 

59 

r,o 

61 

62 



Sección 

4. 

5. 

3.2 Estr~c~ur~ de procesos. 

3.2.l Oia,,rarre oeneral del sistef'f":a. 

3.2.2 Diaorania cc~ce'ptu:Jr :!f.I sistema. 

3.2.3 Di~~r~ma descende~te del sistem2. 

3.3 Definición de! ·~ntra¿ns·.'. 

3 •. 3 .• l Diagrama r~lacÍonal ce pantallas. 

3.J.Z Definición de pnn.ta.l lns. 

3.3.3 Crl t~rl~s.de v~l i.dacl6n. 

Di scño detel lado. 

4.1. Descripción ric !l\Órlnios. 

4.2. Descripción de vRrial1IPs. 

lrnp 1 cmcnt ac i 6n. 

5.1. F.:strt1lrniB de pruebas ci~l sistema corr.:iu-
tarizado. 

Página 

66 

66 

68 

71 

75 

i6 

70 

98 

103 

104 

133 

137 

13i 

5.2 t./nnual rlc operaci1n. 139 

5.3 Rcsultílr-os nbtenidns mediante el sistenia. 159 

6. Con e 1 u~ i nnf'5. lóA 

CO·<U '5 lCNCS F H·!A\ rr, 170 

AJ<EXO A. Estructur<ls de control empleadas paru la 172 
descripción ct~ ~ód11Jos. 

At<E>~O B • [ j emr 1 o::; r f':; u e l t os man 11 a 1 me n t r rne c1 i a n t r. - 1 7 5 
métot!n tr:irlicion:ll. 

N'·.'EXO C. L ir. t ndo de 1 prorJrarna f uen t f', 189 

81 fJL!C.G</lr IA. 215 



CAPITLLO 

EL PROBL0.\11 DE DISCP.ETIZACICN A PAATIR OE SISTE!v'AS 

EN T 1 O.PO cr.NTI N..D. 

1. 1 INTRa:u:c:IO~. 

Existen nurreros;:is aplicnciones prácticns en Innenier(a 

Eléctrica en las cuales la caracterización r',. ur '"nómeno f(sico 

se rr.prcscntn por rncc!in de ecuaciones diferenciales. Es rlecir, 

muchos si:.tcmas dinámicos ya sean mecánicos, ~l~ctricos, térmicos, 

hidráL1lico~, r.tc., puedr·n ser car<icterizados p:or cc1Jncioncn rlifr:

rencialen ouc se obtienen utilizando las leyr.s f[sicas que los qo

biernon, pucl!éndos~ dr. estR manera obtener su respuesta en el tic~ 

po o tina entradn 

ecuaciones. 

excitoción externa, si se resuelven rlichns 

La reprcr.Pntnción matemático del comportamiento dinámico de un sis 1 

t11ma, f.'" denomine rr.odelo ma.tcmático. Su cleboraci6n es el primer 

pa~rn, y de los rnás importantes, en el nnál ir.is de dichos slstcma!l. 



Típicamente, el mo.delo es_ r:onstltuido de manera tal aue se inclu

yen dos tlpo's,de variables; la de cntra~a y la rle salida. La vari!! 

b_le de entrada>::tte'ne influencia directa en el cnmpartamiento de la 

\'.ariabl'e de :sal_Jda, con lo oue estn relación de causa-efecto 

tituye _el ~co~por:tamiento din~mlco éel sistema. 

cons-

UnB vez.-·obtenido el modelo ..,,atemático ~e u~ sisterr~, sr:- pueden em-

plear téCnicas analíticas y corTputacionales con propósitos de aná-

lisis y síntesis. 

1. 2 ¡,OTACIO\: Y FCFJ\ULACICJ', DEL r>RClBLEtv'A DE DI SCRETI ZACIC.N DE 

S 1 STEMAS CCNT l~JJJS. 

En ocncral el análisis y diseño de sistemas lineales, 

oucde lle•.ar!;e a cabo por diferentes técnicils: 

a) En el dominio del tiempo 

b) En e! r!amir-in ~1 n ! 1 frecuencia 

Las técnicas en el dominio rfeJ tiempo Involucran la resolución de 

ccuacionrs difercnci~les ordinarias lineales (para sistemas en 

tiempo continuo) ecuacionrs en diferencias lineales (para sis-

temas en ti ernpo di ser et o). 

Por otra parte, las técnir.an en el dominio de la frccuencj,g están 

basadas principalmente ~n la rc5olucl6n de ccuncioncs nigebrnicas 

1 lnenlcs, estas ccuaciane~ se obtienen a partir de modelos matemá-

ticos; en el casn de ~istemas rn tiempo rontinuo se empica Ja 

Trnnsíormada de Laplacc y en sistemas en tiempo discreto se emplea 

la Transformada z. 
Existe además otrR técnica que rcsultíl ser un poco más general, 

ésta es, mediante variables de estado (enfoque moderno de la 



Tt'orrn ¿el Control), estas ecl1aC'icne::¡ put'c!t"ri ser resucitas ya sea 

rri el rlmninio del tiempo en el ljr:i,,....tnío de la frecuencia. Sin 

e::ibar~o. "':;}rn l:is fir-ies nue se ·.,ersiguen en esti;? trab_ajo, se anal.!. 

z:aó el cor-portamier.to de ~lstt-mas r.n<itempo discreto a r<Jrtir Ce 

r!'presrntacione~ Ce si.sterras-.·é·n··-·~ie'T'.po continu-o. Esto últi'T'o se 

Jli:ovará :! cabo rartlendo. ~e··Ja.re?rez~nt_acl~n rias qeneral quP e'(i_! 

te oarn !:ist~nias· li;i~~l~_s e r_~~'.nri_an~.~s- con el til=!'Tlpo: le ~t:r.ci6n 

dr Trnnsf~renci~. · 

L:n !:ÍJterna er1 ti~:r-co c;;:inti.'.1uo, l_irical- e i_ri\'nriante con 111 tierrpo, 

puede ·ne r r ep r ,,.-i; en t n .:.e· ~e!! i .:1n te.e 1 9 .-si 011-i r;s n-t ~ -ti e·: íl e i 6n (1 i f r r €'n C' i rt 1 : 

m 
ªo' ·+ .••• + (l. 2. 1) 

n ) "' para que el sistema sea físicamente realizable. 

Donde es la salida oroducldn pu1 v; ,. .t 1·:.. i1cntrnc~n 

apllcndn a éste. 

l.a ftJncl6n tr~nsfercGcia rlP c5le si~tcma 1 s~ obtiene npllcancJn In 

transformada de L::iplace a ambos miembros d~ lo ccuélción (1.2.1), 

baja la suposición t::r? que tndas l3s ~1Jndicionr.~ i~ir.nl·:>5 3on cero 

(no existe r"!nrrní'3 nlp··acenadn cn el si!;tcma). 

f. { /\ + bly 
n-1 . IJ n-1>' !>·} lr:Y ••• + + 

' 

ft,,·" . rn 00 l 
ªm .. 1 X . nlx n '} m 

Y(S) (baSn b 1 sn· l + ••• + b n-1 5 . bn) 

U( S) (a
0

Sm . a 1 sm·l . . ..... ªm-1 5 . am) 



de donde se obtien~ 

Y(S) 
H(S) .= ( 1. 2. 2} 

U(S) 

y la relacldn entre la ~allda YCS) y 1~ ·entri~a C(Sl recibe el 

nombre de Función Trans 1 erencla que se rep·r~senta como: 

Y(S) 
1-'( si = 

U(S) 

Lo función tran5ferencla er. este caso es una expresión oue relaci~ 

na la transformada ~e Laplace de Ja salida la transformada de 

Laplace de la 1?ntr~C;;, ~n t~rmino:; de Jos oarárretros del sistema, 

y es la repre~e~taci6n ~el sistema independlcnte~ente Ce la 

función de entrada que se Je este aplicando. l:sando este concepto 

se puede representar la ~inámica de un sls~ema por ecuaciones 

alqebralcas en funcJ6n de Ja vari~ble S. 

! .3 FCFJv¡A,L.lZAClü•! DEL PRC'Bl.EMI\ DE D!SCRCTIZ;'Clr:t! DE SISTEl.'AS 

ca-ir r~tos 

En C'l presr:ntr. trahnjo s~ riiseflar6 y dC":;Rrrollarfi un 

sistr.mn comput3rlzado pr:irn discrcliznr funr.ianc!:. d~ trnnsfi:>rencia 

en tir.mpo contiriuo, con In finnlidílrl de anrtliznr el comportnmicnto 

dr.I sistrrn::i en tiemrn dlsrr,.to ohtrnido. Ft c'ecir, ·.r::r corno se ca~ 

partan Jos sistPm~:, dir.rr~tizado!; p<trticntlo de ~ist!'mns en tiempo 

continuo l>ien conocidos, y cstnlllccer con ba~c rn unn comparación, 

cunt de las aproximncionr.~, r:¡ur. se vertin ma~ adelante, es la que 

mejor representa ni sistr.ma en ticmrn cnntinuo. 



Existen muchas forrnas posibles de represer:itar' un ~istema en tiempo 

continuo por un rr.oéf'lo discreto, a pa'rt.ir de su función transferc!:!_ 

cia. 

En general se usan las sirjuiente-s -tres--técnica.s: 

A. Respuesta puls6-i'nvariante (muestreac!or-ret~n) 

B. lnte-gra·:-i6n- n-umérica 

C. t.'apec .~e :o! os y ··ceros 

1 ,4 a::l•ENTMIOS Y OJ'.CLUS!O\iEs.-·· 

En las seccion~s anteriores se establecieron restriccio-

ncs a los si~te~as Pr. tiempo continuo dlscretizar, los cuales 

son que el sistema !.ea 1 ineal e invnrlante con el tiempo, aue 1 a 

t6cnlca a emplear se !Jase en la función transferenc:ia del sistem~. 

Los m6tor!os Que se f'.....,i1lenn generalmente en P.stn situación son: Pe~ 

puesta pulso Invariante (muc~treador-rctén); lntcqrnción numérlc.1 

y Mapco de polos y ceros. 

Este trabajo se dedicará a las técnicas de intcqraci6n numérica 

las cuales eston basn¿as en In s1gu1entes aproxi~ncio~c~; 

R~cl~ngular h~cia adelante 

Re~t~nau:ar hacia atrás 

Trnpr.zrJidal 

Parn el lo ne diseñ<'!rá y desarrollará un sislcm::i computnrizado, en 

el our. se discrclicen Jos !iÍstcmrir. en tir.mpo continuo QUC' cumplnn 

las restricciones sei1alada5 1 con la finnlidn~ de po~cr c~tableccr 

compnraciones C"ntre el cornportarnicnlo de sistemns rn tinrripo co~ti

nuo y nint1mrns r.n ti~rrno disr:reto. 



CAP !TULO ! 1 

50..LCICNES AL PROBLEl',11. DE DI SCRETJZAC!CN DE S 1 STE!v'AS 

EN T 1 Ef,,pQ CO~T li'LO • 

! 1 • l INTRa:u::clo.J. 

Exis~en diversos método& de discrctizRclón d~ sistemas 

en tiempo continuo, de los cuales los mas corruncs son: 

lnteqrnclón nlJ(Tiérico 

~~peo de polo~ y cero~ 

Muc~trca~or-rrt~n 

En rst~ cnpítulo se presentan ésto~, sic~cfn 1'~ mayor interés para 

el prn5cnte trabajo !<is t~cnicfls de intcqrncl<'in numérica. 

Considere la función cnntinun 0Cx), = /Cx) la ecuación 

de !a curva AB. Seo r. D, fiquro (2.2.l), una ordnnada fijot 



MP una ordenada variable, y u la medida del área CMPO. 

cuando toma un incremento pequrñn o.x 1 toma un incremento 

b.U (i9ual al :lrea :.f'OP). 

'I 
B 

X 
6>< 

F !Cl.l:A (2.2. l) 

Completando los rcrt."ncn~Jn$ q'r:r ~.r.:cs, v,..rnos que: 

Area t-IBP < área M<CP < ~reo :-r•.OS, sea: 

dividiendo por Ax tenemos: 

"u 
•. ·p < ---- < '''G 

~. 

hac 1 en do tender b x hacia cero; entonces, 11ue:>to qur. 

fija y f\n tiende hacia f'vP corno 1 fmite (puesta que 

du 
función continua de x), obtenemos y ( iqunl a VI") 

dx 

empleando diferenciales d11 y dx. 

Si la curva AB es PI lugar C')comótrico de y = r¡j(X), 

C5 11nR 

sea 

entonces 

du y dx, o sen du::: q)C>~) dx, !;iendo du In difrrenci.11 del 

áren enlrr. la curva, el eje de lns X y do~ ordenadas, inteqrnn-

do obtenemos: 

u = 5 ¡6(X) dx ( 2. 2. l) 



si de-signamos -Jp(x)ax- :Por f(x) + C resulta: 

u = f(x) + c (2.2.2) 

para ·det~'rrr1)Jiar. G·; >;ob·~·~rvaTT'os que u = n cuando x = a. 
,.-.. -_,-: 

Sustit~Ye[ldó::,est:os vaior'esen la ecuación (2.2.2) obtenemos 

o f Cal + c 
c - f (a) 

luego _(2-;2.2_) se, convierte en: 

u = 1 e<> -

El área CEFO es el valor de u 

en la- ecuaci6n .(2.2.3), cuando 

>e-= b, l1Jego tenernos: 

areo CEFO = f(b) - f(a) 

(a) 

Teorema, la diferencia ele Jan valores de S y dx 

( 2. 2. 3) 

para x ::: a 

y X = c.Já el área 1 imitada, ror lil rurvn cuya ordenada e!'. y, 

el ejP- de las ~: y Jas ordcnndar. riue corrczpondrin a x :::: a 

x = b oue sr rcprr•!::rnt;i ;;o;rio: 

J
il 

y dx 
a 

o hicn ~: ~(x) d(x) ( 2. 2. 4) 

Puesto qLJ~ !:'l f"Cllilci"n (2.2.11) tiene siempre un vnior definido, 

o puesto que lo<J 1 (mi lf'B b definen un valor determinado, 

se 1 lama Integral definidn. 



SI Sp(x) dx 

entonces 

s: ~(x) 
o se a 

f (x) + e 

!J 
[f(x) + C] 

a 

Sb 

8 

_a'(x) dx = 

(f(h) +C) (fCa) +e] 

desapareciendo 1·a constante d~ Integración. 

Por consiguiente pod~mos definir: 

Sb ~(x) d>. 
n 

a bien_r~ y éx 
jo 

como lo medida nurnérica del área limitada por la curva y= ¡í{x},,., 

el eje de las X y las ordenarlas de la __ curva en )'.=a X = b. 

Estn definición presuponei que esas lineas 1¡ ....... p ....... un área; es 

occ1r quL J,J ...:urva ne lu~.e ,, .. J.iores Infinitos y no atravle-'Je i:-1 eje 

de Jns ~.:, que b sean ambos finitos • 

.... ~(x) es continun y uniforme en toUo el intervalo [a,b] 



Cuando~)• inte~r~clón ~· I:l'.•I d• •• rllflci J o n6 se puede efec

tuar én térrri.inon .. de·-fuflciones P.IE'.'~rntrlles, s11 .valor se puede deter. 

minar de··m~nera ~proxima~~. 

Como ya se vló, el valor ~um~rlco o•acto do s: f(x) ex es Ja '"'•di

da del área ée Ja superfi=ie 1 imitada por 1 a curvo = f(x), el 

eje di? Jas X las orrlenadas x ~ a ' = b. El val ar r'e esa 

área ou~de dcter1ninarse Pn forma aproximada, ver figura (2.2.1), 

tj uman~::. loo áreas fo rrnada e; por: 

,1) P.cctí1nqu!G; '.f.PP 

!i) Rect~ngu!os '.1',t~ 

e) Trapecios forr~1c;c5 :.N' una l incn recta dirigida 

hacia P. 

Pur.r~e -r1otar~c qur. E"n las aproximaciones rectanqulares- existe una 

pP~u~R~ ~ren oiJ~ falta (a), ~ sobra (l1) por c~~Juarse, a bie~ en 

el caso rlr l:l nriro)(imrtr.J.1n por el trapecio (e), se evalt'Jn el pro-

Sin per:ir.r qcn2ral idarl 1 ~e obtendr6n tas reCJJns de tron5for1T'a:.i6n 

oaro e~tas ~proximacionc~ o pnrtir de tJno fl1nci6n Tro0sferencia en 

('SpcciaJ. 

Cnn5irJ6rese unn función Tran<jferC'ncia continua de la forrmn 

-ª 
H(S) ;: ( 2. 2. s) 

u~ sJ 'j + íl 

que es equivnlcnte a la ccuar.ión rlifercnclal 

t ay au 

- JU 



lo cual se demuestra aplicando Transformada de la Place en ambori 

mi ernbros: 

V~S) 

s 
Y{Si + .. 5 i 

1 
o r_H upandc Y(S) [--- t 

-5~ ] ·52 U(S) 
s 

1 a 
Y(S) T,-~ '( 1 + . ) 1 --~ s s 5-

mul tipl lcando. nnlbos ":i emb~o-~ po~ s' 

a 
Y(Sl(l+---) 

' s 
U(S} 

s 

S + a 
Y( S) ( 

5 
1 U(S) 

Y(S) 
drspc j anrío 

U( S) 

Y( S) 

U( 5 j S + a 

obtenemos 

Y(S) 

U( 5) S t a 

U(S) 

que es Idéntica n la ecuación (2.2.5) l .q.q.d. 

A fin de nhtcner la función del licmpo u(t), en este caso, inte-

qrorcmos la ecunción (2.2.5) en rl intervalo de tiempf' [ o.t ] , 

- 11 



esto es: 

y (t) Vt [- n y(j) • a 11~1 '] d'°T' 
Jo 

Si t = kT la ecuación (2.-2.6) se pL1ede Psr.ribir como: 

)

l:T 
y(kT) = (-a y(Í) +a 11(1"')] 

o 
di 

FICl.FA (2.2.3) 

( 2. 2. 6) 

( 2. 2. 7) 

~~ 1~ r11ura se puede ob~crvor qur y~kT), rc1ircsnntn el área 

bajo In curva y(t) en el intervalo dcscte O hasta kT. 

Con base en las propiedades 

y(kT) = [-" y(Ti •o uCTl)d\+ ~
kT-T 

fl 

r KT 
1 [ - a r n l • ª un l] dT 
J kT-T 

Considéresr> arlemás, quC' y(kT) en Pn forr,-:a r¡ráficn de In :;jquientr; 

manera 

- 12 



y (kT) ~rea [ - "Y • au ] o <I < kT 

FICLRA (2.2.4) 

donde se observa oue si y(kT) es el áren de hasta kT, 

y(kT-Tl es el área desde O hasta kT-T. 

La reglón sorí'.brcada es representada por la prif'T"era integral de In 

ecuación (2.2.8) y est~ es: 

~
kT·T 

[- ay (1' ) + au (T) ] d'Í= y(kT-T) 
o 

(2.2.9) 

)'el áren A esta representada por la se11unrla inlcqrnl de la ecua-

ci6n (2.2.8). Por la tanto la expresión para y(kT) se escribe de 

1 n :; i '1 IJ i ente fo rrns: 

y(kT) = y(kT-T) + A ( 2. 2 .10 i 

donde A es el área de [- ay + nu] er1 el tntervnlo [i.:T-T, kT]. 

Para evoluar el área A, ver fiqura (Z.2.4), se pueden emplear 

distintas aproximaciones: 

a) Rectangular hacia ndelante. 

b) Rectangular hacia atrás. 

e) Trapezoidal. 

- 13 



a ) APRQX lf, )>.(: 1 Cl" RECT ».l'.1 'LAP. HAC 1 A i'DEL.>J' :TE • 

En este caso aproximanios el ári:i;, por medio del rectángulo que se 

ve adelante de kT-T, y torfla'T>os la ril""pl i tuC del rectánaulo COr;"IO el 

valor del ¡...._ti:-c;rarCo en kT-T. [1 ancho éel rcctánoulo es T. 

ay(kT-T) + au(kT-T) 

F !'-: P.· . :.: • . S ~ 

En la figura (2.2.5) se obr.ervn, corno se apuntó al inicio de la 

sección, que sobra una pequeíln órea en ~sta aproximación, ya que 

se está cvalunné8 el ~rcn del recti'lngulo. 

Tenemo5 entonces (de kT-T kT) 

A= T (- nylkT-T) + au (kT-Tl) 

Por In tanto IB r.xpresi!"ln para f'llflluar y(kT) será: 

y(kTl= y(kT-T) + T (- ay(kT-T) + ou(kT-Tl) ( z. z. 11) 

o h i en: 

y(kT) = ( l - aT) y(kT-T) + nT u(kT-T) ( z. 2. 12) 

aplicando Transformadn Z en ambos miembros de la ecuación 

(2.2.12), se obtiene: 

Y(l) [ l - nT] z- 1 Y(Z) + nrz- 1 U(Z) 

- 14 
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o bien: 

vcz5 (L~ z~l •. z-lar].~ arz· 1 u(Z) (2.2.14) 

por lo qUe_ lrl' func-ldri-,~·~·~·~·sT~rt?nCia· en-rt_.ie~po di-screto es entonces 

""' :-GffW ;\,i¡,¡(;~~!~ifo:f,í ·· :;-:~:;:;- "·'"" 
:_{,' 

l
--------------=----~--~----;:;::~:::~:~-;~:~:~~=~:;-J 

H(Z) = -----------
Z-1 hacia adelante. 

----- + a 

-----------~-----------------------------------------
(2. 2 .16) 

Comparando la ecuación (2.Z.!6) con la (2.2.5), de la cual se 

partió, se puede deducir que: 

z - l 
s :=:::::------- (2.Z.17) 

T 

la cual se conoce como J~ reqla de transformación. 

b) APROX!Ml\CICN RECTl'HlJLllP 1-\1\C!A ATP.AS. 

Si ahorr: aµroxlmamos el árcn por rnedia del rectónqul~ q•J!'! ~e '.''! 

atrás de kT, es decir de kT hn~in kl - T, tencmor.: 

Y(tl + au(kT) 

A 

~+--"""".,.,.;,....._,_..~-~----o-t 

-----<~T 
F lll.RA (2.Z.6) 

- 15 



En la figura .~e "1º.e~;_tr.á ,":q_~,~:··en'·es.t'a'·-·ocasiÓn falta área pnr consi

derar, es decir no·.se eii'tá·,;· cat~di~:~·d~·: una pequeña área en esta 

aproximaclón, .. ya:-~ue·--~:-c·~~~~--~;: eJ ca.so' a·n-terlor, el área que se cal-

cuis es la del rectánqul~¡ 

En este caso (de kT kT-T 

A = T (- ay(kT) + au(kT)) (2.2.18) 

por lo tanto, la expresión pnra evaluar v(kT) sera: 

y(kT) = y(kT-T) + T (- ay(kT) + nu (kT)) (2.2.19) 

o bien 

y(kT-T) + aTu(kT) ( z'. 2. 20) 

Aplicando Transformado Zen ambos miembros de' la ecuación (2.2.20) 

se obtiene: 

Y(Z) (1 + aT) z- 1 Y(Z) + nTU(Z) ( 2. 2. 21) 

o bien 

Y(Z) (1 + aT - z-l) = oTU(Z) ( 2. 2. 2 2) 

por lo que la función trnn~;ferenrin en tiempo discreto es: 

Y(Z) aT nT? 
Y(Z) ------:¡------

! - 7 +- nT 7 - l + nTZ U(l) 
(2.2.ZJ) 

[-:~:~-:--~~~;~~~~~-------:::::~:::~::-:::~:::~~::J Z-1 
+ a hacia atrás 

TZ 

~------------------------------------------------

(2.2.24) 

- 16 



(!~ IJ ::,!:'il '!'!' -.:;r~ió, r;~ pu!:'Ce ée~1icÍi ~uc r>·~ ('Ste case: 

z - 1 
s"" 

e / APPOX lh AC l O'. TRAPEZOI C.:IL • 

Er. este c~so, ~r.: :rnroxima el ~rea por media del Trapt'znidr fl')r-;·"'!'!n 

;¡cr !'.'! ~r;1··r:idi'"· ..-IF -Jos r<:r.tánqulo:; v\sto=. i"l<·~~rir:rrr.entc. 

valor Gel inte1r::rndo en l<T-T. El nr.cho L11:'l rectflnqulo e5 T. 

~, ~ ( \..: T - T , + .1 :: ( :, T - T ) 

':lttl / 

T 
:. • .:..7 

Tenrmoo (<le kT-T vT) 

A (- oy(kT-T) • au(kT-T) - •y(kT) , au'.~Tl) 

- J 7 



T 
y( kT-T '.' .. 

o :i i en 

T T 
y(kT-Tl ( 1- 3] . 

T 
:JU; ::T-T) + ou ~ k T) 

Aplicando Tran3formacln Z 

(2;2.27) ~o obtieno: 

en ambos mi cmbros de la ecuac; ón 

T T 
n)z1

Y(Z) - n Y{Z) + Y(Z) [ 1 -

T ,z-1 T 
IJ(Z) . aUf Z) 

o hi en 

Tn 
?-1 

Tn 
Y(Z) [ 1 - 1 ) . ] 

T 
.u-1 ' l) 1 J(Z) ( 2. 2. JO) 

18 



por lo que. la )unción' transferencia 'en _tlerrpo discreto es: 

H(Z) 

H(Z) 

H(Z) 

Y{Z). 

U(Z) · 

Ta 

Ta 
l.+ 

-Ta 
·-·· (Z-1) 

2 

···_Ta 

( z + 1) 

Ta Ta 
Z(l + ) + . l 

Ta (Z + 1) Ta (Z + 1) 

Z(2 + Ta) + Ta • 2 2 ( Z • l) + Ta ( Z + 1) 

[:~~-~~~~~;~~~~~~~~~~------::~::~:::~::-~::::::~::~] --- ------- + n 
T (Z + 1) 

-----------------------------------------------------

'· ~. 2. 31) 

( 2. 2. 32) 

'li compar:tmos Ja ecunción (2.2.32) con In (2.2.S) 5C puí!Ge dr.ducir 

que: 

s ';::::::. - - -
T 

(Z - 1) 

( z + 1) 

La cunl !le conoce como la regla de trnnsformaci6n. 

• 19 
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A- continuación se prescntn unn tabl·a conteniendo ·un resúme"" de los 

resultados encontrados: 

~üñcT3ñ-TrañsTereñcT 

~~-l.!.~~E~-~~~l~~~--
-------~~r020~----

--~~-~e!~~~2~1~~--

f{ectangular hacia 
ndelantc 

rüñCíóñ-TTSñSTeFeñCT 
~~-~~~E~-2~!~~~~~--

1-'D = 

S+a • 00 ---+a 

-------------------- ------------------- ________ ! __________ _ 

5 • a 

Rectangular hacia 
atrás Z-1 

----- + a 
________ !~~------~ 

Trapezoidal ~ = 
(Z-1) 

S + a --- ------ + a _______ ! __ i~~ll ____ _ 
TABLA (2.2.1) Melados de aproximación y su función Transferencia. 

De la tabla anterior y, como se hab!a mencionado en las ect1aciones 

(2.2.17), (2.2.25) y (2.2.33), el valor que adquiere lo variable 

S para coda uno de las técnicas de aproximación aparece en la 

siguiente tohla. 

M6torlo de aproximación Reqla de transformación 

7. - 1 
Rectanqular hacia adelAntc 

s ,_., ______ _ 
_____________ ! _______________ _ 

z - 1 
Rectangular hacia ntr~s Srv-------

-------------!~----~---------
(Z-1) 

Trape1ol da 1 srv --- -----
L------------------------------- ___________ ! __ i~~ll __________ _ 

TABLA (2.2.2) Valor de la variable pnra coda aproximación. 

- 20 



El mapeo ~r plano S a plann pnra las tres aprox1maciancs ri"O" 

intel)ración numérica vistas, se ·1111Pstra en las siguientes figuras: 

FJCl..P.A (2.2.B) Apraximnción 
rcctnnri11lnr hacii'I ;ir!eolanl~. 

FICl.RA (2.2.9) Aproximaci1n 
r~ctanQt1lar hacia atr~~ 

FIO.RA (2.2.10) Aproximación trnpezoidal o transformnci'1n binomial 

- 2 1 



Otros f"!"'!~tados de discrt'ti7_nci6n de :.i:lCíl"'ílS ccrtinuc!= !:cri: 

a) Mapeo de p~los y ceros. 

b) t,~uestrenC.nr-rctén. 

les cu~Jes se presentan·a_cont·inuacl6n. 

11. 2 .1. a f.'a.peo de. polos )' ceros. 

Este es un m~tOdo, muy-simple pero efectivo pnrn obtener fur,ciones 

Transferenc_ia rn_tl_erT'po discreto a partir de funcioni:>s Transferen

cia coni-inuB-s. E-1 rñótOdo -consiste básicnmente, en emplear la tran~ 

fo rmn e i 6 n Z = e 5 T • En es te e as o se emp l e a 1 a mi srnll t r a ns fo rrna e i 6 n , 

tanto para polos y ceros que la funci6n Transf~rencia contintJa 

contengn. Para loqrar la discretlzación de ~(S) se siquen los 

pasos o etapas subsecuentes: 

l. Todos los polco ele H( S) se mapc<ln con 1 a t r ar. s fo r -

mac i 6n z r 
ST Si f-'( s) ; tiene un polo en 5 ; 

entonce::; !· lpc '7) tiene un polo en 
-nT 

e 

2. Todos los cero'] f ini los r.on tnmbién rnapendos con 

Z = e !JT • Sí 

i;.r.toncr~ •1pc(l.) 

tien~ 11n cero rn S = - b, 

tiene un cero f!rt 
-hT 

o 

- "' 

3. Todos los cr.rn!; de H(S) rn ; -e.o !le mapean en 

Hpc(Z) r.n I = - r>n t;inces 

- 22 



4. La ~Rnnnc i a de H( ~ ·: r 

H(S) [ S:D 

Vqr. f-'(S: polo en 
S + a 

cero ('n -oo 

Hpc(Z) 

l l, 2. l .b ~,LJESTREACCR-RETG;, 

r
----------] e ( t) 

-------> _:~:~---
JJ(t) 

- •• - - • -> 

Para obtener In fcrma discrct<:1 de t-1(c;) 1 se cmolC"fl el :;i11•1irnlc 

dlaqrnma: 

e ( t) o ( k ) [-------] ~( ~) {-------] "r t ) -------/ ----- -=~:~r~- ----·-··- -~'~:~-- ------/ tJ ( k) 

- ?3 



e(t) e(o) n(t) - c(o) c(t-T) + e(T) g(t-T) - o(T) g(t-2T) + 

U(S) 

U(S) 

e(2T) q(t-ZT) - e(zyj g(t-lT) + e(lT) g(t-3Tl -

c(]T) q( t-4T) + 

H(S) e(o) H(S) e(o) -TS e 
1-'(5) e (T) 

s 

H(S) e( t) 

s 

l-'(51 r.(3T) 

-ZTS e 

------------ e s 

1-'(S) e(ZT) 

s 

H(S) el3T) 

s 

H(S) H(S) 
(1-e-TS ) c(o) + 

-4TS e 

H(~) T \i('ij -3TS .-z S (1-e·TS ) e(ZT) + ---- e 

+ ••••• 

- 24 
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Aplicando Transformado Z 

U{Z) 

o bien: 

[i-'(5) } 
U(Z) = 3-l-~---

U( Z) f(S)l ~ -~---

entonces: 

U( Z) 

E(Z) 

Ejemplo. 

H(Z) 

1 e(o) [.HSl l l 
(1-z· ) • 3-f~--- Z-

Z
_2 l e(2T) 

( 1-Z- ) • 

e(lT)z- 3 • ... ) 

00 

(1 -z-1) [ ¿: e(kT) 
k=o 

\.. 
r?'°z) 

1 rH(S)1 
(1-Z- )P-r~---r 

/.-1 

Para la función (Jp Trnn~ferencia H(S) 

- 25 
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c(3T) 
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) 
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Proccdimienlo: 

l. Obtener las írn~ciones parciale~. 

B 

5 ( S+e) S+a 

A B -1 

i-

5 ( S+a) S+a 

2. Obtener los modos naturales. 

rct> =R· 1 L.~ ___ J =~- 1 (:1 _ f-1.[_: __ 1 
J-. [scs+a) J :l_ "l" s. 5 el_\.. S+a -~ 

3 , Ha e e r t = k T • 

f (kT) 1 '- l ( k T) • 
-akT 

o 

4. Obtener In Tr.<Jnsformada Z de los modos nnturales 

ouando t = kT. 

r H(S) 1 
F(Z) =3--r·;;·-· - - - - - - : 1 

1 - z 

z z 

z - 1 -z-:-;:¡¡t· 
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5. Aplicar la ecuación H(Z) 

1-!(Z) 
z - 1 

z 

1 -

("~-:·¡-

z ·- l .. 

-i·:·;.:¡;r· 

Z - .-aT - Z ¡ 1 

---··i·:·;:ar····· 

1 -
~aT 

e 
H(Z) -----·:af" 

Z - .e 

- 27 
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1 1 • 3 ci::r-'ENTAA 1.05 y ~n.us IO':ES. 

Cada una d~···la~·,·apr:o~iiTiaciáiies. d_ndas en la tabla (2.2.Z), como se 

moStró·, ~-PU·~~-~-e---:~~-r~:-Y;i--s\~~-- c_orno un map~O-·rlrsde el plan.o 5 al plano z. 
Por ei.eirplo'·, sL e(ej .. -5•=. jw · es la frontera entre los polos de 

sistemas-estables. ·y ·polos·d~·-si(temas inestables, es de inter~s 
- -.. ·- . -·-·. --

saber como.:el .eje".jw;. es:_~ap_eádo .·p:oi-' las tres aproximaciones, 
'.. . .. ·-""' . . 

dónde la .. '11\t-ad 1'zqulerda (e:s~a~le) d,el plano S aparece el el plano 

z. Para es.t~ pr_~_P~:~:rt-~~--~~~.:é.~~~º~-:-r~~~Lver las relaciones de la tabla 

(2.2.2) para.z· en "t'ér,;,i·nas:'de:·s. __ Encontramos: 

l) z ~~c_f~ngu 1 ar hacia adelante. 

11) z Rectangular hacia atrás. 
l - TS 

TS 
l • 

i li) z --------- Trapezoidal. 
TS 

l -

SI 5 = jw en estas ccunciancs, 1Jbtenemos las fronteras de las re-

giones ~atizadas en el rlano z on los fiqurao (2.2.0), (2.2.9) y 

(2.2.10~ para cadn caso. Parn maslr~r q11e la nproximaci6n rectan-

gt1lar hacia alfas, rcs1Jlta un c(rculo, es sumado restado 

para producir; 

l 

l - TS 
---] 

2 
z 

l + TS 
z 

l - TS 
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ahora se ve que con 5 .jw ,: 1_·a ryieg~ ¡ t~c! d,e Z es constante: 

1 
[ z - ---] 

2 

I• figura (2.2.9), 

Como el círculo ur.i ttlrio es -Í-a.':-,f·'ro~-t~r~:··~-~ :-Cstobi Í idad, en· e1 pl.;lno 

7., es obl'io de la figura (2.Z.S), .quc':Ia apro•imacl6n. Rect'enq•rlor 

haciR adelante podrfa causar que un· sist~ma ccnt.lnu~ e~tablc, sea 

mapeado dentro de un sisterr.a discreto tnestahle. 

[s especialmente irteresante notar que la aproxi:Tlaclón traoczcic!al, 

mapea la req16n estable del plano c'<actnn~ent~ dentro de la rr-

glón estable del piar.o Z, ya que el eje ¡._.. del plano S es lle-

nado dentro de la longitud 211' del cfrculo unitario, aunque, 

obviamenl~ se prcs~~ta distnrsi6n ~n el mapcn n pes~r de taco~-

grucncia de las reglones rlc estabilidad, ver fiqllra !2.2.líl). 
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CAPITLLO I I I 

GENERÁLIZACICN DE l•ETO::OS DE INTEO'.AClíl'J N...IYERICA. 

1I1.1 JNTP.CCLCCICl'!. 

En este capítulo se propone IR generalización de las siguientes 

técnicas de aproximocl6n numérica: 

Rectangular hacia adelante. 

Rectangular hacia ntrós. 

Trapezoidal. 

Pera este propósito, 5e evalúa lo ecuación (1.2.2) con los valores 

de la variable 5 de r.adn aproximación, segun la tabla (2.2.2.), 

encontrandose la ecuación en diferencias generalizada correspon

d 1 ente. 

- 30 



111. 2 PA'Cl><IM'CICN RECTtNUJlP. l-l'CIA ;q;¡_tNTF. 

Considérese la ecunclón (1.2.2) 

H(S) .Ym 
U(S) 

z - l 
Sustituyendo 5 = ------

T 
que correspo~c!c a- ~sta ripro-..irrAci6n, 

segun tabla (2,2.2), tena-ros: 

Z-1 m Z-1.-"'" 1 •. - -' .z-1- n>',2 · 
8 0 ( -T-- ) + ª1 (. ••• ) + 8 2 { _;;_ ') + •" • ",n-'t 

T - T 

Z-1 
( ---

T 
) T •1n 

H(Z) ------~= i". ñ" - --- - - • 2:i- "ñ: i" --- --• 2: i" "ñ: i" --• - -------- -• 2: i" --------
bo ( ) + bl ( --- ) - + b2 ( --- ) + • •• + bn-1 { ·-T- ) + bn 

T T T 

m m-1 m-2 1 ªo (Z-1) + ª1 (Z-1) T + •2 {Z-1) r2 
+ ••• + •m-1 (Z-1) f"' + ºm ,,,.. --- --------------------------_r ____ ------------------- -----------------

H(Z) ----------- -- -------- ------------ ----- - -- - - -- --- - --- -- - -- - -- - - - - - - - -- - -- --- -- - -
n n-1 n-2 

h0 (Z-1) + bl (Z-1) T + b2 (Z-l) T2 • ••• + bn-l (Z-l) Tn-l + hn Tn 
------- ---- -- -- --- --- ------ -- · ;:ñ-- ------ -------- ------ -------- ----. -. ---

Supon 1 en do n ) m 

T"-m[•o (Z-l)m + ª1 (Z-l)m-1 T + º2 (Z-ll"'"2r2 • ... + '\n-1 (Z-U-f'"l • "m~l 
H(Z) = - ------- -- --··- - --- ------ - - ·1· -- -- --- -- ------ ·2· -- - - -- -- - • - -- - - - -- - - ·1-· --- --- -

[b0 {Z-l)n + h1 (Z-l)n- T + b2 (Z-l)n·Zr + ••• + bn-l (Z-l)T"" + hnr"J 
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que se puede escribir cCJTO: 

Tn-m ~ "r Tr (Z-l)m-r 

H(Z) = •••••••••••••••••••·•••••••••••••• (3.2.1) 

~ bk Tk (Z·l )n·k 

pero: 

(Z-l)m-r = ~ (m-r) ! '- r)-1 · ( •..•.....•..•..... ) z"'~ C"l)' 
i!(Cm-rl-i]! 

(J.2.2.) 

:1imi larrrentc: 

(J.2,3.) 

sustituyendo las ecunclones (3.2.2) y (3,2.3.) en (3.2.1) tenmns: 

Tn-m ~ a T' ~ ( ••••• 2~'.'..'. ...... ) 7(m-r)-l (.]1i 

H(Z) = ··········-~---·: ...... ~ .... '.'..~:~'.:.:.'.~.'. •.....•.•.••...•.. 

r: 
k:O 

Y(Z) 
pero ccrm H(Z) = 

U(Z) 

SUflti tuycndo y despejando, cncontrélT'Os: 

r ( ..... 2~:~:.: ...... ) 7(n-k)-j (.l)l] 
J=O j! (Cn-k) • l) ! 

U(Z) ( f"-m ~ 
r=D 

¡;i:.r (m-r) 1 (m-rl-i 1 
L ( -·-···············l z C-ll ] C3.2.4l 
i=O i! (Cm-r) - i) ! 
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Si suslili.;imls en.lo ecúacIÓn 0.2.~) por ejarplo: n=5.; m=4 tenmns: 
-.. _ - . _·-;_ .. ' .. -

4 1 ! l! 
h4T (<--------)Z -(-------l) + 

O!(l-0)! l!(l-1)! 

5 O! 
b 5T (<--------))) = 

o !(0-0)! 

~! 4! 4! 4! 4! 

(UZ) T [•oTº [<--------)Z4-(-------)Z3+(--------)Z2-(--------)Z +(-------)) + 
0!(4-0)! 1!(4-1)! 2!(4-2)! 3!(4-3)! 4!(4-4)! 

l l ! JI 3 ! }! 
0 11 (<--------)Z3-(-------)Z2+(--------)Z -(-------)) + 

O!(J-0) 1 1!(3-1)! 2!0-2)1 3!(3-3)! 

2 2 ! 2! 2! 

ª21 (C--------lz2-<-------lz +(-------l] • 
O! (2-0)! l! (2-1)' 2! (2-2) ! 

- 33 -
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o¡T (<--------)Z -(-------l] • 
0!(1-0)! 1'(1-1)! 

4 O! 
o4T (<--------)) J 

01 (O-O)! 



Resolviendo los factoria.Jes queCii:' 
. '.- ·,-.:- ·-'---'. __ ·- ':· :-: 

:1 .·· . ..·: 

Y(Zl [ (b0 r
0 iz5~(sbéºiz3~(lílbóTºl~3 -uo1i¡l:z2-'.sb0 r

0;z.(b0 r
0 ~ + 

>14+.1/•l' l 
(b¡T)Z -(4b1!)1. <:(6b1T )Z~~\4b¡T )Z+(blTl) + 

SlJT"Bnrlo t6rmi nos scrrc j antes: 

(J.2. 5) 
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Cc:mo s'e obs'e'rva, se puede formar un·-.- ari"egt'a:·:" rr.8-tric-i-al onra los 

coeficientes' de a-nbos mler~bros rf~ 1.á·'~cu'~cl:¿¡:,·''({;2,5), donde la 

posiclon de ,-las columnas nos -da~~-·~i .. ::-o·~--d'.~~>d:~:;~··,>ef~-Oi1énte, r!~sde 
hasta cero en el primer miem_brO_;,, ;~:?'d·~~:~\j~-~::fr~·:-'.~~h~.'~-~-a cero en el 

segundo IT'iembro. Lo anter_i_or gu~d~ ~~.! :l·-~~~--'.--~-/~--~len.te manera: 

o 

o 

o 

o 

o 

-5 10 -10 

o 

o 

o 

o 

-4 

-4 

-3 

o -3 

o o 

o o 

o o 

-1 z5 

-1 

-2 

Cano los valores de h 0 ,b 1 ,b 2 , •.• ,hn; a 0 ,R 1 ,a 2 , ••• ,~~ y T 5on con~ 

tentes, los producto5 y sumas de los mismos pucdcr. expre-;arse fina! 

mente as i: 

dividiendo ambos miembros entre Z~ tenernos: 

- ,IS 



' ~l --: ~2 ,_3 ---4 -5 
Y(Z) [e¡ ·e2z .eJz +e4Z +e5z .e6z ] = 

U(Z) [D1z- 1+o:¿z- 2+r;yc- 3 +D4Z- 4 •D5Z- ~] 
"" '-, 

despejando vézJ 
Y{Z) = U{Z) (-~!- z~l'/ 

el:: 

nntitrans,formando~ 

'~;:t 

~9L 
::_i 
:C:~-
el 

_, 

z~2+ D3 z-3. D4 

el C¡ 

z-2. 
C' 4 z-3 • -~?-
el el 

z-4. _9?_ z-5] -
el 

7-4 c6 
z-5] ~ + 

el 

y {k) -~! u{k-1)+ -~~ u(k-2+) ~~~ u{k-3)+ 
D4 

u{k-4)+ :'?_ u{k-5) -
e1 C1 c1 c:l el 

C2 
[ --- y(k-1)+ _:~ y{k-2)+ 

C4 
y{k-J)+ _:? y{k-4)+ 

c6 
y(k-5)] 

el el el el C1 

El desplazamiento en el tiempo del pr lmer sumando en el segundo 

miembro, queda determl nado por: 

P n-m 

cnlonccs 1 la expresión ~cneral de In ccuoción en diferencia~ con 

Z-1 
unn aproximación rectangular hacia artelante Srv----

T 

y(k) 
::'¡ 

---u(k-p)+ º2 ---u(k-(p+lll• 
D3 
---u(k-(p+2)) + ••• + 

C¡ e1 el 

:ie r r n: 

ºn i::--u(k-n) 
l 

C2 
y(k-1)+ 

C3 
y(k-2)+ 

C4 
y(k-3)+ ••• + 

cn+l 
y(k-nl] (3.2.6) ( ---

C¡ C¡ el el 
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( 1.2.2) 

• "' • bn-1 ( 

m m-1 m-2 
'a0 (Z~l) + a

1 
(Z-1) (TZ)+ a

2 
(Z-1) (TZ) 2+ ... + ªm-l (Z-l)(TZJ"'" 1+am(TZ)m 

(TZ)m 

H(Z) "' -- ----------- - ---- --- -------- -- - --- -- - - ---- - --- -- - - - - -- - ---- --- ------- - - -- - -- - - -
n n-1 n-2 

1 b0 (Z-1) + bl (Z-1) (TZ) + b
2 

(Z-1) (TZ) 2 
+,, .+ bn-l (Z-1) ("IZ)n- + bn{TZ)" 

-------- --------------------, Tiiñ ---------------- -----------------------------

Supon 1 en do n > m 

n - m ( .rn .,m.! . .,m.2 2 mi .rn 
(lZ) ªo (Z-11 • ª1 (Z-11 (lZ) + 9z (Z-11 (lZ) +,..+ 'ln.1 (Z-!)(1Z1 '°m(T71 ] 

1-(Z) = - -----------------------------• 1------------------2-----2·---------------------1---------
b
0 

(Z-ll" + b
1 

(Z-l)n- (lZ) + bz (Z-l)n- (lZ) + ... + bn-l (Z-l)(lZ)n- +bn(TZ)" 

- Y/ -



que puede eser lb l rse cerro: 

(TZl""'" a (Z-l)"'°r (TZ{· 
r 

H(Z) = ···················----------·-·-· 

i: 
k=O 

(3. 3.1) 

suslltuyendo las ecuaciones (3.2.Z) y (3.Z.3.) en (3.3.l) tenerros: 

(TZ)n-m 2'.'.'. ªr (TZ)' ~ ( _____ :::~-~------) z(rn-rl-i c-1)¡ 
r =0 T;n 1 ! [ (m- r) - 1] 1 

H(Z) 
.,..o ~ (n-k) ! 
L bk (TZ)k i_ ( ------------------) z<n-k)-J (.l)i 
k=O i=D j! (Cn-k) - i) ! 

Y(Z) 
pero caro H(Z) 

!J(Z) 

sust 1 luyendo y des pe j ancia, encontraros: 

r mik n-k' ____ _!~:~U ______ , z'n-kl-i (-11i] 
Y(Z) ( @J bk ~. j! (Cn-k) - i)' 

U(Z) ( (TZ)n-m i: 
r=íl 

• (TZ)' ~ , _____ :':'::'._'. ______ ¡ z<m-rl-1 (-1'¡) 

r i :O i ! [ (m- r) - i] ~ 

- JO -



SI sust 1 tuirrns en la ecuaclon (}, }¡2) .por ejin'plo: · ··n=5 .·; rri=4 temrros: 

O 5! 5 5 ! , : ¡,e . • SI . 3 e' 5 ! 2 5 ! 5 ! 

Y(ZJ [ boCTZl [ (-~;¡;:~i¡z -<-i;(5::;¡7.·<~;j~5:;j¡z -C;-j;¡;:;;¡z •C·;;;¡;:~;~z-<-;;;;:;P • 
4! • 4't" 41. r

3 
: r, . 

2 
4! 4! 

b1(TZ) 1 [ (~--~---~)Z -(~~-----)Z H---~----)Z -(--------lZ +(------->] + 
0!(4CQ)! . 1!(4-1)! . 2!(4C2)! 3!(4-3)! 4!(4-4)! 

2 3! 3 . 31 2 3! 3! 
b

2
(TZ) ( (--------)Z -(-------)Z +(--------)Z -(-------) J + 

0!0-0)! 1!{3-1)! 21(3-2)' J'D-3)! 

3 2! 2 2! 2! 
b

3
(TZ) [ (--------)Z -(-------lZ +\-------l] + 

0!(2-0)! 1!(2-1)! 2!(2-2)! 

I! l! 
h4 CTZJ

4 
[ (--------)Z -(------->] + 

O!(l-0)! 1'0-1)! 

5 O! 
b5(TZ) [ (--------)]) = 

o! (0-0) ! 

l Ü 4! I 4! J 4! ? 4! 4! 
(UZ) ( (TZ) [ a0 (TZ) ( (-- ------ )Z" -(------ - )Z +(- -- ---- - )Z" - (-- ---- --)Z +(--- - --- ) J + 

0!(4-0)1 1!(4-1)1 2!(4-2)! 3!(4-3)! 4!(4-4)! 

1 3! 3 3! 2 3! 3! 
a1(TZ) (1--------)Z -1-------)Z +(--------)Z -(-------)) + 

0!0-0)! 1!(3-1)! 2!(3-2)! J!0-3)! 

2··-·--.2! 2 2' 2' 
a (TZ) [ (--------)Z -(-------)Z +:-------l) + 

2 0!(2-0)! 1!(2-1)! 2!(2-2)! 

- 39 -

3 l ! 1 ! 
•3(TZ) ( (--------)Z -(-------)] + 

O!{l-O)! 1!0-1)! 

4 O! 
•4(TZl [ (--------l]]] 

O! (O-O)! 



Resolviendo lo:s factoriales queCa: 

Sumando ténninos semejantes: 

6a
0

T1 +3a 1 T
2

+a
2

r 3iz3-(4a
0

T1+a
1 
T2 Jz2 +( a

0
T 1 lZ] 

- 40 -
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como se observa, se puede formar un arreqlo ~atricial para 1 os 

coeficientes de ambos miembros de la ecuación (J. J. 3) donde 1 a po-

slci6n de 1 as co 1 urmas nos da el orden del exponente, desde n 

hasta cero en el primer miembro y desde m hasta cero en el segundo 

miembro. Lo aue que Ca ce 1 a siguiente formíl: 

[ b0 r
0 b1 rl bzTZ b3T3 b4T4 b5 T5) - 5 10 -10 -1 z5 

-4 -4 z 4 

-3 -1 o z3 

-Z o o o z'-

-1 o o zl 

o o o zº 

[ªo rl ª1Tz ª2T3 a3T4 a4T5 ] -4 -4 z'.> 

-3 -1 z-
-Z o z3 

-1 o o zZ 

o o zl 

Corno los valores de b0 ,b 1 ,b 2 , .•• ,l.J
0

; n 0 ,n 1 ,n 2 , ••• ,am y T son con! 

lantC?s, los productos y sumas de los mismos pueden exprcsnrse fina.!_ 

mente ns i: 

dividiendo ambos miembros entre ZS tenerJlos: 
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despejando \;ctT: 'i <:: 

Y(Z) = L'(Z) [-r~! .•. ~z z· 1 , .?~. 
- c 1: 'C( c

1
· 

- • C2 
Y(Z) [---~ "l ~3 7'":! C4 z-3. C5 z-4 ·Z_-," + ~ . -+ 

e¡ C¡ C¡ 

--
nntitransfoy~ando: 

D1 o rj r::4 D 
y(k) u(k) .?. u (k-1) + 3 u{k-2)+ u(k-J)+ 5 

!I ( k-4) . -
ºí l'¡ e-

1 el e 1 

r.:2 
y(k-1)+ -~~ y(k-2)+ 

C4 
y(k-J)+ .:~ y(k-4)+ .:§ y ( k-5)] [ ---

C1 C1 el r.:1 el 

El desplazamiento en c-1 tir.rnpo del primer sumando en el seoundo 

miembro, queda dctr.rmlnado por; 

P = n-m 

entonces, la r.xpresldn 11cnernl de la ecunci6n en di fcr('ncins r.1Jn 

Z-1 
una aproximación rectangL1lnr hRci~ atrás srv---- - ::;erra: 

TI 

y(k) u '.k- (r .i l) 

r:2 r: J r,, e n+l [ --- y(k- l )t y(k-2)+ ¡(k-3)+, •• + y(k-n)] 
C¡ r:l r:l el 

( 3. 3. 5) 

112 



III,4 APROXIMACIO~ TRAP~ZOIDAL,· 

Consid&rese la ecuac16n (1.2.a> 

H(S) 
Y_(S), 

U(S) 

. ·~ ::::-.-:·: . '. _· -~." 

.. <~.·o··~~~;~ ;¿.r,·~ ~~~,~)~~i -. ~~'./.':_~:~~--~~, .1 ·.·s . ~ ·: ª:n 
-<<~~-g::_:;~;~;-~,~~r:~;~:::·;;~=~-;-:-~ n 

'--'~·-'··{:-: •'<,-·' 

( 1. 2. 2) 

Sustituyendo- s.=. _-:~-.·_i:.~~:~·::.i-~;, ·:~-·:~e -/~--rre~pOnde 3 esta aprox!:-:aciór.1 
i z:. -... 1: 

seg&n tabla 12.2~2) 1 tenernos• 

2 Z-1 m 2 Z-1 m-l 2 Z-1 ""2 2 Z-1 
ªo 1---l •ª11- --> ••2 C- --l .... +'ln-1 C-T -z.1 l 

T ~ T ~ T ~ 
+• ,, 

H(Zl=----z--1_" ___ 2_z-_1_""......,..1----z--1-,.,.~2,,..-----2-z-_1 __ 

bo 1- --> +b1 e---> •' 1
- --> + ... +b,.,_1 <-:-~1 > 

T Z+l 7 Z+1 2 T Z+1 ,_ 
+h 

n 

•0[2CZ-1)]: ª1 [ 2(Z-1l] [~(7.+ll] + •2[2cz-1>J :: .• 'ln-1 [2Cz-1l][TCZ+ll] "':
1 

... crcz.1>] c. 

[TIZ+1l] M 

HCZh----------------------------
n n-1 n-2 r>-1 

bo[ 2(7~1l] + bl [ 2(Z-1l] [i(Z+ll] + ": [?C7~1>] .... + ",.,., [2C7-'l][71Z+1J] • \[Tl7· n] 

[TCZ+ll) r. 

Suponiendo n ) m compactando: 

(TCZ+ll] ~ 
r:O 

r:-- r r 
'r(2CZ-1l] [TCZ+ll] 

H(Z) ( 3. 4. 1) 

L 
k:O 

n-k k 
bk [2cz-1)] [TCZ+ll l 
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n-m m 
[T(Z+ll] E • r 2-r-r (Z-1f""' '?•11' 

r=O r 
H(Z) = ••••••••••••••••••• , ••••••••••••••• -······--· 13.~. l) 

z:- b.. f i'"k (Z.l)n-k (;;:.! )L· 
kd) lo' 

n-m :-ri rTH Trrr)! ~. '. , i r! . 
[T(Z+ll] ::E: a r z-r L: ( .............. ) 7. r _, 1.¡)" ¿: : ......... ) ?·' 

r=O r k:O k!(m.rl-k] 1 i:ll i!-:r-1'! 
H(Zl = •••••••• ······-·······-• • •••• • ••••• --- •••• ---- • -·-········ --·· • •• -• • ·--- • -• --· •• · -• - ·- - • - • -• 

n k n .. k (n-k} ! ( k) . . k l..~ • ::E b,. f i'" Z: ( .............. ) Z n- · ·• '.))' ::E( .......... ) 7':-: 
k=O i::O ll[(n-k)-i] ! j=o j!(!< .. p! 

Y(Z) 
Prora mm H'.Z) = 

1 (Z) 

Sustit~ )' r'es¡rjm-h cn:onttl?TO<: 

n _u ¡, n-k ln-v)' ( k) . . k . ,_, '. -'•-i 
Y(Z) [ L ¡'k T i'" L (--------------) z n- _, (.))' L .......... , I ] -

k=O j=!J i![l,,.k)-1] ! j=n j!(k-i)! 

n-m 
U(Z) ( ( T(Z+ll] 

m ~ ~rn-r)' . '-r)-1 1 r r' . 2: a r' 2~r ¿_ (----···-······! 7.''" (.])" L ( ......... j ;,..,] 
rdJ r J.:='J lr![Í¡n.r)-k] ! ldl i!(r-i;! 

- l~ -



Si sustituimos en· ta ecuacto'1 {3.'!~.2) por ejempl0: n=~ 

·s ! . 
5 

· o' 
----~---·l z_ .[ ( ....•.... ) z8 ] + 

O.! (.5-0) I . O! (0-0) ! 

5 ! '·4 .. •.: o! " 
(- ··········) Z. (<·········) Z") + 

1 ! (5::.1) ! · :- O! (0-0) ! 

; ! J •.. o! . o 
··-"·--'-) z .[<-·····--·) z ] 
2!(5-2)! .. 01(0-0)! 

: 5 ! 2 .· o 1 . • ' - -· --~ · -::. ~ r z [ e -... --. --1 z8 
] • 

3!(5-3)1 O!(O-íl) 1 

5 ! 1 o! ,.. 
• • • • - • •• • ) Z ( ( • • • • - - • • ·) Z'' ] 

4! '.5-4) ! O! (0-0) 1 

5 ! o o! r 
(- ••••••••• ) 7. [ ( ••••••••• ) z-]J + 

5!(5-5)! íll(0-0)! 

[ ( ·---~L ... ) 7.4 [ ( ... ll. ·--:· ' ' .. - ! '.. - . - ) zn] 
b 1T12 4 - .,. 

+ 
O! ( 4 -O)! o! ( 1-íl) ! ¡1 ( 1.1)1 

41 
zJ 

¡1 
¡I 

t• 
/'] .. -... -... ) [ ( ... --.. - . ; . ( ---. -. - --: . 

l! (4-1)! ll ! i t. íl) 1 l! ( 1-1) ' 

4! 
l2 

¡1 
;l 

¡1 
" ( - . -.. --.... ) [ ( ......... } -- -- --- - ~ 

., 
2! (4-2}! ;)! e 1- n; ! l! ( 1- 1 J ' 

4! 
z1 

l! zl 
11 

7[)] -. -.. -.... ) [ ( ---------) + (---------) . 
3 ! ( 4-3) ! 11! ( 1-íl) 1 I! ( 1-1 J' 

41 }I 
.(1 

l 1 

' . -.... --. --) /' [ ( -.... -.. - ) ---------. /- ]] . ' 41 ~ 4 .4) 1 il ! ( 1-ll) 1 l! ( 1- 1) ! 

• 4" 



? J 3! ·. _l - 2! ? - _2! . -_l 2! - - .11 
b212 [( ----------) r[(--------~l r. ~--~-~----) r.+ (--~-----~) z]+ 

0!0-0)! - 0!(2-0)! 1!(2-1)1._ 21(2-2)! 

. 31 3! 3! 
+ (---------) -¡. + (---------) .¿ + (---------) i1] + 

11(3-1)! 2!(3-2)! 3!(3-3)! 

2! 31 3! 3! J! 
( ----------) z1 [ <---------) -i3 + (--------) -¡. + (---------) z1 + (---------) i1] + 

1!(2-1)! 0!(3~)! 1!(3-1)! 2!(3-2)! 3!(3-3)! 

2! 3! 31 3! J! 
(- ----------) f[(---------) -i! + (---------) .¡. + (---------) z1 + (---------) i1]] + 

2! (2-2) ! O! (3~) ! l! (3-1)! 2! (3-2)! 3! (3-3)! 

' l! 41 ,, ;'21 e< __________ , te<-------- : !' 
4 0!0-0)! 0!(4-0)! 

4! ' _J 4! -2 4! ,1 4! -!l.. 
' ' .••••• 1 - + ( ••••••••• ) L j + 

21(4-2)! 3!(4-3)! 4!(4-4)! . l! (4-1)!. 

l' 41 41 41 41 41 e- _____ : ____ , te<----: ____ , t.<----: ____ , -r, ( .... : .... ,t.( .... : ____ , t., ____ : ____ ) zi11 • 
1!0-1)! 01(4-0)! 11(4-1)1 21(4-2)1 3!(4-3)1 4!'.4-4)! 

-~ o O! Jl 5! s 5! ..b. 5! , 5! .'J 5! _1 
b r2 [<- ----------) r['.---------l / + '---·-----) / • '.----·----) / • (----·----) r. '---·-----) r + 5 O!(O~)! O!(~)! 1!(5-1)! Z!(J-2/! 3!(5-3)! 4!(5.11)! 

5! 
(---------) i1]]1 ~ 

5!(5-5)! 

- ¿¡, -



1 l! 1 r° 4 4!. O! 
U(Z) [r [ (--------)Z [ªo 2 [ ( .C •• CC---l/J (---------) zºJ + 

O!(l-0)! . -01(4-0)! · .... ·p.l(G-0)! 

<- "iiiifo;>.z3fü·g;(b:b;~> zº] · 
. 4.! ; ' 2···< íl! ' l1 
1 -----.----J __ z(C---------' z]. 

21(4-2)L · · 0!(0-0:- 1 

4 !'·' . ' 1 ' rl! J 
( ••••••••• e) Z [ ( ••••••••• \ Z ] + 

. .3!(4:-3))... 0!(0-C)~ 

41 _n o• o 
---------) z- [ (--------- z ]] + 
4 ! (4-4) ! O! (0-0): 

1 3 31 3 l! 1 11 o 
a1T 2 ( ( ----------) Z ( (---------) Z + ( ••••••••• ) Z J. 

0!(3-0)! 01(1-0)! l!(l-1) 1 

31 2 11 1 l! o 
<- ----------) z [<---------) z + <---------) z] + 

l!(~-1)! ül(l-UJ! l!\l-L' 

J ! 1 l! 1 J' o 
----------) z [ (---------) z + (---------) z J + 
2!(3-2)' n1(1-0)! !!O-Ji• 

<- ----~: .... ) zº (C---:: ____ , z1 + ( ••• :'. ____ ¡ r]]. 
3!0-3)! O!IJ-0)! l•il-1 ' 

2! 2 2! ? 2! l 2! o 
z [<--------~) z·. (---------) z • '---------) z]. 

0!(2-0)! 1!(2-1)! 21(2.2;1 O! (2-0) ! 

2' 1 2! 2 2! 1 2! JJ 
(- ----------) z [<---------) z • (---------) 7 • 1---------i ,- J. 

1!(2-1)! 0!(2-0)! l!U-1)• 21 '.2-2i! 

2! Q 2! 
2 

2! ?I 

----------) z [ (---·-----) z • r .......•. ) z1 , '. ••• :: .... ) zºJ]. 
2!(2-2)! '1!(2-0)! 1!(2-1)! 2!(2-2)! 
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O! 4! 4! . '-~ .,<4! ~! 4! 
a/zll[ ( .......... ) zO[ ( .......•. ) -/' • (--------é) z3 + (----~----) .¡. + (---------) z1 • (---------) zO]]J 

01 (O-O)! 0!(4-0) ! l! (4-1)! 2! (4-2) ! 3! (4-3)! ~! (4-4) ! 

I l! 4! O! 

( .•...... ) f[anf!z4[( •.•...... ) -/'[(---------) Z1] + 

l!(l-1)! 0!(4-0)! 0!(0-0)! 

41 º' ( ..... : .... ) z3[(----: .... ) zD] + 
l ! (4-1)! O! (O-ll) ! 

~! O! o 
( ---------) z2[(---------) z] + 

2!(4-2)! 0!(0-0)! 

41 01 
(- .... : .... ) re(----:·---> zi1• 

31(4.3)1 01(0.0)! 

~' º' .... : .... ) zic<----: ____ , zin. 
4!(4-4)! il!(0-0)! 

31 11 [I 
a/23[( ___ : ..... ) z3[ 1 •••• : •••• ) z1 + ( •••• : •••• ) zD] + 

0!(3-0)! O!(l-0)! 1!(1-1)! 

3! l! l! 
(- ----------) z2[ (---------) z1 + ~--------) i1] + 

1!(3-1)! O!(i-0)! 11(1-1)! 

31 11 11 ( ..... : .... ) h<----: .... )-} + ( •••• : •••• ) f] + 
2!(3-2)! U!(l-ui! 1!0-li! 

3! .1l l! l l! .1l 
(- ----------) r [ <---------) z + (---------)el]+ 

3!(3-3)! O!(l-0)! 1!(1-1)! 

- ll!J -



2 2! . 2! - 2! . 2! 
a,fz [< ----------) z2[c--,~-----)-¡.. (:------,-) z1 + (--------) ±1 + 

• 0!(2-íl)! 0!(2:0)! . 1!(2-1)1 ·. 2!(2-2)! 

21 . •· .. · e · ":¿; .: .· ?I 

(- .----------) z1 [c.:."···---) i1 + c~c~.:,::~, z1. + ,, __ :: •••• ) z1l] + 
1!(2'1)! . •·. 0!(2-0)! . ; •1!(2-1)! .. : . 2!(2-2)! 

:.,.::,.-"Jtfc---:1.1~.)i~~~,-~I::.'._(, ; . , ___ :: .... ) z1lJJ • 
2!(2-2)! 0!(2-0)! '·•.· .. 11(2-l)L . · 21(2-2)! 

O! 4! 4! 4! 4! 4! 
a/'2º[< ----------) i1[<---------) t + (---------)-:? + (---------) z2 + (---------) z1. (---------) '-°lm 

0!(0-0)1 0!(4"0)! 1!(4-1)! 2!(4-2)1 3!(4-3)! 4!(4-4)! 

Y(Z) (b0fz
5

( z" - '>f • 1cv3 - ioz2 + >z1 + fJ + 

b/2
4[-z" + t 

- id' - 4z3 
€i! + ¿. 

- ,,¡. - 471 
zl + t1] + 

- lf} -



bzT223(· z5 22 4 2) 

3Z!f 6Z 5 , 
+ 3Z-

3Z3 . t:.z2 . 3Zl 

z2 + 2Zl + zº] • 

b3 T322 [ z5·+ 3z4 
+ 3Z 5 

+ z2 

. zz4 . 6Z3 . 6Z 2 . 2z 1 

z3 + 522 + 3z 1 
+ zº] ... 

b4 T421 [ zs + 4Z4 
+ '6Z 3 

+ 4Z 2 
+ ¿l 

z4 . 4z 3 6Z 2 - 4Z 1 . zº] • 

, 1r 1zl[z4 . z3 

• JZ3 - JZ2 

+ JZ 2 + JZ 1 

z1 
- zºJ + 
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r 1z0 [a 0r8 z4 [z" 4Z 3 ? 
4Z 1 zº] • + 6Z-

a 1T1z3 [z 4 
+ 73 

JZJ - JZ
2 

zz • zzl • í'11 J • 
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~~ltipllcando tenrmos: 

Y(Z) (b 0r
025 [ .z5 - sz4 

+ 10z3 " 10z2 • ~z 1 + zº] + 

b1rl24 [-zs • z4 

•z4 
- 4z3 

6Z 3 
+· 6Z 2 

- 4Z
2 

- 4z 1 

z 1 + zº] + 

b2r22'[-zs_zz4_ z3 

JZ
4 

+ 6Z 3 
+ JZ 2 

- 3Z3 - 6Z 2 - 3zl 

z2 +zz 1 .zºJ• 

b 3r 3z 2 [ z 5 
+ JZ

4 
+ 3z3 + z 2 

zz
4 

- 6Z
3 

- 6Z2 - zz1 

U(Z) [a 0r 1z 4 [z 5 1,z 4 • i,z 3 - 4z2 , z 1 ]. 

•1TZz3[zs • z4 

37
4 

- JZ
3 

J7.
3 

+ 3z2 

zz zl] • 



ª2 TJ22 ( z5 + zz 4 . ZJ 

224 4z3 ., - 21.· 

z3 + 2Z~ . zl] • 

o3T421 [z5 + 3Z 4 . 323 ·+ z2 
4 323 3Z2 zl] • z - -

o 4r 5zº[z5 + 4Z4 . óZ 3 
+ 4Z 2 . zl ]] • 

z4 ;z3 + GZ 2 
4Z 1 . zº] • -

" } z . z 

JZJ - Jz2 

322 + 321 

z1 - zº] • 

z4 . zz 3 . zZ 

2z3 - 4Z 2 - zzl 

72 + 211 . zº] • 

,_4 . }ZJ + 322 + ,1 

z3 3Z2 - Jz 1 - zº] • 

z4 + ;z3 + 6Z2 
+ ;z 1 

+ zºJ]] 
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Co-no slqulente 
me t r 1e1a1 es , 

~asn~ se tiene el ngrupnrnicnto anterior en arreglos 

['' 
z4 z3 z2 zl /l 

[''. 
z4 z3 z2 zl 

] H 

b 0r 0 z5 -5 
ªoT124 

-4 
'10 1 6 

-10 -4 -4 
• 5 6 1 

-1 -4 

"•"" [ 
1 -1 

.] '"''f 
1 

J 
-4 ,1, -3 -3 

6 -6 3 3 
-4 .4 -1 -1 

1 1 
-3 -3 

3 3 
-1 

.,,.,, [ ' 2 1 

J 
[ 1 

-2 ,¡ 

_J 
-2 -4 -2 

b
2

T2z 3 ' 
- J 6 -3 1 2 

,3 -6 t3 2 1 
-1 2 -2 -4 -2 

1 

b¡T322[ 
1 -3 -1 

-1] •3T421 [ 1 

3 3 1 

_J - 2 ,r, -h •2 -1 -3 -3 -1 
- l 1 3 3 1 

-1 -3 -3 

b4 T421 [ 
-4 6 - 4 -iJ n

4 
T~ZO [ 

1 6 4 1 i] -1 14 -6 •4 4 6 4 

-------------------------
b5 T520 ( -1] 

D¡ ºz ºi D4 D5 D6 
- '> 1 n -10 

-------------------------
Cl Cz C3 C4 C5 e 6 
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F irarnntr. se thre: 

Y(Zl (r:-/ •e/ +e¡ •e::/+ sz1 + c/1 = 

u:zi[qz~ ·o/ •o/ +o/ •ol +o/l 

Dividimcb <nt:m niortiroo mtre Z~ tl'flm>S: 

"(7) [e r -7"1 r .7·2 ~_,-3 - 7 -' r z·Si . 1 1 + -z- .. -~ .. 1-:r + ·-5'- .. '-6 J -

Ceo¡:c j aicb Y(Z) 

D¡Dz 0. D •:is O vez> = uzl [ .... + •••• z-1 + --~- z·2 + --~- z·3 •• : •• z-4 + --~- z·5] • 

C1<1 CJ CJ CJ CJ 

2 (Z-1) 
tr'l'."zoicbl (5 ••• ••••• ) • 

T (Z+l) 

[ 
1\ D, !\ U, i"\ J,; 1 

y(k) = •••• u(k) + •• :. u(k-1) + --'- u(k-2) + -~'=- u(k-3) • -~'- <1(k-1'1 • ··"· ul:,.5) • 

r1 rl '1 r 1 ' .1 r1 

[
c2 S Cz. r~ r,, ] 
-;:~- y(k.l) • -s· y(k-2) •• s. y(k-3) • -~;- y(k-4) • -~;- y(k-5) (3.4.3) 

.. ~h -



lll.5 CCJ\(;LUS!Ü'~S. 

Cerno puede observarse rn t~s ~e:sarr_ollos Anteriores, fué posible 
, ·. _-_ 

encontrar pracc~irnl~~~~n~ IJCr:!-~_rates parn· las tres :Jproxirr:aciones, 

que nos llevan. a la gc_ncfOciÓÍi de iaS ecuaciones en di fcrencias 

corrcspondient~s'.· 

Dichos procedi~ientos .·s·an pcisibles de prograrrar C"n una computado

ra, lo cual es .materia del capitulo IV. 
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CAPITULO IV 

SISTEM<>. CDVPUTARIZAD'.JPARA LA DISCRETIZACIO< CE ':I'iTl::,·As CT.l':Tli,lOS 

MEDIANTE TECNICAS DE INTEffiACIÍ::N f\lM:PICA. 

IV .1 INTRcr;l,,.CC!CN. 

En el copftulo I 1 I se dedujo un procedimiento '1cncral ¡:inrn cnd:i 

unn de las aproximaciones Ce inlcgroción nurr¿.rica c·~nsidero.!a:. r?n 

este trabajo:Aproxl~eci6n retton~t1Jar hílcin n{!Pl~nt~, Apro~i~nción 

rectanqular hacia atrás y Apro~imaci6n lrapczoirlol. !.a n~ca11iz2 

e Ión de los proccdimientcs !leneralcs de dicha:, :ir•roxirnnr¡.~nc:; rl i -

minn el trnhajo, r.xcesiv'J y rutinnrio, que trne con~i'ln rlir,creti

zar si 'lli:!rnas r.ont inuos en forrnn rnantJnl. 

En C!jtc cnpítulo sr. ~~~.ni !'1 In for1"l;:i rn que ~e dcsorrol lJ 1in -;is

tema de córriputr:i parn la di ser et izar:ión de ni slcrr.us corit inuos, ut i-

1 izando las fórmulns ~encralcs cncantradno paril rnrln ~proxi~acl~n 

mene i o nada. 

El contnr r.on un 'iÍ".>tr:'~n cnmputnriz11dn de tal ni1t.urnlr7.<1 brindnr1 

unn C')rnr, nyu('n a los w·;•rnrio!; y de •inn TT'nnr.ra espcr.inl n lr')s cstu-
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di antes. de lns nsionot11rns a:NTRC'A.. DIGITAL Y i>J-».LISIS DE SISTO.'AS 

DISffiETOS 1 que se impnrtcn en la Fncultnd de Ingeniería de la 

U.N.A.!'ll., quienca ¡ioclr~!"' ('nfocar más su ntcnci6n en los result::idos 

de ta aplicación dE' cada Una de las nproxim~cioncs de integración 

numérica, que en los procedin1ientos tradicionales de solución, pr2 

piclando con esto 11na-mayor rapidez en In cC1mprensi6n de tos con

ce~tos y caracter(stlca~ de ·dlcl1ns técnicas de nproximación. 

En lo siguientes _Secciones se incluyen los f{'StJltar!os drl análisis 

y diseño del sistcr~a~, ns·( Como- 1-a forma de operarlo. 

1v.2 RWJrn1r-11ENrns otL s1sr~. 

En este sección se describe el objetivo del sistema, las facilida-

des que brinda, su funcionamiento y los recursos de hardware 

software necE'sarios para su operación. 

lV,2. l OBJCTIVO. 

tinuos, portienCa de¡,, f_;~~:~.~ ...... ., ...... f..,rr>nr:.,_ rl~l 1istema n discr~ 

tizar y cicrt,i'" r~úlo-: crnr.nlrmentnri11s, 11ti 1 iz"4nrln las t~cnicas ele 

inl~qración nu~érica: Aproximoción rcctnnqular hacia adcl~ntr, 

Aproxlmoción rcctanqular haci;i atr:'ls y Aproximacion trapezoidal. 

IV, 2. 2. FACIL IDl'DE-:S, 

El sistema sr. orientó a proporcionnr ni usuario facilidades, tanto 

para la inlrnducci~n dC' dalos co1roo pnrn su opernción, utillz6ndose 

una serie de menús donde se indic<ln lns ponlhles opciones y, en su 



caso, lot mennajes perl'inC'ntc~ ll~ rrror cunndo ae propor_cione 

err6ncmnentc el dnto solic .. itarln._ l~~ e~ta_ formn el usuario es con

ducido en forma ~encl)~a durante' .. In- sr~lón. 

1V.2, J. FL.l'X::IO'!OMIENTD. 

El sistema opC'ra en forma interactiva, !lol ir.itRndo al usuario la 

información por medio dr m~nós, haciéndos~ una validaci6n cxahus

tiva de los dalo'i proporcion11~os par<t rvit<'r en lo posible los 

errores. 

i , ..... 3 • 1 Pes os seg u i do !'i · por e l s i ;:; t en· ü i • ~· n w 5 es i 6 n • 

n) Se proporcionn irdorrr.aci6n aeneral del pnquete zi el 

usl1ario lo rcntll~rc. 

b) Se sol lcl tan los datos rte las poi inomlas que compo

nen la función Transferencia del sistema a discreti-

zar. 

r:) ~"solicita la sclecci6n de la técnica de aproxim[l

ción numérica dc5eada. 

d~ Sr· j1idc l.i ~elcr:r:-i,~ri r!r In confirinrnción del r¡j-;tema 

a di!lcretiznr. 

r.) Se ;.ol ici ton los c.'ato!l. de ln señal de entrada ni si!!_ 

tema a di sr;ret i znr. 

f) Finalmente, ;e solicitan los datos del per(odo rle 

muestreo, el r.t'imcrn <l~ rnur.ntrn:l n obtener y los da-

tos generales riel Ll!:.Unrio. 
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IV. 2, 3. 2 

g) El sislema \•tÚifici'l cc\t~·e.1 usuario que los datos pr~ 

porcion'.~d_os s·'ar1· 1os .cor·rectos·. 

h) Si los dalo~ s90 ;~onecto~; la j¡iformación 
"'·: ·< ;.:_. "_"-,.:.-·!, .~ 

eml'te_ reSull'adas;· ... ·cn:.·c·a·~a. ~Ofltrario los solicltLl 

nue ;¡~m~·n (~:--~~ 
;·._:- ... >?''.' 

Proce ~,o. (~ i ·e ~-~é,'.- 'd.;):,;.·~·._¡- 5 t e;,á. 

Une vez que' -e 

ejecutan lo~ slgJlen1es procesos: 

3)_. _Se_ g~_n_~r~ la eci.ieció'ri. en' dl"íerencias de acuerdo a l:i 

t~cnica de aproximación conflquracion d~I :.isterna 

seleccionaCos. 

b) Se evalúa la ectJoclón en difercnci;:¡s en función del 

tipo de l;i señal de cntri:idn y del perfoCri ,.<:> •rUf:'3-

treo nara el nl'1mero de rnuc!itfD'.i t!e:;~~r.o. 

r.J Sr nlmacenan los rPsultarlo: en vrr.tnres y ~n un 

archivo terrporat (li:.t.os para !>IJ irnpre:;ió~J. 

IV, 2·.4 ·~ro PSOS DE HAff.llP.RE y SCJI- W/1\l ·1·. 

Pero el funcionamiento adecuado del si~tr·rnn 1'í.isr.retizaci6n l1c 

Si!ltemas Continuo.'i", 'iC debe contnr r.nri lt'l" <;irnJif"'ntP.~ r~r;urs11 rle 

hnrdwnre. 

Er¡uipo V1'V'-ll/700 (Diriital pr¡11ip-i1t>nl r:orporotion). 

Terminal ".!e video VT lllf;. 

Terminal de impresión LA 120. 
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!..'elT'orla mfnima .dr proce>so rfe 6.!i J<b· • 

. l\rel1 en ~ts.r.'0 dr 1í.'.i l(b. que seré utilizada 

': .. ' 'e-' ·:,· . , 

qen.C r ~·.: u-n ,·;-e .r.c~\:~o:~~l ~:m~~-~~ 1 ·en dnnde se n lmacenan 

t·o s· r és U ·1 t 'a 'ctcS ::~p~:r~,. s.u::.,lmP res 1 6 n. 

Lns recursos de'.so.ftwarC ·nt'ccserios son: 

l V. 3 DI SEJ';[J. 

·e: l.~ t. ~-~·~/ri-i:; ;·:~. ~::t~:~:: \~ 1~ - ( \11 r t ua 1 fv'Pmn r v Sy s t crr} • 

LenquaJ"i d'c. comandos de VA'<, OCL (Di q 1ta1 Ccmnnnd 

Liil1quag~ l. 
Software de Ja terminal VT 100. 

El sistema se pro~rar!'ó en lenguaje FCRTR.AN 77, pero 

pora su orcraci6n si." utiliza el codina cjecut;ible 

qencrado par lrt corr.pil<Jción y tina del pro9r;:ima. 

La fasC' c:e diseño se desorralló cstablrcicndo los elemento5 y la 

entructurn orneral del reporte ciue el sistrma proporcionn (IV.3.1). 

La cr.tructura 9cnernl del si~tem<J r.stn contenida en el inciso 

(JV.3.2.l.)¡ el di111'!rmrn1 r:onr:~r.tunl drl :;islC'rn.J :.e desnrrollt'i con 

In técnir.ri dr 1.1 hurbuj~ (IV.3.2.2) y la descripción rfr procesos 

se dclalln f"f'rdinnte rliarir;im¡-¡!; rl~scrndr.nlcs (IV.3.2.3). 

- (,J 



Por Olti.mo ·se hace una dlfinicion dl' tas entr~das al sist~ma 1 I::; 

val idacion ·de. ia ·.· .. in··f'~rrneCiO.n reQl!ltradri por el usuario y los men

s,ajes de ~rrcir (¡v.'3;3.). 

, ... ::,: . ~<.: ·.~ .:: 
lV.3.1 DEF-1N1C!CN DE SALIDAS • 

. A, cont!.nuación se presenta el diseño de impresh'tn de ¡, snlido del 

sistema computarizado, FlQRA 4.3.1 (n) - (o). 
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1 V • 3 • 2 E 5 THU:T\.RA DE PRCX::E 505 • 

A continuación se muestran los Cigramas general conceptual y des

cendente del sistema, 

IV.3.2.1 Diagrama qeneral del >isterna. 

En la FIO....RA 4.3.2 se muestra el diEigroma general del sistema, en 

el cual se basó el di seña. Como se puede apreciar, consta de un 

solo módulo prin.cipal el cual contiene la definición y manejo de 

pantallas, ::Jsf como los módulos ele cálculo necesarios para la ob

tención de rcsllltados. Los resultados se muestran en pantalla con 

la opción de ser Impresos (función qur. se realiza !TlCd\antc un 

lanzador). 
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IV.J.2.2. Diagrama conceptual del sistema. 

El diagrama conceptual drl si!;tema se hizo ;:i trav6s del 1rétoc!o de 

lo burbuja, el cual nos muestra lRs diver~as cntr:idn~ y salidas 

de todas las fases del sistema (F!LU'A 4.3.3). 
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tV.J.2·,3 Oianrame ··descendentr·-rr.lo--si:::iterr2. 

. -

jerárquica bajo 1.a cual;se_Jlsóñ6 ~I siste;,,"· 

Los las ~iquicntes ~~~cio-

ne5 principalPs~ 

SELll';F, de l 5 i ~ t r.ma y ~: 1. -

6pcl"~r:l"de. r¡ue_ se proporcione inforinnclón r;prieral 

éi~·¡ p_aquere-, __ se- inicie la petición de datoc; o se 

t-~·~·m_i.nc ,,-~ scS l 6n. 

ICRAL. Proporciono información nencrol di:I rrnr¡tH':,~. 

GRAPOL. Pide qrado y coeficientes de lo:; polinorriio~ 0 1.1c 

forman la función Trllnsfcrencia del sist~:-r.:J 

discretizor. 

MEJv\ALI.. Sol ici tri JA selección de 111 aproxlmnr.i611 de in!..!::_ 

qración numéricn n nt 11 i7rir, rJ'lf corii:> lr::i car.fi-

q11ración clrl sislerra. 

lNv!ACE. Proporriona l::i representación qri'iflca de la cor:-

figuración dr.l sistema sclccclonnrla: lloll<t oLil'..'!:_ 

ta f"vlalla ccrrad::i, snllcitan~" nJ VRlor de l:i 

rctroalinier.t:ición en rl r.a:.n 1!P ·'/;tlJ:i ~rorrr1r1~·. 

Elf'.P[~. Pide los dalos de la ncf1ol rJF:' nntrndn ni ~isl(-rr.a 
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SEi.PRO • usuario 

PROCESO. ~,los opciones se-

GENEJ:!T • 'Genera el ve-ctor de datos de la aeñol de entrada 

R! -3ÍSft?~PB cfisCrPtizndo, 

REC:ADEL. Gener;i ln ecuac16n r.n c1ifercncias mediarite la 

nproximoti6n rf""-t., ... ,.,,,,,r hnr.la aóelente, la eva-

lúa, cCite tos res1iltar~os en ptl'ntalla y los ni .. 

~11 vr¿ en l1n nrchlvo tempot:il para :i.11 

no~lble imrresi6n. 

H.F:r..ATP.A. Ccnern iil ecuncifin rn Ciíerencias mediante la 

tlproxlmnci6n rectnn011l:a hacia atrás, Jo e'v'alUa, 

P.'1itri lo!i rf':.oltn<in"l r>n p;¡r-,tnlla y los aJmacenfl 

:'! 511 vez t.'P un nrc:dvo tf)mpornl pnrn su posible 

imptrsión. 

.. 7'!.. 



TRAP Genera le cc-i!~ción en difer_encias·.medi~nte lo 

Odit'a los 

,·, ·-:·".·... . 
int.ro¿uc'tendo '.-"el'··~"'t6r de la rctronli•T'crt;o,-:-l"'r-, 
.. :-->- ., . 

eri -:-e1···cfaso-dc'~··ai'·L~ cérrat!a. 

nerales del usuario ~ lns c1pcion~n ~~lrccinnn-

das. (Este archivo se corT'plC"f'l11:•nt :i. i:-nn los l~~1t.;:; 

dP los resultado~ obtenido!: pnr;i 511 pnsii1(r:? ¡.,,_ 

prenlón). 

TlTLLO. Edita los t(tulo~ estondnr utilizncins en to1!ílr. 

In~ panlrdlns. 
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1 TRABAJO 
DISCRETIZACION DE 

DISENO DE 

DE TESIS 
SISTEMAS CONTINUOS 
DIAGRAMAS 

SISTE .. A ....... , .... _ F ['"'ººEDIAGRAMA ____ ----- --:rlSE•ADO-POR l 
.~ .. ~ oeStAVlt10ÑE:S. 

OSCTES 1 
ARCHTEM 

SELINF MEMALL 

GfNLNI 

1 oq.t.L t NM-'CE 

MACLR 

GRAPOL ETNRES 

-B 
AíCAOEL 

REt:ATRA 

B TRAP 
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IV. 3 •. 3 OEF INICl('N DE ENTPft!),;\S •. 

La 

ti 

E.s 

de. 

que dr.sea pro-

1·a_ información rieccsa

sl stema (la val ldación 

-cñ--Cl p_rocé·so ·lntcractlvo es lnniediatn}. 

c) Las pantallas tienen las slouientes cnrocterrsticac:: 

~!!~2~!-E.!.~~~9.!.2~:!· Dotas que proporciona nutomá-

tlcament!':' el st-;t,..!'TI:--., ~; ... ,..1111i,.,-: puP.rfen sr:or 

modiflcnclos por el usuario. 

~!!f!]22E._!:!_g,_e.!.2!.!:.:I.!.!!~~· Dnto!> proporcionndos por el 

us11ario y ric5plcqador. con vidf'n inverso. 

§.!:.f!Q!_!!.~rl!_!.l::~· For1nn en q11c el 3islema solicita 

los dato~ y pide corrección rje errores. 

!~~!.~E.· 1nforrnaclt'ln f'111C descrihe IR pantalla 

( t r tu 1 º'. función dr. l!l p<lntnllA 1 f~r.ha, Etc.). 

Los dalo!i generales, así como los mensajes de 

error arHirecen siempre en la misma posición den

tro de la pnntollA. 

• 7S 



d) Ya que la valldn~lón c5 en forma inmediata, cuando se 

comete un error en aln1ín campo, el sistema lo marca 

y eml te el rrien!lnje de error correspondiente. 

lV.3.3.l Dlaqrama relacional de pantallas. 

A canllnunclón se muestra la rrlaclón existente er1trc las panta

llas por medio de un dlaqrama jerárquir.o (Fla.RA 4.3.5). 

- 76 



tli -- SISTUIA.. -

ero 

ln\cio 

TRABAJO 
DISCRETIZACION DE 

DISEfiiO DE 

DE TESIS 
SISTEMAS CONTINUOS 
DIAGRAMAS 

TIPO OE. OIAGRAMA 



IV.J.3.2 DEFINICICN DE PANTALLA~. 

En la F!Cl.RA 4.3.6 (a) - (r) se hor.P una discrlpclón de las oanta

IJgq 011e despliega el sistema. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 

tJ.~.A.M. r11,;cyrT171\C"lrN 11r s1srn.V1S crNTIN.n~ 
!)SC 

Fl!FNVENIOO 

nr SC""PFT! ZAr!rN nr: sr STC:Ml\S (l°l'JT lf\lOS 

PIT·: "'rnr n 0F 1 i ; llPPDX l IVAr r rNr: s : 

RFCTl'Nílll/1\ HACIA AflfLJINTE 

1<rrTA1'-.rllUI'{ J·IAr!A llTl'AS 

Tl'·ll'i" í11JIY 1 

nr•;r" lf\.TrT'J-.·~'\Cl·N PA!-.Jt J\ nn í1Art11 TI (!J/r!) ? 

en 
F=="""" 
$~ 

'.::>"' 

c:,;i 

rr. -,.,.., 
-~.~ 

?;'.~Vi 

~ 
e·:~ 

ti 
t'.:..~ 
c.r:c. :..-i _, ¡;;a 
li""'l l":l'l 
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• TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS , ___ ,,_ -SllT(llllA 

ISCRrTIZAClrN nE SISTFMllS 

l)!SffirTIZACILN nr SISTrll!AS fYNl IN.ns 

FbFP1f?t17J.ó ~.fiTN Á~~fic l'·'r~ 5 J:[ r~,: 1 'l?:/T ~,N8~~' ~7R'~~f 
s 1 STFMllS ni smETOS 1:~· LAS M<\TFR IAS C"lNTHClL n1r.1 TA\I y N-'11 
Ll s l S DE 51 STE'l\.1115 DI smrros r-ur SE ll\.'PARTFN [N LA r 11n 'I = 
TAO nr l~FNJE'RIA DE LA ll.N.A.r.; •• 

EL nRJETIVn DE FSTF PAQJETE ([)SCl. ¡·5 LA ni SITTTI //l("líl'' 
DE SIST!:r-·As rt:NTIN.DS m~ tvFOIO oc INTE~CION N.M'i<Jrll, 
PARTIFN.X> nE LA FlN:lí1'l TPJ\NSFFREN:IA DEL SISTFllM ;\ nVi
CRFTIZAR. 

rnN RASE r'; 1 A Flf'CICN TI~SFffifl'.C:l/I Pru1f'CT'.C[l~IA[)A y -
Cl(í(TrlS nATOS CD\'.PLEM"NTAR!OS, rL í'AQJrff íl!SíRrTl//I LA 
S[NAL Pm l\.l"nIO nr LOS 5 IC1JIFNTLS lv'ETCfXJS: 

nrrTl\l\nJl.AR Hl\rlA AOFl.IV.JTr 
nErTAN'.1.JLAn ~~r111 ATrAS 
TnAf'C70IOAL 

r=~lTIN.JAr. r= REINICIAR 

t-_;S-E~C~NE--; FlflRA 4.3.6 (h) \ 



g .... _ ........ -
~l::OTt:lilA 

DI SG<ET 1 Z.O:"lr:N 

TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 

l'AllllTAllA 

Í)J smrTI /¡.'\["'(CJ\J nr· !ilSTffvY\!i ITNTJMn'.; 

sr nRTirN'- LA rClJACJr:N rN nIFEnf!\1""'1;\S y f'()SffRllT~MfNlf" 
SF RESUEL\'r-rN Fll'rlr:N nn TIPO ll[ fNTRADA (f'\J._S(l, rsCA
UN, RMvf'A, rTr). 

EL (l!SEI:.() nEl PAnutTL.: ~.e CRlt::NTn {\ í'ROf'CPllCNAR /\!. lJSllA
RIO FACILlnAr-s TANTO í'Al'VI LA JNTRCTICT:ICN DE DATOS fThn 
P/\R/\ Sil llrLRl\~IO'·l UTILIZMlXJSF- l.NI-\ Srt'IF nr M'N'S rx-rnr 
SF- l~OICNI LAC. í'flSIRLF~ ílrlJCN::. y rN su CAso .... Lns fvTNSA 
JES PERTl~lENTl-s l'FL FRRI .... FN o.ir •;r ll\llRRlll (lll'NXJ SI'.' 
PRf1NTCCl~n ¡-¡_ r11\Tn i-ru-·n·rAfvENTF. ¡-,¡- rSTA fCTivlA rt lJSIJA
Rlll rs fTl'Jl.r!fX-1 fN rrH-iA 51-Nrfl_U\ ,-N TIT1A LA SFS!CN. 

Lns r•ATOS 111[ ~;¡·VAN srx_!CITilf'rO 1\ tn 1.1\Rm nr Lf, srsl~I 
PlfEOES CTN.TFRLO~ íTNSl~.TANnO F:I. f>,\l!NJAL riF Oí'l-P.Ar!nN nn. 
S!STCMI\. ¡-¡_ HFll•JIC!ll nr LA SfS!íl>I Pllrnr- 1-1<\rfRC.I ITSDr 
rtJAt FJJIFT~ MN.r r.rn~nmm v 1r1v11~111 nrc,nr- r r MNJ 
rn1~nm1. 

r-ITl'!T l~lllV~ 
r~ nr1r-.!1r1N 



u ~. --= .... 
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1501.ETIZACICN OC 

TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 

lJ,N.A.M. r>!SffiET!ZAClíl\I flE SISTrMAS ríl'JT!NOS 
[)5(' 

P R O P O R C' 1 O N E 

r.RACXl DE Q(S) (N.1'ERAIXR DF LA F. T.) 

VALCR DE SlJ CTJff !C'IENTF A( i) ? 

r,\c. ne rt-r:. 
AA.tvM.m 

rPJ\íD oc r>C s J (f)[l'Cf\~INAíl"R nr LA r. T.) ? 

VALm nr su mrr ll~IENTI- ne i) ? : 

F 

t._BSERVACIONES: \ 
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TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 

ll.N.A.1.1. n1smCT!ZAClíN l'F 51STl-VJ\~ [TJ\IT!N..05 
nsc 

SFl.ITCJrNE LA (T'Nr IURJl.CJ(N nrL SISTri'\I\ 

1. 1'1".LLA M rnnA 

2. ML\LLA CFl~AO/\ 

3. A'..11;.\S CTl\Jr IG.R.ACJl:J'.r!j 

rAc. nr r~r:. 

l\J\.M-'.m 
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ArvPL 1 no ? 
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.. TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS 

'M.o::~ 

llSTI .. ,, 
ISCRETIZACIC""N nr SISTE"Ml\S 

f'ISn{rTl/ACICN nr 51STrMAS CXNTINJJS 

TI ro nE FNTRAf'A : íW"1'A 

AM'LITlO ? 

PENJIENTE ? 

F 

1 

Í°°SER-;;_~I~~ FIC1..RA 4.3.6 (1) \ 
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~!Sf[W.I. P.1.Mt.1.LLA 

l SCYETI z, .r 1 n-J 

fil srnrr I 7ACIO''J rir- ~ T:, f[N\l\5 'TNT 11\l fJS 

PROPORCJONF 

ASlíNl\TlRA. 

PPITESffi. 

l\LlJvl\O. 

r;RLJPn • 

1.os 011Tns Sri': a::nRrr1ns (S/',ll 

Í°ª-;~~VACIONES: r In P.I\ 4. >. 6 ( r) \ 
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IV.J.3.3 -CrltPrlos de validación, 

La val ldact6n de la información registrada por el usuario, se lle

vó a cabo haciendo uso de las fcn·i lidndes que tiene Fortran 7.7 pa

ra manejo de pantallas. Las validnciones fueron de lanqitud y tipo. 

En la FICLRA 4.3.7 (a) - (d) se muestran los criterios de vali

dación. 
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CRITEf{ltlS DE VAL!DACION 

Vf'«IPl:i.l: J 
NJ>~·Ts:ffi:JTIN<>. 

INTER-D 

T!l\ID-EXll.l'l'IT \'AL 11"\l'CJ(N 1 t.&!'AJES rx tltt.h' t'l:.un I' rrtU7.1CICJ>J 1::a. -~m 
Ri'CICN V11 m j !LIRJTIN'\ 

\4< IN-.l'CE 

ICN..M IO<tKL 

Ia:&l CPJIFU. 

-
A(I) CPJ'.fil 
l:O. l 

B( 1) 1 CPNll.. 
1:0,llIB 

(EN P.CNf PLIA) 

IT EL ~l'lSR n- 1<: 

1 CRi'lU fI (:l (Z) ;~tM:P,o{Il 
LELAF.T.) ?: 

-
<"PtDJ CE P (Z) (CfNJ>.llN'.\ 
!IBITLAF.T.) ?: 

Vl'UP lT 9-J m l' !CIENTE 
A( 1) ?: 

VPl..JJ( IT 9.J an IClfNfE 
8(1) ?: 

fTJl\G~l TIF!T fViDRI 

F9.41N~1. 1 TIJl A'.IPTA "f",0 lt-; 1 (•) 
A 1 W-1.IR PEPL M'l'RR cu: 

aro P~ LA l"QH)'IL 1 
MNfl'ClrN. 

F9.4 I N"1. 1 N1 ES ffClíl'! "F" ~!l (•) 

A 1 [STA IN Pl'i'm 
(O rPA.Tl 99) 

F9.4 I; l I·'· 1 NJ [~ rR::ICN "F" NI (') 
11 i ESTA fN Rl't-ffi 

(O CTWJJ 99) 

i) s1 10--i1..-,,o, miro e 
Fº.4 j ru.,. 1 EL Tl'R--1. IN:EP .t-0 ni (.) 

¡> F 9l!mD. 
2) <f!Sl XTPTA "F", n 
VD!. .rrPL PNIJ\ fl rru 

F9.4 1 NJ>.I. 1 ~an ACEPTA "F",í' VllLJ (•) 
A F PFJll f'l'flJ\ ll. CTU • 

1 1 _ L __ _J _ _____ _l 

DI HEO.:ICN'D'I 

1 N.M. , crwu_ 
1 SO. IN' 

1 N M. , CFJlm. 
r S':L IN' 

1 
N t..1. 1 cnPl7{l_ 
F ~IN' 

1 NM., CPJlFO. 
r 9:1.IN 

1 

M.M., E1N1ES 
F !Il.IN' 

1 

1 CBSERVPCil)'FS: La vnlidación L-le V8ri:-1ble:, se f'fectúi1 en la$ :,11brutint1s que leen datos, obtcnienclose uno que es válido 
pnrn r:ontinu'1r In 5t1brntína o ¡iarn hifurcar., In r¡ue r.orresponda. 

1 

1 

1 

l t-mA: (*). - Posicionar el cur5or pnrn que se teclef' nuev::rrentr el dato. 1 
F!ClFIJ\ 4. J.7 (b) 
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CRITr-RIOS 11r- VALIDArJl1N 

VMINll 1 fl TW1 FXllTNJ vN_lf1CCll.N · 1rvi:1<!5AJEs rr ETfD~ 
l~ClVtPE 1 !i:ffürTl'i\ 
1 J~ITUN) 

O l~I 1 ETI\RES 

ILESI' 1 CTl'-RES 

' . Ft'1J ffiP.ES 

tlvfl.I 1 ETl'PES 

FE'[)! 1 ElMES 

(IN P/lNTi'llJ\) 1 f_CN;. 1 Tll-D i VPUR 1 
---- - - - - --· =======e=·- - - - :::""-: = . -: '°" ~ :::-: 

1 SELLO::ICNC EL Tlm ff 

1 
1 

1 't"'·' 
LA fNTR.L'D"I NJ rrn~s-

ENTPPO'>.: 4,5 F!NT A NIM1.N'- rrn 
'lJ ( FCJ°'I ? : 

A f-

J r:ESRAZ.:MIFNn l FN l 1 ~LM. r,c¡_o /CTPTA "F", rl ll·I 
Tl8'FO 7 : VPLfR ENfEFO 

1 A 

¡::('~fl ?: ') F9.4 ~u.1, 9]_0 IXIPTA "F " , rl l N 
A F Vl\LfR ffPL 

1 tt.fLlllD ?: 1 <) 1 F9.'• ~Uv:. 50D llCEPTA "F", O l N 
A F VALm íiEJlL 

1 A']\IJI ENTE ? : 

1 

') 

1 F~J• 1~M. 1 SC10 PCE'TA ''F", O lN 
1 VAfH FB'L 

1 1 

RITü~fCTZ!Dl'N a: 
PJlClrN Vl\UR 1 9.lHJT I~ 

DIREJII(NCO>. 

( ') J ,2,JJ l::Ti'-11ES 
4, 5 

F 'Il IN' 

(•) ~LM. [IJ'l1E5 
r TLIN' 

(•) NM. LlN<ES 
F 'ELIN' 

(') Nt.I. ETN<ES 
F !l:LIN' 

( ') 

1 
NM., ON'ES 
r ~llN' 

1 CBSERVACICJ\ES:. La v;ilidaci6n de v:iri.ables ~;e cfectija f"n l:Js ~ubrutinas r¡ue leen d3tos, nhteniendose uno que es válido 
1 para continuar la 011brulina o para bifurcar a la q11r corresponda. 

tl'OTA: (•). - P_o~cionnr el cursor ~nra gue se tC'r.lec nuevarente el dato. 
F!Cl.R/14.l.7 (r) 

- !fll -



CPITERIOS DE VALIOACION 

1-- jjllll'U 1-- lllllil ;>.m'NJ ~~l;I d fVEl'SJ\Jr';T.Ct:RTf': HEQFE UflL!ZICICNTIT LA•l-U 
NMrr !1 IH !Tlf\A PJ'ClfN VAi m 9._fHJTll\A 

11'.'IUNJ (8~ PJ'Nf1~ IJ\) LCN":. rnn VAi m DIRITCICN>U\ 
::;;::;:=::::::::::::"": ="'==----::;::::;··:-:====-=-- - -.:::::=:::;::::;:;;::;-::;:-::::o======:::=-==-"=:;::;-:-;."':::"::-:::::-===========-::-===-::;:-:,,,:;::,-:::;:; ' ·-: ==========::::=::==== 

FREC ElN<l:S 

FERIO) Ell'F.LS 

FR!IlJcl'CIA ? : 

íffil= IT M ESlPffi 
(T) ?: 

F9.4 li-LM. 1 s:Ln KFJ>rn "F", Ot~lf (•) 
A F Vl\UR HEPL 

F9.4 1 í•lhl. 1 s:lfl l'QJ>T;; "F", () 1 ~rl (•) 
A F Vl'UP HEPL 1\1'\'lffi Cli 

u.o 
1-----+----t- -+---+--! 

N_MSS EJN.TS ~lViHJ IT MESJf'.AS ?: 14 
A 

tll.!. 1 Sln l'(JJ"T;; "F", O 1 (•) 
ENTHD f,t;\U< ll.r rnn 
Y hfrff( ll..E 2ll00 

N J\ 1. 1 E!NlES 
SEL.IN' 

'l/.1.1 ETN'ES 
F SfL!N' 

'~ 1\1.1 ETN·:E:S 
1 9::1 IN" 

CRIN !D ffi) fTHf!NA? 
'U ffCllN ?: 

A r· ,F 1 f'f:Sl1 ESTA l~.V!'LJ[ll\ 1 (') r· 1 Slffil, ll:l:NJ:Í' 
F SEL.IN. 

--+- ---.t---

CRIN ll:TI-!fl fJ.'.\TiiS CTFPFrll1:i: ~ A '~,N f'CHrSTA INJAL!íll\ (•) 
~: 

FffIT:,o 
SELl~U 

_ ___L __ J____._~.__~~~~-'-~-4--~'--~~--I 

ICBSERVPCJQ,.FS: La v;iJjcJ;ición rlr. Vtlriublcs :;e efPC'lú:i en los sn!Jrutina~ (jUI'! leen doto:;, oblenir.ndose uno que es válido 
p:lr:l rnntinunr la s1órutinn o par:i bifurc.Jr '1 in que corrcnpnnda. 

1 
lf\OTA: (•). - Po:.>icionar el cursor p;Jra que se trrlce nuev;ru•nte el dalo:. 

HlPA 4.3.7 (d) 
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1 V. 4 D 1 SEr\o DET AU.i1LO. 

Se tomaron en cuenta las si~ulentes consideraciones para llevar 

a cebo una proqrRmación óptima y funcional. [')actas las caracterís

ticas del sistema, su desarrollo fué orientado a un solo programa. 

e) Una subrutina deberá efectunr l1na función específ icn 

dentro del proqrama. Esto es, la estructura del pro

grama deberá ser modular, considerando cada subruti

na como un módulo. 

'b) Se debe codificar una sola instrucción por linea. si 

una instrucción oharca mas de una 1 inca, \cis 1 incas 

restantes deberán ser ldentades de manera que el có

diqo sea claro. 

e) t_a -vnl idación comolr.mentnria deberá marct1r los cam

pos erróneos. 

d) Las pantnllas deberán tener dcfinidoo los siQt1ientc9 

atributos rara los campos rrnr. uli 1 izn el usunrio con 

el fin 1le propnrcionnr dulas ni ~istemn: 

Video inverso. 

Sciial anrlitivo. 

t-lo proteq idos. 

y loG 1r.ensajc~ rlc r.rror r.on lo!'i si11uientcs atributos 

Video inverso. 

Seña 1 aurli ti. va 

Protegidos • 
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1 V • 4 • l. DESCfü PC 1 O\J DE i'o:::uúis. 
- ... ';;: •,"-. . ~ . '. . . 

La des~rlpciÓn d~ .,,-6~~¡~; Cs11b~utinns), - ·--·· . - _,,, ____ ,,,,, ·'-'" - ·-·-,·· ,· 
hecha en pseudoc6c!ioo se 

de control cmrlea~~s puc-
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!") r s c. 1~ 1 P e 1 n N l) F ''° n D l 1 L C1 .r. 

[
----------------------------------------------------------------] 
lvCOULO: OSCTES .TIPO·: .PRCOlJllv!A f'Rli'CIPAL 

'"·' n "º;-;:;;; • " ' ' '"' "" '" " "" °" • " ,,. " "::;-;:-.:; ;;;,-;:-;" 
aproxirri;icion~<;: Rrrl:i!~m1l:1r. '.1.nr;i:}, :i_dr.l:1ntr, r~c-rt;inc;u-
lar hAcia atrás y Trapczoirlnl. 

----------------------------------------------------------------

• I'<J::Jr. 

l_l.ri,'1\ A SI JBP.UTIMA SELINF 

VE A •F 11-;\l_ 

C::Sl PETlJIERE lt.'FO'J'.'.l'.Clfl<I r.ENFPAL 

LLA'v'A A SL'BPUT lt!A lr:'.f'AL 

GBJEN 

LLIV/\ A SUBRUT 11-!A t/Elv'ALL 

LLl'lv'A A 5lJBRL!T l t !A 11· PACE 

LUlMA A SUBPJ.JTJl·!JI. EThP.ES 

1-l A'v'A A Sl 18RLJTI t !A llJFNT l 

V[ A 'll•llr:'IO 

•f l~!AL 

TE~HNA PHCXR.OJv'A PP.J~CJPAL 

---------------------------·:-10~-:----------------------------



D E 5 e R l r e l o N DE MODULOS 

[
-----------------------------~----------------------------------J 
MUJLO: ~!';.!:,.!.~ TIPO: ~\:!f2f:'..\d!.!.~ 

OBJETIVO: flresontar el, Sisterrá ni ll5tHJrio rlr"inr1ole opción de 
obtener información qeneral, inicnr la petición de 
datos o termlnai la sesión. 

----------------------------------------------------------------

DESPLIEGA MEf'.ll 

l\CEPTA DATOS DE DPC!c:N 

l_Llllv'A A SUílRUT!t:A VALlDACJrl'~ 

TER/v! l NA SUBf~UT 1 f'.'A 

-----------------------------:-106-:----------------------------



DESCRIPCION DE !1iQ[lULOS 

IJF:SPL IEGA IHFCP.MACICN CE":ERAL 

SCL !CITA (lPCICI'! DE ESCAPE 

SI c:l!IERE n:f'J.'.JMAP. SF.SICN 

P.EC'RESA ,\ SUPRUT !MI\ SF.Ll~:f 

F I~! 

TEf'.MIMI\ SIJBPUTINA 

------------------------------:-101-:---------------------------



DESCP lPC!ON DE WODULOS 

r

----------------------------------------------------------------1 
ivITJJLO: Q3~i:º= T l PO: !!~§~~:!.!.~ 

OBJCTIVn: Snllcitar qradoo y cocflcientco r'c loo polinornlo• que 
formen la función de trnnsfercncin del sistema a dis 
cretlzar. -

----------------------------------------------------------------

SOLICITA C?R;l[X)S Y COEFICIENTES DE LOS POLHDv'IOS 

LLl'lv\I\ A SUBPUT l NA VAL lDAC l ON 

REGISTRA DATOS 

sn. Ir!TA OPCll)'! [1[ ESCAPF 

LLl'Jv\l\ A SUílRUTl~J\ VALIDACION 

51 OJ!EP.E TEPM!NAR SESICN .m. DAR DATOS NJEV/>/vENn: 

RECRESA A SUBRUTINA SEL 11'.'F 

FIN 

TEPlvllNA SUBRUTl~!A 

-----------------------------:-100-:----------------------------



D E 5 e R l p e l o N DE IVOOllLOS 

[

----------------------------------------------------------------j 
lvffJ,JLO: tv'Elv'ALL TIPO: SUARUT!NA · 

íJBJETIVO~-~=~~ci tar la seler.ción de la npro.~~:::~:~-nur.i~ricn 
a utilizar, nsl como la confir;urnci6r. rlcl ~istr'T';a 
a discrellz.nr. 

----------------------------------------------------------------

IJESPL !EC'.A McN.J rn: APROX!Ml\Cl\J'!ES r--Uv'ERICAS 

SOLICITA OPCICN DE APROXllv'ACICN 

REG! STP/l C"\TO 

DESPLIEGA lv'ENJ rn: CTNF !G..HAClr.NES 

SrJLICIT,\ OPC'ICN i•E CTIIFIRHAr.lfi! 

LLAr-.'A A SUBRUTINI\ VALIDAC:ln•' 

S'JLICITA OPCIO'I OE ESCAPE 

LU'NIO. A SUBRUTINA VALIDACICN 

SI Cl.JIERE TERMl"!i\R SES!CN ·ª'· DAR DATOS ~UEV.AJvnm: 

P.[Tl'[SA A Sllflf'IJTl"'A s1:urs 

F Ir--! 

TEPMINA SUBRUTINI\ 

-----------------------------~lñ9-~-----------------------------



o f s e R 1 P e 1 n N DE f.-iODULOS 

[
-------------------------.---.------------------------------------] 

MXULO: l_t:_t_:::;~\:~ . TIPO: 21!.:!~Il~ 

r:::,B,1F.TIVO: f-t'ostrnr In confinL1r<1c\ón selcccior1ac!a y pt>!'.!ir el 
VAlor tlC' la retronlimenlación rn el caso de rnall;~ 
cerrado. 

----------------------------------------------------------------

SI CCl'-'F !Ll.Y>\CIGI = lv'ALLA ;\f\IERT1\ 

í.\[SPL IEC.A PEPRESENTAC!(J'J CP.1\I' tr:A DE ~''."<LL.> AP!ERTA 

rp. ¡E~·~ 

SCll.ICITA VALCP. Df LA flETROAL!lv'loNTACICN 

LLt;.;.:, >\ SUBRUTll J.\ y,~L!DAC!CN 

REGISTRA OATO 

FW 

SOL! C 1 TA OPCICl'I DE ESCAPE 

LLl'MA A SUBRUT !NA VAL IOAClCN 

s l r.u1 ET'E TEPM!1'!AR SES ICN .Cfl .• DAR DATOS t--UEVPMoNTr 

PEfFESA A SUBl,t.ITll·'A SFl. lt-;f 

FIN 

TERlv'IMA StJRRUTlt--JA 



DESCRIPCION DE MODULOS 

[
----------------------------------------------------------------] 

MXU..O: s!t.131.':2 . TIPO: !!IJ~~!!~ 

OílJ[Tl\'O: Solicitar tipo y· dat.os rlt" la seiinl de i:-ntrada, 
vnlor del ¡H•r(odo 'y C'l_ numero (le muc'Jlras a 
obtener.· 

---------------------.:.-:.:.0.------------------'---------------------

DESPLIEGA lvE~U DE TIPOS DE ENTRADA 

SOLICITA DPCICN DE TIPO DE ENTRJIDA 

LL'*''A A SUBRUTl~!A VAL IDACIGJ 

PEGI STRA DATO 

10 DESPLIEGA "Pl..LSO" 

set lr:ITA ¡-,[Sl'L·'ZA'.'ltl'HD [Í'' TIEVPO \'PESO 

LLM-'A A SUBPUTll'lA VAL IDACICN 

VE A 60 

20 DESPLIEGA "ESCALrT'J" 

SOLICITA DESPLAZA/v'IENTO Et-1 TIElvPD Y P/VPLJTLD 

REC; 1 S TRA DA TO 

ve ;\ 1;0 

JO IJESPLICCA "PJl/vf'A" 

LUWA A SUBPUTINA VALIDAC!r:N 

HCGI SW'./\ D/\TO 

VE A 60 

-----------------------------:-¡¡¡-:----------------------------



DESCRIPCION DE /\FO D U l O S 

l
----------------------------------------------------------------J 
lva:ULO: s:!:~~.!! TIPO: !i\!Q~\!:!:!I~~ 

08JF:TIVC1: Sclicitr:ir _ripo 'y r!atos de la srñnl de nntrnda 1 

valor del perrada y el numero de murntrns a 
obtener. 

-----------------------------------------.. ---------------------

SOL! r. T TA .AM'LI Tlo Y F PEQltl\C 1 A 

llll/v'A A SUBPUT 1 ~!.A V.l\l IDAC 1 CN 

PEGISTRA DATO 

Vt A 60 

>o DESPL IErA "COSE~O" 

SOUCITA 1'1'-'PLTTLC Y FRECUEtCl¡l 

IJ_ll/v!il A SLJBPLIT 1 Ml\ VAL TDAC 1 CN 

(,O SOLICITA \'J\l(T 'XL F'f:Rlíl~O 

U.l\J',\11 A SURPUTll-lA VALIDACIO-J 

RfGI STl'A DATn 

LLl\J'.\CI A SlJBl'.l 'Ti~IA \'ALIOACllJ'.! 

RCGI STRA DATO 

SCLICITA OPCIGJ CE ESCAPr: 

HEmESA A SUBPUTl~IA S[l l~:F 

F I~! 

TEPM 1 ~ SUBf1UT 1 NA 
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DCSCRIPCI.ON D'E tv~00lll05 

l
-------~---:-,------_----'_-_-. _--_ .. -_-_-_---_ -_ ~----- -_-_· ___ ----__ -:-"_--_-'--__ ------------------------1 MXU.O: 2.s!oi;'.~Q · - .- TIPO: 2\:!I_:!~\d!.!.~ 

fJBJETlVO: fv'ostrar al·-usuario:n-oS-... datos ouc proporcionó par;i 

su verif!Cacl~ri,~;\' -

--------------------~~~-~~~~-~'~.;,:..::.~: ______________ -----------------
---------------------------------------------------------------. . -·. 

DESPLIEC'.ATABLADE DATOS_PROPCPC!Cl\!ACOS PCR EL l!SUAAIO 

SOLICITA OPCIC'l\I DE VCRIFICACICN DE DATOS 

l_L/llv\ll A SUBPUT!f'-~ VAL!DAC!CN 

SI DATOS lf\CCRRECTOS 

RElnESA A SUBHUT l"\ll. SCLINF 

FIN 

TER/-.'INA SUBHUTINA 

- 113 -



D E s e R 1 p e 1 o ~I D E tv!ODULOS 

-------------------~-----~~-~~----------------------------------

SOLICITA DATOS GENERALES DEL USUARIO 

SOLICITA OPCICN DE VERIF ICAClrN DE DATOS 

LLl'lv\l\ A SUBRUTINA VALIDACl~I 

S 1 DATOS lt-CCF.RECTC1S 

SOL IC 1 TA N.JEVP/VENTE LOS DATOS 

TE''M 1 ~!A SUBRUT 1 NA 

---- --------------------------::- -¡¡¡;-:--------------- -------------



DESCRIPCION DE MODULOS 

r

----------------------------------------------------------------J 
MT'l !LO: ~~1=.!.12~.!.~ .· .. TIPO: ~'=!!.'!f31:!!.!.~ 

nRJrTIVO: (fPctuor la validación y, reC11neraci6n de Prrores. 

--------------------------~~------~~------~---------------------

VALIDA DATO DE OPCION 

SI DATO l~CG'RECTO 

DESPUTJ\R h'ENSAJE DE EP.RO>. crP.RESPCl'DI ENTE 

SOLICI qf! M.JEVl'M:NTE EL DATO 

FIN 

TEPJ;'.J ~!A SU!JHL'T 1 ¡,:,; 

-----------------------------:-115-:----------------------------



D E s e R I p e 1 n N ' D ~ f/.ODULOS 

l
--------~------------------------------------------------------J 
t.a:ut.O: .t:~i;x_;:~2Q TIPO: 2!,!§Bi::!!!.~ 

or.JFTl\'O: Proct'~nr los datcu; etc ncuerdo a las opciones 
selecrlonadas por nl usltario. 

----------------------------------------------------------------

LLPlvlA A Sl JBPUT I NA GENENT 

LUWA .A. SUBRLJT l ~JA l\RO-lTCNP 

VE ,A (ID, 20, 30) DEAC1 JERCOA OONF 10."ACI rl'' 

IG VE,.\ ·:12,.14,16,18) DEAO.JEPJYlA APPOXll/AC!O'< 

12 íJESi'Llr:-v:> "P.E'CTJlJ\nlU\f' li'IC:IA i\i)[L/\f':Tc, f.~\U.'\ ;\BICF:TI'" 

LLPlv'A A SllBRLJT 1 NA RF:CllDEL 

14 DESPLllTA "PECTAM1JLAR HACIA ATRAS, l/ALLA ABIERTA " 

LL/l/v'A ;:. ',U[JP.l.!T 11"1\ f:EC/I H:1\ 

16 DESPL 1 r:r,A "TRJlf'EZOIDAL, fv'.ALL1\ ABIERTA" 

LL/11,'JI 1\ St JBRUT ltlA TP/\P 

T[p¡,:11,; ~1,p¡·1;111 )\ 

lB DESPLIEGA "LAS TRES APROX!tv\ACICN:S, fv'ALLA ABIERTA" 

IJ_Plv'A A SI IBPUTINA RfCl'DEL 

LLAVA A SLJBf'lJT!NA P.ECATP.A 

LL/l/'111 !\ SUf'l'I JTll•:i\ Tl'•\I' 

TERMINA SUBPUTINA 

20 LLPlv'A A SUBP.UT INA lv!ACl::R 

-----------------------------:-116-:----------------------------



D E 5 c R. 1 p e J CJ N D F. M O D lJ l O 5 

[
---------------------------------------------------------~-----1 - . . . . 
MXU..O: ~~s~Q •.. < .; TIPÓ: ~\._l§~ldI.!.~ 

OBJETIVO: Procesar ~Os_··~al·os ~de. acur.rclo ., l~s opciones 
seleccionadas· ~o; el usuario. 

____________ _e'-"------------------------------------

VE A ( 2 2, 24, 26, 28) DEilGJEHL"DA APRO:-. llv\C\ClrN 

22 DESPLIEC'.A "RECTAl'GJLAR fJACIA l'DELANTF., 1'-'ALLA CEP.RADA" 

Lll'lv\l\ A SUBRLITI NA RECADF.L 

TERMIMA SIJBRUTH.'.I\ 

24 r>F:SPL ffí:A "f~ECTA/'QLAP HACIA ATRAS, 1.'ALLA. CERRADA " 

lll'/v\l\ A SUBRUTINA RECATRA 

TEFMl~V\ Sl!f1PLITINA 

26 OESPLIEC.A "TRAPEZOIDAL, MllLLA CERRADA" 

LLl'lv\I\ A SUBPLITI 1 )'. TRAP 

TERMINA SlJP.RlJTJt-:A 

28 DESPLIEGA "LAS mES APROXll\'ACIO-IES, MALLA CERPADA" 

LLl'/v\l\ A SUBP.L;T 11 ~ RECADEL 

LLl'/v\l\ A SUlll'.t 11 Jr.~\ PITATP/\ 

LLl'lv'A A SUBPUTINA TP.AP 

TERMINA SLJBRUT IMA 

30 VE A (32,34,36,JB) DEAUJERDDA APROXIrMCICN 

32 OESPLIEC.A "RECTAl'nJLAP. HACIA ADFL/lt~TE, ~'ALLA llRIF.PTA" 

LLl'/v\l\ A SLJBRUT 1 NA RECADEL 

DESPLIEr;A "RECTN-0.JLAR HACIA AOCLNlTL, l~ALLA CEPPNlA" 

LLl'/v\l\ A SUBRUTINA Ml\CER 

-----------------------------:-111-:----------------------------



D F. s e R 1 p e 1 o N DE IV'ODULOS 

r
----------------------------------------------~----------------1 
MUJLO: ~f3Q:;§;~Q TI PO: ~l¿~f3U_I!~ 

OBJETIVO: Procesar los ·~.a.tris-_ CJé'.~lc~'erd.o a las opcionc!; 
seleccionadas 'por ·:e~ _Us'uarl_o. 

------------------------~~--------------------------------------

LLAIVA A Sl !E1RUT INA REt:NlEL 

TERMINA SUBPUTINA 

34 DESPLIEGA "RECTAl'OJLAR 1-\l\CIA ATRAS, IV'ALLA ABIERTA " 

LL,Ol\,\l\ f\ suer.unNA RECATRA -

DESPLIEGA "RECTN--OJLAP. HACIA A TRAS 1 MALLA CERR;IDA" 

l.L,Oll,'A A SUPRUTll-:J; ~,-,_~CEP. 

LLMvlt\ " 5UBRLJTINA RECATRA 

36 DESPLIEGA "TRAPEZOID,\L, MALLA A[J IJ:P.TA" 

Ll.Nv'A '' Cl IPPLITI f'.IA TRAP 

DESPLIEGA "TRAPEZOIDAL "MALLA CERRADA" 

1.1.N-'A 1\ SlJflPIJT!~~ J•.'NTI' 

Ll,Oll,\l\ A SUBRUT H-:A TRAP 

TF:PMINA SIJBRUT I~~ 

3B DESPLIF:GA "LAS m.ES APROXIMACIO-IES, MALLA ABIERTA" 

LL/llYlt\ A ~l JPPl.JT 1 WI P.F:CMFI. 

LL/llY\l\ A SUBPJ . .JTI M'I RITA TRA 

LL/\1-.1'\ 1\ Sl lfll"'I JT 1 HA TRAP 

DESPLIEGA "LAS TRES APROXIMACICNES, MALLA CERRADA" 

------------------------------~-\lij-~----------------------------



DESCP!PC!n~! DE t-·~ O D LI L O S 

[
----------------------------:---.--.---.--~.--------------------------J 

MXULO: !:~~s.§Q . TIPO: .§!:!~~!:!!.!.~ 

OP.JETIVn: Procr.!:iilr lor. datos rir ílc11rréo n l~s opcionc5 
!;e(cccionada!i por el 11r.11arlo. 

----------------------------------------------------------------

U_l>M\ ;\ Sl IRPl JT 1 NA 1'1'\CEH 

LJ_P/•I'\ A Sl !BRUT !NA RECllJJEL 

LLAWI A SLJBRUTI~'.'\ RECATPA 

U.~. Y\ ,..\ St l!Jf 'L!T lt !A TPAP 

-------------~~------------:-119-:----------------------------



D E 5 e P. 1 r r. 1 11 J.J n E Jv'ODULOS 

l
----------------------------------------------------------------J 

M:'a..1LO: !:3S~~~! TIPO: ~!3\J!l~ 

rRJETf\'(1: Lt'nrrar rl vector rll' datos Ct" la señal de ertrfll'n 
di? acuerdo al tipo de esta. 

======:=============:::::===·==~=============::::::::::::::::::: 

VE A (lO,ZO,J0;40,50) DEAQJER['Q A Tlí'O DE ENTRJIJJA 

10 CEi'!ERA \'ECTCB U DE EtlTRAC'A PAPA Pl!LSD 

TEP1'!1f'IA Sl 'f1fcUT !NA 

20 GEt;ERA \'ECTO-' t J DE HITRAPA PARA ESr.AISf'.: 

30 GF:~'EPA \'ECTCP Li OE ENTRJ\flA PAPA PPJvPA 

40 C:C~'ERA VECTr"P '' n> ENTRADA PARA SEl\O 

50 GENEPA VECTCP iJ DE f'NTflAOA PARA CXJSE"O 

Tf:P/vl l NA Sl.JllRUT 1 NI\ 

-----------------------------:-r2a-:------------------------ ··---



orscR 1rc1nN OE MODULOS 

l

----------------·------------------------------------------------1 
MTULO: ~~Q:!:!~ TIPO: 2~§f!!:!.!.~ 

fJRJF.TtVO: Inicial izar tln nrchivo temporal con los rlatos oP.ne
rolcs del l1suorio (este nrchivo se cnmplem~nta con 
los datos de los resultAdos obtenidos). 

----------------------------------------------------------------

ESCRIBE DATOS GENEPALE5 DEL USUARIO 

ESCRIBE TABLA DE DATOS Y OPCICNES DEL USUARIO 

TEf?Jv'.INA SUBílUTIHO. 
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DESrPIPC ION DE MODULOS 

[-~:~:.~~~:~~:~~-:~-:~~~~-:~~~-~:~~::~~~~~~~~!~~-~:~-------] polinomios r¡uro forman l~ funrlón d~ transferen 
cia en el caso de malla cerrado. -

----------------------------------------------------------------

.". VECTCR l'.:\JE c:x:NTIEl'IE LOS COEFICIENTES DEL POLIN:MIO 

DEL N .. NERNXR DE LA F • T. 

íl \'ECTCR r;uE a:t-IT!Et'-E LOS COEFICIENTES DEL PO...lf'0,110 

DEL f'JEl·Ov1INl\f:CP. DE LA F. T. 

'·' \'[rTcP ALJXIL !AR DE CALO .• ln 

DESDE 1 =0 f-'ASTA rRA!Xl ra... DEL f'UvERA!XP. PASO l 

•1(¡) ( ...... i>(I) • PETPOALllV"ENTAr.lrt-1 

F 11''. 

K 1 ( - - - ffiACXJ DEL POL • DEL DE1'0v11 NAD'Jl 

r:>ESOE 1 :C'P,AIXJ DEL POL. OFl. ~Llv'CRAl:YY f-'ASrn n PASO -1 

fl(Vl) <--- R(l<J) + 1,•( 1) 

VI .<--- l<l-1 

FIN 

Tr-:f'J/IWI SUBRUT ll•IA 

-----------------------------:-122-:----------------------------



D E s e R .1 I' e 1 o N D [ t-1! O O l! L O S 

[

----------------------------------------------------------------J 
tva:XJLO: f!S~S~ TIPO: 2\:!!?'!\:!!.!.~ 

ORJE"TIVO:· Cencr1r la ecunci6n C'n 1fj frrr.nr.ias mediant!" la 
aproximación rt'ct<lnonlnr h<1r.i:i adeiante, cvalunrln 

-----------~=~~~~~~=~~~~~~~;~~;L~~-l~;~~~;r::_~-:~:::::~:~:~:: __ 
----------------------g=~=~=~=~=r=~:c:r:0=~---------------------

A VECTffi (;\JE ITl'!TIEi'.'E LOS CC:EF IC:IE"NTES DEL POL.l~(}.'IO 

OEL f'.Llv'ERAL--cP- rn: LA F , T , 

B VECTO>. C::UE CTl'ITIE~!E LOS 0:'EFICIEl'!TES DEL PDLIN:l\!10 

DEL OEf'Ov<lf'.!AfTP. Dt LA F.T. 

U VECTO'. DF LA r,rr:-:AL l'JE ENTRADA AL S 1 STE!v<A DI SCRET 1 ZA!XJ 

Y VFC:TrP RFSl.n.TArO \llf f'fl"Tl''M': LDS CXJEFICIENTCS ;JE LA 

EOJACICN EN DIFEREt,.CIAS 

"ALCT:R !TtvrJ DE LA EX PRE 5 1 CN ffiAL • OBTEN l DA Ef'! EL CAP. 1 1 1 " 

R(I) <--- B(I) • (PEP.lr:co •• 1) 
FIN 

DESr>F: 1 :O H'\STA CP.ACO DEL PnL. DEL ~.LJv'EP.ACCP PASO 1 

A( 1) <- - - ~( 1) • ( PER lcr:D • • (mACO OF:L POI_, OF.L f'lJvl, 

- CF!Am DEL l'(]I_. DEL DG·Ov<IJ·!AI:X:P + 1)) 
FIN 

L = O 

DESDE CPAfXl PO .• DFL OF~nAIJ·IA['CT'. 1-'ASTA íl PASC' -1 

Gl.MXJ IJFL ru_. lil'I_ llf'tO,\fr 'AJ-¡p 

DESDE 1 : J 1-11\STA O PASO -1 

CAi.O JLO !T f N l' I' 1 ill.l'S EH HAS[ AL EP.AL:O 

DEL PCL. DEL DFr'1'Jv1Ir~ 

-----------------------:-123-:----------------------------



DFSC'R!Pr!OI'< O E M O O IJ L O 5 

[

-------------------------------------.---------------------------J 
M:XXJLO: ~~~~!:: TIPO: ~~BJ:!!.!.~ 

nBJETJVO: (',f'nrr.'.!r la ccunrión f'n rlifC"rencias •redia~te> la 
nrrn'i~;ición rr-l .. lnngul;ir hacia adelante, C\'a)11;irln 
desrleqando la tnbla dr resultndos y Almacenándolos 

-----------~-~~-~~~~-~~-~~-~!E~l~~-l~~E~!~l---------------------

F I~! 

L <--- L + 

F Jr--J 

OESDE J 

K 

C(I<) <--- C(K) + EJ(L) • (FACTmlAL CAL

OJLACO • ((-1) •• J)) 

K <--- k-1 

ffiACO PO... OEL MVERAIXF. HL\STA O PASO -1 

rPAC'O DEL POL. DEL DEHJv'!NAIXP. 

OESOE l : J HASTA O PASO -1 

r:'ALOHJ OE FACTr:HIALC5 F.~I llASE Al l/',,J"Yl 

DEL PO.. , DEL l\!JvERACCTl 

f"'(V) <--· f"'W) + 1\IU • (i'AC'TCFl.'.IL \i\I.-

OJLA!XJ • • J) 

K <-·· i".-1 

F 1t: 

! <- .. 1 • 1 

FIN 

OESPL!Er.A "LA EOJAClrN EN DIFEREN:'IA ES: Y(K) = " 

DESDE l = O HASTA mNXJ OEL PU.. DEL DEf\LM!Ml\IXR PASO 

-----------------------------:-124-:----------------------------



DE5CR IPCION DE MODULOS 

r
----------------------. --. ---. ...;----.. ---,-.-. ------'----------------------~ 

M:::o.JLO: ~S~~~ TIPO: .§.1=!!!~:!!~ 

ORJETIVO: Generar la e·cuoclón- en diferc-ncias mediante la 
aproximación. recl~nnt1lnr hAciR adelante, evaluarla 
desplegando la tobl~ de' resultados y almacenándolo• 

-----------~-!~-~~~i-~~-~~-~r~~l~~-l~~e2~!l ______________ ~-----

F 11'! 

g_s~~-~-13_.l_C_~_l_Q_~ 

X<--- 0(1) / C(O) 

DESPLIEGA, X, "U(K I, 11)11 

ESCRIBE X, "U(K. - " , I, ")" Et-1 ARD-HVO 

DESDE I =: 1 HASTÁ:mAéo DEL POL. DEL DEl'O~INADOP. PASO l 

X <--.: - .C(l) / C(O) 

llVPRI!vf:,· x,··,.Y(K - " I' ")" Et-! PANTALLA y AAD-'. 

FIN 

"EVALUACICN DE LA EOJACICN El'l DIFEREt-CIAS" 

DESDE J = O HASTA ~UVERO DE MJESTRAS 

FIN 

DESDE = O 1-\l\STA (a>A!Xl POL. DEL OE~CM. -1 PASO 1 

Y(J} <--- ([)( I+l) 

(C( l+l) 

FIN 

C(O)) • U (J-1-1) -

C(O)) • Y(J-I-1) +Y (J) 

"DESPLIEC'.A Y ALMACENA LOS P.ESLJLTA!XlS" 

IMPPIIY'E TinJLOS "I", "IJ(I)", "V(I)" EN PANTALLA Y ARD-l. 

DESDE = O 1-\l\STA ~.UIERO DE M..JESTRAS 

IIYPRllv'E 1 1 IJ(I), V(I) EN PANTALLA Y ARD-lIVO 

FIN 

TERMINA SURRUTINA 

1 -~--------------------------------------------------------~----~ 
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DESCRIPCION nF rv• o n u t. n s 

[

----------------------------------------------------------------1 
IVOJJLD: ~~~IB~ TIPO: ~ld!."lBldil.~ 

OBJETIVO: Generar la ecunci6n en diferencias rnedinntr l;i 
aproximación rectnnqulnr hacia atrns, P.vulunrt~ 

-----------~~i~~:~:~~:~~~L~;~~~~~;L~;r~~~~:;~~f ~l~:::::~:: _____ _ 
º-~-~-~-B_l_~-~-l_Q_~ 

A VECTm O.JE a:NT 1 El\!E LOS COff 1e1 El\JTE s DEI_ PCL J l\(M 1 o 

DEL l\UvEPACCR DE LA F.T. 

B VECTCF. G.UE c:aiTIENF LOS mEF !CIENTES DEL POLll\0~10 

DEL DEtnv' 1 NACX"B DE LA F , T, 

u VECTm OE U\ SF~:AL DE" ENTPAf\A AL s l STEf.IA oi smn 1 ZllJX! 

Y VECTCR RESULTJIOO Q.JE CONTIENE LOS QJEF ICl[t·!TES DE LA 

C,D VECTCY.ES AUXILIARES DE CALCULO 

"ALCXFITivD DE LA CXPRESION CRAL. OBTENID,\ EN EL CAP.111" 

OESIJE 1 :O J-IASTA ffi.llDl DEL POL, OEL DEt'-Ov'll\IAIXP. PASO 1 

0(1) ( ••• 8(1) • (PEPIOJO •• 1) 

DE SOF 1 = íl 1-'J\ STA C'P ¡l!J'.l OFl. PrJI. . ílF:L N.lv'ERAfXF. PASO 

FIN 

C>.( 1) ( •••. C>.( l) • (PEf':ll1Xl •• (rnADO DEL PCt_. DEL 

nf"rMINAfXF - ffiADO DEL POL, DFL l\IJv'C 

RACOR + 1 )) 

DESDE J:O HASTA C'P.A!Xl DEL POL. DEL DEl\Dv1ll\ll'JX::R PASO 1 

DESDE 1 =0 Kl\STA (rnAfXJ DEI_ PCL. DEL 1\1..M, - J) PASO 

CALOJLO DE FACTlP.IALES 1:1\! llASf AL rnAIXJ 

DEL POL • 11EL DEl\Ov11 NAlXR 

-----------------------------:-126-:----------------------------



D E s e R 1 p e 1 o N O E MOOllLOS 

[
-----------~-----~-~-----------------------------------------J 
MDJL.O: ~~~ TIPO: !!.IJl}f3ld!!~ 

OBJETIVO: Generar la ecuación en di fi:?rrnri.1r. mrcii;intr> la 
aproximación rectangu!Ar hacia illr:ir, l"'\'<1l11nrla 

-----------~;1~~:~:~~:~~~i~;;~~~~;!~;1~~~~~;~~~2r~~::::~=~------
g_~_!!._c;:_1:LL!:_<;:_l_Q_~ 

C(J) <--- C(J) + A(I) • (F.lCTffil;\L CALOJLACO • 

CC-ll •• J)) 

FIN 

FIN 

DESDE J:O HASTA CPAJXJ DtL PClL. l.IEL H.1.'f:r!Afn' PASCl 

DESDE 1 =0 f-1/l\STA (rnADD DCL PQ. DEL ~lM. - J) PASO 

FIN 

FIN 

CALO_ll_O [)[ r ACTffi 1Al_[5 r:t' l\,\ s r ;;¡_ mACD L['... 

POL • OEL f'UVIERA!XF. 

D( J) <- -- D( J) + A( 1) ' (FP.CTCP l;\L CALO ILAITI • 

( (- l) •• J)) 

DESPLIF:GA "LA EOIAC:lrN DE DIF[RFr-Cll\ FS: Y(V.) = " 

DESDE 1 =l HASTA GRACO DEL PU.. f)[I_ t-[J,'f:PA!Xf> PASO 

X<--- D(l) / C(O) 

IMPRil"1: X, "U(K - " 1, ")" EN PANTALLA Y AACJ-1. 

FIN 

DESDE l =l HASTA GRACO DEL PO... OEL OENJvllN'\IXR PASO l 

X<--- - C(I) / C(O) 

IM'RllVE, X, "Y(I< - ", 1, ")" EN PJ\NTALLA Y ARCJ-1. 
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O [ 5 r: R 1 P C 1 O t! D E ~,ClOULClS 

[
----------------------·------------------------------------------] 

tvrroLO: f3s~I~ TIPO: ~1=!~~\:!Il~ 

OBJETIVO: r,enrrnr l.1 !'C11ar.iñn en :1ifercriri:i~ r-1t'di1r•~ In 
oproximnción reclnnqulnr hncin nlrns, f'\'nL1~r1~ 
desplegnndo la tabla de rcsult~clos y olmacenán~ 

-----------~~!~~-~-E-~-~ ~!J._!:: '2-~~ _Q !:.!::!2 l.~:;_!_ !:.r~E ~E.~! __ ------______ _ 

"EVALl!ACI°' t>l- LA F:OJACl11'1 EN i>IFERENCll\S" 

F 1~! 

í:'ESC1E 1=0 1-'ASTA (G1Ar0 prx_, f'EL !l(l\.Qv'., -1) PASn l 

Y(J) <--- (f'(I) / C(O)) •U (J-1) -

(C( l+l) ! r:( P\ \ "'J-1-1" • y (J) 

FIN 

"DESPL 1 EGA y A~'ACEMA Lns RESl.l. T AIXJS" 

I~.~PPJiv'E TITULr.c¡ "1 11
1 "U( 1 ) 11 , "Y( 1 )" D! PAllT.~LL.:. Y APtl-1. 

DESDE 1 =O f-IO.STA t-1.MO:RO DE IAJESTRAS 

ll•:PP.ll•:E 1, ll( 1), Y( 1) EN PANTALLA Y APD-llVO 

FIN 

-----------------------------:-120-:----------------------------



DESCR!PC!Or-.' D E IV O O ll L O S 

[
----------------------------------------------------------------] 
MXULO: !~~~ TIPO: 2~~\:!!!~ 

OBJETIVO: Generar Ja ecunción en difercnci;is mediante la 
aproximación trapezoidal, ~valuarla cle>spleqar.cfo 

-----------~;-~;~!~~~1~~:1~~~;~;1~:_:~:::::~=~:~::_:_~~-=:~~----

r.EL MVERA!XR IX Li'. F • T. 

B VECTCR r.tlE CXNTIENE LOS ffiEF !CIENTES DEL PO...IN'.Jv'IO 

GEL GE~Ov'INA!X1'< GE LA F.T. 

U VECTCH DF LA SE~-!AL r'E ENTHAIJA AL S 1 S TEMA. D 1 SlPET 1 ZillX• 

y vccrr:n r'E Sln_ T = o ![ n:t' ~T 1 f] .'.[ LOS mEF 1e1 ENTF: s [)[ LA 

ECUACICN fl~ lllFCRUr.IAS 

C,I) VECTCRES AlJXILIM>-<lo UC: CALlJJLll 

"ALCD'' 1 TivO DE LA F:<Pf'CS 11-,.,~ IT-'AL. OBTENIDA EN EL CAP. i; 1" 

DESIJE 1 =0 HASTA CPJ\JXJ DEL POL. IJEL nF:l'O,l[l'WXP. Pi'SO 1 

1:1( 1) <--- fl( 1) • (PERiero 1) • ( • • (Cl'•'l.Tl PQ. 

DESDE 1 =Ü HASTA CPMXJ DEL PQ. l'[L N_f,l[RA!Xfl. PASO 

A( 1) <- - A( 1) • {Pfl~IITD •• {m/llX'l nrL PCI.. DEL IJEl\Qv1. 

- CRAIXl DEL POL. DEL ~ll,. + l)) • ( 2 * * {CRA!Xl 

rn_. l'U,"[f'NXP - 1)) 

FIN 

rJ[SDE 1=0 ~!l\~ilA G~ACO PCL. DFI l)ftrMlt~'IX'f' PASO 1 

DESrJE .l=O HASTA 1 PASO l 

-----------------------------:-129-:----------------------------



D E s e R 1 p e 1 (] N DE fv' O D LI l C1 5 

l
----------------------------------------------------~-----------j 

rva::tJLO: I~E'. TIPO: .§l'~f'.i:!I!~~ 

CIAJETIVO: Generar Ja cr.unr.i6n en diferer.cias mediante la 
aproximación lrapezoici.il, evaluarla desplegnndo 
la tabla de resultados y almacr.nándolos 3 su vez, 

-----------~~-~~-~I~~l~2-!~~~2L~!~------------------------------

----------------------G=~=~=~=~=r=E=~=r=º=~---------------------
oE soc l<=D Hl\ST.> (C'RAIXI POL. DEL IJEN:l•c, -1) P-1SC 

CALCULO DE FACTO'UALES FN RASI: AL CP.AfXJ DEL 

no_. f1E'L DE~O.'l~:.O.IXR 

C(l+l<-J) <--- C(l+K-J) + B(I)• (FACTffilAL CllL 

CULAfXJ • ((-1) **I<)) 

F Ir-..! 

FIN 

FIN 

LL <--- CRACO POL. OFL DE~0"1. - ffiAIXI PQ, D'CL N..M. 

RfPl:Tll{ 

DESDE 1 :O Hl\S TA CP.Arxl PO... N_M. PAOS 1 

DESDE J:O f-ll\STA 1 PASO 1 

fJESDE K=D Hl\STA (GRACO POL. ~LM. -1) PASO 1 

C(l+K-J+LL) <--- C(J+K-J+LL) + A(I) • 

(FACTCRIAL CALOJLAIXJ • ((-l)"K)) 

FIN 

FIN 

F I~! 

ll <--- Ll-1 

Hl\STA LL=D 

-----------------------------:-130-:--------------·--------------



DESCPIPCION 11 [ fv' O 11 U L O S 

[-=~::~~:::~:-~:--~:~~:~::-~ ~-~~~:: :: ~~~~~~~,~~ t-~ - ~:-----] aproximación traprzoirlnl, r>v:JJu;ar!,1 tlr'3íJIP11nndn 

-----------~;-~;~~~~;1~~:1~~~~~;1~~-:~~:::=~=~:~::_:_:~_:::~----
----------------------º=~=~=~=~=r=~=~=r=~=s-------------- -------

DESPLIEC'JI "LA ECTJACICN [1[ fi!Frr'r~CIA ES: Y{V) = " 

OESnF 1 =1 HASTA CT'ACO DEL PCl.. DEL H.l\'EP.-lf'Cf' PAS\"' 

". <-·- f'(I) I C(O) 

IMPRIME X, "U(I< - " 1, ")"EN PAl'fTALLA Y MD-i. 

FJN 

QESDF: 1=1 1-'ASTAl"'.P.AWDfL Pf"\L~.11F.L nF.:l·nAll·!AIXF. P"-~'~ l 

X<--- ~ C{I) f C(O) 

IMPRllvE;·· .X; "\'(IC- " .. 1 ;· ")" Et• _PANTALLA Y ..:!"O-'. 

FIN 

"EVAl.UACICN [")[ LA FO !Prl(J'·I n.1 nlFl-PE•r!AS" 

DESDE J:O H!\STA ~U/ERO DE 1.-llESTPAS 

DESDE 1 =O HAST,\ {GRA!XJ l'Q. DEL DEf\0"'1, -1) PASO 1 

Y(J) <--- {D{I) I C(O)) •U (J-1-1) 

(rf r + 1) / r:ln)) ",'( .J- 1 - 1) + '{ : ] ; 
FIN 

FIN 

"OESPL lff'JI Y ALMO.CENA LOS PESULTACOS" 

l•·IPP llYl'" T 1 Tl ILns "1 " ' "U ( 1 ) " ' "Y ( 1 ) " CN PAi'ITALLA y ARD-l. 

DESDE 1 :O HASTA N • .l•'Eí<O DE MJESTRAS 

ltvr'Rllv'E 1, 1J(1), Y( 1) F~I PAl'.JTAU./\ Y AP.()-ll \'O 

FIN 

____ !i;:t:.t;:l!.~_!_¡l_!l}~.1!!.':.~- ------ --------- -- - -----------------------
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D E s e R I p \; ·' n .. N .- . D E vnnt1Los 

[-::~:'.;~::~::-;::Ni~1;:r:,:::::!~~~::-:::-----J pan tal las 1 '·c·an/rhJOrmaC.:i6n,·~enernl clr. la sesión. 

------------------------~~\L~~~iJ.lL_~-~~------------------------

OESPLECAA !NS.T 1 TLCICN, f\OV!lRE .DEL S l STEMA Y FECHA ACTUAL 

DESPLEGAP. (JPC ll.l'IES DE ESCAPE íJE LAS PANTALLAS 

-:-¡¡i-:----------------------------



!V.4. 2 DESCRIPCJCN DE VARIAílL[S 

A continuac-ión se l lstan las v;iriahles inás importantes uti 1 izadas 

en el programa, con una breve expllcncldn de su significado osi, 

como las subrutinas con que se relaciono. 
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6 '!:.=t..:;,,_,_ 
ltrr.i•11(1lllQ\.\).l•4i 

\¡f..,.au 

TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS 

CONTINUOS 

SISTEMA 
DI scnrr 1 ZACIC14 [lE 5 l STC~'l\S ffr-JT IN r:s HOJA _I_ DE __ 3 

DESCRIPCION DE VARIABLES 

rvARIABLE lr:::::-JTIPO 1 DE C 1 SUBRUTINAS CON LAS 
_ -~~-============S==R=l=P=C=l=O=N================~·:r==ª="=E==•E==R=E=L=A=C=IO=N=A===: 
CRIN i<ILFAB. 

METCCXJ fNTERA 

:VALLA G!TERA 

VI< REAL 

ENTERA 

!CDEN i:NTERA 

STR!NJ DE D.l\TOS DE ENTRADA. 

T!Pn nE APROXltv'ACICN. 

T l PCl DE CJJ'IF lrt.RAC!CN, 

VALm DE RETRDALJlvENTAC!CN. 

CRAOD [lEL PO... IN:lV!lD DEL [)E]\D,1INAfXR 

DE LA Fl .. 1'.CICN TR/\l~SFEREl'C!A, 

CFAOD DEL PCJL lN:lvl!O DEL NJVEfw:cR 

DF LA Fl.t-C!Ct-1 TRANSFEREN::IA. 
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SCL l "-'F 
lffil\L 
!MV\l\CE 
ET~RES 

SELPPJ:J 
IDENT! 

t,lJ,!>'LL 
PROCESO 

~'Ef,'llLI. 

PPCCESl' 

IN>"ACE 
PPD:::ESO 

CRAPCJL 
SEL PRO 
PRo:ESO 
Ml\CEP 
RECl\DEL 
PFCl'TRI' 
TPJ-\P 
AR.0-HEM 

CRAPCJL 
SELPRO 
ma:cso 
Ml\CER. 
RECl\DCL 
RECATRA 
TRAP 
ARD-lTEJv' 



fj 
'A.i .. 1--~.ú 

""""' 

TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS 

CONTINUOS 

SISTEMA DI 5CRETI ZACIO'>I ílF: SI STEMl\S <TNTl~lDS HOJA _2_ DE __ 3 

DESCRIPCION DE VARIABLES 

f VARIABLE 11;: =T=IP=o=!l;:I =====º=E=S=C=R=l=P=C=l=O=N========:I: ;::s:::~:::~::::::u '::T~::NA::::::E c:::Lº::c:;•:::kNA::A::I==: 

1\( 1) ~EAL 

1 =0. !CN..I' 

B( l) 1'1.EAL 

1 =0, ICIJFJ 

IDESP · NTERA 

PESO <EAL 

MvPLl f_EAL 

PENJ! REAL 

CTJEF ICIENTES DEL PCL 11'-0v•ID DEL N.lvlE
Rl\CCR DE LA FLN:ICN mANSFERENCIA. 

COEFICIENTES DEL PCl_IN:JvilD DEL DENO-

OESPLAZl'MIENTO EN T!ElvPQ, 

PESO ( S[f":l\L DE fNTRADA: f'tJLSO). 

i>M>LITlD. 

PEl'O!ENTE 
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CRAPQ 
SEL PRO 
PPlx:ESO 
Ml\CER 
RECADEL 
RECATRA 
TRAP 
ARO-lTEM 

CRAPOL 
SELPRD 
f'RCCESO 
t.'ACER 
RECJ'DEL 
RECATRA 
TRAP 
ARCHTEM 

ETNRES 
SEL PRO 
GENENT 

EThP.ES 
SEL PRO 
GENENT 

ETNRES 
SELPRO 
G~ENT 

ETNRES 
SEL PRO 
GENENT 



B •t:1~~ 
'lio.l\llfl\llit.D\A)n'"' .,,_ 

TRABAJO DE TESIS 
DISCRETIZACION DE SISTEMAS 

CONTINUOS 

SISTEMA 
DISCJlrTl7ArJ0"! OE 51STft,\i\~' n"""t~T!MOS HOJA _ 1_· DE __ J 

DESCRIPCION DE VARIABLES 

(VARIABLE lll:::T:::l:::P::::O=::!ll !=====º=E:::::S:::::C:=R:::::l:::P:::::C:=l:::O::':N'==========!I~ =·=~u=' •::""=:=~N=A=:=• 'i_;:ºA=Nc:;:lo=L~::;s=~ 
FREC ~EAL FREOJEl'.C 1 A. 

PERICO REAL PERICXXl DE lvUfSTREO. 

i'UviERO DE t,LJESTRAS A OBTENEP'" 

- 1J6 -

ETN'<ES 
SELPPO 
GEl'.'ENT 

F:Tf'RES 
SEL PRO 
CEl'.H!T 
REC'ADEL 
RFCATP.A 
Tfl;'.P 

ETN'<CS 
SEL PRO 
REC.ADEL 
P,FCATPA 
TP.AP 
ARD-ITPvl 



tV.5 111-PLEl'llENTACICN. 

Eri esta· secci·dn.·S:C 'dto'scr.ibr. la estrate9la utilizada durante la 
- - .• ' - - -.-- . - ~ o=--- ' -- -~O.;.• 

prueba·'y/}lepu'rac.lón de cada uno de las módulos y su integración 

para cumplir con los requerimientos establecidos 

El manual de operación se encuentra en el Inciso (fV.5.2) y en 

el (JV.5.3) se ~uestran los result;idos obtenido!! mediante el 

sistema computarizado. 

IV.5.1 ESTRATG-:IAS DE PRL!tBA DEL SISTO-'A CX!v'PlJTAPIZA!Xl. 

Los pasos de elaboración del modelo r1e pruebo se hicieron pen-

senda en demostrar que el sistema funcionaba correctamente, con 

la finalidad de encontrar los errores que aón pudieran existir 

pare correl)irlos r. ir afinnndo el sistem<l. 

En la reRllu1ci6n de las pruebns se slquiernn los siryuirntr.s 

l lr.c~:-"'lt-ntos: 

a) Lnn subrutino5 se probnr6n cxaJi11slivomentP y de modo i!! 

divid11nl, para tratar de detectar los posibles errores. 

h) Una vez ligado los módulos se hará un prueba Integral 

de 1 si') tC"ma. 

e) Se usarán las técnicas de caja negra y caja blanca, tr!!. 

tandn de complementar nmbas. 
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d) Durante la prueba se tendr~n los !liquientcs dntos hlen 

identificados: 

Nombre del móduln quC" se t'sta protn:1nrlo. 

Datos de entradn. 

respuesta espernllO. 

~ensajes tic error. 

Con lo nnterior se logr6 uno consistencia en todo el sistema, 

paro un mejor funcionamiento y menor rrob:ihi 1 idod de falla. 
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1 V. 5. 2 ~-i'NJAL OE CPERAC ICN 

A conlinuación ~-e· e~pJ1e,ntr.a el :~~nual ~e Operación, aue ouede 

ser ut! l.izarJO"_l:.n~É!-pen·~¡~r:'t.~m.en_te de e_sl'e trahajo, r.1 cual C("tn

tiene,_l_ris_ .if'l_dlcn_~~o.i:-_r.s_ nf.,c·e~nÍ'ias' í!ara-_el uso del si tema corT'pu

tarizado •. 



DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ J_DE ~ 

MANUAL DE OPEPAlln~. FECHA 

INDICE 

1. l~lrod11cci6n. 

2. rJb jet 1 va. 

>. Diagrarrias. 

3.1 niagrama qencrol del sistema. 

3.2 Diagrama relacional de pantallas. 

4. Funcionamiento del sistema. 

S. Llmitnclonrs. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 2 __ DE _.l2. 

MANUAL DE DEE88CIW FECHA 

1. Introducción, 

F:I pnqurlo "DISffiETIZAClrt,: DE SITE~1"\S CTNTl~LOS" (D S C ) , 

fué idearlo como un npnyo parn an61isis y sfntcsis de sistemas 

discretos, en las matrrias ''Control digital'' "Annllsls de 

Sistemas Discretos'' qu~ se imparten en In Facultad de Jnqenic-

r la dr 1 a U.N.A.lvl •• 

D S C opera a través del uso de pantallas, teniendo como cara~ 

tcr(sticas principales: 

a) Tiene un rnódulo para proporcionar Información general 

del paquete, 

b) El paquete permitr. la dlscretiznci6n de un !listema 

continuo especificado por el usuario. 

e) Los resultados son proporcionndos en formo de tabla, 

f~ci l{>r, rle nrnficflr. 

D S C Fué discnado por un alumno de la Facultad de lnqeniería 

pnra la obtención del t(tulo de Ingeniero en Computación, con 

el tcmn "DISCRET!ZACID'! 111'" SISTEMAS CXNTIN..OS PCR M'"DIO DE IN-

TECRACICN N..MERICA". 
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OISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ ·i __ O E ..2..:_ 

MANUAL tl< 0pr" Ar¡ r'f'.1, FECHA 

2, Objetivo. 

El objetivo del paquete fJ 5 e C!i la di5r.rc>tización de sis-

temas cont inuns rn formil ~ulornal i zndri, por medio de intcriración 

numérica con las t~4nicas ele nprnxirnnción Rcctagular hacia ;¡dr.-

lante, Rectangular hacia atrás y Trnpezairlnl. 



DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 4 __ o E ___!2_ 

MANUAL _ _,oJJc'----''-"'r-"'-'-r"11"'"c-'1-'-m=.' --------- FECHA 

3. DIA~S. 

A continuoci6n se rnucnlra rl ctiaqramn l]eneral del sistema 

en el Inciso ~3.l) y el diarJrama rclacionnl de pantallas en 
"'' 
--·) el inr.lso (3.2) mediante las FIOJlAS 3.1 y 3.2 rospcctiv!! 

mente. 

- 143 -



1 M.U.01-\\.JU Ut:. 1 t:.~I:::> 

DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS DE 19 i\1~ 1 

~~~ >;="="""'~~~~~~~~~~~~~~~~~n~PO~O~E~~~AG~R~A~"A~~~~~~~~~~==;~0,~5E~.~AO~O=P~O~R~~~~~~~~~~=< 
'.~.1,·.i.,·.nui }.::.J3'.A.I 

DISENO DE DIAGRAMAS 

,\1íw-i.u. 

8= 
S 1 s I e m a 

·o 1 ser et 1 za e 1 o n 
de 

s1s1cmas 

- !'44 -



fl, 
""'~~ - SISTEMA. 

1n1c io 

TRABAJO 
DISCRETIZACION DE 

DISEl\40 DE 

DE Ti::SIS 
SISTEMAS CONTINUOS 
DIAGRAMAS 

TIPO OE OIAGRA•IA 

6 DE 19 



DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 7 __ 0E~ 

MANUAL DE 012EB8CI!~ FECHA 

-
4. Fl..J\CICNNvHENTO. 

O S C hace uso de ponla 11 as en forma intcract 1 va por lo 

que el acceso al sistema será de la slquientc manera: 

a) Entrar n la euenta mediant~ la ctavr. y pnssword asign~ 

dos. 

b) Teclear el nombre oniqnada al sistema: 

ose return 

Desplegaró inmcc.Jialnmcntc la por.talla de presentación. 

E l s i s tema i n ter p r ·e t a e o r re et nme n t P. 1 a i n forma e 1 6 n p r 2. 

porcionada 1 debido e que ponicionn automáticamente el 

cursor en la poslcl6n adecuncla para qtte el usuario te-

clee la información, además despliega ésta en video 

Inverso y con señal auditiva. 

e) Procesamiento de pantallas. 

Parn 11uc el sistema rcgi:'ltrc la informacion proporcio-

nada por el ususorlo y continúe con la sesion se opri-

me In tecln return , con lo cual el sistema sollci-

ta el siguiente dato de la pantalla o cambia a la si--

guicntc. 

Una vez proporcionados todos los datos de la pantalla 

en la que se esté, el usuario no podrd reqrcsnr o las 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ o __ oE --2..'.'.. 

MANUAL nF nf'FIV\C:llN FECHA 

pnntallas antrriores, por lo qltc pnrn renlizar esta 

opernci6n dcbc>r:i tcclcnr la letra r, con lo r:ual sc> 

reinicia In sesión, teniéndose en ese momento la opción 

de llC'rminarla tecleanrln otra lctrn F, o bien la letra C 

para propor~ionar nLlevos datos a procesnr. 

d) Cor rece ion dr errores en las pan tal las~ 

Cuando el usuar_io proporcionn un dato incorrecto y lo 

regtstra OJ?r_imienrfo la tecla re tu r n !"!'( 5istemn 

despl ieqa un mensaje de error, en el cunl se expl lea en 

que consistió, permitiéndole proporcionar n11cvamC'nlr. C'I 

dato. 

e) Estandarización de pantallas. 

En la flqura se muegtran los campos que n continun-

ción se explican: 

l. si f"} 1 fl5 ne 1 o insti lución. 

Longl tud : 8 caracteres. 

Atr i IJ11tnr;: Video inverso, protcgict?. 

2. f\Jomhrc del sistema. 

Lon~ltud : J(, caracteres. 

A tri butor.: Vi deo i nvr.r !10, r>rntegido. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 9 __ DE ____'.!. 

MANUAL 1 )1- OPERAr l lt·'. FECHA 

1. Nombre dc-l área de aplicación. 

Longitud : 12 caracteres. 

Atributos: Video inverso, protegido. 

4. Siqlns del nombre del_ sistema (const., "OS C") 

Long! tud :_ .. 5• caracteres. 

Atrlbutos:· v1deo {ríveúo;:protegldo. 

5. Fecha .(variable: cont\_ene_ la fecha del dia de 
1 a sesión)_. 

Longitud : 

Atribulas: Video inverso, protegido. 

6. Cuerpo de la pan ta 11 a. 

Arca para var i ab 1 es y litera 1 es que dependen 

dlrectnmcntc de la trnnr.ncci6n. 

Vnrlables: campos qur. proparcionR el usuarlo. 

Atrlbitt.o'i: Video invr.rso, señnl auditivo. 

Constnntcs: Don explicnción del cnmpo vnriablc 

cfnncfc se sol ici tn información. 

Atributos: ílrillo normtil con letras mayusculas 

RI incnda::.. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ l_O_ o E -1.!_ 

MANUAL _ _....Q""E-.i..Ouc:P.i;.Ec.R"'ACL...J..11!..i'N::;..._ _______ _ FECHA 

7. Arca de mens~jes. 

Arca que inrlica opciones de escape. 

Lonqitud : 32 caracteres. 

Atributos: Video inverso, proleqido. 

8. Arco de mensMjes de error. 

Indico el error en cJ momento de proceso. 

Lon~itud : 80 cnractercs. 

Atribulas: ílrillo normal, señnl auditiva. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 1_2_ o E __'.2_ 

MANUAL ni:- OPEl'AC'lf"N. FECHA 

3. a:DIF ICAl'ICN C'E DATOS PE ENTRADA. 

t.Jna manera de proporcionar fftci lmenlr:' los datos OllP :::;ol lci_ 

ta el sistema, es llenando de nntemano el formato rrecodi fica-

do que o continuación se muestra, en el cual 3C C"odifico Ja 

información, t:il C'omo aparrce en las pantallas n lo lnroo dr" 

·'1a sesión. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ l 3_DE~ 

MAN U AL ---'-".'''---''"""'"-., ·"'''"-'''-' ·.LLI '''-' ---------
FECHA 

A continuaC'ión sC' rvplicn PI rroc-erlimiento p:irn proporr.ionnr 

lo!> datos ul sistema corno son sollcit11cfos rn lé! sesión. 

1. nF.srA IMFCPNACIO\! CFJ\F.RA'- DEL PAO.!F.ff? (:,/~1) LJ 

Oel.Jerá seleccionarse la letra S si requic>rP informriciñn g~ 

ncrnl del paqt.ietc; Ja letra N parn contlnutlr, o bien l:i letra 

F. Pnrn·-termlnar lri r.-esió-n • 

. 1 J. PRDPCRCICN::: 

GRACO DE Q( 5) (PCIL IN'JvlJD DFL NJv'CMfXF. Dr Lll r. T.) LLJ 

f'.'/{!>LO OC P(S)(POLl~C:MIO DEL DE~Dv:INl\[XJ< DE LA F.T,) LJ_J 

El dat1J c:>p~rarln ~nr el sistcn1:i f':;t;1 ~n el r;inqn f 00,tJ~J 1; 
en el caso que 5e.i de un dfqito, deberá nnleponersc un blanco 

o un cero. El grado de P(S) deberá !3Cr rn;iyor ni de rHS). 

nPCJ()\J F. Pe11resn a 1'1 pontnlla iníciü/ :Inciso I). 

VALffi ne LOS CDEFICIENTrS t'F 0(5) 

A ( i ) ~ LLJ_J_J_J_J_J_J_J 

VALm DF LDS COFFIC!Fr-ITE5 m: p(r,) 

B ( i ) = {_J_J_j_J_J_j_J_j_j 
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OISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 14_DE ___!_?_ 

MANUAL m· mr ~l\r lí'r,· FECHA 

E 1 !; i s t prr.¡:¡ n tJ t omá t i e nrnl' n t e so 1 i e i t n ( n + 1 ) r. o n r i e i en t P. s íHH ;i 

los polinomion de numer,1clor \' dr'nominndor de la función trans 

ferencio, don1!r. ri rs ('I qrado riel poi inomio; i=O, l, ••• n. 

Los dnlos deberán praporcionorsr con punto rlcclmal. 

OPCIC!': F. P.egresa" la pantalla lniclol (Inciso!). 

111. SEÜ:cr!CNE LA APROXIrv'AC!CN: LJ 
1. RECTN..O..:LAR 1-l"<CIA ADELllNTE. 

2. RECTAN:l.JLAP f-IACIA AffiAS. 

3 • TRAPE" ZDI IJAL • 

4. LAS TRES APROXIM<\ClfNES. 

Deberá seleccionorsc el nt1mcro rnrrr>~norirlinnt ~ a In onci6n 

cfoscodn. 

OPCICl\J F. Regresa a la pantalla inicial (Inciso!). 

1 V. SELECC!CNE LA CXNF ICl.RACl[N DEL S 1 STEIVA: LJ 
1. r,:AI U' /l.P !F:PT/l.. 

2 • IVALLA CEPJ<ADA. 

Deberá scJcccionnrse el nómcro correspondiente fl Ja opción 

desf'ndn. 

OPCICN F. Regresa " la ponto! la inicial (Inciso !). 

·--.e, 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ Jó_DE~ 

MANUAL --'1c.:11c_-__,r-"-ir>.:;L"'·¡""=' ·_,_1-"r.""''"'--' -------- FECHA 

v. PROPCRCJÜ'I[ El. VALm nr LA 1;rrmJALW!:NTAC'ION. 

1< = LLLL..LLJ.. .. LLJ 

Solo se pide_ este dato, cuando se 5elcccion6 la configura-

ción de malle cerrado (Inciso 111). 

El dalo debe/~ ProP.orcionar_se con punto decimal. 
'<~ . - ' -

OPC!D'I F R_e!Jr:_~e a 'la;pant_olla Jnjclal (Inciso!). 

VL _ -SELEOCICNLEL -TIP() DE· ENTRADA 

l, PULSO, 

2, ESC'ALCN, 

3, RAlvPA. 

4, A SEN ;, 

5. A ms I< 

LJ 

Dr.beró selecclonorse el n~mcrn correspondiente a In opción 

descoda. 

Df'r.ll"l'I F. Re~rooo" lo pontallo inicio! (lncio.o J), 

Sc~~n la opción 5elecclonnda podrán pedirse los 5iguiente5 

dalos: 

l'JPCICN 1. PULSO 

OESPLAZA'-'.I ENTO n-1 T 1 Ff\,1'0 LJ..J..J 
PESO LJ..J..J_J_J_J_J_J_J 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ l_l_, _DE_!.:.'... 

MANUAL r"!I- ~1 ,,.r:>l)r' ·-' FECHA 

Ontos r.speratlos: 

t). Ent!'.'ro tic tres posicione!;; si cr; ·nenor :i tre'i 

dí9iln5 dcberan ontnponcr5c bJ;incos n cr.ros. 

i i ). t 1l'lmcrr. re;il; rkl.IE"r:\ propnrc-innnrse con punto 

dec irna 1. 

DESPLAZMvllENTO CN TIE"PO LLLJ 
l\l\R 1 T• D L.LJ..J_J_J_J_J_j_J 

i ). F:ntC"ro de tres po;.iciorif";.; ;¡ r>s rr.r.nrir '1 tr,..;, 

dígitos debcron anteponerse blancos o ceros. 

1 i ). N1íf'T'ero rC?nJ; debr.rá prnport:'ionnrsr: con punto 

decimal. 

OPC!cr.: } • Rl'JvPA. 

rirSPLf,7N»"IC'!Tn r•• r1rr . .,n LJ_J_J 

PENO 1 ENTE LJ..J_J_J_J_J_J_J_J 

Datos csp~rndos: 

i). Fntrr,.. rlr trrs rn;.irinnr-;¡ -::i ,.,s mrnnr n trc:: 

dígitos dcberan nntcponcrsc blnnro~ n ceros. 

i i). f•Mmrrn rrnl, rlrber:l proporcionnrsr. r.on purilo 

decimal. 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ l_7_DE -1..::.. 

MANUAL ,. ,:·· l''\r~ FECHA 

nPCJCN lJ. 1\ S[t·!V. 

,llvfJL 1 Tl o LlLLJ.J.j_j_J_J 

FREn1f:r·C J,\ LJ..J_J_J_j_J_J_J_J 

Datos csperactoG: 

i ). Número rcnl, rlcbrr6 proporcionarse con p11nto 

decimal. 

i !-). f"lúmero real¡ dr!1r.r:\ rroporclonarsc con '."iUnto 

dec imriJ. 

nrc1a·.• 5. A c:ns 1<. 

A'vf'L l TLD Ll.l.J_j_j_J_J_J_J 

F P.EOJfl\C l A LJ.J_J_j_J_j_J_j_J 

notn~ cspcrnclo~: 

i ). Número renl, dcbcrd propnrcionnr:,r con p11nltJ 

decimal. 

1 i }. t)(1mern rc:il; dehcr~ nrororcionrirH' con runt.n 

dcrimnJ. 



'\ g DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ I_!_l _OE ~ 

Al\lrr-D ""'}<J•IJ .,._ 
MANUAL ,,,- r1Df"íJ''.rlt'r · FECHA 

V 11 . PEP J(]Xl flE ~.L'CSTP.ff\ 

LL.LL.LJ_j_j_j_J 

Número rrnl_; dcber<i proporC'ionnr!;r. con punto der.irn:'11. 

OPCICN f· flegr~sa a la pantalla inicial (Inciso 1). 

VI l l. i'!Jv'ERO [)E'.HJESTRAS. 

LJ_j_j_J 
- . -- ---- -

·----~iúffiero--~nt·e-rO c-omprcndldo en el rnngo [0 1 2000]; "?n el caso 

que sea mcn~r a cuatro d(qitos, deberán anteponerse blancos 

o ceros. 

OPC(O'-l F. Pegre~ri a la pAr.l.:1J l:i inicinl (Inciso 1). 

Unn vez prüporciúnados los dato!l anteriores, el sistema los 

mu('s t ra solicit;J ni iJsurtrif) lri lclr:i í' 113r;1 pror.r.-;1rtns; 

unn lelr<'I tJ parn introducir nurvos datos, para lo cual lo 

regresn o la pantalla inicinl (Inciso 1). 

51 se seleccionó IA h!lra Í' c11 ~I pnsn :interior, el <;i:'llemn 

continúa con la !;iguicntc o.ol icitud de información: 
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DISCRETIZACION DE SISTEMAS CONTINUOS HOJA __ 1_9_DE ____'._'.'. 

MANUAL r'1· C'í'FPAr¡rN, FECHA 

!,. PP.OPCRC!Ü'I[ LOS SICUIO,lTCS l)ATGS: 

AS IQ'·.~\TLRA 

111111111111111111111111111111111111 

PROFESffi 

111111111111111111111111111111111111 

ALU.-N'.) 

111111111111111111111111111111111111 

.GRUPO W 

Con lo: anterior se tcrn~inn con la petición de datos ni u5uario. 

5. LIMITAC!rl'lES. 

El-manejo de recuperación de errores ocio puC'dc hacerse den-

tro de unn misma pantalla, p-; decir, ~1 cnmhiílr c!ll:1 no puede 

acccnnrse ya su información, dcbicnrlo en su r.aso introducir nue 

vomenl~ lodrn, Ir.!; d.1Ln::.. 

Debido n q11~ el :;istcm8 e5tá orientado a tJn equipo en especial 1 

su trnnsporlnbilidad no es lnmedinto. 

F.n rl di!lr.f-io inir.iRI del slstr.rna !;e -contempló la graflcación de 

resultados, posteriormente se limitó n proporcionar una taUla 

cir rr.sultnrlos, con lo r.unl pueden ser r¡raficodos fticilmente en 

forma manun l 
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IV. 5. 3 RESUL TAOOs'oÓTENlCOS M:nI.ANTE [L s 1 STO·:t\ • 

A contin~aci·óri,~se·:~¡~-ri~~·t:~:~.~ ;·~:··_:;~;r:~:-~:i.-~.:~·~-dos obtenidos mediante el 
'._.-- .- . e'. :,-.. 'e· 'o.e(,:. -'..~_-; 

slstem_a C~PL!~--~_r:r~-~90,', .. _·)9f·~~-~l_es: c_orrcspondcn n tos obtPnidos 

man u a l~~n ~:~. _-·C~~~-"i~:,~:·_ ~'~\~.~~-;/. 'i·~-~-~-:r~·-i o.no les (Anexo B). 
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!V.6 a:N:LUSICNES 

El desarrollo del si stcma comput,Rri.zado, de tal lado en 

este capítulo, se basd en la deducción de los procedimientos gene

rales pera cada una de las aproximacionrs de integraci6n numérica 

encontradas en el capítulo 111. 

El sistema computarizado permite discrctlzar sistemas continuos, 

1 lneafes invariantes cnr. el tiempo, pnrtiendo de la fur.ción 

transferencia del sistema a di scrrt izar, ul i l izAndo las aproximn

ciones de integración numérica: Rectan111lar hncia ndelante 1 Rec-

tangular hacia atrás Trap('zoidnl. Con hosr. en In función tran~ 

fercncla, se obtiene la er•JJci6n en diferencias y posteriormente 

se resuelve en función del tipo de entrada (pulso, escalan, etc.) 

dando como rc~ultado 1inn t:tbla dP. v~ilnres, que permite analizar 

el comportamiento del sistema en tiempo discreto obtenido y esta

blecer mediante unn r.omonraci6n, CU~.ll ~e la::i nproximaclones es Jo 

que mejor representa al sistema en ticmrn continuo cuyos datos se 

proporclonnron. 

El sistema fué probado exhaustivamente mediante lo prueba de todos 

y cada uno de sus módulos en formo individunl, ~sr como en conjun

to lográndose su buen ftJncionamiento. Se orientó a proporcionar al 

usuario faci 1 idades, tanto pnra la introducción de dolos como para 

su opernclón; OperQ en forma interactiva a través de menús, hacie~ 

dose unn vnlidaC"i6n cnmplet_n dr, l•JS dntnr. proporcionnrton p<irn evi

tar L,, !~ rn~ible los errores. 
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Se elabor6 la documenlaci6n técnica donde se incluye el fv!anual de 

Operación, que pucdr ser usildo en forma independiente, el cual 

contiene las indicaciones necesarias para su explotación, asi como 

el orden y la forma en que se manejan los datos. 

Por otra parte, Ja aplicación fué desarrolladn en el equipo de 

computo VAX-11/760 (Oigitel Equipment Corroration), con que cuenta 

el Centro ne Cálculo de Ja FACUitad de Ingeniería (CECAFI'. 
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CO\CLUS!O\ES Fl~~LES. 

El p~~~_ent~ .. t0rC~-~~-j_~_·;~Se: __ e~fcic6 3 la dlscretizaci6n de si tcm~s ccntl 

nuos lineales·~· invariantes con el tiempo, partiendo de la función 

lrnnsfc-renCia ~~él :sisJema a discrC'tizar. 

Parn·cll se di .. señ6 y desarrolló un slstemn computarizado que ner

mitc discretlzar sistemas continuos, que cumplen !ns restricciones 

sefialedo:J 1 uti 1 izando las aproximaciones de> intr11rnción nurru~rica: 

RectangUtar hacia adelante, Rectangular hacia atrás y Trapezoidal. 

Con base en 1 n función tr:.insfercnr:i a prr:iparcionnc!;i, el si stp."T',<J 

computarizado obtiene la ecuación en diferenci:is y postr.riorrnentP 

la resuelve en función del tipo de entrnda selcccionnrtn (pulso, 

escalón, P.tc.), dando camo renrlllnr!o un;'! tnbln de vnlores, r.ue 

permite Analizar el comportnmiento del sistema en tiempo discreto 

obtenido y cstrthlecf"r rne~iantc unn r:-orrTnrorión, r.tJtil de las npro}(i_ 

macionr.n í!5 Ja q11r. rnrjar renrc5enln ni si~tcrr.a en tit'rnpo continuo 

cuyas rlntos 9e proporcionnron. 

El trabajo significó dos retos: dr.rlucir praccdirr.icntos qener<ilPs 

para discrrtiznr s1stemns cnntinuns 1 innnlcs e invarinntcs con el 

tiempo, pnrtiendo de su función tranGfcrr.ncia el desarrollo de 

un sistcmn computarizado basndo en Jos proccdimicntnG deducidos n 

fin de clirninilr el trnbnjo excr.:'iivn y rt1tin11rio 011e trae consiqo 

npl icar el procf!dimiento en forma manunl, disminuyendo así notn-

blemente el tiP.mpo dP. obtención de rcsultndos y la posibilidad de 

error en 1 os mismos. 
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La apl l.caclón fu~ der.a.rrol lodA on ol o~ulpo de computo VAX-ll/7Uü 

(Oiqital Equipment Cornoration), con que cuenta el centro de Cen-

tro de Cálculo de la Facultad de lnr¡enierfa (CECAFI), elahoróndos~ 

I~ documC'nlaclón técnica con la finalidad Ce proporcionnr informa-

ción del s-istema y- a su vez, propiciar la continuidad de eslf:' trrt-

hajo. Asimismo, dentro.de dicha daCUfT'entación está contenido el 

Manunl de Oreracl6ri, qÚc .Puede ser uti 1 izado en formn indcpcndirin

te, el cua.l conti~ne_: laS,..,-.:indlcncioncs necesnrias parA la r'"<rlot.n

clón, 951 com~'el}.:_~~·~~n:.:y_::~t'a form.a en que son manejados los datos. 

Pensamos que··e1 ... ~~f1tá~.~co~.un·s1str.ma ccmputarizndo c.fP est;J nntt1-

ra!I C'JUC r.ant~mpJen er tema trfll<'ldG, '111iCOC!i Dr:idr~r. E'OÍOCílr ni:1.'.i !ilJ 

~tcncldn en los resultados de la onlicación dr carla un::i de las 

nproximar.iones r:le iritcqroclón n11m6ricn, qu~ en el proceso d0 

c6Jculo, propiciando r:on e5lo uno maynr rapidez en la comprcnnión 

de los r.onccptnn cnracterí!lticn:; rlr> dichnr. r~cnic~r; dn in-

te~raci6n numérica. 

Con:;irfcr,1mo:. por lo :rntr:rinr, rrnc rl prr!'.enll"' trnbnjr, ¡ioi:irft r:ontr.!_ 

bulr en alguna medida, a apoyar la octividé!d de docencia en la 

Facultad de !nqeniC'rfn dP. Ja Univen;idarl r·.Jacional Autónoma de 

México. 
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ANEXO A 

ESTP.LCTU'.AS DE ITl':TROL El·-'.Pl.EADAS PAPA LA DESCRIPCICN DE r.a:t.L"JS 
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ESTRLCTLRAS DE CC:NTROL El-PLE;'\JlAS PARA LA DESCRIPCIO'i DE t>rru .. os 

l. SEOJEN:'.IA. 

CCDlm X 

2. DECISICN. 

a) S 1 < PREDICilJXl l > 
r::co1m A 

OSI < PREDIC,'I[() > 
CCDI00.8 

os 1 < np[DIC'.>.!X: > 
r::ro1m e 

........... 
OBIEN 

CCDIO'J 7 

FIN 

b) 51 < PREDI CACO 

r::m1m ;o, 

OBIEN 

r.r:nrm 8 

FIN 

e) SI < PPFI:¡) t:J.•1 f1 

CCDlm A 

FIN 

. l 7J • 



3. ITERA TI VAS. 

a) DESDE I= ( ~XPRESIQ\J 1) HASTA< EXPRESICN 2·> PASO N 

CXDICD A 
FIN 

b ) El'IT ANTO < PRED 1 CJID1 

CaJl!XJ A 

FIN 

e) REPETIR 

CXXJICD A 

HASTA < PREOJCJIJX) ) 

4. THJl/'ISFERE~.CIA o::t-OICICNAL, 

VE A (ETJ[.lJETA 1, .•• , ET!QJETA N) DEAO.JERCOA < EXPRESICN > 
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ANEXO a--
EJElv'PLOS P.ESUEL TOS f,W"-JAU,IENTE fvED!ANTE ~-'ETOJO TIV\D!C!CT•IAL. 
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... 
Discretiznr rl. sist~m~_cantiriiio ~.i1y~-.. furu;J6n·ti-ar1::;ferencia est<1 

Y(S) .52 _·35.·+7 
dada por H(S) 

U(S). "-:~5'fü~;~'-· utilizando las aproxl-

: .<:: ' .... ;·.~.~-, : 

maciones Hcctangular haci,a a~cr~:n1C, Rr.clan9ular hacia atrés 

Trapezoidal. 

Uno vez obtenida la ecuación en di ferencins, cvolunrla para una 

cntrnda Rarripa: u(k) = 0.5 (k-2) 

u(k){ 
o par A des pi '1Zamlento 

Rampa 
(k) (pendl ente) para ~ rlC"sp\ :iz~mirnto 

Configuración del sistema •..•.•.••• ''1ALLA ABIERTA 

Tipo dr entrAlla •••• , . , •••• ,,., ••••• Rj\f\flA 

Valor del tipo de entrnda .......... DESP. 2; PENJ, o.s 
Valor dC"l período 0.1 

nllmcro de n:ucs t rrrn a ohtr.nPr 15 

H( S) 
5- - }5 + 7 

---;;;;-:·;---

Sustituyendo para la aproximación Rectnngular hacia adelante 

s = 

H( Z) = 

Z-1 
tenemo!:: 

T 

Z-1 l- i 
(-----) - 3(-----) + 7 

T T 

--------~:¡-·i·--------

<-----) + 2 
T 
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(Z-1) 2 • 3(Z-l) (T) + 7(T2 ) 

H(Z) 

----------··;2·------------
T [ (z.1)

2 
- 3HZ-l) + n 2 ] 

------;(2:i)3":-2cr1)"""""" ------------~-----3-------}(Z-l) + 2T 

-------;,--------

T(Z2 - 2Z + 1) - JT 2 (7-1) + 7T 3 

H(Z) 
----j¡2 3 ·:-;2~-:-1;·:-1;·:-2; 3 ·--

TZ
2 

- Z TZ + T - 3T
2 

/ + 3T 2 
+ 7 r 3 

~(Z) 
----·;2 3 ·:·;z~-:-~2-:·;·:-2r 3 ____ _ 

Y(Z) z2cn - z<2r • n 2> • (T • n 2 • n 3i 

U(Z) ---2 3 ¡;;·:-i~~;;·:-i¡;;·:-¡;·:·2; 3 ¡·---

Y(Z) [z3 oJ - z2 (9) + Z(9) - '.3 

U(l) [z 2 (T) - Z(2T + n 2 ; + (T + n 2 
+ 7T

1
)] 

Dividiendo entre z3 

Antitrnnsformando y despejando y(k) 

y ( k) u ( k - 1) - ll ( k - 2) + u ( k - J) 

(} -2T'i 
- [ - y(k-1)+ y(k - 2) - ---------y(k - J)] 

J 

51 T 0.1 

y(ki = n.0333 u(k - !J - 0.11161, 11(k- 2) + U.U4'.>6 u(k 3; + 

3y(k - 1) - 3y(k - 2) + 0.999 y(k - J) 
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En el ¡mo mtcrlcr se cbtuvo la. ro.nclm en d.i leren:las: 

y(k) = 0.0333 u(k-1) - 0.0766 u(k-2) + 0.0456 u(k-3) + 3y(k-l) - Jy(k-2) + O. 9'JJ y(k-3) 

Si se '!'iic:a uia cntrocla ti¡:oP'"f'l a:n respi;izariento = 2 v pnliente = c.5, 

sLµTli<n:b q_c ei slstrrre ro tier<> crerqfa al-m:ma<h (rordicic:res iniciales icµlies n 

rero) se tia-e: 
u(k) = o. 5 (k-2) 

k o l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

u(k) o o o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3,5 4.0 4.S 5.0 5.5 6.0 6.5 

ll'l1A l. Vector re mtr,-G, 

y(O) = 0.0333 11(-l) - O.Q7U, 11(-2) + n,04'>6 u(-3) + 3 y(-1) - 3 y(-2) + 0.999 y(-3) =O.DO 

y(l) = 0.0333 u( O) - 0.0766 u(-1) + 0.0456 u(-2) + 3 y( O) - 3 y(-1) + o.m y(-2) = o.m 

y(2) = 0.0333 u( 1) - 0,076G u( O) + 0.0456 u(-1) + 3 y( 1) - 3 y( O) + 0.9')9 y(-1) = o.m 

y(J) = 0.0333 u( 2) - 0.07r.6 u( 1) + o.0456 u( O) + 3 y( 2) - 3 y( 1) + o.m y( O) =O.DO 

y(4) = 0.0333 u( 3) - 0.0766 u( 2) + il.r'll56 u( \) + 3 y( J¡ - 3 y( 2) + O. 999 y( 1) = o.r1¡ 

y(5) = 0.0333 u( 4) - 0.0766 u( 3) + 0.04'.>6 u( 2) + 3 y( 4) - 3 y( 3) + o.m y( 2) = 0.05 

y(6) = o.0333 u( 5) - u.ow·, u( 4) + 0.0456 u( 3) + 3 y( 5) - 3 y( 4) + 0.999 y( 3) = G.Cll 

y(7) = 0.0333 u( 6) - 0,0766 u( )) + u.U'.156 u( 4) + 3 y( 6) - 3 y( 5) + 0.999 y( 4) = 0.14 

y(lll = 0.0333 u( 7) - O.IJ7(l, u( 1,) • íl,IJ'l',r, u( '•) • 3 yl 7) - l y( f,) + n.WJ y( 5) = íl.19 

y(9) = 0.0333 u( B) - o.om; u( 7) + o.0456 u( 6) + 3 y( B) - 3 y( 7) + 0.999 y( 6) = 0.24 

y(llJ) = 0.033J u( 9) - D.0766 u( íl) + 0,0.,56 u( 7) + 3 y( 9) - 3 y( 8) + 0.999 y( 7) = 0.29 

y(ll) = 0.0333 u(IO) - o.07(.(, u( 9) + o.0456 u( 8) + 3 y(IO) - 3 y( 9) + o.m y( B) = 0.34 

y(l2) = 0.0333 u(ll) - íl.0766 u(lll) + IJ.Dl.56 u( '!) + 3 y~ll) - l y(lll) + íl.'JJ9 y( 9) = IJ.39 

y(l3) = 0.0333 u(l2) - 0.011,r, u(ll) + 0.0456 u(IO) + 3 y(l2) - 3 y(ll) + o.m y(IO) = 0.44 

y(l4) = 0.0333 u(l3) - 0,07(;; ufl2í + IJ.0456 u(ll) + 3 y(l3í - 3 y(l2) + 0.999 y(ll) = 0.50 

y(lS) = 0.0333 u(l4) - 0,0766 u(IJ) + 0.0»56 u(l2) + 3 y(l4) - 3 y(l3) + 0.999 y(l2) = 0.58 
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Los valores de la entrada asl como Jos resultados de la evaluación 

rn diferencias se :nuestra a r.nnt-lnuación: 

k u(k) y ( k) 

o o.o o.oo 
1 o.o o.oo 
2 o.o o.oo 
3 0.5 o.oo 
4 l. íl 0.02 
5 l. 5 0.05 
6 2.0 o.o9 
7 2. 5 0.14 
a 3.0 o. 19 
9 3.5 o. 24 

10 4.8 o. 29 
11 4. 5 o. 34 
12 5. o o. 39 
13 S.5 0.44 
14 6. íl o. 50 
15 6. 5 o. 58 

Lon resultados se qraficon junto con Jo5 obtenidos mediante las 

otras aproximaciones (Rectnngular hacia atrás y Trepeloidal) en 

la flqura A.l. 
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5 = 

H(Z)= 

H(Z) 

H(Z) 

H(Z) 

TZ 

••!ALLA Al1l[RTA 

RJ!JvPA 

DESP' 

o. 1 

2; PE~D. 0.5 

15 

35·+ 7 

a t r á n 

-Z-1 2 -.~_· Z~l

c:----) - 3(-----J • 1 
( z~ ll z 

.. -.. --'."" 
3(Z-l) 

+ 7 
TZ TZ (TZ)" TZ 

--------i:i--~---------

3 (-----) + 2 

-----;(2:¡¡3·-------------
TZ 

...... ----3-- ~ 2 
(T7) 

(7-1) 2 - 3(7.-\) (TZ) + 7(TZ) 2 

----------;r2; 2··---------- TZ ( (Z-1} 2 - 31Z(Z-l: • n 2z2 J 
------;;2:ii~-:-2<r7i' ____ _ ----3·----2·--------------,-3-

3(2 - 3Z + 3Z - 1) + 2T Z 

------<rzi,------
T/(7.2 - 27. • 1 - JT7 2 • 3TZ + 7T 2 z2 ) 

----;¡23·:-;22·:-;2·:-¡;·:-2r;z3·-----

rz 3 - 2T7. 2 
+ TZ - JT 2z3 

+ 3T 2z2 
+ 7T 3z3 

-------;23·:-;;2·:·92·:-;·:-2r323 _______ _ 
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Y(Z) 

U(Z) 

z3(T - 3T2 + •rh - z2C2T -3T2 ) + Z(T) 

--- ----3---- --- ~-- ---i- - ----- - -- -------
- .Z (3 + 2T ) - Z (9) + Z(9) - 3 

Y(Z) [z3o + 2T
3

) - z2
(9)+ Z(9) - (3) ] = 

U(Z) (Z3(T _: H 2 +-7T3) - z2(2T - 3T
2) + Z(T)] 

- - . -3 
Di vldlendo entre Z : . 

vczJ [o + n 3J - z~ 1 (9) + z-2(9) - z- 3(3J] ~ 

UCzl [ (T - 3T2 • 7T3) ~z- 1cn - 3T
2) + Z- 2

(T) 1 

.. '\ntl t rnn5 fonrcqCo y rlesp_e j anclo y(k) 

(T - 3T2 • 7T3 ~ (2T + 3T2) T 
y(k) = ----¡; ·: · ;~j ;---- u(k) - --------,-- u(k - J) + -------; u!k - 2) 

(3 + 2T-') (3 + 2T-': 

9 9 3 
- [- ---------- y(k - 1) + ---------- y(k - 2) - --------- y(k - 3)] 

(3 + 2T3 l (3 + 2T3 ) '. 3 + 2T
3

) 

Si T=D.l 

y(k) = 0.0256 u(k) - 0.0566 u(k- 1) + 0.03}3 u(k - 2) + 

2.'J'J!] y'k - 1) - 2.99íl y(k - 2; + fL999 y(k - 3) 
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. '. · .. ,. ·.! .. ·,·>.; .. ::.,·· "'• .. 

y(k) = 0.0256 u(k)->b.056€¿,~_j¡.o;óm1'1(k "2) + 

Si se 'l'li"' ma mtrada tl¡xi Pm¡:E con rt>spl82lITÍento = 2 y ¡rrdlmte = O. 5, 

Slf.<rllmcb c¡.e el sistl?TB ro tiere erergfa al-m:mada (cxn1icicres inici•les iiµiles " 

cero) se time: 
u(k) = 0.5 (k-2) 

k o l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

u(k) o o o 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.fl 6. 5 

v(O) = 0.0256 u( O) - 0.0566 "(-1) + 0.0333 11(-2) + 2.918 y(-1) - 2.99íl y(-2) + O.'R9 y(-3) = O.flJ 

y(l) = 0.0256 u( 1) - 0,0Sú\ u( O) + 0.03:53 11(-l) + 2.99fl y( O) - 2.998 y(-1) + 0.999 y(-2) = 0.00 

y(2) = 0.0256 u( 2) - 0.0511· 111 1) • 0.0?·33 u( O) + 2.!lJ8 y( 1) - 2.998 yl O) + 0.9'J9 y(-1; = O,'.IJ 

y(3) = 0.02,.; u: 3; - o.0566 11( 2) + 0.0333 u( 1) + 2.<:>clíl y( 2) - 2.998 y( 1) + o.m y( O) = 0.01 

y(4) = 0.0256 u( 4) - n.nsr,; 111 l) + 0.0313 u( 2) + 2.'llEI v( 3) - 2.9.18 v( 2) + o.m v( l) = o.o3 

y(5) = 0.0256 u( 5) - 0.0566 u( 4) + 0.0333 u( 3) + 2.998 y( 11) - 2.998 y( 3) + o.m y( 2) = o.rJG 

y(6) = 0.0256 u( 6) - o.o'.<,; u( 5) + 0.0333 u( 4) • 2.91íl y( 5) - 2.'llíl y( 4) + o.m y( 3) = 0.10 

y(7) = 0.0256 u( 7) - 0.0566 u( 6) + 0.0333 u( 5) + 2.918 y( 6) - 2.998 y( 5) + 0.99'1 y( 4) = 0.15 

y(O) : O.IJZ)(, u( B) - O.íJJf/i 11( 7) + íl.0333 u( 6) + 2.9Jíl y( 7) · 2.C!IB y( G) + íl.?JJ y( S) :: fJ.21 

y(9) = 0.0256 u( 9) - 0.0566 u( 8) + 0.0333 u( 7) + 2.910 y( 8) - 2.998 y( 7) + 0.999 y( 6) = 0.28 

y(lD) = 0.025G u(JO) - O.íl\C6 u( 9) , O.fJ3JJ u( 8) + 2.99!1 y( 9) - 2.'7.lA yl íl) + o.m v( 7) = 0.36 

y(ll) = 0.0206 u(ll) - o.osrr. ,,110) + o.0333 u( 9) + 2.998 y(lO) - 2.'RB y( 9) + o.m y( 8) = 0,1¡5 

y(l2) = 0.0256 u(l2) - o.n:;rr, u(ll) • n.fJ5>3 u(IO) + 2.998 y(ll) - 2.'J'JB y(lO) + o.m y( 9) = 0.'>5 

y(l3) = 0.0256 u(l3) - 0.0566 u(l2) + 0.0333 u(ll) + 2.9'Al y(l2) - 2.'JJB y(ll) + 0.919 y(lO) = 0.67 

y(l4) = 0.0256 u(l4) - 0.0'.'<.6 u(lJ) , ll,0333 u(l2) + 2.'790 y(l3) - 2.99il yW) + 0,99) yfll) = O.fl2 

y(l5) = 0.0256 u(l~) - 0.0"66 u(l4) + 0.0333 u(lJ) + 2.m y(l4) - 2.998 y(l3) + 0.999 y(l2) = l.íll 
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Los valores de la eiitraOa''~s,V.C?mo,·:los,resul·tados de. la evaluación 

rin di fer·e·ncias. se mUest~a: o caót in'i.Jaci6n: 

', 

k u(k)<' y(k) 
;, .•: 

o , o. o o.no 
1 o.o O.DO 
2 º'º O.DO 
3 , o. s 0.01 
4 1.0 0.03 
s l.S o. 06 
6 2.n 0.10 
7 2 ¡ s 0.15 
8 ,J, o o. 21 
9 3. 5 o. 2 8 

10 4.0 0.36 
11 4.S o. /15 
12 ~.o 0.55 
13 s. s D.67 
14 6.G o. 8 2 
15 6.5 l. o 1 

Los resultados se qrafican junto con los obtenidos mediante las 

otras aproximaciones (Rectangular hacia adel<lnle y Tropezoidal) en 

lo figura A.l. 
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"JROfEZOID'"L 

Configuración del sislEmJ .......... M'U.A 1'81ERTA 

Tipo de entrada .................... RJt.PA 

Valor del tipo de entrada .......... CESP. 2; FfN). = O.S 

Valor del per lodo .................. O.l 

nl"rrero de m.iestras a obtener 15 

5
2 

- 35 + 7 
H(5) ---j;F:-;---

Sustituyendo para la aproxirreción Trapezoidal 

(Z - 1) 
5 = tcricrros: 

T (Z + 1) 

2 (Z - ~) 
2 

2 
(--- -- -------) - 3 (-- -

(Z - 1) 
-------) + 7 

T (Z+l) T (Z + 1) 
H(Z) 

2 (Z - 1) 
3 

(--- ---------) + 2 
T (Z + 1) 

(2Z - 2) 2 - (TZ + T) 0) (ZZ - 2) + (TZ + T) 2 (i¡ 

--- ------ -- --------( i-l -:-:r;-i--------------------
H(Z) ----- -- -----; ¡ ;;;-:;; ,- -:-( i-Z-:-:ri 3-(2i ____ ------- -- -

---------¡ i-Z-:-:r; 3- -- - - - - - -

H(Z) 
(TZ + T) ( (2Z - 2) 2 - 3(TZ + T) (2Z - 2) + 7(TZ + Tl 2J 
---- -- ------ --------- --,------ -- ----,---- ---- -- ----- --

3(2Z - 2) + 2(TZ + T) 
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(lZ + T) ( i.z2 - llZ + 4 - W + 61" + ;i!i + \11rz + 112] 

KZ) = --:;;;i;1-:-~-:-72Z·:·;·:-iiJll-:-GN-:-6137-:-z;:i·--

4rr -mi , 4iz - fil!! • fil-z • -IT?3 • 14rT , wz , 4rl - mz • 4T - GT2z2 • irr2 • rí3i- • 14-flz • 1i3 
KZ) = -------------------------Z3-(z4·:-z.¡:i;·:·22¡:72·:·;,.¡3)";-¡;;·:-6i3i-:-(:;;;·:·213¡----------------------------

Y(Z) .¡: (4T - irr2 + 7-fli + z2C-BT + 1413 
+ 4T - ~ + 713) + Z(4T + ~ + 113 - ITT + l4l3) + (4T + 6i + Wi . 

l(2i =_-----------------------i-¡2;;-:·213;·:·22¡:;2·:-6T1;·:·2¡7;-:-6?;·:-¡:;;;-:·zri;·----------------------

Dlvidieicb !"1lre r tcrmno: 

Y(Z) (4T - irr2 + 7!3> + c21-fl - irr2 - 4T) z-1 
+ (21-fl + irr2 - 4T) z-2 

+ c7-fl + d + 4T) z-3 

t:Xii = -------------;;;;;-:-z.?i-:-;G? ·:· 12;· 2=1 ·: • ;p;3 · :·12;·2=2 ·:-¡Z?-:-2zi-2=3·-------------

y(k) [ (24 + rri + c.il - 7l.) y(k-1) + (6-i3 + T.') y(k-2) + (rr - 24) y(k->l] " 

u(k) [ (4T - 6?- + W) + (2JT3 - d - 4T) u(¡,-1) + (21T3 + 6r2 - 41) u(k-2) + (W + 6(l- + 4T) u(k-3) ] 

(4T - 6f? + 7-fll (2lr - ti2- - 4T) (2113 + ti2- - 4T) (7-fl + ti2- + 4T) 
y(k) = ------------.,----- ,1(k) + ------------------ :i(v-1) + ------------------ u(k-2) + ----------------- u(k-3) 

24 + ir' 24 • 213 24 , 21' 2• , 213 

c.il - m c.il , Tll (2T
1 

- 24J 
- ------------ y(k-1) - ----------- y(k-2) - ----------- y(k-3) 

24.rr 24,z13 24,zf3 

Si T = 0.1 

y(k) = 0.0144 u(k) - 0.0102 u(k-1) - 0.0132 u(k-2) + 0.019'< u(k-3) + 2.m y(k-1) - 3 y(k-2) + o.m y(k-3) 
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EM el raso mterlor se dltlNO la a:tocim en diferrrrlas: 

y(k) = 0.0144 u(k) - 0.0182 u(k-1) - 0.0132 u(k-2) + 0.0194 u(k-3) 

+ 2.m y(k-1) - 3 y(\.--2) + O.?JO v(k->) 

Si se qili<E tm mtrod1 ti¡xiParpa ron ctosrlazmiaito = 2 y ¡mdimte = 0.5, 

S4X11imcb q.c el si~tmn m tim~ cJ"rnifí'I nhrr:cn.Ta (ro-Cicim~ inicinlP!i ig_¡al~ a 

rero) oo t icnc: 
u(k) = n. 5 (k-2) 

k r¡ 1 2 ) " ' r, 7 A Q JO lJ 12 13 14 15 

u(k) n o o 0.5 l.lJ l.> 1.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 

y(O) = n.0144 u( O) - o.n1r,2 11C-ll - n.0132 u(-2) + o.01'l4 u(-3) + 2.m y(-1) - 3 y(-2) + :m y(-3) =n.o 

y(l) = 0.0144 u( 1) - 0.0182 11( O) - 0.0132 u(-1) + U.lll94 u(-2) + 2.W'J y( O) - 3 y(-1) + .m y(-2) =O.O 

y(2) = 0.014!, 11( 2) - 0.0!02 11( 1) - O.OU2 11( 11) + [l.iJl't< u(-1) • 2.'fJ'J y( 1) - 3 y( O) + .m y(-1) =o.o 

y(J) = 0.011'4 u( 3) - 0.0182 u( 2) - 0.0132 11( 1) + O.\Jl'<¡ u( U) • 2.'flJ y( 2) - 3 y( 1) + • 'ffJ y( O) = O.O! 

y(4) = o.OIM .,¡ 11) - n.mm u( 1) - n.m 3'.' .,r 2) • o.n!'.4 11'. ¡¡ • 2.?Jo y( 3) - >y( 2) , .m y( 1) = o.03 

y(5) = 0.0144 u( 5) - 0.0182 11( 4) - O.Ul32 u( 3) • O.Gl'J'I u( 2) • 2.m y( 11) - 3 y( 3) + .9JJ y( 2) = 0.06 

y(6) = 0.0144 u( r.) - 0.0102 11( 5) - 0.0132 u( 4) + 0.0194 u( 3) + 2.'RJ y( 5) - 3 y( 4) + .WJ y( 3) = 0.10 

y(7) = :;,[Jl44 u( 7) - 0.0182 u( 6) - 0.0132 u( 5) + O.Ol'J4 u( 4) • 2.'ffl y( 6) - 3 yl 5) • .'ff) y( 4) = 0.15 

y(8) :: O.tJ144 u{ íl) - íJ.Ol!i2 11( 7) - O,f)l ~2 11( f,) -t rJJJl'i• 11( 5) t z.crn y( 7) - .} y( 6) + .CíJ'J v'. r¡) -= 0.21 

y(9) = 0.0144 u( 9) - O.OH!2 u( 8) - 0.0132 u( 7) + 0.0194 u( 6) + 2.m y( O) - 3 y( 7) + .'l'J9 y( 6) = 0.28 

y(IO) = o.mw. u(!n) - o.O!B2 11( >i) - n.nn2 u( íl) + 0.0194 u( 7i + z:m y( ?) - 3 y( ll) + .WJ y( ;¡ = U.36 

y(ll) = 0.0144 u(ll) - 0.0102 1100) - 0.0132 u( 9) + 0.0194 u( O) + 2.999 y(lO) - 3 y( 9) + .m y( 8) = 0.45 

y(ll) "0.0144 11(12) - n.OHlZ u(ll) - O.OU2 tJ(lO) + U.fll'); u( 9) + 2.'fJ? y(ll) - 3 y(lO) + .m y( 9) ":J.55 

y(l3) = 0.0144 11(13) - 0.0182 u(l2) - 0.0132 u(ll) + o.0194 u(lfJ) + 2.m y(l2) • 3 y(ll) + .m y(lO) = 0.66 

y(l4) = o.0144 u(l4) - o.ourz 11(13) - o.orn u(l2) + o.01';'1 u(ll) + 2:m y(l3) - 3 y(l2) + .m yCll) "fl.7r, 

y(l5) = 0.0144 u(l5) - 0.0182 u(l4) - 0.0132 u(D) + 0.0194 u(l2) + 2.m y(l4) - 3 y(l3) + .m y(l2) = 0.92 
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Los valores' de la cntrarin nsi como lo5 resultados de IR l'Valuaci6n 

en diferencies SC' muestra a co_ntinunción: 

k . u(k) y(k) 

o o.o O.DO 
l o.o o.oo 
2 o.o O.DO 
3 0 .. 5 0.01 
4 l. o º'ª3 l.<; o.ri6 
6 2.0 0;10;. 
1 2.5 .0.15 
B 3.0 .0.21 
9 3. 5 0.28 

10 4. IJ 0.36 
11 -~ . ' 0, l¡<; 

12 <;,o 0.55 
13 5.5 0.66 
14 6.8 0.78 
15 6. 5 o.qz 

Lo~ rcsultAdos ~e gr~ficAn junto con los obtrnidos ~et!iant~ laR 

otras aproximaciones (Rectangular hacia adelnntr y Rrr.tflnn11lnr 

hacia atrás), en la figura A.l. 
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(*~ 'l4S\h 7toi 11111"Jl<4C..n1Hf'lu1J14';1o 7 "ll111) ~ .. C..n111'l111~1-..G.h1ri01J 1 ) 1.JC..h7 wQ1¡ t ¿ '\'t'iti7 n'lt11 J. 
r 1 ., . 1 ~ ~ / 
r l1t4nc.P r.1.1 l"!-.r"TF".•,. 1-·m .. 

r~"kH'Tr·P r~ ,...,,. •'1, r'"' T·· t 1,crre1 •·1" 
r r1u;n;;tqJ: 

f'llLIMnh ~IF"'ln11n,u,.r t.A,11>., fr,¡,ll"', .. f11:llll 1,, tr.11~r,,l'f11:4QI, (F'1"TH:A,Pt.»I0(1, 
1 1411 .. 1ttr:;. 1 wi:.~s11¡,, 1 r, .. ~P, A '4t•f. I, .,ir:- ,,11. p,.·,~ 11 1 • r1, F"t' ,(~(o: ~q J, l>f v: -1'l J, 
') 1 flAr.. 11 ( 11~ :1n11n 1. 1 ( ., ~ 'Jnon). "4A n:¡.., ••P1 .i:.·. A'·""", 1.P11P11, "'Fl~ A ¡.>P. "'r.'-J~A °' 

rJTA 1rrfll.f=1.IJll'l' .. f".r'llFf.'ll\ T1.VAl.l~A'.'l,fl F',,¡TtOllJ" •111 cnwPr •. ir;¡.in1tí'lt, 
1 A •''Tl•r.111'11.i 1lt"('T11'11 • q· T"4'IAT.Jll11, ··~H ... ~ ri~rrn1" "J;"" hT J:'.STA t#N PAfh;n 
'J 1r1~.,·<="ll'.'~1u J.C:. q,..•r1ri,. •r- 11

, • 1 1 ¡.~fA i:-,~ r(P. •• r.11 1n<:\;P~l"u<=º'll',"h• 
t f•c:. n¡.ir1ri1. ""'• 1~T r:-,.;T¡;, J.T Pt,'•1;n r11<l.Pt1.n11<:n-11 •, •r1, 1;P.¡,01J 11r=-1, ¡..>Ot,. 
4"rl n,.·N111,1_ 11r-t-tt"' !'.J.'D 1,1:.V11t> 0 .. r.- (;ºl. 1·~:,, •• 11 .... •. 1 i:-1. Tr't<Uf~'11 1~1 1 1C"pF'.~l"Jf:;, 
"Tr 11F"01t"' r,._" ri1~·.,P,.•/T~~ r• .. c·~,.n 1 .•.r:1.f.i· 1.r,.1•¡.a "r". 11 .i" v • .r1.P Rrt.l,, 
"11 1rrt>11l í'Jf·,. 1 .~ ,.,~ r, T•r.·.,'T',_r1ri •• •¡ 

riir .. 11111F"n;·.,r.,,., 
1 n u., T11"11:11 

r Al,111 1 1111·1A1.f·1.A ... 1,flS vflttfAPl,F";, l•F' ll1t:; M .. T11í':1~ 
rAr 1. si:-1.r~r'"~ .. ,..u,..r..,f,,,,·v." 11.,l 
TFfrPPl.f"11.º''l r.11T11 )n 
ri1.1.1, rr. •• fl1.rvr-c·11,. ,1·r:-. • 1r;1 

1n IAI •· ,;Pc.P111 1 J."t- r11:. .rJ. ... 111, 
f'AJI . ..4F ... 111.rtJ;"1-r11.'.f'l-,+1,1) 
rJr 1. JN"'11r~cr-1-r11fl.r1- ,•tul 
rAt.1. 1-·T1,R .. ~1F"1-r111.r .. ·,#IC1l 
f'AT.1, t-;t"'¡,Pun1J;""ri111.r.,·,•1111 
r"AI 1. rn .. •1TTit"'.,·r11-\,r,.. .•1••1 
ri•''-"'••fllP.111·:1 .r=-1 f ,.: '••~1·.1.1r,r; 1 .~I'11i,,: 1 ~•1- i.r 1 1 
r""r 1. 1-1P11r1:c:;11rcJ.· .r..-ru1'. *' n) 
f'l.fl,"C"(11 

11n r1..r1. vr· •. r::1r1r .. r11~1 

~''" .~1111.,~111'11 .. TT·¡11¡ r"l¡i.·.,r,.~ ¡ 
r,, 11,., 1\ 1 T ¡.. 1·., .t r .. P ¡ r-. 1•,. V ¡ • 1 ~., 111 1 •e. r"t •"' t 1'\ o\•"' .1 ·J.·,, 1 "º • Q. J."1· r,, 1\ ¡.,. rr. A¡.:. 

1 ("A I 1 
f"A:('Ut.11n(?7\ 
('f:flTP:rA// 1 1?,1 1 

rJ.·v l:,•a 11 • r ·¡u' 
r1-rqn1:f'A/t• (111 :np."• 
r ,.. n • n -1::<'A11 • ro' : n .r• • 
('J."ntF.'-'=c·1111• (ul:F. 1 1~• 
f"i.-llf.::CA// 1 (Ol-I' 
P"'l,4T•.c·F111111 .r1-RIJ"l.r"f-\.'I 
\..•; fTL"(,... .1 Ofl l. 

111n ~11t~¡.¡foTf1Y. 1 1J.1~ .. A ..... ', l 1&.,1f'f.'i.('~·rTl7Ar1n1~ i1F' 'i.1 ~IJ.",.tA,) t'n11TfN1Jn.1• .11 
1 ". ' .. ·ac. nJ. 1 "1l~. • ' 
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TES Is: DI SCRETI ZACION DE s I STEMA.S CCNT IN.ns Prn MEDIO DE INTECRACION 
N...JEJvR I CA • 

Fe de erratas 

HOJA No. 19 

Di ce: 

Por lo que la funci6n transferencia en tiempo discreto es: 

H(Z) 
Y(Z) 

U(Z) 

Debe decir: 

Ta 
---- (Z-1) 

2 

Ta Ta 
l + + ( 

2 2 
- l > z- 1 

P.or;lo que la funci6n transferencia en tiempo discreto es: 

Ta -l Ta 
---- z + 

Y(Z) 2 2 
H(Z) 

U(Z) Ta Ta 
l + + ( - l ) z- 1 

2 2 

;_ L ~~ ,. '., ~' '·, , '_. t, Í,.. : 
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