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AINTRODUCCION

"Ea‘égdéto de 1900, en a1t Congﬁeso Inteénﬁci&nalzdé-m&teméticos,fcelebrndo

en éaris, él aleﬁin David Hilbert pléﬁteé 23 prob;em;é dosdefbntoncés‘éono;““
' ci@dsiﬁniyefsilﬁente. 'Fretendia’aﬁticipér.y;‘en buena medida, detarminaf.—
‘,iﬁé‘témgs y alcances prevenibles del desarrollo de las Matemiticis para el
siglo que comenzaba. El presente trabajo tiene.ralacién con dos _de estos -
" 23 problemas: el segundo, a) que puede‘enunciarge como el de "la no con-
trndtccién’de los axiomas de la Aritmética", y.el décimo b) que se refiere
gv"la posihilidad’de resolver una ec@adién'diofantina", y tuyos enuncildas

~ textuales son, respectivamente:

a) Demostrar que los axiomas de‘lg'Aritmética no son contradictorios; ~
4,e. demostrar que, basdndose en loﬁ‘qxiomas. no se podrd jamis lldgar are

sultados contradictorios por medio de un nimero finifo de deducciones'xégi—‘

cas.

b) Se da una scuacién de Diofanto con un nimero arbitrario de incdgnitas
y coafici@ntes enteros racionales; se pide encoﬁtéar un método por medio -
del cual, a través de un nimero finito de oberaciones, se pueda distinguir

si 1a ecuacidn es resoluble en nimeros enteros racionales.

Treinta aflos mis tarde, el matemdtico checoslovaco Kurt GSdel demostrd en -
su famoso “teorema de inéompletud", la imposibilidad de resolver satisfacto
riamente e1k2° problema, que aqui enunciamos en a). Sin embargo, con base

en la teoria contenida en dicho teorema diversos autores como S. Klsene, -



Mar‘tin Davis, Julia Robinson y otros, hicieron nportaciones significativas
. ‘para la evolucion conceptunl del decimo problema, aqui seﬂalado como b) -

mismo que fue finalmente resuelto por Matiyasevic, en 1970.

Lo’ ql:aye,'_tra‘tam;as en las pdginas 'éigu_ientes'es de demokst;r'gr;:el :et;réma de B )
'Giidvel partiendo de la solucidn del dééimo problema de Hilbert, b) que tam
bién exponemos. ta ;inculgcién de ambos temas la encontramos sugerida bep
diversos _articulos (véase bibliografia, @s; .4.6 y8) y nuestra contribucién
es el desarrollo det‘allado de dicha relaéiéh, todo ello deﬁtfo de un ﬁrbo
que rebasa en amplitud dichos temas 'y que eﬁ el de la teoria‘ de la cnlcrul_g

bilidad.

El autor agradece al maestro Cnrlos Torres Alcaraz su generosa guil y auxi' .
lio, ‘y'a la candidata a doctor Yolanda Torres Falcén la revision que h:l.zo

del 5° capitulo y los conseJos recibidos’ . para su elaboncion.,




eI T i
 ALGORITMOS i3 MAP\KOV

\‘_\ Au\mo pmb\emq de \h\ber\' conciste en hu\\qv un pro-

cedimiento efective  para vespom\u a una Gestal dase de Freg»m
Tas, Ly se prefendiers demes Traf. que Tal thec\m\\eﬂm e-usre bas-
faria exhibir una que cumpVieio Ton \as sndiciones engqudas; €n
cambis, s1 se Yrota, como @% YealmenYe @ tasa, 42 prabav que

‘estn condenado. ol frotoss tsde  fenbodwo decfesduer aul e\ pro-

:h\eﬁm', 33 neui&vu_r\o delinir matemdvicamente, ¥ con Fodo h‘gur_

e qee sigmbitan  las palabras ‘protedimiento ehechel € ledi-
cwle' o  bien 'algentmo’. En 1900 aludian a una poCAGn Srdi- ,
naria en Vo prdctica de fado mafemdrico ,a algs Eumu\te‘évk\f, ,

Su trolayo  cotidiond | pavs NO 4 un tonceptd dare y exacta. Sdig

- despues dgiv;"ué ‘Gwade) damo&_\r_c':',gv\1"\‘\’s\, v tdlebre fentemo: de in- )
 Completed; fue postible e\q‘oum;i una \eun’q que definiera {ﬂ.’ﬁ
gudmmmmte Yolex temmos T uke primer co\‘nw\o ey pondce~

™MOS en tot \ineas mat Q\Qmu\m\es et Yea (o %\;9 pum\hé \o

Se\u\cn (\z&mt\‘\\m de\ Qm\a\tmm &\mbh\c\no

E\ Primer yemplo de \o gue % un algoiitme nos wieng de \a
Arimdtica. Un cdlcude antmdtico <8 wna forma’ mecdnica de mo-
nipslar  signey de Awerde o feglas Qig«xé , Se. parte de aerfor dakes,
N daspues de un ndwmefy de pasos, gue puede Ser may grande,
Pera que siemeve es finito, se \\égc\ al resulfado. Un alguotme
€S Un IALTIvcY wWo  detalladle gue peimite vealiar uAn opetatign
Compleyn, digumas Sumog o muiTiplicar, subiends hater stra
mat - senciila, como @) feonodimienTo  de s1gnot & del \ugat que €s-
Tos otupon @n uno {ppresian, ¥ del feemplozs de unos pof olras.

Usamos Casy ndedinTamente ‘adeudo' 0 lalgaritmo. Si bien  es-



Te uitimo ‘-é',m"“o u\udd ‘mas o\l IntTryetiva, o \ay veglas &ijus de
gue- estamos hablandg, Mientras que e\ primera se fefiere mos

A\ Seguimients o puesfo en marthe de ese wnstruckiva, Ly palabra
Pfctec\\m\m\'b. "°°2" b\tﬁ Qm\ms Senhdus ,

E" P'"\UP'G pava cm\o\ q\gonimo pud-e cnnt'ﬁ\m;e un g mu(—

Quina q‘\m s (eu\\ce AS\ e \u preqw\m ¥ P°‘ e\ pader de Yos

: pmte.chm\mhas q\qenrmuos ey \o : pro.qonn 90

-i‘ \o. v\nhm\e& \
e\ aleante de \as  mdgainas calethedoray o A\Q\h\es

En los ades Treintas, fueron dodas qum.s deliniciones motemd-

Lo Tieas de o qu& % un Q\Q,ar\hne' tas nqsumo& ‘de Turing, las de

Pout, \u r.u\m\q\n\\&né A de Chaech, \og q\gonvmu de Markou, Tedas
ellas  veswitafon eq\)\vu\en\fea, La ‘(es‘\§ de churth ufirma q‘\jé o=
rrecponden adetyadamente esas catatfenzanones de - la caleulabili -
dad, a4 lo que, desde un Punto de-vista \Q\N\\N‘O, Se eaTiende ton
\a palabra ‘q\'gm\tmo" obviamente que la Tesis de kac\h ne puede
—ser pm\aq&o. . La siteauon. es simvlac o \a \\n 111 &n w Ann\u\s
cuands  te pata de \o. vaga notian de area bale Waa twive G\
concepts precico de nTegral de una &\mmm ‘o cvando e c.gmgnm
ta \dea ave fenemos da um\'mm&n\ h une Lo con a h.h-
~~,““‘°",‘ fespectiva  con epsilons M do_\\'qs Sin tmbugo en io(\m :
: esﬁ:' cases hm; \wo.m.s-tuom pmm mwru TN dv.imuen we
Se propene. Lo m\smn otutfe con o \'ew. de Chuvd\ Mas adalante. '
habiende  2ttade ux Cun\'ot“n difecta con Gerts Uese de q\‘gn\'-'
e d\sm\nemm Q\Q\mm e\ementod g,ue se aducen en &y qpoqa,

: Fh ete capltule  estudiacemos los alQontmes: de Marwey Esta pre--
".SenTumon seguird - muy de cerca a Vg que \.{qce' Mendeteon (\aey), -
Que a-se vew §é apfovima mutho o \o de Mumw\\%q\,- Havemos ;
Pw\me;hénenve, d\guhm\;canS\devnc(ans telabivas ol \enguu‘g‘e'u emplear,

“Bvcezuida venard o definicion de les algontmet natmales o e
HarkKoy, con a\quhu% alemplos que no sdlo o\rc\qux/n‘ e\ sentidle
de lou tdimines, sino que Serdn Gyiles e el desarrolle pevtetior
de \a Teoria. Veyemes alquias Convenciones nofaciond et v de elec.

Uon de olbabero sue pormiticdn e\ vio de algoivimes  pura




, : : o 5
el cdlwolo  de Su‘nct\o‘nes nomericas comunes Algunos  eyemplas hatem
plaviible la 1dea  de gee las fonciones Markov calculables: abarcan
todas las operationes \mpov\qntes dela N\Ime'\-\m elemental. Final-
ronente t\emos\tc\‘emos que \a <lase de egYas S\mubnes es cenm&n

b“h“ : tompas\t\tm \ mm\mu\\'t-.&t\ﬂﬂ o

Nisto desde un Gertd u'vsgo\e “w u\n_,mwmo es una tu;,\m de nm\s&or-

) .'v\m.m\ QQ‘LNHHQS\D“QS de \m c\e.ﬂo \u\guo.sz Eshxs ewtes\m\es no’ un ;
S\no  syctegiones  de un numgm ¢os \o comén Pecweno de mmbo\gs ‘we
'Q&eumhmu\‘e combinados produten uwna cantidad ensime de ‘pala -
‘oroy' . Podemor cooswdemé aleipatic en blante gue Segafd una pa-
\abroa de ch.o‘ omo N &un\u\n mat de\ \mququ. “Rara fiyac \eas

asumimos ‘que Aoy simbolos de alyuier Q\ane_m es\'nn tomadot de la -

S\S(Qs\un C\o, t\.,m.,....

' "Deﬁ\muoﬁ L\ Un q\k\\aéto . A es un &m\:;ﬁnpn"o finito o numerable
bc\e\ tom\m\'o on,u.,cu, \ _

Una palabra de P\ es una wusmn finifa o vacia de c\emenros de l\
S Prapag- SQgn ton Die - Cdonde no tedoy \os oh‘s son necesafia-
fmenh dintintos ) Woemamoes a n o \on%\‘u& def y \a ‘\u\g'(umm Q(p)

En pocticolon Lo P“\“\’.‘“ Natvu Tiene Vongfud o

No es ne(esum Arabalar &Qn ol babetos muy guandes 'qu\\\e Yodo l0
e en t\\cx puede hocerse €5 tuseepYible de ‘hg&occ\ow /_un al {o:
beta de fan selo 2 \elras © simbelos . Denctatemey  con Mp Lo W am-

kp\emqvﬂe s A se sobfeentiende ) al’ (n!\s\m\’b de Todas \u“iéq\u\nos de
“un atfabets A.

Una opeacidn  elementol enite dos polubros Yy ¥ es \p. Mutta pasicdn
que denofuremos par w4 - Decde \sege que Axz= XAz (Lesla pata-
bra vatie) ¥ @Mz 0O (Y)Y

{ : .
De fimidn ‘TZ Una polnbra P oturie en vno pulabra @ Si edisfen SyTEW



tales gue @= SPT  donde S &Y pueden ser lu Palabro vacla..

“En ette conterto un q\qonTmo es uho. funtion efechivamente calcslable
e hene por dominio a vn suhumwnh\ de W yeon \m\ores en WY La muwo-"
e de \ou n\gon!mos se de&(ompof\en an’ Unos (Wantos po&o& muy sanu\los
“ Lo deq de Huv\(w es yye vodos p\mk\en ccmshvuso -pathienda leuna a-
:A:wam‘ \n w\zs‘\’\f\)t\on dd vna vm\u\am por NITS Antes de dav Vo beli-
’h\t\tm prec\su de a\gmﬂmo normal o de Mavkov vamol qt\uu\\;\r Ly
‘significade  desde un puato de vista operative |
Bl erquema de un algentme normal U ey usa Lista St de ‘o ferma
P—o () g,
P — ()9,
: P~ L) 94 ‘
~d6§i\e kP‘,,Q.,quz,_.. Pn, Q€ W y Prazg0z Al Las eypresiones. Pip 03 qy
te Waman produccioncs. Unas son Simples Pi—rqi, otras ;én Tuminaley
Pio 9. . La astaush  Pi—v@iaz fepresentu cualguiero e estus dov catey,’
e deur, denota o fi-e i 6 o P =95 El pentd indicava Aa instvucuols
de finalirar é\ proceso despuésde {ealizax \a uyemuo’n’ tor1es pandiente,
Divemes de Pi gue et cmruedente de \u praduccian 4 de QL que @s -
‘el mhseguev\\'e Esle esquemo e una pres<npuon Para caltular 'ot va-
lores de Ui Vcw—ow Equwale a: Dnc\n uha palabra P b\nq‘w_ \a Pi
h md\ce menef en e\ eiguema gue ocuira en P (n\g_um fiene que ho-
bw puzs Pn._.A. ocufre en toda palabro; P2 AP). Su\sx\*\fu\\q la prime-
Ya sturtendia [de izquierda o dutecho) de wa Pioen P opor 94, ULlame-
Moy ol fetulfado de esa S_ubﬁt\rutto'v\ Py Sita pm&umo’n hatlada
Pip (9L e tevmingl, entontes e\ praceso habra tert»mn‘\ut\or 4 utnyze!
Si es simple, e\ proicese dabre tepetirse para P Ahera bien, hay dos
poSibitidades; 1) Que despues de vealizados vusios pases Se tenga la
Palabra R 4 qun la prex\vtc\o'n B-o-8; sea \o da indico menor en
U To) que tuantecedenfe ocurre en R . Enfunces e\ valar d2 U patq p
(Ve seva @\ fesultado 40 reemplozar \q primero ocuifenda de

*
Supanemos aqui un ol fabefo dade §ijo.

)



3

en' R por 4. Dwemos que P estd enel dominio de ¥ o gue \ se aplice
a P o 2 que no ses eS¢ e\ tasc, SN0 Fue R\ proceso e feifere

para stempre . Qitemos entonces que Uns caleula para £

E‘)eﬁ\p\o " Sea Azdagail. (onsidefe o\ esguema '

U qn'——d,.&u

C\\“’ QD

_L—*-_'{\_

v UCaaca): aiaia pues @\ pnimex fenglon de la Tqb\m oesguama.
vn”o: indita éSe:Ncﬂ en 906 Qo s\\\oﬂ\muon de c\o pot Ay dele.
;\éinas ’ : ‘

U(6,8,8,) = Q0,8 (dosene gut agul aqp\utm,pimevo ta segunda

pradsccidn de U, ebYemiéndose el resulfude parcial Godiar que a v

e so feams fooma on a0, par eledto de to primers pyokuct\o’n),
ut q“\u\‘_'-'-l\l\\ ) v aoan = Wlo '

BV efeadn de) algenitme defeminado pof esfe esquema s e de

C trans formax cada palabra ﬂue contengo - poc Ao mg;}cs uv.m\ oeurten-

“ e de as e o pq\ubm goe fesulte o rezmp\ozor"\cx nmuém.'m mag
9 Joizquierdo de Qo por av las demds pq\ubrw. q\m\un \nu\\‘emt\ug :

al’ gplitaties U

~ Eyemplo 2. Sea "\? fac,ay ar} . tonvidere & esquémd
TR v
Ao n
Nlagaean) = Qofofe, ulam,qe) = ag , ulasaiag o)t Ag Q2Q
£V efecto del algoriTmo . nasmal t.cuespmnd\eme o este egt;fuemu ey

@ d¢ bagar en \as patabras foda ormentia de o,

EAE‘MQ\Q ) Sea P\: k(-\QJ ,Qn\, (Qnsl\dqu
Ur N — . qy
- l_J\_

Viptzaa?  pora custguitr palebrn €




.

LJQmP\D Yy Seq P«“ (QO,‘M, oz, %\ 4 4 c\etetm\nm&o pati

an\\ - QH\Q
C\n(\;v -* QLQ‘a'

e s
Qo —* (\n :
A —* Qe

o Rete fesqgém& puede u‘\oivwv\msgns)' : e
’ Qo k —* £ o :(bﬁE‘A'lQQ\)i'

QoQo ~? Qo

Qo' —® . Qo
) J\_-——P Qo
(s\e«\pee o,\)e Nsemos fales q\NN\C\T\)fM (13 m\u\c\uu ‘que *qf@.\-m{ te—
bpvesqvmm ca’las | eeres pmnd\evﬂes efb&uc\:mnes dadas en’ cuu\ gmu nf—t
.:7-, den ) : »
“ula, gz q0ma = q\qmﬂ\ Qo ,- u(ay m‘%\{: Q30290 , Wlay ai_r\:usmydq :
o \\(Qn c\. mme A= o m Qe V '

E\ efectude v es Qv de Qgreqad. pat. \qduen\m Qg ‘&’ wn.\q,mer pu\u\nu

ne tem\mu&n en‘qe, § thimina( Teda ofro  Gtuifenda’ 6! esYe, s\m\m\o,a.

Ejemp“\n‘.‘); ; Se’q A:luo{(\‘,uz\ . 9 Qﬂ-@xdu poc
o R ' \ Qo ~¢ O

Q,~% Qg

AL ¢ -fth'L

AN N\
A Mfevencin  de los shros €yemplas, 'n dite U ng estd definide para
fodo elemeatn de Wa ! tdlo e qplis o palabras 3w no contengan
Qe i oy, Olazad) 2 Gl 4 AT N

_ R ;o
Cons \8ecemos Sna  produttien Pi—» (Y95  tomo vna Suncian 54 gque se

aphiea erclutwamente a  palabms £ oen \as qua Pi owetre y sea




SRR P

£.49) e e\ resuitado de subtTituir Vo primern ocerrentia de Pien®
(NoTatigns Sea A=41,3,..,n) puava tada nimero natveal nyo)

put Q.

' bég\n\(\én Ly el A\q_u|t\1m§‘na|MQl"é de Mavkey U.deturminada par e

elguema

&l ?| —0%.

'5 Pr."‘“\u B

fn: Fa ‘?ﬂn
fox qnz A, &5 & fonadh Ui DEW - W, Tl

“donde  fn ev Terminal g
Py g de A, UIP)z q s Y sle s exite

‘que  dodas las palakias
T una Sotesien Wydly.. Wim€ W ocen las siguientes prbfnu\mles
WowWizfyWaz @

D farg cado ik me tea 4L @ mense Abmeto que pectentee "

S Xal que £y se aplica o Wi, entances  §uiLwi) = Wiy

M Si e e, §ii e nmple.

S fyL L es Terminal

‘5¢§\nmo'n\ 4. 81 Ay B tan 2 alfabatey, B e tﬂeﬁ\\u’n \\o. Y
AGR. Por un alquritme tobre A entendemos .un q\gen\mo en. \mo. s

i lv 1“{\“ de A

Evo.v\fuu\men‘e v\ eot ccnuemenum :vnv\emtmos \-rms c\\st m\us de \us :

- a's  dome simbolos dewn Q\(-quru
Ejemplo 6 Sea Acrdas,... Uab y Vo q\goutmo an QS‘\)QMQ
c E-» o\ tehA
A - A

U batva la, peoimera Vet da tada palabey ne vacly

Nuwumenre supanemos un alfabels dado frje Ay  del n\gcm\'mo Y u«w

denlu dicemas que s ‘un algentmo e AL



. e . R o
Ejemplo ¥ Sea Aun ulfabelo arbilrario Laga,.. ,an) 'y &, B ¥ tres
tefras guo nO pavfeneeen @ A Sea VU elalgonttmp notmal en el

Q\_&qbe\‘o 8= Aul«, $, %) dodo par:

A dE - FABE ECA
vy Bng —w£Bn £, ne Aulvy

O BE g EeA
H v
ey - Y¥E — EX Eeh
gy Mg —edg ke A
R TR
nY LA
CAY A

Para walquer patabra ¥, Ue)= PP Nedmosto ew el twso pavhicolar 9:9@.’@1.

o Trdaremos el eletta deu sebire P, puse @ pass, del Sigviente modao '

(h) () () (o) . (€Y
I 1 -t Tr T( LI
Qa0 07 «0e0n07 . Qo ¥YBaOgOyar Qo ¥Q; Bas Az - as Yoy ay, B0
£ ) (6) Q)
1l L 1T : 17
T dpYai0q Yoo Qo qya1Vos ao ¥ Baazlag © asaiYarjap pon
' (5) (a b .
—1r 1T |
- oty ¥az¥ao oy © neoQ %o ¥ao ¥au ac a0 U B A1 ¥as ¥a,y
_ (b)y () L ) _ . S () B
I T I { ) ;
Qoaiay XY § aga0 ¥, Qa A1aa ¥ %0 Y uy ¥ ar ‘AN Q8 YYX Q¥ gy

&y ¢ t\) 'y _(}ﬂ

Qg Q) Q1 Qo XY O ¥ Qo Qo0,dL0c Q0
Seq N e\ alfabefo que Sol\n contiene las leirar ae ¥ i, que Tum-
bien escaibitemas  ome ¥y | fespecTiiamente,

Co. ;o=
Notacion @ Con cado naforal N asotiemos \a eYpreSion A= il... |

o) frazas
Asi 3z g Sz

¢
Y a tada m-ade de namevos naturales Unyng,ng .. nm) Vo tepre-



; n
sentamos pac (Ayfy, . 0m) = M¥Te . ¥Ta . Vg. o0z utiviey,

Llamaremos

numevaler o las eppresiones B (n30)
Eyempla 8. En N considete e\ esquema
' ORI Y

Dada md\q\;\é« palabrn € en .N, TG ERY Y U{'ﬁ\:FT\

Eyjempls 2. En° N ) esgyema
k W\
V=)

A=A

D‘—;\muu’n \-5 Dey f;\gn'\* mot Uy B sobre un alfabets A son tom pieta.
‘menTe equivalentes en A i paco tada palobro de A ° u = B nin.
R9ne delos de es qplicableq P,

Que Uy B sen completamente aguitalentes en h signikice q}m no e pali.

ble é\stmgu’\r\us pot v efecto tsebre ‘ou polabras de A

Eiemplo 10 Sea u dehindo en M=o, oy, 4\ gar
: da, —* Q«
oay ~® Gy
PR
LN —rd
, T
u(mﬂ;ﬂﬁ: 20291, O Yeans foimo.  tode eu\nbic de do,a\ ‘Q“ ‘o gue ta
ocbfiene - ol subsliluy en oMo Todat lan owwencios 88l wimbalo o ‘.,of"

Q'L.‘

Definitign ).t Dodo wn olgotiime V sobre won alfakern A, ses
N :
Uiz ARewWa) Ve gplicable a vy,

PLEPPRNY dominio do W en B



v
Definicion 1.7 Sea U un algoniTmo da Markov sobre un alfabeto M tal
quo NCHM, Entontes pata. cada notural n mayoer yue (evQ, aseliamos
a U ouna fenadn n-aria §) (6, Xa) de la Siquiente maneca, Dade ums

Ui, ,mge), sea o= (M, ma); ewisten 2 pouibihidades:

e Que <6 Yty D=z W para algun W& M. En este cose definimos

Mo, ma) T ‘ ‘

"‘B),q\;e no suceda o), b decit  que o & UM g que WLk ne sea o nume-

ra) de un nhmern. Entontés difemas aue  lmy ., ma) no eskd enel deminio

de §§

Dcf\n\ixén .8 Uno funcion parual de wm argumentos notutales § y con va-
lores en N, es partiaimente  Mavkey caltulable sieritte un algenimo
rovmal U sobre N gue safitfate gue:
m ——— .
N htay . oamle N ! U se gqplita o (wy,...,wm)} = Deminie de &
2) ftwy,.. ,eamd = £ (.., 03em) pate cada &y, wm) & Dominis de &

. ¥
Si, ademas, § et fokul, detmos simplemente gue es Markox-calwalable

Ejempio 1. En N contidere el algentme U delinida pac
‘ ' X — &

W—v .\
\—
A
GIRED = y W®=B  Entonces Vo luncioh
%=1 SV X70
Pdixd= 1o . "siX=o
. &5 Markev caleslable. En este caso VU es sdlo q?\‘\uh\e Q ‘l\umem\es.
En varios de \os e)emp\ds siguentes qpm’Q(ﬂ.ﬁ proiuu.\tmeg (\g\
‘ﬁqo o quR Yienen por objetd delimiTar el dominfo & aplicatidn
det alganTmo o o dimensicn de gue se frate . Asi, en el caxs de
lae  Somtiones 'provecaien’ TH (k. wd =¥y el algentmo dale fiene
por dominio ¢tn N o putabras de Va foimo UMy, -, mnd con mi€ N, Ello
N6 @S newesarit, de auwwnrde ol defnitcn ;| paca demosTrar gye esal

funtiones  Son Markov calculables, peve 1o ynduimos pove sanighacer
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definicones mas viguresas aungque en el fondo equiwaltnies, como \a a-

nqinal de MarkKaV. Les ejemplas R 4 4 demvestron qua los  funtianes

ooz %My qUiz 6. Sen Markov Calculables,

E_)cmp\q 12, Sean di,... ,dex s'mboloy no. peﬁ!qngu{ynﬂ}» a: N.}Pm»u‘i&"\:,lg S

Sea  Sila Vista s T R

’ ‘ LETEIR R R SV

LT R B
i | = o2,

Aiw —» o

] &
LETERL I L (PR
TR X
w1\ — \dq
w2 & — ey
S 1eit K (onsideve e LS dzk, considete VR
algeritme U de etyyema, . dals por
S, , 5\
'
S |  Swe
§ R e e
S S ; fey 4P e L
. \ﬂ o R TR R BV
: drg ¥ ¥ dyy ®
S g o Sw— A
LLTRE K PR S A= 4,
tapey | =0 dai | A A

dae | —v i
o1 b —o d1x &
e —r A
o= =
A A



iy

-
Enfonces VU sdlo  es aplicable a expresiones de la forma (ny, .. ,0k)
y UM, A= T; . los eSquemas esrdn disefiades de tal modo que el

algantmo parcial defimido por. £i° se enfv'en_fe a\i-‘e'sli’no"‘,' biogue. - de-
TrazoS  borrdndolos fodos, asi como  al- S;mba\o «. En camble, § sal-

o5 fravos y -botre & -

Mm“\» uo\vun&os vq \a mes\',\cfvi : ‘ﬂun‘\'eu.&(\ “al princhgio :, 4 s coveda
esta de_{mmo’n de tunuon wlcslable? d (ovrespande o lo que  pof eilg
L@ entiende .en Matemdficas ? €so es logue afirma la Tesis de
G\Qrc\a. Se &undame;ﬂ‘q en los siguientes hechos: »

) Si o § et Markoy caleulabie § U Ru @l algonTma vespeciwae, po-
19 Conoter - e\ yalor gue & asi\gna c;cuu\ q'y\gf quumenfc h'\:n;; '
ta manipular lo erpresich B de awerdo al esgeema e V. Bite .
\ﬁd\;o ‘de. moedo daferministice Todot lo% patos o teahizar. Cada une
" de fales patos <onsiste  en buscar ln primers e4peesion - de una hifa
fimilh que ororce dentra de uno Sutesion de signos dade, N lutgo.
g\}\ Sperat uﬂn‘v_x\;\ogn'{uuén, lo gue @S un proceso camwet‘ummte.‘
mecanica Y -

2) fara una \tc;n voniedad de funcones de \o hnTm,e'\'\m, pava Vot gue
hay tonsense en tontideraflat tome infustiyamente q\qu(\'m\m%,tc
e hallade el algonime voimal gue calcula sus valeres. Eso miyme
hatemos para’ al guass cosol muy imporTanTes, en 16 sue testo del ca-
p(fu\u

) Los cacacterizocones de la Caleylubilidad  dadat indegendiente-
mente paf Chuech, PasT, Tanng, 4y Markey  resuiboron eqn\uu\infex,
Csms  lo demestrd en 191G Xleene. Supongames gue 1<;umu& dos
‘msrmc.\'wns'f\s‘, v para codlad, yewpettwamente, lo &an\n'n §, ge-
g\gn dos  de  =uas Cacocferviadiones . Lo pruebe de Kleene (ontis-
f1d en mostrar wn protedimienty Q\Qa(\"rm\m/en e\ senTido tnfor-
mal de ‘o palabra, para constroir V' @ porfir d&l\3 y Vigevessa.
A\ muqen de otras cuestiopes que puveden alequise o  faver d ey
confra de la Tesis de Charth  esTos  Tres fesultodoS dan materia

suhitente pura afitmar que Va definwagn de la clase de \as
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funciones Markov calcslubles es natoral @ inTeresanfe y que sfe es
uno de lot pocos contepfos absolutos hallodes en la neshigauon en
'\’umo al - Fundament® & las Hc\Tevnu‘uT\cas, Par Vo pronTo, dq pie a
um\ Teorm muyitica vy de gran belleta como Tendremas, en parfe,
0comun de - ver mas adelante, &Y primeco de\css mud\u cesei\tados sar-
pvend&hTES que. aparecen ev Su c\es.mm\\o ey pfec\sumane, Ao natarali- ’
ﬂdcd < me!qumc\u\u(\ de\ (oncePfo de’ ¥\munn ‘caleutable Sm emhnfgo,
est "eum, ™\ Ty coma Qqu\ \a vamot 2¥ paniend o, es de Pom utilidad
prdctica porgue defo de lode westiones coms Vot guese rehe-
ran? al tiempo con ue se ey a whe un il s al.espacio gue
vregg'\e_m.

Ahova bien, olro. cona Yee debe sex ub‘u(\m&n serqe detas defini-
‘Crones 1% 4 1.8 gue no hay modo--de saber Li un ndmero 0 parfene-
e ol dominia P§ de una funtign § Markew calwalable . qu.ue Su-
‘Pongamot Que hay uno mdgeina gue Yiene pof abjefa sequir las
ingTruccianas del algenTma Y que caluala § (e deciv, uno mdqui-
na, ‘:reqrdm“h: segun el esguema de W), ST al darle pot doto \a
cwm_gm’“ v, desvuc.'s de un ‘\\&npo se deliene, :nfa.ntcs ne g,
Pero dyrante el inTervale en gue \o Moguina estd en awdn, ne
pademos deferminarl, Salvo en algunst Castol, &f te ¢gtenc.\tc§ 4 no,
“eveﬁ\os en un capiisio Subtiguiente tdme etid encevvalda agus
una nutorrefecenda, porgue etfe ‘no podemos determinat' siguiGi.

4 . L4
. Ca ‘a fraves de procedimientos a\QM\'vm\m&'.

EJemp\o 13 La adiien. Sea U e\ q\gmﬂmo en N con QSqqemQ‘
(Y ¥ —p \ e
2) &% — w4
=) ¥ —e N
{4) Wo—r .\
5y A —. N

Ven N solo es dplicable o palabras de Vo §arma Mmool oy -

guiente diagrama indica su ebecto:




—\... Vel
aplicacon (n41) Trazos (mu) Trazes
reiterada | '
de

% :

Al AL .

- (namin).
)

\

L.
(mmn)

\\-. \

pR——]

A(n{mﬂ) Tratos = MR

,)

E-n\“qmes Uulmnicm

Eyemplo M. El siguiente es @ esquema del alqenime que ' calw \A '
iz e (44, Es mds  sentilo que el q\xe cafrespande o ta mul-
‘T\phcntm’n fooprz ey Q LQ\\S‘n ri_e nuestra coenvention - notacianal,
4 que esta Gitima hencien €5 calealable yetultura -de este eyem -
ple - por un coralayrio ‘Pm‘,hx'mr‘ Puesto ‘;l“e
Oy (41 = (Ma) -Ly,
Wt 4l) veces

nuestro algentmo comeniary
A Tratas (4D Traes

ante \o eypresien. W e |

borrands un Traze de \o 1Z29u1erda Y repifiendo e\ blogue de Ffrazor de
lon@itud Yri Tantor veces como  Yrodos queden em @ 1er blogue. Umuﬁor
para ello vadies  simbolos que no pevTencten a N (4,n,w, €, %, ¢,m), Ex.
phcdtemes paso a pode el elects de'\us prodscciones del esguema,
Primers apuece 'a' (ton la peniitima producadn)
(\) ol \ K L_\‘
() Tvazoy  (44) Yool

\a primera ?mdutuo'v\ all ~» G sypuime un trare y marta ofvo 1 n
€, que indita que Yodo @ Segundo blogue de trotes

debe vepeticte
1
l‘?spwzs de poner ln matco %



()ew ... 'gt Weeo 1y
' -1 (4a1)
‘5‘\9.’“?'\ Aas vto&‘ucftmﬁak Ll =P LW X u gq'\m:
: . we —d kW . .
b = kv ) dfeqa al fnal y ceempliza
Qv\ \ ;pa'f e\ &\lmbm\‘n n md\mndc que Vo a cop'u;r ese 'huté at final de
la eypresion . Ese 1s hate o
(33U, el inus
M Tratey
<4 —> w< < avaniu haste el Sing
G — 1N agiega el | carrespandiente o n

“—» 187/ ¢ \anodute

: (H\‘(-.\\... \ & \\...’ \nk \g

Ny fratos

18— g) ) R teTiocede
A —o B
ng —e i }hum hallar n. EV process ‘Se tepite

S Wng —e eK) b Ekcephn que  fodo el Bloq\m \quu&o topiado ,

SYen.. va w.. \ogu \; As;msgde'
h-1) Y fes '
L ewr \» W At} Sevestaurs et |, n
M-

e celota un \\)%qr

a luirtgquierdg 4 eltidlo Sk reinidia...

hattuy goe <) blogue se

(Men...ve X\, VAW b tevminado. Apates
e Ny
(M9 MY ce ¥




AR — \K¥ }
WK —p 'R K efracede

un Tiale detapuiece del primer bloque

€Ak —P €u T 4 se wmasta of(s Con € paro Velvera tamentar

T eak—r wm } erceeld que e haya ocabade © primer

blogue. Apafew m.

a8) _G\K\L... V& W, Ve L)

% tefcotede
oL DRI

X -1) A\ 12} M41) Troros

@) €uw .. J 4N Vw1 veelve aanwiarSe @\ process

_ (x-2) (VTN 44y
hasta que:

‘°’“‘<.\_l'_';.._l"~‘_\'_';__!'~-~ ‘\\—\—v—-"\'
(N4 M) My Trates
— — J
(RA1) veces
1) mil., [IC AL VORI K RN PRRE £ Ly
ml— \m l m ovania bostando e\ simbels ¥
m¢ —> . m v
m-—f .|

detaparece al fina) :u;ugnndo un Troze
(por nyesteo tonvencidn notacional)

Ao—e o Producion que inVroduce o
Ao A .

Es, ton mucho, e\ algeriTmo mos cemplejo de wwanfos hemot visto

hash agey. Falta agreqad al peinciple \gy praduridn

q is\ —o.y)

pofo &l Cusa  en que los afgumentos sean ambes e\ @,



Lon abrey‘m‘\ums e\ esgquema de \ ‘queda ast
‘ - aley=e 4
cﬂ\’ — tw

CE=EG kN

e —o noh
{f — £ Een N
4 — 1B

.

ke —o 8% B N
Ing — nld

sng —o ¥X\

VEXK —PIKE Een N
€\ — Ew

ek =t m

mi —e im
.M — m

m — .|

A —ra

A h

Eyzw\p\é to. BV es quema  gue e da O tonTinuation coviespande al al-

ROATMS. U de \a funudn

GU‘-‘D:\ X-N &) X7y
[ A A

o  subsiracuen émv'm. 3 opers  ctancelands sucesivamente frovos de
Coda ®&xYremo de {a  aefpreston ...V« M. | hasta Tesminoy Con el se.
Qundo laloque, ® st el de 'a 1iguietdo €5 menoy gpafec® ung leTrg K
902 botra Todey ey trutes, exceplo wnio. (omo tiempre U esfd defimdo
sobfe N. Seq ¥ defiwnide por

{a) L) =4 Sewntrodute « y desqemfece un |

) %V — \d o gaifa.,.

(¢} e\ —p &BY hasta hallar  se Fanshoma en B

@) ~ & —¢ .\ ewepto qué e\ 2% blogue se hayg Term.




noda {e)

L o

Ty

DRV

(o)

10

By —piBY B8 butca el final de la expresich..
81— C bartaun V) inTrodute C

ve— T retrotede \4

wL— \DE. gl hallar & te convierfe en D

LK ‘sawn que.el pamd gvupo ‘s.é' hoya atabada

Np—o 1B} O salla hacia loitgyierda,

A0 — i\ Se (einian <) wdde

¥\ —¢ K1} & hotta Yodo YY020. menos e\ $itimo .
Ky —

| S ARS |

A= i Se wntcodnie &

A A

Para \lusTrar el ComparfamienTo de U ton \o etrptesian w0, wupenga gr-

‘meve  MIN, Seq K=

(m,n)c ™ 7

I m‘un
@
C U™ e 0
(u\[“
m
S e

© [ L W
() [
W [

() [
L L

w [
‘m \n
{3) De

1™ e BN
L Thial ¥
™ oW

mn

H™ o« 4"

‘..\m . “n-\

/ ; ) [

-\
Uu[-\h \m u-\_"/
AT«

m-n. Denstemes mz M. 1t cen \™T (MO Eptonces
v .

M) veces

(a)
S e Ay

AR
o [L \

LS
(8]

ey [ N

ALl N



: “;‘E"““.‘"’: de \‘l“ﬂ\t\nl (m n) e thx\ago sn\vo :\ue n u ‘e qp\\cn en

_':\\lgqf de (Y g (m) ‘a proéucc_\nn S

Hum ‘ahote, camprobar ‘que algenus funciomes elemenvales dela Arilong.
_1\::. Son Mqvmv (q\m\q\oles \m sido buqunte comp\\méo Newnte produttig-

"wnes se teqmnemﬂ ‘mm foimar a ng“emu de \a mmp\munn A tonty-

"~_n\|ann y en .\ S\g\)\tnTt capiivlo mmnmu\o& ‘teumital muy mqemosu_'

b que Aesde . p\mTu de \\\sto mas generu\ | u\onmt\‘o puc umstwu’wo,

. PQ!M\N’.n (mu!our a \am\u Ae tiertas {unuoncs otms nuevay de \u
Q,\)t p\\ade q’nvmurse gue tcm P\muv tu\cu.\nh\u sin q,u. un nu.emuo
numwe :\emprc es Fosible :Mnb\r e\’ e‘guemg de cada vna de c\las
SRy pnme_v Qra\a\emo que wrge oqul e o.\ &g hallar un n\qoutme nos-

mq\, que uu\ne \a, compohuon de btfoﬁ dos defnn\dos @n un mismo.
’iQ\Fnszo A es\'os \\nmcmos\es Uy 8 Yool t\\hbﬂ‘o A. Sg ‘hn\‘m er\ttm- .
tes de Qnton‘ro.r €\ exquema & on m\gunimo '8 so\atgk Yo\ me -

W: Bn\) mwmmenfe que

_ wh (Xew,.\)(e uhy utx)(:s“\

-?t\m e\\o de\nemos cened’nr \u produtciones Te\m mm\es dn\) ton lay

\mcmles de €. Pero, qt\emus hate  Kalte —"Mg\.a.m” el lengeaie de
Tal manera que se impida L que, una vezr gque N ppeté, s groducce-
nes yuelvan o sev aplicables Traifornando \a accion de B. Para cada
ktnlmbo\o beh, ses bun nuevo simbalo Cod AY v\\amudo‘ e\ cotrelato de
\\ Sea }\ e} alfabeto ' farmado par los corela¥os. de Voy elemenTos
de A, y -L\ ¢ des simboles 9ue Ne pe.nmec_emn Auk Dn.no*qmo& por

Suv a\ es%uemu dou  salve que en \ugtu del p\mto en lay . praduc.

Ciones veumm\\es apatece & y Sg q\ tsqunmn de g, exceplo nue




2
Cada s{mbu\o es reemplatade por SV towelalo, cuda punte Yerm:-
iy nal por %', 9 (gs producciones de la fotma A2 Q J\.—f-q. Can
QEWA\ sc‘m‘sublsh’fuﬂ\as Pac <y dq o, -(‘—9’-( gy ‘fe‘ﬂ’,ecy\‘vq’nf\;én\’e‘.‘ e
B esquema | _ ‘ R

L CWEL e g (vf;ba..lh\

U AE o L (hea N
T@YEN—ER (g ren M
WEV—EE  (tenh
CBEE 5 EE  (Een )

Y ER-En  (Enenk) .
m 48—\
« ,

e

A=k

defermina e\ a\govimo W, Estd'é\%eﬂndu de modo gue mmi\mu“

‘operatich de B opere ontes gue Todas latde U

Si Pewia v P d ocwire en e\ sitlo
Vol weeys ‘ en oue 56 haya fealito-
O‘MI--‘ qj”«’]‘ ) I—(\;\ O32... Qyid Qyiyy. .. Uy do “la oifima. Subttity-
' { wdn de i
QiBy... Qn
(g "‘TnQn.. . Qam
[["- « &y, dy, q:‘n
!
: : |
[ : X , . .
L LS Blay.. Q"\): L ] sqﬁu\ch\onde Se'giet-
. — - [ — .
Q\u..v. ane] M0, ... Gem P Qemei... Qoo | vod o) 6“"““ (eemplas
‘s de @,
[ .
P e Bdgy dxy, QAue

—

re'atx .., dee

— - -

!
X B Qg Ggq... Qane

R

* A Gk ~axe



Denolatemos por Bel ol algouima delerminado por H

Definitadn 1.9 Sean- Ay B des q.\h\se\'os, a,..,ax ﬁt'm\ao\o_s de A LT L
palabray de &, El algariTmo noimal Snb?;:'_’l:: (debinido a r.cnh”nuuyc\u'n,
“asedia o tada pulabra de A, el vesvitodn | de  subshinf en ella ca-

" dn peurrenclo ‘de aj pot o tatrespondienfe Q. Su erquemd es:

<ai > Qid iek

-(f — £ Eek—(n;_.,q,‘}
< — N '
A= o

AN —r )

‘donde o es un timbele Gue vis pertencce a A nia B

v'Elﬂmp\e 1%, E) algentme L defimdo en Nuldy. . aab [d; &N)‘_PMA‘QF B
.o esgueme : ' R
4% —o &
€)= Vi iCR _
ik —p ) i\‘(.ﬁ—fn

¥ —P ik LeR

i~ ay Lend
ofg ~» LN\

A ~e o,

Al p

e gplica en N sdlo o palabras de la formo (M e ime .. a W)y

n - — ’ — — - —
U (M p Mok, . ¥MaT= M, aigy. . * Top

Datinicion 1,10 Dadas on alqanTms wormal Y en un alfnbeto A,y

w8
vho extencion B de ‘\, Vo, enfenting natTyral \ju- de QR es

e\ algontmo delerminady en B pal & é‘uqu‘amu de V

En particilar 50 P& W= wWa ge Wa entences WPCeYp y
%8
LM ey vigyP



fodas esvos  fesulfodos de avacter t«!mim van {inalmente enca -
minadet .a . mostrat eV Q\u\nw de \o gee puade calcularve a V.
CNds de \os’ Q\gnlﬂmos normales. Mas thée Tocnm fthxen halac

©.80s himitdtianes

“Teatema L1 Sean W 4 Y2 algoriimoy nnrmﬁles.w seo A fo unida de
sus al Fnbe\'o@ Eatontes “hay ¢n algenimo novmul R cobre Hudyy
Wamade ‘o wqupe.s\usn de Uiy B2 Yol gee

B = ey w ot

_ (M pare Pe wa
Bemostranidn  Seq A=ha,. ,any y A=hG,. .. G} el conjunto de \Qs
cotrelates delos clementes de A. Considere 5 olgqeyimo (Xp Qodo
pes A e o ‘
EE - Be teh
A e
1 similarmente ((qp ton esgiema
FE— EF Ech
- LA »
Entonces, por eyempla A% (a13,9,T3a2) = Q‘n‘u-; TUrQa y
(&, im0, Gum)T A Gy 8. . G3m
Sea b e\ algonitma en AVAULEY con esquema
¥ E“’ ts tan A .
AE —v  NE
A v s ',
Ao _ :
’ Claramente D(PP)= P& P (Pewp) . Denclemey pav 0, e,\‘o.\q‘mnm‘o
7 !b\)\'emc:h; pot feemplozarenel eiquemn d¢ Uy cada simbole @ par &
Entonces .
B=Sub g ﬂu, o De G, Ae Caa © u:"e AR © Su&,‘:;‘_":':;‘;‘_;’ ",Iqq-:\a
'I.ndsquemcs e\ efecto sueesivn de cadu vna de esTes  Gperaciened
gve compenen B, sobre una Pz aqy .. a  de A del siquiente mo-

do




2%

[03\0,1.. . QJ‘(
S“bq?é‘,....;::q_" [q“c‘ﬁ', Oy 3q .en Qyyx O ’
AR apan... Yk dyG... G &P
uh { #A < :
Ul Loy ey ®
o A
Ga L B of(e
—hA { [ Y. A
G, UGB ol e
LY. uh
D Uy (FY & U, (p)
5 T L) A
Sub Foee o {u. (IR AT

Ay, ¢+ QN

Corolariol.2, Sean V.. ., Uk algerntmes natmales 4 A la vnigh de sus
al faberas . Hay v algoritmo nevrmol B sobre Auhkl ¥al que
“A 'Y g A
B(PY= U (P 4V (PIF . . . ®Ug (P - PEWA
A ’ -
dende \’? e \a ewxYension noYoral 2 UL 4 AL € eshe cate decimes

‘que 8 e3 lo. yurtgporitdn  de \os algoritmes W,.., Ug

Awaru demostravemos dos impartumles Teoremat tencesnientes a Vo clg -
$e de tar funcienes Mavkov calewtables @ €Y primers avegura gy 2 cero
da boyo cemperition, €} Legundo tablece io ﬁ\gmg fespecty o otrg

eyerqc\o'n “enYre . funciones ‘Que defmivemes: mas qdi\gnfe: la M

malitacion,

Defimaan .11, Una {vnt.)t;n RimM™— a0 se dite ebiemda pas tubst .
tuagh de Vas funciones foy. L we) (B M)y g i0n, 0 v,
ey 31\(%--71\\"1) (g; N™ — W) ,
Si Bty ) = 408,y km), ;S0 Gy bm) (W)
N e\ dominio de Wsdxe w") {eilny, .., 0, (N)E bamb)
Es éxtq una %Qneru\nuuo'n muiridimensional de o, cnmpc&\r.m/n h%

de dos Funtiones

Tearema 13 81§04, Xn) § 2,0, ., ¥m), . ¢ 8a k.ol ¥m) sen
{partiaimente) Markav caleylables y RO %m)  estd dada por (w),
entances H es (parcialmente) Markov calculakle

Demastracign Denctemos con US, Vg, .. Ny, tes algariTmos sobre



, . 20
Nz {x, 1} que talwlan  §,3,,...,9n }espec.ﬂvamen‘le, Y pot % al algo-
"iTmo  YuKfapotictien de Ug, .., Ug,, es dedit
) [ YU vy, ‘0“’.31“\" o ¥ Uy, )
Uwo ;§ oluide que “gx ) -.',031{9) $ Pz one m]

Considdrese Gue . o »
RO, ey SO G e, L Ve B m))
T e S S

Entences UgoB es ol algoriTme gue talauly H.

Msom estamas cqp'ng\ﬁdos pave pm\mr de un modo wndicects \a i-
tlabihidad de Uertos funtiones  paca \as que et {éﬂid\'uw dar
8u evgquema defallado. Sin emburqe, ete esgeema puede tonstruirte
f\hméi de tot  protadimientos gque ol Tearema Bwutenar y @l siguien.
te Sumimietean, A t{tula de ejemplo, demosfraremot ue la muity.
plicatieh es Markey-calculable. Sean
A HOGYY) 2 ety +1) ' Gz X=y -
i'tx,‘n: Kty ) VS(x): P
%oy = HOGYY © tkay+1) = B (R, y), se ie, )

[ : . ‘ o . " : : y
Andlogamente es Markey talculable toda funtion polinamial con coe-

fiientes enleres posifives

Paca ampliar avn may nuestro Yrepertoria’ de funciones tattylables®
) ’ N Al U

emplearemos e recueso - de delinitian de naedas  fyncianes tlamade

minunalizanon. . Pot ahoro parecesq muy artifcigl . Peco a peto yrd

apareciendo Su uhihdad

Definicien 112, Una funadn  F% o, xn) (ki i) estd debinide pos
Minimalizactien de Vo funcien MUY, k., Xa) de n4l argementol , &0 f
asatia o ..., %a) el menor nimero pafo al cval HiY 4. ,xnY =0
1 Tl ndmere exitte] de ofro manero  Fehy,.., %) no estd definyda
S ta fentadn £oaul definide, e tetal, B se die reguhny.

k)
En adelante Tomafemos ‘tulwlable'y 'Harkev caltuble' como sindnimoy
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- estribimos

$, 00 = miny AHOLK, S Ra) 20}
1

Teayema LY Si MU, %, .. fn) e Mmkm.tn\m(ahle entonces
fir, o ¥nd = mag AHUGR,.  a=0])
.es purnaimente’ Markoy :q\u;\tx&lé . . .
Demostiatieh  Sean K %, %, 8,0, 0 simbelos no en dAniy y u‘t\in\‘kﬂ';-'mo

normal Fai que

RISTR s SY R TRV F T TSR T
Yepresantemos par dy al etgquema deV, extephd gue UL pymtes fer-
minales han Sude feemplazados poc d.

Contidere e algotitme ¢! dade pnc‘

[C3 Ed —o<E e Wik

(o) X =
(¢) o1} — B
10)) Bl — B

(&) 8y — |

» ) Mt C
() - Q| —p A
(h) AR S N

(&) DE —o ® Een

14) DA
%) Jo
® A~ A

quc\ yeid el ekecto de v SUPENQA MG S ‘.1\“’. pata. (%, ., Kn) 41-

LS PR T PO I O Rt
‘S Y, X, L, ¥n) 20z Ty

Y que. empeiamoet A talculer (X xn)  can BLWLY
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lu) :
K(?xiztmk'(?z".. v¥a) qparece par ahy ai-

guna oturiencia des
(a)

K Lrs, £,%,.. ., %n)
l(ﬂ\q(b)

oltyd,wg, (Xn)

81 rL kS L o Siday T

ey lth
RO Ny EeY ' ¢ u,lfv..,-, T ¥ny
' e ; SR
. l(%)v
= Bﬁ(i,xb... . %n) - .‘i(“ ("'~~7*")
L © : : ow
(X%, Yz, .. .. %) ‘ . Yo (..., %)

: ‘m 6

Lm ‘ “ . ‘.lcﬁn

L1 GO ST

L

' \'».;eq R eV aVqotitmo. ton esoueme

Ao a14 '
A -

"(V\'l‘ot‘\v(gs ulo® caleutn &

"Tthnv,’n es fadi! observar gqua’

Covolavin | 6. Si “l\,x'/...bl‘l.n\ 2% vrequiat 4y Markov calelablie, enton-

(es
$Ch, . ¥aY s mung Dhlyy, .. weYz 0]

e§  Maykev caltulgble,




S MU T
V‘;‘._FUNcmNEs RLCURSI\/AS

En este tqpl‘tu\o frataremes un procedimiento general de
definicion  de - funuiones n'u‘me"r‘\ms qué estd . ectrechamente fe-_
lacienado can ta calcwlobylidad 4 que ho side Mo esbatado
en el ‘tupi'tule anterier. Yimaon dos eperdacianes enfre funcio-
nes Jug preservan \aq prop,!ec\q& de sef Markov-caleslables, Extn
nos pwm\l‘lé asegurar Yue \u mq\hp\uu.uo’nv es kCu\m\ub\er;m
;\Et.g.s;dut\ de mottrar e\ esquem o de tv alganitmo . Ahera wten-
fmltmo‘ hacer 260 MiEmg -de un modo mys v.\gfemc{\'\'m \,avde;
nado, ‘

. ‘
‘recursiva' Sipuede ser oblenidg

Lamoremos o una ‘-unt\o’n.
por un numers finite de apdicaciones de Tres etgueman de do-
rf-m\cum ,‘ W taber: (omponitioh, minimalizauen -4 recursien tyque'
an. no hemes delinide), parfiendo de vnot wanfus funtienes
“bdsicas denaminadas Ynicales'.

Las funcanes rewrsives fueran tratodas por Gedel en sy
“"\Bnozi’(\h'q de \q3l. S ,lv\r(nuo'n ere toruclerizary Na Ao
:me’n:c. que {e\\o fequiere de mdradot h‘n\‘tmkiés. Desde enton-
Cles hqn cido materia de muchos Trabajes mumttcmfe_s Sin
emharga, \os me\'m\tss, ‘as  pruebas 4 las c\eﬁ\muone_s Siguen

llendn, esential mente, \at 1dendlus por (::bde\

A\ Sinal de eute cnpitule Aemestraremos que Vas funcio-
Ney  recursival Sen exactamente law mismas  que las funcio-
ney Markay caleutables . Una ver cealyzade <ute Trabuls dibpan-
dfemos de ot insTrumentos soficienfes pura ingresar al Tema

-
Rewdrdese que hemor atumido No ‘e tesis de Church.
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tentral de esTe: escuiTor las limitationes de la calcatabitidad.
Bavewnos primecamente una corces pondeacia buunivace
enfre \os ndmeres naturles y las parejat ordenalas de
mimert:s nofurales gua wugard un Pupe.\ muy seRalado en
fode Ao q\u S\gve. Enumaumus \os pcxfes. en esTe orden- ‘
a!eu (o,n 0,9, co,g _(i!n'u,o‘)- (9,3} | uz\u D) (3[0)
€\ n»e'sxmo Qrupe QsTw& formado pof 108 v paves y,4) twya
suma Xdy es n-1i (& n-t), N2, (n-2,1), (ny,0) . Enten.
Ces  Cxpy) m\dn{ despuds ds X parelas dentra del ayrd-dsimo

Blo%\m Sea  ACxu) el wgav de ) en esta l;sh\ conm&emndo '
Hoeyze

Yz VAZABE L OAW) E X T )l g x
; 2

o k) z L Lxayy ban a y)

Evidentemente qut Gy ee ) es s\e_mpre. pqr Por u\o lcu,w)
" es siempre uvn enfervo, B
Coansiderese \a fontron Triangular

Tzt 2434 Y nz nlnay
. %

Camg €% uec’xeﬁte quq tado TE N hoq un umco n7,o Tal que
Tony & 'tL ‘\(nn\ Tnda Nt
(S 1-Rm~x donde o&xding
Y Sea Mz n-x30,
s dedir, qu para cadee T oexisTen dnites X ¢ 4E N para
\os  wwsales

T VO AF = O (eaat) , x
S

far lo YanTo \a fencien kM) e biyectiva y fiene funcio-
nes inversas  KEa) y Wead determinadas de forma que




3)

UKD, U)) = 1

: ¥ kcm,\n)- : 1 LRz Y _
So(lwesy, L(%ﬂ es \ae- esm\o. Pq_reyx en e\ ordm Aq&g A parTir de
R p\u.dm darse uno fenaidn de n araumqmos 3 g‘u proposeio -
j:[;ne vna . coruspundenc\a i-1 enfre N" q N, Par E‘)emplo deG\-v
mimes’ R ‘ G

. J’Lx Y2 = M.mm ).

' Tambren. ufh\lhremos &(ec.m.nfemen"e \a -f\mt\bh RE'“ Wn‘ﬂ de

" Bsdel N relacionade con ela, una  formulacioh disTinta  del
Teovemoa. Ching del’ Residua quo agqui uimplemenle  enuntiamos.

Teorema 2.1 Si boby...  bn €M sen primor relafivos dosa dog

enfoncos  avicle TeM 4

2z Qe (med ba)
T oy (mod by).
‘1z Qn (mol Bn\

R para’ q,\,eM c\,e{.inivvibs Rem Ca\b) como e\ fes;lvq de dividyy
a enlve ‘bws;i" b3o, y Remca,0)=o . iA'si.' Rewm (3,021 4 Rem (4,8)2y,

Bemo:’\'mfums gua Rem &MY es sna - funtidn qui tiene \a. pro-

pmdn& Ac ‘Mecodificar' sutesiones  finitus de ndmeras Juo

Prevmmerﬂe fan side  cedificados.

' ¢
Teotema 2.2 Dados nii nimeros oo q, ... On exisfen ,be M

tales que
Qaz Rem (a, 14b)

Q2 Rem (o, llb)

‘q“‘ = Rem (g, V4tninb)
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Demdttracign Seq b un nlmero mayor que cudlyguier oy myltipla
AQ Nt Pam 4+ tenemos que (14 Cirddb, u(na‘)k’):\ _pues, tuponien- -
do  que 1, el Poevun nu.um primo ¥’ ‘ ' :

: E PLOTAYIILY v\(n(uk)b) e Tonces e\uumk-umu)h) N4
\'T:Log'm'o‘ pYb, -l asd e an Y p\b \o e e \mpouble s
Aphcundo &\\'emtmu dunc, ens.re ae M N\ Qoo

' ‘ ‘Q ai (mot\ AT pthdb\ lA‘n\

for atra parfe ai ¢ 1+ C14) b como el lecter padrd Lomprohqr o
Agul er&v apreciarse la oTilidad L twe funcione’, JUey)y 508 inver.
tas , puet lu poréin Ca,b) pyede fepresentarse ton un sdio nime-
ro k). Debimimod ' ’

it = Rem (KLY, 16 (HAILODY) - LoeN

(oratavie 2.3 Paru tudo Sweesteh Ao ndmeros natumles ae,q,,...,Qn .
Cemnte 06 M tal que TiGw A&l pavatvded  (beieny

Dem. Sec Lzdtuh) en.al fearemo. antecior

; En e\ mp.’ru\é precio mattpihes que urias fuaciones san
Mqvkov‘i-cq\w\qb\%. Sin i.‘hburgts na 5.’\.2' ms\\o\e hater lo ‘m\:mo
para "wnucm ey tomo lo wfpenencinu o «S(K.w\-!' de \u gue cual
quiers admitirin su talecelabilidad. Poes paru conoter sy valor
. -e&n yn duevmmudo m’tbum&nh bas i feYerar de\‘ovmandus yeces

"una opecacigh JuR’ ya sabemes calculabie: ta-mythplicatish

x‘-x"w« e R !
xro
M veces

Alge similar otutre con la funcioh Al gye se m\}_\,\,“ sn%u’q to, fob .
mula al -y k

k Nl (napy) -
De este Tipo  de  Sunciones en Vo que €L voley  parn un af
Rumento dadn  se deTeymind  poi eivaloy guela funcaon
asigna al argemento anferiny  xe dice que estan definidas
Par recurtion . En Vo que tigue escnbacemot WY MIM Lo,
\\\%V\Y ‘e [h_,.y NU% T NRVERN 6 PR Y
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Definicion 2.\ Una funcion HOX) IN""—-O N ettd de-

'{».méq pocr  recuriian de \u Sunc.ones §(¥"“) Y g(%"““) ée»
'Tn 8 n2 er’omevﬂhs 'espedwamenTo 1 o
H(l), . X»,o): . n) ) B
VR e o , \o"Nu,, e ¥z
‘x lit;...' Xn\ se \es Wamo anme‘hox de Vo vewmnn‘
Claro esta qua » ?ueie SRy ©, en Y8 coso WO es uno comS-
_tante
Keohz
y ROz g LY, Moy, _ ‘ ‘
Lamaremes iniciales o das  funcianes  do - siguiemte
sty .
L ey sto= ¥
B Gz 0
; <) ‘-“:(X""’):x; ‘con \‘&n, ‘l":L‘:n, o
Norewrdvas a \as que de ellas puzdan. generarie poC un nd ~
mera finite  Ade aplicaciones wuas"wms de los tres -esquemas :
. de h{\“mm% mencionades . OTva definiaigh equivalente es:
QBe{m\t\o'n 2.2, Una Q\mc.\o'v\ § e partial vecursiva 3 exste \m(\"
Sucesion S, fn  de funciones con \os s'\gb'\mtes propredodes:
Nfnzg, 2 tda §i Litien) 2s o a) inical , & b) se define de fun-
Ciones anferioves v \a \\s\'“‘ por (o) recursidn & {b.1) wmposi- -
Gen 8 (b3) minimalizacicn,
Si d@nd Gitimae indiso agregamos \ou evigentio de‘ 9u0
K‘ minimaliradien sea d2 {unciones regulqrves, lag &»m.'mn&;
asi -obtemidas Serdn Tohles \ Se Wamaran simplemente frewr-
sivas .
Si, en cambio, Suprimuicos del fodo el incua (b.al nog
quada  la definvcioh  de funuen recsrswa primitiva (R.8)
El heho de  disponer da Mo Sunciones ‘proyeccidn’ tes
deci de dav T nos Wbra & uvsox Todes las variables
Jue  parecen  regueviy lov esquemas de  definicion . Por e-
jtmp\o, S SOy = X4y



. fuyerzn :
4 o) 2 W CEer MY dende huaz ke
Segin  la fdrmula de resuysidn

de Tres vatiables . €so: se vemedio Qmu\merﬁe qu_ T

“U.\l,z) \nﬂ“tx.\\,u [YENY
entnnces fiod s Wz

B LTS \ux 9, ;u.»m x htm.m , ;
“En e fs.\im\'wo; estes " desarcolios quadaron so\ntuntgnc\\hs en
la mayerio Ae \os casos.

Teorewma 2.4, Son  rewrtwo primitivas

1as Junciones :
DRI LA R :

Siendo K una Logsrmre

pues ™ Gy = $88e of Clos w° “u\))
k K Netey
C Se

emienta con o {unudn to CTE (v N se n\o\uq \t vetes

‘o funtidn Tutesof lie, stz %X+), en tada tass Se u\nhue um.\
funtidn R.°, '

AR “.“:*“'.

3) oz Xy pues Su,o\-n _
L N LU = X by
‘ﬂ fanwe %! ya qua foyedzy

3 Gtx.wm..x frevd

51 P xy={ © S Xxze Pdeerzo
L ) %188 X% 0 P4 4 ’='~;
95 ?ﬁ(ﬂ:{ \osix=e Sgn (1) = of
: a St k%0
£l spm:{o sikzo sgn 0= Syn (gn (x))
. \ SiX%o

8) Xy = {K»W S X 7Y K02 x

o SO S MR XA 0 PAeay)
9) Sz \X-yl = {x=9) vy =x%)
1) fimzn olzl

Y )l = ntingy)

W do_bevm ser Sna. &\muon[“ ‘




e
‘1) Rem (,4) pues Rem(s,x)=0
v Rem(4r1, x) = S(Rem Y, %)) - sgn (1x= s (Rem Ly, xDIY

o) su = 7: Atx‘"’ ™= Al o\\— Aw m

+ AL, 7).
S ALK, TY o5 X P pues R
Bx, &)= Atx™, o) _
SR FUL R TR et 04 A yen) .
4 lo mismo o;uf(e ton Dk, 33z IL ALK, 1)
13) S c\esm\mos B, yomy = 5 ALY -y ACEm)

tTe ,“\\um)

| M) Son re tovsivag Cprimitivas) Tambidn 1o es H(xm\qm)
Sqa gque  HUXUym) o gixm, EN"’") donde B es\&.-&vnc\on
definida en 12)

.Anmlogamevﬂe e\ prQA\LLTB '“ ;A(.X"')/$3 QY TR CUrs \\Jo

. VLS gom)
(primitivo) §; Ny§ losen. )
14) Seq . »
L (th)l,\‘(wn) - Z A\’ﬂ"", 1) S g (ytmi) ¥ 0
: tLgLytmy) . o
o

, sv foem)zg
entonces  HOXM Yoml) o Coxem yom). ' "

dsﬁr\de Cx™m o) = o
Ly COMN) Y A T)
%Y

es de(\\r que W K 4 mY oy cecursiva (ptmﬂwa\ S A&xln) 9]
y fywmy) o som,

15 W Cxm ymy = | T A (xm .
! ATV ' 1) S “(‘“’"’)74’-0 ‘

| Si foymy o
es cewursiva Lgomitvo) S, A (xim) 3 fOUmy 1y tan
16) g.( U, U, X)) = Z A(KLM'T‘)

es recvisiva (primitiva)
uerLy

S AWY \oes pquue

2. AW Ty L AG Ty = 7 AL 1)
LUS IRty Ty
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la mismo puede decifse del producta

TUAGE™ oy =) A ad)

' CA, V) Si e
(VR IATS .
2 S-lvsu
16) Dz ndmers de dwisoresda X SiX%0,y Dloyze

D T §gn (Rth\(x,f\\'
) tey :
Bl esquemoa da denvawidn  de una funcoh . vecursiva o

: \mrT\r de las initiales pyeds conSidaravse

como un msTvut'-
Two abreviado

pava <\ cdleulo efectivo de syt valeres.
Por eyemplo, en el inuiso N debimos haber puasts \muao\en-
Te: Wifa - pava denmostrar la vecursividad de \o sema
£, =x

2 &,L (RY = Sx I'nit.'\g\es

3 kg izt ‘

oo fq Wy, D= £20 S Lx,¥,2) = S(3) composicion de 2 y3

5 £c (x,0) = &,cx\ A . ;
Ss\r Wiz g kx,\t Gstx.\n\ st!,cx.\m IeuﬂS\on on \\, q

Esh\ derwvatigh es vna %v\u para hallar e\ vesul*udo de cuq\qmer
S\H’l\u qu Wostracla Cq\t“\emn! 'l*l

LA = § 02, 141) _

iy Li, 1, k(2,0

§q 2, \,’5.‘ (2,0, G (2, 00))
§402,1, £y L, 0, 5,0}
= 54002,0, fy(q,0,2W)

$y ta, it {104y €2,0,2))
Sz, 1, £ )

< fy02,),%)

"

it

1"

= §od1 07,0,
2 5.03) =y
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La mitma afiwmacion es vdlida porm los casos en gue
Se 2mplea ta minimalitadion de &\muonesv re.guldv‘e.s .Para hallar
\a Mm,H»cx"‘W)w\ basta talewlar  fexem oy fexem ) 0 hasta
enconTrar ua tero, a s«huendm da Sy ésto oewraird en un né-
‘mer hmfu de - ‘pases.

Asn guo, por lo mev\os. mTuur\vamenTe, las {-ur\cmnes recrsi-
‘\m: Sbr\ culm\the.s Mas uda\gnt'e o democtraremos - ngurosn-
" 'Lmevﬁg \denhhmm\b, (oMo ‘\q o homo& hetho Qq.\u.’ variat ve-
‘te's ‘o caltwlabilidad de Junciones numdrical Con tade Markay,
hmblen pru\uqfemos el nverse. -

El heche de gua en la reona 1YY hogq poca oso de lg mi.
mmuhzucmn pmduun( en &l \edter la imprescohn de gue es .
un prccq_d\mtento prescindibie en el fratumiento de fa caleu-
tabitidad. Tampoco la empled Gadel en su actiulo de layi. S,
'embargo, es necesario en este ctonfevto porgue resuite quo hay
“}.\‘mc.\onas calculabley, en m'mq,,dwe{ss& se“'tidoS, Qur Ne Son re-

Cergivo. primitivas

be&km\c\dn 2.3 VUno velacidn n—aﬁu Acem" (o cor\\\oﬁﬂ) Sinzt) e
fecursivo, (pﬁmi‘k’wn\ 81 su duntiow caracter(stico k |
AV ] 6 SioxeA '
' VOSiKEA
‘&3 " vecarsivo {peim diva).
gjemp\os Son feCurs \wo pnmﬂ’qu \as ngmer\res re.\ac\ones
N e Yetladn Xy i
pues fexpyziX-v) es gy San'\o’n‘ cavacteyistico
) Azl key)  Galxy) = sgn (x2Y)
7 3) lavelacieh Az ANl x divide ¥
CA04Y 2 sy n (Rem L4, X))
4) Dade 2e N s la velacdn Xz 4 (mod 2)
5) CAtr) = Sgn [Rem (x,2) = Rem (¥,2)
Teorems 2.5 Si R(xm) 3 Tix"™) son relaciones vecursvas Cprmity.
vag) Yambign  to fon tat velaciones (RYT) (xt) (RAT) (x¢m)



. ; s
(MRYCK™) (R definidas del Sigquiente modo : !
(RVTY (A) e R(xt™) o TR
(RAT) (RM) o AU  y  Y(xe™)
AR () s XM E R
AR=eT) (X)X R o RMET
Demestracidn  Coyr (X™) = ¢4 (MY . (‘um) ‘
(maﬂ"‘W-'\-— GWuM oy (R-eT) (n("‘)"((ma\vﬂ(,m) ete

' Vu Q\Qmp\b ([.K,‘{ -‘L'\l fly y W.l\ es Nmrs‘\‘m pnmn‘hvu

Ofaa foveno. & Qenera¢ yelaciones & §unciones recursivas de
los 4o tcnoc\do.ﬁ" es o traveés de los ecvanTificadofes Acovadeg
e v ‘!:/x l' v - del ’Opemc‘.nf M- atotado - S) ROK™, W) es \myuﬁp
lacidn  (n4)-ario. definimas ’

AGo 2 3 R, ) e Rexed a) o REK, 1), a RLXT o1
. NGE .

s Quncu{n caracieristico esfa dada por o\ thdb
) Iy = Y\l'l) 4
Ca LX) 3 1'11; (o X', )

- Andlogamente , | ]
U kx"‘\ ) = V Rxim 13) - R(ﬁ(") O’ R [l(") ') IR , K (K(n‘, %-)) .
e : RV .

g U(_Xm)l a_f) - ~ 3 Ng“m\’S)
yer

_._Asmxsmo usmemos \es uumh(\uéures 3y Y como equi-
- » , Ye yez h

VQ‘QV\T&& o

‘Igun N "\i“ fespectwamente
Es evidente que la clase de Vas relaciones cecursivas Cprimi-
os) ey cerrada baje Yo actich de los cuantificadores co-
Tadog.
tl**ﬂp\os San R.P.
) El predicado o relacion 1-aria P(x): x es primo, pues
Pixyee x5 A *‘:{x (421 v M%)



) \.g velocidn Ay ee L) 2t Yo quo k ’
Atny) e ¥ Uzo v XXF v yJT) porqua Si dewmotamos. con
N : AL . : A . Coha

“(i\‘l,*ﬂ a \a v’e\ul\b}h' ‘V (.T::o VI Xt vy re) enfdvv\l.’.‘es"

,";,Amw\ -t \\ [$'D §u.~qﬂ don&n Qm\n X ¥

TRy Le ;om\gn T = ndmer de primos ¢h ‘
T < Z, Sgn Cet1)  donde (p e Vo foncadn casacterfsty
Cq del pred\cndc P ) » v - ‘
A conTmuquan \ndeuL\(emus e\ Gpecadol im- acetado
beﬂm\(_\on 1.4 Sea RLXM ‘j\ uwna (e\mt\cn. Gon o Q}pr&smn‘ |
Kﬁ ROX™ YY) des ignames o \o funcion Qt)&“‘) 1) Ae (n+\) vo -

fiables  tal qu

la ‘mev.\of Nt ‘pqm o cual R (x™ 5) si

gu"“,ﬂ:vM‘LIKH\‘"‘,‘i):f ‘ S “eriste +q\ Y-

o '_: I O - S ofro msd'
; q@e e5  Yetursiwa an\h\m. si R \o es, ES= se’ pn.u\u de \u
,'.m’gu\»en'(e maneqa . Supongamos qf\m To es el mqncr ndmero.
menot 3w T pova el cual Li"‘\ Tu\ﬁﬂ, entuntes e prudun'm 5
s ‘ o 3 \ CUSE teYs '
i1 tg (M, 0= o .
‘%T S B % T ta

Poc eVl -

i (T (k(x‘“\ uﬂ—tg :

Lt Ve

NOSh e Bm‘ ¥a\ 7vo “'\T G O 4) =0y para tada Yem
LR | :

enton(eg Z {1 (q, (Y\("’IU\‘): Z, 1 =3

Jer VY TR

es dedit quo la eypresidn () es igual a My oy ROX gy

\

Ye forma similar, ‘presexval la recursivpdad Cpamitiva)



‘€1 opevadar

Yo

la menor \15“1“") fara Lo wal g

[out ) SRR

Michcamy Roen, gy 2 CSihay iy
; hﬂm}) # { ',Ev\.:,‘(ﬂ vg{_’ taso

M‘.‘l‘Sthm\) ‘R-u("!)n.‘:l)"fe%ﬁ cona fone

7‘ ;m‘é'nTc)’s _:;de‘{-m\dq '

S gemy _

ton : S LX""),-¥(M)) - de [n"m) Qraq;
Po ¢ com POS ey ' ‘
faxtm ), ™y Y.

‘l(h(!"“)h R““"”"”
Egempius. Son fecursive
N Peoy e e\
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m funcianes n-arias y

Q, Lx'") Si Ry Lm)
§oxta) =
o v Qo £X7) G Rm L)
'envmnce& Hx‘?‘\ ‘s tesursiva (primiTava) é:"R,,. 2 Rm ,ﬁﬂ?., 2 8m
“lo: gon o i
Dem. Etx"”) = R, (x™). Sgn Cn (ﬁ"”) L + Qp ik} - 530 R, oy

Eyemplo. la foncian

a . ST owyh
maxiab) =

b ) Si bxa
3% yerurs\Ng primihiva,

Es frecuente hallay en Tearin de Ndimeros Fonciones §

definidas do Yol modn qua o) esto dado exphiutamente y

ftd) esta  eypresade en Wiminos mo sole de kew) Sine deuno

o mos  de las valeres pv:(ederﬂes fm o trzy) . A este ’r,Po

de defincidn se le llama  rersion por corso de valorey,

Par cpempla Seo
v » ‘;(6‘):‘1
flo=3

b S = Rosk . Soo
E'\ g enera) dq&q wna ﬁuncmn s,(x"\\ \nsgu

U B ;EY‘ (ereay ™™™

entances 4R, 1) €5 una wifre gqui tandiene ‘tediticados tedes

los yolores do § haste -t De § puede abtenerse  § con o-
yuda de \a Sunudn een, O

U™ yy = e CTOR Yy, )

Teacema 2,3 Si §ONM 4 = h(x®, y, T 9Y) endonces §O, u)
es recarswva (pamidive) si hx™, 4,2 lo e

Dewm, §OM) o5 recursiva CprimiTiva) pues
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i Q) = .
&‘X ,O) , \1(1(“] ,’g“"ﬂ/"'\‘
: ’;’ G 4z T, 4) - proy
SO 'S se obliene dn'i par com positién
. &'fﬂn) .‘3 = E(gl‘f\m,ij, 3\

v:]:’; CQ‘ro\mlb 2.8, Setm \'\\X'"m] RU"‘"’) das felmcmnes TQ\ES au i
| RH"" Yy H(%"" 9 CRLK"‘), Sn en\'on(es R(x”“ 5) es reuusw« pnmm-

Voo si RO o e

Demostacien, C;W"", Y= Oy, Geum gy

En to qu8 1que empleavemos coan frecuencia o fewssidn pof tor-
So c\e ualotey domdo pat sobteen\'ev\d\ém las aphieaciones del reo-
fema 2,3 4 el coroluv\o ZB en coda CaSo an\'\cu\(\‘( 7 v
Ejemp\a Mas odelante Nevemos qus la cv.s.o\uncn 40 ecuadiones.
P?-“ genem \a g sutesiones
f(o\ o
g = o
fomy = 20 fonnd < fomd Annda aemM y q7l
o ’\,ien‘,

fomy= (20 &m‘-n‘_--';(nz-zﬂ‘—‘-ﬂf Sgn in =) 4 Fyn G=n) -

= Uza-e(fm,n=n = e(Tim, n=20) = 1) 590 n 1) + TG (12n)
Sea : '
hoyz (L'Ln ely, X+ 0—- ey, K- zﬂ-n rsyn k=) ¢ 5‘3" (v=x)
h(’&\i) es RP U oes asimigsmo §tn) = hin, §iny)

]
Ahoxa wiclamos wn proceso ua  condutita o domostrar

Que
lar  funciones Markev-calcutables Son  fecuftivas

. Lo tenico que se-
gwfemos Wamada arttmeTitatitn se &be ariginaimenTe o Gidel,
PrimevamenTe dafimmor vno. funcdn g U8 qrcu\c&u uno  da los
elementos basites d2 lo TReria do Vos olgeritmaos d2 Markev hace
covfespondar on ndmero non de o siQuienfe manerxa

=P —Pr Gy ai oy ..

3 5 3 9 o Y qail: 24043
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/
Y 5i o=do. dn es ona Sutesion Jormada con simboles do esa

Lista, asignamos o 4 <) ndmer
9isti)

Q)= \Tt pred

As! por eyemplo, o lo expresiin

QAoQq ¥« Oy
"Cenufondﬁ e\ ndmern ;

2t ", SRS
gumlmmenk_ X $= SeSi.. . Sn es \,m-s“m‘m',\ do qpnuones’ :eg

qeaye A1 pread®d

19 4.

Ny PRI RN P IR UL
Q(aeay—b , 9—6: 02,A3) = 3 .
Nofese en el cato de uy, C8mo un simple s:mbo\o pue de Tqmlnen
Ser tonstdarado come una evpresidn Yy enftonces \e catresponds oho
"nimers bale \a funcidn Q. Por eMo §i o es el vatid cancebido ew
tants qua simbolo (6 ausencia do Simboles) definimas 9 =\, mien
Tras. gque cemo palabra g le osigno el admers 2'. Llamomos, en
geneval a g el nimero da Gdel da Uy sy =N, estribimes
€xXpinyzv
la corres pondancia  Qua § establete es biunivota Sobre Su fango,
E:a se prugba TatimenTe observando gue por el Teorema fundamental
do ta Ardmdrica o dos aypretiones dishin¥oy (o sucetiones da etpre-
Siones) no les puzds asignar § un miemo ndmen; 4 qua ti V
€3 una ypresicn y T una svtesign de eypresiones, enfenes
: Qlul= "% X¥s (en n non
y Q)= ™% X0 Con mpar
Por supwesto  gua ne Xedo numem es & nimew do Gsdel dg
Una  expresion | simbolo o sucetion da aypresiones. ES importante ra-
Sattay gur dadoe un numeve watural hay un procedimiento ekecty-
o parve dofevminar si perfencce al fange d2 Q y de Ser as{ A qug
elemenTo dol dominic prviene . Astmismo  lo hay pars hallac la ima-
gen do twanlguier @¥presion o simbols.
Una vez dafinida Q , Pof cada Yelacion enice palabrat o sy.

! .
cegiones da palobras ewiste un predicade Aumerica enfre \os respec-
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k,"',f\_vpks m':memx s (x&di\ ?ov egemp\o Si R(l 1) e o n\umn X

4~‘~.§L‘Aune ; en "I enrcmes seq ' : R L

’ R Rln,mis ((n mie N‘\ewln\ otuffe en uptmﬂ ‘

b -’A Contmum.\ov\ ev\\\s\'uemos una nnt da pfed\tu\os y &\muones
.":ﬂe esfe hpa dn \os gu numns se &nmostmm Jua Son te:urswn

Pv\mﬁwus
N fm: Myx Lewnzo A Y eurivze ]

‘ Si % et unndimem d bedal,es dmr si peﬂﬂ\eu al mnguéoq,
r!ntbm!s 200z ndmevs 40 owecentias dg snmhe\us on upm V?
B 463 51V ES SRR JIFT "

2YBNGYZ Y . e, 4 %0
Ve i) -

BN(K) ev verdodare swulo $i %X egun nu.muu &\g(gm\u x-“\m )

CM\ QLd;eN
3) Xey o % TT ,‘auamn)“'
gy

. ; S. RTQIN -y ‘1 g(N\ éonh M \ N snn uptu\cnts owmums
de eurmenes entontes xuw—qcnu\ \o opttu\en e v.utnpomh s

o yurtapes itien entre pu\thu Ohtwur Mg X&\zisxsko
KSR+ 3wz 2y
' B 3%

SBUX) Si ¥ex el nimevo & Gudal dewntimbolo del olfabets

«m’,“u,c\z,... Y

B) WO &» x=2' N GNGR) A ¥ SBletx,u))
MCEw)

WY te tumple Si % es el nimern & C\eM\ M\mq p&\nbm, e)tp('tj

@ e vacio can&\hm(\u come pg\thO\



s
Q) PRILO +r 3 3 (W AW Axzus o)
ek YL

e ‘?RI()O “Sah eyplX). es” una producciin Sumple
PRI« T T (Wew) ANt Axz Uk Bay)
L WX ULn R S e

PRYCKY se suhisface sii % ex et abdmero da Gedal 40 vna preductidn term:.
nal ‘ ‘
© RYPROCKY 42 PRLIXIN PRI

PROWX) + % es el ndmen de Gadal A0 yno Qrc&ulcm’n ‘

izo

Dodmyz W pecis?
Qdcn) = numers 4 Gadol dso w

10} &4™(n, | nm)= Q30X 2w Qb V. v 2t gdtae)
QdNn,.  ,nm)znimecsdo bodal de (W, o) |

" ) AL+ BN A \\X‘tm PROCetr oM A eix, 2o =) = 1#-35- a!

AV Se cumple S.“SQ’K Sio X ey el ndmern 4o Guda) ded esauemo
de un algentmo (en to qus Sigue Wantificaremos Srecupniemente o

. Un el gedimo ton tuslguiers  dg sus esguemas)

12) PPRGx M)+ RROCMY A D (M=% 23 WIN (M2 xu e )
DAY

PPROXM) se satisface si oxpcy) es wna produceign yelnd-

mern da Gudol do sy untectedonte Qs x

I SPRuGH) POl A 3 (2 us e 1IN Nzuxdivx))

SPRUXWY e verdadero siyselo Si expr) esla sequnda pala-
bm\c\q \a, pmt.\\nt(\olv\ e ply)



~ Y
M pp e MY = My PPR(m) '

i PPN | es wna pmdvcc\on vrrm' es fi\:n‘/&v‘n\em do Godal de su

: m\teceamfe “Simlavin enl’e d.ﬂlmmos

st(‘{) : M,xu, S_PR(‘IV)

1I5) 0cC(ndY +* WHOAWII A 3 3 NzGaXew
Wy vy

oCir ) Se da Si eppii= X y expiiz I osen patabras y I ceorre

en Y
16) SUBSTIX,4,2,mY 4% W) AW LT A WA Wim) A

AR 3 X=URY AU A mzuUtt eV A ~NoOCC(Y,N)

VLR ULx

17) SURSYL/N;2,m) se comple s 4 88 i X, Y%, 41 M son numems s

Godo) 40 palabros T, L, T 4y M respectivamente y M se obtiene at Subit -

Nir g primem oturdencia (de 1aquierda . devechalen T le I per .,

) ;j‘) BSUBIK,Y,2) 4 PRIIT) ASURST(X, Ppra), spria), y)
S LPsub (x4, 1) se satisboce Si eypix) es una palabra y el nd

'memv& &s&n\ A uno praduccion Simple de la Jorma P2 §  dende P
ocurre en exp(xd; up(\n te obtiene al subshituny en P ‘o

uuuencm mas o lo\iguievda da P par Q. Av\u\ovanmen\'e de\.m,.,

mos LTS“'SH.V,U que 1o tumple en las mizmas tondicianel gup

la anVevior, salve gquo  eyptz) debe sev Texminal.

IR) SCoNS Cry ) & AV A u%;( X L2508 (%, 4, e, ul) A
L3

VvV ~occlels, ) %)
riy

CSCONS (X, y, 1) es verdadova si X 4 4 son ndmen 8 Bivdal de
palabrms X ¢ I, 4 2 el dal esguema da un algacitmo T 4 4

vesuttn 0 £ por una Sphcacidn Simple da E, Asimusme dafinimay

e\ predicado TLoMSIXY, 1:\ 42 manev obiia,
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19) DER (Y, ) +» AV(R) A GN{Y) A

‘ vV o Scoué(ecq,u),ecv,un\,z)_/\ TeoNS (eCY oy =), ey, gy, 2 )
BRI L (TR Y .
DERLY; ) sevm.s&qm cvando Y es e\. Mfmfem 9 GEdel do.vno sucesion
le palabros Uguy,... Uk (k7o) , & es Rl esysema da unalgonitmo %
k‘{ tada Uiy, feswita do yui (Con 96ieRY pof la aplication de lq pri-
mero produccign Simple del esquema R¥p(R) aplicable o Ui, exceptd
“Ux  qua proviene 33 Ug-y por efecto do vna pmc\uu\o’n terminal de T,
En ofras palabras, DER(Y, 1 significa que €LY, fey=)) es el cesultado
de trantformar ey o) do aruerdo al algartme 2.

20) CORN(X) = i.‘ .\CU(X,U) donde Cuixn) es ta ;unqm’n qqrqde,(sy-
Ll :

< itiea del predicado €(XN)EA. ST X es @ admen de Gidel de una eypresidn o

CORNLXY €5 el no.de oCuirencias on o delsimbeln Si, CaRm(Adzne)
21 Y)Y = corntefx, S =10 = |

Si % es elnimen do Gudol deuno Sutesion de Kpresion®s oy, d;,

¥, O es el nimer do ocorrencios dal timbale’ Si menos uno .

20 W+ X7V A Y elxu) =g

vadex) .

. /
€KY <e cumple si XPCX) es una eypresion Sormada eXcwSiva-
‘mente con e\ simbalo S

23 170, W™ 4) +% DER{Y,2) A ely,0)= Rd™ (W™ N ety gcyyrty)

™, X", 4} se satisfaw si ysdie si el alqorntmo con Qsyye-
ma T alegla X = el4,0) dando por fetuliado (Y, 2e4)4y)
Lo verurswidad pamitiva de louv predicados A" (%, x™ 4y (nz1)

€ \q base para ‘M demottracign 4@ Vs was imporTanTes pra-
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posiciones que  en adglanfe veremos. La primeva de ellas eq
o siquiente © | e »
Teovema 2.9 Una funcien §i N'— N es qu‘ov-ml‘m\u‘kle SHSOIIQ
S hay un amer T tal gul RO " &

» fom™ = Uimon g 17 (3, Y\"“,;\l))

Demostrcieh . Si [ es Markey-calewlable  hay un algentmo & qug
Sahsface qu

' Foam) = g (3)

g q\ui es aplitable en N = Loy \\en.chmensm/n n sdlo a a-
quatles XM park \os tuales ¥ Dom b, Sea %o el ndmer de
bids) dal esquma do B, ententes winy 7 (2o, X, ¥) oskd a2y -
nida paa ¥ 5i y solumewte si 8 dalcwla pam XM (e W a)
- Trans {cvmou'sé Smg'w\ \as msirucciones da &, da  pot resuitado
una e“arzsxén da \o fotma § (nyo)), Pac o ugmmn’n‘ de
q\gén‘\'mo nermal y del pvedicado M xten) gy oqn (2o, ¥™, o),
entonces Yo zwing Tt x™,4) y elye, £Wo) =1z 8 GM) por
lo danfy LWz firm)

R Tnvenamente, 53 Sru»‘“‘) = \Hmm‘T"(iu,_%"'“,\\S enton (25 ey plis)
es el esysema 8 Un algwiTmo netmal B guo talculo vn \alos
numerico pacm (X)) gi y sdlo st XM € Dam {2y adames por
lvu GQQ\n\L\utn de 1N CXIMD) g de utxy, m) = BOE™) | Pog ellp
si Foem) estu dalinid g pac lo eLuntien 4o sriba enfences es
calunlable ea el algontme & .

(-mro\t\v"m 200 Calda funcidn Lpavcial mente) HMavxev-caladable
es (parral) Yecussiva,

Dem. Sdio falta observor Quesi § oestotal y calculable y 2o
gl cotrespondienTe numerd que cumple @ enunciado da) Teore-
mo, enftonces &\ predicads "(zo, X, M) es veqular Y gor ends,

Vlming T2, X, Y)Y o cecuisiva

Una vez qua e\ invevto du| Corolarie Z.\a Viaya side demos-
trado, podvemos inferir del Teoiema 2.9 quo en \a obtencién

U . . .
de uno funcion  Yecurswa o parbic da \as iniciales se yveguiere
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4g

i ©aplicay a \o mus ‘\m'q sb\m Vea"e\ebeu\dor ‘mmlmu\l{c\tw’h %era

Que Qs%‘%‘ e&qoemn Es neceSqr\o er\ Yo genemcmn c\e -mut.hu.s,,

:,gunc\ones Cm\cu\q\oles \n mu&shq \m t\rgumvnl‘o g Qq,\u. sim-

‘plamgnre esbotamos | Lot algonTmos Asrmales puedan enlistarse
Siquiendo eV numers do Gadel de sug arres pondientes esyoemas. A
wado funcien fecursiva Apnmnwo' 40 uno voriable ageciemos, de
oy algsritmos guo Yo calculan, el grimrs q@_qpq(@tcu» enla
lista . Entonces e\ orden en los n\gaurmés_ indute un erden -

. .t o .
en \as fuaciones, Esta enumeracion es efectiva . Supongamos gue

B, B, 5, es o bista de las ?muone: (OCUrSIvo-pri-
: wmitwas do un arqueenTo, Sea . 5L unw Q\mcu{n defimda. Aé ,Q—“e .‘
W Yﬁodo ‘ ' » ‘ a
(%) fn= Ly b v
§4) e, obuiamente, caleulable, pero si para q\gv'ﬁ valef do i Se
diera @\ caso de-‘quy Fih=z FUN, ge (\egqr(m a Vo contradicciéy
fray: KUy = foudr ' ' L
Es dedir, qua § con féd”u y Ser calculable noestd incluida enla
' WisTa, Y gorelly no.ers; TRCUIS ¥ ‘Pl‘lmfﬁ\\(q“ ' ' / o
Aparentemente @\ misma argumento ey aplicable o las -
fundiones recursivas . Emper, no es ee <\cato, pues en €,
Loy miembras de o .1gua’dad ﬁ*) ne necesariamente eghmom de-
finides Cde wecho sabemos gue no lo evhirian). No se olvide que
e\ empled Sin retfrictioney del eperador minimalizacdhy "ProAute
fretuenTemente funciones tuyo dominic no es tade ™.
Un eyerple  pavticolar do {uncl\u,n que no es R 9, 9§rq \a gue
St es pogible consfroic wn algaritmo qua  ‘a calcule es o funcigh
e¥penencial generalizada  de Atketmann de 3 variables !
Seoxu) = xay
&(\,x'\u: Xy
L, %, = 1Y

Yy S, x )z resuMade de aplicar ¥ o sf mismo x-1

vetes bajo lo operacidn Fegxuy,
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Ape'nc\ice

Teovemao Yoda Sunuon feCursiva es Movmv c.o.\cqlqble

o Qem He.mos pro'ou\o C;ue las §un(\on95

SCRI= Y4 G2 %y
o T("(x"“X" Xx : S lxY)= X2y
CQ(X)* R N T LR 22

son Markov-caleulalboles exhibiends en cada oS0 el esquema de
ono de \es algorttmos qua loo calcutan . Tambien sabemoy que
las funtienes de la WisTa gue dames o contintacidh “sen tal-
culables pueste Que esTan definidas de fas Seis anferiores
per las eoperaciones de composicidn y minimalizacich
D Wz kK kew
Cez 888 S
' K veces
2) Sgn (0=
2) syn (x)= S3n (Sgn o)
Y Ix—yl = NS LR A EAVE)
81 pdO)z X+ , s
Q Cery ’~“:‘ﬂ la §uncrdn cumc‘re«ushm de \aute\mcmn )(7\‘
cx>~1 (X 4= %‘3"\ (e
‘4) Rem (X4) = %= Y. min 4ty yx |
R) Sy YY) = son Ix-y)
- 9) {?X]- miny 14y x |

10) Kex = '
Gy LK) | Sea tinys E"“}L"‘)} . Recordemas que ¢
0, yy: 2 enfonces Xz=7Z-Twn) donde n es el mayor nhmero *al
que ATy 4 Yz e
Sea himyz min, {Tlnsdy 24
VoK@ T Ak

LLy = hea) ~ ki)

Y a2, X)) g funcidh  cavacter(stica del predicado

:d RU™ ¥) 51 (uua,Y) es calculable
<
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pues '
‘ \,\ft R Y)ar 242z m|nu{(nu‘"’ W)zl v wzzn}
lo que egewale o decit gua Y es el primec nimers para e\ que
' Puede fallar  \u velaticn R, Enfontes v
G ¥) = sgn ViEm) = g b1z (U™, W) ¥ we uu\

—Sgn \(lm— mm\“\\\ fl\x““ m\\ \Zn—m\ 0}

lema “Si WG o) ™)
N HOM = e xm Y Hum, ¥
ev\Tames’ H k) g Markev-calcutable si by g to son-
Dem. Pavo coda Seleceisn do XMy Y existe un nimers w ) e
t; (m)- H 4y ot by
por lo Yawto .
RO ) 2 Ay Umaag Solw)z §ixm) A
AN < f;h (w) = § (X‘“‘,Z, Tg ] a
ey . . ;
Ccm este \ema. ~ \vy  fesu\fados dev capitolol 1\.“\“ demosfmdo el

Tenumq En lo quesigue \denhsunvemox 'retuuwa tan ‘cailcydable!



CAPITULO o
PK[D\(ADDS SEM CAL(ULAB\LES

w’..‘l_\egumos ‘ q‘bord ol ‘temm cgntrm\ de esTé’ ’é.ksuitq . \Qg bomi-
tacianes o, mas bien, los fronteras de la tolculabifidad 9 de
los “procedimientor verursivos, Na habremos de trafavle ring muy
Sameramente. Sin embarqo, de e fesu \tados qua “gu["dgvv(osftave.-
mos, devivaran el Teovemo de Gadel, Yy lo solocion &)V ddaimo
problema de  Hilbers, comeniuvgmob con la dg{\n|C\nln dé predico -
dos qut  en tose de wno SQ‘f toltulables (o fecovsives) eé’fu’n' pof o

MmenoS, moy prifimos o seilo

De{smuo'n 3\ Vn conw“ﬁu ASWN o recursiamente  ensmerable si-
es waglo © es el fongo de una Ssmuo’n £ parcasimente calwg-
lable (6 ferusrsivay, ‘ _ ‘

Thtwitivamente un tonyents Sadsface o defimtioh 3\ S§ hay

un pratedimiente efechVo  pura enumerar © ‘acey una Nisfa de
sus ele mentos . Por eyemply del conyunto deles ndmeroy primos

puede Waterse wna Msta  ton e\ proceduwmiento  canacido tumo\u,fﬂ'
Giba de  EratdsTenes | En este to3n, tome en cosi bedot log
e apatecen en ‘a Teoiia Elemental de Numeres, se irafe de
Un conjuntt qug ademas et Yewsiswo, E\ SiQuiente Teofemao

froperiona wha, gran Canhidad de ejemplos

Teatema 3,0 Siun conyunto AT ™ e Yecurtive entoncet  «g (ecols)-
vamente enumerable
Demw . Davernos 2 demestroiones. €l cose Azd e tavial,
D Sea R&®, ar) su funcidn  cavocdteris¥ica y seq
SO AGGA GUOY % b (sgn i) -

donde § % wn elemento pattieslary de AL Entoncey Cers vy
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vecursive y el vanqo de fes AL

2) SioA es Liaito, digames Az hag,o, ... anl la ;ur‘\c._\;s{n”
v Qi o SiRETA - P
EI R
' an S"’_(va

G t:s temrnwa N Ly fqngo ‘es A

"Sl. A es |r\§\m'r0 seq
&""‘,‘: Miny V-_Lnk‘ﬂ':n]
;mm:‘ miny Lontgl= 0y smul a

kt\ pnmqm demorfrocign es (onsTmLTwu m\enh‘(\‘& Qun \m Sngdu S
ne o es, pues ne pueds t\em‘we Saberse con mqmt&o& ‘}m\hs

CSiwn con\\\m‘m del qus Sdlo se Tiene Yo funcigh cavacteristica

" ferwrswo.  es o+ na- Sinito,

A. éxﬂuenmm de. \o oue ocerfe con \a fecuss wu&u& en \m o\pten-'i“
‘Cion de todas Voe conyunius fecursivamente enumerab las \msm

Con las operaciones. de componitidn Y recursian | Esto en s/ e8!

un indicio de gque c\\guu Conyunta vecursivamente emmrmb\e no»

e& fetu(&\\lb

Teorema 3.7 Si A‘Hb @s vew sivamente qnumqio.\n\e _enfonces e
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. c.\cn

beg-m\c\on‘\ 1 Un su\ston\\\mfo A-de N" tho1) ex c&m‘mn’hno si, eus :
.Te un_polinamin  PLK?, 4Eml) *con m2o, Yl gus R

A={ x"" \\3 w"“’) Pl ‘«“"’) z o } »
: *Qm \: en \\cun avemes d 6 &qmm 4\ Pved\tmdn R W’-’"B gun m* s J»Qw
R e (340) P yomi) . o |

,’E_\emp\us San ‘diafantings \os mgmenfes wnyentos y re\u\onqs
VY el cor\‘)\m‘\'b de \ov numefos compoestas €, pues
Xe € ae (@EE) (x =y (z42))
) é\ nyunto do los Wodrador perfectos A
’ Ke b we (34) %=¢? ’
3) Las relaciones de ordan {oguixen) g Ao lxeyy
Rey o () Wb tay) ¢ xey (A (k¥ 242y}




4) la relanign de dwwisibity dad wiy. :
T xly ee (31) (xazy)
T 8Y lu felauen  mnd) =)
(ryn) 2} 0 (3udtav) (ma= V4 ny)

S S RIY mrnp\emgnkb de A Ley. ) : o » . . _

o xno aun mu&mdc pe-hdb - Gm\li\\\ (uw\ +‘t"\~\ (31)(%%*% (mm )g ‘
, lj~.es detit X astd entre T cm\m.&b: camem‘twns en una stlg exuatioh

('{q‘q.. Q.,)La‘\l,a;\fm n&-w ) AR n. RTINS S TS B '

- .,En este tase hmu& Emp\emd.b uv\u_wwcu moy qenel Ge pqrm\Te- S

,Jeﬁ\mr un u:!\‘\unh d;.ohnt e pe medic de un tistema da ecuauo -

. nes smm\hnms fizo, Pzo, ., Pa=0, substituydadolas per la so-

1 etuanidn  eguivalente  RARTS o A€} 2o, B siquiente eyemplo
.\\sttn este mdtodo - S
B S Ay x-:\; \ xenh ,
(’&‘R)‘S“" Xz N " (auﬂ (XHDH 2z0) ¢ bien
cu,ms-—vq;,,)[u-\t) rawd-'=el

"A'\u\cgmnen\'q pvedg Ad-\mue on ton;\mto d\o{anhno qhovu A';

- un predicado  del fipo Vn-ov feo,. NPa: ° rernnpluqndn\o por.
la so\u gcunmo’n B (R R f’n-o o+ ¢Qamplo:
8 Selun | Wy s PRy
(was e \3»1 AES R o (Ar) (Ktuni= =y)
u,-nes« (10020 (G-p0) wu Y=ol

Lo c\ue de \a pvedmo.dos dwi«m\mos es uum\q hqo tos ¢ ofuo.t\ones

bb"‘\Og\cu de mn;uncum A\SWunuon, AN} por: Sufuesm cunn‘h{umuun e
. Yencial. En cambig, \a mgn.uon “permite obfener a wues wn éanynTo
d\bhvﬂmo a pum de eho tamo  en 2\ sy tuu\vo pero na ttempre
es asi :
3) Yo felacion \u M XXy
pues %Xw !uwsn\n Si enisTen nymares nafvroles \)\,’\f fales gus
Nzoriw oy 0LULx @ Y20y Xzo \Xwo—vuuj[au)('ﬂr)('iw\[’:\z)
Y - 0%t % (Ve adY & (pm e nﬂx vi-z- 1= o

Defimcion 4.3 Una fencian § de N avqementos (ns0) W e N
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es diofantina Si : .
"\(‘n,... s, W) IR E §0 . L ¥ad} es un tanjunto dialentine

Edemplns Sen d\a‘ruﬂmc\s los funciones:
e A= Ly inversos K(\:\\ Ltey:
BRYCRIPE RO AR KT 'uu\w nxw y
\u\,) X w\;ﬂ m.\n Uyt 'y -—«Gx)m ‘1\ u

- 1\ Rm(u.\a\ 'E poes :
Rtm(u,b\ T o A3} Lam buya T} A u\a

3) t:.(.\‘\\ A e ‘ -
hlu\ - (3:)(3\0(31.)\.\«.\.\\ % A L(u\:‘{ AT AROADY A Rem (X271 ]

Ciro- modq de es:v\b\r un pre,:huulo d\bﬂonhnn < a tvaves de una ecuu

o C\On “del Tlpo : .
U e Leue g - U,y

’ doi\de f\| q sen po\mbmms con (oe(-\c\ev\\‘ea N‘.\'ﬁum\es (quano neusmnumen-‘ i

- Te _ﬁqpen&ln‘&n‘ tudns \u uq«mbles Xy oo ,xn,‘i.,..‘ ‘(m en &t nuesrm no-

‘Tﬁt\o'nA s \a yr;\smq que lu que empleamgs en el cnpum\o dos pum las
vasiables de una  fdimala) . \a \g\mh\uc\ enfce pu'eﬂ\'ehs eson pfed\m&o
fetwisiva’ for el Yeorema 3, Concluimos gue

~Tesiemo, 4.1 Todo ononto dicfanting e vewsrsivamente enumerable .

QA\',(mq\ Ae\ Cc\.p\,’fu\.c “habremos probtﬁu \'u‘mb\’e’y,/ el mqﬂ&h de k&sl‘le Yeo - .
fema, Con Vo cual Q,ueduvo. “fesug i c\q,hmf\vnm en’(e & deumo pfu\)\emq
de \\\\bvd (’ngm habremos esm\a\ec\c\o qua u\\Te un cm\‘\unfbd\o%nhna
Y gue es Sugcepible de ser hallado con memdos fmitos, pero no re-

- cutsivo . 1sing es faS\hM defermingf Yec,ulS\\lQan“‘ que e\emenros satis-

facen to ecudicngn
' {3 yem) Plx 4tmd) 2o

T‘\'npbu: nabrd un alqonitmo que deado S P(xo‘q(m}) 0, para wn Yo achy-

trariv, Tieng o no solutidn .

El proteso de prueba ey, esenciaimente, el estudis de algunas propie -
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dades futmales det lenguaje da tos predicados dis fantinos

}DQ.-Smtcmvx '-l ‘0 Urm. &crmu\q mﬂme.nm es mqueuu e se compcne de
”:,Ec\mcmnes de [ meu azl; a*bzl y @bzl con’ b ﬁtvnnubles

:° S-mba\ns de numeros pqvhr.u\o.ru, un\&ms poc medic de \os. Lonec

5 ‘Twos 4 cumhhmduvu ‘oq\w< \xsuq\es (n(o\'m\os ) ncﬁ
be QAQW\P\ o e kvmu\u 5
ERa Py A V (x—\ N %XP\ que expresa lu tond\uo’n de ser P unnd-
’mem pnma @ -

VV':\ Axdvze Yy V x=0% \ﬂ gue sm\ou\s?.u une propostuon veudde- o

m Cpora les numevos no.‘\\nm\e‘:

‘\Eb(emq 4.2 (o,eh redanion A L. h,q\\‘tt fr“u ,m\ dnnd.n{ ex unq {-\m-
- Qe fecorsivay - pueds :u t\dmu&u Cen uno.. &u«mu\q qv\TmJT\m en la
“"';C\:i‘('l\» \os momhhco.ﬂofen \\nwevsa\es o, \os hay, estdn ucoh&os 4 no oLy -
frén Signos de neqatian { Hamavemas o wnes Fo«mu\q de estc\ clase &uv‘
mu\u m|'fmenm venmgu\u\ . i
bem E\ teotema Se. wmple pova \as hm\ones \mcm\es
pues e @o(n-\q +* Yzo ’

TRy e e xi

S(X) y had V= Y-H‘

v Al poﬁq E:x~~1 , {,r-xw g 1= %= ‘1 pues e:\'u ewdawon es Qqu.\-
. Valente . (key Azze) v (4ex A Tryex) Asiques

S Eexey e (A0 Waayey A 2z o)y (‘H\)H TA Yz a7l

: (Dmo foda qu\uev\ few s wo. Sa define a'partif de esfus Sers UhiliRan-
1 ?:'-’db mm\mu\\\u\un A} c.emPOS\L\bn (ver Qpenc\uc crq: l\ mosnMemos ‘-\un es- ‘

Tos esquemas  presevvaw Ao ondicion del Teorewma

O S RO 2 @ Chy () b o) ™) entontas
FOM =2 e (34) Bym) U™ a0 A ) 2 4m A
Q (ym) 22 ] _
s/ que S b, hm Son definibles o traves do {drmolas antme -

Freas . gestringidas, Vs mismo acutre ton Fo
) Sy FOMN) Minyg [.h(‘k"‘", ¥) =0’l;




©8
FIW™ =1 «r \,\Lx}"’, D=0 A rea) (20) Ch vy vl

J.oed l’eoumo es \J!L\\Jo para ¥ si loes parah g
o A\mq\m \q demcumc\un es\'u \\u Lamp\du,q‘guemos |luuruf (omo Pm“-,
';devr pam ho\\m d\fettumenTe ong formula anmer\m’resrrmg\da. Qe
Corresponda qum\ {um’.mn remts\\m clehmc\m por. quw th\ quuemn Ae
:v~’1em¢stnn (unm&(tesq \a S\muon &u.)—x' a\u definimos qs: ;
: {m\_l h;m\ v fuo
Para yna ¥ . fie, seu o= fci) (eeitx), La sutesidn qea,.. ax Se en-
. tuenTra deTumMndu tomplefamenTe “por Yas 1geatdades
' Qoz by Gy,= Winay  loegex)

\)mlt:mo"a \m&vm.m’n T para rgpriunm( on un Solo M'ngm ‘anSuuxzo'q
finite da valoces, :

'1=‘uﬂuu)(k'futus=\ A (D= A Verex) (m\(u\zm\)f,,wn]

"4 sabemes qun e (0) :“. o su uer, evprenable  par medio de un prec\xcad.dﬁ

Q'\VMQT\LQ

,E\ lcw\mdn cm\qnur se do_be nl':oc\e\ En a5, Davis mostird gue las

_ fotmulas aritmdricas lestung\Aas pueden asimismo  Yepresenfavse com RK-

presisnes que son dieantinay saluo por un ’cvanTificadac umvessal acotad g,

- teorema 43 Pasa coado conyunto A recursivamente env merable: qu,un:i s
. polinomio. P(x,\, %y ¥n) =0 fol que o

AT EYos)Ensy) L reey) B0, n. mdeo )
Demestracion . A & < rango d vna Funcdh S(x'—"’) tecursiva . Por el rem-
" ma 4.2, ggg(e woa Hvmala qn'(me?\cu m&\'vmg\du yua dafine o A. Exta
 fdimota se Aransformars  en qira equwalente, doi tipo nguendo,v siSe
le wplicam algunatr de las siguientes teducciones.
N Suponiendo fnuiaimente qua todas los vasiables cuanVificadas  ton dis.
tintag, se colocan al principio do o egpresion todot . los tuandificade-
fes  conservando su orden fela¥ivo . Las  Conjunciomes y duyunciones, ag/
Coma las velaciones X&y y X4y, Jue apavecerin repefidamente o lo
‘nrgo dal - proteso, Se  eliminacan  en cada  ocasudn ccm'\o‘;. teen't tag
v Ms  hemas emplqudg,qsmheu

Azo A Rzg ee MNiB'zo




. €9
Az0 V B8=0 A'Bzo '
' x«,«ugu) (Xtu= \0
2) En una q.pveston del Aipe S R
(va)(am .f ,a,)(az)(vm)(ab. ,"\,‘..",‘; Leod

f\q mve.rsum dv_l srden ’enque - se ha.\\qn \os :uuvm;.r.uloves umenua. ;
! \\ umvum\es, \mm penu um ulhmo: uno a\"lado del otio ~1 Nog-
e ‘-undu\os en una Sb\ol ‘pueds mn\wmfse si se ron\an uemu Ptgcqu-
,‘C\ones quq “que \o. fdemulo resuitanTe seq eguwalgnre a lo qua Te-
hemes se Tequitre uqvegur 1\
(Vuu](Vu 5(301, “"unlz)(!b., Bﬁ‘)[?:o’] :

7 q\guno: otros cvantificadoves quo . Queanticen que pare - ‘cada X \as
',q\,,.( any 1 to"e:pbnd\enfes sean las mismal y m&emu.s, ua o vario-
ble % guade. umm&q por % . fava elo se. emp\eq ‘noevamente  1g

funcion 1 ), de este ‘modo ‘

, (mm (3ay, .. ,u..\(az\mm La\,., : ,L..;)[g;qw
PR & 300, 9nn) Wx'_-m\r(‘i\\';'\'y.mnn) (’:lo.,,v_," ,nn\(il)b(.i»h),__ ylem) Lavz 1yt

. A m-.x,mi\,\m - Ann:_u(w.\ Atz Telum) A [ $207) - - ‘ o
SR ,\M,\)Mt\\Vx#\n\ W‘i"\lm\\(!n; i ,ﬁn\(’:\t) ‘3\>|,.\.. ybm) _l‘\\'}‘xi(\l‘-\ A
foas A dnz Ax(ua) A 2= hlunu\ I8 Un VP aj : :

L 33 En \mn &clmv\a Xal como- '

(fo—t)Wuu“'ﬂl\ U’*ﬂ o ,
se Yeguiere ‘absoruet ' en \mu solo \os dqs 'wun'nk-»"\ c@dnﬂs um‘\l;c\sq'.
' \Qs \)rocq(\!mos de m.\mrde - las: eq»'wa\enc‘ms: au§ u. 'dm‘_\ a Larn\n.uq- -
= "c“m , : R ,
(Vast) (Vye) (30) T o] .
Wuauu,uﬂ (3 (3 (3} Lktode X A Leadey A (X7 Ty yqgy ©: oﬂ '
< 3r) (Vs ) (38 (3x) (34) (f T A S =W A (YT N Y7V N
Pza)]
J1,0) suve de wta porgque TE AT 4y yi 310
4) Vna fdrmuela del Yige .
{Ae) (301034 (Vxey) [P0
e eguwalente a uno expresidn can un selo

cvanti ficador enisten-
Gal. o la trguievdao. v ‘



: i?O k
313100 (2y) (Waey) Tzo]) «
13w) (’:NNVM\;HBT)\BQ LAY, 2)=w A Pz o) e
l'Js)(VxLLm)lam\h\t‘dﬂ{h\t.\u,u w A Sz M\»,\n A Y’-ﬂ had
(HS)Wx‘s)(im)(iq)t':m(at)(.m,a) WAS= Jun q\ A Doy ?znﬂ
Ap\\tmnc.\n (e.\temc\umuﬁe lax red\stcmnes dg \os mases 2, a\ Y- H) \\egn-
mos, u\ f-m, a.una expreswn de \m $ormn
: : ﬂw)wxw)(%\n . ,/un) L?zo]
A’nom vevemeos Cdme obtener de dsta una fdimula en gua fodot. los
cw.vm&nuﬁmx a partiv del umversn.\ estén aco¥odoy par uno. mitma-
variable . Qbservese Yus (3\4\0’1&\\3 L3, ,un)fzeT) -munf{& Voo e¥ns -
Yewtio - de un m’nneﬂ finity de V(L\M‘Q.S W, ;\lnf {n pumtu&o\i&ﬂ,‘q:.’
Jua hoy unt eata superior para Yodos €M Que designotemos tan Aa va-
riable Z. Entonces”

(34 (vxey) o, .. ,un) P07 -

(39 (3) L¥xey) (Fuerd.. . (Juncad [Pzl ot v ‘
(31 (Ve ke Buieun) (.3\:"‘4\.1"'\\“3\"4\ Tyzxm A ?".01 -
(‘Bﬂ(szﬂ(':\u.chﬂ... - (Fun & Le)) (Ayen) Ty KmAlxv‘i NP o)]«-v

(’Aﬂ(fo-ﬁ (Fuen.. (ZuatT) (Ayet) Ty= g A[‘Jl"\.(ﬂf\
CUnt M A LXYY v Pzo)) ] e

G«) {(¥xet) {'-lm‘ﬂ . (Eun‘*ﬂr\k?vﬂ\hhr) AUH.%\ T A :
R EIN. o ALuned) A RXOY N ?-o\ﬂ

Esve fesu\m\o e facitmente 22“““““\*\& . mw,ores dimentiones se-

Cgln se c\ec\nte dal \emm 9ug \\gue

'Lemq .yt c.on;\.m\’b At N ey recursivamente Qnume_rab\e siy s&\o :. :
L BzAmMINM) AMNzm oA XVE AY \y ey

DemosTraugn . E1 predicado que define a B es semicalculable por @\ Yenfe-
mo 3.6 ‘ '

* An&\og«mevﬂe Ay xn} €A ¥ {Am) L 3U. xndzm A meB) y esTe pre-

dicado e semitalculakle

CO\'Q\(“'\D 4.5 S" wn o tonjunto Aowt” es yvecursivamente Enumerq_ble,e'rﬂon-

ces epwfe un palinomie  F(x,N,up . om)  (mye) Tal ques



i

Az AL O Bus), L (Bumek) Bk, y v, N, %y Ra)20Y

Ala txpreno’n @A) (¥ ) LAuie k). . (BumexI L P20l se \e denomina la

forma normc\\ de Davis del tonjunto recussivomente enumemhte Mas -

delante pm\mnmns ‘\,oe 'y eaqu\en"e aun. pfed\mﬁo dw;&n\mo of-

’A\f\Q\‘N ?qm elio se feg\nere q\m pfl\lmmen\'e en&unfemos wna

: Wei‘hcn muy ardus i Lo de saber 8 ‘a velaugn Tz !‘ e Q\ofv.n'rma
‘ ‘Ne s peS\\a\e enhm\ on 1adm Yas cump\endnées a qoe asta mate- -
fio nos: Wevaria , Esbozaremos, sin zmkut\a, la demestracron de wa rezul-
tade cenotido tome o hipdtesis de dulia Robinson. Fua éste un pua-
o intermadis en o\ comino: \\\u*ét\nnmevﬂe vecoriido eh\ve e} plan-
"Teumtcn!’n de aguel vrob\unu LR solution t\Q’m\\T\vq :

H"P'\memmen‘te es necesarts mesmw algunas propme\m\e: de lo ewsasith
L ) K- Ayt
Com 4= &1 an ;
qée er- un caso parficwtar do lan tlamadas emqi\pn;s Pen . (uns\h're‘n-
VSVe «\ﬁsv “gutes ma‘e:.v %:v\,,\hi qué.‘ sansfacen paco cada n \@ \g“u\&m{
| Bn 440 VT = L @Y |
" en partitotar ’ ¥oz\ , Mazo ’ ‘ .
: YoYaza o, Mz .,qu'\hcs pares suh'm'\qv{ de Vo euaacion (&)
Y ademds | : .
S D e Gk Ve Ol + Yot 03)
' = fotn 4 dya) ¥ tuw.. A mr
~ AS-' Qua: Y= ‘“n XAy o)
) . ; \‘lnu-ﬂ‘{n*-‘lnv
: A'\u\ugumqn\e ‘
~ ,(x.\\umf)mm—uﬂq“r |
e (xa 4 YaaVd) ¢ W 4 ¥n V) (0-VT)
z{own = 3¥0) (m\n-m&
PM ls ¥YanTo
K-y T Ok = dY,
Noet = O%q o ¥,

Somando " miembn a miembra loy dos sisTemas eb\gnemqs‘:‘
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0% & ¥nhi T 20%a - Yna ’

#

Yot ¥ Kney
9. Yo tM¥anz 204, O Yoo =104 - a1 kniy
En genem! si Xy Y son ssluciones pesitwas de ey dehinimor X! gyt
- Tales qug” ‘ '
- +\4 \F = (xwr)(uﬁ)

a Enﬂmle&
o) - L‘i')d -\qx*h) —J(qux)

*:'qy.‘+ 2adxy +A~1 -da wl-zqc\%\g itz ad (x‘ J«,") J(x Aql) =

a-dz o
" de medo similar X'y 4" yon soluciones de- W) si x\,q lo von .y
' ' ‘ (K" 43 = (e y¥d)(a-¥d) '
?cdemos concluit quo los ndmecas ¥ay Yn sen selutron ée ARy y
T que Sen las umms selotiones pasitias se desprende del” S\q\uen-
‘1o arquments, Supongumes  dos nimeres 9a5\hvo& Xy ¥ tules qu
a1 Xyt '
b) Pavo tada v Rk Xy Na ey
s iqualdades %) muestran ue {tn\ ’Nn\ sen suus\ones (recien-
Vtgs, pov elo lo- ex tambien \. sutestin (Xn ¥ YaVE) Cuyo primer
téimmne &5 4 . Por \o fun¥o eyiste uns nzo parm \a cual :
E S %n*‘{nn <¥+N‘ 4“M\*‘1M\r L
‘ mu\’hp\\f.undn ado *évmmo de\a chngmx\&d por la wmhéu&
Q Ja Q\m 51 pol it pers - menor ‘qu_uno (pues dzatat ‘1q7|) abfe-
'\QW\QS
' ~%a-1 +‘in Wi <(x+\ﬁnln Fa)orm YoV
" S0 continvames  con el proceso’ hasta gu N Sea  tem, Aeduc\mos
f\(\ ustencia de dos ndmemy W ¢ ¥ qus Son Solouun de (k) \1 tales
Qur Se Aq, IS+ ¥ €aiVd © sdlo hace falta pmbq( quz €sa Sifua -
Cith e \Mposible. o '
Lema 4.6 No hay enferes %4 los cuales satisfagam () y Simal-
tdne amente las desxgu&\&q&es ‘ v

1< xdyVd <ay i

Demastrocion. $i ast fuara, tendriamos g
Pz Lrr T (k=) 2 Caa {dy (a-V3)



" f",\.ema ‘1 ;(l) Mazn (modq-n) -Siayy

» S , 33
‘f tomo X4y (C\N'é Cententes  G-vd < X-4yd :

\\ ée_ iguq\ manegra 'x-w\ﬁ o

‘ 3 por\o tmnto Ca-vd %~ \|ﬂ @
s é"\o\en -\~ x#ﬂ'"( Q\-‘rd QM
'Jm\ "-“‘1“<“‘r A‘\ por. ruu\hdo

o desiqual-

ouqﬁ u.r s uu \o yie es \mn umfv die

,Ahuv‘ 1% ofpmhf de las \Aznh&ules (-tt\\g um e pos\\ulq de osfrqr

‘ ‘!\g\mu pmpmdnées do s S\\u\lon ‘le 3 (‘1..\

\1 (1.\ Xn-‘(n(a s\ §" (mo* 205~ S"-\\

k dov\de s <5 un nammx\ c\m\ gu\gm »
“)em Tm\rn m (ulna () se’: sm\uhtev\ 'rmm\menfe s. n =0 ‘é _n..h ‘Hos-”l”'
Trqremos qun sev\ \m\u\ns yqro n41 Supcmeﬂt\o Q'm; lo sen mm 'y Y n -
“ ‘1rm'= ZQ‘\n “Vaui n=n-) = iy "'64““ 1y pues n-.\(mnl q \) ‘

: . ~1 X.m ‘{m\(n s) ""7.QXn Xn-1 —zq\n (n SY ¥ Y- \Ln-s\ -f e

ST 200 = Yalass)) = (Rea = Yany (aY)
D e 1 tus s -\)

S" ‘(Zns -1) :

m

ui -:' "

S"* {mad 'ms s —0 ,ugu zns"s%\ (mqh.qs s~\\

,.,"

e \.emn l\ % qu ‘h\&e V\ . Q\ AR A TR 1)

‘1 B\ Fntr Y ¥ ¥ 0" ‘ *n "(Ul\ ; T T
\)o. las zuuu_umo.s W se denvu qu RLSY S\uu\ot\zs ktnt‘ 4‘1-\9 j
sen (tquqv\res Be m,u gua . Va ,n pues Yez0%0 _ f T
Pu a9 4 (wed) Qx4 ‘hn\ J.cm\ P 1 $ia%¢ ¥a 4\1.&{‘ tn\'!mcu s
(l"“ ¢ Y\M\( ("-Q\ N tomg (b) Se sa¥is hce c\mnduv

"* nﬁa pof mdumm es verdu&em para ¥ode n

Teotema 49 & hay una velandn Aiofanting Drdeym | D} Tal que
' N Dy implita e ' V v :
2 faca cada K, exisfen Uyt para les wales se com Pl
DOy VY ok ‘ ' ’
l en1§ntes la relacion 7= s“i es o fanting .

Dem. considere @\ sisTemo de ewaciones  diokantinas
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W) syo, Ty '
7-:(1.) asaTay
'.la) Wz mﬁ ;_\' S

U.‘) ..('u-l_‘.)w-‘) l'J)
:mﬁ Wy

(3) Dia,z)

(8) X<t ,Yro
S R L P L
(16) " Rem (Y,a-)=T
k--(ll) Rem (X—(d-é)‘j,w\- '

7 Nostraremas qua dados (\)Q\Q,sg‘utem ndmevos pos'\fnlos s ¥,

: . t= sT si N su\qmen‘e si e\ sysiema (0~ Lm Tiene s-a\uc\on en los
: (QSanTes q«gumenToS, Hqsh q;w, hemos denomdo con ¥n y Mn
~a la f-estma so\uuon dz\q etu.o.r.wn Xt~ (Q—\H =1 porqu ‘a!
'_se sobven\'e.v\&m en ngor dcb\mos escribir  ¥a(ad g Yn Q).
Dem €. Sopongue pnmzro que ens\'en a, Ky, W, tr,!: %'y ¥’ que haten
 verdaderas (-0 pava 54T dados. Cemo Ay Qe v
: por 1o ‘hmfo RS -.%mlv) y ‘l W‘-l\ Ym hr\ pora alquna mY0  Par
: 55.':!5‘5 TRz YrenEm lmo&v—ﬂ Clemas 4:344.8). De esto. ,
‘:,‘U\‘hmq \Q\m\&\& &quo.moS' mzo mod ('V-l) q pov g\\o mnr.- .
: ,P“ (;) Wy 'U')('?r‘lfﬂ""? ‘U'"" Y\ .por (71 Yy

($13
24545217 (et T

7sT ’

Aéemns X434 iy Dla,) 153} lmph(qn’v‘%’\u 'LLc’x“F‘ qua X4 ot (‘3)

& De ¥r0 W)y ¥oh-4a) () sé siQua 3w hay algun ndmero

Pd{\fuio nia ta\ Qua A*"‘V’ Ly ¥azY In3e \\e\mna rn. contradecir

) pues  wntay zx 7% d? 70%) Por (1o Yy 23 de \a forma

. : = pla=-0 X T oLyca-1 con p unnGmero nalural
o bien Yzt (mod a-1).

Ademas, de atverds con e Vemo 4.3, Mzwn  (moda-t) Asiqu

: NET (moda=1) pero nia y Téa-l entomtes n= T (pues T7a)

~ FinolmenTe, de %= Yla-$IZ5"  (wmod 28 -50y) (\émq 4. 4 de (),

3) y (1) tonduimos qua- rzg’
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T con $4T20, La condicidn que <! Teore-

D) InversamenTe Sea =S
ma |mpone u“()(u ) Ae qu pare Cada X ewisTa una pareja wvlel
\“‘c‘u‘n,‘, ,u gurunh‘u\ apu : pueden q\equrse numeros q\, t la r.uh-

‘ ftlevﬁemevﬂe q.mﬂdﬂ Jue mhs\-ngm.

STLa-t 3 :
, bm.a, 17 Loy e
9 2a5-517 [EXAE “’”')(ls)

Sean xr=vs_.nu , wz 208-8%1, Wz Xv..('u-) y Y= iv.,kv)/v- evr\run‘r.:s‘
‘ 1('&l‘l.-u-)v-,\é'h.r)w'1 Wema 4.%) '
Y K Yore k'\rw' vivy oo xvr ¢ras-s -; zw- @_.’,f us) ‘
Ay q(m (\\'-Ul) San vevdnbéems Tbmemcs Xz %y (@) \" Y= ‘l,(m\,énronLe:'

%z ¥y
Sx\hemos gm "N

ey < (¥ par (W4) { e lema 4.8 tambien
T kmm\n )| (\ewm‘l 31y tomo TLA-1  se de.
dote o) . Por SWimo LT

i1 Il‘

X- (o =%)Y4 3 st~ ¢ Uema 4.3y
P;ﬁo‘ 1 5% ¢ (so \‘),j)“,‘"”’( W

s . ondlyimas qua 1) se cumple

'\;~‘E\ t\v\TeteAeMe de \n \mphmucn qua el Teotema uru\s\ue es cov\ot\do

Vfcomo \a \Mpu\'es\s de dulia Ro\nnton Qracas m\ mgumenfn anterior,

V e\ pm\n\qu omgmql re\n.‘hvo q\ cqrntrqv &\\oﬁ;unhno de \a rela-
con 1z Y-" &ue reemp\c\uxko vot ofro un poto mou. sencitlo o, tal
“vex, mas’ (onut‘l’o, r.\ de buscuv uno velatien bw ) que Cum-
p\iqmi \ms= mm\\uones del Teotemi . Despues do 20 apas de perma-
necor abierfa esta cuastidn Sue ol K fesuettq ‘gor -Maliyasdyic
Qu\gﬁ, en 13, u'n‘\‘\’%d_ndo la suceston de \os asmeres de £ 1 bonacdh
" ConsTruqd wno  relauch  Dluwd qud satis faa \q \,,,ngems de. duha
"qu\omsmn.
Pora. ewitar algunot desarrolles sencillos awngue Varges,como o
del feovemo anterior, 4 no desuiar lo alencity del \ector AaQ nuei-
Tra \inea principal de drgumvnhc.\o'n, atgptaremots en adelawte sin
Mayor prucbe gua Va vevauion (f2x! es dwbantina, Ve wechg hulid -

ramos debido mosTrar quu la relation:




o 76
D= (o)) vayut) A ural

tumpie Con las condicianes engidag

2 leorema 410 “Lus ‘siQuientes telationes son diofantinas e

": Nty e ']'Tq* bk

CRE

o Para demosTrarlo, an ol \)ume( cas® es necesario \m\\m Vna pvo\ne&tul
~Que uuqcteuc'e whumhmenh al nu.me.vo ( \ ¥ qu FETN q.pvemhle
por mzdm de un pmchcodo d\ochTmu Veremos qun &i° U 23 un" num erg

'hoqu que " “l 0"“”'\ enfonces

3 B v [(u*n" = (n) (modu\‘
, | o 1 {m) .

(Acmc\ev vl denota ‘q\' eNayer enfero menoY o igual ax)

. En “ele cfo

0 n A.~n\ £ (n i-m
Eﬂ:Z(;)U £ 2 (3
y™ 2o o .

(:m‘

X el segundo wmqndo e on en?ev‘o muevmo.s Y

BB e g

Slzor l-_o. \zo
oenmees
| v “ ‘ﬂ PO '\l‘
L et F e
=m o | o

iz mH

i (um] L \ 2 ke

observando e tado 0no de los Teyminos de esto sumao es

“dwisible enfre W concluimos gua
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De Todo lo tual se darve que

(:‘):1 o (3 EEWN [r22" wu A walw®) A Rem (w,u) 2 2

um
ase ved 'w:[(}_‘__“)“]w
Cf30ENEN [T2uk A %2 1A Y2 W™ A Ywixeytean] .

Anarg protede fames ani\oq,mnenk con lay ofras deg relacioney

“lema 441 °S{ fes en ndmero moyel qug  zm™!
L [.‘:..] :
(A :

prueha, Dado gl

oy
ele-). .. (r-n4))

mg‘t“_’ ni ¢ < n}& v (.

R YN ‘ T n
(n) Cree.. Lenty -3y (\-1‘—;1) . (\—!}\

(I’U?.s \enge <4~ i/,- Lon 0Lisen-V 4 par ende
n n L
(=214 0-43 )

Ademas  si nio (pasa nzo es frivial) o¢ 9‘:(11 Cpoes 77273 2n) De agl
2
Tw 2(2)4 % S ben

v\ & ('—:—.}" z(n‘;)‘&; (\ v 1‘\!\;»(\— ﬂr)

v 2(1)

- 13)




: .\’ o ' L] | . ¥8
RIS (3)(%/’“”1;);(:)mz"(l—:) |

73 DR ) RETR ) e RO Mmoo

. “A'S(.gugdq n.l“(c\‘mduiin.do. tomo

€\ mayer enteys mengr q 1qual ‘g
S\ehdu_ Y valyney M{xme(c mu.ﬁgv quo (in)?":' :
Yo Mnl oo (3&\(3\:\(3&(3“(“—)[

A £= (1] A M‘ f-:\ ’s("\H\k;k_ Y de esfe pv‘tdu;udn 99 sabemoy l}‘\u
eg d‘mRvﬂ'mo. ‘ : i P

bz2n4, MEandin qzbl dzgn

Entianhy o 2 Cate)(akay) (@ by)
\1 ‘11/

! Siguiente \emq Proparcieng |q propredal gy Yequerim o
Llems 4920 S5 Qe Nimeroy 40 son taleg 9% byza (mog V) ety
ces . L N

Tatbn z o,y )

(mod u)
Kz B

. fvuebu by !’.,(Q:‘H)

27\,‘(%\;\(% AL TN (341 =

‘('Bm b)Y (bg 4 b(\iil)) (bn,‘{BA) Zladby) v (q&b\ :f(m,o:vJ-\,)“u
' ‘;;A_:h‘c'rg \su‘\‘u” Q\Ve‘g'\r U wayer Jua ;Yl" Arbx - de rol movnerq Jue
Ul congruendio, %920 (mod vy Tenga Solvargy | Eshos
Comple - o)

kveq{.\x‘\h\\ tos
nimere b (q*bw)‘f +1 .Enhm:e; ﬁ"\ubx

€S Covattey ado
comey ‘ -

i) donde gz blarby)ly,

Asi que 2 fr Carbi) - { (3@ () 3n (ay (3 RIEDTE YA (3x)
=\

"Zatby A Szt p V2 bsayop by a4y Amzp' A e

W}AW:Q*‘(
A X:W) A Rem(mv‘k,u}:’&}

Una yes hallad ng

lag 3 relaciones
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los 'p'fgd\gndns dicfantines son Cerrades baye la. operacith logita
de cuc\vmhm'uu'n universal atotada, gue e ln bt que nos faita
para tenw U nuerso  del Tearema 4.4, En i}eute he‘mus dhsulm 1 PUsSY

a pqsc, e moda 4 hallog” po\m cada mn‘;\mro A vewfs.wqmen\'e enu-' :
men;\:le “un polinomin P de fol manera que R s ‘
_ e A *—r(’:!u)WuLuB (Igea). .. (uned) ?(u‘(,v,, < Ua, X M ze
: Akom yetemos yue: estn rdenhidal e eg\\wu\evﬂe a un. sistema h- v
Cloneyg dm&qntmc_\s. E\ \ecTc« pueds tonventerse, tants de\a plousthili-
fad de exte :pruceso que transforma t\‘pflit\\tudh hv\gmu\' en cfro .
dis fanting, temo de W dufieuitnd de fealzario pofa vn case. ton -
Crets no trivial . As{, por zyemplo, Cada velatioh Q}(PQY\Q“(\M que
. ‘\pt\vetcn en at desacrolls debe reemplatarse por un Sittema e v
ewacisneg dmhnhno.s con 19 cuantificadares e\\uent\u\es Sm em-
\\qrgu el protedimients descrito ey Lfecrive en el sen’nc\_g en qua he -

mos emp\eu&n e palabra.

Tearema 413, Dado 9‘('4 N, U, %y, .‘Ln\ un pa\momo ‘sem
“RE0 kL. W) 0116 ton \as Siguientes pmpuu\ndes
() gLy, x>y
@) Pars ‘tvalesguiers M, W, Umtw .
; \P(\s,\lu',l_, RIS ,Ym‘\\f. E RSV S T4 ‘
entonies  (Nyeo) (Fwien) (Bugen) (lxmsu“?(“,‘i, LR X RWE O] @
CSiyseb st BNEARa,. . aw LTz q&u,X“ﬂ)‘l‘ A \&qz' i\-. Veit

. M . : ’ u . ‘
A war) Pluay, L am, Yy, xa) A VACE T A \*sf‘}{.(ﬂn-ﬂ n

bem, ® S\-‘Pb'\gumax te conditigh ) . Pora cado 44U jea Py on fac-

foe prmo da VENT g tamemas V' al residus da dvgidir Qi entre

y. Es dedir
Rem Cai,Py) = v
Poc hipdvests Al ryr  duribrar o u\ﬁ‘ Car - 3) ‘por lotyay
P,lJ’l:T. ax-d 4 Y qu Py es prime fylan-3 gafa algune
3z, . ,0 o %ien

a2l tmed By) y VLULPY pues



80
Jug o xtmyy y por‘(lJ
Posibre Mismy W < Y, Por i, Tant,
"8 vemg u
vy X"”):o Parq Cady Ye
1 fPor nde F\,’C“/ ]
A (mog g Para gj m
ly, c,g,fl..;,'qm,x‘"’)s (nog fy)
3 ,,'u;.yl')("")l Porgye de oto do
U
(s Y 1 Aoy 0 eroy ha BTN
Cy v S Que :
u
I+ 4t
Lz
t
W Qrog ¥y lkgp lrs ¢
Y op “’“’, P, €lr éro
g, or | 2 Ry b i
O tmgruenu‘u ;
VI (mg 4 1+ 1)
Yz 'U‘JZ Mo 1+ 2p) I dem,
Y 20 (mod HV(JT)
3 Py, 'y o Um wmy (mg 4 l+yr)
l+yy Plue XUy .‘
' e, ! Am, o) T omg g, nu’meros lhyr
o Primeg »ﬁres', Se cgnclqu'Quo ‘ '
. 9 .
‘\'_'| (n’qn:\{»d’\l’(ulc/q,‘ sam, Xm)
Par dmm 4yt | RIS gy
T Pue REES {mod 1ty
Y Ya g 'stq‘e
v Y
Pary Iz am, H‘ﬂ"fi'g" (‘uu)\,musqén |+CTHT( -
)




. . . 80
Si U fuera mayor o tqual quz Py, dade que QU XME=T y peran

P, dividila a T lo gue es imposible, asimismo U <Py, pario Tanto
W ad y wi<u. Ahora mosTravemos gque
PYY, . ,vj’,, X")=o  pqra cada yeu
Pvlmuqmqn\'e n\osemese qua’ : _
RV Orery o Pyletinym § poc ende By kl'c—\t F

; Czy (mad P\‘)”, t_ﬂm\o\e’n :VU'JE Qg - .("103' e} para Kzl . o,m
STEPTTORETIN T R B T
vﬂu,'w,u‘*,m ‘,v,\\’,x"“)f Plu, L, a . ,qmlx";‘)so (mad Py)
CAdemas Py QU XM VPLU Y YLt X)) porgque de ofro modo

) “,“'Q dwiser de T A
Y Nuevamente designemos tn U, o ‘es ndmeros, gu para
cada Ve, sotisfacen 3. Sean €y ¥ :‘C\\ES que »
k ‘ QLo = T § 4t ::\I TR

" Como anTes, ¢y mod Myt  lox numerms 47Ty ST (rs6o) son
P,nm&\ entfre u1; Pon;ué Sio el YTy pLIAST eptunces R1Y-S ‘efn
l'hp\icu qui PV Yy gu'n AT (porUN T, Por 1o 4unTy eunten Qy.. - ,am

%ue saletisnom el Sittema deo tnngmenuo.s

Qs (mod k)
a3 v_"f Cotmed bl T aeyem
o '1‘.5 v (mod }+uT)
\1 _:P(i_j..(.,c\,’__. ~lq"‘/x‘m) P(U‘\’l c,-. U:‘Ixm]y:q’ {mod - 14y1) ’

]
‘o bien '

\+\11\HU;C1“»"5 1 am, Xt 4 como lot nimeros tryr

Snr\ pumos enire 5‘: se wadvye gue
o "T Qhan = et \ Pl gay, o am, X

Por ditime At ay- ' pges a2 1! (med 1tun)
Y ovague  tswtey, .
[\
Para dz\ .., ™, |+‘\T\,.Tl_'|(“;'l) \musmlm H-CT\-\:— (a,~4) o
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‘Teatema 4.4 Cada conjunfo recussivamente enumerable es dickanting

"Dem.  Solo faiTe mosTrar Como Ppusde hallatsa e\ polinamio §@ gue a~
parece en _\ '(AV\TEc‘e.c\enTQ’ del  festema anferior | Si PLu Y, v, o, ¥
ex de \q Qmmcx . . .

P: ir, Cdondd Ty = KUSYPaT g tmd e |

2

S a(HHr* A ey [
Sea - u,_ \K\ v ' TR X"

Y seo QY ¥, xwd= M +%_Uj
. LR

‘enfnces @ sahisfate tovinlmente las conditiones W) y(2). Esto comple..

"'?q ‘o proeba,

?n ‘e\'cagitule anTedtor demestramos qua e iun:\u‘nm
w= Aty Tognt '

- e «ewmvumente enumeruble, pero na recwnive . for lo tanYo, eviste

Con (m\mumm Plxym) efectivamente construi ble, Ya\ qu

- Xew 4 (3ym) Py =0

Supongqmos que hu\név;& wn algenitmo  qua n’vﬂe}‘tut.\\q,u\e( etuaciahn poli-

“homial &'\o‘-c\n\"\"\‘o' decidera 87 fiene o no v‘mc_es_ naturales, Entoncey

‘podv\'a_ tambien  daferminasse qigon’tmjm 'o.émrswamente \a e’

Tion de si xew d e, contraditiendo 1o que. yo sabemos (onclgimos

quo: v U k '

- tencemo 418 E\ ddtimo problema da Hilberl eg insoluble .
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ST Vo
EH[OREM}\ DE GDDEL;??‘*

‘Un‘o \le-‘L que V\u quedn&o demostmdn \a sn\uuc{n negqhvn Je.\

éeumo prob\emn de \h\beﬂ veiemos ahara cdmo Se telaciona con'el
ce lehle- Teorema de C\b(\gl. Este (asu\mdu, uno de \oz mas AmporTanfes en

“ta h\éfmié. de \d tdqica, establece ta imposibilidad de }clvmuhtur
chp\e\'nmenie o Matemdnca cldsico, y Qv\»pqt‘ht‘u_\nr,' ‘a Teo- -
r.ic e\emzmnl de ndmeros. Lo versidn gue .de é'! pv‘ebm’rytmus

es un pote mag QaFQCﬂ'qu qua la ohg;nu\,\{es la SiquienTe.

: Tee«emn 5.1 Pare  cada axuomahmc\dn _formal }1 consistente de la
Tesria. dq nu.metos hay “una ema.cmn dictanting, g, cu.u\ no Tiene
sduuon en lox naturales, Pera' . Tal . gee esfe. hec\no no’ puede

prabarse  en \o antemaliaton An(\u ‘ : §

En féd\\éq& demostrare mos e\ Teo!tmq 5.\ para -v»“Q feoria de VY ar-
den s\nqu\uf, N degqfemos al lector inferesado), e\ ocblener, o tia-

‘Ves de\ unahs‘s de \a demostmc.mn, tcmdlc\ones mas genua\es

de \m\\rle't qua. Vo \r\(.LtQV\ -o.nem\\ole Q. ouo: S\S\’Emns -fotmales,

7k‘Eme(emgs c\uu\b\endo un sistema \o s«huentemufe pademso des-
de - punfb de \mm deAmeo como  pave contenef Teoremas
Que’ ,‘bv\‘\g’ una t\evm mTeip(eToc\on, cg(ves fondan a  lus ‘mas fé-
levantes proposiciones Verdaderas de \a Aﬁ'ﬁme’.ﬂm elemental.
Para “ello  intradeciremas enlie sus q\iiqmus,\n\gungs ue fe-
presentan Una Jermalizacidn de \os postwlades que Dedekind en
1901, dib nfermalmenTe, para Lo animérica y que podemos
{mmxﬁ\u( “asi:

1) O esun numero natuval

2) §§ X &5 un nimers notural, hay ofra némero natural, deno-
Tade s%x (lumado e\ sucesof da X)




B3

3) 0% SK paro walquiet nimero natural X
4) Si sx =Sy, entonces %oy ‘ : y
-~ B) Si e\ g Tene-uns prop‘édu& f, y tada vz que un'_m.?a.ﬁ_éro
X Tiene esa propiedad, S* ta figné, enfonces 1038 ndmeco mmmt,\;ﬁf‘
Tiene. S . [ o , |
‘A‘\:sfm pnnc\pms son.(‘gﬁd‘t‘\dvﬁs cuﬁio \os Aviomas de Peana. A con-
Tinvntion describiremos un sisTema ‘adecuodo para Su Eovmu\\zu-

cion

~Sea Flq Teoria de & orden que consto da los hgu\eni‘es s/mboloc
pnmﬂ‘wM

%0 pasdntesis S;'mbc\ns.k \dques y de aqrupatidn

no-s
Yo, ¥, X, vasiables

Qe . upa Cownstante mdw\kual
At - una letra preditativa
‘g s&,g y Tres \evras  funtionales

he&mumn £\ Una od-preswn de £ e um\qu\u sutesign Qu\lh &e
Simbolos de F R :
Desde agut hatemos  Una SOMVENGIOn que Faalila la lectora &e las
Sdemotas. € n lugar de escribic, pec Qempio AVXN, pandremos :
,i, X2y, Y asimismos feew;p\u'tu(emes ‘S-"X, $iry, Si\w, por “,“'\r.yq,‘y
Xy fes pectivamenTe, Lo tonttante So Sumbelizaca en ¥ al nbmera
0oy SX W W funcdn  sucetef Stz AL, ‘
Las’ feqlas para consfeuit fdymolay mas complejus, a parhif de log
simbolas dados, estun conterides en farma fecursiva en \as debini-

Clones de “éimine', “fdemute aldmica! § ' fdrmula bren farmado’

Be&mmén 5.2
N as es on Wiming
2) i @y un Tdrming (i30)

D) S Tig 2 Son 1€iminos, fambidn \o San (.\.ﬂz\ (TeT2) 4 7
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DES\V\\L\‘DIY) 5.3 Si %14 T2 sen Te'vm'\nos‘ =21y ey una h’«muv\q atdmy.

S ca

' heg\mc\on 5.4,

') \as {ucmu\ms u‘hm\c@s son &omw\as bten fovmculus e v
D (A-' B), NA, \‘ WA son fdrmilas bien. EowmrduS si A‘c R \0

vS°n 4 X'@& una variskle,

;"Abvwmvemos lo eypresion "§drmula bien formada” con H B

E5 posible, desde \vegs, inTvodadir e:nﬂe. 1ot simboles p_rim'm'vos q\guno'quué

‘?epvesehten otrat opuu‘mnei 8yicas cemo la (onwnc\c;n o \a 5‘\$‘(\tnuo’n,
v olras fé\éxunnes numd ficas, Habria ‘entonces que (omphcuf un paco \a
T 'descupc\on de \a S\nmus de\ SisTema; \quo ug(egur nURNOS B0~
vﬂ\Ans a la \isfe. gue dumos ‘a _continsacich.’ Eso Q\Mgnfm \a pruebo

‘Sm u\tuut\u en nada esenm\\ orhmas par un mmlnn mas breve

S A ev uno 5;\’5-1 .‘-h',..’“ ,Im, n- uunu\»\es c\m\esq\nem, \n mﬂo.-
Caen s At Win o Go bien AGKS, Xia) andiard ges tas vafiables o,\u :
y qpnreien"'\"\bves en A - perfenaecen Q\ conwn‘ro (\ku, .,1...\

 qee At T (o Al

Sen \'qv;\'u
W) ':\ev\oi'um e\ fes\x\hu\u 60 feemplatac eh,

A tada uno de \os Hcmmus T por. Todas las oturrencias \\bres de

8 SH . Con esta no’mcmn puomux ahota o tspec\!;\co« \ns axiemas de§

Sean A,By ¢ fh. §35,v una \uu\cdo\e, 4T un te(mmo Son axiomas de ¥
(A (85 A

(2) ((A=(R—e ) —® ((A—s B) ¢ (A—>C}))

(3) Uup—wp) — (Ao B)) ,

{4) (w)Aw —¢ At) 51 T ey Wbve para v en fur

5y (A—w A si v ne aparece Vibre en A

{6) (A8 - ((v)h—v () B)) o
_Esﬁ‘os ofomal  yunto cen @\ V) ’(C&. mas qée\uyn\fe\: q?\\c;udh o elles,

Qaranfizan gua enfre los Teatemos & F se hallan necesafiamente
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Todas las §drmulas de F que sean unwusu\mente V&\\bas Suponemos
_en el \edef tonotimiento de este hechc» o ’
ECINE O ¥ (Y=g 8 Yazxa)

Ry kv S‘hzsm
dg) (sn-su—v s xﬁ\ e
: (lu) No S

(i A (aredax, ’

(2] SEle ¥ T Wt ke
WY el o
19) Ol s¥) = (x4 %)

(5)  (u+xd = O %)

RIS EENA TERC LRV ERNCILE SRER Y
07 = Gaew)

IR LTS T PP CPER SV ERN (C R A TS P

(1) (Res (xzd %)) = (00 + K- %a))

@8) 1 As—o (1) (A v Ast) - v Au\
TR) WA e amieoma, ST A \oes. ‘ : ,

En este sequnde Yrupo de amemal, una parte ((93 Uo) \ LG\\ ceues-_
! _pmde a Vet pastulades de Peana qyﬁes r2§endos. Otrg - poarVe. es-
Tablete las  propiedodes o.\emenm\(t da Ve iguatdal (3 Ls\\ y las
delin o nes re cunwa.. Aa sumo'y mu\np\\c,u.uon can, m.\((a] Y (W]
i Los wsmmu.s US\ 0,009, (18)yL19), no son, en r\gnﬁ independien-
co.Tes da los ons L q\m ‘,u\nqn tuprimirse ,b Eﬁ'ese (s, qpa-
vecerian mas cdelunTe coma Teatemas. Comeo % &uu\ \mognar, el
Mlurlps  entre \os ofiomos \'\gmz por obieto acofTac un poco
la demosTracith gue Nevemos @ Vo large dal capitula, y sin gue, pof
eila, pierda ninguna validet,
La dnico vegla d2 inferencia d2 F es el modos panens: de A y (A»B)

se sigue 8. Abreviatemos \a wdiacon do que esfu mg\q ha'side
aplicada can 'MP'

Teorema 5.2 Si A es una Sbb.y ¥ N, entonces o (VA donde X ey

cualquier vacioble,
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DamosTration Sopongamos qua Ay An=A es una pruebs en F de A

Si A esun awoma, el tesuttada se sique tawalmente  por )y, S,
en cambio, A prn\uene de ALy A=z (BQ -PI\) paf moéus ponens,‘lc-mﬂ' o
L n) praco.dqmos pnr mduccmn s\»pomendcs V(‘.idﬂdﬂfo e.\ enummdo
b"h\ Tememn pqm Ay Ay R g : '
' RwoAL g l-(x)(A-t-oA)
, ‘1 yo( r.u (s) LR \—-(Lﬂm——-v u‘:A\

'\1‘&@,; v\uua.pnt.H! \-(VAA ‘

TewemA 5.3, Si wna §.b.f Ax es Tesema de £, asimisme \e»‘u““'\f‘ s

~donde T @ wn Temmo Vibre paro. % oen. Ax.

Dc‘mf, \— Ax \mphr.u 0 Ax wmo mtn\mmos de wee ‘7\" ;
EYTERN Ax (), o

«

o AT por MP

En pqﬂlcu\mr en los oemus Fu 19 pedemss, su.\:;h\’mf 1@y vasiables por
cvalesquiera tdiminos y tbiener siempre  festemas,
. E‘\ ne Tener F sine unq fegla de infevencia quada tompensads por
Jo gque el Testema 5.2 ectablece, a saber, ‘\a Pg;\\u\\lu& e wallar:

Avevas. Tearemos qp\\tur\db _\.u caanti Qmuwn sniversal o lox Yo o\nYe-
nides. '

Ahmu no n\n mhemas qu Sumu\us camo
' aerlza 4 ) fLtadz Y, -

;en numms tine Tambien que ‘;o&emos (M\ﬂnnr sus pme.\o\s msvu‘twos

: Pqﬂ e.\\n bastana, Sequif los paser’de u\gsmn de \as dos demotra-

Gones nnteuoies para code case parTicstac,
Otva’ prby\edu& da F que, ton u\gunos vesteicciones y vaviantes, es
Natida fparo v.um\qru\qr teafia de V& orden e \a que sQ :mmuu e

e\ s\gmenje nuvqmg 4 su - carelatfio,

Teotema 5.4, S§ Ay B sen §.05s Y ARB  enfonces \-F(A"B\
Dcm Sea W,.. Waz® una s\duu\on en § de & a porfic de A Por .

Esutb\mcs S\mp\Qmen‘e \"F en \'ng' de Y A
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duccidn demosTruremqs ue FA-ow;t para tada L (icien),
Sidzt g 8oy un axioma; enfontes \o sugmenrec esuna prue\om \e A-ﬂsu
enF ' ' S '
! D‘wb.' ox .

Dow e Aow) AW
3\6 TR 'Y AT S :
s;‘\u‘zk, ~A-?N, puas. ey ung pruelon de €
) A - (LA-pAY > AY . ox.t)
1\(A - (A8 = A = (( A~ (AoA)) —» (A-oA)) X (z)
DA (AR Sy
WA+ (A—oA)) = (A=A MP 141,
) AweA o MP 3g4.
Ahorn bien si-i7 y Wi es A S % un axiomo pvocen\emos camo antes |
‘ En caso cwnlradio ML proNiene de tdemulas m\rgnnref en \a suteswn Ai-
games wé‘ Wi T Wy - Wi (K, au.\ por modut panens. Pov h\putes\s &e
'mdumu:m FA N W) y FA-e Wi, Ademds

LR (A lwye m\\-o (Ao W) ~o Chs wi))

As| qut AT WL por 2 ML T

' ‘.CQ‘to‘Qi‘n 55,80 T es on @nSun'fo 80§ b §s \ ‘Pu‘{A\‘F 8 ,gﬁ!“qn(es '
R Aol ‘ B 7 o
Este rewuifado es tonoude como o\ 'Tesrema 4 \a deduccrdn’ que en Foes

vdlido sin restricciones

Se le denomina 'inTer pfgmc\.én grandurd de § o ‘o que Tiene por
Acm_\k\w los nimerot naturales Y en a2 goa tos imbolot §, +,‘.

se inferpreran como lat  funtiones Sucerof (xwv ¥w), umo ¥ pro- '
decto feSpectiva menTe, ac tomo <\ namero 9, Y el piedicado A% co-
mo Vo iguatdad, Lg pruebo 30 gue esta nfev pretucion esun modelo de
F oes inuerTa Porgue emplea Qrgumenfas o4 la Teorla de Conjunios
que no SOn  mMuy \eq{hmns denfra do fo Metamatemdtiwo, debido en

A veces, deliberadamenTe, Suprimimot algunot pasdntesis para §ocilifar

la lecturg de tas fdrmulas, Cugndg 2%o no da pie o minguno Confusion.



23

Pav\’t a que pueden cev\s\demtse ‘mas ‘{uures’ que qqueuo jue Se pre:
k Tende pmhnf \1 en puﬂe ‘q fue en d\wm reonu sob$\ ren problemcu rela.
;_ t\\lo\. oty mns\ncnou eﬂ PO' Mo en el feolemo do &G&'del unmdo ¢, ‘ug‘

: \nmc:\ mns aAo.\nn!e, \\ cunmstem.m t\eF quuqm coms una: w(msmon

‘e mmg e\ qvﬂ'etgdeﬂe da unu implicacioh .

Los fe’gmir\u\ son lau eypresiones do F que,de awerdo a ‘a interpre.
Tacion sﬁﬁ’h@ fepiesenTan Aumeros ndtum\eé. Ue entre eMoy, o oy
que vesulfan mas Simples, y que Sen tome Yoy nembves da los mﬁmg
‘Tas en F, Vot Viamaremor ‘u&ms'. Mas espu\'s\‘mmevﬂe ,

Déﬂu\\(\g’n 55
'\\ to es i fro '

1\‘5( W es c\&{n tambien o €% Swi.

Asi, poi qemp\a, al & cwnpanu en F ‘o L\Qm ssssmu
ﬁu\shumc& a 55 .50y Con® (nye)

nojees

Teorema 5.6. »

) “'Si n:.rr"o, ev\mﬁges e
PrimeramenTe Vefemot gue F T :

. (!|'+o\= ¥i = ((0redz Xu = wzwy)  Ax Y
1 _(X\Fp\‘-*\ L AN : S
. A T8 S T utces W0, B : : :

‘ Ahnarva - e (esu\hdq te Sigue del munum\o de\ Ttul!mms 3 pevg;lg,evi. ‘
‘.‘dememen\e S\ nim, Ay ™ son 2l misme Tdimino . ‘ {

2) Sy nEm | enfonces +RAM T

Oem. f&upo'v)quse qus nYM,

L MR W ypaTesis

K Bz AT reverodes aphicadiones de o.q y M
‘ -

)
b*‘W\, como en oTras Cosos mos adelante, debe sobreenTenderse que es-

Tamot qplicando e\ Tojema S.3.
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W 6« SATm—y otra \'atmu‘dg esribie %) (n‘m-|7,o\,‘

LKy 6% Sh=m=’ A

KDY B8 ATWol A B4 S ATy Tmm;\ogux

x;s\\—n w - ozsn-m-c A% sn W1 teo. 5*1
KA A T tuu!o\cwq (P—o L 09\3 —P'\’?
3) SinimzC enfontes &A@ :?
Dem. por \nducuon sobre m.

'53 mzo , NI¥ 4 FAFS = TOAX L

supcng mot gque una prueba’da F. Termina cton o $dimula
K) iz ¥, ogregue mdsle. los siguienfes pasot’

KAD AR 2T - S(RAMIZ ST ox (%
Ky} S(Rem)ec sy ML KY y RE)
Ki3) SR mY=(Rat@) AN 2.

Kew)  SGArm) (A v si) —» (sRemV=s? = assmc s7) AnAs
Kve) | StRy ) = 5T —slArsdm)e ST ) Kiz) y kb u) ’ “
Kre) AATRMESE . M@ KYL) G KAE) ‘
‘ pere SWMT MLy ST= Ty e
B S' lh-m:f, entonces AT T

Dem. andloge o la de ). N N £

S\gu\endo o pr&u\m ccmun en \os upos\c\mes et Tearema. clz Ebdu

entrariomas agui en <\ esfudio datalade- e \ns mro.t.\'u\sr\m& tin -

tdetital 4 nueitr \isfemo htmm\ F.E\ o\sn_two sena e\ dp mottrar

aue sus axiomas y feglos & in fecencis bastun pavo probar fdimulas
9uve, 'en \q inferpretanion Standard, Sse Traduten -en \oax mas basics e

importontes proposiciones dela  Artmdrico. Por atar un eyemplo, ve-

riomos gque
(Y20 ~» (42 (204) —0 w=1)
o gque (v¥zo ~o () leyz w))

) ’
Son Teotemas da F,Lcbuiamente en esta GiTima eypresioh el simbolo

Paro. et cvanTibicador eristfencial pueds consciderarse. uno mara abre.

viatura dg S



'
Esta .murs'\én en al aspecto deduttivo 4 formal del ‘Tistema, suele ser’
de unilidad en \q prueba subng\nenre Podemas, sin embmqo,wwu
| este pao, at! coma o que se v&hm ak uo!ewn\'nh\hdqa detay ¥un- i
cmms fec.uvswus, qmuns a que hemes de,;u.da esfqb\ecum Ao se\uuon
dev det\mo pm\)\emq dq H\\beﬂ (\qfo que el pmbm' fememus th A=
”’.fhev\e. udamu \m \m\m d\dnmw cwe ne Msmnonemos En \'oda tmo
">fetomenc\umos al \ecTor inferesado que tmsu\re Woros temo < t\e
Mendelson, o el de &, \\ur\tef (et o \nb\\ogm-ﬁ\u al finall Que emp\ean
suremas . muy Sm\\\ues q\ nuesTea ?roce&eumo& agqud mas :\wedumen‘e ‘
: qpmvechundu e \memx pm’Ye el muTV.rm\ d \og cqpnw\os utevmres
Se tratn ‘da mosTraf que F ey un sitTema nempleto ranty un‘rnc_r.m
" Comg umanhcnmuxe (xupumev\dn\n (um\smnte\ Es decit s,uq en gl
- puede hallarse t&lﬁ\\mmtn\e ona fermeta ueu\u\nm de umo.rtlo a
la \nTetptemuon smndmd 4 to\ gue n ello, ni sv negqu:m, secm
Teuqmns & F
VRQf!mot usSo me_\mmen\e dl. \m k“\TmQ_T\%QL\Qn rgm\(u Que en v.l
mex\un nos s\m\o PAra ComsTrulY  predicadot recufsives uﬂg-
*rentes o las operaciones ‘con ‘algertmos n‘omyu\u Antlogamente to-
‘mentumos llqu c\QFm\endo ynaq (xmunn v q\m t\Snc\e,‘ vn numuo o
_'-cm\g Vg & los gimbolos Q\ementq\u S F de ta :\guwnw mvmem
)(“Nu-t\a:‘5+’xcl|
3 s 3 3 won '\'s*n"\‘\‘ w2y v.u.s v.nu (nz)
ipmto, cado L\cprumn w:hh Sn"dende ASe,.. )Sn son mq\uu\un

‘simboles do F, de%wmos
QW)= Tﬂrt R

. , N , '.' - N
Y, Por MWimo, ‘a-\a sutetion de eygresiened C:xta... €n ,Q hace to<
_Yresponder @l nbdmero

. 44
Qeyz 1 priayt 9
dzo

en Qeneral  Mamavemos @ nzgow) el nimero o Gadel de w, y enese

tase esCribiremas _¥plnliz W

Desde luwego que ti pensamos tome diferentes objeres dal dominfo



a'un simbela Considevada symplemenle come Td\, o (omo una eypresion
o tomo una sutesion de eyxpresiones, entonces la funuioh § es bun'veta
sobre Su vangs; 4 la demosiracion de esfe hecho es andloga o {4

' q@m‘ se dld en el upnu\u ]I. a. prupnsﬁo de \g l,um.wn 2 n\h de-

gm\dn . De\oemos hacer. ncmr' nuuqmenfe, o e pmcedum\gnm '

","\“Q tonduce de. \cs simbole o qpreslcnes ds, ¢ q 508 numub‘- Je

>Eod&|, o \ucquevsu ®s ekc\‘wo

Mmﬂ\ Q Cada: relacdn o pfupnedad e enfre \u: t\ammfos Ae .
;nuesrro sistema  formal corresponds une teloien K cenlre SUt ves-

" pectivor num&rn; de G del, for Q;emp\o §1 R Ly, Xz, %3 ) s on predico.

v._ido meTn MQ\'emnhto enwz qpvenones c\e £, Tal como su %2 e\ resul- -

'Tudo de qphf.nr modus ponen& oty ¥, entontes seq

R- [{n,m,uwre W g (qp(n) exptm), Q¥p cu\)\'

quemos o tantinvadian una sesie de predicadoy y &\mr.\on&s (e\quo—

_o\ulos Con \a Sintoxis da € que sen feturs.wo pnmtwus

N OVAR(X) «r .3 (X=2142Y)
: RIS »

VARX) i yaalo Si- X ey et nimero de Gadel de una vui'x;hle:'.', :
2) VARE() = 3 (VAR(YIA X=2Y)
L) " s

© VARE(X) se satisbace Si éipuﬂ s una o;xpfes';o'n que’ consta de vAa sole

Variable

3y Nontd) wr J (xz2y43)
. NAX,
MOM(K) ew verdadero Si % es: elndmero de Gudel de un sn"v:;ine\o"pvnm\‘r\vovle.?.

N EX(X) 4o LN A V NuN Cecxy))”
Yedex) .

* .
Para la definicidn de LGNy, $ox),evC. ver caplrle IT



'q‘z

EX(X) sesatisface si Xesel nimero de Gédel de una expresidn de F .~

5) Num (e)r=2 2"
o Num L‘lfl)’ 2« Numt\n

Num L‘H ey el numem dﬂ t'OdQ\dl ‘1

c) N, Y, ih—o RO A ext\nAumAH xuz*u);& e ‘
MP(K,Y,!\ e ;ump\e i %Y, son numera\ de. &e«.\e\ ‘de ey.pvznone:'x.

I y , v T1'se sigue de Xy Y per modus ponens,

3) CFRm e xz2'y 3 (CFRUD A x= 2 w)
A 7% B

CERCY) es verdadero Si % es elndmero de Gedel de vaa tifra .

3) Sem k)= i) Xaz c‘ln.’

Som CFY) L es e\ numuo de Em\e\ de la expresion (_slmx) roexptyd)

Q) Muttixy) = P& X3 AR il
S qpuu Ty exp(\n-h son Teunmos Mu\tu.v) es ed numaro e\e Ge-

dé\" de \a e;presmn e RY

18) Suc )z 2 »

Suttx) e el nimern de tidel de la eypresion S lexpin)

TERM (XY we K= 2' v VARE(X) v,(y} '3 TERMY) A TERM(R) A
) o 16X . o

(x= Sum y,2) V. X= Mu\\r.(q,z‘)_ v Xz suctn))

TERM.LK) Se satisface Si Rp) ey un Términa

12) F-NM(K\» 3 3 TERMCHA TERMI) A X=ya2ie i
Yex e

FHAT(K) #¢ X es el nimero de Godel de vna fdimula-atdmica



‘ ‘ 93
1) Impa¥) = PexaBeve?d

Si exp= X y exptyz L sen fb.fs Tmp (y) proporciona @l ad-
mero de Godel de ta fdimuts (X -T)

W) Neg W= 2 X

Sn _eRPLK) @5 uha fomolu, NEq(x) es a\ numero de Gode\ JE Sy M'gtl- o

t‘.mn .

I5) Geni (X0 = 23" 5l

Sioerp K3z A Gend (K,K) es el n&fmera de Gadel de (IA-

ls) Gen (X, v) = Gens (X, Co (eC1r0)=21,2))

'Si v es el nimers de Gadel de una eypesioh gue consfa de vna. sQ\n vario-
ble Xk, y explX)= A, enTonces henlX,r) es el nu.meru de: Godd de (x)A
13)FUBF () «» (FMATOO V ({3 FHBFIY) A x=Negty)) ¥ (12 -3 "FMRR(VY A

A3 Y . R B T3 O 18 .
FNB#(}) Az Imp(L) VL3 "il“ VARECY) A FMBF(D) A X< Genl2, 1))
CBHBREUO +* eppw) s vna fdimela bBiew fomada.
18) SUBST, (X,Y,T,v) ¥ TERMUD A NARECW) A TERMOI A (Y22 A X2 Y) V
(Y2 oA %= 1)V (VARELY) A Y37 A X= Y) V((';\ ‘3 Sussi‘(u,m,t,v) A
| ’ Wiy uvex
Y= sucle) A Xz see@) VI3 3 3 3 sumstuw,Tu) A
WLY LY R MLk -
A SOBST, (m,2,T,v) A(( Yz cum (w,2) A %Xz Sum (4 m)) vy TmuliT(w,2) A

Xz muitco,mi)))

Sugsr, UG Y ) @5 cierfa §) ehplYI= A es un Tdrmine N e¥p(r) es el resulrg.

do de tubsliTuir en A todas las awfvencius de Yo voriable con almera de



4

Gsdel v por el T€mino erpln).

CMYsuRsT, (Y, frdes 33 3 3 TERﬂLu)ATEﬁV\W‘)'\ ‘A U*'l““‘“ A
TR e erer Ky : R -

Y \'H. L A SuBsT(uvtlu)ASueST‘lu!st'u')

SUBSY,_U.‘( Y ) se Sahsiq:e Si enw)" A es uno h(mo\m Qfo'mn.u B e;ptn
la vat \u\o\e con némers de tridel v

es ¢\ resultnde de Su\asnfulr en A,
en fodas sUS oeufvencias poc 2\ Térming Con numero de Gédel T

26) SuBsTy (x.i ) 4 (EMATOY) A SUBST, (XY, o) v CFMBRLY) A

(3 3 Nz Neqlu) A Xz deg(s)'A suss\g(smt,v))v 3.3 3 3
TWRY sy TR Een

Wiy Sey

Y Imp tw,83 A %= Tmp (2] A SUBST; (1,63, 4, ¥) A BubsTy (E L) v

(.3 3 VARE(Z) A Y= Gen (63, ) X xzhen (F ) A suBsTy (rw,Tr)AvEd)
LAY wey i : ‘ he

v{3 NzGenlz,u) A x= ).

S 10 DTS
SUBSTL (X, Y, 1, 2 +» erptr): Ky exptydz T oson fibogs. eypLnz Tes un
téimine, eypcwIz V una variable, 4y X se c\:t\ene al w\nsnfucr en Y toéns

fas oturrencias  Wibres & v pov T.

21) LIBCY, ) @+ VARE(u) A CTERMLYY A msu%sx;a\(,x, R WYV

CFMBF(Y) A nSUBST LY, Y, 29" 1))
LB (Y, v) es verdodern si Y o5 el nimero de Gadel de una fdimola o de

AT . s .
un-feimivo que confiene libre a \a variable con namers de GEdel .

ZVLIOA 1)+ TERMG) A VARELY) A FMRECK) A LEMATLX) v

(3 Rz Negtuw) A Litw, )y (40 3 %2 Imp LY, ) A LY, vy 1) A
M4 X )

L8



- Ag
Li(zarmiy (3 3 (VAREIW) A X=Gen(Zuw) A ((w¥z —
[PYS S Y3 )
Al oa mLgw) v L oA sLigin)))-
B SISALR S Se wmple 57 epptnz X et una fdrmuta, erpn)=V ohe NaTe:

f“e’" Q‘PLT\“—;T un telemine Y Tes hibre para VenX
B A% 00 13‘ fix FMEF(NY A #M&F(l\ A Xz lm’p(Y,I'vnpv(vl,‘{))
AX,(X) X es =\ nimers de G&del de una wstancio del esyuema .(ma'-
“mdtice ndmers uno

B) A% () &= 3 3 T FUBF(Y)N FMBE(L) A FMEFIW) A
MO T V_‘AIC\ L .

Xz Imp (Impty, Tmp(r,w)); Imp ( Imp Y, 1), Imp (Y, 0)))
Ak (X) + % e e\ abmers de Godel de una wstancua del equema atjo-

" mdfice ndmera 2.

QA= I 3 FMBFLYIA FMBRITIA
A8 i U4 3

X2 Imp {Imp WNeguyy, Megt®), Implg,¥))
AX,-, (K) e tevta i % et e numeve de Gadel 42 yna instantia del

. [} '
elguema O%lomatico -flumers 3,

O Aytoer 3 3 3 3 FMBECY) A VARELZ) A TERMIW) A FMBF(N) A
B [S 38 T3 18 X ,

‘ LGy, 2,90 A Xz Imp (Gen(Y,2), r) A SuRSTy Ur,y, )

AR 0 epp ) es vna mstancio, de esquemo. aviomdtico ne, 3,
€Y Ake (1) “Pzi \’:.\ VARE(YY A FHBE{Z) A~ L1BLz, Y)Y A X2 lmpl?, Genlt, Y))
<X :

A% () ** X as ot nhmera de Geodel de una instancia del esquemo ayiemd-

N ’
titco numers 5.



‘ . | qgk
A L ad 3 3 NARE(Y)Y A FMEFIR) A FMBF(WIA ’
: “ K‘(” u\( wix Y¢x Y o J ) :

.'x:x.,.p (Em \‘I.'np(!.u\ v\ Implcunn.n rm(w.n\\

- A‘kll)ﬂ tnm u unn m:uncm de\ o guema muonumo no u:\s'

Y. Ax, “lx) ¥y x

Ax, 10 e vuorswo poryue et d¢ \a forma:

P e\ numm do. Gﬁdc\ h. q\qums de Ios o.mmas } g,
X:q;v x:q‘,_ e N Kzl dopdg eyplai) e e i-€hime avidmo (1sina)
E__-'f.;};,\ M.,(n -3 3 3 3 FMBEIY)A VARE(Z) ASeBsT,LW, Y24, 2) A
L - ul.‘ N.; AITER T2 : ) o

S\»w, Y, ’z‘“’.z DA X2 Imp W) Trop Uen (Imp 84,61, 2), Gen(Y,20))
: AX,,(x) - s e\ nimero de G!nlc\ de vna wstancia tie\ e.sguemu avio-

o 'M(ru:e numua zo

A m - “,' v Ax,‘iiw,’. N ‘A’x,_,qm VAXLO V|

xf
S

Ay 3 memA A%(N)A Xz nmm,z))
. '(‘l “(X )

}N(x) ‘u, 'semshu I @ Andmen dakﬁh'do.\, A vp’nvtrxi\bmt;'h' £

5,7,:,“-'.)' 'xY:m“x““’.m V(3. i,; HPLELY, ) ecy,3), e_c}yy,x’?)‘

CPBCY) s vuddnd" s Yerw m'u.v;grb de Gidel de um\ p'yvc'bq. en F.

20 PRUYX) %0 PROYIA € CY, St en
' PR(YX)O—O 5L e una prucbe de epptx)

- Una vea qw hemos verificade e\ taracker recursiva de Ves anteriares
Fved\mhs, § especiaimante de PRUYX) quedu Yu muy pots  pava len.
cluic nuestra  demosTracidh, Supo'\d'tm°$-qh0ﬂ\, no 1élo "la consisfentia
da F, que as suficiente para prabar que una $dimela ‘verdadera!
ne ey tesremn de F li.e. \a ‘mmmpluué smdn‘ncn) Sino’ una hipd.

1516, adn may ';uav\'e neesatia ps\vq pre\mv que an F ho\q wno far-



. 1%
mola . mdec\d«ble es deuf, que ni :\\0 Al sy nggqcmn son demosTrabies.

“Nas tefenmos. a o qwnuon de que F poser lu propiedad Namada

“,UJ cunsmenuu que de.&mumc& a :nnhn\mcmn

‘ f;DeG\muon 56 \me Tentm de 1er ovde,n K, ton los mismes s.mbo\ns

ue F se‘du.e u.\.-cnns\s’leme sy pnm m&o. {cfmuh' A(x) de K R

AU‘\ pom cada numero an\wu\ n, ealonces no es Teofemu de K M(\Q ALY-)

TEovequ 3 S Fes - conS\srenTe Fev tonsistenTe.
Uemosrfquon En F el fecvemo: Rz® 5 F feea \n(ons\s\'enle ku\onm wno
prue.\:q de m ) x=x {por o fmuto\o%m (-""’L"”\"’&\H pof 1o t‘ue F ce.

: Ym m—mc«:nuﬂevﬂc

AnTerdt ‘Pasar q~\cx’4‘emos\‘rqc\o'n'y formal del feutemo o2 Gidel para F, da-
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