UNIVERSIDAD NAGIONAL AUTONOMA DE MEXICO
FACULTAD DE CIENCIAS

El Problema de Couette-Taylor

Tesis

Que para obtener el titulo de

Licenciado en Fisica

Presenta

Carlos Alberto Sdnchez Fuentes

México, D. F. 1988

5



pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



INDICE

INTRODUCCI OGN :

CAPITULO I. ASPECTO EXPERIMENTAL Y TECNICO.
Aspeclo experimental
Flujo independiente de! tiempo
Flujo dependiente del tiempo
Efeclto de la altura finita de los cilindros
Unicidad
Aspecto técnico
Control de parimelros
Determinacién de la 1}
Sigtema éptice de veleccimetrla Laser-Doppler
Recolecciun do dates an&lisis espectral
Eleccidn del eutade espacial

cnaltud de onda
[
i

CAPITULO II. ECUACICHES FUNDAMENTALES.
Los modelos estadlistiico vy del continuo
Coordenads eulerianas v lagrangianas
Teorema de transporte de Reynolds
Comservacicén de la maga
Censervacaon del momsntum
Razeones de camblo de rotacidn y cizallamiento
Ecuaciones constitulivas
Ecuacirones de Navior-Stokes
La ley de similitud

CAPITULO I11. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.
Expres:ones para gradiente, divergencia
vy laplaciranc
Fcuacliones do Navier -Stokes
Ecuscidn sin dimensiones
Flujo de Couetle
Ecuacidén perturbadsa

CAFPITULO 1V. BESULTADDZ PRELIMINARES.
Lems 1.4
Lema 1.0
Lema 2. a
Lema &.b
Lena 3.2
Lema 2.b
Corolario 1
Lema 4
Cerolario 2
Lema 5
ftema 6

Teorema 1
Teorema &

-

cCoeoaau

10

11
11
12

14

16
15
17
19
21
22
24
28
30

44
45
46
50
50
57
58
68
70
71

71

T3
73
78



CAPITULO V. SOLUCIGN DEL PROBLEMA.
Teorema 3
Observacion al Leorema 3
Cotas a priori scbre las secluciones
Teorema 4
i Espectiro de B
Teorema S
Observacion al teorema 5
Estudico espectral puara el caso V20, adQ
Proposic:dn ‘
lLema 7
Observacién al lema 7
Lema 8
Lema 9
Lema 10
Teoremz 6
Teorema 7
Teorema 8
Ch=ervacidn al Leorema 8
Soclucidn al problema de bifurcacidén
Tecrema 9 '
Comentarios finales
Teorema 10

REFERENCI AZ

78

—
f

TS
80
80
84
87
o1
o1
Q3
o8
Q9
a8
=]e]
100
101
102
105
105
106
108
109
108

111



INTRODUCCION

Aproximadamente un siglo de investigacidén ha sido dedicado a los fenémenos rela-
cionados con el flujo de Couette. Estos fenémenos han sido la piedra angular en conceptos
de estabilidad hidrodindmica y turbulencia debido a que han jugado un papel importante
en hallazgos teéricos y practicos. El experimento es, sin lugar a dudas, manantial de
perplejidad continua que como la caja de Pandora despliega complicaciones sucesivas e

interesantes diﬁcultadcswwmmci\ép.
{ \ Y
=
f
|

;
N

Tigura 1. Cilindros concéntricos que ratan en un marco de referencia cartesiano.
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Figura 2. Patrén de Taylor. Figura 3. Ondas Rotantes.

Pero, jen qué consiste el Problema de Couette-Taylor? Consiste en la descripeién
de los estados de flujo de un fluido limitado por dos cilindros concéntricos, donde por lo
menos uno de ellos rota. El primer flujo que se observa (aumentando gradualmente el
Nimero de Reynolds) consiste en lineas de corriente en forma de circulos coaxiales y se
conoce corm flujo de Couette. Este flujo es inestable debido a que las particulas del fluido,
por una parte son expulsadas del cilindro interior debido a fuerzas inerciales, y por otra
oponen resistencia a causa de fuerzas viscosas. G. I. Taylor fue el primero en explicar



correctamente los efectos de viscosidad, en encontrar el limite de estabilidad lineal cuando
¢l cilindro externo se encuentra en reposo y en formular la idea de soluciones bifurcadas
estables [31).
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Tigura 4. Psatrén Ondulado.
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Tigura 5. Vdrtices Torcidos.
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Los estados de flujo que pueden obtencrse a partir de} de Couette son varios. Cuando
¢l cilindro exterior se encuentra en reposo o su velocidad angular es pequeiia y en sen-
tido contrario a la del cilindro interior, la primera transicién tiene la forma de tubos que
rodean al cilindro exterior de tal manera que son perpendiculares al eje z; se trata de un
estado estacionario donde las invariancias rotacionales no se rompen (Fig. £2). La scgunda
transicién rompe las simetrizs temporal y rotacional pero es periddica; su apariencia es
tal que hace recordar la forina de tubos ondulados; estas ondas se mueven uniformemente
alrededor del eje = de tal manera que en un marco de referencia rotatorio adecuado el flujo
se ve estacionario; a este tipo de movimiento se le conoce como ondas rotantes (Fig. §).
La tercera transicién conduce a un flujo cuasiperiddico en el cual la segunda frecuencia
aparece como modulacién de las ondas rotantes; bifurcaciones posteriores pueden scguir
caminos diferentes que suelen conducir ridpidamente a turbulencia,

Cuando los cilindros rotan en el mismo sentido se observa una secuencia de bifurca-

(3]




ciones parccida a la antes descrita, excepto para la scgunda, ya que en ésta se pueden
presentar diferentes tipos de ondas rotantes dependiendo de valores de los pardmetros que
intervienen: los vértices ondulados (Fig. {) solo se ven en la cara lateral de un cilindro,
mientras que los vértices torcidos (Fig. 5) tienen la apariencia de un lazo. Se presenta
también otro tipo de flujo —ahora cuasiperiédico— canocido como "wavelets” que consiste
en un patron ondulado en ambas caras laterales de los cilindros pero con velocidades de
rotacién y nimeros de onda diferentes.

Figura 6. Patrdn Espiral.

. Con
R et d v
4

Finalmente, cuando los cilindros rotan en sentido contrario y la velocidad angular
del cilindro exterior es grande, ¢l flujo de periodicidad temporal puede bifurcarse; los
experimentos han mostrado que se trata de un patrén helicoidal (Fig. 6).

El objetivo del presente trabajo es describir matematicamente la primera transicién.
Para lograrlo, la tesis se plancd de la siguiente manera: en el Capitulo T se hace un
breve resumen de los aspectos experimental y técnico del problema, haciendo algunas
consideraciones sobre el efecto de la altura finita de los cilindros y dando ciertos detalles



sobre el sistema dptico de Velocimetria Laser-Doppler.

En el Capitulo II se deducen las ecuaciones de Navier-Stokes en forma general y
para fluidos incompresibles en particular via el concepto del continuo y el Teorema de
Reynolds, apoydndose en férmulas de conservacion de masa, momentum y en las consti-
tutivas. También se presenta la Ley de Similitud debido a que juega un papel importante
en los argumentos de adimensionalizacién de ecuaciones.

En el Capitulo I se hallan las expresiones correspondientes en coordenadas cilindricas
de las ecuaciones fundamentales, se adimensionalizan -—de tal manera que la informacién
fisica quede contenida en el Nimero de Reynolds {desde ¢l punto de vista matemdtico
se obtiene un problema de valores propios)—-, se resuclven para el iinico caso en que es
posible hacerlo (conocido como Flujo de Couette), se perturban y lincalizan alrededor de
este flujo. Asiseobtienen las férmulas ——y sus condiciones de frontera-— que constituyen el
problema a resolver. Este se replantea al introducir -via la incompresibilidad del fluido—
una funcién conocida como funcidn de corriente.

En el Capitulo TV se da una serie de resultados cuyo propdsito es fundamentar los
que se formulan al final de la tesis. Algunos tienen que ver con los productos escalares que
se definen, otros con la existencia y unicidad ~—bajo ciertas circunstancias-— de soluciones
al Problema de Couette-Taylor, otros con el hecho de que la formulacién diferencial es
equivalente a una integral. También se dan resultados sobre ecuaciones diferenciales.

Finalmente, en el Capitulo V se establecen las condiciones bajo las cuales no hay mds
solucién al problema que la trivial, asi como aquellas que son necesarias para evitar el
Flujo de Couette. Se establecen propiedades de las soluciones y se demuestra que a partir
de cierto Nimero de Revnolds el flujo de Couette se bifurca de manera dnica.

Con esto se logra presentar un modelo matemitico que, atn evitando los efectos de
borde y por lo tanto solo en cierto rango del dominie formado por los cilindros, descrihe la
primera transicién a partir del Flujo de Couette en buen concordancia con los resultados
experimentales.




CAPITULO1

ASPECTO EXPERIMENTAL Y TECNICO

Este capitulo trata sobre la investigacién empirica relacionada con' el problema de
Couette—~Taylor y sobre una de las técnicas experimentales que han podido aplicarse exi-
tosamente al mismo (velocimetrfa Laser-Doppler). Se tratard casi exclusivamente el caso
del cilindro exterior en reposo dado que con esta simplificacién se han logrado descubrir
varios patrones de flujo (desde ¢l punto de vista experimental el movimiento de ambos
cilindros acarrca complicaciones adicionales, lo cual explica la diferencia de literatura —y
por lo tanto de resultados-— existente entre los casos donde ambos cilindros rotan y donde
Uno permanece ¢ reposo).

Un sistema simplificado por ¢l estado estacionario del cilindro exterior puede carac-
terizarse por: (1) el Ndmero de Reynolds, R = 2z foq Ry (Ry —~ Ry)/r, donde fu es la
frecuencia del cilindro, Iy el radio del cilindro interior, R, el radio del cilindro exterior
y v la viscosidad cinemdtica de! fluido; (2) ¢! cociente de los radios 5 = Ry/Ra; v (3), el
cociente h/(R; — R,), donde h es la altura de los cilindros. Como se verd mds adelante, el
control de cstos pardmetros jucga un papel importante en las téenicas experimentales.

ASPECTO EXPERIMENTAL

FLUJO INDEPENDIENTE DEL TIEMPO

Para cierto Niimero de Reynolds pequefio existe una inica solucidén globalmente es-
table conocida como flujo de Couette (ver capitulo 1) de las ecuaciones de Navier-Stokes
(ver capitulo II). Las primeras investigaciones (Mallock 1888, 1806; Couctte 1890) indi-
caron que este flujo se vuelve inestable cuando aumenta R, pero la naturaleza de la inesta-
bilidad no pudo establecerse. En un estudio cldsico sobre estabilidad hidrodindmica, G. 1.
Taylor (1923) observé y explicé la transicién de un flujo azimutal a un flujo con vértices
horizontales toroidales superpuestos sobre el primero {31]. Por otra parte el trabajo de-
bido a Rayleigh (1920) mostré que el flujo azimutal de un fluido no viscoso es inestable con
Nimeros de Reynolds infinitamente pequeies, y a partir del andlisis de estabilidad lineal
de Taylor para fluidos viscosos se concluyd que la viscosidad retrasa la aparicién del flujo
secundario para R's finitas.

Taylor calculé el Nimero de Reynolds critico R, y la longitud de onda critica A;
para inestabilidad en el flujo azimutal cuando (R; — Ry) <« Ry; el caso mds general
fue considerado subsecuentemente por Davey (1962), Walowit, Tsao & DiPrima (1964),
Roberts (1965), y otros. Cerca de R, la amplitud de equilibrio de la desviacién del flujo
azimutal aumenta como (R ~ R.)'/?, en concordancia con la prediccién de Landau (1944,
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Landau & Lifshitz 1959} y con las observaciones de Donnelly (1963). Si R se incrementa, el
flujo desarrolla un comportamiento arménico espacial en la direccion axial. Davey (1962)
expandié el campo de velocidad en series de Fourier cspaciales en la direccidn axial y
calculé la dependencia del Nimero de Reynolds respecto a los coeficientes de Fourier;
sus predicciones fueron confirmadas experimentalmente por Donnelly & Schwarz (196;’)),
Snyder & Lambert (1966) y Gollub & Freilich (1976}, entre otros. Arriba de R, Burkhalter
& Koschmieder (1973) encontraron que la longitud de onda axial permanece constante
si It se incrementa gradualmente, pero experimentos con diferentes condiciones iniciales
produjeron flujos estables estacionarios con longitudes de onda mayores y menores a A..

FLUJO DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Muchos investigadores notaron que al incrementar el Ndmero de Reynolds se produce
una transicién del flujo de Taylor independiente del tiempo a otro dependiente del tiempo.
Schultz-Grunow & Hein (1956) obtuvieron fotograffas de este Gltimo que consiste en on-
das viajeras transversales superpuestas en los vortices horizontales. El caso de una onda
alrededor del anillo es el pritnero en volverse inestable y los casos de mds ondas se vuelven
inestables con Ndmeros de Reynolds ligeramente superiores.
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Figura 7. Espectro obtenido cuando R/R. = 10.5 con transformadas de Fourier temporales de: (a) la
velocidad determinada en un punto del fluide mediante velocimetria Laser-Doppler, y (b) la intensidad de
luz dispersada por particulas suspendidas en el fluido. La fuente de luz en (b) fue un bulbo de tungsteno;
las lineas en (b) se ensancharon debido & variaciones en la velocidad de rotacidn del motor.
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Otros estudios sobre visualizacién de flujos con vértices ondulados han sido reportados
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por Schwarz, Springett & Donnelly {1964), Coles (1965}, Snyder (1968, 1970), Cole {1976)
y otros. Eagles (1974) caleuld el torque necesario para mantencr vértices ondulados; su
trabajo concordd con las mediciones hechas por Donnelly (1958), Donnelly & Simon (1960)
y otros.

+ Investigaciones mds recientes han permitido ampliar el niimero de patrones conocidos y
comprobar la cfectividad de nuevas técnicas experimentales. Como ejemplo de la fiabilidad
de cstas tiltimas, se hace notar que las mediciones de diferentes variables dindmicas en un
fluido suministran espectros de potencias con idénticas componentes de frecuencia, como
los que s¢ muestran en la figura 7, donde en (a) se ve un espectro obtenido mediante
transformaciones de Fourier de las velocidades —registradas con téenicas Laser~Doppler—,
y en (b) se observa el mismo espectro pero ahora obtenido con transformaciones de Fourier
aplicadas a la intensidad de luz dispersada por particulas asimétricas suspendidas en el

fluido.

Resultard instructivo conocer —aunque someramente— algunos de los trabajos lle-
vados a cabo por cinco grupos de investigacion que han empleado diferentes téenicas o
centrado su interds en variables dindmicas distintas. El grupo de la Universidad de Texas
([13], [14], [21]) utilizando velocimetria Laser-Doppler, se ha avoendo a la medicién de
velocidades radiales y azimutales, mientras que el grupo de Novosibirsk ([14], [24], [36])
haciendo uso de la misma téenica ba medido velocidades angulares. Los investigadores
de la Universidad de Nancy ([3], [14]} mediante reacciones clectroquimicas han obtenido
datos concernientes a las aceleraciones radiales en la cara del cilindro interior. El grupo de
la Universidad de Oregon ({10], [14], [34]) ha utilizado corrientes iénicas entre los cilin-
dros, y téenicas de dispersamiento de intensidad para medir la orientuacidn de particulas
y las aceleraciones radiales en la cara del cilindro exterior. Finalmente, investigadores de
la Universidad de Leeds (|2}, {14], [26]) mediante técnicas anemométricas han medido
también las aceleraciones radiales enla cara del cilindro exterior. Estos grupos trabajaron
con 1) = 7/8, excepto el de Novosibirsk, donde n = 0.636. Il cilindro exterior se encontraba
en reposo.

Como se dijo al inicio de este apartado, cuando el Niinero de Reynolds es suficien-
temente grande, ¢l flujo sc vuclve dependiente del ticmpo, con una sola frecuencia funda-
mental, f1, y sus arménicos — fy ¢s la frecuencia de ondas azimutales que cruzan cl punto
en que se observan (fig. 3). La aparicién de una segunda frecuencia fundamental, f3, se
observé hace varios anos y fue identificada por Gorman & Swinney como la frecuencia de
modulacién de ondas azimutales. Se encontré que diferentes patrones estables de modu-
lacién pueden ocurrir, y que f; es diferente para patrones distintos, de tal forma que la
no unicidad del flujo se patentizd (figs. 4 y §). El comportamiento cuasiperiédico con dos
frecuencias caracteristicas en el espectro de potencias ha sido detectado en sistemas con
diversas geometrfas, pero los cilindros concéntricos es el iinico caso para el cual el cardcter
fisico de las ondas que producen las componentes espectrales ha sido determinado.

Al incrementar R, las frecuencias bien marcadas desaparecen del espectro, dejando solo
componentes anchos y “ruido”. Aumentando nuevamente el Niimero de Reynolds, Walden
& Donnelly, de la Universidad de Oregon, notaron la aparicién de un pico bien marcado
entreel ruide. El pico ha sido observado para un rango de I2, siempre que h/(Ry—Ry) > 28.
L'vov y Predtechensky obtuvieron espectros para Ndmeros de Reynolds grandes en los



cuales reemergicron picos muy marcados. También ohservaron una sccuencia interesante de
transiciones conforme R aumenta dentro de un rango pequefio (con n = 0.636 y h/{Ry— R;)
= 30). Encontraron que cuando R/R, = 14.0 ¢l espectro de potencias contiene una sola
frecuencia fundamental f;. La amplitud de potencia espectralen fy, P(/f,), se midié como
funcién del tiempo para periddos largos y se encontré constante dentro de la incertidumbre
experimental. Al incrementar R/R. = 14.1, f, parccié ensancharse; sin embargo, las
mediciones de P(fy) para intervalos largos de tiempo mostraron que esta amplitud varié
periédicamente en ¢, de tal forma que el fluido era realmente cuasiperiédico, no cadtico, con
f1 =16.9 Hz. y f = 0.0034 Hz. (un espectro con la resolucién suficiente habria mostrado
que fy no se ensancha, sino que en realidad tiene bandas laterales en f; 4 nfy). Cuando
R/R. = 14.8, f; se ensanchd y la dependencia temporal de P(f,) se hizo no periédica;
asf, este flujo se convirtié en cadtico. Con R/R. = 15, fi todavia estaba ensanchada pero,
sorprendentemente, el flujo se hizo cuasiperiédico. Finalmente, con R/R. = 154, el flujo
otra vez se hizo cadtico.
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Tigura 8. Elespectro de un flujo que requicre de cuatro frecuencias independientes para su descri

R/R. =120,

pcidn.

Estudios ma$ recientes efectuados por el grupo de la Universidad de Texas {[15])
demostraron que existe comportamiento cuasiperidédico del flujo no solo con las dos fre-
cuencias f; y fy, sino con otras. Explicaron también que un espectro caracterizado por
dos frecuencias fundamentales a menudo tiene combinaciones espectroscépicas expresables
como f = ngfa+npfy, donde ng y 1y son enteros pequenos. Como ejemplo, el espectro de
la figura 8 no se ajusta a dos o tres frecuencias, sino a cuatro, ademds de la del cilindro;
cada una de esas frecuencias se puede obtener mediante una eleccién adecuada de ng y np
que cumpla, para cadan con |n| <3y Y |n| £ 9.
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El mismo grupo de la Universidad de Texas mostré que la segunda frecuencia funda-
mental, f,, estd asociada z un segundo conjunto de ondas viajeras azimutales que rotan a
velocidad diferente del primer conjunto. De aqui que el flujo de vértices ondulados puede
describirse simplemente con dos enteros, my y my, que corresponden al nimero de onda
en el primero y segundo conjuntos, respectivamente. De acuerdo a esta descripcién existen
dos marcos de referencia rotantes, uno asociado al primer conjunto de ondas viajeras y el
otro asociado con el segundo. Por lo tanto, el espectro obtenido a partir de alguno de estos
marcos de referencia muestra solo una de las frecuencias independientes.

———

Figura 9. Diagramas esquemiticos que ilustran, para dos estados, (my, mz), cémo pueden generarse
los patrones de modulacion debidos a dos ondas viajeras azimutales. En la columna izquicrda se muestra el
primer conjunto de ondas vinjerns dentro del cireulo (my = 8) y el segundo conjunto {my = 5.8) fuera
del efrculo. La columna derecha muestra la evolucién temporal de los patrones de modulacién en un marco
de referencin que se mueve junto con of primer conjunto de ondas. Cada linea representa el patrén de flujo
en un instante de tiempo (los vértices se encuentran en fase en la direecién axial); las lineas subsccuentes
muestran la evolucion temporal del flujo para un periodo de modulacién. El dngulo 0 se incrementa de 0 n

27 en Ja dircceidn de las flechus.

Para entender como dos trenes de ondas viajeras pueden producir los patrones ob-
servados en experimentos, considérese la figura 9. A la derecha se muestran diagramas
esquemdticos para dos patrones de vértices ondulados, tal como se verian en un marco de
referencia que sigue al primer tren de ondas. A la izquierda se esboza cdmo dos ondas
vigjeras pueden generar los patrones que se observan experimentalmente. En un marco
de referencia apropiado, uno de los trenes de ondas apareceria estitico y modulado por
el movimiento relativo del otro. Por cjemplo, si un patrén fuese el resultado de la su-
perposicidn simple de dos trenes de ondas y ambos tuviesen el mismo nimero de onda,
entonces la “modulacion” de las ondas ocurriria al mismo tiempo y la cancelacién estaria
en fase, como en ¢l primer ¢jemplo de la figura 9. Si, por otra parte, m = m; + 1, el punto
de mdxima cancelacion se veria como en el segundo ¢jemplo de la misma figura.

EFECTO DE LA ALTURA FINITA DE LOS CILINDROS

Cole (1976) investigd el efecto de cilindros de altura finita en la transicién a los vértices
de Taylor y a los vértices ondulados. Aunque la teoria analitica ha sido desarrollada prin-
cipalmente para el problema de cilindros infinitos, los vértices de Taylor se han observado
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en experimentos con cilindros tan pequefios que solo unos cuantos vartices se pucden de-
sarrollar. Los vértices de cilindros pequenos aparccen en los extremos, con Nimeros de
Reynolds por abajo del nimero critico para los vortices de Taylor en un cilindro infinito
(Coles 1965; Cole 1976; Benjamin 1978). Conforme se aumenta el Nimero de Reynolds,
el patron de vértices se dispersa hacia el centro, lendandolo en un Nimero de Reynolds
critico que estd dentro de la incertidumbre experimental igual al Ndimero de Reynolds
critico para el problema del cilindro infinito (Snyder 1968; Cole 1976). Sin embargo, dado
que la transicidn es enteramente continua, realmente no hay “bifurcacién a la cual se le
pucda asignar sin ambigtiedad un valor de R, por lo cual las estimaciones experimentales
son subjetivas en alguna mediada...” {Benjamin 1978).

Cole (1976) encontrd que el Nimero de Reynolds para el inicio de los vértices on-
dulados se incrementa considerablemente cuando la altura de los cilindros se reduce. La
prediccién tedrica para el cilindro infinito coincidié dentro del 1% aproximadamente sélo
para cilindros altos en comparacién con la distancia entre ellos {100 veces mas altos que
la distancia que los separa). Esta relacion, en el sistema estudiado por D, Coles (1965)
fue 27.9, mientras que en el de Fenstermacher et al. 20.0, v el cociente entre los radios fue
de 7/8. El estudio de J. A. Cole (19706) muestra que para estos cilindros la transicién a
vértices ondulados ocurre con Nimeros de Reynolds aproximadamente 9% y 13% mayores
que los datos tedricos para un cilindro infinito.

Como ¢s de suponer, los problemas que conllevan el efecto de cilindros de altura son
formidables desde el punto de vista teérico.

UNICIDAD

Con Nimeros de Reynolds suficientemente pequefios existe, para cualquier geometria
de flujo, una inica solucién estable a las ecuaciones de Navier-Stokes; sin tomar en cuenta
condiciones iniciales, el flujo se aproxima asintéticamente a esta solucién (Serrin, 1959).
Sin embargo, con Nuueros de Reynolds grandes pueden existir varias soluciones estables
a las ecuaciones de movimicento. La posibilidad de varios flujos estables no fue considerada
hasta que Coles presentd su trabajo (1965), pero fue viividamnente demostrada mediante
el descubrimiento sorprendente de que en el flujo de su sistemma de cilindros concéntricos
sc pudicron lograr 20 estados espaciales estables con un Ntmero de Reynolds dado. Los
cstados pudieron distinguirse por el nimero de virtices axiales p, que corrié desde 18
hasta 32, y por el mimero de ondas azimutales m, que corrié de 3 a 7. Se produjeron
diferentes estados p/m con un mismo Nimero de Reynolds gracias a las diferencias de
aceleracién con que se alcanzd la misma velocidad angular y porque se roté el cilindro
exterior para después detencrlo. Snyder (1969) encontré subsecuentemente que diferentes
estados axiales también eran accesibles en los vértices de Taylor independientes del tiempo,
y Burkhalter & Koschmicder (1974) encontraron que el rango de longitud de onda axial
para estados estables v estacionarios ¢s muy grande. Benjamin (1978) observé distintos
estados espaciales en los vértices de Taylor, incluso en un anillo tan pequefio que solamente
tres o cuatro vértices podian ser acomodados. La multiplicidad e histérisis asociados en las
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transiciones entre diferentes estados espaciales complica enormemente las investigaciones
del fluido mds alid de la primera inestabilidad. Coles (1965) escribié: “La mayor dificultad
experimental es que para un observador que conoce las condiciones de operacién estables
actuales para los aparatos (geometria, propiedades de los fluidos, velocidad, etc.) pero
que no conoce las condiciones previas de operacidn, no serd capaz de especificar los dos
nimeros de onda caracteristicos necesarios para determinar el comportamiento del flujo

en detalle”.

ASPECTO TECNICO

CONTROL DE PARAMETRQS

El dispositivo empleado para hacer investigacion sobre el problema de Couette-Taylor
debe ser tal que permita un alto grado de control en las variables que parametrizan al
fluido a fin de lograr mediciones precisas. La rotacion estable y uniforme de los cilindros
se obtiene mediante dos motores sincrénicos colocados fuera de la mesa y dirigidos con las
sefiales de salida que emiten osciladores de precision; los cilindros pueden montarse sobre
una mesa que aisle vibraciones y ser movidos por bandas conectadas a los motores. Es
posible lograr frecuencias bastante estables, aunque los periodos de rotacién de los cilindros
—medidos con crondmetros eleetrénicos— experimentan pequenas fluctuaciones debidas a
la flexibilidad de las bandas.

La temperatura del dispositivo debe mantenerse constante va que de no ser as{ el
Nimero de Reynolds varfa (en el caso del agua, por ejemplo, la viscosidad cambia 2%
por cada grado centigrado). Esto se logra mediante circulacion inducida de aire sobre
el sistema. En cxperimentos realizados por Swinney y su grupo se han evitado cambios
mayores a 0.05 grados centigrados utilizando un regulador de calor dentro del recipiente
que contiene a los cilindros y al mismo tiempo se logré que las variaciones de viscosidad
no excedieran al 0.1 %.

DETERMINACION DE LA LONGITUD DI OQNDA

Para visualizar el patrén formado por e flujo, se mezcla una suspensién en el liquido
(por cjemplo Kalliroscope AQ1000). Con cl objeto de lograr la suficiente profundidad de
campo, las fotografias son tomadas con una pequeia abertura de diafragma y el tiempo
de exposicién se reduce @ unos 50 microsegundos gracias a destellos electrénicos duales.

En un rango amplio de R y para varios estados espaciales con diferentes nimeros de
vértices axiales y ondas azirutales, las posiciones extremas de los vértices pueden medirse
empleando un catetémetro; las graficas de éstas son muy ttiles en la deteccién de estados
espaciales, en particular cuando se usa la téenica Laser-Doppler y, a su vez, los estados
espaciales juegan un papel importante, ya que las frecuencias caracteristicas y las R’s que
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experimentan transicién son diferentes para distintos estados espaciales,
Los ndimeros de onda s¢ determinan con fotografias Polaroid, o bien, midiendo la
frecuencia del vértice con un pequeiio laser de helio-neén y una fotocelda.

SISTEMA OPTI’CO DE VELOCIMETRIA LASER - DOPPLER

La técnica Laser-Doppler ha sido discutida por investigadores como Durrani y Greated
(1977), ¥ cmpleada en ¢l problema de Couette-Taylor exitosamente por muchos otros.
Como particulas de dispersién se han usado esferas de poliestireno con didmetros tipicos
de 0.480 y 0.365 micrémetros cuya concentracién es alrededor de 0.03 % del volumen total
del liquido, lo cual produce una variacién de viscosidad del 0.05 %.

La parte 6ptica del sistema se basa en la geometria del rayo que una vez reflejado se
dispersa (fig. 10). El rayo laser se filtra y colima para ser enfocado sobre el fluido. El rayo
que regresa disperso es colectado por las misinas lentes ¥ pasa a través de una pequena
abertura que limita el paso de luz, para después ser dividido y enfocado junto con un laser
de referencia en un tubo fotomultiplicador. El volumen de “dispersién ™ en el fluido forma
aproximadamente un elipsoide de revolucion alargado hacia los polos, con didametro mayor
en la direccidn radial y menor en la direccion del eje z.

Los vectores de las ondas incidente y dispersada, ko ¥ ki, respectivamente, estin
contenidos en un plano vertical que pasa por el eje del sistema v forman dngulos iguales
con el plano horizontal, por lo que ¢l vector de transferencia de momentum, q = kg - kg,
sc¢ encuentra en el plano horizontal, razén por la cual la luz dispersada experimenta un
desplazamiento Doppler en su frecuencia dado por

wp = V. q = "rq = (47\'”/A0) Sill(O/g))V,-,
donde n es el indice de refraccion, Ao es la longitud de onda del laser, 8 es el dngulo de
dispersién y V(r,t) cs la componente radial de la velocidad del fluido.
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Figura 10. Diagrama esquemidtico del sistema dptico de velocimetrin Laser-Doppler.

clCieNe,

El cambio Doppler debido a la dispersién del campo éptico se combina con la luz laser
sin variacién Doppler en el fotocdtodo y la fotocorriente #(t), proporcional al cuadrado del
campo incidente, oscila de acuerdo con la frecuencia del desplazamiento Doppler.

RECQLECCION DE DATQS Y ANALISIS ESPECTRAL

El dispositivo para la toma de datos se esquematiza en la figura 11. La fotocorriente
es amplificada y filtrada para después ser medida durante un intervalo de tiempo, At,
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al final del cual el resultado se transfiere a la memoria de una microcomputadora. De
esta forma la frecuencia de la senal Doppler, y por consiguiente la velocidad del fluido,
quedan registradas. Los desplazamientos Doppler tipicos son de 10° Hz., mientras que
las frecuencias caracteristicas del campo de velocidad van aproximadamente de 0.1 a 10
Hz.; de aqui que los cambios Doppler, determinados en un tiempo pequeiio comparado
con el intervalo tipico en el cual el campo de velocidad cambia, dan por resultado, esen-
cialmente, la velocidad instantdnca. En los flujos muy turbulentos donde las frecuencias
caracteristicas pueden compararse con el desplazamiento Doppler, se requicren dispositivos
més sofisticados.

Los datos son transferidos de la microcomputadora a una computadora para ser anali-
zados. La densidad espectral de la velocidad se obtiene a partir de los médulos al cuadrado
de la transformada de Fourier, calculada sobre el registro de velocidades. El registro de
velocidad-tiempo, el espectro de velocidad y la funcién de autocorrelacién de velocidad
pueden graficarse mientras otro programa procesa y lista las frecuencias y las anchuras de
banda de todas las lincas espectrales.

La ventana GEO (Otnes & Enochson 1978} se aplica al espectro con el propésito de
suprimir Iébulos laterales en la transformada de Fourier original. Si no se hace ningtn
cdlculo estadistico para disininuir ¢l ruido, la resolucidn de la frecuencia, definida como el
ancho total en Ja mitad del maximo de una linca espectral, es aproximadamente 2/T, donde
T es la longitud del registro de datos. La frecuencia miaxima en el espectro es la llamada
frecuencia de Nyquist, wy = (24At)7!, Dado que una alta resolucién y un rango espectral
ancho son necesarios para distinguir entre diferentes estados dindmicos de un fluido, deben
registrarse tantos datos como sea posible { n = T'/At ). Gollub & Swinney registraron 1024
puntos en 1975 mientras que ellos mismos en colaboraciéon con Fenstermacher obtuvieron
8192 en 1978, mejorando también la resolucion.
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Figura 11, Diagrama esquemitico del dispositivo para la toma de datos en el sistema de velocimetrin

Laser-Doppler.

En la figura 12(a) se muestra ¢l espectro de una onda senoidal con una escala de
frecuencia expandida junto con la componente espectral del fluido que corresponde a ondas

azimutales.
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Un inconveniente del método basado en muestreo periodico —como es ¢l esquema
de conteo de frecuencia por multicanal— es que el espectro obtenido en el rango 0 — wy
contiene “alias”, que son componentes de {recuencia superior plegadas dentro del mismo
rango (Otnes & Enochson 1978). Un ejemplo de esto se puede ver en la figura 12(b) que
muestra una componente espectral, wy, y alias en dos de sus arménicos. Los alias pueden
identificarse al comparar dos espectros obtenidos con diferentes tiempos de prueba.
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Figura 12. Segmentos de un espectro de velocidad obtenido cuande R/R. = 5.7. La frecuencia
adimensional w estd dada en unidades de frecuencin del cilindro (inierior), y el espectro va de w = 0

a 2. (a) La curve continua es una grifica de alta resolucion no “sunvizada”; Ia linea del espectro es In
componente fundamental de la frecuencin correspondicnte o ondas azimutales. El espectra de una onda
tipo seno con la misma frecuencix central estd indicada per I linea punteada. {b) La componente espectral
wy en w = 1.380 tiene armonicos Yuy, Juy, cte., los cuales se encuentran fuera del rango de w. FEstas
componentes de frecuencias altas aparecen como “alins”. Por ¢jemplo, la componente A de la izquierda, estd
en 2wy ~ 2wy = 1.240, donde wy == 2.000 es I frecuencia de Nyquist; ls componente A que s¢ encuentra a

la derecha estd en 4wy — 2wy = 1.520.

ELECCION DEL ESTADO _ESPACIAL

Antes finalizar este bosquejo sobre la téenica Laser~-Doppler es conveniente puntualizar
que para un Nimero de Reynolds dado existen varios estados espaciales estables que pueden
obtenerse dependiendo de la historia del sistema. De hecho Fenstermacher, Swinney &
Gollub (1978) establecieron que diferentes estados p/m, donde p es el niimero de vértices
axiales y m el nimero de ondas azimutales, poseen espectros ligerarnente diferentes y
transiciones de Nimeros de Reynolds. Por lo tanto, cualquier andlisis de las transiciones
de flujo deberé determinar el estado espacial para toda medida espectral. Sin embargo, un
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estudio cuidadoso del comportamiento dindmico de cada estado espacial accesible y de sus
transiciones requiere una cantidad enorme de tiempo. Por otra parte, la estabilidad de un
estado espacial sugicre que mientras diferentes estados pueden ser ligeramente degenerados
en energia, podrian estar separados por una barrera potencial que hace improbable que
la variedad de estados espaciales se relacione con la dindmica de transicién a turbulencia,
Asf, se ha conjeturado que la dependencia de los Nimeros de Reynolds puede dividirse en
dos problemas separados: el primero tiene que ver con la dependencia del estado espacial
sobre la historia de R; el scgundo tiene que ver con la transicién a turbulencia bajo cambios
cuasiestdticos en el Nimero de Reynolds para un estado espacial dado.
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CAPITULO 11

ECUACIONES FUNDAMENTALES

Con un panorama gencral sobre los aspectos experimental y téenico del problema
de Couctte-Taylor, en este capitulo se procede a deducir las ccuaciones que gobiernan el
comportamicnto de fluides. Las deducciones se basan, naturalmente, en la hipétesis del
continuo, en el importante Teorema de Reynolds, y en las leyes de conservacién de masa
y momentum. También se discute brevemente la Ley de Similitud ya que juega un papel
prominente en los argumentos de adimensionalizacién de ecuaciones.

De las formulas que se obtienen, las de Navier-Stokes constituyen la piedra angular
de este capitulo dado que las deducciones subsecuentes se basan en ellas.

LOS MODELQOS ESTADISTICO Y DEL CONTINUO

Las ecuaciones que describen el comportamiento de un fluido se pueden obtener
basicamente a partir de dos enfoques diferentes. El primero de éstos aborda el proble-
ma desde un punto de vista molecular, segin el cual un fluido no es mas que un conjunto
de moléculas cuyo movimiento es gobernado por las leyes de la dindmica. Los fendémenos
macroscopicos son entonces el producto del movimiento molecular, y Ia teoria intenta pre-
decir el comportamiento macrosedpico de los fluidos a partir de las leyes de la mecdnica y
de la teoria de probabilidad. Con este método se obtienen las ccuaciones de conservacién
de masa, momentum y energia, & condicién de que el fluido se encuentre en un estado no
demasiado lejano al de equilibrio. También es posible obtener expresiones para los coefi-
cientes de transporte, tales como los coeficientes térinico y de viscosidad, todo en términos
de cantidades moleculares. En esta direccidn la teoria se encuentra bien desarrollada para
gases ligeros, pero es incompleta para moléculas de gas poliatémicas y para liquidos.

El enfoque alternativo se vale del concepto del continno. Segiin este enfoque, las
moléculas individuales son ignoradas para suponer que ¢! fluido estd constituido por ma-
teria continua, de tal forma que en cada punto puedan ser asignados valores tnicos a
variables de campo (velocidad, presién, densidad, etc.). Una vez hecho esto, se requerird
que la materia continua obedezca las leyes de conservacion arriba citadas y asi se obtiene
un conjunto de ecuaciones diferenciales para las variables de campo. Las soluciones a es-
tas ecuaciones definen el cambio de cada variable de campo respecto a espacio y tiempo,
que corresponde al valor medio de la magnitud molecular de esa misma variable en cada
posicién y tiempo.

Aunque el método estadistico es elegante y puede ser usado para tratar flujos gascosos
en situaciones donde el concepto del continuo deja de ser vélido, como se ha dicho, la teoria
es incompleta para liquidos y gases densos. In contraposicién, cuando las condiciones de
la hipétesis del continuo se cumplen (por ejemplo que la trayectoria media de las moléculas
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sca muy pequefia comparada con la menor magnitud fisica del objeto que contiene el fluido),
los resultados son igualmente aplicables a liquidos y a gases ligeros o densos. Dado que
¢l problema de Couette-Taylor (asi como la gran mayorfa de fenémenos en mecdnica de
fluidos) caen dentro del dominio del continuo, se adoptard este enfoque.

COORDENADAS EULERIANAS Y LAGRANGIANAS

Una vez que se ha seleccionado el enfoque del continuo, se debe elegir el marco de
referencia en el cual se formulen las leyes de conservacién., Existen bisicamente dos sistemas
coordenados que pueden emplearse, a saber, ¢l sistema euleriano (también conocido como
sistema de coordenadas espaciales) y el lagrangiano (también conocido como sistema de
coordenadas materiales).

En el marco de referencia culeriano las variables independientes son las coordenadas
espaciales z,, z3, 3 y el tiempo t. Este es el marco de referencia familiar en el cual se
resuelven la mayor parte de los problemas. A fin de derivar las ecuaciones bdsicas de
conservacién, se estudia el fluido que pasa a través de un volumen de control fijo en el
espacio y se le aplican los principios de conservacién de masa, momentum y energia, para
obtener las formulas matemdticas correspondientes.

En el enfoque lagrangiano la atencidén se centra en el flujo de una masa particular del
fluido. Supéngase que de alguna forma fuese posible tenir una pequena porcién de este
iltimo sin cambiar su densidad, y perseguirla (no importa si cambia su forma, siempre
y cuando se trate de las mismas particulas). Al aplicar los principios de conservacién se
obtiene el conjunto de ecuaciones respectivas en coordenadas lagrangianas. En este marco
de referencia, z;, 72, 23 y t dejan de ser las variables independientes, ya que si se conocen
las coordenadas 29, 2§ y 2§ en un tiempo (2, su posicion puede ser calculada para cualquier
otro tiempo t > t° una vez conocidas las componentes de velocidad

w = dz, v = dzy _ dz3
YT T BT

mediante las siguientes expresiones:
t t

t
:z;l=:z(l’+/ up dt, I2=Ig+/ttz dt, 13=I2+/U3 dt.
to to {

o

Las variables independientes en el sistema lagrangiano son z%, 29, z3 y ¢, donde zJ,
23, 73 identifican al elemento de fluido en cuestién cuando ¢ = ¢°.

La eleccién del sistema a emplear es cuestién de gusto y comodidad. En general,
resulta preferible aplicar las leyes de conservacién a un volumen de control que consista
siempre de las mismas particulas de fluido, que a un volumen de control a través del
cual pasan diferentes particulas del mismo. Por tal motivo, las ecuaciones basicas serdn
derivadas en el sistema coordenado lagrangiano, no obstante lo cual se hace notar una vez
més que el sistema euleriano es e] preferido en la resolucién de problemas.

Sin importar el sistema coordenado que se emplee, existen dos tipos fundamentales de
volimenes de control. Uno de éstos es un paralelepipedo de dimensiones dz;, dz3 y dzj.
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En este caso, toda propiedad de flujo, tal como velocidad o presién, se expande en series
de Taylor alrededor del centro del volumen de control, conservando solo el primer término,
a fin de encontrar las correspondientes expresiones en cada una de sus caras. Después se
hace uso de algin principio de conservacion con el propdsito de obtener la férmula buscada.

El segundo tipo de volumen de control es de forma arbitraria, y cada principio de
conservacion es aplicado a una integral sobre dicho volumen. Por ejemplo, para la masa

se tiene
/// p dgrdadss,
v

donde dV = d¢ d¢yd¢s representa el elemento diferencial de volumen, p es la densidad del
fluido y la integracidn es llevada a cabo sobre el volumen V| contenido en el de control. El
resultado de aplicar cada principio serd una férmula integro—diferencial del tipo

///Lﬂ dg‘,d_('_)ds‘;l:Ov
‘f

donde L es algin operador diferencial y a alguna propicdad del fluido. Dado que V
fué escogido arbitrariamente, la Ginica manera en que esta ecuacién se cumple es fijando
La =0, que es la férmula diferencial de la ley de conservacién.

Aunque en ¢l presente trabajo se nsaran voliimenes de control arbitrarios, huelga decir
que los resultados obtenidos por ambos métodos son idénticos.

Si a representa cualquier variable de canpo, tal corno densidad o temperatura de un
fluido, desde el punto de vista euleriano a depende de x4, 24, x3 v t. Pero si un clemento
especifico del fluido es observado en un periodo de tiempo At, su posicion sufrird los
cambios Az, Azs vy Axy, mientras que el valor de o variard Aa. Esto es, si se observara
el clemento de fluido en el marco de referencia lagrangiano, las variables independientes
serfan z, 29, 23 y t°, donde z9, 2§ y 2§ son las coordenadas iniciales del clemento de fluido.
Asi, 71, 3 y =3 dejan de ser variables independientes para convertirse en funciones de ¢
(que juega el papel de pardmetro en la trayectoria), y por lo tanto a(x,t) = a|x(x°1),t],
con x = (1,22, 23), de donde

da  da dz da dry, | da dzz  da

PTER T TR P TR TR TR

0 ¢s un punto fijo); o, de manera equivalente:

do da } da . da . da
— = Uy b U b Uyt —,
dl Oz “ Jzy 2 Oz3 MY

En notacion vectorial esta férmula puede escribirse como

(recordar que x

= =+ (u-Y)a. (2.1a)

Alternativamente, usando la convencién de Einstein para sumatorias donde los sub-
indices repetidos se suman, la forma tenscrial puede ser escrita de la siguiente manera:
da Oda da (2 lb).
— = = 4 ——uy. .
dt at oz
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El término (T{fT' de las ccuaciones (2.1a) y (2.1b) es la llamada “derivada material”;
representa el cambio total de la cantidad « vista por un observador que sigue el fluido y mira
una masa particular de éste (cf. [35], pps. 77-81). El lado derecho de la misma ccuacién
representa ¢l cambio total de a en coordenadas culerianas, El término I%UIuk expresa el
hecho de que, para un campo de flujo independiente del tiempo, en ¢l cual las propiedades
del fluido dependen de las coordenadas espaciales inicamente, existe intercambio en a
debido a que un clemento dado de fluido cambia su posicidn con el tiempo y por lo tanto
toma diferentes valores de o de acuerdo a la manera en que fluye. El término %—'} cs la
bien conocida derivada euleriana respecto al tiempo e indica que en cualquier punto del
espacio las propicdades del fluido pueden cambiar con el tiempo. Entonces las ecuaciones
(2.1a) y (2.1b) relacionan la variacién de o respecto a { para un elemento de fluido con los

da . da

términos de las derivadas culerianas %3 v 57

TEOREMA DE TRANSPORTE DE REYNOLDS

El método seleccionado para derivar las ccuaciones bidsicas a partir de las leyes de con-
servacién se vale del concepto del continuo, siguiendo un volumen de control de forma arbi-
traria en el marco de referencia lagrangiano, Consecuentemente se encontrardn derivadas
materiales de integrales de volumen que deberdn ser transformadas a expresiones equiva-
lentes con derivadas culerianas, Bsto se lleva a cabo mediante el Teorema de Transporte

de Reynolds.
Considérese una masa especifica de fluido que serd seguida durante un corto periodo

de tiempo At. Sea a cualguier propiedad de campo, tal como masa, momentum en una
direccién o energia. Puesto que se estd considerando una masa particular y dado que
20, 29, z3 v  son las variables independientes en ¢l marco de referencia lagrangiano, la
cantidad e serd funcién de ¢ dnicamente, i. e, a = «ft) y se define

d
£ Iy depds
dt//,/;(,)a(t) dydeadis
= lim [—L(/// aft + At) dgldfzds‘:;—/// at) ds‘ldﬁds'a)])
at—o | At V(t+At) V)

donde V (t) es el volumen de control que contiene la masa del fluido especificado, que a su
vez puede cambiar de forma y tamafio. Evidentemente

{
(—/// alt) dadedes
dt V(t)

1
= i — (t + At de¢ydey — t+ At) dedead
J}TO{M(///V(HM)M + At) dgdsydgs ///Vma( + At) dadg, ca)
1
+“(/// at + At) d§1d§2d§3“/// at) dgldggdgs)],
At v(t) v(t)
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por lo cual

d///
— aft) dederds:
dl vy () 1042643
1 Ja
= lm — t+ A deydeydss) + 92 depdeqdes.
A:EloAt(/v//v(t+At)—V(t)a( + ALY dg S’z‘fs) 4 ///vm o dodeadgy

El limite restante puede evaluarse con ayuda de la figura 13. En la parte (a) sc muestra
¢l volumen de control ¥ que encierra la masa del fluido en consideracién a los tiempos ¢t y
t + At. Durante el intervalo At el volumen se ha movido y cambiado de forma y tamaio.
La superficie que envuelve a V(t) se denota por S(t), la velocidad en cualquicr punto de
S por u, y n es la normal exterior unitaria.

Hedts
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7
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Figura 13. (a) Contornn de un volumen de control arbitrario en los tiempos t y t + At, y (b),
superposicién del volumen de control en esos tiempos mostrando un elemento AV del cambio de volumen.

En (b) se bosquejan V (t), V(¢ -+ At) y un elemento de la diferencia de volimenes. La
distancia perpendicular al primer volumen y que une a ambos estd dada, entonces, por
u - nAt, y consccuentemente d¥ = u-nAtdS. Bajo cstas consideraciones, la integral de
volumlen se puede transformar en una de superficie para obtener

d
“/// at) didgdss
(l'[. V(t)

a
= lim [// a(t+ At)u-n dg’}.ds‘;.-] +/// 9 derdeades
At—0 5(‘) V(l) al
Jda
:// aft)u-n dghd§k+/// N dgydgadgs,
S(t) v(t)
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donde dS = d¢ndgr (hk = 1,2,3) es el elemento diferencial de superficie adecuado (por
ejemplo, al emplear el Teorema de Gauss h, k son tales que dS es la superficie que requiere
el teorema). Aplicando el teorema de la divergencia se llega finalmente a:

d d
—-/// a d¢ydedss :/// [i + V-(au)] d¢yd¢qdes, (2.2q)
dt V() V() at

0, en notacién tensorial

0 a
/// X d§[d§2d§3—f// { o -—q—tl—}t] (lglds’gdgg, (2.2b)
dt v(t) 140 Iz

que son las formas vectoriales y tensoriales del Teorema de Transporte de Reynolds.
Las ecuaciones {2.2a) y (2.2b) relacionan las derivadas lagrangianas de una integral
con otra cuyo integrando conticne derivadas eulerianas solammente.

CONSERVACION DE LA MASA

Sc afirma que una masa especifica de fluido contenida en un volumen V puede cambiar
de tamaiio y forma al fluir pero su valor (cantidad de masa) permancce constante. Este es
el principio de conservacién de la masa que se aplica a fuidos en los que no se llevan a cabo
reacciones nucleares. El equivalente matemadtico de tal enunciado se obtiene tomando la
derivada lagrangiana de la masa del fluido contenida en V ¢ igualindola con cero, esto es

/// P (15'1(152(133»—0
(11 V()

Mediante ¢l teorema de Reynolds, esta expresién se transforma en una integral de
volumen cuyo integrando contiene solamente derivadas culerianas:

//[ [ /’U)] d¢idgadss = 0,
Vi)
] dpu
// [ 4 —‘p-—k} deydgadgs = 0
J I vy dz

Puesto que el volumen V fue escogido arbitrariamente, el 1inico caso en que estas ecuaciones
se satisfacen para todos los posibles valores de V ¢s cuando el integrando se anula. Por lo
tanto, la ley de conservacién de masa se expresa mediante

0, en notacién tensorial:

ap
5“ ++(pu) =0, (2.3a)
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dp  Opuy

i ctel Y Y 2.3b

(')l azk 0 ( 3 )
Cuando la variacién de la densidad puede ignorarse —como en el problema de Couette-

Taylor—, sc dice que el fluido ¢s incompresible, lo cual implica que, ademds de la masa, el
volumen permanecce constante. Dado que p # 0, la incompresibilidad se traduce en

vou=0, (2.40)

cuando se emplea notacién vectorial, o equivalentemente

Jduy )
;?Tz—; =0, (2.4b)

si se utilizan tensores.

CONSERVAGCION DEL MOMENTUM

El principio de conservacién del momentum es una aplicacién de la segunda ley de
Newton a un clemento de fluido. Antes de derivarla es conveniente recordar que, cen el
contexto hidrodindmico, las fuerzas se clasifican en: (1) fuerzas de cuerpo, que son de
origen externo y largo alcance (gravitacional, electromagnética, ete.) y (2} fuerzas de
superficie, que son de origen molecular y corto alcance (presién, tensién viscosa, etc.).

Si f representa la fuerza de cuerpo resultante por unidad de masa, la fuerza de cuerpo
total que actia sobre un volumen V serd:

///Pf dg1dgadsy.
‘I

Andlogamente, si P representa la fuerza de superficie resultante por unidad de drea,
la fuerza de superficie total viene dada por

//P dghdgk-
)

Por otra parte, dado que la masa por unidad de volumen es p y su densidad de
momentum pu, la cantidad de movimiento contenido en V es:

///PU d§ydgada.
‘/

De aquf que si la masa de un volumen V', arbitrariamente escogido, es observada en
un marco de referencia lagrangiano, la razén de cambio de! momentum serd:

d
d—t///vpu de1dgadss.
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Por lo tanto, la expresidn matemadtica resultante de la ley de conservacién de la can-
tidad de movimicento es:

d
2 / / / pu deydeydgs = / / P dendse + / / / o dgydeyda.
Vv 5 Vv

En cada elemento de volumen existen nueve componentes de esfuerzo: una normal
y dos tangenciales sobre cada plano coordenado. La figura 14 las ilustra en un elemento
ciibico. Nétese que cuando las dimensiones de la figura geométrica tienden a cero la accién
se manifiesta en un punto.
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Figura 14. Representacion de las nueve componentes del esluerzo,

Se propone la siguiente notucion: cada componente de esfucrzo serd identificada me-
diante la cantidad o5, donde e} primer subindice indica ¢l plano z; = constante en que
actia el esfuerzo, y el segundo subindice indica la direccién del misimo.

El hecho de que tal variable pueda ser representada por las cantidades o4y, donde 1,
7 =1, 2, 3, significa que a su vez puede ser representada por un tensor de rango 2. Para
hacerlo asi, recuérdese que en la superficie del volumen de control existe una fuerza en
cada punto, representada por P. A su vez, las componentes del esfuerzo que actian en el
plano z; = cte. son oy;, 0;2 ¥ iy, Si se considera el vector normal unitario nj, la fuerza
actuante en la dircccién z; es Pi = o;jn;. Entonces, para cualquier superficie orientada
cuyas normeles son ny, ny y ng, la fuerza de superficie estd dada por Pj = oyyn;, donde el
subindice ¢ toma los valores 1, 2 ¥ 3 que se suman.

Asi, en notacién tensorial, la conservacion del momentum se expresa como

d
_Z/// puy ds‘1d§2d§3://0i1‘7le d§lnd§k+/// ply dadgadg.
v s v

Aplicando los teoremas de Reynolds y Gauss al miembro izquierdo y a la integral de
superficie, respectivamente, se obticne:

0 dpu;uy do;;
/ / /[ o _%%AJ derdeydes = / / / 9% gedgyds + / / /‘ pl; deyderdss
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(para cada’ecuacién, 5 toma un valor fijo, mientras que { y k van de 1 a 3).

Asi se concluye que
dpu; 4 Opujug  doiy

at dzg . Oz¢

(en coordenadas eulerianas), 6 =

6u, ap c?puk e -‘_ %
pai it i P L oty Pl S

La ecuacién (2.3b) hace posible alguna economfa de espacio:

Uy du;  dojj
P"b—;“ + /’"ké’;’:‘ = "a;_'”:‘ +af;- (2.5)
El miembro izquierdo representa la razén de cambio de la cantidad de movimicento por
unidad de volumen: el primer término no es mds que la acéleracién temporal y el segundo
Ia accleracion convectiva. En el lado derecho se ticnen las fuerzas que producen aceleracién:
La primera ¢s debida al gradiente de los esfuerzos tangenciales sobre la superficie, mientras
que la segunda a fuerzas de cuerpo que actian sobre cl fluido.

RAZONES DE_CAMBIO DE_ROTACION Y CGIZALLAMIENTO

Il proposito de esta seecion es identificar las cantidades tensoriales que representan
el cizallamiento ¥ la rotacion de un elemento de fluido alrededor de su propio eje. Para
hacerlo, considérese un elemento infinitesimal de fluido de scccidn transversal rectangular
y obsérvense sus cambios de furma y vrientacion en el tiompo.

La figura 15 smuestra un elanento bidimensional de fluido (o Ia proyeccion de un

Fn este momento su centro

clememto cspacial) cuyas dimensiones en ¢ = Oson &z, y 81,,.

coincide con el origen de un sistenma coordenado fijo. Sean A, B, C y D sus esquinas,
Después de un corto periodo de ticipo Af, el centro de la porcion del fluido se

encontrard en un punto diferente, como se muestra en la misma figura., La distancia

recorrida en la direccién z,, viene dada por

at
Az, :/ U [T (1), 7a ()] dt.
0

Puesto que los valores de z,, ¥y T, son cercanos a cero para liempos pequenos, la
velocidad u,, puede expanderse en serie de Taylor alrededor del on'gcn:

zn(l) 9un(0, 0) - dt.

B, (0, 0) .
dz 81,,

at
Az, =/ [um(o 0) + :r,,,(t)
0
Si se retiene solo el primer tc’rmino y s'qintcgré,’el rcs'ultyado es:
Az, = u,,,(O,'O)kAt.‘
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De manera similar

Az, = u,(0,0)At.

Una vez que se han encontrado los desplazamientos del centro en el plano z,, — z,,
se procede a buscar las correspondientes férmulas para los giros de los lados del paralelo-
gramo (proycccién de un cuerpo gedmétrico) debido a deformaciones. Si A', B, C'y D' «
representan el nuevo elemento bidimensional de fluido (i. e., el elemento de fluido visto en
el plano correspondiente) después de un tiempo At, la rotacién del lado CD a C'D’ queda
indicada por el dngulo Aa,,, donde a,, es positivo si se mide en sentido contrario al de
las manecillas del reloj. De la misma forma, la rotacién de BC a B'C’ estd indicada por
el dngulo Aay, donde a, es positivo si se mide en el sentido de las manecillas del reloj.

/1
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: !
v om dee (VOO ¢ ) mmm

Figura 15. Proyeccién de un chmcnlo infinitesimal de IIu ‘o al tiempo t = 0 indicado por ABCD, y
al tiempo t = At {indicado por AtBICID1 ).

De la geometria del problema se obtiene

[u,,(;—éx,,,,—géz,,)m+---} [un(—%&zm,~%6zn)At+--'])

Aa,, = arctan( 7R - 7

P ‘e ) 1
u,, se evallda primero cn D(%&x,,., -—%51,1) y después en C(—356z,,, —36z,). La com-
ponente z,, del lado D'C’ seréd solo ligeramente distinta a éz,,, por lo que el valor preciso

de la diferencia no necesita ser evaluado explicitamente,
Expandiendo u, en serie de Taylor alrededor del punto (0, 0) se obtiene

Aa,, =arctan

[10(0,0) + 62 22100) — 353, 2550000 4. A
( 6]""1(1 + .o .)

T8z, 2
bzm(1+ )

[10(0,0) = 362 223128) — 15,2 31(9191+...]At)
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= arctan[é«z—&i{(ﬂqu). +) ..] = arctan[(a 6:1(:(,),, ,0) ) At] .

Dado que el argumento del arcotangente ¢s pequefio, con una expansién en serie se

obticne: P
un( 10) -{--'-}Ai-f----,

OZm

Aoy = [

de donde

Sam _ 9un(0,0)
5t~ Oz,

.

Cuando 6¢ tiende a cero:
. du,(0,0)
G = —m il
dz,,

Mediante un procedimiento absolutamente similar se encuentra que:

Entonces, la razén de cambio de rotacién en el sentido de las mancecillas del reloj del
clemento de fluido alrededor de su centro viene dado por:

[Qum ) 011,,]

3

a [‘in - d’m} =

De la misma manera, la razén de cambio del cizallamiento {cuando B'C’' y D'C' se
aproximan) queda expresada por:
[Oum . Ouy
Fosunii il I
dzn  OTm

El presente andlisis es vdlido en proyecciones bidimensionales de un elemento tridi-
mensional. De aquf que los siguientes resultados también lo sean:
du; BuJJ

Razoén de cambido de rotaciones = « | — —~ —=
GIJ dz;

T

1
'2‘ [dn + dmj =

ou ?“:'J

. . . . 1
Razén de cambio de cizallamiento = - —
2 {0z, dz;

Ambas expresionces pueden ser representadas por un tensor de rango 2. Debe resaltarse
el hecho de que la razén de cambio del tensor de rotacién es antisimétrica, y por lo tanto,
solo tiene tres componentes independientes, mientras que la razén de cambio del iensor de
cizallamiento es simétrico y tiene seis componentes independientes, Estas cantidades son,
a su vez, las partes antisimétrica y simétrica de otro tensor conocido como tensor de la
razon de cambio de deformacidn, e;;, dado por:

P R A ] g
“"".ax,-‘z 2 |8z; 0z’



ECUACIONES CONSTITUTIVAS

Ahora se relacionardn Jos nueve elementos del tensor de esfuerzo oy; con los nueve
elementos del tensor de la razén de cambio de la deformacién e, mediante un conjunto de
pardmetros de los cuales todos serdn evaluados analiticamente excepto dos (los cocficientes
de viscosidad se determinan mediante experimentos). A fin de lograrlo se introducirdn
cicrtas observaciones y postulados concernientes al tensor de esfuerzo. La manera precisa
en que se enuncian es, de alguna forma, cuestidn de gusto, pero las ecuaciones resultantes
siempre son las mismas:

(1) Cuando el fluido se cncuentra en reposo, el esfuerzo es hidrostdtico y la presién
cjercida por el fluido es termodindmica.

(2) El tensor de esfuerzo, o5, estd relacionado lincalmente con el tensor de la razén
de cambio de la deformacidn, ey, y solamente depende de él.

(3) Puesto que no hay efectos de cizallamiento en rotaciones de cuerpo rigido en el
fluido, ningin esfuerzo de cizallamiento actuard durante tal movimiento.

(4) No hay direcciones privilegiadas en el fluido, de tal forma que las propiedades del
mismo son funciones de punto.

La condicién (1) requicre que el tensor de esfuerzo sea de la forma oy = ~pby; + 135,
donde ;5 solo depende del movimiento del fluido y es conocido como el tensor de esfuerzo
de viscocidad. La cantidad p es la presién termodindmica, y &5 la delta de Kronecker.

La condicién (2) postula que el tensor de esfuerzo —y por consiguiente el de esfuerzo
de viscosidad— estéd relacionado linealmente con el tensor que dd la razén de cambio de
la deformacién. Esta es la caracteristica distintiva de los fluidos newtonianos que puede
comprobarse experimentalmente.

Hay nueve clementos del tensor de esfuerzo de viscosidad 75, y cada uno de ellos
puede expresarse como combinacidn lineal de los nueve clementos del tensor que did la
razoén de cambio de la deformacion, exy, por lo cual se necesitan ochenta y un pardmetros
para relacionarlos. Esto significa que Ia forma general de iy puede obtenerse con la ayuda
de un tensor de rango cuatro que, segin la condicién (2) debe cumplir con

iy,
Tiy = Qujkl "(’)‘;; .

Como se vié en el apartado anterior, %‘z‘,f tiene componentes simétrico y antisimétrico
ropicdad vilida para tensores de rango dos). De acuerdo con la condicién (3), la parte
prop )
antisimétrica debe anularse y por lo tanto

""lﬂ" Jduy _au;
= 2 ikl 31‘1 aIk

Por su parte, la condicién (4) —conocida como condicién de isotropfa— conduce a
Biskt = Mijbra + g |6ixbt + 6:tb5n] + v [6ix it — Sabjr] s

(con A, 12 y 7 escalares), ya que esta es la forma mds general de un tensor isotrépico de
rango cuatro (cf. [6], pps. 417-420).
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Si se aplica la condicién (3) a Bz, 7 debe anularse, para tener

d a
[/\6.,&1 + n(binbji + abji)) [ =k u’]

dz; Oz,
Pero é;) = 0 a menos que k = [, de donde

1 dup  Ouy duy
Z 066k Ll RSV Mt
p ok [81 * aka 7 9z,

(se ha reemplazado ! por k). Andlogamente, si se reemplaza ! por j, y & por 1

1
“ibibst

fauk . ouy]
2

1 (Ou;  Buy
_(7 a.TL T2 ’

# | dz; Oy

Reemplazando & por j, y [ por 1:

1
SHbitbyr | ——
~ L

Por lo tanto

= M Juy [aui Ou_,}-

ua

Finalmente, la relacién constitutiva para el esfuerzo en fluidos newtonianos serd:

—pbi; + Moy

dtq [(9:1; . _(_)_z_tl} . (26)

Taz, T Moz, T Bz

Los pardmetros A y y, conocidos como cocficientes de viscosidad, se determinan em-
piricamente.

LAS ECUACIONES DFE NAVIER - STOKES

Las famosas ecuaciones de Navier-Stokes, que definen las condiciones mds impor-
tantes que debe satisfacer un fluido en movimiento, surgen de la ley de conservacién del
momentum {ec. (2.5)] y de la relacién constitutiva para el esfuerzo en fluidos newtonianos
lec. (2.6)]. Una vez obtenida la férmula para el tensor de esfucrzo, se evalda su derivada

do;;j B J o duy. dui | dyy
9z om ["”5” # e+, 0 =)

respecto a z;:

_ 9 __a_a_(,\auk) i(/ 9u; aui),



donde 1 ha sido reemplazada por j en los dos primeros términos, ya que solamente cuando
i = j no se anulan. Sustituyendo este resultado cn (2.5) se obtiene

uy au, dp a duy. aJ du; | Juy
- = e o [ N2 — —L .
Pt e T o ax,-( axk)fazk ’(ax, " )| ok (2

J=1,2, 3, que son las ecuaciones escalares de Navier-Stokes (recordar que los indices ¢, k
corren de 1 a 3).
Ll equivalente vectorial,

[?;: +(u- vu ]=~\7p+»\v(v-u)+;z[v(\7~u) + Oul + pf, (2.70)

se desprende de las siguientes igualdades:

duy

azl - v u,
%,

"a‘;‘z:' = Auy,

4 Ou;  Buj\] _ [ 8 du; %y,
5;[“(3:5,' + az‘)] -”[31‘,'(81;) + a:’} 1|V(V - u) + Aul.

Para un fluido incompresible:

a (.08
72 ) = O

AV(V-u)=pv(v-u)=0

y, por lo tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a:

du Guj_ dp (7u)-
R il a5 TPl

Zt +{u- v)u] =-Vp+pldutpf,

é
du; A, 1 dp d%u;
St S i | 2.8
ot + (?J:k poz; *Uc')z? + 5 (2.80)
1
%Hu-v)u:—;vwmu”, (2.80)

donde v = p/p es la viscosidad cinemdtica (en contraposicién con g, que se conoce como
viscosidad dindmica).
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Cuando los efectos de viscosidad son despreciables se obtienen las férmulas de Euler:

duy duy 1 9p
B T Yan, T T pag T

du 1
E+(u-v)u———;—)v;)+f.

Las ecuaciones de Navier—-Stokes forman un conjunto de tres ccuaciones diferenciales
parciales clipticas de segundo orden con condiciones de frontera de Dirichlet o Neumann
en un dominio cerrado. El equivalente fisico consiste en especificar la velocidad del fluido
en la superficie del objeto que lo conticne. La evidencia experimental indica que no hay
deslizamiento entre la frontera sélida y el liquido en la interface cuando se adopta la
aproximacién del continuo. (Aunque a escala molecular es posible que haya deslizamiento,
éste se presenta inicamente en capas cuyas dimensiones son del mismo orden de magnitud
que la traycctoria media libre entre moléculas.) Entonces, si U representa la velocidad en
la frontera sélida, la condicién

u=1yU (2.9)

debe cumplirse.

LA LEY DE SIMILITUD

Mediante argumentos concernientes a las dimensiones de varias cantidades fisicas s
posible obtener resultados importantes en ¢l estudio del movimiento de fluidos viscosos.
Considérese cualquicr tipo de movimiento, por cjemplo, el de un cuerpo sélido a través
de un fluido. Si no se trata de una esfera, su direccién de movimiento puede especificarse
(en un clipsoide, la direccidn del eje mayor da una posible orientacién). Alternativamente
pucden considerarse flujos en una region con fronteras definidas.

Se dice que cuerpos de la misma forma son geomdtricamente similares si uno de cllos
puede obtenerse del otro cambiando sus dimensiones en la misma proporcion. De aqui que
5i se tiene el contorno de un cuerpo, es suficiente especificar cualquiera de sus dimensiones
lineales a fin de determinar las restantes.

Por el momento se considerardn flujos uniformes e incompresibles. Si, por ¢jemplo,
se estd estudiando el paso de un cuerpo sdlido a través de un fluido, la velocidad de la
corriente principal debe ser constante.

De los pardmetros que caracterizan @ los fluidos, solo la viscosidad cinemadtica, v,
aparece en las férmulas de Navier-Stokes; las funciones desconocidas que se deben deter-
minar son la velocidad u y el cociente p/p (dado que p es conocido y se supone constante).
Sin embargo, el flujo depende, via las condiciones de frontera, de la forma y dimensiones
del cuerpo. Puesto que se conoce la primera, sus propiedades geométricas quedan deter-
minadas por una dimensiofl lineal, que se denotard por . Sca v la rapidéz de la corriente
principal {0 de una corriente “tipica™). Entonces cualquier flujo queda especificado por los
parametros v, v y [, que tienen las siguientes dimensiones:

~

M=% w=n M=%

~
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Es ficil verificar que la tinica cantidad adimensional que puede formarse con estos
pardmetros cs el Numero de Reynolds,

p=-
1% 1

Cualquicr otro pardmetro adimensional puede escribirse como funcién de R,

Se pueden introducir las cantidades x/l y u/v (sin dimensiones fisicas), para medir
longitudes cn términos de l, y velocidades en términos de v. Dado que el Winico pardmetro
adimensional es el Nimero de Reynolds, es evidente que la distribucién de velocidad que
se obtiene al resolver la ecuacién (2.8) estd dada por una funcién de la forma

u = vf(x/l, R).

Puede verse que en dos flujos diferentes del mismo tipo (por ejemplo, el flujo debido
al movimiento de esferas de radios desiguales en liquidos de distintas viscosidades), las
velocidades u/v son las mismas funciones del cociente x/1 si el Niimero de Reynolds es el
mismo en cada flujo. A los flujos que pueden obtenerse uno de otro cambiando unidades
de espacio y de velocidad se les conoce como flujos similares, i. e., son similares cuando
son del mismo tipo y ticnen el mismo R. Esta es la Ley de Similitud (O. Reynolds, 1883).

Es posible obtener una férmula parecida a la anterior con la distribucién de presién
del fluido. Para hacerlo, debe construirse a partir de los pardmetros v, | y v alguna
cantidad con dimensiones de presién dividida por la densidad; esta cantidad puede ser ©?,
por ejemplo. Asi, se puede decir que p/pv? es funcion de la variable adimensional x/I y

del pardmetro adimensional X, De aqui que

p o prt f(x/LR).

Se aplican consideraciones semejantes a cantidades que caracterizan al fluido pero que
no son funciones de coordenadas, por ¢jemplo, a la fuerza de frenamiento F. El cociente
adimens;onal entre F y alguna cantidad formada por v, v, { y p que tenga dimensiones de
fuerza debe ser funcién del Ntmero de Reynolds exclusivamente. Tal combinacién puede
ser pv?/I2, y de esta forma se tendrd que

_ 2’

=T (R).

En el capitulo siguiente se hace uso de la Ley de Similitud en las ecuaciones de Navier-
Stokes para adimencionalizarlas y concentrar toda la informacién fisica en un pardmetro
(Ndmero de Reynolds). Desde el punto de vista matemdtico se obtendrd un problema de

valores propios.

31



CAPITULO 111

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El objetivo de este capitulo es plantcar la ecuacién diferencial espacial a partir de
la que se obtendrd la primera bifurcacidn junto con las condiciones que debe satisfacer,
Para hacer esto, las férmulas de Navier-Stokes se expresan en coordenadas cilindricas
—eleccidn que naturalmente permitird explotar la simetria del sistema— y se resuelven
en el caso mds sencillo, cuyo resultado es el flujo de Couctte. Se adimensionalizan para
que toda la informacidn fisica quede contenida en el Nimero de Reynolds y se perturban,
linealizandolas alrededor del flujo de Couctte. Las condiciones impuestas a velocidad y
presién perturbativas ({1] independencia de # para ambas, |2} la velocidad debe anularse
en las caras laterales de los cilindros ¥ su divergencia vale cero en el espacio donde se
encuentra el liquido, y [3] Ia velocidad se supone funcién periddica de z) simplifican la
formulacién matemdtica. Finalmente, en la ultima parte del capitulo, por conveniencia en
la formulacién y en el estudio matemdtico, se introduce la funcién de corriente planteada
en el contexto del problema de Couette-Taylor.

-l

~

EXPRESIONES PARA GRADIENTLE,
DIVERGENCIA Y LAPLACIANO.
LCUACIONES DE NAVIER-STOKES

Las relaciones entre coordenadas cartesianas y cilindricas (fig. 16) son:

z=rcosl, y=rsind, z=z

r=+z?+y?, 0= arctan -g
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Para toda funcién espacial u, cuyas componentes cartesianas son uy, 15 y g, y cuyas
componentes cilindricas son uj, vy y ua, la formula siguiente cs valida:

ug cosf —sinf O U,
u; | = | sind cosf O Uy
Uk 0 0 1 uz

En particular, para los vectores unitarios en las direcciones correspondientes:

¢j cos) ~—sinf 0 e
ej | = sind cosl O ey
ey 0 0 1 Cy

Divergencia, Gradiente y Laplaciano son operadores que involucran derivadas; eva-
ludndolas se ticne:

d 8r34(')06+0:8 soa sinf 9
= e e e — = €O e —
0z Odzdr 0zxd0 Iz0=z ar r 00°
d 3r8‘006+836 ,oa'cosoa
e S e o e = SR O e e
ay ~ ayor "oyan  ayo: e T Ty o
8_8r04606*9;:0~6
dz  dz0r  9:00 Dz oz 9z’
a? 2, a? 4 2sinfcosd 0  2sinfcosd o° sin®0 @  sind 7
e =08 0 + — = —— - — 4 = =,
az2 O Uo7 T B r8iar | Tr or ' 4T 00
. 2,07 2sinfcosf @ 2sinficos® O° cos’d &  cos?l 9*
e = sin’ 0 — - — =+ =,
dy? ar? r? a0 r a00r r Or r2 90?
9? 3 a?
921 9z
de donde

-0
V——ei(;); 'I-ejé'y--*'ekb—;

a sinf 3 . .0 cosf 8 a
=e;<c050-é; - ——r—a—r> +ej<sm0—(,; + ——;—6—0-> +ek5—z-

. d sinf 0 . . 8 cosf 2 d
= (cos fe, — sinfeg) [cos 05 - 78—0] + (sin fe; + cos fep) [511105 + . 80} e, Ep

i e.,
9. 132
VEerg teoiag tegy
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y por lo tanto, para toda funcién escalar 4(r,0, =), c! gradiente cstd dado por:

09, 120, 2

W—cra +eo- o5t eson (3.1a)
y, para'funciones independientes de ¢:
ay N
l = ——— ——
Y = e, Or + ey 5 (3.1h)

Por otra parte, si W = yhe, -+ aep + Yae; = ey + ye; + Yreyx es una funcién
veetorial, su divergencia se caleula & partir de la definicién y de las relaciones que se dan
al principio de este apartado:

LB Oy By
V"I’-*a—-"+ —(‘9—!/—"}‘ a7
d sinfd 8 d cosl @ x/);;
= (coso—é; - ao)(cos 0y —sin ;) + (511\05; k-mrw F)(ﬁm 01y + cos Oyhq)
i. e,
1 aryy Oy adryg
vew =[G g 5 (3.20)
Para funciones independicntes de 9
_1 ar‘,’)l 3r1,/)3
v oG] (820)

El laplaciano de una funcién escalar 4(r,0, z), de acuerdo con las relaciones entre
derivadas, viene dado por:
1

%y ot 9% 1[3 4 oV 19y a7
R A T T R t - . .
AVE gt gt g r[ar(’ar)* ao(rao) Faz(raz) (3.3q)
Como caso particular, para funciones que no dependen de 4 se tiene:
a0y P
Ay = [ar ( ) t 5 dz ( dz )] (3-30)

El laplaciano de una funcién vectorial, ¥ = ¢,e1 + ¢y05 + rey = ey + haeq + thaey,
se obticne a partir de (3.3a):

AT =e; Ay +ey Ahj+er Ay

=e; A (Y cosf —hysinf) +e; A (g sinfd + Yy cos ) + ex A 13
= (e, cos 0 — egsin 0) Ay cos 01—ty sin 0} + (e, sin 0 +eg cos 0) A[th; sin 0+ cos 0] +e, Aty
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= (cos 0 A [y cos 0 — thgsin 0] 4 sin 0 A {3 sin0 -+ ¢y cos O])er
+(cos 8 A [y sind + ¢y cos 0] = sin@ A [ cos 0 — ¢y sinf])ep + Aihae,.

Es conveniente evaluar las componentes de los vectores unitarios una a una; para ey:

cos 8 A [y cos§ — Py sin 0] -+ sin 0 A [thy sin @ + ¢z cos b]

= cos(?[cos()—(')a—ir—x'g—l - Si"o%ié'z“} + Siﬂo[sinoa;ﬁl . cosﬂﬁ(;r!,’;zzl
Eﬂ [cos 08—6;/%1— - sin 0(3'?] + §m.q [sin O?aléi + cos 0%3/?]
+C<,).i0 [”d’l cos § — sin 0%%1 - Sinﬂ%% + cos 0%‘%’—
+thysinf ~ coso%%;l -~ €OS 0%%2' - sinU%i(;i/;—z-]
+§i§,ﬂ [—1!’1 sinf + cos 05%(;1 + coso%'%l + sinﬂ%ioti,;l—
—~thycosf —sinl %’{)—3 — sin 0(—9(;'%3 4+ cos 0?{.;.;}::_7]

9?2 0'2 ) 02 i 2
+ cos{ [cos 0((,);'/;1 —sind 5‘%2] 4+ sind [sin 0 0;’:‘ + cos 0%—;;3} .

Simplificando:

148 ra:,’:, _‘_1~671,’11 20y 1 %Yy
rér\ Odr r? 90? r? g0 r2 T g2

d | 1dryy 1[a%), dyn ] Atk
=== = e 2 .
ar r?

a0? ae dz?
Anidlogamente:

cos 0 A [y sin0 + by cos 0] — sin 0 A [y cos @ — 1y sin 0]

_ —f?— lari,bz . }- 821!12 +2_a—2/)_1_ ] 621'/)2
T 8rir or r2| 002 a0 gz2"’
y 1 (') 01/13 1 (')2(,/)3 (921,03
B = ;5;[":] R
por lo que \ )
6 137“!,/11 1 (9 1,’)1 81,’)1 8 1,[)1
AF = [797(7 or ) 75( a0~ a0 ) 3z7 | "
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d r13dryn ((7 LY LU TR LU
(24 g ¥ 2_,_) !
+[3r(r dr )+ d6? * a0 ! a7 |

14 81!:3 1 327/’3 (721,/}3
a9y e 500+ Tl

2 dy,
2 80

dih

1
AY = [A#”l - ;3#/’1 - 237

1
} [Aw -3 U} + ]00 + Dipaey, (3.4a)

donde A estd dado por (3.3a). Para funciones independientes de 6:
1 1
A = [Ak’)x -5 "1]0r + [Alr”z - ";#”2]00 + Disey, (3.40)
r r

donde A estd dado por la ecuacién (3.3b).

A partir de (3.2a), el término (u- ¥)v puede evaluarse:

a 0 0
(u-Yv = [ iS5 u,a A+ g o 7 ](u.-ci + vyey + vkey)

00
= [(u]coso ~ uysind) (cosO - 21-?— 00)“‘
. . d cosf O J
(upsind + uzcos0) (smﬂb-; -+ ~—;——5b—) + u;;——:]

[(vl cos § — vgsin0)e; + (vysind 4 va cosB)ej + vgek]

dn
a0

Jvy dv 1 1 ‘
= ulcosﬂ-——— - ulqu—-——Z —- —uquy sinfd + u;» cos 0 ——
oar dr r

1 1 . sz Bvl . 31)2
~~UaVyc0s 0 — —ugsinf—- +uzcos—— ~ uz sm0~5—- ¢
r r z

a0 dz

2 1 1 . vy
+ ~uqvy cosf + —ugsinl——
r r

+iu s"noavl +u cosofa—v—
PGy TSty a0

1 1 dvy Ov; dvg
——ugtysinf + u2c050-~+u3bm0 +ugc090—a;— e
.

a0 dz

(')v3+1 c')v3+u % .
tm ar ru2(')0 9z | %k

Expresando a ¢, ej, ex en funcién de e, eg, e, y simplificando se llega a:

_ duy 1 aul 1 dvy
(u- Qv =11 ar—+ Tug 30 uw;+ua £ er
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c')vg 1 dv

1 dv vz 1 ¢ dv
+luy —— + —uz-——z + -~ ugv, + ug— 'z g+ juy- s -+ —ug(—l’—:i -+ u3—l—3 e,,
ar ao az ar af az

que, con cierto abuso de notacién, también puede escribirse de la siguiente manera

Uy
(u-v)v= uy |- %

. Uy —_— ﬂ:r_‘_'l
0 v || . (3.5a)
L\ \¥3 )/ \

a: /d 0

oSl

oy

En particular, para funciones u y v independientes de 0

U '(;7 Uy — Y3ty
r r
(u-v)v=1{{u|- 0 vp | 4 [ U2 (3.50)
Uz s U3 0

Las ecuaciones de Navier-Stokes (2.8) puestas en coordenadas cilindricas son, por lo
tanto:

3u1 aul +1 aul 1[ n + (A 1 2 allg)
— Uy Uy — ~uy P Uz— = — - =) — = ] A
o T, Trtrgy T yvitwgr = oo tvibu - qu-gar)th
a d i d 1
u2+ 723 dug

duq 113p 1 2 Oy
TGty st ngt = oo v(Bu - Su e S50 4
dug Juy 1 (')u;; dug 19p
B + 1 h + 2755 +U3—a—z—-——;a +v Dzt fs,
donde A estd dado por (3.3a)
ECUACION SIN DIMENSIONES

En la seccidn final del capitulo II se discutid la importancia de las dimensiones fisicas
cn los pardmetros que interviencn en el estudio del movimiento de fluidos. Para cl caso
parti

articular de las ecuaciones de Navier-Stokes pueden proponerse los siguientes cambios de
variable, de acuerdo a las consideraciones antes hechas

Ry — Ry

t= R,QT" x= (R - R)%, u=RM7,

= pR{Q}P.

(Nétese que las nuevas variables {, ¥, if, J son adimensionales, que Ry, R; son los radios de
los cilindros interior y exterior, y que {1y, 13 son las velocidades angulares de los cilindros

interior y exterior, respectivamente). Sustituyendo en la ccuacién de Navier-Stokes (2.8b)
sin olvidar que f = 0, se obtienc:

RI] ou _RiMy (@ v)m_g[ pRIOT ]v*=u Ry
(Rz - Rl) af (RQ - Rl) P (Rz - Rl) (RQ e R1)2

JARTR
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de donde .
=y (- )i+ yp=r"'AT, (3.6)
at

con A = UL’:—}%ML'I]—’ y & dado por (3.4a) ( A es el Nimero de Reynolds en el cual

estd concentrada toda la informacién fisica del problema). Bajo estas transformaciones,

los nuevos radios de los cilindros interior y exterior se denotarén mediante r; = R; =

m?’%im—j, y las anteriores condiciones de frontera (u, (1)) = uz(Ry) = 0, ua(Ry) = RiY) se

transforman en ¥y (ry) = U3(ry) = 0,%2(r) = r,1;/(r1{1)) ya que para las nuevas variables

la velocidad tangencial deja de ser u = Qr, para convertirse en Ry = Q(R; — )7
En cuanto a la condicién ¥ - u = 0 se convierte en -1 = 0. De aqui en adelante,

por comodidad, se suprimirdn las barras en las variables que intervienen en la ecuacién

vectorial (8.6) cuyas componentes cilindricas son:

8u1 au] 1 ()ltl 1 2 Bul ap —l 2 aUQ
Gt gy~ ettt = (bu - qu - 557)
du, Juy 1 Jduy 1 duy  18p -1 1 2 du,
S Hnge gy kgl o on =3 (Bu - - S
dua duz 1 Qduy dus dp -1
Tt gy tegl g =T b

donde A estd dado por (3.3a).

FLUJO DE COUETTE

A partir de ahora ¥ durante ¢l resto de la tesis se supondrd que los cilindros son de
longitud infinita y que v es periddica en z con un periédo que se fijard mds adelante. Estas
- suposicioncs, pdrtxcularmcntc la que tiene que ver con las dimensiones de los cilindros,
facilitan el tratamiento matemadtico; si se quisieran considerar los efectos de las tapas el
analisis serfa mucho mis complicado.

En ausencia de fucrzas de cuerpo (f = 0) ¥y cuando la tinica componente de la ve-
locidad que no se¢ anula es la tangencial (us) que, al igual que la presién, sélo depende
de r {en coordenadas cilindricas), se tienen las condiciones matemiticas observadas en
el Flujo de Couette, que restringen fuertemente el tipo de soluciones en las férmulas de
Navier-Stokes (de hecho, el Flujo de Couctte es la inica solucién analitica para el sis-
tema de cilindros concéntricos que rotan). Las férmulas de Navier-Stokes expresadas en
coordenadas cilindricas quedan reducidas a:

ul  dp A uy  d'rp lduy  ug _
-~ = —, Up = —= = f s — = 0.
r dr 2 dr?  ordr 12

La tltima férmula tiene solucién wnica de la forma r"; sustituyendo se encuentra que

n = 41, de tal manera que
V(r)=u) =ar+ 9, (3.70)



donde a
1 2 ,J 1 1 0,
S T E L W . 3
—-rl[ﬂl Uy 13t oy
(las constantes a y b se evalian a partir de las condiciones de frontera). Una vez conocida
la velocidad V(r), es dirccto el cdleulo de la presién p%

r .2
pO:/ u3(9) dv + constante. (3.76)
ra

Serd 1til hacer un pequefio estudio sobre los signos de V(r), a y b. Se proponen los
siguienties cambios de variable:
N R O
w:——z, F= —, g=~—2>1.
ﬂ] Ty B r
De las transformaciones se ve claramente que 7 € [1,¢] ¥ que la ecuacién (3.7b) se
puede escribir como

[i>]

V(Fr,):z)il_l (we? - 1)7 + (1 -w) & ],

-]

por lo que a tiene el signo de wp?® — 1, micntras que b tiene el signo de 1 —w. Al evaluar a
V cn los extremos de r los resultados son: V(ry) = 1, V(r2) = wp. La derivada de V es:

]\

D

ﬂl‘r‘;
w

V() = [t - 1) - (1= )

Q'Z_.

_ 1-w)p® .
por lo que V' =0 <= 7} = L‘Z,—,‘il% Evidentemente

2F
V(ior1) = 0! 01 (we? - 1),

si we‘ ; > 0. Por lo tanto:
w _<_ 0= V'<0,y por lo tanto ¥V es decreciente, variando desde 1 hasta wp < 0. Es

claro entonces que a <0y b > 0.
0 < w<1/g® =% V' <0,y por lo tanto V es decreciente, yendo de 1 hasta

we>0. a<0, b>0ya:05010paraw:zfg—.
1/0* < w <1 ==V tiene un minimo (para ¥ > 0) en Fo. Dado que V(7ory) > 0,
entonces V(r) > 0. En este intervalo de w los valores de las constantes a y b son positivos,

excepto para w = 1, donde b = 0.
w>1=>V'>0,i. e, V es creciente, variando desde 1 hasta wp. En este intervalo

dew, a>0yb<0.
De lo anterior se concluye que w > 0 <=V (r) 20,y a> 0w > El’ =V >0
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LECUACION PERTURBADA

Sean u® = {0,V(r),0) y p° las soluciones correspondiente al flujo de Couctte dadas
por las férmulas (3.7). Considérense las funciones v = v® +u, ¢ = p® + p, donde u y p son
términos perturbativos. La ccuacidn (3.6) se transforma en: ‘

A(v® + u)
ot

+ (VO Hu] ) (VO +u)+ v+ p) = 2T A (VO ),

expresion que una vez desarrolada y. simplificada conduce a:

at

con A dado por (3.4a). Desarrollindola er "pou ‘ént'érsyrcrziylindricas se obtiene lo
siguiente: R e

oy 1 duy "u;VJ_ duy =1 By 12+ 6u1+£9_;3

—67 v ;‘ a0 ; “"‘5’;“'“;"2-‘5[]"— Ll
= ,\-—I(Au, - %u, - %%l;ﬁ)

8—8—2 + 2at; + i\ aa‘;; + “16; " lulu? + ;1-"70()1102 N ”Eiyuj N 1210)
=)\"! (Aug - »’_17112 - %%%l),

fe e

=+ Uy b U b Uy
ot r 60 ar r "l dz = 0z
donde A estd dado por {3.3a). Estas ecuaciones, en el caso estacionario, para funciones u
y p independientes de 8, pueden escribirse de la siguiente manera:

du, 1y Ouy dug 1 duy  dug dp = A"V A ug,

p 2 du
(A—r~ 2)111—-/\%;"‘”—‘/\“‘—;(‘——)-112""::\‘Uq+/\u1 all Au 393‘:1- (3.8a)
duq ¢
(A he T—2)UQ = 2/\(1111 -+ :\u;—a*‘ -+ Aun 35(—,;—— + iu,ug, (38b)
d
Aug = /\g— + u;; (?aua (8.8¢)

con A dado por (3.3b).

Las restricciones hechas arriba, ademds de que u es funcién periédica de 2, son suge-

ridas por el tipo de flujo observado que sc quiere describir matemdticamente.
Para el dltimo conjunto de ecuaciones se adoptard la siguiente notacién:

Du = Ayp + M(VIu+ AB(u)u + Au- gu, (3.9a)

40



donde

uy 537 Uy
u-yu= || u, 0 ug |, (3.90)
va) \3:/] \us
A - T—2 0 0.
D= 0 H-r2 D, (3.9¢)
0 0 0
0 -2V/r 0
AV)=|22 0 o], (3.94)
0 0 0
| 0 -4 g
Buy={% 0o o}. (3.9¢)
0 0 0

Las condiciones impuestas a u serdn, por lo antes dicho: u=0 para r = ry, ry,
u(r, z) = u(r,z+27/a), donde e es el nimero de onda de los vértices . Se supondra también
que la densidad no varia (fluido incompresible), lo cual implica que se debe satisfacer
también la ecuacién (2.4) que establece lo siguiente:

V.ou=20

I Ors (3.9/)

El cstudio de las férmulas (3.9a) y (3.9f) junto con las condiciones impuéstas tanto a
p como a u se llevard a cabo en e} dominio

Qo ={(rz) | i<r<ry 20<z<z 4 2n/a}. (3.99)
2, %’T\ o I
e 5
i ¢
H '
: v 7!
i M

En el planteamiento matemadtico resulta adecuado introducir la llamada funcién de
corriente junto con las condiciones que tanto esta funcién como la velocidad perturbativa
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u deben satisfacer (cf. [32], cap. II). Dado que £2,, ¢s simplemente conexo, de la ecuacién
(3.9f) se concluye que existe una funcién ®(r,z) = $ye;+ ¢aeq+ ¢ae, (de aqui en adelante,
se usard ¢ en lugar de ¢y ya que cs la tdnica componende de interéds) tal que

aré ar¢
G =TT =T (3.10a)

(si la divergencia de u es cero, existe una funcién ® tal que u = rot® ). Dadoque u=0
en r, 9, ¥ haciendo uso de (3.9f) se tiene lo siguiente:

ré(r,z) = ~/rsu3(s,z) ds, |

n
por lo que
3 ) ra | |
—éf—s = ...'/r’ 253 ds = /r’ ;Zl ds = ru;(r,‘z)- i_'ui(kr_lr,zr) = ruy,
y las ecuaciones (3.10a) sc transforman en:
0 L 4. 9 _
rostés e, o= (3.100)

Nuevamente, por las condiciones de frontera sobre u se concluye que estas ltimas
expresiones se anulan en ry y rg, por lo que ¢ es constante ¢n esos radios, y por construccién,
¢seanulaenQyr.

Desde el punto de vista fisico hay aiin mis restricciones que deben imponerse a fin
de que este modelo sea aceptable. En adicion a la periodicidad de u, es necesario que
ua{r, 20) = ua(r, 2027 /@) = 0 (para que ¢l fluido no salga de £2,, ni 2, se haga més chico).
Esta restriccién sobre u3 implica —por la forma en que uz y ¢ estdn relacionadas— que
r¢ es una constante sobre 3{1, la cual se puede tomar como cero. Entonces, no solamente
¢ se anula en ry, ry, sino que también %i: se anula en esos mismos radios. Ademds, como
ré(r,z) = — frr, suz(s,z) ds, ¢ es periddica en z, de periodo 27 /a.

Considérese ahora al aperador & definido con ayuda de las ecuaciones (3.10b):

FER S TR = A R A

.__._._..i_ — i —

2 2
8¢5(A—i)¢=a‘“ dug 0% 9% 10¢ 1

2
Mediante (3.3b) se tiene que:

dAuy 9 0%uy  O%uz  10ug
e nEmtart; 5

a? 8% 19\0uz 1 0us du,
= —_— ——— —— ———————-:9 —_,
(c')z’ * ar? * rar) ar 12 0r ( ar)
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Si se deriva (3.8a) respecto a z, (3.8¢) respecto a r, se les aplica 9 y se restan:

ou, dug 2V duy  2ug0du;  duy Juy 6u1 3u3
3(5) - 8(5) =90 =a[- gt -G S+ Pz

+u oty o a d%uy  duy Qug %aug] 3%ug A%uy
Yoraz " a7 or or dr 3z Y ora: W azer

duy ((’)u, aua)((')_u_l*‘a_ug)

9z 9z or/\ar " a8z

g (-2 2220

Las ecs. (3.9f) y (3.10b) permiten continuar la igualdad como sigue:

= )\[__E(V +ug) —

du 19¢ 046938 3¢ 1 8%
899 == 20+ G - 00 50 510 - (34 1) 5]

=[G D (Ghse) - (e <o

(3.8¢) puede escribirse de la siguiente manera;

d¢ 8¢>6ug c')zp dd 1 \Oduy
3 _,\[2 0 220 (242
Uz 5.t Trasm (ar ¢) az]

- /\[ (')(,‘) 18¢ (f)rul 13rd Buz}
()., r()~ or  r dr 0z

Nétese lo siguiente:

(1) St ¢ es conocida, esta dltima ecuacion cs lincal en ug.

(2) Dado que las ecuaciones son invariantes con respecto a traslaciones en z, es posible
fijar 29 = —7/ @, para que el dominio tome la forma de

Qp ={(rnz) | n<r<r, -rla<z<a/a}.

{3) Con este dominio, nétese que si uy, ug, p son pares y uz es impar —todas— en z
(i. e, uir,2) = uy(r,—2), us(r,2) = uy(r,—z), wus(r,—2z) = —uz(r,z) ), evidentemente

94 conserva la paridad de u;, mientras que gil la invierte. En estas circunstancias, las

c?::mciones (3.8a) ¥ (3.8b) son pares en =z, mlcntras que la ecuacién (3.8¢) es impar en z.
En esc caso ¢ es par y si up es tal que ua(r,z) = uz(~r,z) tambi’en la ccuacién que le
corresponde lo serd. Ademds, puesto que ¢ es periddica, ¢(n/a) = ¢(~n/a) = 0.

En los siguientes capitulos se trabajard con espacios que conservan paridades.
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CAPITULO IV

RESULTADOS PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es encontrar resultados importantes que serdn invocados
mis adelante. Algunos de éstos tienen que ver con desigualdades entre normas o con
desigualdades que involucran directamente al operador €. Otros se relacionan con la
existencia de soluciones a ciertos problemas donde nuevamente el operador & juega un
papel relevante y con algunas propiedades de las mismas.

Al estudiar las ecuaciones que describen el problema matemdtico se definen por con-
veniencia dos nuevos operadores estrechamente ligados con Q. Para éstos se identifica el
espacio funcional en que actian y se demuestran algunas de sus propiedades.

Finalmente sc proponen dos teoremas que, aunque no estdn relacionados con lo hecho
a lo largo del capitulo, juegan un papel importante e¢n los resultados que se obtienen
despuds,

El espacio funcional C, en que se trabajard contiene a las funciones vectoriales u(r, z)
cuya divergencia es cero, periddicas en = con periodo 2r/a y que se anulan en los radios
r1, rg que pertenccen a f1,. En C, se define el producto escalar, por conveniencia en la
formulacién del Problema de Couctte~Taylor, como sigue:

((u.v)) = / [\7u -V + ri?(ulv, + u,vg)}r drdz, {4.1a)
.

con la notacién

v~f9—E §X+§Ea—‘ |vul? = yu- Yu
VWY ey e e VAP T VEIVE

El producto escalar en La(02,) se denota mediante (-,+), la norma Ly (£2,) por |- |,
(p > 1), y el valor absoluto de un vector con |-|. Al completar a C, respecto a la norma
It 11 = ((-+)), el espacio de Hilbert H, queda bien definido.

También se definird un producto escalar con ayuda del operador & en el cual se
involucran las propiedades de periodicidad y condiciones de frontera de las funciones que

intervienen:

(((¢1,01),(¢2,U2)))=//nn($}q‘>1 Sa)r drdz—//na(ﬁ‘vl vg)r drdz. (4.10)

—/Ln(%vl,vg)r drdz
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vy [ In 1
_/'/ ({— 9z? ar[ or ]}v2 + ;fvlvz)r drdz
Hvl aUz aul dup 1 .
.// 929z "o ar b :5”1”2)7‘ drdz
" Oru, rfa T/a vy |2
- ' Ir — P}
./;, gz _’r/atr /_x/,, (rvz 5 ) rldz’

y como %—”;_i son periddicas en z, y vg se anula en ry, ¢l resultado es:

dvy Jug (')vl sz 1
Q¢ o)r drdz = -
// vy ug)r dr // ar (")r 57 5. +rz”1”2)r drdz.

Con estos cdlculos se ve con claridad que, efectivamente, (((¢y,v,), (¢2,v2))) es una
forma bilineal simétrica positiva. El caso [[{¢,v)]| = 0 solo es posible i S¢ = v =0y
ffnn(i}q’: #)r drdz = 0, por lo cual ¢ == 0. Con csto se comprueba que se trata de un
producto escalar.

Es conveniente recordar que en la seccidn final del capitulo anterior se formuls el
problema a resolver de la siguiente manera:

32¢EAT2(u,¢)=A(---}9“;’3§ﬁE+ S%ee) - 21 2%sq]), (420

dc,‘) ('):15 dru 1 aré (')U)

Su = ATy (u,8) = A (2055 + -

()ﬁ rd:z Or  r Or 9z (4'%)

LEMA la YueH,, [u] <ol i e

// u’r drdz\c,// [|V11|2 u,+u2)]drdz.

PRUEBA La demostracién de este lema se logra mediante un caso particular de la
desigualdad de Poincaré (cf. [29], pps. 188-197 y 341).

Dado que u(ry,z) = 0, para cada componente u3, uz y uz (por comodidad denotada
por u;), que 1, es un rectdngulo de lados paralelos a los cjes, y por la desigualdad de
Schwarz (cf. [29], p. 37) las siguientes estimaciones son vélidas:

"d i\ 2

=>u /%df



<tr-n) [ [P0 de < ra g [ [am”‘(gf’z)]’de

ry

"2
-———?/'I Hr,2)r drdz < Q—rl/ // /
~rfadr r1

ety Y

(la Gltima desigualdad se sigue del hecho que r > ry).
Conviene senalar, por una parte, que cs posible obtener la misma desigualdad sin el

peso r, y por otra, que la constante ¢? = (ry — r;)?/r; puede ser mejorada si se toma en
cuenta la otra condicién de frontera (u(rz, z) = 0). No cs el propésito del presente trabajo
encontrar la mejor constante; para quien esté interesado en el aspecto numérico se sugiere

consultar [29], Cap. 18, donde sc hacen mejoras a ¢p, y {20},
La suma de las tres desigualdades conduce a:

2
// Zun r drd., KCI// ()u" ‘—)'] r drdz
| QP— 1

°nl

<af[ L [(Zen2)y”s (202 g,

que por un abuso de notacién se escribe como sigue:

// [ul*r drszcf// |gul’r drdz.
. Ja.

De aqui es directa la conclusién que |uf < ¢;][ull.

dfdrd,,

LEMA 1b VueH,, |u]q<esljul),i e

1/2
// u'r drdz <Cg // {VUP (u,+u2)]r drdz) .

PRUEBA
du(r, z)

r

du?(r,z)
ar

r rs
= u?(r,z) :2/ M -ufp,2) dp < 2/

n 0p "
du

= 2u(r,z) -

== maxu *(r, )<2/ '|u| dp
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rr/a 'r/a
== maxu®(r,z) dz <2 / / |u] dpdz
-5ja " —~r/a

< 2(/ '/;]u [3—2]2 :dpdz)l/z (/ v/nn ugdpdz)l/2 < 2¢ / /na [g—;]dedz.

La pendltima desigualdad se obticne a partir de la de Schwarz, la ltima a partir del lema
l.a, y a partir de los cdlculos de arriba es posible concluir que

n/a
/ maxu’dz < c'// | ¢ ul’drdz. (4.8)
—r/a r 0,
Naturalmente, 2¢; = ¢/,

La expansion en series de Fourier de u,

o0
)

u= ) u,(r)e

=1

vaz

donde u_,, = 1, (complejo conjugado) debido a que u es real, permite hacer la siguiente
estimacién:

ol < o+ 3 o] < ol 2(3077) ()jsu | ) (4.4

donde la tltima desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Schwarz para 1? que
establece lo siguiente: si {an}%,, {ba}5%,, son sucesiones que pertenecen a {2, entonces:

oo o /2

D~ lenbul < (i jeut?)” (}: )"

n=}1 =

por lo cual

Z]u,,} Z(hlu{u)% < (2 U—g)UZ(Vi::l y?luul)l/

p=1
Se procederd a estimar cada una de las sumas que aparecen en la dltima desigualdad
(4.4). Por una parte

o0

o«

1
r Vi = — zﬁ viat|u,|?,
v=1 @ v=1

donde la dltima surha contiene los cocficientes al cuadrado del desarrollo en serie de Fourier
de %,y por definicién (cf. [15], p. 17):

Zvnazlu., = _E_ (—g—j)zdz.
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De los dos anteriores resultados se sigue que
3 i, N2 cgun 12
212 (.1 du
(;V ol ) - (Srra) (/_,r/a[az] dz) SRR (4.5)

Ademds, haciendo uso de la funcién zeta de Riemann ( ¢(p) = Z:"_’__l v~P) para p4= 2
{cf. [15], p. 1072) se obtiene lo siguiente:

o0 oo t 2
N t [
Y out= —/ C_a=T. (4.6)

v=

—

Combinando las ecuaciones (4.5) y (4.6) con (4.4), agrupando el producto de todas
las constantes en la nueva constante ¢? = aw/11 se llega a la ecuacién:

ol < oo ([ N

/e
que, elevdndola al cuadrado y tomando el valor de la funcién resultante sobre el maximo
z da: )

e[ 3]

~-n/a ~n/a

n/a dui?
< 2ul + 2c2/ [-l;] dz,

r/a

ya que a? + b? > 2ab.
En cuanto a |uol:

<5 () ()"

Pero ¢ > (a/27)/%, por lo que puede concluirse entonces:

ra 2
/ max u’dr < 2c7// (u7 + [(’B] ) drdz,
ry s la dz

y atin mds, mediante la desigualdad de Friedrichs aplicada al primer sumando de la dltima
integral (cf. [29], p. 192), con la nueva constante ¢’ producto de 2¢? y la constante que
aparcce en la desigualdad antes citada, se concluye:

2¢? // drdz<c // |Vu| drdz

ra
=>/ maxu"’drgc"// |vu]2drd::. (4.7)
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Por otra parte, como juj* < max u’ mn\u , con ayuda de las ecuaciones (4.3) y

es posible hacer algunas cstlmacxonc%

// |u|"drdz§// maxu? maxu?drdz
. 0, " z ‘
rr/a rg
=/ maxu’dz/ max u’dr < ”’ f/ |V11|2drdz
—-r/a r " =
1/4
=>(// u‘drdz)/ < (e 1/4 // IVul’drd
|U|4'=// u'r drdzgrg// utdrdz,
Qa Q.
||u||2 // IVUI2 ul+u2)]r drdz
Z// Ivul?r dﬂl:Zr,// |ul*drdz,
[218 Na

4
_U_ ( )1/4 // Jul (ild
Iraf} = // vulldrd
(1a

11 ra

Como

es claro que

(4.1)

(4.8)

De esta tltima ccuacién y de (4.8), eligiendo ¢ = (¢ %%)"/* sc llega finalmente a
1

que
luls < eafjul].

Se ha probado un caso de la desigualdad de Sobolev con m = 1, n = 2, p
Qo C R", (segundo caso) que establece lo siguiente:

1 m 1
~ - — = =2 0= [ufLea,) < cffullumana,
pon q .
1 m
p n 0= |ulre(a.) S cluflympna Vg | 1<g< 0o,
1 m

- - = < Q= |u|coma) < e}l ymstara) -

=]
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LEMA 2.4
~// (Sv v)r drdz?_c// v drdz.
-] nn

PRUEBA Es completamente andlogaa la de (1.a): B

LEMA 2.b
/ / (3¢ 96)r drdz > clldlliaany

y esto define una norma equivalente a la norma HY(Q,).

Es claro que

[ [ warr dras < clilinian

S A R R D

Para probar la desigualdad en sentido contrario se usaréd un caso particular de las
desigualdades a priori para operadores elipticos (cf. [29], cap. 31). Considérese ¢l problema
siguiente:

e | |

aatga b v,
donde u es una funcién perfodica en z que estd contenida en el dominio Qg = {r <r <
r3, ~mla<z< x/a}. El desarrollo en series de Fourier de u viene dado por:

=0,

oo
2 )
u(r,z) = L un(r)e’ s,

-0

con T, (r) = uon(r) (ya que ues real), y un(r) funcién compleja.
Por definicién (cf. [15}, p. 17)

n/a od
/ uldz = %—} Z [ul(r)[

—r/a

2 "

2 2
=4 d dz = n d s
/vnou r " _Ew/” Jun(r)|"dr

y como se supone que u € Ly(2,), esta férmula es convergente.
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Procediendo por separacién de variables:

upy — (ne)un = fu(r), (4.10)

con uy{r;) = urrz) = 0. Usando variacién de pardmetros, con e"®", e~"®" soluciones

particulares de la ecuacién homogénea que se obticne a partir de la férmula (4.10) (en el
cason #0):

t, = a(r)e™ " + b(r)e™""
u:‘ — naacnnr _nabc—nar + al nar + bl —-nar
v = (ne)?ae"® + (na)2e ™" + nad'e"®r - nab'e™"0r.

! nar

Para obtener la dltima expresidn se fijé a’e"®" + b'¢™"*" = 0. Esto, junto con la férmula
original pueden expresarse de la siguiente manera:

c"ﬂ)’ c'nﬂr al _ 0
nac"®"  —nae""®" ¥ TN\

Al invertir la matriz se tiene:
al B 1 —nae e —emnar 0 fn Patills
b 2na \ —nae"’ enar fo)  2na \ —eter )

JRLLY
271(!/ fn d‘"‘“m

”05
=T / fn ds + bm
LN

por lo que

lo cual implica
na[r o) _ -nu[r s} d nar —nar
u,(r) = 2na/ fu(s ) ds+a,e"®" 4 bue ,

y por consiguiente

enar  p-nar; an\ _ 1 ra 0
enars gmnarz f gy | T —-;;/; fa(s)sinh(najry —s]) ds |-
Despejando a, y bn:
0

a, _ 1 e nara —p—narn ) 1 ra .
ba ) 2sinh(nalry —ry]) \ —€"? " ;Zf fn(s) sinh(nalr; - s]) ds
Ty

51




ra
1 —‘::;” fn(s)sinh(nalr, — s]) ds

r

" 2sinh(nafr; — 1) £ "’ fn(s)sinh(na[rz —s]) ds

= up,(r) = / [ (s)sinh(na|r — s])
_sinh(nafr —r))
sinh(nalr; - n)) /y,

1
"~ 2nasinh(nalr, - ry))

fu(s) sinh(nalrz - s) ds]

(fr” [n(s) cosh(nafry ~ry —r —s|) ds

- /rf,,(s) cosh(nalry —ry —r 4 5}) ds+ /r: fu(s) coshina(ry +ry —r — s)] ds),

(en la dltima igualdad se usé la relacién sinh psinh 4= 1(cosh|p + q] — cosh{p — g}).
Usando la desigualdad (a-+b+¢)? < 3{a?+b%+¢?) se pucdcn hacer ciertas estimaciones:

/'n ul(r) dr < - .,3 e (/r2 [/r; [[u(s)] cosh(nalry+r—r;—s]) ds] 2dr

4(na)?sinh*(nalry - ry))

+ /:rz [/;' a(s)lcosh{nalra —ry —r + ) ds] 2(1,-
+/r'° [/" |fa(s)lcosh(nalry + ry — 7 — ) db‘]?dr)

ri
3
< >
~ 4(na)?sinh(nalr; — )

ra ra ra
X (/ [ f3(s) cosh(nafry + 1 —r; - s)) (ls/ cosh(nalry +r —ry — s}) ds] dr
r r

ra r r
+/ [/ f2(s) cosh(nalry = ry —r + 8|) ds/ cosh(nary — ry — 1+ s)) ds] dr
" ri

1

rz ra 3
+/ [/ J2(s) cosh(nefry + 1y = r —s)) ds/ cosh(nalry + rp — r ~ §]) ds]dr)
ry ry ri

3 1
~ 4(na)?sinh®(nafry - 1)) na

/ / 12(s) cosh(nafry +r —r1 — 8]) ds} [sinh(nalry — r1]) — sinh(nalr — ry])] dr
+/ / fX(s)cosh(nalry —ri =1 + 9| ds} [sinh{ne|ry — r1]) — sinh(ne(r; — r])} dr
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+ /rfn [[r’ F2(s) cosh(nafry +ry —r — ) d.s] [sinh(nafry — r}) 4 sinh(nalr — ri})] (lr).

(En el peniltimo paso se usé la desigualdad de Schwarz aplicada al producto formado
por las funciones f,\/cosh{#}y/cosh(*) y en el dltimo se llevaron a cabo las integraciones
en el sinh). El paso que sigue se da tomando en cuenta que f2cosh(na(+]) > 0, sinh(na{r -
r]) > 0, sinh(nalr; - r}) > 0, sinh{nalr; — r|) < sinh(nalr; — r1]) y sinh(nafr — r)) <
sinh(ne[rz — r}):

ra 3
2r) dr <
u"(r) TS 4(na)3sinh(nalra — )

/ fals) / cosh(nafry +r—ry —s]) d ]ds
+/; fj(s)[/5 cosh(nalry = ry "er)) dr]ds

+2/ Fis) / cosh(nejry +ry — 1 —§) dr]ds)

4{na)?sinh( ncr[rg ~n) / Ja(s)lsinh(nafrs = 1)) - sinh(nalrs - s)] ds

+ / " 12(s)[sinh(nalrs — ri])] - sinh(nafs — r1])] ds

+2/rz fa(s)sinh(nafrz — s])] + sinh(nals — n])] ds

n

<
- 4(7101)‘6 "
= [Tu) i<
r <
w T )

{con las mismas desigualdades del sinh).
Para n = 0 la ecuacién (4.10) se reduce considerablemente:

/ri ) dr (4.11)

up = fo(r) => ug(r) / Jo(s) ds+e

= uolr f/fo §) deds+c(r —m)+d= /fo r—e) d£+c(r——r1)

(dado que ug(ry) = 0 y por lo tanto d = 0). Ademds, como ug(r2) = 0 se tiene que

/: /r; fol€) déds +c(ra —r1) =0,
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y por lo tanto

E)(ra —€) d¢

_,,ir, /:/,:f“(e) déds = —
== uo(r //fo déds ~ 2—1’/ /fo ) déds

< (ra=1) / olr)] dr + (r2 = ) / o(r)] dr = 2(ry 1) / lfolr)] dr

=>]uo(r)|2§4(rg~r1)2/ C12(r) dr,

y si ¢ es el méximo entre 11, 4(r; — ;) y 9/2a%, se concluye que
1 [
”“”%?(n,) < L -rg/ ) dr. (4.12)
—o0 3]

De la ccuacién (4.11), y dado que (a — b)? > 0, sc hacen las siguientes estimaciones:

/"2 %q%'l < 2(/'= fidr + /rz(na)"u;‘:dr)
n 1 n
52(/ f?dr)(1 + g) < 11/” 72dr

:>/ lu” |dr<c/ 72r) | (4.13)‘

2
N5 e

0%y, 12

cL DY TR T RN

o0 ra
=3 /
-0

También se tiene que

dul? < l 2%
C ———
Sa5a

dz

2 2 ra
o )=L(na)4/ 2() dr<ellfla,y  (415)

Integrando por partes a u'? y usando las condiciones de frontera de uen ry y ry (dondc

se anula) se obtiene que
ra L]
/ u'dr = —/ wuldr
i ri

ra ra 1/2, [T 1/2 c
= [Mumar< ([ 2) ([ Twr®)" < ey nllizco.)
r L8] n
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(con ayuda de las ecuaciones (4.10) y (4.11)), por lo que

du 2
[ I 1T
y ;
0%y 112 [t \ ra au"(r) 2 2
laraz mm.,)—};(m) / { or ] dr < ellfllzs(a.). (4.16)

Con ayuda de las ecuaciones (4.12), (4.14),

4.14), (4.15) y (4.16) sc ha probado que para
cualquier funcién periédica en z, u(r;) = u(r;) =0,

a'lu 62u
”u”H’(ﬂ‘,) < C”f“b’(ﬂa] = C”’é—“ + -‘-9—;;7

L’(ﬂ.)’ (4'17)

y por lo tanto las normas son equivalentes.

Por otra parte

// [Quj*drdz > —12-// ISul*ridrdz,
. " d Joa
vr//n a'z 9u
22
// |Sul*r dr(l~~/ [_ (7 (,):2}

/o r
du

VL TRLY Juy?  u? v Qv 19u
Vil BRIl BTN Dol S T Bl T Al i
”’ar[aﬂ * a;zJ* [ar] i “‘[aﬂ bzt rar] drdz

re
=[]l Sl 5 5
B e ] ) o

Este dltilmo resultado se obtiene integrando por partes y usando las condiciones de frontera
en u, periodicidad en u y en ¥ 0“ . Mediante las integraciones

rz2 a?u ra au 2
_'/n u—-————ar,z dr = '/;l ["a—r] dr,
/"/“ 62ud / "/a [Bu] d
- u Z = 2,
—1r/u 822 - az

r/a
rz 1 2 1 '21
-/ wou o 1w ’——/ uldr,
r r or 2rin 2/, r?

y
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la desigualdad se puede continuar asi:

// |Su|*ridrdz > // 224 5%] +3[‘;“] +2{g:‘] )ardz
([ [ (5T e)” / ([ [ G + 5T ares) "

X a2
Usando 2ab < a%¢* + %, sc encuentra que

[ ez [ [ (255 G - eie s3] [5]+2

Tomando e? = 1/2 :

// ISul?rer drdzZ// || r2drdz
fl, Qa

1 2 % (')’u 2 rdu du 8 3*u 67u
//‘, ar2 toal {?77] {a drdz2 5 // drdz

(la dltima desigualdad se obtuvo a partir de (4.17))

=>// IS drdz ZcHuH},:(no)-
Qa

De las ecuaciones (4.9) y (4.17) se concluye que las normas son equivalentes.

“

2 e

También se probard que si u € H?(f2,), entonces u es continua. De (4.10) se tiene
que

1
Uy, = -(“11) (Wl — f) = upul = Eua)z(u ful - faul)
=> ‘7u,,u ds =ui{r) = 2 r:(u"u' = faub)dr
(Qn)2 " non n

< (ni)z(./;l”[882:12,,]2dr)1/2(/l [%2]2dr)1/2+ (/;lfz fgdr)llz(/;"z [%]er) 1/2

r

2 2 c
< Graps el = len()l € S5l fnllan)-

Por lo tanto
k s Ial ko2, K 1/2
‘ S un(r)eines Z | nnlgﬂ(n a) c( ZL §5> (ZLU"P)
n=-k n=~k n=—k
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X1\ Y2
SC( Z }ﬁ) ”f”ll’(ﬂa)fC’Hf”lﬂ(no)-

n=-—oo

La cota superior es finita. La serie es uniformemente convergente y cada término
cpntinuo por lo que el limite es continuo también,

LEMA 3.0 Vg€ L*(Qa) Junico € {H3(Qy), u(n)=u(r;) =0, u periddico cn

z} tal que Su = g. Ademés ||ulyn.) < cllolliaa.)-

PRUEBA. Aldefinir el producto escalar con ayuda del operador § se vié que (—Sv,v)

define una norma equivalente a la norma H'! en ¢l espacio I = {HY(2s) | u(n) =
u(rg) =0, u periddica en z}.
A partir de las estimaciones (designaldad de Schwarz v |- ]2 < |- {lin) (—g,v) €

||9HL=(n,.)HUHL=(nn) < gtz aolivllnia,), se concluye que el producto escalar (—g,v)

define un funcional lincal acotado, ({ug,v)), sobre ﬁ](ﬂ(,), con {luol| < lgllp=(a.y (Teo-
rema de Riesz, cf. [29], p. 111). Por lo tanto, puede plantearse la ecuacién (—Su-+g,v) =

(s v))1 = ((uo,v))y =0 Vo € ﬁ‘(ﬂa) <= U= U,
g es inico (se trata de un caso particular del teorema de Lax-Milgram ({29}, p.383)),

<1
Y uo € H (R4, con [fuol| < [lallia(a.)-
Si se considera cl problema

(52

en ﬁ‘(ﬂa) con la norma equivalente
du dv 8u dv
(w,v) // o o7 oz az) drdz,
este problema tiene solucidn tnica débil @y :  ({u,v)) = (<h,v) Vu € ﬁl(ﬂa), y esta

solucién estd en H*(Q,), con |[iio]|nz(n,) < ¢libllLa(n.) (calculada explicitamente en el
lema 2.b). Entonces, para

L 1dug ug
ST I T
—1 cr e o
h e LYQ,) (u € H (a)), T cs solucién débil, pero como también lo es ug, entonces

uo + o)) £

tp = o, por la unicidad de la solucién y ||uollia(n.) < ez (a.) < ¢
(|| + ”uOHH‘(ﬂ )) < 2¢lg|- Entonces Q' HYQ )ﬂfl—l( Qa) — L*(N4) es un operador
continuo con inverso S~! continuo (por unicidad de la solucién al problema Su =g, 87!

es lincal y || gl 112(a.) < 2¢lg)).
(En cuanto a la unicidad debe procederse con cuidado ya que las normas de energia son

diferentes para S y para A. Integrando por partes: (ug, A¢) = (h, @) = (W, D) Vo €
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H? () N 7@ (,). Dado que A : H} N )ﬂﬁ1 — L*(f1,) es inyectiva, entonces
{&} = L}0,) y por lo tanto ug = &y en L*(Q,) ).

1

LEMA 3b Vg € LX), 3 inico € {H¥(0) | d(n) = ¢lrs) = 28) =
9%(-:—3% =0, ¢ periddico en :}, tal que 8%¢ = ¢g. Ademds, ¢ € H*(Qa) ¥ [|6]]114(n,) <
cllgllza(aa)-

PRUEBA
18 1
(8%,9) = // (i S5 )

3% 9% 195 1
— e ol I f -
X(a 7+ 571 + - o )ur drdz

=[] Galbal+ 15

8 h o 8
// av r(:? v“fq‘) — »,ix,)ﬂ‘zﬁ) drdz

“H)Gal ) 5 S e

? or r dz2

r4

(')r
aaw oy rla
+ AT
7'111 —-a/a r(?z (d)) ~ir/u,
de las condiciones sobre ¥y 39 (4{r)) = (rz) = 0; ¥, '—3%, &b son funciones periddicas
en z) se logra la siguiente simplificacién:
2 A%y
(8%, ) = 9(¢) Fro%0- —ww) drdz

=/‘/;]a(311),3¢>)r drdz.

Sobre

Hllioe,2e)

() = ($ € BAO)I6lr) = 8(r2) = 6:(r1) = o) = 0,0l + =) = 9(a)}

la formulacién débil del problema §%¢ = g es
(S}¢1 (\\911") - (g: t1!)) = 01

es decir, ((¢,¥))2— (g, ¥) = 0, y dado que |{g, )| < c”g”[l’(ﬂn)”'ﬁ“ﬁ’(nn)' puede escribirse
(9,%) = ((¢0,%))2 (Lema de Riesz, cf. [29], p. 111), y la formulacién débil es, por
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consiguiente, ({¢,¥))2 ~ ((¢0,¥))2 =0 VY € ﬁ?(ﬂ(,), y por lo tanto d) ¢o ¢s la dnica
solucién (Tcorema de Lax-Milgram, cf. [29], p. 383), con [|¢]|; (02 S < cjlgllea, )-

Para § se resolverd el problema con el operador biarménico

y las condiciones ¢(r) = ¢(ra) = g%(ri‘l = ajatga) =0, ¢ periddica en 2.
Es conveniente desarrollar en series de Fouriera ¢y b (¢ = 3.7 ¢n(r)e’™"=, h=

o0 ' - . .
o o hn(r)e'®™®) para obtener el conjunto de ccuaciones

SU(r) - 2(na)*on + (na)'¢n = hy,.

Esta férmula se estudiard usando variacién de parametros, El primer paso es ver que
las soluciones de la ecuacién homogénea son €"°", ¢ re™@" y re”"%", Ahora se
escriben las expresiones para ¢, ¥ sus cuatro primeras derivadas:

dn = ac™ 4 beTY o ere™ 4 dre " = ady + by + cd3 + dipy

¢:‘ = a( nar) * b( —m")l-f‘C(TC'”")’-{‘—U’(Y‘CNHQ,’ 1 lﬂ C”""4_(’ -nnr+Clrenar+dlre-nar}

(el sumando que estd entre paréntesis se fija igual a cero)
& = adl! + by + el + ddl 4 ') + V' + '8l + d'¢h)
(el sumando que estd cntre paréntesis se anula)
B = a4 b + gl A + (o' VB 4 B+ &'l
(el sumando que esti entre paréntesis se anula)

ni _ — IIII { b¢llll.* Cé””'*‘d¢””+ﬂ¢“, 'i b ¢)III + ¢III+ dl III

n
por lo que
o b2 Pz du a’ 0
¢ 4y dy S V|0
doo a7 o
¢/lll (}5'2” ¢)gl 9"’{1" dl hn

El determinante de la matriz es —16(na)* y al despejar se obtiene:

a e~ " [ne + (na)?r]
ooy hn " [~na + (na)?r|

Py - —_4(”&)4 _e—nar(na)2 1
d’ _enar(na)Z
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por lo que, a su vez

/ e~ na + (na)?s] ds + al
™
‘; ‘ ) /;lr hne"®*|=na + (na)’s| ds+by
‘ci - —4(na)4 _ /;r hne—naa(na)Q ds + C:)
1
—/rh"enaa(na)2 ds+d6 )
8]
/r(l +nas)e”"**h, ds+ag \
1
T (A W VAt
4(na)? 2: :r fi(; 4(na)? _,;a/r:e‘"‘”h,, ds + co
_na/r ennsh" dS -+ do
r1

1

[na)? (/: h"[sinh{na(r,f's)} - na(f — 5) cosh{na(r —s)}} ds

+aocnnr _}_ boe—-nnr 7+ care"'ar + dQTC~'lar). (4‘12)

De las condiciones de frontera:

nary —~naryg nary —nar

[4 € rie ric o
(ennr)li'_l (C—m")llrl (rcncxr)l‘rl (re-—nar)llr‘ bo

enen e~ narz Menar; 7‘28—"0" o
(cnar)llr2 (e—vmr)llr2 (7‘8""")",, (rc—nar)llr2 dO

0

- frrl’ ha(sin{nalr; = s|} — nafry - s) cosh{nalr; — s]}) ds
(na)? f:l’ hy(rs — ) sinh{nalr; — s}}ds

oo
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n
-

El determinante de la matriz es K = —4sinh*(nafry — ]} + 4(ne)?(rs = r)? (<0
por ¢l desarrollo en serie del sinhz ) = —4(sinh{na]rs — r1|} + nafry — ry})(sinh{najr; -
r1]} = nafry = ri}) = —=2(cosh{2nafry - 1]} = 1 - 2[na)?fr; - r,)).

Debido a los ceros que tiene el vector, solo es necesario calcular la mitad de las
componentes de la matriz inversa:

ag * % A 13 A 14 0
bg _ 1 * ok /123 Ag.; 0
Cp - 7(— L A;;;; ,‘134 A
do ¥ % .443 A“ ¥

con
Ay = e (1 - nary + 2nary {1 + an{r, ~ry}] - e2"°["“"][1 + nary)),

Agz = €™ (1 + nary - 2nany{l - na{r; — r2}} - c'z""i”_r’][l + nary)),

Az = nae” " (-1 4 2nalr; — 1] + 62""1"‘"‘)),

Asz = nae (L + 2nalry - 1] = ¢2relnonl),

Ay =70 (=rg - 2naryry — 1)+ rgc'z"“{””"l),

Agy = Cnar;(__r? + 2120‘T1[T2 - T)] - rzc'.‘nn[r,—r,])’
Az =€ """ (1 - 2nafry ~rg) — cg""("_")),
Ay =" (1 4 21r,a[r2 ~ry] - 02""i""r”l)

— (lot.'""r—i-(’)oc—nar + Corenrxr + dorc-—nar

A - -
= }_’_(A‘scnnr 4- /‘236 nar + ‘4337'6“(" + A43TC nar)
S

"t‘}?;(/iu(!’mr -+ .‘1246—']°r -4 Agﬂ‘ﬂ“"r + A.Hre""‘")
24
K

+nafry + r — 2ry|sinhfna{rs - r} — cosh{na{ry +r - 2r1}]

(1 + 2{na}*{r = r1}{r2 = r1}} cosh(na{r; — r}]

—nalry — r}sinh{na{ry + r - 2r,}))
+%?([Tz — rl(coshfna{r +ry — 21} - cosh[na{r; — r}}]
—2nafr = ri][ra — r1]sinh|na{r; — r}))
= FZE,/;:: hy({cosh|na{ry +r - 2r1}] - cosh[naf{r; — r}]sinh{na{m ~s}]

+na([ry ~ s|cosh|na{ry — s}(cosh[nafry — r}] — coshjna{ry +r — 2r1}])

+{ry — r]sinh{nafr; — s}|sinh[na{r; +r —2r,}]
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—[ra+ 7 = 2njsinbfnagrs - o} sishfagrs - r})
+(na)*(~2fr — r]jrz — r1] cosh(nafry ~ ry)}sinh(nafr, — s))
+{ry = sf[ra +r - 2ry] cosh(nalr; — s]) sinh(najry — r})
—[ra = r][r2 = s]sinh(nafr + s — 2r1]) = [r2 ~ r|[rz — s|sinh(na|r; — s}) cosh(nafry ~r})) *
+2(na)*([r2 = sllr = ri}lra = i} cosh(nafr — 5f))) ds

= 71{— r:= hn(sinh(nal2{r; = r1} +r — s]) — sinh{nafr + s - 2r1])
~sinh(na|2ry — r — s}) — sinh(najr — )
+(na)(—cosh(2nafrs — ri] 4+ r — s){r — 5] — cosh(na|2ry —r — s])[r + s —.2r1]
—cosh(nalr + s~ 2r1))|2ry - s — r] + cosh(nafr — s])[2{rs — r1} + 7 — 5]
“g{ne)(sinh{nal2rs — r = s|)[r  ills 1]
+sinh(nalr - sl[ra = r1])fra =i 4 r =]+ [rg = rljrs — s]sinh(nafr + s - 2r,]))
+4{nal®(rz - 5)(r - n)(r2 ~ rs) coshnalr — o)) ds.

Por lo tanto, la ccuacién {4.12) se transforma en:

1
4(nal’(cosh2nafry - r1}) — 1 - 2(na)?jr; — r}?) X

r3
X (/ hasinh(naf2{r; - ri} +r—s]) ds
r
.
+‘/ ho(sinhnef2{ry - 11} - r 4 s} — na{r — s} cosh(na2{ry ~ 1} —r+3]) ds

—na/ ) ho(r — sjcosh{nal2{rs =} +r—s}) ds

+ko(r) + naky(r) + (n&)Qk'g(T) + (71&)3k3(r)),

donde en ky(r) hay términos de la forma

ra r '
/ h, sinh(nefr +s-2ry]) ds, / b sinh(nal2ry — r — s]) ds,
r ry SR :

/ h, sinh{nafr — s]) ds, / hin skinh(na[r—s]) ds;
ry L S

en ky(r) hay términos de la forma
2 r2
/ hn coshinal2ry —r—s])[r+s—2r] ds, / ha(2ry—r—s)cosh(nalr+s—2n]) ds,
ry ry
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ra

/rr: ho(2{ry — ri) + r — s) cosh(nafr - s}) ds, / ho{r — s) cosh(ne|r - 5]} ds;

1

en ka(r) hay términos de la forma

r

/r2 ho(r—11)(s=11) sinh(na|2r; —r—s)) ds, | - 3 ﬂsyin‘h(ncx[r —s]) ds

/r’ hn(rs = r)(ra — &) sinh{nafr+ s-—- Ty r}ia[:;— s} ds;

r

¥, en ka(r) hay términos de la forma
ra
/ hu(ra = s)(r — ry) cosh(nalr — s} ds; :

Por otra parte

(2n)* |
4! 6! 8! Y

cosh 2 — 1297 = (2n)®  (2m)® . () (1+ (2n)* (2n)* +)

56 5x06xT7x8

=~ n!
porque rnlog(2/8) > logk' + 4log(n +4) (nlog(2/B) > 4log(n +4) para n > no. En ¢l
caso n < ng basta escoger k' suficientemente pequeda). Por lo tanto cosh2n — 1 — 252 >
k{B)n*cosh Bn > k(B)n*c™. Ademds cosh2n — 1 -2y > 1 cosh 2 para n > no.
También se tiene que nPcoshy, nPsinhn < k(Bp)coshfy para f > 1, 1 >0, ya
que §fen < Eebn o= P < kelB=1)/7 o5 cierto para 1 > 1o, y para 0 < n < ng se elige &

Sif<2=(3) iy > M lgin k(8), V 2\ > ’
BJ ) para algin k(8), Vn,ya que (5) 2 K'(n+4),

lo suficientemente grande.
Con estas consideraciones, al estimar las cantidades

(Jow )" (oo o (o270 )"
(Jor o) (e )"

la contribucién de los términos en (not)3 serd de la forma

((:Z))z; (/nr: (/” lhalcosh(nelr - s) ds> 2dr) i

n

(na)p—4 (/" 2, \ VP~ 1
; cosh - h dr) < k(g)jth —
= “cosh(afn[ra — ) (nafr2 = n)) "o < k(g)lhnllzaa.) (na)?
para p < 4. Entonces estos términos estdn en H{f1,) ¥q y por el teorema de encaje son
C®. Lo mismo sucede con los términos que contienen sinh{na|r — s]).
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Para los términos en (na)?, las expresiones que contienen sinh na|r — s| se comportan

como antes, dando lugar a términos que son C°°,
Para el término sinh{na|2r; — r —s]) hay que cstimar a lo més, para cuartas derivadas

enr oz
EZZ;: cosh(ZinaTZ: —r)) [_/:’ (/;:: Ihn(S)”r—r|][s—rl]sinh(na[zrgi_,._sl) d3)2dr] 1/2
<Em ( / Tl ety f TR ds / “(s- r1)2c7”°[’='a1d5)1/ g

e?na[r;—r.] "

Nétese que integrando por partes se obtiene lo siguiente:

ra
/ (T _ rl)Qc'Zna[rz—-r)dr

1

1 2 1 " 2na(ra—r)
= mg=(r-n) + — ) (r—rie dr

- ___];_ _' 2 .t _ 2na(ra—-ry) _
- 2na(r2 ") 2(7101)"'("2 n)+ 4(na)3 le 1

ke?nn[r,--rl]

(na)®

2 v 3
y por lo tanto este término es acotado por kk||h,||L3(a,)-
Las estimaciones para el otro término que tiene cuarta derivada en r de esta expresién

se obtienen a partir de lo siguiente:

ézgz(”“)a[/’: (/" [halls = 1] cosh(nal2ry — r - s]) ds>2dr]l

y

ry pra ra 1/2
< k(na)? (/ / ]h,,lzds/ [s — rl]2c2"°["_’}dse?"°[""]dr)
L8} n

/2

1

na i nairz-—-r
S k”hn“L:(n")Ena3262 [1‘2 1]_

Al intercambiar ry por r, se obticne la misma estimacién para
ra
/ hu(s){r2 — r][r2 — s]sinh(nalr + s — 2r]) ds.
m

Para los términos con na, los que involucran cosh(nafr — s]) son C.

Para las derivadas de

ra2
/ ha(r + s — 2r1) cosh(nal2ry —r — s]) ds
r
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son necesarias estimaciones de las integrales

5 r2
(‘”’,(zf)?fc [ e 5= 2r1) coshlnafer = r o)) s
L8]

4 ra
(ir;c)rzK / hysinh(nal2r; —r ~s]) ds;

o sca, estimar

b3

ZiRE’TlS:T] (/r” [/;': [hn I"""“"""’}ds]2dr)1/2.

Esto se logra mediante la desigualdad de Schwarz e integrando por partes en la primera

integral:
ra ra 2 1/2
(/ [/ allr +s - 2r1)c"“[2"”'_'lds] dr)

Ty

ra: rz ra
< / / {r+s- 2r,)%“"“""“"ldr(ls/ h3dr
r r r

1

;;'%%)—_% </r, [/ ra al(r -+ s 2T1)C"°l7r2_r~’ldsrdr) 1/2

ginalra—r]

ra nafry—r| _ 2
= / [(T +ry - 2,-1)29_w._.w SRS w_,ﬂ'ml?r:—r—rx] + (r + 1y — 2,—1)
ry .

na no (na)?
) (T’ _ rl) 2naltrs—r—r] e'lnu[r;——rl c'.’na[?rg—r—rl] 2
1 Wc (na)® + (na)® drha]
Mafrg-r;] L nalri-r) inalra—n)|
€ € —€
= k( (na)? + (na)t )Ph",? sk (na)t Jn?

En la segunda integral se tiene lo siguiente:

4nalrg—ry]

IN

ra pr2 I n
/ / e2no[2r;-—r—a]ds < : (1 + e.na{r:—-r,] + cdna[rg-on]) e
" r '

(na)?
Al considerar las derivadas de
/ ) ha(2ry — s ~ ) cosh{ner + s - 2r1)) ds,

se encuentra que los cdlculos son parecidos a los anteriores intercambiando r; por rj.
Debido a esto los términos que involucran derivadas hasta de cuarto orden de k(r) estdn
acotadas por kf|huliz2(a,)-
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Del mismo modo se encuentra que los términos de ko(r) estin acotados en sus derivadas
hasta cuarto orden por la misma cota (k||hallz3(a,))

En los términos restantes, al derivar el limite de integracién, puede verse que aparecen
factores no integrados solo cuando se toma hasta la cuarta derivada respecto a r, (aparece
ha(r) que estéd en L*(€2,)). Entonces, hay que estimar las integrales:

(’(1_’:;‘)33)_;_&: [[:2 (/;r: hysinh(nal2{r; ~ r} +r ~s]) ds)gdr] "

< Eﬂgég;g?n£7nah;—rﬂ[)(:z(j[ hnale- ”ds) J1/2
< kna[/r2 (/r, hi(s)e "n['_'lds/r: c""""]ds)dr} i

r

1/2
(na) 1/2 / / ""{' "]dsdr) /

< k{na)/?( [ [ e 'ldr]ds) V< Ellhallia o,

n

De la misma manera, ¢! término

/;" ha(s)sinh{an|2{r; =} —r +3]) ds

puede acotarse mediante

< knoz[/rz ([' h,,(s)c""l’"’])ds) er] i

ry

< kna[/r? (/ hZ(s)e enele- 'ld.s/rc""l’"]ds)dr]l/2

" ri

" r 1/2
< k(na)'/? [/ h',‘:(.s)(/ e"°l’—r]dr)dé‘] < kllhnllz2(a.)-

r

Andlogamente, para el térinino
ra
/ ha(na)ls — rjcosh{nal2{ry = r1} +r—s|) ds
r

se tienen estimaciones como las de arriba y también de la forma

1/2
((m)zl)*x / / (s — r)enolaramra e "ds) df] :

< k(na)? [/'2 (/"2 h?,(S)e"“l"‘]ds/”(s - r)2e""l"‘|ds) dr]ll2

r r
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ra pra 1/3
< k(na)'/? (/ / h?,(S)c""{""ldsdr) ! < kihallaaa)-

Finalmente, el término
/ ha(s)na(r — s)cosh{na[2{ry = r1} —r +]) ds
g}

tiene una cota de la misma forma.

Con todas las estimaciones se prueba lo siguiente: Vh € L?(,) 3 ¢, solucién dnica al
problema A?¢=h, ¢ = %% =0enry, ry, ¢ periddicaen 2,y [|d|lrea,) < kRl (.-
Hasta ahora no se ha probado la unicidad, pero se obtiene a partir de la formulacién

débil y de una integracién por partes:
(Ad, OY) = (h, ) == // (B} (AY) drde = / / hy drdz,

para todo ¢ que pertencce a .—ﬁz(ﬂn). Entonces, si hay dos soluciones ¢y, ¢3, la diferencia
cumple con A(¢r — ¢2) =0, (¢ — )|, = (¢1 ~ S2)|r, = 0, y por la unicidad de las
soluciones del operador A se concluye que ¢y = ¢,.

Por tltimo, para demostrar |d|]4(n,) < cllolizz(n,) recuérdese que de la misma
formulacién débil:

// SPSYr drd.‘::// gr drdz, Vzlleffz(ﬂa)
., f1.

C s PR =2
tiene solucién tnica, ¢, en H™ (2a), con {|@|[52(n.) < ellgliLa(a.)
A partir de la definicién de $ se ve claro que

J%¢ ? rif? é r1/2
igy = (120 9 1299 IO T
r/°Qd=r 6r7 30 t — 3 3
9% 1/2¢ (')7'1/2(;5 3
= ° 172
Tart Yo 4,.2r ¢
=>// [Spr drdz—-// 1/2¢ (r1/2¢)
37/ 24 3 ,
A(r1/?¢)_ 2 4732 (O[] - 1/2 )) drdz
// A(r'P¢) A l/'lt,/i) drdz
3rl/ 1/2 )72
'/ /n (2359l gm 26 - 8)r'/?y drda.
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La férmula se reduce integrando por partes y haciendo uso de las condiciones de
frontera y periodicidad:

/ A(}l/w) A (rhy) drd:
Oa

— 1/2{ l/2 3 r1/2¢ gr.i / oz
_//:10(’ g+4r Al "SHA[ ] 164"5)”‘/’ drdz

7‘2

Vi € T (0,).
Es claro que ¢ € H2(Q,) <= 2y e H?(£1,), y también es claro por las condiciones

13y .
de frontera que Y =0 y %"— 0 < =0y —Q%—:—“/ = (, respectivamente. Por lo
tanto puede escribirse que $(r, z) = r1/2:(r, z), y considerarse ahora el siguiente problema:

/ AP 1G) A (@) drdz
Oa

3 3
= // [r1/2g +A<Z;?/—2-) + Eia (T‘/2¢) 16r 7/2(]5}1,) drdz.

La dnica solucién a

3 ¢ 3 9 ¢
i - l/?;’ _ —
AN =M A( 3/2) + i O (r'24) 677 h,

l>«

con X = =0enr), ryyperiddica en z estd en H"(ﬂ ), ¥a que el lado derecho estd
en L0, (q&» € HY(Q,)), con | X|lyn,) < ellhflz(n.). Esto implica que r'/2¢ es la
\inica solucwn por lo tanto ¢ € H*(Qa) v sc tienen hs doslgualdadcs ”r‘/?qS”H.(n )

Y2500, 4 3_e | n P72
C(”T g”L (C1a) + ” fa) [4,373}”142(00 l iE A é H Gr"fi“
é(llgllrz(a.) + €llnz(a.)):

También, estimando cada derivada puede verse que e1]|é]}en,) £ Hrl/quHH«(n y <

calldlln«(a.), ¥ por lo tanto []lne(a,) < ellllliz(aa) + 18ln2a.))-
Finalmente, al invocar de nuevo la formulacidn débil: {|8llna(a.) < Ellollea,) =

ol ieaa) < ellgllz .-
Con esto se termina la prueba del lema 3.b. El siguiente es un resultado de regularidad:

r

"’Q)

IN A

& (n,.) L3(0,)

CORQOLARIO 1
1) Sea u solucién de Su = g, con u € H*(2,), u(r;) =0. Si g € H*¥(Q%) entonces

we H*3(0) y [fullmeaa,) < clollusan)-
2) Sca 4 la solucién a §%¢ = g, con ¢ € H*(Qa), ¢(ri) =
entonces ¢ € () ¥ [|8llirx+4(a.) € cllallura,)-

PRUEBASig € H'(01,) entonces g(r,2) = Y. 7 gu(r)e"®*, con 7 fr’ 2(r
< oo (correspondiendo a —Q) y s fr’ g2(r){na)*dr < oo (correspondiendo a ——g) Al

8elr) = . Sig € H*(12a)
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estimar una derivada mas en z, el término en na permite la convergcncm de las serics

(esto también puede verse encontrando la tnica solucién a 4% = 8‘26‘5' (9: con

las mismas condiciones de frontera). Para las derivadas en r, se pucdc mtegrar por partes
cada uno de los términos de la expresion para la solucién. Esto aportard un factor na
en el denominador con ¢, en ¢l numerador, y una cstimacién del mismo tipo que en los
lemas 3.2 y 3.b. Ademds se tendrd un término de frontera en funcién de gn(r;) (acotado en
términos de []* (g3 (r) + g;7(r)) dr por el teorema de traza) y una funcién hiperbdlica cuyo
cuadrado se integra para obtener la convergencia. Debido a que los detallos son tediosos
no se dard una descripcion mds completa.

Por otra parte, si ¢ € H Qo) == ¢ € C*(Qa), con ||¢]lc2(n.) < C|l¢”u¢(n ) Ya que
las segundas derivadas son continuas, Se recucrda quc el problema a resolver viene dado

por las férmulas (4.2a) y (4.2b). Para ¢ € HY(D,) N 7?2(!'1(,), u € H*(1,) ﬂ-ﬁl(ﬂa)
se buscarin cotas para los lados derechos de estas ccuaciones. Es decir, las soluciones se
buscan en el espacio

E=H Q) NH () x H' () 0T {(Qa). (4.18)

Procediendo término a término:

1/2 4 1/2
// au drd.._ // u4drd // rdz

duy? y
<elv u[2] \% E.:l < C|Iu||}{=(n‘.)’

(en la pentiltima desigualdad se ha usado el lema 1). También la siguicnte desigualdad es

vilida: )
(” n q
[ (5 < bteaiivlino.y

Del mismo modo:
62¢
// dz ar
T¢
// — ——a———) drdz < cl
9* 6
// Gr;i (S¢)*drdz, // rqS ¢) drdz<c||¢|,,s(n )

// a”‘) ddz<cug

89)tdrds < o| 9 22| 9 998 < léllsco,y

98|12
dz

< el .y

coaa)ll 9z llLr(n.) =

“””%{l(n,) < 5”¢”§1=(n,)”””}11(n,)a

C°(0a)
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el (a.) < Elldllusn el .-

[ ] G5 aree< |

Entonces ¢l lado derecho de (4.2a) es acotado por

co(i1,)

' cMelli .y + Hulliaa,) +19llEsq.)

o por
Ml o,y + lulleo @@allullar o,y + el a.y)s

y ¢l lado derecho de {4.2b) es acotado por

cl Ml (aay + Hdlas @allellm a.))-

Como Q y 87 son invertibles en sus espacios respectivos, se resolverd

¢ = A8 1 Ty(u, ) = AT (u, 4)

u= AS"-lTl (u)¢) = ’\TI(U') ¢)1
o sea (1, ¢) = AT(u, §), por las definiciones de Ty, Ty y T.

LEMA 4
Talu,d): E = HQa)NH (Qa) x H Q) N H (Ra) — H4(2a)
Ty(u,¢): E=HY(Q,) NH(Q,) x H{(Q,) n T () — H(Qa)
son operadores continuos y compactos.
PRUEBA Usando las mismas desigualdades de antes se encuentra que
[|To (w1, ¢1) = Ta(uz, d2)llan,) < ellivr — wallii(a,)
Hllutlleowa,) + llezlleo @it — w2l a.)
il aay + ealln @ Hllu = valleo@a}]
Hllerllas .y + d2llns (alilidr = d2llns (@)l

¥ que
1Ty (w1, 1) — Ti(u2, ¢2)l|22¢aa)

< c(liér = ol (aa) + il (o) + lluallis @)lié = d2llie(a.)
Hlldrll 2 aay + 12llus@a)liler — 2l (0.))-
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Como $~! y Q7% son operadores continuos, Ty y T3 también lo son {la composicidn
de operadores continuos es continua).

Ademis, si ||¢nllnen.) £ M, |lunllazn,) < M, delos teoremas de compacidad de
Rellich (cf. [1], p. 30), H* c H®, H? c H', H? C C° son compactos y por lo tanto
debe existir una subsucesién {¢n} convergente en H3(25), {u.} convergente en H'(f24)
y en C%(f2a).

De las desigualdades para Ty y T, se tiene que Tl(u,,,é,,) y Tg(u,,,d),,) son suce-
siones de Cauchy en L*{(€2,) y por lo tanto también lo son Tg(tt,.,d),,) T1(tn,dn ) en
H4(,), H?(fla) respectivamente. Con esto se demuestra la compacidad.

CORCLARIO 2 Las soluciones en E al problema de Couctte-Taylor son 0.

PRUEBA Sea (u,¢) una solucién en E a las ccuaciones (4.2). Por las estimaciones
anteriores se tiene que Su = g1, ¢ = g9, con ¢; € H'(Q4), ya que se pueden derivar
los Jados derechos de (4.2) y obtener una cota en términos de || 7 ul| iy (a,), || V @ll2 (a.)
y las derivadas del término u‘j“ en (4.2a); dado que u es continua, se puede ver que los

términos de la forma u Pu u%_# estan en L"’(ﬂ(,) y ¢l término

dzdr)
Bu au
I = d z
// or Bz rdz

estd acotado por ‘3”"”.}{?(00) ya que

12 1/2
I<//?—E¢1rdz/// drd/

du|? _ duy? )
<d v 2|7 5| <duling,)
Por el corolario 1, u € H3(2,), ¢ € H*(Qa) y por lo tanto g; € H*(Q,). Si se

emplea el mismo razonamiento otras veces se encuentra que (u,¢) € H™(f1,) Vm, y por
el teorema de encaje ya probado, u y ¢ son funciones C°.

LEMA 5 Sea

d¢
Bud)={ (2:552
8‘_( Vaz)

definido sobre el espacio E (ec. 4.13)}. B es un operador lineal compacto y es la derivada
de Frechet de T,
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PRUEBA La compacidad sigue del hecho que

171 (e oy < lo oy < A
17 (2 5 iy £l = 27 5, < e
y del mismo argumento de compacidad de encajes de Sobolev.
Ademds
T (. ¢) = Blu, &)
=[5 (e 23D i, #87 (Bd) + 2 ) [,

< e(llullesmayllullm aa) + 1615 (a.y) + elldlls@a)llulm aa))

< C(“"”?ﬂ(na) + 118l any) < elllulliraa,) + 81134 (aa))-
Por lo tanto B(u, ¢} s la linealizacién de T'(u, 4).

Es conveniente recalcar que el problema que se quiere resolver también se

(320 () (= (3) -2 (2)) o (2):

que, componente a componente es

v = AG"! (Zagg) + A(Tl(u,dJ) —~ ! (2‘12—?))

como

b (2 2) (-2 (¥2)).

()2(2)

= Ag"! (Qa%)

La ecuacién lincalizada es:

cuyas componentes son:
2_ 0u
=287 (- 2V ).
¢ 0z
Las soluciones que se buscan estdn en E.
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LEMA G Sea WW(r,z) = (u(r,2),$(r, 2)) una solucién de (4.19 ). Al definir G(W) =
T(u, ) — B(x,1) el problema es W = ABIV + AG(IV). Se supondrd que funciones u,
son par e impar en z (en el capitulo siguicnte se verd la razén de esto). Se define también
W(r,z) = W{r,z+7/a) y sc afirma que también es una solucién con el mismo valor propio
Ay las mismas paridades de las funciones.

PRUEBA Las soluciones de la ecuacién integral (4.19) son las mismas que las de

la ecuacién diferencial (4.2) —y ademds C, con u y ¢ periddicas en z y ul = :/;‘ =
ri re

%‘;’3 = 0. Las ecuaciones no dependen explicitamente de z, (u(r, z + 7),¥(r, 2 4 7)) son

tam{)‘ién soluciones con las mismas condiciones de frontera y de periodicidad. Esto implica
que los valores propios de la ecuacién linealizada (4.20) son de multiplicidad par. En efccto,
si W(r, 2) es un vector propio, lo mismo sucede con W (r,z + 7).

Norm'lh/'mdo a W con la unidad usando cualquier producto escalar se tiene que
W (r,z 4 7)]|* = 1y por lo tanto (-a“.('f-) W(r,z)) = 0, i e, 22 o5 ortogonal a

e » T ar
W(r, z); adcmzis es solucién de 1V = MBIV (dlferencmndo con respecto a 7) ¥ no se anula
ya que si para toda r, ?‘_"l!ﬁ“) =0, W(r z 4 7} serfa constante en r por lo que W no
dependeria de z y las ecunmones Qu, 3% s anularian, con lo que v = ¥ = 0: se tienen
dos vectores propios linealmente dependientes y Ja multiplicidad es par.

Si r = m/a, por las condiciones de paridad y periodicidad «(r,z + 7/a) = u{r,—z —
rfa) = u(r,~—z+7/a), y u{r,z +«/a) es par. Andlogamente ¢(r, —z + n/a) = P{r,—2 -
rla) = —¢(r,z+ n/a) y ¥(r,z + 7/a) es impar. Con esto se demuestra el lema.

El capitulo concluird con dos teoremnas que no tienen relacién con los resultados que se
han presentado hasta el momento. Sec incluyen por la importancia que tienen en el estudio
del problema de Couctte-Taylor y porque mis adelante serdn invocados. El primer teorema
trata sobre algunas de las propicdades de ecuaciones diferenciales ¥ el segundo (que no se
demuestra) no cs otra cosa sino la bien conocida funcién de Green.

TEQREMA 1 Seca u solucién de

du ou

5;'*‘1)( )az“O

Lu = Au+a(r,2)

en {2, con a y b continuos. Entonces:
1) Si u tiene un mdximo o un minimo local en £ entonces u es constante.
2) Si u tiene un méximo global en P (y por lo tanto P estd en d§; de otro modo u

es constante), entonces g“ > 0, donde n denota la normal exterior, 6 P es una esquina

de £2. Si se trata de un minimo global de u en @ entonces % 0 <0yQestiend,oQ

es una esquina de (2.
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PRUEBA. (Ver |27], pps. 61-G6).

1)Sea Pe 1 | u(P)=Myu(R) <M en una vecindad de P. Si u # M existen P
y @ tales que u(P) = M y u(R) < M en un disco de centro en P, lamado 2’ y contenido
en 1y u(Q) <M, conQell

En efecto, si u # M, hay una vecindad de P | u(R) < M en ella y hay un punto Q@
en ella también, donde u(@) < M. Témese un camino de P a @ contenido en la vecindad.
Sea P el primer punto sobre este camino con u(P) = M, entonces u(R) < M entre Q y P.
Sec puede construir 2 tomando a Q sobre e} camino entre P y § arbitrariamente cerca de
P y tal que Q' esté contenido en la vecindad original.

Repitiendo este argumento sc puede suponer que sobre ¢l segmento PQ, u{R) < M,
excepto en P,

Sea pg cl radio de ' ¥ P| = (rg,z0) un punto entre P y Q a una distancia de P
menor que pg/2. Como u(P) < M y dado que u es una funcién continua, existe un disco
K de centro P; tal que X € ', u(R) < M en K,y u(§) = M en algin punto de 8K,
En efecto, si se aumentan los radios de los circulos centrados en Py llegard un momento en
que u(S) = M en su frontera.

De los varios posibles puntos que hay sobre 94 donde u = M se selecciona uno de
ellos y se designa a un disco contenido en K y tangente al mismo en § por K;. Entonces,
u(R) < M en K, excepto en S, donde u(S) = M. Sea p, el radio de K y p;/2 el radio
de un disco K centrado en . Como u(R) < M en K, C Q' y dado que 8K, N K es
cerrado, u ticne un maximo ah{ de la forma u(R) < M ~n, 1 >0, ya que en esa parte
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del circulo u < M.

Sea W(r,z) = eallr=ro)+(z=20)") _ p=arl 55 0 > 0 (recordar que Py = (ro, 20)).
Entonces W(r,2) > O en Ky, W(r,z) =0en K, y W(r,2) <0 fuera de X;. Ademis,
de la definicién de 1 se ve claramente que AW + a&¥ + 3% = (4a?|(r — ro)? + (2 -
z0)?} = da — 2¢a|(r — ro)a + (= — zg)b])c“'f('"”)’*(““)zl. Si (r,z) € K, entonces pi/d <
(r—ro)?+ (z — 20)? < 9p?/4 y se puede escoger a lo suficientemente grande de tal forma
que AW > 0 en K3 (recordar que a y b son acotados).

(o

Considéresc ahora la cantidad v = u 4 €l¥ con 0 < € < 1/(1 —~¢~°F1). En 8K, N Ky
setiene que v <M (0 W <1—e® = ut+dV <M-n+7g= M). Sobre el
complemento de dK, NH,, uv < My W <0 (=>v < M) por lo que v < M sobre
aKg y v=»M en §. Por lo tanto v tiene un maximo local en algin punto R € Ky, donde
3,, a” =0, Av <0 (porser méximo), y por lo tanto Lv(R) < 0. Pero esto contradice
el hcchn que Lv = ¢LIV > 0 en K.

Anidlogamente, si se trabaja con —u se concluye que « no tiene minimo local, con lo

cual se completa la demostracion.

2) Sobre €1 u tiene maximo y minimo los cuales deben estar en 98 ya que de otra
manera u = constante. Sea P € 961 | u(P) = M, pero P no es una esquina, y u{R) < M
en {1, '

Dado que P no es una esquina, puede construirse un disco K; ¢ 01 de radio p,
tangente en P que cumple con u(R) < M si R € K, excepto en P, donde evidentemente
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u = M. Se construye ahora el disco A'; con centro en P y radio py/2. Sc definen las
cantidades W y v como en la parte 1} escogiendo ¢ de tal manera que v < M sobre
0K, N K (como antes). Como IV = 0 en 8K, entonces v < M en 3(K, N K;), con
desigualdad estricta fuera de P. Dado que Lu > 0 en esa regidn, el inico méximo de v
estd en P, con v(P) = M, evidentemcntlc.

Por lo tanto, en P,

— >0
on =
Y
"%‘:‘I = 2a(ry - fn)c“"“"'“'°)’+("’°)nl <0 en r=ry (rg>r)
oW %l:‘,' = —2afrs - ro)e""(("""’)2‘“(’“"’)nl <0 en r=ry (ro<r)
on = %‘{ = —2&(§ - 20)C"a“""'°);‘+("/"""°):l <0 en z= § (Zo < 2’5) !
-5 = 20‘(“% - 20) emollr=rol+l-r/a=2ll < 0 en z=-Z (zu > —%)
de donde
du dv aw
= g € > 0.
dn  dn dn
Andlogamentie, para un minimo —u tiene un maximo y
d(~u du
=—-— >0
dn on

Con esto se concluye la demostracién.

TEOREMA 2 Sea
Lu(r) = Po(r)ul™)(r) + Py(r)ut" )+ + Pu(r)u(r)
con r € [r1,ra), Po(r) # 0y condiciones de frontera
Uju= Z]\ljku(k"l)(rl) -+ Njku(k"l)(rg) =0
k=1
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para j = 1,---,n. Entonces, si la tnica solucién al problema Lu = 0, Uju = 0 cs
v = 0, existe una tnica funcién G(r,p) (conocida como funcién de Green) definida en
[r1,72) X [r1,72] tal que:

1) G es C"~2|[ry,ra) x[r1,r2]), Ges C" ' parar; <r<p<ryyparar; <p<r <y
Ademis,

" 'G(p+0,p) 8"'G(p—0,p) 1
arn} - grn-1 T Polp)’

2) LG(r,p) =0 Vp #r.

3) UJ‘G(fl,p) = UJG(Tg,p) =0 Vp € [Tl,TQI.

4) La solucién de Lu(r) = f(r) es

o= [ Gnale) .

Ademds, si L es autoadjunto, entonces G(r,p) = G(p,r).

PRUEBA Ver [5 ], p. 192.
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CAPITULO V

SOLUCION DEL PROBLEMA

t

En este capitulo se dan resultados importantes sobre el problema de Couette-Taylor.
En dos de ellos se establecen condiciones que implican la inexistencia de soluciones no
triviales al problema. Se dan las condiciones necesarias para que a partir del flujo de
Couctte pueda haber bifurcacién. Se establecen propiedades interesantes de las funciones
propias (velocidad y presién perturbativas) asi como de los valores propios (Ndmeros de
Reynolds). Por tltimo, se establece que a partir de cierto valor propio hay una rama
{tinica) de soluciones no triviales que bifurca del flujo de Couette.

TEOREMA 3 3 X > 0tal que para 0 < A < X la tinica solucién al problema de
Couette-Taylor es ¢ = u = 0 {por lo tanto u; = gf, U = u, uz = —1—5-? son 0y
p = constante (que puede tomarse igual a cero)), i. e., la dnica solucién es el flujo de

Couectte.

PRUEBA Si (¢,u) es una solucién al problema entonces, integrando por partes,
haciendo uso de la periodicidad en z y por las condiciones de frontera en ry y rp se tiene

quc / /‘ (3%¢)¢r drdz— / / (Su)ur drdz
=// (I8¢ +1vuP+35)r drrL:A// V+" ¢~%’1?%?9¢+a¢ar¢9¢

ST,

Como d (Oru d sdu
55 5 (5
entonces

d
// (8¢]2T|vu|2 )r drdz:A// b5 2 (~2V ~ 2u + 2ar + 2u) drdz

=—,\// 2993(,& drdz



ESTY TESIS MY DEpF
S8 DE LA BIBLIOTEGA

(con V = ar + !). El lado derecho est4 acotado por (ver lema 2):

2A|b au Alb]

(||¢||m(n )+ ||“”11l(n )

L3 (0. )

'\IbI// [8‘¢]2+|Vu|2 )r drdz,

de lo que se concluye que si A < ry/¢lb]; la. tinica posxblhdad de no caer en alguna con-
tradiccidén es que u = ¢ = 0.

OBSERVACION AL TEQREMA 3 Por un camino diferente —que involucra
la participacion del adjunto de B— es posible mejorar la cota A para la cual el problema
de Couette-Taylor no tiene més soluciones que la trivial {Flujo de Couctte). Para hacerlo,

considérese lo siguiente:

A,

aé 3
92 5 = A(u,¢) = <:‘3‘ ) ; (5.1)
3z

entonces

// (8‘2;{2(111(#)96"3‘;{1(11’46)“)7_ drdz
1,

=//ﬂn([“"7}55¢'[““ Tl agu)r @
=//ﬂﬂ(—v.2v + 2ar)¢g—z drdz = */‘n %{)gﬁd) drds

(en la peniltima igualdad se ha integrado por partes usando la periodicidad de v y ¢
respecto a z y el hecho de que V es independiente de z).
Bl operador A es compacto (usando las mismas desigualdades que antes) y autoadjunto

con respecto al producto escalar
/ / (%916 — [SoJu)r drdz = ((,0), (6,1)) (5.2)

ya que
Vid

(A($ // a—— —[a—T]a—fU)r drdz

// - O) (% +§“¢)r drdz = ((1h,0), ()
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(B* es el autoadjunto de B con respecto a este producto escalar). Entonces cualquier

e]emcnto
| ( ’ )

re escribe de la forma »
u u
—_ d n ,
(3)=2a(z)

u u
A n = ,\ n
(49,.) " (‘f’n) ’
¥ An es el valor propio de 4, con A, — 0si n — o0, y los vectores
(&) ()
$n/)’ Pm
son ortogonales (en el producto escalar ((-,-))), con norma 1, por lo que [|(x,4)l]* =
Zf’fm (lf,, y consecuentemente

// 3"3_“(,4, (1r(l~n<<.1<:;> ( ))) }_l/\,,dzsmm. )il 8)|]2.

En particular, para la solucién (u, @) al problema

iwalE=a((4(3).(4))) < rmauiw ot

es entonces evidente que si A < 1/max A, la dnica solucién es (u = (0,0) si no se
q 1 ) )

(cf. {28], p. 203), donde

quicre caer en contradiccion (Por supucsto que max A, > 0 ya que, por una parte pueden
n

escogerse funciones {u, ¢) tales que —ffn g;bd)%‘i drdz > 0, y por otra max A, < |[4]]).
a e n

COTAS A PRIORI SOBRE LAS SOLUCIONES

Se demostrard que las soluciones al problema de Couctte-Taylor son acotadas y para
hacerlo se propone el siguiente teorema:

TEOREMA 4_ Silas funciones (u, ) son solucién del problema de Couette-Taylor,

entonces [[ul]2(qa,)+ ||¢]lre(n.) < C(), donde C(}) es una funcién continua de A menor

o igual que eA?(1 + A).
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PRUEBA_Dado que (V) =0, la ccuacién
Ju /\( d¢ 19ddru  Ju arg’))

Qa—t 4 2007

62+r63 ar 3z or

puede escribirse como

i(ar[u +V]9¢ drddlut V])
r r 8z O6r 9z )

Si se define U = r(u + V), una forma equivalente de las ecuaciones anteriores es

H(u+V) =

200 U auag 1ardalU _
SU-5 M55 e ar) =0
de donde 10U /8038 10r6U
T
8- -5 - M55~ 150 3) =0

Si se supone a ¢ conocida, esta es una ccuacién lineal, homogénea y de segundo orden
para U en €1, y por lo tanto cumple con las hipétesis del Teorema 2. Adn mds, dado
que a y b son periddicas en z (a partir de este momento y hasta completar la prueba serd
conveniente apegarse a la notacién que se empled al formular y demostrar el Teorema 2),
si s¢ considera la funcién U sobre el intervalo —7/a < 2 < 7/a, es claro que los mdximos y
minimos sobre €1, no pueden estar en z = 17 /a ya que de ser asi, por la periodicidad, se
tendria que %—g = 0 en esos puntos lo cual contradice el inciso 2 del Teorema 2. Entonces,
necesariamente los médximos y minimos de U/ estdn enr = r; {se sobreentiende que 7 = 1,2).

Por la definicidn de U v dado que u se anula en ry, se tiene que —de acuerdo a la no-
tacién del Teorema 2: a = min{r,V (r1),r2V (r2)} < r(u4V) < max{r;V(r\),raV (r2)) = 8,
con V(ry) =1, V{(r1) = wg, {ver la seccidn Flujo de Couette del Capitulo III). Clara-
mente T}V (ry) = ry y raV{rz) = wry, por lo cual afr —=V < v £ B/r — V. Por
cjemplo, si 1; = 0 entonces, de acucrdo a lo que se acaba de ver, @ =0, f =1,y
-V <u<r/r-V =—ar—{b-r,)/r. Delas cotas a y § para u, se concluye que |u] < ¢,
donde ¢ no depende de A. También pucde verse que V < lajra+{b|/ry, v esta cota tampoco
depende de A. Por comodidad se designard por c ala cotade uy V.

Por otra parte, las ccuaciones {3.8a) y (3.8¢) pucden escribirse de una manera ligera-
:
mente diferente a como aparccen en el capitulo III:

IR Rl T - E =G e G e,

170 dua 8 1 Ous dp duz dug
(2p (222 1),
Gl a2 e g e

Multiplicando la primera ecuacién por ruy, la segunda por rugz, sumdndolas e inte-
grando sobre {1,, tomando en cuenta las condiciones de frontera y periodicidad, se tiene

que \
e[ [ (GT+ G + [F] + [5] + B)r wee
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1 20Uy Ouy Jug du
—A/f —-ulu;— ;uluz +ulo= o +1yug (,;z +ujug—— a5 S §a~3)r drdz.

Para obtener esta f6rmula se tomd en cuenta el hecho que la integral

// ———ru|+ ru;,) drdz

dru, 4 E')lt_Lg ~0

se anula debido a que

ar 0z
(v una integracién por partes). Las férmulas (1)-(4) permitirén una simplificacién adi-
cional: 5 L gr y
T/a
// ——Bugr drdz:—/ ul rdr=0
n. dz 3 " —-rla

(por periodicidad),

r drdz

Juy 1/‘/ Ju?
uyuy——r drdz = = u
//nn”az 2) Jo, Po:

=%/rr= ulug i/:;nr dr - %-//n uf%i?r drdz
A e () s
// 5-61‘_? drdz // 1?— drd»——//‘ Wddrdz,
(3) // ulalr drdz // i;_ir drdz:—%//;)nu?drdz,
//;), ultL;;a—au’—_gr drdz = %//n., rula—(,)u;:22 drdz:—-él—//nn ug%%l— drdz

/[ 76ru3 drdz = = // Orug drdz = Q.

De las férmulas (1)~(4), del hecho particular que las funciones ug, V son acotadas, de
la desigualdad de Schwarz vy de 2ab < a%¢? + b? /€2, tomando €? = (3¢2A)~!

siguiente:
I= /\// wyug(ug +2V) drdz < 302/\// |uy] drdz
[¢18 a

S302)\(// rdrdz)l/2(// E}drd:z)ln_ 362)\ // 1d dz +———( 2—r1))
Oa 0.
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de donde

// |Vu1l +SVu3|7+————)r drdz < 9c')\? (rg——rl)_.c)\'2

Resulta entonces evidente que !

//n (17 wal* +ud)r drdz <)%,

y por lo tanto, de esta ditima ccuacién conbinada con las (3.10b) se concluye que

[ 5 (T 2 s

dz
Por otra parte, usando la desigualdad de Poincaré y abusando de la notacién:

// ru3[drd <k// | 7 ug)?drdz < €2,

Con este resultado y la relacién {3.10b) se encuentra que las primeras derivadas de ¢
también estdn acotadas por €A%, Esto, junto con la conclusién de que las segundas derivadas
también son acotadas conduce al resultado siguiente: ||¢]|y2(q,) < VEN

Continuando con ¢, a partir de la desigualdad de Sobolev se concluye que ||¢]|co(n,) <
VEX (por un abuso de notacién se ha empleado otra vez la constante € que aparece en mas
dec una desigualdad. Se sobreentiende que siempre se clige ¢l mayor valor de € para que las
férmulas tengan sentido).

Por otra parte, las cotas para u se obtienen de las siguientes maneras:
Dado que

I = // l%¢I“+IVu|’+——)r drdz =—'>Ab/ "4’0“ drdz

< 2c)\2!bl// ———; drdz < ¢'\? (/ /n, [—ZL:J 2drdz)ll2

", 1 —2. 4
<5 (EZ/AHIVu}Qr drdz+€—2~)§c” ,

donde se ha vuelto a usar la relacién 2ab < a?e? + b%/€?, con €% = ¢"A? para tener
I < 28" )%, Esto implica que [Jul|ji(a,) < e,

Por otra parte, de la relacidn Qu = AT (u, ¢) se tiene que ”“”}13(0 y < c“%u“m(n )
< XA+ cA3 4¢3 < €)%, para A > 1. De hecho, |jullaaqn,) € eA?(1+ N)M? <
eA(1 4+ X). De la relacién 9%¢ = ATy(u,4), junto con las desigualdades |u + Vi<ey
2ab < a?c®?/c?, con ¥ = (2cA%) 7Y, entonces ||g][34(q,) < IS < A (eA? + X +
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C)\z + (‘/\” v 8‘(}5”) < C)\2(/\2 + )\H¢“ut(n )) < CA?(}\? -+ A€2”¢”"4(n ) + /\/(2) Sl A> 1
necesariamente [[¢||y«n,) € AX(1+ A).

Entonces, dado que ||ulysa.) ¥ “‘f’“H‘(n,) son ‘menores: que. cA?(1 + A), la de-
mostracién estd completa.

ESPECTRQ DE B

Como se ha visto, B no es un operador autoadjunto y no se puede asegurar que las
funciones propias de B scan completas. Sin embargo, al estudiar el problema (4.19) cn el
espacio If (cc. (4.18)), el término no lincal es acotado por c(”u”},,(n“) + H(ﬁ”},.(m)). Por
lo tanto, dado que B es compacto, si 1/ no es un valor propio de B, entonces I — AB es
un operador invertible {cf. [28], p. 127) ¥ por consiguiente

oI 6]
¢ ¢

(;) = A(I - )\‘B)_-I(T(u,(ﬁ) -B (;)) —

lo cual es cierto solo en caso de que

(5)=(0):

Por lo tanto, si A~} no es valor propio de B la solucién trivial es aislada.

<¢>=*T<¢)

en cualquier vecindad de (A,0) (cf. {16) p. 1).

Por lo visto, en el problemna de Couette-Taylor, una condicién necesaria para tener
bifurcacién es que A~? sea un valor propio de B. Es importante, por lo tanto, estudiar el
espectro de B. Para hacerlo se desarrollaran en series de Fourier las funciones u y ¢ que
intervienen en el problema simplificado (4.20) que también se escribe asf:

9¢
% 2a) -
(%22;) - Viu | (5.3)

—2A -
r 0z

La justificacién para hacer desarrollos en series viene de los resultados de regularidad,

T .y .
ya que si ¢> es una funcién propia entonces ‘—g—‘f € H¥(9,) y consecuentemente

9¢ 1ou u
Au 2&/\-8—:—;-3—’"+—
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pertencce al espacio H*(€1,), por lo cual v € H3(f1,) (por el corolario 1) y entonces
,*. _—
dz rdz r?

que

se encuentra en el espacio H3(£2,), por lo que u € H%(0,).

En cuanto a ¢, puesto que
Va
8% = ~2A— =,
r dz

de donde

Ou _ 3 9¢/r 04

dz r? or or

pertenece al espacio H! (Q2,), lo cual implica que ré € H®(1,), lo cual a su vez quiere decir
que A’¢ € H¥(0,), cuya consecuencia es r¢ € H%(£1,). Asise concluye que §% € H*(Q2,)
y por lo tanto ¢ debe pertenccer al espacio H3(£2,). Si se contintia argumentando de esta
manera se comprucba que ¢,u € H™(Qa) ¥Yim > 0, y por lo tanto, u,¢ € C*. Con esto
se justifica el manejo de serics,

A(rg) = —2AV

Las expansiones en scrie para u y ¢,
oo )
w= Z un(r)cmaz’ b = Z¢'l(r)esrxaz’
“oo —oo
Con Uy = Uy, ¢_p = d’m un(rl) = U"(T‘g) =0, ¢n= d’ln = 0'en ry y r2, permiten

eseribir las ecuaciones (5.3) de la manera siguiente:

" 2 Uy U .
ul - (na)u, ~ - = 2aA(ina)d,
r r

"
( g 10

ar? ror

A partir de este momento las consideraciones se restringirdn al espacio

(v,9) | u{r,z) = u(r,~2), ¢(r,2)=—¢(r,—2), (5.4)

142 Vv
— 2 _ - = - Y
(na) r7> n = ~2) ; (ina)uy,.

en el cual las ecuaciones son cquivariantes bajo esta simetria {ver la dltima parte del

capitulo IV). Por lo tanto u,(r} = u—u(r) = s, lo cual quiere decir que un es real, y

¢n(r) = —4_n(r) = —4,, i. €., ¢n(r) cs imaginario y puede escribirse como i¥n(r).
Sumando la ecuacién para u, y u_, y dividiendo por 2 se obtiene:

/
u u,
_(UZ'*'_H -
r r

- (na)Qun) = —aMinada(r) ~ inag-_n(r)),
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por lo que
Qntty = —2ad(inadn(r)) = 2adnap,(r),

donde Y, estd definido por ¢l lado izquierdo (nétese el cambio de signo).
A partir de
g?;‘ﬁn - Q‘Z_H(ﬁ_" '

se concluye
’

v !
24, = ~—/\~r—(nau,,(r) + nau_p(r)) = -2A—nau,(r),
r
y por lo tanto el sistema {5.3), en este espacio, se reduce a:

Qnun = 2adnad,, (5.5a)

4
Sy, = —ZAE;naum ' (5.5b)

con n Z 03 Uy = d’n = '/J,I; =0en ryyra un€ H2[7'1,r2], 1/)" € H4[71,T2], o, de manera
equivalente:
Uy = 2m\na‘3‘;’d;,,,

Py = —2aAnaS;? (E:qL,,) .

Con ayuda del operador B, definido cn el espacio H?[ry,ra] x H*[ry,r5) que es com-
pacto el mismo (esto se deduce de las estimaciones y lemas previos), pueden escribirse

estas dltimas ccuaciones asi:
Uy Up
; = A, .
tf}" 1/""

(Nétese que si n = 0 entonces u, = ¢, = 0 ya que S, y § son invertibles).

Para estudiar este sisterna es conveniente definir las transformaciones v = ~u,r'/2,
¢ = Yar'/? y cl operador p:
&”n(rmu) = 12q . (5.60)

De la definicién de p y de la igualdad

1/2 1/2
va e _ 12, Ty T
) =t -
( ) r 4r?

se concluye que 7
3v
Ip = -—‘l}" + (na)zv + 4—r—2. (O.Gb)

Con ayuda de estas nuevas variables, al multiplicar las ecuaciones (5.5) por r'/?, se
encuentra que

r1/29§zt = rl/29,,(8‘nu) = pn(rl/QS‘nu) = pn(pn[rl”u]) = pf,(rlﬂu)
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-G S W Sen Wy Wy Wy

Vv Vv
== rl/zﬁ‘f,x,/ln = pf,d) = —2/\na—r~r‘/2u,. = 2/\na-;-v,

—rm%nu,, = pav = —2adnad.

Dado que el sistema original puede transformarse en el anterior, es suficiente estudiar

pnv = —2ainad, (5.7a)
plo= 2/\na—1;/-u, (5.75)

con
v‘:qﬁ‘z(ﬁ,.zo, (5.76)

yaqued' = (rU%) = it 4 ik vyl =¥| =o.

Es claro que el problema completo se reformula como

_ 36 1948r%  18rY% dv
ov =205 =5 Tt e ) (5.8a)
’ 1/2
Vv g 10‘,{’ orl/4
ol 27 _ 1/2 .
e ¢ A( r dz ar [r 89 d)] 3z az [ or Pé]) (5.8b)

Con esta formulacién del problema se probard un resultado importante.

THOREMA 5 SiQyf/( > ri/r%, no hay bifurcacién a partir del flujo de Couette
de -eluciones (v, @) al problema (5. 8) tal que v es funcién para y ¢ funcién impar; ambas
respecto a z.

DPRUEBA _Elprimer paso es encontrar algunas de las condiciones que deben cumplir
las soluciones al problema de Couette-Taylor a partir de la formulacién que se acaba de
proponer. Si {v, ¢) es solucién, aplicando p? a (5.7a) se obtiene

,
piv = ~2alnapié = —-4(na)2A"’a17v, (5.9)

con
=0

i

= (an)l

i

v = ppv

ri

{lo cual se concluye & partir de las condiciones para ¢ ). De paso, es conveniente darse

cuenta que v{ = puv
re re

propia de Jas ecuaciones linealizadas de Navier-Stokes (5.7) entonces v es una funcién
propia del problema (5.9) cuyo valor propio es ~4(na)?A%aV/r.

= 0 sl y solo si vl =v I =0, y que si (v,9) es una funcién
H re
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Al revés, si v es solucién de esta ecuacién del problemna {5.9), entonces, definiendo a ¢
mediante (5.7a), esta ¢ debe satisfacer la a (5.7b) y (5.7¢), para a) # 0 (i.e., para n > 1).
Enelcasoad =0, puv =0=>v=0==b p¢ =0 <=> ¢ = 0y sc verd més adelante
que p3v =0 == v =0 con esas condiciones de frontera.

Sea v solucién de (5.9). Al multiplicar esta férmula por g, v ¢ integrarla respecto a r
se obtiene lo siguiente: ‘

r r3 V
/ P opav dr = —4(na)2,\za/ —up,v dr
r
r: . i

fy .

=>/r: ~[p? v]> {{na}2+——3—]so,, )?’nv ,d’ ‘

V o) 2? ‘3
-r—v( v‘+[n.a] u+ rv) dr.

=>/ [(pnv)"'dr— p;v) p,,vl -Hn,, p,-.v [ ] dr
= ’—4(ri‘a)2>\’a/:2 [T([na}zv’ +-:£—2-v’) +(E:—v)'v')] dr

2
= / p2v)2dr = —4(na)?Aa / ( [{na}% + v +v ] §$—l:—) dr.
ry
Por lo visto en la seccion Flujo de Couette en el capitulo III se sabe que si w =
/0 > 1 entonces V es positiva y decreciente, mientras que a > 0y b < 0. Siendo asi
las cosas, a partir de la Gltima férmula se concluye necesariamente que » = 0 lo cual, a su
vez, implica que ¢ = 0.
Considérese ahora el caso en que g~ % <w < 1, i. e, ¢l caso donde e y b son positivos,
excepto para w = 1, donde b = 0. Para estudiarlo s conveniente introducir las variables &
y w de la signiente manera:

(5.10)




(esto se obtiene integrando por partes el término ww'k’/k y usando las condiciones de
frontera de w ( w(r;) = 0)).

El siguiente paso es hacer una estimacién de (5.10), lo cual puede lograrse mediante
ciertas consideraciones:

= (log k)’ = 5(log V — logr)’ =5(7 -

Nl.—

V_l(u—b/ﬁ_l)_w b
T 2\ar+bfr /T g2V

= (l—;—,) 31‘)/ (3 ar - é)

A partir de estos resultados se concluye que

R e )

I

4r?  rif? k k R A T B 174 )
3 b2 3 _af0 4 -2
=g =i ()
3 11
T4t 727 42

(la desigualdad se sigue del hecho que ar?/b+-1 es creciente en a y que tanto las cantidades
a como b son positivas. Recuérdese que el caso b < 0 ya fué considerado).

Volviendo a la ecuacién (5.10) y empleando las desigualdades que acaban de ser obteni-

das, es claro que
) Y 3 bv?
/ (r {(na) vl v ] 3 r“) dr

1

> /'2 ([(na)2 - 4—17]10 + w”) dr > /‘rn (w'2 - ;;—Ur—g) dr.

Esta dltima integral es la norma de encrgfa del problema

w
472’

r2 ra 2
B , W
/r, Sw w dr—f (w’ ——4r2) dr.

"

$=-v"- (5.11)

ya que

Sobre L*(ry,ry) el operador § es autoadjunto y tienc espectro discreto Ag < Ay <
Xy e+ — oo (cf. [5], p. 212). Ademds ); es algebraicamente simple y el vector propio
correspondiente tiene j ceros entre ry y rp.
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El problema (5.11) es un caso particular de uno més general que puede formularse de
la siguiente manera:

i‘nwz——w”—m =1,

con ¢ €[0,1] y w(r) = O (claramepte cuando ¢ = 1 se recupera el problema (5.11)). Si se
clige w=r¢, yw noes mis que * e ,

cuya solucidn es

)'porlotanto,parnt<1"_ 7 ' S
wy = 7'(”‘/1'?‘,)/,2, V‘sz 7__; r(l-\/l—-t)/2’
yparat=1 ‘
wy =% wy=rYogr

soluciones del problema homogéneo (ef. [5), p. 123). w se escribe entonces como w =
cwy +dws, con w(r;) = 0. Para el caso ¢ = 1, por las condiciones de frontera c+dlog r; = 0,
se concluye que ¢ = d = 0. Para ¢l caso t < 1 las condiciones de frontera implican que

VI=ifr - J/T=1)2
T r c -0
r\/l——"c/z r—ﬁ‘—‘?/z) (d) M

El determinante de esta matriz es

(rl ) VI=i)2 (r2

r2 r

lo cual implica que ¢ = d = 0y por lo tanto cl operador Q, es invertible para t € [0, 1].
Por otra parte, dado que

rz T2 ! 2
/ Sow w dr=/ (w”——w-{) dr
" r 4r

¢s una funcién continua de ¢ diferente de cero (debido a que S, es invertible), la integral
es de un solo signo, y como, para t = 0 se obtiene

ra
/ wdr >0,
ri

se concluye que es no negativa. Por lo tanto (5.10) también es no negativa, lo cual implica

que

)\/1‘—_:/2

13

/ (p2v)*dr <0,
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que solo tiene sentido cuando se cumple la igualdad, i. e., cuando v = 0 (lo cual a su vez
implica que ¢ = 0). Asf se completa la demostracién del teorema,

OBSERVACION AL TEQREMA 5 Esimportante tener presentes las hipéte-
sis del teorema ya que en ausencia de todas las simetrias que supone puede haber bifur-
cacién de soluciones, o bifurcacién de soluciones periddicas. Se verd mds adelante que si
no se pide la simetria en z para el caso w > r}/r tampoco hay bifurcacién de soluciones
independientes de 0.

ESTUDIO ESPECTRAL PARA EL CASO V >0, a<0

Nétese primero que V > 0, a < 0 <= 0 < 0/ < r}/r2, de acuerdo & lo
visto en el apartado Flujo de Couctte, en el Capitulo III. Este caso es mds dificil que
¢l considerado en cl Teorema 5; para estudiarlo se transformardn las ecuaciones (5.7) en
ccuaciones integrales mediante el Teorema 2. Aplicado a este caso particular, donde se
tienen los dos problemas autoadjuntos

pat=f, u

pio=0 ¢ =¢| =0

ri
Se hace observar quc ¢l problema autoadujunto para pS tiene las condiciones de

frontera
=0,

L

—_ 2
= ot
i

ul = ppu

i

por lo que el problema

= (g)"u)’ =0

r

= Pnl

gpf,u:h, u

re L

no es autoadjunto. Esto se traduce en el hecho que la convolucién no preserva la simetria.
Para el problema autoadjunto se tiene una funcién de Green G(r,p) = G(p,r) tal
que

=0,

ri

pau=f, u

o) = [ Gitra)rle) do
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y una funcién de Green Ga(r,p) = Ga{p,r) tal que

vré=g, ¢ =4| =0

ri

#(r) =/ " Galran)ols) dp.

Entonces el problema (5.7) se traduce en

v(r) = '—20./\710.'/” Gi(r.p)é(p) dp,

4r) = 2ana [ "l‘j’) Galryp)o(o) dp

= —4)‘2(7104)%1/”r %QGg(r,p) /': Gi(p,s)d(s) dsdp

oen
u(r) = —4/\2(na)2a/r G(r sju(s) ds,
¢(r) = —4A2(rla)2a/r= G(r‘s)g‘S(S) ds,
&)= 2 [ 6 matens) an
Y

G(r,s) = /'z V/()p) Ga(r,p)Gi(p,s) dp.

Regresando a las funciones de Green, para e! problema ‘(5.9) expresado como

=0

r

= (Sr"nw)’
v

3 v
W = Th’ w = pLw

ri

se tiene una funcién Gs(r, s) tal que

w= /r2 Gs(r,s) V(s)h(s) ds.

8

Es posible fijar f = p,w con wl = 0 (lo cual implica que p,w
ry e .
aqui se deduce que el problema para P2 se expresa como

= 7| =0,

L0

Vv
!"’yzxf = 7}11 f

ri
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con

Jir)= /rrz G:e(r,P)K;(;p—)h(ﬂ) dp,

yu(r)"v:;/r” Gi(r,p)f(p) dp, ’

de donde, claramente

S

w(’)'“-/rr: : Gl(r,P)Gz(/’,S)V(s)h(s) dpds

- / Clrs)h(s) ds Vi,

¥, por lo tanto
— v
G(r,s) = (s)

Ga{r,s).

S8

Del Teorema 2 se concluye que G(r,s) es C'en ([r1,r2} x [r1, 7)), C*parar<O0y
s <r,y C®parar#s. Ademés G(ry,s) = 0. Por otra parte

ors oré

3°G(s +0,5) °G(s—0,5) Vs
S

Las funciones de Green G, y G, tienen propiedades que serdn 1itiles. Estas se enuncian
y demuestran en seguida.

PROPOSICION
1) Gi(rip) =0, Gi(r,p) >0parar; <r<ry r <p<ry Ademds

aG, (727/’)
or

96 (r1)

5 <0

>0,

pararn < p<rj.
2)Siry <r<ryyr <p<r,cntonces

802(7'1',/’)

r

Ga(ri,p) = =0, Ga(r,p)>0.

Ademis 8°G(rirp)
TP,
o 70

para r; < p <rj.
PRUEBA {La demostracién estd basada en el principio del maximo).
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1) Por ¢l Teorema 2 s sabe que G es Gl parap#r,es Clparary < p<r<ryy
ry £ r < p <rp; también se sabe que
G (p+0,p) OGi(p—0,p)

or B or = -1

(Po = —‘l),
9*G,
ar?
(r #p), que G1(ri,p) =0y que Gi(r,p) = Gi{p,7), por lo que Gy{r, ;) = 0).
Sea p € [ry,r2) fijo. Si, en contraposicién con lo que se quiere probar, se supone
que Gy{r,p) < O cntonces, por la continuidad de G hay un minimo para G,(r,p) que se
designard mediante rg. Enrg, G; <0y

+ ((ne)? + g—g)c, -0

aGl(To—U,ro) <0 8G1(70+0,T0) >0
dr = or ="

Pero
0G(ro +0,10) 9G(ro - 0,rq)

gorlfo T Te) g ZEN0 TN Te)
Jr 1+ or s -1

lo cual es una contradiccion.
Por otra parte, si rg # p cntonces Gy es C? (como se acaba de ver) en una vecindad

de rg, con

aGl(To,l’)

or =0
por ser un punto critico, y
3G (ro,p) >0
ar? -
por ser minimo el punto critico. Pero
G, 2. 3
e ((na) + E—ﬁ)Gl <0,

lo cual también es una contradiccién. Por lo tanto Gy(r,p) 2> 0.
: - . aG
Ahora, si Gy (rg,p) = 0 para rq # 4, cntonces 1o ¢s un minimo, y si rp # p, —‘a({°—”3) =
0. De ser esto cierto, Gy es solucidn de

= ‘U.,

—u' 4 ((na)"’ + Zg;)u =0, u =0,

ro To

lo cual implica, por la unicidad de la solucién, que G| = 0 en el intervalo |p,r2) siro > p, 0
en el intervalo |ry, p] si 7o < p. En ambos casos, tomando f(r) con soporte en el intervalo
donde G; =0, la solucién a p,u = f(r) serfa

)= [ Glnrte) an= [ " 6o 1(6) do=0,
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lo cual no es posible.
Si rg = p, el mismo argumento de derivadas laterales funciona, con lo cue se concluye

G, (T,p) > 0.

Finalmente, dado que Gy(ry,p) = 0y que Gy(r,p) > 0 (csto dltimo parar; < r <
re, r1 <p<ra), las derivadas deben cumplir con
aGl(rhp)

0, ML)

aGl(rly/}) gin!
ar

dr

v

En caso de anularse las derivadas, por la unicidad al problema de valores iniciales (en r; o
en ry) se tendria Gy = 0 en {r1, p} 0 en [p, ra}, lo cual no es posible. Con esto se concluye
la prueba de 1).

2) Las propicdades conocidas hasta el momento de Gy son las siguientes: es C* para
p#r, C3parap<ryp>r;cumplecon

33Gap +0,p)  8°G2(p ~0,p)
ar3 ars

=1, es C*? Vp,r
9G4 (ri,
GQ(T,',/)) o -—-——2—8("————[)) =

Se define K(r,p) = wnGa(r,p). Entonces K es continuo Vr,p, es C! para ry < p <
r<rayrn<r<p<ry, es C? parap # r, cumple con p, K = 0 para p#r y con

) {;‘),2,62(7',{1):0, T#p.

0K(p+0,p) 3K(p-0,p) 8 (3302
ar ar ap

R 50 ) 4 = ~1
(va que Gy es C?).

Por la unicidad de la solucién al problema p,u = f, v/ =0 G cumple con

ri
rz

Gg(r,p)=/ K(s,p)G1(r,s) ds

r

Esto implica que
Gafr,p) :/ K(s,p)G1(r,9) ds+/ K(s,p)Gy(r,s) ds. (5.13)
T r - .

Al derivar a2 Gy se obtiene

268 08) — K10 (1) - K ()G

r P ra2 :
+/ ]f(r,p)——gia(;’ﬁ ds+/ K(s,p)a—G—;(Trs—) ds
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=/ K(s,p)égg(rz’i) ds,

t

donde Qa%x tiene una discontinuidad en r.
Evaluando en r = r; se encuentra que

ra aG 0 : '
/ K(s,p)——l(Lj—) ds=0. " (5.14)
" or ‘
Es decir que X es solucién del problema g, K = 0, r 3 p con las condiciones integrales
(5.14); ademds, como

3G, (r1,8) 3Gy (ra, )
3 >0, —-——57—‘—' <0,

de (5.14) se concluye que X debe cambiar de signo en el intervalo [ry,r;]. Supéngase que
K tiene dos ceros en ¥ y 77 (aunque se han supucsto dos ceros, el argumento funciona
igualmente bien para mds ceros). Con estas suposiciones, X es la funcién de Green para
pn en el intervalo (Fy,72), ya que las condiciones 1) a 3) del Teorema 2 garantizan la
unicidad, lo cual implica que: 1) X > 0 entre dos de sus ceros (si p estd entre ellos), o 2)
K (r,p) = 0 en [1,7,] si p no estd entre ¥; y 5. De hecho, por la unicidad del problema
de valores iniciales, K = 0 para r entre ry y p, o para r entre p y ry.
Pero el caso 2) es imposible. Si K = 0 en |y, p| entonces

dK(p +0,p)
ar
de donde K(r,p) < 0 para r > p, ya que lo es para r > p y vecino a p; ademds, si hay
otro nuevo cero en rp de K a la derecha de p, entonces X = 0 en |p,rq), lo cual es una
contradiccién ya que con K < 0 (5.14) no se cumple.
La otra posibilidad es que K =0 en [p,rq], ¥ a la izquicrda de p, K (r,p) > 0, ya que
si hubicra otro cero de A se tendrfa un maximo entre ese cero y p, con K" <0 (K es C?),
lo cual implicarfa que p, JC > 0, pero como p, K = 0 entonces K(r, p) > 0, lo cual estd en
contradiccién con (5.14).
Por otra parte, J{ no puede tener mas de dos ceros. Esto se sigue del hecho que si X
tuviera mds de dos ceros entonces habria por lo menos dos méximos positivos, y al mences
uno de ellos es diferente de p, contradiciendo la condicién p, K = 0.

= -1,

Con esto se ha probado que X tiene un cero (con Kl <0ocon K| >0)odos
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ceros y que si tiene dos debe ser positivo entre cllos (p debe estar entre ellos; de otra forma
K =0). Los tres casos se estudiardn con detalle.

Caso 1: K(ry,p) <0, K(ry,p) > 0, locual implica, por las condiciones sobre Gz,
que G§(ri,p) >0, GY(ra,p) <0.

Sea ¥ el tnico cero de K(r,p). De las condiciones particulares de este caso y dado que
Ga(r1,p) = Gho(r1,p) =0 (Gyes C?) (ver ecs. (5.13) y (5.14)) entonces G tiene un minimo
en ry, ¥ Ga(r,p}) > 0 para r > r; en una vecindad de r. Por otra parte, si G, tiene un
méximo positivo en ry entonces G4 (rg, p) < 0y esto implica que K(rq, p) = pnGafro, p) >0
{ec. (5.13)), es decir, ro > 7, lo que a su vez conduce a que G es creciente y positiva en

[r1,7).
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Si la funcién de Green G(r,p) ticne un minimo negativo en ro, entre 7 y rz, entonces
K(ro,p) = pnGa(ro,p) < 0, lo cual es imposible, por lo cual Gz(r,p) > 0 en [r1,72).
Ademis, por (5.13) y (5.14), en r2 0 en cualquier otro cero de Gy, se cummple con Gy(rg, p) =
G4{r2,p) =0,y se debe tener GY > 0 ya que se trata de un {o unos) minimo(s). Pero esto
es imposible debido a que en ese punto J{ > 0. Con esto se concluye que el caso 1 no es

posible.
- /—? ?’\ F ('2
1 = t
i v V2 gy 1
1 |

Caso 2 K(ri,p) >0, K(rz,p)<0.

Sea ¥ ¢l tincio cero de K(r,p). Utilizando el mismo argumento que en el caso 1 pero
ahora empezando con ry se concluye que Gy es positiva y decreciente en el intervalo [F,rq).
Después se encuentra que G es no negativa en [ry, 2], y en un cero G > 0, pero K > 0
en [ry,7}, y el caso 2 tampoco es posible.

/N

¢ ¢ G

J.

- - __n:\

Caso_§ K(rip) <0, K(7,p)=0.

Como antes, 77 < p < 75, Ga(r,p) > O en [r1,p] ¥ [pyra), con Gy(ri,p) > O.
Si Ga(rg,p) = O cntonces debe haber un minimo en r0 y necesariamente Gi(ro,p) =
0, GY(ro,p) >0, de donde K(ro,p) < 0. Por otra parte se sabe gue Gar, p) es creciente
en el intervalo |ry,77] donde no puede haber méximos relativos »+por lo tanto rp no es
71; ademds, entre 1 y 77, K es positivo y después de 7; G es decreciente, por lo que
G4(77,p) > 0. Asi se concluye la desigualdad G4(r,p) > 0.

Considérese la definicidn siguiente:
(K£0)(r) = / Clrs)v(s) ds, (5.15)
r

donde G(r,s) es la misma que en (5.12¢). A partir de las propicdades de G
3G(r,s) _V{(s) /" G (r,p) G

d
ar $ or (p19) dp,

1
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66‘ (7’], )
T or
excepto para p = r;, Gap,s) >0 parar; <s, p<ry, V(s)>0 (exceptosifl; =0y
s = r3)) se concluye que (Kv)/(ry) > 0, ¥ que (Kv)'(ra) < 0. (Kv)(r) ticne propicdades
importantes que sc demostrardn a continuacién

>0

LEMA 7 Sea
uo(r) = (K1)( / G r,

Existen constantes positivas o y ﬁ ta.les que C

‘ k'?':Vr E [riyra).

PRUEBA Del hecho que 0 < uy < M se sigue inmediatamente que

ra
Kup < J\I/ G(r,s) ds = Muy,
1

y una de las cotas (poniendo 8 = M) ya sc tiene.

Para obtener la otra cota se usard el hecho que ug(r) > 0sir € (r;,r2). Sea € un
nimero positivo y pequeiio de tal forma que ug(r) > o > 0 en {ry +¢,r3 — €]. Claramente

rg—¢

Kug =/ G(r,s)uo(s) ds 2/ G(r,s)uo(s) ds> a()/_ G(r,s) ds

1 e ryte

(va que Guo > 0). .

Considérese una funcién &(r) que va de 0 a 1, sea C* y tal que valga 1sir €
[r1 +2¢,r9—2¢,00sir; <r<ry+e r2—e<r <ry Porlaforma en que se definid «
se ve que Kk >0 Vr € |ry,rq], (K&)'(ry) >0, (Kk)'{r:) <0. También, a partir de la
definicién de & es ficil ver que

ra o
Kuy > QO/ G(r,s)e(s) ds = apK«k.

Sea 7 una constante positiva. Considérese a K« — nK (1) = K(x — ), anuldndose en
7y, naturalmente. Por las condiciones de frontera para (Xx)/(r;) se deduce que existe una
constante ng tal que para toda 0 < n < 5o, K(k—1)(r1) >0, K(k—-1n)(r2) < 0,7
también existe ) tal que K(k —n) 2 0siry <r <ri+e;, 19— <r <rp Ademis,
debido a que £ > 0y por lo tanto Kk > 0 en el intervalo (ry,7;), entonces Kx > f para
r€|r1+e,m3—¢),y paraalgin gy, K(x—7n) > 0enelintervalo [ry,ry] para 0 < 7 < ny.
De aqui que Kx > nK(1) = nug, y como Kug > aplx se tiene que Kug > apnug = aug.
Con esto se concluye la demostracidn.
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OBSERVACION AL LEMA 1 Dado que las derivadas de G(r,s) con respecto
a r son acotadas hasta orden 5, se tiene que K : C%ry,ry] — C®|ry, 73] es continuo, y por
el Teorema de Arzela-Ascoli K : Gry,rq] — C®ry, 3} es un operador compacto.

LEMA 8 Existen Ay >0y v(r) >0en (ry,r3), con v(r;) =0y tales que Kv = \yv.

PRUEBA Sea
K(u+ ug/n)
Ko (u) = —oe T Mo/
) = Rl T ao/mlen

definido sobre el conjunto T' de formas continuas tales que u(r) > 0y {jullco < 1.

K, estd bien definido ya que |[K(u + up/n)jlco > 0 para u > 0 (esto se sigue del
hecho que u + ug/n > ug/n, por lo que K(u + uo/n){r) > (1/n)}{X{uo))(r) > 0 debido
a que G > 0; de paso sc hace notar que K(u, 4 ug/n) > K(u,)). Ademds se puede
probar que ||/, (1) ~ Kp(v)]lce < c}ju - v}cs, de lo cual se concluye que K, es continuo,
También K, es compacto ya que si {u,,} es una sucesion tal que 0 € up, {r) < M entonces,
por la compacidad de J{, existe una subsucesion K(u,,l,. + up/n} que converge en C° a
E(r) > (1/n)(Kuo)(r) > 0,y Ky (um,) converge a E(r)/{|E(r)]|co.

Con estas propiedades de K, se puede usar el Teorema de Schauder (cf. [28], p. 203)
que dice lo siguiente: Si K, ¢s un mapeo compacto sobre un conjunto convexo y cerrado
T de un espacio de Banach tal que K,(T) € T, entonces K, ticne un punto fijo u,, tal
que K, (t,) = t,,. En este caso [[Kn(u)ljce = 1y Ku{u) 2 0 para v > 0y de aqui que
K. (T) c T. Entonces ||K,(un)lleo = |luallee = 1, v si se fija A, = || K (v, + uo/n}|co,
K{un +ug/n) = Anuy, donde A, es positivo lo cual se desprende de las desigualdades que
se obtuvieron arriba para K{u, + up/n). De esas mismas desigualdades se deduce que
t, 2 K(ug)/Ann y u,, > K(un)/M, y con ayuda del Lema 6 v, > aug/nl,.

Para continuar con la prueba se define 8, == max{u, > Aug(r)). Se hace notar que el
A

conjunto no es vacio ya que f, > «fnd, ¥ que f,, es un ntimero positivo. Con esta notacion
se tiene que u, > fuug, por una parte, ¥ por otra que u, = K(up +ug/n) /A > (B Kug+
Kuo/n)/An > a(Bn + n™ug/Mn (ya que G > 0). De estas dos dltimas estimaciones
para u, y de la definicidn de 8, se concluye que 8, > a(B, + n~!)/A, y por lo tanto
Az a(l+nba) )z a>0.

Por otra parte, como [Ju,fleo = 1, |u, + ug/nllge < 1+ |ugl, por la compacidad de
I, existe una subsucesién {un, } tal que K{un, +uo/ny) converge a v. Ademds, dado que
An; = [K(un; + wo/nj)|} £ [K(1) + K(uo)lfco < [luolico + K (wo)]lce, se puede suponer
que Xy, converge a Ay con a < Ay < fJupl|co + || {uo)||co, por supuesto.

Entonces u,, = K(upn; + ug/ny) converge a v/X,, pero como ug/n; converge a cero
y K es continuo, se concluye que v/3, = AT K (v/A1), y por lo tanto Kv = Ajv, lo cual
demuestra el lema.

LEMA 9 X, es un valor propio algebraicamente simple.
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PRUEBA Primero se demostrard —por contradiccién— que la multiplicidad geo-
métrica es 1.

Por el Lema 8 se sabe que Kv = Ajv. Supdngase que existe w tal que Kw = Ajw.
Supéngase ademds que en algin punto rg se cumple que w(ro) > 0; esta suposicidn es
vilide, ya que si w{rg) < 0 puede escogerse a w' = ~w. Se sabe también (ver Lema 8) que
v>0en (ry,rq) y que v'(ry) > 0, v'(ry) <0 (ya que esto sucede para G y v es positivo).
Por lo tanto, para { pequefia, como en el Lema 7, {v —tw)} =0, {v—tw)| #0. De

estas condiciones se sigue que v ~ tw > 0 en una vecindad de r;; fuera de csa vrécindad w
es acotado y 0 < o € v. Se cumple que v —tw > O en [ry, 73],

§i se define a ¢y como el max{¢ | v—tw >0en{ry,r2]}, es claro que ¢ es un ndmero
positivo y acotado ya que w(rg) > 0. De aquf se sigue que: 1) para fo existe un rg que
pertenece a (ry,ry) tal que v(rg) — tow{rg) = 0, 0 2) v'{r;) - tow'{r;}) = 0. El primer caso
no se puede dar ya que K (v — tow) = M{v —tow) > 0y K(v—tow) > 0 entre ry y rg,
por lo cual no cs posible v(rp) - tow(rp) = 0. En cuanto al segundo caso, debido a que
v(r) = tow(r) >0, E,(r,,s) > 0, al(rg,s) < 0, la nica forma como se cumple es con
v(r) = tow(r), lo cual quicre decir que los vectores v y w son linealmente dependientes.
Con esto se ha demostrado que la multiplicidad geométrica es 1.

Por otra parte, si w # av, donde a es una constante, y (K — A;)2w = 0 entonces
(K ~ Ay)w csta en el nicleo de K — Ay ¥ por lo tanto (K — \)w = kv, donde k es
una constante diferente de cero. Il problena Kw = M\w — v sc obtiene de! anterior al
reemplazar a w por —w/k. En la ecuacién particular existe algin punto rg donde w(rg) sea
negativa, ya que si se supone w(r) > 0 Vrse tendrd que 0 < K"w = M K" lw - K1y =
MK — M E 2 - Ay = ALR 2 - 207ty = APw — AP~ 'y, y por lo tanto
Mw/n —v >0 ¥n,lo cual implica que —v > 0, que es una contradiccién.

De las consideraciones anteriores se desprende que existe un nimero positivo tal que
v+tow > 0en [ry,ra), v v+ tw < 0 en algin punto ¥ € [ry,ry}, para t > to. El mismo
argumento usado en la primera parte de esta demostracién funciona ya que v +tw >0 -
para ¢ pequeito, mientras que para ¢ grande v(rg) + tw(ro) < 0; de lo anterior se deduce
que 0 < K(v+ tow) = Mv+ tollw = Mv+ tohyw — Lov = (A — Lg)v + todw, ¥ dado
que v(rg) > 0, w{ro) < 0(=> [A, ~ tolu(rg) > 0), Ay > to. Con esto se demuestra que
v+toAw/(A) —to) > 0. Como tgh;/(A) —to) > o (debido a que tg > 0), esto contradice
el hecho que tg es miximo. Esto prucba que ker(K — A1) = ker(J( = Ay).

Ademds, si (K — \)"w = 0, (K — )" 2w = u, cntonces (X ~ X)%u = 0. ves
miltiplo de v con (K — X\ )u = 0, y asf se concluye que (K — A;)""'w = 0. Si se repite
este argumento n veces se llega finalmente a que (X — A;)w = 0. Con esto se termina la
demostracién del Lema.

LEMA 10 Si X es un valor propio de X con vector propio w (A # Ay, por el Lema
9), entonces w cambia de signo entre ry y ra.

PRUEBA Se procederd por contradiccién. Supéngase que w > 0 Vr € [ry,ra), ¥
Al < A Seatg tal que v —tgw > 0y v~ tw < 0 en algin punto, para t > to. De aquf
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se concluye que 0 < K (v~ fow) = Ajv — todw, y por lo tanto v — topdw/A; > 0; como
toA/ )y > to, esto contradice el hecho que ty es méximo.

En el caso A < Ay se sigue la misma linea de razonamiento cambiano o v porw y a A
por Ay. Asise concluye la prueba.

Los Lemas 7-10 (cuyas demostraciones, para este caso particular, estin basadas en
[22], caps. 2y 7) son importantes porque permiten demostrar el siguiente resultado que es
un caso particular del Teorema de Krein-Rutman, el cual es bien conocido para matrices
con elementos positivos.

TEOREMA G Existen u(r) positiva en el intervalo (ry,r2) y ceroen r; y A; también
positiva tales que Kv = Ajv. Ay ¢s un valor propio algebraicamente simple de K, y para
cualquier otro valor propio, A, |A] < ;. Ademis, si w es tal que Kw = Mw, w cambia de
signo entre r; y ra.

PRUEBA . Con ayuda de los Lemas 7--10 lo 1inico que queda por demostrar es que,
para cualquier valor propio A se cumple |A] < A;. Para hacerlo supéngase que K'w = Aw,
con X > 0. Por el Lema 10, J{ cambia de signo entre ry y ry. De manera andloga a como
se procedid en los Lemas, se define a g tal que v+tow > 0y v+ tw <0 para t > tg. Lsto
implica que 0 < K(v + tow) = Ajv + loAw, siguiéndose que v + {gAw/\; > 0, y por ser g
maximo, A/A; < 1, de donde A < Ay,

Antes de continuar con la prucba es conveniente hacer notar que los Lemas 7-10
también son vilidos para K?. El Lema 7 se sigue del hecho quesi f > g entonces Kf > Kg
y por lo tanto a?up < eKup < IK?ug € Sl up € f*up. El Lema 8 depende del Lema 7 —
que ya se vié funciona para J{?— y de la comnpacidad de K, por lo tanto no hay problema.
Para el Lema 9 considérese o siguiente: el niclco de K2 es la convolucién de G con él
mismo, el nicleo es positivo, y

ra2
r

7] = .
(')_r/ G(r,s)G(s,p) dp

es positivo en ry, negativo en ry, y la funcién propia v es no negativa, evidentemente
cumple con K?v = Alv, v'(r;) > 0, v'(r2) < 0; asi se ve que los argumentos del Lema 9
también son validos para K2. Finalmente, es claro que si Kw = Aw entonces K2w = A?w
y por lo tanto el Lema 10 es cierto para (2,

Sabiendo que los Lemas 7-10 también se cumplen para K? es directa la demostracién
del caso A < 0; se procede de la siguiente manera: a partir de fw = Aw es clara la relacién
K% = M{w = A\w. Para ¢l valor propio A; se tiene una férmula similar: K%y = v, A
partir del Lema 10 se concluye que A< A? y la demostracién del Teorema esté completa.
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Como se vid, cl sistema (5.7) se traduce en In ccuacidn pdv = —4(na)?X%aVu/r, y
esta es equivalente a v = —4(ne)?A2aKv, [4(na)?A?al]~! es valor propio de K.

TEOREMA 1 El sistema (5.7) tiene un par de funciones propias (v, ¢) que son
positivas en el intervalo (ry,r) ¥ el valor propio Xy, = [2na+/la]M;]™! que es mayor o
igual a rf(na)?/b y algebraicamente simple. Cualquier otro valor propio A cumple con
Xl,n < |A| y las funciones propias correspondientes cambian de signo entre ry y ry.

PRUEBA Del Teorema 6 se sabe que Ay > [4(na)?A?|a]]™! y por lo tanto [A] > Ap .

Para el valor propio Aj ., su vector propio v es positivo en el intervalo (ry,r2), al
igual que la funcién de Green G; por lo tanto ¢, dada por la ecuacién (5.12b) es positiva.
Ademis, para cualquier otro valor propio v la funcién propia correspondiente cambia de
signo en (ry,72). Si ¢’ es de un solo signo entonces, por la relacidn (5.7a) y la positividad de
G1, se tendria que v’ es diferente de cero en todo el intervalo, lo cual estd en contradiccién
con el teorema 0.

Si hay dos pares de vectores propios (vy,¢1), (va,¢2) correspondientes al mismo valor
propio entonces, por la simplicidad algebraica de A; respecto al operador K, vy debe ser
miltiplo de v, {i. e., son lincalmente dependientes). La ccuacién (5.7a) implica que ¢;
y ¢3 también =on lincalmente dependicntes con la misma constante de proporcionalidad.
Esto quicre decir que Ay, es algebraicamente simple.

Por otra parte, si (v1,¢:) es tal que

#n 2adna\’ vw_(0
»—2/\11011:- P2 ¢/ \0

también debe cumplir con.

©n 2aina nwl_g(?
—2/\na¥ @3 ) ¢

donde H es un nimero que en este contexto puede tomarse como la unidad, a menos que
(vi,¢1) = (v, ¢} ¥y que la multiplicidad algebraica sea uno.
De la dltima relacién entre matrices se sigue que
Pnv; = —2¢Anad; +v
Vv
prdy = 2Ana—vy + ¢,
y mediante funciones de Green

vy (r) = /r: Gi(r,s){-2arnagy(s) + v(s)] ds
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r) = /;r: Ga(r, s) [ZAnaK\g—s-)-vl (s) + qS(s)] ds

Combinando las expresiones para vy y ¢;:

vy (r) = —43}(na)? / / Gi(r s)Gg( ,p)Y—I()L)vl( ) dpds

+/n Gi(r, s)u(s) ds+/nrz Ga(r,s)d(s) ds

= —4/\7(na)2a/h G(r,p)vi(p) dp+/;rz [G’l(r,s) (s) + G2(r,s) s)] ds

_ Xl_ Kvi + / [61(581006) + Gl (0] s

y por lo tanto

(K~ \) =—A/ Gl )u(s) + Calr, 9)9(s)] s

Pero ¢l operador J{ es compacto y entonces, por la alternativa de Fredholm (cf. [29],
pps. 450 y 469) es necesario que el lado derecho sea ortogonal en L? a w, vector propio

del operador adjunto, i. e.,

/" w(r)/r’(c,(r,s)u(s) T Galrys)p(s)] dsds =0,
con K'w=Mwy

(K*v)(r) = /rz G(s,r)u(s) ds.

n

Si se considera que

Slar) = [ Gl n)Galr o L = K)ol

con Go(r,p) = Galp,r) y g(r) = a+b/r?, ¢'(r) = —2b/r* < 0, ¢"(r) =6b/r",

aI( / G ’p)aG’A’a(:np) d __0

2K T
8 / Gi (s, p 8 — p) dp >0,
— G a'G
220, 22 so
G(s,r) >0, ar . 0, —3 , >0
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K(ri,p) =0,




8%G(s,r)} _ 9*K(s,r;)
orz = or?

¥ se usa, en lugar de primeras, segundas derivadas en r; para los Lemas 7-10, se puede
comprobar que siguen siendo vilidos; de aquf que los argumentos del Teorema 6 funcionen
en cste caso (para el operador adjunto) y w > O en el intervalor (ry,rs). Ademds se sabe
que ¢l mismo andlisis espectral es vélido para K{* y se sabe que los valores propios reales
de K y K" coinciden (cf. [28], p. 203). Una vez demostrada la positividad de w es claro
que la ecuacién (5.16) no se puede cumplir debido a que todos sus términos son positivo-.s
en (ry,rz). Con esto se establece la simplicidad algebraica.

g(r,') > 0,

La demostracién de que Ay > r}(na)?/b es como sigue:

/,rz (lpnvlo + [phele) dr

= /r: (v'2 + [(na)2 + ‘—1—3;5}1)2 + [—-::S" + (na)éd) + Zg_f Jz) dr

La}

= [ 22,3 2 3 1 44 202, 3 2,42
_./;, (v + (na)’v +ov [—¢"+ mqﬁ] + (na)*¢’ 4+ 2(na)’d +E,‘;(ncx) qS) dr

= I{v, ¢).

Ademds
rs

J(rA) = 2Ana/ ;b;v(r)é(r) dr

1

rs
= 2Anab/ Ekr%(ﬂ dr

= 2/\71(11)/;"2 v_(rrlq_ﬁ_(ri)_ dr

2/\:{111 (/" v2dr) 1/2 (/r’ ¢2dr) 1/2

IA

T

ra r:
/\n:zb (—1 / vidr + na'/ ¢2dr)
rf \na .

ry 1

ra
= '\_3/ [v? + (na)?¢?] dr
Ty ri s

IN

S r;(?f;)z / :’{(na)zv’ + (ne)'¢?) dr
Ab ‘
s WI(T’ 45)'

Pero I(r,é) = J(r;}), lo cual implica que 1 < Ab(rina)~%. Con esto se termina la

prueba.

104



TEQOREMA 8 Se puede escoger a de tal manera que el primer valor propio real
positivo Ay de B sca algebraicamente simple y que, para cualquier otro valor propio A, se
cumpla la desigualdad |A| > X;. El vector propio correspondiente a X; es (U7, d)(r,2) =
(u1(r) cos(az), ¢, (r) sin(az)), con uy(r), ¥;(r) > 0.

PRUEBA Elespectro de B viene dado por las ecuaciones (5.3) donde las funciones
% y ¢ son par e impar respecto a z respectivamente. Si se multiplican por /r y se definen
las funciones v = —/rv y ¥ = 1/ré, introduciendo el operador p (ver (5.6)), el sistema
(5.3) se transforma en
T a
P = fr) :

v
pv=201\5§, 3

Por la periodicidad de u y ¢ se pueden hacer los siguientes desarrollos en serie:

o oo
v = Zvn(r)c{nuz’ B = Z wn(r)eina:’
—oa -0
con v (r) = v_u(r) = Ta(r), ¥nlr) = —~va(r) = idp(r) (¢ cs real) debido a las simetrias,
Y Pntn = =22y, ©3¢n =22V, /r (lo cual se obtiene sumando las ecuaciones para v,
y v_, por una parte, y restando las de v, divididas por 21).
Por otra parte, |A| > Xj,n > ri(na)?/b — co si n — oo (ver cl Teorema 7). Si
se introduce al valor propio A; como A; = i lmf [A] = u;f1 X > ria?/b > 0, donde

A le o(B) significa que A es un valor propio dc B —condicién necesaria para tener
bifurcacién segiin sc ha visto--, entonces cs claro que Ap > rla?/b y que solo puede haber
un nimero finito de n's tales que X; = Xl,n- Si ng denota la mas grande de estas n's y
se cambia « por apy = nge solo habrd n’s muiltiplos de ng y los desarrollios en serie para v
y ¢ tendrin exponenciales de inagz. Ademds, por la definicién de ng y sustituyendo a «
por ap, se tiene que /\1 n > A= ,\1 1. Finalmente, ,\1 1 es algebraicamente simple por su
simplicidad geométrica y por no haber interaccién con modos mis altos.

Para terminar, el vector propio correspondiente a M= Xl,,, se obtiene a partir de las
serics de Fourier de v y ¢ {en este caso con n = 1), tomando la parte real para v ( v;) ¥
la imaginaria para ¢ ( é).

OBSERVACIONES AL TEQREMA 8
1) Recordando que v1(r) y ¢1(r) son de un signo e introduciendo las funciones v; (r)-
cos(az) y ¢i{r)sin(az) en (5.1) se obticne

3‘1!)1 = 2(1/\(1451, 8‘?¢2 = 2/\VC!‘U1.

Cambiando a (v, ¢) por ~(v, ¢) puede tomarse a vy > 0, con lo cual ¢,> 0 (el nicleo
de 97 es positivo); por lo tanto agy <0y v, > 0 (el ndcleo de § es negativo). Esto es
consistente y no hay problemas con los signos.
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2) Considérese el problema (5.3) pero ahora sin las simetrias respecto a z que se han
utilizado. Del desarrollo en serics para u y ¢,

) 0o
_ § : inaz — § : inaz
u= une ] ¢ - ¢ﬂe )
- 00 —oo

se tiene que
P \
Pnttny = 20dinad,, p?, n= 2A—tnauy,,

CON Uy = Vn + iWp, $n=Xn+inyporlotanta

2adnay w
o
y si se toma £, = ~xn,
2 |4
PaWn = =2adnal,, Ll = ZATnaw,..

Se ve que los valores propios del problema sin simetrias son de multiplicidad par y
que para a > 0, V > 0 no hay bifurcacidon a partir del flujo de Couctte de soluciones
independientes de ¢ y 0. Esta consideracién no la tuvieron en cuenta los autores de [20]
quienes suponen la existencia de un valor propio simple sin restringir las soluciones con las
simetrias que se han mencionado ( v par y ¢ impar, ambos respecto a z).

3) Al escoger ap = npa se reduce la altura de los cilindros a 27/ag o se considera
solamente un vértice de Taylor (un vortice de Taylor consiste en dos vértices que giran en
sentido contrario).

Entre dos vortices existe una linca donde la velocidad vertical es cero, i. e., para
alguna z se cumple que uz = 0 Vr. Si A ~ X, se puede hacer la siguiente aproximacién:
Uz = -g;[rcﬁl(r) sin{agz)] = sin(aoz)‘%[rél(r)] = 0, de donde z = kn/ap. El ancho
aproximado de un vértice es entonces 7/ag, y el de un vértice de Taylor 27/a.

SOLUCION AL PROBLEMA DE DBIFURCACION

Esta parte de la tesis estd basada en [16].

Conviene recordar que el objetivo del presente trabajo es probar la existencia de
soluciones no triviales al sistema (4.2) o del sistema equivalente (5.8) en el espacio de
funciones (4.18), con las restricciones (5.4). Invirtiendo los operadores S y §2, el problema
también puede ser expresado por la ec. (4.19) en el mismo espacio y con las mismas
restricciones.
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Se trabajard cerca de Ay, el valor propio algebraicamente simple (Teorema 8); para
hacerlo asi sean A = Ay +p, W = (uv,9), G(W) = T(u,9) — B(u,%). Con esta notacién,
el problema (4.19) queda expresado de la manera siguiente:

W= ABW + AG(1V),

definido sobre E (ver ec.(4.18)) con B compacto y G bilincal. Por el hecho de que Xy es
algebraicamente simple, E = ker(I — X, B) ® Rango(I — X, B) (cf. |16], p. 36), donde la
descomposicién directa puede verse si se usa el hecho que Rango(I~X,) = ker(I-X,B*)*,
donde B* ¢s el adjunto de B y el producto escalar viene dado por (5.2).

Si W = nW + Wy, con Wy = (uyr )cos(ab) ¢1(r)sinfaz)), Q cs la proycccxon
sobre Rango(I — X\ B) y I - @Q la proyeccién sobre ker(I — Xy B), entonces iV + IV, =
AB(nWy+Wa) + MG (nW+W2) = MWWy /A -+ ABIV, +AG(yWy +Ws), ya que X, BW, =1V,

BW, ¢ Rango(I~X{B) ya que Wy = (I-XB)IV y por lo tanto BV, = (I - X, B)DW,

Por otro lado, proyectando sobre ker(f — A, B},

n = M+ AGHW) + W),

y entonces

T+ (A + 1) - Q)G(nW1 + W2) =
Ademds, proyectando sobre Rango(l — A;B) '

Wa = AW, + AQG(nw1 + W)

= X BW, + TBIW, + AQG(nV; + 1),

Ahora, (I-X,B -

hora, ( )|Rango(I X, B)
{0}. También es sobreyectiva ya que X' € Rango(I ~ X, B) siy solosi X = (I = X, B)IV =
(I-X B)W Entonces ¢l operador I — A B que va de Rango(I — X, B) a Rango(I — X, B)

tiene un inverso I y por lo tanto la segunda ecuacién se escribe

es inyectiva ya que ker(I X1B)NRango(I-X,B) =

Wa — TKBW, — AKQG()W, + W,) = F(Wa, T, 7).

F(W4,T,n) es una funcién analitica ya que G es cuadrdtico en sus argumentos, va de
Rango(I - X} B) x R x R a Rango(I ~ X\, B), con F(0,0,0) = 0, —Fa%f—g = I, ya que
ag(o) 0. Entonces, por el Tcorema de la Funcién Implicita (cf. [1]) existe una nica
funcién Wo(T,n) tal que F(Wa(Y,),T,n) = 0y W(0,0) = 0, definida en una vecindad
del punto (0,0) y W,(T,7) es analitica en T y 1.

Ademés para T < ||I{H—l) I - TI\’ es iﬂ\'CI‘tible y entonces
Wo = (I - TK)—]I{QG(U"VI + ‘.;/2).

Si n =0, debido a que G es cuadritico y por las desigualdas para T (Lema 4), el
lado derecho es acotado por C(T)||W,||*. Entonces, para T pequefia la dnica solucién es
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W2 = 0 en una vecindad de W3 = 0. El desarrollo ¢n series de Tayldr de Wy alrededor de
cero, ' : :

"VQ(T)") =”(Z an’)"-{-TEb"k,mTr)k"Tm))V
n=0 n=0 . .

y por lo tanto

Wa(0,n) = r)z:a,,n" = XfKQ,G(qW; + r] Za,;n") :
: it 0 B S 0"

:i}(QG(W;),' etc., y por lo tanto
+TB(n,T)).

Identificando ﬁotehciés se tiéﬂe':~_ilu:
(%) = n(nAln)
En la ecuacién de bifurcacién =

T+ (A + T)(I - Q)G(nW, + Wy(T, 7)) =0

se tiene, debido a que G es cuadrdtica,
2T +n(h + 1) — Q)G(W, +n4(n) + TB(n,T))] = 0.
La soluc{én 17 =0 es la trivial ya que W3(T,0) = 0, y queda
T 40X + ) - Q)G(Vy +nA(n) + TB(1, 1)) = h(T,n) =0

con 2(0,0) = 0, hy(0,0) = 1,y por ¢l Teorema de la Funcién Implicita hay una dnica
solucion T = T(y), analitica en  para 5 pequefia, con T(0) = Q.

Considérese a 1V (r, 2) = (u1(r) cos(az), ¥ {r) sin(ez)); Wi(r2) = Wy(r,z+7/a) =
~Wi{r,z). Se ha probado que la dnica solucién no trivial para n cercano a cero es
(W1 (r, 2)+Wq(r, 2, T(n),n), T(n)). Pero de acuerdo a lo que dice el Lema 6, (nW, (r, z) +
War,z, T(n),n), T(n)) = (=yW,(r, 2) + Wa(r,z, T(5),7), T(n)) también es solucién. Por
la unicidad debe cumpirse con IVa(r, 2, Y(n),n) = Wa(r,2, T(=1),—n) y T(~n) = T(n).
Por lo tanto T es funcién par de 7 y la bifurcacién cs de un solo lado de Xy, seca T >0 0
T < 0. Con esto se ha probado un resultado importante:

TEOREMA 9 A partir de A, hay una tnica rama de soluciones no triviales que
bifurca del flujo de Couette con las propiedades siguientes:

1) La rama tiene la forma (33, (r, z) 4+ Wa(r,z,T(n),1), X1 + T(n)) con W = (u
u par en z, ¥ impar en z, T(n) = T(-n), Wa(r,z,Y(-n),-n) = Wa(r,z + 7/, T(n),
donde todas las funciones son analiticas en 7.

2) La bifurcacién es unilateral (i. e, T 200 T <0).

),
1

):
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COMENTARIOS FINALES

1) Sea Al,n primer valor caracteristico de By para algin n y para un o dados. Se

sabe que
2

A > %(na)z — 0.

Tomando ¢l mis grande np de los n's tales que Ay m = Ay n, y cambiando « por nga,
el teorema 9 demuestra que se tiene bifurcacién de una curva analitica de soluciones a
partir de Ay n,. Se obtiene entonces un mimero infinito de ramas bifurcadas del flujo de
Couette que corresponden a nimeros de onda nga cada vez mas grande y periédicas de
perfodo 27 /a en z, también cada vez mds grande, y con u y ¢ funciones par ¢ impar en z
respectivamente.

2) Nétese que B, puede tener otros valores caracteristicos, generando valores propios
A para ¢l problema W = ABIW + AGW, que no son simples necesariamente. Para este tipo
de valores propios se puede usar el siguiente teorema de bifurcacién global de Rabinowitz
{cf. [16], p. 77) donde sc usa la compacidad de B y G. (Se prucba usando teoria de
grado).

TEQREMA 10 Sea Ay un valor caracteristico de B con muitiplicidad algebraica
impar; entonces, a partir de (0, Ag) hay una rama de soluciones no triviales en el espacio
Ex R, lacual o es 1) no acotada, 0 2) regresa a otro punto {0, Ay) con A, valor caracteristico

de B.

A

En este caso se sabe que no hay soluciones no triviales para 0 < A < A, y que
[IWlle < ¢(A) (ver teorema 4), por lo tanto si la rama no es acotada se tendrén soluciones

no triviales para A > A;.

3) Debe hacerse notar que en este trabajo no se ha tocado el problema de estabilidad
de las soluciones encontradas. El motivo de no hacerlo es que la estabilidad lineal depende
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del espectro de B. Si bien ¢l teorema de Krein-Rutman puede extenderse al caso complejo,
dando como resultado que todos los valores propios de /{ tienen la propiedad de ser menores
que Ay n, dando resultados de estabilidad en el flujo de Couette para A < A, los resultados
de estabilidad para los vortices de Taylor no son establecidos firmemente desde el punto
de vista matemdtico y en todo caso son resultados vélidos solo para perturbaciones cn el
espacio E, es decir, con todas las simetrias que se han usado, y no para perturbaciones
arbitrarias en el espacio de campos de velocidades: en ese espacio el problema es altamente
degenerado con niicleos de alta dimensién (por lo menos 2, como ya se ha visto).

4) A partir de 1980 cierto niimero de investigadores han estudiado ¢l problema de
Couctte-Taylor usando téenicas de teorfa de singularidades con simetrfas (cf. [8], [12]). La
idea es usar las simetrias del problemaen @, zy ¢, y proponer un modelo de dimensién finita
{6 en estos articulos) con ecuaciones algebraicas “genéricas” para este tipo de simetrias.
Al estudiar este modelo se puede discutir las distintas formas de las soluciones obtenidas
(ver las fotografias de la introduccidn), sus posibles estabilidades y las transiciones de
una a otra scgin los valores de los pardimetros. El defecto de este modelo s que no estd
basado en leyes fisicas, sino en consideraciones matemdticas; por lo tanto su relacién con las
ccuaciones de Navier-Stokes o con la mecdnica de fluidos —-para hablar con gencralidad—
no estd cstablecida.

Desde el punto de vista cldsico (apoydndose en las ecuaciones de Navier-Stokes) no
hay mucho més que lo presentado en esta tesis (aparte, claro estd, de resultados numéricos
y experimentales}. Los casos donde V cambia de signo o @ 2 0, o ¢l problema que busca
soluciones dependientes de # y ¢ no han sido pricticamente estudiados, sin mencionar el
caso fisico de condiciones de frontera reales en = (no las periodicas).

5) En {20} sc hace un estudio tedrico y numérico sobre el problema con las simetrias
y demds condiciones que se han mancjado en este trabajo. Los resultados predichos con-
cuerdan con los experimeniales razonablemente bien, sobre tode si ~—como se mencioné
en el primer capitulo— la diferencia entre los radios es muy pequena comparada con su

altura,
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