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’ _Introduccién.

~ Introduccién.

Uno de los problemas de mayor interés cuando se modela un proceso (Sfisico, biolégico,
econémico, etc.) mediante un sistema de ecvaciones diferenciales, es la determinacién de
soluciones periédicas de dicho sistema. Esta cuestién fue estudiada por mateméticos como
Poincaré, Pontriagyn y Andronov entre otros, quienes obtuvieron resultados fundamentales
en ¢l plano mediante el uso de métodos geométricos.

El problema de determinar soluciones periddicas es de particular importancia en los
sistemas hamiltonianos, pues en ellos los puntos de equilibrio y las trayectorias periédicas
representan los casos fisicos notables. Recuérdese que para los sistemas hamiltonianos no
existen ciclos limite ni puntos asintéticamente estables, como consecuencia del teorema de
Liouville (ver [Ar] pp.68).

En los dltimos afios, el problema ha sido estudizado combinando el uso de métodos
topolégicos con métodos de carfcter analitico. El resultado que se expone en este trabajo
pertencce a esta clase y se debe & Gabriella Tarantello {Ta), quien emple téenicas similares
a les ya utilizadas por Ekeland, Hofer, Clarke, Giradi y Matzeu [Ta},(EH],[GM].

‘Hablando en términos vagos, el resultado establece que para cierto tipo de sistemas
hamiltonianos con N grados de libertad, es posible encontrar al menos N soluciones que
tengan perfodo minimal 7 > 0 fijado de antemano.

Es decir, dado cualquier T >0, se puede mostrar que existen al menos N soluciones cuyo
perfodo es T y que éste es el menor posible.

Para ejemplificar y totivar lo anterior con un caso sencillo, considérese la ecuacion que

describe el movimiento de un péndulo simple:

Z4aenz =0.

Recuérdese que en términos de las variables

g=z
y .
p=z,
el sistema tiene el hamiltoniano
1
Hig,p) = §P= —coe g, (1.1)

1
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y la ecuacién en términos de Ias nuevas variables es

j=p
p= —aeng.

El plano fase del péndulo se muestra en la fig.L.1.

3

N
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Figura 1.1 Plano fase del péndulo.
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El punto O es un punto de equilibrio y puede considerarse como una solucion de perfodo 0.
Por otra parte, se sabe que como consecuencia de que el flujo de una ecuacién diferencial
sea abierto, el tiempo empleado en recorrer la separatriz § es infinito; i.e. dicha separatriz
es una solucién de periodo infinito.

Puesto que el resto de las soluciones son periddicas, es razonable suponer que el perfodo
es una funcién creciente con la energfa. En este caso, para cualquier 7> 0'fija, existe una
solucién con perfodo T. De hecho, integrando la ecuacién (1.1), se tiene la siguiente expresién

para el perfodo:

reef 2
2o VE +cosz’

con F =coszg. .
Utilizando lo anterior, es posible demostrar las afirmaciones hechas con respecto al

perfodo de las soluciones.
Este ejemplo sugiere que para ciertos hamiltonianos es posible encontrar una solucién

periédica con perfodo arbitrario.* Planteando el problema en forma més concreta, en este
trabajo se consideran sistemas hamiltonianos auténomos con N grados de libertad, es decir:
Ji=H'(z),

en donde z € 0'(R,R*), H e ¢'(R™,R) y J es la matriz simpléctica

(0 Iy
J_(—IN 0)'

con Iy la matriz identidad ¥ x N.

* Sin embargo, existen comportamientos totalmente distintos pars otro tipo de hamiltonianos que podrfan
parecer semejantes al del péndulo. Por ejemplo, si H = 1p? + F(q),en donde F(z} es cierto polinomio de
cuarto orden, se encuentra que las soluciones periddicas tienen perfodos acotados inferiormente; i.e. existe un

perfodo mfnimo.



Se buscan entonces soluciones periddicas al problema anterior, es decir

: t
Jz = H'(z) (12)
z(0) = z(T).

La idea central para atacar el problema consiste en reformularlo en términos varia-
cionales; i.e. se encuentra un funcional adecuado, cuyos puntos crfticos sean soluciones del
sisterna de ecuaciones estudiado. Es un hecho conocido que el principio de mfnima accién
proporciona la forma mds directa de llevar a cabo la reformulacién anterior en el caso de
sistemas hamiltonianos. Sin embargo, en este trabajo no se considera este enfoque, sino
que se asocia un problema dual al problema original, tal como se explica més adelante.
Posteriormente, se usa el hecho de que el funcional asociado es invariante bajo la accién de
cierto grupo, lo cual permite establecer si las soluciones halladas tienen periodo minimal.

El enfoque variacional ha sido ampliamente aplicado, y en la literatura pueden encon-
trarse dos variantes:

a) El enfoque directo gRab'mowitz et al. [Ral}):
se buscan puntos criticos del funcional

T 7:61). z
1= [ - et
T
- [ Fnbaia

en donde en la Gltima integral se ha introducido la notacién convencionalmente usada en

Mecénica,
‘Las ccuaciones de Euler de este iltimo funcional son

dF;
- F, =0
dF
o -F =0,

(ver [Ar] pp.5355.).
Si se escribe ahora explicitamente a las ecuaciones de Euler en términos de py ¢ se tiene

i=0(5)=(4):

Ji-z=p4 - qp,

de donde

Flp,b,0,4) = B2 — H(p,q)

Con base en la igualdad anterior, las ecuaciones de Euler pueden escribirse como

o volviendo a la variable original s,
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por lo que se ve que efectivamente las soluciones a la ecuacién (1.2) son puntos criticos del

funcional de accién.
Este enfoque surge de manera inmediata en muchos problemas fisicos como consecuen-

cia de la aplicacién de principios variacionales: e] d¢ minima accién en Mecdnica, arriba
mencionado, el de Fermat en Optica, etc.

b) El enfoque dual (Clarke-Ekeland et al. [Clf):
se hace la suposicién adicional de que el hamiltoniano H es convexo y se buscan puntos

criticos del funcional

T u-u
rw= [ - e

en donde H* es la transformada de Legendre de # y K es el operador que se obtiene de
invertir la relacién Az = Js.

Este enfoque tiene una interpretacion clara en 4reas como la Termodindmica, en donde el
principio de méxima entropfa y el principio de energla m{nima pueden considerarse dual uno
del otro. Asimismo, en Economfia las formulaciones duales son comunes y tienen también
una interpretacidn sencilla en términos econémicos.

En ambos enfoques la invariancia de I e I* bajo [a accién de §* (que son esencialmente las
translacicnes en el tiempo) debido a que el hamiltoniano es independiente de t, constituye
una caracterfstica fundamental del sistema,

Sin embargo, el enfoque dual tiene ciertas ventajas sobre el directo. Por ejemplo, puesto
que el espectro del operador 4 estd formado por todos los enteros, el funcional I es indefinido.
Correspondientemente, para el funcional I* (y dependiendo del crecimiento de H) se obtienen
puntos criticos como méximos, mfnimos o puntos silla (en este iltimo caso mediante el lema
del paso de la montafia [ChH]). :

Una segunda ventaja de trabajar con el funcional dual, consiste en que una vez halla-
dos los puntos criticos, es posible probar si estos tienen o no perfodo minimal. Clarke y
Ekeland [Cl] demostraron la minimalidad del perfodo en el caso en que H tiene crecimiento
subcuadritico y Ekeland y Hofer [EH] en el caso supercuadrético ?ver también el trabajo
de Giradi y Matzeu [GM]).

Por otra parte, es razonable esperar que dada la invariancia de I e I* bajo la accidén de
§1, se tengan soluciones miltiples al problema de la minimalidad del perfodo. La suposicién
natural es que existen tantas soluciones como grados de libertad tenga el sistema. Esto
iltimo resulta més convincente si se piensa en el caso estrictamente cuadrdtico, en el que se
tienen N modos normales asociados con sus frecuencias caracterfsticas {ver [Ar] pp.98ss.).
Modificando a cada modo normal de forma tal que su cowmportamiento sea similar al ejemplo
del péndulo, se tendrian efectivamente N soluciones de perlodo minimal para 7> 0 fija. *

El resultado que aquf se expone es en esta direccién, pues se prueba la existencia de al
menos N soluciones al problema (1.2} con periodo minimal 7, en el que ¥ tiene crecimiento
subcuadrético (y cumple con ciertas suposiciones de cardcter técnico) [Ta].

G. Tarantello y R. Michalek extendieron el resultado anterior para el caso no auténomo.
En éste, se considera H = H(z,t) una funcién T periddica en ¢t y se buscan soluciones sub-
arménicas; i.e. soluciones cuyo perfodo sea un miiltiplo entero de T. Se caracterizan aquéllas
que tienen perfodo minimal usando ahora la invariancia del problema con respecto a la accién
de Z,.
Para el caso tratado aquf, con H auténomo , convexo y con crecimiento subcuadréitico, el
esquema de prueba es el siguiente: para cualquier T > 0, se muestra primero que existe una
constante apropiada cr, tal que si el valor del funcional en cierta funcién es mayor que ¢r,
entonces la funcién necesariamente tiene periodo minimal T. Posteriormente se demuestra
que el funcional considerado admite valores criticos mayores que cr.



Observaciones sobre la organizacién del trabajo.

La organizacion del trabajo en lineas generales es como sigue:

En el capftulo 0 se exponen algunos preliminares importantes, fundamentalmente relaciona-
dos con los espacios LP que se usan frecuentemente después. Se presentan también los
conceptos necesarios acerca de funciones convexas y se introduce la transformada de Legen-
dre. Algunas de las pruebas, resultados més técnicos o ciertas proposiciones que sélo tienen
una relacién indirecta con el desarrollo principal del trabajo se presentan en el apéndice 1.

En el capitulo 1 se adecia la nocién de subgradiente al caso de interés y se da una
caracterizacién del mismo para el funcional estudiado.

En el capitulo 2 se enuncia el resultado principal y se dan las definiciones requeridas
para poder hacerlo.

En el capftulo 3 se construye el funcional dual asociado al problema y se establecen sus
propiedades.

En el capftulo 4 se expone una teorfa de fndice de S, se presenta por otra parte una
generalizacién del teorema de Borsuk-Ulam. Se definen las condiciones de Palais-Smale y
usando dichas condiciones, se enuncia el llamado lema de deformacién, que permite encontrar
-los puntos criticos del funcional I Sla prueba de este dltimo lema se da en el apéndice 3).

En el capitulo 5 se caracteriza a las funciones de perfodo minimal y se esta':!i+«n algunas
desigualdades importantes.

Finalmente en el capitulo 8, se prueba el resultado central en el caso en que » hamiltoni-
ano es estrictamente convexo, pues entonces el funcional I* resulta ser Fréchet-J:iurenciable,
lo cual simplifica considerablemente la prueba. En el dltimo capftulo, se extiende el resultado
para el caso estrictamente convexo al caso general.

En el apéndice 1 se presentan los hechos fundamentales sobre subdiferenciabilidad y se
da una versién un poco més general del teorema de Hahn-Banach para funciones convexas
usada en el capitulo 1. '

En el resto de los apéndices se proporcionan las pruebas de algunos teoremas utilizados,
¥ que resultan demasiado largas para incluirlas en en desarrollo principal.



Capitulo 0.

Preliminares.

Introduccién.

A continuacién se exponen algunos resultados importantes acerca de funciones convexas que
se utilizardn més adelante. Para un tratamiento méds completo de estos temas constltese
por ejemplo Convezr Analysis de Ekeland y Temam [ET) pp.3-33.

Se define la transformada de Legendre de una funcidén y se presentan en detalle ciertos

" teoremas ttiles.

La transformada de Legendre de una funcién es importante, pues permite plantear el
problema dual en forma correcta (ver [Ar],[ET]).

Se presentan por iltimo, ciertos hechos fundamentales sobre los espacios L7, aurique la
mayor parte de las demostraciones se omiten (ver Brezis [Br2]).



0.2 Funciones convexas, 7

0.1 Conjuntos convexos.

Sea E un espacio vecivrial sobre R. Si z, y € E, se dice que tales puntos forman los extremos
del segmento [z,y], en donde

[zyl={z+(1-2)y}, 0<AgL

Un subconjunto 4 de E es convexo si para todo par de puntos (z,y) de 4, el segmento [z, y]
estd contenido en 4 (Fig.0.1.1).

A

Figura 0.1.1 Un subconjunto convexo.

Claramente, la interseccién de dos conjuntos convexos resulta ser un conjunto convexo.
Dado A c E arbitrario, la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a A es
un conjunto convexo, al que se denomina cépsula convexa de 4, y se denota por coA.

La cdpsula convexa se caracteriza en forma mds precisa como el conjunto de combina-

ciones convexas de A; i.c.

n n
cAd={Y hmlneN,Y N=1, \ 20, z €4}

{=1 i=1

0.2 Funciones convexas.'

Sea A un subconjunto convexo de E. En lo que sigue, se analizan funciones de A en R
(R denota a los reales extendidos, i.e. R = RuU {xo0}).

0.2.1 Definiciones
Se dice que una funcién F de un subespacio convexo A c E en Res convexa, si para cua-

lesquiera z, y € A y para todo A € [0,1] se tiene:
FAz + (1-A)y) S AF(z) + (1 -2 F(y). (0.2.1)

Se dice que una funcién es estrictamente convexa si es convexa y la desigualdad estricta en
(0.2.1) se cumple para toda z,y€ 4, tal que z# y y X €(0,1).
Por otra parte, se denomina a F: A — R (estrictamente) céncava si —F es (estrictamente)

" convexa. |
Se tienen las siguientes propiedades elementales de las funciones convexas.

0.2.1 Proposicién,
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t. S{ F:E — R es conveza y A ¢s un real positivo, entonces AF es conveza.

#t, S F y G son funciones convczaa de E en R, F+ G e3 conveza. Por convencidn se toma
(F+G)(z) o0 8 F(z) = -G(z) =
111, St {F;}icr €3 una familia de /unczoncs convezas, entonces F = sup;e F; €3 conveza.
Prueba. Inmediata.

0.3 Continuidad de funciones convexas.

Una propiedad de las funciones convexas estd relacionada con el hecho intuitivamente claro
que si la funcién en cuestién es acotada en una vecindad de un punto, entonces puede
garantizarse la continuidad en dicho punto (Fig.0.3.1).

v

F

Io

Flgura. 0.3.1 Continuidad de F en la vecindad de Zo
En forma mds precisa, se tiene la siguiente proposicién:

0.3.1 Proposicién. ,
Si en la vecindad de un punto z € E una funcidn conveza F estd acotada por arriba por una

constanle fintta, entonces F es continua en'z.
Prueba. Sin pérdida de generalidad, se reduce la prucba al caso en que z =0, J'{«) == 0, pues
el caso general se concluye de éste aplicando una translacién.
Sea V una vecindad del origen tal que F{v) < a < +oco, para toda veV. Deffnase W =V n~V
(que es una vecindad simétrica del origen) y sea ¢ € (0,1). Si v € W, se ticic, por la
convexidad de F, que »

2eV = Flo) S (1-F(0) +eF(v]e),

:e_u eV = F(v) 2 (1 +€) F{0) — eF(-v/e),

por lo tanto
[F{v)| < ea,

' para toda v € W, es decir, que F es continua en 0.

0.4 La transformada de Legendre.

Como se menciond en la introduccién, el objeto de este trabajo es determinar la existencia
de soluciones de perfodo minimal en sisternas hamiltonianos usando un enfoque dual. Lo



0.4 La transformada de Legendre. §

anterior se logra planteando un problema asociado al problema variacional original y la
conexidn se establece precisamente mediante la transformada de Legendre.

Aunque la transformada de Legendre se presenta generalmente en Mecdnica al establecer
la equivalencia entre las ecuaciones de Hamilton y de Lagrange, se hace poco énfasis en su
significado geométrico.

En lo que sigue, se expone la forma de obtener la transformada de una funcién f de R en
K. Se generaliza después en forma inmediata cuando f: R” — R, y finalmente se considera
el caso de una funcional en L7,

Para una exposicién més detallada del tema, consiltese [Ar] pp.6lss.

Considérese ahora a una funcién f: R — R y tal que f* > 0. Aplicando el teorema del valor
medio & z;, 3 ¥ 7o = tx; + (1 —t)z; y usando el hecho de que #' es creciente se obtiene:

{(za) = 1{z1) < flza) - f(’O)I

g~ 21 - X3 — Xo

de donde
S(zo) = fltzy + (1= t)za) S /() + {1 - t)f(z3),

es decir, que la funcién es convexa (Fig.0.4.1}.

L R+ (1 OF(za)

F

z
! Z\/"' %3

2o =tz + (1~ :);:, Fltzy + (1 - t)zs)

Figura 0.4.1 Una funcién convexa con f* > 0.

Témese ahora una po € R arbitraria y constriyase la recta y = poz (Fig.0.4.2).

Figura 0.4.2 Construccién de la transformada de Legendre,

Considérese la abscisa zo tal que f(zo) dista mds de la recta construida, es decir, aquella zo
para la cual

.

F(z,p0) = poz ~ {(z)
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tenga un mdaximo en z, con po fija. Se define la transformada de Legendre evaluada en po
como
9(po) = F(zo,po).

En otras palabras, la transformada de Legendre de f(z) es una nueva funcién g(p). Ademds,
de la construccién anterior se tiene que la abscisa zo(ps) estd dada en forma implicita por la
relacién

ar

=0,
dz
es decir, f'(zp) = p y puesto que f’ es una funcién creciente, si zo(p) existe, es tinica; i.e. la
convexidad de f asegura que g(p) estd bien definida. Por esta observacién se muestra que la
clase natural sobre la cual esté definida la transformada de Legendre es la de las funciones
convexas.

Nétese sin embargo, que ¢fp) puede no estar definida, dependiendo de f, para ciertos
valores de p.

Una propiedad fundamental de la transformada de Legendre consiste en que es involu-
tiva, lo que significa que si ¢ es la transformada de /, entonces f es la transformada de g;
en otras palabras, el cuadrado de la transformada de Legendre considerada como vperador
esla i)dentidad. La prueba de la afirmacién anterior se sigue de un céleulo directo fver [Ari
pp.63). ‘

Como una consecuencia inmediata de la construccién anterior, se tiene que

F(z,p) = pz - f(z) < 9(p),
para cualesquiera z y p. Es decir, se tiene la siguiente proposicién

0.4.1 Desigualdad de Young.
Sean f y g transformada de Legendre una de la otra. Entonces

pz < f{z) +9(p),
para toda z, pe R,

Se aplica ahora la desigualdad de Young en un caso sencillo que después resultard im-
portante. Sea f(z) = az?/4, con > 1. Se tiene entonces

F(z,p) =zp _“:"‘;‘1
y aF
—_— e ~1
9z F az?™,
por lo que F tiene un méxime en
z = (2)7,

a

y la transformada de f es entonces

ote) =p(B) =7 - 2B

Tomando entonces a tal que

R
+
)
Lo

o f -



0.6 Funciones polares, 11

Figura 0.4.3 El caso de varias variables,

se obtiene )
(! a-l}_?:
o) =(3)" 5
La generalizacién de las ideas expuestas anteriormente al caso de funciones de més de una
- variable se lleva a cabo en forma casi inmediata.
Sea (2}, 2= (z4,...,7,), una funcién de R" en R, tal que la forma cuadratica determinada
por la matriz
a3y
dz;dz;"’

es positiva definida. Un argumento casi idéntico al usado en el ejemplo a.ntenor muestra
que f es convexa (Fig.0.4.3).

Entonces la transformada de Legendre es ahora una funcién
g:R" R
P—‘g(ﬂ), ﬁ=(Pll-'~|Pn)r
definida por las ecuaciones

. 9(fo) = F(2{%), Po) = '2“,‘ F{z,50),

siendo F(z,p) = p. 2~ f(z). Igualmente se caracteriza %, en forma {mplicita como g, = Vf{2,)
vla desxgua.ldad de Young toma la forma

p-2< [f(2) +9(p),

para toda 2, peR".

0.5 Funciones polares.

Se analiza ahora el caso general de la transformada de Legendre de un funcional F: E — R
en un subespacio de L? (ver seccién 0.6).En este contexto la denommncxén de funcién polar
es més frecuente que el de transformada de Legendre y se usarin indistintamente en lo
sucesivo. Se denota como E* al espacio dual de E. Como se sabe, la relacién de dualidad
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entre LP y LY (p y ¢ exponentes conjugados; i.e. 1/p+1/g = 1) se establece mediante la forma
bilineal
< z,z° >= /z(a)x'(a)d;,

paraz€LP y z* € I8,
Considérese a la funcién afin continua

z—O/z':—a,
con a € R.

Entonces, dicha funcién es en todo punto menor que F si, para toda z ¢ E

aZ/z'z—F(z),

a2 F*{z*),

con
G(=") = F*(z") = un / 2z - Fz)). (05.4)

La definicién anterior determina a G como una funcién de £* en B y como antes, se denomina
a esta funcién transformada de Legendre o funcién polar de F. La notacién F* enfatiza los

papeles duales de F y G.
Nota: en esta iltima definicién, no se menciona la diferenciabilidad de F, como en los

cagos anteriores, Sin embargo, es claro que de ser F suficientemente suave, las definiciones
coinciden en e} caso E=R". M4s adn, si F es Fréchet-diferenciable, es posible caracterizar
a z{z*) como antes, pues en ese caso serfa un punto critico de la funcién ‘

/:'z - F(z).

La definicién dada en (0.5.1), no se alters si se consideran sélo aquellas funciones z en el
dominio de F; ie.
G(z*)=F*(z") = sup {f 'z — P(z)}.
zEdom ¥

De esto tltimo se concluye que F* es el supremo de una familia de funciones continuas afines.
Se tiene entonces que F* es convexa e inferiormente semicontinua (ver apéndice 1).
: Otra observacién importante que se desprende de la definicién es que si Fy < F, entonces
Fp < Fp. ’
Repitiendo el proceso de construccién de F*, aplicado ahora a esta misma funcién, se
obtiene (#°)*, que es una funcién de £ en R, definida como

F*(z) = 'slexg.{/ z'z ~ F*(z*}}.

F** es el supremo de funciones afines continuas y como tal, puede compararse con F. La
propiedad de involucién de la transformada de Legendre en el contexto de espacios de Banach
cambia un poco y requiere de algunas definiciones y planteamientos previos, por lo que se

da en el apéndice 1.
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Se dice que dos funciones F y G estdn en dualidad si
F=G y (G=F".

Se presenta ahora un ejemplo concreto de funciones en dualidad usado en un desarrollo

posterior,
Sea E un subespacio de I* y E* su dual. Considérense las normas usuales ||, ¥ |+ ]z

respectivamente, con p y ¢ exponentes conjugados. Si p es una funcién par, convexa y
continua de R en R, entonces p* es una funcidén convexa y continua de R en B. Se definen
F:E~RyG:E*— R como

F(z ) =p(lz los),

G(=*) = p(Iz"1cs),
respectivamente. Entonces F y G estdn en dualidad.
Para mostrar lo anterior, basta notar que

F(e") = mp{ [ 2 = ollur)

=sup sup {[ 2z~ p(lzles)}
20 € E
el =t
t .
“uplep i [ #5- el
= :\;g{tlz'lm - plt)}

== sup {t|z°|pe ~ p(t)},
1€

puesto que o es par, de donde finalmente
F(2') = ¢*(1="|1e) = G(=").

Usando este hecho y el ejemf;lo de la seccién 0.4, se sigue que, para a, § > 1y tales que
t/a+1/p =1,5ise definea

ORET

entonces 1
o7l = Zl®

Fla) =gl v G = 2l

son funciones convexas en dualidad.

0.6 Los espacios LP,

Se denota por L'(n) al corﬁunto de las funciones integrables en 01 que toman valores reales.

Se escribe
fles = [ /(@
1]
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Frecuentemente se escribe L' en lugar de L'(Q) y [/ en lugar de f, f(z)dz, cuando no se
da origen a confusiones., Se usa la abreviatura usual a.e. para indicar que una propiedad es
vélida excepto en un conjunto de medida cero.

Se enuncian ahora una serie de teoremas que se usardn posteriormente; para una prueba
de todos ellos véase por ejemplo [KF], [Br2], etc.

0.8.1 Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue.

Sea {f,) una sucesidn de funcsones en L', Supdngase que

a) fu(z) = f(z) a.e. enQ,

b) existe una funcidn g € L' tal que para cada n, |fa(z)] < 9(z), ace. en Q1.
FEntonces e L'(0) y |fa ~ flzr — 0.

0.6.2 Teorema de Fubini. .
Supdngase que F e LN, x ;). Entonces para cass todo z € 0y,

Flzy) e L) / F(z,y)dy € L, ().
Qs
En forma andloga, para cass toda y e Q1

Faperi) v [ Fandzerm)

Ademds se verifica

/m d:/n’F(z,y)dy=/;, dy["F(z,y)dz=/-/"‘xn’ F(z,y)dzdg.

0.6.3 Definicién.
Sea p con 1 £ p < oo} se define

17(0) = {f 100+ R| £ es medible y [/ € L*(0)},
y se denota ‘ .
e = [ 1162 4],
que efectivamente define una norma en L,

. 0.6.4 Definicién.
Se define

L=(0) = {f : 03 — R| f es medible y existe una constente C tal que |f(z)| < C a.c. en Q1},

y se denota
|flzee =inf{C]|f(z)| < C a. en Q}.

Se prueba también que || = define una norma.

0.6.5 Teorema (Desigualdad de Hblder).
Sean feLP yge L7, con 1<p< oo, con p y q exponentes conjugados. Entonces fg et y

[ 1101511 oo
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Prueba. En el caso p=1y ¢ =00 la conclusién es inmediata. Si 1 < p < o0, por la desigualdad
de Young (0.4.1): '
ab < Ea" + -l-b',
P q

para toda a,b > 0. .
Tomando a = |f(z)] y b = |¢(z)], se tiene

1 1
1(zMglz)i < 2 (EP + Zloa)it ae.
De donde resulta que fg e L' y que .
1 1
<- ’ ~lgl} ' O,
/I/al < Plflu+ qlah,. {0.6.1)
Sustituyendo f por Af en {0.6.1) resulta

ar—t 1
[ sl < =11 + ol

Eligiendo A = VIZ,“glz' para minimizar el término de la derecha, se obtiene la desigualdad
de Holder.

Una consecuencia importante de la proposicidn anterior es que si fe LP*nL" con 1< p <
pz < oo, entonces f € L' para todo r tal que p; <r< p;.

Se concluye también que si la medida de 02 m(Q) < o0, entonces LP? ¢ L™ si py < pa.

Se recuerda que los espacios L?, {1 < p £ oo) son espacios vectoriales normados y completos
con respecto a la norma ||, i.e. son todos ellos espacios de Banach. Ademds, parat <p< o,
dichos espacios son separables, es decir, existe en ellos un subconjunto denso numerable y,
por otra parte, son reflexivos; i.e. isoméiricamente isomorfos a su doble dual.
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Capitulo 1.

Subgradientes y puntos exfticos .

Introduccidn.

En este capftulo se generalizan las ideas presentadas por Ekeland-Lasry en {EL] para definir
la nocién de subgradiente de una clase de funcionzles que es adecuada para este trabajo.
En el apéndice 1 se exponen los conceptos fundamentales acerca de subdiferenciabilidad y
se prueban algunos teoremas que se usan en este capitulo.

Para un tratamiento completo de estos temas y de sus aplicaciones, véase Conver Ana-
lysis, de Ekeland-Temam [ETﬁ)

16
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1.1 Definiciones previas,

En lo que sigue, 1 denota al intervalo {0,2x). Considérese un subespacio cesrado £ de
L*(O,R™) = {u: 0 — R™| f ul* < +o0, a>2).
Q

Se tienc entonces para algin subespacio cerrado F c L*(01,R™) que
[*(0,R™)=EgF.

Una manera de mostrar esta afirmacién es la siguiente. Por ser a > 2, su exponente conjugado
B cumple
B<y,

y usando la desigualdad de Holder 0.8.5, se tiene
fulzs = o+ 1o < fulestfee-
Tomando p= a/2 ¥ ¢ = a/a - 2 resulta
loles < m(0) % ul},
en donde m(n)‘ es la medida de 0.
De lo anterior se desprende que
1*(0) c IA(@),

y que la inclusidn de L® en L? es continua.
Como L*(11) es un espacio de Hilbert, para cualquier subespacio cerrado E de L?(0), se

tiene la descomposicién
I}n) = Ee E*,

que a su vez induce una descomposicién en L?(f), con
E=EnlL*(Q)

y

F=E*nL(n).

En efecto, claramente EnF = {0}. Por otra parte E es cerrado por hipétesis y resta verificar

que F es también cerrado. i )
Pero 5i {u,} es una sucesién contenida en F, que converge & u € L*(N), entonces
[ ]

Jun ~ ulps < clun — ulza,

es decir, que u,, — u también en L? y por lo tanto esta en EL nL*(N) = F, de donde F es
q

cerrado.
La descomposicién anterior induce también una descomposicién correspondiente en el

dual de L*(N); i.e. en LA(0):
L(0)=E" o F".

En efecto, puesto que E c L2(01), se tiene que (L*(R))* ¢ E*, ya que si
L: L* (ﬂ) —R
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es un funcional lineal continuo, entonces ¢, :— R es un elemento de E* (en donde E tiene la

norma de L*(0)).
Se expone entonces la descomposicién que se induce en L?(). Si¢: E — R es un funcional

lineal acotado sobre E, se puede extender a un funcional Z en L°(0) definiéndolo como Z],. =0,

es decir ; )
B{u) = Fug + ur) = Lug).

{ es claramente lineal (por la unicidad de la descomposicién E@ F) y
{Eu)l = [{(u5)] < |€llusl < el Pllu],
en donde P: L*(0Q) — E es el operador de proyeccién, que aunque no necesariamente tiene
norma 1, es acotado.
La anterior implica que la extensién asf{ definida estd en el dual de L2(Q); i.e.

e (L*(0) = L°(Q).

Es decir, que existe un tdnico ve L?(0) tal que

i(v) = '/n uv,

y que cumple {{up) =0, {(ug) = f{ug). Se identifica entonces

E'—O{UEL"(Q)I/uu;-:O, Vup € F},
f

I'"-‘{ueLﬂ(ﬂ)I/‘uug=0, Vug € E}.
a

Queda claro que E°*nF* =0 (f, uv =0, Yu € L*(0)).

Por otra parte,
£(u) =/ vy = / v(ug + ur)
0 a

=/uu5+[uup
o] 0

=g (ug) + tp(ur).

Entonces
lg B R

e F R,

pertenecen a E* y a F* respectivamente. Por la identificacién que se hizo previamente, se
tiene

tg(ug) = /(; YEUE

tp(up) = /n VpuF,

con fﬂ vpup =0= fn vpug.
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Esto implica que

l(u):—-/ugux +/0pu;-
n a

=/‘;(u3+up)(vz+vr)'
=/n(ug+0p)u

Esto quiere decir que v se puede escribir como vg ® vr, que proporcona la descomposicién

. de L?(0) buscada.
En el caso considerado aqui,

E={ue L% / u=0} F={constantes},
o

E = {vEL‘(ﬂ)]/‘;uc=0, ¢ = cle},

P = {ve L {N)| / vu= 0, Yu tal que / u=0},
a n
En partxcular, F* contiene a las constantes,
Ademés, si ve F*, entonces ¢r(u) = £r(ug + ur) = ur [, v (ur es constante).

Sea entonces
W= m /n v =cle,

/;wuﬁ—’;%ﬁj‘/;u/;u=up/;u.

Es decir, que
Lp(u) —/ we=0, VYuelf,
n
.porloque v=uwy F*= {cona'tuntu}.
Sea
C:OxR" - R
(x4} — G(z,u)

una funcién continua que satisface las siguientes condiciones:
A2 G(z,) es convexa para toda x &1,

i, |G(z,7)] € erlul® +¢s, para toda ue R™, z€ (1, con ¢ > 0 y ¢3 > 0 constantes.

Consxdérese por otra parte un operador K E — E, lineal, compacto y autoadjunto. Se
tiene entonces que en el espacio de Banach E, con la norma usual }+}z=, €l funcional

Plu) = f("';"‘ +G(zu)|dz, weB,
1]
esté bien definido, pues para un operador compacto y autoadjunto

l/ Ku-udz] <chlulls Scofulla, a2,
n
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de donde
1P (u)] < c—;—luli. + /n e u]* d:-{»—c,/ﬂ dz

= %IUIZ- + cquffe +e32x € o0
Considérese ahora la continuidad de I°.

Por una parte, [; Ku-u es claramente continuo.
Por otra parte, G es continua y satisface v, por lo que usando el teorema de la conver-

gencia dominada de Lebesgue se tiene que

/ﬂG(z, u)dz

tambies lo es. En efecto, si u, — v en L*,entonces

lim /G(z,u,,)d:=/ lim G(z,u,,)dz:/G(z,limu,.)d:=/G(z,u)da.
n-+o0 fn 0’\"“‘ 0 1]

1.2 El subgradiente de I*.

Dada la estructura de I* como un término cuadrético, f,(Ku-u)dz, més o menos un término
convexo, [ G(z,u)dz, es posible definir una nocién de subgradiente de I* en E. De acuerdo
con lo expuesto en el apéndice 1, para el mapeo G : 1 xR™, el subgradiente con respecto a
la variable u en el punto (z,u) se puede caracterizat como

8.G(z,u) = {¢ € R™|Vw € R™, G(z, w) - Gz, u) > (w—u) c}.
En el apéndice 1 se prueba que una funcién convexa que sea finita y continua en un punto,
posee un subgradiente bien definido en dicho punto. °
Se desprende de esto idltimo que 3,G{z, v) # 8, para todo (z,v) €N x R™.
Se considera ahora el funcional no lineal

G:E-R

u ~—+/ G(z, u(z)) dz.
n
El subgradiente de G en E en el punto u, se define como el subconjunto de E* dado por

9gG(u) = {£(=) € E°|Vu(s) € E,

[ {6tz (a) - Glasu(a)) 2 [ fo(e) - wlall - 1)
a a

es decir, un “subgradiente parcial” en E, en otras palabras, si se interpreta en el lenguaje
usual del cdlculo de variaciones, se estdn limitando las variaciones a E.
Los subgradientes de @ y G estdn estrechamente relacionados, como se muestra en

seguida.
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1.3. Caracterizacién de I*.

1.3.1 Proposicién,
£€3cG(u) 81 y sblo s5 existe una x.€ F*, tal que

£(z) + x(z) € 3G(z,u(z)) ae

Prueba. La prueba consta de dos partes:
1) Sea ue L*(0,R™). Se define ~

beG) = (€ LR o) L7,

[16tev@) - Gtz > [ ola) - el)- )
a 4]

es decir, un “subgradiente total” con respecto a L=,
Se demostrard que

£€0L.G(u) &> £(z) € 8C(z7,u(z)) ae.
Para ello considérese el conjunto
Sy = {z € 0[G(z,u(z) +y) - C(=z,u(z)) < y-&(=)},

~ definido para cada y € R™. Puesto que G es continua y ya que u € L, entonces G(, u(+)) es
medible; ademés, claramente y - € es medible, por lo que S, es medible,

Sea
s=J s,
veR™
que también es medible dada la continuidad de G. Es necesario probar que la medida de
Lebesgue de 5, m($), es cero.
Procedxendo por contradiccién, supéngase que m(S) > 0. Por otra parte, puesto que
G{z,+) es convexa,

\ ) . S=US,,,

Juig1
pues si z€ §,, Jy| > 1, entonces
G(z, u(z) + I_:_I) - G(z,u(z))
= Gz, 5 (u(e) +4) + (1- ﬁ)u(z)) - Glz, u(z))
< I IG(’:) u(z) + V) + (1 - | l)G(zl"(z)) G(z, “(:))
m(G(z, u(z) + y) - G(z,u(z)))
1

ly £(z)s

es decir, que z € ;.
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Para cualquier z € §, definase y(z) € R™, tal que
=)} €1, vyze Sy}
Se tiene entonces que la funcién
v(z) = y(z)x, + u(z),
siendo xs la funcién caracteristica de S, pertenece a Z2(0,R™) y
J 16 o) ~ Gt wtellee = [ [Glexsu(a) + u(2) - 6ol oo
= [16e 52+ ofa)) - G wlal
< / y(z) < &(z)dz,  porla definicién de S
n
< /n y(z)xs -&lz)dz
< [ (vle) = u(a) - E(s) .
a
Es decir
[ 16t 9(a1) - Gtz u(al ez < [ (502 - ufe) - e

lo cual contradice el hecho de que ¢ € 3« G(u). ,

2) En la segunda parte de la demostracién, se muestra que
L}

£ € IpG(u) <=> existe x € F* tal que £+ x € 3LG(u),

lo cual concluye la prueba,
Por definicién, ¢ € 9gG(u) <= WEE

/ o[z} Edz < f [G(z, ulz) + v(z)) — Gz, u(z))] dz. (1.2)
f 0 .

Sea

3

#0) = (60, 5) + (e) = Gl e,

para todo v e L*(0,R™).
Puesto que Ges continua y convexa, y define un mapeo continuo y convexo de L>((1,R™)

. & R. Ademds, si se define el funcional

A:E-R
u-—o/u(:)-fdz,

se tiene por (1.2.1) que A(v) < p(v), para toda ve E.
Por lo anterior, es pasible aplicar el teorema de Hahn-Banach (ver apéndice 1) y encon-

trar una extensién A de A a todo L*{0,R™}; i.e. existe £ € (N, R™) tal que
i Afy) = fn vz} f(z) dz < pv) = fn[G(z, u(z) + v(z)) — G(z,u(z))dz ¥y

.
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1. A(v) = Mv), para toda ve E.
Por (i) se tiene que £ € 31..G(u) ¥ puesto que L{(1,B™) = E* @ F*, de (i) se concluye que

E=¢+x,
para algin y € F*

Comentario.
Como se demuestra en el apéndice 1, si ¢ € ¢!t x R™), entonces

8.G(z,4) = (o=, u))

i.e. en este caso el subgradiente se reduce a la diferenciacién parcial usual, y por el lema
que se acaba de probar
=2
= oo

De aquf que G resulte ser Fréchet-diferenciable y
¢le) = o (e,w).

Finalmente se presenta una definicién de subgradiente y de punto crftico para el funcional
I,
1,3.2 Definicién.

Para cualquier v € E, el subgradiente de I" en v se define como el cohjunto de E* dudo por
3pI*(v) = {€* € E*| £ (€ — Kv) € 9xG(v)},

el signo + o — se toma de acuerdo a la definiciénde I*.
Por la caracterizacién del subgradiente de G, se tiene que

(€ dpgI’(v) <= existe xé Feyée LA(0,R™) tales que ¢ = Kvt £ +x, £ € 3G(z,v(z)), a.c:

En forma natural se definen los puntos criticos de I*; u € E es un punto critico de I* si

0€ 3 I (u). oy
En otras palabras, u es un punto critico de I* si existe una x € F* tal que

+(x(z) ~ Ku(z)) € 3G(z, u(z)) a.e.

De lo anterior se concluye que si G € G}{2 x R™), entonces I* es Fréchet-diferenciable y la
definicién de punto critico coincide con la nocién usual de punto critico de un funcional

regular en el espacio E.

1.8.4 Observacién. N
Como se verd mds adelante, para este trabajo E- = {u e L*([0,27],R"")| ;" v = 0}, es decir,
como subespacio de L*([0, 2x]), R*N), E es ortogonal al subespacio de las constantes.

En el caso en que G es C' y por lo tanto G Fréchet-diferenciable, las partes (1) y (2) del
teorema tiene una interpretacién clara en términos del célculo de variaciones clésico:



£{ Subgradientes y puntos criticos .
(i) establece que
i

G'(u)h =/ G'(u(z))h(z) dz

0
para toda h e LA([0,25),R™), lo cual implica que G'{u(z)} = 0 a.c., es decir, se trata del lema
fundamental del célculo de ve-iaciones.
(ii) establece que si A € E*, ernii »nces existe una ¢ € F* = {constantes} y tal que

G'lu{z)) +¢ =0 a.e,

¥ esto no es més que buscar los puntos criticos de G condicionado por el funcional [" v =0,
para toda v € B, por lo que ¢ es un multiplicador de Lagrange.



Capitulo 2.

Soluciones con perfodo minimal prescrito.

Introduccién.

En este capftulo se enuncia el resultado principal de este trabajo y se presentan para ello
algunas definiciones previas. Se establece en forma precisa que es lo que se entiende por dos

soluciones distintas. ,
Por otra parte, por un argumento de reescalamiento, se muestra que basta probar el

resultado cuando el perfodo prescrito T es 2x.

L5
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2.1 Enunciado del resultado general.

E! problema estudiado consiste en encontrar soluciones periédicas de un sistema hamil-
toniano auténomo con N grados de libertad. Es decir, se buscan soluciones al siguiente

problema:
Ji(t) = H'(z)

z(0) = z(T), (211
con T>0y en donde He C!(R*™,R), z¢ C‘([o,T],R’") y J es la matriz de 2N x 2N
_ 0 Iy
7= (-IN 0 )’

en donde Iy esla matriz identidad de N x N.

Obsérvese que por ser la ecuacién auténoma, si z{t) es una solucién el problema, también

lo es
Toa(t) = 2{t +0),
para toda ¢ € {0, T}.

Sin embargo, en el espacio fase, todas las soluciones corresponden a una misma curva,
s6lo que parametrizada de manera distinta {la condicién inicial cambia) y por lo tanto, en
un sentido geométrico, z y Tpz representan la misma solucién. Entonces, si se quiere contar
el nimero de soluciones de {2.1.1) que sean efectivamente distintas, es necesario especificar
que es lo que se entiende por esto dltimo.

En consecuencia, se dice que dos soluciones z, y z; son distintas si Tyz; # z3 para toda
#elo,T].

En forma mds precisa, para T > 0, se busca el nimero de soluciones distintas con periodo
minimal T, es decir, aquellas soluciones para las cuales

T' < 7T, 2(0) = z(T") = T' = kT,

para algdin entero positivo k,
El resultado fundamental concerniente al problema anterior y cuya prueba se efectia en

los capitulos subsecuentes es el siguiente:

2.1.1 TEOREMA.
SEA HeCc\(R*™,R) Y TAL QUE SATISFACE

A) H ES CONVEXA Y B) PARA TODA : e R*™Y
Fhlf <HG) < 2P,

CON1<f <2yay, a3>0 CONSTANTES.
SI azfa, < 2°1*, ENTONCES, PARA CUALQUIER T >0, EXISTEN AL MENOS N

SOLUCIONES DISTINTAS CON PERIODO MINIMALT.

La prueba del teorema anterior se basa fundamentalmente en dos hechos: la formulacién
variacional del problema y la invariancia del mismo respecto de las translaciones en ¢.

Es importante hacer notar que basta probar el resultado para T = 2x.
En efecto, lu funcién L H sigue satisfaciendo las condiciones del teorema (pues T > 0 } ¥ por
lo tanto, si z(t) es una solucién a la ecuacién
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con periodo minimal 2x, entonces el reescalamiento

t— —t'

2x

proporciona la solucién para T > 0 arbitraria, pues
z(t) = 2(t')

satisface la condicién .
2(T) = 2(FT) = 2(2x) = 5(0),
y el sisterna original se transforma en

T

LT
gelh=g-H {z1),

o
Jix = ,H'(n).

Por lo anterior, se considera en lo sucesivo inicamente el caso en que T =2x.



Capitulo 3.

El funcional dual I*. *

Introduceién.

En lo que sigue, se construye el funcional dual asociado al problema original, con base en
la transformada de Legendre. Se derivan algunas desigualdades relativas a dicho funcional,
y se prueba que sus puntos criticos son soluciones a la ecuacién original i = H'(z). Por otra
parte, se encuentran los eigenvalores del operador K, y los eigenespacios correspondientes,
en donde K es el operador compacto y autoadjunto ya mencionado anteriormente en el
capitulo 1. Dichos eigenespacios resultan ser de utilidad en la prueba del teorema 2.1.1.
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3.1 La transformada de Legendre de H.
Considérese la transformada de Legendre de H, tal como se definié en el capftulo 0;

Glu) = su;:n{u -z~ H(z)}.
3€

La transformada de Legendre G, conserva algunas de las propiedades de H, que se presentan
a continuacién en el siguiente lema.

3.1.1 Lema.

Sea H tal que satisface las condiciones A y B del teorema 2.1.1. Entonces
A) G es conveza y continua.

B)® G satisface las siguientes desigualdadea:

L < 6t < S,

para toda ue R™Y, con 1/a+1/8=1.
Prueba. Por lo visto en el capftulo 0 (seccidn 4) y en el apéndice 1,se desprende que G es
convexa e inferiormente semxcontmua

Por otra parte, B* se sigue del hecho ya mencionado en el capftulo 1 (seccxén 4), que si
Fy € Fy, entonces Gy > G,, siendo Gy y G, las transformadas de Legendre respectivas de F, y
Fy. Aplicando este resuitado a la parte B de las condiciones del teorema 2.1.1, y usando el
ejemplo de la seccidn 5 del capitulo 0 se obtiene directamente B*.
Obsérvese que de las desigualdades anteriores se concluye en particular que G estd acotada
por arriba. Por lo expuesto en el capftulo 0, se tiene que G al ser convexa y acotada, es
continua en el interior de todo su dominio, o que prueba A®.

[ ]

Sin embargo, el siguiente ejemplo muestra que puede haber ciertos casos “patolégicos”
en los que el dominio de la transformada de Legendre de una funcién se reduzca a un punto,
, ¥, por otra parte, que no importando la regularxdad de H, nada se puede decir con respecto
a la regularidad de G.

Sea H(z) = pz, i.e. una recta que pasa por el origen. Entonces es inmediato de la
definicién de la transformada de Legendre que G(u) es -+oo para toda u+ p y que G(p) =0 en
otro caso(ver fig.3.1.1).

>

r T
Figura 3.1.1 La funcién H = pz y su transformada.
Se tiene una funcién tal que el interior del dominio de su transformada es vacio y

ademds, puesto que esta funcién es 0=, mientras que G no es diferenciable, se verifica que
la regularidad de la tranformeada G es mdependxente de la de la funcién H.
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Se tiene no obstante la siguiente proposicién:

3.1.2 Proposicién.
Si H es estrictamente conveza, entonces su transformada de Legendre G & C'(R™,R) y de

hecho '
G'= ("""
Prueba. Por definicién, la transformada de Legendre de H eveluada en u es
@lu) = Fa{u) ) = 2(u) - u = H{a(u))
en donde z(u) se caracteriza implicitamente como

u= H'(z(u}).

Ahora bien, puesto que H es estrictamente convexa, es ficil ver que su derivada determina
un mapeo uno a uno, es decir, que es posible aplicar el teorema de la funcién implicita a ¢

para obtener
()= #(e) - o) - H () -

y de la caracterizacidn de z, se tiene
a(u) = H' ' (u).
Sustituyendo esta ltima relacién en la expresién para G’ resulta:
G =z u+H '(u)—u-2'(u),

de donde finalmente
G'(u) = H™ (u).

3.2 El operador K.

Considérese & continuacién el siguiente espacio de funciones:

E = {ue 1%(0, 20, R™)| / (s)ds = 0},
~ en donde a es la misma que en el lema 3.1.1, dotado de la norma usua} en L™
fulee = ( /; ful= ds) V.

El espacio anterior es efectivamente de Banach, pues constituye un subespacio cerrado de
-L2([0, 2], R*M). Para mostrar esto, basta observar que si u es un punto de acumulacién de
E, existe una sucesién {u,} c E tal que u, — u en L°. Pero entonces se tiene que

0_<_l/°”uda[=]/° K(u—u,.)da.S/O “lu—u,.!dar-—*lu—u,,lt,:,



3.2 El operador K. 81

y usando la desigualdad de Hdlder:
u=uales S (20)/7|u - uppe
para o > 1, se ticne que ["uds = 0; i.e. ueE.
Se define el operador K como sigue

K:E—E
Ku(£)=—/O‘Ju(a)da-{-il;_-/o"[j:.lu(a)ds]dt

Verificar que Ku & L*([0, 21r],R'N ) es inmediato.
Por otra parte

O"Kudv=-—/n:"/;°Ju(a)éadu+ zix/;h‘/;h/o‘.]u(a)dndtdu
=—-'/:"[/n'.]u(l)da]du+ ;;[/nindu][’,'[-/l,‘Ju(n)da]dt

=0.

Por lo que efectivamente Ku € E. En la siguiente proposicién se presentan algunas de las
propiedades de K.

3.2.1 Proposicién.

i. Ku(0) = Ku(2x), J&Ku(t) = u(t), para toda u € E.
15, K ¢3 compacto y autoadjunto,
s11. El espectro o(K) del operador K estd dado por:

oK) = {%. viel-{0}},

y los correspondientes eigenespacios son
Ej =< senjtex + cos jleyyn;congtey -+ senyleniy, k=1,...,N >,
en donde
en=(0,...,1,0,...,0),

con el 1 en la n-ésima componente.
Prueba.
i. Por la definicién de K

In 1 Ir pix
Ku(2x)=— [ Juds+ ——-[ Ju(s) dadt,
[ 2z Jo Jo

y usando el teoremna de Fubini (0.6.2), se tiene

In 1 r In
Ku(2x) = -~ Juds + — Juds dt

o 2x Jo )
In 3r

=~ Juds + Juds
o [

=0

= Ku(0).
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Por otro lado, para probar la segunda parte de 1, se tiene

d d. [ 1 g
JEKu(t) =.JE[-A Judn+2—;/o /(’Judldt],

pero es inmediato verificar que J? = -y, de donde

d d 1t 4
JEKu(t)—a/; uda—'z—t-/; E/o udsdt

= u(t) —i};/; Rudt
=“(t)»

pues u € E. :
si. Se probard que K es autoadjunto (ndtese que la afirmacién tiene sentido, pues L2 c [ ¥
la inclusién es continua).

Sean u,v € E, entonces

(Ku,v) = /0"(—/0‘.114(&) de + —2};/;" /;'Ju(a) dedr)e(t) dt

= /;h -/.h Ju(s)v(t) dtde + -2% /03' /:"[/.h Ju(s) dru(t)] ds dt
= _/oiw[‘/:'r Ju(s)o(t) dt - /o. Ju(a)u(t)dt] ds + -2—1;/0” /:'[/.h Ju(#) dro(t)] dsdt,

en donde se aplicé el teorema de Fubini.
De lo anterior resulta, usando el hecho de que Ju-v = ~u.Ju, que

(Ku,v) = —/oh /: Ju(t) dtu(s) ds + -2—1;/0" '/:'/." Ju(t) deu(a) da dt
= (w K,

es decir, que K es autoadjunto.
Antes de probar que K es compacto, se verificard iis. Primero nétese que

Jaey = —aen,x

y

Jaen s = agy,
parak=1,---N. : 5
Se tiene entonces que
K\/——;:'(unjte,, +cos jten i)
A et [ L ) ds] dt
=-— —==(—siny ] + = —==(sen jaex + cos jae f)
/o \/2_;( 8in jack + cos Jeen ) da 2'/; /; \/i’_;(‘ njsek Jaen sk y
t ir ot
1 1 1
== —==(- ] '8 d+—-—/ /———-— yae + coa jaey) da) dt
/0 \/2—1:'( sen jaey ik + cos jaey) ds 2 ), [0 ‘/2_;( senfoen 4k Jaey) da)
1 1 1 1 1 ™1 1 1 .
= (- it 4 =)e ~ ~senjte +-—-/ ——={{=co8jt — <)e + sen ytey| dt
\/2_1'[( je04d J)NH: Feend %) 2 ), ‘/z—t[(’ b} J)N«H& stex)

j\;ﬂ(w’ Jlentk + senjtey).
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Es decir, que efectivamente l1a funcién sen jtex + cos jten s €s un eigenvector, con eigenvalor
-1/5. Se comprueba en forma parecida que cos jtey — sen jtey.x €s también un eigevector con

el mismo eigenvalor.
Nétese que por ser K autoadjunto, todos sus valores propios son reales. Ma.s atdn, las

funciones propias de K antes mencionadas, constituyen una base de L*([0, 2], &™), y por lo
tanto, son todos los valores propios posibles de X. Es importante mencionar que todas las

funcioncs propias estin también en Lo{(0,2x), R*" J
Finalmente, como la suma de los cuadrados de los eigenvalores converge; i.e.

Z %(-{-oo,

jel-{o0}

entonces K es compacto (ver [Brl] pp.99).

3.3 El funcional I*.

Con base en lo anterior, se construye el funcional definido en E como

Ku(t) uft)

rw = [ 1= - o)

Como ya se probd en la seccién 1.1, I* estd bien definido y es continuo. Por otra parte, por
ser continuo, su subgradiente existe en todo punto (ver apéndice 1).
Utilizando los resultados del capitulo 1, se tiene que

3T (u) = {€ € E"| Ku(t) - €(t) + p € 3G(u(2)) a.c. para alguna pe R},

pues en este caso x(t) = p € F*, ya que F* = {constantes}.
En la expresién anterior, se ha denotado por 3G(u(t)) al subgradiente de G en el punto u(t),

considerado como funcién de R™ — R,

Puesto que G es la transformada de Legendre de H, se tiene por las férmulas duales de
Fenchel (ver apéndice 1) y el hecho de que si H es diferenciable su subgradiente coincide con
con su derivada (ver también apéndice 1):

u=H'(z) &= H(z)+G(v) =2-u <> 2€3GC(u), (8.1.1)

es decir, que si u es un punto critico de I*, i.e. 5i 0 € 85I (u), entonces, para alguna € R’N

se tiene
Ku(t) ¥ p € 8G(u(t)) ae. (8.1.2)

Por lo tanto
2(t) = Kult) +p

es.una solucién a la ecuacién 2.1.1 con perfodo 2, pues
2(0) = 2(2x),

por el resultado 3.2.1 (5), y por otra parte

Ji(t) = %J(Ku +4) =u=H'(z(t)),
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por el mismo resultado y utilizando el hecho de que z{t) € G(u(t)), por lo que es posible
aplicar las identidades de Fenchel.

Ademis, es claro que si u(t) es un punto critico con perfodo minimal 2, también z(¢)
tiene perfiodo minimal 2x. Finalmente, se concluye que si u;, ¥y u; son dos puntos criticos
distintos en el sentido de la definicién de la seccién 2.1, también las correspondientes z(t) y
z3(t) son soluciones distintas de 2.1.1 con T = 2x.

En otras palabras, estas observaciones permitan concluir que el problema dual esté bien
planteado. Se ha reducido el problema 2.1.1 al de encontrar puntos criticos de I* con perfodo

minimal 2r.

8.4 Comentarios adicionales sobre I°.

Una vez que se ha presentado la estructura detallada de I°, se puede justificar en forma més
adecuada el uso del planteamiento dual del problema. Como ya se menciond, en el enfoque
directo se buscan los puntos criticos del funcional

T Jiez
1(:):/0 [J’2 - H(z)]dt,

sobre el espacio de funciones z € G ([0, T}, R*") tales que (0) = 2(2x).
Se tiene entonces que

S T .
1(:+h)-1(:)=/ [-;-(Jh-z+ Ji-h+ JheB) = VH()-h+..]d,
[}
y como JA:B = ATJTB = -ATJB = ~A.JB, la expresién anterior se puede escribir como
T 1.,
I(z+h)—1{z)=/ [~3(h- s+ Ji-h) - VH() bt e

[}
T

=f ((Ji— VH(z)) - h+ - de

. °

en donde se ha integrado por partes y usado el hecho de que A(0) = A(T} y 2(0) = 2(T).
Por lo tanto, la derivada de Fréchet de I es

T .
Ia)h= / (Ji-VH() hd.

[}
Como C([0,T]) estd contenido en el espacio de funciones de clase C' que satisfacen la
condicién A(0) = A(T), se tiene, de los resultados cldsicos del célculo de variaciones, que la
ecuacién de Buler es

' Ji-VH({z) =0

Sin embargo para probar la existencia de puntos criticos de J, es necesaria una cota superior
para el mismo, pero I no es céncavo debido a la presencia del primer término, por lo cual

el uso de la transformada de Legendre surge en forma natural.
En efecto, tal como se ha definido el funcional dual

I"(u) =/°T(.I_{_"_12:_ﬂ“_))d¢,
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para K autoadjunto, la caracterizacién de los puntos criticos resulta més directa, pues se
tiene ahora un funcional que es la suma de un término cuadrético y un término céncavo.

La condicidn 2(0) = #(T) se transforma en la condicién dual JT udt =0, tal como se verd mds
adelante. Sin embargo, C¢°([0,T]) no es denso en el espacio, de funciones que satisfacen este
hecho, por lo que se trata al problema en L*([0,7]) (en donde sf se tiene la condicién de

densidad de ¢§°), con la restriceién

T

/ udt =

[}
La derivada de Fréchet en este caso es

T

I''(u)h = / (Ku—VG(u)) A,
]

lo que se verifica inmediatamente usando la condicién de que K es autoadjunto,
Considerando ahora el problema con la restriccién; i.e.

T
I (u) —A-/ udt,
[}
con A€ R*, La derivada de Fréchet correspondiente es
T
/ (Ku— VG(u) - A) - hdt,
]

en donde & € L*[0, T}
La ecuacién de Euler en este caso es

Ku-VG(u) -

y utilizando la condicién [[ Kudt =0, se tiene
LT
r=-t /o VG(u)dt,

lo cual proporciona ya el planteamiento dual completo.
Finalmente se da la justificacién de la forma en como se definié X. Obsérvese que si se:

quiere invertir la relacién
Az=Ji=u,

ge tiene
£ ==Ju,

e integrando .
2(1) = 2(0) - /0 Ju(s) ds.

Para que se cumpla la condicién z(0) = z(T), debe tenerse

/‘;T.lu(a)fh=0=.7/uru(a)da,
/;Tu(a) ds = 0.

En otras palabras, debe quitarse el coeficiente de Fourier de orden 0de =

Zt) = /Ju(a)da+ //Ju(a)dadt

que es la expresién del operador 4! en el dominio de interés.

es decir, que



Capitulo 4.

Un fndice geométrico para el grupo St.

Introduceién.

En este capftulo se define una nocién de {ndice para 5. Dicho fndice permite establecer
la existencia de puntos criticos del funcional I*; con base en el hecho de que dicho fun-
cional es invariante bajo la accién de las translaciones en el tiempo, que constituyen una
representacién de S* en E.

Se enuncia también una versién generalizada del teorema de Borsuk-Ulam que se usa
posteriormente.

Para efectuar lo anterior, es necesario utilizar el llamado lema de deformacién para
funcionales que satisfacen las condiciones conocidas como de Palais-Smale (que de alguna
manera compensan la falta de compacidad en espacios de dimensién infinita), por lo cual se
introducen estas dltimas. La prueba del lema se presenta en el apéndice 3.

Se refiere al lector al artfculo de Benci | Be], en donde ademds se dan algunas aplicaciones
de este indice a ccuaciones diferenciales ordinarias.

36
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4.1 Definicién y propiedades del {ndice.

Enei esipacio de Banach E, se da una representacién del grupo $* = R/2xZ por la familis de

operadores
B:E—E 6e[o 2

Tou(t) = uft +0);

i.e. la translacién en t por 0.

Claramente, dichos operadores preservan la norma si se extlende a u € E periédicamente
a todo R (basta hacer un cambio de variable para verificarlo).

Es posible construir en E una teor{a de {ndice para S*, que es lo que se hace a continua-
cién, Recuérdese que de alguna manera el indice ayuda a contar los ceros de una funcién, y
en este caso se usa esta propiedad para encontrar los puntos criticos de un funcional.

Se define a un subconjunto I' de E como invariante bajo la accién de S! si

Ty(T) =T, We io, 2x].
En forma natural, se dice que una funcién ¢: E — E es equivariante, si
$(Ton) = Tyd(u), VO €[0,27].

Sea
= {I' C E|T es cerrado e invariante}.

Se asocia con cada elemento de T un entero no negativo o co como sigue:

4.1.1 Definicién.
Dado I e T, se dice que I tiene indice k, denotado por

ir) =&
si k es el menor entero positivo tal que existe un mapeo continuo y equivariante
f:T=C - (0},
en donde la accién de S* sobre C* estd dada por

inxd

(211000 28) = (€™%2,..., e 05)

y los enteros n; dependen de f, es decir, que cada componente f, de dicha funclén satisface
una relacién del tipo

folTou) =™ fo(u), Voe[0,27], p=1,...,kF (4.1.1)
P

siendo n, un entero diferente de 0.
El indice asf definido, posee varias propiedades importantes, que se presentan en el

siguiente lema.
4.1.2 Lema.
El mapeo i : £ - Nu {co} satzsface las siguientes propiedades:
i. Sean Ty, I'; €8 y supdngase que eziste un mapeo continuo y equivariante

¢:Ty — Ty,
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entonces +(I';) <(I,).
. Sean Ty, T, € T, tales que Iy c T3, entonces i(T,) < i(T,).
lu 1(1‘1 UI‘,) < :(I‘,) +!(Fz), Iy, T €L,
v. SiTy, T3€3, entonces Iy~ T3 € T y (T, = T3) 2 1i(l1) —i(la).
u Siret es compacto, y para § > 0 se define

Ns(T) = {u € E| Jgg Ju—vlLe <6},

entonces, 31 & ¢3 suficientemente pequenia, Ny(T)e T y

i{Ns(I')) = 4(T).
Antes de probar las propiedades anteriores, es necesario otro resultado:
4.1.8 Lema,

SeaTe X y¢:T—C tal que
#p(To(u)) = “"'U¢p(“)»

en donde como antes, ¢, es la p-ésima componente de ¢. Entonces puede extenderse a ¢

“en forma continua a un mapeo § € C(E,C*) de tal modo que siga cumpliendo la misma

condicidn.
-Prueba. Por el teorema de extensién de Tietze |[KF), existe una extenxién continua §, de ¢,

a todo E.
Se define entonces el mapeo

1 1 o —-in
¢p(u) = 2 Jy e~™?8,(Tou) do.
- Claramente, si ueT, §, satisface le condicién del lema, pues

Bt = o [ i (st Bz )
= c‘"’"59(1‘(‘))-
Si ugl, entonces

. 1 In e
¢,,(T9u) = -2—;./0 c"'o &P(Tnggu) d0',

haciendo el cambio de variable
. 0" = 0 + 6,1

ge tiene .
$p(T9") = _1_./ e“‘"'(""'a)&,(u(t +6") )do",
27 Jo

de donde finalmente
n .
‘ZP(TW) = 51;_/; e_i"'a"$P(n"“) d6" = ¢™r* gy (u),

y efectivamente la afirmacién del lema se cumple.

Se prueban entonces las propiedades del {ndice:
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Prueba {lema 4.1.9).
i. Supdngase que (I's) = k < oo, pues en otro caso el resultado es trivial. Existe entonces un

mapeo
f:Ty - C* - {0),

que satisface (4.1.1}. Pero puesto que ¢ también curaple (4.1.1), la composicién
fog:Ty— C*- (0}

tiene la misma propiedad.
Como el {ndice se definié como el menor entero k tal que la propiedad (4.1.1) se cumple,

entonces §(I'y) < & = i(I'3).
. En este caso, basta aplicar el punto +. tomando a la inclusién de Iy en I'; como el mapeo

é.
ii5, Claramente I, UT,; es cerrado e invariante, por lo que estd en ©. De nuevo supéngase
que k; < o0, con j = 1,2 y que i(I';} = k;, pues en caso contrario iii. es trivial. Por definicién,

existen mapeos
Jy Ty = € — {0},

que satisfacen (4.1.1), para ciertos n, ¥ ng, p=1,..., k;, g = 1,00 kae
Utilizando el lema 4.1.3, es posible extender f; &

/‘} 1B — Chll
con la misma propiedad.
Si se considera entonces el mapeo

I (B - Ckﬂ'k;’

definido como

fu) = (ix(“)»fz(“))-
ge sigue que f 'r.ur, satisface la condicién (4.1.1) y

(03 UTs) € by + by =(Ty) +i(T3).
vv. Suponiendo que i(I'y NT3) < oo y que i(T; — I'z) < oo, puesto que si no iv. no tiene sentido,
¥ ya que

| =i1 —.I‘QU(I“ nI‘;),

se sigue, aplicando 4., que
s‘(I‘,) < i'(I‘l - Pgl +‘.(P; nI‘,) < :‘(I‘l - I‘,) +l'(P3)

v. Supéngase que i(I) = k < oo, pues en otro caso la afirmacién es trivial. Por definicién,
existe .
J:T— c - {0},

que cumple con la condicién (4.1.1).

Sea f la extensién dada en el lema 4.1.3. Ahora bien, 0 ¢ f(F). Por ser I' compacto
y la extensién continua, f{I') es compacto y no contiene al cero. Esto implica que la dis-
tancia entre f(I') y {0} es estrictamente positiva (por ser ambos conjuntos compactos); i.e.
d((T), {0}) = ¢ > 0. Por la continuidad de f, para cada u & I, existe una §(u) tal que

P €
) - Fl < &
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para |u — v]re < 26(u). De esto se tiene que, como I' es compacto, se puede escoger un
refinamiento con un ndmero finito de bolas de radio &,...,8y, que cubren a I, Témes
ahora § = min(6,,...,6v) ¥ sea Ns(T) = {v]|u ~ v]« <6, VueT}
Siv e Ny, resulta que existe ug € T tal que |up—v|z- < & y para clerta u; tal que |up—-uj] < §;,
se tiene entonces que
Iv - “JlL' <6 +6; <25,

y - - €
(o) - Flasll < 5,

es decir, que f{v) #0.
Finalmente, como
|Toulre = [ule,

¥ Nj es claramente cerrado y acotado, entonces es invariante. Es decir, que N € I.
Pero entonces I‘N‘(I‘) constituye un mapeo de

N(r) ~ €* ~ {0},
que ademds satisface (4.1.1), y por lo tanto
i(Ns(T)) <k
Pero I' ¢ Ns{I'), por lo que #(Ns(T)) 2 4(T) = k; i.e. (Ns(D)) = i(l‘);

Observacién. ,
Si 0 €T, entonces i(I) = co. En efecto, si se supone lo contrario, existe

$:T — C",
tal que (4.1.1) se satisface. Entonces en particular
15(To0) = ™ £,(0), V8 € [0,2x], n, #0.

Pero f,(u) #0, por lo cual
1=¢"? voeo,2x],

que no es posible. . ‘

Como se verd més adelante, dado un natural k, existe un conjunto cerrado e invariante
Tk, tal que i(T4) = k, en este sentido, puede decirse que el {ndice i es no trivial.

A continuacién se calcula el {ndice de ciertos conjuntos que intervienen en la prueba del
teorema 2.1.1. Para poder ofectuar dicho célculo, se usa la siguiente versién del teorema
generalizado de Borsuk-Ulam.

4.1.4 Teorema (generalizacién de Borsuk-Ulam), Sea O una vecindad abierta y acotada del
origen en C*, snvariante bajo la accidn de S'; i.e. para cualquier u = (uy,...,us) € C* se
considera la aceion
: Tyu = (™ u;,..., 6" 0u,),

en donde § €[0,27] yn, #£0, p=1,...,k, enteros,
Sea
fon-Ch o
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con f=(fi,...,/n) un mapeo continuo tal que para ciertos enteros mq, my #0, g=1,..., 4, 3¢

“tiene
I(Tﬂu) = (“mwll ("’)»' "»cim‘ofh("))l

entonces, 81 h < k, eziste u € 30 para la cual f(u) =
" Prueba. La prueba de este teorema se presenta en el apéndice 2.

Considérese ghora el subespacio 2N+ dimensional de E dado por
E, = {ve E|u(t) = (Z(rnunu + €rcoa tt), 2(—&3::1& + necos &), €, me € RN},
=1 =1
o utilizando notacién compleja, si se identifica a
u(t) = (ui(t), ..., uan () € R

con N
(us(e) +unse(8), ..., un(t) +iuan(t)) € €T,
se tiene ,
E, = {“ € EI"(‘) = Zﬂch‘un L€ CNv L= 11”‘:‘}:
=1

en donde ge= &+ ine.
Si se identifica E, con los coeficientes de las series de Fourier hasta orden ¢, se denota

por I, , & la esfera de radio p'/? en ese espacio, es decir
, N L
Pl,p = {“ € Ellu_(‘) = Efl‘u‘u) St € C )Z"ll, = P}»
=1 =1
para p >0,
Es inmediato que T, es invariante, pues
) ) L]
Toﬂ - Zﬁc—il(l-fﬂ) = Z ne-mc—m, Yue I‘..p-

=1 =1

Ademids T, , "es cermdo, pues es la imagen inversa bajo una funcién continua de p. Por lo
tanto, i(T, ,) estd bien definido y de hecho, puede calcularse explicitamente.

4.1.56 Proposicién.
“El conjunto I, , antes definido tiene indice

$(Tep) =5 N.

Prueba. Definase el mapeo
fiTo,— c - {0},
como sigue:

f(z.: fle‘“) = (fll' .o )fn)'
=1
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‘ Entonces, si u(t) = 3", qe®,
(Tou(t) = 13 &)
. t=1

= (016,00, 0ae™™),
y por lo tanto satisface la propiedad (4.1.1), de donde
i(T.,) <a- N,
Por otra parte, supéngase que existe un nimero h tal que 1 <h <. N y un mapeo
9:Tp —C" - {0},
9= (g1,.-., g0}, que es continuo y que satisface
9(Tou) = (™ qi(u), ..., "™ ga (),

para toda 6 € [0, 2x], y para toda ue T, ,, en donde los enteros my, j=1,..., A son distintos de
cero.
Definase ahora

1= {f=(fh"-|fl)lglec~i t= l)"'l‘;ZIQI’ <P}-
£=1

Claramente Q1 es abierto, acotado y constituye una vecindad del cero, que es invariante bajo
la siguiente accién de S:

Tolg) = Tty - s s} = (%61, . .-, %), V8 €[0,2x).

Ademds, el mapeo
j:a0-C" - {0},
definido por )
§(6) =9} eee’®),
_ =1
es continuo y satisface la siguiente propiedad

i(Tof) = g(e“flu vee ,e“-;‘.)

»
= (L)
=1

=Ty 2 gee')

&=t
N ) ,
= (™00 (Y ™), €™ (D ™))
=1 =1

= (™ G1(¢) ..., E™ G s)),

" siendo §; la j-ésima componente de §. Pero como & < s-N y § no se anula, esto contradice el
teorema de Borsuk-Ulam. Es decir, que s+ & es efectivamente el menor entero que satisface

la propiedad (4.1.1), por lo que
#(T,,)=4a-N.
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Como se menciond en la introduccién, la razén principal para presentar la tcorfa de
fndice en S!, es que el funcional I* es invariante bajo la accién de ese grupo. Es decir,

I'(Tyu) = I'(u}, Yu € E, V0 €0, 2x).

Lo anterior es inmediato de la definicidn de I* y del hecho de que se consideran Ias extensiones
periédicas de las funciones u € E. En general, se define a un funcional 4 : £ — R como
invariante bajo la accién de S, si

®{Tyu) = $(u), Yue E.

Para poder utilizar la teorfa de fndice para encontrar los puntos criticos de I*, es necesario
presentar todavia el llamado lema de deformacién, o mejor dicho, la versién del lema de
deformacién para funcionales que son invariantes bajo la accién de S!.

4.2 Lema de deformacidn.

Se e>lcponen ahora algunas definiciones previas, entre ellas las llamadas condiciones de Palais-
Smale,

4.2.1 Condiciones de Palais-Smale (P.8).
Sea @ un funcional continuamente Fréchet diferenciable en E; i.e. & € C'{E,R). Se dice que
& satisface las condiciones de Palais-Smale, si para cualquier sucesién {ua} N CE tal que

1. ©(un)| < M para alguna M >0,
i, [®'(un){ge — 0 € E*, cuando n — oo,
se tiene que {un} N admite una subsucesién convergente.
Definase ademas
K.={ue E|9(u) =¢, ¥'(u)=0};

i.e. el conjunto de puntos criticos con valor criticoc e B, y

Ay = {u€ E{d(u) 2 8},

con be R,
Se tiene entonces el resultado siguiente:

4.2.2 Lema de deformacién. .
Sea & € CY(E,R) un funcional invariante que satisface las condiciones de Palais-Smale. Para
una ¢ € R dada, sea U una vecindad de K.. Entonces eziste una constante £ >0, tal que para
toda 0 < ¢ < &, puede escogerse una funcidn g, € C°(|0,1] x E, E), que satisface las sigusentes
condiciones:

i. no{u) = u, Yu € E} i.e. no €3 la identidad.

iw.opu)=u, Vu@g @ e - g e+, VEE,],
Wii. 1, es un homeomorfismo de E en E, ¥t €0, 1].

v, ®(n(u)) > ®(u), Vtefo,1).

v. m{Ac-c—U) C Acyee

vi. St K, =4, entonces n;(Ac-) C Aeye.
uit. ;. : BE— E €3 equivarvante, Vt € [0,1],
Pruceba. La prueba de este resultado, o més precisamente, la prueba de un resultado un
poco més general que se utiliza mis adelante, se presenta en el apéndice 3.
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La fig.4.2.1 trata de ilustrar el contenido del lema en el caso en el que £E=R.

P e bl b St L N\ = — = =
S SR /7 1TSS ) A S0 Y o WA "\ SR | M

n N‘—""zx.‘ | o
5.&/%

— ¥(z)
e (14 (2))

Pigura 4.2.1 Lema de deformacién.



Capitulo 5.

Punciones de perfodo minimal,

Introduccién.

En este capitulo se obtienen algunas estimaciones para el funcional I* que permiten.es-
tablecer cuéndo una funcién tiene perfodo minimal 2r. Por otra parte, se muestra que el
conjunto de funciones que satisfacen esta condicién es lo suficientemente amplio para que
pueda contener puntos criticos de I*, que corresponden entonces a soluciones de perfodo
minimal 2« al problema 2.1.1.

45
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5.1 El funcional /*, algunas estimaciones.

Secan
Yialt) = \/—(unﬂc;. +¢o8 jtensn)y

1 . .
$ix(t) = E(coa]tck + sen Jtentx),

conjel,;#0,k=1,...,N. -
Entonces las funciones ¥k #j.% son eigenfunciones del operador K, tal como se mostrd en
el capftulo 3, con eigenvalor correspondiente 1/7, y ademds, por las relaciones bien conocidas
de ortogonalidad de las funciones senv, cosq, se tiene

ix

$iatindt =0

IBaales =1, [¥iale = 1.

Por otra parte, como
{coant, sennt, n=41,2,...}

constituyen una base de L?([0,2x], R), las funciones ¢;, y ¢;x constituyen una base de
N n
{u e L}(0,2x), B™)| / wdt = 0}
[}

que contiene a E (recuérdese que £ es un subespacio de L* con a > 2). En efecto, supéngase
que se trata de escribir a « € E como

st)= > Ajadiat Bisdin
jel-{0
k=1,..,N

Separando la expresién anterior en sus componentes, se tiene, si u = (uy,...,uzn), que

uxer + UNSREN+E = Z Ajx(sen Jey +cos sten i) + Byx(cos stex + sen ften ),
jel-(0}

= Z [(A,'.k - A_,.k)un Jt+ (B-_;, + B-,'.,,)coa jt]ck + [(AN‘ + A._M)coa Jt+ (Bj,k — B..;‘;.)aenjt]eN.”,,
jeN-(0)

por lo cual se concluye que
Bin+ Bji = af

Ajx = A-jr =8
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Ajn+Agn = a;'“‘

B Bogu = A

en donde a; y b; son los coeficientes de Fourier usuales.
Como estas ecuaciones pueden resolver para 4,4, B;,. en términos de los coeficientes de

Fourier, se tiene que las expresién dada anterormente para u es vdlida.
Supéngase ahora que u € E tiene perfodo 2x/m, con m > 1 entero, entonces

2 2 2
w) =ult+ )= Y (Agadialt+ ) + Buadialt + )]
jel-{0}
k=1,...N
Ajn .mt + 2% ,mt + 2x
= > {(HE(en; e +c08 ] ensn))
jel - (0} Vix m m
k=1,..N
B; .mt+ 2% .mé+ 2x Wi
+(¢—32=-;(caa) ex +seny - cN+k})],

utilizando identidades trigonométricas y agrupando términos, la igualdad anterior puede
escribirse como

xy 2x5 . Ixy 2% .
u(t) = Z {(Asxcon —,-1—‘?- — Bj xsen -’—n-l)un;t + (Ajxsen ’rfnl + Bj xcos —;’-)coa;t]ck
jel-{o}
k=1,...,N

2xy 2xj . 2x3 Ixy .
B oA 2 t + (B, 22 _ 4, A ¢ .
+{(Bjucon jk8en —=)aen jt + (Bjusen Ajxcos —L)cos jtlen 4x

Usando la independencia lineal de los ¢4,y expresando a uft) también en su serie de Fourier,
la expresién anterior da origen al siguiente conjunto de ecuaciones {una vez que se iguala
cada coeficiente de ¢, a 0}

cos ’—";"1 - 1 —acn%’,{i Ajx =0
sen -’;"‘1 cos ’7""1 -1/ \ Bju ’

Es inmediato comprobar que la matriz del sistema es invertible si +5 no es miltiplo de m,
es decir, que la dnica solucin en ese caso es

Ajx = 0= Bys.
Por lo anterior se tiene que

“W)= Y (Amik¥mis + Bmjadmik).
jel—-{o} °
k=1,...,N
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Evaluando entonces [ Ku-udt, con base en lo anterior resulta
n
o Ku-ude

n .
- / KO (Ania¥min+ Briadmia) (T (Amistmie + Brmgabmga)) dt.
° jel~{o} jeZ- {0}
k=1...,N E=1,...,N

Finalmente se tiene
in

1
Kuwdt=— 3[4zl + [Bjuf)
o m

jel-{0}
k=1,...,N

Pero 1/ <1, pues < ~1 0321, por lo que

I 1 1
KuudtS = 3 ([4gal +1Bjul?) = S|ulds.
[ m m
jel - {0}
k=1,...,N

Usando entonces la desigualdad anterior y el hecho de que

1ya-1
):l [6]Zs,

az

1
> 2
6w) 2 3(
se obtienc para u € E con perfodo 2r/m:

I Kuou 11 1,1 a1 2"
r =/ -~ Glu)]dt € =—Juf}, - =(~ / o dt
(u) A [ 2 (w)] leult, (a,) A ful

a

1 1,1 a-1
= gmlels = ()" lulge

Por otra parte, usando la desigualdad de Holder para
(u)? L, y 1e L7,
se concluye que ’ :
rig ri 2 ¥4 -2
o= [ P ([ d)A([
' [ 0 [} )
= (2)'~Hull.

de donde 1 '
I'(s) < 5 (25) S ufle -

a-1| (a
()7 Tulg.
Se considera ahora el miembro derecho de la desigualdad anterior como funcién de p = Julza
F(p) = ap® - bp°.
Dicha funcién tiene un extremo para p,.. tal que

F'(p) =2ap - abp®~! = 0,
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es decir, que F tiene un méximo (puesto que a>2y F’ <0) en

= (?ﬂ):lx

Pmax = b )

(ver fig.5.1.1).

. F(p) = ap® — bp®

Figura 5.1.1 Gréfica de F.

Sustituyendo los valores de a y b correspondientes se encuentra
Pmas = ( );5(2'] ._,
y usando este valor de p, se tiene la siguiente desigualdad valida para toda u con perfodo
2x/m.

5.1.1 Lema.
St u € E tiene perfodo 2n/m, entonces

Tl (3 - D)) T, (5.1)

a’'m

5.2 Funciones de perfodo minimal.

El lema 5.1 tiene dos consecuencias importantes con respecto al funcional I*, las cuzles se
presentan en los siguientes corolarios. .o

5.2.1 Corolario.
Sea G € C*(R™ ,R) tal que la condicidn B)* se cumple. Entonces el funcional I* estd acotado

por arriba. Mds precisamente,
. 1 1 a1
I(u) < 2n(3 - 2)al) ==,

Prueba. Basta tomar m = 1 en la estimacién del lema y observar que en este caso la .

desigualdad vale para toda u en &.
a
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5.2.2 Proposicién.

Sea G como en el corolario anterior, y v E, tal que
s ] 1 LY )
r > 2e(3 - (G e (5.2

entonces u tiene periodo mintmal 2x.
Prueba. Si se toma m = 1/2 en la estimacién del lema, entonces, puesto que la desigualdad
5.1.1 es vélida, u debe tener perfodo T > 2x/2, pero en ese caso, necesariamente tiene perfodn

2x.
.

Definase ¢, = 21 1.1 ( )F'-Ll(a:).—_,
La importancia d1e la proposmlén 5.2.2 radica en que para probar el resultado principal,

basta ahora mostrar que el conjunto
Ao ={u€ E|I"(4) > ca}

contiene al menos N puntos criticos de I* distintos en el sentido de la definicién dada en el
capftulo 2.

Para hacer lo anterior, considérese el subespacio E;, de dimensién 2N de E, dado por el
eigenespacio correspondiente al eigenvalor 1 del operador K; i.e.
Ey=<{ir;id1n, k=1,...,N>,
o mds precisamente
= {u € E| ut) = (nsent 4 £coat, —Laent + neost); € n € RN}.
A continuacién se evalda a I* en E,. Témese entonces u € E,.
u(t) = (naent + £cost, —Eaent + neost).
Puesto que
¢ n in
e = [P [P o) e
= 2"(I£I’ + l”la)n

jlge = [ (u) e
= 2x{j¢ + i)
= (27)'~ T lu|s,

usando B* se obtiene

’ I"(v) = /:"[K‘;"‘ - G(u)] dt

1 an 1,1 /2«
>~ yrudt— —(— u|*de
i/ HE N
1 1 a—
= ()

Es decir, )t
2x
[+ 4

"(u) 2 ax{ 6P + ) - 22 (1) e 4 iy,
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El lado derecho de la desigualdad anterior alcanza su valor méximo como funcién
de p = [¢[? + |n|? cuando
P = Pmas = (“}).:%'-
Consecuentemente, si se define ‘
To = {u(t) = (nsent + Ecost, —Esent + neoat)| [€P + 0] = pmas}, (5.2.2)

para cualquier v € Iy se tiene
I*(u) 2 20 (5 - 1) (a1) 55,

Comparando la desigualdad anterior con la desigualdad (5.2.1) y si se establece la condicién
I*(u) > ¢4, para toda u € Ey, se tiene que si

2
(& <,
1

es decir, si
a:
ik < 2;,
ay

dicha condicién se satisface. Se tiene entonces la siguiente proposicién:

5.2.3 Proposicidn.
Sea G € C°(R*™,R) tal que la condicidn (8.1.1) B)* se cumple, y oy, oy de tal manera que
as/ay <2873, Entonces cualgquier ue Ty es tal que

I’(u) >ecq

y consecuentemente tiene periodo minimal 2x. ]

Una manera diferente de enunciar la proposicién anterior es que la esfera I'y estd con-
tenida en el conjunto 4, de funciones de perfodo minimal. En términos generales, esto
significa que la topologia de A, no es trivial, lo cual sugiere que 4, podrfa contener puntos
criticos de I, lo que de hecho sucede.



Capitulo 6.

El cnso de H estrictamente convexo.

Introduccién,

Para hacer més claras las ideas de la demostracién, se considera el caso en que H es estricta-
mente convexo. Como ya se observé antes, I" resulta ser entonces Fréchet-diferenciable, y 1a
caracterizacién de puntos criticos es més sencilla que en el caso general. Posteriormente, las,
ideas dlesa.rxolladas en este capitulo podrdn extenderse de manera casi directa al problems
general.

58
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6.1 Condiciones de Palais-Smale.

Sea H una funcién estrictamente convexa. Entonces, por la proposicién 3.1.2, G (la transfor-
mada de Legendre de H) resulta ser continuamente diferenciable. Es decir, que el funcional

rw - / T - o)
tiene como derivada a
I = Ko - G'u(d) + 5= / o

(ver seccién 3.4), en donde I* representa el gradiente de I*(u).
Por otra parte, como H es convexa, se tiene la relacién

H(z+ Av) - H{z) S MH(z +v) - H(z)), VAR, veR™.
Haciendo entonces A — 0* se tiene
H'(3)-v < H(z +v) - H(s), Yoe R™, (8.1.1)
Si se toma a v =~z y utilizando el hecho de que H(0) =0
—2 H'(s) < —H(3),
de donde, recordando que ay|2{?/8 < H{3) ' .

l=|H'(z)| 2 2+ H'(a) 2 H(z}) 2 %Izl’.

Finalmente se tiene la siguiente desigualdad
|H'(z)] 2 l=l"'
En particular obsérvese que H' 3 0.
Si se tomn ahora en (6.1.1) v ={z{u con |u] =1 resulta
lelH'(z) -u < H(z +4),
Spuesto que H(z) 2 0). Sise utiliza ahora que H(z) < az/f]z{?, se obtiene la sigui;nte desigual-
12)H'(z)  u <4 |z+ off == z["lﬂ +u|’

Pero z/|z] y u son dos vectores umta.nos, y por lo tanto la distancia entre ellos es menor que

2, por lo que
H' (z) ‘usg _Ezﬂlzlﬂ-l’

81 se escoge
H'(a)

4= Tan
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se tiene @
)] < 2P,

Se concluye de las desigualdades anteriores que la derivada de H estd acotada y que satisface

la siguiente relacién
az]P! S H (2)] € eal2)f !, (6.1.2)

con ¢ ¥ ¢ constantes, siendo ¢y = a;/8 y ¢3 = 2%a3/8.
En forma andloga, puesto que G es convexa y satisfece desigualdades similares, se tiene

dilul"! S [G" (W)} < dafu™ " T
De esta tltima relacidn se desprende que el mapeo
G': L°([0, 25}, R*) — L7([0, 2, R™)
u(t) = G'(v)

estd bien definido, pues
‘ ‘ 6" (w)] < dlu]*~?,

y puesto que a y g son exponentes conjugados, se tiene la relacién a — 1 = a/8, por lo que

16 ()1 < dlul.
Por un teorema debido a Krasnosel'skii (ver apéndice 4), el mapeo ¢’ resulta ser continuo. Se
prueba en seguida que los otros términos que forman al funcional /* son también continuos. _

En efecto, por una parte, K es un operador compacto y como a > 2, se tiene g < 2 y se
cumplen las siguientes contenciones:

K : L%([o,2x}, R*™) ¢ L?(j0, 2#,R™) — L?([0, 2+, R*™™) c L#(l0, 27], R*™"),

por lo que el operador es continuo.
Finalmente, el dltimo término de I

'/; N G'(u(t)) dt

satisface que

[ s ate = ([ ([ cuora)an?
= o) [ utna
< o[ 100P )

. < 2xd( /0 " di)? = 2xdlulf,

por lo cual resulta también ser continuo.

De estas tres ltimas estimaciones, se concluye que el funcional I*’ es continuo y por lo
tanto, se tiene que I* es continuamente Fréchet-diferenciable.

Se puede adem4s probar que el funcional I* satisface las condiciones P.S.
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6.1.1 Proposicién.
El funcional I* satisface las condiciones de Palavs-Smale.
Prucba Considérese una sucesién {u,.} N € tal que

1) [I*(un)| < M, para M >0y
2) {I*"(un){gs — 0 81 n — co.
Entonces se tiene que mostrar que {u,} admite una subsucesién convergente en E.
Para ello es necesario hacer algunas estimaciones. Primero, nétese que por ser K com-
pacto y autoadjunto, con espectro contenido en [~1,1], se tiene que

|K| < max I’\i' £1,
jel-{0)

en donde ); denota al j-ésimo eigenvalor (ver [Br2] pp.94). Es decir, la siguiente relacién es
vélida

In
Kup + tn dt = (Kug,up) S [K]Junf’ < Junf-
[\]

Utilizando ahora el hecho de que
1,1, a-
Gl 2 Z ()" lul",

se desprende que
1,1 a
-M<Ir(u,) < -Iunlu - ;;) l {Ze

Como también ,
In In 2 1 1-2 1
[T e[ et ([ @'t = a2,
[ 0 [}
se tiene finalmente que
- 1
funlie < afaa)*7'(A + Zlualza)
<M+ Mglunli..
con M; y M; constantes positivas.
Pero por ser a > 2, se tiene que
Jtn|re € (Mi|ua|p3 + Ma):&’, '
y tomando a A
M = max(1, [ M, + M3]557),

se concluye que |u,]ze < M; 1. {u,} estd uniformemente acotada.

Ahora bien, por ser {u,} uniformemente acotada, existe una subsucesién que converge
en la topologfa débil (ver apéndice 1). Abusando de la notacién, se designa también a dicha
subsucesién por {v,}. Es decir, que existe u € E tal que

4, — u débilmente.

Por otra parte, por la condicién (2) de las hipétesis y de la expresxén para la derivada de I*
se concluye que

€n = Kup — G'(un) + i/ G'(un(t)) dt,
2rJo
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es tal que

kﬂ !E' ~0,

i n — co, .
Ademds, como ue E'y [}" Kudt =0 se tiene que

In
/ e (t)dt = 0.
]

Por simplicidad se denota ,
l L3
%=§£ G'un(t)) dt. (6.3

Como X es compacto, no sélo como operador de L? en L?, sino también como operador de
L= en L, se tiene que mapes sucesiones débilmente convergentes, en sucesiones fuertemente .

convergentes; i.e.
|Kuy ~ Kulps — 0, n— oo,

que en particular son acotadas.
[G'(un)lrs €s también uniformemente acotada, pues

IG'(va)] < dJunl?,
lo cual implica que
16" )ler < dlualfe < M,

puesto que u, es débilmente convergente, y toda sucesién débilmente convergente es acotada

(ver apéndice 1).
Finalmente, usando la desigualdad de Hélder,-

ool = 5,1 f 6" (un(t)) dt]
< ([ 10t @ @t
([l diary 31

< ool 2m) 2,
Y

por lo que {s,} también estd uniformemente acotada en RV,
Por lo anterior, es posible obtener una subsucesién convergente, también denotada por

{pn}; ie. existe p e R tal que
Pn—+p, 80— 0.

De {6.1.1) se obtiene entonces
G'(uﬂ) = Ku,, + pp ~ €n.

Utilizando la proposicién 3.2.1 resulta que
Un = GG (80)) = H'(G'(ua)),

g = H'{K{ua) + po — €a). {6.1.4)
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Puesto que H' satisface la condicién |H'(z)| < ¢|z|2, utilizando de nuevo el teorema de Kras-
nosel’skii sobre la continuidad de mapeos entre espacios L? al que se hizo mencién, se con-

cluye que
"' 12([0, 2], R*") — L=([0, 2¢], R*™)
u(t) — H'(u(t)),

es continuo, por lo que de (6.1.2) resulta
lim u, = lim H'(Kun + pn — €n)
N 00 n-eoo
= H'( lim (Kun + pn — €n))
= H'(Ku+ p},

i.e. u, converge fuertemente en E.

8.2 Puntos criticos de I"

Con base en lo anterior, osible determinar los puntos criticos de I*, siguiendo argu-
mentos estindar (ver [C]], [NlZ]T CH], [Mu(? '
De hecho, se tiene el siguiente resulta

6.2.1 Teoremn.N
Sea H € C'[R*™ R| tal que satisface las hipdtesis del teorema £.1.1. Supdngase que ademds

H es estrictamente conveza. Entonces para k=1,...,N, los nimeros

¢k = sup mf I*{u),
Frep ¢
{2k

Con ¢y > ¢c3 2 ... 2 ¢n, Son valores criticos del funcional I* y los correspondientes puntos
criticos tienen pcrwdo minimal 2x.
Prucba. Puesto que por el corolario 5.2.1 I* estd acotado por arriba (I*(u) < M), se tiene

que
ex$ sup M=M<oo, Ve=1,...,N.

rexs

' i(T) >k

Por otra parte, si [ es el conjunto invariante definido en la seccién 5.2, se tiene, por la

proposicién 5.2.3, que
i'x}f I >cq,
0

y finalmente, por la proposicién 4.1.5, se sabe que i(T) =
Por lo tanto

= i >i
A r‘t;;pz :’é?r(“) > :reng‘al‘(u) > Ca
s(T)2 &
Vk=1,..., N,y se concluye entonces que —co < ¢cx < +o0, k=1,...,N.

SiueE es tal que I*{u) = cx > ¢4, k=1,...,N, se sabe entonces por la proposicién 5.2.2,
que u tiene perfodo minimal 2x.

Consecuentemente, basta probar que los ¢, son valores criticos de I*. Procediendo por
contradiccién, supéngase que ¢, no es un valor critico de I*; aplicando entonces el lema de



58 Elcaso de H estrictamente convexo.

deformacién, se obtiene que existe una constante z > 0, tal que si 0 < ¢ < ¢, entonces puede
hallarse un mapeo equivariante n, : E — E, que satisface

m (Au-t) C Ac.+,'

De acuerdo a la definicién de ¢, como el supremo de cierto conjunto, para ¢, — € existe un
conjunto equivariante T, € I, tal que
1) i(Ty) 2 k.
2) I'(u) 2 infuer, I*(6) 2 cx —¢, VueTy; i.e. Ty € Aq, .
Pero si se toma )
I'= 'Il(rl) c r’l(ACA—I) [ Ac.h; (6-2-1)

de acuerdo a la propiedad (2) se tiene que I € £, pues es la imagen bajo un homeomorfismo
equivariante de un conjunto que es cerrado y equivariante. Més ain

i(F) =ilm (1) 2 &,

pues n, €8 mapeo continuo y equivariante (ver propiedades 4.1.2). Pero esto no es posible,

pues por (6.2.1) se tendrfa
: infi; I'lu) 2 ex +e
u€

lo cual contradice la definicidén de ¢.
=

Se puede establecer también el siguiente resultado concerniente a la multiplicidad de e:

Proposicién 6.2.2
Sea cx como en el teorema 6.2.1. St ey = epxpr = ... = chir = ¢, L < K,k +r & N, entonces
(K)>r.
Prueba. Recuérdese que K, = {u € E{I"(u) =¢, I*'(u) = 0}; puesto que I* es C' y $! invariante,
se tiene que K. es cerrado (K, = I'"'(c) n "' (0)) e invariante, o sea que K, € . Ademds,
como I* satisface las condiciones P.S., K. es compacto, pues dichas condiciones garantizan
que todo subconjunto infinito de K. tiene un punto de acumulacidn, a saber, el limite de la
subsucesién convergente de una sucesién de K..

Procediendo por contradiccién, supdngase que

i(K) <r
Por la parte (v) de las propiedades del fndice (ver proposicién 4.1.2), correspondiente a
la vecindad Nj(K.) tal que {(Ns(K.)) = §(K.), existe por el lema de deformacién, un' mapeo
equivariante n, : E — E que-satiface .

n (Ac—t - Ny (Kc)) = Au+u

8i 0 < e <, para cierta > 0.
Por otra parte, puesto que cxyr = ¢, se tiene, por la definicién de ¢x y para algin Iy e

iT) > k+r

Fe)2 g Iz e-e

es decir, que Ty € A,—,.
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Pero entonces, si se toma

F=nT -NMK)) cz,

i(F) = i(ny (T = Ns(KL)))
=il - Ns(K.))
> i(ly) - {(Ns(K.)), por las propiedades de i
>(k+r)~r=k,

resulta que

pero esto no es posible, pues [ ¢ 4.4, como consecuencia del lema de deformacién, y esto
implicaria )
PP(T) >ex +¢

lo cual contradice la definicién de los .

6.3 Prucba para el cago H estrictamente convexo.

Es posible ahora probar, con base en el material desarrollado, el teorema 2.1.1 para el caso
estrictamente convexo. Si los ¢y dados en 6.2 son todos ellos distintos, entonces el funcional
I* tiene N puntos criticos distintos de perfodo minimal 2x, y por lo tanto, el problema 2.1.1
con T = 2r admite N soluciones diferentes (pues I* de cada una es diferentes, con perfodo
minimal 2r, lo cual prueba el teorema 2.1.1 en este caso. Por otra parte, si para algin
1<k < N se tiene que
Ck = Chpg = o0 = Chyr =€
con 1 <k+r <N yr21, entonces se mostrard que en este caso, K. contiene un nimero
infinito de puntos criticos distintos en el sentido de la definicién dada.
. De hecho, por la proposicién 6.2.2, se tiene que

i(K)2r21.
Procediendo por contradiccién, supéngase que
K. =] 6(u),
=1
siendo

8(ue) = {1 € E|u = Ty(u,), para alguna § € [0, 2x]}.

Como u, tiene perfodo minimal 2x, cada punto de la érbita estd representado por un tnico
6 € [0,2x], una vez que se escogié el punto inicial,
Puesto que ¢ > 0 (de hecho ¢ = ¢4 > ¢a > 0), ¥ I*{0) = 0, se concluye que ug #0, Vt=1,...,8.
Entonces si se escribe a u, en su serie de Fourier

i N
u= ) e’ feC,
lil>o

para algiin j > 0 se tiene que ¢f # 0 y si se define el mapeo
f:K,—C-{0}
/(u‘) = l‘f’,l’
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Yy ,
18(xe)) = g,
resulta :
f(Tgug) = e“"f(ug), Vo e (0, 21’],
l=1,... 8 :

Es decir, que f es equivariante por construccién, lo cual implica que i(K.) = 1, de acuerdo
con Ja definicién de indice, y esto contradice la desigualdad 6.3.1.

Esto concluye la prucba para el caso H estrictamente convexo.

[ ]

Nota:
De hecho, en el caso en el que se tienen puntos criticos de multiplicidad mayor que uno,
puede probarse no sélo que el conjunto de soluciones es infinito, sino que el conjunto de
6rbitas K,/S* tiene dimensién topoldgica mayor o igual que ¢(K.}-12>r.

En efecto, primero nétese que la accién de S! sobre K, es libre, es decir, que

u(t) € Ko y To(ult)) = ult +0) = u(t)

implica que 6 = 0 0 bien 6 = 2x (recuérdese que por ser u de perfodo minimal 2x se tiene ¢ > ca).
Se puede entonces identificar a una érbita en K./S!, [u}, con uno de sus representantes «.
Ahora bien, si
f:K/S' - R* - {0}

es una funcién continua, se puede definir
fiK.—C* (0} '

por } _
f(Tou) = e f{[u]),

donde u es un representante de la 6érbita {uj.

Pero i(K.) > r, implica k 2 i(K.) > r+1. .

En este caso se tiene la siguiente caracterizecién de la dimension de un recubrimiento
de un espacio normal (ver [Peﬁ
Un espacio normal X tiene dimensidn menor o igual que n si y sélo 31 para cada subconjunto
cerrado Ac X y cualquier funcidn continua .

g:A— S

dicha funcidn tiene una extensidn continua a X.

Por lo anterior resulta que la dimensién de un espacio normal X es mayor que n si existen
un subconjunto cerrado A y una funcién continua g: A — B™*' - {0} que no se pueda extender
a todo X.

Aquf se toma X = K./S', A un punto de X y cualquier mapeo de ese punto a R™*' - {0},
con n+1=i(K,) —1. Entonces, se desprende que dimX >n+1>i(K.)-12r2> 1.

En particular K,/S! no puede tener un nimero finito de elementos, es decir, no puede
haber un nimero finito de érbitas.



Capitulo 7.

El caso general.

Introduccidn.

Se considera ahora el caso general en el que H es tinicamente convexo. Por lo tanto, el
funcional I* ya no es Fréchet-diferenciable. Sin embargo, es posible construir un funcional
més regular y utilizar las nociones de subgradiente introducidas en el capftulo 1, de tal forma
quiz. las ideas usadas en la demostracién del caso estrictamente convexo puedan también
aplicarse.

61
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7.1 El andlogo de las condiciones P.S.

Se prueba a continuacién que el funcional I* satisface una condicién del tipo P.S.

7.1.1 Lema. .
Sea ((un,v,)} una sucesidn en E x E*. Supdngase que:
1) |I*(un)] < M,
2) va €851 (un) Y lualsr =0 8in— 00
entonces la sucesidn v, admite una subsucestdn convergente.
Observacién,

Esta versién de las condiciones P.S. fue introducida por Ekeland y Lasry [EK], y resulta ser
conveniente para funcionales que poseen subgradiente.
Prueba (lema 7.1.1.) Similarmente a la prucba dada en 6.1, se ve que la condicién

I (un)] < M

implica que [uy |« estd uniformemente acotada, por lo que existe una subsucesién débilmente
convergente en L* a cierta v € E. .
Por las férmulas duales de Fenche! (ver apéndice 1), se tiene

FIEP < H(E) SH(E+ 6 =¢w
Y€ € 3G(u), y por lo tanto, para algunas constantes a, a; > 0 se cumple
€17 < oy ullél,

y .
€1 < aluf 7T =aju|=~", (1.12)

"Por lo tanto, si v, € 31" (u,), existen &, € E* ¥ p, € R*, tales que

Vn = Kup — £, + pn,

y ge cumple que
£.(t) € 3G (un(t)) aece.,

(ver capftulo 1}, Esto dltimo implica que u.(t) = H'(&,), ae.
Pero de 7.1.2, se tiene que &, estd uniformemente acotada en L#[0,2x), ya que

3n an
/ {618 dt < nﬁ/ lun|ﬁ(u-l) .
[} 0

an
=4 / lunl® dt < M.
0

En este caso es posible extraer una subsucesién débilmente convergente.

Finalmente, como en la seccién 6.1, es posible extraer una subsucesién convergente de
{#a}, pues por lo anterior estd uniformemente acotada, ya que v, —+ 0 en E* (por lo que estd
acotada) y Ku, es acotado.

Por la compacidad de K, y puesto que u, — u converge débilmente en’L* Ky, — Ku en
L?, Como adem4s £, — £, p, — p débilmente y v, — v e E* c I?, de la expresién

vy = Kup — €4 + pa,
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se concluye que &, converge fuertemente en E* & £ = Ku + .
Finalmente, como u, = H'{€,(t)) y H': L? — L® es continua, se tlene que u, — u en E.
Siguiendo la misma notacién que en el capitulo 1 para el mapeo

G:E-R

3
wr [T et e,
4

se denota por 8gG(u) el subgradiente de G en E en el punto u; i.e.

85G(u) = {€ € E*|Vu € E, Glu) - Glu) 2 fo - ) €d2).

7.2 Puntos criticos de I°.

Para encontrar los puntos criticos de I', se usa el procedimiento presentado por Ekeland-
Lasry [EK], para funcionales definidos en L? (se utiliza en este caso fuertemente el cardcter
de espacio de Hilbert de L’? y en lo que sigue se generaliza a la situacién estudiada . )

Como ya se mencioné, la idea es introducir un nuevo funcional que sea més regular que
I*. Para ello, dado ¢ >0, deﬁnase

15(4) = mp ("(u) = gl - wl}),

conue b,

Claramente el funcional I? < supI* y por lo tanto es acotado por arriba.

Las propiedades de I! que se usan més adelante se presentan en el siguiente tcorema.
7.2.1 Teorema.
1) It admite una derivada de Fréchet IY', si ¢ es suficientemente pequenia, mds atn, IY' define
n mapeo globalmente Lipschitz de E— E c E*.
2) Toda sucesidn {u,} € E tal que |[J(ua)| < M y |II{4n)|e — O cuando n — co admite una
subsucesidn convergente.
8) It e3 S! snvariante,
f)} 1," =0 tmplica que 0 € 3pI*(u) y también se cumple Iy' =0 st y s6lo 8f I°(u) = It (u).

rueba. Antes de probar lo anterior, obsérvese que si & € 3pG(w) ¥ € € dsG(v;), entonces

(&r(8) - &) - (wa(8) 2 (8)) 2 0, ae. . (1.2.1)

(la demostracién de la afirmacién anterior se presenta en el apéndice 5).
Considérese ahora el mapeo

. Fulw) = I"(w) - %lw—uli,,

con w € E. Se probard que si e es suficientemente pequefia, entonces F, es estrictamente
céncava;i.e. que —F, es estrictamente convexa.
De acuerdo 2 la definicién de I*,

~Falw) = /:"[—;Kw w4 -:-(w — 1)+ (= u)} dt + G(w),
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y como una vez que se desarrolla {w - u}{w - u) el término u-u/e es constante , el término
~2 - w/e es lineal y el término G es convexo, basta probar que los términos restantes son

estrictamente convexos, es decir, que

In
/ %w w— —Kw w= —((I—- ——K)w w)pa,
0

es estrictamente convexo ({+,-)r» denota el producto interior en L? e I la identidad en ese
mismo espacio).

Nota:

K : L*[0,2x]n E — L*[0,2x] N E es compacto ¥ autoadjunto y por las propiedades del espectro

de X tiene norma menor o igual que la identidad.
Esto implica que

(- £ K)w,u) 2 (8- DK |wlls

2 (1-Z)jwfls >0

si € < 2, por lo que se concluye que la expresién es una forma cuadritica fuertemente positiva.
Pero esto implica que efectivamente es estrictamnente concava si ¢ es suficientemente pequeno.
En seguida se prueba esta dltima afirmacidn.
Sea A: LN E — L3n £ un operador continuo, autoadjunto y fuertemente positivo; i.e.
{Aw,w)pr > clwfl, con ¢ constante, entonces hay que probar que 4 s estrictamente convexa.
Para ello considérense w,v€ L’N Ey )€ |0, 1], entonces

(A(Aw + (1= A)v), dw + {1 — Mv)pa

= A’(Aw W)Li + (1 - ,\)’(Av U)Lr + 2)«(1 - A)(AU, w)Lz,

en donde se usé el hecho de quc A es autoadjunto.

Por otra parte,
-~ (Av, w)? < (Av, )3 (Aw, w)ps,

ya que
(A(v+rw),v+rw)pa = {Aw, w)ps + 2r(Av, )L + (Av,v)pa
2elv+rwlls >0, s v#rw,

dada la positividad de 4.
Se obtiene entonces un polinomio en r que es positivo. El discriminante de dicho poli-

nomio debe ser entonces negativo, por lo que se tiene la desigualdad propuesta.
Nétese también que si el discriminante es cero, entonces el polinomio mencionado tiene

un cero doble en v + pw = 0.
Con base en lo anterior se concluye que

{(A(w + {1~ Nu), dw 4 (1= Mu)r € A{dw,w)pa + {1~ A)*(Av, v)pa + 2X(L — A){Av, v)z2 (Aw, w)La
y el mierbro derecho de la desigualdad es a su vez menor o igual que
AAw,w)ps + (1- A){Av, v)pa,

or la convexidad de z?, por lo que la funcién (4w, w) es convexa.
p
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Ademids, para que se d¢ la igualdad, es necesario que {Aw, w)ps = (Av,¥)ps ¥ que v = ~ryuw.
Pero entonces se tiene (Aw,w)y: = i (Aw, w)es, por lo que

(Av,v)p2 = 0= (Aw,w)ps, fe. w=v=0,
o bien
3 =1; fe. 1o = 1,
y esto (ltimo implica que v = +w, Si v = ~w, entonces

{A(QAw+ {1~ A)v), Aw + (1= A)v)a = (L~ 22} (Av, v} 2 < (Av,v),

a menos de que A =0,1.
Se concluye finalmente que el mapeo F, es estrictamente céncavo para e suficientemente

pequefia.
Comentario.
Lo anterior también se puede probar usando el hecho de que la segunda derivada de Fréchet

de (Aw,w)ga ec fuertemente positiva. Esto iltimo requiere sin embargo definir lo que se
entiende por el hessiano de una funcién en un espacio de dimensién infinita.
Por otra parte, dadas las condiciones de crecimiento de G, se desprende que

F“(w) - —00, |w|L' —* 00, )

pues el término -G(w) domina y |w|;: < C|uw| «. Puesto que —F, es estrictamente convexa y
cumple con lo anterior, entonces tiene un tnico minimo (ver [Re]}, y correspondientemente
F, ticne un dnico méximo al que se denota por ¢(u). En otras palabras,

1 ad
Fu($(s)) = mas(1°(0) = 2o~ ulls) = I {u).
Sin embargo, por lo expuesto en el capftulo 1 (seccién 1.2), ¢{u) puede caracterizarse como

el dnico elemento de E tal que
0 € dgFu(v(u),

és decir, existe una ¢ € 35G(y(u)) tal que
K9(u) - €~ 2(9(u) - w) =0,
ya que la derivada de Fréchet del término |w — u[2, /e es 2(w ~ u)/e. Equivalentemente
w= 9(u) + 516~ K (o)l

con £ €dg(¢(v)) ¥y .

3wt - ) € 251 (w(w).
A continuacién se muestra que el mapeo ¢ : E — E es globalmente Lipschitz suponiendo que
¢ es suficientemente pequefia. En efecto, considérense uy, w3 € E'y & € 3g(w), i = 1,2, tales
que

uy = Ylug) + %(Cn - Ky(wm)),

uy = $(ua) + 5(6 ~ K9 (ua))
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Se tiene entonces que

fur = s = [g{us) — lua)? — (K (Y(u1) ~ ${ua)) « (¥(u1) ~ ¥(ua))
+ e{p{u1) = $(us)) - (& — &)

]
+ 16 ~ &= K(g(w) ~ 9w
Utilizando ahora 7.2.1 resulta
[(u1) = $(ua)? < fur ~ waf* + K (${ur) = $(ua)) - ($(w1) - ¥(w3))] aue.y
y por lo tanto, usando el hecho de que para q, b >0 & R se cumple que
(a+B)P < 2P~ {a? + ¥},
(ver nota al final del capitulo) se obtiene
f(us) = ¥{ua)lge < 2°F (Jus — walge + FE(P(wr) = B{ua)) - ($(w) - plua)ie). (1.2.2)
De donde, usando la desigualdad de Holder
9 (u) - $lua)fge < 257 (jur ~ w2 + K (P(1) — Blua))lf (o) - plualfe).

Si se utiliza ahora la desigualdad usada en la seccién 3.2 para probar que K estaba bien

definido,
[Kulpe £ Cla)lulre,

se concluye que
[lw) = $lua)fga (1= CHa)2 T e¥) < 2°F fuy — wal.

Si ¢ es suficientemente pequefia, por ejemplo tal que €0 < 1/2; i.e. € < 1/2C se tiene que
[9{u1) ~ $ua)lee < plur ~ uape,
con p= 213, y en forma andloga, usando (7.2.2), para a =2, y usando que
. IKulps < lulea,
se obtiene también la siguiente desigualdad
[¥(v1) ~ ${ua)les < Vur - usfpa.

A partir de lo anterior, es posible ahora calcular la derivada de Fréchet de 7. Para ello
obsérvese que de la definicién de I? se tiene

L(s) = I'(4(6) = T(6) = o}s, Vo€ B,
y entonces
I2{) ~ 12 (0) = I ($(6)) ~ 219(s) ~ s = L2
< P () - 210 - ofls - () - S0 - oll)  »
= 2(19{) = offs ~ I9(s) ~ ulla)
= L7000 = 26000 4 0= 9(0) )+ 290 = el
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sumando y restando 2u-v y reordenando términos se tiene
¥4
R = LW S [ (u-of 420900 - ) e-o) ae
0
1 in
= Hu=olf+2 [ (9 =) (u-v) )

y finalmente \

1= K0 -2 [ - w)- (s ) < lo- ol (123)
Intercambiando u por v resulta
ax .
L) - I{v) - %/0 {(¥(v) =v) - {v—u)dt < -:Zlu— vjia. (1.2.4)

Se tiene la sxgulente igualdad, que puede verificarse inmediatamente sumzmdo y restando -
¥(v) - v en el primer miembro y desarrollando

/0‘ "(yb(u) ~u)(u—v)dt = -/0 "(',b(v) —v) (v-u)dt +/:"(¢(u) = () - (u=-v)dt —Ju—vfia

Utilizando la desigualdad (7.2.4) y sustituyendo la expresién anterior, se obtiene

Bl - 1) -2 / (¥{u) - u) - (u - v) dt |
2 ~Ha s 20000 = )= 0) + 909 ) -fo-
= Zhac oty - 2[00 - v - o= - ol

_1
e

2 in
jumofis =3 [ (90 = 9D - (um )
y utilizando la desigualdad de Holder se obtiene finalmente que
2 [3r 1 2
W= £ -2 [0 -9 (0 a2 Tam o - 1) - el oo
2 Ju- uﬂ;(% - —Z—p), para € pequefia
> —%plu = vt

y usando (7.2.1) se concluye que

n

) - 1) = 2 [ (9e) =) - (a= v} e S clu— ol

..con ¢ = max(L/e, 2p/e) < 2/\/e.
Es decir, que

1) = 2(9(u) - w),
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y por lo tanto I}'(u) define un mapeo de E en E y es Lipschitz-continuo, puesto que v y la

identidad lo son.
Ademds, si I}'(u) = 0, entonces y{u) = u, lo cual implica que 0 € 3J;(u) (ver seccién 1.3).

Esto prueba la parte (1).
Por otra parte, usando el hecho de que

£) = I'p(e) - ;19(u) - uil,

se ve que [ =0 si y s6lo si y(u) = u, y esto prueba el punto (4) del teorema.
La parte (2) establece que el funcional I} satisface una condicién del tipo P.S. adecuada,
lo cual toma en cuenta el hecho de que J?' mapea E en E ¢ E°, (recuérdese que se pide que

' (udlg =0y l‘lugc[-lz:.). .
Se prueba a continuacién el punto (3). Sea {u.} ¢ £ una sucesién como en {2). Deffnase

una nueva sucesién -
U = Pua) € E.

Entonces .
I (00) = I (${un) = [ (ta) + - fuin = val2s

2 {va) 2 -M

Puesto que I* estd acotado por arriba, se tiene que para cierta constante M; > 0 se cumple
|7 (va)] € M.
Ademis se mostré que 2($(u,} ~ u,)/e € 351°(¥(u.)}, ¥ esto implica que
2
Wy = Z(V”(un) - u,,) = I:'(un) € aﬂr("n)p

con fwylre — 0 (también |walie < Jw,|ie — 0). Por lo tanto, por el lema 7.1.1, v, = ¢(u,) tiene
una subsucesién convergente en E.
Por otra parte,
e =t~ 217 (w),

y I - 0 en B {aquf es donde se usa la condicién de que la sucesién tienda a cero en L*,
que es més fuerte que pedir que tienda a cero en [#), por lo que u, admite una subsucesién

convergente en E.
Finalmente, para probar que I7 es invariante bajo la accién de 5!, basta notar que

1
1 (To(u) = maalr () ~ 2o~ Toufla)
Haciendo el cambio de variable t+6 = 2x +t', en el segundo sumando de la expresién anterior,
se obtiene .
‘ L (Tou) = max{l" (w) ~ ~{T3n-ow ~ ufts),

pues I* es invariante bajo la accién de §!, de donde finalmente

. . 1
L(Tou) = max(I*(Tan-aw) ~ < |Tru-pw - ufal,
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por lo que I?{Teu) = It {u).
| ]

En lo sucesivo, se toma ¢ > 0 suficientemente pequenia de tal forma que el teorema
anterior se cumpla. :

Esto reduce el problema general, a encontrar puntos criticos de It. Sin embargo, como I3’
determina un mapeo globalmente Lipschitz de E en E, que satisface una condicién apropiada
de Palais-Smale, es posible aplicar el lerna de deformacion a 17 (ver apéndice 3). Por lo tanto,
se pueden encontrar los puntos criticos de I} mediante el mismo argumento que en el caso
estrictamente convexo.

Se concluye entonces:

7.32.3 Teorema.
Sea H tal que satisface las hipdtesis del teorema 2.1.1. Entonces el funcional I* admite al

menos N punlos criticos distintos con perfodo minimal 2,
Prueba. Definanse los nimeros
cx = sup inf [} {u},
w2k T
con k=1, N,
Claramente ¢y <en-1 <+ < 1.
Como se desprende inmediatamente de la definicién

1) = maxdT™(u) = T - ofl,

se tiene que I7(u) > I*(u), y como este ultimo est4d acotado, también lo estd el primero.
Para toda u &Iy se tiene entonces, por un lado, que

I (o) = I"(#(u) = Zlo = $(u)fLs < F(9(u)) S M,

por lo que ¢, < M.
Por otro lado, ey 2 infr, I (x) ¥

ey 2'inf I (u} > inf I"(u) 2 ¢q, VE=1,...,N,

por lo que se concluye, mediante el lema de deformacidn, igual que en el caso estrictamente
convexo, que los ¢, son todos finitos y corresponden a valores criticos de I7.

Sin embargo, por el teorema 7.2.1, se tiene que los puntos criticos correspondientes
también son puntos criticos de I*, y puesto que

I'(uk) = I:(uk) =ck 2 Cay

entonces uy tiene perfodo minimal 2x. Por otra parte, 8i ¢x = cx41 = -+ = cp4r =c, COR r 2 1,
entonces K, contiene una infinidad de puntos criticos distintos de I, y consecuentemente de
I* (la prueba es exactamente la misma que en el caso estrictamente convexo). Esto concluye

la prueba.
"

1.8 Comentarios finales.

1) Siguiendo un argumento dado por Ambroseti y Mancini [AM], se puede derivar del teo-
rema 2.1.1 el resultado de Ekeland-Lasry [EL| para el problema de energfa fija.
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2) El teorema 2.1.1 prueba, en ciertos casos, la suposicién natural para el problema de
perfodo minimal, a saber, un sistera hamiltoniano admite al menos, tantas soluciones como
grados de libertad tenga. Es razonable suponer que la afirmacién anterior es vdlida para
una clase mucho mis amplia de hamiltonianos, en las cuales sdlo se impongan condiciones
de crecimiento en el origen y en el infinito.

3)Tarantello y Michalek han generalizado el resultade que aquf se presenta para el caso de
hamiltonianos no auténomos, H(z,t}, de periodo T la variable ¢.

Considérese el siguiente problema

Jz = H,(z,t),
(0} = z(pT),
con p2> 1.

Las soluciones al problema anterior se denominan subarménicas.
Con respecto a las soluciones subarménicas, se puede probar entonces lo siguiente:

Teorema.
Sea H e (R x R,R) y tal que satisface las condiciones siguientes

a) H{.t) es conveza vt & R fijo.
b) H{z,t + T) = H(z,1), ¥{z,t) € R xR.
¢) ¥z se cumple que
Fhl s Hst) s Flaf, 1<p<3,

en donde a; ¢ a3 son constantes positivas tales que

2 < af.
ay

Entonces, para cualquier p > 2, ezisten al menos N soluctones distintas con periodo minimal
T,
Sin embargo, si se enfatiza el cardcter no auténomo del sistema, se puede probar un
resultado mejor. Supdngase para ello, que H(z,t) tiene la siguiente propiedad: si z(t) es una
funcién periédica con perfodo.minimal k7T, k€ @, y la funcidn H,(z(t),t) # 0 es kT periédica,
entonces k es necesariamente un entero. Por ejemplo, H(z,t) = b{t}H(z), en donde b(t) es
periddica con perfode minimal T.
Se prueba entonces el siguiente resultado.

Teorema.
Sea H tal que satisface las condiciones (a),(b) y (¢), asi como la condicidn que se acaba de

mencionar. Entonces, para cualquier p > 2 tal que

a2 28 1§
ay < (a(a + 1))

b

para algin s > 1, en donde s, es el menor factor primo de p; se tienen ol menos N soluciones
de periodo minsmal pT.

El contenido del teorema anterior es interesante en el sentido de que, por ejemplo, si
se toma p primo,el ndmero de soluciones al problema con perfodo minimal pT aumenta si p
aumenta.

La prueba de estos dos teoremas se basa fuertemente en el hecho de que el problema es
invariante bajo la accién del grupo Z,. Se aplican ideas similares a las aquf expuestas.
4) Es interesante mencionar que también el problema de cuerdas vibrantes

Ugs ~ ty + Ay, z,t) =0,
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u{z,t + T} = u(z,t)
u(0,t) =u(x,t}=0, ze(0,x) tch,
puede se planteado como un sistema hamiltoniano de dimensién infinita (véase [Brl]), y que
si bien las técnicas expuestas en este trabajo presentan dificultades importantes al tratar de
ger extendidas a este caso {fundamentalmente porque el operador K correspondiente ya no
es compacto), es posible no obstante usar un enfoque dual que presenta algunas ventajas,
Se explica un poco més en detalle en qué consiste este resultado para el caso de la

ecuacién de onda.
En particular, si se supone que

he (R x [0, 7] x R),

con h{, z,t) creciente y h(y,z,-} T-periddica, y se satisface la condicién adicional para
H(u,z,t} =/ h{v,z,t) dv
4]

FhlP < Huz) < Zlul,

en donde 1 <f <2y ayy as s0n constantes positivas.
Puesto que el caso general presenta dificultades debido al problema de los pequefios
divisores, se considera sélo el caso en el que T es un muiltiplo racional de ». Es decir, se

considera, q
= =+ 2x,
P

con py g enteros positivos.
. Se buscan entonces soluciones del problema anterior, que tengan perfodo minimal pre-
scrito T.
Se introduce la siguiente notacién:
Sea T = (g/p) - x. Para cualquier entero m > 1 definase

Am,T) = n'.lin{n € L|n = [mjp)* - (kq)* > 0,5,k =1,2,...}.

Definase también }
AT) = :nn;r; A(m,T),
A(T) =21, 7).
Se dice entonces que T es admisible si '
AT) > M)

Se prueba entonces el siguiente teorema

Teorema.

Sea T = q/p-2x admistble y h(u,z,t) tal que satisface las condiciones anteriormente estableci-
das. Entonces eziste una constante fr € 1,2}, que depende sdlo de T y cierta (T, 8) > 1, que
depende de T y de B, para las cuales si ‘

) a
ﬁr<ﬂ<2.y;—:<c.

el problema considerado admite una solucidn débil en L con periodo minimal T,
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Apéndice 1.

- Subdiferenciabilidad y otros desarrollos complementarios.

Introduccién.

"En este apéndice se presentan con mds detalle los hechos fundamentales sobre subdiferen-
ciabilidad de funciones.

Se dan asimismo algunas demostraciones omitidas en el desarrollo principal del trabajo,
por no estar directamente relacionadas con él. En particular, se presenta una versién del
teorelma de Hahn-Banach para funciones convexas que es ligeramente distinta de la mds
usual,

Si se busca un tratamiento mds completo sobre estos temas, consiltese por ejemplo {Ro]
(capltulo 1, subdiferenciabilidad) o [SR| (Hahn-Banach). ,

78
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A1,1 Una versién del teorema de Hahn-Banach,

La siguiente versién del teorema de Hahn-Banach permite extender formas lineales definidas
en un subespacio y dominadas por una funcién convexa a todo el espacio considerado.

Al1.1.1 Teorema. )
Sea X un espacio vectorial real, p una funcidn real definida en X y que satisface

plaz + (1 - a)y) € ap(z) + (1 -a)p(y), VYzeX, Yael0,1]
Supdngase que X es un funcional lineal definido sobre un subespacio Y de X que satisface
Mz)<p(z), VzeY
Entonces existe un funcional lineal A, definido en X, que satisface
Alz) <p(z), VzeX,
y tal que A(z) = A(z) para toda z €Y.
Prueba. Primero se mostrard que si 2 € X, pero x ¢ Y, entonces puede extenderse A a un
funcional con las mismas propiedades y definido en el subespacio generado por Y y 2. Se

usa entonces el lema de Zorn para probar que este proceso puede continuarse de tal modo

que ) se extienda a todo X,
Sea ¥ el subespacio generado por z y Y. La extensién de X a ¥, denotada por 3, queda

definida cuando se especifica i(z), puesto que
Moz +y) = ad(z) + A(p),

conyeY,
Supdngase que y,, y; €Y, y sean a, 3 > 0. Entonces

BA(w) + m\(yz) = Ay + ﬂ.‘/z)

= (a+AM——=n + Vz)

+ B
<(a+ ﬂ)P(;rﬂ(yn - uz) + ;—z-g(yz +pz))
< Bp(v1 — az) + ap{ya + Bz).

Por lo tanto, para todas «, >0y y;, 1 €Y, se cumple
—[-p(yx —az) + M)} € 7 [P(.!h +2) = Mya)]-
Puede entonces encontrarse un nimero real g, tal que

sup —[—p(y az) + /\(y)] <a< sup ! [p(y + fz) ~ A(y)].
yeY @
a>0 ﬂ > 0

Se define ahora i(z) = a. Se verifica inmediatamente que la extensién satisface entonces
X(z) < p(z), para toda z € ¥. Esto muestra que A puede extenderse una dimensién cada vez.
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Se procede a aplicar el lema de Zorn, Sea E la colecién de las extensiones ¢(z) de A, que
satisfacen e(z) < p(z) en el subespacio en el que estdn definida. Se introduce la relacién de
orden parcial <, en E, haciendo ¢, < ¢, 8i ¢; estd definida en un conjunto mayor que ¢, y
e1{z) = ea(z) en donde ambas estdn definidas .

Sea {e.}oea un subconjunto totalmente ordenado de E; sea X, el subespacio en el cual
e estd definida, Hégase ¢ en Usea X, como

e(z) =eu(z), VzelX,.

Claramente ¢, < ¢, por o que cada subconjunto totalmente ordenado de F admite una cota
superior. Por el lema de Zorn, E posee un elemento maximal 4, definico en cierto conjunto
X',y tal que satisface la relacién A{z) < p(z), para z € X'. Pero X’ debe coincidir con X, pues
en caso contrario se podria extender A a una A’, mediante el procedimiento descrito en la
parte inicial de la demostracién, Pero esto iiltimo contradice la maximalidad de A, por lo

que debe tenerse X = X', Por lo tanto la extensién A estd definida en todo X.
n

A1l.2 Espacios duales y topologfas débiles.

E! espacio vectorial de las formas lineales sobre un espacio vectorial £ se denomina dual

topolbgico o simnplemento dual de E y se denota por E°.
Si z* € E*, el valor de dicho funcional en el punto z € E se escribe como

<z,z°>,

Es un hecho bien conocido que en el caso de un espacio L?, con p € (0,1), el duai es
isométricamente isomorfo a L%, en donde p ¥ ¢ son exponentes conjugados. La forma <+« >
en este caso estd dada simplemente por

<z,z' >=fzz'.

Se introduce una norma en E° como sigue

z'lge= sup |<=zz">|
zeE
lzls <1

Se verifica en forma sencilla que la definicién anterior efectivamente define una norma en E*
{ver [5]).

inalmente se provee a £ de un topologia menos fina que la original inducida por |- |s.
A esta nueva topologfa se le conoce con el nombre de topologfa débil, y estd definida por el
siguiente sistema de vecindades de cero

Niz},...,5n, ) ={z€ Bl|<z,5 > [<gi=1,...,n}.

Un sistema de vecindades de cualquier otro punto se obtiene del anterior por translacién.
Se puede mostrar que la topologfa débil es la menos fina que hace continuos a todos los

elementos z* de E*,
Finalmente se enuncia una proposicién que establece una relacién entre sucesiones fuerte-

mente y débilmente convergentes.
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A1.2.1 Proposicién.
Sea {zn} .y una sucesion débilmente convergente, entonces {zn}, N ¢ acotada en norma.
Reciprocamente, 31 una sucesion e acotada en norma, cntonccs admite una subsucesidn
débilmente convergente.

Prueba. Ver [5].

Subdiferenciabilidad.

Antes de presentar el concepto de subdiferenciabilidad de un funcional, se exponen algunas
nociones importantes.
Considérense las funciones de la forma

F(z) = z*(z) + a,

en donde z* € E* y a € R. Este tipo de funciones se denominan funciones afines continuas. .
Cuando el espacio vectorial considerado es £ = R" las gréficas de estas funciones correspon-
den a hiperplanos afines en R**'. La utilidad de este tipo de funciones radica en el hecho
de que su uso permite generalizar la nocién de gradiente. En efecto, del cdlculo de varias-
variables se sabe que el vector normal al plano tangente de una superficie en un punto, es
precisamente el gradiente en dicho punto. En el caso de funciones convexas, dicho plano -
puede caracterizarse como aquél que coincide con la funcién en el punto considerado y que
es menor o igual que la misma en otro caso (ver fig.A1.3.1).

o '

plano tangente

Figura A1.3.1 El plano tangente de una funcién convexa.

Estas dos observaciones permiten extender lo que se entiende por gradiente para fun-
ciones convexas en un espacio vectorial arbitrario como la “pendiente” z* de una funcién
" afin continua que coincide con la funcién en el punto, y que es menor o igual'que ella.

Al conjunto de funciones F : E — R que en todo punto son el supremo de una familia
de funciones afines continuas se le denota por I'(E). Las funciones que pertenecen a I'(E) se
pueden caracterizar en forma simple, tal como lo garantiza la siguiente proposicién.

Proposicién,
F eT(E) sy adlo si F es conveza e inferiormente semicontinua.* Ademds, si F toma el
valor —co, entonces es tdénticamente —co

Prueba. Ver [5].

* Se dice que una funcién F : E — R es inferiormente semicontinua si Va € R el conjunto {s € E| F(z) < a}
es cerrado.
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De la definicién de I'(E) se sigue inmediatamente la equivalencia de las afirmaciones que

se presentan a continuacién:
i}F es el supremo de las funciones afines inferiormente semicontinuas que son en todo punto
menores o iguales que F. :
ii) F es el mayor minorante de F en I'(E).
A F se le llama P-regularizacién de F.
Se procede ahora a formalizar las nociones anteriores.

A1.3,2 Definicién.
Se dice que una funcién afin continua ¢, menor o igual que F es exacta en z € E, si {(z) = F(x).
Obsérvese que si ¢ es exacta en zo, entonces necesariamente es de la forma

Uz) =< 23, 2~ 20 > +F(zq)
=< 25,2 > +F{z)—~ < 23,20 >

Ademis { es necesariamente maximal en z; i.e.
F(zo)— < 2,20 >= —F"(z0), (AL8.)

puea su término constente {A1.3.1) es el mayor posible entre todas las funciones afines
continuas menores o iguales que F, ya que ¢ es exacta,

A1.3.8 Definicién.
Una funcién F de E en R es subdiferenciable en el punto z € E, si existe un minorante afin
continuo que sea exacto en x. La tangente :* € E* de tal minorante se llama subdiferencial
de F en z, y se denota por
8F(z).

Si F no es subdiferenciable en z se define 3F(z) = 0.

~ De lo anterior se concluye que se pucde caracterizar al subgradiente de una funcién como
sigue:

' €9F(z) &> Flz)<ooy
<z y—-z>+F(z) < Fly), Vyek. (ALS.2)

En efecto, de (A1.3.2) y de la definicién de F*, la desigualdad ‘

<z%y-z>+F(z) > F(y)

se cumple siempre, y para que se dé la igualdad, debe cumplirse (A1.3.2).
Se prueba a continuacién una proposicién importante usada en la demostracion del caso

general,

A1.3.8 Proposicién (Férmula dual de Fenchel),

z* € F(z) <= F(z)+ F*(z) =< z%2>.

Prueba. La necesidad de la afirmacién quedé demostrada en el parrafo anterior a la definicién

de subgradiente.
Inversamente, &i :

F(z) + F*(z*) =< 2",z >,

entonces se cumple que
Hy) =< y,2° > +F(z)- < z,z° >
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es menor o igual que F.

En efecto,
<z’ y> +F(z}- < 2',z >=<z’,y > —-F*(z"),
y como
F*(z*) = sup{< z°,z > ~F(z)},
2€E
entonces
F*(z*) 2< 2",y > - F(z),

de donde

<zy>-F(z*) < Fly),

y como £ es exacta en z, se tiene que z° € 3F(z).
n

Se ilustran ahora estos conceptos cuando £ = R”. Considérese el caso n = 1y sea entonces
F:R — R definida por
P(z) = 2%,
Dada la definicién de derivada, es ficil ver que la forma lineal
(v - z)F'(z}) + F(z)
es Ia dnica que satisface la condicién (A1.3.2), por lo que se tiene en este caso que
aF(z) = {F'(z}};

i.e. el subgradiente coincide con la nocidén usual de derivada.
En el caso general, si £ es una funcidn afin continua, acotada por a.rnba por F, entonces
¢ es menor o igual a 7** (la I-regularizacién de F). Por lo tanto, si ¢ es exacta en z, se tiene,

primero
Yz) < F**(z) < F(a),

y segundo
F**(z) = l{z).
De lo anterior pueden establecerse dos conclusiones importantes: i. Si 8F(z) # ¢, entonces
Flz) = F**(2).
il. si P(z) = F**(z), entonces 3(z) = 3¥**(z).

La primera de estas condiciones tiene particular importancia en el caso de funciones
convexas, pues como s¢ probard més adelante, para una funcidén convexa continua y superi-
ormente acotada, entonces el subgradiente de dicha funcién es diferente del vacfo. Entonces
esta primera condicién establece que la transformada de Legendre es involutiva en el con-
texto de funciones convexas, tal como se plante$ en la seccién 0.4.

Una de las caracteristicas relevantes del subgradiente es, como ya se dijo, que permite
generalizar la nocién de punto critico. En efecto, puede concluirse de (A1.3.2) que

FPlz) = :nelgF(x) <> 0€dF(z).

Es decir, si se tiene un extremo en un punto, dicho punto es critico; i.e. 0& dF(z).
En lo que sigue se presenta una proposicién que establece algunas propiedades impor-

tantes del subgradiente.

A1.3.4 Proposicién.
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El conjunto aF(z) es convezo y débilmente cerrado en E*.

Prueba. Puesto que
F'(z*)- < 5,2 >2 ~F(2)

siempre se cumple, la proposicién A1.3.3 establece que
aF{z) = {z* € B*| F*(z*}- < 1,2* > ~F(z)},

y como F*(z*) € T(E"), resulta ser, por la definicién de T'(£*), inferiormente semicontinua;

i.e. el conjunto descrito es convexo y cerrado, lo cual implica que es también débilmente’

cerrado.
|

La siguiente proposicién es importante, pues establece un critvrio para determinar si la
subdiferencial de una funcién en un punto es diferente del vacfo..

Al.3.5 Proposicién.
Sea F una funcidn conveza de E en R, finita y contmua en un punto = € E. Entonces
dF(y) #8, para toda y en ¢l interior del domxmo efectivo* de F, domF.
Prueba. En la prueba se usa el hecho de que si F es finita y continua en = {y por lo tanto
acotada por arriba en una vecindad de dicho punto), entonces es finita y acotada en todo
puntc del interior de su dominio efectivo (ver rO] PpP- 13

Basta entonces probar que 3F(z) # 8. Puesto que F es convexa, el conjunto (llamado
epigréfica de F)

epiF = {{z,8) € E x B| F(z) < a},

es convexo como subconjunto de E x B. Ya que F es continua, el interior de la epigréfica es
no vacfo. En efecto, tomando una vecindad O de z sobrela cual F esté acotada por arriba
por una constante ¢ € B, se tiene que el conjunto O x (¢, +co) €3 un subconjunto abierto
contenido en la epigréfica de F. Puesto que (z, F(z)) pertenece a la frontera de la epigréfica,
puede separarse del interior del dominio efectivo por un hiperplano afin cerrado (esto es una
consecuencia inmediata de un corolario bien conocido del teorema de Hahn-Banach [5]).

Se obtiene as{ un hiperplano de soporte ¥ de la epigréfica de F que contiene & (s, F(z)).
Escribase la ecuacién de ¥

¥={{yo) e ExR| <y1°> +aa=p},

donde z* € E* y o, § € R, y no todos los coeficientes son cero. Se tiene entonces la siguiente
relacién:
<yz*>+aa>f, ¥y, a) €epiFy
< z,z° > +af{z) = §

pues X contiene a (z, F{z)).
Si @ = 0, se tendrfa < y ~ z,2* >> 0, para toda y € domF, es decir, que z* serfa cero

Sxecuérdese que domF es una vecindad de z). Se tiene entonces que a > 0 y dividiendo la
esigualdad anterior entre a

g z°
——— —_— <
. <y p ><Fly) VYyedomF,

J:] 2
o <n—>= F{z).

* El dominio efectivo de una funcién que toma valores extendidos est4 formado por todos los puntos en los
que la funcién es finita.

.ene
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Finalmente se concluye que
o—z.
<y-z——> +F(z) < Fly), Vye€E,

es decir, —~z*/a € 3F(z).
[ ]

Finalmente se proporciona una demostracién de que, al menos en el contexto de funciones
convexas, la subdiferenciabilidad es una generalizacién de la diferenciabilidad usual.
Si F es una funcién de E en R, la derivada direccional de F en el punto z en la direccién

de y se define como
Flz+y) ~ F(z)
A

.\_.o+

cuando este limite existe, y se denota por F'(z,y).
Por otra parte, si existe z* € E* tal que

F(z,y)=<y,z"> VyeBE,

se dice que F es Gateaux-diferenciable en z y a z* se le denomina la diferencial de Giteaux

de F.
En el caso de una funcién convexa, el lfmite menctonndo siempre existe, pues el cociente

resulta ser una funcién creciente de A, si bien puede ser +co.
Se tiene entonces la siguiente proposicién:

A1.3.6 Proposicién.
Sea F una funcidn convera de E en R. Si F es Gatcauz-dzfcrcnc:able, entonces es también

subdiferenciable y
IF(z) = (F'(z)}.

Inversamente, a1 en el punto z € E F es continug, finita y admile un tnico subgradiente,
entonces F es Gateauz-diferenciable y

{F'(z)} = 9F(z).
Prueba. Si F es Giteaux-diferenciable en z, F'(z) € aF{z), pdes
F(z+y) — F(z) 2 F'(z,y) =< y, F'(z) >,

o, haciendo z =z +y :
’ Fls) - Flz) 2< 1-5,P'(z) >.

Alternativamente, si z* € 8F(z), se tiene
Flz+M)~F(z)2A<y,2*> WyeE, VA0,
o dividiendo entre A y tomando el limite cuando A — 0*, se obtiene
<y, Fz) >2<y,z* >,

[¢]
<y, Fl(z)—3">20,

y puesto que y es arbitrario, entonces z* = F'(z).
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Para probar el recfproco, ya que F es convexa, se tiene que para toda A€ R y para toda
yek :
F(z) + AF'(z,y) < F(z + Jy).

Esto significa geométricamente,qué la recta en Ex R dada por
L={(z+My, F(z) + AF'(z,9))| A e R}

no intersecta el interior de la epigréfica de F.

Pero el interior de la epigrifica de F es convexo, abierto y no vacio, pues F es convexa,
continua y finita.

De nuevo, como corolario del teorema de Hahn-Banach, existe un hiperplano afin cerrado
X, que contiene a £ y que no intersecta al interior de la epigréfica de F.

Pero entonces X es la gréfica de una funcién afin continua, menor o igual que F en todo
punto ¥ que es exacta en z. Puesto que se supuso que el subgradiente z* de F en z es tnico,
la pendiente de X es necesariamente z*, y puesto que £Lc X

F(z,y) =<y, z" >,

es decir,F es Gateaux-diferenciable, con diferencial z°.



Apéndice 2.

Una generalizacién del tecorema de Borsuk-Ulam.

En este apéndice se prueba una generalizacién del teorema de Borsuk-Ulam, usada en el
capftulo 4 en relacién con el indice geométrico de S*. Esta prueba es més simple que la que
se presenta usualmente (ver [Nil] (preedicién)l La demostracidn que aquf se da, se debe a

J. Ize.
Se exponen primero algunos resultados usados en la demostracién:

A2.1.1 Teorema de extensién de Borsuk y otros Jemas.
Sean Ac X ¢ R" dos conjuntos cerrados, y

Fo?A*’Rm—{O},
Fi: A—R™ - {0},

tales que eziste una homotopia
' Fi:Ax1—R™- (0}

de Fy en F. .
Sea Fp: X — R™ ~ {0} una extensidn de Fy a todo X. Entonces ezsste una exztensidn

i‘| :X—*Rm"(o} de Ra todo X.
Prueba. Definase Ia funcién H sobre Y = (X x {0}) u {4 x [6, 1]) como sigue

H:Y -R™-{0)

Fo(z) sizeXx{0
H(z)t) = {F:)((x)) :; T 21‘ :lg)i]'

Sea H una extensién continua de i & X x I, que existe por el teorema de extensién de Tietze. '

Sea )
B = {z€ X{H|{z,t) =0 para alguna t € [}.

Entonces B es cerrado, por ser la imagen inversa bajo una funcién continua de un cerrado,
y por otra parte, An B = §, por la construccién misma de #. Existe pues una funcién de

Urysohn que separa a A y B, es decir, existe ¢ tal que
p: X—[0,1],
que satisface p(z) = 1 para toda z€ A y p{z) =0 para toda z & B.
82
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Considérese entonces
Flt): Xx1-R™
definida como ) )
F(z,t) = H{z, p(z)t).
Se tiene por definicién que N i
F(Z, 0) = FQ(I).
Por otra parte, F no su anula._Pues supéngase que F(z,t) = 0, entonces se tendrfa que z € B,
es decir que F(z,t) = H(z,0) = Fy(z) # 0, lo cual contradice la suposicién original.
Finalmente, ) ) )
F(z,1)|, = A(z,0(2))|, = H(=z,1)], = H(z, 1}, = A(z).

Por lo anterior, si se define a F(z) = F(z,1), esta es la extensén buscada.

A32.1.3 Teorema.

Sea B una bola en B” y f: 5! =3B — R™ - {0}. Entonces 35 n < m, f tiene una extensién
sin ceros @ B,

Prueba. Primero se prueba el resultado anterior cuando f € 0= (S"-!). En este caso, el
resutado es una consecuencia del teorema de Sard, o mds directamente del teorema de
transversalidad, uno de cuyos corolarios es el siguiente:

Si X es una variedad con frontera y F es una funcién diferenciable

F:0X Y,

tal que F|,, es transversal* a una subvariedad Z de ¥, entonces existe una funcién G: X — Y
que es homotépica a F y tal que F =G en aX (ver [GP] pp.75). Para el caso considerado,
basta tomar a X como B, Y como R™ y 2 Z como el cero de R™, y notar que puesto que
n < m, la condicién de transversalidad se reduce a que f(B)n {0} =8, en donde f es cualquier
extensién = de f. Entonces la funcién homotépica a f que proporciona el corolario es la
extensién sin ceros buscada.

En el caso general en el que f es solamente continua, la prueba se reduce al caso anterior
al considerar una aproximacién = de f, f, y de aplicar el mismo proceso. Se puede entonces
deformer a f; en un vecindad de 8B de tal forma que coinncida con f y mostrar, simplemente
por continuidad, que dicha modificacién tampoco se anula en B
Se presenta por simplicidad otra prueba més directa de este teorema que no hace uso del
teorema de transversalidad. ‘

Se considera inicialmente una extenxién continua de f, denotada por f, : B + R™, la cual

existe por el teorema de extensién de Tietze [KF|. A partir de f; [KF), se construye a su vez

otra funcibn C*, f;, que es una aproximacién uniforme de f;; i.e. '
. Il’ - fll S €,

en donde se toma ¢ = d(/,(S""!),0), la distancia de la imagen de 8B bajo f, a cero, que es un
nimero estrictamente positivo, pues f; es continua y B es compacta.
Lo anterior puede hacerse explicitamente mediante el alisador de Friedrichs

=g [ [ E D0
=//R' p(z)[l('zA-i- €z)dz,

* Se dice que una funcién F : X — Y es transversal a Z i para toda y € Z N F(X) se cumple que
T,Y = dF (T, X) + T,(Z), con y = F(=z). :
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en donde p: R" — R* es tal que
-/’/I;R' plz)dz=1, p(z) =0, Viz| 21,

tomando ademds a f, como extendida continuamente a B, = {z||z] < R+¢} (B = B).
Entonces f,|,, # 0,y /2 es homotdpica a f, mediante una deformacién lineal. Por el

teorema de Sard, el conjunto de valores criticos de f;: B — R™ tiene medida cero; i.e. existe
no € BR™ con |no| € ¢ ¥ tal que o es un valor regular de f3. Pero esto significa que el jacobiano
df; en todo punto zo € B tal que fy(xo) = no tiene rango maximal n (pues n < m). Pero
entonces la ecuacién f3(z) — n = 0 se puede reducir por el teorema de la funcién implicita
para z = z{n) con z(na) = 5, en cierta vecindad de (zo,70). En particular, para toda g tal que
In=mol<elz—zl<e
ero Y
hlz) = fa(z) + 5;’(10)(1 — 5o} + O(fz - zol").
Lo anterior implicz que
n ~no = Az = zo) + O(|z - zof?),
en donde A es una matriz de m x n que determina un mapeo uno a uno ({A{z - )}) es un
hiperplano de codimensién m — n. Tomando n — 5, en el micleo de AT, se tiene
In = nol* = (A(=z — zo),n — m0) + (O(In — naf*)n — m0) !

= ((z - zo), AT{n = ma)) + (O(|z — zo[*), 7 — 10)

< Oz = zo[*, |7 = mo*)Im — nal.
Lo cual implica que |y - 50| £ O(jz — zof?), que contradice el hecho de que la vecindad de 5

puede ser dada arbitrariamente.
Se tiene finalmente que f;'(no) =9 si y s6lo si f3]z| — no # 0, ¥y € B. Es decir que

/:(') - 'lo' 2B
tiene una extensién continua sin ceros a B.
Como || < €, fa() ~ nol, €5 homotdpica a f(})],,, que & su vez es homotépica 2 f|,,,.

Se tiene entonces que por el teorema de extensién de Borsuk, f tiene una extensién

continua.
| ]

A2.2 Teorema de Borsuk-Ulam genecralizado .

Se presenta en lo que sigue la prueba del teorema:

A2.2.1 Teorema. . . L. .
Sea 01 una vecindad abierta y acotada del origen de C*, invariante bajo la siguiente accidn

de S': para cualguier u=(uy,...,ux) € c*,

Tou = (¢™%uy,. ., e8M0,),

en donde 6 €[0,2x] y n, #0 (p=1,...,k) son enteros dados.
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Sea
f:an—C

!= (Ily'-'nfh)
una funcidn continua y tal que para algunos enteros my #0, ¢=1,...,h), 3¢ tenga:
[(Tou) = ("™ fi(u), ..., €™ i (u)).
Entonces, si h <k, eziste una u€ a0 para la cual f(u) =0,
Prueba. Considérese
' fiacct -t
con las acciones para C* y C* mencionadas en el teorema y tal que 1180 es diferente de cero.
En particular se tiene que
s
/'ann(u.ﬂ:o.....u.:o) -C" - {0}'
Sea B = {u|us] < R} y esc6jase R suficientemente grande para que 0 ¢ B; definase
f:B= ct

un extensién continua y equivariante de f a B (ver lema 4.1.3).
Por otra parte, constriyase (tal como en la prueba del lema 4.1.2) una vecindad invari-

ante de af1, N; tal que f3 0 en Ny,
Finalmente, sea .
p:B—[0,1]
una funcién invariante y tal que
_Jo, siuen
,”M"{Lsnemumn
Dicha funcién puede ser, por éjemplo:

_ d(u, n)
£= q(w0) + d(u, (BUN,))’

en donde d(-) es la distancia en C*,
Entonces, sobre [0,1] x B, se considera la funcién

Flt,u) = (2(t + p(w)) - 1, f(u)).

Como f(u) # 0 en Ny, los ceros de F{t,u} se tienen ya sea para u €0, o bien para u € (AU N;)°.
En el primer caso, p(u) =0, lo cual implica que ¢t =1/2 y ademés

f() = flw).

En el segundo caso p = 1y se tiene que 2(¢ +p(t)) - 1 # 0, por lo que F(¢,u) # 0 en 8({0, 1] x B).
Si se define ahora v o
c.=¢C"%
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" con la accién

(z1)- 0 2k) = (€%21,...,6%22),
y \
8: Cf - C*,
como
} e(zly"':zk) = (zrlt“')z)’:.):

en donde para n; negativo se toma 2}’ como 2"‘"
Sobre Ix D con D= {ze C*[|s;{< Ry = R'/"‘N} sea

Fltyzon2) = 20+ 08210 v 20)) = 1, F(8(z11. 1 54)))
= (2 ey a0 = 1 (s,

. Por lo anteriormente expuesto, i se restringe a F a la frontera, no se tienen ceros; i.e.

F:a(Ix D)~ C" - {0}.

Si h < k, entonces F: (7 x D) {zns1 =0,..., 2, = 0} — C" — {0} se puede deformar mediante la
siguiente familia de funciones )
Feltyzy,.o, 2,000, 7R}
en la funcién #(t, z,...,0,R), ¥ esta iltima funcxon no tiene ceros en (Ix D)N{zp4y =0,...,2, =
0}. Por el teorema A2 1.1, la funcién F|D(,xn)n{ _ _., tiene una extensxon sin ceros a
84150, 98 20}

todo (I X D) n {Z',,H =002 = 0}

Se prueba a continuacién que esto implica una contradiceién, por lo que la suposicién
original de que j[m # 0 no es vélida.

Sean L
H(t,zi,...,zh) EF(‘,31,-.-,Z}”0,...,O),

Dy ={eCM|y] S Rjj=1,...,4)

y
B, = (2 € Ch“I,'| S €5 E(llln/l},
en donde ¢ se escoge suficientemente pequefia, de tal forma que la bola {u]lu] < 2¢} c 0

(recuérdese que 0 € N y que 01 es abierto).
Se puede usar entonces la deformacién

(20t + o(z0, .. 2p*) = 1, (1 - e}z ,z,':‘)f(z{",. O Ha) B R 51 NI o )

en donde ¢ es una funcién invariante que vale 1 en B, y 0 en el complemento de B,,.

Si se evalia sobre la frontera de I x B, ze tiene, que si u € 3B, entonces p =1, lo que
implica que no se anula. Por otra parte, si = 1, se tiene que 2p+1 95 0, por lo que tampoco
hay ceros. Finalmente, si t = 0, la funcién sélo se modifica en B,,, en donde p =0y la
primera componente tampoco se anula.

Es decir, que f]u

(z;‘ll . '12:‘)’

Por otra parte, sean
0,=0-{ullus| < e}
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¥ o, una funcién que se anula en 11, y que vale 1 en B,;, y fuera de Ng.
Si ahora se define

Ho{t 21, 3} = (2t + ) ~ 1, F(=0*,...,224,0,...,0)),

donde ilb. = (2%, ..., 2%}, es decir, que H, # 0 en a(I x B). De esto se sigue que I,(t,9,...,0) =

(2t+1,0,...,0).
Se construye entonces una extensidn equivariante de H‘Ia(rxﬂ)u(lx op & 1xBcon la

propiedad de que no tenga ceros, extendiendo primero a dicha funcidn & los puntos de la
forma (|2|,0,...,0), después & (,0,...,0), & {21, |z},...,0), etc.
Para z = (Jz;},0,...,0), el mapeo definido como

(2t + 1,0},
st z; =0, y como !
(2(1 + pl(lzl!lol “ee 10)) - l!/(]'l'l 0» crey ))1
para |n|= R o t = 0,1 es diferente de 0 y claramente continuo de a( x {z|0 < |z| < R}) en
RxC"-(0}.

Obsérvese que 3(I'x (2|0 < || < R}) es homeomorfo a §*, y que Rx C* — {0} es homeomorfo -
a R™*' - {0}, es decir, a $%,
Como 1 < 24, este mapeo tiene siempre una extensién continua y que no se anula
Gilt, |z l) = (go(t,}2l), uft, J2el)s -y gn (e, [ )
Se define para z;, = ¢"¥|z| la funcién equivariante

Gty lal) =
{go(t, [zl ™ ¥ qult, 1)), .., €™ ¥ e, |11 ]))

Para 7 = 0, G, estd bien definida, ya que Gy{t,0) = (2 +1,0). Si se rcemplaza £ » por ¢%z,
entonces es inmediato comprobar que el mapeo es equivariante. Para |z)] = R, G4lt, R} =
" H.(t,R,0,...,0) ¥ para ¢t = 0,1 se tiene que Gift,|n) = Hft,|n}0,...,0), con las mismas
propiedades de equivarianza,es decir, G, es una extensién de H,.
Para z = (,|%),0,...,0), el mapeo definido por
{é;, 8i 73 =0
H,, st = R, !

va de 3(I x {z; € C||=| € R}, 0 < z4 < R) (homeomorfo a 5°) a Rx C* - {0} (homeomorfo a 5%},
y tiene una extension si & > 1 (que efectivamente es el caso, pues z = (z1,]z])). Dendtese por
G, a esa extensién,

Para z = (2;,6%(24},0,...,0) se define a su vez
éz[‘. 21,6 (23]} = (goa(ti e~ 21, |2a]), €™ ¥ gia(t, e 3, |2a])s o € P s {te™ 2, |ml).
Para 23 =0,

GI(‘: ‘—wzl) = G"l(txc.-w’l) = (gm(t, Izllv e.-‘m”‘c‘m“bglh e -14—‘mA¢cim.‘b9hl(‘l lzl“)'

lo cual implica que &, esté bien definida.
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Por otra parte,
Calt, P21, ¢%|2a]) = (goz(t, e~ 2y, [22|),ﬂ‘m'("+‘b)91:(¢»¢—“"ll, z2]), ..., Ema P+ g a(t, ey, [za]))s

que es equivariante.

El proceso descrito anteriormente se sigue hasta que se defina, para z = (z,..., 24y, |2)),
la funcién Gu-y, para 2 = 0 y H, para |z] = R, definida sobre
(I {z € C*Ja1)y. s ]2n-1] € R,0 < 24 < R}, que es homeomorfo a §'*+3~3 = §%-1 y con
valores en S*, por lo que se tiene entonces una extensién continua Gy = (gon, gias-.- 1 gh1)s
como antes.

Se construye ahora

H(t,z,.. .,zh_.;,e“‘|zhn =
(gon(t, ™ 21, e an_y, l2n]), €™ Y aunlt e 2y, 0y e ¥ zpny, [2n]), o €™ gt e 2r, 0 e 2oy, |28]))

que es equivariante y extiende al mapeo definido como H, sobre 8(Ix B) y como (2t+1,0,...,0)

sobre I x {0},
Si se considera ahora el conjunto 8(/ x (B - B,)}, y el mapeo definido en él (2(t + ¢,) -

‘ 1, f(z1,..., 7)), 5e ve que puede extenderse a todo el conjunto. En efecto, si

1 si|z] > 2, Vre(0,1],
X{rzi..,m)=1{1 sir=1, 2€B,,
6 sir=0, z€B,,

- entonces H(t,Xz,...,Xz,) es una deformacién de H, sobre 3(/x B— B,) a un mapeo que vale
{2t +1,0) para z € 3B,, pues en ese caso sc tiene

(2{t+ o[ X2)) = 1, X™al, L, X ),

y 8i Xz =0, ¢, = 1. Entonces la funcién que se acaba de construir es una extensién para
r =1, y se tiene por lo tanto una extensién para r =0,

Ahora bien, en I x (B ~ B,), ¢, = ¥, lo cual implica que H tiene una extensién de
8(Ix(B—B,))a Ix(B- B.).

Finalmente, Hlouxz?.) es deformable a Hla(le)’ mediante rz + (1 - r)Rz, usando para
0 <t <1 la extensién que se obtuvo para p con z€ 38,.
Como H|,, , tiene una extensién a I'x B, entonces H|, . , , tiene una extensién a Ix B,,

es decir
(2t - 1,200, ,20)

tiene una extensién sin ceros a I'x B,.

Esto es imposible, pues es un hecho conocido que el grado de Brower de este mapeo es
diferente de cero (ver la nota siguiente), de hecho es [], m;, lo cual en particular implica que
la funcién se anula al menos en algin punto.

Nota: Como H : a(I x B) — B x C* - {0}, entonces H tiene un grado de Brower.

Pero H=(2(t+¢)—1,/) #0 para z en el complemento de 8-1(n), por lo que

grad(H,Ix B) = grad(H,I x 67*(0))
= grad(2t - 1, f(=7*,...,57*), T x 071())
= ﬂrad(i(’?‘»- at),871(A)),
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ya que e} grado de la funcién producto es el producto de los grados de cada una de las

funciones componenetes. .
De igual forma, grad(H,,Ix B) = grad(f,67} {1 — B,}). Pero probamos que H‘lo(rx(n-a,))
tiene una extensién a I x (B - 8,), lo cual implica que grad{H,,I x B) = grad(H,I x B,) =0, ya
que He#0en I'xB,. .
Se tiene entonces que grad(f,©~Y01 - B,)} =0, y de esto dltimo se concluye que

grad(f,07}(R)) = grad(f, B.)) = grad(z*, ..., 57, B) = [] m,
. [

y i h < k, entonces grad(f,6-1{Q)) = 0.
También, (z(,...,2x) — {z['*,...,25*}es un mapeo de grado []; n;, lo cual implica que

{8y, up}: 80— c* ~ {0}

tiene grado (por el teorema de composicién) [] mi/ [ n;.



Apéndice 3.

Lema de deformacién.

En este apéndice se prueba el lema de deformacién presentado en el capftulo 4. Se
introduce primero la nocién de un campo vectorial pseudogradiente y se prueba que todo
funcional continuamente diferenciable posee uno de dichos campos,

Posteriormente se pruebs el lema de deformacién para funcionales continuamente dife-
renciables, usando el flujo de la ecuacién diferencial determinada por el campo vectorial
pseudogradiente antes mencionado.

A3.1 Campos vectoriales pseudogradientes.

Como antes, sea & un espacio de Banach real (por ejemplo LP o un subespacio de éste},
Uc Ey¢eC!{UR)
Se dice que v € £ es un vector pseudogradiente para $ en ue U si

i ol < 2/8"(u)ls- ‘
{“ (:’(u). v) 2 ldﬁ(u)]};.. (43.1.1)

Nétese que, en general, un vector psuedogradiente (p.g.) no es dnico, y que una combinacién
convexa de vectores p.g. para @ en «, es también un vector p.g. Si ® € ¢'(E,R), entonces se

denota como }

E = {u € E|®'(u) # 0).
Se define a u(z) como una campo‘vectoz'ial pseudogradiente sobre E, si v es localmente
Lipschitz continua y v(x) es un vector p.g. para toda z e E.

AS3.1.1 Lema. : B
8i & € OYE,R), entonces exsste un campo vectorial pseudogradiente para © sobre E. En

particular, si & es tal que su derivada &' define un mapeo localmente Lipschitz, entonces
eziste un campo vectorial pseudogradiente para  sobre E.
Prueba, Seaue £y we Econ |w|g =1y tal que

(8'(u), ) > 318'(u)]s--

Entonces s
1= EIQ'(“)IE'W {A3.1.2)
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es un campo vectorial pseudogradiente para & en u, pues
' s

els = gl¥lee <2,

¥ por otra parte
(#',4) 2 S92+ (2, 0)

> |0'[E..
Por la continuidad de @' en el caso en que @ es continuamente diferenciable, o simplemente
por la Lipschitz continuidad de la misma funcién en el segundo caso, se tiene que z es un
vector p.g. para & para toda z en cierta vecindad abierta y acotada ¥, de u. El conjunto
de todas estas vecindades cubre £. Por lo tanto, existe un refinamiento localmente finito

{N.,}. Sea pi(z) la distancia de z al complemento de N,,,
Entonces, g es Lipschitz continua, por ser N,, acotada, y claramente se anula en el

complemento de esa vecindad. Defifnase entonces

= 20

Puesto que {N,,} es una cubierta lccalmente finita, para cada z € £ el denominador en la
definicién de §;(z) se reduce a una sums finita. Finalmente, sea v(z) = ¥, z4(z}, donde z
esté dada por (A3.1.2) para u = u; para cada = € £, v es una combinacién convexa de vectores
p.g ¥ por lo tanto es también un vector p.g. Ademds v es localmente Lipschitz continua.

Esto completa la prueba,

A3.2 Condiciones Palais-Smale y prucha del lema.
Recuérdese que para & ¢ C'{E,R), se dice que u es un punto critico de & si ®'(u) =0y c es
un valor critico de @, si $*-*(c) contiene un punto critico,

Se definen asimismo los siguientes conjuntos

A. = {z € E|®{z) < ¢},

K,={z€ EIQ(:) =e¢, Q'(z) =0}

i.e. K, es el conjunto de puntos criticos con valor crftico e. .
Como ya se definié anteriormente, se dice que un funcional ¢ satisface las condicione
de Palais-Smale (P.S), si cualquier sucesién {u,} para la cual
i. [8{u,)lg esté acotada y
ii. |®'{u,)|ge — 0 cuando n— o0
posce una subsucesién convergente en E.

Nota. .
En el trabajo se usaron dos versiones distintas de las condiciones de P.S.:las arriba men-

cionadas para el caso estrictamente convexo (ver proposicién 6.1.1}, y una versién ligera-
mente diferente en la que se modificé la condicién (ii) como sigue: . [#'(u)}z — 0, cuando
n — oo y en donde & se tomé no necesariamente de clese ¢!, sino tal que su derivada
determinaba un mapeo globalmente Lipschitz. -

Es decir, en las primeras condiciones se pide convergencia en el dual E* para un funcional
de clase 0%, mientras que para las segundas condiciones se pide, por una parte algo menos
fuerte, que es convergencia en el espacio original (recuérdese que en el caso estudiado & c £°)
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y por otra se pide mds regularidad, es decir se considera un funcional tal que su derivada
determina un mapeo globalmente Lipschitz.

La prueba del lema de deformacién expuesta a continuacién se desarrolla usando las
primeras condiciones P.S. y se indican como notas a pie de pdgina las modificaciones nece-
sarias para el otro caso.

Se tiene entonces el lema de defu.inacién:
A3.2.1 Lema.
Sea @ € CY{E,R) o bien tal que su derivada define un mapeo localmente Lipsehitz continuo,
y que satisface las condiciones de P.S. Sic e R y N es cualquier vecindad de K., entonces
eziste nlt,z) = pi(z) € C(|0,1] x E, E) y ciertas constantes 2> ¢ > 0 tales gue
8 no(z) = z, para toda z € E.
18 n,(z) = z, para toda z € &~ c — &,c + ¢ y para todat 0,1}
111 n,(z) €3 un homeomorfismo de E sobre E para todo t €0, 1].
v &(n.(z)) < &{z) para toda z€ E y t € (0.1
U ﬂl(Acﬂ - N) C Ao

vi 81 K, =§, entonces m(Acid € Ac-..

Prucba Supéngase primero que K. # 6, pues el otro caso se sigue nmediatamente de éste.
Por las condiciones de P.S., el conJunto K, es compacto, ya que todo conjunto infinito
numerable admite un punto de acumulacxén, a snber el limite de la subsucesién convergente
cuya existencia garantizan dichas condiciones *

Por lo tanto, de las propiedades fundamentales de los comuntos compactos en espacios
métricos, para § > 0 suficientemente pequeia, Ms; = int Ny(K.) ¢ N. Es decir, que basta
probar v reemplazando a N por M;.

Por otra parte, para cierta § fija,existen constantes b,e > 0, tales que

IQ'(:)’E- >b paraz € Acyr— At — A{‘, . (A3.2.1)
pues en caso contrario existirfan sucesiones bo ~ 0¥ € ~ 0, ¥ za € Ace, — 4c,, ~ My, cON
{#'(zn)]ge < b
Por las condiciones de P.S., una subsucesién de =, convergeria a cierta z € K. con la propiedad
de que
(z)=c, ®'(z})=0, (As.2.2)

y tal que z ¢ M. Pero por otra parte, la condicién (A3.2.2) implica que z € K. c My, lo que
contradice lo anterior **,
Puesto que {A3.2.1) sigue siendo vélida si ¢ es reemplazada por una nimero menor,

puede suponerse que

O<l<mm(-- PB- —;—)

Sea ce(0,2), y
A={zeE|d(z)2c+26 &(z)<c—2),

B={z€Ejc-e<¥(z)<c+e)
Se tiene que An B =p. Definase

B |z~ Alg
ol=) = lz— Alg+|z- Blg’

* La afirmacién anterior es vélida para ambos tipos de condiciones, pues E C E*
** El argumento anterior no cambia, basta tomar |- |g en lugar de |« |g-
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Entonces g es Lipschitz continua, con g{z) =0s8iz€ 4, g{z) =0siz€ By 0< g(z) £ 1. De

manera similar, existe una funcién Lipschitz continua g con g=1en E - My, 3=0en My y

0<g(z) € L.
Definase : - o1l
_ ]y sls€(0,1];

h(z) = {1/., sla> L

De tal forma que también h es una mapeo Lipschitz continuo. Puesto que & € C'(£,R), o

bien su derivada determina un mapeo localmente Lipschitz, por el lema A3.1.1 existe un

campo vectorial p.g. v para ¢ en E.
Finalmente, definase
V(z) = —g(z)3(z)h([o(z)])v(=).

Por las observaciones anteriores, el campo V{z) es localmente Lipschitz continuo en E y

satisface
0<V(z)l <

Si se considera la ecuacién diferencial ordinaria

% =V(n), n(0,z) =z para z€E, (43.2.3)
el teorema bésico de existencia para dichas ecuaciones garantiza que para toda z € E hay una
solucién tnica n(t, z) de (A3.2.3) para t € (¢7(z),¢*(z)), siendo este dltimo intervalo maximal.

Puesto que V(z) es acotada, t¥ = oo, para toda z € E, ya que de otra forma, si e.g.
t* < oo, 6€a t, — t*(z). Integrando entonces (A3.2.3) resulta:

tatt V
tnss =)= nltm 2l =1 [ Vialt, ) e < nin =t
ta

Esto implica que n(t,,z) es una sucesién de Cauchy, que converge a cierta 2 conforme t, —
t*(z). Pero entonces la solucién de la ecuacién (A3.2.3) con condicién inicial 2 proporciona
una continuacién de n(t, z), lo cual contradice la maximalidad de ¢*(z).

Se sigue entonces que en particular n(z) € 0(|0,1], xE, E) y que satisface la condicién i.
Por otra parte, puesto que g =0 en A; i.e. puesto que todas las z son puntos de equilibrio
para la ecuacién si z € A, entonces ii se deduce inmediatamente.

La propiedad de semigrupo de las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias im-
plica que la propiedad sii se cumple, es decir, que n, define un homeomorfismo de E en E
para toda t €1{0,1] .

Para verificar {v, nétese primero que el resultado es trivial cuando n(z) = z. Si ni(z) # =,
entonces v{n,(z)) estd definida y .

Z8(m(z)) = (2'(n(=), (=)

= (@' (n(2)), ~9(ne(=))a(me (=) A(lo{me(z) ) o(ne(2)))
= —g(ne(z))3(ne (z)) Aol ne(2)]) (' (me (=), v(me(2))) < 0, (43.24)

ya que v(z) es un campo vectorial p.g. y de la forma en que se definié a g, 7 y & (de hecho,
la desigualdad anterior es estricta). :
Finalmente, para mostrar v, es necesario probar que

74 (AC-H - MJ) c Ac—l- (A3.2.5)
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Puesto que por iv, $(n(z)) < ¢ - ¢ para z € Ac_,, es necesario verificar la relacién (A3.2.5)
dnicamente para z €Y = A 4o — M;.

Poniendo
8z{t) = &{m(z)},

lo anterior equivale a mostrar que o,(1) Sc~¢, para z€ Y. Por (A3.2.4), da.{t)/dt < 0. Puesto
que g=0 en A._q, la 6rbita g(z) no puede entrar en 4., por lo que integrando la ecuacién

se tiene
0 <. (0) ~au(t) S 2

SizeY Y niz) €2 = Acye ~ Ae-e - My, para s € (0,4 (lo cual claramente sucede si ¢ es

suficientemente pequeiia), entunces, por (A3.2.1), n(z) € E y g(n.(z)) = 3(n.(z)) = 1 para
s & [0,t]. Por lo tanto

3
2 2/; Allo(na ()N (@' (na(z)), v(ni(2))) ds
t
> [ Mt DI )P do
]
. ,
26 [ bt (D18 G ()1 o
b [}
23 [ Wil @l (2] d (43.2.9)
b ]
2 31 [ bt (2ol o)
0
b t
=51 [ Vintal
= Ynte) - 1
se tiene entonces, de la desigualdad anterior (A3.2.6) y de Ia forma en que se escogié ¢ que
Ioz) - =t < 3.
En particular, la érbita n¢(z) no puede entrar en My y por lo tanto, 86lo puede salir de Z
entrando en A..,. Para mostrar que esto efectivamente sucede para t € (0,1}, supdéngase que
m(z) € Z para toda ¢ €[0,1]. De la relacién (A3.2.4) se tiene
da, '
2ealt) < (vl =)D (r(a)P

Si para alguna t,)o(n(z))| < 1, entonces A{jv(n{z))|) = 1 y de la relacién anterior para da,(2)/d?
y la expresién (A3.2.1

(43.2.7)

daslt) . (0P - olmle 1
& ST ST 4 ST

" Combinando las dos desigualdades anteriores resulta

da, . a1
—_— & ot
% S min(b ,4),
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de donde .
min(?, I) < a,(0) - a,(1) < 2¢,

lo cual contradice la forma en que se habfa escogido e.
n

Por 1ltimo, resta probar que n.(z) puede tomarse como equivariante. Para ello es necesario
recordar que si ® es invariante, entonces &' es equivariante. En efecto, como

D(u+ T)I— ‘1’("),

(#'(u) ) = lim

se tiene que ‘
O(Tou + v) — &(Tou) _ &(To(u+T; " v)) - B(Tyu)
vl B I3 "ol
_ P{ut+ T ') - B(u)
B lTo—l”l

ya que |Tyv| = |v| ¥ & es invariante. En el Ifmite:
(#'(Tou), v) = (8(u), T 'v) = (To®(u), v),

puesto que la dualidad preserva la isometrfa {otra manera de ver esto es definir la accién de
S$* sobre E* por (Tev,u) = (v, Ty 'u)).

Por lo tanto, todos los conjuntos de la forma @-'[a,3], €~*(0) son invariantes.

Ahora bien, si v(z) es un campo pseudogradiente para & sobre E, considérese

i) = o /o " - tu(Tye) b,

que es, como se vio en en el lema 4.1.3, un campo equivariante. Para ver que sigue siendo
un campo pseudogradiente, obsérvese que

. 1 2
flelle < gz [ blzals

1 In
<1 / |8 (Toz) |5- d
o

x
< 2(&'(2)|se,

ya que ' es equivariante y Ty es una isometrfa.
Ademis

(#'(2),5(z) = o= /0 " (@(2), T o(Toz)) do
- /o " (@' (Tyz), o{Toz)) b

1 an , .
> - &' (Tyc)| 5., dO
= a2y o l ( 8 )IE )

Z |<I>'(:) 2?'!

en donde se usé de nuevo la equivarianza e invarianza de estas funciones.
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En la prueba del lema, basta entonces notar que los conjuntos N, K., M;, Ay B son in-
variantes. Por lo tanto, la funci6n ¢(z) es invariante {est4 definida en términos de distancias,
que son mvanantes) y el campo V(:) es equivariante. Para verificar que n, es equivariante,
es suficiente notar que

M (Tom) =V (n(Tos)),  no(Tos) = T
Yy que d
T} = ToV (m(2) = V (Toms (),
es decir, que n,(Tyz) ¥ Tom(z) son soluciones a la ecuacién (A3.2.3), con la misma condicién
inicial; i.e.
n(Tez) = To(m(z)).

El resto de la prueba es el mismo.



Apéndice 4

Un teorema de Krasnosel’skii.

A4l El opcrndbr F,

En este apéndice se prueba un importante teorema de Krasnosel’skii que garantiza la
continuidad de cierto operador definido de L2(f1) a L*(01). En el trabajo se consideré el caso
de funciones definidas en algin subconjunto 0 abierto y acotado de R™ y que tomaban
valores en R". Sin embargo, la prueba que se da a continuacién es tnicamente para el caso
de funciones que toman valores reales, la extensién al caso general es inmediata.

Se dice que una funcién F{s,u) de dos variables -0 < u < 0 y a € Q1 satisface las
condiciones de Carathéodory, si es continua con respecto a u para casi toda s y medible con
respecto a s para todos los valores de u. En el caso de interés, como ya se dijo, 01 representa
un conjunto de medida finita en un espacio euclideo. Abusando de la notacién, se designa
por F al operador definido sobre todas las funciones reales de 1 mediante la relacién

F(uls)) = F(s,u(s)).

Este operador desempefia un papel importante en el estudio de una clase muy amplia de
ecuaciones integrales no lineales y resulta que la continuidad y acotacién de F se desprenden
dnicamente del hecho de que actda de L* a L. Para probar lo anterior, es necesario el -

siguiente lema.

A4.2 Convergencia en medida,

A4.2.1 Lema. Sea 01 un conjunto de medida finita. Entonces el operador F trarisforma a toda .~
sucesidn de funciones que convergen en medida

uy(a), ua(e),..., s€0, (A4.2.1)

en una sucesidn de funciones que también converge en medida.
Prueba. Supéngase que la sucesién (A4.2.1) converge en medida a ue(s). Se denota
por O (k=1,2...) al conjunto de todas las s € 1 para las cuales la desigualdad

Juols) - u(e)l < £

implica que
[Fa,uo(s)) — Fa,u(a))l <,
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en donde ¢ es un ndmero positivo arbitrario. Evidentemente, 0, ¢ ; ¢ Qs.--. Se tiene
entonces que la continuidad de F(s,u) con respecto a u para casi toda ¢ € (1, implica que

8

m( ng) = m(ﬂ),

»
u

de donde .
Jim (k) = m(0). {44.2.2) .

Supéngase que se tienen dos niimeros positivos arbitrarios n ¥ «. Se escoge entonces &, tal

que
m(fl,) > m(0) - ;

esto es posible en virtud de (A4.2.2). Se denota entonces por F, al conjunto de puntos s €3,
para los cuales

o) = (0] < -
Témese N de tal forma que, para toda n> ¥,

m(F,) > m(Q) - ;-

Considerando la sucesién de funciones
Flur)(e) = Fla, urs)), F(ua)(s) = Fla,ua(s})...
y denotando por D, al conjunto de puntos s € 01 tales que
[F(s,uo(s)) = Fls,unle))] < ¢,

se sigue que
O, NFy C Dy,

de donde
m{D,) > m(1) - 1.
Puesto que n y ¢ son arbitrarios, la dltima desigualdad prueba el lema.

Ad4.3 Continuidad del operador F. ) }
Se tiene entonces el siguiente resuitado:

A4.3 Teorema. .
Supdngase que el operador F transforma toda funcidn de L® en una funcion de L, (a,8 > 1).

Entonces el operador F es continuo.
Prueba. Primero considérese el caso en el que F(0) = 0. Se mostrard que el operador F
es continuo en el 0 del espacio L*. Si este no es el caso, entonces existe una sucesién de

funciones
dufs)e L, n=1,2...

que convergen fuertemente hacia 0 y tales que

/;]F(zﬁ,.(a))l”ds>a, n=1,2..., (44.8.1)
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en donde a es un nimero positivo. Supéngase que
o0
. Z/‘; I¢n(8)]* ds < oo, (A4.3.2)
n=1

lo cual no resta generalidad, pues como }¢,|r» — 0, siempre es posible encontrar una sub-
sucesién que cumpla lo anterior.
Se construye una sucesién de nimeros ¢, asi como una sucesién de funciones 4,,(s) y de
conjuntos §1, c N, que satisfacen las siguientes condiciones: .
(8-) ey < %Ek.
?b} m(ﬂ;.) S €k,
c) Jo, IF($nu)(e))Pds > Ja y
(d) para cualquier subconjunto D < 0, tal que m(D) < 2¢441, implica que

[irsaap <,
b .

Este proceso se efectiia de manera inductiva como sigue:

Sea ¢ = m(N), ¢n,(8) = $1(a), Mh=0
Si ek, #n, ¥ 24 ya han sido construidas, entonces se selecciona un ndmero ¢4, tal que
la condicién (d) se cumpla, lo cual es posible por la convergencia absoluta de la integral

/ﬂ IF($m) (o) ds.

La condicién (a) es satisfecha automdticamente, puesto que la funcién ¢,,(s) satisface la
condicién (c), si se tuviera ¢ < 2441, para ese nimero ya seleccionado, entonces m(M) < ¢, g
2¢x41, ¥ 5 podrfa tomar en (d) a 0, como posible conjunto D, lo cual contradice la condicién

c).
Por el lema A4.2.1, es posible encontrar un nimero nyyy y un conjunto Fiyy C 01 tales

que, cuando s € Fyyy, ‘ .
'F(¢nu+l)(‘)l < (S-r_ng(ﬁ)-)" (A4.8.3)
con

m(0) - m(Fai1) < exs1. ‘ (A4.34)

- Sea N4y = 0 - Fi4y. Entonces (A4.3.4) implica que la condicién (b) es satisfecha para y1.
"Que la condici6n (c) también se cumple se sigue de (A4.3.1) y de (A4.3.3),pues :

[ PP i
Oagr

= [P do= [ 1Pl ) 40> o

Considérense ahora los conjuntos ajenos

0
Dy =0y ~ U 0, k=12,....
{=k+1
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De las condiciones (a) y (b) se desprende que

00 ]
m( ) )<Y a<2un, k=172.... (A4.3.5)
i=k+1 $=k+1

Se define a la funcién ¢(s) mediante la ecuacion

[ i Dy(k= )
¢(l) = {g,m( )t :; ::Ué(lkp‘.lvz )1 (A4.3.7)

De las condiciones (c) y (d) y de (A4.3.5), se sigue que

[ F@@pa= [ 1Fepe
Dy Dy

z/n_lr(m.vara—/m ]

[F($n.)(e)|’ do 2 % (44.3.7)
. =V
Por (A4.3.2) ¢ € L* y, de acuerdo a la condicién enunciada en el teorema, F(¢) € L?. Por

otra parte, por (A4.3.7) F(¢) ¢ L?, puesto que D; uUDj =@, cuando i # 5, y se sigue que
L] 3 P ds = co.
fireapaz 2 [ 1oap =

Esta contradiccién muestra que efectivamente el operador F es continuo en 0 (bajo la su-
posicién de que F(0) =0).

Regresando al caso general, es posible probar ahora la continuidad de F en cualquier
punto us de Lo, Para ello considérese la funcién

Glo,u) = Fla, to(s) +u) ~ Fls,uo(s)), 1€ G, 00 < u<co.

El operador G correspondiente a la definicién anterior, satisface la condicién G(0) =0 y de
lo que se ha probado se desprende que G es continuo en el punto 0. Pero entonces en forma
inmediata se concluye que esto implica la continuidad de 7 en uo € L.
' ]
Nota: el teorema anterior es cierto afin si no se impone la restriceién m(f) < co, sin embargo
no se daré la demostracién (ver [Kr]pp.20-25).
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Una designaldad entre subgradientes.

El objeto de este apéndice es probar una desigualdad que fue utilizada en el capftulo
7 durante la demostracién del resultado general, concerniente a los subgradientes de una

funcién,
Se tiene entonces la siguiente proposicién por demostrar:

A5.1 Teorema, Sea G como se definid en el capitulo 1. Si & € 95G(vy) y &2 € 35G(wy), entonces
(&a(t) - &) - (m(t) - wa(t)) 20 ae.

Prueba. Nétese primero que la afirmacién anterior es una consecuencia de lo siguiente:
SiueEy ¢ € d5G(u), entonces para cualquier w e L2({0, 2¢),R*") : '

Glw(t)) - 6(u(t) 2 (u(t) - u(t) - €() ae. (45.1)

De hecho, para ¢ € 35G(vy), si se toma w = v, en la condicidén anterior, se tiene:
(1) G(va(t)) = G(wa{t)) 2 {va(t) — vi(t)) - €(t) aec., ¥ similarmente para & € dgG(w), tomando
w = v;, Se sigue: ’

Glos (1) - Glat) 2 () ~ mlt) - ac.
Sumando las dos desigualdades as{ obtenidas se encuentra:
=(va(t) ~ va(e)) - (6ut) ~ &a{2)) < O

De tal forma que el problema se reduce a mostrar la desigualdad (A5.1).
Procediendo por contradiccién, supéngase que existe una w € L2([D, 2x],R*"), tal que,
para alguna 5 > 0 el conjunto: ‘

0 = {t|G(w(t)) - Gu(t)) < (w(e) - ult)) - £() =7},

tenga medida positiva.
Ademés, puesto que el mapeo

L(jo, 2, R™) = R

u— /:' G(u(t)) dt,
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es continuo {recuérdese que G mismo se toma continuo), existe un § > 0, tal que para
cualquier c € R™ y |¢| < 6, se tiene:

[ 1o +a - Glanta < 1
Sea A un subconjunto medible de @t con medida positiva y tal que para
1
¢= —i;/"(w(t) — uft)) dt

se tenga lel <6 y. _
/A IG(u(t) +¢) - Glu(t)) e < J,

16t +9 - crutyie <]

Lo anterior es posible por la continuidad de la integral, para ello basta tomar A c 0 con
medida positiva pequena. Por otra parte, defindse

B(t) = w(t)xa + ult)xac +e,
en donde A°=10,2x] - A y x4 es la funcién caracteristica de A. Se tiene entonces que
o€ L°([0,2x), R*);

y-puesto que u € E, resulta:

/4 ) u(t)dt = jlmﬂd u(t) dt
- /[w uft) dt - /A u(t) de

——/Au(t) dt

Es decir, que
In
/ (t)dt =0,
0

i.e. @(t) € E. Ademés, si se efectia el siguiente célculo, se tiene por una parte que
an
6(6) - 6l = [ (6(a(0) - Glu(e) &

= [16ta() - Gule + [ Glaty) - lulee
A Ac

= / (Glw(t) + <) - Glwle)] dt + f (Clw(t)) - Glu(®)) dt
A A

+ [ [0(ut) +9) - GtuleN) s



Y por otra parte

[ fetw+o - clunie

= [16(0 +9 - GtutoNa - [ 16(u(9) +4) - Otule)]
[} A

1,7_1
& - ——
_.4"*‘4 .

" Por lo tanto
6(#) - 6(w) < 3+ | [6(ul) - Glutpl e+
< [ - ut0)- ey
= [ +e)- o) €00+ [ (ul0)+ e~ wli) €00,
A At
ya que ["€(t)dt =0, es decir
6(6) -Gt < [ (@) - ule) €0,

lo cual contradice el hecho de que ¢ € dgG(u).
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